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Resumen

Se presenta una metodologia para aplicar el método euleriano-
lagrangiano localizado adjunto (ELLAM) a las ecuaciones de flujo y
transporte no lineal en un medio poroso. La aplicacién se realiza a la
ecuacion de adveccion-difusiéon-reaccién y a la ecuacién del flujo del agua
en un suelo (ecuacion de Richards) en dos dimensiones.

La metodologia consiste en aplicar previamente una técnica de
linealizacién tipo Taylor-Fréchet. Esta linealizacién es basicamente una
expansion alrededor de valores de la variable dependiente en un paso de
tiempo previo, a lo largo de las lineas caracteristicas. En esta expansion,
los términos de segundo orden se desprecian, generandose un operador
modificado lineal. Tal estrategia permite obtener una aproximacion de
segundo orden de precisidbn en el tiempo, independientemente si se
emplea una técnica iterativa o no iterativa.

Un analisis de la propagacion de propiedades numéricas para la ecuacion
de transporte lineal, muestra que ELLAM no tiene errores de fase lo cual
hace que esta metodologia solucione de forma muy precisa problemas
fuertemente dominados por adveccién. También se comprueba que no
existen diferencias apreciables en si se usa una funcion de peso
constante o una de tipo lineal, lo cual permite que, en aras de la
simplicidad se use preferentemente la primera para solucionar problemas
con coeficientes variables, no lineales y en multiples dimensiones. Esto
se ilustra en detalle a través de los retratos de amplitud y de fase.

Con el fin de verificar las ventajas y desventajas de la metodologia
propuestas se realizan comparaciones de la técnica de linealizacién tipo
Picard, con la técnica de linealizacién Taylor-Fréchet, para resolver la
ecuacion de adveccién difusion-reacciéon no lineal a través de ELLAM. La
comparacion se ilustra a través de varios ejemplos en donde uno de ellos
es un sistema de dos ecuaciones que describen un proceso de
biodegradaciéon aerobia. Igualmente, para la ecuacién de flujo se
presentan varios ejemplos en donde se comprueba la ventaja de esta
técnica con relacién a las técnicas tradicionales de diferencias finitas y
elemento finito lo que permite manejar incrementos en el espacio e
intervalos relativamente mas grandes, sin presentar problemas de
resolucion espacial y de convergencia. Esta metodologia puede ser
generalizada a dos o tres dimensiones incorporando cualquier tipo de
frontera. Los resultados mostrados corresponden a la primera aplicacion
de ELLAM para resolver la ecuacion de Richards, lo cual permite concluir
que ELLAM se puede aplicar a la soluciéon de problemas altamente no
lineales, siempre y cuando la técnica de linealizacién sea apropiada.
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Abstract

A methodology to apply the Eulerian Lagrangian localized adjoint method
(ELLAM) to the nonlinear equations for flow and transport in porous media
is presented. The application is carried out, on both the advection-
diffusion-reaction equation and the equation for the flow of water through
soils (Richards equations) in two dimensions.

This methodology consists in first applying a Taylor-Frechet linearization
technique, which is an expansion around the values of the dependent
variable in a previous time-step, along the characteristics. In this
expansion, the second order terms are considered as negligible, so that a
modified linear operator is obtained. This strategy allows getting a second
order approximation in time, no matter whether an iterative or a non
iterative technique is used.

An analysis of the propagation of the numerical properties for the linear
transport equation, shows that ELLAM does not have phase errors.
Therefore, this methodology is adequate to solve in a precise manner
advection dominated problems. Furthermore, it proves that there are not
important differences between using a constant weight or a linear weight
function. This, for the sake of simplicity, allows using the former to solve
nonlinear multidimensional| problems with variable coefficients. This is
thoroughly illustrated through phase and amplitude portraits.

In order to evaluate the advantages and disadvantages of the proposed
methodology, a set of comparisons between the Picard type linearization
technique and the Taylor-Frechet linearization technique to solve the
nonlinear advection-diffusion-reaction equation through ELLAM, is carried
out. Several examples serve to illustrate these comparisons. One of them
is a two equations system describing an aerobic biodegradation problem.
The other examples have to do with the flow equation. Through these
examples, the advantage of this technique over the traditional techniques
based on the finite differences or finite element method, is clearly stated,
since it allows the use of wider time and space steps without presenting
convergence and spatial resolution problems. This methodology can be
generalized to two and three dimensions with any boundary conditions.
The shown solutions are the result of the first application of ELLAM to
solve the Richards equation. This proves that ELLAM can be applied to
solve high nonlinear problems, provided that the used linearization
technique is appropriate.
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Integral de flujo en la frontera.

Concentracion de soluto.

Valor de ¢ en un paso de tiempo previo siguiendo o no
las lineas caracteristicas.

Funcién de correccion para c.

Ndmero de Courant.

Tensor de coeficientes de difusidn efectiva.

Derivada de Fréchet de primer orden del
operador N(-).

Funcion que representa la pérdida o ganancia de
masa.

Condicién de frontera.

Subindices espaciales para los nodos.

Coeficiente de reaccion de primer orden.

Aproximacién a k(c).

NUmero total de puntos -de integracién en el espacio.
Ndmero de puntos de integracién en x.

Numero de puntos de integracidn en y.

Subindice temporal.

Parte entera de Cr.

Operador diferencial.

Operador adjunto del operador N(e).
Operador lineal asociado a N(e).

Namero de subintervalos en los que se divide el
espacio.

Ndmero de subintervalos en el intervalo de tiempo At.
NuUmero de puntos de integracion.
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Darcy.
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Puntos estratégicos de integracién en el tiempo.
Tiempo.

Tiempo de interseccidbn en la frontera para una

caracteristica.

Punto de integracién temporal.

Variable incognita en la ecuacién de transporte.
Aproximacién discreta a la variable u (x,1).

Pesos de integracién para la formula del trapecio.
Campo de velocidades.

Funcion de peso arbitraria.

Funcion de peso aproximada en dos dimensiones.
Funcién de peso aproximada en la direccion x.

Funcién de peso aproximada en la direccion y.

Pie de la caracteristica en t".

Coordenada espacial.

Proyeccion de (x,y)en t".
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Eje de las profundidades orientada positivamente
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Incremento en la direccién x.
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Incremento en la direccién z.

Incremento temporal.

Dominio espacial.

Frontera del dominio.

Vector unitario normal a 2.

Presidén del agua en el suelo (expresada en altura de
columna de agua)

Valor de y en un paso de tiempo previo siguiendo o
no las lineas caracteristicas.

Funcion de correccién para v .

Contenido volumétrico de agua en el suelo.

Factor de peso 0<6<17.
Conductividad hidraulica.



Nomenclatura viii
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p = DAt/ Ax? Ndmero de dispersién.
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y=(exp(x)-1/x)

) Término de adiciéon o sustraccion de soluto debido a
Reacciones fisico-quimico-biolégicas.

&; Regién correspondiente a la celda ijen '+

& Proyeccién hacia atras de &; en .

X(t”” ;x,t) Linea caracteristica para t ™' desde (x,1).

VX; = Xi-X;-1 Operador en diferencias hacia airés.

AXj=Xi1-X; Operador en diferencias hacia adelante.

[Xi1 -Xi1] Celda béasica de integracion para la funcion de peso
lineal.

[Xi-(1/2) “Xiug12] Celda basica de integraciéon para la funcién de peso
constante.

Ax; = Ax; / NS
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INTRODUCCION

El flujo y transporte en medios porosos es un tema importante en muchas
ramas de la ciencia y de la ingenieria; por ejempio en hidrologia del agua
subterrdnea, ingenierfa petrolera, ciencia del suelo, mecanica de suelos,
ingenieria quimica e ingenieria agricola, por mencionar algunas. Dichas
disciplinas consideran al suelo como el medio poroso de mas interés
desde su representacion ideal en columnas homogéneas de arena, hasta
su real complejidad conteniendo heterogeneidades (figura 1). Atendiendo
a esto, se puede definir un medio poroso como una porcién de espacio
ocupado por materia en diferentes fases (solida, liquida, y gaseosa),
siendo al menos una de ellas persistente y posiblemente deformable,
llamada la fase soélida o matriz sélida. El espacio que no es ocupado por la
matriz sé6lida es llamado espacio vacio (0 poroso). Desde el punto de vista
del flujo de fluidos sélo es de interés el espacio de poros interconectados,
por lo cual es llamado espacio poroso efectivo.

En este trabajo, el término “flujo” se referira al movimiento de la fase
liquida (comUnmente agua), mientras que el término “transporte” se
referira a la migracién de compuestos quimicos.
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Figura 1. Mecanismos de flujo y transporte en un medio poroso.

Los compuestos quimicos pueden moverse en un medio poroso en
cualquiera de las fases, ya sea por adveccién (como componentes
disueltos), o moverse independientemente fuera del patrén de flujo (por
ejemplo, por difusién molecular).

La principal fuente de agua en el suelo es la atmésfera que da origen al
fenémeno de precipitacién, por medio del cual el agua llega a la superficie
del suelo y se introduce en él mediante el proceso de infiltracién. El agua
en la matriz del suelo se mueve hacia abajo por la accién de la gravedad
(proceso de percolacién). El agua pasa de la zona no saturada a la zona
saturada a través del nivel fredtico (recarga). Este proceso se esquematiza
en la figura 2. En su recorrido, el agua disuelve y transporta componentes
que interaccionan unos con otros mediante complejos fendmenos fisicos,
quimicos y biolégicos (Nielsen et al., 1986; Looney y Falta, 2000). Para
describir o modelar el flujo y los procesos de transporte en un medio
poroso como es el suelo, se requiere de modelos matematicos o
ecuaciones que describan en forma cuantitativa estos fenémenos.
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Infiltracién

Horizonte A

Percolacién
Harizonte B

Horizonte C

Recarga

Figura 2. Flujo del agua desde la atmésfera hacia el suelo.

Los procesos fisicos asociados con el flujo y transporte en medios porosos
estan gobernados por las leyes de conservacion. Conservacion de masa,
cantidad de movimiento y energia gobiernan el comportamiento del flujo
de fluidos, el transporte quimico y la transferencia de calor en un medio
poroso. A nivel del poro, estas leyes fisicas estdn bien definidas. Sin
embargo, en la practica es mas interesante conocer el comportamiento
promedio de un volumen representativo. Debido a la complejidad
geométrica de los poros, es muy dificil establecer un comportamiento a
nivel macroscdpico desde el nivel del poro. Por ejemplo, si se intenta
aplicar directamente las ecuaciones de Navier-Stokes para solucionar el
flujo a través de un conjunto de poros, se tendran grandes dificultades.
Estas incluyen la geometria, fenémenos fisicos complejos e interacciones
quimicas entre el fluido y el sdlido, y entre el fluido y el poro, y quiza
mecanismos que hasta la fecha no han sido descritos apropiadamente.

A escala macroscopica, se usa comunmente la teoria del continuo. En
ella los procesos de flujo y transporte quedan descritos a través de leyes
macroscopicas aplicadas a un volumen representativo del medio poroso
(REV, por sus siglas en inglés), de dimensiones relativamente grandes
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comparada con el tamafno de los poros (Bear, 1972, 1979). Las leyes
fisicas del flujo y transporte en un medio poroso a escala macroscopica
quedan representadas mateméaticamente a través de un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales en donde la estructura basica esta
relacionada con los mecanismos de adveccién y difusién.

El estudio de los fenémenos de adveccidn-difusién es importante en
muchos campos de la ciencia y la ingenieria (Bear, 1972, 1979; Hillel,
1980a,b; Nielsen et al, 1986; LeVeque, 1992; Chung et al, 1993). La
ecuacion que representa estos procesos esta sujeta a condiciones de
frontera apropiadas y se caracteriza por un término advectivo (hiperbdlico
no disipativo) y un componente difusivo (parabdlico disipativo) a saber:

N(f ):—g’;w o (VI)-Ve(DeVir(x,t) (x,tk(Q,,T) (1)

donde N(e) es un operador diferencial que puede ser lineal o no lineal; fes

la variable incégnita del fenémeno; V es el vector de flujo o velocidades
caracteristicas; r(x,t) es una funciéon que involucra términos fuente o
sumidero; x es un vector que define el espacio; t es el tiempo; V es el
operador diferencial nabla; y D es el coeficiente de dispersion (llamado
también coeficiente de dispersion hidrodindmica). Para aclarar algunas
confusiones sobre este coeficiente, respecto a que a veces se confunde
con el coeficiente de difusién, a continuacién se da una ampliacion a fin de
aclarar esta ambigliedad.

El coeficiente de dispersién incorpora varios procesos de mezclado y
comunmente se expresa por:

D=D,+D,+D, (2)

donde Dy es el coeficiente de dispersion hidrodinamica, D, es el
coeficiente de dispersion mecanica, y D¢ el coeficiente de difusién
molecular (difusién).

La dispersién hidrodinamica (figura 3) es un proceso de mezclado
causado por la variacion local de velocidades. Dentro de los poros del
suelo la variacion local de velocidades es desde cero en la frontera poro-
particula hasta un maximo cercano al centro.

La dispersi6on mecénica (figura 4) es el proceso de mezclado causado por
el movimiento de un fluido alrededor de obstaculos. Las particulas de
suelo forman un intrincado conjunto de canales que dispersan las
substancias quimicas.
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Figura 4. llustracién de la dispersidon mecanica en un medio poroso. Dos
particulas no guardan la misma distancia relativa.

La difusiébn molecular es un proceso de mezclado causado por la
presencia de un gradiente de concentraciones.

Cuando la concentracién de una sustancia quimica es la misma en
cualquier punto este proceso de mezclado es nulo. Por lo general en un
medio poroso este proceso es mucho menor que los dos anteriores.

Se observa, en la ecuacién (2) que si los coeficientes Dy y D, son nulos
se tendra el caso en que el coeficiente de dispersion es igual al coeficiente
de difusién. Esto ocurre por ejemplo en el fendmeno de difusidon de aztcar
en una taza con café en reposo.

Matematicamente el coeficiente de dispersién se representa como un
tensor de segundo orden (Bear, 1972, 1979):
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D, 0 0
D=0 D, 0 (3)
0 0 D

z

donde Dy es el coeficiente de dispersién longitudinal, y Dy, y D.; son los
coeficientes de dispersidon transversal. A la vez, estos coeficientes se
pueden expresar como el producto de un coeficiente de dispersividad y la
velocidad promedio (Bear, 1972, 1979):

D, =D, =0,V
DTy =D,vy =(!7-V (4)
DTZ = DE = (ZTV

Regresando a la ecuacién (1), esta ecuacién es también llamada ecuacion
de transporte. Generalmente para aplicaciones practicas no existen
soluciones analiticas de esta ecuacién por lo que se debe recurrir al uso
de metodologias numéricas. El comportamiento de aproximaciones
numeéricas de esta ecuacion se caracteriza principalmente a través de dos
pardmetros adimensionales: el nimero de Courant (Cr), definido como
Cr=VAt/Ax, y el nimero de Péclet de la malla (P.), Pe=VAx/D; donde

Ax y At son los incrementos espacial y temporal respectivamente.

Muchos fenémenos pueden representarse a través de ecuaciones de la
forma (1). Por ejemplo, en la ciencia de la atmésfera, para describir el flujo
de aerosoles y gases; en la ingenieria petrolera, para la descripcion del
flujo en la explotacién de yacimientos; en ingenieria mecanica, para
estudios de transferencia de calor; en hidrologia, para el estudio de
avenidas de inundacién, y transporte de contaminantes en agua
subterranea; en ingenieria hidraulica, para el flujo del agua en canales
abiertos; en la ciencia del suelo, para describir el flujo del agua vy
transporie de contaminantes en la matriz del suelo; en remediacién de
suelos, para desarrollo de técnicas de remocién de contaminantes, etc. El

peso relativo de las variables y pardmetros descritos en la ecuacion (1)
puede diferir ampliamente en diferentes aplicaciones. Por ejemplo, en el
contexto de flujo en medios porosos los fenémenos pueden estar influidos
fuertemente por términos difusivos, como ocurre en procesos de
percolacion profunda, mientras que en procesos de explotacion de
acuiferos los términos advectivos son los predominantes.

Cuando la difusién es el proceso dominante, por lo general todas las
metodologias numéricas funcionan bien. Sin embargo, cuando el
fenébmeno dominante es advectivo, la mayoria de los esquemas numéricos
muestran oscilaciones no fisicas y excesiva difusibn numérica
(comunmente, cuando el nimero de Péclét de la malla es mayor a 2,
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figura 5). Esto es corregido frecuentemente wusando mallas
extremadamente densas que incrementan mucho el tiempo de ejecucion
en computadora.

TN ~ Oscilaciones no
p/ fisicas

Solucion exacta

\
Difusion nu@i \

N .
7\

Figura 5. Problemas de difusién numérica y oscilaciones no fisicas en las
metodologias numéricas.

Muchos problemas de interés fisico involucran no sélo procesos de
adveccion-difusién, sino también procesos de reaccidon de caracter
quimico y bioldgico (Kindred y Celia, 1989; Ewing y Celia, s.f.) figura 6;
que incrementan el grado de complejidad de la solucién numérica de fos
procesos de ftransporte (por ejemplo, transporte de contaminantes
organicos en un sistema agua-suelo); (Molz et al., 1986). En general, en
cualquier sistema en el que se requiera analizar el transporte de varias
substancias es necesario tener una ecuacion del tipo adveccién-difusion
(ecuacién 1) por cada substancia analizada, pero incluyendo un término
de reaccién que permita acoplarla con las correspondientes a los otros
componentes. Esto obliga a resolver un sistema de ecuaciones de
adveccién-difusion-reaccién de manera simultdnea. Este problema es
particularmente interesante, ya que la presencia de oscilaciones no fisicas
en algun componente puede desestabilizar por completo la solucidn
numérica del sistema acoplado.
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Figura 6. Los procesos guimicos y bioldgicos influyen fuertemente en
procesos de adveccion y difusién.

La busgueda de formulaciones alternativas para abordar estos problemas
es de gran importancia si se busca hacer eficaz la aplicacién de técnicas
numeéricas a la solucién de problemas de interés préactico. La clave para
implementar metodologias numéricas que mejoren la eficiencia de los
métodos numéricos es reconocer la naturaleza cambiante de la ecuacion
de adveccién-difusién-reaccion (Celia et al, 1989b). Los procesos
dominados por difusiéon implican comportamientos definidos por una
ecuacion de tipo parabélico (de segundo orden), y los procesos
dominados por adveccién implican comportamientos definidos por una
ecuacién de tipo hiperbélico (de primer orden), mientras que problemas
dominados por reaccién implican comportamientos definidos por una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en el tiempo. Por lo tanto,
no pueden esperarse soluciones aceptables de un método numérico que
falla al acomodar estos comportamientos.

Desde el trabajo pionero de Allen y Southwell en 1954, donde se propone
un esquema en diferencias centrado en el espacio para la ecuacion de
adveccion-difusién en un estado permanente, el desarrollo de
metodologias para problemas de transporte ha desplegado una gran
actividad mundial. A continuacién se presenta una breve resefta de la
bibliografia disponible sobre el tema.
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Celia et al., (1990), describen los métodos numéricos para problemas de
transporte clasificados en dos grandes grupos o clases. E! primero es
referido como métodos espaciales Optimos (OSM'’s, por sus siglas en
inglés), y el segundo como método de las caracteristicas (MC’s, por sus
siglas en inglés). En el primero se emplea un enfoque euleriano en donde
la idea central es transformar una ecuacién diferencial parcial en un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo, las cuales
son posteriormente discretizada mediante un método en diferencias finitas.
Esta idea es empleada en las técnicas estandar de diferencia finitas,
elemento finito y en el método de la funcion de prueba optima (OTF, por
sus siglas en inglés), presentado por Celia, Herrera, y coautores ( Celia et
al., 1989a; 1989b). En general, estos métodos eulerianos presentan las
siguientes caracteristicas: (i) el error de truncado en el tiempo domina la
solucién; (i) las soluciones se caracterizan por ser no precisas, es decir,
que presentan excesiva difusidon numérica y grandes errores de fase; (iii)
el numero de Courant se limita a ser menor a 1 y es en ocasiones mucho
menor, y (iv) el nimero de Péclét de la malla debe ser menor o igual a 2,
a fin de evitar problemas de resolucién espacial.

Para salvar estas dificultades, el método de las caracteristicas trata la
parte advectiva mediante un enfogue lagrangiano y, para la parte difusiva
se emplea un enfoque euleriano. Esta clase de métodos incluye una gran
variedad de técnicas; por ejemplo, los métodos euleriano-lagrangiano
(ELM) (Neumann, 1984; Cady y Neumann, 1988); el método de las
caracteristicas (MOC) (Pinder y Cooper, 1970); el método modificado de
las caracteristicas (MMOC) (Douglas y Rusell, 1982), y el método de
desacoplamiento de operadores (Wheeler y Dawson, 1988). A pesar de
que estos métodos mejoran considerablemente el error de truncado en el
tiempo, asi como alivian las restricciones del nimero de Courant, todavia
presentan problemas en la conservacion de masa debido a la falta de la
incorporacién adecuada de las condiciones de frontera.

Herrera (19853, b, c), y Celia et al., (1989a, b), presentan una metodologia
para la soluciébn general de ecuaciones de segundo orden. Este
procedimiento lleva a aproximaciones numéricas que automaticamente
cambian en la medida en que la ecuacion diferencial parcial cambia. Esto
se logra definiendo funciones de peso de tal forma que el operador adjunto
asociado a la parte advectiva y difusiva de la ecuacion diferencial parcial
(ecuacién 1) se anule. Esta metodologia es referida como métodos
localizados adjuntos (LAM) y no esta restringida a la dimension espacial
(Herrera, 1985b), por lo que puede ser extendida al tratamiento de la
derivada temporal, via una eleccién apropiada de la funcién de peso. Esta
extension es formalizada en Celia et al., (1990), donde la filosofia LAM es
combinada con el método de las caracteristicas para dar lugar a la
formulacién del método localizado adjunto euleriano-lagrangiano (ELLAM,
por sus siglas en inglés). El principal éxito de estos procedimientos es su
tratamiento sisteméatico y completo sobre las condiciones de frontera,
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teniendo siempre la propiedad conservativa. Asimismo, reducen
significativamente el error de truncado temporal a la vez que las restricciones
impuestas por el nimero de Courant.

Lo anterior respalda la formulacién ELLAM como una metodologia
encaminada al desarrollo de una nueva generaciéon de métodos numericos
de alto grado de precisién, sin restricciones en los nimeros de Courant y de
Péclét; y, sobre todo, en la solucién de problemas de interés préctico para
las diversas ramas de la ingenieria y la ciencia, en donde las metodologias
tradicionales presentan problemas de precision.

La principal limitante de metodologias basadas en el uso de operadores
adjuntos, como LAM y ELLAM, es que, en estricto sentido dichos operadores
s6lo existen para ecuaciones diferenciales lineales.

En tal sentido, este trabajo tiene como objetivo ampliar el ambito de
aplicacién de ELLAM a fin de que pueda ser empleado en la solucién de
problemas de flujo y transporte no lineales en medios porosos, haciendo
énfasis en la zona no saturada. Lo anterior no pretende ser limitativo sino al
contrario, ya que los problemas considerados son altamente no lineales.
Para ello, este trabajo se desarrolla de la siguiente forma:

En el primer capitulo se hace una revisién del estado del arte en la solucion
de la ecuacién de transporte mediante ELLAM. Se describen las principales
variantes sobre la forma de implementar ELLAM de acuerdo con la
evaluacidn de las integrales de masa.

En el capitulo dos se establece el marco teérico donde se enmarcan las
ecuaciones basicas de flujo y transporte en medios porosos. Se mencionan
las hipbtesis basicas y se describen algunas formas especiales de escribir
estas ecuaciones para resolver algunos problemas especificos. Se destaca
la importancia de la forma de la ecuacién de Richards como un prototipo
debido a que las ecuaciones para fiujo en multifase exhiben esta forma. Por
ello, desde el punio de vista numérico, también la ecuacién de Richards
constituye un modelo excelente para implementar y probar nuevas
metodologias aplicables a la resolucién numérica como lo es ELLAM,.

En el capitulo tres se describe a detalle ELLAM. Ahi se presenta la
formulacién clasica como aparecié en Celia et al., 1990. Se dan algunos
detalles clave para comprender la filosofia ELLAM y que son ampliados por
razones didacticas. Se realizan algunas comparaciones con las soluciones
tradicionales de diferencias finitas y elemento finito. Se analiza el problema
del escaldén que se mueve en forma advectiva, y que constituye una de las
mejores formas de mostrar las ventajas de ELLAM en ia soluciéon de
problemas dominados por adveccion.
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Debido a que, como ya se mencioné, ELLAM se aplica solamente a
problemas lineales, en el capitulo cuatro se describe una forma nueva de
linealizar la ecuacién de transporte no lineal. Esta linealizacién se lleva a
cabo mediante una expansion tipo Taylor-Fréchet a lo largo de las
caracteristicas sobre el operador no lineal. Se muestra que esta expansion
produce aproximaciones de segundo orden, aun para procedimientos no
iterativos. Se realizan comparaciones con técnicas tradicionales de
linealizacion. Adicionalmente se aplica esta técnica para linealizar la
ecuacion de Richards en una y dos dimensiones. Estas formas linealizadas
se usan en el capitulo seis para resolver esta ecuacién numéricamente por
medio de ELLAM.

En el capitulo cinco se muestra un andlisis sobre las propiedades de
propagacién de ELLAM mediante un andlisis de Fourier. El analisis se hace
a la ecuacién de adveccion-difusidn-reaccion lineal. Se analizan tanto la
funcién de peso lineal, como la funcién de peso constante. Se hace también
una comparacion de las propiedades de propagaciéon con las técnicas
tradicionales de diferencias finitas. A pesar de que este andlisis se aplica
para problemas lineales, puede ayudar a establecer limites de aplicacién en
el caso de problemas no lineales.

En el capitulo seis se da una solucién, a través de ELLAM, para la ecuacion
de Richards en una y dos dimensiones. Se dan aplicaciones también para el
flujo de contaminantes reactivos y no reactivos. Se realizan algunas
comparaciones con sofuciones obtenidas con diferencias finitas y elemento
finito.

En el capitulo siete se muestran las conclusiones obtenidas y se discuten
algunas recomendaciones para lineas de trabajo en el futuro.

Por ultimo, se hace notar que no se realiza ninguna revisién sobre la
solucién de la ecuaciéon de transporte mediante las técnicas tradicionales
(método de las caracteristicas, diferencias finitas y elemento finito) y sus
implicaciones, debido a que esta bien documentada en la mayoria de los
trabajos que aparecen en la literatura; por ejemplo: Chen y Falconer, 1994;
Hicks y Steffer, 1994; Lunn y Mackay , 1995; Liu et al. 1995; Puente, 1936.
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CAPITULO 1
ESTADO DEL ARTE Y JUSTIFICACION

El potencial de ELLAM para la solucion de problemas de transporte
dominados por adveccién ha sido mostrado por varios autores (Celia et
al., 1990; Celia y Zisman, 1990; Herrera y Herrera, 1994). Sin embargo,
ELLAM ha sido principalmente aplicado a problemas lineales de
adveccion-difusiéon-reaccion en una dimensién y con coeficientes
constantes.

Para que ELLAM se establezca como una metodologia para la solucion de
problemas de interés practico, ain quedan por resolver varios aspectos
que en general se pueden resumir como sigue: (i) aplicacién de ELLAM
para la ecuacion de transporte con velocidad y coeficientes variables, (i)
aplicacion de ELLAM a dos y tres dimensiones, (i) desarrollo de la
metodologia a problemas altamente no lineales, y (iv) aplicacién a
fronteras irregulares.

En el primer problema se destacan principaimente consideraciones sobre
el seguimiento de las lineas caracteristicas entre niveles en el tiempo.
Esto se dificulta cuando el espaciamiento entre nodos no es uniforme. En
general, para el caso de coeficientes variables, el operador adjunto
asociado a la funcién de peso no es nulo, debido a que no es posible
seguir exactamente el curso de las lineas caracteristicas. En este punto
prevalecen dos tendencias a considerar: una integracién hacia atras (Celia
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et al., 1990), o una integracion hacia adelante (Healy y Rusell, 1993) para
evaluar las integrales en el tiempo previo al tiempo de célculo.

El segundo problema esta relacionado directamente con la determinacion
de la forma de las funciones de peso. Obviamente, este problema se
complica cuando se tienen coeficientes variables y las lineas
caracteristicas cruzan las fronteras. Aqui de nuevo salen a relucir las
mismas consideraciones mencionadas respecto del primer problema. En
dos dimensiones el hecho de elegir una integracion hacia adelante o hacia
atrds estd directamente relacionado con problemas locales de
conservacion de masa. Se han presentado estos problemas cuando se
utiliza una integracion hacia atras (Binning y Celia, 1996). Cuando se elige
una integracion hacia delante, este problema se corrige en buena medida
(Healy y Rusell, 1998).

Para el caso de problemas no lineales, en particular el transporte reactivo
no lineal, se requiere aplicar previamente una técnica de linealizacion que
permita emplear ELLAM, debido a que el operador adjunto sélo existe
para ecuaciones diferenciales lineales. Los métodos de linealizacion que
han sido usados hasta ahora se basan en estrategias tipo Picard, en
donde los coeficientes no lineales son evaluados en un paso de tiempo
previo, siguiendo las lineas caracteristicas (Dahle et al, 1995; Vag et
al.,1996). Esta técnica puede llevar a un método no iterativo, con una
precisién de primer orden, o a un método iterativo, que puede alcanzar
una precision de segundo orden, siempre y cuando se utilice un esquema
de integracion apropiado. Sin embargo, para problemas altamente no
lineales, como es el caso del fluyp de agua en un medio poroso
parcialmente saturado o el transporte en varias fases, aun no esta claro
como llevar a cabo la linealizaciéon. Esto es particularmente cierto cuando
los términos no lineales son dominantes, lo cual puede provocar que las
propiedades de convergencia en los algoritmos tipo Picard sean pobres.
En relacion con lo anterior, Aidama y Arroyo (1998) han desarrollado una
técnica de linealizacion a través del empleo de una expansion tipo Taylor-
Fréchet sobre el operador no lineal de adveccién-difusion-reaccion. Esta
expansion se realiza alrededor de valores de la variable dependiente en
un paso de tiempo previo, a lo largo de las lineas caracteristicas. En esta
expansion, los términos de segundo orden son despreciados,
generandose asi un operador modificado lineal. Esto permite construir un
problema lineal para el cual se puede determinar un operador adjunto.
Esta estrategia permite obtener una aproximacién de segundo orden,
independientemente de si se emplea una técnica iterativa o no iterativa.
Asimismo, la expansién tipo Taylor-Fréchet se puede aplicar a otros
problemas no lineales, permitiéndose de esta forma construir algoritmos
con propiedades de convergencia, atractivas para la solucién de
problemas altamente no lineales.
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Sobre la posibilidad de aplicar ELLAM a fronteras irregulares aun queda
mucho por explorar: las aplicaciones de ELLAM en dos y tres dimensiones
se han realizado en dominios con fronteras regulares (Binning y Celia,
1996; Wang et al, 1996; Healy y Rusell, 1998; Binning y Celia, 2000;
Heberton ef al., 2000).

Este trabajo tiene como objetivo investigar la aplicacién de ELLAM para
problemas altamente no lineales en medios porosos, con particular interés
en la ecuaciéon de adveccion-difusion-reaccién no lineal y de la ecuaciéon de
Richards que describe el flujo de agua en un medio poroso no saturado, a la
vez que comprobar si las ventajas que se han tenido en el caso de la
solucion de los problemas lineales prevalecen para la solucion de
problemas no lineales. Un paso crucial para investigar esto es demostrar
que la metodologia de linealizacion aqui propuesta resulta eficiente en la
solucién de problemas altamente no lineales.
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CAPITULO 2
MARCO TEORICO

Introduccion

La descripcion clasica de flujo y transporte en un medio poroso esta basada
en el concepto de continuo aplicado a escalas, que en promedio producen
una descripcidn continua de flujos, presiones, y concentraciones. Este
proceso se conceptualiza a través del volumen elemental representativo
(Bear, 1972; Hillel, 1982a).

Por otra parte, la aplicacion de este concepto a un medio poroso se basa en
las leyes de la conservacion de masa, y de cantidad de movimiento. Para
un medio poroso no saturado este concepto queda implicito en fa ecuacion
de Richards. Para el transporte de un soluto queda descrito por la ecuacion
de transporte.

Todas estas ecuaciones se aceptan generalmente como una base
apropiada para describir en forma cuantitativa el flujo subsuperficial de agua
y el transporte de solutos en un medio poroso como es el suelo. Han sido
aplicadas a través de soluciones analiticas en casos sencillos y, a través de
técnicas numéricas, en situaciones mas reales. Sin embargo en la practica
(escala de campo) la capacidad de prediccién de estos modelos se ha visto
limitada sobre todo por la dificultad de determinar apropiadamente algunos
pardmetros caracteristicos (cuadro 2.1). La dificultad para determinar estos
parametros es evidente cuando se desconocen sus exiremos de
variabilidad.
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Por ejemplo, al usar un modelo regional bidimensional para determinar el
flujo, comodamente se puede establecer el espaciamiento nodal del orden
de un kildmetro o mas, de tal forma que se necesita conocer la magnitud de
los parametros representativos a esta escala. Esto es un serio problema, ya
que el nivel en que estan descritas las ecuaciones y parametros son a nivel
de laboratorio.

Asimismo un modelo numérico puede considerar que un pardmetro puede
ser constante sobre una magnitud de un kildmetro cuadrado, mientras que
en realidad este pardmetro puede variar en muchos érdenes de magnitud
sobre esa éarea.

Lo anterior manifiesta los problemas que surgen al aplicar principios y
ecuaciones que funcionan bien a una cierta escala y que se desea
aplicarlos a otra. Los problemas de escala estan implicitos en la forma en
que diferentes conceptos y ecuaciones son catalogados dentro del marco
tedrico para la descripcion de los procesos que ocurren en un medio
poroso. A continuacion se hace una revisién de estos enfoques, sobre
aquellos en los que se ha basado el estudio del flujo del agua y el transporte
de contaminantes en suelos.

La siguiente revision se apoya, en buena parte, en los trabajos de Vauclin
(1994) y van Genuchten (1994); el primero fue traducido del francés por
Carlos Fuentes (comunicacién personal). Estos trabajos representan las
ultimas dos revisiones criticas del estado del arte del marco teérico de los
procesos de flujo y transporte de contaminantes en medios porosos.

2.1. Escalas de estudio

La comprensién de los fenédmenos que ocurren en un medio poroso (como
por ejemplo el suelo) es compleja por el hecho de que se trata de estudiar
procesos acoplados, esencialmente no lineales, en un medio polifasico
(agua-aire-sOlido) susceptible de deformarse y en el cual las
concentraciones de los fluidos varian en el tiempo y en el espacio bajo la
accién conjugada de variaciones de energia mecanica y térmica, con la
posibilidad de cambios de fase y de intercambios fisico-quimicos entre las
fases. Guando se abordan el estudio experimental y la modelacion de las
transferencias en este medio jerarquizado, deben ser consideradas tres
escalas, correspondientes a niveles de andlisis y de expectativas diferentes,
(Vauclin, 1994):

* La escala microscépica: el poro, supuesto grande en comparacién con
las dimensiones moleculares. En esta escala, las magnitudes locales
presentan grandes fluctuaciones. Cada fase puede ser considerada
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como un medio continuo, y el medio poroso como un conjunto de medios
continuos mas o menos imbricados. Es en esta escala que conviene
ubicarse para la comprensién fina de los mecanismos fundamentales.

» La escala macroscopica: la columna de laboratorio. La complejidad
geométrica del espacio de los poros, asociada a las dificultades que
plantea la definicion precisa de la topologia de las diferentes fases y la
metrologia de las variables y parametros, hacen que la descripcién
microscopica no pueda ser puesta en practica sin un cambio de escala
cuya etapa esencial consiste en introducir el concepto de Volumen
Elemental Representativo. Este permite establecer una equivalencia
entre el medio real discreto y un medio ficticio continuo. En esta escala,
los fendmenos son descritos por ecuaciones cuyas variables vy
parametros son representativos de magnitudes medias en el seno del
continuo del medio poroso.

s | a escala megascopica : el terreno. La extension del enfoque precedente
al medio poroso natural se enfrenta a serias limitaciones, por ejemplo:

i) Un suelo no es jamds uniforme ni homogéneo. Sus propiedades fisico-
quimicas varian de un «punto macroscépico» a otro. Como ilustracién, el
cuadro 2.1 resume algunos resultados (no exhaustivos) que muestran
claramente la gran variabilidad espacial (no son raros coeficientes de
variacion superiores al 300%) de las propiedades hidro-dispersivas de los
suelos y concentraciones, y esto, sobre superficies que van de 100 m? a
150 ha. En ellas se nota la tendencia a una distribucién log-normal (R =
Moda/media # 1) para el conjunto de estas variables. Con el fin de estudiar
y modelar las transferencias es necesario utilizar conceptos estadisticos y
geoestadisticos que permitan analizar esta variabilidad, lo cual implica a
menudo agregar al aspecto mecanicista de las ecuaciones una descripcion
estocastica de los parametros pertinentes.

i) El aspecto estadistico no implica necesariamente que estas propiedades
estén aleatoriamente distribuidas en el espacio. Ellas presentan
frecuentemente una estructura horizontal o vertical, misma que es
importante de analizar y de tomar en cuenta en los planos de
reconocimiento del medio y de su modelacion.
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Variables m (o) Muestras = N
observadas/ M/m

area

Conductividad saturada

(cm/dia)

- NIELSEN et a/., 1873 25.8 64,8 120/150ha 0,19 750
-VOLZ, 1986 36.3 1353 101/2 ha 0,027 5920
Factor de escala

- WARRICK et al.,, 1977 1.06 1,81 120/150 ha 0,13 1110
- RUSSO-BRESLER, 1980 1 0,73 120/0,8 ha 0,68 112
- VAUCLIN et al,, 1983 1 0,47 23/1 ha 0,72 92
Coeficiente de dispersion

(cm%/dia)

- BIGGAR-NIELSEN, 1976 367 1,410° 359/150 ha 0,011 7150

Velocidad de poro (cm/dia)
- BIGGAR-NIELSEN, 1976 442 85,4 359/150 ha 0,098 1400

Difusividad gaseosa
(m2/dfa)

2
- GRUNDMANN et al., 1988 0,15 0,16 67/90 m 0,31 448
NO,- (ppm)
- TABOR et al,, 1985 136 | 4,24 49/13 ha 0,87 37
- GRUNDMANN et al,, 1988 427 | 2464 67/90 m’ 0,65 130

Flujo de N, O(mg/m*/h)

- FOLORUNSO-ROLSTON,
1984 063 | 177 36/90 m? 0,037 | 3055

2
- GRUNDMANN., 1988 042 | 0,63 67/90m 0,17 876

Cuadro 2.1. Ejemplos de variabilidad observada. ¢ es la desviacion tipo, R =
moda/media. N es el nimero de observaciones necesarias para estimar el
valor medio, m con un error relativo especificado de 10 % y con un intervalo
de confianza de 95 % (Vauclin, 1994).

Un modelo puede expresarse en la forma general siguiente:
Y=F(Xa;j)+¢ (2.1)

donde X; y Y son los vectores de la variables de entrada y de salida
respectivamente, a;los pardmetros, y ¢ el error cometido cuando se asimila
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el objeto de estudio a su imagen. La ecuacién (2.1) permite la siguiente
clasificacion de los modelos (Vauclin 1994; van Genuchten 1994):

- Un modelo conceptual (de tipo mecanicista o funcional) corresponde a una
funcion F fundada sobre un cierto conocimiento (no necesariamente cierto)
de los procesos implicados.

- Cuando Fresulta de experiencias, se trata de un modelo empirico.

- Cualguiera que sea la naturaleza de la funcién F, considerar las variables
de entrada o los pardmetros como funciones aleatorias conduce a un

modelo estocastico. En el caso contrario, se frata de un modelo
determinista.

Segun esta terminologia, la mayoria de los estudios se refieren mas a los
modelos conceptuales deterministas y estocasticos poniendo el acento
sobre el aspecto mecanicista. En este trabajo el estudio se enfocara sobre
los modelos deterministas mecanicistas.

2.2. Modelos deterministas mecanicistas
2.2.1. Modelacion fisica

2.2.1.1. Flujo del agua

En forma clasica, a escala macroscopica, el flujo del agua en suelos es
descrita por la ley de Darcy:

q=-K(y)V(y -2z (2.2)

en la cual g es el vector de densidad del flujo volumétrico; y es la presion
del agua del suelo (expresada en altura de columna de agua) que depende
de el contenido volumétrico de agua del suelo 8(y); K(y) es la

conductividad hidraulica, y z es el eje de las profundidades orientada
positivamente hacia abajo.

La combinacién de la ecuacién (2.2) con la ley de conservacion de masa:

00
—a—i=—V-(q)—1" (2.3)

donde I' representa una fuente o sumidero de masa, lleva a la ecuacion
que describe el flujo del agua en un suelo:
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N _v. Ko
Sty gy =V e IKtw vl - o (2.4)

S(y)=-00/0y es el contenido especifico de humedad.

Para la solucidn de la ecuacion (2.4) es necesario conocer explicitamente,
aparte de las condiciones iniciales y de frontera, las caracteristicas
hidrodinamicas del suelo: 6(w) y K(v). De hecho, esto constituye toda una

linea de investigacién en fisica de suelos.
2.2.1.2. Transporte de solutos

En la escala macroscopica, el transporte de solutos en suelos resulta de los
mecanismos de conveccidn-dispersién, de tal forma que el flujo de solutos
en el suelo es proporcionado por:

q,=cq-D Vc (2.5)

que combinada con la correspondiente ecuacién de conservacién de masa
permite obtener:

2—?=-Vo[cq-DVc]-¢ (2.6)

¢ es la concentracién de soluto en el suelo; g, es el flujo volumétrico o de
Darcy; D, es el tensor de coeficientes de difusion efectiva, y @ es el término
de adicién o sustracciéon de soluto debido a reacciones fisico-quimico-
biolégicas.

Con la finalidad de discutir los procesos involucrados en el transporte de
solutos en el suelo, la ecuacién (2.6) para un transporte esencialmente
vertical, se escribe asi

0 0(6 0 2
(pS )+ (8¢ ) —i{eD (O,Q)i—}‘;—z(QC )+Z¢/(C »S ) (2.7)

ot ot 2z

cy S son las concentraciones de la sustancia asociadas a las fases fluida y
solida respectivamente; D es el coeficiente aparente de dispersion
hidrodindmica de la substancia en el suelo, p es la masa volumétrica del

n
suelo seco, 6 el contenido volumétrico de agua en el suelo, Zq)j(c S )
j=1
representa el consumo de la especie, y g la densidad del flujo volumétrico
dado por la ley de Darcy.



Cap. 2 Marco tedrico 26

2.2.2. Modelacion quimica

n
El término, Zq;,(c ,S )de la ecuacion (2.7) puede incluir diferentes procesos
f=1
quimicos tales como las reacciones de precipitacién/disolucién, las oxido-
reducciones, las transformaciones de origen microbiolégico de una especie
en otra, el decaimiento radioactivo, etc. A excepcion de cuando se trata de
este Ultimo proceso, en general este término es dificit de modelar. De una
parte, |la identificacién de los mecanismos no es siempre evidente, y de otra
las interacciones con otros factores del ambiente no son mas que locales.
Ello conduce a menudo a introducir relaciones paramétricas pseudo-
empiricas. Asi, este término cominmente es aproximado por una expresion
del tipo:

D 0= -1,0c ~1,pS +7,8+7,p (2.8)

j=1

donde u, yu, son constantes de decaimiento de primer orden y caracterizan
las tasas de desaparicion de la sustancia en las fases liquida y solida
respectivamente, y,yy, son constantes de produccion de orden cero para

las fases liquida y solida respectivamente. Estos diferentes coeficientes se
determinan en forma experimental.

2.2.3. Modelos de adsorcion-desorcion

El primer término de la ecuacion (2.7) describe la tasa con la cual una
sustancia quimica interacciona o se intercambia con la fase sélida del suelo.
Su modelacién es el objeto de numerosos estudios y debates. Para
describir estos procesos se utilizan hipdtesis de equilibrio y de no equilibrio
local.

La hipétesis de equilibrio local (LEA, por sus siglas en inglés) conduce a
considerar estos procesos como instantdneos, comparados con los tiempos
caracteristicos de la convecciéon y de la dispersion. Son descritos por
isotermas de equilibrio S(c) de diferentes tipos: lineal, Freundlich, Langmuir,
etc. (Bolt, 1979), y presentan a menudo una histéresis entre la adsorcién y
la desorcién, notable para las sustancias organicas (Van Genuchten et al,,
1974). El modelo probablemente mas utilizado es una simple relacién lineal
entre Sy c de la forma: S = Ky ¢, donde Ky es llamado coeficiente de
distribucion.

Por ejemplo si se acepta la hipétesis de equilibrio local en un estado de flujo
permanente y usando la ecuacion (2.8), la ecuacién (2.7) se simplifica a la
clasica ecuacion lineal de adveccion-difusién:
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oc 0°c  ac
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donde R es el factor de retardo dado por:
R=1+pK,/8 (2.7 b)
y los nuevos coeficientes pwy v son:

= +upKy /0

(2.7 ¢}
Y=Y,+Y:p /0

Aunque la presente es la forma mas comun de tratar estos procesos,
particularmente en los modelos de transporte en régimen hidrico
permanente (van Genuchten y Alves, 1982), su dominio de validez se
restringe a un rango reducido de concentracion.

La hipétesis de no equilibrio local (NLEA, por sus siglas en inglés) se
emplea para explicar discordancias importantes entre los resultados de
modelos fundados sobre el equilibrio local y las observaciones. Esto ha
conducido al desarrollo de dos tipos de modelaciones:

i) Aquéllos que toman en cuenta una cinética quimica:

¢ A un sitio (Lapidus y Amundson, 1952):
aa—f =o(Kc-S) (2.9)

e A dos sitios (van Genuchten et al., 1990):

Sy=FKc; y%’%:u[ﬁ-F)KC-SQ] (2.10)

donde F es la fraccién de los sitios que alcanzan instantaneamente el
equilibrio.

il) Aquéllos que se basan en la existencia fisica de una distribucién bimodal
de velocidad de poro lo cual da pie a la introduccién del concepto de
fracciones de agua mévil e inmévil con cinética de intercambio (Van
Genuchten y Wierenga, 1974; Gaudet et al., 1977).

La aplicabilidad de estos diferentes conceptos ha sido largamente
demostrada para los medios reactivos 0 no, y para una gran variedad de
trazadores. Su utilizacién ha permitido mejorar el caracter predictivo de los
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modelos de transporte que se basan sobre los procesos de conveccién y
dispersidn, con o sin la hipétesis de equilibrio local.

2.2.4. Ventajas e inconvenientes del enfoque mecanicista

En la medida en que los modelos mecanicistas intentan describir el myor
numero de procesos, constituyen excelentes herramientas de investigacion
los cuales permiten estudiar al detalle las interacciones fisico-quimicas en
los suelos (escala de poro y macroscépica), y conducir de manera rigurosa
estudios de sensibilidad de algun fenémeno o parametro. Sin embargo,
presentan ciertas limitaciones, brevemente recordadas en seguida (Vauclin,
1994):

a) Determinacién de los parametros

La resoluciébn numérica (diferencias finitas, elementos finitos, etc.) o
analitica (en ciertos casos particulares y en general muy alejados de la
realidad de terreno) de las ecuaciones requiere del conocimiento previo de
los parametros cuya cantidad depende evidentemente del grado de
complejidad de los modelos mismos. La dificultad de obtencion directa de la
mayor parte de ellos hace que los pardmetros sean obtenidos més a
menudo por ajuste del modelo a los datos experimentales (laboratorio o
terreno, obtenidos en condiciones controladas o incluso arificiales)
utilizando procedimientos de optimizacién.

b) Validacién de los modelos

La literatura muestra que en general la pertinencia de los parametros
identificados a partir de las soluciones numéricas o analiticas es raramente
evaluada sobre otros datos que aquéllos que se utilizan en el procedimiento
de identificacién mismo. Ademés, mientras que los modelos simulan los
flujos de agua y de materia, ellos son “validos” a menudo sobre medidas de
concentraciones gue no son necesariamente los mejores indicadores de los
flujos a través de la zona no saturada, en razon, particularmente, de la
existencia de escurrimientos preferenciales (presencia de macroporos de
origen estructural o biologico; fenémenos de inestabilidad hidrodinamica
gue conducen a digitaciones, etcétera).

c) Utilizaciéon de los modelos en condiciones naturales

La variabilidad espacial de los suelos vy, particularmente, de sus
propiedades hidrodindmicas, conduce a dudar del valor predictivo de
modelos que se basan en la hipétesis de unicidad de las relaciones
velocidad de poro, contenido de agua y coeficiente de dispersion. Este
aspecto, acoplado a las dificultades experimentales de obtencion in-situ de
pardmetros fenomenologicos tales como la conductividad hidraulica o el
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contenido de agua, ha estimulado otros enfoques que se abordan
sucintamente mas adelante.

2.3. Modelos deterministas funcionales

Contrariamente a los modelos precedentes, que esencialmente se basan en
la nocibn de velocidad o flujp de materia, los modelos llamados
“funcionales” son de tipo capacitivo: el suelo se asimila a un reservorio
definido por dos humedades caracteristicas: el punto de marchitamiento
permanente y la capacidad de campo.

Segun Addiscott y Wagenet (1985), pueden considerarse dos clases de
modelos funcionales:

2.3.1. Los modelos continuos

En estos modelos, la difusidon y la dispersion son despreciadas en la
ecuacién de transporte, de modo de no considerar mas que el transporte
convectivo (escurrimiento en pistdn), el cual permite una determinacion
trivial del pico de concentracién alrededor del cual se puede eventualmente
sobreimponer estos dos efectos (De Smedt y Wierenga, 1978; Rose et al.,
1982).

A pesar de que este tipo de modelo, parcialmente o totalmente analitico,
haya sido utilizado con un cierto éxito para simular el flujo de
concentraciones aplicadas en la superficie de un suelo (Rose et al., 1982
para N, Cameron et al., 1982 para C/), todavia presenta serias limitaciones
cuando el perfil vertical del suelo es heterogéneo o contiene ya una
concentracion inicial. Ademas, con algunas excepciones (Scotter, 1978),
éste no ha sido utilizado para sustancias interactivas con la fase sélida.

2.3.2 Los modelos discretos

En estos modelos se utilizan consideraciones croméatricas (Reiniger y Bolt,
1972), las cuales han sido utilizadas para simular el lavado de los suelos.
Se trata aqui de dividir el suelo en una sucesién de células horizontales
entre las cuales se toman en cuenta los diferentes procesos fisicos,
quimicos e incluso biolégicos. El principio de conservacién de la masa
aplicado al agua y a las sustancias quimicas conducen, en general, a una
sucesion de ecuaciones algebraicas de facil resolucion.

Este enfoque es aplicable sobre todo en el caso del transporte simultaneo
de varias especies quimicas (Valocchi et al.,, 1981; Sardin ef al., 1988), c de
sustancias fuertemente interactivas con la fase soélida (Frissel y Poelstra,
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1967). Mientras que su uso es cldsico en ingenieria quimica, parece poco
conocido por los hidrélogos, fisicos y quimicos de los suelos.

2.3.3. Ventajas e inconvenientes

Ademas gue tienen la ventaja de presentar una estructura matematica
simple, estos modelos no utilizan mas que una cantidad reducida de datos
iniciales y de parametros, cuya mayoria pueden obtenerse sin
procedimientos de identificacién. Su utilizacién en el terreno es facilitada por
el hecho de que los parametros “capacitivos” aparecen con menos variables
que los parametros “conductivos”. Por lo tanto, su concepcién no les
permite contribuir a un conocimiento mejor de los procesos fundamentales.
Tampoco pueden prever el impacto de modificaciones del medio fisico
sobre los procesos de transporte.

2.4. Modelos Estocasticos

Es conocido desde hace muchos afos que las propiedades fisico-quimicas
locales de los suelos presentan amplias fluctuaciones espaciales. La
naturaleza, la modelacién de esta variabilidad y los problemas de muestreo
que le son asociados han sido descritos abundantemente (Warrick y
Nielsen, 1980; Mac Bratney y Webster, 1983; Vauclin, 1983). Esta situacién
ha llevado a considerar los fendmenos de transferencia como procesos
esencialmente erraticos, susceptibles de una cuantificacién por modelos
estocasticos que se pueden reagrupar en dos categorias: los modelos
mecanicistas y los modelos empiricos tipo funcién de tansferencia.

2.4.1. Modelos estocasticos mecanicistas

En este enfoque, las propiedades hidrodindmicas son asimiladas a
funciones aleatorias que, introducidas en un modelo mecanicista, obligan a
expresar la solucibn de un problema de transporte en términos
probabilisticos.

Como ejemplo, se muestra en seguida la técnica aplicado al transporte
vertical de un soluto no reactivo en un suelo parcialmente saturado:

i) A la escala de la columna de laboratorio, se admite la validez del
esquema clasico que resulta de las ecuaciones (2.4) y (2.7):

oc 0 oc oc
60— =—<0D(8,g—}-qg— 2.11a
t az{ ( Q)az} qaz ( )
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S(W)%=%{K(w{§w—z— ]} (2.11b)

ii) A la escala del medio natural, el hecho de considerar que la
conductividad hidraulica es un proceso estocastico, homogéneo, ergédico,
K(y ,w) de ley de probabilidad marginal £, implica que el flujo de Darcy
(2.2), la velocidad de poro y el coeficiente de dispersion hidrodinamica D
son igualmente procesos estocasticos, gue introducidos en las ecuaciones
(2.11) conducen a:

o(w )ac(w) L {e(w)D(w)aC(W’} q(w)—ag(f) (2.12a)
S(w )a\g(:v) { a‘"(w) j} (2.12b)

La resoluciéon de estas ecuaciones acopladas a las condiciones iniciales y
de frontera para todas las realizaciones posibles de K{w) permite obtener, al
menos en teoria, las evoluciones espacio-temporales de las funciones
aleatorias v (ztw) y c¢(ztw), cuyos momentos estadisticos pueden ser

calculados por:
E{\p“ (z, t,w)}=fw"(z, tw)f,(s)ds (2.13a)

Elcn (ztw )=zt w )t (s)ds (2.13b)

Mientras que la ecuacion estocastica de Richards (2.12b) ha sido objeto de
numerosos estudios (Warrick et al., 1977; Vauclin et al., 1983; Mantoglou y
Gelhar, 1987, etc.), particularmente a través del escalamiento de las
caracteristicas hidrodinamicas, la ecuacion del transporte ha recibido poca
atencion a excepcidén de los modelos desarrollados por Bresler y Dagan
(1979, 1981, 1983) que son hasta el presente los més representativos de
este enfogue.

El conjunto de estos resultados actualmente disponibles (bastante
numerosos para la hidrodinamica, mas raros para el transporte) tiende a
mostrar la no existencia de “propiedades efectivas” capaces de caracterizar
un medio homogéneo equivalente al medio real para el cual la solucién de
un problema hidro-dispersivo en medio no saturado seria idéntico a la
media de las soluciones del mismo problema en medio heterogéneo.
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2.4.2. Funcion de Transferencia

De modo muy esquematico, se trata de establecer una relacion estocéstica
de la forma

!
Qsaica (V)= [GI(t- 1) /] Qupirags (1)t (2.14)
0

entre la entrada Qenraca (1) ¥ 12 salida Qsaigs () de un volumen de control. En
la ecuacién (2.14), g(x /) es la densidad de probabilidad de fos tiempos de
permanencia. Esta densidad describe la probabilidad que tendra una
molécula que entra en el volumen de control (por ejemplo la superficie del
suelo), en el tiempo t' de salir (por ejemplo a una profundidad definida),
entre los instantes 1=t -t'y t+dt. En estos modelos se representan los
efectos del conjunto de los procesos (sin explicitarlos) y la naturaleza de las
condiciones iniciales en los limites sobre los tiempos de permanencia de
una sustancia en el perfil del suelo.

Este tipo de enfoque, de naturaleza no mecanicista, ha sido utilizado con
cierto éxito para simular situaciones in situ, realizadas con diferentes
sustancias (Br, Cl, Nitratos, pesticidas). Para mas detalles, se pueden
consultar los trabajos de Jury (1982), Jury et al. (1986), White et al. (1986),
y de Jury y Roth (1990).

Este enfoque puede constituir un modelo de gestion (planeacion), en la
medida en que no requiere mas que de un numero reducido de datos. Sin
embargo, presenta el inconveniente comun a todos los modelos basados en
el concepto de funciéon de transferencia (clasicamente utlizado en
hidrologia): la necesidad de una calibracién especifica en las condiciones
de utilizacion. De tal modo, que la modificacién del medio o de las
condiciones en los limites obliga al establecimiento de una nueva funcion.

2.5 Resumen

e El analisis anterior muestra una gran diversidad de complejidades y
aplicaciénes. Numerosos modelos han sido desarrollados para una
necesidad especifica, y no (o dificimente) pueden aplicarse a otras
situaciones.

e La percepcidén y la comprensién de los fenémenos ligados a las
tranferencias acopladas de agua y de sustancias quimicas en los suelos
parcialmente saturados, se vuelven delicadas. Tomar en cuenta los
diferentes procesos conduce generalmente a introducir numerosos
pardmetros que hacen que un modelo, que es necesariamente una
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esquematizacién de la realidad, pueda faciimente ajustarse a los datos
experimentales, sin qgue contribuya necesariamente a un mejor
conocimiento de los mecanismos, ni sirva de guia en nuevas
investigaciones, ni sugiera acciones practicas.

* A pesar de los progresos muy notables de estos Ultimos anos, tanto a la
escala de la columna de laboratorio como a la del terreno, muchas
cuestiones permanecen actualmente sin respuesta. Por ejemplo (Vauclin,
1994):

-¢, Cémo tomar en cuenta los caminos preferenciales debidos a la presencia

de macroporosidades o a la emergencia de inestabilidades hidrodinamicas?

-¢ Los escurrimientos son siempre de Darcy?

-¢,Gémo modelar los efectos de fa variabilidad espacial y temporal de las

propiedades hidrodinamicas de los suelos, sobre el transporte de

sustancias quimicas?

-,Como  acoplar eficientemente los submodelos fisico-quimicos,

geoquimicos y bioldgicos a los modelos hidro-dispersivos?

-;,Coémo mejorar las técnicas y métodos de estimacién in situ de los

pardmetros que describen los fenémenos de transferencia y de transporte?

Ademas, parece que un esfuerzo suplementario de investigacion deberia

orientarse a i) las transferencias en los suelos estructurados o expansivos,

cuya mayorfa son fuertemente interactivos con las sustancias quimicas; ii) el
transporte de la fase gaseosa en relacion, particutarmente, con el devenir
de las sustancias voldtiles, y iii) la modelacion de las bio-transformaciones.

» Ademas de la falta de conocimientos sobre ciertos aspectos, parece que
una gran parte de los candados actuales viene de la propension de las
comunidades cientificas involucradas a limitar sus conocimientos e
investigaciones a su propia disciplina. Retomemos el ejemplo de la
ecuacién (7). Un examen de la literatura pone en evidencia las
tendencias siguientes:

-Los fisicos del suelo sélo se concentran en determinar la difusidad. Ellos
sugieren mejoras a la ecuaciéon resultante, fundadas, por ejemplo, en un
mejor conocimiento (indispensable, por otra parte) de la topologia interna
del medio poroso (i.e. el concepto de fases fluidas mévil e inmovit).

-Los quimicos de! suelo ponen el acento en los pardmetros que intervienen
en los fendmenos de intercambio, recciones quimicas, etc. Muy a menudo,
desprecian los términos representativos del transporte difusivo y convectivo.
-Los microbiblogos del suelo estudian principalmente el desarrollo y la
actividad de las poblaciones microbianas. Ademas, escogen condiciones
experimentales de modo que los términos difusivo y convectivo sean
despreciables.

-Los agrénomos y fisiblogos vegetales se interesan en el término de
extraccion, pero sélo respecto con la produccién o la proteccién vegetal.
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Esta revisién se apoyan en buena parte, en los trabajos de Vauclin (1994) y
van Genuchten (1994), quienes han hecho las Ultimas dos revisiones
criticas del estado del arte del marco teérico del flujo de agua y del
transporte de contaminantes en suelos no saturados. Si bien dicha revisién
es de manera general, en este trabajo se tendran las siguientes hip6tesis:

Hay tres fases presente en el medio poroso (sélida, liquida, y gaseosa).
La fase liquida y gaseosa son totalmente moviles y no miscibles, siendo
la presion en el gas la atmosférica.

El liquido que se considera es agua, el gas el aire, y el sélido particulas
de suelo.

Se supone que el medio es isotérmico, de tal forma que la transferencia
de calor se desprecia.

El flujo de agua y del aire no depende de la presencia de sustancias
disueltas en el sistema suelo-agua-aire. Esta consideracién permite que
la ecuacion de flujo se resuelva en forma independiente de la ecuacién
de transporte.

De acuerdo con ello, el flujo del agua y el transporte de contaminantes
queda determinado a través de un modelo determinista mecanicista.
Entonces, el flujo de agua queda representado a través de la ecuacion de
Richards (2.4), mientras que el transporte, a través de la ecuacién (2.6).

Algunas otras consideraciones se mencionaran en los siguientes capitulos.
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CAPITULO 3
DESCRIPCION DE ELLAM

Introduccion

El método localizado adjunto euleriano-lagrangiano (ELLAM, por sus
siglas en inglés) es el resultado de aplicar el método localizado adjunto
(LAM, por sus siglas en inglés), junto con el método de las caracteristicas,
a la ecuacién de transporte. LAM es una familia general de métodos
numéricos que se basa en la teoria algebraica de los problemas de
valores en la frontera, debida a Herrera (1984, 1985, 1986). La
caracteristica mas importante de estos métodos es su capacidad de tratar
eficientemente derivadas espaciales de primer orden. Sin embargo, para
problemas de transporte, LAM presenta limitaciones en el namero de
Courant, y excesiva difusién numérica. Para salvar estas dificultades, y
con el propésito de combinar las ventajas de LAM (para las derivadas
espaciales) y el método de las caracteristicas (para la derivada temporal),
se implementa ELLAM. Esta metodologia fue presentada por primera vez
en una secuencia de dos articulos (Celia et al., 1990; Herrera et al., 1993);
en el primero se describe su implementacion numérica y en el segundo su
fundamento teorico. Las principales caracteristicas de ELLAM son que
permite aliviar las restricciones en el nimero de Courant e incorpora de
manera sistematica cualquier tipo de condicién de frontera, asegurando
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siempre la conservacién de la masa. Posteriormente a la implementacion
original de ELLAM, surgi6 el método de celdas, o volumen finito (Herrera 'y
Herrera, 1994), referido como FVELLAM, el cual es preferible para
aplicaciones en dos y tres dimensiones.

En este capitulo se describe un desarrollo clasico de ELLAM para la
ecuacion de transporte lineal en una dimensién, asi como la descripcién
FVELLAM para una y dos dimensiones. Se presentan sus principales
diferencias, asi como las ventajas de usar una u otra. El desarrollo
presentado aqui sera la base para los casos no lineales.

3.1. ELLAM en una dimension
3.1.1, Planteamiento del problema

Considérese la siguiente ecuacién de adveccién-difusiéon-reaccién lineal, en
la direccién x, con V, D, y k constantes positivas:

ou ou 9%u
N(u)=—+V —-D-— + ku=f(xt 3.1
(u) at+ 3 8x2+ u="fixt) (3.1)

para xe Q,=[0,L],y te Q,=[0,~],y sujeta a cualquiera de las siguientes
condiciones de frontera y condicién inicial:

ux,t)=g,(x,t);x=0,0x=L,t>0

—Daugi’t) =g,(x,t);x=0,0x=L,t>0

Vu(x,t)—Daug-);’—t)=g3(x,t);x: 0,ox=L,t>0

u(x,0)=uo(x)

(3.1a)

donde u (x,t) es la variable de interés, V es la velocidad, D es el coeficiente
de difusion, k es un coeficiente de reaccién, y donde xy t representan las
variables independientes espacial y temporal respectivamente.

Se demuestra que el operador adjunto asociado al operador diferencial
N(+) de la ecuacion (3.1) es (Celia et al.,1990):

ey 0(%) ,9(e) 3%(e)
N'(s)=- 57V D& Sk (3.2)
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3.1.2. Formulacion ELLAM

ELLAM tiene su fundamento te6rico en la identidad:
wN(u)-uN(w)=Vegp(u,w) (Herrera et al, 1993); donde gp(u,w) es
una funcion bilineal apropiada y donde Ny N* son operadores diferenciales
lineales, siendo el segundo el operador adjunto. En otras palabras, el
operador adjunto N*deber ser tal que permita expresar el segundo miembro
de la identidad como una divergencia.

ELLAM es un método de residuos pesados y se formula usando la primera

forma débil de la ecuacion (3.1) en relacién con una funcion de peso
arbitraria w(x,t), a saber:

[N(u) - flw(x,)dxdt =0 (3.3)

Se— 8
(Y S

La ecuacion (3.3) admite dividir el espacio [0,L] en E subintervalos %[xo,x1],
[x1,X2), ..., [Xe-1, Xelt, con xo=0, xe=L. Estos subintervalos son separados por
E+1 nodosixp, X1,Xz, ..., Xe.1, Xet = {x; |i= 0,1,2, ..., E-1, Et, donde el
subindice i denota una posicion espacial (x; = idx paraAx constante). En
forma general, Vx; =xi-x;.;, Ax; =x;,;-X; son los operadores en diferencias
hacia atras y hacia adelante respectivamente (si Ax es constante: Vx; =Ax;.).
Del mismo modo, el dominio temporal es dividido en un ndmero finito de
intervalos de magnitud At=t "'-t " (t " = nAt paraat constante), donde el
superindice n denota una posicién temporal (ver figura 3.1). Esto implica
que la ecuacion (3.3) sea evaluada como una suma elemental de integrales
aplicada a cada uno de los E subintervalos. Por lo tanto, si asociamos a
cada nodo x; una funcion de peso w!"(x,t), que sera definida mas adelante,

al integrar por partes dos veces la ecuacioén (3.3) resulta:
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t
A
1 1
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1 1
\ |
1 ]
th ) x'n_r’ ﬁ\‘
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tn /I n n . n AJ
> X X Xt
tn—l s =1 ‘I
: xnﬁl "
\ i i
! ] .
? [ g
xa X1 Xz * X_, X, Xia * 0 Xeo XE ! XE
=0 x=1L

Figura 3.1. Divisién del dominio (x,f) en subintervalos.

mj‘ ].[N( u)— flwix,t )™ dxdt

~Ydou . ou _3°u
(1 veY DY i wh (x, dxat
Joj{at ax Do )}W a

Xist

= (u(xt™" )w™ (x,t"")dx - ':[u(x, t")w;(x,t" )dx
Xi-1 | Xi.1 | (3.4)
t n+1 t n+1
-0 [u(x;(t).9 <8L> at+ [u(x.(t)1) <aW" > dt
b ox n X [

xi() t

a W,'7+1
i

¢ futx . < f

> dt]+ [ u(xt) N' (W Jaxdt
XY '
+ .[Q,Zu(x, HN(w )dth_.[Q;UQ:Z f(x,t) w™ (x,t)dxdt =0

y la definicion de X|(t), X.(t) y X!(t) se presenta en la figura 3.2.

El doble corchete denota el operador espacial de salto, definido como
(o), =tmle ), (o)., ] (3.5)

Considerando que la funcidn de peso satisface la ecuacion (3.2) en cada
uno de los intervalos en los que se divide el dominio, en la ecuacion (3.4)
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son nulas las integrales que contienen el operador adjunto N'(w). Por lo
tanto, la ecuacion (3.4) se reduce a:

Ju(x, " )wi (x,t™)dx— Ju(x, t")w;(x,t" )Jdx

n+d

t i W™ ! ' ow™
- Ju(x,(t),t)< = > dt + Ju(x'c(t),t)< = > o (36)
t xi(Y) " xe(t)

ox

f(x,t) w*(x,Hdxdt =0
uas

H

! ] a 7+1
+ Ju(x',(t),t)< = > af] - [,
" x4t

La ecuacion (3.6) es la transformacién que sufre la ecuacién diferencial
parcial (3.1) mediante ELLAM, y constituye la forma base. Esta ecuacion es
vélida para nodos internos donde las lineas caracteristicas no cruzan las
fronteras. Para el caso de nodos adyacentes a las fronteras, o en algun
nodo interno donde las caracteristicas las cruzan, esta forma base cambiara
para capturar ese hecho. Como se vera mas adelante, esta incorporaciéon
se realiza de forma natural para cualquier tipo de condicién de frontera.

De la expresién (3.6) se observa que ELLAM transfiere la informacion de
u(x,t) a valores nodales, en cada uno de los intervalos o elementos en que
es dividido el dominio espacio-tiempo. Este hecho es importante, porque el
grado de aproximacion de ELLAM dependera del método que se utilice para
evaluar cada una de las integrales que aparecen en esta expresion. En esta
ecuacion, la primera integral del primer miembro sera referida como la
integral en el tiempo n+17; la segunda integral sera referida como integral en
el tiempo n; las demas integrales seran referidas como integrales difusivas,
y la Ultima como integral del término no homogéneo.

3.1.3. Eleccion de la funcion de peso y lineas caracteristicas

La funcion w(x,f) debe elegirse de modo que al aplicarle el operador adjunto
el resultado sea nulo (3.2). Es decir, se debe encontrar una funcion w(x, ) tal
que satisfaga la siguiente ecuacion diferencial homogénea:

. ow ., ow _o°w
N w)=-2Y v g
W= Vax Poe

+kw=0 (3.7)

Por analogia con el método de separacion de variables, ELLAM admite que
la solucién a la ecuacion (3.7) se encuentre dividiéndola en un término
difusivo:
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82
Dg=0 (3.8)

y un término advectivo-reactivo:

ow ow
-2 v L kw=0 3.9
ot ax W (39)

La ecuacién (3.8) dice que w(x,t) es una funcién lineal de x, mientras que la
ecuacion (3.9) implica que w(x,t) varia en forma exponencial a lo largo de la
linea caracteristica: x-x, = V(t-1,).

Formalmente, las lineas caracteristicas de (3.9), para el caso general de
una velocidad variable, quedan definidas con:

& Vi) (3.92)

Para ello, dado un punto (x,7), con fe [t™*,{"] se denotara la solucién de la
ecuacion (3.9.a) para un punto (x(t), t) por X(t; x,t). En particular, se
puede definir:

X = X(t"x, t™) (3.9b)
2= X(t"":x,t") (3.9¢)

de tal forma que (x,t™') se proyecta hacia atras en (x*t"), y (x,I") se
proyecta hacia adelante en(x,t™’). Estos procedimientos se referiran
como una proyeccién hacia atras y una proyecmon hacia adelante. Dos
intervalos continuos [x;.s, x]u[x,, Xi.1] en ™' se proyectaran hacia atras en
[x*1, xpofx%, x%.1] en t" a través de sus lineas caracteristicas (también
en forma inversa), e implicitamente definiran dos elementos Q;UJQ; en el
plano (x,t) asociados al nodo x; (figura 3.2). Estos elementos se pueden
ver también como las proyecciones de la funcién de peso w(x,t) en el
plano espaC|o temporal Adicionalmente, la caracteristica que pasa por X
en "'y x*;; en " sera llamada caracteristica izquierda asociada al nodo

X;, y se representara por X|(t). La caracteristica que pasa por el nodo x;en
{7 y x*% en t" sera llamada una caracteristica central asociada al nodo x;
y se representara por X.(t). La caracteristica que pasa por X;; en ! y
x%.1 en t' serd la caracteristica derecha asociada al nodo x.,; y se
representara por X!(t) (figura 3.2). Obsérvese que estas definiciones ya
fueron utilizadas en la ecuaciones (3.4) y (3.6).
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tn+1

tn

i1

Figura 3.2. Intervalos espaciales y lineas caracteristicas.

Considerando esto, se puede derivar una familia de funciones w(x,t), que
satisfacen simultdneamente las ecuaciones (3.8) y (3.9), definida para un
arreglo de puntos nodales como sigue:

X'Xi-1 tn”'t n i
"4 explk(t—t" )|, (xt -
[ N ALY J xplk(t—1")], (x e Qi

. n+1 _ t )
w2 | Xt X 8 explk(t=t")|, (x.0e Qb, 3.10a
, [ - AX] plk(t-t")], (xte Qb (3.10a)

0 de otra forma

Donde el subindice / denota la localizacién espacial, el superindice n el nivel
en el tiempo, y la notacién w; ™" (x,t) indica que la funcién de peso esta
asociada con el nodo espacial i y con el nivel en el tiempo (n+7). En la
ecuacion (3.10a) se ha considerado un espaciamiento constante de los
nodos.

La funcién de peso w; ”*1(x,t) definida con la ecuacién (3.10a), tiene los
siguientes requerimientos de continuidad: C°[w,], C’[wj, es decir, es no
nula entre los niveles en el tiempo (¢, '), y discontinua entre los niveles "
y {7 y entre las lineas caracteristicas izquierda, central, y derecha.

Otra soluciéon de w(x,t) que satisface las ecuaciones (3.8) y (3.9) es de la
forma siguiente:
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exp[k(t —t" )], x,0)e QiU Q,
n+l _

! (3.10b)
Odeotraforma

La funcién de peso definida segln la ecuacién (3.10a) serd referida como
funcién de peso lineal, mientras que la definida segun la ecuacién (3.10b)
serd referida como funcién de peso constante.

Si no se indica lo contrario, en lo que sigue se usard la funcién de peso
lineal. En las figuras 3.3 y 3.4 se muestra una regién tipica para las dos
funciones de peso lineal y constante respectivamente. Obsérvese que si
k=0 en las ecuaciones (3.9 y 3.10), la geometria de las funciones es como
se indica en las figuras 3.5y 3.6.
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exp(kAt)

n+1
t

Win+1 (X,t)

n+1
1

X4 X7 X"ie1

Figura 3.3. Geometria de la funcién de peso lineal (k# 0).
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Xz W™ (x,t)

§1+1

1

X1/ X% X iv1/2

Figura 3.4. Geometria de la funcién de peso constante (k= 0).
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t

+1
4 W' (x,t)
{

XI 1 X/ Xj+1 X
t ‘[ Xi-1 Xi Xis1
{1
X/(t)
{
X1 X7 Xie1
X

Figura 3.5. Geometria de la funcién de peso lineal (k=0).
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Xiv1/2

o W (x,t)

tn+1

X172 X Xiv1/2

Figura 3.6. Geometria de la funcion de peso constante (k=0).
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3.1.4. Evaluacion de las integrales

Al evaluar el operador espacial de salto (3.5) de acuerdo con la definicion
de w(x,t) dada por la ecuacién (3.10a), se obtiene:

aﬂml awm, 1 .,
<ax,- > <a_ > = ax " Pkl-r]
X xp(h

<£i!£n+1> . 22
J Xi xL(1) Ax

de esta forma, la ecuacién (3.6) se reduce a:

(3.11)

«explk(t - t")]

Xiet Xiet

J U(X, tn+1) w§1+1 (X, tn+1)dx_ J U(X, tn) w;u-f (X, t")dX
Xi1 Xi-1

net n+f

t t
. [ﬂIu(x;'(t),t)ex,;[k(t_,n)]dt_[ ﬁ Iu(xg(t),t)exp[k(t—t”)]dt 512

n+1

t
() Tosonesta-eml [,

" !

fx, w (x, taxat

En lo sucesivo, sea U una aproximacion discreta de la funcién continua

u(x,t), tal que: x=idx y t=nat. Ademas, se admitira que entre dos nodos
sucesivos la variacion de U! es lineal.

Aparte de la integraciéon exacta (que por lo general se puede obtener
solamente cuando la velocidad V es constante), existen diversas formas de
evaluar las integrales que aparecen en la ecuacion (3.12). Por ejemplo, la
integral temporal se puede evaluar de las formas siguientes:

l"*’ ,n+1

Juxtiwrrootydt=lour + (1-opur] [wr ot (3.13)
" 1

’n+1

Ju(x,t)w?*’(x,t)dt lour wrt (x, 67 )+ (1- 0)U" Wi (x,t7) (3.14)

"
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donde la integral del segundo miembro de la ecuacién (3.13) se resuelve de
manera exactay 6 es un factor de peso 0<6<7. Las integrales espaciales
se pueden evaluar con una aproximacién del tipo (3.14), con 6=1/2 (regla
del trapecio). La regla del trapecio conserva la masa, mientras que otros
meétodos de integracién de mayor orden de aproximacién (Simpson,
Lobatto) producen inconsistencias, lo que origina difusibn numérica en las
soluciones (Healy y Rusell, 1993).

En los siguientes desarrollos las integrales espaciales se han llevado de
manera exacta; sin embargo, también se pueden usar las ecuaciones del
tipo (3.13) y (3.14). Para las integrales temporales, se ha empleado una
aproximacion del tipo (3.14) con 6=1.

Por ofra parte, para evaluar las integrales se tendrdn en cuenta las
siguientes consideraciones: en general, si V yAx son constantes, se
pueden establecer las siguientes relaciones (figura 3.7):

*

2 S Xy £X

X i-1-Ne

Ne
*
Xi-Ng-1 <xi < Xi-Ng
*
Xi-NC < Xie1 < Xi-NC+1
(3.15)

donde, i es el indice espacial, Cr = VAt/Ax es el "nimero de Courant”, Nc =
INT(Cr) es la "parte entera de Cr', x* indica el pie de la caracteristica para
t=t", a=1- (Cr-Nc), a + B = 1. Ademas:

X'=x-(VAat)
X=x"+ (VA4
XjEIAX

X i-Nc-2 EAX( i—NC-Q)

Por interpolacién lineal, se tienen las siguientes aproximaciones:
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™ Xt X; X

ln

Xi—M:+I

—
Ax

Figura 3.7. Geometria ELLAM para V y Ax constante y un Cr Arbitrario.

Ul = Unne 2 (Cr~Ne)+ Ul s (T+NG-Cr )i Xing2< X < Xinga

Ul "=Uuet (Cr-Ne) + Ui, (1+Ng-Cr )i Xings S X < X, (3.16)

*

Uil = UQNC(C,' - Nc)+ UQNC+1(1+ Nc 'Cr),' Xi_n.S X*S Xingst

De igual forma:
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X- X
un'+(ur - U )( A)’(i) JX€ [xir, xi]
U = ‘ (3.17)

n+ n+ n+ X- Xi .
Ur'+(Uk -US N=—=")  xe[xi, xil
\ Ax
3.1.4.1. Evaluacion de las integrales para caracteristicas que no cruzan

las fronteras

De acuerdo con lo anterior, la integral en el tiempo "' de la ecuacion (3.12)
resulta:

. SRV e
J'X: |:UT;1 + (U;H’ _ U:H’q{u:l j||:x ,_Y,_,i| exp[k(f"” _ tn )] dX —
Xi-1 AX ) AXx

AX A
[ 2-Uﬁ?’+?X(U7*’-UT1’ ]eXD[k(t"” -t"),

J'Xi+1 |:U7+1 + (U;E’ _ U;’”{ X- Xi]j| |: Xiv1 = X:| exp[k(th _ t" )] dx =
: AX AXx

Ax A 1 3.18
{7 U,-"”+?X(U,-"I1’ - U,-"*’)} exn[k( " =t )], ( )

lo que implica que

im U(X,['n”)w,'~1+1(X,fn”)dX:{% U;H’ﬂ +% U +%U7LY} eX,D(kAt].
i1

Para la integral en el tiempo t” se tiene que:

X7+ . i . Xis e n .
[ Ut )wi (x,)a = [+ Ut )wi (6t ax + [ UG8 )wi™ (x,t") dx

_J.X;'I-*BAXU(X n) n+1(x n)d * Xj U(X n) n+1(x n)d .
- Xi-1 Jt Wi Jt X +-|.X;‘ +BAX Jt Wi Jt X

j-1
;'+1

+PAX
* IX “+BAX

U Wi () + [

Xi

U t")wi” (x,t")dx’
(3.19)

por interpolacion lineal :
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X = Xi-Ng-2

) s x € [xis,xi1+BAX]
AX

U/’ZNC—Z + (UQNC»I -Uln,-2)(

Ut") = Uyt + (U, - ,".Nc.,)(%) x € [x1+BAX, x, +BAX] (3.20)

X "~ Xi-N
AXx

Uinc-"(UﬁNCH'UﬁNC)( ) s x € [xi +BAX, Xius]

resultando

Jerupe £ )wi (x, 17 ) oy =

Xi-1

(3.21)

En el inciso 3.1.6 se veran algunas formas mas generales para calcular la
integral en el tiempo {", para el caso de velocidad variable, mismas que se
pueden ampliar a dos y tres dimensiones.

Ahora evaluaremos las integrales del término difusivo. Como se menciond
antes, estas integrales temporales seran evaluadas en el punto t=f""
donde resulta una aproximacion totalmente implicita que lleva al método
modificado de las caracteristicas (MMOC) [Celia et al., 1990]. De acuerdo
con esto, se obtiene:
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n exp (kAt)- 1
e e 01

exp (kAr)—1H

The-s| (1—6
s U {( )(x[ kA X

J::‘_YU( x:(t), t) exp [k(t - )]dt =
U;’*’{_ge[wn

kA X

+ U,-".Nc_[— 2(1-0)(1- a)[ exp E(kAAXt)—1H

o o)1)

7 -2(1-9
+UNC{ ( )cx[ kA Xx

J::,-,u( xi, vexp [kt —t)] ot - Ui,,:j,{e[exp (kAt)—1”

Xt KA x
; U,-".Nc[h —0)(1- a)[ &Xp E(kAA)—:)_ 1”
+ UQNc+1|:(1 - 9)&[%5;)_1]}

(3.22)

Al sustituir las expresiones (3.18, 3.21, y 3.22) se obtiene:
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{A X exp(kat)- kD—e (exp (kAt) - 1)} U’

+[22Xexp(kAt)+iA—e(exp(kAt) 1)} ur’

+ [% exp (kAt)— %x (exp (kAt) - 1)} U

N :_ X(L-Gp o) DOZONIZ) o )~ 1)} Uiy,

+:—AX(—-0L2+% DgA_Xe)(eXP(kAt)—1)(2—301)}U/"3N¢-1

+:—AX(6+Z # @80 PO 8 o ka)- 1)(3a—1)}u,-".m

. :(—Ag“ )~ 200 (exp (k) - 1)} Uln..,

= _[f(x,t)w;’*’(x,t)dxdt (3.23)
Q) ral

Esta ecuacion representa la discretizacion correspondiente a (3.1) mediante
ELLAM. Este esquema es aplicable Unicamente a nodos interiores cuyas
caracteristicas no cruzan las fronteras en el tiempo (1’ {""). Para el caso de
que 1< Cr<2, es decir, Nc=1, el esquema anterior sera valido para nodos
interiores 3< i<E-1, donde E es el niimero de elementos en que se discretiza

el dominio de solucién (figura 3.8).
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Nodos en donde cruzan Nodos internos donde las caracteristicas Nodos en donde cruzan
no cruzan las fronteras

X X X % X X X X X
e (] ot 2 E-2 E-1 £ E+1 E+2
"™ 0 3} 03 C O Y o)
t;+l
&

X; X; X+E-1 X;

Front Frontera

roniera de salida

de entrada

Figura 3.8. Geometria ELLAM para 1<Cr < 2.

3.1.4.2. Evaluacion de las integrales para caracteristicas que cruzan
las fronteras

Para el caso en que 7< Cr< 2, 6 Nc=1, y considerando las condiciones de
frontera dadas en la ecuacién (3.1a), el aplicar ELLAM (de la misma forma

que se procedio en el inciso 3.1.2) para las fronteras izquierda y derecha se
obtiene:

Para la frontera izquierda (figura 3.8 y 3.9):

Caso: i=0 ; (wo ™' (x,1)

r' U(X, tn+1)wg+1 (X, tn+1)dx

X0

net n+1 \ net ‘
-D{jﬁ; u(o,z{aL"a(Oﬂ a5 ulxt 0.0 dt
X X2(t)

| {Vu(O,t)—Da—u(O,t)}wg*’(O,t)dt:J f wi dxat
0 X Q3

ty

n+1

a Wo
ox

(3.24)
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tn+1

t

t*

n+!
WD

(x,t)

Figura 3.9. Geometrfa para wyp *' (x,1).
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Caso: i=1; (w,"*" (x,t)) (figuras 3.8 y 3.10):

[ et Jwi (™ Jabx- [ ut” )i (1" x
net +1 (! +1

-0 [ u(O,t{M]dHJ', u(x’c(t),t)<~a—wn’—> dt
ty ox t, ox Xit)

n+! +]
H u(x;(t),t)<ag"7 > dt}
X [ xi)

-0 [fuo 2420 ar_ 7 vuon- 022 0.0]wr* 00
" ox t 0X

= L, | fx)wi (x.t)dxalt

(3.25)
Caso: i=2 ; (w2 (x,1) (figuras 3.8 y 3.11):
J:’ U(X,tn”)VI/zH’ (X’tn+1)dx_ J: U(X’tn)w/zui (X, tn)dX
! a VI/ZHI L a V|/72+1
- ) U(xz(t),t)< > dat+ |, u(xi(t),t)< > dt
{I“ I X [ xen) L X [ xeq)

net +1
[ uoemy <a “”2—> dt}

t ox .

’ (3.26)

- +1 .
-D J'” u(O,t{a w2 dat _ J'" [Vu(o,t) - Dig (O,t)} wat (0,t)dt
" ox " 0Xx
(0.)

= fxt)wa (x,t) dxdt

Q2+Q?
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-\\ MH ( X, t )

tn+1

t*

tn+1
Q) Q]

X!
cft) X1 -

t*

Figura 3.10. Geometria para w; ™' (x,1).
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tn+7

W' (x,t)

t*y

tn+1

XE ; ,
" X Xy

A\ 4

Figura 3.11. Geometria para wo ' (x,1).
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Para la frontera derecha (figuras 3.8 y 3.12):

Para esta frontera conviene aclarar lo siguiente: como es una frontera de
salida, se observa en la figura 3.12 que la Ultima funcién de peso asociada
al nodo xg no alcanza a cubrir todo el dominio (x,f), por lo que hay que
agregar, los nodos Xxe.1 Y Xe.2 para asegurar conservaciéon de masa.

Caso: i=E ; [we ™" (x,t)] (figuras 3.8, 3.12, 3,13, 3.14):

Donde se ha consideradolws’(X.t)+wZi(x,t)+wEL(x.t) para asegurar
conservacién de masa

J’X u(t™ ) wi (x, £ ) dx- J:_,U(X’tn Jwit! (x,£")dx- J:u(x,t" )dx

! aM/7+1 aVl/7
- u(xs (1)t < £ > +< E+’> dt}
{J‘tﬂ ){ ox Xe(t) ox XE7(t)

-D J‘E’ u(xE ()t < W'é+1> +<aW2+2> +<8W’é+1> at
X Lagy N X L | X

£
*ry

D j:”u(x,E(t),t)< .

+1
) o
X Xm)

—Dj::’u(L,t)< E+’> dt—DjE’ u(L, t)< V'/E”> at

(L) Ly

_Dj:i”u(L,t)<ag/:E(:12> dt—Dj: (Lt)< E> dt

(2] Y

o Vu(L,t D—a [ t)dt | = fix,tw! (x,t) dxdt + f(x,t)dxdt
+ J‘,n ( y )- ax(l ) J‘Q'E (X} )WZ‘ (X, ) X 'I‘Q,E"*'Qg” (XJ ) X
(3.27)

En las ecuaciones (3.24, 3.25, 3.26, y 3.27) se observa algo muy
importante: la Ultima integral del miembro izquierdo involucra los tres tipos
de frontera definidas en la ecuacién (3.1.a). Este hecho corresponde a una
de las caracteristicas mas importantes de ELLAM, ya que la incorporacién
se realiza de manera natural en la metodologia.
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t
wi(x,t)
tn+7 ________________ O---mmmmmme - O‘ __________________________
t*E+7
A PO (@ < SREEEEEE
Xp XE-3 X"Eq Xe2 X' XE-1 Xe.1 XE X
t r'y
tn+7
t*E+1
4

Figura 3.12. Geometria para we "' (x1).
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t A

we,(x,t)
tn+1 ________________________________ ‘O‘ _____________
tn ________________________________________ \I \
X0 xe2 X' Xe-1 X'gyr  XE
t ]

tn+1

_________________________________________

Xo

A\ 4

Figura 3.13. Geometria para we,; "' (x,1).



Descripcion de ELLAM 65

t 4
wes(X.t)
e O Yo o
t*E+7
A R R
X0 Xe.r X'gar  XE
t A
I T T T ——— Ormmmmmmmmm e ?
t*E+7
XE+10(1‘) _Qf+2
S S
X0 X'Est XE

Figura 3.14. Geometria para we,> ™' (x,1).
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Por otra parte, si se utiliza de nuevo para evaluar las integrales anteriores,
una interpolacién lineal en el espacio, y una interpolacioén en el tiempo(como
lo indica la ecuacién 3.13), se tiene respectivamente:

Caso: i=0 ; (wo " (x,t))

{% explkat)-6 v(1 - kZX][ exp(kAt) - e:p(k( ti- t"])]

Vz(t"” _ t‘) . D6 exp(kAt)— exp(k(t' - t"))\
_e—fe k .0 v 1 n+1
el p I

+ {A—G{ exp(KAt) - % lexp(kat) - explk(t;~ 1) )]} U

+ {— (1-9) v[1 - kz‘; W[ explkat)— explk(t; - t"))}

X k

~(1-0) (L0 ol - t"))} ut

+He+(1_e {r;;tznﬂﬁ,_kzx][expmn-e:p<ku;-tn))]

VAT t) k- g Eaug”
N explk(t;= ")) | 7 (3.28)

KA X
+{D[(1 - 9{1 J;A;t’"HH7 _'kz\x/x][ explkat) - G:P(k(t;— tn))]

TRA V) (/t;; - ) explk( ;- t”))ﬂ L

d x

= [, ows (x,9d.08
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Caso:i=1; (wy ™' (x,t)

A X ov? Y% o Y e Y
{? exp(kAt) - — " exp(kAt)+Texp(k(t1—t ){Ax (t ti)+ KAx
DG . n n+1

o lexplkat) — explk(t; ~ ¢ ))]} Us
{Qé—x exp(kAt)+2kD~e-[exp(kAt) explk(t; - 1" )]} s
AX n+1
+ I:? exp(kAt) - k— [exp(kAt) - 1]}
+{A x(% - %)= Y028 ool - zn){z =) E}
vit-8)[, . v | D(1-8) )
A {2 Cr kAx} e [exp(kat) - 1](1 - o)
D(k; O fexp(k(1; - )—7]} U3
+{—V6Xp(k(t;—t"){2e— (- t)——}ﬁﬂ? Cr —V—}
k Ax kAx| k kAX
—%exp(km) w[exp kat) - explk(t; - t"))]
+ 2200 lowp(kat) - expli(t; - 1))+ o [explk(; - 17)- 1]} Uk

(1 e)D ° n _V_ n+1 _ 2Ny V_ - D(1 - e) - — __v.__

{ o explk(t - t ))[2 (= t) MX} - {2 Cr MX}
+D[,_ (z;-z")] explk(ti -t [ g _ Vi)V
At K Ax " kax
_DGP Cr+ V_}+D(12—e)v (kAt)} oUp
K kAx K<Ax ox
+{% eXp(kAt)(kZ ]—*eXp[k(u-t ){ ("*’—t})+k%;}
4 D[ t;A'tt"\ eXP[k(kt; - tn)]{:ze_ V-( n+1 _ tl)_ _j|
J AX kA

Do v D(1-6)v U’
-—|2-Cr - kAt), —9— = fix, h wi*' (x, t) dxdt
P { kAx}r kiax )} ox Jm B it § ox
(3.29)
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Caso: i=2 ; (w2"" (x,1))

|: p(kAt) kA [exp(kAt) eXp(k(t, ¢ )]:lunn

[%X expliat) + 229 fexplhar) - 11} uzru{% expmn-gg[exmm-ﬂ} Uz
{A X(% %+a2-%3 -V”k_e)eXp[k(t;-t”){”%(r””-ﬁﬂ%}
V(1-8)

{1 +Cr+ ka} +2 [;((; ; %) [exp(kat)- 1)1 - o)

- %_Xe) [explk(t;-17))- 1]} Us
2 3 —
+{A x(-é e +%)+ 2Dk(A1xe) [exp(kat)— 1](c)

_D(1-0)y,
X

exp(kat) - 1)1 - a}u,

3 —
-8~ 2= el -

Ve ) v .oV w v
+4-Zexolk(t; - 1) 1+ — (47 - L+ 2 1+Cr+——
{KXP[(t1t)[+ (t t7)+lx] k{ ,,}

- % [exp(kat) - explk(t; - t")]]— o0 [exp(k(t} )= 1]} Uk

+ De(t; 'tn) eXp[k(t; - tn)]‘:1+ ( n+1 ) ____}
kAt AXx

_m(t;_tn) |:1 CI’+ v aUn+7
kAt kAx 0 X

+{Dexp[k(t;-t")][1_[e(t1 )H{ mr )+ L}
k At Ax KAx

D 0(t:-t") d Ug n+1
_;{1[ Al H[1+Cr+—}}ax Igl+92f(xt)w (x,t) dxat

(3.30)
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Caso: i=E ; (We ™' (x,1))

{Ax(_l+a o, ) D(1-0)1- a[exp(kAt)_ﬂ}
6 2 2 6 KAt
{Ax(.é,&,ui @), o= 0~ 20 fexp(kat) - 1]}

6 2 2 kAt

+{A X('”Og)* D(1- 6 Ja[exp(kat ) - 7]}Ug_1+{-A_2X + v(1—6)At} Uz

kAt
{AB - 1]} £ (3.31)

+ {ﬂ exp(kAt) + —— [exp(kAt )—1]+VeA t} yrt
3 kA X

n+1 n
-DoatOUE D(1—9)AtaUE
d X d X

- I fx, ) W2 (x, 1) dxdlt + I f(x,t) dxdlt
Q,E”"'Qg”

Por simplificacién, si consideramos que f(x,t)=0, el segundo miembro de las
ecuaciones anteriores sera nulo. Considerando este caso y al sumar las
expresiones (3.23, 3.28, 3.29, 3.30, y 3.31) se tiene un sistema lineal de
ecuaciones cuya matriz de coeficientes tiene la estructura que se muestra
en la figura 3.15. En general, esta estructura cambiara de acuerdo a la regla
de interpolacién usada para evaluar las integrales para la ecuacion (3.12).

0 | X X
1T | X X X
2 | X X X X
Ne+1) X X X X
X X X
X X
X X

Figura 3.15. Estructura general de la matriz para ELLAM.
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3.1.5. Prueba de conservacion de masa

Para mayor claridad, se considerara que k=0 (caso conservativo). Ademas,
para probar que ELLAM proporciona conservacién de masa para cualquier
tipo de frontera, se deben tomar en cuenta las siguientes observaciones:

Para las lineas caracteristicas, son validas las siguientes equivalencias
(figura 3.16):

X72 (1) = X|(1) = X;'(t)
X7(1) = X, (1) = X' (1) (3.32)

X (0 = X, (1) = Xg'()

[

Figura 3.16. Equivalencia entre lineas caracteristicas.

Para las proyecciones de w(x,t) en el plano (x,1):

Q) = ;" (3.33)
Q) =}

Para las funciones de peso:

W) +wi () =15V (x, 1) e Q) (3.34)
W) +w i (x, ) =1,V (x, e Q)

i+1

Observando lo anterior, y sumando las ecuaciones para cada uno de los
nodos (ecuaciones 3.6, 3.24, 3.25, 3.26, 3.27), se obtiene:
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[Futx,t™)dx- [Futx,t")dx- j': {VU(O tdt- D (o t)}dt
* X" (3.35)

+ji [VU(L tdt- D (L t)}dt j ff(x t)dxat

la cual es una ley de conservacion global para la ecuacion (3.1) con k=0.
Esto prueba que ELLAM mantiene implicitamente la conservacién de
masa para cualquier tipo de frontera impuesta. Por lo tanto, el grado de
aproximacioén para la conservaciéon de masa en las soluciones numéricas
dependerd exclusivamente del grado de aproximacién usado para evaluar
las integrales. Ello manifiesta que la evaluacién de las integrales es un
paso crucial en ELLAM, sobre todo la integral en el tiempo {” (Celia, et al.,
1990; Heally y Rusell, 1993, 1998; Binning y Celia, 1996, 2000).

3.1.6. Evaluacion de la integral en el tiempo t"

En el inciso 3.1.4., la evaluacién de la integral en el tiempo
( J ',”u(x t")w™ (x,1")dx ) se realizdé de manera exacta, debido a que se
Xi-1

pudieron establecer en forma sistematica a través de la ecuacién (3.9b) y
las relaciones (3.15), los limites de integracion (por medio de una
proyeccion hacia a atras) x*.4, x*, x*.1. Esto se debi6é a que la velocidad es
constante.

Para el caso general de una velocidad variable, existen dos técnicas que
permiten calcular esta integral. La primera, referida como una integracion
hacia atras, es ampliamente usada en el método de las caracterlstlcas En
ella, la integracién es efectuada en el nivel de tiempo ™', usando valores
estandar de la funciéon de peso w(x,t) y proyectandolios haC|a atras en el
nivel de tiempo {", donde los valores u(x,t") son conocidos. Los valores de
u(xt") se determinan con una interpolacion lineal. Notese que en la
integracion hacia atras los limites de integracion, x*.; , x%.s, son las
proyecciones hacia atras de x,.1, x;.;. Estas proyecciones se efectian segun
la ecuacién (3.9b). Una vez conocidos los limites de integracion, x*.; , X1,
ésta es llevada a cabo. Desde el punto de vista computacional, el
procedimiento tiene muchas complicaciones debido a que consume
mucho tiempo de ejecuciéon en computadora en razén de la complejidad
de los algoritmos que deben usarse para hacerlo sistemético. Su
aplicacion en dos y tres dimensiones es impractico (Heally y Rusell, 1993;
Binning, 1994; Celia,1994). En realidad, este procedimiento es el que se
us6 para el calculo de esta integral en el inciso 3.1.4, pero obviamente
para este caso dicho procedimiento se simplifica por el hecho de
considerar una velocidad constante; sin embargo, su complicacién ya se
puede ver en las ecuaciones (3.19) y (3.21). Por otra parte, este



Descripcion de ELLAM 72

procedimiento es usado comlnmente con la funcién de peso lineal
(Celia, 1994).

El segundo procedimiento, que es el procedimiento mas practico y que
generalmente se asocia con la funcion de peso constante (Celia, 1994),
fue propuesto por Heally y Rusell (1993). Aqui, la integracion es efectuada
en ", usando valores estandar de u(x,t”); pero el valor de la funcién de
peso w(x,!") se calcula en el nivel de tiempo {™*'. En forma apropiada esto
se representa como:

wix,t") = W) = W(x,t") (3.36)

en donde % es la proyeccion hacia adelante en ', de x en ” definido
segun la ecuacion (3.9 c). De acuerdo con ello, la integral en el tiempo 1’
se calcula de la forma siguiente:

[7517 200 0w 6t )k = [ " )W (%07 aix (3.37)

Xits2

donde W(x,t"*") referida como la funcion de peso aproximada que se
definra mas  adelante, puede tomar valores no nulos
paraxe [x,_,, . X.;,»]- Por ello, los limites de integracién cambian. Para
evaluar la integral (3.37) se utiliza la regla del trapecio. Otros métodos de
integracion de mayor orden, como la regla de Simpson o Lobatto,

producen inconsistencias (Healy y Rusell 1993). Esto lleva a evaluar la
integral (3.37) como:

NT

JOL U, )W R ) dx = Y ulxe, )Y ) W R(X, ) 1) (3-38)

k=1

donde xx es un punto de integracion, u(xxt") se determina por
interpolacién lineal, y y(x,) son pesos de integracion definidos por:

Y(x,)=0.5(x,,, —x,); k=1
Y(x,)=0.5(x,., - x,_,); 1<k <NT (3.39)
Y(Xk ) = O-S(Xk - Xk—1); k=NT

NT es el numero de puntos de integracion. Healy y Rusell (1993)
proponen que se agreguen a estos puntos de integracion puntos
estratégicos de integracién (SSIP, por sus siglas en inglés), los cuales se
determinan en posiciones donde la funcion de aproximacion
w(x,t"'")cambia de pendiente. Esto se hace principaimente para evitar
problemas de conservacién de masa local. El nimero de puntos de
integracién NT se determina comunmente como el nimero de puntos de



Descripcion de ELLAM 73

integracion por celda basica de integracién o discretizacion. Por ejemplo,
para el caso de una funcion de peso lineal, la celda béasica de integracién
es [xi1, Xir1], como se indica en las figuras 3.3 y 3.5. Para la funcion de
peso constante, la celda bésica de integracion es [Xi.iz, Xi.172] como se
indica en las figuras 3.4 y 3.6. Los puntos de integracion definiran, para
cada celda basica de integracion, un nimero de subintervalos (NS), como
se muestra en la figura 3.17.

N&=2 NS=4 NS=8
e A ™ /\ﬁ - A —
\:.\(\
| | \')\
1 I — O
1 I i |
| I I |
| I | |
| I 1 |
| 1 |
X X, X X X X X

1+1/2 i+!

Figura 3.17. Puntos de integracién y subintervalos para las celdas
béasicas de integracion.

Seleccion de la funcion de peso aproximada W;(x,t™")

Healy y Rusell (1993) propusieron que la funcién de peso aproximada
debe ser continua en el dominio espacio-temporal, en que la ecuacion
(3.10 b) es definida. Ademas, que debe ser no nula en[t”, t"*'], y satisfacer
que ¥, Wi(x,t™")=1 para xe[0,L], te[f",t™]. Existe un nimero infinito de
funciones que satisfacen esos requisitos. La forma més simple es dada
por la ecuacion (3.10 b). Sin embargo, para valores cercanos a valores
enteros del nimero de Courant (Cr) hay problemas de conservacion de
masa local, debido a la imposibilidad de distribuir, apropiadamente, la
masa en el nivel de tiempo n+71. Una seleccidon mas general, para salvar
estas dificultades, es repartir la masa entre celdas adyacentes. Para ello
se hace depender la funcién de peso aproximada, W(x,t"*"), del nimero

de subintervalos NS de la forma siguiente:
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0, R< X;_4,»—AX;, (3.40a)
Ax; Xi_1,0 =R —
Ax -IiAX [7‘ IAI:(Z - }' Xisij2 =BX;iy SRS Xi_y)0
i1 i i1
AX.
Ax; +(%- Xig)2) ="
Ax; “
o 1 Ax ;X2 SREXy, . HAX; (3.40c)
i-1 i
Wi(R,t"™ ) =31, Xiy 0 +BX; < R< Xy, 5 — AX, (3.40d)

AX; K= Xi1/2 v
1- 5 Xiv1s2 SRS Xjpy/0 +AX
Ax; + Ax;,, Ax

i+1

donde Ax; = Ax, /NS (figuras 3.18 y 3.19a,b). Las ecuaciones (3.40) son
validas para celdas béasicas de integracién que no son adyacentes a las
fronteras del dominio; es decir, que son validas para /=2 hasta i=E-1,
siendo E el nimero total de celdas basicas de integracién. Para celdas
que son adyacentes a las fronteras (i=1 para x=0 e i=E para x=L), las
ecuaciones (3.40) requieren de algunas modificaciones. Cuando i=1, las
ecuaciones (3.40b,c,d) se reemplazan por:

Wi (x,t"™)=1,  0<R<x,,,-Ax (3.40h)
y cuando /=E ,las ecuaciones (3.40d,e,f) se reemplazan por:
We(x,t"")=1, Xp g, 0+ AXg < RS L (3.40i)

De acuerdo con las ecuaciones (3.40), para una malla uniforme, y NS=2,4
u 8, las funciones de aproximacién se pueden ilustrar en la figuras 3.18a,b,
mientras que para el caso de una malla no uniforme se ilustra en las
figuras 3.19a,b. Obsérvese que para la frontera de salida las funciones de
peso serdn semejantes a las mostradas en las figuras 3.18b y 3.19b.
Haciendo uso de estas figuras, ahora es facil mostrar los puntos
estratégicos de integracion, SSI/P, los cuales fueron comentados en el
inciso 3.1.6 al definir la ecuaciones (3.38) y (3.39). Segun ello, estos

(3.40b)

0; R> Xiuy,p +AX, (3.40g)
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puntos son definidos donde hay un cambio de pendiente en la funcion de
aproximacién W(x,t™"), y por lo tanto existen tres puntos para cada celda
basica de integracién, los cuales son en forma genérica: x,_,,,, x._,,,+A4x;,
Y x..,,-Ax; . Estos puntos son proyectados hacia atrds desde el nivel de

tiempo n+1 hasta el nivel de tiempo n, y luego son incorporados en el
proceso de integracién numérica segun las ecuaciénes (3.38) y (3.39).
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—_g 1 | I | | l ]
10 NS=8 .
W, W, W.,
05 .
AXI—I AXi—I A’YI KXT AXI'+1 AXI'+1
0 L1 | ¢ | | 1 | L ¢ 1 | J1 N | gl [ |1
XI%S/Z X:—1 Xif:—r/z XI Xi-él/z Xi+1 Xiéa/z

Figura 3.18a. Funcién de aproximacion en "’ en nodos internos para una
malla uniforme y NS=2, 4, 8.
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1 | I
1.0 NS=8_ ' '
W, W, W,
05 —
Ax,  Ax, Ax,  Ax, Ax,  AXx,
oLl | 1@l 1l Y1 V1 Il I YirN | gl 1l
X1/2 X, Xé/z X, Xséz Xs Xfé/e
AX, = AX, e Ax, X

Figura 3.18b. Funcién de aproximacién en ™ en la frontera de entrada para
una malla uniforme y NS=2, 4, 8.
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‘0 NS=2 1 | | | |
' Wi—l Vvi+1
05
| \ | |
0
XI—3/2 Xl—1 Xi-1/2 Xi XI+1/2 Xi+1 XI+3/2
I [
vvl+l
@
XI—3/2 XI—I XI—1/2 Xl Xi+1/2 Xi+l XI+3/2
ok NS-g | | | |
- Vvi—I W Vv/+1
0.5+
l | | |
0 o— ® O
XI—3/2 Xi—l Xi—1/2 Xl XI+1/2 XI+1 Xi+3/2

Figura 3.19a. Funcién de aproximacién en nodos internos en ™' para una

malla no uniforme y NS=2,4,8.
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= I ! I | |

1oRNS=8 i
w, W, W,
05 L _
AX, Af, \ Ax, AX, Ax, AX,
0@ P | | gt | | L g1 1t |
'(1/2 X, X-’*i/z X, X2 X, X§7/2
A% >« A% B A%, ;

Figura 3.19b. Funcién de aproximacién en ™" en la frontera de entrada para
una malla no uniforme y NS=2, 4, 8.
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3.1.7. FVELLAM

En el inciso 3.1.3 se mostraron dos definiciones de la funcién de peso que
satisfacen la ecuacién (3.7), y también se indic6 que el desarrollo de la
metodologia se estableceria considerando una funcién de peso lineal
definida por la ecuacion (3.10a). Este procedimiento es mostrado en Celia
et al. (1990), y es visto como el desarrollo clasico de ELLAM. Otra variante
de ELLAM Ila presentan Healy y Rusell (1993) al hacer uso de la funcion
de peso definida por la ecuacién (3.10b). Aqui, la funcién de peso es
llamada finite volume lo que lleva a FVELLAM o finite volume ELLAM. A
continuacién se presentan el desarrollo de esta variante y sus diferencias
en cuanto a la metodologia clasica. Incluso, supéngase ahora que la
velocidad es variable y que se representara por v(x,t).

Con relacion a la ecuacion (3.1), e integrando por partes una sola vez (a
diferencia de la metodologia clasica, donde se integra dos veces), resulta:

o L
J J[N(U) — flw(x,t )7 dxatt
0 0

=5[ﬂ—(xt)+v(xt) (x,t)- D—X2

L

. «
[ Qe e D+ | J.%{[V(x,t)C(X,t)— D%(x,t)]w(x,t)}dxdf
00 0 0
+
/

D] J[ (x,t)+v(x, f) (X t)+kw(x, t)}u(xt)dxdt
0

(x,t)+ ku(x,t)- f(xt)} ™1 (x,t) dxdt

‘ Ju ow
J'D_ (x,t)2Y (x,t Jdxat
5 X d x

o L
J' J’f(x,t)w(x,t)dxdt
o 0
(3.41)

La cuarta integral de la ecuacion (3.41) es la ecuaciéon adjunta asociada a
la parte advectiva-reactiva definida por la ecuacion (3.9), por lo que es
conveniente que sea nula. Dividiendo el tiempo en un conjunto de
intervalos [(™,t" ], tal que 4t= (f"*'-f"), la ecuacién (3.41) puede ser escrita
como:
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L
Iu(x,t”*’ (X, )dx

0
(!

+ j v(x,t)c(x,t)—D%(x,t)} on(X w(x,t)dSdt
oo (3.42)
ol U ow

+ ,J J.Da(x,t S5 (x.tjbeet

L rn+l L
= ju(x,t" W(x,t" )dx + j If(x,t Jw(x,t)dxat
0 t" 0

en donde, la formula de Green ha sido utilizada para transformar la
segunda integral en una integral sobre la frontera Jf2. n(x) es el vector
unitario normal a 292. En una dimensién, este vector consta de dos puntos,
Oy L, porlo que 5(0)=-1y n(L)=1. En general, esta integral representara
flujos de frontera y sera no nula solamente cerca de la frontera y cuando
las lineas caracteristicas cruzan a éstas.

Dividiendo el dominio espacial en un conjunto de intervalos [Xi.(12), Xi.(1/2)]
de longitud Ax; con nodo central en x; tal que Xy = Xi * (Ax; /2), en la
cual para cada intervalo se asocia una funcién de peso wjx,t) (figuras 3.4
y 3.22), y utilizando ademads una aproximacién implicita para las integrales
temporales, la ecuacion (3.42) se puede escribir como:

Xis(172)
Iu( x,t"" )exp( kAt )dx

Xi—(1/2)

rn~1

+ j J‘[v(x,t)c(x,t)-o%(x,t)} (X W, (x,t)dSalt
3 (3.43)

Xiv(1/2)

+ j DY (3,171 )W 1 171 )t el
dX dx

Xi-t1/2)

X'isr172) Xivf1/2)

- ju(x,t" W, (x,1" Jdx + If(x,t”*’ Jexp( kAt )At(x )dt

X*i_(172) Xi-(1/2)

En la tercera integral se observa que owi(x,t)/dx es una funcién delta de
Dirac en X2 Y Xiv1/2), por lo que ésta se calcula como:
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Xiv(1/2)

.[ Da—u( tn+1)aw
d X

Xi_(1/2)

LOx, ™7 At x )dx =

Xis(1/2)

g_u(x t"”)exp(kAt)At(x)[S(x - Xi—(1/2))— 6("' - Xi+(1/2)) dx = (3.44)

Xi—(172)

ou e ou g+
DeXP(kAt)[ (Xi_(1/2)t T)At(x,_ (1/2))— —(X,+(1/2): 1)At(xi+(1/2)):|

Sustituyendo la ecuacién (3.44) en (3.43), se tiene que:

Xiv(1/2)
_[u( x,t™7 Jexp( kAt )dx

Xi—(1/2)

+ DeXP(kAt{At(X, (1/2)) (X, (172)t t™7 )~ At(xl+(1/2))—(XI+(1/2)’tn+1):| (3.45)

Xiv(1/2) Xir01/2)
+B= Iu(x,t” w(x,t" )dx + If(x,t”” ) exp(kAt )At( x Jdx
X;'-(y/z) Xi_“/z)

en donde B representa la integral de flujo de frontera definida por:

rn+1

B= j _[[v(x t)e(x,t)- D—(x t )} n(x w,(x,t)dS di (3.46)
[T

En la figura 3.20a se observa que los tiempos: ., ,,,t.,,,.,, corresponden a
los tiempos en que una caracteristica pudiera interceptar una frontera desde
Xi(1/2) O Xiwy1/2. Por ello, en la ecuacién (3.45) se tomaron en cuenta las
siguientes definiciones:

At(x;)=t"" ~t;

At(X;1/2))=t"" = ti.—(1/2) (3.47)

;s
At(/\’i+(1/2))= £~ tivers2)
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tn+7

* 4~ -
t i-1/2

* - ’f
t i+1/2‘ ’,’
tn _ O O X* 1 O f O »
- i+1
Xi_1s2 X Xivis2 Xisi
! O i 0 } @, O
*
'.,.l't i+1/2
b) -
) e {
" O f O f O O
X Xi-172 XL Xit1/2
n+1 N\ 1 7~ ] e
{ O } O i O O
c)
~\ ~ A \ ~\ CL
9 ] O i O
Xiv1/2

qura 3.20. Lineas caracteristicas interceptando las fronteras: a) desde el tlempo
(hacia atras) la frontera de entrada; b) interceptando hacia delante (desde t")
Ia frontera de salida; c) interceptando hacia atras (desde ™) para determinar

XL+1/2'

Por otra parte, si se hace uso de la ecuacién (3.37), la ecuacién (3.45) se
transforma en:
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Xiv(1/2)
.[u( x,t"" Jexp(kAt )dx

Xi—(1/2)
au n+1 du n+1 3.48
+ Dexp(kAt) At(xi—(1/2))£(xi—(1/2)!t )_At(xi+(1/2))§(xi+(1/2)’t )| (3:48)

Xic(172)

L
+B= J'u(x, £ W, (2,1 Jax + J'f(x,t"/’ ) exp(kAt JAL(x Jax
0

Xi—{1/2)

y la ecuacion (3.46) en:

[n41

B= j ﬂv(x,t)c(x,t)—D%(x,t )} (X W,(%,t™ )dSdt (3.49)
" o

Es decir, que en la ecuacion (3.48) y (3.49) se ha introducido la definicién
de la funcion de peso aproximada W(x,t""). Estas ecuaciones
corresponden a la ecuacién base y son validas para caracteristicas que
cruzan o no las fronteras. Si para una celda basica de integracion las
lineas caracteristicas no cruzan las fronteras, el valor de B es nulo, Af(x;.
12)= At(xi.(12)=At, y el valor de la integral en el tiempo " es no nulo y se
calcula con la ecuacién (3.38). Por el contrario, si para una celda basica
de integracion las lineas caracteristicas cruzan las fronteras, entonces la
integral en el tiempo " es nula, y el valor B se evalla también por medio
de la férmula del trapecio, como se indicara mas adelante.

Por ofra parte, las ecuaciones (3.48) y (3.49) constituyen una forma mas
sistematica para implementar ELLAM en dos y tres dimensiones, con
velocidad variable. Por ello, el procedimiento mostrado en este inciso sera
el que se utilice para implementar ELLAM en dos dimensiones, asi como
para aplicaciones no lineales.

3.1.7.1. Evaluacion de las integrales

Al igual que en el inciso 3.1.4, sea U, una aproximacién discreta de la
funcién continua u(x,t) tal que: x=idx; t=nA4t, donde se admitira que entre dos
nodos sucesivos la variacion de U] es lineal (figura 3.21). Ademas, se
usara la férmula del trapecio definida segun la ecuacion (3.14).
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u(x,t)=U(x,t)

Figura 3.21. U(x,t) es lineal entre dos nodos consecutivos. Se muestra la
aplicacion de la regla del trapecio para NS=2 en una celda basica de
integracion.

Considerando lo anterior, la primera integral de la ecuacion (3.48) se
determina por:

Xiv(1/2)
J-u(x, "7 Jexp( kAt )dx= Axexp(kAt{é o+ 12— urt+ é U,»T,’] (3.50)

Xi-(1/2)

y es valida para celdas basicas de integracién internas (2 < i < L-7) figura
3.22.

Frontera de Frontera de

salida
entrada
MM A VI IR B I )
T 2 2 2 2 i Tp i T2
AX, Ax , Ax,
O—0 00— O O Oo—
X e oo X
1z X, X, X, . L+1/2

Figura 3.22. Divisidn del dominio espacial en FVELLAM.
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Para celdas adyacentes a las fronteras se determina por:

X372

Iu(x, "7 Jexp( kAt )dx= Axexp(kAt{i ur +§ urt +é US”] (3.51)
para i=1, y para i=L es:
Xiv(172) 1 5 1

Iu( x,t"" Jexp( kAt Jdx= Axexp( kAt {E url + 3 Uyt + 4 Uit 2 )} (3.52)

Xi-(172)

Las derivadas del término difusivo se determinan mediante una
aproximacion centrada, de la forma siguiente:

du ; Un+1 _ Up+1
—~(x gy = Zi T i
I x (Xi(1/2) )
(3.53)
au Un+1 _ Uin+1

1
a(xnu/z)rtm )=

Ax

La integral en el tiempo " se calcula de acuerdo con la ecuacion (3.38). La
del término independiente se determina mediante la férmula del trapecio. La
que representa flujos de frontera (B), es conveniente determinarla segun
sea una frontera de entrada o salida y qué tipo de condicion de frontera se
tenga, y se explicara a continuacion.

3.1.7.2. Evaluacion de la integral de flujo de frontera

Como se supone que la velocidad es positiva (v>0), entonces hay un
movimiento de izquierda a derecha del eje x. Por lo tanto, en x=0 se tendra
una “frontera de entrada”, y en x=L una “frontera de salida”. Por otra parte,
si las lineas caracteristicas de una celda bésica de integracién no
interceptan las fronteras, B sera nula, en caso contrario el calculo de B es
como sigue:

Frontera de entrada

Una frontera de entrada se toma en cuenta cuando una linea caracteristica,
desde Xxi.;12 en ", intercepta la frontera de entrada en el tiempo t;_;, 5 > t”

(figura 3.20a). En este caso B sera no nula y pasara informacién a la celda
interior de acuerdo a la condicién de frontera en x=0. Note que este hecho
es capturado de manera sistematica en las ecuaciones (3.48) y (3.49),
mientras que en las ecuaciones (3-24)-(3.26) de la metodologia clasica, es
mas dificil de establecer sobre todo si la velocidad es variable.
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Frontera tipo Dirichlet. Si se tiene una condicién de primer orden (tipo
Dirichlet), de acuerdo con la notaciéon de la ecuaciéon (3.1a) B se
transforma en:

'n+l

B= j —[v(o, t)g,(0,t)-02Y (0, r)}w,.(x, t™ )dt (3.54)
K 0 X

Para evaluar la ecuacion (3.54) dividase el intervalo de integracion, At= -
", en un numéro finito de subintervalos NST de igual tamario (figura 3.23),
de tal forma que la integral en [{"*'-f' | sea una suma de integrales para
cada subintervalo.

m=4 -1t = t;\/sr = t;
At
meg NST | £
At
T _
mes NS - NST =4
At
NST .
m= F
At
NST
m=0 ==t

Figura 3.23. Divisién del intervalo At en un niimero finito de subintervalos
NST. Se muestra el caso para NST=4.

Ademas, sea:

U —
M(O,t)= 1 (1)=9,(t) (3.55)
0 X Ax/ 2
y
U, (t)= U + U - Uf{%}te [t7+7,17] - (3.56)

Al aplicar la regla del trapecio a cada subintervalo y sumarlos, la ecuacion
(3.54) queda:
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s Zg,(t W0, tn Wi (R(1™0,t;,))

[ 4At D j’VST !

HoaT b Wi(R(17 50,
NSTAX mz=:1g1(m) I( (t Ioltm))

ant D, )RS, -t .
-——U z 7 W.(%(t"';0
NST Ax ' & At (R(0t)

NST-1
B-_ 1{2At

4At D NST-1 t _ t
e Un+1 W b tn+1 O t
NST Ax ' mz, At (% n))

n At n ZD n+1 . n
gt )[NST[ (0,1")+ Ax]vv,-(x(t ot ))}

n At 2D n+1.n 40
U,[ NST[ ]W(R(t Ot))}

+g1 (tn”/i:NgT[V(O tn+1)+ ZD]W(R(VH—’ O tn+1)):|

¥ Uf”{ NAStT[ZD]W(X(th O tn+1))}} (357)

donde, t,, es el tiempo correspondiente a cada uno de los nodos de los

subintervalos; NST el nimero total de subintervalos, m es un contador que
indica el m-ésimo punto de integracién (figura 3.23) y g+(t) la condicién de
frontera tipo Dirichlet. El procedimiento de caculo es: determinar los puntos
de integracion, proyectar estos puntos hacia adelante desde t,, hasta "

mediante la ecuacion (3.9c), determinar x(t™*';0,t") y, finalmente, calcular,

con la ecuacion (3.40), Wi(x(t"';0,t_)) para cada nodo i. Un adecuado

numero de puntos de integracidn distribuird apropiadamente la
informacién de la frontera hacia el interior del dominio; sin embargo, Healy
y Rusell (1993); recomiendan agregar (al igual que la integracion espacial)
puntos estratégicos de integracion (STIP, por sus siglas en inglés), los
cuales se determinan proyectando hacia atras los puntos en los cuales la
funcion de peso aproximada cambia de pendiente. Con esto se asegura
que las soluciones no contengan oscilaciones no fisicas y se tenga
conservaciéon de la masa.

Frontera tipo Neumann. Para el caso de una frontera de segundo orden
(tipo Neumann), de acuerdo con la notacién de la ecuacién (3.1a), B se
transforma en:

[n4l

B= [-[v(0,t)U(0,t)+g,(0,LIW,(%,t™" Jol (3.58)

De nuevo, si se acepta que:
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Up (t)=Ug(t)
_ Dm_ - _pUYit)=t 3.59
(0,t)=g,(t)=-0—" AX/Z ( )
de la ecuacién (3.59) se obtiene:
Uy(t) = U, (t)+ 92(1AX (3.60)
2D
donde:
U, (t)= U +{ur —U,"(IA: J,te [t 7] (3.61)

Sustituyendo la ecuacién (3.60) en (3.58), B puede ser calculada por el
método del trapecio, como se mostrd para el caso de frontera tipo Dirichlet.

Frontera de tercer tipo. De acuerdo con la notacién de la ecuacion (3.1a),
para el caso de una frontera de tercer tipo (tipo Robin) B se transforma en:

e
B= J-—g:,(O, EW(R, " )dt (3.62)

I

De la condicién de frontera
au
g;(0,t)= v(O,t)u(O,r)—DE(O,t)

y aceptando que:

AU oy Ui (t)=Up(t) 3.63
ax(O'U— Ax/Z (3.63)
se obtiene:
2D
gs(t)+ U, (Ui
Uy(t)= 2D (3.64)
v(Ot)+—
Ax
donde:

{ n
Uy ()= Up + (U - U”{t;: ] e
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la integral de flujo de frontera dada por la ecuacién (3.62) se calcula
también por el método del trapecio, en forma similar a como se mostré para
el caso de frontera tipo Dirichlet.

Frontera de salida

Una frontera de salida se toma en cuenta cuando una linea caracteristica,
desde X, (12 en 1", intercepta la frontera de salida en el tiempo b2 <t (

figura 3.20b). Nétese que la ecuacion para la Gltima celda [x;-(1/2), XL+(1/2] NO
cubre la regién triangular con vértices (L, ™), (L, ), y (XLuq1/2)t") (figura

3.20c). Por lo tanto, se tiene que buscar una ecuacién correspondiente a
esta region.

Siguiendo la nomenclatura, la funcién de peso aproximada para esta regién
se representard por Wi,(x, {™'). De acuerdo con esto, los puntos

espaciales de integracién entre x,_,,,Y X...1,2) €nvian toda la masa al

interior del dominio, mientras que los puntos entre x,.,,, y L envian la

masa hacia la frontera. Con este entendimiento, la funcion de peso
aproximada W,,(x, t™) quedara definida por:

0,0<2<L
WL+1(21tn+1) = (365)

exp[k(t— t” )];t” <t<t™
La cual esta en correspondencia con:

X 4,2+ AX, SRS L
WL(Y,th):

0;t" <t<t™
que se definié en la ecuacion (3.40i).

Para una frontera de salida, la ecuacién (3.48) sufrird algunas
modificaciones. La primera integral no aparece, debido a que la regién
triangular no tiene dominio en "*’. Por ello, la masa que representa esta
integral es ahora la componente advectiva de la integral que por su parte
representa el flujo de frontera. El término dispersivo correspondiente a
(xiq2, ") es ahora evaluada en (L,t™"), con un peso en el tiempo de At,
mientras que el término correspondiente a (Xi,(1/2), ! ) tiene un peso en
el tiempo nulo. Por ello no aparece. Los limites de la integral en t’ se
ajustan con acuerdo a la proyeccion de la region triangular, y la Gltima
integral del término independiente se transforma en una integral temporal,
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reemplazando dx por el producto v(/,t) dt. Por lo tanto, la ecuacion (3.48)
para la frontera de salida quedara definida por:

Dexprkat)at &Y (L, i)
Jx
. (o1 (3.66)
+B= Ju(x W, (2,6 )dx + Jf(L t W, (8,1 )(t—1" )t

Xiv(1r2)

y la ecuacion (3.46) como:

In+1

B= Hv(L tu(L,t)— D*(L t)} W, (%, )dt (3.67)

Al igual que en el caso de la frontera de entrada, la de salida puede ser de
tres tipos como se indica en seguida.

Frontera tipo Dirichlet. Si se tiene una condicién de primer orden (tipo
Dirichlet), de acuerdo con la notacién de la ecuacion (3.1a), B se
transforma en:

1 +1

B= Hv(L t)g,(L,t)- D (L t)} W, (%,t™7 )dt (3.68)

De nuevo, para evaluar la ecuacién (3.68), dividase el intervalo de
integracién, At= *1-" en un numéro finito de sublntervalos NST de igual
tamano (figura 3.23), de tal forma que la integral en [{"*'-1" ] sea una suma
de integrales para cada subintervalo.

Ademas, si se acepta que:

g:(t)=U,(t)
it = S (369
y
UL(t)=U[+(U[+’—U[{t;:n],te [+, ¢7] (3.70)

Al aplicar la regla del trapecio a cada subintervalo y sumarlos, la ecuacién
(3.68) queda asi:
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1{ IN S . .
= 5\ nar 229t VLt W, (Lot )
2| NST mz, !

At DYRL . .
—[NS—TA_X] D Gt W, (L 1)

m=1

+—
NST Ax = &4

4t D RSt - 1" ,
+———U" L W, (Lt

4At D NST-1 t' _tn .
_UE Z 1- mAt WL+1(L7tm)

At 2D
+g,(1" Lt")-=——
9:( )[Nsr[v( J AX

At (2D
Ul ———| — W, _,(L,t"
+ L|: NST[AX] L+1( 7t ):|

n+ At n+ 2D n+
+g,(t 1{W[V(L:t 1)—E]WL+1(/—J 1)}

+ U[’”{ At [ZD]WLH(L,N’”)E (3.71)

]WL+1 (Li t" ):|

NST | Ax

donde, t,, es el tiempo correspondiente a cada uno de los puntos de
integracion, NST el nimero total de subintervalos, m un contador que indica
el m-ésimo punto de integracién (figura 3.23), y gs(t) la condicion de frontera
tipo Dirichlet. En realidad, el tiempo t,, corresponde a las proyecciones (en
la frontera de salida) de puntos de integracién espaciales que estan dentro
del intervalo [x,_,,,,L]. Para problemas con velocidad variable en dos o
tres dimensiones, es muy dificil establecer en forma exacta este dominio,

por lo que es factible s6lo determinarlo en forma aproximada. Esto se
indicara al detalle cuando se trate el problema en dos dimensiones.

Frontera tipo Neumann. Para el caso de una frontera de segundo orden
(tipo Neumann), de acuerdo con la notacién de la ecuacién (3.1a), B se
transforma en:

tn+1

B= J[V(L, DU(L, 1)+ g, (t) W, (L, t ot (3.72)

{n

De nuevo, si se acepta que:

_pou _ __pYias(t)-Ut)
DS (Lt)=gy(t)=-D L /ZAx/z L (3.73)

de la ecuacion (3.73) se obtiene:
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A
UL+(1/2)(t): UL(I)—M (3-74)
2D
donde:
U (t)=U + (U[” - Uf{%}te [t””,t”] (3.75)

sustituyendo la ecuacién (3.74) en (3.72), B puede ser calculada por el
método del trapecio como se mostré para el caso de frontera tipo Dirichlet.

Frontera de tercer tipo. De acuerdo con la notacién de la ecuacion (3.1a),

para el caso de una frontera de tercer tipo (tipo Robin), B se transforma
en:

n+!

t
B= Igs(O, W, (Lt ot (3.76)
’n

De la condiciéon de frontera
ou
gg(L, t) = V(L! t)U(L, t)_ DB_X(L' t)

y aceptando que:

a—U(L,t) - UL+(1/2)(t)—UL(t) (377)
d X AX/ 2

se obtiene:

2D
9s(t)- U (t)—
Uirarz)(t) = ’ L2DAX (3.78)
v(Lt)——
Ax

donde:
Un(t)=Un +{up - Uf{%},te [t ¢°]

La integral de flujo de frontera dada por la ecuacién (3.76) se calcula
también por el método del trapecio, en forma similar a como se mostrd para
el caso de frontera tipo Dirichlet.
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3.1.7.3. Prueba de conservacion de masa

Para probar que FVELLAM conserva la masa en cualquier tipo de frontera,
por cuestiones de claridad se supone que k=0. Ademas, supdngase que se
tiene un dominio dividido en cuatro celdas basicas de integracion como se
muestra en la figura 3.24. De acuerdo con la metodologia que se explico

para FVELLAM, al aplicar (3.45) y (3.46) para cada celda basica de
integracion, se establece el siguiente conjunto de ecuaciones:

para el nodo x;:

X372
.[u( X, t"7 )dx

X1/2

a n+ a n+
+ D[At(xm)a—‘;(x,/z,t ’)—At(t3/2)a—Z(x3/2,t ’)} (3.79 a)

t"7 X3,

+B,= J' J'f(x,t w, (Xt )dxdt

"
x1/2

Nodos en donde cruzan Nodos internos en los que las caracteristicas Nodos en donde cruzan
no cruzan las fronteras
— ‘-ﬁ —— { \
X X X
X,, X, 32 /\f’\z 5/2 X, 7/2 X, Xg/2 X
tn+1 ﬂ" = = 4 =l N ’)
i ,.
t 4 y . 2 2 .| 4 y
Xz X3 X4 Xs/z
F q Frontera de
rontera de salida
entrada

Figura 3.24. Geometria FVELLAM para el caso de cuatro celdas de
integracion.
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para el nodo xz:
X572

ju(x, £ )lx

ou e 3 o
+ D{At(xaxz)a—;(xwzxt 1)"““5/2)'6—3("5/21{ 1)} (3.79 b)

rnﬂ XS:’Z

+ B,= J- Jf(x,t)wz(x,t)dxdr

¢
x.’i/?

para el nodo xs:

Xzi2
'[u( x,t™7 )dx
K52

Ju o 3 e
+ D{Ar(xW)a;(xmz,r ’)—Ar(rm)ﬁ(xm,t ’)J (3.79¢c)

1 Xz,
+ B,;= J- J-f(x,t)wg(x,t)dxdt

x5/2

para el nodo x4

Xg:2
Ju(x, £ )i

3 . 3 ,
+ D[Ar(xm)a—i(xm,t" ’)-Ar(rg,g)a—i(xg,z,r ’)} (3.79 d)

1! Xgsa
+B,= '[ J-f(x, t)w,(x,t dxdt
" x

7rz2

y la ecuacién complementaria para la regién triangular( nodo xs):

rnﬂ !nM XQIZ

3
Hv(L,r)u(L,r)—D-é--‘;’(L,t)}uog)i(L,r)Ar(rg,z )= j Jf(x,r)ws(x,r)dxdr

" n
! x7r’2

(3.79 e)

donde:
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tn+1

B, = J’[v(L,t)u(L,t)— D%(L,t}} (~1)w,(x,t )t

n
t X172

B, = J[v(L,t)u(L,t)—Dg%(L,t)} (—1)w,(x,t)dt

Xy,2

B3=0 (porque las lineas caracteristicas no cruzan la frontera).
B,=0 (porque las lineas caracteristicas no cruzan la frontera).

Ademads, como wi(x,t)= wa(x,t)= ws(x,t)= wa(x,t)= ws(x,t)=1 para (x,t)e Qy;
(segun la ecuacidén 3.10b si k=0), al sumar las expresiones (3.79a-3.79¢)
se verifica que:

J(u(x,t”*’)dx- _ru(x,t”)dx- an”[v(x,t)u(o,t)dt- Da—u(O,t)} dt

’ ’ - IxX (3.80)
n+! au n+f '
+ J: [v(x,t)u(L,t)dt-Da(L,t)} dt = ﬁ J;f(x,t)dxdt

la cual representa una ley de conservacién global para la ecuacion (3.1).
Por lo tanto, el grado de exactitud de FVELLAM dependera del grado de
exactitud con que se determinen cada una de las integrales que aparecen
en las ecuaciones (3.45) y (3.46).

3.1.8. Proyeccion de lineas caracteristicas y puntos de integracion

La proyeccidn de las lineas caracteristicas es un paso crucial en ELLAM,
debido a que el transporte de masa del tiempo {” al ™" (o viciversa) lo
hace siguiendo las lineas caracteristicas. Cuando la velocidad es
constante, todas las lineas caracteristicas son paralelas entre si y sus
trayectorias quedan definidas en forma exacta a través de las ecuaciones
(3.9a,byc). Por el contrario, cuando la velocidad es variable, el
seguimiento de las lineas caracteristicas es complicado y sélo quedan
definidas en forma aproximada. Igualmente, la proyeccion de los puntos
de integracion desde " al ™' (o viciversa) la hace siguiendo las lineas
caracteristicas.

Para un campo de velocidad variable, la proyecciéon de los puntos de
integraciéon se efectla por los métodos semianaliticos descritos por
Pollock (1988), Goode (1990), y Healy y Rusell (1993). En ellos se supone
que la velocidad entre las celdas basicas de integracion (por ejemplo: x;.
(1/2), Xin(1/2)) S€ conoce y es uniforme en el tiempo, y que varia linealmente
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en cada celda. Por lo tanto, los puntos de integracién son trazados celda
por celda, con la siguiente formula (Healy y Rusell, 1993):

Xty )= X(t, )2 V(X(t )1.) [exp[% Atl-+,]— 1} (3.81)

SIS

donde se escoge el signo (+) para proyecciones hacia adelante, y el signo
(-) para proyecciones hacia atrds; x(t,) es la posicion del punto de
integracion en el tiempo t, (figura 3.25); m es el indice para denotar las
divisiones en el tiempo; A4t el tamano de los subintervalos en el tiempo, y
es igual al tiempo que se requiere para proyectar un punto a través de una

M
celda completa o parcial, tal que ZAtm = At; M es el numero total de
m=1
subintervalos en el tiempo; tp = ", para proyecciones hacia delante, f = !
para proyecciones hacia atras.

La proyeccidbn de los puntos de integracidon esta intrinsecamente
relacionada al célculo de la integral en el tiempo f", y al célculo de la
integral de flujos de frontera. Por ello, la determinacion apropiada de las
lineas caracteristicas es crucial para que ELLAM desarrolle su propiedad
de conservar la masa como fue mostrado anteriormente.

m=M =———— tn+1:tm
m=2 ——— t,
At,
m=1 —— b
At,
Mm=0 —t— "=t

Figura 3.25. Division del intervalo At en un namero finito de subintervalos
para la ecuacion (3.81).
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3.1.9. Ejemplos de aplicacion 1D
Ejemplo 3.1

Considérese que para solucionar la ecuacion (3.1) se tienen las siguientes
condiciones auxiliares:

ulx,t)=u,(x,t); x=at>0

ou(x,t) _duy(x,t) C x=bt>0
ox ox

u(x,0)= exp(-= x* )

La solucién analitica de la ecuacion (3.1) para el presente caso sera (Celia
et al., 1990):

1 —m(x-Vtf
u,(x,t)= €x
() 1+ 4nDt { 1+ 4Dt }

A continuacion se presentan algunas comparaciones de la solucion analitica
con ELLAM y con una solucién en diferencias finitas. En cada una de las
figuras se indican los parametros caracteristicos de cada corrida. Se
consideran los siguientes datos: a=3,b=9; V=10, D=0.1
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Ec. Conveccién-difugién 1D
C.F. Tipo Neumann

0.20
-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00
X
‘ @ FIJAM = anslition ‘ c:\doctorrltellam 2. wt

Figura 3.26a. Comparacion de ELLAM con la solucién analitica para el
ejemplo 3.1.

Ec. de conveccion-difusion 1D

C.F.Tipa Dirichlet

U(x.t)

0.00- ' , ' ' '
-4.0000 -2.0000 0.0000 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000 10.0000
X

—=— Dif. hacia atras. — analitica c\doctoral\disatr wq

Figura 3.26b. Comparacién de diferencias finitas con la solucién analitica
para el elemplo 3.1.
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Conveccidn pura unidimenszional

-0.20 i ; : ; ; i
-400 200 000 200 400 6.00 800 1000 12.00

‘ i EIAM = Analitica | C:\doctoral\conv.wql

Figura 3.26c. Comparaciéon de ELLAM con la solucién analitica para el
ejemplo 3.1 (conveccién pura).

La figura (3.26a) muestra la comparacién de resultados cuando se
soluciona la ecuacién (3.1) a través de ELLAM. Como se ve, los resultados
del método son exactos para cada nodo en los que se dividi6 el espacio. La
figura (3.26b) muestra ahora la misma solucién, con un método de
diferencias finitas implicito, donde se us6 una diferencia hacia atras para
aproximar el término convectivo. En este caso, se observa que a pesar de
que el esquema en diferencias finitas es estable, existe una fuerte
difusividad numérica. Estos problemas de difusibn numérica seran
analizados con mas detalle en el capitulo 5, a través de un analisis de
Fourier.

En la figura (3.26¢) se muestran los resultados para el caso en el que el
coeficiente de difusion D=0. Para este caso, la ecuacién (3.1) se convierte
de una ecuacion de segundo orden (tipo parabdlico) a una de primer orden
(tipo hiperbdlico). Para este problema, las condiciones de frontera
necesarias serén sblo una. Asi, para obtener el esquema de ELLAM para
este caso bastara hacer nulos los términos que aparecen multiplicando al
coeficiente de difusiébn D en las ecuaciones (3.23,3.28-3.31 y 3.49). Es
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decir, que el método incorpora automaticamente el cambio de solucidn.
Obsérvese que esto es debido a que la funcién de peso w(x,t), para el caso
en que D=0, sigue satisfaciendo la ecuacién adjunta (3.2). Esto pone de
manifiesto que ELLAM transfiere a la funcién de peso la dinamica del
problema. Los resultados que se observan en la figura 3.26¢c muestran que
ELLAM da valores exactos en cada uno de los nodos. Para este caso, no se
presenta la soluciéon con el método en diferencias finitas (ni ningin otro
método) porque la solucién no es posible sin que se presenten difusion
numérica u oscilaciones espurias.

Ejemplo 3.2.

Considérese ahora el ejemplo donde se tienen las siguientes condiciones
auxiliares:

ux,t)=u,(x,t)=U, =10, x=a,t>0

au(x,t)_aua(x,t)_o.
oax  ax

x=b,t>0

u(x,0)=0

La solucidn analitica de la ecuacién (3.1), para este caso, sera:

4Dt

Iy 2
+ exp[2—XD (V+\/V2 + 4Dkﬂerfc[x+ v 2 4Dk}}

e t)%{p[ﬁ - o Xt 40K

4Dt

A continuacién se presentan algunas comparaciones de la solucion analitica
con ELLAM. En las figuras se indican los parametros caracteristicos de
cada corrida. Se consideran los siguientes datos:

V=10
D=02
K=0.01
f(x,t) =0
0=05
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ELLAM: Cr=1.0,Pe=10, teta=0.5

ax=2, at=2

105

u(x,t)
iy
1
T
A

t=30 t

60

_2 T T 1 T T T T T
0o 10 20 30 40 50 6|0 70 80 90 100

X

— ELLAM DO analitica

Figura 3.27a. Comparacién de ELLAM con la soluciéon analitica para el
ejemplo 3.2(Cr=1).

ELLAM: Cr=1.5,Pe=10, teta=0.5

ax=2,at=3

u(x,t)

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

|—ELLAM O  analitica |

Figura 3.27b. Comparacién de ELLAM con la solucién analitica para el
ejemplo 3.2 (Cr=1.5).
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ELLAM: Cr=1.76,Pe=10, teta=0.5
ax=2, at=3.52

0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100

‘—ELL.AM O analitica ‘

Figura 3.27c. Comparacion de ELLAM con la solucion analitica para el
ejemplo 3.2 (Cr=1.76).

En este ejemplo se resuelve el caso de un transporte reactivo. Las figuras
muestran las respectivas soluciones, empleando diferentes Cr. Se observa
que ELLAM da soluciones exactas en la parte donde la componente
reactiva es dominante, mientras que en el frente de avance existe una ligera
desviacion. Esto se debe principalmente a que para evaluar las integrales
de frontera no se han empleado subintervalos en el intervalo de tiempo At.
En todos los casos las soluciones de ELLAM son consistentes.

Ejemplo 3.3.

Considérese ahora el mismo ejemplo 3.2, pero con k=0. Es decir que se
considera el caso de un problema de transporte conservativo. Para ello
sigue siendo valida la solucién analitica. Los resultados obtenidos se
muestran a continuacién:
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ELLAM: Cr=1.0, Pe=10, teta=0.5

=2, at=2

u(x,t)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

‘—EI_.LAM B analitica

Figura 3.28a. Comparaciéon de ELLAM con la solucién analitica para el
ejemplo 3.3 (Cr=1.0).

ELLAM: Cr=1.5, Pe=10, teta=0.5

ax =2, 9t=3

u(x,t)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

|—EI_,LAM B analitica

Figura 3.28b. Comparaciéon de ELLAM con la solucién analitica para el
ejemplo 3.3 (Cr =1.5).
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ELLAM: Cr=1.76, Pe=10, teta=0.5
ax=2, at=3.52

u(x,t)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100

‘— ELLAM ™ analitica

Figura 3.28c. Comparacién de ELLAM con la solucién analitica para el
ejemplo 3.3 (Cr=1.76).

Para este caso de transporte conservativo, las soluciones de ELLAM para
todos los casos siguen siendo consistentes. De nuevo existe una ligera
desviacién en el frente de avance.

Un hecho importante en los ejemplos 3.2 y 3.3 es que de nuevo la funcion
de peso captura la dindmica del problema (figuras 3.3-3.6). Es decir, que la
funcién de peso satisface la ecuacion adjunta (3.2) para k=0 y k#0.

En el capitulo 5 se resuelven otros ejemplos donde se emplean Cry Pe,
mucho mayores que los utilizados en este capitulo.



Descripcion de ELLAM 106

3.2. ELLAM en dos dimensiones

Como se comentd en el transcurso del inciso 3.1.7., FVELLAM da una
metodologia mas sistematica para implementar ELLAM en problemas
multidimensionales, y con un campo de velocidad variable. Por lo tanto,
esta metodologia sera la que se use a continuacion para implementar
ELLAM en dos dimensiones.

3.2.1. Planteamiento del problema

Considérese la ecuaciéon de advecciéon-difusion-reaccion lineal, en dos
dimensiones, escrita en forma vectorial:

¢(c)= —+Vovc Ve(DVc)+kc=f(x,y)e Qtel0,T] (3.82)
sujeta a cualquiera de las siguientes condiciones de frontera y condicién
inicial:

co(x,y,t)=h(x,y,t),

—DVcen=h,(x,y,t),
[ve—DVec)len=h,(x,y.t)(xy)e Qe (0,T]
ox,y0)=Cy(x,y)eQ

(3.82a)

donde c es la concentracion del soluto; v es el vector de velocidades; D el
tensor de dispersion; k un coeficiente de reacciéon constante; n, un vector
unitario perpendicular a la frontera 99, f una funcidon que representa la
pérdida 0 ganancia de masa.

Se demuestra que el operador adjunto asociado a la parte advectiva-reactiva
del operador diferencial ¢(e) de la ecuacién (3.82) es:

C(®)=- a() -V(o)ev +k (3.83)

3.2.2. Formulacién ELLAM

ELLAM es un método de residuos pesados y se formula usando la primera
forma débil de la ecuacién (3.82) en relacion con una funcion de peso
arbitraria w(x,y,t), a saber:
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D]. J.[E(C)'f]W(x,t)de: -0

Sustituyendo la ecuacion (3.82) en (3.84), se obtiene:

;
I .I‘B)—(;JFV. vc—V-(DVc)+kc—f}wdet:

Empleando en la ecuacién (3.85) la formula de diferenciacion:

(we)'=wc'+ew'
se llega a:

(Vevc)w=Ve(vcw)-vceVw
[Ve(DVc)lw=Ve[(DVc)w]- (DVc)e Vw

por lo tanto, la ecuacién (3.85) se transforma en:

tlc- f)wdgd:_j j{a(cw) caa":+V-(vcw)—C(v-Vw)

Q
Ve[(DVc)w|+ DVC'VW+kCW fw }dQdt =0
.
]

| S~

J{B(C aew) , o, o (vew)-Ve[(DVc)w]+ (DVc)sVw

+{_%—t/—voVw+kW]—M}dﬂdt:O

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

Si se escoge una funcién de peso w(x,y,t) que satisfaga ¢, ,(w)=0, la

ecuacion (3.88) se reducira a:

T{ {a(cw) }
o[(ve—-DVe)w|+(DVc)e Vw — fw:dQdt = 0
0 Q

(3.89)

La ecuacion (3.89) sugiere dividir el intervalo [0,T], en una suma finita de

N
intervalos Z[t’”’—t”], tal queAt=[t”*’—t"]. Por ello, esta ecuacion

n=0
aplicada a un intervalo [t’”’ - t"]se escribe como:
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j j{a(aL:V)+(Wc)-Vw—m}det+B= 0 (3.90)

donde el segundo término se ha convertido, a través de la formula de
Green, en una integral de frontera definida por:

tn+l

B= J J(vc—DVc)onwdet=0 (3.91)

t" oQ

dS representa una diferencial de frontera. Esta integral representara
asimismo la integral de flujo de frontera y se tratara como se indic6 para el
caso unidimensional.

Por otra parte, considérese el espacio dividido en un conjunto de celdas
de dimensiones (AxAy;) centradas en el nodo(x.y;), tal que

X172 =X 1A% /2, yu,,=y; £Ay; /2, de tal forma que a cada celda se
asocia una funcion de pesow;(x,y,t) que se definird mas adelante. La
region en ™' correspondiente a la celda ij se denotara cong;. Al ser

advectada hacia atrés en ", esta regién se denotara con &; (figura 3.29).
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Xz X Xt Xz X Xie Xy

h(0.y;,t)
-

\ 4
h(x,0,1)

Figura 3.29. Geometria ELLAM en dos dimensiones.

Con las indicaciones mencionadas anteriormente, la ecuacién (3.90)
puede ser resuelta para la region &; de la forma siguiente:

1" Y12 X002
| {a(cw,.,)

o +(DVC)0Vw,j~fw,.j}dxdydt+B: 0 (3.92)

n
" Yicw2Xic1s2

donde B es el flujo de frontera definido por la ecuacion (3.91).
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Empleando una aproximacion totalmente implicita de la ecuacién (3.92) se
obtiene:

Yjr1/2Xi04,
_[ J.[Z(CW"I' )(x,y,l"”) - (CW,-I- )(x,y,t")}jxdy

Y)-1/2%Xi-1/2
Yi+1/2Xi44/2

+ j J'[(DVc)-vW,.j oot AOX,y Jelxdly (3.93)
Yi-tr2%Xi-1/2
Yir1/2Xp44/2

- f ff(x,y,t”+’ Jw;(X,y, "7 )At(x,y Jdxdy + B=0

Yi—12Xi_1/2

Para las dimensiones x, y; en la ecuacién (3.93) el término difusivo queda
definido de la forma siguiente:

ow
(DVc)eVw|=—|D.. —+D D
[( ) ] ax|: + ay + ay Xy ax+ Yy ay

xxac yxac} aw{D ac ac} (3.94)
ox

Sustituyendo la ecuacién (3.94) en (3.93), se obtiene:

Yis1/2X1,1/2
Jc(x,y,t"”)wi,( X,y,t"" Jdxdy

Yi-172Xi-1/2

+yi+j‘mi+:r2 8_w Dxx%+D % At(x,y)+a—w D a—C+D % At(x,y) dxdy
ax ax oy oyl Pox Yoy )
(x,y,t"*’

Yi-172Xi-1/2

Yi+1/2Xi41/2

- J Jf(x,y,t””)w,.j(x,y,t””)At(x,y)dxdy+B= J‘c”(x,y,t”)w,j(x,y,t”)aﬁ‘

Yi-z2Xiy2 gy

(3.95)

La ecuacioén (3.95) es la aplicaciéon de ELLAM a la ecuacion (3.82), y seré
la ecuacién base para la soluciébn numérica. Esta ecuacion es la version
bidimensional de la ecuacién (3.43). De nuevo, la primera integral sera
referida como la integral en el tiempo "*'; la segunda como integral del
término difusivo; la tercera como integral del término independiente, y la
primera integral del segundo miembro seré la integral en el tiempo t".



Descripcion de ELLAM 111

3.2.3. Eleccion de la funcion de peso y lineas caracteristicas

De manera andloga al inciso 3.1.3 (para el caso unidimensional), la
funcion de peso debe anular el operador adjunto asociado a la parte
advectiva-reactiva, el cual esta definido segun la ecuaciéon (3.83). Por lo
tanto, la funcion de peso wix,y,t) varia en forma exponencial a lo largo de
las lineas caracteristicas. Si a cada nodo del dominio se le asocia una
funcion de peso w;(x,y,t), ésta serd definida de la forma siguiente: dado

un punto P = (x,,y,.1,), la ecuacion diferencial ordinaria:

P'=v(x(t),y(t).t);x(t)=X0.¥(t;) = Yo (3.96)

describird las lineas caracteristicas desde el punto P. Se denotara la
solucion de esta ecuacion diferencial en el tiempo ¢ por:

X(t; X5, Yo:l5) (3.97)

donde X puede encontrarse hacia adelante o hacia atras en el tiempo, a lo
largo de las lineas caracteristicas. En particular, se definiran:

_— =X tn. n+1
(x.y )=X(t"x,y,t"") (3.98)
(R.9)=X(t";x,y,1")
De acuerdo con esto, (x,y) en t™' definird a (x',y" )en ". Contrariamente,
(x,y) en t" definird a (£,p) en ™*'. Por lo tanto, existe un nimero infinito de

funciones que cumplen este requerimiento, la funcién mas sencilla estara
definida como sigue:

explk(t-t")| X" xyt)et,, el ]

(3.99)
0 de olra forma

Wij(xr.ylt)z{

3.2.4. Evaluacion de las integrales

De acuerdo con la definicién de la funcién de peso dada por la ecuacion
(8.99), dw /dx, aw / dy seran una funcién delta de Dirac. Por lo tanto, de

forma similar a como ocurrié en la ecuacién (3.44), la (3.95) se transforma
en:
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Yis12 X142
IC”” (x,y Jexp(kAt )dxdy

Yij-172Xic1/2

ac ac "
At(x,._,,z,y,)—[oxxa—x+oy 5] At(x,-+,/2,y,)]exp(kAt)dy

+(1/2),]

D,—+D,—

Yis12 aC aC n+1
+ Xx
ox 9

Yoz i—(1/2y:

e ac ac)™’ oc acY"
+ I {ny X +D,, 8] At(x,-,yl__”z )— [ny o +D, @] At(x,-,yiwz )}exp(kAt)dx

X2 ii-t1/2) i,j+(1/2)

Yis1/2 Xivis2

- I If(x,y,t””)exp(kAt)At(x,y)dxdy+B: Ic (X7 )w;(x,y.1" )&

Yi-1/2Xio12 i

(3.100)

donde, en forma analoga a como se indica en la ecuacién (3.47), los
At(x;y;) estaran definidos por:

At(x;,y;)= AR t*(xiryj)
AUXi (1720 Y )= 1" =1 (Xig172),¥ 1) (3.101)
AUX,Y i 1/2)) = 7 — t*(X/,yl'—u/z))

siendo:t”(x;,y; )i t' (Xii1s2),¥; )i U (Xi,¥;.1s2))108  tiempos en que una
caracteristica pudiera interceptar una frontera desde
(X0, ¥ i t™ )i (Xip1r2), Y 5 8™ )i (X00Y io2),t™ ), respectivamente.

En general, en la ecuacién (3.100) los términos evaluados en ™' pueden
ser aproximarse mediante técnicas estandar de diferencias finitas. Por otra
parte mas adelante sera descrito un tratamiento para evaluar B y la
integral en el tiempo {".

3.2.4.1. Integral en el tiempo ™!
De aqui en adelante, sea C;;, una aproximacion discreta de la funcion

continua ¢(x,y;t), tal que: x=idx, y=jdy y t=nAt, se admitira que enire dos
nodos sucesivos la variacion de C/; es lineal . Ademas, la designacion de

los nodos sera como se indica en la figura 3.30.
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f"”

X, Xwz  Frontera superior

Xe X ool Xoo Xk X Xew Xer ... X X
=) = = P =
D gl
;j;ﬂ}» — &, 4 ;f Dy,
T0—e—o o o Do
oo @ *—o 0 32
oo o o 4 + O—oy
! Yire
&) *—o O + —p—o
—o—0 —¢ - + &
| s | :
- 0—0 QT T — 0 T b by
-g—o—o—5 o— 6 g

Frontera izquierda

Nodo esquina

Frontera nodo no interno
Frontera nodo interno
Esquina nodo adyacente
Nodo adyacente

Nodo interno

OSSOSO

Dy.

Frontera derecha

Frontera inferior

Figura 3.30. Nomenclatura de los nodos para ELLAM en dos dimensiones.

Siguiendo un procedimiento similar al usado en el inciso (3.1.7.1.), la integral
en el tiempo ™' se aproxima (empleando la regla del trapecio en dos

dimensiones) de las siguientes formas:
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Para nodos internos:

Yj+1/2 Xjv1/2

Jc”*’(x,y) exp(kAt) dxdy =

Yi-1/2 Xi-1/2

e lsor+Ser + Som + Som e Lo, (3.102)

1 n+1 3 +1 1 7+ 1 n+1
+ZCI+1,/'—I + E Cll,rm + z C/-t,lin + Z Ci+t,j+l} exp(kAt)
Para nodos adyacentes de la izquierda:

Yi+1/2 Xp,142
J fc"*' (x,y)exp(kat) dxdy =

Yi-1/2 Xi-172
B8 en v ac + Som + Seon, (3:103)
1 n+1 5 n+1 1 n+1 1 n+
+2 Ci+l,/—1 + Z Ci,[+1 + _4— CI+1,/'+I + E Co,jir} exp(kAt)
Para nodos adyacentes de la derecha:
Yi+1/2 Xjv1/2
J fc”*’(x,y) exp(kAt) dxdy =
Yj-1/2 Xi-1/2
AXAy 15 n+1 3 n+1 n+t 5 n+ 1 n+1 1 04
_16_ {? Ci,/ + E C/-:,/ + 30L+(1/2),j + 2 Ci,j—-ll + 2 C,_,’,_, (3 )
1 n+1 5 41 1 n+l 1 n+
+E CL+(1/2),/—1 + 2 Ci,j+l + 2 Ci—r,j+1 + E CL+(’1/2),/'+1} exp(kAt)
Para nodos adyacentes inferiores:
Yi+1/2 X412
jc”*’( X,y ) exp(kAt) dxdy =
Yj-1/2 Xi-1/2
e S« S+ S v oy 4 gen, (3105

+-;— Crly + g Cr'+ %C:Tz + %Cﬁ'z} exp(kAt)
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Para nodos adyacente superior:

Yj+1/2 Xji172
J. _rc"*’(x,y) exp(kAt) dxdy =

Yj-1/2 Xi-172
AXAy 15 n+1 5 n+1 5 " 3 n+t 1 n+1
T{? Cuw + 2 Ci—I,M + Z Ci+le + E Ci.M—l + Z CHM—I (3' 1 06)

I+IM+(1/2)

1 N+ n-+1 1 ! 1 n+1
+z Ci+r’.M—1 + 30:’.M+(1/2) + E Ci—I.M+(1/2) + E C } exp(kAt)

Para nodo de la esquina superior izquierda:

Yi+1/2 Xjiy72

J.c"*’(x, y) exp(kAt) dxdy =

Yj-1/2 Xi-1/2
AXA 25 n+1 5 n+1 5 1 5 n+1 1 n+1
7}/{70,’,“ +ECG'M+ZCZ'M+ZC”M_,+ECO'M—, (3107)

1 N+ 5 n+! n+ 1 n+
+Z CZ,M,—! + E CI,M+{1/2) + CO,A;+{I/2) + E Cz,/«,;»,(r/z)} eXp(kAt}

Para nodo de la esquina superior derecha:

Yi+1/2 Xjy172
J.c"” (x,y ) exp(kat) dxdy =

Yj-1/2 Xi-1/2

AxAy{25 5 5 5

n+ n+1 n+1 n+1 1 N+
16 7 CL,M’ + 2 CL—I.M + E CL+{1/2)M + Z CL,M-1 + E CL+(’I/2)M—1 (31 08)

1 +1 5 ! 1 ! +1
+Z C:—IM-I + E Cﬂn(:/z) + E CZ:’IM-\»(I/Z) + C:+(1/2)M+(1/2) eXp(kAt)

Para nodo de la esquina inferior izquierda:

Yj+1/2 Xiz1/2
J.c"*’(x,y) exp(kAt) dxdy =

Yj-1/2 Xi~1/2

AXA 25 o 5 n+1 5 n+1 5 n+ 1

—16y {—4 Cr + > Col + G+ > cr +Cp, (3.109)
1 N+1 5 N+ 1 n+1 1 n+!

+~2~ Cop + 2 Cry + > C,, + 7 Cz’z)} exp(kAt)
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Para nodo de la esquina inferior derecha:

Yi+1/2 Xi1/2
Ic"*’( X,y ) exp(kAt) dxdy =
Vj-1/2 ¥i-172
AXA.y 25 n+1 5 n+] 5 n+1 5 n+1 1 n+1
T{—Z CL.1 + Z CL—I,1 + E CL+(I/2),1 + E CL,O + E CL-—I,O (3 " O)

n+ 5 n+! 1 n+t 1 n+1
+CL+(’1/2).0 + Z CL,z + Z CL—I,Z + E CL+(I/2),2)} exp(kAt}

3.2.4.2. Integrales del término difusivo

Para el calculo de estas integrales, las derivadas se evallan mediante una
aproximacion en diferencias centrada, de forma andloga a como se indica
en la ecuacion (3.53), y las integrales se calculan mediante la regla del
trapecio. El analisis se efectlia de forma similar a como se procedié para el
célculo de la integral en el tiempo ™. Estos desarrollos se muestran junto
con los del inciso 3.2.4.1. en el anexo A, los cuales corresponden a la
evaluacion de la ecuacién (3.100) para los diferentes nodos mostrados en
la figura 3.30.

3.2.4.3. Integral en el tiempo "

El calculo de los términos en el nivel de tiempo n es un paso critico en
ELLAM. La integracién puede ser ejecutada hacia atrds o hacia adelante
siguiendo las lineas caracteristicas. La dificultad en la evaluacién de estos

términos radica en conocer la forma geomeétrica de la regiong; . Mientras

vz . z +1 *
que la region &; tiene una geometria regular en "' la forma de g; puede

ser totalmente irregular, debido a la variacion del campo de velocidades
que lleva la region &; a la region &; ( figura 3.29).

Una técnica de integracién hacia atras aplica una integracién en ™'y
traza hacia atras cada punto de integraciéon (x,,y,,t"') a lo largo de las

Iineas caracteristicas, hasta el punto ( x;,y,,t"). El valor para c¢(x,,y,,t") es

determinado por interpolacién lineal. Esta técnica de integracion hacia
atrds se usa en aplicaciones unidimensionales y también en el método
modificado de las caracteristicas. Sin embargo, esta técnica ha
presentado problemas cuando las caracteristicas pegan en las fronteras,
ademés de que no siempre se asegura que haya conservacion de masa.

La técnica de integracion hacia adelante aplica una integracién en "y
traza hacia adelante cada punto de integracién (x,,y,,t"), a lo largo de las
lineas caracteristicas. La masa es distribuida desde el tiempo " hasta el
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tiempo t"*'de acuerdo con la funcién de peso aproximada W, (x,y,t). De

acuerdo con esto, se usan valores estandar para ¢” pero la funcion de
peso es calculada como:

wi(x,y,t)= W (x,y,t") = W (X(t™ %, y,t°),t™") (3.111)

Obsérvese que la ecuaciéon (3.111) no es que la ecuacion (3.36) en forma
bidimensional. La funcién de peso es calculada de acuerdo con la
proyeccion hacia adelante de los puntos de integracion desde t” hasta "
siguiendo las lineas caracteristicas. Al igual que en el caso
unidimensional, se definirA NS como el numero de subintervalos
espaciales (en cada direccion x,y) en los que la celda basica de
integracién es dividida. El minimo valor de NS es 2, el cual da nueve
puntos de integracién, como se muestra en la figura 3.31.

Xi1/2 Xir1/2
X;
(] (]
f (} A O 1i\ 0, Yierrz
§ A A A A A
° iji QO A e A O o Y
A A A A D
: O— O 7 Ytz
- e >
AX;
(] (]

Figura 3.31. Localizacion de los puntos de integracién en una celda bésica
de integracién en funcion de NS. Los circulos indican los puntos para
NS=2, y los triangulos los puntos agregados para NS=4.
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Para muchas aplicaciones, nueve puntos de integracién no seran
suficientes para delinear la regiéon &, por lo que NS debe de
incrementarse. Adicionalmente, se propone a estos puntos de integracion
puntos estratégicos de integracion (SSIP, por sus siglas en inglés), los
cuales se determinan en posiciones donde la funcién de aproximacion
W;(x,t"")cambia de pendiente, y corresponden a puntos proyectados

hacia atras en t’, de puntos donde hay un cambio de pendiente (en ambas
direcciones x,y) de Wj; en t*’. Esto se hace principalmente para evitar
problemas de conservacién de masa local. Por lo tanto, el numero total de
puntos de integracion (M) por cada celda basica de integracion se
determina por M=(NS+SSIP+1).

De acuerdo con lo anterior, la integral que aparece en el segundo miembro
de la ecuacién (3.100) se calcula como:

Ig‘ (X, y,t")wij(%y.t")dE x sz cX Yy, t")Wi; (&™) d & (3.112)

i
donde la funcion de peso aproximada, Wj, puede tomar valores no nulos
para (x,y,t")e&;. Por ello cambian los limites de integracion. Para

evaluar la integral (3.112), se utiliza la regla del trapecio. Otros métodos
de integracién de mayor orden, como la regla de Simpson o Lobatto,
producen inconsistencias (Healy y Rusell 1993). Esto lleva a evaluar la
integral como:

M
[e Oy ™ (X7 )R = Y 00X Yensl WU (K Yo Wy (X X, Y D7)
m=1

Q

(3.113)
donde:

UXm Ym) = U(Xp JU(Y 1)

1
E(an - X )k =1

Ul =4 5 (X = Xocs 1 < K < M,

1
E(Xk — X1 ) k=M,

1

E(YI+1_YI);I=7

1
U(y,)= E(YI+1_yI—1);1 <l< My

1
5(}’/ -Yi )il =M,

N
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M, es el numero total de puntos de integracién; Mx el nimero de puntos de
integracion en x; My el nimero de puntos de integracién en y; k un
contador en x e / un contador en y. Notese que la ecuacion (3.313) no es
sino la ecuacion (3.38) en dos dimensiones.

Respecto de la nomenclatura de |a figura 3.30, la aplicacion de la ecuacion
(3.113) para NS=2 a cada celda basica de integracién lleva a cada una de
las ecuaciones (A.13-A.21)del anexo A.

Seleccion de la funcion de peso aproximada W;;(xt™")

De forma similar al caso unidimensional (inciso 3.1.6.), la funcién de peso
aproximada debe ser continua en el dominio espacio-temporal en la que la
ecuacion (3.99) es definida; debe ser no nula en[t”, "], y satisfacer que 3
Y Wi, t™')=1 para (x,y)ef2, te[t",{""]. Ademas, esta funcion de peso
aproximada debe asegurar que no haya difusién numérica para cuando el
nimero de Courant (Cr) sea cero (por ejemplo, para esta condicion se
observa que la integral en el tiempo ' debe ser idéntica a la integral en el
tiempo t"); por ello, la funcién Wj(x,t"*") debe ser también una funcién
del numero de subintervalos NS (como lo fue para el caso

unidimensional). Heally y Rusell(1993) proponen que la funcién de peso se
determine de la forma siguiente:

W, (x,y,t)=Wi(xy,t)W}(x,y,t) (3.114)

donde Wj(xy,t)y W/(xyt)son equivalentes a la funcién de peso W,

unidimensional, definida segun la ecuaciones (3.40). Por ejemplo, para el
caso de NS=2, W; serd una familia de dos funciones bilineales tipo
triangular, como se muestra en las figuras 3.18 y 3.19 para NS=2. El uso
de la funcion de peso aproximada, junto con la regla del trapecio, asegura
gue no se tenga difusién numérica. Esta es la primera razén para usar la
regla del trapecio en vez de técnicas de integracién de mayor orden
(Heally y Rusell, 1998). La regla del trapecio también da los mejores
resultados de estabilidad en métodos euleriano-lagrangianos (Morton et al.
,1988).

3.2.4.4. Evaluacion de la integral de flujo de frontera

En la ecuacion (3.100), B representa la integral de flujo de frontera y esta
definida por la expresion:

[n4l
B= J J(vc—DVc)-nwdet=0 (3.115)

t7 0Q
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Si se hace uso de la ecuacion (3.111), se permite expresar la ecuacion
anterior en funcién de la funcion de peso aproximada de la forma
siguiente:

rn41

B = J J‘(VC—DVC)-nW,-,det=0 (3.116)

t" o0

Esta integral serd no nula solamente para las celdas adyacentes a las
fronteras, y cuando las lineas caracteristicas las intercepten. En este caso,
B se evaluard dependiendo del tipo de frontera, como se indica a
continuacion:

Frontera de entrada

Una frontera de entrada se toma en cuenta cuando una linea caracteristica,
desde (x, y) en ™, intercepta la frontera de entrada en el tiempo ty) >t
En este caso, B sera no nula y pasara informacion a la celda interior de
acuerdo a la condicion de frontera en 0Q. En lo que sigue, se supondra que
existe una frontera de entrada vertical en x=x3,=0y |,V,-_(1/2),Y,+(1/2)J, la cual

introduce masa al interior del dominio Q. (figura 3.32a). En este caso, el
vector normal, i, es (-1,0); y dS=dy en la ecuacion (3.116).
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\ Yie1s2

Y12

Xz Xi X2

Figura 3.32a. La regién Q. recibe masa desde la frontera de entrada
localizada en X=Xq/2, y=(yj.1/2,y]'+1/2).

Frontera de entrada tipo Dirichlet

De acuerdo a la ecuacion (3.82a), para el caso de una frontera de este
tipo la integral de fiujo de frontera es:

1747 Y12y
B=— [ lvn-[0.2:0, %) wlxrroy iy @117)
ox oy g
t" Yictuz) (0,y,t)
Procediendo de la misma forma que en la ecuacién (3.54), al aplicar la
regla del trapecio a cada subintervalo y sumarlos, la ecuacién (3.117) queda
como se muestra en la ecuacion (A.10) del anexo A.
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Frontera de entrada tipo Neumann

Para el caso de una frontera de segundo tipo (tipo Neumann), de acuerdo
con la notacion de la ecuacion (3.82a), B se transforma en:

" Yise12) A

B=- f f(vx C)(O,y,{) Wfl' (X(an,‘O: Y, [), tn+7}1ydf + fhz(o,yj, t)Wg'(X(fn”,'O,y,t),t"”)dt
"

t" Yicr2)
(3.118)
donde h2 es la condicion de frontera de segundo tipo dada por:
Yist1/2) Yis172) 3¢ 3¢
hy(0y,t)== [DVe(0y,)endy= [ D, +D, 0|  dy (3.119)
Yi-t1/2) Yi-(172) 0x ay (0,y.t)

Para determinar B, segln la ecuacién (3.118) se requiere conocer ¢(0,y;t),
asi como también es requerido este dato en la ecuacion (3.100) para
determinar la integral en el tiempo ™. Por lo tanto, considerando que
c(0,y;,t) varia linealmente en la direccion y, y aplicando la regla del trapecio
en la ecuacion (3.119), se obtiene:

D, Ay;
h2(01yj11)=_ 2AX !

[4c(0,y,,t) - 3c(x,y,.t) - 0.5(c(x,, ¥ -, t) + (X, Y jorst))]
(3.120)

1

Para el caso de N celdas adyacentes, se requerird la solucién simultanea
de N ecuaciones similares a la ecuacion (3.120).

Aplicando la regla del trapecio, una determinacién méas explicita de la
ecuacion (3.118) se da en ecuacién (A.11) del anexo A.

Frontera de entrada de tercer tipo

Para el caso de una frontera de tercer tipo, de acuerdo con la notacion de
la ecuacion (3.82a), B se transforma en:

Indl
B=[ha(0y, tw,(X(e" " 0,, 1)t ot (3.121)
J

donde h; es la condicién de frontera de tercer tipo dada por:
Yi+(172) Yist1/2)
oc oc
) =— - = - Dy—+D,— d
h,(0,y;,t) f(vc Dv¢(0,y,t))endy f VxC+ Do+ Py aylom y

(3.122)

Yi-t1/2) Yij-t1/2)
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Considerando que ¢(0,y, ) varia linealmente en la direccion y, y aplicando
la regla del trapecio en la ecuacion (3.122) se obtiene:

QDXXA}’,-
hy(0,y;,t)=c(0,y;,t) ———=+Ay;v,(0,y;,t)
1 (3.123)
D, Ay;
! [30(x,,y,,t)+ 0.5(c(x,.,yj_,,t)+ c(x,-,yj+,,t))]

Para el caso de N celdas adyacentes, se requerird la solucién simultanea
de N ecuaciones similares a la ecuacion (3.123).

Aplicando la regla del trapecio, una determinaciéon mas explicita de la
ecuacion (3.121) se da en ecuacién (A.12) del anexo A.

Frontera de salida

Una frontera de salida se toma en cuenta cuando una linea caracteristica,
desde (x, y) en t", intercepta la frontera de salida en el tiempo t,, ,, <t™". En

este caso, B sera no nula.

Por otra parte, ahora se supondra que existe una frontera de salida
horizontal en y=y.i12) y [x,._(,,z),x,.+(,/2)J, la cual saca la masa del interior

del dominio Q (figura 3.32b). En este caso, el vector normal, 7, en la
ecuacion (3.116), es ahora (0,1), y dS=dx.

X1 X i1z TT X X i1/ X i1
: : }/m+1/2
() Ym
\ %
‘ Y mz
® o L d Y m-1

Figura 3.32b. La region Qs contribuye a la salida de masa en la frontera de
salida localizada en Y= Ym+1/2, X=(X i-1/2, X ,'.,.1/2).



Descripcion de ELLAM 124

En la figura 3.32b, Qs define la region que contribuye al flujo de masa en la
frontera de salida. El borde de esta region, 0Qs, corresponde al conjunto de
puntos en ", cuyas lineas caracteristicas cruzan la frontera en exactamente
t"*!. De acuerdo con ello, los puntos de integracién espacial que estan
dentro de Qs contribuiran al flujo de masa en la frontera, mientras que todos
los puntos que estan fuera de Qg llevaran masa al interior del dominio €. Por
lo tanto, al igual que como se procedié en el caso unidimensional, se

requiere de una funcién de peso aproximada para la regién Qs, definida de la
forma siguiente:

Wit (X, y, ) =W/ (X, y, W, (X, y,t) (3.124)
donde W/, (x,y,t) se determina segun la ecuacion (3.40) y W/, ,,(x,y.t) por

M/iflLH(X!yltn”) = 0,'(X,}/)G Qo

(3.125)
Wit (XY gy 2pt) = eXP[k(f— f")]it" <t< ™

La cual esta en correspondencia con:
WY (x,yt™")=1xe [Xi—1/21X/+1/2]ry € LVL—I/Z + AYL:YLH/z] (3.126)
M/il)_l(xlyL+1/2:t) =0jte [tn;tn+1]

que se definié en la ecuacién (3.40)).

En la practica, los puntos de integracion espaciales son proyectados hacia
adelante desde " hasta ™', si las proyecciones interceptan la frontera de
salida en un tiempo menor a t™'. Se consideran que estos puntos estan
dentro de Qs. De esta forma se va determinando también 0. La exactitud
con que se haga esta determinacién estara relacionada con el nivel de
exactitud para conservar la masa localmente. Para el caso de problemas
unidimensionales, esta determiinacion se puede hacer exactamente; pero en
problemas bidimensionales puede resultar complejo, sobre todo si el campo
de velocidades es muy variable.

Frontera de salida tipo Dirichlet. De acuerdo a la ecuacién (3.82a), para el
caso de una frontera de este tipo la integral de flujo de frontera es:

t7+! Xiagis2)
B= .|- -{ {v, he [ny % + Dy g_;ﬂ W,'/‘()((tn+1;X’}’L+(1/2)’t)rtn”)"xdf
(XY raqs2):1)

" Xi_(i/2)

(3.127)

Procediendo de la misma forma como en la ecuacién (3.117), al aplicar la
regla del trapecio a cada subintervalo y sumarlos, se obtiene una ecuacion

similar a la que se muestra en la ecuacion (A.10) del anexo A.
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Frontera de salida tipo Neumann

Para el caso de una frontera de segundo tipo (tipo Neumann), de acuerdo
a la notacioén de la ecuacion (3.82a), B se transforma en:

P Xi12)
W (X(tn” s Xo¥ii1r2) t): tn”}det

B= .[ J‘[vyc)(xy}’u{r/z)rf) i

t" Xi_(1/2) (3128)

rn+1

+ th(x:}’un/z): f)/Vi;(X(f"”; x,yL+(,/2),t),t””)dt
Iy

donde hyes la condicion de frontera de segundo tipo dada por:

Xiv(1/2) Xiv(1/2)
hZ(XJyL+(1/2)Jt)=_ JDVC{O;yJ}ﬂ}dy:— .[ [Dyx

Xi—(1/2) Xi-(1/2)

ac+D oc

ac had dx
ox 44 ay](x,y“,;/z)n“
(3.129)

Para determinar B, segln la ecuaciéon (3.128) se requiere conocer
c(Xi,yL+12,t) asi como también es requerido este dato en la ecuacién
(3.100) para determinar la integral en el tiempo t™'. Por lo tanto,
considerando que c(x,y..(12,t) varia linealmente en la direccion x, y
aplicando la regla del trapecio en la ecuacién (3.129), se obtiene:

AX.
ho(XisYiig1s2)5t) = QyZ I

40X, V0120 t) = BE(Xi v t) = 0.5(C( X1, ¥it) + €(Xiu1s Yiot))]

L

(3.130)

Para el caso de N celdas adyacentes, se requerira la solucion simultanea
de N ecuaciones similares a la ecuacién (3.130).

Procediendo de la misma forma que en la ecuacion (3.117), al aplicar la
regla del trapecio a cada subintervalo y sumarlos, se obtiene para la
ecuacion (3.128) una expresién similar a la que se muestra en la ecuacion
(A.11) del anexo A.

Frontera de salida de tercer tipo

Para el caso de una frontera de tercer tipo, de acuerdo con la notacién de
la ecuacién (3.82a), B se transforma en:

" !
B: J‘hs(X/:yL+(1/2):t)/v,','(x(tnﬂ,'X,-,y“(,/z),t),tn”)dt (3131)
0
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donde h; es la condicién de frontera de tercer tipo, dada por:

Xii(172) Xii(1/2)
ac ac
h3(XinL+(7/2)rt) = J(VC -DVe(X;,Y141/2),t)) @ ndy = J. v,e-D,—-D,— dy
ox oy
Xi_(172) Xi_(1/2) (XY 1eg1s2):t)
(3.132)

Considerando que c(x,yi.12,t) varia linealmente en la direccion x, y
aplicando la regla del trapecio en la ecuacién (3.132), se obtiene:

D,,Ax,
2Ay,
+AX; Vy(Xi’yL+(7/2)’t)C(Xi’yL+(7/2)1t)

ho(XisYiegrs2pt) = - [4C(Xi1yL+(7/2)!t)_ 3c(x,y.,t)—0.5(c(x;_1,y.,t)+ C(Xi+7’yL!t))]

(3.133)

Para el caso de N celdas adyacentes, se requerira la solucién simultanea
de Necuaciones similares a la ecuacion (3-133).

Aplicando la regla del trapecio a la ecuacion (3.131) se obtiene una
expresion similar a la ecuacién (A.12) del anexlo A.

3.2.5. Prueba de conservacion de masa

Por claridad, se considera k=0. Si se aplica la ecuacion (3.100) a cualquier
arreglo geométrico, por ejemplo el mostrado en la figura 3.30, al aplicar se
observa que si las caracteristicas no cruzan ninguna frontera, los términos
difusivos se eliminan mutuamente debido al cambio de signo. Ademas, para
este caso la integral de frontera es nula (B=0). Por el contrario, si las lineas
caracteristicas cruzan las fronteras, entonces la incorporacién de las
condiciones de frontera se realizan de acuerdo con la expresion (3.116) para
cada celda bésica de integracién, donde las lineas caracteristicas
interceptan las fronteras. Por otra parte, de acuerdo con la propiedad de la

funcién de peso aproximada: 3; ¥ Wj(x,t™')=1 para (x,y)ef2, te[(",{™"], se
obtendra al final una expresion de la forma siguiente:

[n+l

Jc(x, Y.t g - Jc(x, Y17 )0 + J.(vc — DVc)e ndS = J Jf(x, y,t)dQat
a0 " Q

Q Q

(3.134)

la cual es una ley de conservacién global de la ecuacién (3.82). En la
expresion (3.134) se observa que la conservacion de masa se obtiene
para cualquier tipo de frontera.
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3.2.6. Proyeccion de lineas caracteristicas y puntos de integracion

El grado de exactitud con que se determina el valor de la integral en el
tiempo (", y la integral del fiujo de frontera, dependen del grado de exactitud
con que se proyecten los puntos de integracién a través de las lineas
caracteristicas.

En general, la proyeccion de las lineas caracteristicas se efectlia a traves de
la ecuacién (3.96). Por ejemplo, en el caso de un campo de velocidad
constante la proyeccién de las lineas caracteristicas, desde t’ hasta " se
realiza de manera exacta de la forma siguiente:

R=x"+ VAt

3.135
y=y +v,At ( )
y desde ™' hasta " por:

X" =R-V,At (3.136)
y' =p+v At '

Para el caso de una velocidad variable, la determinacion de estas
proyecciones sblo puede hacerse de manera aproximada. Por ejemplo, al
igual que en el caso unidimensional, se usa la férmula (3.81) para ambas
direcciones x, y, en las cuales, se supone, que la velocidad es permanente y
conocida en cada intercara de la celda basica de integracion; ademas,
dentro de ella la velocidad en x es lineal en la direccidn x pero constante en
la direccién y (en la direccion y ocurre lo contrario).

3.2.7. Estructura de la matriz

La aplicacion de la ecuacion (3.100) para cada celda de integracion en que
es dividido el dominio , produce un sistema de ecuaciones de la forma A
c"'=r, donde A es la matriz de coeficientes indeterminados del vector de
incégnitas €™’ |y rel vector de términos conocidos que depende de ¢”y de

los valores de frontera.

Para verificar la forma de la matriz A, considérese que se tienen
condiciones de frontera tipo Dirichlet para el arreglo geométrico mostrado
en la figura 3.30. Por lo tanto, al aplicar la ecuacion (3.100) para cada una
de las celdas de integracion, se tendrg que A tiene la estructura mostrada
en la figura 3.33. En general, esta forma cambiard de acuerdo a las
condiciones de frontera impuestas.
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Figura 3.33. Estructura de la matriz de coeficientes indeterminados para
ELLAM en dos dimensiones, considerando fronteras del primer tipo.

3.2.8. Ejemplos de aplicacion en 2D

Con el fin de probar la metodologia ELLAM para problemas de transporte
en dos dimensiones, se mostraran a continuacién algunas aplicaciones
para solucionar la ecuacién (3.82) en la que por cuestiones de claridad, se
considera que f=0.

Ejemplo 3.4

Considérese el caso de transporte de un contaminante conservativo en el
que la condicién inicial estd dada por una ley Gausiana. El campo de
velocidades del flujo es tipo rotacional y esta descrito por vy(x,y)=-4y, asi
como vy(x,y)=4x. El dominio espacial (x-y) es Q = (-0.5,-0.5)X(0.5,0.5). El
intervalo de tiempo es [0,T]=[0,7/2], o sea el necesario para dar una
rotacion completa. La condicién inicial estd dada por:

267

co(x,y)=ex;{- (X=X ) +(y=y. ) (3.137)

donde x; y., ¥ o son los centros de la pluma de contaminante y la
desviacién estandar, respectivamente. La condicion de frontera, en
relacién con la ecuacién (3.82a), se considera que es hs(x,y,t)=0, es decir,
que se tiene una condicién de no flujo (condicion del tercer tipo). La
solucién andlitica para la ecuacion (3.82) con k=0y f=0 es dada por (Wang
et al., 1996):

2 - 2, /=
(&) G+

c(x,y,t)= P



Descripcion de ELLAM 129

donde x = xcos(4t)+ ysen(4t),y = —xsen(4t)+ ycos(4t).

En el experimento numérico se toman en cuenta los siguientes datos:
D=0.0001, x; =-0.25, y, =0, 0=0.047, Ax=Ay=1/8, At=n/10. Por lo tanto se
tiene que el el nimero de Courant alcanza el valor de 5 mientras que el
numero de Péclet, de la malla, llega a ser de 2500.

A continuacion se muestran los resultados numéricos obtenidos. La
condicion inicial se centra en (x,y)=(-0.25,0), con un valor minimo de 0 y
un valor maximo de 1. En las figuras se muestran los contornos de la
distribucion de la pluma de contaminante para los tiempos indicados, a
través de una vuelta completa.

Las figuras 3.34 y 3.35 corresponden a la solucién analitica después de
una vuelta completa tiene un valor maximo de 0.7777 y un valor minimo
de 0. De igual forma, en las figuras 3.36 y 3.37 se muestran los resultados
correspondientes a una aplicacion de ELLAM donde se obtiene un valor
maximo de 0.7100 y un valor minimo de 0. Para la solucion mediante
ELLAM se ha usado un valor de NS=2, el cual corresponde al nivel méas
bajo de precisién para el calculo de la integral en ™. En la figura 3.38, se
da una comparacion grafica entre ELLAM y la solucién analitica, para un
corte que pasa por el centro de la pluma del contaminante. En estas
graficas se muestra que la solucién mediante ELLAM esta por debajo de la
solucion analitica, sin embargo estas diferencias, no corresponden a
problemas de difusion numérica, sino a la precision con que se evalla la
integral en el t". Las figuras 3.39 y 3.40 corresponden a una solucion con
elemento finito tipo Galerkin (GAL) y Petrov-Galerkin (P-G), reportadas por
Wang et al, (1996). Los resultados corresponden para una vuelta
completa y para Ax=Ay=1/64, At=n/200. Por ello, el nimero de Courant
alcanza el valor de 2.84 mientras que el nimero de Péclét de la malla
llega a ser de 400. Obsérvese que a pesar de que los incrementos en el
espacio y en el tiempo son menores que los usados en ELLAM, las
soluciones presentan severos problemas de difusibn numérica y
oscilaciones no fisicas, los cuales carecen de sentido fisico. En el cuadro
3.1 se muestra un resumen numérico en el que se destacan las principales
caracteristicas de los resultados.

Método Valor maximo Valor minimo

analitico 0.7777 0
ELLAM 0.7100 0
GAL 0.6996 -0.1564
P-G 0.6197 -0.0978

Tabla 3.1. Valores maximo y minimo después de una revolucién para el
problema 3.4, obtenida con diferentes métodos.
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Distribucidn Gausiana: D=0.0001 2G%=0.004
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Figura 3.34. Solucidn analitica para el ejemplo 3.4. Vista en planta.

Distribucién Gausiana: D=0.0001 2G°=0.004
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Figura 3.35. Solucién andlitica para el ejemplo 3.4. Vista en isométrico.
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Figura 3.36. Solucién con ELLAM para el ejemplo 3.4. Vista en planta.
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Figura 3.37. Solucion con ELLAM para el ejemplo 3.4. Vista en isométrico.
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Distribucién Gausiana: D=0.0001 262=l].l]l]4
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Figura 3.38. Comparacion entre la solucion analitica y la solucién ELLAM
para el ejemplo 3.4, para un corte que pasa por (-0.25,0).
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Figura 3.39. Solucién en elemento finito tipo Galerkin para el ejemplo 3.4.
Vista en planta (Wang et al.,1996).
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Figura 3.40. Solucién en elemento finito tipo Petrov-Galerkin para el
ejemplo 3.4. Vista en planta (Wang et al., 1996).
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3.3. Resumen

En este capitulo se presento la implementacion practica de ELLAM en una 'y
dos dimensiones, para la ecuacién de transporte reactiva lineal. Se destaca
que ELLAM tiene su fundamento tedrico en encontrar el operador adjunto
asociado al operador diferencial de la ecuacion de transporte. Se comprueba
que ELLAM es un método de residuos en el que la funcién de peso debe
satisfacer que este operador adjunto sea nulo. Esta condicion permite que
todas las integrales se evallen en las caras internas de los subdominios
espacio-temporales en que es dividido el dominio de interés. Se verifica que,
para fines practicos, la funcién de peso lineal y constante son las formas
mas simples que satisfacen la nulidad del operador adjunto.

La funcién de peso constante es preferible para problemas en dos y tres
dimensiones. Para el caso no reactivo, la funciones de peso son constantes
en el tiempo, mientras que para el caso reactivo su variacion es exponencial.
En ELLAM la informacién entre el nivel de tiempo "y £ viaja a través de
las lineas caracteristicas, las cuales quedan definidas por la componente
advectiva-reactiva del operador diferencial adjunto. Para el caso de un
campo de velocidad constante, las lineas caracteristicas quedan definidas
de manera exacta, mientras que si la velocidad es variable éstas sélo se
pueden determinar aproximadamente. Ademas, para este caso la nulidad
del operador adjunto no es satisfecha con exactitud.

Las integrales en el nivel de tiempo ™ son evaluadas a través de la regla
del trapecio. Las integrales del término difusivo y del no homogéneo son
aproximadas mediante una evaluacion totalmente implicita. Mientras que
generalmente para evaluar la integral en el tiempo " es necesario recurrir
a dos técnicas, debido a que los limites de esta integral son dificiles de
establecer. La primera técnica es una proyeccion hacia atras la cual
consiste en proyectar las celdas basicas de integracién desde el nivel de
tiempo ™' hasta el tiempo ", esta técnica presenta severas dificultades
computacionales, debido a la complejidad de disefiar algoritmos que
determinen apropiadamente los limites de integracion. En dos o tres
dimensiones, esta técnica es sumamente compleja de llevar a cabo. La
segunda técnica que es preferible en la mayoria de las aplicaciones,
consiste de una proyeccién hacia adelante, en la cual las celdas basicas
de integracion son proyectadas desde el tiempo " hasta el tiempo ™'
mediante el concepto de funcién de peso aproximada. Esta técnica
asegura la conservacién de la masa local.

Se ha comprobado que ELLAM conserva la masa para cualquier tipo de
frontera, por lo que el grado de aproximacién de las soluciones depende
exclusivamente del grado de aproximacion con que se determinen las
integrales.
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Por ultimo, una desventaja de ELLAM es que sdlo se aplica a operadores
lineales, debido a que precisamente el operador adjunto solo existe para
este tipo de operadores. Por lo tanto, para aplicar ELLAM a problemas no
lineales es necesario recurrir a técnicas de linealizacion, como se
explicara en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 4
LINEALIZACION DE LA
ECUACION DE FLUJO Y
TRANSPORTE

Introduccion

En el capitulo 3 se presenté el potencial del método localizado adjunto
euleriano-lagrangiano (ELLAM) para la solucion de problemas de
transporte dominados por adveccién, el cual también ha sido mostrado
por varios autores (Celia et al,, 1990; Celia y Zisman, 1990; Herrera y
Herrera, 1994). Para el caso de problemas no lineales, en particular el
transporte reactivo no lineal, se requiere aplicar previamente una técnica
de linealizacién para usar ELLAM, debido a que el operador adjunto sélo
existe para ecuaciones diferenciales lineales. Los métodos de
linealizacién que han sido usados hasta ahora se basan en estrategias
tipo Picard, en donde los coeficientes no lineales son evaluados en un
paso de tiempo previo, siguiendo las lineas caracteristicas (Vag et al.,
1996). Esta técnica puede llevar a un método no iterativo, con una
precision de primer orden en el tiempo, o a un método iterativo, que
puede alcanzar una precisién de segundo orden, siempre y cuando se
utilice un esquema de integraciéon apropiado. Sin embargo, para
problemas altamente no lineales, como son los casos del flujo en un
medio poroso parcialmente saturado o el transporte en varias fases, aun
no esta claro como llevar a cabo la linealizacién. Esto es particularmente
cierto cuando los términos no lineales son dominantes, lo cual puede
provocar que las propiedades de convergencia en los algoritmos tipo
Picard sean pobres (Paniconi, et al., 1991; Aldama y Paniconi, 1992). En
relacién con lo anterior, en este capitulo se desarrolla una técnica de
linealizacién a través del empleo de una expansién tipo Taylor-Fréchet
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(Aldama y Paniconi, 1992; Milne, 1980) sobre el operador no lineal de
adveccion-difusion-reaccion (ADR) asi como para la ecuacion de flujo del
agua en medios porosos representada por la ecuacion de Richards. Esta
expansion se realiza alrededor de valores de la variable dependiente en
un paso de tiempo previo, a lo largo de las lineas caracterisicas. En esta
expansién, los términos de segundo orden son despreciados,
generandose asi un operador modificado lineal. Es posible asi construir
un problema lineal para el cual un operador adjunto puede ser
determinado. Tal estrategia permite obtener una aproximacion de
segundo orden, independientemente de si se emplea una técnica iterativa
0 no iterativa. Asimismo, la expansion tipo Taylor-Fréchet se puede
generalizar a otros problemas no lineales, lo cual permite construir
algoritmos con propiedades de convergencia atractivas para la solucion
de problemas altamente no lineales.

Por cuestiones de claridad, se tratara en primer lugar la ecuacién de
transporte reactivo no lineal en una y dos dimensiones. Después, se
explicara la técnica para la ecuacién de Richards, asimismo en una y en
dos dimensiones.

4.1. Ecuacion de transporte reactivo no lineal en una dimension
4.1.1. Planteamiento del problema
Considérese el siguiente problema no lineal de ADR:

2
N(C)E%+v%—Dﬂ+k(c)c=f(x,t), (x,ye Q=[0,L]x[0,T]

c(x,0)=h(x), c¢(0,t)=g(t), %{L,t): m(t)

donde N(-)=(-)+v(),-D(),+k(c)(-) representa el operador no lineal
ADR; c=c¢(x,t), la concentracion del soluto; v, la velocidad; D, el
coeficiente de difusién (o dispersiéon hidrodindmica); k(c), un coeficiente
de decaimiento de primer orden, el cual es una funcién no lineal de la
concentracion c¢; f es una funcién que indica la presencia de fuentes o
sumideros en el dominio; x es la coordenada espacial; t el tiempo, y h, gy

m funciones conocidas. En lo susesivo, se supone que v y D son
constantes.
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4.1.2. Técnica de linealizacion tipo Picard

La técnica de linealizacién tipo Picard se usa ampliamente en la solucién
de problemas no lineales y es muy facil de implementar en algoritmos
para computadora. Esta técnica puede ser iterativa o no iterativa.

Para la ecuacion (4.1) la técnica de linealizacién tipo Picard se puede
escribir como:

ac ac ¢
hd — k = 4.2
¥ +v Y D—ax2 +k(c)e =0, (4.2)

donde k(c)es una aproximacion a k(c) definido por:
k(c)=k(tT) (4.3)

siempre y cuando ¢ sea un valor de ¢ en un paso previo, o el valor previo
a una iteracién. En este sentido, la ecuacion (4.1) es linealizada en
términos de k(c) y es reducida a la ecuacion de transporte reactivo lineal

en la cual se puede aplicar ELLAM.

Para un proceso no iterativo, la ecuacién (4.3) se expresa por:
Kex,t™ )| =Klo(x,t™ )| = Ke(x,t )] = Ke(x ") (4.4)

donde c(x* ") es la proyeccion hacia atras de c(x,t”*'), siguiendo la linea
caracteristica. Si la proyeccion es en ¢(x,t"), también se tiene una version
linealizada de la ecuacion (4.1). La cual es a menudo utilizada por los
métodos clasicos de diferencias finitas y elemento finito.

Por el contrario, para un proceso iterativo la ecuacién (4.3) es:
k[Cm+1 (X, tm+1 )]: R[Cmﬂ (X,tn+1 )]: k[6m+1 (X, tn+1 )]: k[Cm (X,tn+1 )] (45)

siendo m un contador que indica el nimero de iteracion. Al sustituir la
ecuacion (4.5) en (4.1) se obtiene una versién linealizada de la ecuacién
de transporte reactivo respecto a las iteraciones, por lo que ELLAM puede
ser aplicado. Obsérvese que para m=0 se debe utilizar la ecuacion (4.4).

Estas técnicas permiten obtener, para un proceso no iterativo, una
precision de primer orden; o una precision de segundo orden para el
proceso iterativo, siempre y cuando se utilice un esquema de integracion
apropiado.



Linealizacion de la ecuacion de flujo y transporte 140

4.1.3. Expansion de Taylor-Fréchet

El desarrollo presentado aqui se basa en un trabajo presentado por
Aldama y Arroyo (1998).

Con relacion a la ecuacion (4.1), sea

c(x,t)=¢(x,t)+ &(x,t) [&|/c]<<1 (4.6)

donde ¢(x,t)=c(x-Et-1), E=[! vdt=vt. La funcion &(x,t) serd
referida como la funcion de correccion. Como se observa, ¢ es
determinada en funcién de un valor previo de ¢, siguiendo las lineas
caracteristicas. Asimismo, definir £ mediante una integral permite
generalizar el procedimiento cuando la velocidad, v, no es constante. En
la practica, el tiempo t se toma igual al incremento en el tiempo At; de

esta forma, ¢ representa la concentracién del soluto para un instante
previo, a lo largo de la linea caracteristica que pasa a través del punto

(x,1).

Sustituyendo la ecuacién (4.6) en la ecuacion no lineal ADR N(c)=f(x,f), y
empleando una expansién tipo Taylor-Fréchet, se obtiene
N(T+&)= N(c)+ dN(&,'6)+Od\6\}2)=f(x, t), donde dN(&;c) es la derivada
de Fréchet de primer orden del operador N(-), la cual, por definicién, es
un operador lineal en & y depende paramétricamente de ¢. Tomando en
cuenta la definicién de N(-), se puede demostrar que dN(&;c) estd dado
por:

2
dN(&T) = %—f + vg—i _ Dgxf

+ Kk(©)x =RNe) (4.7)

donde k(¢ )= k(c)+ k’(c Jc. Despreciando los términos de orden O(ﬂEUZ)
en la ecuacion N(c+¢&)=f(x,t), resulta la siguiente ecuacion lineal no
homogénea para &:

N(&)=-N(c)+f(xt) (4.8)

donde AN(-) es un operador lineal definido por la ecuacién (4.7). En

relacion con lo anterior, se puede disefiar un procedimiento iterativo
donde los valores para ¢, ¢ y & son actualizados de acuerdo con el
siguiente algoritmo:
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Hacerc=c(x-¢&,t—1)
Resolver N(&)=— N(c) + f(x,t)
Hacer ¢ =¢ +& (primera iteracioén)
Para j=1 hastan(n=mdximo nimero de iteraciones)
Hacerc=cli~"
Resolver N(&)=— N(c) + f(x,t)
Hacer c?= ¢+&( j—ésima iteracion)
Si | M < tolerancia, fin

| .
i

Continuar

Usando una expansion de Taylor, se demuestra que aun para la primera
iteracion se tiene, &=0(At?). Por lo tanto, y a condicién de que se use

una precisibn de segundo orden para evaluar numéricamente las
integrales que aparecen en la ecuacién (4.8), se espera una precision del
mismo orden aun si sélo una iteracién es empleada en el algoritmo (4.9).
Por otra parte, como la ecuacién (4.8) es ahora lineal, puede emplearse
ELLAM para solucionar esta ecuacion.

En el capitulo 6 se proponen algunas formas de solucionar la ecuacion
de transporte reactivo utilizando estas técnicas.

4.2. Ecuacion de transporte reactivo no lineal en dos dimensiones
4.2.1. Planteamiento del problema

Considérese el siguiente problema no lineal de ADR en multidimensiones:

E(C)E%+V'VC—V'(DVC)+I((C)C= f(x,y)eQtel0,T] (4.10)

sujeta a cualquiera de las siguientes condiciones de frontera y condicion
inicial:

d(xy.t)=h(xyt)
—DVcen=nh(x,y,t)
[ve—DVc)len=hy(x,y,t)(xy)e dQte (0,T]
cax,y0)=Cy(x,y)e Q

(4.10a)

donde /(¢ representa el operador no lineal ADR; ¢ es la concentracion
del soluto; v el vector de velocidades; D el tensor de dispersion; k(c) es un
coeficiente de reacciéon de primer orden, el cual es una funcion no lineal de
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la concentracién c; n un vector unitario perpendicular a la frontera 09, y fes
una funcibn que representa la pérdida o ganancia de masa. En lo
susesivo, se supone que v y D son constantes.

4.2.2. Técnica de linealizacién tipo Picard

En forma similar a como se procedié en el caso de una dimension, para la
ecuacion (4.10) la técnica de linealizacion tipo Picard es:

Z(c)zg—(;+vovc—Vo(DVc)+E(c)c= f(x,y)eQtelo,T] (4.11)

donde k(c)es una aproximacién a k(c), definido de nuevo por la ecuacién

(4.3). Por lo tanto, para un proceso no iterativo o iterativo, las expresiones
que se usan son las ecuaciones (4.4) y (4.5) respectivamente, con la
salvedad de que ahora la concentracion ¢(x*t") queda definida en dos o
mas dimensiones, segln sea el caso.

4.2.3. Expancion de Taylor-Fréchet

En forma anéloga a como se precedié en el inciso 4.1.3, al aplicar la
relacion (4.6) en la ecuacion (4.10) se obtiene:

¢(c+&)=1(cT)+de(e;c)+Oflef’ )= f(x, 1) (4.12)

donde d¢(&;c) es la derivada de Fréchet de primer orden del operador
¢(-), la cual, por definicién, es un operador lineal en & y depende
paramétricamente de ¢. Tomando en cuenta la definiciébn de ¢(-), se
puede demostrar que d¢(&;¢) esta dado por:

df(a,'5)=g—f+V°V5—VO(DV5)+E(5)5E7(5) (4.13)

donde k(c) = k(c) + k'(c)c . Despreciando los términos de orden O(|&]°)
en la ecuacién ¢(c+¢&)=1f(x,t), resulta la siguiente ecuacién lineal no
homogénea para &:

UE)=—14(c)+f(x.t) (4.14)

donde 7(-) es un operador lineal definido por la ecuacién (4.13). Como en
el caso unidimensional, se puede disefiar un procedimiento iterativo

donde los valores para ¢, ¢ y & también son actualizados con algoritmo
(4.9). De esta forma, como ahora la ecuacién (4.14) es lineal, puede ser
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resuelta mediante ELLAM. En el capitulo 6 seran mostradas algunas
aplicaciones de este procedimiento.

4.3. Ecuacion de Richards en una dimension
4.3.1. Planteamiento del problema

Considérese la ecuacion de Richards en su version para la presion (base
vy ), en la direccion vertical, como ( Arroyo, 1994):

V)= S5 - 2 kw)3 Y]k 3 -0

0z
(4.15)
06 oK
donde :S(y)=—; K'=—
onde :S(y) v’ v
sujeta a las siguiente condiciones subsidiarias
zQ.=[0,L]
lEQt'—‘[O’T]
(Z,0eQ.= Q. XQ,
(4.15a)
Y(2,0)=9(2)
_tma®¥ ) i OV P
y(0,1) = f1 (z‘),oE (0,1) = f, (t),0 5 1}(0’0 =q, (1),

PR P I .
\y(L,t)_fg(t),oa—z(L,t)_f4(t),o P 1} (L’U—qL(t),

N(e), es un operador no lineal; 6(zt) es el contenido de humedad
volumétrico; w(zt) el potencial de presion; K(y) la conductividad
hidraulica; S(w) la capacidad capilar o capacidad especifica;, z la

coordenada espacial orientada positivamente hacia arriba, y t el tiempo.
Se considera a priori que estan definidas las relaciones: y(8) K(wv),S(vy).

Obsérvese que la ecuacion (4.15) tiene la forma de la ecuacion (4.1) para
k(c)=0; sin embargo, la dependencia de los coeficientes del potencial de
presion la hacen una ecuacién altamente no lineal.
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4.3.2. Técnica de linealizacion tipo Picard

De manera andloga al inciso 4.1.2, un procedimiento de linealizacion tipo
Picard para la ecuacién (4.15) se puede describir para un proceso no
iterativo como:

N(y(zt"*" )= S(y(z*t" ))9‘11(28,7;‘””)

(4.16)

_ 9 e O W o nit )| ger gl ot gn OV _
o Ktu(z e )3 Y 2| kw5 2

en donde y (z*1") es la proyeccion hacia atras de y (zt™*') siguiendo la
linea caracteristica. También se puede usar la proyeccion en vy (z,t").

Por el contrario, para un proceso iterativo la ecuacion (4.15) se expresa
por:

n+1,m+1 n+1,m a ,tn+1,m+1
New(z e )= Stz o YL
a n+1m a\l/ n+1,m+1 ' * gn+1,m a(\l/(zxtn”'m”)
-2k m) ¥ , - : =0
o Ktutz ) S L) etz o) SHEL

(4.17)

siendo m un contador que indica el nimero de iteracion. Obsérvese que
para m=0 se debe aplicar la ecuacién (4.16).

De esta forma, las ecuaciones (4.16) y (4.17) son ahora lineales, por lo
que se puede aplicar ELLAM.

4.3.3. Expansion de Taylor-Fréchet

El desarrollo que se muestra a continuacién se basa en un trabajo
presentado por Arroyo y Aldama (2000, 2002).

En relacién con la ecuacioén (4.15), sea:
V(z,t)=w(zt)+G(zt) |0/ly <<1 (4.18)

donde W(zt)=w(z-§,t—1),E =]l _vdt. La funcidén §(zt) es la funcién
de correccion. Como se observa, Wes determinada en funcién de un
valor previo de v, siguiendo las lineas caracteristicas, siempre y cuando
la velocidad v sea apropiadamente elegida. En la practica, el tiempo 1 se
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toma igual al incremento en el tiempo At ; de esta forma, yrepresenta la

presion para un instante previo, a lo largo de la linea caracteristica que
pasa por el punto (z,1).

Por otra parte, una expansién tipo Taylor-Fréchet soble el operador no
lineal N(e) de la ecuacién (4.15) sera:

N(Y+§)=-N(v )+ dN(§,y )+ 09" )= 0 (4.19)

donde dN(¥;y) es la derivada de Fréchet de primer orden del operador
N(-), la cual, por definicién, es un operador lineal en ¢ y depende
paramétricamente de .

De igual forma, una expansién tipo Taylor-Fréchet, para cada uno de los
coeficientes de la ecuacién (4.15) es:

S(w )= S(w+9)=S(w)+ 9S'(w)+0 [0
K(w )= KOy +9) = Ky )+ 9K (w)+ O |91 (4.20)
K (w)= K (9 +9) = K'(w)+ 9K (v )+ O jof

Sustituyendo la ecuacion (4.20) en la ecuacion (4.15), y despreciando los
términos O(|;°), se obtiene:

Sw) 3y~ K+ K(w) 3
(4.21)
+s(y) 2 - a{mpm(w)aq’}sm 0

K=K W) 5-gw)o¥
donde K_K(W{1+az],8_8(w) 5

Observando la ecuacion (4.19), se ve claramente que la derivada de
Fréchet de primer orden del operador N(-) esta dada por:

[ ]| =
—a_[KmK(w )E}SW (4.22)

V4

aN(w;v)=S(w)
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la cual, por definicibn, es un operador lineal en ¢ vy depende

paramétricamente dey. Despreciando los términos de orden O(]¢f°) en

la ecuacién (4.19), resulta la siguiente ecuacién lineal no homogénea
paray:

dN(9,; v )=—N(v) (4.23)

Por lo tanto, se puede disefiar un procedimiento iterativo-no iterarivo
donde los valores para y, ¥ y ¢ son actualizados de acuerdo con el

siguiente algoritmo:

Hacery=y(x-&,1—1)
Resolver dN( {1 )=— N( ¥ )

Hacery"”'=y+ Q(primera iteracion)

FPara j:=I hastan(n =mdximo numero de iteraciones)

. (4.24)
Hacer g=yi "

Resolver dN( {1 )=— N( ¢ )
HaceryY= W+(( j—ésima iteracion)

0) j—1
YOyt .
<1iolerancia, fin
\VU -1

Continuar

Si

Usando una expansién de Taylor, se demuestra que, aun para la primera
iteracion se tiene, g=0O(At?). Por lo tanto, y a condicién de que se use

una precision de segundo orden para evaluar numéricamente las
integrales que aparecen en la ecuacién (4.23), se espera una precision
del mismo orden aun si sélo una iteracién es empleada en el algoritmo
(4.24). Por otra parte, como la ecuacién (4.23) es ahora lineal, puede
usarse ELLAM para solucionar esta ecuacién, como se mostrara en el
capitulo 6.

En el caso de tratar con la versién de Richards para el contenido humedad
0, (base 6) dada por:

/08 _

N©)=22 _9 [pre)2 8| k% _y
oy oK

De :Ke—' ':_

0)=kK(e)/ 2, K=K

siendo D(6), el coeficiente de difusividad capilar o difusividad hidraulica,

.de manera andloga a como se procedi6 en este inciso, se comprueba que
una expansion tipo Taylor-Fréchet transforma la ecuaciéon (4.25) en:



Linealizacion de la ecuacion de flujo y transporte 147

3 3 98] 38 3 [pn. e 0]
a—t——z[K(e) D(e)—} E_a_z{mw(e)az}

(4.26)
e ' /D sy ag

Observando la ecuacion (4.26), se ve que ahora la derivada de Fréchet
de primer orden del operador N(-) esta dada por:

dN(8; e)_a—é—aa {K6+D(§)g—ﬂ (4.27)

la cual, por definicion, es un operador lineal en 8 y depende
paramétricamente de 6 . Por lo tanto, despreciando los términos de orden

O(Héuz), resulta la siguiente ecuacion lineal no homogénea para 8 :

dN(8;8 )= N(8) (4.28)

Asimismo, se puede disefiar un algoritmo como el mostrado en (4.24), en
el que la ecuacién (4.28) puede ser resuelta utilizando ELLAM.

4.4. Ecuacion de Richards en dos dimensiones

4.4.1. Planteamiento del problema

Considérese la ecuacion de Richards en su forma para la presion (base
v ) en la direccién x-z como:

Ny )=S0w)2Y ——Z( (v) ZJ ;X[K(wg;'] k¥ o,
(4.29)
donde : S(w):§$,- K'=g—$

sujeta a condiciones subsidiarias apropiadas.
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N(e) es un operador no lineal;6 (zt) es el contenido de humedad
volumétrico; v (z,t) el potencial de presién; K(y) la conductividad
hidraulica; S(y) la capacidad capilar o capacidad especifica; z la

coordenada espacial orientada positivamente hacia arriba; x, la
coordenada espacial, y t el tiempo. Se considera a priori que estan
definidas las relaciones: y(6) K(v),S(v).

Como se observa en la ecuacion (4.29), los desarrollos mostrados en el
inciso 4.3 se aplican directamente para el caso bidimensional con la
salvedad de que se debe agregar el término correspondiente a la
coordenada x.

4.4.2. Técnica de linealizacion tipo Picard

De manera analoga al inciso 4.3.2, un procedimiento de linealizacién tipo
Picard para la ecuacién (4.29) se puede describir para un proceso no
iterativo como:

Sy(x 241 ))—a"’(x Z")

2 (K(wx 2 )2 Y (xzt"”)j

+83[K(\p(x )Y W(xzt””)j+K(\|l(x 2 t"))a‘“(xazzt"”) 0
(4.30)

en donde v (x*z*") es la proyeccion hacia atras de vy (x,z,t"*'), siguiendo
la linea caracteristica. También se puede usar la proyeccién en y (x,z,t").

Por el contrario, para un proceso iterativo la ecuacién (4.29) se expresa
por:

a\ll(x’z,tn+1,m+1) _
ot -

(K(W(Xizytn+ I'm))g—z\ll(x,z,tn*' 1,m+ 1)]

S(\V(X,Z,t" + 1,m))

9

0z

a\p(_X 4 71":';“:‘)
0z

(4.31)

+ai[K(\p(xz t"”’")) (xz t”*""*’)}+K'\p(x,z,t"*"’”)

siendo m un contador que indica el nimero de iteracion. Obsérvese que
para m=0 se debe aplicar la ecuacién (4.30).

=0
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De esta forma, las ecuaciones (4.30) y (4.31) son ahora ecuaciones
lineales, por lo que ELLAM se puede aplicar para su solucién.
4.4.3. Expansion de Taylor-Fréchet

Procediendo de manera analoga al inciso 4.2.3, en relacién con la
ecuacion (4.29), sea

V(x,z,t)=¥(x,z,t + ¥(x,2,1),

/| << 1 (4.32)

donde W(x,z,t)=y(x~§ ,z-& ,t-1);§ =[ v dt; & =[i_vdt. La funcién
P(x,z,t) es la funcion de correccion. Como se observa, wves
determinada en funcién de un valor previo de y, siguiendo las lineas

caracteristicas, siempre y cuando la velocidad v sea apropiadamente
elegida. En la practica, el tiempo 1 se supone igual al incremento en el
tiempo At; de esta forma, wyrepresenta la presién para un instante

previo, a lo largo de la linea caracteristica que pasa por el punto (x,z,t).

Por otra parte, una expansion tipo Taylor-Fréchet sobre el operador no
lineal N(e) de la ecuacion (4.29), sera:

N(y+9)=-N(c)+dN(9;9)+ 09|’ )= 0 (4.33)

donde dN(§;Vy) es la derivada de Fréchet de primer orden del operador
N(-), la cual, por definicién, es un operador lineal en ¢ y depende
paramétricamente de y .

De igual forma que para el caso unidimensional, sustituyendo la ecuacién
(4.20) en la ecuacién (4.29), y despreciando los términos O(|]°), se
obtiene:

oY _ 9 9 |_ 9 i
S(W)W aZ{K(W)JfK(W)aZ} ax{K(W)E)X} (4.34)
’ .

0 _
+S(w)a—‘f—%{m+f<(wg—“z’}—5

{ZW+K(W)%\H+§\V =0

K=K ).k w)?¥ - 5= 5(w)°¥
dondeK_K(W{Haz],L—K(W)aX,S—S(\u)at.



Linealizacion de la ecuacion de flujo y transporte 150

Observando la ecuacion (4.34), se ve que la derivada de Fréchet de
primer orden del operador N(-) esta dada por:

aNww)=5(w) 50 2 Ky k)92 |- 2 Ly kw) 32 |5t

(4.35)

la cual, por definicibn, es un operador lineal en ¢ y depende

paramétricamente de y . Despreciando los términos de orden O(|@[°) en

la ecuacién (4.33), resulta la siguiente ecuacion lineal no homogénea
paray:

aN(9; v )=—N(v) (4.36)

Por lo tanto, se puede disefiar un procedimiento iterativo-no iterarivo
donde los valores para y, ¥ y ¢ son actualizados también con el

algoritmo (4.24).

Para el caso de la version de Richards para el contenido humedad 8,
(base 0) dada por:

_d0 906) 0 0 ,00
N(e)=a_t Z[ (0) z] aX[D(e)aX] KZ =0

oz
aK
9

(4.37)
D(8)=K(® )%; K'=

siendo D(8) el coeficiente de difusividad capilar o difusividad hidraulica.

Una expansion tipo Taylor-Fréchet transforma la ecuacion (4.37) en

90 _ 9|, /1m0 ] 9 [pm,00

e Z{K(e)w(e)g}—g{we)gﬂ

08 _ 3 [p. 10| 3 [r5. g0

o O om0

donde K = {K (6)+D (e)~} {D (e)—}

Observando la ecuacién (4.36), se ve que ahora la derivada de Fréchet
de primer orden del operador N(-) esta dada por:
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~

.98 3 [ 8] 3 [1x. m 28
aN(8,8)= aZ{K6+D((§)$} aX{LG+D(9)£} (4.39)

la cual, por definicién, es un operador lineal en & y depende
paramétricamente de 6. Despreciando los términos de orden O(“GHZ),

resulta la siguiente ecuacion lineal no homogénea para 8 :
dN(8;86)=—N(b) (4.40)

Por lo tanto, también se puede disefiar un algoritmo como el mostrado en
(4.24), en donde la ecuacion (4.40) puede ser resuelta utilizando ELLAM.

4.4 Resumen

En este capitulo se presentaron algunas formas de linealizar la ecuacién
de transporte y la ecuacion de flujo. Las técnicas mostradas
corresponden a procedimientos tipo Picard (ampliamente conocido) y un
procedimiento nuevo que consiste en utilizar una expansién Taylor-
Fréchet. En esta expansién, los términos de segundo orden son
despreciados, generandose asi un operador modificado lineal. Esto
permite construir un problema lineal para el cual un operador adjunto
puede ser determinado. Esta estrategia permite obtener wuna
aproximacion de segundo orden independientemente de si la técnica
empleada es iterativa o no iterativa. Asimismo, la expansién tipo Taylor-
Fréchet se puede generalizar a otros problemas no lineales, pudiéndose
de esta forma construir algoritmos con propiedades de convergencia
atractivas para la solucion de problemas altamente no lineales.

Se observa que en el procedimiento tipo Picard se trata directamente con
la forma original de la ecuacién de transporte y flujo mientras que el
procedimiento Taylor-Fréchet genera formas modificadas para ambas
ecuaciones. Especificamente, para la ecuacion de Richards con base en
v, la ecuacién se transforma de una ecuacién de adveccion—difusion a
una ecuacion de adveccion-difusion-reaccion para la funcién de
correccion, mientras que para la ecuaciéon con base en 6 se conserva la
forma original. La aplicacién de ambas técnicas se puede aplicar sin
mayor complicacién a tres dimensiones. Las ventajas y desventajas de
usar estas técnicas de linealizacién seran analizadas en el capitulo 6.
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, CAPITULO 5
PROPAGACION DE PROPIEDADES DE
ELLAM

Introduccion

En el capitulo 3 se mostré6 que ELLAM es una metodologia para la
solucién de problemas de transporte dominados por adveccion. Esta
metodologia no tiene restricciones en el nimero de Courant ni en el
numero de Péclét de la malla, e incorpora de manera natural cualquier tipo
de frontera asegurando siempre la conservacion de la masa.

Muchos autores han aplicado ELLAM a la solucion de problemas de
transporte (Celia et al., 1990, Binning y Celia 1996, Aldama y Arroyo
1998); donde comunmente la funcién de peso elegida es una funcion que
varia en el espacio de forma lineal. Esta se obtiene dividiendo la ecuacion
adjunta de adveccion-difusién-reaccion en una componente advectiva-
reactiva (no permanente), y en una componente difusiva (permanente), en
la cual la funcion de peso satisface a ambas.
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Herrera y Herrera (1993) han propuesto el uso de una funcién de peso en
donde la variacién espacial es constante, la cual también satisface la
ecuacién adjunta. Este tipo de funcién de peso parece ser mas atractiva
para problemas con coeficientes variables, no lineales y en multiples
dimensiones, ya que permite evaluar las integrales de una manera mas
facil (Healy y Rusell, 1993).

En vista de ello, es relevante investigar el efecto de elegir la funcién de
peso sobre la propagacién de propiedades de ELLAM, a través del uso de
un analisis de Fourier. Este andlisis es Util para estudiar el comportamiento
de soluciones numéricas, y es limitada para problemas de valor inicial puro
y coeficientes constantes. Sin embargo, Aldama y colaboradores (Aldama
y Paniconi, 1992; Aldama y Aguilar, 1996; Aparicio y Aldama, 1998) han
mostrado que a través del uso de expansiones Taylor-Fréchet, del analisis
de escala multiple y localizacién, el analisis de Fourier puede ser aplicado
al estudio de propagaciéon de propiedades de coeficientes variables y
problemas no lineales. Entre estos resultados, tales autores han
encontrado que es suficiente considerar el comportamiento de problemas
lineales de valor inicial puro y coeficientes constantes similares a los
problemas de evolucién.

En este capitulo se presenta un estudio de las propiedades de
propagaciéon de la soluciébn numérica de la ecuacién de adveccion-
difusién-reaccién via ELLAM. Se consideran dos tipos de funciones de
peso: lineal y constante. Los resultados se comparan con las técnicas que
consideran un enfoque euleriano, como es el caso de diferencias finitas y
elemento finito. El presente estudio permite establecer condiciones de
estabilidad y de convergencia, de tal forma que ELLAM conserve las
ventajas (en relacién con las técnicas tradicionales) que ha mostrado en la
soluciéon de problemas lineales, cuando se aplica a la solucién de
problemas no lineales.

El siguiente desarrollo se basa en un trabajo de Aldama y Arroyo (2000).

5.1. Planteamiento del problema

Considérese el siguiente problema lineal de adveccién-difusién-reaccién
(ADR) de valor inicial puro en la direccién x:

_9¢,,9¢ po*C ,._
E(c)_at+vax DaX2+kc_0
X€ (~o0,00); te Q =[0,00] (5.1)

c(x,0)= h(x)
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donde, c es la concentracién del soluto; ves la velocidad; D el coeficiente de
dispersién; k un coeficiente de reaccién de primer orden; t el tiempo, y x la
coordenada espacial. En lo sucesivo, v, D, y k se consideran constantes.

5.2. Solucioén via ELLAM
Sea C una aproximacién a c(x,t) tal que:t = nAt; x = jAx. En el capitulo
3 se demostrd que para nodos interiores cuyas caracteristicas no cruzan las

fronteras, al aplicar ELLAM a la ecuacién (5.1) se llega al siguiente sistema
algebraico de ecuaciones:

5.2.1. Para la funcion de peso lineal

(AE )CT:/+ (BE)C 7'+ (AE )C%i+ (DE )Ci4,-2

(5.2)
+(EE )Cjy,,+(FE)C\,+(GE )Ci4,,, =0
donde:
AE = [—éexp(x)— Py 6’}
2

BEz{Eexp(K)+2py¢9i|
DE =| - 5-3-’-7-7 -py(1-6)(1-«) (5.2 a)

__ 2 5, a3
EE = —é—-a +T +py(]—6)(2—306)

(1, a2 o _ _
FE = 6+2+ > -T]-FPY(] o)3a 1):|

3
GE:[[%}—py(]—G)a]

5.2.2. Para la funcion de peso constante:

(AE)C7+(BE)Cy + (AE)Cri+(DE)C).,,, 2+ (EE)C s+ (FE)CI-y. + (GE)C).,,, = 0
(5.3)

donde:
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AE ={%—p}exp(x)

BE = [g + 2p} exp(x)

DE = 0.5~ 0.5+ (Cr - Nc)F ;para(Cr - N¢) > 0.5
DE = 0;para0 < (Cr-Nc)< 0.5
EE = 0.5[2.5-(Cr - Ne)](Cr - Ne)- 0.5] + 0.5[0.5 + (Cr — Nc)[1.5 - (Cr - Nc)|;para(Cr -~ Nc) > 0.5
EE = 0.50.5 + (Cr — Nc)F ;para0 < (Cr - Nc) < 0.5
FE = 0.5[1.5— (Cr - Nc)F ;para(Cr - N¢) > 0.5
FE = 0.5[1.5 - (Cr - Nc)][0.5 + (Cr - N¢)] + 0.5[1.5 + (Cr - Nc)[0.5 - (Cr — Nc));para0 < (Cr - Nc) < 0.5
GE = 0;para(Cr-Nc)> 0.5
GE = 0.5[0.5 - (Cr - Nc)? ;para0 < (Cr - Nc) < 0.5
(5.3 a)

En las ecuaciones (5.2) y (5.3) se han definido los siguientes numeros
adimensionales:
¥k = KAt,

ex -1
y= p(x)
K
a=1-(Cr—Nc)

p= %( ndmero de dispersién )
A)\;ZA t (5.4)
Cr = E(ndmero de Courant)

Pe = %( namero de Peclet de la malla)

Nc = INT(Cr)
0<0<1 (factor de peso para el tiempo)

5.3. Representacion en series de Fourier
5.3.1. Representacion de la solucion analitica

Considérese que la soluciébn general de la ecuacidn (5.1) se puede
representar por la serie de Fourier (Bentley et al., 1990):

c(x,t)= YU, exp(ic, x+B,t) (5.9)

M=co
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donde:
c,=2n/L,,es el numero de onda o frecuencia espacial; B,,, frecuencia de

onda; Ly, la longitud de onda; i=~/-1; U, la amplitud del modo de Fourier
asociado con el nimero de onda; ¢, el tiempo, y x la coordenada espacial.

Sin pérdida de generalidad como la ecuacién (5.1) es lineal, se supondra
que la solucion estara dada por un solo modo de Fourier, es decir:

c(x,t)=Umexp[iom(x—vt)—t(Dcsm2+k)J (5.6)
El factor de amplificacion (G,) en el tiempo de la ecuacion (5.6) es:

(G, )ones = EXP|- i VAL - At(Do,? + k)|

(5.7)
= exp[— At(Do,? +k )][cos(ovat )—isen(c, vAt )|

Como la expresién anterior es un nimero complejo, el médulo de (G,) es:

r=exg~At(Do *+k )} (5.8)

De igual forma, la fase de (G,,) es:

q)anal =-G, VAL (59)

5.3.2. Representacion de la solucion numérica

Considérese que cada solucién discreta de la ecuacién (5.1) puede ser
representada a través de la version discreta de la serie de Fourier en la
forma siguiente:

P-1
Ci = Z U" exp(ic,, jAx) (5.10)
m=0

o,=2n/L, es el nimero de onda o frecuencia espacial; Ly, la longitud de

onda; i=+/-1; U, es una constante compleja que captura la dependencia
temporal; n, el indice temporal, tal que: t = nAt; j, el indice espacial, tal que:
x = jAx; m, el indice de nimero de onda, y P+17 el nimero total de nodos de
discretizacion. '

Una componente de onda de la ecuacién (5.10) es:

C] = U, exp(ic, jAx+ B,nAt) (5.11)



- Propagacion de propiedades de ELLAM 158

5.3.2.1. Funcion de peso lineal

Al sustituir la ecuacién (5.11) en la (5.2) se tiene que el factor de
amplificacion numérico (G,)num €S-

(G = e 1) (5.12)
(AE )2 cos(cAx)+ (BE)
donde:
Re = —(DE ) cosloax(Nc + 2)]- (EE ) cos|oax(Nc +1)]
~ (FE ) cosloAxNc] - (GE ) cos[oax(Nc - 1)]
(5.12a)

Im = (DE ) sen[oAx(Nc + 2)|+ (EE ) sen[oAx(Nc +1)]
+(FE ) sen[oAxNc]+ (GE ) sen[oAx(Nc 1))

Como (Gp) es un nimero imaginario, en la ecuacion (5.12a) el médulo sera:

_ lmep+amp]”? (5.13)
"™ (AE )2 cos(cAx )+ (BE)
y la fase numérica es:
O = tan-’[%j (5.14)

Los coeficientes que aparecen en las ecuaciones (5.12-5.13) estan
definidos por la ecuacién (5.2a).

5.3.2.2. Funcién de peso constante

Para este caso, son vdlidas las expresiones (5.12-5.14), y los coeficientes
estan definidos por la ecuacién (5.3a).
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5.4. Estabilidad

Para que el esquema sea estable, se necesita que en la ecuacién (5.13)
(Foum < 1).

A fin de facilitar la interpretacion geométrica de resultados, se utilizaran los
siguientes nimeros adimensionales:

~ L
L, = ;’" longitud de onda adimensional,

(5.15)

2r . .
G, =0,.Ax=—,ndmero de onda adimensional

m
Haciendo uso de estos numeros adimensionales y los definidos en la
expresion (5.4), la ecuacion (5.8) se transforma en:

Tanat = exp(—p6m2 - K) (51 6)

Para encontrar la versiéon adimensional de r,.,, basta con usar la expresion
(56.15) en la ecuacion (5.13).

5.5. Precision

Sea N, el nimero requerido de pasos en el tiempo, para que una
componente de onda se mueva una longitud de onda (L) con velocidad (v);
es decir, se define la relacion de amplitud (R,) como (Bentley, et al,, 1990):

R, = [’_m] (5.17)
ranal

donde r,,, esta dada por la ecuacion (5.13) en su version adimensional, y
I POr 1a ecuacién (5.16). De esta forma, R, es una medida del error de

amplitud de una componente de onda de la solucién numérica, después de
gue una componente de onda analitica se ha movido una longitud de onda.

SiR, > 1, la solucién numérica no es suficientemente amortiguada.
SiR,, <1, la solucion numérica presenta difusion.

De ello se deduce que la condicion ideal para cualquier método numérico es
R,=1.

Por otra parte, se define la relacion de fase (Q,) como (Bentley, et al,
1990):



Propagacion de propiedades de ELLAM 160

Q=N 0pum+ N 0oy >, = Nmtan” M -2n (5.18)
Re(Gm )num

SiQ,, >0, la solucibn numérica se propaga mas rapidamente que la
analitica.
SiQ,, <0, la solucién numérica se propaga mas lentamente.

De ello se deduce también que la condicion ideal para cualquier método
numéricoes Q,, =0.

Las ecuaciones (5.13), (5.17), y (5.18) se utilizaran para realizar los retratos
de amplitud, de relacién de amplitud y relacion de fase, respectivamente. De
esta forma es posible analizar las caracteristicas de estabilidad y precisién
de las ecuaciones (5.2 y 5.3), en funcién de los parametros adimensionales
definidos en la expresién (5.4).

5.6. Pruebas numéricas

A fin de probar los resultados teéricos obtenidos en este capitulo, se
resolveran tres problemas clasicos de transporte. En dos de ellos se
conocen a priori las soluciones analiticas, y en el tercero la solucién “exacta”
es obtenida a través de una aproximacién en diferencias finitas usando una
malla muy fina.

Ejemplo 5.1

El primero de ellos es el problema de transporte de un escalén que se
mueve por adveccion en forma conservativa, con un coeficiente de difusién
excesivamente pequero (el prop6sito es tener un problema dominado por
adveccion). Mateméticamente, este problema queda descrito como:

dc  dc o°C _
a—t+V& DaX2 =0
xe (-22); te Q =[0,0]
1, xe(-22) (5.19)
cx0)= {o; Xe (-2.2)
c(-2,t)=1;

c(2,t)=0
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7

c(x,t) /

1.0

Figura 5.1. Condiciones iniciales para el problema del escalén.

Por el método de separacién de variables, la solucién analitica es:

2y n(x— Vi) expl- D2k - 1P nt / 1]
c(x,t)= 0.5—;%36/{(2k—1) n } k1 (5.20)

Los parametros de flujo considerados son: v =1y D =2x107®. La figura 5.2
muestra la comparacion de resultados obtenidos con ELLAM y una
solucién en diferencias finitas tipo Crank-Nicolson. También se muestran
los respectivos errores de amplitud y de fase para ambas metodologias.
Se observa que ELLAM, para ambas funciones de peso, da resultados
exactos. Esto se muestra en los retratos de amplitud y de fase donde se
verifica que no existe error para ninguna longitud de onda. Para el caso de
diferencias finitas, eran de esperarse diferencias entre la solucion
numérica y la solucién exacta. De nuevo, esto se verifica en los retratos de
amplitud y de fase. Para este caso se observa que pese a no haber
errores en la amplitud, existen grandes errores en la fase, donde casi
todas las componentes de onda provocan desfasamientos.



Propagacion de propiedades de ELLAM 162

2
1.8+ exacta
Pl A
1.6 lineal
O
1.4+, :': constante

C(x,t)

2
1680 EEEE . [f
lineal
° OEQ-WE-EWE-E}-E-ﬁ-ﬂEE-WEE-HE-WWW-EWW-WWE-WW-‘IWE ------------ -
é ) constante
e
-]
£
g -3
&
=)
T -4 .
=
o
-
_5— ''''''''
-6

T

'7 T T T T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50
numero de onda adimensional

5

Figura 5.2. Caso conservativo: x = 0,p = 5.33x10™~,Cr = 5,Pe = 93750 .
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Un dato méas sobre este problema, es que para la solucién numérica (sin
que aparezcan oscilaciones espurias o difusion numérica) a través de un
método de diferencias finitas o elemento finito totalmente implicito (incluso
Crank-Nicholson), serd necesario, en el mejor de los casos ( Cr=5, Pe=2)
dividir el espacio en un milibn de nodos y el tiempo entre 47,000
incrementos; es decir que debe resolverse un sistema de ecuaciones de
un millén de incognitas 47,000 veces. En cambio, para un método explicito
y en el mejor de los casos (Cr=1, Pe=2) se tendra que dividir el tiempo
entre 235000 incrementos. Esto pone de manifiesto que la solucién de
problemas de transporte dominados por adveccidon mediante las
metodologias tradicionales es practicamente imposible.

Ejemplo 5.2

El segundo problema consiste de un transporte reactivo, descrito en forma
matematica como:

dc  dc o°C _
a—t+V"a-; DW+kC—0

xe (050); teQ =[0,25] (5:21)

c(x,0)=0; ¢c(0,t)=10; ?(50,0:0
X

Los parédmetros del flujo son v=1, D=0.2 y k=0.01. En la figura 5.3 se
muestran los resultados obtenidos con ELLAM y un método de diferencias
finitas tipo Crank-Nicolson. Se observa que ELLAM, para ambas funciones
de peso, da resultados casi exactos. Se observa tembién que las
componentes de onda de longitud pequeria no son suficientemente
amortiguadas, lo cual provocan que la solucién numérica esté ligeramente
por encima de la solucién exacta. Esto va de acuerdo con los resultados
gue se muestran en la figura 5.3. De nuevo, ELLAM no tiene errores de
fase. Para Crank-Nicolson, los errores en amplitud y de fase son
considerables. Esto provaca, de nuevo, que la solucién numérica tenga
serios problemas de difusién y oscilaciones espurias antes y después del
frente de avance.
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Figura 5.3. Caso no conservativo: x = 0.0625p = 0.8,Cr = 5,Pe = 6.25
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Ejemplo 5.3

El tercer problema es un problema con fronteras periddicas descrito
matématicamente por:

oc dc 9°¢C
—+v—-D kc =
at”ax a)(2+ c=0
(5.22)
xe (01); teQI=[0,1]
c(x,0)=Sen(2rx/l); c(0,)=c(l=1,t)=Sent
"Exacta”
| & ELLAMI{
x ELLAM2
o ELLAM3
e ELLAMY4

Figura 5.4. Caso no conservativo con funciones periodicas.

Los parametros del flujo son v=1, D=0.001 y k=0.0. En la figura 5.4 se
muestran los resultados obtenidos con ELLAM y un método de diferencias
finitas tipo Crank-Nicolson (DF). Por cuestiones de comparacion y debido
a gue no existe solucién exacta ésta es sustituida con una solucion
numérica obtenida con el método de diferencias con una malla muy fina en
donde: At=1/100000, Ax=1/2000, Cr=0.02, y Pe=0.5. Las soluciones de
ELLAM fueron obtenidas usando funciones de peso constante y cinco
mallas diferentes. En ELLAM1 At=1/32, Ax=1/40, Cr=1.25, Pe=25; en
ELLAM2 At =1/32, Ax =1/100, Cr=3.125, Pe=9.99; en ELLAMS3 At=1/40,
Ax=1/40, Cr=1.00, Pe=25.0; y en ELLAM4 At=1/10, Ax=1/10, Cr=1.00,
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Pe=10.0. En las soluciones para diferencias finitas DF1 y DF2 se usaron
las mismas mallas que para ELLAM4 y ELLAM2, respectivamente.

Se observa que las soluciones para ELLAM con Cr fraccionario (ELLAM1
y ELLAM2) presenta ligeros problema cerca de las fronteras esto es
debido a que en el calculo de las integrales de frontera no se han
empleado los puntos estratégicos de integracién como son sugeridos en
Healy y Rusell, 1993, y no son provocados por las componentes de onda
de longitud pequefna. En las soluciones para ELLAM con Cr entero
(ELLAM3 y ELLAM4) esto se corrige debido a que se estan usando los
puntos estratégicos de integracién. Asimismo todas las soluciones en
ELLAM no tiene errores de fase. Para la solucion en diferencias finitas los
errores en amplitud y de fase son considerables, lo cual provoca que la
solucién numeérica tenga serios problemas de difusién y oscilaciones
espurias antes y después del frente de avance. Respecto a la densidad de
malla, por ejemplo en ELLAM 4 se ha usado un At diez mil veces mas
grande, y un Ax dos mil veces mayor, respecto a la soluciéon “exacta”
obtenida con diferencias finitas.

5.7. Resumen

En este capitulo se presenta un analisis de la propagacién de propiedades
numéricas para la solucién de la ecuacién lineal de adveccion-difusion-
reaccion via ELLAM. Los resultados se comparan con un método en
diferencias finitas tipo Crank-Nicolson. Los experimentos numéricos van
de acuerdo con el analisis de los retratos de amplitud y de fase.

Se observa que, para ambas funciones de peso, y para el caso
conservativo (problema del escal6n), ELLAM da soluciones exactas,
mientras que para el caso no conservativo los errores en la amplitud son
comparables con los de diferencias finitas. Sin embargo, la gran ventaja
para este caso, es que ELLAM no tiene errores de fase.

Se ha mostrado que ELLAM es capaz de solucionar de forma exacta
problemas fuertemente dominados por adveccién, en donde las
metodologias tradicionales de diferencias finitas y elemento finito fallan
porque presentan grandes errores de fase, lo cual hace que las
componentes de onda provoquen desfasamientos en la solucién. Esto fue
mostrado a través de los retratos de fase y amplitud.

Por otra parte, también se observa que no existen diferencias apreciables
en si se usa una funciébn de peso constante o una de tipo lineal.
Practicamente los resultados son los mismos y esto permite que la funcién
de peso constante se prefiera para problemas con coeficientes variables,
no lineales y en midltiples dimensiones, ya que la evaluaciéon de las



Propagacion de propiedades de ELLAM 167

integrales que aparecen via ELLAM, sean mas sencillas de calcular.

Con estas consideraciones, en el capitulo seis, donde se muestran los
desarrollos para solucionar las ecuaciones de transporte y flujo no
lineales, la funcién de peso constante sera elegida preferentemente sobre
la funcién de peso lineal.
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, CAPITULO 6
SOLUCION DE LA ECUACION DE
TRANSPORTE Y FLUJO NO LINEALES
VIA ELLAM

Introduccion

En este capitulo se presentan las soluciones de las ecuaciones no lineales
de adveccion-difusion-reaccién y de la ecuacion de Richards. Para ello, se
utilizaran las versiones linealizadas obtenidas en el capitulo 4. Como estas
ecuaciones son lineales, es posible aplicar ELLAM tal y como fue
mostrado en el capitulo tres. En este capitulo se analizaran las ventajas y
desventajas de aplicar ELLAM a problemas no lineales, asi como las
diferencias en el uso de las técnicas de linealizacion tradicionales de
Picard y de las obtenidas a través de expansiones Taylor-Fréchet. Se
analizaran varios ejemplos de interés practico de flujo de agua y transporte
no lineales en suelos.
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6.1. Ecuacion de transporte reactivo no lineal
6.1.1. En una dimension

6.1.1.1. Linealizacion tipo Picard

En el subinciso 4.1.2 del capitulo 4 se mostré6 que la ecuacion de
transporte no lineal, a través de una técnica de linealizacion tipo Picard no
iterativo, se escribe como:

ac(x,t) +Vac(x,t) Daac(x,t)

N =
(c)=—% ox %

+k(c(x*t"))c(x,t) =f(x,t) (6.1)

donde ahora N(c) es un operador lineal y, por lo tanto, ELLAM puede
aplicarse para solucionar la ecuacion (6.1).

La primera forma débil de la ecuacién (6.1) es:

o L
[ [ince)- flwix et =0 (6.2)

la cual corresponde a la ecuacion (3.3) del capitulo 3. Por lo tanto, el
desarrollo que sigue es igual al mostrado en ese capitulo donde se pueden
usar una funcion de peso lineal o una de peso constante. Si se requiere
implementar un procedimiento iterativo, la ecuacién (6.1) y (6.2) siguen
siendo validas, con la salvedad de que ahora la ecuacion (6.2) se resuelve
para cada iteracion.

Como se observa, la linealizacion tipo Picard ofrece una manera muy facil y
directa de aplicar ELLAM a la ecuacién de transporte no lineal. Las ventajas
y desventajas de usar esta técnica seran mostradas mas adelante, en los
ejemplos de aplicacién.

6.1.1.2. Linealizacion tipo Taylor-Fréchet

La ecuacion (4.8) del capitulo 4 muestra la linealizacién de la ecuacién de
transporte reactivo usando una expansiéon Taylor-Fréchet, la cual esta dada
por:

N(&)=—N(c)+f(x,t) (6.3)

donde N(:) es un operador lineal definido por la ecuacién (4.7).

El procedimiento que se desarrolla a continuacién se basa en en el trabajo
de Aldama y Arroyo (1998).
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La primera forma débil de la ecuacion (6.3) es:

TL TL TL
J'J'N(a ) w(x,t)dxdt=— ”N(& ) w(x,t)dxat + ”f(x, t)w(x,t)dxdt (6.4)
00 00

00

donde w(x,t) es la funcién de peso. La ecuaciéon (6.4) puede resolverse
usando una funcién de peso lineal o constante.

Por ejemplo, para el caso de usar una funciéon de peso lineal se procede
de la forma siguiente. Consideremos el dominio £ subdividido en un
namero de subdominios

Q,-”*’:[X,-_,,x,-+,]><[t",r"”]E[(/—1)Ax,(i+1)Ax]><[nAr,(n+1)Ar], donde iy n
son enteros. De esta forma, asumiendo que w=w/* sea nula fuera de
Q™. Al integrar por partes dos veces la ecuacion (6.4), se obtiene:
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(6.5)

El primer miembro de la ecuacién (6.5) se expresa, para cada instante, en
términos de la funcién de correccién & (incégnita), y el miembro de la
derecha en términos de la funcién de referencia ¢ (que es conocida). Si
se emplea una estrategia no iterativa, la ecuacién (6.5) se resuelve
directamente para &, mientras que si el algoritmo (4.9) del capitulo 4 es
usado para aplicar un procedimiento iterativo, la ecuacion (6.5) debe
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aplicarse para encontrar &en las respectivas iteraciones. En la ecuacion
(6.5) el simbolo()representa el “operador salto”, definido como:

<->x’_:Elm[(-)w—(-)xi_ej. Ademas, en esta misma ecuacién el operador

adjunto esN (- )=—(-), - v(-), -D(-),, = k(€ )(-). En ELLAM, la funcion de
peso w'(x,t) se determina de tal forma que la ecuacion adjunta
N (w!*' }=0 se satisfaga. La estrategia usada por Celia y Zisman (1990)
sugiere dividir el operador N'(-) en su parte advectiva-reactiva y su parte
difusiva; de esta forma, se debe encontrar w/™' tal que:

(w*' ), +vw') -K(ew™' =0y (w"'), =0.No se puede encontrar una
solucion exacta de este sistema de ecuaciones. La solucién empleada en
este trabajo es similar a una usada por Celia y Zisman (1990), de tal
forma que N'(w[')=0(at?) (ver comprobacién en el anexo G), donde la
funcién de peso es:

X_X,‘_ tf‘H—1_t [~ _ ~_ .
[ > Lvv n JexpL[k(c)dt ; (x,t)e[x,-‘,,x,.]x[t",t" ’]

Ax

— n+l t i
wh = [X”’ X_v! o t]exp{.[l?(é)a’f g (x,t)e[x,-,x,.+,]x[t",t””] (6.6)
¢ ]

0 de otra forma.

En la ecuacion (6.6), el simbolo f representa una variable muda de
integracion. Considerando lo anterior en cuanto a la forma de aproximar el
operador adjunto, las integrales en ambos miembros de la ecuacién (6.5)
son similares a las integrales de la (3.6), del capitulo 3. Por lo tanto, de
aqui en adelante el procedimiento es el mismo, por lo que el lector debera
referirse, para el cdlculo de las integrales, al subinciso 3.3.4 del capitulo 3.

Para el caso de usar una funcién de peso constante, el procedimiento a
seguir es el siguiente: considérese el dominio Q, subdividido en un
numero de subdominios

Q= (X129 Xingrr 2 )% (767 = [(i = (17 2))Ax, (i + (17 2))AX] X [nAt, (0 + 1)At]
, donde iy n son enteros. De esta forma, asumiendo que w=w/" sea

nula fuera de Q*', al integrar por partes una sola vez la ecuacion (6.4),
se obtiene:
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t" Xi(1s2) t Xi_1s2)

dS indica un diferencial sobre 22, y n(x) es el vector unitario, normal a 2.
En una dimensién, este vector consta de dos puntos. En general, esta
integral representara flujos de frontera y sera no nula solamente cerca de
la frontera, y cuando las lineas caracteristicas crucen a éstas.

De nuevo, el primer miembro de la ecuacion (6.7) se expresa, para cada
momento, en términos de la funcién de correccidon &(incognita), y el
miembro de la derecha en términos de la funcion de referencia ¢ (que es
conocida). Si se emplea una estrategia no iterativa, la ecuacion (6.7) se
resuelve directamente para &, mientras que si el algoritmo (4.9) del
capitulo 4 es usado para aplicar un procedimiento iterativo, la ecuacion
(6.7) debe aplicarse para encontrar ¢ en las respectivas iteraciones.

Ademas, en esta misma ecuacion, N,_, (-)=—(-), —v(-), — k(T )(-)representa
la parte advectiva-reactiva del operador adjunto
N()=~()-v() -D(-),-k(c)(). La funcién de peso w/*'(x¢t) se
determina de tal forma que la ecuacién N (w*’)=0 se satisfaga. Una

alternativa es usar una funcién de peso que sea constante en el espacio y
varie exponencialmente en el tiempo. Por lo tanto, una funcién que
satisfaga estos requerimientos quedara definida por:
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t
exf{ IE(E)dtN:|;(X:t)E [x,-_(,,z),xi+(,/2)}<[l",l"”]
’n

w,-”*’ :1 (6.8)
0 de otra forma.

Sustituyendo la ecuacién (6.8) en la (6.7), y utilizando una aproximacion
implicita para las integrales temporales, se obtiene:
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(6.9)

Obseérvese que la ecuacién (6.9) es similar en ambos miembros a la
ecuacion (3.43) del capitulo 3. Por lo tanto, el desarrollo que sigue es
igual al mostrado en ese capitulo. Asi, el lector debera referirse al
procedimiento desde la ecuacién (3.43) en adelante.
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6.1.1.3. Ejemplos de aplicacién
Ejemplo 6.1

A continuacién se describe la soluciébn numérica para un problema no
lineal ADR, descrito por la ecuacion (4.1) del capitulo 4. El dominio
espacio-tiempo Q,, esta definido por L= 56 y T= 56. La condicion inicial y
las condiciones de frontera son: c¢(x,0)=3,c(0,t)=3yc,(56,t)=0. La
velocidad y el coeficiente de difusién son: v=1, y D=02. La funcién de
decaimiento no lineal esta dada por: k(c)=(0.1c)/(0.1+c).

3

2.8
ELLAM

2.6

o(x,t)

2.4

2.2

56

1 .8 T T T T
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 60.00
X

Figura 6.1a. Comparacién entre una solucién en diferencias finitas (FD)
usando una malla fina, y la solucién Taylor-Fréchet ELLAM (ELLAM). Los
numeros cerca de las curvas indican valores del tiempo t.

Los resultados se comparan con una solucidn en diferencias finitas
explicita, centrada en el espacio, donde se empled una malla muy fina
para asegurar que estos resultados puedan tomarse como la “solucion
exacta”. Para el esquema explicito, el incremento en el espacio fue de
0.04 y el intervalo 0.0035. De esta forma los numeros de Courant y de
Péclét fueron de 0.0875 y 0.2, respectivamente. Para el procedimiento
Taylor-Fréchet ELLAM, el incremento espacial fue de 4 y el incremento en
el tiempo también de 4. Los numeros de Courant y de Péclét fueron de 1
y 20, respectivamente. Como se observa en la figura 6.1a, existe una
correspondencia muy satisfactoria entre ambos resultados. Si los
resultados se visualizan en términos de la densidad de la malla, la malla
que se usa en Taylor-Fréchet ELLAM en relacion a diferencias finitas es
100 veces menos densa en el espacio y 1,142 menos densa en el tiempo.
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A continuaciéon se resuelven tres ejemplos donde se comparan las
técnicas descritas de linealizacion. La linealizacién tipo Picard sera
referida como (Picard ELLAM) y la linealizaciéon Taylor-Fréchet sera
referida como (Taylor-Fréchet ELLAM). Los dos primeros ejemplos (6.2 y
6.3) resuelven el caso de una sola ecuacion del tipo (4.1), mientras que el
ultimo ejemplo (6.3) resuelve un sistema de ecuaciones para simular el
proceso de transporte con biodegradacion de dos substancias (Anexo F).

Ejemplo 6.2

El dominio espacio-tiempoQ,, esta definido por L=12 y T=6. La condicién
inicial y las condiciones de frontera son: ¢(x,0)=0, ¢(0,t)=10yc,(12,t)=0.
La velocidad y el coeficiente de difusién son: v=1,y D=01. La funcién de
decaimiento no lineal esta dada por: k(c)=c/(0.1+c).

——FD

A Tter0

O iterl

X iterl0

Figura 6.2a. Resultados del ejemplo 6.2 para Picard ELLAM.
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Figura 6.2b. Resultados del ejemplo 6.2 para Taylor-Fréchet ELLAM.

Los resultados fueron comparados con una solucién en diferencias finitas
explicita(FD), centrada en el espacio, donde se empled una malla muy fina
para asegurar que estos resultados puedan tomarse como la “solucion
exacta”. Para el esquema explicito, el incremento en el espacio fue de
0.05 y el intervalo de 0.0025. De esta forma, los numeros de Courant y de
Péclét fueron 0.05 y 0.5, respectivamente. Para el procedimiento Picard
ELLAM (figura 6.2a) y Taylor-Fréchet ELLAM (figura 6.2b), el incremento
espacial fue de 0.25 y el incremento en el tiempo de 0.25. Los numeros de
Courant y de Péclét fueronde 1y 2.5, respectivamente.

Ejemplo 6.3

El dominio espacio-tiempo Q,, esté definido por L=12 y T=6. La condicion
inicial y las condiciones de frontera son: ¢(x,0)= 3, ¢(0,t)=3yc,(12,t)=0.
La velocidad y el coeficiente de difusién son: v=1y D=0.025. La funcion de
decaimiento no lineal esta dada por: k(c)=2c¢/(0.1+c).



Solucion de la ecuacién de transporte y flujo no lineales via ELLAM 178
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Figura 6.3a. Resultados del ejemplo 6.3 para Picard ELLAM.
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Figura 6.3b. Resultados del ejemplo 6.3 para Taylor-Fréchet ELLAM.

De nuevo, los resultados fueron comparados con una solucion en
diferencias finitas explicita(FD), centrada en el espacio, donde se empled
una malla muy fina para asegurar que estos resultados puedan tomarse
como la “solucion exacta”. Para el esquema explicito, el incremento en el
espacio fue de 0.0125 y el intervalo de 0.00125. De esta forma, los
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numeros de Courant y de Péclét fueron de 0.01 y 0.5, respectivamente.
Para el procedimiento Picard ELLAM (figura 6.3a) y Taylor-Fréchet ELLAM
(figura 6.3b), el incremento espacial fue de 0.15 y el incremento en el
tiempo de 0.15. Los nimeros de Courant y de Péclét fueron de 1y 6,
respectivamente.

Ejemplo 6.4

La caracterizacion numérica es:

C, (z,t)=3mg/It, 0<z<L=100m, t=0

C, (z,t)=0mg/It, 0<z<L=100m, t=0

C,(z,t)=3mg/ It z=0, t>0

C, (z,t)=10mg/ It , z=0, t>0

G (2 _ g, z=100, t>0
0z

9Ce (21) _ 2=100, t>0
0z

La velocidad y el coeficiente de difusién son

v=1m/dia

D=0.2m?/dia

Los parametros de decaimiento no lineal estan dados por:
Vi=1/dia ;i=12

m

Ki=0.1mg/It;i=12

K12 - 2
kK, =05
B = 0.2mg/ It

Para mas detalle de estos parametros ver el Anexo F.
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Especie 2
Py {comp._nrgAnica)

C{x,t), mg/1

R ! |
' xx Especie 1 i
(oxigeno) - :
)/ 8
. E

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 c

X, m

Figura 6.4. Resultados del ejemplo 6.4 para Taylor-Fréchet ELLAM, t =68
dias.

iter 0 iter1 iter2 iter3 iter10
Gauss-Seidel (Vag
et al., 1996)
A=0.5 8.29638 |8.42899 |8.44523 [8.44640 |8.44753
A=0.6 8.31282 |8.47270 |8.49535 [8.49712 |8.49980
Taylor-Fréchet 8.34168 |8.48527 |8.50314 |8.50831 |8.51072
ELLAM

Cuadro 6.1. Comparacién de resultados para el ejemplo 6.4.

La interpretacion fisica de los resultados es como sigue: inicialmente hay
una concentracion de 3 mg/lt de oxigeno disuelto (especie 1), con una
poblacién constante de microorganismos (0.2mg/It). Estos microorganismos,
al tomar por alimento al contaminante organico, empiezan a metabolizarlo de
tal forma que sus requerimientos de oxigeno empiezan a ser mayores. Por lo
tanto, cuando el contaminante empieza a moverse, los microorganismos
comienzan a consumir simultdneamente los dos componentes.

El valor de ki,=2 significa que se consumiran dos unidades de oxigeno por
cada unidad de compuesto organico. Es decir, como la concentracion
inicial de oxigeno es 3, esto sugiere que para un estado permanente,
cuando la concentraciéon del oxigeno sea nula, el valor del contaminante
tendra una concentracién de 8.5. Como no existe solucién exacta para tal
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problema, este valor de 8.5 se podra usar como una verificacién para
conocer la aproximacion de la solucion numérica. Asimismo en la figura
6.4 la solucién “exacta” es obtenida a través de un esquema en diferencias
finitas usando una malla muy fina con un incremento espacial de 0.125, y
un incremento en el tiempo de 0.001. Los nimeros de Courant y de Péclét
fueron de 0.008 y 0.625 respectivamente.

Los resultados también se comparan con los reportados por (Vag et al.,
1996). Aqui se toma el criterio de que para un estado permanente, en
donde el oxigeno ha sido consumido por completo, el contaminante
organico toma un valor de 8.5. Por ello, en el cuadro 6.1 se muestran los
valores de la concentracion de la especie 2 para esta condicién
comparandolos con la técnica propuesta (Taylor-Fréchet ELLAM) con los
mejores resultados obtenidos con una técnica de linealizacion Gauss-
Seidel (G-S) y que son reportados en Vag et al. ,1999. En la figura 6.4
también se muestran los resultados obtenidos con Taylo-Fréchet ELLAM,
donde el nimero delante de la leyenda “iter” indica el numero de
iteraciones realizadas. En todos estos resultados el incremento espacial
fue de 1.0 y el incremento en el tiempo de 1.7. Los numeros de Courant y
de Péclét fueron de 1.7 y 5 respectivamente. Como puede observarse en
la figura 6.4, los resultados muestran un comportamiento muy aceptable
(incluso en el procedimiento no iterativo) de acuerdo con lo mencionado
anteriormente.

6.1.1.4. Conclusiones

Se presenté una comparacién de la técnica de linealizacion tipo Picard, con
la técnica de linealizacion Taylor-Fréchet, para resolver la ecuacion de
adveccion difusion-reaccion no lineal a través de ELLAM. La comparacion se
ilustra a través de tres ejemplos en donde uno de ellos es un sistema de dos
ecuaciones que describen un proceso de biodegradaciéon aerobia. En los
ejemplos 6.2 y 6.3 se muestra la ventaja de la técnica propuesta cuando se
compara con una técnica de linealizacion clasica tipo Picard, en donde se
usa una aproximacion del tipo: k(O™ )= k(O"). La diferencia se muestra
sobre todo en el ejemplo 6.3, en donde la linealizacion tipo Picard presenta
problemas de convergencia. En el ejemplo 6.4 la comparacion se hace con
una técnica de linealizacion Gauss-Seidel en donde las aproximaciones se
hacen siguiendo las lineas caracteristicas. Los resultados de la técnica
desarrollada en esta tesis son mejores para procedimientos no iterativos, o
con pocas iteraciones. La metodologia puede ser aplicada a cualquier
sistema ADR no lineal.
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6.1.2. En dos dimensiones

Considérese la ecuacion de adveccion-difusién-reacciéon no lineal, en dos
dimensiones, escrita en forma vectorial como:

((C)EE;—f+VoVC—V.(DVC)+/((C)C: fix,y)e Qte [O,T] (6.10)

Sujeta a cualquiera de las siguientes condiciones de frontera y a la condicién
inicial:

c(x,y,t)=h(x,y,t),

—DVcen=hy(xy.t)
[ve—Dvec)lem=hy(x,y.t)(x,y)e Qe (0,T]
c(x,y,.0)=Cy.(X,y)e Q

(6.10a)

donde c¢ es la concentracién del soluto; v, el vector de velocidades; D, es
tensor de dispersion; k, un coeficiente de decaimiento de primer orden, el
cual es una funcidén no lineal de la concentracién; n, es un vector unitario
perpendicular a la frontera dQ y f es una funcién que representa la pérdida

0 ganancia de masa.

Linealizacién tipo Picard

De manera analoga que en la ecuacién (6.1), una técnica de linealizacion
tipo Picard transforma la ecuacién (6.10) en:

E(C)sg—‘t:+V-vc—V-(DVc)+k(c*)c=f,(x,y) (6.11)

donde c*= ¢c(x*,y* 1) indica que el coeficiente k esta evaluado en un valor
previo en el tiempo (o iteracién), siguiendo las lineas caracteristicas. De
acuerdo con ello, el operador en la ecuacién (6.11) es lineal.

La primera forma débil de la ecuacién (6.11) es

=Y S—

[lece)-flwix,pdadt =0 (6.12)

donde se observa que esta ecuacion es andloga a la (3.84) del capitulo 3.
Por lo tanto, el procedimiento que sigue es como se muestra desde la
ecuacion (3.84) en adelante.
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Linealizacién tipo Taylor-Fréchet

Una expansion tipo Taylor-Fréchet en el operador no lineal ¢(e) de la
ecuacién (6.10) sera:

e +&)=1(c)+ due;c)+olef )+ f(x,y) (6.13)

donde d¢(¢;C) es la derivada de Fréchet de primer orden del operador
¢(-), la cual, por definicion, es un operador lineal en & y depende
paramétricamente de €. Si en la ecuacion (6.13) se desprecian los

términos de orden &2, la ecuacion se transforma en:
de(&;c)=—4(c)+f(x,y) (6.14)

De manera analoga a como se desarroll6 en el inciso 4.1.3 del capitulo 4,
se comprueba que la ecuacién (6.14) se transforma en:

%+V°V6—VO(DV6)+R(5)6=—%?—VOV5+V°(DV5)—k(5)(—2+f,(X,y)

ot
(6.15)

donde k(t)=k(¢ }+k'(c)c. La ecuaciéon (6.15) es lineal en &, por lo que
ELLAM puede ser aplicado.

La primera forma débil de la ecuacién (6.15) es:

_[T o k(e
§+VOV6—VQ(DV6)+ (C)6i|WdQ.dt:
Q g (6.16)
I J‘[_aa_‘;_vov5+Vo(DVE)—k(Zf)6+f(x,y)}wdet
Q 0

la cual es similar, en ambos miembros, a la ecuacién (3.85) del capitulo 3.
Por lo tanto, el procedimiento que sigue es como se indica a partir de la
ecuacion (3.85).

El primer miembro de la ecuacién (6.16) se expresa, para cada paso en el
tiempo, en términos de la funcién de correccién & (incégnita), y el miembro
de la derecha en términos de la funcién de referencia ¢ (que es conocida).
Si se emplea una estrategia no iterativa, la ecuaciéon (6.16) se resuelve
directamente para &, mientras que si el algoritmo (4.9) del capitulo 4 es
usado para aplicar un procedimiento iterativo, la ecuacion (6.16) debe de
aplicarse para encontrar &en las respectivas iteraciones.
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6.1.2.1. Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 6.5

El dominio espacio-tiempo Q, , esta definido por un cuadrado de

200X200 y T=50. La condici6n inicial y las condiciones de frontera son
(figura 6.5):

10 : _
c(x,y,t=0) xe[0,10]; ye[75125];
0 de otra manera
c=0; x=0, ye [75,1251, t>0

c,=0;, x=200, yel[0,200], t>0
c,=0; y=200, xel[0,200] t>0
c,=0; y=0, xe[0,200] t>0

La velocidad y el coeficiente de difusiobn son: v=2, v,=0;
D,=D, =D, =D, =0. El coeficiente de reaccion es K=0.
ELLAM 2D Lineal: Dirichlet(x=0,y=70..130)=10
Vx=2, Vy=0, dx-dy=10 dt=5, Ns=2, k=0, D=0.0, t=00
i —y=200
o Saa o _._______"__-%95 = 10-11
e i y_ i Ly=185 =910
C=O ¢ 5 } i e ~y=175
. 2 B S P - ____ s e _y:165 .8_9
! 5 ol w +y=155
Cobo-y=145 m7-8
b =y=135
_y—125 .6‘7
ik s 35 S o 115 )
CX—O =105, 056
~y=95 04-5
: = oe -_v—85
| - : ~y=75 - 34
P =65
i £ 15 } % _y=55 |
PLPLPLELVL LT s 12
l_ _ | , LC—Q SRR . ! =5 w0
[ e e l.:::.l Py H T e e | r i :I |:‘i ry=0
2 8 8 8 8 2 8 8 8 3
SRR T T T A W
X

Figura 6.5. Condiciones iniciales y de frontera para el ejemplo 6.5.
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Este problema corresponde a un problema de adveccion pura, en donde el
pulso inicial se transportara a lo largo del eje x conservando su forma en
todo momento. El objetivo de este ejemplo es probar el funcionamiento de
la metodologia bidimensional en la condiciéon extrema (Pe=c).

El dominio espacial se ha dividido en 20 elementos en ambas direcciones,
de tal forma que se tienen 400 celdas. En el tiempo se han usado
incrementos de 5 unidades.

La solucién analitica para este ejemplo son del tipo x-vt la cual dard una
forma muy sencilla de comprobar los resultados.

Los resultados obtenidos se muestran en las siguientes figuras:

ELLAM 2D Lineal: Dirichlet(x=0,y=70..130)=10
Vx=2, Vy=0, dx=dy=10, dt=5, Ns=2, k=0, D=0.0, t=25
- : -y=200

o -y=105 B10-11
e me-0
-y=165 B 8-9
~-y=155
po-y=145 m7-8
~y=135 .
—y=125 B6-7
-y=115 :
~y=105, 056
-y=95 C14-5
= ——y=85
‘Y:75 *_3_4
1 —y:65 _
| ~y=55 ...‘.2:3
s oo - —y=45
s sl el Leess 1'_2_
: ; T P o e Sl tiyeg 104
C;'.lylillilllIl%l”l‘l‘!llllﬁ.y:o
o wn Ty} 'e] w0 [7e] [Te] n wn wn 0
11 ~ o [Fol P~ [s)] — [ap] w0 P~ [s)]
x [ 1] 1 i 13 -— - — -— -—
> > > > > 4] n £ It i
> x > > >
X

Figura 6.6. Resultados del ejemplo 6.5 para t=25, vista en planta.
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ELLAM 2D Lineal: Dirichlet(x=0,y=70..130)=10
Vx=2, Vy=0, dx=dy=10, dt=5, Ns=2, k=0, D=0.0, t=50
'j"f_"_" E T ‘.'__3 ™ ""'_"_?:' Pl B W B S ) o "T—Y:ZOD
ot | ' Foatond C-y=195
=1 1 —y=185
e —y=175
Ce e —y=165

Figura 6.7. Resultados del ejemplo 6.5 para t=50, vista en planta.

ELLAM 2D Lineal: Dirichlet(x=0,y=70..130)=10
Vx=2, Vy=0, dx=dy=10, dt=5, Ns=2, k=0, D=0.0, t=50

11
10

T2

18

6
5 C

4

T3

2

.‘

0

-1

o %

0 i ~ &

“ife e f L

LI T WL >
X *i§“> Y

Figura 6.8. Resultados del ejemplo 6.5 para t=50, vista en isométrico.
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En la figura 6.9 se realiza una comparacién de los resultados anteriores con
una solucién en elemento finito (Tipo Galerkin y Crank-Nicholson). La gréfica
corresponde al corte central a lo largo del eje x para el tiempo t=50.

Comparacion ELLAM - FEM
Vx=2, Vy=0, K=0, D=0, t=50

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X

Figura 6.9. Comparacion de resultados del ejemplo 6.5 con elemento finito
para t=50.

Los parametros de calculo usados estan indicados en el cuadro siguiente:

Solucién At Az

T-F ELLAM 5.0 10

EF (elemento finito) |4.55x10™ [10

T-F ELLAM estd usando una malla en el espacio similar a la que usa
elemento finito, sin embargo ELLAM usa una malla en el tiempo cien mil
veces mas grande que el método euleriano. Es decir, mientras que ELLAM
utilizé 10 intervalos en el tiempo elemento finito utilizé alrededor de un millén
de incrementos temporales.

Obsérvece que a pesar de que elemento finito usé una malla en el tiempo
muy densa sus resultados oscllan alrededor del valor exacto. Esto era de
esperarse, debido a que esta metodologia presenta fuertes errores de fase
como fué comprobado en el capitulo 5. Por el contrario, ELLAM da valores
exactos en cada uno de los nodos.
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Ejemplo 6.6

En este ejemplo se consideran los mismos datos y condiciones del ejemplo
6.5 pero con la diferencia de que ahora el coeficiente de reaccion k(c), en la
ecuacion 6.10 esta dada por: k( C) =0.010002C/(C+0.001), en consecuencia

es un problema no lineal en donde la funcién de decaimiento esta dada por
k( C).

La figura 6.10 muestra los resultados obtenidos con T-F ELLAM y con una
solucion en diferencias finitas del tipo explicito.

Comparacion ELLAM vs. DF
V=2, K=0.010002C/{C+0.001), D=0, t=50

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X

Figura 6.10. Comparacién de resultados del ejemplo 6.6 con diferencias
finitas para t=50.

Los parametros de calculo usados estan indicados en el cuadro siguiente:

Solucién At Az

T-F ELLAM 5.0 10

DF (Diferencias finitag) [5.0" 1.0

De nuevo en este problema el método euleriano presenta fuertes
oscilaciones alrededor del valor exacto. En este ejemplo la metodologia en
diferencias finitas utiliza una malla temporal diez mil veces mas densa, y en
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el espacio el incremento es diez veces menor respecto a la que utiliza T-F
ELLAM.

6.1.2.2. Conclusiones

Se presentaron varios ejemplos que solucionan la ecuacion de adveccion-
difusién-reaccion para problemas lineales y no lineales para la condicion
extrema de adveccion pura (D=0). En todos los ejemplos, se mostré la
ventaja de T-F ELLAM respecto a las metodologias tipo euleriano. Las
soluciones proporcionadas por T-F ELLAM carecen de escilaciones no
fisicas mientras que las de tipo euleriano estan plagadas de este tipo de
oscilaciones debido a errores de fase como fue probado en el capitulo 5.
Estos problemas comprueban que ELLAM conserva sus ventajas para
problemas no lineales al usar malla en el espacio y en el tiempo menos
densas que las que usa diferencias finitas y elemento finito.



Solucion de la ecuacion de transporte y flujo no lineales via ELLAM 190

6.2. Ecuacion de Richards

6.2.1. En una dimension
6.2.1.1. Linealizacion tipo Picard

En el inciso (4.2.2) se mostré que una técnica de linealizacién tipo Picard
para la ecuacién de Richards se puede escribir como:

N(w)=S(u(z:t )2

9 [ kpwlzr o0 ¥ _ 9K(W(Z't")) oy ©17
- o[ w3 Y| AN
donde N(y) es un operador lineal.
La primera forma débil de la ecuacién (6.17) es:
T]N(w)w(x,t)dzdt =0 (6.18)
o 0

la cual corresponde de nuevo a la ecuacion (3.3) del capitulo 3. Por lo tanto,
el desarrollo que sigue es igual al mostrado en ese capitulo. En él se puede
usar una funcién de peso lineal o una funcién de peso constante. Si se
requiere implementar un procedimiento iterativo, la ecuaciéon (6.18) sigue
siendo valida con la salvedad de que ahora esta ecuacion se debe resolver
para cada iteracion. Obsérvese que la velocidad advectiva asociada con las
lineas caracteristicas es ahora d K /oy .

6.2.1.2. Linealizacion tipo Taylor-Fréchet

El siguiente desarrollo se basa en un trabajo presentado por Arroyo y
Aldama (2000), Arroyo y Aldama (2002).

En el inciso 4.2.3 del capitulo 4 se observé que una expansion de Taylor-
Fréchet transforma la ecuacién de Richards en:

w_9 v
stw) -2 Ktw e k) 5,

(6.19)
Y 9

+S(0)50 - 0 ks K(w) 32+ 59=0
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7 , an = i a(p
K_K — N — r
donde (W{'/-%- ],S-S(W} t

ELLAM considera la primera forma débil de la ecuacion (6.19) obtenida

como:.

[ o - kosscwE ssotcanea-
(§)—F——| KU+ K(§)— |+ S0 w(z thzdt =
; ot 9 9z

z

T L
[ j{ v +—Z[K(w+f<(w)a ‘Vﬂw(z,t Jdzat
0 0

z

Al integrar por partes la ecuacién (6.20) resulta:

T L
S(w)aﬁptw_) dzdt — I J‘%HK\? + K(ir/)(z)—f‘g]w]dzdtﬁL
0 0

d
3y aw Tt w  ow

dzat - S -K—-Sw|pazat =
9z 9z " Jﬂ(q”at oz W}]’Z

TL
_S(v )-a(‘gtl) dzdt + H%HK(W )+ K(y )?Z]Jw}dzdt -
0

ﬂkw—K(w)—K(w}aw}?d ot

T L
J J‘[S(W)——K%%—Sw}wdzdnj I(S‘ww)dzdt
0 0 0

(6.20)

(6.21)

Es conveniente hacer algunas observaciones respecto a la ecuacion
(6.21). ELLAM propone que la cuarta integral que aparece en ambos
miembros de la ecuacién se anule, eligiéndose sobre este hecho la
funcidn de peso w(zt). Por otra parte, la férmula de Green transforma la
segunda integral de ambos miembros en una integral de frontera. La
ultima integral resulta de artificios algebraicos. De estas observaciones, la

ecuacion (6.21) se transforma en:
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T L
j IS(W }a(g’t ) dzdt—j c{[i‘(tﬁK(w }g—gjown(z)anH
0 0 0
T L
[ IK(w)gi’% dzdt =
0 0
(6.22)
T L
J' J'— S(w )a(g’tw) dzdt + I K(w)+K(w )]- wn(z)oQat -
g 0 0 oQ
)

L
J{qu K(y)- K(w}aw}—dzdm'[ ISww)dzdt

0 0

en donde n(z) es un vector unitario normal dirigido hacia afuera en 9Q

(frontera del dominio), para un problema unidimensional, 9Q consiste de
dos puntos Oy L, de tal forma que n(0)=-1yn(L)=1.

Consideremos ademas que el dominio Q,,, esta subdividido en un namero
de subdominios Q7" =[z,_,,2,z,.+,,2]x[t”,t””]de longitud Az;, con nodo z;
en el centro, tal que z,,,,,, =z +(Az /2), donde iy nson enteros. Segun
la ecuacion (6.22), para cada subdominio se tiene que:

j IS( )a(q’ ) ot - I{K\IHK(W q’]-wq(z)agdm

n+1
1" Zyy2

[ ] kew at -

v Zae (6.23)

rH-I
Ziiys2

j j S(w)a("’w)dzdm I{K(wHK(W)?Z]]-wn(z)ant—

t" Ziy,2 t7 aQ

I{K&p K(w)- K(q;)aﬂ?J% dzdt + I I+J.(§wq7)dzdt

1" Ziy2

awawd

n+1
" Z 42

1" Zig2
Eleccion de la funcién de peso w(z,t)

Consideremos que a cada subdominio i se le asigna una funcion de peso
w;(z,t).Como se mencion6 anteriormente, ELLAM propone que la funcion

de peso satisfaga la siguiente ecuacion:

W Kow S, 624
ot S(w)dz S(v)
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Noétese que si en la ecuacién (6.24) se hace v=K/S(w) yy=5/5(v),
ésta se puede escribir de la forma siguiente:

ow ow
= v _w=0 6.24a
ot Y 0z w ( )

la cual es una ecuaciéon de adveccién-reaccién. Por lo tanto, v es la
velocidad con que viajan las lineas caracteristicas y y es el término

reactivo.

Existe un numero infinito de funciones que satisfacen esta ecuacion
(6.24a); sin embargo, es conveniente seleccionar la funcién méas sencilla.
En la practica, las funciones mas sencillas son funciones que sean
constantes en el espacio o que varien linealmente. La eleccion de una u
otra es por conveniencia, ya que en el capitulo 5 ha sido demostrado que
las propiedades de propagacién son similares. En general, en este
trabajo se elegira una funcibn de peso constante en el espacio y
exponencialmente variable en el tiempo, definida como:

t

ydf
wi(z,t)=qe" ;(z,t)e[z,-_,/z,z,.+,/2]x[t",t"+’] (6.25)
0 de otra forma.

Esta eleccion implica que en la ecuacién (6.23), ow, /dz sea una funcién
deltaenz_,,,yz.,,,. Ademas, considerando una aproximacion totalmente

implicita para las integrales temporales, la ecuacién (6.23) se transforma
en:

Zivi/2 L
[S27 W) W(z, ™ Jexp(v}" Atjdz— [SI (w) §(2,0" W (2,0" )bz B
0

Zits2

n+ 0 n+ 0 n+ n+
+K; 1(W{a_(§(zi—1/2:t 1)At(zi—1/2)_a_(§(zi+1/2rt 1)At(zi+1/2)dz}eXP(Yi 'At) =

Zivis2 L
[=SM (W) w(2,t™ Jexp(y} At )dz+ [S]7 (§) W(2,t" W,(2,1" )dz + B2+
0

Ziiys2

[RW— K(y) - Kk(y)°¥

n+1 n+1
- 0
az} A2, 170)- [Kw - K(y)- K(w—a‘l’] Al(2172)

i-1/2 i+1/2

+ [(Sw) exp(y]An)AL 2)

Zi_ys2

(6.26)
donde se ha hecho:



Solucion de la ecuacion de transporte y flujo no lineales via ELLAM 194

[n.t

_ 29).
B1 = Ji[}?\pm(wg] W n(z)aQat

v (6.26a)

lnvl

B2 = J Kw)+ k()2 |o W nzp0dt
2 0z

Obsérvese que en las ecuaciones (6.26) se ha introducido la funcién de
peso aproximada W tal y como fue definida en la ecuacion (3.36) del
capitulo 3.

Por otra parte, se comprueba (Anexo B) que:

lnvy

~B1-B2= J q'qz-wq(z)agdt (6.26D)

" oQ

donde g; es el flujo de Darcy.

Para simplificar la escritura de la ecuacién (6.26), sean /c una variable que
involucra integrales con la funcién de correccion ¥, e Ir una variable que

involucra integrales con la funcién de referencia v, definidas de la forma
siguiente:

Zi1y2

o= [SI" (W) B(z,t™ Jexp(y]"'At)az +

1

24,2

n+ a n+ a n+ n+
K; I(W{a—Z(Zi—I/Z!t 1)At(zi—1/2)_a_(g(zi+1/2!t I)At(zm/z)dz}e)(p(% 'At)

Ziviy2
Ir="[-S1 (W) w(z,t"" Jexp(v]" at)dz +
Zio1/2

[KW K(y)- K(w)g—ﬂ

n+1

n+1
a -
At(zi-r/z)‘[KW—K(W)‘K(W)a_i{} At(Z;,1/5)
i-1/2 i+1/2
+ [(8w)™ expryatat(z)

(6.27)

por lo tanto la ecuacién (6.26) se escribe como:
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,I‘hl

L
Ic+ J' J'qz s wn(z)dQat = Ir + S J'((pw)"w,(z,r")dz (6.28)
Q 0

,I‘l
en donde se ha empleado la ecuacion (6.26b).

De acuerdo a la nomenclatura usada en ELLAM, en la ecuacion (6.28) en
la integral de correccion (/c) e integral de referencia (/r) estan contenidas
las integrales en el tiempo "' asi como las integrales de términos
difusivos para la funcion de correcciéon y la funcibn de referencia,
respectivamente. El segundo término del primer miembro representa el
flujo de frontera y sera nulo cuando las lineas caracteristicas no crucen
las fronteras. El Gltimo término del segundo miembro es la integral en el
tiempo {". El calculo de estas integrales se realiza de manera andloga a
como fue presentado en los subincisos 3.1.7.1 y 3.1.7.2 del capitulo 3. En
el anexo C, se muestran los calculos para los nodos internos y fronteras
de entrada y salida.

6.2.1.3. Ejemplos de aplicacion
Ejemplo 6.7

Considérese una columna de suelo de 20 cm de altura donde se tiene una
carga de presién de -10 cm en la superficie. En la base de la columna la
carga de presién es cero la cual corresponde a un estado de saturacion.

Las caracteristicas hidrodindmicas son: humedad residual, 6, =0.026;
humedad de saturacion, 6, =0.35; parametro empirico, y,=-7.69cm;

indice de distribucién de tamafos de poros, n=7.94; conductividad
hidraulica a saturacién, k, =0.281cm/s, y parametro especifico de

almacenamiento, S, =0.
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Figura 6.11. Comparacién entre resultados Taylor-Fréchet ELLAM vy
diferencias finitas.

En la figura 6.11, se muestran los resultados obtenidos al solucionar la
ecuacion de Richards con ELLAM y con una técnica de diferencias finitas
conocida como interpolacion integral (Arroyo 1994). La solucién “exacta”
es obtenida con el mismo programa de diferencias finitas, pero utilizando
una malla excesivamente fina.

Se observa que ELLAM da soluciones exactas, mientras que el método de
interpolacién integral para el mismo nivel de aproximacién diverge de la
solucion.

ELLAM 6.666cm | 2s
' Dif. finitas
“exacta”  [0.4cm 0.1s |

Cuadro 6.1. Parametros de célculo para el ejemplo 6.7

El cuadro 6.1 muestra los parametros empleados en este ejemplo. ELLAM
permite utilizar incrementos en el tiempo 20 veces mas grandes mientras
que los incrementos en el espacio son casi 17 veces mayores.



Solucién de la ecuacion de transporte y flujo no lineales via ELLAM 197

Ejemplo 6.8

Este ejemplo corresponde a un problema de redistribucion (flujo nulo en la
superficie) en un suelo de 5 metros de profundidad. La condicion inicial es
una condicién muy cercana a la saturacion —0.4m en la superficie y —
0.0675m en la parte inferior. Las condiciones de frontera son tipo dirichlet
en la parte inferior igual a —0.0675m, y en la superficie de tercer tipo (flujo
de Darcy nulo).

Las caracteristicas hidrodinamicas son: humedad residual, 6, =0.15;
humedad de saturacién, 6, =0.38; parametro empirico, y,=-1.2m;

indice de distribucién de tamaros de poros, n=4; conductividad
hidraulica a saturacién, k,=0.01m/h, y parametro especifico de

almacenamiento, S, =0.0001.

[ [——HyDp1

0 T-F ELLAMA
o HYD2

x T-F ELLAM2
a FD

Figura 6.12. Comparacion entre resultados Taylor-Fréchet ELLAM,
diferencias finitas y elemento finito.

En la figura 6.12 las leyendas indican lo siguiente:
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HYD corresponde al programa HYDRUS que utiliza elemeto finito (paquete
comercial). FD corresponde a un esquema en diferencias. T-F ELLAM
corresponde a la metodologia propuesta (Taylor-Fréchét ELLAM).
Adicionalmente a estas leyendas se adicionaron otros términos los cuales
se explican a continuacion.

HYD1 corresponde a una malla fina (pero que no se puede considerar
como exacta como se explica mas adelante). HYD2 corresponde a una
malla gruesa de las mismas dimensiones que T-F ELLAM1. FD
corresponde a una malla fina. T-F ELLAM 2 corresponde a una malla un
poco mas fina que la usada en T-F ELLAM1.

Método At hr Az, m
HYD1 0.01 0.1
FD 0.1 0.1
T-F ELLAM1 1 1
HYD2
| T-F ELLAM2 0.25 0.5

Cuadro 6.2. Parametros de calculo para el ejemplo 6.8.

De nuevo las dos soluciones T-F ELLAM son consistentes, tanto para el
tiempo de 1 hora como el de 70000 horas.

Para los HYD los resultados son inconsistentes, siendo muy notoria para
el tiempo de 70000.

El método FD da resultados igual al de HYD para 1 hora, pero en 70000
ya no se obtuvieron resultados porque se desestabilizé6 antes de que se
llegara a este tiempo.

Con relacion a HYD1 se esperaba que este se refiriera como la solucion
“‘exacta” pero muestra inconsistencias, incluso, ya para el tiempo de 70000
los resultados deben corresponder a un estado de equilibrio como es
alcanzado por los T-F ELLAM. Por ello se concluye que los T-F ELLAM
dan los resultados mas satisfactorios.

Ejemplo 6.9

Con el fin de ver el comportamiento de la soluciones de acuerdo a un
numero determinado de iteraciones se resuelve este ejemplo, en el cual se
simula infiltracién en una columna de suelo de 1.25 m con un contenido
inicial de humedad y que corresponde a una carga de presion de —1.5 m.
La condicién en la superficie es un flujo constante tipo Darcy de 0.0008
m/h. El tiempo de simulaciéon es de 120 h. Los datos fueron obtenidos de
Paniconi et al. (1991).
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Las caracteristicas hidrodindmicas son: humedad residual, 6, =0.15;
humedad de saturacion, 6, =0.38; parametro empirico, y,=-1.2m;

indice de distribucién de tamafios de poros, n=4; conductividad
hidraulica a saturacién, k, =0.0004 m/h, y parametro especifico de

almacenamiento, S, =0.0001.

0 02 04 06 08 1 12 14

0.1 OOAJ ‘ N "
T 5 y T 512130 exacta

-0.1 1 J 0 T-FELLAMO

-0.3 - (o)

e -0.5 1 )

€ o’

g -0.7 Oo

o =10
o 0.9 !

1.1

1.3

-1.5 :::-----------;--;--;------'.--..

Figura 6.13. Resultados del ejemplo 6.9 sin iteraciones.
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Figura 6.14. Resultados del ejemplo 6.9 con una iteracién.
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0 02 04 06 08 1 12 14
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Figura 6.15. Resultados del ejemplo 6.9 con cinco iteraciones.
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Figura 6.16. Resultados del ejemplo 6.9 con diez iteraciones.

En la figura 6.13—6.16, Hydrus corresponde al programa HYDRUS. FD
corresponde al esquema en diferencias. T-F ELLAM corresponde a la
metodologia propuesta (Taylor-Fréchét ELLAM). El nimero delante de las
leyendas indica el numero de iteracions efectuadas.
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La solucion “exacta” es obtenida a través del método de diferencias finitas
con una malla muy fina y con 50 iteraciones. Los parametros de calculo se
muestran a continuacion:

' Método At,hr  [Az m
“exacta” 0.01 0.00833
DF, EF 2 0.041

'T-F ELLAM 2 0.041

Cuadro 6.3. Parametros de calculo para el ejemplo 6.9.

La figura 6.13 muestra los resultados sin efectuar iteraciones, se observa
que diferencias finitas y T-F ELLAM tienen discrepancias (como era de
esperarse) sin embargo la mejor aproximacion se obtiene con T-F ELLAM.
La solucion DF presenta fuertes problemas de convergencia en la medida
de que avanza el proceso de infiltracién. Por otra parte, la solucién HYD
no se presenta debido a que el programa no contempla esta opcion.

En la figuras de la 6.14 a la 6.16 se puede observar la rapidez de
convergencia a la solucién “exacta’, mientras que T-F ELLAM da
soluciones muy satisfactorias (incluso valores exactos) los otros dos
métodos aln presentan algunas diferencias significativas.

Ejemplo 6.10

Este ejemplo es similar al ejemplo 6.9, la diferencia es que se estan
considerando algunas condiciones de frontera mas extremas como se
mencionan a continuacién: La condicion inicial corresponde a una carga
de presion de -3.0 m (suelo mas seco). La condicion en la superficie es un
flujo constante tipo Darcy de 0.0002 m/h (mayor intensidad de flujo). El
tiempo de simulacién es de 400 h.

Las caracteristicas hidrodinamicas son: humedad residual, 6, =0.15;
humedad de saturacion, 6, =0.38; parametro empirico, y,=-1.2m;

indice de distribucién de tamafos de poros, n=4; conductividad
hidraulica a saturacion, k,=0.01m/h, y parametro especifico de

almacenamiento, S, =0.0001.
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0 02 04 06 08 1 12 14
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Figura 6.17. Resultados del ejemplo 6.10 con una iteracion.
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Figura 6.18. Resultados del ejemplo 6.10 con cinco iteraciones.
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0 02 04 06 08 1 12 14 "exacta"
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Figura 6.19. Resultados del ejemplo 6.10 con diez iteraciones.

En este tipo de problemas como la condicion inicial corresponde a un
suelo muy seco, cerca de la humedad residual 6=0.15, los modelos
numéricos requieren mallas excesivamente finas.

En el ejemplo anterior, las graficas muestran ya algunos problemas de
convergencia para los esquemas en diferencias finitas y elemento finito,
sin embargo estas se mejoran en la medida que se aumenta el nimero de
iteraciones. Hasta ahi pareciera que todo funciona bien y las ventajas de
usar una u otra metodologia se resuelve a realizar mas o menos
iteraciones. Pero que sucede si las condiciones iniciales y de frontera se
vuelven mas criticas, en este caso las metodologias de elemento finito y
diferencias finitas ya no convergen, incluso si las iteraciones crecen
excesivamente.

Lo anterior, se puede ver en las figuras 6.17-6.19, en donde se muestran
los resultados para una, cinco, diez y cien iteraciones. En los resultados
de diferencias finitas y elemento finito, los errores de discretizacion son
tan grandes que las soluciones no convergen. Por ello se requiere que las
mallas espacio-temporales sean muy finas. Las soluciones obtenidas por
la metodologia Taylor-Frechet ELLAM, desde una iteracién ya muestra su
propiedad de convergencia. Las diferencia que muestran los resultados
obtenidos por T-F ELLAM vy la solucién “exacta”, no es problema de
convergencia sino la exactitud con la que se soluciona la integral de masa
en el tiempo anterior entre las celdas internas que tiene que ver con el
numero de subintervalos de integracion (NS) y la incorporacion de los
puntos estratégicos de integracién como se menciona en el capitulo 3. En



Solucion de la ecuacion de transporte y flujo no lineales via ELLAM 204

estos ejemplos se ha utilizado NS=2 que corresponde al nivel mas bajo de
aproximacion.

La solucién “exacta” es obtenida a través del método de diferencias finitas
con una malla muy fina y con 50 iteraciones. Los pardmetros de célculo se
muestran a continuacién:

Método At, hr Az,'m
“exacta” 0.01 0.00466
DF 20 0.041
'T-F ELLAM 20 0.041

| Cuadro 6.4. Paréfnetros de 6élcu|o pa'ra el ejemplo 6.10.

En T-F ELLAM el incremento en el espacio es 10 veces mayor y en el
tiempo 2000 veces mayor respecto a la solucién “exacta”.

Si mantenemos para la solucién en diferencias finitas y elemento finito la
misma malla en el espacio que la usada en los ejemplos anteriores
(Az=0.041 m), y si utlizamos cinco iteraciones, se requerira un incremento
en el tiempo de una hora (At=1 h) para tener el mismo nivel de
aproximacion que la obtenida con T-F ELLAM, es decir, se necesita una
malla en el tiempo 20 veces mas fina con diferencias finitas y elemento
finito. Esto se ilustra en la figura 6.20, incluso se observan para la solucién
en diferencias finitas algunos puntos fuera de la solucién. La solucién en
Hydrus se aproxima mejor.

0 02 04 06 08 1 12 14
-1.1 f ' ' ' ' ' — | "exacta"
©0 T-FELLAMS
+ DF5
A Hydrus 5

Presién, m

Figura 6.20. Resultados del ejemplo 6.10 con el mismo grado de
aproximacion entre DF, Hydrus y T-F ELLAM.
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6.2.1.4. Conclusiones

Se presentan varias soluciones numéricas de la ecuaciéon de Richards en
una dimensiéon mediante ELLAM. La ventaja de esta técnica en relacion
con las técnicas tradicionales de diferencias finitas y elemento finito es
que permite manejar incrementos en el espacio e intervalos relativamente
mas grandes, sin presentar problemas de resolucion espacial y de
convergencia. Esta metodologia puede ser generalizada a dos o fres
dimensiones incorporando cualquier tipo de condicién de frontera. En el
siguiente inciso se verd la aplicaciéon en dos dimensiones. Los resultados
mostradados corresponden a una de las primeras aplicaciones de ELLAM
para resolver la ecuacién de Richards, lo que permite concluir que ELLAM
se puede aplicar a la solucién de problemas altamente no lineales,
siemnpre y cuando la técnica de linealizacién sea apropiada.
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6.2.2. En dos dimensiones
Linealizacion tipo Picard

Una version linealizada de la ecuacién de Richards en dos dimensiones,
segun la ecuacion (4.25) del capitulo 4, se puede escribir como:

)= (S(y(x"2"t") )%Xaztti) _

2 [K(wx 2 )2 ¥ (xzt"”)]

+ai[K(\y(x z" t”)) (xzt"”)]+K(\y(x z" tn))a\y(xa;zt””) 0
(6.29)

donde v (x*z*t") es la proyeccion hacia atras de v (x,zt™*"), siguiendo la
linea caracteristica. También se puede usar la proyeccién en y (x,z,t").

Para simplificar la escritura de la ecuacién (6.29) se escribira como:

_cxOW 0 (. .0V) O, .0V  OY
ty)=S* W _ O [0 V| O (1.0 V) yudV_g 6.30
(W)=5"5 az( az] ax[K ax] Koz (6.30)

donde se ha hecho que S*=S(y(x*z*1")); K=Ky, (x*z"1")); K'*=0K" /oy .
Asimismo, en forma vectorial, la ecuacién (6.30) se puede escribir como:

dy)=S *%—“tﬁv ek yk-Ve(K*Vy)=0, (xz)eQtel0,T] (6.30a)

donde K* es el tensor de conductividad hidraulica y k el vector unitario en
la direccién vertical z.

En la ecuacion (6.30), ¢(w) es un operador diferencial lineal, por lo que se
puede aplicar ELLAM como se rmuestra a continuacion:

L.a primera forma débil de la ecuacién (6.30) es
[ Jlecw)Iwmix.z.paaar =0 (6.31)
0 Q

Haciendo uso de la ecuacién (6.30a), la ecuacion (6.31) se transforma en:
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]

Empleando en la ecuacién (6.32) la formula de diferenciacion:

ﬂS'aw Vek"yk-Ve(K* V\u)}w(xzt) 0 (6.32)

Q

(wy)=wy +yw (6.33)
se llega a:

(Vek™yk)w=Ve(k™ykw)-Kk™ykeVw

[V e (K*Vy)lw=Ve[(K*Vy)w|-(K*Vy)e Vi (6.34)

Por lo tanto, la ecuacién (6.32) se transforma en:

T

II((\WWdet IHs*a(‘VW) s*\yaa"t" Vo (k™ykw) +y(k"Ke Vw)
0 Q

—Vo[(K*V\y)w]+(K Vy)eVw }dQdt =

;
= I HS*%—VO(k’*\ykkw)—V0[(K*V\y)w]+(K*V\|J)0Vw

0 Q

[ S *aa—vtv+ K"K o Vw}dﬂdt =0

(6.35)

Si se escoge que la funcién de peso w(x,zt) anule el dltimo término de la
ecuacion (6.35), esta ecuacion se reduce a:

|

La ecuaci6n (6.36) sugiere dividir el intervalo [0,T] en una suma finita de

{S*a(\lfw) Ve [(k \Vk+K'V\V)W]+(K V\y)oVw}det (6.36)

Q

N
intervalos Z[t"”—t"], tal que At=[t"“—t"]. Por ello, esta ecuacion
n=0

aplicada a un intervalo [t”*’ - t”] se escribe como:

In4l a W)

| HS*%+(K*V\|})OVW}de!—B=O (6.37)
" Q

donde el segundo término se ha convertido, a través de la férmula de
Green, en una integral de frontera definida por:
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net

-
B= j J(k'*wk + K *Viy JeqwdSdt = 0 (6.38)

[19]

dS representa una diferencial de frontera. Esta integral representara la
integral de flujo de frontera.

Por otra parte, considérese el espacio dividido en un conjunto de celdas
de dimensiones (Ax;Az;) centradas en el nodo(x,z), tal que

X172 =X 2AX; /2, z,.,,,=2;+Az;/2, de modo que a cada celda se
asocia una funcion de pesow;(x,zt). La region en ™" correspondiente a
la celda /,j se denotara cong; . Esta region, al ser advectada hacia atras en
t", se denotara con &; (figura 3.29).

Segun estas indicaciones, la ecuacién (6.37) puede ser resuelta para la
region §; de la forma siguiente:

"™ 242X, 2
f f f {S*a(\gtw)+(K*V\y)oVw}dxdzdt—B=0 (6.39)

[ FRYPY SyP
donde B es el flujo de frontera definido por la ecuacion (6.38).

Empleando una aproximacién totalmente implicita de la ecuacion (6.39),
se obtiene:

Zj+1/2Xi01/2
*N+1
_[ 'rS [(\y Wi )i gzit) — (WW; )(x,z,l")] dxdz

2 exs (6.40)

Zj1/2 X012
+ I J‘[(K*VWPVW,, xzgm DX, Z2)axdz =B =0

Zigs2Xic1/2

Para los ejes principales x,y,z el tensor de la conductividad hidraulica
queda definido por:

K, .
0 K,
0 0 K,

0
0 (6.41)

Por lo tanto, el término de la conductividad hidraulica en la ecuacion (6.40)
para las direcciones x-z, queda definido de la forma siguiente:
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. 8w « Oy | ow| . oy 492
[(K*vy)evw |= LK ax}raz{K ”az} (6.42)

Sustituyendo la ecuacién (6.42) en (6.40), se obtiene

Zis1/2Xi01)2
IS (X, Z,t™ wy(x,z2,t™ Jdxdz

Ziys2%i-1/72

Zj+1/2Xi09/ 2 ow X ail’ ow . LW (6.43)
+ ] [ax [K & axJAt(X’z) +$[K az) M0 Z)] e

Ziys2%ioq/2 (x,2"")

~-B= _[S *n+1 \Iln(X,Z,tn)W,-j(X,Z,tn)Cf;'
&

La ecuacion (6.43) es la aplicacion de ELLAM a la ecuacién (6.30), y sera
la ecuacion de base para la solucidon numérica. Esta ecuacion es la
version bidimensional de la (6.17). De nuevo, la primera integral sera
referida como la integral en el tiempo ™*'; la segunda como integral del
término difusivo, y la primera integral del segundo miembro sera la integral
en el tiempo 1.

Eleccion de la funcion de peso

Como se mencioné en la ecuacidén (6.35), la funcién de peso debe
satisfacer la siguiente ecuacion:

—s*aa—vt"+k'*k Vw=0 (6.44)

Al desarrollarla, queda:

ow Kow (6.44a)
ot 59z

Se escogera la funcién de peso tipo constante definida por:

1, X(t"xzt)et, te|tn "]

(6.45)
0 de ofra manera.

w[,(x,z,t)z{

donde las lineas -caracteristicas viajaran con la velocidad k"/S™
Obsérvese en la ecuacion (6.44) que a pesar de ser el problema
bidimensional, las lineas caracteristicas a tomarse en cuenta son las
definidas en el plano t-z.
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Evaluacion de las integrales

De acuerdo con la definicién de la funciéon de peso dada por la ecuacién
(6.45), ow/oxyow/dz seran una funcion delta de Dirac. Por lo tanto, la
ecuacion (6.43) se transformara en:

Zje1/2Xi0572
'[S *n+] \jln”(X,Z)dXdZ

Zi1/2%i-1/2

Ziv1/2 n+1 n+1
¥ ,[ [K*xxg_\i,!] At("',--,/z'zi)—[K' a_\yj At(x,.+,,2,z,-)]dz

xx
Zjgs2L i-t172),] ox ie(172),j
(6.46)
Xivrs2[ a\ll n+1 a\lf n+1
+ I [K'zz ——] At(x;,z )—[K*a —] At(x;,z )|dx
Xiys2L 9z i,j-(172) e 9z i,j+(1/2) e

-B=|S*""y (x,2,t" )w; (x,2,t" )o&"
&

donde los Al(x; z) estaran definidos por:

At(x;,z;)=t"" —t"(x;,2;)

N(Xi1/2),2;) =" =t(Xi 172, 2;) (6.47)
At(xi,Z;_(1/2) )=t"" - tt(xirzj—(l/Z))

siendo los tiempos: t'(x;,z;); t" (X, (1,2),2;); t'(X;,2;.1,2)) |0S tiempos en

que respectivamente, una caracteristica pudiera interceptar una frontera
. . 1
desde (x;,z;,t™ ) (X, (172),2;t"7 )i (X2 1/ 2):t™" ) -

En general, las integrales que aparecen en la ecuaci6on (6.46) seran
evaluadas de manera andloga a como se procedi6é en el inciso 3.4.6 del
capitulo 3. En el Anexo D se muestran estos célculos.

Linealizacion tipo Taylor-Fréchet

Se demuestra, seglin la ecuaciéon (4.34) del capitulo 4, que una
linealizacion tipo Taylor-Fréchet esta dada por:
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awa
0z

+S(wa—“’-%{ w+K(w£]—5;{m+K(wg—ﬂ+§w=0

stw) ¥ {K(w K(wa‘ﬂ [K(W%qﬂ

(6.48)

donde K = K'(W{ng} L=K (W)aw S= '(qy)%l;

Considerando que la ecuacién (6.48) debe resolverse para la funcion de
correccion §(x,z,t), en forma vectorial esta ecuacién se puede escribir
como:

69)= (V) 5L~V e vy —V o (K(¥)V9)+ 57 =
(6.49)
S(w)—+V (K(w)vw)+aK(W), (x,z)e Qtel0,T]

donde se considera que el vector de velocidades en el plano x-z esta
definido por:

v=Li+Kk (6.50)

Obsérvese gue la ecuacion (6.49), para la funcién de correccion ¢(x,z,t),

es una ecuacion lineal de adveccién-difusion-reaccion, como la ecuacion
(3.82) vista en el capitulo 3. Por lo tanto, se puede aplicar ELLAM para
resolverla como a continuacién se muestra.

ELLAM considera la primera forma débil de la ecuacién (6.49) obtenida
como:

stw/ 2 -vevo-v. (K(w)79) 45| w(x,z,t)-

c-__,ﬂ O-__)*{

f[— S(w)%l:+ Ve (K(Y)Vy)+ KR)] w(x,z,t), (x,z)eQ, tel0,T]
Q
(6.51)

Empleando en la ecuacidon (6.51) la formula de diferenciacién
(wy)'=wvy' + vy w', se obtiene:

(Vovp)w="Ve(viw)-vyeVw

[V o (K(W)V\'p)] w=Ve [(K(W)V\'P)W]— (K(YVG)eVw (6.52)
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por lo tanto, la ecuacién (6.51) se escribe como:

IH 3(‘1"”)+(Kv<p) oVw -V e[(viw)+ (KV{ W]

—W[S%—V; —veVw- S‘"w}}dﬂdt =

J’J’{ a(“’w) ~ (KVG + KK)s Vw +V o [K(y )Jkw + (KVy W] - Syw - vy e Vw

- W{S%—V;’ ~VeVw-— §w}}dﬂdt
(6.53)

Es conveniente hacer algunas observaciones respecto a la ecuacion
(6.53). ELLAM propone que la funcién de peso w(x,zt) anule la Gltima
integral de ambos miembros de la ecuacién. Por otra parte, la férmula de
Green transforma la tercera integral de ambos miembros en una integral
de frontera. El cuarto y quinto término del miembro derecho resultan de
artificios algebraicos. De estas observaciones, la ecuacion (6.53) se
transforma en:

T T
J’J’{ a((pw)+(KV(p) Vw}dﬂdt J' J'[(vqr)+(Kv<p)]-q wdSdt =
0 Q 0 9Q
;
J’H a(“’w) — (KVY + KK)e Vw - Syw - VWOVW}det J'J'[(K(qz)hkvw)]-qwdsm
0 Q 0

(6.54)
dS representa una diferencial de frontera y 7 es un vector unitario
perpendicular a la frontera oQ.

La ecuacion (6.54) sugiere dividir el intervalo [0,7] en una suma finita de
N
intervalos Z[t”” —t”], tal queAt=[t"*’ -t”]. Por ello, esta ecuacion,

n=0

aplicada a un intervalo [t”*’ ~ t”] se escribe como:

J' J’{s% +(KV{)e VW}det _Bi=
(6.55)

IH a(‘VW) ~(KVY +KK)e Vw — Syw — vq]oVw}det+BZ

donde se ha hecho:
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B = j j[(wp)+(qur)]-q wdSdit
" o (6.56)

ln‘l

B2 = j j[(K(xp JK + KV )]e n wdSat

1" Q

Por otra parte, considérese el espacio dividido en un conjunto de celdas
de dimensiones (Ax;Az;) centradas en el nodo(x;z;), tal que

Xi1y2 = X, 2AX /25 2,4,, =2, #Az; /2. De tal forma que a cada celda se
asocia una funcién de pesow;(x,zt). La region en ™" correspondiente a
la celda /,j se denotard cong; . Esta region al ser advectada hacia atras en

", se denotara coné; (figura 3.29).

Con estas indicaciones la ecuacién (6.55) puede ser resuelta para la
region &; de la forma siguiente:

ln:[i z,-,,:[/zx,-,,i[,,{sa(—q;l;vil2

+(KV)e Vw,-l}dxdzdt— B1 =

n
" Zjg/2Xicys2

"™ Zigs2 X000 a W -
I I f {—S (q;t")—(KVILHKR)OVW,-I-—SWW,I-—VWOVW,-I}dxddeBQ

n
U Zyq4,2X2

(6.57)
donde B71y B2 estan definidas por la ecuacion (6.56).

Empleando una aproximacién totalmente implicita de la ecuacion (6.57),
se obtiene:

s i‘:rzs”ﬂ [(WWU )(x,z,lnw) —(gw; )(X'Z"")Ldez

Zj—172Xi1s2

Zj1/2Xivy g2
* I f[(WW)°VW,-,-][X,Z,,m,)At(x,z)dxdz—B1:
2jys2Xi-1/2 (658)

Zje172Xi41s2
[-sm (0w, )~ (T ) ez
Zjyr2X-172
Zj+112 X4y 2
+ [ fl-ve-kvg-Kk)evw; ~Sw,],  atix,2)dxdz+ B2

Zy1s2Xi-1/2

Para los ejes principales x,y,z el tensor de la conductividad hidrallica
queda definido como se indica en la expresién (6.41). Por lo tanto, el
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término de la conductividad hidraulica, en la ecuacion (6.58) y para las
direcciones x-z queda definido de la forma siguiente:

(kv )s v, = i [K ‘L‘P} L [K a_‘q

a XX zz
X . ax aaz . 0z ; ; (6.59)
Kvy + KR)s v, | = 20k OV |, Wil _E} KW
v+ k) w"] ax[”ax}az{”az“L”az
Y, para el término de la velocidad, segun la expresion (6.50), es:
_ow ow._
vgeVw, =Ly-—L+Ky-_' (6.60)
ox 0z

Sustituyendo la ecuacién (6.59) y (6.60) en la ecuacion (6.58), se obtiene:

2js172 X472

J‘ S,,H[(Ww‘i Kysarer) ~ (OW, )(“',n)]dxdz

2jg72X,172

Zje172 X572 aw am aW a‘p
TWK X |l+—L K, % Al(x,2)dxdz - Bl =
+ J‘ J‘ |: ox [ = aX]+ 0z [ i az]jl(x.z.l"”) el

Zjog72Xicir2
2ja172 Xiay72

J‘_ S"”[(WWI/ bezyrer) (T W, )(x,z,ln)]dXdz

Ziys2Xicir2

Zj4172 Xp4572
. J J aw,-L Ty-K vy +% _Ry-K aﬂ—Kzz -Syw, At(x,z)dxdz+ B2
ox X Z 9z ! vot™)

Zi172%i-172

(6.61)

La ecuacion (6.61) representa la aplicacion de ELLAM a la ecuacion
(6.48), y sera la ecuacion de base para la solucidn numérica. Esta
ecuacion es la version bidimensional de la ecuacién (6.23).

Eleccion de la funcion de peso

Como se menciond a proposito de la ecuacion (6.53), la funcién de peso
debe satisfacer la siguiente ecuacion:

s%g_v.vW_§w=o (6.62)

Considerando la ecuacién (6.50) al desarrollar la ecuacion (6.62), se
obtiene:

ow Low Kow S
oW _LoWw RAoW o - 6.63
ot Sax saz s”70 (6:63)
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Si en la ecuacioén (6.63) se hace v, =L/S(y),v,=K/S(w) yy=5/5(y),
la misma ecuacién se puede escribir de la forma siguiente:

ow ow ow

v v _ww=0 6.63a
ot “ox oz ™ (6.632)
la cual es una ecuacion de adveccién-reaccion. Por lo tanto, v, es la
velocidad a la que viajan las lineas caracteristicas en la direccién x, v, es
la velocidad a la que viajan las lineas caracteristicas en la direccién z, y vy

es el término reactivo. Es importante observar que a diferencia de la
ecuacion (6.44), obtenida en la linealizacién tipo Picard, en la ecuacion
(6.63) las lineas caracteristicas en los planos f-x y t-z son tomadas en
cuenta, como era de esperarse.

De manera anéloga a como se ha mostrado anteriormente, se elegira una
funcién de peso constante en el espacio y exponencialmente variable en
el tiempo, definida como:

frat
wi(x,zt)=qe” ;(x,z,t)e[x,._,/2,x,+,,2]x[z,_,,2,zl-+,,2]x{t",t”‘“’] (6.64)

0, de otra forma

Esta eleccion implica que en la ecuacion (6.61) ow; /ox; ow; /dz sea una

funcién delta. Ademas, considerando una aproximacién totalmente

implicita para las integrales temporales, la ecuacién (6.61) se transforma
en:
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Zjs1r2 Xi41s2

J S5 9(x, 2,17 ) exp(v;* At Joxdlz - fsa"-”w(x, 2,0 W, (x, 2,17}

Zi 172%i-172 1)

giad
X Jic(112), ax

Ziv1/2 a(p n+! a(p n+1
+ j[[Kx, a“] A% 1y 2),2; )—[K ] At(x,.+,,,2,,z,)]exp(y,.”’m)dz
i+(1/2),j

Zjy/2
Xie12 n+1 n+!
d
+ [K” B—Z] At(xi'zi—(r/z)"[Kzz ?] At(xi:zi+(1/2))] eXP(Y?”AI)dX
X172 ij-(172) Z /i i+(1/2)
-B1=

’ qu S,,'-”'W(x, z,t””)exp(y;’”At Jaxdz - JS,’-’*’W(X, 2, t")M-(x, z, t")dQ
Zi_1/2Xi-1/2 Q
Zi4y/2 [[ _ aW]
+ J -Lly+K,

X Jict172).i

n+1 n+1
- d +
AUXiq1/2),2)) - (— Ly + K, _W] Af(xm(:/z)'z;):\ exp(y;*'At )oz
2 0re i+(172),]
Xisi2 - aW n+1! _ aW ]
+ ~-Ky+K,—L+K At(x;, 2 —|-Ky+K,—+K
J‘ \:{ v z735 Zz]i,,'—(v/z) (X:,2Z;11/2) v 25 z

n+1

At(x;, z;+(1/2)):| exp(y}*'At Jax

Xi—y/2 ij+(1/2)

+ J J[— §W];:;)At(x, z)exp(y™'At Jdxdz + B2
Ziys2Xi-1/72

(6.65)
donde:

Bi= [ [lvw)+(kvy)len W,asat
S (6.65a)

lml

B2= j ﬂ(K(tp )&+ KV )lep W, dSat

1" aQ

obsérvese que en la ecuaciones (6.65) se ha introducido la funcién de
peso aproximada W;, tal y como fue definida en la ecuacién (3.36) del
capitulo 3. Los At(x; z) estan definidos por la relacion (6.47).

Por otra parte, se comprueba (Anexo B) que:

tn+1

_BI-B2-= j cj.q-wn(z)aﬂdt (6.66)

t" oQ
donde g es el flujo de Darcy.
En general, las integrales que aparecen en la ecuacion (6.65) seran

evaluadas de manera andloga a como se procedi6 en el inciso 3.4.6 del
capitulo 3. En el Anexo E se muestran estos calculos.
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6.2.2.1. Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 6.11

Con el fin de depurar el cddigo del programa en dos dimensiones, se
resuelve este ejemplo. El cual corresponde a un problema en una
dimensién.

Esta aplicacién simula infiltracién en una columna de suelo de 1.25 m x
1.25 m de ancho. La condicién inicial es una condicién uniforme de
humedad en toda la columna que corresponde a una presién de —3m, la
condicion de frontera en la superficie es una condicién tipo Dirichlet con un
valor de la presién de —1.0m. En la parte inferior (z=0) la condicion de
frontera es también tipo Dirichlet con un valor de la presion de -3.0m.

Las caracteristicas hidrodindmicas son: humedad residual, 0, =0.15;
humedad de saturacion, 6, =0.38; parametro empirico, y,=-1.2m;

indice de distribucién de tamanos de poros, n=4; conductividad
hidraulica a saturacién, 4, =0.0004 m/h, y pardmetro especifico de
almacenamiento, S, = 0.0001.

—"exacta”

O T-FELLAM 10
A EF10

M T-F ELLAM 120
A EF120

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

z,m

Figura 6.21. Comparacién entre resultados Taylor-Fréchet ELLAM,
diferencias finitas y elemento finito del ejemplo 6.11.

En la figura 6.21 las leyendas indican lo siguiente:

“exacta”, corresponde a una solucién en diferencias finitas para una malla
muy fina para los tiempos de 10 h y 120 h.
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T-F ELLAM 10, corresponde a la solucion para un tiempo de 10 horas
obtenida a través de la metodologia Taylor-Fréchét ELLAM.

T-F ELLAM 120, corresponde a la solucién para un tiempo de 120 horas
obtenida a través de la metodologia Taylor-Fréchét ELLAM

EF 10, es la solucién para un tiempo de 10 horas obtenida a través de
elemento finito (hydrus).

EF 120, es la solucion para un tiempo de 120 horas obtenida a través de
elemento finito (hydrus).

'Solucién At,hr [Azm |
_exacta 0.01 0.00833 |
T-F ELLAM 10, 120 |1.0 0.125
'EF 10, 120 1.0 0.125

Cuadro 6.3. Parametros de calculo para el ejemplo 6.11.

Observando las graficas se muestra que las soluciones obtenidas con T-F
ELLAM concuerdan muy satisfactoriamente con los valores “exactos” en
los nodos correspondientes, mientras que las soluciones obtenidas con
elemento finito presentan una fuerte discrepancia.

El cuadro de parametros de calculo indica que las soluciones de T-F
ELLAM y de elemento finito son cien veces menos densas en el tiempo y
quince veces menos densas en el espacio. Sin embargo, las soluciones
obtenidas con elemento finito dejan de ser satisfactorias.

Ejemplo 6.12

Este ejemplo en dos dimensiones corresponde a una infiltracién de una
lamina parcial de agua en una columna de suelo de 5.0 m x 5.0 m. La
condicion inicial es una condicién uniforme de humedad en toda la
columna que corresponde a una presién de —1.0 m. La condicion de
frontera en la superficie (z=5) es una condicion tipo Neumann con un flujo
de Darcy de 0.01 m/h dada en la porcion que ocupa la lamina central,
fuera de la regiéon de la lamina la condicion es de flujo nulo. En la cara
inferior (z=0) la condicién de frontera es tipo Dirichlet con un valor de la
presion de —1.0 m. En las demas fronteras la condicién es un gradiente
nulo. La lamina parcial de agua mide 1.0 m de ancho y es simétrica
respecto al centro de la columna.
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Las caracteristicas hidrodindmicas son: humedad residual, 8, =0.15;
humedad de saturacién, 6, =0.38; pardmetro empirico, y,=-1.2m;

indice de distribucion de tamafos de poros, n=4; conductividad
hidraulica a saturacién, k,=0.01m/h, y parametro especifico de

almacenamiento, 5, = 0.0001.

a—w(OSXSZ,Z:5,t)=—1 ﬂ(33x£5,z=5,t):—1
02 02

q,(2<x<3,z=5,t)=0.01

o _
% (X=021)=0 ?"(x:5,z,t)=0
X

v (x,z,t=0)=-1.0

y(x,z=0,t)=-1.0

Figura 6.22. Condiciones iniciales y de frontera del ejemplo 6.12.

La solucion “exacta” fue obtenida con una solucion en diferencias finitas
centrada en el espacio y totalmente implicita en el tiempo. Con el fin de no
emplear mucho tiempo de maquina para la obtencion de esta solucion (en
una computadora personal una solucién muy fina puede tardar varios dias,
incluso algunas semanas) se eligié la aproximacién obtenida con la malla
espacio temporal menos densa para la cual la diferencia en los resultados
fueran no significativos respecto a una malla méas fina. El procedimiento
fué el siguiente.

Fijo un intervalo de tiempo At, se obtuvieron las soluciones variando el
incremento espacial (Ax=AZz). Para cada uno de los cortes y para una serie
de tiempos elegidos, se obtuvo la integral del cuadrado de las diferencias
dividida por la longitud del corte y sumada ésta para el nUmero total de -
cortes y tiempos elegidos (este resultado es llamado pardmetro de
diferencia). Este paramétro se obtuvo entre dos intervalos espaciales
contiguos. Se realizd una gréfica entre el parametro de diferencia
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(ordenada) y el incremento del tiempo, At (abcisa). El niimero de cortes
fueron cuatro: dos verticales (x=0, x=2.5), y dos horizontales (z=2.5,
z=5.0). El nimero de tiempos elegidos fueron tres (t=10, 20 y 30). Los
resultados son mostrados en la figura 6.23.

Lamina Parclal Superior
Efecto de variar el paso de Integracién, con dx=dz=0.125

£.0ece

€.6005 1--

008CE - —

e
@
&
=3

e
a
S
=4
*

Pardmetro de Difersncia

€.6002 4-

6OC8Z ————————— =

[ X1 TIE E—

: i )

— ] | ; . :: ! !

¢ bt :

[} .5 ) 15 2 2% 2 2e B B
dt

Figura 6.23. Eleccion del incremento temporal del ejemplo 6.12.

En la figura anterior se puede ver que entre un incremento en el tiempo de
0.125 y 0.25 la diferencia es la minima, por lo tanto la solucién numérica

empleando un At=0.25 corresponde a la malla temporal menos densa para
la cual la diferencia de los resultados, respecto a una malla temporal méas
fina, no es significativa.

Seleccionando At=0.25, se realizd6 el mismo procedimiento pero ahora
variando el incremento espacial Ax=Az. Los resultado se muestran el la
figura 6.24, en donde se observa que el valor es Ax=Az=0.125.
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Lamina Parcial Superior
Etecto de refinar Ja malla (dx=dz) con dt=1

c.c18

i | f-
; | |
0.012 SR S I 8 Sl D=t | 2
! : i !
i H 1 1
i | !
| | i
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i ! i
1 i
| i I i !
£e1z R BE— i W N— — —t " — r S
| { !
£ | i | _
| i i ! |
£ oo 4- . F i - = : SR e
H i ! ! i
§ €.608 i i ity s _ ] ol e e oo
| i H
5
£ i q
2 i
o

| 1 |
G oot 4- i - | I

i | i
[ [ e — S S, S— SOV SR

Figura 6.24. Eleccién del incremento espacial en el ejemplo 6.12.

A continuacion se muestran las soluciones obtenidas con diferencias
finitas (“solucién exacta”), y las obtenidas con ELLAM y elemento finito
para diferentes tiempos.
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Richards: Lamina Supenc Paaial con q—0.01, eciands con pei=-1
Diferoncios Firkas txmdza0 125 3=0.25

! Ly

a 1 2 3 4 5

Figura 6.25. Solucién “exacta” del ejemplo 6.12 para t=30 h.

Rxchards Lamng Suocsior Parcia con qu-0.01. inciando con psi-1
Diéerencas Frstas dradse(). 125 0025

Figura 6.26. Solucion “exacta” del ejemplo 6.12 para =500 h.



Solucion de la ecuacion de transporte y flujo no lineales via ELLAM 223

Rrchardy: Lamina Supencn Parcasd con 0-0.01. meciando con psis-1
Ditevencias Frdag dxsdze0, 125 4«1 25
t = (00

Figura 6.27. Solucion “exacta” del ejemplo 6.12 para t=1000 h.

Como se puede observar en las figuras 6.26 y 6.27 el fendmeno alcanza
un estado practicamente permanente. Para estos tiempos se compararon
la metodologia propuesta y una solucién en elemento finito obtenida a
traveés de Hydrus. Los resultados son los siguientes:

Rcharde Lamna Superio Paicial con qe-0 0. inciando con ptr-1
TFELLAM dx=dze(). 125 d1a25, 2 lteraciones.

Figura 6.28. Solucién del ejemplo 6.12 con T-F ELLAM y dos iteraciones.
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Richads Lammna Superior Pacsdl con g=-0.01. rciando con psi-1
Picasd ELLAM: dixwdlz=0 125 w25, 2 lteraciones
¢~ 1000 5
r ik
: /2

|
|
|
|
|
|

o
N
wl—
-~
@

Figura 6.29. Solucién del ejemplo 6.12 con Picard ELLAM y dos itera
ciones.

Richards' Lamina Superior Parcial con =-0L01. inkciando con ps=-1
Hydrus dimdz=0. 125 k=25, 2 teraciones
t . 1000

Figura 6.30. Solucion del ejemplo 6.12 con Elemento finito y dos
iteraciones.
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Al comparar los resultados anteriores para un corte vertical en x=2.5y un
corte horizontal en z=5 en el tiempo t=1000, se obtiene:

Richards: Lamina Superior Parcial con g=-0.01, iniciando con psi=-1
dx=dz=0.128, dt=25, 2 teraciones
Corte Vertical en x=2.5, para t=1000

—Exaca
+  Poarg ELial!
¢ TFELLAM

} A Hycras

Preslon (psh)
i

Pos:cion Vertical (z)

Figura 6.31. Comparacion de resultados del ejemplo 6.12 para un corte
vertical en x=2.5.

Richards: Lamina Superior Parcial con g=-0.01, inictando con psi=-1
dx=dz=0.125, dt=25, 2 iteraciones
Corte Horizontal en y=85, para t=1000

E ——Exacta
:g 2 +  Poard BLLAN
Té | ] o TFELLAK
[ i H A Hyotug
T
| :
: | | !
<1 H T +
| + + :
T me——ta = o E——
; . |
e = S, T E== O SRR po- '].'“
i L | | i
H | i | i
| |
¢ [ 1 1€ Z

Posicion Horizontal tx)

Figura 6.32. Comparacion de resultados del ejemplo 6.12 para un corte
horizontal en z=5.
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Para la obtencidon de estos resultados se utiliza un incremento en el tiempo
cien veces mayor respecto al usado en la solucion exacta. Como se
observa en las figuras anteriores, para T-F ELLAM las soluciones son
idénticas con la “exacta” con solo dos iteraciones. La solucion con
elemento finito (Hydrus) presenta diferencias apreciables. Sorprenden las
soluciones obtenidas con ELLAM cuando se usa una linealizacion tipo
Picard, al respecto esto se explica con mas detalle en el anexo H.

Ejemplo 6.13

En este ejemplo las propiedades hidrodinamicas y las condiciones iniciales
del suelo son reportadas en Celia et al., (1987), y estan obtenidas de
mediciones en campo. Las expresiones son:

~3.3085

1343 |y Y < —29.48
Ky)=
0.3589)y " y>-29.48
0.6829-0.09524 Injy|  y<-29.48
6(y)=
0.4531-0.02732Inly| ¢ >-29.48
( z-5
0.2-(0.05)| =2 5<7<65
60
0(x,z,0)="

0.2 z<5

Las unidades de longitud y tiempo son centimetros y minutos
respectivamente. La columna de suelo mide 50 cm de ancho y 65 cm de
alto. A la columna se le aplica una lamina parcial en el extremo superior
izquierdo con las siguientes condiciones de frontera.
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0(0<x<8,z=65,1)=0.38 ‘;“’(85)(350,2:65,t):—1
zZ

E(_))—\)I(I(X:O,Z,t)zo ?;:(X:SO,ZJ):O

o(x,z=0,t)=0.2

Figura 6.33. Condiciones de frontera del ejemplo 6.13.

Al igual que el ejemplo anterior, la solucion “exacta” fue elegida con el mismo
procedimiento. Los resultados de éste se muestran a continuacion.

Lamina Parcial Superior lzquierda
Efecto de variar el paso de integracién, con dx=dz=1

150¢ [
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¥ i |
i | ; {
—_— | i : |
| ; ]
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— H
1
C —
ts 1 15 2 2z 3

dt

Figura 6.34. Eleccién del incremento temporal del ejemplo 6.13.
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Lamina Parclal Superior Izquierda
Efecto de refinar 1a maila (dx~dz} con dt=1

2560 - -

P
3
|
|
|
|
t
|

&

=

a
i

Parénetro de diforencla

6 4 —— e —_— } |

I

dz

Figura 6.35. Eleccion del incremento espacial del ejemplo 6.13.

A continuacién se muestran las soluciones obtenidas con diferencias
finitas (“solucién exacta”), y las obtenidas con ELLAM. Con elemento finito
no se muestran los resultados debido a que no se tiene la opcion de
introducir las propiedades hidrodinamicas como fueron mencionadas
anteriormente.
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Ruchath Liming Parcsal Supex Lrauserda
Dloiecaa Fridas deel, dzet. 401

T ——T
|
i
op— N T——; — — St O
T
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. )
]
=G s o 7
1
|
10! Ao T LT T S
i
| I |
o i e £ ,{ il o
1 |
L i ==
10 Fil " ] « 50

Figura 6.36. Solucion “exacta” del ejemplo 6.13 para =30 min.

Richards Lémina Pacial Suceno! soumeda
Dirvencias Frnlaz de=l. dzel, @0 1

Figura 6.37. Solucion “exacta” del ejemplo 6.13 para t=600 min.
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Rctads Limna Pacal Supom zgeeds
Difevenciat Fras de=1, dr=), @31
ta

e A R
SRR
o J ' \ \ \’

HANA

™S~
\\ N

Figura 6.38. Solucién “exacta” del ejemplo 6.13 para t=1000 min.

Los resultados siguientes son obtenidos con T-F ELLAM, Picard ELLAM y
con diferenecias finitas empleando (nicamente dos iteraciones. El
incremento espacial se conserva y el incremento temporal se aumenta
cien veces. Los resultados se comparan en dos cortes (x=0 y z=65) para
un tiempo de =1000 min.
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Richondy Liming Parcial Supont ‘rouseds
Diwencn Frtar dee] d2=1, =10 2 dmacons
1=1000 V-0

\\‘ b \{\ l\ \[ﬁ\ “\ \\
A SAN I LR 1\

-

‘. \
a1 .}_ 5 S| —\——\—*\:— i

"v- E)

0

Figura 6.39. Solucién del ejemplo 6.13 con diferencias finitas y dos
iteraciones.

Aichards Limna Paraial Supono: | auimde
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Figura 6.40. Solucién del ejemplo 6.13 con T-F ELLAM y dos iteraciones.
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Figura 6.41. Soluciéon del ejemplo 6.13 con Picard ELLAM y dos
iteraciones.
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Figura 6.42. Comparacién de resultados del ejemplo 6.13 para un corte

horizontal en z=65.
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Figura 6.43. Comparacién de resultados del ejemplo 6.13 para un corte

vertical en x=0.
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Las gréficas 6.42 y 6.43 muestran que T-F ELLAM da los mejores
resultados, mientras que los obtenidos con diferencias finitas y Picard
ELLAM presentan diferencias considerables. De nuevo sorprende los
resultados obtenidos con Picard ELLAM.

6.2.2.2. Conclusiones

Se solucionaron ejemplos en dos dimensiones. En este tipo de fendmenos
con suelos inicialmente secos resulta interesante por el hecho de que las
metodologias tradicionales requieren mallas en el tiempo y en el espacio
muy densas debido a que el frente himedo cambia abruptamente. Esto
origina que la derivada de la conductividad hidraulica respecto a la presion
sean muy grandes lo cual hace que se tenga un problema dominado
fuertemente por “adveccion”.

Estos resultados vienen a confirmar que para problemas de este tipo los
métodos eulerianos tienen problemas de convergencia, mientras que T-F
ELLAM sigue conservando sus ventajas. También estos resultados
confirman que en ELLAM, si la técnica de linealizacion no captura
apropiadamente los términos de la conductividad hidraulica se tienen
problemas de convergencia, tal como se comprueba en el inciso H.
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se ha investigado la aplicacion de ELLAM para
problemas altamente no lineales en medios porosos, con particular interés
en la ecuacion de adveccion-difusién-reaccion no lineal y de la ecuacién de
Richards. El cual fue el objetivo primordial como se menciond en el capitulo
uno.

Para implementar ELLAM a estas ecuaciones, se requirid aplicar
previamente una técnica de linealizacién debido a que el operador adjunto
s6lo existe para ecuaciones diferenciales lineales. Los métodos de
linealizacién que se usaron se basan en el empleo de una expansioén tipo
Taylor-Fréchet sobre el operador no lineal de adveccidn-difusiéon-reaccion.
Esta expansién se realizé alrededor de valores de la variable dependiente
en un paso de tiempo previo, a lo largo de las lineas caracteristicas. En
esta expansidén, los términos de segundo orden se despreciaron,
generandose asi un operador modificado lineal. Esto permitié construir un
problema lineal para el cual se pudo determinar un operador adjunto. Con
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esta estrategia se obtuvo una aproximacion de segundo orden,
independientemente de si se emplea una técnica iterativa o no iterativa.
Asimismo, la expansiéon tipo Taylor-Fréchet se puede aplicar a otros
problemas no lineales, permitiéndose de esta forma construir algoritmos
con propiedades de convergencia, atractivas para la solucién de este tipo
de problemas. ’

Se destacé que en la linealizacién tipo Picard se trata directamente con la
forma original de la ecuacion de transporte y flujo, mientras que el
procedimiento Taylor-Fréchet genera formas modificadas para ambas
ecuaciones. Especificamente, para la ecuacién de Richards con base en la
presion v, la ecuacion se transforma de una ecuacién de adveccion—
difusién a una ecuacion de adveccién-difusién-reaccién para la funciéon de

correccion; mientras que para la ecuacién con base en la humedad 6, se
conserva la forma original.

Se present6 por primera vez un andlisis de la propagacion de propiedades
numéricas para la solucién de la ecuacién lineal de adveccion-difusion-
reaccion via ELLAM. Se observ6 que, para ambas funciones de peso, y
para el caso conservativo (problema del escalén), ELLAM da soluciones
exactas, mientras que para el caso no conservativo los errores en la
amplitud son comparables con los de diferencias finitas. Sin embargo, la
gran ventaja para este caso, es que ELLAM no tiene errores de fase. Se
concluyd que no existen diferencias apreciables en si se usa una funcién
de peso constante o una de tipo lineal. Practicamente los resultados son
los mismos. Esto permitié que la funcién de peso constante se empleara
para problemas con coeficientes variables, no lineales y en multiples
dimensiones, ya que la evaluacién de las integrales que aparecen via
ELLAM, son mas sencillas de calcular.

Con el fin de verificar las ventaja y desventajas de la metodologia
propuestas se realizaron comparaciones de la técnica de linealizacién tipo
Picard, con la técnica de linealizacion Taylor-Fréchet, para resolver la
ecuaciéon de adveccion difusién-reacciéon no lineal a través de ELLAM. La
comparacion se ilustrd a través de varios ejemplos en donde uno de ellos es
un sistema de dos ecuaciones que describen un proceso de biodegradacion
aerobia. En algunos ejemplos, como se indica en el cuadro de ejemplos se
mostr6 que la linealizacién tipo Picard presentd6 problemas de
convergencia (ejemplos 6.1, 6.2 y 6.3). En otros, se mostré6 que los
resultados de la técnica desarrollada fueron obtenidos empleando
incrementos temporales y espaciales mucho mayores que los usados con
diferencias finitas y elemento finito (ejemplos 6.5, 6.6 y 6.7).

Ilgualmente para la ecuacion de flujo (ecuacién de Richards) se
presentaron varios ejemplos en donde se comprobd la ventaja de esta
técnica con relacién a las técnicas tradicionales de diferencias finitas y
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elemento finito lo que permite manejar incrementos en el espacio e
intervalos relativamente mads grandes, sin presentar problemas de
resolucion espacial y de convergencia (ejemplos 6.7-6.13). Esta
metodologia puede ser generalizada, sin mayor complicacién, a dos o tres
dimensiones incorporando cualquier tipo de frontera. Los resultados
mostrados corresponden a la primera aplicacién de ELLAM para resolver
la ecuacién de Richards, lo cual permite concluir que ELLAM se puede
aplicar a la solucién de problemas altamente no lineales, siempre y cuando
la técnica de linealizacién sea apropiada.

Todas las metodologias presentadas fueron programadas en un lenguaje
de computacion C++ cuya estructura general se puede ver en el anexo |.

Trabajo a futuro

A pesar de que el objetivo de esta investigacién se cumplié cabalmente, se
han delineado algunos temas que deben ser investigados con mayor
detalle. A continuacién se destacan algunos de ellos.

En problemas no lineales el uso de mallas dindmicas debe ser
implementado para ser mas eficiente el proceso de calculo. El uso de
estas mallas permitird colocar discretizaciones mas finas en los frentes
abruptos, mientras que fuera de estos frentes los espaciamientos entre
nodos pueden ser mas grandes. Esto implica modificar las ecuaciones
presentadas en el capitulo tres. Aunque esto es sencillo, la codificacién en
computadora debe realizarse con mucho cuidado, sobre todo debe
verificarse que para nodos internos en donde las caracteristicas no cruzan
las fronteras, entre éstos las caracteristicas no deben cruzarse.

Independientemente al uso de mallas dindmicas otro aspecto es mejorar las
subrutinas para calcular la integral de masa en el tiempo 1" y la integral de
flujo, se ha visto que si estas integrales no son bien evaluadas las soluciones
presentan oscilaciones o pueden desestabilizar la solucion. Para ello es
conveniente adicionar puntos internos de integracién dentro de cada celda
basica de integracién, por ejemplo, se ha comprobado (Healy y Ruseli, 1993)
gue al agregar puntos de integracién en los lugares donde la funcién de peso
cambia de pendiente los resultados mejoran considerablemente, sin
embargo si se adicionan muchos puntos de integracién el tiempo de calculo
aumenta sobre todo en problemas bidimensionales con un proceso iterativo.

Por otro lado, se observa también que la técnica de linealizacion de Taylor-
Fréchét en forma implicita intensifica el proceso de célculo, en realidad esto
es una desventaja con relacién a las técnicas tradicionales tipo Picard. Por
ejemplo, la técnica de Taylor Fréchét aumenta dos veces el nimero de
integrales (unas relacionadas con la funcién de correccidon y otras
relacionadas con la funcién de referencia) respecto a las que contiene la
técnica tipo Picard. Por ello es conveniente profundizar en analizar si existe
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una equivalencia para salvar el calculo de las integrales de la funcion de
referencia.

Con relacién a la ecuacién de Richards es importante seguir investigando las
ventajas y desventajas de aplicar la metodologia propuesta en este trabajo a
otras formas de representar esta ecuacién. Por ejemplo, en el capitulo cuatro
se verificé que para la ecuacién con base en la presion la metodologia de
linealizacién la transforma a una ecuaciéon de adveccion-difusién-reaccion,
mientras que para la ecuacién con base en la humedad su forma se
conserva. Podria investigarse la forma mixta (presion-humedad). Respecto a
ésto, la literatura reporta que la forma mixta de la ecuacion de Richards
presenta ventajas numeéricas sobre las otras dos, claro estd, esto se ha
investigado con las técnicas tradicionales de diferencias finitas o elemento
finito.

Lo comentado anteriormente tiene algo en comun y es el hecho de que
ELLAM intensifica de manera considerable los procesos de cdlculo en una
computadora. Esto en la practica se manifiesta en que a pesar de que
ELLAM maneja mallas menos finas con respecto a las técnicas tradicionales
tipo euleriano, pudiera en un momento dado para ciertos problemas
consumir mas tiempo de calculo. Sin embargo esto podria salvarse
estructurando los programas de tal forma de utilizar varios procesadores. Por
ejemplo, un procesador podria exclusivamente calcular la integral de flujo,
otro la integral de masa en el tiempo t", otro el seguimiento de las lineas
caracteristicas, y otro finalmente la solucién del sistema de ecuaciones. Esto
seria conveniente explorarlo.

Finaimente se comenta que las recomendaciones anteriores pueden
realizarse en un futuro inmediato, sin embargo aln faltarian otras que quizas
no son tan inmediatas, como por ejemplo empezar a investigar la aplicacion
de ELLAM para el caso de medios heterogéneos, con dominios irregulares, y
con discontinuidades en el medio.



ANEXO A

En este anexo se desarrollan los calculos de las integrales de la ecuacion
(3.100) para NS=2, y un arreglo de nodos como se indica en la figura 3.30.
La aproximacién de estas integrales se realiza a través del método del

trapecio.



Anexo A 241

Xi.y X1 X; X‘*;/Z Xivy
‘ é é L .yl'+7
: : D,y
35,D5 : Dyg ,D20 E D23 ID24
21,22 » . y,+1/2
whavsununanannns @(). ...... .® ......... weneeendanesen JJ
D, D, : 2 D,, D,
o /2 )
< N4 g N7 ) | Y
Ds,D; % 2 Dg,Dyp
Dys,Dys = t Di7,Dyg ,
S . N T cassannus ) ELECIIEPTEPETRPETY () FEPRPEREPPE P N /R
E Dy4,D15
—T n T y/-1

Figura que muestra la disposicion de los coeficientes de difusién y que se
usan en las ecuaciones siguientes.
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Nodo adyacente izquierdo:
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Nodo adyacente derecho:
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Nodo adyacente inferior:
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Nodo adyacente superior:

on| 158xAy Ay (2DAt, DoAt,  DsAt;  DiAt,  DeAts
M1 32 4 Ax 2Ay  2Ax  2Ay Ay

_Ay[ 2D,At,  DgAt, N DipAty DAt  DgAty

4 Ax 2Ax 2Ay Ay 2Ay
+ﬂ 2014At14 + D15At15 + D16At16 _ D17At17 + D18At18

4 Ay 2Ax 2Ay 2AX 2Ay
_ﬁ‘l _ 4D At 5 _ DpAt,, _ Dyl )

4 Ay Ay Ay )

M 64 4 Ax 2Ay  2Ax  2Ay Ay

+ ﬂ[_ Di3Aty, _ D;sAtys + DigAtyg ] - ﬂ{_ Dy Aty H

4 2Ax 2Ax 2Ay 4 Ay
yomi | BAXSY Ay(2D,At,  DeAty  DigAty  DipAt, DAl
MM 64 4 Ax 2Ax  2Ay Ay 2Ay

+ﬁ Di5At5 + D;;At; +D18At18 _ﬂ ~ DayAty,
4 2Ax 2Ax 2Ay 4 Ay

M 32 T 4l 2ay o 2ax 2Ay ) 4\ 2ay  2Ax 2Ay

+_A_X[~ 2D, At + DisAtys _ DAty DAL, DigAty H

4 Ay 2Ax 2Ay 20X 2Ay

M 64 4l 2ay  2ax  2May ) 4\ 2Mx  2Ax 2y

+C™ [AXA}’ _Ay[ DaAt8+_DsAt9 _ DAty 4 Ax( DAty + D,,Aty; — DigAty
MM 64 4| 2Ay T 2ax 2Ay 4| 2ax 2Ax 2Ay

+8= [ byt ylae+ [ o7 Gy by 17l
Q g

e { AxAy | g[_ D,At, DAty D4At4]+ Ax [_ DAty DAty DigAty H




Anexo A 247

Nodo esquina adyacente superior izquierda:
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Nodo esqguina superior derecha:
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+ M _ D13At13 + ?D14At1i + D15At15 + D16Aﬁ _ D17At177

4 2Ax Ay 2Ax 2Ay Ax
_ﬂ _ 4DzoAt20 _ D,y Aty,

4 Ay Ay

ot | BAXBy Ay ( 2D,At,  D,At, DyAt, .\ D,At, DsAtg

M 64 4 Ax 2Ay  2Ax 20y Ay

+ﬁ _ D13At13 _ D15At15 + D16At16 _ﬁ _ D,y Aty
2AXx 2AX 2Ay 4 Ay

Lomi [98xby  Ay( DAty D;At; DAL\ Ay( DgAtgj

EMIT 64 4l 2ay  2ax  2ay ) 4 Ax
+M _ DisAts _ 2D,At, + DisAts _ DisAtyg _ D;;Aty; ‘

4 2AXx Ay 2Ax 2Ay Ax
Lom [y Ay( D,At, DjAt; DAt

M 64 4\ 2ay  2Ax 2Ay
+ ﬂ _ D13At13 _ D15At15 _ D16At16

2AX 2AX 2Ay

+B= [[I™ (xy)at(x,y Joxdy + [0 (e y W (x,y)et
Q ¢

(A.7)
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Nodo esquina adyacente inferior izquierda:

il 25AxAy Ay (4D,At, DsAts Ay( 2D,At, DgAty D,,At, Dy At, DAt
Cr o +7 e el e + + - -

Ax Ax 4 AXx 2Ax Ay 2Ax 2Ay
+§X_ 4D,,At, " DigAtyg _Ax DigAts _ 2D20N207 " D,,At,, _ D23At23_ _ D24Af24]
4 Ay Ay 4\ 2Ax Ay Ax 2Ax 2Ay
+CJ} -— + + + -
’ 64 4 Ax 2Ax Ay 2Ax 2Ay

+ AX[DmAtra ) _ é{[DrgAtrg " DysAtyy  DpyAlyy ]il

4 Ay , 4 2ax 2AX 2Ay

N Cn+,[5AxAy+ Ay (DsAts ) Ay DBAtB_D,,At,,+D,2At,2
"1 64 4 Ax 4\ 2ax  2Ax 2Ay

_ Ax D19At19 + 2D20At20 + D21At21 _ D23At23 + D24At24
4 2Ax Ay Ax 2Ax 2Ay

L O Axdy _ Ay[ Dghly  Dy,Aty, +D12At12 _Ax[ DAty +D23At23 +D24At24
22| 64 4| 2Ax 2Ax 2Ay 4| 2ax 2AX 2Ay

+B= ”f’”’ (x,y)At(x,y )dQ + ”C"(x,y)W,-f’j”(x,y, t)aE®
Q £

(A-8)
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Nodo esquina adyacente inferior derecha:

omi| 25Axby Ay (2DiAt, DAL, DA, | Dsats _ DeAts ) Ay( 4D,At, D,,At,,]
Y 4\ Ax 2oy Ay @ 2Ax  2Ay ) 4 AX Ax

n ﬂ["DMAtM + DisAtyg ] _ﬂ[_ DygAtsq _ 2Dz Aty n DAty DpAty, _ DAty ﬂ

4 Ay Ay 4 2Ax Ay 2Ax 2Ay Ax
mi | 5AxAy  Ay( 2D,At, D,At, D,At, DsAt; DAt
+C, +—= - + + - -
" 64 4 Ax 2Ay Ay 2Ax 2Ay
+ g[ D16At16 ] _ g [_ D19At19 _ D21At21 _ D22At22 }j|

4 Ay 4 2AX 2Ax 2Ay

,,+,[5AxAy Ay( D,At, D;At; DAt Ay[ D,,At,, J
+C/ +— + + e
’ 64 4\ 2Ay 2Ax 2Ay 4 Ax

_ﬁ[_ DigAtyg + ?DzoAtzo " D21At21+ DpAt,, _ D2sAt s H

4 2Ax Ay 2Ax 2Ay  Ax

+cm! AXA}’+_A_}’ D,At, DSAt5+D6At6 _Ax _D19At19_D21At21 +D22At22
12| 64 4\ 2oy  2Ax  2Ay ) 4 2Ax 2Ax 2Ay

+B= Hf””(x,y]At(x,y)dQ + HC”(XJ)W,{’,” (X,y,t”)d‘ét
Q g

(A.9)
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Valor del flujo de frontera para el caso de frontera de primer tipo (Dirichlet):

At A}’ NST-1 NSY-1 Dxx " ”
=WTW; ;c{xo,ym,tk){—vx(xo,ym, t)-2== } WXt 0, ¥ 1) ™)

At NST-1 b\ Mz 2D, (1 ym—yj—1/2 1 .
NSTNSYC{ o %Z[ At J[Z AX[? Ay ],,(X(f’”ﬂym, tht™)

k=1 m=1

SY-
+ Ni‘ %[1 Ym~ y/]v%()((tnﬂ.oym )tm1):|

m=NEY 4 AX Ay
2

+1NST_1 il xx[ WX 0,y t W W WX 0y, £) )
2 p At AX i j-1/21 ’ j+1/27

%NZZZADX [;— }’m’A};—W]W’;(x(t"“,o,ym,t”),t"”)

X B i
+% ix (X0 0,5, 1ot )+ WX 0, 0, ),

NST NS YC{ ){NZ [ : A_ttn INZ‘Z 25;, [% - ;};_1/2 JW"(X(W Otk )
O e
S (80) Be fot ,  03,11
4321, ym—;yfw}vv,.,.()«w,o,ym,wm

2 5wl e s

A 2 X0 ) WX 0.5,

(A.10)
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Ecuacién (A.10). Continuacion (1):

At A.y n i t tn NSY/22D,0, 1 .ym—.y'—l/Z n+1 n+1
e (R D by

1NST1 D
=S (2 ey,

L 1'R%% 2D, f1 Yo Yo
T2 S~ Ax\2 Ay

1D
R X0

At A_y o NST -1 t—tn NSY /2 ZDxx 1 ym_y._ o o
*NsT ey Vit ‘%Z[km [5 (3- T i)

]W/(X( ™10, vt n)’ n+|)

k=1 m=% A.y
{NSTA g D, " N
+E Z; {kA—I]E VV,-,-(X({ 1’0’.yj—1/2’tk)’t 1)

leY/ZZD (1 .ym_.yj—1/2 et ot} men
+2 o Ax LZ Ay JVV/,(X(t ,'O,ym’[ ),t )
1

Z —= W (X(fn”,'o,yl,_‘/z,tnﬂ), t’m)}

At Ay NST-1 (

At Ay BT 2D el s
+W2N§Y ; C(Xoyy,'-uzxtk{_vx(xory,‘—uz’tk)_A—:} VVij(X(t 1'O'.yj—l/2'tk)'t l)
CXO'.y/+1/2'tk{

2D n+
V, (X, Vs b) = "—} W, (X0, ¥ o b b ™)

NST 2NSY &= Ax
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Ecuacioén (A.10).Continuacion (2):

At A 1NST‘ \ n+ n+1
+WW}/Y c(X, Yyt ){— Z [1__ JA? W, (X0, Y st ™)

1D
+ZE)“ W (X(tn+1;0'}/,'+1/2: tn): tnﬂ)

NST -1 _tk—tn NSY -1 2D .ym }’, n+' ot
31 e Yo K 0,y 1))

m=w+1 A-y

1 &5 2D .ym .y/ n+1 nY g0+t
RS A ST )}

Al Ay 41 1ML Ik -t" Dxx [X( a j n+l]
+—NST _NSY C(Xli.yjﬂlt ){E ; [ At ]AX M/:/ 0, y,+_
NST-1 t _In NSY -1 2D
508 B e s

ko Al B, AX\ Ay
L e i)
+2/\/?:27 /\gyNiy,icx Yo { AN 2D"]W,(X( "0, Y 1))
2/3;7 2/%)/ XorYjrs20 '"{ V(%02 —%}WV(X( 0, Y 1y ), 7)
2/3;7 2//\3/;/ o jurast { VX Y jurs2it -%}WV(X( "0, Y o )

At A R 1 n+ 2Dxx n+l n+t
+2NST NSyY ZC(XO ym " {_ Vx(xotymrt 1)—?:|W/(X( 0 ym )'I )

t n+ 2Dxx n+ n+1 n+
" oNST 2NSYC[ it ][ o et ’)_?}W’(X(I O )

1 2Dxx n+ N+ n+
c[ y "+‘j|: V(X yl'+1/2:tn+)__:|vvl7(x(t 1’.0’.y/+|/2’t )’I 1)

2NST 2NSY Ax
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Valor del flujo de frontera para el caso de frontera de segundo tipo
(Neumann):

NSY
At Ay ENE(1 Yo Y t-t") RS (4 _Ya— Y, -t
—C\X 1 '1t — m / '1— 1_ / -1_
(°y’ NSTNSY,,Z ;2+ Ay At +_;y Ay At

Vx(XO’ym!tk)llvij(X( nH me )rtn”)

At A 1 NST -1 tk_tn .
t ot 4 Py Z [1— ]Vx(Xo:Y,'-‘/zxtk)l'vq(x(tnﬂ XorY;—1/2:tk)rtn 1)

NST 2NSY 2 At

At A 1 NST 1 tk _tn
tSoT y s Z [1_ ]v)((XO’}/}H/Z’t‘()l/vl/(x(tn-"1 X y/ 1727 ) t"‘”)

NST 2NSY 2 4= At

At Ay y 1/2 n N+l n n+
- Nsyz[ Wl ey WX 1))

At Ay R _ Yo=Y, n n+l . ny g+t
A (s v UM ETC PR

At A 1
2NST 2Néy 5 v (Xo:y,'-uz )M//,(X(t,m X0 Yjas2

t")
At Ay ) N
" BNST ansy 3 Vo Yinre ! )w,,[x(t ‘:Xo,y,-é’t}t J}

) tn-H)

(A11)

)



Anexo A 255

Ecuacion (A.11). Continuacion (1):

% —- k _n \
—C(Xo.y,-_,,["}{ At Ay ~i‘z[l_ym Yj—\/z][1_t t ]VX(XO,ym,tk)Wl(X(tm‘ X ym )’ n+)

NST NSY & & 2 Ay At

At Ay 1% -t ,, e
+ﬁS—TZNSYEkZ1[1_ At V"(X"’yl—WZ )W(X(t1 Xor Y2t )t )

2NST NSY

At Ay 1
2NST 2NSY 2

et At Ay NST-3 % 1 Ym_'yl-x/z tk_tn NSY -1 [1_)’"7—}’,-][ tk_tn] .
~dlw,yt ){NST NSY 2 Lz[f Ay ][ At }:ﬁ%n Ay N at
V, (X Yoo W (X g, Y 8, 77)

At Ay 1Bt -1
+NST2N;V§;{ Al ]Vx(xory/-uz!tk)mj(x(t rxory/-)/zrtk)!t )

At Ay 1t -t N+, n+l
T e s & [ o e Y WX ) )

At A}’ Z[ B /1/2] (X ym ) ”(X(tm-l,.xo,ym,tn),tn+1)

(Xo'yi"/z’ [")M/‘.’_(X(["“; Xo'}/l-wz:t"); tm‘]}

At Ay e y y[ 1/2 n+1 W th+1 n+1 ) n+1
T i 3L Wl W 5 )

At Ay N 1_ym—Y,
2NST NSY &= Ay

]( Y WX 5,y 17,0

At A 1 n+ n+1 . n+ n+
WST'ZNé—YEVx(XovyH/zrt ‘)VVI}(X(I ‘rxmyj—wz!t 1):t 1)

Al Ay 1 et [ [ lj ,J}
—— —V, (X, Vi, W X xy Y
2NST 2NSY 2 (8o Yy 0 0oy
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Ecuacion (A.11). Continuacion (2):

NSY
e At A NST-17"2 1 ym _ y tk _ tn e e
S T LR A L AT

At Ay ANk _p - I
TNST 2NSY 2 kz;[ At JVX(X”yi—wz:tk)W/(X(t Y Xo'yi—wz'tk)’t )

LA At A_y NSY /2 1_ym _.yj_1/2
ONST NSY 4 |27 ay

" At Ay 1 VX(
2NST 2NSY 2

n At A KL RS Yu—VY; tk -t n+t . n+
—dmnwr%———l—z > IIL.At]nmJ%ﬂmamru%mwwxﬂ

NST NSY = 4.\ &y

VX(XQJ ym, t.n+l)W (X(tnﬂ Xo; ym’ t.n+1), t.n+1)

iy

Xo,y/-_”z,t"”)VV”(X(t"” Xo,y,_w,t"*‘), t"”)}

At A_y NSY -1 .ym .y/
TONSTNSY 4 | ay

.Y 1[1t_r_
NST 2NSY 2 & At
At Ay 1

2NST 2NSY 2

_C(XO’yjH,th,{A_tﬂ N%:“ N?:J [ym y/ ]{ fk _f" ]VX(Xo,ym,tk)W,-,-(X(thiXo,,Vm,fk), tn+1)

NSTNSY & 4 | ay At

J" (o Y WX x5,y 17) 1)

]Vx(xo:}/jn/zrtk)’Wj(X(th; Xo:ym/zrtk)r t’m)

Vx(xwyl'n/zrt"+1)W)(X(t"+1 1 Xos Y 2 t’m)’ tnﬂ)}

At Ay 1ML - . s
T8 5o (o Pl Y WX 508,
k=1

At Ay NSY -1 M N+ x(p - . 1), gt
T ONST NSY Nsy1[ Ay ]"(X Yoo W (X5 X,y 1771), 877)

At Ay 1 (

SNST N B Y oo WX 3,3, )

NST -1
k n+l . k n+1
*NST 2 WX,y 1) 00)
At n+1, n n+1
2NST h( o’.y/ )W(X(t XO’.yj’t )Yt )

+ m h(Xo, yi , tn+1)vv'l(x(tn+1 Xg , ,V,-, tn+1)’ tn+1)
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Valor del flujo de frontera para el caso de frontera de tercer tipo (Robin):

At NST 1
~ NST &
At
+—20 poy. W,
2NST 0.5, "W,
At
ONST

ho.y, L)W, (X(t™ 0.y, 6).t™)
(X(th ,_0‘ _y,', tn ), tn+1)

+ h(O.y,-, tn+1)llvij(x(tn+l ,'O, _y,',- th), tn+1)

(A.12)

donde, para la ecuacion (A.10, A.11, y A 12):

Ym ZmNSY+Y/-1/2

m es un contador que indica los puntos de integracion en una celda basica
de integracion; NST es el niUmero de subintervalos en los que se divide el
intervalo At (figura 3.23 del capitulo 3), y NSY es el numero de
subintervalos en los que se divide el intervalo Ay, Las ecuaciones
anteriores aceptan unicamente valores pares de NSY. En la figura
siguiente se muestra el caso para NSY=6.

S RRRERESEEE AYj---m e >
o T ®
Yo Yv Y2 Ys Ya Y5 Ve
Ym Ynsy

Y1 Y12 Y Yirt2 Yis1
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Integral en ", nodo interno:

Xivty2 ¥ [+1/2
_[c(x, y, t")W,,,.(X ,t"*‘)dy dx =

Xi-172Yj-1/2

n AXAy n+1 AXA,V n+1 AXAy n+1
G| 5 8+ 2 o, )+ 580 (5, )
AXA n+
C"_,”[ > yw(x t ‘)}
n AXA,V n+1 AXA,V n+t AXA,V n+1 AXA,V n+1
0l L 1, )+ 8 3, ) 2 (5, )4 220y (5, o)

AXA n+
+AX4A,V Vvij(xs;tnﬂ) AX:,VW(IQ tn+1) A)6<Ay W‘i(xﬂtnn)_'_ATgy W‘-I-(Xa,tn”)"' 64y W,-I-(}?g,t 1)}

o 1[Agjy m (}2 tm) A:(zgy W( tn+1)+ AxAy W( tm)}

n AxAy ne n | AXAY asr) . AXAY ), AXAY ns
c,,,ﬂ{ 2 W,(%,,t ‘)}+CMI[ - Wy(}?s,t 1)+—16 W, (%,, ")+ > W, (2, ¢ ‘)]
n AXA n+
+CI+1/ ‘I{ 64y M/l/(XSYt 1)j|
AXAy n+ AXAy n+l AXA,V n+1
Gl 0 o )+ 8 3, 1) 22 (. )
n AA n+
Cl+l /+1|: g4y WI; (291 t 1)jl

(A.13)
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Integral en t”, nodo adyacente izquierdo:

X372 Yj+i/2

JC(X:)’J")W,-,-(X,t””)dydxz
Xp Yj-v2
a | AXA a1 AXA ) AXAy .
C"’{ 32y W%, )+ By"Va(&J ‘)+¥Wi;(&,t ‘)}

" | XA ne
+Co;1|: 32y Vvij(xﬂt ‘):|
AXA ) AXA o\ AxAy ), AXAY o
0 2L (1, )+ L () 0 (g, )+ S 5, )
AXAy e
o ikt ‘)}

O i) S )

AXAy W ( tn+1)

16 ! A
n AXA n+
+02,,[ 64yw(x t ‘)]

o | AXA net)  AXA a1} | AXA e
+cz,[ oa Wilgs, )+ W r 107) e S W%, ')}
C§,+,[A;(Ay W;(%,, t"“)]

+ C‘7/+1|:ﬂ VV’_I_(XG, t.n+1)+ AXAy M/,}-(ng tn+1 ):|

16 64
n AxA n+
+CZ’”{ 64y W, (%, t 1)]

(A.14)
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Integral en 1”, nodo esquina adyacente superior izquierdo:

X372 Ym+i72

.[c(x, y,t") W,.,.(,? ,t"*‘)dy dx =

X0 Ym-1/2
C;’m[AXAy W5, )+ Y (g tm)}
32 '’ 8

+ C1 m|:A;\/2y W ( tn+1)+ AXA}’ W (x tn+1) A/Y4Ay W (,? tn+l) A;ng M/,I (/?5, tn+1)i|

+ C|’,7m-||iA1X2y Vvl/(’? tml) Agjy VVi(XJJ tn+1)]

n AXAy n+1 AXAy n+1
+C; [ o2 W(,?:,t )+ 6 W(,?B,t )}

i
AxAy n+

AXA ‘
+c:,m+,,{ S W (%t )}

Cn

2,m-1

n AxA net), AXA e
+C,,m+,,z[%w,,(xs,t )+ S Wils.t ‘)]

AXA
+c:m+,,z[ 5 W% ,t"*‘)}

(A.15)
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Integral en t”, nodo esquina adyacente inferior izquierdo:

X372 Y32

[ ooy, n.) = ce 22 w6

Xo Yv/2

+cg_‘[_AxAy Wy(x,,t"”) P )
n AXAy ﬂ+1
COO|: 16 t

S axa o) AXA o
+c1,2[—y W, (%t ')+ o (gt ')]

16 '° 64
n A n+ AxA n+
+Ci,0 __X Vvij(XZ!t 1%% VV:}(Xart 1)}

“W (g, )]

s c:{— W (3, 07)+

AXA .
16y W, (%, t ‘)}

(R 1)+ 2L W (1, 0)+ Z0L (1, 100 S5 W )}

(A.16)
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Integral en ", nodo adyacente superior:

Xiv1/2 Yms1/2
[ felone i ey -cr,, [ 22 Wv.(xg,t"*‘)}

Xi-172 ¥Ym-1/2
s | AXA 1) AXA e
+C"""'li 16y M/:7(1?4,t ‘)+ 64y VV,;(/?‘;t l)il

+ Ci\,m—||iAgi—}: M/U('?’ ! t””):l

_+_Cn {AXA}’ W-(/?7,tn+1)+ AXSAy M/,','(/?gytn+1)"' A;Ay W( tn+l)j|

ime1/2 32 i
L e )
+ éi,m—l[% Wi(/?” tn+1)_+_ Aféy M/,,( n+l)+ AXAy W ( n+l):|
+C {AXAV W, (%, ,t"*‘)}

i+1.m+1/2 32
L L (5, 1) A2 1, )
+C" {AXA}’ W, (s, M)}

Tt 64

+CTM|:A:2}/ M/,','(/?4;tn+‘) AgAyw( tn+1)_+_ AX4AyW(/? tn+1)

AxA a)  AxA st} | AXA n+
S o )+ 0L s, ) 22 g, )

(A.17)
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Integral en ", nodo adyacente inferior:

Xi-1/2 Y3s2 AXA o
Joli ot ooy = 2, 22 3, )
Xist/2 Yo
. [axa oot AXA o+
1] 18,07+ B )

n AXA n+
+C{% W,(%,,t ‘)}

+C”[A(’S‘Ayw(x )+

AXA AXA n+
2 (5, 7 Y o )
+ Cnl:AXAy WI( n+l) AXAy W,I,
64 16

64
AxAy et AXAy et
+ 6 Wi(,?,,,t )+ 16 W(Xe,t )}

+nC |: XAy W (X t"“) AXAy VV’-I-(X2, tn+l)+ AXAy Vvil-(/?:“ tn+1)}
8 32
C‘Z12|:AXAy W X tn+1 il

AXAy W tn+1 A:(gy Vv,‘,'('?s: tn+1):|

( n+1)+AXAy W/( nﬂ)

AXA
4y W‘i(l?s,tnﬂ)

:+H

tn+1
l+10[ 32 :|

(A.18)
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Integral en ", nodo esquina adyacente inferior derecha:

Xt+1/72 Yasz
[ Jobey. 7w, (x,t=")axay = C:_1Z[A;jy W, (%, t”“)}

Xt-12 Yo

+ C:_11|:A,6YAy W ( tn+1)+ AXAy W ( tn+l):|

16
n AXA n+
+CL—10|: 32y W (Xﬂt 1)}

AXA
+C:2|: 64yw( tn+1) A:éyw( tn+1):|
.| Axa a) AXA a) . AXA . AXA o
0L W (1, ) 50 g, ) XL 3, 1 Yy 5, )

AXSAyW(/? tn+l):|

+ CL"O[A;:y W,(2,, ")+

+ CL+1/2,2|:?y Wij (ngt 1):|

AXA
+ C:+1/2_1|:?y VVI/'(XQJ t”"‘1) AXBAy W (X tn+1 )i|

AXA
L S W2, )

(A.19)



Anexo A 265

Integral en #’, nodo adyacente derecho:

Xtz Yj+1/2
J' .[c(x,y,t")W (2, ™" )axdy = Cf”[Agiyw(x tnﬂ)}

Xt-172 Yj-1/2

+C" [ﬂ W. (x7,tn+1) AXAy W( t,,ﬂ) AXAy W(X t"+1)i|

o6 ! 16 64
vor | BBy )

L-1,/-1 64

. | AxAy 1), AXAY n+
+CL’M[ i W, (%, ")+ 5 W, (%, ¢ ‘)}

n Ay n+1 AXAy n+ AXAy n+1
+CL[ Y oy, 1)1 8 3, )+ B g 3, )

AxAy n+1 AxAy n+1 AXAy W el }

+ W (8, 177+ W (s, )+ ST W (1)

. | AXA o AXA N
+CLJ__1[—64Y W, (%, t ‘)+1_6y W, (%,,t ‘)}
+ Cn , |:AXAy VV‘I( tn+1 ):I

L+1/72, 541 32

n AXA e AXA o AXA N
+CL+W'[ 32yW( o 1)+ syl/vii('?ﬁ’tL 1)+§yvvij(’?3:t 1)i|
+ Cn . |:AXAy VV‘/( tn+1)il

L+1/2,j-1 32

(A.20)
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Integral en 1", nodo esquina adyacente superior derecho:

32

Xt-1/2 Ym-1/2

Xietsr2  Ymsrs2 A i
J JC(X, Y I")VVI.}. (’?’ t’m)dXdy = CZ’-1,m+1/2\iM Vvii('?” t H)‘l

n AXA n+ AxA n+
G S W a7 2L (3, )

AXA
+ CL1,m-1l}Hy Vvij (’?1 s tn+1)j|

., AXA ) AXA e
+CL,m+I/2|:3—2yWij(’?7lt 1)+TyW‘,‘(’?31t 1):‘

n | AXA 1) . AXA mer) | AXA
+cL,,,,[—16—yw,,(x4,t N+ )6(4}/ W, (2, t ')’LTyVV""

AXA 1) AXA e
D w0 M o, )

(8,0 2 v g, )
+C/ .
+Cly )2ty {Af—gy W, (%,, ™ )}

e LW} A g, )

AXA n+
+ C:n/ 2,m-1|:§}*/ Vvij (’?:w t ‘)}

(A.21)



ANEXO B

En este anexo se comprueba que los flujos parciales de frontera (B1y B2),
obtenidos al aplicar una expansion tipo Taylor-Fréchet a la ecuacion de
Richards, es el flujo de Darcy también al usar una expansion Taylor-
Fréchet.
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En una dimensioén:
El flujo de Darcy para la direccion vertical z se representa por:

yy 2 +2)

= -K
qZ az

(B.1)

Al emplear la relaciéon (4.13) y (4.15) del capitulo 4, y despreciar los
términos de orden O(|9[°), la ecuacién anterior se transforma en:

0
g, =Ky, ¥ 02

— [K(w)+ K (w]{—+ 2, }
V4

(B.2)
I - , B oy B oy
= ‘P[azK(WHK(W} K(W)—az K(y) K(W)az

=—K<u—K(\wg—f—K(w—K(wg—‘f

donde se ha hecho:

K=%—‘T’K'(w+f<'(w
2

Por ofra parte, a partir de la ecuacion (6.26) del capitulo 6 se puede hacer
lo siguiente:

tnol

AY
~-B1-B2= j {— KW—K(w)g—Z—K(W)—K(w)g—zJ-Wn(z)det (B.3)
a0

"

donde se observa que el integrando de la ecuaciéon (B.3) es el ditimo
resultado de la expresion (B.2), por lo tanto se comprueba que:

tn‘l

-B1-B2= | 4 q, » wn(z)dSdt (B.4)

" 9
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En dos dimensiones:

A partir de las ecuaciones (6.48) y (6.50) del capitulo (6) se obtiene:
~Li+KK [K(\y) “’]HK(W{H?Z’JR (B.5)

Haciendo (-B1-B2) segun la ecuacion (6.56), resulta:

{n»t
-B1-B2= [ [-[vy+KVy +KVy+K(y)k]en wdSat
1" e

(B.6)

Empleando la ecuacién (B.5) en la ecuaciéon (B.6), y agrupando, se
obtiene:

{nH

-B1-B2= I J' K(W) ipl+K(W{1+%WJQIR+KV(W+QI)+K(W) * 7 wadSdt

" e
(B.7)
Por otra parte, el flujo de Darcy se puede escribir como:

g =-KVy - Kk (B.8)

Al emplear la relacién (4.13) y (4.15) del capitulo 4 y despreciar los
términos de orden O(|¢°), la ecuacion (B.8), para los ejes Xy, se
transforma en: '

=-{K(v)+ K (9 )0lV(g + 9)-[K(9)+ K (v )g]k

- {K(y)+ K (w{-aLaa—‘ﬂ (w{a—‘“g—ﬂ K+ Kwwlk (B9

{K (W) fyl + K (t|3{1+ %‘p]wk+KV(\y+fy}+K{wR}

donde se observa que el Ultimo resultado de la ecuacion (B.9) es el
integrando de la ecuacién (6.7). Por lo tanto se comprueba que:

,n+1
—Bi-B2= j <:j.qown(z)d8dt (B.10)

t"



ANEXO C

En este anexo se calculan las integrales correspondientes a la ecuacion
(6.28) para la ecuacion de Richards en una dimension. El calculo se hace
de acuerdo con la metodologia mostrada en los subincisos 3.1.7.1 y

3.1.7.2 del capitulo 3, y a la nomenclatura mostrada en la figura C.1 de
este anexo.
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@ 2L+
Y Zus)=l
@ =«

:

)

Nodo frontera
Nodo adyacente ®

Nodo interno

O @ & O

Nodo complementario

®
o
i :
Zo= Z1;2=0

Figura C.1. Nomenclatura para la ecuacion de Richards en una dimension.
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Nodos internos:

3 At(z, Al(z
W*‘{Z psy » BB ) gy S g;/z’)mi;l/z,]exp(vf*'At)+

Az At(z,

8 Az
n+ AZ + At(zH» n+ n+ lnﬂ n+
Wi+11{§371—7A;/2)) KM:/Z)} exp(y"at)+ [ [qe W n(z)dSdt =
o

n+ 3 n+ Az At AZ S+ AZ =+
v, 1[—2 AZS"" + > S At(z,)+ ) Sf-(:/ AUZ 1 )0))+ ) S/m‘/ AU Z 1))+

At(z'—(1/2)) 17 N+ At(zl—{ ) n+ At(zi+{1/2)) n+ At(zi+{1/2)) n+1 +1
’T I—{11/2) _#' Ki—{:/2) - —2_ K+{:/2) -T Ki+{1/2) eXp(Yf At)"‘

& At(z, - At(z,_
wﬁ‘[—% S A2 S, 2,y M e M) }eXp(Yf”At)

i-(1/2) Az i-(1/2)

n+ AZ n+ AZ an+ At(z+ ) 17 N+ At(z'+ ) n+ n+
Wi+11|:—? SI "+ ? SI+{11/2)At(Zi+{1/2))_ —/2& i+{:/2) + —Z{ZL/L Ki+{l1/2) exp(y, 1At)

L
K A2 )+ K oA Zir )l OXPOE AL + ST (W49 W(2,1 )iz
0

(C.1)
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Nodo adyacente (z):

qy(’,’*‘H AzS{’*']exp(y{’”AtH

n+ SAZ n+ At(z ) n+ n+
il 1{? St tRr2)7 Km‘z)} exp(y;'At) +

'n+|

n+ Az n+ At(z n+ + n+1
v; { S~ A‘;’?—))Km)y}exp(v," At)+ [ [a, oW n(z)dodt =

e

8 LI ]
n+ 5 n+ Az o+ Az QN+
3 1|:_§AZS1 1"'?81 1Af(21)+—8—8(3/12)Af(2(3/2))

_ At(z(3/2)) Rnﬂ At(z(3/2)) Kn+1

> (3/2)—T (3/2)} exp(yf*‘At)+
Az
w*‘{— e Sf*‘} exp(vy,"'At )+
n+ AZ n+ AZ aon+ At(z ) n+ At(z ) n+ N+
v, '{—381 l+—8“S(a/lz)At(z(a/z))_ig/z) K{3/12)+ A(;/z)_ K(a)z) exp(y'At)+

L
[Ki5) 882, exp(y™ AL )+ 7' [( 9+ ) Wi( 2, )dz
0
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Nodo adyacente (z=z):

n+ 1 n+ N+
WL+;I/2)|:Z AZSL 1ilexp('YL 1Al‘)'*'

witl BAZ ey ANZ_10)) s ANZ.00) .
W, 1|:?SL - 22(1/2) KL—(‘1/2)+—;Z(”2) KL+(11/2) eXp(Y,L' 1At‘)'*’

At(zL—(l/Z))

n+ Az N+ n+ + . n+l
WL_J’:? SL - Az KL—(‘1/2):) eXp(’YZ lAt‘)'*' '[ qu ® WL T](Z)det =
"o

!

n+ 5 n+ Az on+ AZ on+
WL 1[_5 AZSL '+ ? SL ‘At(zL)+ ? SL—(‘I/Z)At(zL—(‘I/ 2))

+ At(zL-(\/z)) }—(nﬂ At(zL—(uz)) n+1 2At(‘ZLJ«(WZ))

o R K M—Kff(‘uz;}exp(vf“Af)+

n+ Az n+ Az on+ n+
WL+(11/2)|:_ ’4* SL "+ 7 SL+(1\/2)At(zL+(1/ 2)):\ eXp(YL 1At) +

n+ Az n+ AZ o n+ At(z =( ) e+ At(z -1/ ))
WL-11|:_ ? SL '+ ? SL—(:/Z)At(zL—(l/ 2) )+ % L—(‘I/Z) + #

L
K e 2 s2))= K oAU Z4 0,0 XDV ML)+ ST [( 94 W W, (2,1 oz
0

(C.3)

Nodo complementario (z=z,):

2At(z
Z:L / 2)|i_ t%”a) KLn:(‘l / 2):|8XP(YZI;, / 2)At) +
WZ”[— T KL"I,‘,,Z,} exp(Y/ 1, At)+
Az
ervl
+ [ Ja, e Wiy n(z)d0dt =
"R (C.4)

n+1|:2At(_7—'_L_+(1/2))
t Az

Kf:(‘1/2)j| eXp(’Y’L':;, /2)At)+

2At(zL+(l/2))
Az

n+1 T2 n+1 n+1 +1
WL:(I/2)|:At(zL+(1/2) )KLn:(l/z) - KL+(1/2)j| eXp(’YL(wz)At) -

L
[KEzt 2 A Z1egs 2y | XDVt 12 A + ST ) [( W+ W S W (2,0 )z
0

KL"_*}W,} exp(y;"'At)+



ANEXOD

En este anexo se calculan las integrales correspondientes a la ecuacion
(6.46) para la ecuacién de Richards en dos dimensiones. El célculo se
hace de acuerdo con el procedimiento usado en el anexo A y la
nomenclatura mostrada en la figura 3.30 del capitulo 3, donde se ha
cambiado la coordenada (y) por la coordenada ().
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Nodos internos:

m,[gAxAz gy Az( 2K A, LKt Ksét_f,] Az [_ 2K,At, KAl K,,At,,]

ij

16 7 4 Ax  2Ax  2Ax ) 4 Ax  2Ax  2Ax
+ ﬂ 2’{1__49& + KIGAt16 + KieAtw _ﬁ 2K20Al‘2o _ K22At22 _&Atm
4 Az 2Az 2Az 4 Az 2Az 2AZ

v 3AXAZ ., At {_ 2K AL KAt KsAts]~ Ax {_ K22At22]+ Ax [ K,GAt‘GH

32 M 4 AX 2AX  2AX 4 2AZ 4 | 2Az

+W¢+,__3Axgsw_£ 2K,AL KAl | KAL), Ax (Kt ) Ax( KuAt, )
Mo82 M 4l Ax 2ax 2ax ) 4 28z ) 4 27z
+w_m_l"sAxAz g, AZ[ KLY Az KAl Ax( 2K Al KAl KAl
Y32 M 4 2Ax 4 2Ax 4 Az 2Az 2Az
byt | BXAZ go  AZ[ KAL) AX( Kighly
e Y 4 2AX 4 2Az
oy AXAZ o AZ( KAL) AX ([ Kbl
T ea M 4 2Ax 4 2Az
s {BAXAZ g1, AZ( KAL) Az( KAt ) Ax ( 2K2°At20+K22A122+K24A124\
82 M a{2ax ) 4l 2ax ) 4 Az 20z 2Az
g AXBZ oo AZ( KAL) BX( Kyl
oea M 4 2AX 4 | 2Az
i | BXAZ oy AZ( KAL) AX( KA,
i+1, 741 64 i 4 2AX 4 2AZ

+ ’nj.' JQ' W' n(z)dSdt = 57! H\y"(x, z)co,f’_;‘(x, Z,1")oE
" N E*
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Nodo adyacente izquierdo:

W71[1MS171+%Z[4KM +K3At3 +K5At5j_A_Z[_2K7Af7 _KgAtg _K1At11)

32 Ax Ax Ax 4 Ax 2Ax  2Ax

+A_X[2K4At14 + KBALS} _AX[_ 2’<20At20 _ ’<24N24]
4 Az 2Az 4 Az 2Az

+\|I;T{3AXAZS&1 Z (2K7At7 + KgAtg + KM1]+%X(K8N1B + Kz‘zAtz;H

32 Ax  2Ax  2Ax 2Az  2Az

+W+'11 MS’{W +A_Z[% +ﬂJ+A_X[_ ZKANM _ KaAtw]
i 64 4\ Ax 2AXx 4 Az 2AZ

s )

%{w&g _[% mﬂj__[z&omzo Kz“AtZ“ﬂ

64 1 4

2AX 4 Az 2Az
+yg, —AXAZS?*‘—A_Z[K‘MH _AX/K%MM\
24 M 4 2Ax ) 4\ 2Az

+,’] J'q. W™'n(z)dSdt=S';" ”\W X,2) W"“ X,Z,t")cE;

U

(D.2)
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Nodo adyacente derecho:

n+1
L,j

15AxAZ ., Az[2K1At1 K,At, KsAtsj Az[ AK, AL, 2K,AL, K”At”]
A + + - = - -
32 M 4 Ax  2Ax  2Aax) 4 Ax Ax Ax

+ E [2K14At14 K16At16] g [ 2K20At20 _ K22At22 ]:|
4

Az 2Az Az 2Az

s 3AxAz BAXAZ oy AZ( 2KAL KL KAL), g[ K‘eAt,ej_ Ax [_ KZQAIZZJ
o t 2Ax 2Ax ) 4 | 2Az 4 2Az
. 5AxAz gt g K ALY Az KAL) Ax [* 2K, A, K,SALSJ
b S 4 Ax 4 Az 2Az
ot [ AXAZ oy AZ( KAL Ax K At
TR Ty s G Tes

e 5AXAZ \Z ot E[K Al Az K”At”] AX (2K, Aty KZQAtzz]

b b4 2Ax Ax 4\ Az 2Az

e [AXAZ g g[ KAL) g[KZQAtZQJ

bt B4 2ax ) 4 Az

Il+|

+ [ [aewyin(z)dsdt =77 [[w (x, W (x, 2, )
:

TL1Y]
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Nodo adyacente inferior:

M,P SAXAZ o 5[_2}(1/31‘ | K ] _ 5[_ 2KAL, K,,At,,]
i il
32 M4

Ax 2Ax 4 Ax 2Ax
+ Aix 4K,.Al,, + KisBlig + K18At18 _ﬂ _ _2K@A1LO i Kyl _ K24A124j
4 Az Az Az 4 Az 2Az 2Az

Lyt | SAXAZ o Az{ 2KAL, _K5A15] E[Km/ﬂm]_ g[_ KzzAtzz]
Vil i T +
1T 64 ™ "4l Ax  2ax ) 4l Az 4 2Az

+ WI‘7+111 SAXAZ Sp+1 _E 2I‘(7At7 + I{HAtﬂ +M[ l‘(ISAtw] _ ﬂ[_ KZAAtZAJ
"oe4 M 40 Ax 2AX 4 Az 4 2Az
+Wl_7+1 baxAz g +£ KsAts _E _ K1 At _ﬂ[‘?KzoAtzo + KzzAtzz + K24A124]
64 " 4 2ax ) 4 2Ax 4 Az 2Az Az
+yl AZAX 7t Az KAL) AX( KypAl,
264 " 4 2ax ) 4\ 2Az
R R R _KzaAfziJ'
2764 7 T4 oax )T 4l 28z

ln+|

+ [ [aewrn(z)asat= 85 [fwr(x 20 (x,2,t")

a0 &

(D.4)
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Nodo adyacente superior:

MP BAXAZ ., | AZ [2K1At, | KAt ] Az [_ 2K,AL, KgAtQ]
4

Moo3z2 M Ax  2Ax ) 4 Ax  2Ax
+Ax[2K14At14 + K16At16 + K18At18 _ﬂ _A'KZOAtZO _ K22At22 _ KZAAt24]
4 Az 2Az 2AZ 4 Az Az Az
oy 5AxAz _2KAL KAL) Ax (KAl ) Ax( K22At22]
Mos " Ax  2Ax ) 4 2Az 4 Az
et 5AxAz s 2K,At, KAt Ax (KAl ) Ax( - K,At,
FTVWiim| - | R — -
4 4 2Az 4 Az
ot | BAXAZ g, B2 K KAL) Azl KAL) Ax( 2K AL, KAl KmAtm]
+\‘|l1 M-1 IM +- T - -
L T 4\ 2ax ) 4 Az 2AZ 2Az
oy g, AZ( K KAL), Ax( KAt
i-1,M-1 IM 4 4 2AZ
g AxAz i Az KgAtg L AX( KAt
' 64 4\ 2Ax 4 2Az

ln*l

+ j jq-w"”n(z)det s ”\y (x, W™ (x, 2, t")ofe"

0N

(D.5)
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Nodo esquina adyacente superior izquierda:

il 2BAXAZ ... AZ({4KAt, KAL) Az( 2K,At, KAt
WLM T I,M+T —t—— || =

AX AX 4 AX 2AX
+ﬁ [2K14At14 + KIGAtIG _ﬁ _ 4K20At20 _ K24Atz4]
4 Az 2AZ 4 AZ Az
nt| DAXAZ .. AZ(2KAL KAL) Ax( KAt Ax( K,At,
T VYou S1,M el vkl R -
64 4\ Ax 2AX 4\ 2Az 4 Az
oy SAXAZ ooy, AZ( KAL) AZ( KAt ) Ax( 2K AL, KwAtm]
M e4 T 4 Ax 4 2AX 4 Az 2AZ
AXAZ Az (KAL) Ax( KAt
+ n+1 __Sn+1 _ 24| el + _ ™Mgflhs
“’“’"[ 64 ™M 4 ( 2Ax] 4 [ 20z H

n+1

F [ Jaewp n(zdsat = st [[w(x W 2)ck
)

TLAT?)

(D.8)
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Nodo esquina superior derecha:

m| 25AXAZ .., AzZ(2KAt KAL) Az( 4KAt, KgAz‘g]
) Ly 3 s
“Mopa MM 4 Ax 2Ax ) 4 Ax AX
+ ﬂ 2K14% + KlsAtls __A_X_ _ 4K20A120 _ K22A122]
4 Az 24z 4 Az Az
i | BAXBZ oy AZ( 2KAL KAl
L-1.M LM
64 4 Ax  2Ax
+ ﬂ K1eAtle _f‘ﬁ[_ KzzAtzz\
4\ 2Az 4 Az J
nt | DAXAZ . AZ{ KAL) Az( KAt
LM-1 ‘SLM+- Toro | T Al T T Ao
' 64 M 4\ 2ax ) 4 Ax
+ ﬂ {_ 2K14At|4 _ KusAtls]
4 Az 20z
e AXAZ o AZ( KAL) AX( KAl
L-1.M-1 64 LM 4 2AX 4 2AZ

,n¢|

+ | [aewy n(z)aSat = s7;

LT

[JwCx, 2w (x, 2)oke”

(D.7)
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Nodo esquina adyacente inferior izquierda:

wi| 28BAXAZ ., AZ[4KAL KAL) Az( 2KAt, KAt
o 120 T8 84 72147 1124
"L 64 M4 Ax ) 4 Ax  2Ax
+£(4K14At14 + KwAtwj_g _2K20At20 _ K24At24]
4 Az Az 4 Az 2Az
+Wg:,'5AxAzscr,_ﬂ 2K7At7+K”At”]+g KieAtig _g(_ K24At24]
| 64 4\ Ax 2Ax 4\ Az 4.\ 2Az
+Wn+1_5AxAz n+,+£[K5Ats Az _KHAt“]_g’szoAtzo+K24Atz,,]
64 " 4 Ax 4 2Ax 4\ Az 2Az
il AXAZ o AZ( K ALY Ax( KAl
TV, o, T AT aAS
| 64 4 2Ax ) 4\ 2Az
In1-|
+ [ Jaewpn(z)asat= 877" [[w"(x, W (x, 2, o
1o £
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Nodo esquina adyacente inferior derecha:

1| 2DAXAZ gt A2 2K AL DALY Az( 4KAL, K,,Ag,,_]
“loe4 Y 40 Ax 2Ax ) 4 AX Ax
+ﬂ[4K14At14 + KleAtw]_g[_ 2K20At20 _ KzzAtzzj
4 Az Az 4 Az 2AZ
noi | DAXAZ o AZ( 2KAL KAL) AX KAt ) Ax [_ K22At22]
Moes Y 4 Ax  2Aax ) 4\ Az 4 2Az
oy SAXAZ ooy AZ(KAL ) AZ( K AL, ] _AX (2Kl | KzzAtﬂ]
64 Y 4l2ax ) 4 Ax ) 4 Az 2Az
p | DXAZ o AZ( KAL) Ax( K,At,
+ WL-I,z Ly +— - T
64 4 2Ax ) 4\ 2Az

. j Jq o W;"' 1(z)dSdt = S’ ”w"(x, W (x, 2,17

" on

(D.9)



ANEXO E

En este anexo se calculan las integrales correspondientes a la ecuacion
(6.65) para la ecuacién de Richards en dos dimensiones. El célculo se
hace de acuerdo con el procedimiento usado en el anexo A y la
nomenclatura mostrada en la figura 3.30 del capitulo 3, donde se he
cambiado la coordenada (y) por la coordenada ().
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Xi-1

K5 1 K22

X

D vxennnnnnnnnnans

@ ....... g). ............

X; Xiy 12

K7

L Yisr

I /8 7.

. g Y

CTTTYTTITTY ¢

Kia

wennaYj-1/2

Figura que muestra la disposicién de los coeficientes de conductividad
hidraulica y que se usan en las ecuaciones siguientes.
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Nodos internos:

. . K, At KAtW K, At K, At ) »
S R B i v M | Lt

I K. At
+ 9 A4 ——1— Il exp(v; At
WI—‘,IL AX ]i| p(’Y?,/ )

[ K At
+Qi| —AZ =T | | exp(y]]'At
WHI,/L AZ[ AX ]:l p(YI,/ )

n+ K At4 +1
+ 97 A){— ‘:Sz‘ H exp(y;; At)

+ Q0| - AX{LZZ[:” H exp(,;'At)

ln+l

+ | Jaewpn(z)asdt =

TL:1Y]

(E.1)
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Ecuacién (E.1). Continuacion:

l”[*‘{AxAzS”’;' + A{MJ - Az[_ ﬂ} + M[ ’_(?‘?..Aj‘? ] — A{M]:l exp('Y:’:‘At)
' ' Ax Ax Az Az

n+1 K At +1
-y Az[ e H exp(y” At)
) —Az[K 2 H exp(y,'At)
AX

- Wfﬁ{w{— K“AA;“ H exp(Y;;'At)

s K, At .
_Wi,j-li _A){ ZOAZZO ]:\ exP(’Y?,,"At)

z[—l/

X:+\/

v

Xi-17

[( LW)’H(‘wz),At(x, ns2) /) ( LW)?:;q/z),At(an/z)f /)]exD(THAt)dZ

2

[( KO =K, ) s A 2y )+ (RO + K)o o A 200 )]exp(y,."_;‘At)dx

2

21aVi2 %4172

+

Zj-v

I - S\Tf](”)At(x z)exp(Y!}'At Jdxdz + ST ”(\THW) (x, z)(o"*'(x Z,t" )k *

2%i-1/2 g
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Nodo adyacente izquierdo:

WC}’{MAZ-ST;W Z—}ZTAEJ_A{ KAt,] A/{K A m{ K, Atz"]]exp(}f"”Af)
+ wz,*,-‘[Az[ o H exp(;;'at)

W’B';LHN{ K“AAZ'“ H exp(Y" At)

+ Wf}li[— A{%H exp(Y;;'At)

I"" 2 ‘ _ ‘
s jq-W"”n(z)detﬂv"*‘{[%"ﬂexp(w‘m) v, [[%K‘Hexpm: at)

t

" 2K A, KAt K..At, Ky, Al
—W‘,[AxAzS" x j—Az[— 7AX7]+A){ Az4]_A){ = Hexp(y" 'At)
- Wz"*,‘[ }GXP(Y."TN)

n+ K Atd +1
_\V1,/11|: —— i|6Xp(‘Y':’ At)

- W{,;l||: jlexp('ﬁ,;‘Af}
i T 1 1

+ jr(- L) At(Xo,2;)= (= LW)p ) AU X, /212 )]exp(yﬁ‘At Jdz
Zjv/2

+ _|T(— KW - Kzz]:,,;‘-(\/z)At(Xirz/;(vz)_ (_ RW - Kzz)?,jl(vz)At(Xi j+(1/2) ]exp(y”*‘At)dx
Zj~1/2 X112 e
+ j j [- 5., At(x,z) exp(v;:'at ) exp(y At Joxdz + ST ”((p +9) (%, 2W(x, 2,87}
g

Zjy/2 X2
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Nodo adyacente derecho:

s 15AxAZ gt 4 AZ 2K, At = K,At, . Kbty Az( 4K,At,  2KAt, K,,At”]
P32 M T al o ax o 2ax 0 2Aax ) 4 Ax Ax Ax

g 2K, Aty s KisAlys _ﬂ - 2K 3ty _ KAty exp(y"“At)
4 Az 2AZ 4 Az 2Az

.\ W::{SAXAZ Sty Az(_ 2K AL KAl KAl }L %x_(K‘sAt,s ] ~ g[_ KAl H exp(10"AL)

32 YT A A& 2Ax 2Ax oaz ) 4| oAz
+ 907 SAXAZSL"T +£[M]‘¥ Kt Ax _ 2Kubty _ Kighle exp(y,'At)
64 ' 4 2ax ;) 4 Ax 4 Az OAZ
AxAz Az[ KALY Ax( KAl
4@ I TR 3 2 exp(v™ At
WL—1,I—1|: 64 L.j 4 ( 2AX J 4 [ DAZ J:I p(YL )

g [8AXAZ o, AZ( KAL) Az( KAty AX(2KuAly | KAty
“l s T4 T 4\ 2ax ) 4 Ax 4\ Az 2Az

HPZ‘I,{ S E[_ KsA’s]_ﬂ[_KzzAAZ’ Hexp(n“m)

H exp(Y.;At)

4 2Ax 4

o=t

+ [ Jaewyin(z)asat =

L)

_W,‘Fsmm 4 AZ(2KAL KAl | Kbl) Az( 4KAL  2KAL KAt
32 |

Ax 2Ax  2Ax 4 AX Ax AX
+£[2K‘4Atu L Kishlis K, Al 9_x 2Kyl KBy, exp(Y"/At)
4 Az 2Az Az 2Az
- 3AxAzS,,‘ Az( 2K AL KAl KAt +AX_(K,SAtw _Bx( KAl exp(Y"'At)
: 4 2Ax  2AX 4\ 2Az 4 2Az
oot | BAXAZ ., Lz KAL) Az _ KAty L Ax 2K, Af, KAt o
_ g S ] 3 i a4 14704 TM6T16 || oy At
Vi { LT Toax J 4 a Az onz )| PO
et s LAz K, At L Ax K,sAt,s\ et
== — ex| CAt
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Nodo adyacente superior:
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Nodo esquina adyacente superior izquierda:
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Nodo esquina adyacente inferior izquierda:
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Nodo esquina adyacente inferior derecha:
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Biodegradacion

La biodegradacién de compuestos quimicos ha sido de interés en los
ultimos cuarenta anos. Aungue inicialmente el estudio se enfocaba sobre
la persistencia de los pesticidas en el suelo, este interés se ha ampliado a
un gran numero de compuestos quimicos que se aplican a gran escala en
la industria y la agricultura. Las necesidades de produccion industrial y
agricola involucran el uso de grandes cantidades de contaminantes
organicos. La liberacion de estos compuestos guimicos al aire, al agua y
al suelo ha empezado a provocar serios problemas de contaminacién
ambiental.

Como regla, los compuestos quimicos del suelo no se encuentran en
forma aislada sino en mezclas simples o complejas que pueden ser
asociadas a la liberacién, almacenamiento o transporte de los compuestos
guimicos. Algunos de estos compuestos pueden degradarse o
incorporarse por asimilaciéon al sistema suelo-planta (nitrégeno, aceites,
grasas o diversos compuestos organicos). Otros pueden emigrar sin
descomponerse (los cationes inorganicos y aniones). Y hay otros ni se
descomponen ni emigran (metales pesados) (lturbe, 1986).

Particularmente, cuando los acidos, bases o sales se aplican a un sistema
de suelo-planta, se presenta una respuesta o reaccién inicial. Para los
acidos y bases (organicos o inorganicos) tiene lugar una reaccion de
neutralizacion, de acuerdo con la capacidad del suelo y con la magnitud
de la disociacién del acido o base aplicados; también reaccionan con el
suelo por intercambio iénico y precipitacion. El impacto de la respuesta de
las sales depende de la capacidad de adsorcion del suelo (capacidad de
intercambio catiénico) y de la proporcién relativa del sodio en el agua de
riego. Después de esta reaccién inicial, los acidos y las bases organicas
experimentan una biodegradacién, convirtiéndose en gases (CO.) y
materia organica. Por otra parte, los acidos y bases inorganicos se
comportan como especies conservativas, en forma similar a las sales.
Eventualmente, estos componentes emigran con el movimiento def agua,
de manera analoga al movimiento de cationes y aniones.

La prediccién del peligro de un compuesto organico para personas,
animales y plantas, requiere de informacién tanto de su toxicidad como del
tiempo de exposicién en que pueda resultar dafino. Para determinar dicho
tiempo de exposicién es imprescindible conocer los mecanismos de
transporte y comportamiento de estos compuestos. Asi, desde su punto
de liberacion hasta una determinada distancia, un compuesto quimico
puede ser modificado estructuralmente o destruido por completo debido a
mecanismos bibticos (reacciones enzimaticas) o abibticos. Reacciones
fotoquimicas ocurren en la atmésfera y en las capas superficiales de
cuerpos de agua, suelo y vegetacién, originando modificaciones en
diferentes tipos de compuestos organicos (Alexander, 1994). Algunas
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reacciones no enzimaticas o no fotoquimicas son también importantes en
los suelos y el agua subterranea; sin embargo, estos procesos raramente
(0 muy poco) transforman compuestos organicos en compuestos
inorgénicos. En contraste, los procesos bioldgicos frecuentemente son
capaces de transformar un compuesto organico en otro inorganico. Aun
asi, algunas veces pueden transformarlo en un nuevo producto organico u
ocasionalmente producir pocas modificaciones. Aunque las plantas, y en
menor grado los animales y el hombre, pueden causar modificaciones a
un gran nimero de productos quimicos, son los microorganismos los
principales agentes que producen la mas importante transformacién
bioldgica de estos compuestos.

La biodegradacién puede definirse como el proceso biolégico catalitico de
reduccion. En el caso de componentes organicos, el proceso de
biodegradacion, con frecuencia aunque no necesariamente, lleva a la
transformacion de compuestos de C, N, P y S, y otros elementos en
elementos puros (producto inorganico). Este proceso de transformar un
compuesto organico en uno inorganico es conocido como mineralizacién.
Por lo tanto, se puede decir que el proceso de mineralizacién es un
proceso benéfico. Sin embargo, en contraste, algunos procesos de
transformaciéon (biolégica o no biolégica) pueden originar otros
compuestos organicos aln mas téxicos (activaciéon), o que no presenten
ninguna respuesta inmediata.

Debido a que los microorganismos suelen desarrollarse con o sin oxigeno,
la biodegradacién suele ser aerébica o anaerbbica. En estas
circunstancias, los microorganismos son capaces de metabolizar y
mineralizar una enorme cantidad de compuestos organicos. La falta de
una acumulacion significante de un compuesto en condiciones naturales,
sugiere que para cada compuesto hay un habitat de microorganismos
capaz de metabolizarlo y ponerio a disposiciéon de otro. Aunque ciertas
bacterias actuan sobre una gran variedad de componentes organicos, aun
no se conoce ningun microorganismo que sea suficientemente omnivoro.

Para que la biodegradacion se efectué deben reunirse algunas
condiciones (alexander, 1994):

i) Los microorganismos deben tener las enzimas necesarias; ii) la
poblacién de organismos debe estar presente en el sitio donde se
encuentra el compuesto quimico; iii) el compuesto quimico debe ser
accesible al organismo (algunos compuestos pueden no mezclarse con
susbstancias que tienen acceso al proceso metabdlico); iv) debido a que
la cantidad de biomasa de bacterias es inicialmente pequefio, deben
existir o generarse las condiciones para su proliferacion.

La mayoria de los microorganismos usan compuestos sintéticos para su
crecimiento. De estos compuestos obtienen su fuente de C, asi como su
energia y otros elementos necesarios para su proliferacion, N, P, S. El
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procedimiento que investiga la habilidad de un microorganismo para usar
componentes organicos como fuente de C y energia para su crecimiento,
se conoce como cultura del enriquecimiento (enrichment-culture
technique). Como regla, la mineralizacion de compuestos organicos
enlaza comuinmente el crecimiento de microorganismos con Ia
biodegradacion, en la cual el organismo convierte el substrato organico en
CO. , biomasa, y productos tipicos del proceso metabdlico.

Cuando un compuesto organico entra en el suelo, hay un tiempo en que
no hay pérdida del compuesto y su concentracion permanece inalterable
(no hay biodegradacion). Este tiempo es llamado ‘“periodo de
aclimatacion”. Para cuestiones de salud publica y contaminacion, este
tiempo suele ser significativo, ya que el riesgo por algin compuesto
quimico puede ser critico. El valor de este tiempo varia enormemente de
un compuesto a otro y puede ser menor a una hora, hasta varios meses.

Cinéticas

La cinética de la biodegradacién de un compuesto es muy importante para
evaluar la persistencia de un contaminante y llegar a determinar los
riesgos para personas, animales y plantas. Una vez que el compuesto
comienza a ser degradado, su comportamiento sera funcion del
compuesto mismo: su concentracion y sus propiedades fisicas y quimicas.
El dicho compuesto podra variar de acuerdo con el ambiente y el
microorganismo que interviene en el proceso. La cinética de
biodegradacion da informacién muy significativa, ya que caracteriza el
comportamiento del contaminante en funcion del tiempo a la vez que
permite conocer su concentracion y el tiempo en que deberd desaparecer
antes de que pueda causar dafos.

El estudio de la cinética de los compuestos organicos ha puesto su
atencion en dos tdpicos: i) determinar los factores que influyen en la
biodegradacién, de esto, hay informacién sobre la influencia de Ila
temperatura, el pH, la humedad del suelo, vy otras fuentes de C; ii)
determinar analiticamente las curvas que describen la biodegradacién y
evaluar cual de los patrones se ajusta mejor en pruebas de laboratorio o
en el campo. Sobre este segundo topico seguira la siguiente descripcion.

Muchos modelos han sido propuestos para representar las cinéticas de la
biodegradacion. Estos modelos son empiricos o tedricos siendo los
modelos empiricos los que mds se usan. Un ejemplo de un modelo
empirico es (Hamaker, 1972):

_9C _ o (F.1)
dt
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donde C es la concentracion del substrato; t el tiempo; k una constante
que representa la tasa de reducciéon quimica y n un parametro de ajuste:
si n=0, la cinética sera de orden cero; si n=1, se dice que la cinética es de
primer orden. Esta representacién pone de manifiesto el bajo nivel de
conocimiento que se tiene aun sobre la influencia de los microorganismos
en el proceso de biodegradacion.

Cinéticas con crecimiento de biomasa

La biodegradacion de un compuesto organico puede ocurrir en diferentes
formas: /) los microorganismos crecen a expensas del substrato, usandolo
como fuente de energia, C, u otro nutriente necesario para la proliferacion;
i) los microorganismos crecen a expensas de otro substrato organico, o
de ambos, pero metabolizando el substrato de interés; i) los
microorganismos no crecen mientras metabolizan el compuesto organico.

Monod (1949), formulé matematicamente una cinética de crecimiento con
las siguientes caracteristicas: considérese el caso de microorganismos de
una sola especie, que usan un componente organico como fuente de
energia. Se asume que el compuesto organico no es toxico, que es
soluble en agua, que el entorno es suficientemente anaerbbico y que hay
los suficientes compuestos inorganicos necesarios para el crecimiento de
los microorganismos. Entonces, para bajas concentraciones de C y otras
fuentes de energia, el crecimiento de biomasa seré también bajo debido a
las bajas concentracién del substrato. A medida que el nimero de
microorganismos y la concentraciéon del substrato se incrementan, la tasa
de crecimiento se incrementara en proporcion directa, hasta alcanzar un
valor maximo asintético.

Matematicamente, lo anterior puede representarse a través de la siguiente
relacion:

i C

p=_max_ (F.2)
K,+C

donde

u es la tasa de crecimiento especifico de biomasa; p es la maxima

max

tasa de crecimiento especifico (la cual ocurre para altas concentraciones

de substrato); C la concentracién del substrato, y Ks una constante que

representa la concentracion del substrato cuando p=(7/2)u . Este
max

valor de K; representa la afinidad que los microorganismos tienen con el
componente organico para crecer.
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La expresion de Monod (ecuacion F.2) representa graficamente una
hipérbola. Dependiendo de qué tan alejada esté la concentracion inicial
del substrato Cp de K, se tendrdn en general tres diferentes
comportamientos: C,<<K,, C,=K, C,>>K.

Una cinética de biodegradacién con crecimiento cuando C,>>K,, puede

ser representada en forma logaritmica como (Simkins and Alexander,
1984):

ac
dl :umax(CO+X0_C) (F3)

y que en su forma integral es:
C = Co+ Xo[1 - exXp( gy t)] (F.4)
donde:

C, es es la concentracidn inicial del substrato;

C la concentracion del substrato, y
X, la cantidad de substrato requerido para producir la cantidad inicial de

biomasa.

Este tipo de cinéticas han sido verificadas para la biodegradacién de
benzoatos con Pseudomonas sp. y, aparentemente, para la formacion de
CO:; a partir de C-labeled 2,4-D puesto en suelos a altas concentraciones
(Kunc y Rybarova, 1983).

Cuando C,<<K; , puede usarse (Simkins and Alaxander, 1984):

—%f:dC(co+xo—C) (F.5)

o en su forma integral:
Co+ X,

1+ [?] explk(C, + X,)t]

0

C=

donde: k=u,,, /K,

Este tipo de cinéticas han sido observadas en la biodegradacién
(mineralizacién) de fenoles en lagos (Jones and Alexander, 1986).
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Para el caso C,=K,, la cinética se expresa a través de la cinética tipo
Monod con crecimiento, representada como:

_9C _ Mma C(Co+ X, -C)

(F.7)
o/§ K,+C
gue en su forma integral es:
K.In 4 =(C,+ X, +K, )In X ~(Cp + X Mot (F.8)
C, X,

donde X es la cantidad de substrato necesario para producir la cantidad
de biomasa requerida. Estas cinéticas describen el metabolismo de
benzoatos por Psueudomonas sp. (Simkins y Alexander, 1984), y la
mineralizacion de 4-nitrofenol en lagos (Jones y Alexander, 1986).

En el caso de altas concentraciones (C,>>Kj ), algunos contaminantes son

toxicos para muchos microorganismos que los usan como fuente de C.
Para esos contaminantes, las relaciones tipicas entre la tasa de
crecimiento de microorganismos y su concentracion se representa a
través de la ecuacién de Monod:

_ Hmax C
T K, +C+(C?/K,)

W (F.9)

donde K; es una constante de inhibicibn que suprime la tasa de
crecimiento por el compuesto téxico. Esta ecuacién ha sido usada para
describir la cinéticas de fenol y pentaclorofenol (Klecka y Maier, 1985;
Rozich et al.,, 1985). A continuacién se dan mas detalles de cinéticas
cuando no hay crecimiento de biomasa.

Cinéticas sin crecimiento de biomasa

Para colonias de microorganismos con crecimiento apreciable, la cantidad
de substrato organico debe ser suficientemente alta en relacion con la
cantidad de biomasa. Si este contenido de substrato es bajo, entonces el
crecimiento de biomasa sera limitado o practicamente nulo. De tal modo,
de nuevo se pueden considerar tres casos: C,<<K,, C,=K, C,>>K,.

Entonces las cinéticas seran parecidas a las vistas anteriormente, con la
tnica diferencia de que el crecimiento de biomasa no es permitido. Las
cinéticas correspondientes son expresadas por la ecuacion de Michaelis-
Menten:
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v C

v = o (F.10)
K,+C

donde

v, es la tasa de consumo del susbstrato (L/T);
v la méaxima tasa de consumo (L/T), y

max
Kn una constante llamada Constante de Michaelis (M/L%), cominmente
llamada constante de saturacién media, y que representa la concentracion
del substrato cuando la tasa de extracciéon o de consumo es la mitad de
%

max

Esta ecuacién representa la misma relacién que la ecuacion de Monod
(ecuacion F.2), donde se ha cambiado v, vy K, por u, u y K,
max max

respectivamente. La diferencia basica entre estas ecuaciones es que en la
de Michaelis-Menten la cantidad de material reactivo (enzimas) es
constante, mientras que en la de Monod la cantidad de material reactivo
se incrementa por la proliferacién de microorganismos. Para obtener el
consumo total del susbstrato, la tasa v debe multiplicarse por la cantidad
de biomasa (B).

Cinéticas de primer orden:

Cuando Sp<<K;, las cinéticas son llamadas de primer orden, en
correspondencia a lo dicho sobre la ecuacién (F.1), y tienen la forma
siguiente:

dcC
-—=kC (F.11)

1
dt
o en su forma integral:

C= Co exp(—kjt) (F.12)

donde

tes el tiempo;

C la concentracion del substrato en el tiempo, y
k: =umaX(Xo/Ks).

El término k; es una constante de primer orden expresado en unidades

de (T)".
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Las cinéticas de primer orden describen procesos de biodegradacion
cuando la concentracion del compuesto quimico es bajo, de tal forma que
las colonias de microorganismos no se incrementan en forma significativa.

Este tipo de cinéticas han sido observadas en el metabolismo de la
glucosa por salmonella typhimurium, biodegradacién del parathion en
agua de mar y en sedimentos en condiciones anaerébicas, dichlobenil y
clorosulfuros en suelos.

Cinéticas de monod sin crecimiento:

Cuando C,=K, , las cinéticas son del tipo de la ecuacion de Monod
(ecuacion F.2) de la forma siguiente:

dC k. C
- =_2 (F.13)
a K +C
en forma integral es:
K In(C/C )+C~C =kt (F.14)
donde
k2 :“maxXO

Para expresar este tipo de cinéticas a través de las expresiones de
Michaelis-Menten, K es sustituido por K, Yy ko por (Vimax Bo). El término By
es la densidad inicial de biomasa.

Este tipo de cinéticas han sido reportadas para describir procesos de
biodegradacion de picloram en suelos. Las cinéticas tipo Monod sin
crecimiento (ecuaciones F.13 y F.14) a veces también describen la
mineralizacion del fenol en lagos.

Cinéticas de orden cero

Cuando C,>>K, , el proceso de biodegradacion se representa con:

dc
— =k, (F.15)

dt

que en forma integral es:

C=C —kt (F.16)
0 2
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Este tipo de cinéticas han sido observadas frecuentemente en procesos
de biodegradacién. Por ejemplo, en la biodegradacién de glifosfato en
suelos; fenol y 2,4-D en lagos; Tolueno en agua de mar, y algunos otros
compuestos.

Factores de inhibicion

La tasa del consumo de nutrientes puede ser suprimida por la presencia
de factores de inhibiciéon. Esta inhibiciobn puede ser competitiva, no
competitiva, o por acumulacién de biomasa.

En general, el procedimiento para representar la inhibicién es definir un
factor de inhibicidn, el cual es usado para modificar los valores de v

Kmn, y biomasa (B), en la expresién de Michaelis-Menten. Este factor se
define como:

Q;
fog S (F.17)

donde

Q; es la concentracién de la substancia inhibidora (sea quimica o
biomasa), y k; una constante de inhibicién (el subindice i indica que dentro
de / puede haber varios agentes inhibidores).

La funcién del factor (/) puede ser multiplicar o dividir la cantidad que es
afectada. SiQI. << kl.(lz1), no hay inhibicién. En el caso contrario, el

consumo del substrato puede ser alterado considerablemente.

La inhibiciéon por biomasa tiene la misma forma que la expresiéon (F.17).
Este tipo de inhibicién, puesto en la expresion de Michaelis-Menten, sera:

v CB
V= max (F.18)

(Km+C{1+E}
kb

donde B es la cantidad de biomasa y k; el factor de inhibicién.
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Procesos especificos de biodegradacion

Como ya se ha mencionado, los microorganismos pueden degradar
compuestos organicos en presencia de oxigeno (proceso aerébico) o en
ausencia de éste (proceso anaerodbico). Para sobrevivir y proliferar, estos
microorganismos requieren fuentes de energia, un receptor de electrones
(oxidante), asi como C, y varios nutrientes inorganicos (P, N, Fe, etc.).
Entre los microorganismos méas importantes en los procesos de
biodegradacién se encuentran las bacterias. En suelos en condiciones
aerobicas, los procesos de biodegradacién son dominados por bacterias
que consumen compuestos organicos como fuente de C y energia, asi
como oxigeno molecular como oxidante. Un grupo especial de bacteria
aerobia llamada metanotréfica, usa metano o metanol como fuente
primaria de energia y C. Por otra parte, cuando en el suelo el oxigeno es
nulo o existe en poca cantidad, algunas bacterias pueden cambiar
algunas formas de nitr6geno oxidado (nitrito) como agente oxidante.
Cuando el oxigeno y el nitrégeno oxidado estan presentes en el suelo, el
grupo dominante seran bacterias anaerobias causantes de procesos de
fermentacioén, las cuales vivirdn en simbiosis con bacterias reductoras de
sulfatos. Este tipo de bacterias pueden usar componentes organicos o
hidrogeno molecular como fuente de energia, y componentes organicos,
dioxido de carbono, o sulfato como oxidante. A continuaciéon se dan
algunas caracteristicas especificas de estas formas de biodegradacion.

Biodegradacion aerdbica

En medios bien aireados, donde existe oxigeno, el grupo dominante seran
bacterias que emplean como agente oxidante a ese elemento. En campo,
donde hay una gran cantidad de contaminantes orgdnicos, se ha
observado que el oxigeno es rapidamente consumido, de tal forma que la
biodegradacién aerébica no es un proceso que domine ampliamente.
También se ha visto que este proceso aerébico se lleva a acabo
alrededor de plumas de contaminante. Esto se debe a que en el exterior
de la pluma existe oxigeno.

Como se menciond, un grupo importante de bacterias aerobias son las
metanotréficas. Este tipo de bacterias es de interés debido a su capacidad
de cometabolizar (que no usa para su proliferacion) algunos compuestos
organicos comunmente encontrados en aguas subterraneas (p.e.
benzenos e isémeros, etcétera) .

Bacteria reductora de nitrégeno (nitrificacion)

Cuando el oxigeno es escaso o nulo, algunas bacterias aerobias son
capaces de emplear y usar concentraciones de nitrato( NO; ), nitrito( NO; ),

o algunas otras formas de nitrégeno oxidado, como receptor de electrones
(oxidante), en vez del oxigeno. Este proceso puede desarrollarse después
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de que en una biodegradacién aerbbica el oxigeno es rapidamente
consumido. Si el nitrégeno oxidado es reducido a nitrégeno molecular, el
proceso recibe el nombre de nitrificacidon. Se a observado que algunas
bacterias no son capaces de llevar a cabo este proceso de nitrificacion, de

tal forma que el nitrato es reducido a nitrito 0 amonio (NH, ).

Fermentacion

La fermentacién se da frecuentemente en zonas subsuperficiales. Este
proceso es anaerdbico y ocurre cuando no hay disposicién de oxigeno ni
ninguna forma de nitrégeno oxidado, lo cual ocurre frecuentemente en
problemas de contaminacioén de agua subterranea, ya sea por derrames o
en terrenos que se utilizan para recibir residuos industriales. En estas
situaciones en que hay una cantidad de residuos organicos, el oxigeno y
el nitrégeno oxidado se consumen rapidamente originando condiciones
favorables para que ocurra el proceso de fermentacion.

Usualmente, la fermentacion es reconocida por la presencia de la bacteria
reductora de sulfato o por la de una clase llamada metanogénica (que
produce metano), creandose una simbiosis entre ellas.

En muchas condiciones aerébicas y anaerdbicas, la completa degradacion
de compuestos organicos complejos provoca la asociacion de varios tipos
de bacterias. Estas asociaciones de bacterias han sido observadas en
procesos anaerdbicos en los que el proceso dominante ha sido la
fermentacion. La razén de la importancia de esta asociacion de bacterias,
es que cuando los compuestos no pueden ser degradados por la accion
unica de bacterias metanogénicas o bacterias reductoras de sulfato, son
mineralizados o parcialmente degradados por la accién de estas
asociaciones (fenoles, clorofenoles, tolueno, benzeno, etcétera).

Crecimiento de biomasa:

La tasa de crecimiento de biomasa puede relacionarse directamente con
la cantidad de un substrato limitativo. La cantidad de energia producida
por varios substratos varia de acuerdo con el proceso metabdlico. En
general, la energia producida en procesos aerdbicos es mas alta que para
procesos de reduccién de nitrato, y a la vez ésta es también mayor que la
producida en un proceso de fermentacion.

Paralelamente al crecimiento de biomasa, muere un cierto porcentaje de
microorganismos. Este porcentaje, alternativamente, puede ser referido a
un coeficiente de permanencia (k»), y representara la cantidad de
substrato consumido (por unidad de biomasa) en el cual no hay
produccién de biomasa.



Anexo F 309

En relacion con lo anterior, se puede establecer la produccion de biomasa
a través de la siguiente expresion:

% _ (Yk,C—k_ )B (F.19)

donde

B es la biomasa (M/L%);

Y es el coeficiente de produccion de biomasa (L3M);

ks es un coeficiente de primer orden, que representa el consumo del
substrato (1/T);

C es la concentracion del substrato (M/LS);

Km es el coeficiente de permanencia (1/T), y

tes el tiempo.

La solucion analitica de la ecuacion (F.19) es:
B = B, expl(Yk,C -k, )t] (F.20)

donde se supone que los pardmetros son constantes. By es la cantidad
inicial de biomasa.
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Incorporacién de cinéticas de biodegradacion en modelos de transporte

Considerando la importancia e influencia que tiene el proceso de
biodegradacion en el comportamiento de los compuestos organicos, es
indudable la necesidad de incorporar éstos a los modelos matematicos de
transporte de solutos. Tal incorporacién se hace precisamente a través de
las cinéticas anteriormente descritas.

En relacion con la ecuacién (3.1) del capitulo 3, el transporte de un soluto
sujeto a biodegradacién estara dado por:

2
IC v _yc-r%C (F.21)

pZ > _
ox? ox ot

donde

D es el coeficiente de dispersién (L%/T);

Ves la velocidad (L/T);

C es la concentracién del soluto (M/L?);

kg es el coeficiente de reaccién de primer orden (1/T);
k. es el coeficiente de reaccién de orden cero (M/L3T);

k ..
R= 1+E°n—" es el coeficiente de retardo;

p, €s la densidad de suelo (M/L?);

n es el indice de porosidad del suelo;

k, es un coeficiente de separacion (L®/M), definido como la concentracion
del soluto en la fase soélida dividido entre la concentracion en solucion. Se
obtiene de la isoterma de adsorcion.

Los coeficientes de reaccién ks y k. son funciones no lineales, las cuales
describen las biodegradaciéon del soluto. Estos coeficientes se definen
bajo la hipétesis de que el consumo de soluto por parte de las bacterias se
obtiene solo del que se encuentra en la fase liquida; es decir, que la
cantidad de soluto absorbida en la fase sélida no esta disponible por parte
de los microorganismos. De esta forma, los coeficientes de reacciéon se
expresan de acuerdo con la ecuacion de Michaelis-Menten (ecuacion
F.10) en la forma siguiente:

v B
kdzi _ max (F.22)
(Kmlc+C)(lbln)
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donde

B es la biomasa;

I, I y I, son factores de inhibicion de biomasa, competitiva y no
competitiva, respectivamente. Se definen de acuerdo con la ecuacién
(F.17).

El factor de orden cero se expresa como:

kc =(YL/Ye)Ki=Yp ¢cKpc—(1/ Yo kB (F.23)
donde

Y. es el coeficiente de produccién de biomasa para el substrato limitante;
Yc es el coeficiente de produccion de biomasa para el substrato;

K. es el consumo total del substrato limitante;

Yr cc €S la relaciéon entre la concentracion de substrato (C), por unidad

de nuevos componentes metabolizados, y
km es el coeficiente de permanencia.

El primer término del lado derecho de esta ecuacion (F.23), es para
consumos de orden cero del substrato C; si C es un substrato limitante,
este término es nulo. El segundo término es la cantidad de substrato
producido debido al metabolismo de nuevos componentes para formar C.
Este término solo aparece para componentes intermedios en el proceso
de fermentacién. El ultimo término da cuenta de salidas de substrato
debido a bacterias muertas. Este término sera nulo para el caso del
transporte de un substrato precursor.

Los coeficientes k., y kg son términos de acoplamiento para cada uno de
los componentes que intervienen en el proceso de transporte. El
acoplamiento por k; es debido a que este término incluye procesos que
dependen de las tasas de consumo diferentes a C. El coeficiente ky
depende del consumo de biomasa, el cual es funcion de otros nutrientes.
Este término, por lo tanto, enlaza ambas ecuaciones.

Modelos de transporte y biodegradacion:

Tomando como base la ecuacién (F.21), y considerando que los procesos
biolégicos afectan simultaneamente a diversos compuestos organicos, es
necesario que no sélo se considere en los modelos de transporte al soluto
mismo, sino también la influencia de otros componentes organicos
(nutrientes) que pueden alterar el consumo del soluto y el crecimiento de
la biomasa.
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A continuacién se presentan los modelos que abarcan desde procesos
sencillos (biodegradacién aerébica), hasta situaciones mas complicadas
donde se involucran cuatro substratos y tres grupos de bacterias. De aqui
en adelante, los superindices se referiran a los tipos de bacterias
consideradas, (1) bacterias aerobias, (2) considerando bacteria reductora
de nitrato, (3) y (4) para bacterias anaerobias en consorcio.

Biodegradacion aerdbica

Para este tipo de proceso se supone que el crecimiento de biomasa y el
consumo pueden ser limitados, ya sea por el compuesto organico (C;), o
por el oxigeno molecular (O). Para ello, se requiere resolver dos
ecuaciones para los dos substratos, y otra ecuacion para el crecimiento de
bacterias. Si el oxigeno es el componente limitante, entonces se tiene
que:

2 1 1
. CZ’—vaC’=RaC’+Y_° Ve (0)B' /15| (F.24)
ax dx at Y, K!'(O)+0
2 1 1
p9° 9 _ 90 |V (O)B /1, |, _00 (F.25)
ax?  ox K (0)+ O Jt
1 1 1
B _ly | Ymax (OB /1o |y 4 g1 (F.26)
ot K (O)+ O
donde

Viax(0)y KL(O) son los parametros cinéticos de consumo de oxigeno por
la bacteria 1;

Yoy Y7 son los coeficientes de produccién para el oxigeno y el substrato
C,, respectivamente;

I» es el factor de inhibicién para la biomasa;

B’, es la biomasa para condicidén aerdbica.

Para el caso en que el compuesto orgénico (C;) sea el substrato limitante,
las ecuaciones (F.24-F.26) deben ser modificadas para reflejar este
hecho. Es decir, se trasforman en la siguiente forma:

2 1 1
Da Czr _vV oG, _ vma); (C,)B /1, C, = RB_C,_ (F.27)
ax ax | K'(C,KC, at
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220 30 30 Y, [vl_(C)B'/I
p _yo2 99 1| Vme (C)B /1y | F.2
ax? " ax at+Yo{K,’,,(C,)+C, ! (F-28)
1 1 BI I
B__|y,| Ve (Ci)B o\ g (F.29)
at Kn(Ci )+ C,

Viax(C;) Yy KL(C,) son los parametros cinéticos de consumo de C; por la
bacteria 1.

Cometabolismo

La degradacién de TCE (tricloroetileno), es un ejemplo de cometabolismo
debido a bacterias metanotréficas. Para modelar este proceso, se debe
agregar un segundo componente organico a las expresiones para el caso
aerobico (ecuaciones F.24-F.26), con la salvedad de que ahora C; es
metano. La ecuacion del segundo compuesto es:

2 1 1
p3°Ca y3Cs [ Vim (C2)B' /1y | 3C; (F.30)
Ix? Ix K! (C,)+C, at

donde v],..(C,) y K.(C,) son los parametros cinéticos de consumo de C:
por la bacteria 1.

Consumo de multiples componentes organicos

En la mayoria de los suelos contaminados, se encuentran con frecuencia
uno o varios componentes. Estos contaminantes pueden ser degradados
por un mismo tipo de bacterias, y en esta situacion puede ocurrir un
proceso de biodegradacién competitiva. En el caso de dos componentes
organicos, se debe de nuevo agregar una tercera ecuaciéon para el caso
aerdbico (ecuaciones F.24-F.26), en la forma siguiente:

2 1 1
3°C, ,9C, _{vw (C,)B /'b}cz _pC: (F.31)

D -V
ox*? dx KL(C,).+C, at

donde /., es el factor de inhibicién obtenido por la ecuacion (F.17).
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Biodegradacion aerobica combinada con reduccion de nitrato

Una condicién necesaria para que las bacterias empiecen a degradar el
nitrato es que el suelo esté desprovisto de oxigeno. En estas condiciones
el modelo de transporte se compone de las siguientes seis ecuaciones:

p Ci_y9Ci _pdC; Yo |Vru(0)B'/1s |,
Ix? dx at Y. Kn(OpO
2 ) (F.32)
+YNI Vmax(N/)B /(/b/n) NI
Y, K2 (NI )+ NI
2 ! !
p9°0 O Vi (OB /1, |, _00 (F.33)
dx 3 X K!'(0O)+0O ot
2 2 2
p &Ny ONI_| Vi (N1B® [(lylo ) | _ ONI (F.34)
ox 0 X KZ(NI)+ NI ot
LN AN Ve (NJB' /1, | 3N
ax* x| KL(N)+N | ot
Yo | VE, (NI)B? /1 k o
Y Vimax (NI) b N/__m(B’+BZ)
Yo | K2Z(NI)+ NI Yy
1 ! !
aB _ Yy w N-k, |B' (F.36)
dt KL(N)}+N
2 2 2
dB” [y |V (NI)B” /1, NI -k |B? (F.37)
dt K2 (NI )+ NI
donde

C; es la concentracién del componente organico;
Nl es la concentraciéon del nitrato;
N es la concentracién del nitrégeno;
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Vi (N) Y KL (N) son los parametros cinéticos de consumo de N;

vZa(NI) Yy KZ(NI) son los parametros cinéticos de consumo de NJ;
Yni es el coeficiente de produccién para NI;

Y\ es el coeficiente de produccién para N;

Y,. es el coeficiente de produccién anaerobia para Cy;

B es la biomasa correspondiente a la bacteria reductora de nitrato, e

I» es el factor de inhibicién no competitiva por inhibicién de oxigeno de
enzimas reductoras de nitrato.

Los otros pardmetros ya se han definido anteriormente.

En las ecuaciones (F.32-F.34) se ha supuesto que el oxigeno es el
limitante en la condicién aerdbica, mientras que para el caso anaerébico
es el nitrato. En el caso de que el componente organico sea el substrato
limitante en cada condicion (aerébica y anaerébica), entonces los términos
de biodegradacion para S;, O y NI deben ser cambiadas en las
ecuaciones para reflejar este hecho como se ha mostrado en los modelos
anteriores. Ademas, las ecuaciones (F.35-F.37) se han escrito
considerando el caso en que el nitrégeno (N) limita el crecimiento de (B’),
y el nitrato (N/) el de (Bg). Aunque algunas bacterias pueden reducir el
nitrato a amonio para propésitos de asimilacién, en las ecuaciones se
supone que el nitrato se utiliza sélo para la generacién de energia.

Biodegradacion aerdbica y fermentacion

A continuacion se presenta el modelo matematico para simular una
biodegradacion aerobia y una fermentacion (biodegradacién anaerobia) en
la que actuan dos tipos de bacterias asociadas. Se considera que la
fermentacion es inhibida por la presencia de oxigeno a través de una
inhibicion no competitiva. En el modelo se incluye también el transporte y
la biodegradacién del nitrégeno (N). El modelo es el siguiente:

DaZC1 vaC1 _\:V:nax (C1 )B1 /Ib7+ Vg,ax (C1 )83 /(Ibln):|c1 RaC1

Ix* dx Kn(Ci )+ C Kn(Cy )+ C dt
(F.38)
2 1 1
p 9 _y99 _00 Vi lVuu(Ci)B/l, 0 (F.39)
ax ax odt Y,| K, (C,)+C,
9°C, ,3C, [vi.(C.)B*/I, aC,
P TV ax T ki e, |02 e
mize /T e (F.40)

3 3
v, Viax (C1)B7 /(1p1,) c,
' K;:(C1)+C1
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2 3 3
Da/:/_va_/v_ vmaxs(N)B AR NzaN_
ax ax K,(N)+N at

4 4 Y. 1 1
+Q{vw(cz)s /ID}CNLPW(CJB //b}a_ ki (5 4 B° 4 )

Y K;(Cz )+ C, Y Kr171(C1 H+ C Y
(F.41)
aB' vl (C,)B' /I |
" =[Y,[ K’((C1))+C "}C,—km]s’ (F.42)
m 1 1
3 3 3
ol e o =
dB* vi (C,)B* /1, ‘
ot =Y, "”?{,(c ) C C,-k,|B (F.44)
m 2 2
donde

Y, €S la relaciéon que describe la cantidad de C, producida por la cantidad

fermentada de Cj; los deméas parametros son los mismos gue se han
descrito anteriormente.

La forma en que se han escrito las ecuaciones (F.38-F.44) considera el
caso en que el consumo de substrato por las bacterias 1 y 3 es limitado
por Cy, y el consumo de la bacteria 4 es limitado por C,. El consumo de
nitrégeno (N), y también el crecimiento, son limitados por el nitrégeno para
la bacteria 3,y C,y C. para las bacterias 1 y 4, respectivamente. Como el
proceso de fermentacion no requiere de oxidante (receptor de electrones),
entonces el consumo de C; y C, estara siempre limitado por la
disponibilidad del substrato orgédnico, a pesar de que el crecimiento puede
ser limitado por otros substratos organicos o por el nitrégeno. El Gltimo
término en la ecuacién (F.40) representa la produccién de C. debido al
metabolismo de C;.
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ANEXO G

Se comprueba que N (w')=0(at?)
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Si en la funcién de peso (ecuacion 6.6):

X~ Xi_4 1™ —t _'~_ 7. n ogn+l | _
[ - +V " jexptl'k(c)dt},(x,t)e[x,_,,x,-]x[t )=,

n+ X — X tn”_t K 4T n gn+
w; 1={ ;x -V o Jexp tl'k"(c)dt];(x,t)e[x,,xm]x[t )t ’]EQZ

0 de otra forma.

(G.1)

empleamos una aproximacioén lineal parak(c)=k(c(x,t))a lo largo de la
linea caracteristica, y haciendo uso de la figura:

K(e(x +Vvatt™'))

k(c(x,t))
k(e(xt")) ¢
(x*t")
se llega a:
k(c)=k(c(x ,t"))+ [E(é(x' + VAL ™)) - /?(é(x',tn))] Ln’:in } =K (G.2)

Por otra parte, a lo largo de la linea caracteristica la serie de Taylor
permite expresar:

E(é):l?(é(x',t”))+[fd%] (t—t")+Olt-t"F (G.3)
(x' ")

Despejando de la ecuacion (G.3) el gradiente, se obtiene:

dk(c) _Ke)-Ke(x' t")) o
( = ]w)_ ) +olt-t) (G.3 a)
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Comparando las ecuaciones (G.2) - (G.3 a), y considerando que (f-t" ) <
(t™- t ") para (x,0e($2:+425), el maximo error se tendra cuando t= t ™.
Por lo tanto, la aproximacién (G.2) es del orden O(t ™~ t" )?, es decir:
K(c)=R+0(t™ —t" 2 = R+ O(At?) (G.4)

Ahora si empleamos la ecuacion (G.1) en (x,f)e £2;, resulta:

(wi™"), = v ex;{ jk(a )dt}rk(a Jwr!

T Ax
viwr'), =V ox i[l?(é)dt}
AX "
(W )o =0 (G.5)

=

N W™ )= (W) + VW™ )+ (W) = K(T)w[™ =0

Asimismo si en la ecuacion (G.1) se aproxima k(c )=k, entonces segln la
ecuacion (G.4) se obtiene que:

Ax

(wr'), = v ex, Jkdt}+k w' + O(AF)

n+1 _ V I
Vw'), = EexpL[R at|+O(Af)
(W] ) = 0
(G.6)
en donde :

N (Wi )= () + V(W™ )+ (wi™ ), - R(e W)™ = O(ar)

Lo cual indica que el error de aproximar k(¢ ) por Kk es del orden O(At? ), es
decir:

N (w™')=K(c)-k=0(At?) |.c.q.d. (G.7)



ANEXO H

Se analiza la influencia de la conductividad hidraulica (K) y su derivada

[K': a%\lf] en las formas de expresar la ecuacion de Richards.
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Por cuestiones de claridad considérese la ecuacién de Richards en la
dimension vertical:

g _ 9 (ko] oK _, (H.1)
ot 0z dz 0z

Aplicando la regla de la cadena al Gltimo término se obtiene:

SN _ 9 [ V] v _, (H.2)
ot oz\ oz oz

En la ecuacion (H.1), en el término gravitatorio, se captura directamente la
influencia de K mientras que en la ecuacion (H.2) esta influencia se
captura indirectamente a través de K.

Si se solucionan numéricamente ambas ecuaciones a través de un método
en diferencias finitas totalmente implicito en el tiempo y centrado en el
espacio, para un nodo interno sin cruce de caracteristicas en las fronteras
las ecuaciones son:

Para la ecuaciéon (H.1) es:

s 1 1 1 1
n+1 i n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Y { AL +A;2_ K2, + AZ? K,-+(1/2)}+\Vf_1 [- AL Ki-(1/2)]+wl'+1 {" AL Ki+(1/2):|
n Sinﬂ 1 n+1 n+1
=\V{ AL ]"Az [Kl+(1/2)_Ki—(1/2)]
(H.3)
Para la ecuacién (H.2) es:
S 1 1 1 1
n+1 i n+f n+ n+l! n+1 1 n+1
Vi [—At N K2+ A2 K,.+(’,/2)}+w,_, [_ A2 Kitir2) _ZAZK j }
1 1 S
n+1 n+1 o+l | L0 i
+ V., [_Mz Ki+(1/2)+2AzK j il—\l’i{ At }
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Como ELLAM no puede ser aplicado directamente a la ecuacién (H.1), la
aplicacién se debe realizar a través de la ecuaciéon (H.2). Por lo tanto
aplicando una linealizacién tipo Picard se obtiene:

n+1 Sn+1 1 Kn+1 1 Kn+1 n+t 1 Kn+1 n+t 1 K"”
Vi At +A22 :'-(1/2)"'A iv172) TVWir | — AgZ i(1/2) TV~ AFZ 172)

Sn+1 Sn+1 L
—w[M} e J(w) W, (z,1" )dz

(H.5)

Para una linealizacion Taylor-Fréchet se obtiene:

S»n+1 1 1
n+1 i n+1 n+1 n+i
v, { A7 +EKH”2)+A KH(uz)}eXP(Y At)+

At(z,_
ort| - et
n+ 1 n+ n+
qjm{ AL2 K:+(11/2)j|eXp(Yi 'At)=
o Sn+1 n+ n+
v, 1[‘ AT "+ 812 Sz +

1 V4 1 n+ 1 Iz n+ 1 n+ n+
Az ;—(;/2)_FK1—(11/2)_E i+(;/2) Ao 2K:+(11/2)jlexp(7, "At)+

1
A 2

n+1

n+1
Wi—1 KI (1/2)

[ZAZ K,"Z/Z)}GXP(Y,'"”AT)+

n+1

Vi I: oAZZ K:Z?;/z) T K:T;;/z):|eXp(Y YAt )+

2
Az
n+t L

1 n+ n+ n+ S
Ky K Jexpy A+ J(\rmp) W,(z,t" )dz
(H.6)
Como ejemplo de aplicacién considere la versién unidimensional del ejemplo

6.12 del capitulo 6. Considérese una malla muy fina con los siguientes
parametros: At=0.1, Az=0.1.
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— "exacta”
O T-F ELLAM
O Ecuacion i(H.4)

Presion, m

En esta figura se muestran los resultados que corresponden para un
tiempo de 30 horas y empleando 5 iteraciones. Destacan los resultados
obtenidos con la ecuacion (H.4) en donde el atraso en los resultados se
puede explicar de la forma siguiente: En la ecuacion (H.3) se observa que
en el Ultimo miembro del lado derecho la conductividad hidraulica queda
capturada explicitamente, mientras que en la ecuacién (H.4) este término
queda capturado en forma implicita a través de la derivada de la
conductividad, es decir la influencia de la gravedad en forma explicita
queda nula (esto explica el atraso en las soluciones). Algo similar pero
mas drastico sucede en la ecuacién (H.5), aqui el término gravitatorio
queda nulo aun en forma implicita. En la ecuacion (H.6) el término
gravitatorio (penultimo término en el segundo miembro) queda de nuevo
capturado a través de wy, es decir la técnica de linealizaciéon Taylor-

Frechet logra incorporar la influencia de este término.

Lo anterior comprueba los resultados que se obtienen en la figura 6.29 del
capitulo seis. En donde se muestra un atraso en las soluciones. Esto
resulta importante por el hecho de que metodologias que traten con
formas de la ecuacién de Richards similares a la ecuacién (H.2), y que son
las formas con las que trata ELLAM, si la técnica de linealizacién no
captura de forma adecuada la influencia de la conductividad hidraulica los
resultados no pueden ser satisfactorios.
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Descripcion Funcional del Programa ellam2dx
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Disefo del Sistema

El programa ellam2dx forma parte de un sistema de programas cuyo
objetivo es el andlisis con ELLAM, con un uso sencillo e intuitivo. El disefio
toma en cuenta las principales funciones requeridas, por lo que se cuenta
con 3 programas principales: para la captura, para el procesamiento y para
el despliegue de resultados. El encargado del procesamiento es
precisamente ellamd2x.

La plataforma seleccionada para el sistema es Windows 9X en adelante,
con interfaz gréfica. Sin embargo, dada la naturaleza de ellamd2x, éste
tiene la particularidad de poder ser transportado a otros sistemas
operativos como Unix o Linux.

Se utilizd una combinacién de programacion estructurada (C) con
programacion orientada a objetos (C++), segun las necesidades.

Captura

Despliegue
Datos (texto), Transitorio
especificacién de la (binario), con
malla y fronteras valores en la malla
para cada paso

Estado
inicial

Procesamiento

Figura G. 1. Diagrama Funcional del programa ellam2dx

Detalles de Implementacion

En este caso en particular, para ellam2dx se utiliza programacion
orientada a objetos (C++), dada la cnaturaleza de la metodologia. Con
este tipo de programacién se “encapsllan” las propiedades (datos) y
métodos (funciones) de los objetos, por lo que se reducen
significativamente los errores de programacion. Ademas, al probar
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exhaustivamente el funcionamiento de una clase (de objetos), la atencidn
se centra en el desarrollo de las descendientes.

Otra ventaja del lenguaje C++ es el “polimorfismo”, que significa que un
mismo método puede realizar tareas adicionales a las de su clase base,
con variantes, o aun distintas. Esto es de suma utilidad para implementar
las variantes de Lineal Conservativo, Lineal No Conservativo, No Lineal
con la Metodologia Tradicional, No Lineal con la Metodologia Propuesta,
efc.

Como se menciond, este programa no tiene intervencién del usuario. Esto
significa que una vez que se haya leido la informacién, el proceso se
ejecutara hasta el tiempo simulado, con reportes de avence y error. Por
este motivo, se tomo la decisién de que en la implementacién no se
utilizaran caracteristicas especificas de una plataforma, con el objeto de
una eventual migracién a otros sistemas operativos.

Para verificar el funcionamiento de etapas criticas, se realizaron distintas
pruebas de validacion.

e Funcién de peso. Se verificd que la suma de pesos para un punto vale
1.

e Se verifico el calculo de la Integral en el tiempo anterior y de la Flujo de
frontera. Esta prueba se realizé para condiciones de flujo uniforme tipo
escalon. También Se observo el efecto de la funcién de peso (ns).

e Se verifico la simetria de la matriz. La matriz formada durante la etapas
de “caracteristicas” debe tener una cierta simetria, segin su posicion
(interior/interior, inferior/izquierda, inferior/interior, etc.)

Mébdulos

Cuando el tamano del cédigo de un programa asi lo indica, éste se parte
en varios modulos. Cada médulo es una unidad de compilacién, que luego
de superar esta etapa deriva en cbédigo objeto, que se juntan
posteriormente en la etapa del enlace (link).

En lo posible, se implementdé un modulo por clase, aunque hay
excepciones en las que la cantidad de cédigo hizo recomendable
separarlo en varios. La siguiente tabla muestra la relacion entre clases y
modulos.
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"Clase Modulo(s) |
Boundary boundary.cpp |
TestFunc testfunc.cop |
Knot knot.cpp

KnotX (Knot) knot.cpp
KnotY (Knot) knot.cpp

KnotXY (Knot) |knot.cpp
Elem2d (Knot) | elem2d.cpp
Point2d point2d.cpp
Field2d field2d.cpp
BoundSpc boundspc.cpp
Ellam2d ellam2d.cpp
ellam2db.cpp
Ellam2dN ellam2dn.cpp
Ellam2dNP ellam2dp.cpp
(varias) gauss.cpp
misc.cpp
(ejecutor) ellam2dx.cpp

A continuacion se hace un breve recorrido por cada una de las clases que
intervienen.

Boundary

Para el manejo de fronteras se implementd una clase que incluye los tipos
Dirichlet, Neumann y Flujo Total. Hay métodos para especificar y evaluar.
ellam2dx.

TestFunc

Clase para menajar las funciones de peso. La base es unidimensional.
Hay metodos para especificar y evaluar.

Knot

Clase base para manejo de variables en nudos de la malla. La variable
béasica es la velocidad, y banderas de cruce de fronteras.

KnotX

Clase de nudos laterales en las caras horizontales, derivada de Knot. Se
requiere adicionalmente de los coeficiente de dispersion Dxx y Dyx.
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KnotY

Clase de nudos laterales en las caras verticales, derivada de Knot. Se
requiere adicionalmente de los coeficiente de dispersion Dyy y Dxy.

KnotXY

Clase de nudos en las esquinas de las celdas, derivada de Knot. Se
requiere adicionalmente de los coeficiente de dispersion Dxx, Dyy, Dyx y
Dyx

Elem2d

Clase para el manejo de celdas o elementos en 2 dimensiones. Derivada
de Knot (para informacion del nudo central de la celda) y emplea objetos
de TestFunc para calculo de funciones de peso bidimensionales. Cuenta
con banderas para saber si en el tiempo anterior la celda estaba
completamente fuera o dentro del dominio.

Point2d

Puntos en 2 dimensiones, principalmente para evaluar la integral de “C” en
el tiempo anterior. Cuenta con variables para la posicion actual, el valor de
‘C” en el tiempo previo y el peso correspondiente. Tiene referencia al
dominio completo (Ellam2d). Existen métodos para interpolar “C” hacia
atras o adelante en el tiempo.

Field2d

Especificacion de campos escalares en 2 dimensiones. Tiene informacion
de la malla (tamafo, posiciones y valores del campo en los nudos) y
métodos para leer de archivo y evaluacién.

BoundSpc

Especificacion de fronteras. Maneja un arreglo de fronteras (Boundary)
que se pueden especificar por rangos. Existe un método para leer de
archivo.

Ellam2d

Clase para manejo de proyectos en 2 dimensiones com ELLAM. Contiene
informacion general (archivos, nombres, tamanos), posiciones, elementos,
nudos, fronteras, etc., asi como variables para agilizar los calculos. Hay
métodos para especificacién y calculo de posiciones, integrales de “C" y
de flujo, caracteristicas, y manejo del archivo del transitorio. Puede
manejar proyectos lineales conservativos o no conservativos.
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Ellam2dN

Clase derivada de Ellam2dN para manejar proyectos no lineales, en los
que existe un término equivalente al no conservativo que depende de la
solucién, con la metodologia convencional.

Ellam2dNP

Clase derivada de Ellam2dN para manejar proyectos no lineales con la
metodologia propuesta.

Existen ademas modulos que no implementan clases, sino que se trata de
rutinas comunes. Estos son:

gauss
Solucién de ecuaciones lineales simulaneas con el método de Gauss.
misc

Rutinas varias comunes a las distintas aplicaciones de ellam2d. Existen
funciones genéricas de entrada y salida, asi como alguanas pruebas.

ellam2dx

Cuerpo ejecutor del programa.

Archivos

Como todo programa, existen archivos de entrada y salida. En este caso,
solo existe un archivo de entrada que es el que define el proyecto ELLAM
en 2 dimensiones. Su formato es:

Ancho

Alto

Numero de columnas

Numero de renglones

Coeficientes de dispersién Dxx, Dyy, Dyx y Dyx
Velocidad en direccién X y en direccion Y
Paso de integracién

Tiempo maximo

Opciones (ver adelante)

Numero de subdivisiones Ns

Coeficiente K para caso No Conservativo
Condicion inicial

VYVVVVVVVYVYVYY
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> Frontera lzquierda
» Frontera Derecha
» Frontera Inferior

> Frontera Superior

El campo de “Opciones” puede ser combinacion de:

=

EETRAY Oy

t
N

Flujo uniforme

Flujo rotativo (Vx y Vy se consideran coeficientes para calculo de
velocidad)

Fronteras de 1er Orden: Dirichlet (default)

Fronteras de 2do Orden: Newman (default)

Fronteras de 3er Orden: FlujoTotal (default)

Forza a incluir integral en celdas que no estaban en tiempo anterior.
No se incluye la integral en celdas que no estaban en tiempo
anterior (def).

Descarta terminos "no" en celdas frontera.

No conservativo (especificar la constante despues de Ns)

La condicion inicial se especifica como una malla, a partir de la que se
interpola en todo el dominio, de la siguiente manera:

Numero de columnas
Numero de renglones
Valores X de las columnas
Valores Y de los renglones

Valores de la condicién inicial, iniciando con el renglén inferior de
izquierda a derecha.

Por su parte, las fronteras se definen por rangos. En caso de no estar
especificado una porcién de frontera, se toma el tipo de frontera de default
con valor de cero. El formato en este caso es:

Numero de rangos

Limite inferior del 1er rango

Tipo de frontera y valor para el 1er rango

Limite inferior del 2do rango (superior del 1er rango)
Tipo de frontera y valor para el 2do rango

Limite inferior del Ultimo rango

Tipo de frontera y valor para el ultimo rango

Los archivos de resultados o salida son de tipo binario, con la un
encabezado y un registro por paso de tiempo. El encabezado es:

Identificador de 4 caracteres, siempre debe ser “E2T\0”;
Identificador del CPU en que se ejecuta, 1 byte;
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Nombre del proyecto, 80 caracteres;

Nombre de la corrida, 80 caracteres;

Numero de variables en X (nVarX), entero de 4 bytes;

Nimero de variables en Y (nVarY), entero de 4 bytes;

Posicion de las columnas (en X), nVarX flotantes de 4 bytes;

Posicién de los renglones (en Y), nVarY flotantes de 4 bytes por valor;
Posicién de las divisiones de celdas en X, (nVarX-1) fiotantes de 4
bytes por valor;

» Posicién de las divisiones de celdas en Y, (nVarY-1) flotantes de 4
bytes por valor;

Por su parte, cada registro incluye:

e Tiempo, flotante de 4 bytes;
e Valores de la variable en la malla, (nVarX*nVarY) flotantes de 4 bytes;
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