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Introduccion

Una cuestién importante en matematicas cs la relacién entre la topologia
de una variedad (grupo fundamental, homologia, compacidad) y su geometria
(curvatura, geodésicas, volumen).

El resultado m4s importante en este sentido es el Teorema de Gauss-Bonnet,
el cual nos dice qué geometria dar a cada superficie, dependiendo de su carac-
terfstica de Euler (topologfa). Otro resultado fuerte en este sentido, es el Teo-
rema de la esfera en dimension 3: Si M® es compacta y simplemente conexa
con curvatura seccional positiva, entonces M* es homeomorfa a S%. También
estdn los resultados de Myers y Cartan, que dan condiciones sobre el grupo
fundamental de una variedad cuando tiene curvatura positiva o negativa.

El propdsito de este trabajo es presentar dos resultados en este sentido,
debidos a John Milnor (ver (11]), que involucran un aspecto “métrico” del grupo
fundamental: su crecimiento.

El crecimiento de un grupo finitamente generado (f.g.) mide la “cantidad”
de palabras que se pueden formar en él. Hay dos tipos principales de crecimien-
to: polinomial y exponencial. Por ejemplo, los grupos (f.g.) abelianos crecen
polinomialmente, mientras los libres (f.g.) lo hacen exponencialmente.

El crecimiento de volumen estd directamente relacionado con la métrica,
por ejemplo, en la geometria euclidiana el volumen crece polinomialmente, en
cambio, en la geometria hiperbdlica crece exponencialmente.

Los Teoremas de Milnor relacionan ambos crecimientos. Para realizar esta
conexién, la herramienta que utilizamos es la teoria de espacios cubrientes.

Miés especificamente, consideramos M una variedad y la “desdoblamos” por
medio de su cubierta universal M. El grupo de transformaciones cubrientes I'
asociado a dicho cubriente “guarda” informacién topolégica de M, es decir, T
es isomorfo al grupo fundamental de M. La idea central en los Teoremas de
Milnor es que el crecimiento de volumen en M influye en el crecimiento del
grupo I' & w1 (M) y viceversa.

Asi, por ejemplo, supongamos que M tiene una métrica de manera que el
volumen en M crece polinomialmente (por ejemplo, esto ocurre cnando M tiene
curvatura no negativa); entonces el grupo fundamental de M crece polinomial-
mente. Este es el primer Teorema de Milnor.

Supongamos ahora que el volumen en M compacta crece exponencialmente
(por ejemplo con curvatura negativa), entonces I' = m (M) crece exponencial-
mente. Este es el segundo Teorema de Milnor.

VIl
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Podemos resumir estos resuliados como sigue: las variedades con curvatura
positiva tienen un grupo fundamental que crece polinomialmente, micntras en
las variedades compactas con curvatura negativa crece exponencialmente.

In el capitulo 1, veremos los cubrientes v sus propiedades bdsicas, por ejem-
plo, los cubrientes de una variedad M se corresponden con los subgrupos de
LS (M )

En el capitulo 2 revisamos el concepto de accién de un grupo en una variedad
¥ su relacién con los cubrientes. El grupo de transformaciones cubrientes I°
permite relacionar a los espacios, por ejemplo, cuando el cubriente es universal
I es isomorfo al grupo fundamental de la variedad, y podemos pasar de la
cubierta a la variedad haciendo cociente con I'. También veremos la manera de
“geometrizar” a una variedad a partir de su cubierta universal,

En el capitulo 3 aparecen los Teoremas de Myers y Cartan-Hadamard; ademss
se prueba que el cubriente universal de variedades con curvatura constante pos-
itiva es 8". Para el caso de las variedades con curvatura negativa, el cubriente
es R™ (Cartan).

En el capitulo 4 se analiza el crecimiento de grupos y de volumen y su
relacién,

En el capitulo 5 se dan los Teoremas de Milnor y se finaliza con ejemplos de
estos teoremas junto con los de Myers y Cartan.



Capitulo 1

Espacios Cubrientes

En este capitulo veremos el concepto de espacio cubriente, asi como algunos
ejemplos y propiedades bésicas de ellos. Se hace un repaso del grupo fundamental
de un espacio para el Lema de inyectividad: el grupo fundamental del espacio
cubriente es un subgrupo del grupo fundamental del espacio base. También,
como objetivo de este capitulo, se verd una manera de obtener cubrientes: a
partir de isometrias locales.

1.1. Cubrientes Topolégicos

DEFINICI(’)N’L.L Sean M y M espacios topolégicos conexos. Un cubriente
topoldgico iy : M — M es una funcién continua y suprayectiva, tal que para
todo p € M existe una vecindad conexa U de p que cumple que ¢~ (U) =
Uie] U;, donde los abiertos U; C M son ajenos por parejas, y ¥y, : U; — U es
un homeomorfismo. Para cada ¢ € M, ¢~ (g) es la fibra de q bajo .

Figura 1.1: Un cubriente

De manera informal, podemos pensar a un cubriente como un pegado ade-
cuado de copias (puede ser infinito) de un mismo “corte” o “desdoble” de M.

1



1.1. CuBrienTtes TorPoOLOGICOS
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Figura 1.4: El toro cubre a la botella de Klein
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Cuando digamos sélo cubriente suponemos que es cubriente topolégico.

Scan 3 : M — M cubriente y o : {0,1] — M continua. Decimos que o es un
camino en M que empieza en o(0). Llamamos a la aplicacién & : [0,1] — M
continua un levantamiento de « si ¥ o a = .

Usaremos algunas propiedades de los cubrientes con respecto a los levan-
tamientos. Una referencia para estas propiedades es [10], pdginas 238-239.

Propiedad del levantamiento de caminos. Sea 1 : M — M cubriente
y o [0,1] = M un camino que empieza en a(0) = ¢. Si ¢ € M es un punto
sobre la fibra de g, entonces existe un Gnico levantamiento & : {0, b — M de o
tal que a(0) = q.

Propiedad de levantamientos homotdpicos. Sea 1 : M — M cubriente,
supongamos que «, 3 : [0,1] — M son caminos homotépicos y &, 3 : [0,1] — M
son los levantamientos de o y 3 con &(0) = 3(0). Entonces & es hiomotdpico a

/3. Como consecuencia, se tiene que &(1) = 3(1) (Teorema de monodromia).

A continuacién recordamos brevemente la definicién del grupo fundamental
de un espacio topolégico, que es uno de los invariantes algebraicos més impor-
tantes.

Sean (M, T) un espacio topoldgico conectable por trayectorias y p € M.
Se quiere definir un grupo 71 (M,p) llamado el grupo fundamental de M,
cuyos elementos serdn clases de equivalencia bajo homotopia de las funciones
contimias « : [0,1] — (M,7) tales que «(0) = (1) = p (lazos). Para definir
la multiplicacién de dos clases o con B construimos la trayectoria « - 8 que en
la mitad de tiempo (de 0 a %) recorre todo el camino «, y en la otra mitad de
tiempo (de 3 a 1) recorre todo el camino . En simbolos:

{ a(2t), sitelo, 1]

a . =
(- B)(1) B2t —1), site(d, 1],

se puede verificar que esta multiplicacién es compatible con la nocién de equi-
valencia de trayectorias, y ademds que da estructura de grupo al conjunto de
clases de equivalencia de trayectorias {a], denotado por 711 (M, p). Podemos decir
que 7 (M, p) mide “agujeros” de cierto tipo de M. Se tiene que si p,g € M
(arcoconexo), entonces m1 (M, p) = m1(M, q). Decimos que (M, 7) es simplemente
conero si m1(M,p) = {e} para cada p € M. Por ejemplo, R™ es simplemente
conexo, ya que cualquier lazo se puede deformar continuamente a cnalquier otro,
intuitivamente no tiene “agujeros”.

También se tiene que si M y N son espacios topolégicos y ¢ : M — N es
una funcién continua entonces la aplicacién ¥, : m (M, p) — m (N, ¥(p)) dada
por ¥, {c] = [ o @] es un homomorfismo de grupos.

Mostraremos algunos ejernplos.

Sea M = 8S", la n-esfera y

I’ = {idge+1isn, —idgn+tiss} = Zo.
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La variedad riemanniana cociente M/T", denotada P*| es el espacio proyectivo
real de dimension n (n > 2).

Uno puede verificar que §” es simplemente conexa para todo n > 2, ademés
71 (P, p) ¥ Zy con p € P,

Ahora consideremos Z" = Z x - - - x Z, el producio cariesiano de n copias de Z

y sea V' un espacio vectorial real de dimensién n. Fijernos una base {e, . . . En }
de V. A cada (o',...,a") € Z" le asociamos una transformacién de V dada
por

mn
a:V oV, alv)=v+ Zajej.
—

La variedad cociente V/Z" es difeomorfa al toro de dimensién 1,
T :=8'x...xS§!

y por tanto my(V/Z",p) = Z x --- x Z = Z" para cualquier p € V/zr. Si
ademds V' tiene un producto interior, éste induce una métrica riemanniana tal
que M/I" es plano; es decir, todas las curvaturas seccionales son cero. Por ejem-
plo, si V = R? con el producto punto usual, tenemos gue ]Rz/Z2 es el toro plano.

Un resultado importante de la Teorfa de espacios cubrientes, nos dice que si

¥ : M — M es cubriente, entonces el grupo fundamental de M se puede pensar
como un subgrupo del grupo fundamental de M.

Lema de inyectividad. Sea 1 : M — M cubriente. Entonces para todo
p € M, si p=1(p), el homomorfismo inducido

¥y : w1 {M,5) — my (M, p)

es inyectivo.

Msds atn, hay una correspondencia entre cubrientes de una variedad v los
subgrupos de su grupo fundamental, asi, si 4 es un subgrupo de 7, (M) entonces
existe NV variedad y ¢ : N — M cubriente tal que v, (71 (N)) = H.

1.2. Cubrientes Diferenciables y Riemannianos

DEFINrIVCI(‘)N 1.2, SiM y M son variedades diferenciables conexas, decimos
que ¢ : M — M es un cubriente diferenciable si 1 es un cubriente topoldgico
y ¥ es diferenciable de rango maximo, es decir, si el rango de dipz es igual a la

dimensién de M para cada € M.

Para definir cubriente riemanniano recordamos lo que es una isometria.

Sean M y N variedades riemannianas. Un difeomorfismo ¢ : A1 — N (fun-
cién biyectiva diferenciable y con inversa diferenciable) es una isometria si y
sdlo si:

(d,0)p = (i), dp(D)u VpEM, YaFCI,M (1)
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Una funcién diferenciable ¢ : M — N es una isometria local si para
todo p € M existe una vecindad U ¢ M tal que ¢ : U/ — P(U) C N es un
difeomorfismo que cumple (1.1).

DEFINICI()E 1.3. Si M y M son variedades riemannianas conexas, deci-
mos que ¢ : M — Al es un cubriente riemanniano si ¥ es un cubriente

diferenciable el cual ademds es una isometria local de M en M.

Mencionamos algunos resultados basicos de cubrientes, para lo cual necesi-
tamos algunos lemas y recordar la siguiente definicion.

Una curva diferenciable o : 1 — M es geodésicaen ty € Isi [£ (%‘i)] (t) =
0; si « es geodésica para todo t € I, decimos gue la curva « es geodésica.

LEMA 1.4. Una isomelria aplica geodésicas en geodésicas.

Demostracidn. La isometria local ¥ : M — M preserva los coeficientes de la
métrica, por lo que los simbolos de Christoffel son idénticos en M y en M. Asi,
una curva en M es geodésica en M si y sélo si su imagen es geodésicaen M. [

La transformacién exponencial da una correspondencia natural (“proyec-
cién™) entre la variedad y sus planos tangentes, y nos permite pasar localmente
de funciones en la variedad a funciones entre espacios lineales. Para isometrias
locales se tiene el siguiente lema.

LEMA 1.5. Sean M una variedad completa y 1 : M — M una isometria local.
Sipe M yp=1(p), entonces

exp, o dipy =1 o expj (1.2)

Demostracidén., Sea v € 1~M\{0}

Como M es comp]eta existe & : R — M geodésica definida en todo R tal
e 3(0) = 5, &'(0) = 1 v por tanto |&/(0)] = 1. Asi, expy(®) = &I

Sea o : R — M la curva en M definida por a{t) = ¥(a(t)); como a es
geodésica y 9 es isometria local, por el Lema 1.4 tenemos que a(t) = ¥(a(t))
es una. geodésica que satisface a(Q0) =p y

o'(0) = dy(a'(0)) = dwp( v);

gl

por lo tanto ||/ (0)|| = 1, de donde
w(exp(0)) = Y(&(I71)) = a(l5l) = elldds(D)]) = exp,(d¥5(2)),

lo cual implica que exp, o dyz = 9 o exps.

]

En un cubriente, si alguno de los espacios es completo el otro también lo es.
La idea de la prueba es definir la transformacién exponencial en todo un plano
tangente a partir de que est4 definido en la otra variedad. Para realizar este
puente, utilizamos el lema anterior.
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TEOREMA 1.6. 5 TZL\,H — M es un cubriente riemanniano, entonces M
es completa si y solo si M es completa.

Demostracion. =)

Supongamos que M es completa. Sean § ¢ M, p=v¢(p),veE '1;;1’\7\{0}.
Veanos que exp;; estd definida en o.

Como M es completa, existe una geodésica a : R — M definida en todo R

tal que a(0) =py
0) = -t = diy
O = fagson = W \Tdwen

Por la propiedad de levantamiento de caminos, existe una vinica & : R — M
tal que yoa=a,a(0)=py

&(0) = o
O = g
Como dip es isometria entonces ||&'(0)]] = |la’(0)]| = 1. Ademds, el Lema

1.4 implica que & es geodésica y por tanto exp;(v) = a(||7]]) estd definido. Esto
implica que expy estd definida en todo J;;M . Por el Teorema de Hopf-Rinow
(ver {5}, pagina 146) tenemos que M es completa.

<)

Ahora supongamos que M es completa. Sea ap=1p(p)eMyve IPM\{O}
Como di; es biyectiva, existe un tnico v € T~M tal que di5(7) = v. Ya que M
es completa, existe & : R —» M geodésica definida en todo R tal que a(0) = Py

v
ol

En este caso, exp(v) = &([|[7]]). Sea « = o & : R — M. El Lema 1.4 implice
que o es una geodésica definida en todo R. Ademds, a(0) =py

&(0) =

Entonces ||¢/(0)|} = 1, y por €l Lema 1.5 se tiene que
¥ o expz(v) = v o &([|v]]) = a{[|v}]) = a(llv]);

esto es, a(|jv]|) estd definido y exp,(v) = a(||v]]). Por tanto exp, esta definid:

en todo 1, M y M es completa.
C

Un cubriente es siempre un homeomorfismo local, pero no son concepto
equivalentes, ya que la transformacién f : (0,2) — S! dada por f(t) = ¥ e

un homeomorfisio local sobreyectivo que no es cubriente.
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Notamos que (0,2) no es completo, pero es homeomorfo a R, por lo que la
completez tampoco es una condicién suficiente.

Para finalizar el capitulo, en el siguiente teorema probaremos que si M y M
son riemannianas, y 4 es isometrfa local suprayectiva, entonces ¢ es cubriente
riemanniano.

TEOREMA 1.7. Dados M una variedad coneza y completa y ¢ MM
una isomelria local suprayectiva, se tiene que ¢ es cubriente riemanniano.

Demostracidn, Seanp € M y v~ p) = { pi | i € I }. Sabemos que existe 71 > 0
tal que expp DB, (0) C1yM — B, (p) C M es un difeomorfismo. Afirmamos
que ¥ (p) es un conjunto de puntos aistados. Si ¥~ 1(p) es un conjunto finito
entonces no_hay nada que demostrar. Asi, supongamOb que es infinito y que
existen p € M y una subsucesién { p;, } de ¥~ 1(p) tal que limg—.oe 75, = p. Por
la continuidad de 3 tenemos que

Jim (5 )= (7).

Pero ¥( Py, ) = p, lo que implica que ¥( p ) = p. Como ¥ es isometrfa local, es
myecmva en una vecindad de P, lo cual contradice que los p;; se acumulan en p.
Asi, 1»~1(p) es un conjunto de puntos aislados.

Para cada o € [, sea

o = inf{ d(Fa75) | BE L, a# B}

y definimos
ry 1= Inf{re | @ € [}.

Por la que ya probamos, se tiene que rp > 0. Sean
r ~
r = min {r, 32} L Ui=Bo(p) y U= B(f),

con i € 1. Se tiene que los conjuntos Uy, o € I son ajenos por parejas. Afirmamos
que ¢ : U; — U es un homeomorfismo. Como 9 es isometria local, basta verificar
que v : U; — U es biyectiva.

1. Sean 41,42 € U; = B.(p:) y supongamos que ¥(g1) = ¥(gz2). Entonces
existen 07, 0 € B,(0) C 15 M tales que exp; (9;) = g5, para j = 1,2.

Como ¥ es isometria local, dig, (B.(0)) = B,(0) de manera biyectiva. Y
como r < 71, tenemos que exp,, : B(0) C 1M — B.(p) C M es biyectiva.

Por el Lema 1.5, tenemos que
exp, 0 dg, (1) = ¥ o expy (¥;) = ¥(G5);
para j = 1,2. Por lo tanto,
exp, o dvp, (01) = exp, o d¢5, (v2);

y por inyectividad, ©; = 0. Esto implica a su vez que g1 = g2 y muestra
que |y, es inyectiva.
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Figura 1.5: El helicoide cubre al catenoide

2. Sea q € U. Entonces existe v € B,(0) C 1,M tal que exp,{v) = q. Esto
implica que existe ¥ € B,.(0) C 15 M tal que di;, (0) = v.
Por otro lado,
r > |9l > d(expy, (v), pi),
lo cual implica que expz (V) € By(f:;) = U;. Ademds, por el Lema 1.5,

Ylexpy (V) = exp,(dys, (7)) = exp,(v) = g, es decir, 1|y, es suprayectiva
en U.

En resumen; sea p ¢ M, entonces existe U vecindad de p tal que v~ 1(U) =
Uies Uiy las U; ajenas y ¢ : U; — U es un homeomorfismo para cada i € /; esto
es, ¥ es un cubriente. Ademds es cubriente riemanniano. O

EJEMPLO 1.8. 1. Consideremos al catencide C parametrizado por ¢ :
(0,2m)xR - C' ¢ R% dada por 1 (u,v) = {acoshv cosu, acosh vsen u, av).
Por otro lado, un helicoide 4 est4 parametrizado por @3 : (0,27) x R —
H dada por @(u,v) = (asenhvcosu,asenhvsenu,au). Ambas cartas
tienen los mismos coeficientes de la primera forma fundamental, ¥ =
a®cosh®v, ' =0y G = a? cosh? v.
De esta manera, ¢ = ¢; o cpz“l : H — C es una isometria local y por el
teorema anterior es un cubriente. Se puede ver geométricamente como que
una “vuelta” del helicoide puede “girar” al catenoide sin un meridiano.

2. Sea ¢ : R — S C C dada por 9%(r) = ™. Podemos dar a R la métrica
de S!, de modo que 3 sea una isometria local y por tanto un cubriente.

3. Consideremos 1 : 8 — S! dada por ¥(z) = 2", n € N. Con un pro-
cedimiento similar al del ejemplo anterior podemos mostrar que ¥ es un
cubriente.

4. Andlogamente, dado el toro T2 = §! x §! y % : T?> — T2 dada por

PY(z,0) = (2%, 2°w?), con |z = lw| =1, a,b,c,d € Z y m = ad — be #0.
1 es cubriente, que geométricamente enrolla el toro m veces en s{ mismo.



Capitulo 2

Transformaciones
Cubrientes

En este capitulo se dan las herramientas més importantes de espacios cubri-
entes, ademés del concepto de accién de un grupo en una variedad y su relacién
con los cubrientes. Esto creard un puente més entre traducir un problema ge-
ométrico a uno algebraico y reciprocamente. Todas estas herramientas se uti-
lizardn para el tiltimo capitulo de la tesis. A continuacién, daremos un resumen
del capitulo.

Sea X un conjunto, entonces el conjunto

S(X)={¢:X — X |y es biyectiva }

es un grupo provisto de la operacién composicién, lamado el grupo de permuta-
ciones de X, é el grupo de simetrias de X.

Sea G un grupo cualquiera, entonces existe un conjunto X y un homomor-
fismo inyectivo de grupos & : G — S(X) {Teorema de Cayley). De esta manera,
se puede pensar a los grupos como grupos de simetrias de algiin conjunto.

Consideremos ahora M una. variedad topoldgica y el conjunto

Hom(M) ={ ¢ : M — M | ¢ es homeomorfismo }.

Sea I un grupo tal que ® : I' — Hom(M) es homomorfismo inyectivo. Dire-
mos que I actia en M. Entonces podemos decir que la accién de I' en M es
un grupo de “simetrias” de M.

OBSERVACION 2.1. Se puede hacer lo mismo para el grupo de los difeo-
morfismos Dif (M) 6 isometrias Iso(M) en M.

Consideraremos s6lo cierto tipo de acciones llamadas propias y discontinuas.

Dado un cubriente ¢ : M —+ M, tenemos una accién. Se considera a I' como
el grupo de transformaciones cubrientes de 1, entonces I' acttia en My
la accién es propia y discontinua (Teorema 2.8).

9



10 2.1. TRANSFORMACIONES CUBRIENTES TOPOLAOGICAS

Reciprocamente, supongamos que I" es una accién propia y discontinua en
M, entonces M /T es una variedad topoldgica vy la aplicacién

M — M/T

es un cubriente (Teorema 2.9) con grupo de transformaciones cubrientes I’ (Teo-
rema 2.10).

En este sentido, las acciones propias y discontinuas en una variedad generan
cubrientes y viceversa. .

Sea : M — M un cubriente. Es importante considerar cudndo M es simple-
mente conexa (cubierta universal de A7). Este concepto también fue introducido
por H. A. Schwarz en su intento por probar el Teorema de uniformizacién. Sea
" el grupo de transformaciones cubrientes de M. Hay una relacién entre los
espacios (Lema 2.15):

M/T es homeotnorfo a M.

Ademés, se puede obtener el grupo fundamental de M como un grupo de
transformaciones (Lema 2.16), es decir:

ﬂl(}"lvp) =T

También se introduce el concepto de dominio fundamental de un cubriente
Y : M — M, que informalmente, es el menor conjunto en M que basta para
cubrir a M y con el podemos “teselar” la cubierta universal de M. Se prueba la
existencia de dominios fundamentales en el caso riemanniano (Teorema 2.24),
para lo cual se usa el concepto de lugar geométrico de corte, que fue introducido
por H. Poincaré para superficies en 1905 y para variedades riemannianas por
Whitehead en 1935.

2.1. Transformaciones Cubrientes Topolégicas

En esta seccién consideramos variedades topolégicas.

QEFINICI(‘)N 2.2. Sea v : M = M cubriente. Un homeomorfismo ¢ : M-
M es una transformacién cubriente de 1 si y sélo si i o @ = 1.

Sea T el conjunto de las transformaciones cubrientes de v, es deir,
F:{cp:ﬁ»—»ﬁhomeomorﬁsmo [Yop =19}

entonces I' es un grupo bajo la operacion de composicién, llamado el grupo de
transformaciones cubrientes de v, el cual denotamos por D(v).

Podemos decir que en cierto sentido, la informacién del “pegado” de las
“piezas” del cubriente est4 en el grupo de transformaciones cubrientes.

EJEMPLO 2.3. 1. ¥ : R? — T2 Sean Inm : R? — R? dadas por Inm(z,y) =
(z+n,y+m), n,mcZ Entonces D(y) ={lpm |n,meZ} 2ZLxZ.
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2 ¢ - 8% = P2 Sea A : 8§ — §? dada por A(z) = —=x. Se tiene que
D(6) = (Id, A) = Zp.

3. 1 S! — 8§ dada por ¥'(z) = 2%, Sean R : S' — S! dadas por Ri(z) =

etz con k=1,2,34, entonces DY) = (Ky ; k=1,2,3,4) 2 Z,.

El siguiente resultado dice que las transformaciones cubrientes estan deter-
minadas por su valor en un punto.

LEMA 2.4. Sean M, M variedades topoldgicas conexas, 1 M- M cubriente
y I el grupo de transformaciones cubrientes de . Siy,v2 €T" y existepe M
tal que v1(p) = v2(p), entonces v = 3.

Demostracidn. Seanq € My a:la,b) — M una curva continua tal queala) =p
y a(b) = g. Como

P oy(a(t) = Pla(t)) = ¢ o ya(al(t)),
tenemos que 3 o @ y 72 © & son levantamientos de la curva ¢ o o y ademés
1 o arfa) = 71(p) = 72(p) = 72 0 (a).

Esto es, tenemos dos levantamientos de la curva ¥ o & que empiezan en un
mismo punto. Por unicidad, son iguales: y; oo = vy 00 y evaluando en b se tiene
v1(¢) = v2(q) para cada g € M. Entonces y1 = 7. O

Una accidn (topoldgica) de un grupo G en una variedad M, es un conjunto
de homeomorfismos de M en M que forman (con la composicién) un grupo G.
Veamos otra definicién formal que utilizaremos en adelante.

DEFINICION 2.5. Una accién (topoldgica) (por la izquierda) de un grupo
G en una variedad M es una funcién p: G x M — M que cumple

1. Si e € G denota el neutro de G, entonces p(e,p) = p para toda p € M.
2. plg, ulh,p)) = plgh, p) para cualesquiera p € M, g,h € G.

3. La transformacién pg : M — M, dada por py(p) = u(g,p), p€ M, es un
homeomorfismo.

Decimos ademss que (¢ actua propia y discontinuamente en M, si para
cada p € M existe una vecindad U de p tal que la coleccién de conjuntos abiertos
{1o(U) | 9 € G} es ajena.

OBSERVACION 2.6. Siempre que no haya confusién denotamos a las fun-
ciones pg: M — M como g: M — M.

EJEMPLO 2.7. 1. Z x Z actta en R? por traslaciones del tipo
p((n,m), (z,y)) =(z+n,y+m), connméeZzyck

Se tiene que fin,m) = Tn,m.
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2. Zy actiia en R? por reflexién, donde (0, 2) = 2 y (1, 2) = —2. Por tanto,
iy =1Idy pp = A,

3. Z actlia en S? por “reflexién”, donde p(0,z) = z y (T, 2) = —x.

4. Z4 actiia en S' por rotaciones; Zy = (Ry ; k = 1,2,3,4) y entonces la
accion es p(e 5t z) = T iz, Y POr tanto g1 ks, = Ry.
x

5. G'L(n,R) actita en R™, donde la accién estd dada por u(A,7) = AU, con
A€ GL(n,R) y ¥ € My, = R En este caso, el grupo actlia en un
espacio vectorial como grupo de transformaciones lineales.

6. R" x GL(n,R) actiia en R™, donde la accién es u((@, A),7) = @ + Av,
donde 4 € GL(n,R), @7 € R™ A ésta accién se le llama el producto
semidirecto de R" y GL(n,R).

7. Consideremos los homeomorfismos 11,13 : R? — R? dados por Tz, y) =
(z+1,y) y Ta(z,y) = (—z,y + 1), entonces T := (1}, 13) actiia en R2.

8. Sea §"1 = {(z1,20) € Tz 2 + - 4 2] = 1} y Zi el grupo
multiplicativo de las k raices de la unidad, entonces Z;, actia en §2n-1
por p(w, z) = (w21,...,wz,), con w € Zj.

Nota: Las anteriores acciones son propias y discontinuas, excepto en 5 y
2.

Veremos que dado un cubriente obtenemos una accién propia y discontin-
ua y viceversa, es decir, toda accién propia y discontinua en una variedad M
corresponde a un cubriente de M.

TEOREMA 2.8. Dado un cubriente 9 M Mel grupo de transformaciones
cubrientes I actia en M, donde la accidn estd dada por u(p,p) = o(p), con
@ €', Mds ain, la accidn es propia y discontinua.

Demostracidn. Para ver esto, sea 5 € M. Mostraremos que existe una vecindad
U de p tal que los conjuntos ¢(U) con ¢ € T son ajenos por parejas. Como
¥ es cubriente, existe una vecindad U de p y una vecindad V de %(p) tal que
Y|u : U — V es un homeomorfismo.

Supongamos que existen @1, ¢, € I tales que ¢1(U) N pa(U) # @ con ¢, #
p2. Sea z € p1(U) N p2(U), entonces existen p1,p2 € U tales que @) (py) = 2 =
p2(p2), lo cual implica que

Y(p1) = Yo pi(p) = ¥(2) = ¢ o pa(p2) = ¥(p2).

Pero 9|y es inyectiva, de modo que p; = p2 y ¢1(p1) = wa(p1). Ya que dos
transformaciones cubrientes que coinciden en un punto son iguales (Lema 2.4),
entonces @1 = @3, lo cual es una contradiccién. Por tanto, los conjuntos op((/)
con ¢ € I" son ajenos por parejas y I actda propia y discontinuamente en M. 0O
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Ya hemos mencionado que existe una especie de reciproco; es decir, si un
grupo [" actia propia y discontinuamente en una variedad topoldgica M, quere-
mos construir nn cubriente tal gue el grupo de transformaciones cubrientes sea
1somorfo a I'. Para esto consideremos el espacio de érbitas M/T,

M/T={[pllpemM}

donde [p] = { ¢(p) : ¢ €T}, entonces I : M — M/T la proyeccién dada por
II{p) = [p] es el cubriente que buscamos. Usaremos los lemas siguientes para
probar que el grupo de transformaciones cubrientes I(I1) es isomorfo a I".

LEMA 2.9. Sea M una variedad topoldgica conexa y completa, I' grupo que
actiia propia y discontinuamente en M, entonces M/T es variedad topoldgica y

I:M—- M/T
es un cubriente topoldgico.

Demostracidn. Damos a M/T la topologia cociente inducida por II, es decir,
definimos U C M/I" abierto si II71(U/) € M es abierto. Con esta topologia, II
es continua y abierta.

Como I' actia propia y discontinuamente en M, si p € M existe U una
vecindad de p tal que {@(U) : ¢ € I'} son abiertos ajenos dos a dos. Se tiene

Ie(p) = [ep)] = {1(p(p)) i v €T} ={y(p): y€T} =[p,, Voel. (21)

Probaremos que

IT:p(U)— (U] (2.2)
es un homeomorfismo para cada ¢ € "'y
Y] = e, (23)
el

Para probar (2.3), es suficiente con probar que en esas vecindades II es
biyectiva. La igualdad (2.1) nos da que es sobreyectiva, asi que supongamos
que II(¢(q1)) = I(p(g2)), con g1,42 € U, Inego [p(q1)] = [#(g2)]. Entonces
existe v € I" tal que ¢(q1) = ¥(p(q2)). Si y = Id entonces q; = ¢, esto es I es
inyectiva, y siy # Id entonces p(U) [} yop(U) # @ lo cual es una contradiccién.
Ahora, como

ey ] = U new)) = Jw =

el el @€l

se cumple la ignaldad (2.3).

Veamos ahora que M/I" es una variedad. Por (2.2) se tiene que M/T es
localmente homeomorfo a M que es variedad, entonces es localmente homeo-
morfo a R™. Ahora, como M es de Hausdorff y por (2.3) se tiene que M/T" es
de Hausdorff, esto es, M/T es variedad. Ademds, por (2.3) concluimos que I es
un cubriente. O
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Ahora podemos mostrar una “ especie” de reciproco del Teorema 2.8. Recor-
damos que una accién es un conjunto de homeomorfismos de M en si mismo que
tiene estructura de grupo T, estos mismos homeomorfismos son las transformna-
ciones cubrientes de II. Por lo que el grupo de transformaciones cubrientes de

[MesT.

TEOREMA 2.10. See M una varieded completa y conexa, I grupo que actia
propia y discontinuamente en M, y I1: M — M/I". Entonces D(IT) =T

Demostracion. Sea p: T x M — M la accién dada por 1@, p) = pp(p). Defini-
mos K : I' — D(IT) por K(p) = p,, donde ¢ € I'. Probaremos que efectivamente
K es un isomorfismo de grupos.

1. K esta bien definida. En efecto, sabemos que te 1 M — M es homeomor-
fismo, y cumple que 1T o pi,,(p) = I(p(p)) = lo(p)] = [p] = N(p), esto es,
e € D(IT).

2. K es sobreyectiva. Sean v € D(II) y p € M fijo. Entonces [p] = O{p) =

o (p) = [+(p)], de lo que ¥(p) € [y(p)] = [p] = {ule,p) : ¢ € I'}. Esto
implica que existe ¢ € I' tal que y(p) = u{e,p) = p,(p). Pero entonces
7Y ¥ #e son dos transformaciones cubrientes que coinciden en un punto p.
Por el Lema 2.4 tenemos que v = 4, y entonces K(p)=1.

3. K es inyectiva. Supongamos que K (¢;) = K(p2), con ¢1,p, € T, luego
Py = lhp,. De aqui que vy = .

4. K es homomorfismo. Sean ¢y, 93 € I, como 4 es una accién sabemos que
Bprapy = M, © iy, , es decir, la multiplicacién en I' se corresponde con la
composicién en D(TT). Entonces K (1 * 2) = K(p1) 0 K (i2).

Por tanto K es un isomorfismo y I(IT) & T.
O

EJEMPLO 2.11. 1. I1: R? — R%/Z @& Z es cubriente del plano en el toro
yDID) ={Tom |n,meZ}=ZaZ

2. La accién de Z3 en R? definida antes no es propia y discontinua; de hecho,
R/Z> = [0,0¢) que no es variedad.

3. I1:S% - §2/Z; = P, es cubriente y D(I) = Z,.

4. 11: k2 — RE/I‘ 2 K es cubriente, con I" = (11,13) antes definido, esto es,
el plano cubre a la botella de Klein y D(I1) < T

5 I1: 821 — §2-1/7, es cubriente, y si k es primo, a §2n1/7,, se le
llama espacio lente de tipo (n,k), denotado por L2*~!.

Sea 1 : M — N un cubriente y I" el grupo de transformaciones cubrientes.
Queremos relacionar los grupos 71 (N, 4 (p)), I' y D(T"), asi como relacionar los
espacios M y N. Para esto requerimos el concepto de cubriente universal que
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describimos a continuacion.
Sea M una variedad y p € M. Definimos {2, como el conjunto de todos los
caminos en M que empiezan en p, es decir
0, ={a:[0,1] - M continua | «(0) =p }.

Introducimos una relacion de equivalencia similar a la del grupo fundamen-
tal: o ~ 3 81y sdlo si a es homotdpica a 3 y

la] ={Bep|a~p}

Sea M := Q,/ ~={la] | a€Q,}ydefinamos la transformacion ¥ : M — M
mediante ¥]o] = o(1).

Figura 2.1: M “deshace los hoyos”

Podemos dar a M una topologia con la cual es una variedad simplemente
conexa y ¥ es un cubriente (ver la demostracién de este hecho en [12], Teorema
82.1, p. 559). Ademds, dado cualquier cubriente v : N — M existe un cubri-
ente g : M — N tal que ¥ = 1) 0 9g. Si ademés, N es simplemente conexo,
entonces g es un homeomorfismo. Esta es llamada Ia propiedad “universal”
de W. Se puede utilizar esta propiedad para demostrar que M es tinico salvo
homeomorfismos, por lo que llamaremos a M la cubierta universal de M y a
¥ le lamaremos el cubriente universal de M.

EJEMPLO 2.12. 1. La cubierta universal del doble toro T24T? es A2. Una
manera de verlo es “teselando” el disco con octdgonos (hiperbélicos).

El siguiente resultado relativo a la fibra y las transformaciones cubrientes
serd de utilidad mds adelante. Por ejemplo, para ver que en un cubriente univer-
sal la fibra de un punto tiene informacién del grupo fundamental de la variedad.
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Figura 2.2: El disco de Poincaré cubre al doble toro

LEMA 2.13. Sean M, M wvariedades topoldgicas conezas y 1 : M — M cubri-
ente universal. Sip,q € M son tales que ¥(p) = ¢(g), entonces existe ¢ trans-
formacion cubriente de Y tal que (p) = q.

Demostracisn, Fijamos & - [0,1) — M continua tal que o{0) = py &a(1) = ¢.
Sea a:= 1 oa.

Vamos a definir ¢ : M — M. Sean z eEMyp,: [0,1] — M continua tal
que ,E;((]) =p, fi’:(l) = 2y se define un camino 3, ;=9 o B; Entonces

o(z) =B, - a(1),

donde §, - @ es el levantamiento del camino Bz -« que empieza en p. Probaremos
que ¢ cumple las condiciones del lema,

1. Se afirma que ¢ est4 bien definida. Esto se debe a la propiedad de levan-
tamientos homotdpicos ya que (M, p) = {e}.

2. ¢ es inyectiva. Supongamos que wlz) =p(z)conz,z € M, lo que implica

Be-a(1) = B, a(l);

pero ademés sabemos que estos caminos empiezan en p. Entonces tenemos
dos caminos en M que unen los mismos puntos. Como n1(M, p) = {e},
e~

———

Bz - v es homotdpico a 3, - o, por lo que 3, es homotépico a 3, y entonces
B:(1) = B,(1). Luego z = 2.

3. %oy =1.Seaz € M, entonces ¥ o o(z) =9(B: - (1)) = (B, - a)(1) =
,B:c(l) = Y(x).

4. ¢y ¢! son continuas. Sabemos por lo anterior que o = 1, ¢ inyectiva,
pero ademds que 9 es homeomorfismo local. Por tanto ¢ es continua.
De laigualdad ¢ = 1pop~1, anslogamente se concluye que ¢! es continua.
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5. ¢ es sobreyectiva. ¢{M) es un conjunto abierto y cerrado de M que es
conexo, por tanto (M) = M.

Resumiendo, ¢ : M — M es un homeomorfismo y cumple que ¥ o ¢ = 9.
Consecuentemente ¢ es una transformacién cubriente de ¥ y p(p) = g.

]

EJEMPLO 2.14. 1. Sea :§% — §%/ ~ un cubriente y p,q € S? tales que
P(p) = ¥(q). Entonces p = q 6 p= —¢, por lo que Id(p) =g 6 A(p) = q.

Cuando tenemos una cubierta M de N, la manera en que “desdoblamos” un
punto p € N en v ~1(p) € M, esté generada en el grupo de transformaciones
cubrientes. Cuando la cubierta es universal el proceso de construir el espacio
M/, es como volver a pegar toda la fibra ¥ ~1(p) en un punto [p]. En otras
palabras, es como “desdoblar” y luego volver a “pegar”, por lo que de nuevo
obtenemos N.

LEMA 2.15. Sean M, N wvariedades topoldgicas conezas, 0 : M — N un
cubriente universal y T el grupo de transformaciones cubrientes de 1. Entonces
M/T es homeomorfo a N.

Demostracién. Recordemos que M/T" es el espacio de 6rbitas de I, es decir, si
p € M, entonces

Pl ={w@:vel} e M/T.
Sea H : M/T" — N, dada por H[p| = ¥(p).

1. Afirmamos que H estd bien definida. Si [p] = [¢], con p,g € M, entonces
existe v € T tal que ¢ = (p), de modo que H[p] = Hlqg].

2. Afirmamos que H es biyectiva. Como 1 es sobreyectiva, H también lo es.
Supongamos que H|[p] = H|q]; entonces 1(p} = +(g), y por el Lema 2.13
existe o € I" tal que w(p) = g; pero esto significa que [p] = [g]. Por tanto,
H es inyectiva.

Recordamos (por el Lema 2.9) que IT : M — M/I" es un cubriente. Kntonces

H o Il(p) = Hlp} = $(p).

Por lo que H o IT = 1; pero 11 y % son homeomorfismos locales (por ser
cubrientes) y H es biyectiva, por tanto H es un homeomorfismo. 0

Recordamos que podemos considerar un cubriente como un “desdoble” y
podemos preguntarnos, jcémo se “desdobla la topologia”?. Para responder esto,
consideremos el cubriente i : R — S!, y sea v cualquier lazo basado en 1 en
el circulo, éste se puede deformar y verse como un lazo v, que da n vueltas
a velocidad 1 a 8! (n € Z). Asf, podemos asociar a [v,] un entero n, es decir,
existe una funcién H : m1(S?, 1) — D(¥) 2 Z dada por Hlvy,] = n. La aplicacién
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["v'"] frenl [',"n . 'Im]

I e 1

il

Iu la l#

n + m = LRI
Figura 2.3: H es isomorfismo

H es biyectiva, pero ademds, si consideramos [¥,] ¥ [m], que dan n y m vueltas
a S! respectivamente, el lazo [v, - ¥} que corresponde a la multiplicacién en
71 (8%, 1) se asocia a el entero n + m, que corresponde a la suma de Z, es decir
H es un isomorfismo.

Esto muestra también que los cubrientes son una herramienta poderosa para
calcular grupos fundamentales, asi en el ejemplo anterior, se verifica directa-
mente que D(¥) = Z, por lo que m;(S,1) 22 Z.

El resultado también se puede ver de la siguiente manera. ‘loda variedad
conexa M es cociente de su cubjerta universal M por la accién de m (M, p). Es

decir, M = M/?TI(M,p).

LEMA 2.16. Sean M M variedades conezas, ¥ : M — M cubriente universal
de M, pe M yT el grupo de transformaciones cubrientes de ¥, entonces

TFl(M,p) T,

Demostracisn. Si « : [0,1] — M continua, con o(0) = «(1) = p, entonces
[] € m1(M,p), fijamos p € W!(p) y por el Lema 2.13 tenemos que ¥~1(p) =
{v®):¢el}

Sea a el levantamiento de o tal que &(0) = P, como ¥(&(1)) = a(l) = p,
se tiene que &(1) € W~1(p). Por el Lema 2.4, existe un tnico Vo) €T tal que
&(1) = 7o) (7).

Definimos H : 71(M,p) — I" mediante

Hla] = 7.

1. Se afirma que H est4 bien definida. Si o es homotépicaa By & y /3 son los
levantamientos como antes, entonces por la propiedad de levantamientos
homotépicos, & es homotépica a 3, por lo cual @(1) = 3(1), de donde
Hlo] = H[B).
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2. Afirmamos que { es biyectiva. Es facil ver que H es sobreyectiva. Siy € ',
tomando & un camino que une p con <y(p) se tiene H{a] = . Veamos que
J{ es inyectiva, para lo cual supongamos que existen (o}, [3] € 71(M,p)
tales que H([o] = H[B}. Esto implica que a(1) = B(1), donde & y 3 son
los levantamientos usados anteriormente. Como ademés &(0) = 5(0) = 7,
tenemos dos caminos que inician y terminan igual, pero wl(AN/f,ﬁ) =~ {e}.
Esto implica que & es homotdpico a 8, entonces « es homotépico a 3. Esto
implica que [a] = {8], es decir, H es inyectiva.

3. Afirmamos que H es homomorfismo. Sean o, [3] € 1 (M,p), & y (3 los
levantamientos usados. Existen v1,7v2 € I" tnicos tales que &(1) = v1(p)

y B(1) = 12(p) -
Sea v,0 B el levantamiento de 3 que empieza en -y; (p). Ahora, consideremos
los caminos (v1 ¢ 3) - & y 8- «, ambos empiezan en p y cumplen que

v ((nof)-a)=v(ha).
Por la unicidad de los levantamientos, se tiene que
(moB)-&=p a
Evaluandoent =1, m(l) =10 E(l) = v o v2(p). Por lo tanto,
H([oj* [B]) = H[B o] = H|o]o H[B)].
Lo que indica que H es isomorfismo y m(M,p) =T O

EJEMPLO 2.17. 1. Consideremos €l cubriente 9 : R? -— T2. Se tiene que
m(Tp) =26 ZyT*=R*/ZOZ.

2. Para la aplicacién cubriente ¥ : S — P? se tiene que m(P?,p) ¥ Z; y
IP2 = Sz/Zz.

3. Consideremos el cubriente del plano en la botella de Klein K, se tiene que
K =R2/T" y que 7(K,p) =T = {a,b | a? = b?}.

4. Para los espacios lente, se tiene que wl(Li"_l, p) & Z, con p primo.

2.2. Los Casos Diferenciable y Riemanniano

Sean M y M variedades diferenciables (respectivamente riemannianas).

DEFINICION 2.18. Una accidn diferenciable (resp. riemanniana) de un
grupo G en una variedad M es una accién topolégica pp : G x M — M tal
que las transformaciones pg : M — M, dadas por py(p) = p(g,p), p € M, son
difeomorfismos (respectivamente isometrias).

Decimos que una accién de I" en M es transitiva si para cualesquiera p1, p2 €
M existe ¢ € T tal que ¢(p1) = po.
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Sea ¥ : M — M un cubriente diferenciable (respectivamente riemanniano).
Un difeomorfismo (respectivamente isometria) ¢ : M — M es una transfor-
macidn cubriente diferenciable (respectivamente riemanniana) de ¥ si y sélo si
Yop=1.

De nuevo, ' es un grupo, el grupo de transformaciones cubrientes diferen-
ciables (respectivamente riemannianas) de .

Los resultados relativos a acciones topoldgicas, como el Lema 2.9 y la ex-
istencia de la cubierta universal, se extienden de manera natural a los €As0s
diferenciable y riemanniano.

Un resultado importante relativo a acciones diferenciables y grupos de Lie
es el siguiente (ver [2], pagina 59):

TEOREMA 2.19. Sea M wvariedad diferenciable y T' grupo de Lie conezo,
supongamos que I' genera una accidn diferenciable y transitiva en M. Sean
p € M y el subgrupo de isotropia en p, H, = {¢ € T | ¢(p) = p}, entonces
M =T/H (difeomorfos) y no depende del punto D.

EJEMPLO 2.20. 1. Considerando la accién de SO, (R)n>2,en 8" C
R™*1, se obtiene que $" = SO,,1(R)/SO,(R).

2. Considerando la accién de Uy en §* C €2 se tiene que §° » U UL,

3. SLy(R) = {A € My »(R)} actiia transitivamente en el semiplano superior
H ={z € C|1Imz > 0}, donde la accién p estd dada por

a b _az+b
# c d ) 2= cz+d
Se tiene que

H,-:{( ° ”) |a2+b2=1}g502(m),

q

por lo que 4 = SLy(R)/SO5(R).

Es posible “geometrizar” a una variedad diferenciable M suponiendo que
su cubierta universal M tiene una geometria, si se cumple una condicién adi-
cional: Sean p € M y § € ¥~ !(p); entonces existen vecindades U yUdepy
P respectivamente, tales que 11|y : U — U es difeomorfismo. Si u, v e Tp,M,
entonces

(@ 0)p = {dgp™ o (@), g~ |u (D))

Para que esta definicién no dependa del punto de la fibra de p necesitamos que
el grupo de transformaciones cubrientes sea un grupo de isometrias de M (ver
Lema 2.13). En este caso la métrica definida en M es riemanniana.

EJEMPLO 2.21. 1. Si M es una superficie de Riemann, el Teorema de
uniformizacién implica que la superficie de Riemann M, que cubre uni-
versalmente a M es analiticamente equivalente a 82, C 6 D2. Si M es una
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superficie orientable cuya cubierta universal no es §? ni el toro T?, se
puede construir de M una superficie de Riemann, que tiene como cubier-
ta universal a D?. Ademds, M tiene una métrica completa con curvatura
seccional constante -1, es decir, provista de una geometria hiperbdlica.

2. Se pueden clasificar todas las variedades de dimensién n con curvatura
seccional constante considerando acciones de isometrias propias y discon-
tinuas en 8™, R™ o H" y haciendo los cocientes.

OBSERVACION 2.22. De ahora en adelante todas las acciones y cubrientes
seran ricmannianos a menos que se especifique lo contrario.

Sean H,M variedades topoldgicas conexas, completas y 1 : M — M un
cubriente con grupo de transformaciones cubrientes I'. Entonces 2 C M es lla-
mado un dominio fundamental del cubriente ¥ si cumple las dos condiciones
siguientes:

a) y(Q)NQ = @ para toda y € T,y # Id.

by () = M.

Si ademss ' actda transitivamente sobre las fibras ¢~ !(p) para cada p € M,

entonces (J, . v(Q) = M.

Podemos decir que un dominio fundamental es la “pieza” para construir el
cubriente y es el menor conjunto de M con cuya cerradura se cubre a M. Asi,
por ejemplo, cuando la esfera cubre al plano proyectivo, podriamos tomar como
un dominio al casquete superior de la esfera, o cuando la recta cubre al circulo
podemos tomar como dominio al intervalo {0, 1).

Vamos a probar la existencia de dominios fundamentales en el caso rieman-
niano usando el lugar geométrico de corte (cut locus), para lo cual necesitamos
algunas definiciones.

Sea M variedad riemanniana y sea p € M. Entonces

1. SpM = {£e€l,M:|€]=1};es decir, S, M es la esfera unitaria en 1, M.
Ye : R — M es la geodésica dada por 7 (t) = exp,(t£).

(@) =sup{t > 0:d(p,%(t) =t}

. Ellugar geométrico de corte de p en 1,M, denotado C, estd dado por

Co={cl)f : clf) <400, L€ SM }.

A~

5D, ={tf: 0<t<el), £€SM Y.

Dy, es la region en T, M més grande donde la transformacién exp,, sigue sien-
do un difeomorfismo.
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EJEMPLO 2.23. Si M = §%(r) es la esfera de radio » en R?, entonces para
todo £ € 5, M se tiene que c(£) = nr y D, = B(0,; 7r).

En cambio, para el cilindro S' x R existen £1,& € S,M tales que ¢(£;) = nr
y que ¢(&;) = oc.

Utilizaremos que exp, |p,, es difeomorfismo (ver [3], pagina 108) y expp(]])T,) =
M

Ahora probemos la existencia de dominios fundamentales.

TEOREMA 2.24. 5 M, M son variedades riemannianas conezas y completas
tales ¥ : M — M es un cubriente riemanniano, entonces existe un dominio
fundamental Q del cubriente . Si+ es cubriente universal, entonces

U@ =M

yel

Demostracidn. Sean p € M fijo, p=+(p) y D, CI,M. Sea
Q = expzo dy, (D) C M.
Sea afirma que (2 es un dominio fundamental para 2.
1. v(Q) Nl = & para todo v € T', ¥ # Id. Supongamos que existe v € T

distinta de la identidad tal que 2; € ¥(2) N Q. Esto implica que existe
2y € 02 tal que 23 = y(22), con 21, 22 € Q. Asf,

Y(21) = ¥ o y(22) = Y(22). (24)

Ahora, existen 77, %; € di; (D) tal que exps(Z;) = 2; con i = 1,2.
Por el Lema 1.5,

exp, © dY5(Z) = ¥ o expp(Z) = ¥(21), 1 = 1,2,

por (2.4) y las igualdades anteriores, exp, o di»5(21) = exp, o dy5(Z3).
Pero exp, [p, es inyectiva (ya que es difeomorfismo) al igual que dyz, por
lo cual 27 = Z3, de lo que 21 = 23 y 21 = v{2z1). Por el Lema 2.4 se sigue
que v = Id, lo cual es una contradiccién. Por tanto tenemos la propiedad
(1) para Q2.

2. Queremos mostrar que ¥{Q0) = M. Recordemos, que si f : X — Y es
una funcién continua entre espacios topoldgicos, entonces f(A4) € f(A)
para toda A C X y si ademids f es homeomorfismo se da la igualdad. Por

tanto, expz(A) C exp;(A) para toda A C T5M, pues exp; es continua y
dy; (D) = dipy (D) pues dip; ! es homeomorfismo. Luego,

$@) = o (expzodh; (By) ) 24 (expy a5 (Dy) )

exp, o dip ( iy (D) ) = exp, o dip (A7 (D;))
= expp(m) =M.

i



CariTULO 2.

TRANSFORMACIONES CUBRIENTES

23

Entonces w(ﬁ) D M, de donde d}(ﬁ) = M, por lo que 2 es un dominio

AV i
AT

AR

Figura 2.4: Un dominio fundamental

fundamental para .

¢) Si 4 es cubriente universal queremos mostrar que U7 er 'y(ﬁ) =M.

Sea z € M. Como (1) = M, existe w € Q tal que Y(w) = ¥(2). Por el

Lema 2.13, existe v € I" tal que y(w) = z. Esto implica que 2 € |, ¢r (%),
de donde e 7(f2) 2 M, y por tanto se tiene la igualdad.

]

EJEMPLO 2.25. Llenando con hexdgonos regulares hiperbélicos a A2, es posi-
ble cubrir a la superficie no orientable P2§P2§P? con el disco de Poincaré (andloga-
mente para la suma de n proyectivos n > 3). En este caso, el dominio funda-
mental es {2, como se indica en la figura 2.4.



24

2.2. Los CAS0S DIFERENCIABLE Y RIEMANNIANO




Capitulo 3

Cubrientes de variedades de
curvatura positiva

En este capitulo se estudian las variedades con curvatura seccional constante
k. En particular, analizaremos los cubrientes universales de esas variedades.
Recordemos que para k < 0 se tiene el siguiente.

TEOREMA 3.1 (Cartan-Hadamard). Sea M una variedad riemanniana com-
pleta, coneza y con curvaturae seccional Ky < 0. Entonces, para todo p € M,
expy, : 1pM — M es un cubriente. Ademds, w(M,p) es infinito y no conmuta-
tio.

Mientras que para el caso k > 0, se cumple

TEOREMA 3.2 (Bonnet-Myers). Sea M una variedad riemanniana comple-
ta, coneza, con curvatura seccional Ky > 6 > 0 y dim M > 2. Entonces M
es compacta. St M es cualguier cubriente, entonces también M es compacta.
Ademds, el grupo fundamental de M es finito.

En este segundo caso, tenemos para el cubriente universal lo siguiente.
TEOREMA 3.3. Dada M una variedad riemanniana conexa completa de cur-
vatura seccional constante Kpy = k> 0 condim M = n > 2, eziste un cubriente

; ; . Qn 1
riemanniano i : S (7;) — M.

Resumiendo, las variedades con curvatura seccional Ky < 0 tienen como

cubierta universal a R™ y grupo fundamental infinito y no conmutativo. Las

variedades con curvatura seccional Ky > 0 son necesariamente compactas, con
grupo fundamental finito y su cubierta universal es S™.

La idea presente en estos resultados, es la siguiente: una variedad con cur-

vatura seccional positiva tiene a “cerrarse”, mientras una con curvatura negativa
tiene a “abrirse” (para dimensién > 2) .

25
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3.1. SEGMENTOS, GEODESICAS E 1SOMETRIAS

El propdsito de este capitulo es el de demostrar el Teorema 3.3, que incluimos
por completez, aunque la lectura de la demostracién es técnica y puede omitirse.

Para probar el teorema, seguiremos el siguiente plan por secciones.

1.

o

3.1.

Seccidn 3.1. Se dan las definiciones y los resultados relativos a segmentos,
geodésicas e isometrias. Se demuestra que una funcién que preserva la
distancia es una isometria (Teorema 3.9).

. Seccién 3.2. Se dan algunas definiciones y repaso de relaciones entre la

curvatura, los campos de Jacobi y los puntos criticos de la transformacién
exponencial.

. Seccidn 3.3. Se prueba en base a los resultados de la seccidén anterior, que

una variedad M con curvatura seccional constante k > 0 cumple para
todo p € M que
expy, | B(0,: )

tiene rango maximo y
d(expy)s (To(S 3 (05))) = 0

para todo v € Sﬁ.(ﬂp).

. Seccién 3.4. Sea M variedad con curvatura seccional constante k& > 0,

entonces la transformacién “antipoda” Q@ : M — M definida por Q(p) =
exp,(S=.(0)) estd bien definida, es una isometrfa y finalmente, existe un

- w . 1
cubriente riemanniano
s ( L ) M
: T .
Resumen de la demostracién. @ estd bien definida por la condicién de
la. d(expp)v, ademas  preserva la distancia, entonces por el Teorema

3.9 es una isometria. Es claro que las condiciones anteriores las cumple
una esfera de radio »ﬁ, hacemos M = S"(-ﬁ) y en este caso @ es la

transformacién antipoda. Damos, utilizando @, @, la exponencial y una
isometria entre dos tangentes, una transformacién i entre la n-esfera M
y M, como M y M tienen curvatura seccional constante, ¢ serd una
isometrfa local (Teorema 2.18 de (3]}, y por tanto un cubriente (Teorema
1.7).

Segmentos, geodésicas e isometrias

DEFINICION 3.4. Sea x : [a,b] — M una curva continua. Decimos que x es

un se

gmento si

d(x(t1), x(t3)) = d(x(t1), x(£2)) + d(x(t2), x(t3))

para cualesquiera tq,t2,t3 € Rtales quea <t <t <t <.
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Recordaremos que localmente las geodésicas minimizan la distancia. Més
precisamente,

PROPOSICION 3.5. Sea M una variedad riemanniana completa. Entonces
para todo p € M existe v > 0 tal que para cualesquiera q1,q2 € B(p ;7) existe
una inica geodésica minimal y: 1 — B(p ;7) que une q con gq, es decir,

d(q1,92) = (long 7).

La proposicién anterior dice que toda geodésica es localmente un segmento.
Un reciproco parcial es el siguiente:

LEMA 3.6. Sea M variedad riemanniana completn. Entonces todo segmento
en M es una geodésica como conjunto de puntos.

Demostracién. Sea x : [a,b] — M un segmento. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que x([a,b]) € B(x(a);r). Si 7> 0 es tal que en B(x(a);r) se
cumplen las conclusiones de la proposicién 3.5, sabemos que existe « : la, b} —
B(x(a); ) geodésica minimal tal que a(a) = x(a) y a(b) = x(b).
Afirmamos que el segmento x coincide con la geodésica o en [a, b].
Supongamos que existe ¢ € [a, b] tal que x(c) & a([a, b]). Esto implica que

x{b)
x{a)

x(b)

(long a2 4 < (long y)x(a)

donde ~y es cualquier geodésica por pedazos en B(x(a);r) que une x(a) con x(b)
y pasa por x({c).

En particular, si 8 = 71 U o, donde 1 y 72 son geodésicas minimales que
unen x(a) con x(c) y x(c) con x(b) respectivamente (cuya existencia queda
garantizada de nuevo por la proposicién 3.5). Tenemos que

x(b)
x(a)

x(c)

(long a)}i) < (tong m)yig) + (long )50,

de donde
d(x(a), x(b)) < d(x(a), x(c)) +d(x(c), x(b)),

lo cual es una contradiccién, pues por ser x un segmento y o < ¢ < b debemos
tener la igualdad. Tenemos entonces que x([a,b]) € a([a,b]) y por continuidad
de x concluimos que x([a,b]) = a([a,b]) y por tanto x es una geodésica como
conjunto de puntos. 0

Veremos ahora que una transformacién que preserva distancia aplica geodésicas
en geodésicas.

LEMA 3.7. Sean M una variedad riemanniana completa y ¢ : M — M
una transformacién tal que d{p(p),w(q)) = d(p,q) para cualesquiera p,q € M.
Ademds, sea o : R — M una geodésica. Entonces o a: R — M es geodésica.
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Demostracién. Supongamos que « : [0,00) — M es una geodésica. Probaremos
que existe b > 0 tal que po o : {0,0] — M es geodésica. Con esto podemos
extender localmente cuando sea necesario para definir ¢ o o a todo [0, 00).

Podemos suponer que o estd parametrizada por longitud de arco. Existe
7> 0 tal que B(a{0); r) cumple las conclusiones de la proposicion 3.5.

Seaa’ € R, 0 < a’ < a, tal que o([0,a’]) € B(a(0); r). Entonces existe b € R,
0 < b < d', tal que a([0,b]) es la geodésica minimal que une a(a) con a(b), ya
que localmente una geodésica es minimal.

Demostraremos ahora que «([0, b]) es un segmento. Para esto, sean ty, to, {3 €
R tales que 0 < ¢ < t5 < t3 < b. Como a es geodésica minimal en |0, 6], se tiene

{long a)ggff) + (long (1)383 = (long a)gg:; (3.1)

La proposicién 3.5 implica que
(ong @)y} = dla(ts),alty))
para i,j = 1,2,3. Sustituyendo en (3.1) tenemos
d(a(tr), at2)) + d(oa(tz), a(tz)) = d(a(ty), o(ts)),
para 0 < ¢; <ty <tz < b Por tanto, «([0,b]) es un segmento. Y como
d(p o a(ts), p o alty)) = d(alt:), a(t;))
para ¢,7 = 1,2, 3, sustituyendo en la igualdad anterior se tiene

d(poalt),p o a(tz)) + d(p oaltz),p 0 a(ta)) = d(p o aft1), p o a(ts)).

Por lo tanto, ¢ o ([0, b]) es un segmento. El Lema 3.6 implica que ¢ o a([0, b))
es una geodésica como conjunto de puntos.

Sean t1,t; € [0,b]. Como a est4 parametrizada por longitud de arco, tenemos
que d(o(ty),atz)) = | t; — t |. Por tanto,

d(poalty),poalts)) =1t -ty |

para cualesquiera ¢1,¢; € [0,b). En resumen, ¢ o a es geodésica como conjunto
de puntos y ademds est4 parametrizada por longitud de arco. Esto implica que
o« es geodésica en [0, b]. O

Sabemos que en una variedad riemanniana M la métrica determina a la
geometria. Por ejemplo, determina la manera de medir en M. Podemos entonces
obtener la longitud de un vector o el 4ngulo entre dos vectores en términos de
la distancia. Es lo que dice el siguiente resultado.

LEMA 3.8. Sean M una variedad riemanniana complete, p ¢ M, v,w € 1M
tales que |[v]] = flwll = 1 y Yo, 7w : T — M geodésicas con las condiciones
Y(0) = 7(0) = p; 7,(0) = v y 4,,(0) = w. Entonces
1 .1
sen ~2_9 = gg% 5% d(’Yv(S)v'Yw(S))»

donde 6 es el dngulo entre v y w.
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Para una demostracién, consultar |7], pagina 170.

Si M es una variedad riemanniana y v : M — M es una isometria, es
facil verificar que ¢ preserva la distancia, es decir d(¢(p), v(q)) = d(p,q) para
cualesquiera pareja de puntos p, g € M. Ahora consideremos el problema inverso;
es decir, nos preguntamos si una transformacién ¢ : M -+ M que preserva la
distancia es o no una isometria. Esto se responde en el siguiente resultado.

LEMA 3.9. Sean M una variedad riemanniana coneza completay o - M — M
una transformacion tal que d(p(p), p(q)) = d(p,q) para cualesquiera p,qg € M.
Entonces ¢ es una isometria.

Demostracidn. Primero demostraremos que ¢ es un homeomorfismo.
Es facil ver que ¢ es continua. Adema&s, como

dle ™ (p). v (@) = dle(e™ 1 (p)), vl (9)) = d(p, ),

se tiene también que =1 : w(M) —+ M es continua.

Claramente ¢ es inyectiva, y solo demostraremos que es suprayectiva. M es
un conjunto abierto y cerrado, de modo que (cp‘l)*l(M) también lo es; es decir,
(M) es abierto y cerrado en M y M es conexo, de modo que (M) = M.

Por tanto ¢ : M — M es un homeomorfismo.

Queremos ahora demostrar que ¢ es un difeomorfismo. Sea p € M, entonces
existe 7 > 0 tal que si U = B(0, ;r) y U' = B(0p ;7), con p’ = ¢(p), entonces

exp,: U C1,M - B(p;r)CM vy eXpPp :U'C'J'pzM — B ;r)cM

son difeomorfismos.

La idea es construir un isomorfismo R : 1,M — 1, M tal que po exp,, lu=
exp, o R |y. Podemos entonces despejar a ¢ para ver que es un difeomorfismo
local. Ya que ¢ es biyectiva, tendremos que es un difeomorfismo en M. A primera
vista, propondriamos que K deberia ser algo como “dy,” pero hasta ahora sélo
sabemos que ¢ es homeomorfismo.

Definiremos entonces R : 1,M — 1y M. Sean v € I,M y o : R — M una
geodésica en M {M es completa) tal que (0) = p y o/(0) = u. Entonces

@ oexpy(u) = p(a(1)). (32)

Por el Lema 3.7, ¢y o o : R — M es una geodésica. Como (y o a)(0) = p/,
definimos

R(u) = (poa)(0) €1IyM

y en este caso
exp, 0 R(u) = (poa)(1). (3.3)

Por (3.2) y (3.3) tenemos que
p © €Xp, = exp, o K. (3.4)

Demostraremos que R es una isometria lineal.
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1. Se afirma que R preserva la métrica;

Sean v,w € T,M y 7.7 las geodésicas dadas por el Lema 3.8. Por el
Lema 3.7 tenemos que ¢ o ¥,, 9 © ¥, son también geodésicas. Por tanto,

IR} = 2 d(eo (sl o W(0) = © dinls),%(0)) = ol

Andlogamente, R(w)]| = |w(. S{ ademss ||v|} = ||w] = 1, y denotamos
por 8 al dngulo entre v y w y ¢ el dngulo entre R(v) y R(w). Entonces

1, .. 1 . 1 _ 1
sen ‘2'0 - lll}})) _2"8‘ d(wo ’70(‘5)7 wo ’Yw(s)) - !E% Z d(’YU(S)',’Yw(S)) = 5en §9

Por tanto R preserva los dngulos. Y entonces,

gp(v,w) = flvllllw]cos & = [R(v) ||| R(w){| cos &' = g,(R(v), R(w))

para cualesquiera v, w € T, M, de modo que R preserva la métrica.

2. Veamos ahora que £ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Supong-
amos que R(v) = R(w). Entonces 0 = g, (R{v), R(w)) = g,(v,w). Esto
implica que v = w, esto es, R es inyectiva.

Sea n = dimM y {e;} i = 1,..,n una base ortonormal de 1,M. Como
R es inyectiva y preserva la métrica, se tiene que {f{e;)} es una base
ortonormal de 1y M.

Aprovecharemos este hecho para probar que R es lineal. Sean v, w € 1,M
y A € R. Entonces

9p(R(v + Aw), R(e;)) = gp(v + Aw, &;) = gp(v, €;) + Agp(w, €;)
= gy (R(v), R(e;)) + Agp (R(w), R(e;)) = gp (R(v) + AR(w), R(e;))
para j = 1,...,n. Esto implica que

R(v + dw) = R(v) + AR(w).

En resumen, K : 1;M — 1M es lineal e inyectiva y como dimi{,M =
dim Ty M, R es sobreyectiva. Ademds R preserva la métrica; esto es, R es una
isometria de espacios vectoriales. Por tanto, un difeomorfismo.

Ahora ya podemos probar que ¢ es un difeomorfismo. En (3.4) vimos que
PO €XP, = EXPp O K. Entonces

@|B(pir) = expy o Ro (expp)‘1|B(p:r),

pero como (expp)—1 s B(pir) - U, R: U — U'y expy : U — B(p/;r) son
difeomorfismos, tenemos que ¢ |p(pr) €s un difeomorfismo, esto es, ¢ es un
difeomorfismo local. Pero p es biyectiva, lo que implica que ¢ es un difeomor-
fismo.

Como ¢ es diferenciable, existe dR, y es claro que por la definicién de R se
tiene que R = dR,,. Pero R es una isometria; por tanto dR, preserva la métrica
y ¢ es una isometria. 0
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3.2. Curvatura y Campos de Jacobi
Sélo citaremos resultados necesarios, dos referencias ttiles son [5] y [4].

LEMA 3.10. Sean M una variedad riemanniana completa de curvatura sec-
cional constante K > 0, v : [0,a] — M una geodésica de rapidez unitaria en
M y un campo J definido a lo largo de -y, normal a ' (es decir J(t)Ly'(t) ).
Entonces

R(Y' (1), SO () = KJ(t)
para todo t € {0, al.

DEFINICION 3.11. Sea M una variedad riemanniana completay -y : [0,a] —
M una geodésica en M. Un campo vectorial J a lo largo de o es un campo de
Jacobi si satisface la ecuacién de Jacobi

— +R(Y (), J(0)Y () =0

para todo t € [0,a].

Sea v : [0,a] — M una geodésica en M y to € (0,a]. El punto v(fo) es
llamado el conjugado a 4(0) a lo largo de «y si existe un campo de Jacobi J a
lo largo de 7, no idénticamente cero, tal que J{0) = 0 = J(tq).

LEMA 3.12. Sean M una variedad riemanniane completa y v : {0,a] — M
una geodésica de rapidez unitaria en M, con v(0) = p. El punto g = ~(ta),
to € [0,a] es conjugado a p a lo largo de v si y sdlo si vy = to7'(0) es un punto
critico de exp,,.

LEMA 3.13. Sean M una variedad riemonniana completa y v : [0,a] — M
una geodésica de rapidez unitaria en M. Entonces un campo de Jacobi J a lo
largo de v con J(0) = 0 estd dado por

J(t) = d(expp )iy 0)(tJ'(0)),
donde t € [0, al.

3.3. Relacién con la transformacién exponencial

En esta seccién se probara el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.14. Sea M una variedad con curvatura seccional constante
k > 0, entonces para todo p € M y para todo v € SVWI((),,)

d(exp,)v (15(S4(05))) = 0.
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Demostracion. Sean p € M y v € 87"1(01)) € T,M; entonces v = 7";1; con
u€IyM y |[u)] = 1.

Sea w €1, (S.\%(Op)), entonces w L u y podemos suponer que Jjwl]] = 1. Se
probard que (dexp,),(w) = 0.

Considerermos 7y, (t) = exp,(tu) : [O, %} — M una geodésica y w un campo

paralelo a lo largo de v, tal que 1w(0) = w.
La transformacién J(t) = #sen(t\/z)w(t) define un campo a lo largo de
Yu; por un calculo directo se tiene que

D2J

e (t)= —\/Esen(t\/E)w(t).

Observemos que

(10,7, (0) = = sen(tVR)w(0), 7, 0)) = Zr sen(tVR) ,) = 0.

Por tanto, J es normal a v, y como 7, es una geodésica de rapidez unitaria,
podemos aplicar el Lema 3.10 para obtener que

RO (), J(O)Y () = kJ(t)

para todo ¢ € {0,a]. Esto implica que

%i(z) + R (1), J)Y (t) = —VEsen(tVE)w(t) + k—\/% sen(tVk)w(t) = 0,

de lo que se sigue que J es un campo de Jacobi a lo largo de +v,. Ahora, por el
Lema 3.13,
J(t) = d(expy, )y 0)(tJ(0)) (3.5)

para toda ¢ € {0, 7";], pero J'(t) = cos(tvk) w(t), de modo que J/(0) = w y
J(~\§;) = 0. Al evaluar (3.5) ent = :}'-’; tenemos

1(Z2) = dlewop) e () = 2 dlesphton =0,

lo cual implica que d(exp,)»(w) = 0, lo que demuestra el segundo inciso. ]

3.4. Demostraciéon del teorema 3.3

Recordemos el teorema que queremos probar: el cubriente universal rieman-
niano de una variedad de curvatura seccional constante k > 0 es la n-esfera de
s
radio T

LEMA 3.15. Sea M una variedad riemanniana completa de curvatura sec-
cional constante k > 0 con dim M = n > 2, entonces
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1. Para todop € M, la imagen de ST}: (0) bajo exp,, es un punto. Entonces la
transformacion Q@ + M — M definida por Q(p) = expp(Sﬁf(O)) estd bien
definida.

2. Q%= 1Idy.

8. () es una isometria de M.

. 8*(L) es la cubierta universal riemanniana de M.
Vk

Demostracion. 1. La hipétesis sobre d(exp,), hace que expp(Sﬁz (0)) sea un
punto. Para probarlo, consideremos o : |a,b] — S\_;T(O) curva diferencia-
ble. Entonces exp,, o « : [a,b] — M es también diferenciable; y si 7 € [a, b],
d g , N
%(BXPPO Cl)(T) - (expp)a‘(‘r) (O.’ (T)) - O:
yaque o' (1) € 14¢7)(S=(0)), y aplicando la hipétesis. Por tanto, exp, o «

vE
€s una curva constante en [a, b}, y como Sﬁ:(o) es conexo, se tiene que

expp(Sﬁf (0)) es un punto y Q est4 bien definida.

2. Q2 = Idp;. Haremos primero una observacién que seré til en lo que resta
de la demostracién del lema:

Seay : R — M cualquier geodésica en M de rapidez unitaria con (0) = p;

entonces
Q) =v<%), (3.6)

ya que Q(p) = exp, (Z7(0) = (F).

De esta forma, Q(Q(p)) = Q(’y(v”z)) Considerando la geodésica ~y (VHZ - t)
y aplicando (3.6), se tiene que

2 T T T
= —_— = — e — = 0 = .
QR“(p) Q(v(\/ﬁ» 7(‘@ \/E> v(0)=p
3. Afirmamos que @) es una isometria. Haremos una nueva observacion.
Sea £ € 1M, con ||£]| = 1 y la geodésica +(t) = exp,(t£), entonces
7
t)) = t+ —=)VieR 3.7
Qre(2)) = el \/E) (3.7)
En efecto, al considerar la geodésica v¢(t + 7) : R — M, ¢ fijo aplicamos
(3.6).
Sean p,q € M, existe £ € 1, M, {|£|| = 1 tal que ¢ = ~:(d(p,q)). Por (3.7),

Qg) = Qlve(dp,a))) = e (d(p,q) + %) .
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por lo que

QW) Qg)) =d (’Ys (%) % (d(p,q> + %)) < d(p,q)

para todo p,g € M. Pero también se cumple

d(p,q) = d(Q(Q(R)), A(Q(9))) < d(Q(p),Q(9))

Entonces @ preserva la distancia, y por el Lema 3.9, Q es una isometria.
4. Ahora ya podemos probar gue Sn(VlE) cubre a M.

Sabemos que M = S”(—\}Z-) satisface las hipétesis del lema que estamos

probando; por tanto, si Q es la transformacién del primer inciso, Q es
la transformacién antipoda en la n-esfera. Para construir ¢ damos coor-
denadas normales a M y M y una isometria lineal cualquiera entre dos
tangentes.

Vedmoslo formalmente. Sean p € M, p € M v una isometria lineal ¢ :
TsM — T,M. Definimos ¢ : M — M como sigue:

¥ ()= exPy © @ © (exp5 o)) s

y Q) = Qp).

Y T T; M LM

<= L == . <=
—— -— —_—
dQ, ¥ Q i

uQ,
CRDGy expy l l X RO lﬁ
A At

; N
N

Figura 3.1: ¥ en una vecindad de Q(;T))

2=
-—

D

Como M y M tienen curvatura seccional constante & > 0, ¥ es una
isometrfa local en B(p ; 7";) (Teorema 2.18 de [3]).

Ademds, se prueba que (flechas blancas en la figura 3.1)

Y\ — -1
U @3 = P © 4Q 0 v © (d5Q) 1 0 (XD, 1y(G(3y;5)
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De nuevo, por ser @, ¢y 5) isometrias, se concluye que ¥ es isometria
local en B(Q(P) ; —ff) Y como

B(7; ) UBQM) s F) =S" (),

entonces ¢ es una isometria local sobreyectiva y por tanto un cubriente

(Teorema 1.7}. Luego S"(ﬁ) es la cubierta universal riemanniana de M.
|
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Capitulo 4

Crecimiento de grupos y de
volumen

En estos dos wltimos capitulos desarrollaremos el tema central de nuestro
trabajo: el crecimiento de grupos, el crecimiento de volumen y una relacién
entre ellos dada por dos Teoremas de Milnor.

En este capitulo, hablaremos de crecimiento de grupos finitamente generados
(lo cual abreviaremos por f.g.). Para esto, daremos una “longitud” || en un grupo
I". De esto, podemos obtener una manera de medir distancias en I', haciendo
del grupo un espacio “geométrico”. En analogia con las funciones de conteo en
teorfa de nlmeros, se considera la funcién de conteo:

nA)=card{vyeTl: |y <A}
Estudiamos el crecimiento de esta funcién, que estd relacionado con el limite

Inn(A)
S

lim sup
A—toc

Veremos que los grupos libres (f.g.) crecen exponencialmente y que los grupos
abelianos (f.g.) crecen polinomialmente. Una forma de “visualizar” esto consiste
en utilizar la grifica de Cayley.

Para el crecimiento de volumen en una variedad riemanniana M, sip € M,
se considera el limite

lim sup M
8§—+o0 S
Este crecimiento depende de la métrica en M. Estudiaremos el comportamiento
de este limite cuando M es simplemente conexa.

Al final del capftulo, se da la relacién entre el crecimiento de un grupo I' y

el crecimiento de volumen en una variedad M, cuando I actiia en M.

37
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4.1. Crecimiento de grupos

Consideraremos I' un grupo finitamente generado por un conjunto de gener-
adores S = {m,72,-..., Tk}

La idea es ver a los grupos finitamente generados como espacios métricos, es
decir como objetos geométricos, y asi poder relacionar propiedades “geométric-
as” del grupo con la geometria o topologia de alguna variedad; por ejemplo si
el grupo actia en la variedad o es su grupo fundamental.

DEFINICION 4.1. Sea 7 € T', 7 # e. Definimos la longitud de 7, denotada
{7, como el menor natural n tal que 7=, -~ -, €ON Yi\y.or, s, € SUSTL. Si
7 = e definimos {7{ = 0.

Observemos que si 7= ]! -}
nos de los generadores, entonces

es cualquier representacion de 7 en térmi-

Inif+ -+ Ing| 2 |7}

Por ejemplo, si 7 = y7! - %52 - 43" y no hay relaciones entre v,v2 ¥ 73 en-
tonces || = [ny| + |na| + |na].

La funcién | |: ' — N tiene las signientes propiedades:

L|rj=0 & r=¢
2 |r|= |77

Supongamos que |7| = n y |T7!| = m, con n,m € Z*, entonces existen
Yiyy ooy Vi, ESUS tal que 7= 7y, -y, de lo que 771 = fyi'"l . -~'y;11 ,
por tanto m < n.

Ahora, como |77 = m , existen v;,,...,7;, € SUS™?! tal que 77} =
Vi Viw» € lo que T = 'yj‘l . ~-'yj'xl , por tanto n < m, entonces n = m

ylrl =171
3. In-7| <inl+Iml, Vm,mel
Supongamos que |71| = ny |r2] = m; entonces | = ¥, -V, ¥ T2 =

Yz Vi COM Vg oy Vigs Yirs oo Vi € Sust.

De esto se signe que Ti - T2 = Yi, == Y, - Viy - V.. ¥ DOT tanto |71 - 72| <
n+m = |11 + |72|.

Podemos entonces definir una métrica en I', dg : I’ x I' — R dada por
dg(Ty,72) := }Tfl - Tg|
Vemos que

1. ds(71,72) > 0 para cualesquiera 1,72 € I'y dg(71,72) =0 &> 'Tl'l “Ty| =
0ol n=ean="7
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2. ds(r,m) = [ L omal = (7 m) = L ml = ds(, ).
3. ds(ri,m) = |-l =0t < nl 4wl =
de{m1,m2) 4 ds{12,13) V71,72, 13 €L,

Asi (I',ds) es un espacio métrico discreto, ya que ds toma valores en N.

Una manera de “visualizar” T' es utilizar la llamada grafica de Cayley
(I, 5), que tiene como vértices el conjunto I' y dos vértices 11 y 75 son los
puntos inicial y final de un lado si y sélo si dg{y,72) = 1.

Zqy= (1) B x Zy = ((1.0),(0. 1)}

3 5 {0.7) (1.1

Figura 4.1: Graficas de Cayley de dos grupos finitos

Para el concepto de crecimiento de un grupo, necesitamos la siguiente:

DEFINICION 4.2. La funcién de conteo n{)) estd definida por
n(A)=card{ yeTl : 7] <A}
Algunas propiedades basicas de la funcién de conteo n(A) son:

Lo n(A + A2) < n(Ar)n(Az).

Esto se sigue ya que si v € I" tal que [¥] € A1+ Ag, entonces podemos
escoger 71, Y2 € I tales que y = 41 - 72 con n(11) < A1 y n(72) < Az y por
tanto se cumple la desigualdad.

2. n{ar) < n(A)* cona € N.
Se sigue del caso anterior por induccion.
De manera informal, podemos decir que el crecimiento de un grupo es expo-
nencial si n()\) > o* para alguna constante a > 1, y el crecimiento es polinomial

si n(A) < eA? para algunas constantes ¢ y d.
Para formalizar lo anterior, observemos que si n(A) > a> entonces

Inn(A) 2 Ina* = Ana

y consecuentemente

lim sup >Ina>0

A—toc

nn(A)
A
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Por otro lado, si n{}) < A entonces

Inn(A) <lne+In A% =1Inc+dinA

de donde () P )
nn n a

< { - i — =
A - ABTOC A »\—l—l»Toc A 0

lim sup
A—4oc

Mais adelante (Proposicién 4.6) mostraremos que para cualquier grupo fini-
tamente generado el limy .,y sup 1—”—}@ existe, por lo que tendra sentido la
siguiente:

DEFINICION 4.3. Decimos que I" un grupo finitamente generado tiene crec-
imiento exponencial si

Inn(X)
A

lim s = lim s SNE
,m sup Jim sup Inn(A)x >0

v decimos que T tiene crecimiento polinomial si
n(A) < eA?
para algunas constantes c y d.
Veamos algunos ejernplos de crecimiento de grupos y sus gréficas de Cayley.

EJEMPLO 4.4, Sea I" un grupo libre generado por & elementos, es decir, si
k> 1 entonce I' = (7,749, ..., ). Dado A € N, se cumple que

n(A) = 1+k—_]i—1 [(2k ~1)* —1]

Demostracién: Por induccién sobre A. Si A = 1 entonces

k k
A) = —2k—-1-1) =14 —-2(k~1) =2k +1,
n(A) 1+k—1[2 1) +k—1( ) +
lo cual es correcto, ya que podemos formar 2k + 1 palabras de longitud menor
o igual a 1, que son la identidad y los generadores o sus inversos.
Supongamos vélida la igualdad para A — 1. Entonces

n(,\):1+;—-§-1-[(2k——1)’\‘1—1]+card{VEFI vl=X}

Para las palabras de longitud A, tenemos A maneras de escoger los -y;, en la
primera puede ser cualquiera, es decir tenemos 2k posiblidades, para la segunda
se pueden repetir, sélo debemos cuidar de no poner el inverso del generador que
escogimos antes, por tanto tenemos 2k — 1 posibilidades, para la tercera eleccién
sélo cuidamos de no usar el inverso de la segunda eleccién, pero si podemos usar
la primera, por tanto de nuevo hay 2k — 1 posibilidades, y asi sucesivamente.

Por tanto,
card{ yeT': |y| = A } = 2k(2k — 1)1,
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Y por un cileulo directo se tiene,

n(A) = 1+ E%éi-UQk-—])*”l-—l]—+2k(2k~—])*‘1

k
1+k¥lﬂ%~1f~q.

It

Veamos cudl es el crecimiento de estos grupos. Sia =2k~ 1y b = Féi ,
tenemos que n(A) > bla* — 1) y
Inn(A) In(a* — 1) e’ Ina

Im sup———~ > lim —— = Iim
st TP R ST A Aodoc o — 17

donde hemos usado la regla de L'Hoépital y que d%(a’\ —~1) = a*lna. Como
k > 1, esto implica que a > 1, de donde

Inn(A
lim sup M > Ina lim
A—s4oc A A—toc 1 —

i Ina > 0.

Por tanto, los grupos libres finitamente generados (con més de un generador)
tienen crecimiento exponencial. La grifica de Cayley de T cuando k = 2 aparece
en la figura 4.2.

Figura 4.2: Crecimiento de un grupo libre f.g.
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EJEMPLO 4.5. Sea I' un grupo libre abeliano generado por k elementos,
' = (71,72, 7)- Si A € N, entonces

=g ()(1)

Demostracidn. Recordemos que la cantidad de colecciones de niimeros en-
A
teros {a1,az,..,a;} con 1<a; < Aytalquea +ap+ - +a; < Aes ( i)
Como I es abeliano, se consideran sélo palabras hasta con k& generadores,

. k .
Para 1l < j <k, hay ( . > palabras con j generadores (fyll,'y%, ) y por

cada una de éstas, variando los exponentes, por el resultado anterior se obtienen

otras ;\ ) palabras de longitud < A,

Resumiendo, hay ( k ) ( j ) palabras de longitud < A con 7 generadores

#(5) ()

positives. Y por tanto hay
palabras de longitud < A con j generadores (7%1,731, - "yfl).

Se tiene que para cada j, las palabras anteriores son distintas. No estamos
contando mds de una vez y cualquier palabra de longitud < X es una obtenida
de esta manera. Por tanto y recordando que sélo falta contar la palabra cero

=5 (H)(2) =52 (H) (1)

Analizamos el crecimiento de estos grupos.
De las relaciones

u k A k A k
—_ i k —_ 9k
=g (1) () st ) o S
donde p;(A) es un polinomio de orden < en A, se tiene que
n(A) = 2%k Pe(),

con P(A) = 2?20 a;N ya;€R
Entonces, si @ = max{|ak], - ,|ao|} y b= 2¥k! a(k + 1), se tiene

k k
n(A) =28k 0N < 25K lagIAF < 28K a(k + 1)AF = bAR.

j=0 §=0

Por tanto, todos los grupos libres abelianos finitamente generados crecen
polinomialmente.
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Figura 4.3: Crecimiento de un grupo libre abeliano f.g.

Para k = 2, la grafica de Cayley aparece en la figura 4.3.

Para terminar esta seccién, demostraremos el resultado del iimite que men-
cionamos anteriormente.

PROPOSICION 4.6. Seal un grupo finitamente generado, siendo {v1,% ...,k }
un conjunto de generadores para el cual

n(A)=card{ yel': 4] <A}

Entonces eziste el Hm o n(A)X.

Demostracién. Dado A > 0y t > 1, si a := [%] +1 > % tenemos por las
propiedades de n{}) que n(at) < n(t)*. Como [%] < %, entonces

A A
= |- < -
a L]Jrl,_t+1,

lo cual implica que n(£)® < n(t)T*+. Por otro lado, de a > 2. tenemos que
n(A) < n(at). Recopilando estas tres desigualdades tenemos

n(A) € n(at) < n(t)* < n(t)i+!
y elevando a la }, obtenemos
n(0)} < n)REH = n()its,

Afirmamos que los limites superior e inferior coinciden.
Sea {z,} una sucesién en R tal que limp s Zn = oc. Entonces

Ll

lim n(t)**5: =n(t)*.

n—+oc
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Como el limite superior limy_. | o supn(A)¥ es por definicién el supremo de
;o . a2
los puntos limite de las sucesiones n(z, )%+, tenemos que

1
)

lim A < n(t)t
*_l’l}rlxqup n{A)> < n(t)

Por otro lado, como el limite inferior es por definicién el infimo de los puntos
limite, tenemos en este caso,
1
t

1
lim sup n(A\)Y < lm infnr(t)t.
JJim_sup 1% < lm_inf (0

En virtud de que desigualdad opuesta siempre se cumple, se concluye que

1 1
Iim sup n{A)* = lim infn{t)7.
Jim sup a(A)F = N m_infn(t)

Por tanto existe .
lHm n(A)¥,
A—4oc
O

Veamos qué sucede si usamos para I' un conjunto diferente de generadores
{vf,7vs ...,7}, conr e Zt. Si

N = méx{| ] My come} 12=1,2,...,7},

tenemos que

n*(A) < n(NA) (4.1)

Es decir, si v € T y « tiene longitud menor o igual a A en v o)
entonces 7 tiene longitud menor o igual a N en {vi,72 ..., %}
De (4.1) tenemos que

Inn*(A) < Inn(NX) Nln n(NA)
AT X T N
entonces,
, L ,  Ilnn*()) , Inn(NAX)
NE = — "« A
)\Elilmlnn () ALH},IOC A _,\Erfm NA
= N tim 2y i et
A—+oc A —4oc

Anélogamente, se muestra que si existe M € Z*t tal que n(}) < n*(MM),
entonces

{ st s L %
/\Lulloclnn > > MALﬁfxlnn(A) .
Esto implica que
L im Inn(A)* < lim Inn*(\)* <N lm Inn)E. (4.2)

M 2o A—4oc A—+toc
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., . . Y L
Ista ecuacién implica a su vez que si imy— 10c IN2{A)Y se anula, es mayor
que cero o infinito, entonces

lim In n‘()\){
A—4oc

también se anula, es mayor que cero o infinito, respectivamente. Por lo tan-
to, el hecho de que limy ., In n,(/\)i se anule o no es independiente de los
generadores.

Demostracion de la ecuacidn (4.1). Sea v € T, tal que | v 1< A, Si v se
escribe de manera reducida como

r
. *
v = E %Y,
i=1
entonces

vl =) Ini| <A
i=1

Sean los coeficientes n;; € Z tal que
k
. Z ‘
Y= MijYs » 7.:1,2,...,7".
=1

Si N = méx{ Z§:1 Img;|; i=1,2,...,7r }, se tiene
k

r r k r k
= Done [ Domiy || = 20 Dm0 Imamy|
i=] ki

j=1 i=]1 j=1 i=1 j=1

i

[7]

-

N
E Y
i=1

r k r T
Dol D imil <3 inIN = NY il <N
i=1 j=1 i=1 i=1

Estoes, | v | < N lo que demuestra la ecuacién (4.1).

4.2. Crecimiento de volumen

Consideremos R? con la métrica dada por el producto punto usual. Sea
p € R? y denotamos por V(p ;r) al volumen (en este caso drea) de la bola
euclidiana centrada en p y radio r B(p ;7), el cual es

Vip;r) =nr2.

Esto nos sugiere que el volumen en R? tiene un crecimiento polinomial de
orden 2 (en general el volumen en R" crecerfa polinomialmente de orden n) y
se verifica
. InV(p;r)

Iim
T—0C T

={.
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Consideremos el semiplano de Poincaré H2. Si p € H?2, sc puede probar que
V(pir) =2w(coshr — 1),
{ver [14], pagina 83). Por lo que

. ImV(p;r) In(27{coshr — 1))
lim —————=

lim
Liande ¥ r 00 r
., In27m . In{coshr — 1)
= lim —+ lim —— 7
r—oc r T—0C r
- lm (—%(coshr—-l)
r—oc  coshr—1
T emT
= lim =5 _=1>0

r—oc e’ 4 e~ 2

Se tiene que en H? un disco de cualquier radio tiene més area que uno del
mismo radio en R?, por tanto, intuitivamente podemos pensar que cualquier
vecindad del plano hiperbdlico se “arruga”, el volumen de la variedad “crece”
muy rapido y necesita més espacio para que no haya autointersecciones. No debe
sorprendernos entonces que Hilbert demostrara que el plano hiperbélico no es
isométrico a alguna superficie diferenciable de R?.

Figura 4 4: El plano hiperbdlico se “arruga”.

Motivados por esto, establecermos la siguiente resultado.

DEFINICION 4.7. Dada una variedad riemanniana M conexa, decimos que
M tiene crecimiento de volumen exponencial si
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InVip;r)

lim sup >0,
r—4-0oc

para algin punto p € M. Por otro lado, decimos que M tiene crecimiento de
volumen. polinomial si

Vip;r) Lar”
para todo real » > 0, con a > 0.

Asi, en la geometria hiperbolica de H? el crecimiento de volumen seria ex-
ponencial v en la geometria euclidiana de R? es polinomial.

Se puede verificar (utilizando la desigualdad del tridngulo) que el tipo de
crecimiento de volumen en M no depende del punto base.

Podemos preguntarnos cuando existe lim,_, o ll!éﬂl como lo hicimos para
el crecimiento de grupos. Un resultado dice que si M, My son variedades rieman-
nianas conexas, tales que ¢ : M — M, es un cubriente universal riemanniano y
Mg es compacto, entonces el limite

. InV(p;s)
p= lim ———"

s—++toc 8

existe para cada p € M, y ademds el valor es independiente de p.
Para probar este resultado, necesitamos un resultado técnico previo.

LEMA 4.8. Sean M, My variedades riemannianas conexas y completas, M
compacta y ¥ : M — My un cubriente riemanniano. Para cade r € R fija,

c,::inf{V(z;-;—):zeM}>0.

Demostracién. Supongamos que ¢, = 0. Entonces para ¢ = ;1; existe z, € M tal
que V (z,; 5) < L. Por tanto, obtenemos un conjunto {z,},en, que cumple
, r
lim V (zn; —-) =0 (4.3)
-G 2

La condicién anterior sobre el limite implica que el conjunto {z,},en no
puede ser finito. Dividiremos la demostracién en dos casos, analizando lo que
ocurre con la cardinalidad del conjunto {1(zn)}nen.

1. {¥{zn)}nen es infinito.
Como {¥(2n)}nen € Mo y My es compacto, existe una subsucesién

{¥(2n, ) en ¥ 2o € M tales que

lim (20, ) = 20.

k—oc

Pero entonces la ecuacién (4.3) implica las relaciones

. T . r
02 lim inf V (20,i5) 2 lim iV ($(z)i5) 20,
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de donde,

Jim V (#(zn)i7) = 0.

Como V : M xR — R es continua, esto implica que V' (zq; £) =0, lo cual
es una contradiccién. Por tanto debemos tener el caso

2. {¢(2n)}nen es finito. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Y(z,) = w para toda n € N. Como ¥ es cubriente riemanniano, existe
3 >0 > 0 tal que

VB )= ) B,
eV~ Hw)
donde ¥|p(5.5) — B(w;4) es isometria para cada p € ¥~ (w).

Como z, € ¥~ (w), se cumple que V(2n;8) = V(w;8) para toda n € N.
Asi,
N
V (2ni5) 2 Vizaid) = V(w;6) 2 0,

y tomando el limite cuando n — oo tenemos

r , )
0= lim V(zn,g) > lim V(w;8) > 0.

n—oc n—oc

De donde V (w;é) = 0, lo cual de nuevo es una contradiccién.

Por tanto ¢, > 0, lo que concluye la prueba.

Ahora probamos el resultado que quedaba pendiente.

TEOREMA 4.9 (A. Manning). Sean M, M, variedades riemannianas conezas,
tales que : M — My es un cubriente universal riemanniano y My es compacto.
Sixz e M, entonces el limite

Vi(z;
g lim V(s
3400 8

eziste, y el valor es independiente de z.

Demostracion. Sea z € M fijo. Probaremos que el limite

,  InV(z;r)
My 1= hm —_—
r—4oc T

existe, demostrando que el limite superior e inferior de la expresién coinciden.
Sea (2 el dominio fundamental de ¢ y d el didmetro de . Entonces para todo
2,y € Qyr>d, se tiene que
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Blazr - d) C Bly:r) € Bla;r A d)
y por lo tanto
Vier —d) < V(yr) < V(e +d). (4.4)

Sean x,y € Al. El hecho de que podemos encontrar i, v, € (%) isometrias
tales que (). va(y) € Q, hace que se cumpla la ccuacién {1.4) para todo
x,y € M.

Fijemos r > 0 y sea

¢y = Inf {\/ (z; %) 1z e M}.

Por el Lema 4.8, se tiene que ¢, > 0. Por otro lado, para cualesquiera r, s > 0
se tiene

Blzir+s)= | ] Blys). (4.5)
y& B(x:ir)

Sea b > 0y sea ¥ cualquier subconjunto de B{x;r) cuyos puntos estén por
pares a una distancia mayor o ignal a b entre si. Observemos que necesariamente
el conjunto Y es finito. Se obtiene que

U B('y;-g) §B<z;r+g> (4.6)

yeY

donde Uygy Bl(y; g) es una unién disjunta. Por esta ecuacién y el hecho de que
la unién es disjunta se tiene que

V(m;r+g>,>_zv(y;g>v

yeY

pero V (y; %) > ¢, de lo que se concluye la relacién

b
Z 1% (y; 5) > cpcardY.

yeYy

Entonces de las dos tltimas desigualdades se tiene que
1 b
cardY < ¢,V |z r+ 3] (4.7)

Ahora escogemos Y C B(z;r) maximal con respecto a la propiedad de que
todos sus puntos estén por parejas a una distancia mayor o igual a b entre
si. Por ser ¥ maximal, la distancia de Y a un punto arbitrario de B(z;r) es
menor que b. De lo contrario si existe z € B(z;r) tal que d(z;y) > b para toda
y € Y, entonces podriamos agregar z a Y, contradiciendo la maximalidad de Y.
Tenemos entonces que

B(z;r) € | By;b),
yey
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yaquesiz € B(z;r), por la maximalidad de Y existe y; € Y tal que = € B(y1;b).
Esto implica que z € U,ey B(y; b). Entonces para toda s > 0,

B(z;r+8) € | Blyss + ),

yeyYy
de donde
V(z;r +8) < (cardY) H}Ea)x Viy;s 4 b) (4.8)
y
pero por (4.4) se tiene que
ng’;( V{yie+b) < V(z;s+ b+ d) (4.9)
y

Sustituyendo (4.7) y {4.9) en (4.8) tenemos
V{z;r+s) < (card¥) mgé)),\' V(ys+b) <o 'Vigr+ g)V(z s+ b+d),
v
de donde b
Vizir+s) < ey 'V (zr + ;2~)V(x s+ b+ 4d)
para cualesquiera r,s,b > 0. De esta manera,

b b b b 36
V{z; - —~ )<V (n Wiz;8— =+ —
(:x,r+2+s 2)_cb (:r,r+2) (z; 8 2+2+d)

para r,8,b > 0. Haciendo los cambios de variable r + % porry 8- % por s
tenemos

Vizgir+8) <tV (zr)V(x;s + %IZ +d)
parar > £, 8> —% y b> 0. Si denotamos a ;= ¢; ' y A := % + d, entonces
Vigir+s) <o V(gr)Viz;s+ A) (4.10)
para r > %,s>—-%yb>0.
Por otro lado, se cumple que
Viz; (k4 1)r) < o V(g r+ A)FH (4.11)

para toda r > %, k=1,2,.... Esto se prueba sin dificultad por induccién sobre
k y usando (4.10). Ademds, dados r > %, de(0,r)y k=1,2,... se tiene que

V(o kr +68) < V(zykr +7) = V(z; (k+ 1)r) < o V(z;r + AR,
esto implica que

InV(z;kr + 6)

IA

In{o® V(z;r+ 4)F+1)
Ina® + InV(z;r 4+ A)FH
klna+ (k+ 1) InV(z;r + A4).

I

It
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De aqui se tiene que

InV{x;kr+9) . Llno I (k+ 1)InV(x;r4 A)
kr+ 0 ~ kr49 kr+ 6

Issta es la expresién que nos da la desigualdad que buscamos, en la cual
se tienen dos parametros libres. Fijando r y tomando el limite superior con
respecto a k, se tiene que

klna  (A+1)InV(z;r+ A)

kr 44 kr 44 ’
(4.12)

y haciendo el cambio de variable s = kr + 4 en el primer limite, obtenemos

IA

. 1 InV{(z;kr+9) i
im sup——— su
ks 4oc ! kr 46 k'-ll}—loc P

V(s s) < m+ an(z;r+A)ﬂ

, In
lim sup
s—4-oc 8 r r

Esto se cumple para toda r > %, es decir tenemos un pardmetro libre para
tomar el limite inferior que falta. Por tanto

(7 , .
T T L P L LA LS
s—oc K] 7400 r r—4oc r
InV{z; Vg s
—  lim {nf 2 zirtA) lim inf InV(zs) 5);
r—toc r s—doc g

v finalmente,

nViz;s , InV(x;s
lim sup (z:5) < lim inf (= ).
8—r4-oc 8 8§ 4o0C <

Como la desigualdad inversa siempre se cumple, entonces

Viz: Vix:
i sup Y E8) L e B V@iS)
s— o 3 F—40C 8

Esto nos dice que limg o 1—‘1!—5(1—51 = i, existe. De la ecuacién (4.4), toman-
do logaritmo y limite se tiene rapidamente que el limite es independiente de la

eleccién de z € M. En otras palabras, p, = py para todo y € M. ]

4.3. Relacién entre crecimiento de volumen y de
grupo

Sea M una variedad riemanniana completa y I un grupo (f.g.) de isometrias
que actian propia y discontinuamente en M. ;Existe alguna relacién entre el
crecimiento del grupo I" y el crecimiento de volumen en M?.

Para motivar la respuesta, establecemos una relacién entre la distancia en
M y la norma en T" (los detalles se dardn mas adelante).
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Seape€ My T = {v,9,...,%). Si
= max d(p,v%(p)),
=1,k

y v € I" entonces
d(p,~(p)) < |7l (4.13)

7302 0 i {p)

Figura 4.5: Prueba geométrica de la desigualdad {4.13) para v = 13 073 0 7.
Sea A > 0, por la desigualdad anterior se tiene que

U 1) c Bo; ),
Jv1<a

y por ser la accién propia y discontinua, existe ¢ > 0 tal que

U 7Bk &) C Bp i +e).
r1€a

Por tanto,

Vi{p;u+e)
Vip;e)
Por lo gque si la variedad M tiene crecimiento de volumen polinomial eatonces

I' también crece polinomialmente.

n(A) < VA>0. (4.14)

EJEMPLO 4.10. Consideremos M =R2, p =0, T = {7, 72) con v (z,y) =
(z+1,9) y valz,y) = (z,y+1). Se tiene v = 1 y escogemos A = 2. Entonces los

puntos de la unién ), <, 7(0) (remarcados en la figura 4.6) estan contenidos

en B(0;2) y podemos escoger ¢ = 3. Esto indica que n(2) bolas de volumen

V(0; 1) estan contenidas en la bola de volumen V 0;24 1)y n(2) =13 < 25.
p) 2
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Figura 4.6: Relacién entre crecimientos

Si ahora suponemos que M/T es compacto, se tiene que I1 : M — M/I" es
un cubriente. Si ademds 2 es un dominio fundamental, se cumple que

U@ =m.

~yer
Sea d el didmetro de 2. Entonces existe v > 0 tal que

Blp;va+d)c | (%),
[y|<X
y por tanto

Vip ivA+d)
Resumiendo, (4.14) y (4.15) nos dan la relacién entre los crecimientos de I' y
de M, de hecho, estas ecuaciones junto con el Teorema de Bishop (Teorema 3.9
de [3]) y el Teorema de Giinther (Teorema 3.7 de [3]) son la base para probar
los Teoremas de Milnor.

Probaremos ahora la primera desigualdad.

LEMA 4.11. Sean M wariedad riemanniana completa coneza y I’ grupo fini-
tamente generado de isometrias que actian propvia y discontinuamente en M.
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Entonces para todo p € M y cualquier conjunio de generadores de I' existen

nimeros positivos 1 y ¢, que dependen sdlo de p y de lo base de generadores,

tales que

Vip:dute)
Vipie)

Demostracidn. Seap € M y I' = {v,v2, -, k). Definimos

n(X) < VA0

p= max d(p,v(p))
J=1,..k
Sea v € I, entonces
dp.v(p)) < v mix d(p,(p)) = Il (4.16)

lo cual probaremos por induccién sobre la longitud de ~.

Si |y| = 1, entonces y = 7?1 y d(p, Vfl(p)) < 1-p. Supongamos valido (4.16)
para palabras de longitud menor o igual a n. Sea v € I" de longitud n + 1. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que v = ¢ o7, donde |p| < n. Esto
implica que
d(p, ¢ o n(p))

d(p, ¢(p)) + d((p), ¢ o m1(p))
el +d(p,m(p)) < lelpn+ 17
nptp=(n+1)p< |yip

Entonces, por (4.16) si A > 1, B{p ; An) contiene al menos n()) distintas
1mégenes de p bajo la accién de T

Ahora, ya que I actiia propia y discontinuamente en M, existe £ > 0 tal
que B(p ;&) Ny(B(p ;£)) = @ para todo v € T, v # Id. Notamos que también

1(B(p;e)) N n(Blpie)) =2 sin # 7.
Siyely |yl < A entonces, se verifica directamente que

B(~x(p) ;) C B(p;Ap+e¢). (4.17)

Tenemos entonces, por (4.17) que n()A) imdgenes ajenas de la bola B(p ;¢)
estdn contenidas en la bola B(p ; Ap + €), es decir

U v(Bp:e) c Bp ;i +e).

[7i<Ax

d(p,v(p))

f

ININ A

Esto implica que
n(AV(p;e) SVip;du+e) VA2,
{lo cual se cumple también si 0 < A < 1). Por tanto

n(\) < Vip;unte)

, VA>O0.
Vip;e)



Capitulo 5

Teoremas de Milnor

En este capitulo se relacionan los crecimientos de volumen y de grupo que dan
origen a los teoremas principales de este trabajo. Podemos resumir como sigue:
Utilizaremos la curvatura de Ricci no negativa para estudiar las variedades con
grupo fundamental que crece polinomialmente y usaremos la curvatura seccional
negativa para variedades compactas cuyo grupo fundamental crece exponencial-
mente.

5.1. Primer Teorema de Milnor

Consideremos una variedad riemanniana completa y conexa M, y sea I un
grupo finitamente generado de isometrias que actia propia y discontinuamente
en M. Del Lema 4.11 tenemos la relacién

n(\) < Vip;Mete)

AR YA,
V{p;e)

conp€e M, pu,e>0.
Supongamos ahora, que M tiene una métrica con curvatura de Ricci no
negativa, entonces, por el Teorema de Bishop,

Vip;r)<ar® Yr>0, a; € R

Entonces n()) también crecerd polinomialmente. Este es el primer Teorema
de Milnor.
Este resultado se puede interpretar como sigue:
Las variedades con curvature de Ricci no negativa, tienen grupos funda-
mentales con crecimiento polinomial.

Para ver lo anterior, consideremos el cubriente universal de M, ¢ : M — M.
Entonces es posible dar una métrica a M (a partir de la de M) con curvatura

de Ricci no negativa, lo que implica que el grupo fundamental I' & 71 (M, p)

55
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(Lema 2.16) actiia propia v discontinuamente en M (Teorema 2.8) y por tanto
crece polinomialmente.

Asi, por ejemnplo, es impaosible dar al doble toro una métrica con curvatura no
negativa, ya que su grupo fundamental crece exponencialmente. En este sentido,
se estd relacionando un hecho geométrico (curvatura no negativa) con un aspecto
“métrico” de la topologia (crecimiento del grupo fundamental). Enunciamos
formalmente su teorema.

TEOREMA 5.1 (J. Milnor). Sea M variedad riemanniana completa y conera
de dimension n, con curvatura de Ricei no negativa. Entonces M crece polino-
mialmendie, es decir

Vipir) €arr™ VpeM, r>0ya cR

Ademds, si I es un subgrupo finitamente generado de isometrias que actuan
propia y discontinuamente en M, entonces T crece polinomialmente; es decir

n{A) < ag A" VA>0, ay e RT.

Demostracion. Sea p € M. Por tener M curvatura seccional de Ricei no nega-
tiva, podemos aplicar el Teorema de Bishop (Teorema 3.9 de [3]) y por tanto

Vipir)<eir™ Vr>0, a0, €2,

En particular, esto demuestra que M crece polinomialmente.
Para la segunda parte, sea {v1,72 ..., 7%} un conjunto de generadores de T".
Por el Lema 4.11, existen u y ¢ constantes tales que

V(p;du+e)

n(A) < Y A>0.
V= vom
Utilizando las dos desigualdades anteriores se tiene,
1
nA) € ———V(p;Au+e
O £ gy Vi dute)
1
< ———ay{A "
S Vo a1(Au +€)

1 - n n—i i
T Vipse) al§ ( ¢ )WL) )

1 n
< ——— g n{Ap)e™
= V(p;s) 12 (Au)

i=0

1
- 1!nn_/\n
V(p;e) a(n -+ Dipte

Por tanto, si ag := V—(;:—E-) ar{n + 1)lu"e™ > 0 entonces

n(A) <agh” ¥ A>0,

por fo que I" crece polinomialmente. O
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5.2. Segundo Teorema de Milnor

Hemos visto que en el espacio hiperbélico H? el volumen crece exponencial-
mente; mas en general, si M es una variedad riemanniana completa no compacta
que admite una métrica con curvaturas seccionales negativas, entonces por el
Teorema de Giinther (Teorema 3.7 de [3]), el volumen de una bola en M es may-
or o igual que el volumen de la correspondiente bola en un espacio de curvatura
negativa constante, por tanto el crecimiento en M es exponencial (Lema 5.2).

Consideremos ahora una variedad M compacta, que admite una métrica
como la anterior y sea [1: M — M/I" un cubriente. Sea d el didmetro de 2, un
dominio fundamental de I1 entonces existe » > 0 tal que

VipivA+d)
T T <p(A) VA>0,
Vg ="

y por el Lema 5.2,
be <V(p;r) Vr>0.

Lo que implica que I' 2 ) (M, p) crece exponencialmente. Resumiendo:
Las variedades compactas con curvatura negativa, tienen grupos fundamen-
tales con crecimiento exponencial

Antes de probar el teorema, necesitamos dos resultados previos.

LEMA 5.2. Sea M una variedad riemanniana compacta coneze con curvature
seccional negativa. Entonces

Vip;r)>be” VYr>N
donde p€ M, b, ¢ y N son constantes positivas.

Podemos suponer quie —1 es la cota superior de la curvatura seccional en M.
Por el Teorema de Giinther {Teorema 3.7 de {3])

Vae(psr) 2 Van(057), (5.1)

donde A™ es el disco de Poincaré de dimensién n.
Sabemos que (ver [6], p. 167)

Van(057) = Chp / [senh a:] -t dux,
Ja

~1 .
con C),, una constante. Ahora, C,, for [senh z]n dz y b &= son funciones
crecientes en r. Por la regla de L'Hopital, tenemos que

T n—1
i Cy f; [senh ) dzx

s b ecr

=1,
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donde b = —1)‘5""-7 y ¢=n— 1. Por tanto
Van(0 ;1) > C, / [senh uv]n»1 dz > be™
J0

para r suficientemente grande, r > N con N € Rt.

Finalmente, de (5.1)
Vlpiry>be Vr> AN,

LEMA 5.3. Sea M una variedad riemanniana completa, conexa y I' un grupo
finitamente generado de isometrias que actian propia y discontinuamenie en
M, tal que M/T" es compacto. Sea K una vecindad compacta de M que cumple

Uy =m.

yer
Entonces T := { 'y E L y(EYNE # S } es un conjunto finito, y ademds
Vo= l’nf.ygrs (’Y(b ) > 0.

Demostracion. El conjunto {y(£) | v € T'} es una cubierta de M con vecindades
compactas, probaremos que esta cubierta es localmente finita, por lo que ' es
finito.

Supongamos que la cubierta no es localmente finita, entonces existe p € M
y 7> 0 tal que B(p ;r) contiene infinitos puntos distintos de T(£); es decir,

Taltn) € Blpir) mmel, t, € k.

Como B(p ; ) es compacto, existe una subsucesién convergente de {7y, (tn) }nen
a w € M. Esto es, sin pérdida de generalidad,

lim v,(t,) = w.

n—oc
Similarmente, existe t € K tal que lim,_ . t, =t. Pero

d('Yn(t)sw) < d('Yn(t)v'yn(tn))+d(7n(tn)vw)
< d(ttn) + d(valtn), w),

y tomando el limite, se tiene
{ / —
Aim Tnid) =

Entonces
lim  d{va(t), ym(t)) =0,

n,m-—oc

y como I es grupo de isometrias, se tiene que

lim  d(t, 7" 0 ym(8)) = 0.

n,m-—oc
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Pero esto contradice que la accién es propia y discontinua, por lo que I'p
debe ser finito.

Supongamos ahora que v = 0. Entonces existen w, € &£, ¢, ¢ £y z, =
Yn(ty) con v, € [ tales que

1
d(wy, 2,) < o e N.

Sea p € K, si d es el didmetro de &
1
d(P» zn) < d(P, wu) + d(wn» zn) < d+ E < d-+ 1a

y por tanto {z,}neny € B(p;d+ 1) que es compacto. Esto implica que existe
w € M y pasando a una subsucesién si es necesario podemos suponer que

lim v, (t,) = w.

n—oc
Procediendo como antes, se llega a otra contradiceién. Por tanto, v > 0. O
Ahora ya podemos formalizar el segundo Teorema de Milnor.

TEOREMA 5.4 (J. Miluor). Sea M una wariedad riemanniana compacta
coneza de curvaturas seccionales negativas. Entonces el grupo fundamental w1 (M, p)
con p € M, tiene crecimiento exponenciol.

Demostracion. Fijamos p € M, sea ¢ : M — M cubriente riemanniano univer-
sal y I' el grupo de transformaciones cubrientes de .

Seap € M tal que ¥(p) = p. Por el Teorema 2.24, existe Q € M un dominio
fundamental de ¥ y podemos suponer que 7 € . Como ademds ¥ es universal
tenemos que

U@ =m.

ver

Sea § el didmetro de Q. Entonces () C B(p ;6). Por tanto si £ := B(p ;4),

Uy =m. (5.2)

yer

Tenemos que £ es una vecindad compacta, por el Lema 2.15, la variedad
M /T" es homeomorfa a M, que es compacta, por lo que M /T igualmente lo es.
Asi, tenemos todas las hipétesis para aplicar el Lema 5.3 a £ y por tanto I'g =
{veTl | v(E)NE # @} es un conjunto finito y v = infygr, d(v(E), E) > 0.

LEMA 5.5. Sid(p,v(E)) < vA+ 4§ pare alguna v € T y alguna A € Z¥,
entonces v se puede eTpresar como ¥ = y10720- - 0%y, donde y1, Y2, -+ , A €T'E
y por tanto Ty, genera I
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Demostracién. Sea v € ' tal que d(p,¥(E)) < vA +48 para alguna A € Z*.
Lscogemos 2 € y(£) tal que d(p ;2) < vA+4. Sea o : [0,d(7,2)] — M la
geodésica minimal de rapidez unitaria que une 7 con z. Definimos

(d(p,2) ~ 5))

z0 1= o(0), z; ::a((5+j Y

en particular, z) = o{d(p, z)) = z y tenemos que
(P, 20) = d(a(0), a(8)) = |0 - §| = 5.

Ademss,

d(z;,2511) = d(a<5+j9§1?ilﬂ),a(5+(r+U9&E§LLQ>>

(d(p, =) - 5)(

_ uE -8
SN EE LIS

A
d{p,z) -6 < (PA+d)-6
A A 7
para todo j = 1,2,..., ) — 1.
Ahora, como

Uy =m
yET
escogemos ¢; € I tal que z; € ;(E) para j = 1,2,..., A - 1.
Hacemos ¢q := Id, de modo que z, € K = ¢o(¥) (yaque d(p,z) =48 ) y
hacemos @) := -y de modo que 2 = z € y(£) = ga(£).
Resumiendo, tenemos que los ¢; cumplen que z; € @(E) para j = 0,1, ..., A.
Entonces,

er= (g op1)o(p; opa)o--ofprt opn) =7
pero

A, p5l o ps(8) = d(w;1(E), @105 0 w(E))
d(pj-1(E), i (E)) < d(zjo1.25) < v

para j =1,2,.., A
Recordemos que v = inf,gr, d(y(£), £) > 0, lo cual implica que

‘P;11°‘PJ' S

Por tanto, si v; 1= ¢; ) o ¢;, entonces v = 71 0420+ 0y, con v; € ',
J=1,2,..., A, lo que prueba la primera parte del lema.

Sea v € T', entonces existe s € Z* tal que d(p,v(F)) < v-s+4. Pero entonces
Y=m0%0---0y,cony; € g, j=1,2,.., ¢ Esto significa que I'g genera,
I. 0
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Debido a que ' es finito, [ es un grupo finitamente generado. Sea (A}
la funcién de crecimiento de T' con respecto a la base I'p. Para A ¢ 2%,
mostraremos que

Biva+ac |J @) (5.3)
YETyI<A

Para esto, sea z € B(p ; v\ + §); entonces d(z,p) < vA+4§. Por (5.2), existen
v eIy w € E tales que z = y(w). Entonces,

d(p,7(£)) < d(p,v(w)) = d(B, z) < vA+ .

Por el lema anterior v =y oy0--- 07y, cony; € Tp, 5 = 1,2,..., A Estoes,
7] € Ay por tanto

zey(k)C | (0.

[v[<A

Por (5.3) y pasando a voldmenes tenemos
V(P 5vA+8) <n(MV(F;9). (54)
Tambien se cumple la relacién
V(FivA+8) > V(p v +6), (5.5)
y por el Lema 5.2, tenemos que

Vipir)>2be™ Vr>N;

y por ello
Vipivd+38) > b ety s N-¢ =N (5.6)
Combinando (5.4), (5.5) y (5.6) se tiene que
1
n(A) 2 ——— V(pvA+6
(A) VG0 ( )
1
> — Vip,vA+46
V(p ;) (v )
1
> c(vA+8) A N
= VT VAN
1
= e b el
V(p;6)

Sean c; :=

V(p1 L e >0y a:=cv > 0. Entonces,
n(A) 2 ce™ ¥V A> N,

por lo que se puede encontrar una constante s > 0 tal que

n(A) 2 & VA>0.

Esto significa que T crece exponencialmente; v por el Lema 216, T
71 (M, p), luego 71(M, p) también crece exponencialmente.

0O
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5.3. Ejemplos

Mostraremos algunos ejemplos donde se cumplen los Teoremas de Milnor,
asi como los Teoremas 3.2 de Myers y 3.1 de Cartan. Consideremos primero el
caso para dimensién 2.

Se sabe que la esfera, el plano proyectivo, el toro y la botella de Klein admiten
una métrica con curvatura no negativa, por lo que podemos aplicar el primer
Teorema de Milnor. Efectivamente, si escogemos los generadores usuales para
los grupos fundamentales de estas superficies, la funcién de crecimiento n(A) en
este caso estd dada por:

n(A)y =1 para la esfera S%, pues 7, (S?) & {e}.
n(A)y=2 para el plano proyectivo P?, pues 7r1(IP’2) = 7.
n(A) =2X% 42X+ 1 parael toro T?, pues m,(T?) = Z x Z.

De esta manera, para el toro T2, n(A) < 2A%2 + 222 + A2 = 5)2,

Anslogamente para un n-toro la funcién de crecimiento de su grupo funda-
mental es polinomial de grado n.

Ahora consideremos las superficies no orientables dadas por la suma conexa
de k planos proyectivos, P2§P%f. .. §P? := P* con k > 3. Se sabe que estas
superficies admiten una métrica con curvatura negativa constante. Tenemos que

71 (P*) 2 (71, Y20 W | VoVR R = 1)

Para estimar el crecimiento de estos grupos, recordemos que para un grupo
libre generado por k elementos se tiene la relacion

k R 1
n(A)=1+E—_—1[(2k-1) -1] =m[k(2k—1)'\—1].

Se verifica facilmente que n{)) > (2k — 1)*. Como (v1,72,-..,7k—1) €5 un
subgrupo libre de 7 (P*), se tiene que la funcién de crecimiento de m; (P*) cumple
que

n(A) > (2k + 3)*.

Consecuentemente, estos grupos tienen crecimiento exponencial como afirma
el segundo Teorema de Milnor.

A manera de resumen, podemos clasificar a las superficies {cerradas y com-
pactas) de acuerdo con la geometria que pueden tener. La esfera y el plano
proyectivo admiten una geometrfa esférica; el toro y la botella de Klein una
geometria euclidiana y todas las demds una geometria hiperbélica.

Sea T" = 8! x --- x §' el n-toro. Como 71(T?) 2 Z & .- & Z es infinito, T
no admite una geometria hiperbdlica (Cartan). Por otro lado, T" tiene como
cubierta universal a R”, ademas el grupo de transformaciones cubrientes es un
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grupo de isometrias cuando R™ tiene la métrica usual y por tanto el n-toro tiene
geometria euclidiana.

Ahora veamos ejemplos para dimension 3.

Consideremos M = §%xS!. Se tiene que 71 (M) = Z es infinito, por lo que no
tiene geometria esférica o euclidiana (Myers). Adem3s, (M) es conmutativo,
por lo que tampoco admite geometria hiperbdlica (Cartan). De hecho, $? x §!
tiene una nueva “geometria” homogénea (geometrias de Thurston).

Sea M = K2 x S1. Se tiene que 7, (M) 2 {a,b | a? = b%) ® Z es infinito y no
conmutativo, por lo que M no tiene geometria esférica o euclidiana. Ademas, R
es el cubriente universal de M, por lo que el Teorema de Cartan no nos permite
decir si hay o no geometria hiperbdlica.

En el ejemplo anterior y en el siguiente necesitamos “algo mds” para decidir
si hay o no tal geometria, la informacién estd en el crecimiento del grupo fun-
damental y entonces el segundo Teorema de Milnor nos dard la respuesta.

Sea G el grupo de Lie nilpotente dado por

1 a2 a3
G = 0 1 ag3 ayg, a1z, a3 € R
0 0 1
Consideremos H el subgrupo de G dado por las matrices de G con entradas
enteras (grupo de Heinsenberg).
Entonces el espacio cociente G/H es una variedad compacta de dimensién
3 con grupo fundamental H. Queremos ver que geometria admite G /H, para lo
cual veamos el crecimiento de H = 7 (G/H).

LEMA 5.6. La funcién de crectmiento de H es cudrtica, es decir
aAt < n(d) < axxt, a,a2 >0, VA€ YA

Demostracién. Consideremos los generadores

1 0 0 110
a=10 11 yg=4{01 0
0 01 0 01
Hagamos
1 01
c=gmg et =010
001

Se observa que gy y g2 generan a H, y que se cumplen las siguientes relaciones:
qnec = ¢4,
go¢ = CG2,
qg1g2¢ = g2g1.
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Afirmamos que n(4A) > A, lo que inmediatamente implicaria que

1
n(A) > 34—,\44

Paso esto, cualquier palabra glgic® cont € Z* y 0 < k < £2 puede ser expresada
como una palabra de longitud 2t {(en términos de g, y g). Es decir,

gigsd = gigh
9%’ = g1 @m0 = g1 01(91920)92- - 92 = ¢4 (9291)95 !
gigsc® = (ghghel)e = (g gamah e
= 0 '0(910:0)95 % = ¢4 g2(g201)05 72
digse’ = dhgl.

Para probar que n(4X) > X\, veremos que hay por lo menos A* palabras
de longitud menor o ignal a 4A. Efectivamente, consideremos las palabras de la
forma gigjck con 1 < (jstyl< k < t?. Es claro que son A? palabras de H
y ademés cumplen que (g} gck| < 4.

Hacemos la prueba de esta tltima afirmacién en dos casos.

Casoi=7j o
g} g5ct] = 2i < 2t < 4t
Caso i # j
91551 = oy Y alghet| < 191771 + lelgaet]

IA

=gl +27 <l + 13 +27 St+t+2t =4t

Por lo que n{A) > &A1
Ahora tomamos cualquier g € H

k
i,
1

femn QSRR NS

1
g=10
0

entonces g = g{g{;ck. Si ademés suponemos que |g| < A, se puede verificar que
lil <A, ]3] < Ay que k| € (5)2. Por lo que a lo més hay (2X)(2X)2(3)% = 2x*
palabras de longitud menor o igual a A. Esto es,

n(A) < 2x%,

Por lo tanto,

1
FA4 < n(A) < 234
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Entonces G/H es una variedad de dimensién 3 que no admite una métrica
con curvatura no negativa, ya que si existiera ésta, H creceria polinomialmente
de orden 3, lo que contradice el lema.

Afirmamos que tampoco admite una métrica con curvatura negativa. Por un
lado, H es infinito y no conmutativo y por lo que por el Teorema de Cartan no
podemos decir algo. Pero como H no crece exponencialmente (por el lemay), el
segundo Teorema de Milnor implica que no existe tal métrica.
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