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Introduccion

En diversos trabajos' se ha calculado la expresién para A* = ev donde
A¥ es un tensor antisimétrico de segundo rango en cuatro dimensiones. Esto
se ha hecho para estudiar el grupo Ll o bien para estudiar la accién de un
campo electromagnético sobre una partfcula con masa y carga. En el primer
caso, A* se identifica como el generador general del grupo LL, por lo que
A% es una transformacién de Lorentz. En el segundo caso A* se indentifica
como el tensor de campo electromagnético, F¥, en este caso, A* también
es una transformacién de Lorentz, ya que ambas maneras de ver a A% son
equivalentes?. En este trabajo, como elemento preparatorio para la discusién
que nos interesa, también calcularemos la expresién para A% con un método
distinto a los usados en los trabajos citados anteriormente.

En los trabajos en los que se estudia la accién de un campo electromag-
nético sobre la particula no se considera que A% sea una transformacién de
Lorentz, hacer esta consideracién es interesante ya que al ser A% una transfor-
macién de Lorentz, la accién del campo sobre la partfcula se puede estudiar
en términos de las propiedades de dicha transformacién.

En este trabajo también estudiaremos la accién de un campo electro-
magnético sobre una particula con masa y carga tomando en cuenta que
A% es una transformacién de Lorentz, de hecho esta caracteristica de A%
serd la base sobre la que haremos dicho estudio. Este enfoque hace posible
analizar en términos geométricos (rotaciones en el espacio-tiempo) la accion
del campo sobre la particula, ya que una transformacién de Lorentz tiene una
interpretacién geométrica bien definida. Bajo esta perspectiva y teniendo en
cuenta que bajo ciertas circustancias, que se describirdn en el capitulo 4, el
4-momento, p*, de la partfcula cuando ésta ha pasado un tiempo finito en

1Zeni y Rodrigues Jr (1990), Srinivasa (1996), p. 483, Fredsted (2001) y Caltenco et ol
(2002).
2Zwanziger (1965).

111



INTRODUCCION v

la regién de campo, es p’* = A¥%p” donde p” es el 4 momento inicial. p’* se
puede ver como el resultado de la accién de un operador (transformacién
finita) sobre un 4-vector del espacio-tiempo. Con esta expresién para p'*, la
transferencia de 4-momento del campo a la partfcula es Ap# = Akp” — p# y
se puede estudiar, por consiguiente, también en términos geométricos.

Con lo que se ha dicho hasta aqui, es claro que las caracteristicas de A%
son esenciales para estudiar la accién del campo sobre la particula. Puesto
que, como se demostrard en el capftulo 4, F¥ y el tensor de energia-momento
del campo electromagnético, T#, son operadores que aparecen en A%, en- -
tonces, F# y T tienen un papel esencial en la accién del campo sobre la
particula y consecuentemente en la transferencia de 4-momento del campo a
la partfcula. En efecto, como se mostrar4 en el capitulo 4, p* depende de los
4-vectores Fhp” y THp". El 4-vector F4p¥ es la fuerza de Lorentz-Minkowski
mientras que el 4-vector T4p” aun no se ha estudiado. Estudiar el 4-vector
TEp¥ tiene interés ya que dicho estudio puede brindar elementos que permi-
tan ampliar nuestra forma de ver la accién del campo sobre la particula. Esta
afirmacién estd basada en el hecho de que T% es un elemento importante de
la electrodindmica clésica y al mismo tiempo un operador de una transforma-
cién finita del espacio de Minkowski (transformacién de Lorentz). Asf, pues,
el objetivo de este trabajo es estudiar el papel de TH como operador de A%.

El trabajo lo dividiremos en 5 capitulos.

En el Capitulo 1 haremos una breve exposicién del papel usual que tiene
el tensor de energfa-momento del campo electromagnético en electrodindmica
clasica. Algunos conceptos que introduzcamos en esta exposicién los usaremos
cuando estudiemos el papel de T% como operador de A% en el capftulo 4.

En el Capitulo 2 expondremos algunos aspectos geométricos del espacio-
tiempo, el grupo LL y los tipos de transformaciones que existen en este
grupo. Mostaremos la relacién que existe entre F*, y el generador general del
grupo LIL al que denotaremos como G*,. Hecho esto quedard claro que F%
genera transformaciones finitas, lo cual nos servird de apoyo para encontrar
la expresién para la exponencial de F% en el capitulo 4.

En el Capitulo 3 analizaremos los operadores que determinan una trans-
formacién planar. Obtendremos la exponencial de G*, cuando G¥, es nilpo-
tente de orden tres. Encontraremos la exponencial de G¥, en el caso general
usando el isomorfismo entre el grupo L' y el grupo SO(3,C). Esta exponen-
cial la usaremos en el capitulo 4 para encontrar la exponencial de F%,.

En el Capftulo 4 demostraremos que T*, aparece en A*,. Estudiaremos el
papel que desempetia T# en A*, cuando ésta se aplica al 4-momento, p*, de
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una particula de masa m y carga gq. Analizaremos cémo se modifica p* bajo
la accién del campo electromagnético mediante la aplicacién de A¥, a p*.
Finalmente, en el Capitulo 5 presentaremos las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

El tensor de energia-momento
del campo electromagnético

La descripcién clésica de los fenémenos electromagnéticos tiene su base
tecrica en las ecuaciones de Maxwell y en la fuerza de Lorentz-Minkowski.
Las primeras determinan el campo electromagnético a partir de la fuente que
lo produce, la 4-corriente. La segunda expresa como actiia el campo electro-
magnético sobre una particula cargada que tiene una velocidad inicial y una
posici6n inicial conocidas. En este capftulo vamos a utilizar este conjunto de
ecuaciones para obtener el tensor de energia-momento del campo electromag-
nético y las leyes de conservacién de energfa y momento del mismo. También
explicaremos el significado de las componentes de este tensor y mostraremos
como se usan en algunas situaciones concretas. Dicho significado lo usaremos
en el capftulo 4 cuando analicemos el cambio del 4-momento de una particula
con masa y carga en un campo electromagnético.

1.1. Notacién relativista

Los vectores del espacio-tiempo los llamaremos 4-vectores y los denotare-
mos con letras latinas miniisculas. En particular el 4-vector de posicién es

o = (2°, 21, 2%, 2%)

con z° = ¢t, o' = r, 22 = y, 2% = 2. Para denotar los {ndices usaremos
letras griegas y latinas, las cuales pueden tomar valores 0, 1,2,3y1,2,3
respectivamente. "



CAPITULO 1. EL TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO 2

La norma, al cuadrado de un 4-vector z* es

2t = (ct)? -2 -2 - 2, (1.1)
por consiguiente el tensor métrico es
1 0 0 O
0 -1 0
o —
9 =lo 0o -1 0| =%
0 0 0 -1

Mediante el tensor métrico el producto escalar de dos 4-vectores z* y y* se
puede escribir como

xﬂy# = Z x#gyuyu = x#gpuyu'

En la segunda igualdad de esta ecuacién hemos utilizado la convencién de
Einstein de suma de indices repetidos.

Algunas veces usaremos la notacién z#z, = 22y zty, = z - y. Es con-
veniente mencionar que para denotar el producto escalar de dos vectores del
espacio ordinario (tres dimensiones espaciales) también usamos el punto y
a-a = a2 sin embargo, esto no causara confusién ya que, la mayorfa de
veces, en el contexto en donde se utilice esta notacién sera claro cuando se
trata de un caso u otro. Y las ocasiones en que pudiera haber confusién se

har4 la aclaracién correspondiente.

Si s es la longitud de arco que recorre el vector de posicién z¥#, entonces

la 4-velocidad es
dz*

M=
=
Por lo tanto dt dic
v
== (1.2 1.2
ds dt ( ’c) (12)
—1
con y = (1 - %;) fyv =% la notacién vectorial ordinaria. ¢ denota la
rapidez de la luz en el vacio. A la parte espacial de los 4-vectores la llamaremos
3-vectores, en particular v es la 3-velocidad.

El 4-momento de una particula de masa m lo definimos como

P = meit = (%p) (1.3)
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donde & =ymc? es su energfa y p = ymv su 3-momento’.

Los tensores los denotaremos con letras latinas mayisculas. El rango m4s
alto de los tensores que usaremos es dos. Cuando un tensor de segundo rango
lo escribamos sin indices, lo cual realizaremos para hacer més compacta y
facil la notacion, serd una vez contravariante y una vez covariante. También
utilizaremos la notacién

— v T Y
A" = Al LAR) - Aln-1) yAl) 8

donde A*¥ es cualquier tensor de segundo rango. Por ejemplo,
A® = Ar AY A%
Ademss
o =1
con 0% la delta de Kronecker o la unidad en cuatro dimensiones?.

El sistema de unidades que usaremos es el sistema de Heaviside-Lorentz®,
este sistema es el sistema gaussiano racionalizado?.

1.2. Las ecuaciones de Maxwell y la densidad
de fuerza de Lorentz-Minkowski

En electrodindmica clésica el campo electromagnético estd determinado
por las ecuaciones de Maxwell a partir de la fuente que lo produce, la corriente

'Cuando escribimos m nos referimos simplemente a la masa de un objeto sin hacer uso
de los conceptos de masa en reposo o masa en movimiento. Una discusién sobre la forma
de denotar la masa en relatividad especial puede verse en Okun (1989).

La delta de Kronecker se define como

&, =lsip=v,0sip#v.

3Jackson (1999), p. 778. Una referencia ttil para ver con més detalle el sistema de
unidades de Heaviside-Lorentz es Mason and Weaver (1962), ya que este libro est4 escrito
completamente en dicho sistema.

4Panofsky and Phillips (1962) p. 461, Slater and Frank {1947), p. 205 y Wagnnes (2001)
p. 452.
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eléctrica. Las ecuaciones de Maxwell en forma covariante se escriben como®

8, F* = —j*, (1.4)
OaFuy + OuF,a + 0, Fy, = 0. (1.5)

La densidad de 4-corriente, j#, es
3* = (p,3) (1.6)

con p la densidad volumétrica de carga y j =pv/c la densidad de corriente
en tres dimensiones®.
La densidad de la fuerza de Lorentz-Minkowski es

f* = Fig. (L7)
El tensor, F%,, es el tensor de campo electromagnético

0 E B E
pe_|BL 0 B -B
v=| B -Bs 0 B

Es B, -Bi 0

con E = (Ey, E,, E3) y B = (B4, By, B;) los campos vectoriales eléctrico y
magnético respectivamente.
Utilizando (1.6) y (1.8) en (1.7) obtenemos

fﬂz(j.E,p(EH—%xB)). (1.9)

La componente temporal de (1.9) es el trabajo que hace el campo por unidad
de densidad de carga; a este término también se le conoce como calor de Joule.
La componente espacial es la fuerza que ejerce el campo sobre la fuente, ésta
es la suma de la fuerza ejercida por el campo eléctrico sobre la densidad de
carga y por el campo magnético sobre la densidad de corriente.

(1.8)

5Vamos a utilizar la notacién

8Si la densidad de corriente se define asf y al operador diferencial, g,, , cuando g =0,

lo escribimos como % y no como %, entonces en las ecuaciones de Maxwell no aparece
la constante ¢. N6tese que j tiene las mismas dimensiones que p, sin embargo, esto no
introduce contradiccién alguna en las ecuaciones, ademés desde el punto de vista relativista

es conveniente, ya que en este caso p y j forman un 4-vector naturalmente. Ver Jackson
(1999), p. 778.
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1.3. El tensor de energia-momento del campo
electromagnético, T,

Las leyes de conservacién de energia y momento del campo electromag-
nético se expresan en forma covariante mediante el tensor de energfa-momento
del campo electromagnético.

A continuacién vamos a obtener la expresién para T, a partir de la den-
sidad de fuerza de Lorentz-Minkowski utilizando las ecuaciones de Maxwell.

1.3.1. Obtenciénde T* a partir de la densidad de fuerza
de Lorentz-Minkowski

Si sustituimos (1.4) en (1.7) obtenemos®

f* = —~FLo,F"

fu=—F,0.F". (1.10)
Utilizando la igualdad
—F0aF" = (0,F,,) F*® — 8, (F,, F*®)
(1.10) se puede escribir como
o= (0uFu) F* = 0, (FuF™). (L1D)

Escribamos F),, como una suma teniendo en cuenta que es antisimétrico:

(OaFur) F** = 5 (Oa [Flw = Fup]) F™

)
B 1
- 2

BN | = B =

(BaFlu) F*® = = (8aF,,) F*°.

"Ver Sommerfeld (1952), p. 255.

8Cuando se hace esta sustitucién estamos asumiendo que el campo electromagnético en
(1.7) es el debido a la 4-corriente que aparece en esta ecuacién m4s el campo debido a otras
fuentes distintas de ésta, es decir, asumimos que éste es el campo electromagnético total.
Hacer esta sustitucién es legitimo debido al principio de superposicién de los campos.
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Intercambiando o« — v y ¥ — « en el segundo término del lado derecho de
la igualdad anterior, cambiando fndices del tensor y su signo

va 1 i va
(OuFu) F =3 [(BaFu) — (O Fue)] F7°. (1.12)
De (1.5) se sigue que
O0uFpy — O F0 = OuF,,. (1.13)
Sustituyendo (1.13) en (1.12) obtenemos
(OuF) F""=% (8.Fn) F*°. (1.14)

Insertando (1.14) en (1.11) encontramos

| =~

fu =7 (0uFo) F¥® — 0y (Fu F*®) .

Utilizando que
Oy (Fo, F*)= -2 (G#Fa,,) Fre,
entonces 1
fu= —18‘, (Fo F%) — 04 (FWF"a) .

Introduciendo el tensor métrico g** en la igualdad anterior, obtenemos
1
£ = =00 [(FLF*™) + 19 (Fr F™)| (1.15)

El tensor entre corchetes es el tensor de energia-momento del campo electro-
magnético y usualmente se le denota por T#%. Asi, la igualdad anterior se
puede escribir como

f# = —0,T". (1.16)
En una regién en donde no hay fuentes se cumple
0, TH* = 0.

Las componentes del tensor de energfa-momento son

w 51 Sz S3
™ = g; | (117)

Ss
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donde ) )
w= E_;L_l?_ (1.18)
es la densidad de energia del campo electromagnético,
S=ExB (1.19)

el vector de Poynting y

3 E}+ B? - EQELB2 E\Ey+ BB, E\F3+ B B3
Ty =| EE,+BB, E}+B}-242 E,Ey+ BBy (1.20)
E\E;+ BBy E;E3+ByB;  E} + B} — &322

el tensor de esfuerzos de Maxwell.
De (1.18) se sigue que la energia total que contiene un volumen V en
donde exista un campo electromagnético es

£ = / wdV. (1.21)

v

La energia de un campo electrostdtico o magnetostético se obtiene de (1.21)
cuando B = 0 6 E = 0 respectivamente.
La componente cero de (1.16) es

16w
- . LB =0. 1.22
c6t+v S+j-E=0 (1.22)

Si integramos (1.22) en un volumen V obtenemos
) 0 [wdV
v . .
—— = - fida — - EdV, 1.23
pR— / S / i , (1.23)
v

v

OV denota la frontera de V' y f es la normal hacia afuera de la superficie.
De (1.23) se sigue que el cambio de energfa del campo por unidad de tiempo
en el volumen V es debido a menos la integral de superficie del vector de
Poynting sobre la frontera de V' y al trabajo que el campo hace sobre las
cargas dentro del volumen. Por lo tanto, si (1.23) expresa la conservacién
de energfa del campo electromagnético en presencia de fuentes, entonces el
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vector de Poynting representa un flujo de energfa que sale de V°. La expresi6n
(1.23) se conoce como teorema de Poynting.
La energia que fluye por unidad de 4rea por unidad de tiempo es

F =cS. (1.24)
La componente ¢ de (1.16) es
Ty 198,
———=f 1.25
Oz; ¢ Ot f (1.25)
coni=1,2,3.
Si integramos (1.25) en un volumen V' obtenemos
. o[ SdV
/f'idv + E_Vat_ = /T}jﬁjda, (1.26)
v av

En esta ecuacién también fi es hacia afuera de la superficie. Si en (1.26)
hacemos tender el volumen a todo el espacio y suponemos que el campo
electromagnético es cero en infinito, entonces la integral del lado derecho se
hace cero

/fidv + %afb% =0. (1.27)

Las integrales en esta ecuacién abarcan todo el espacio. La primera es la
fuerza sobre las fuentes o el cambio de momento de éstas. Ahora, si (1.26)
expresa la conservacién dé momento del campo electromagnético en presencia
de fuentes, entonces la segunda integral de (1.27) debe ser el momento que
el campo cede a las fuentes. De aquf se sigue que la densidad de momento
del campo electromagnético es

Pc= (128)

S
Z‘.
Las expresiones (1.24) y (1.28) muestran que el flujo de energfa del campo
estd relacionado con la densidad de momento de éste. Desde un punto de
vista relativista esta relacién es natural, ya en relatividad especial la energfa
y momento no son independientes sino parte de un mismo objeto matemastico
(4-vector) que podemos llamar energia-momento.

SPoynting (1920).
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Teniendo en cuenta la discusién de (1.27) podemos interpretar el lado
derecho de (1.26). Como el lado izquierdo es una fuerza, entonces el lado
derecho también debe serlo, por consiguiente los elementos de Ty son fuerzas
por unidad de 4rea. La interpretacién usual es que T)} es una fuerza por
unidad de drea en la direccién ¢ sobre un elemento de superficie cuya normal
tiene la direccién j. De manera que Tﬁfzj es una fuerza por unidad de drea en
la direccion i. A esta fuerza contribuyen tres componentes en tres direcciones
distintas'®. Asf, cuando integramos sobre toda la superficie obtenemos la
fuerza total ejercida por el campo sobre ésta. Este razonamiento no impide
que podamos hacer tender el volumen a cero, con lo cual, obtendrfamos la
fuerza que ejerce el campo sobre la superficie de un volumen muy pequeno.
En este caso, si consideramos que dentro de este volumen s6lo hay una carga
0 un mimero muy pequefio de estas, la integral [T})7;da serfa una fuerza
sobre la carga (o cargas) ejercida por el campo.

1.3.2. Una aplicacién del vector de Poynting

De acuerdo con lo expuesto en la seccién anterior, el vector de Poynting
es proporcional al flujo de energfa del campo, por lo que ambos tienen la
misma direccién!!. Por lo tanto, la energfa del campo fluye en una direccién
ortogonal a E y B.

En una onda plana electromagnética se cumple que'? E-B =0 y E?=B2.
Por consiguiente, la magnitud del vector de Poynting, en este caso, es

S=|ExB|=E~
SiE=¢&F y B = é&;B, entonces
S = —&F? (1.29)

con &, € y é; la base canénica de un sistema de coordenadas cartesiano.
Por otro lado, la densidad de energfa del campo es

w= E? (1.30)
Por lo tanto, sustituyendo (1.30) en (1.29) se tiene que

10Maxwell (1954), p. 278,
"Ver Poynting (1920) y Jackson (1999), p. 259.
2Wangsness (2001), p. 476.
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De (1.24) y (1.31) se sigue que el flujo de energfa por unidad de 4rea por
unidad de tiempo, en este caso, tiene la direccién de la propagacién de la
onda electromagnética.

Con lo que hemos dicho hasta aquf, es claro que una onda electromag-
nética tiene energfa y momento. Por lo tanto, si ésta incide sobre un objeto,
por ejemplo una pared, deberd transmitirle momento y energfa. Calculemos
cuanto momento le transmite por unidad de &rea por unidad de tiempo.
Utilizando (1.28) y (1.31) resulta que

ég’w
Pe=——.
C
Supongamos que la normal a la pared es &. En estas circusrancias la propa-
gacién del momento del campo tiene una direccién perpendicular a la pared.
Asf, pues, la magnitud del momento transmitido por la onda a la pared por
unidad de drea por unidad de tiempo, si es absorbida en su totalidad, es

Dtran = CPc = S = E2 (132)

en la direccién de la propagacién de la onda electromagnética. La magnitud
del campo electromagnético en esta expresién estd evaluado cuando la onda
incide en la pared. A un elemento de superficie se le transmitirs este momento
por unidad de tiempo.

1.3.3. El tensor de esfuerzos de Maxwell

De acuerdo con la interpretacién que se hizé de TE enlasec.1.3.1,1a
componente i de la fuerza total F sobre la superficie 3V, que encierra un
volumen V inmerso en un campo electromagnético, es

F'= / Tinda = / fida, (1.33)
v av

donde f* = T};}"fzj son las componentes de la densidad de fuerza f cuya
integral sobre toda la superficie es F. La ecuacién (1.33) también es vilida
para el caso electrostdtico y magnetostatico, basta hacer B =00 E =0
respectivamente.

Ya hemos dicho en sec. 1. 3. 1 que las componentes del tensor de esfuerzos
de Maxwell son fuerzas por unidad de 4rea. Investiguemos pues, como son
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estas fuerzas, por ejemplo, en el caso electroststico. Imaginemos un elemento
de superficie y escojamos el sistema de coordenadas de tal manera que la
direccién de la normal i al elemento de superficie coincida con la direccién
positiva del eje z, y que el vector E esté en el plano zz. Designando al dngulo
entre la normal a la superficie y el campo eléctrico como 6§, tenemos que las
componentes del campo son

E;=FEsinf E,=0 E,=Ecosf. (1.34)
Y por consiguiente el tensor de esfuerzos es
o [-Eeos20 0 Esin2
Ty = 0 -£ 0 : (1.35)
%2 sin 26 0 E; cos 20
Para escribir de esta manera el tensor de esfuerzos se han utilizado las iden-
tidades trigonométricas sin 2 = 2sinf cosf y cos 26 = cos? 6 — sin? 6.
Usando (1.35) y que ii = (0,0, 1), obtenemos

2 2
f:é1%5m20+63§2—cos20. (1.36)

De la expresién anterior se sigue que la fuerza por unidad de 4rea est4 en el
plano determinado por fi y E. La magnitud de esta fuerza es %2 También
podemos ver que E biseca al 4ngulo entre 1 y la fuerza. As{ mismo, de (1.36)
podemos deducir que cuando E es paralelo a fi (§ = 0°) la fuerza es ejercida
en la direccién de la normal, por lo que esta fuerza se puede interpretar como
una tensién que jala al elemento de superficie, mientras que cuando E est4
en el plano paralelo al elemento de superficie (§ = 90°) la fuerza es paralela
a la normal pero en direccién contraria, por lo que se puede interpretar como
una presién sobre el elemento de superficie. Por dltimo, cuando 8 = 45° la
fuerza es paralela al elemento de superficie, lo cual se puede interpretar como
un esfuerzo cortante sobre el elemento de superficie.

Una explicacién andloga se puede hacer para el caso magnetostético. En
el caso general las componentes del tensor de esfuerzos de Maxwell se ex-
plican de manera ansloga; esta explicacién estd basada en el principio de
superposicién de los efectos de los campos.

Ahora veamos como se puede utilizar el tensor de esfuerzos de Maxwell
para calcular la fuerza que ejerce una onda electromagnética cuando ésta in-
cide en un elemento de superficie de una pared y es absorbida en su totalidad.
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Supongamos la misma configuracién de la sec. 1. 3. 2. En estas condiciones,
la fuerza por unidad de 4rea en la direccién y es

fP=THn; =T# = -E2 (1.37)

Este resultado coincide con lo que ya habfamos obtenido utilizando la densi-
dad de momento del campo. Ver (1.32).

1.4. Otra forma de escribir T#

En esta seccién vamos a escribir el tensor de energfa-momento del campo
electromagnético en términos del tensor de campo electromagnético y su dual.
El dual de un tensor, A, de segundo rango Io definimos como

(A = %ewﬁAaﬁ, (1.38)

donde £#**f s el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita'®. Por con-
siguiente, el dual del tensor de campo electromagnético es'

0 Bl B'z B3
B, 0 -L; K

wo_
P = B, E; 0 <—E (1.39)
By -E, E;y 0
Utilizando (1.8) y (1.39) se encuentra que (ver apéndice A)
F*?=F* _(E? - BY)I. (1.40)

En la secc. 1. 3. 1 anterior vimos que el tensor de energfa-momento es

(ver (1.15) y (1.16)) 1

T=F"+ i (Fo FO¥) I (1.41)
Por otro lado (ver apéndice A)
Fo F® =2(B* - E*) I. (1.42)

!3Las componentes de este tensor son 1 para una permutacién par de los fndices 0, 1, 2
y 3 en %123 _1 para una permutacién impar y cero cuando dos {ndices son iguales.
Las componentes del dual se calculan una a una usando la definicién (1.38).
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Usando (1.40), (1.41) y (1.42) obtenemos
T= % [F? 4+ F?] . (1.43)

Esta expresién la usaremos en el capftulo 4 cuando mostremos que T es un
operador de la transformacién generada por F.



Capitulo 2

El grupo propio de Lorentz

En este capitulo expondremos, algunos aspectos geométricos del espacio-
tiempo, el grupo de Lorentz y exploraremos brevemente la relacién del tensor
de campo electromagnético con el grupo propio de Lorentz. Los conceptos
que introduzcamos en este capftulo serdn dtiles cuando estudiemos la accién
de la transformacién generada por el tensor de campo electromagnético sobre
el 4momento de una partfcula con masa y carga en el capitulo 4.

2.1. Tipos de vectores y planos del espacio-
tiempo
La norma al cuadrado de un 4-vector z# (ver sec. 1. 1)
r, = ztg,1¥

nos permite clasificar a los 4-vectores del espacio-tiempo en tres tipos. Un
vector z# es

temporal si z¥z, > 0,

espacial si z¥z, <0,

nulo o luz si z#z, = 0.

Dos 4-vectores son ortogonales si su producto escalar es cero. En particu-
lar, un 4-vector nulo es ortogonal a sf mismo. Los 4-vectores nulos forman un
cono llamado cono de luz. Se puede demostrar que todo 4-vector ortogonal a
un 4-vector temporal es espacial'.

'Ver Bacry (1967), p. 250.

14
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Cualquier 4-vector z* del espacio-tiempo se puede expresar como una
combinacién lineal de los 4-vectores base

1 0 0 0
0 1 0 0 _
0 0 0 1
como
z# = 20l + el + 2leh + 2%eh. (2.2)

Sean a* y b* dos 4-vectores linealmente independientes. Estos definen un
plano. Sea 2# cualquier 4-vector de este plano, entonces

z#¥ = aad” + BV (2.3)
con ¢ y 3 reales. El 4-vector z* es nulo si se cumple que
aa® +2af (a- b) +B%H = 0. (2.4)

Si al menos uno de los 4-vectores a* o ¥ no es nulo, por ejemplo a*, podemos
dividir por a? y resolver para a. Haciendo esto se obtiene

o= %Kﬂ (2.5)
con
A = (a-b)* — a?? (2.6)

A A lo lamaremos el discriminante de los 4-vectores a* y b*.

Los planos del espacio-tiempo se pueden clasificar de acuerdo al nimero de
direcciones nulas que contienen. Esto se puede hacer usando el discriminante
de los 4-vectores que los definen. De (2.5) se sigue que hay tres casos:

Caso 1) A > 0. El plano tiene dos direcciones nulas. A este tipo de plano
le Hamaremos hiperbélico. Este corta al cono de luz y contiene 4-vectores de
todos los tipos.

Caso 2) A = 0. El plano tiene sélo una direccién nula, es decir, toca al
cono de luz s6lo en una direccién nula (en efecto, es tangente al cono de luz).
A este tipo de planos los llamaremos cilindricos. Supongamos que # es nulo,
es decir,

b? = 0. 2.7
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Consecuentemente
A=(a-b)’=0. (2.8)

Por lo tanto, todo 4-vector a* de este plano es ortogonal a la direccién de .
Excepto los vectores colineales a ¥ todos los 4-vectores de este plano son de
tipo espacio.

Caso 3) A < 0. El plano sélo contiene 4-vectores espaciales y no tiene méas
contacto con el cono de luz que el origen. A los planos con estas caractéristicas
los llamaremos espaciales. Un ejemplo de este tipo de plano es el plano ry
del espacio ordinario en coordenadas cartesianas.

2.2. 'Transformaciones planas
Un bivector w lo definimos como

wh, = a*b, — a, b (2.9)
con a* y b 4-vectores linealmente independientes. Este objeto matemdtico
(tensor) genera rotaciones en el plano definido por los 4-vectores a* y .
A estas rotaciones las llamaremos transformaciones planares, ya que dejan
invariante el plano ortogonal al plano de rotacién. La transformacién planar
generada por w*, es

WH = o' (2.10)

donde £ es un pardmetro real.

Usando el discriminante de los vectores que definen a w*, clasificaremos
a las transformaciones planares como sigue:

A > 0 la transformacién es hiperbélica o pura de Lorentz,

A = 0 la transformacién es cilfndrica,

A < 0 la transformacién es espacial ordinaria.

2.3. El grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz estd formado por las transformaciones lineales A¥,
que dejan invariante el producto escalar z#y,%. Este es un grupo de Lie real
y lo denotaremos como L. A las transformaciones que forman este grupo

2Estas transformaciones engloban a las transformaciones planares.
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las llamaremos transformaciones de Lorentz. Estas transforman al espacio-
tiempo en s{ mimo.

Sea r* un 4-vector del espacio-tiempo, el vector transformado bajo una
transformacién de Lorentz es

T = A% 2. (2.11)

Como por definicién una transformacién de Lorentz deja invariante el
producto escalar, entonces se debe cumplir que

1:’“:(/“ — z“yﬂv
es decir,
A"V:r”g#c,A"ﬁyﬂ = z“g#,;yﬁ. (2.12)

Intercambiando en el lado izquierdo de (2.12) v por p obtenemos
AV#I“gyaAaﬂyﬂ = I“guﬁyg.
Por lo tanto, las transformaciones de Lorentz deben satisfacer

AupguaAaﬂyﬁ = Gus- (213)

El grupo L se puede dividir en subconjuntos utilizando el determinante y la
componente A% de las transformaciones que lo forman.

2.3.1. Rotaciones y reflexiones

De (2.13) se sigue que
(det A)® = 1.

Por lo tanto
det A= +1. (2.14)

Utilizando el valor del determinante de las transformaciones de Lorentz se
puede dividir L en dos subconjuntos.
Los elementos del subconjunto con determinante igual a 1 son rotactones
(de Lorentz) y constituyen un grupo. A este grupo lo denotaremos como L.
Los elementos del subconjunto con determinante igual a —1 son reflexiones
(de Lorentz) y no constituyen un grupo ya que éste no contiene a la identidad.
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2.3.2. 'Transformaciones ortocronas y antiortocronas

Si en (2.13) hacemos p = v = 0 se obtiene

(A%)" = (A%)" = (A%)" - (A%)* = 1. (215)
Por lo tanto, (A%)? > 1. Esta desigualdad implica que
A% >1 (2.16)
(o]
A% < ~1. (2.17)

A las transformaciones de Lorentz que cumplen A% > 1 se les llama
transformaciones de Lorentz ortocronas mientras que a las que satisfacen
A% < -1 se les lama transformaciones de Lorentz antiortocronas. Las
primeras preservan el signo de z°, es decir, la direccién del tiempo; las se-
gundas lo invierten.

Las transformaciones ortocronas forman un subgrupo de L llamado grupo
ortocrono de Lorentz, denotado por L!, donde la direccién de la flecha indica
la direccién del flujo del tiempo fisico.

Las transformaciones antiortocronas forman un conjunto, denotado por
L', que no es un grupo ya que no contiene a la identidad.

2.3.3. Subconjuntos del grupo de Lorentz

Combinando las posibilidades detA = +£1 y A% < -1 6 A% > 1 se
obtienen cuatro subconjuntos del grupo L:

a) Las rotaciones ortocronas (det A=1, A% > 1). Este conjunto es deno-
tado por LT+ y forma un grupo. Dicho grupo se le conoce como grupo propio
de Lorentz y de los subconjuntos del grupo de Lorentz es el que nos interesa
en este trabajo.

b) Las reflexiones ortocronas (det A= ~1, A% > 1). Este conjunto es
denotado por L.

¢) Las rotaciones antiortocronas (det A=1, A% < —1). Este subconjunto
es denotado por L1+.

d) Las reflexiones antiortocronas (det A= —1, A% < —1). Este conjunto
es denotado por L*.

Los cuatro conjuntos son mutuamente disconexos, es decir, no se puede
pasar de manera continua de cualquiera de estos conjuntos a otro distinto de
él.
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2.4. El grupo LL

El grupo propio de Lorentz es un grupo de Lie real de seis pardmetros c;,
B;; ¢ =1,2,3. Sus generadores en su representacién matricial son3

0100 0010 0001
ltooo0 ~Jloooo ~loooo
W= 0 0 o|'¥®=[1 90 o0l ¥=|g0 o o *¥
0000 0000 1000
00 0 0 000 0 0 0 00
" 00 0 0 _looo -1 oo 10
2% 100 0 1" joo0oo0 o[’ |0 -1 00
00 -1 0 010 0 0 0 00
(2.19)

Utilizando la definicién de bivector (2.9) tenemos que (2.18) y (2.19) se
pueden escribir como?

(wi0), = effeo, —e1eh (2.20)
(w20)", = eheo, — eaeh (2.21)
(ws0)¥, = €5e0, — e3uel (2.22)
(wa), = efez, — €34 (2.23)
(wia)¥, = €efes, — ervel (2.24)
(war)f, = eher, —eanel (2.25)

De (2.20)-(2.25) se sigue que los generadores de Ll en su representacién
matricial son bivectores que generan rotaciones en los planos definidos por
los 4-vectores eg, ef'; ¢ = 1,2, 3. (2.18) generan rotaciones hiperbélicas y (2.19)
rotaciones planas ordinarias. Un ejemplo de la transformacién generada por
(w10)”, es la transformacion de Lorentz entre dos sistemas inerciales que se
mueven uno con respecto al otro a una velocidad constante en la direccién

Z, y cuyos ejes coinciden para un tiempo dado, mientras que un ejemplo de

3El concepto de grupo de Lie y de los generadores de un grupo de Lie se pueden ver en
Hladik (1999) p. 42.

4La coma en (2.20)-(2.25) se usa para separar el indice que denota a qué 4-vector base
nos referimos, del fndice que denota que el 4-vector es covariante.
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la transformacién generada por (ws; )", es una rotacién alrededor del eje z,
en coordenadas cartesianas, un 4ngulo 55 en el espacio ordinario.
La transformacién infinitesimal de L| es®

A#u = [+ 501 (ww)“u + 602 (U}Qo)#u + 503 (’wgo)#u
+68, (wa2)¥, + 88, (wi3)’, + 683 (war)f), (2.26)

donde 9§ significa que los pardmetros son pequefios. Cualquier elemento de
L] se puede obtener a partir de la transformacion infinitesimal como®

w\N .
A% = lim (1 + ¢ ) =l (2.27)
—oo N
con
G*, = a1 (w)”, + az (ww)”, + a3 (ws)”, (2.28)

+8, (w), + B, (wi3)”, + B (war)¥,

y valores adecuados de los pardmetros «;, 3;. A esta transformacién se le
Hama transformacién finita y es una rotacién en los seis planos del espacio-
tiempo. En lo que sigue a G¥, lo llamaremos generador general de LL.

2.5. El generador general de L y el tensor
de campo electromagnético

Utilizando (2.18), (2.19) y la expresién (1.8) dada en la sec. 1. 2 para el
tensor de campo electromagnético, tenemos que

FE = Ei(wi)", + Bz (w)", + E3 (w30), (2.29)
+Bi (w32)", + By (w13)”, + Bz (wa1)”,, -

Comparando (2.28) y (2.29) vemos que el tensor de campo electromagnéti-
co tiene la misma estructura matemédtica que el generador general de LL".
Asf, con F* podemos generar el grupo L} por medio de (2.27) teniendo en
cuenta que debemos sustituir G¥, por AF* donde X es un factor que hace
adimensional el exponente.

5Una exposicién sencilla de los conceptos de transformacién infinitesimal y transforma-
cién finita se pueden ver en Hladik (1999) y Wybourne (1974).

SWybourne (1974) p. 42.

"Esto ya ha sido planteado anteriormente por Zwanziger (1965).



Capitulo 3

Exponencial del generador
general de LL

En este capitulo vamos a calcular la exponencial del generador general de
LL. Esta exponencial la usaremos en el capitulo 4 para obtener la exponencial
del tensor de campo electromagnético.

La expresién para la exponencial de G ya se ha calculado, hasta donde
sabemos, por cuatro métodos distintos al que se va a exponer aqui. Esto ha
sido realizado por J. R. Zeni y W. A. Rodrigues Jr. (1990), K.N. Snivasa
Rao (1996)*, John Fredsted (2001) y J. H. Caltenco et al (2002). Uno de los
propd¢sitos por el cual se calcula esta transformacién en el primer y cuarto
trabajo es encontrar la solucién de la fuerza de Lorentz-Minkowski cuando
el campo electromagnético es constante. En los otros dos no hay ninguna
aplicacién fisica y s6lo se hace desde un punto de vista matemdtico. En el
primer trabajo se usan férmulas de recurrencia e induccién, en el segundo y
cuarto se usan métodos de algebra lineal, mientras que en el tercero, se usa
la teorfa de representaciones.

En este trabajo escribimos la exponencial del generador general de L! de
una manera distinta a como se ha escrito en los trabajos arriba mencionados.
Esta forma de escribir la transformacién tiene un interés fisico, ya que cuando
se utiliza para estudiar la accién de un campo electromagnético sobre una
particula aparece explicitamente el tensor de energfa-momento. Esta carac-
teristica no es mencionada en ninguno de los trabajos citados anteriormente.

1p. 483.
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3.1. El generador general G

Hemos visto en la sec. 2. 4 que el grupo LIL tiene seis pardmetros y seis
generadores. Estos ltimos generan rotaciones en los seis planos del espacio-
tiempo. A cada rotacién corresponde un pardmetro, el 4ngulo de rotacién.
También vimos que el generador general de LIL es

G, = a1 (wi), + o2 (W), + a3 (w)’,
+B1 (wa2)?, + B2 (w13), + B3 (war), - (3.1)

Utilizando (2.18) y (2.19) tenemos que

0 (63} Q9 (6%}

p _ |1 0 53 _52
= e 8, 0 B | (3.2)
Qg 52 —51 0

Nos interesa encontrar una, expresién para
A = GG. (33)

Una forma de proceder para encontrar esta expresién es escribir (3.3)
como una serie de potencias

G2n+l i G?n
+ :
(2n+1)! « (2n)!

A:eG=[+i (3.4)

n=0

De la expresién anterior vemos que si encontramos una relacién de re-
currencia entre la primera y la tercera potencia de G, entonces podemos
expresar A en términos de funciones hiperbdlicas o trigonométricas y de po-
tencias finitas de G.

Asi pues, investiguemos bajo qué condiciones se cumple

G = g (av ﬂ) G (35)

con ¢ una funcién escalar de los pardmetros.
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3.2. Relacién entre G y G?

Usando (2.18), (2.19) y la definicién (1.44) se tiene que

* . * —

Wy = —Wsp, Wy =Wy
* R *

Wy, = —w3; W3 = W (3.6)
* 0 * —

Wag = —Wo1; Wy = W30

De manera que el dual de G, escrito como una combinacién lineal de los
generadores de rotaciones en el espacio-tiempo, es

G* = (aywyo + aqweg + azwsg + Biwse + Bowiz + Bawar)”
= a1wjy + awyy + aawiy + Biwi, + Bowi; + fawy,
—Q1W32 — QaW)3 — Q3w
+B1w10 + Bawao + Bzwso. (3.7)

De (3.7) vemos que G* contiene, al igual que G, las rotaciones en los seis
planos de espacio-tiempo aunque con distinto pardmetro y las rotaciones
espaciales en sentido inverso.

De (3.7) también vemos que la operacién de “dualidad” se realiza sobre los
generadores de rotaciones en el espacio-tiempo. Por lo cual, lo que algunos
textos de electrodindmica? y relatividad® en los que obtienen el dual del
tensor de campo electromagnético (recordemos que G y el tensor de campo
electromagnético tienen la misma estructura matemética) dicen acerca de la
operacién de dualidad (a saber, que corresponde a intercambiar E; — B;
y B; — —F;) puede causar confusién al hacer parecer que la operacién de
dualidad tiene algo que ver con las componentes del campo, sin embargo,
como lo estamos haciendo aquf queda claro que la operacién de dualidad se
realiza sobre los generadores y no sobre las componentes del campo.

Escribamos (3.7) como

0 B B
Y=g o (33

B3 —a2 a 0

2 Jackson (1999), p. 556.
3Rindler, W., Introduction to special relativity, Claredon Press. Oxford, 1991, p. 109.
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Con el mismo procedimiento con el que llegamos a (1.40), utilizando (3.2)
y (3.8) se obtiene

G?=G*—(* -8 1, (3.9)
donde hemos definido
a = (a1, 0g,03) (3.10)
y
ﬂE(lgl’lBQ’lBS)' (311)
Si multiplicamos (3.9) por G obtenemos
G =G?G + (o® - B G. (3.12)
De la expresién anterior se ve que existe una relacién de la forma (3.3) si
G?=0 (3.13)
0
G*G=0. (3.14)
La condicién (3.13) se cumple si
a’=0
y
g =0

lo cual implica que G y G* son cero. Por lo tanto, no tiene sentido considerar
este caso. La condicién (3.14) se cumple si

a-B=0. (3.15)

Esto se puede comprobar observando que GG* = G*G = (- 3) I. Asf, la
condicién para que podamos encontrar una relacién de la forma (3.5) es

a18) + iy + a3fB3 = 0. (3.16)

Cuando se cumple (3.14), G y G* son tensores planos®. Asf, cuando se
cumple (3.5) la transformacién generada por G es una transformacién pla-
nar’.

4Bacry (1967), p. 256.

SUna demostracién detallada de esta afirmacién se puede ver en Srinivasa (1996), p.
456.
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3.3. Transformacién generada por un bivec-
tor

Analicemos la transformacién generada por un bivector w. Este anélisis
se aplica a la transformacién generada por G cuando se cumple (3.5), ya que
en este caso G es un bivector.

De acuerdo con (2.10) (ver la sec. 2. 2) la transformacién generada por w
€s

A=e™, (3.17)

donde o es un pardmetro real.

Para analizar A, apliquémosla a un 4-vector arbitrario z# del espacio-
tiempo.

Para un bivector se cumple la relacién (ver apéndice C)

w? = A%w (3.18)

con A2 = (a-b)* — (a-a) (b-b).
Utilizando (3.18) tenemos que

wt = ATy, n=0,1,2,.. (3.19)
w™ = AUyl =123, .. (3.20)

Si escribimos (3.17) como serie de potencias tenemos

el ow 2n+1 oo (aw)2n
A:I+;m+;l @) (3.21)

Usando (3.19) y (3.20) en (3.21) obtenemos

Ce ) (B s (B ") ;

n=0

DIS l\?

= (7~ g2v?) + (oo (0) 5 + (sinh a)

= (3.22)

Esta transformaci6n tiene tres operadores. Apliquemos (3.22) a z y analice-
mos que papel cumple cada término en la transformacién. Con este propdsito
calculemos w?. Multiplicando w por si mismo obtenemos

(w2 = (a-b)[a"b, +a,b"] — a? (B"b,) — B (a*a,).  (3.23)
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Utilizando w y (3.23) tenemos
(wz) =a*(b-z)— b (a-2)
y
(w*z)* = [(a-b) (b-2) — b*(a-z)] a*+[(a-b) (a-z) — a® (b~ 2)] ¥*. (3.24)
Ej importante mencionar que los 4-vectores w2z y wz son ortogonales entre
; .Por lo tanto, se cumple que
wz - wiz = 0. (3.25)
Por otro lado, tenemos que’
wzr -z =0, (3.26)

es decir, r también es ortogonal a wr. De manera que z y w2z definen un
plano ortogonal a wz. De hecho, w?z es paralelo a la proyeccién de z sobre el

8Esto se puede demostrar como sigue:

[(@)s2"] - wpa?

{l@a-b)(b-z) - b (a-2)] a* + [(a-b) (a-z) — a® (b-z)] P*}
[ay (b-z) ~bu(a-z)]

= (a-b)(b-z)*a?—(a - b)(b-)(a )

—b%a*(a-z) (b-z)+ b (a-z)* (a-b)
+(a-b)?(a-z)(b-z)~b*(a-b)(a-z)?

—a(b-z)* (a-b) +a®? (b-z)(a-z)

0

I

whz¥ =a*(b-z) -V (a-z).
Multiplicando la expresién anterior por z, obtenemos

raute’ = z,[ (b-2) - ¥ (- 2)
(z-a)y(b-z)—(z-b)(a-z)

= 0.

Il
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plano de rotacién. De lo anterior se sigue que w? y w producen una proyeccién
sobre el plano, longitudinal y transversal a z respectivamente.

Hasta aquf s6lo hemos considerado a* y ¥ no colineales. Si ponemos la
condicién a - b = 0 podemos analizar con m&s precisién los términos que
aparecen en (3.22). Con esta condicién tenemos que

2

%z: (@-z)a" + (bz) B, (3.27)
Ro=—ila(b-a) - @ ), (3.28)
(l—g)zzz“—(&-z)&“+<l§-z)5“ (3.29)

con a* y b* 4-vectores unitarios en la direccién de a y b respectivamente.
De (3.27)-(3.29) se sigue que el primer término de (3.22) produce una com-
ponente de = que no es afectada por la transformacién. Esta componente
no pertenece al plano de rotacién. El segundo término de (3.22) nos da la
proyeccién de x sobre el plano de rotacién, a este 4-vector lo llamaremos
proyeccién longitudinal de z sobre el plano de rotacién, y el tercer término
nos da un vector ortogonal a la proyeccién de z sobre el plano de rotacién,
a este 4-vector lo llamaremos proyeccién transversal de z sobre el plano de
rotacién. Las funciones de a, b y o que multiplican a (3.27) y (3.28) deter-
minan la “magnitud” de la rotacién de la proyeccién de x sobre el plano de
rotacién.

Si ademéss de a - b =0, a 0 b es nulo, por ejemplo b, entonces A = 0. En
este caso de (3.18) se sigue que

w® = 0.
Por lo tanto, de (3.24) resulta

(wPz)" = —a® (b z) V¥,

es decir, el 4-vector resultante de aplicar w? a z tiene la direccién de b y es
proporcional a menos la magnitud al cuadrado de a y a la proyeccién de z

sobre b.
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3.4. La exponencial de G cuando G es nilpo-
tente de orden tres

De (3.12) vemos que cuando se cumple (3.5) y
of +af +af — B} - 55 - A5 =0, (3.30)
entonces
G? =0. (3.31)

En este caso la exponencial de G se hace facilmente, ya que (3.4) estd
truncada. Usando (3.31) en (3.4) obtenemos®

A=e=1+G+ -;-GZ. (3.32)

3.5. Exponencial de G usando el isomorfismo
entre Ll y SO(3,C)

En esta seccién vamos a encontrar la exponencial del generador general
del grupo L utilizando el isomorfismo entre L1 y SO(3,C)%*°.

Primero encontremos cudl es el generador general de SO(3,C). Esto lo
podemos hacer como sigue: de acuerdo con Macfarlane!! la transformacién
mds general de SO(3,C), escrita como multiplicacién de dos rotaciones, es

R=R,R, =explif (- T)]exp[-x (7' - T)], (3.33)

donde R, = exp[—x (7' - T)] corresponde a una transformacién pura de
Lorentz mientras que Rs = exp [:f (7o - T)] corresponde a una rotacién es-
pacial, ambas en LIL. Los vectores 7 y 7t son las direcciones de los ejes de
rotacién. Las matrices 7 estdn dadas por'?

(T9)* = ie* (3.34)

$Este tipo de transformacién se conoce como una transformacién de Lorentz intermedia
o cilindrica, ver Bacry (1967), p. 257.

%El grupo SO(3,C) es el grupo de rotaciones en tres dimensiones espaciales complejas.
En el apéndice B se exponen algunos aspectos de! isomorfismo entre LE_ y SO(3,C).
YTas férmula explicitasde este isomofismo ha sido publicada en Macfarlane (1962).

Nosotros vamos a utilizar esta férmula para encontrar la exponencial del generador general
de LE_ partiendo de la exponencial del generador general de SO(3,C).

"'Macfarlane (1962), Ec. 138.
21b. Ec. 81.
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con 9% el tensor de Levi-Civita en tres dimensiones!3. De (3.34) se sigue que

00 0 0 0 i 0 —i 0
T'=10 0 —i|,T?=|0 0 0|, 7%= |i 0 of. (3.35)
0 i 0 - 00 0 0 0
Si definimos
iTH =t (3.36)
entonces
0 0 0 00 -1 0 10
t'=10 0 1|,t*= (00 O|,t*=|-1 0 0]. (3.37)
0 -1 0 100 0 00
Utilizando (3.36) tenemos
R, = exp [ixn't! + ixn2t? + ixn"®t’] (3.38)
y
Rs = exp [On't! + 6n°t% + 6n°t°] . (3.39)

Por lo tanto, los generadores de SO(3,C) son (3.37) e it'. Asf, el generador
general de SO(3,C) es

Gso(3,c) = aiiti + 5iti = (5,‘ + ia,-) tt = 19iti (340)

con ¥; = B; + ic;. Los pardmetros «; corresponden a los pardmetros de las
rotaciones hiperbdélicas mientras que los pardmetros 3; corresponden a los de
rotaciones espaciales. Se encuentra que (ver apéndice C)

GgO(S,C) = 192030(3,0) (3.41)
con ¥* = — (9} + 93 + 9}). De la expresion anterior se obtiene que
G@'&é,c) =9"Gsoacy; n=0,1,2,... (3.42)
Y
Cohecy = P VG0 n=12,3,.. (3.43)

3Las componentes de este tensor son 1 para una permutacién par de los indices 1, 2 y
3 en 173, —1 para una permutacién impar y cero cuando dos fndices son iguales.
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La transformacién generada por Gsosc) es R = €506, escribiendo ésta
como una serie de potencias tenemos

oo 2n+l (<) G
R = efs06.0) = [ 4 Z 250_{(_310) (5201(39 (3.44)
i '

Utilizando (3.42) y (3.43) obtenemos

G2 G?
SOB0) _ cog (8) =289 | gin (0) Gsoac) (3.45)

—
R=I+—5 02 )

1
con © = (9} + 95 + 93) 2. Escribamos Gso@cy ¥ G§O(3,C) explicitamente

0 P93 =
Gsopey= |-9s 0 9|, (3.46)
9 -9 0
—92 - 92 90, 0,93
G%’O(S,C) =| 909, -9-6 1?2193 ‘ (3.47)
9,93 9ydy  — 0% — 02
Utilizando (3.46) y (3.47) en (3.45) obtenemos
R= (3.48)

1+ (cos ( )—1) (193 +19§) !l—cos(enﬁ 19 + sin(e)ﬁ (l—cos(e))ﬁ 79 5in!9!79
[ oos(@)zlg 79 smgegﬁ 1+ cos!O!—ll (792_{_192) (1— cos(e))ﬁ 19 +sm?8)19

(1- coste))ﬁ ,[9 +sm 9)79 (1- cos(e)),ﬂ ,[9 smfelﬁ 1+ !cosge —1) (l92+192)

Ahora utilizaremos (3.48) para encontrar la exponencial del generador
general de L!. Esto lo tenemos que hacer en dos pasos. Primero encon-
traremos a que transformacién en SL(2,C)!* corresponde (3.48) y después a
que transformacién en LIL corresponde la transformacién que obtengamos en
SL(2,C). La férmula que relaciona el homeomorfismo entre SL(2,C) y L es!

__ 1+ oioi RY
[4(1+Tr(R))

(3.49)

14Este grupo es el grupo de matrices unitarias complejas de 2 x 2.
¥ Macfarlane (1962), Ec. 134.
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con R en L], A en SL(2,C) y o' las matrices de Pauli. Las matrices de Pauli

son'®
L o1l 5 o=l 5 1o
U—[loa—i ol =10 -1l (3.50)

Calculemos A. Desarrollando o0/ R¥ y utilizando!”
ook + oFol = 267

y
oo = §F 4 Ikt
obtenemos
CORT = (RM 4 BR 4 B®)1+i0® (R - RY)
—io® (R™ - B¥) +ic* (R® — R®)

Utilizando (3.48) en la expresién anterior tenemos

0’0’ RY = (1+2cos(0)) 1 + 22_51n_e(9_) (0191 + o¥s + 0°03) .
Entonces
1+0'0?RY = 2(1 + cos (8)) + 22’53%9). (0" + 029 + 0°93) . (3.51)

Usando (3.48) podemos ver que
Tr(R) =1+ 2cos(O).

Asf
14+ Tr(R)=2(14cos(6)). (3.52)
Por lo tanto, utilizando (3.51) y (3.52) en (3.49) obtenemos

_ (L4 cos(0)) 1+ ﬂg@ (0"19,-).

A : (3.53)
2 (1 + cos (O))]?
Escribamos (3.53) como
+A = (61 + i{:'z) 14+ (63 + i64) O'i'lgz' (354)

16Th. Ee. 19.
71b. Ec. 20.
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con
€1 +ieg = [HCTOS(G)] ’ (3.55)
y ..
€3+ 14 = isin (6) - (3.56)
0[2(1+cos(8))]2
Haciendo un poco de 4lgebra se obtiene que (ver apéndice C)
g1 = % [cos (z) + cosh (y) + 1 + cos () cosh (y)]% (3.57)
Y 1
=3 [cos (z) + cosh (y) — 1 — cos (z) cosh (y)]2 (3.58)
a? — 32 a? — 32 2 3
o=t +{( 25) +<aﬁ)2} (3.59)
a? — 32 a? — B2 2 3
=2 +{( ) +(a-ﬂ)2} . (3.60)
De manera andloga (ver apéndice C)
€3 = 2(71?)- [y (cosh (y) — cos (z) + 1 — cos (z) cosh (y))]% (3.61)
—m [z (cosh (y) — cos (z) — 1 + cos (x) cosh(y))]% .
y
e m [z (cosh () — cos (z) + 1 — cos (z) cosh ()]} (3.62)
1

W

+W [y (cosh (y) — cos (z) — 1+ cos(z) cosh (y))]2 .

Escribamos (3.54) de una manera distinta como

3 % — 1,

iA=(€1+Z'€2)1+(53+’1:€4) 191+i192 _'193
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Haciendo las operaciones correspondientes tenemos que

m+in p+iq

A= s htiw

(3.63)

con

= e1+eff; — e

= €9+ azez +e40;

€302 + €30 — €4a1 + €45,

€402 + €40, + €301 — €30,

e3) — €30 — €401 — €43, (3.64)
€301 + €30y +£481 — €409

€1+ €4a3 — €353

= €2 — (3€3 — 5453

Il

g > v =4 o w 3 3
i

De (3.63) se sigue que

m-—in r—18s _,)

T —
:J:A—[p_z.q b—iw | (3.65

donde A' es la matriz daga de A'®. De acuerdo con Macfarlane la transfor-
macién en LL que le corresponde a +A4 esta dada por!®

AR = %Tr (Ao, AT) = A (A) (3.66)

v

Donde
P = (0% ~0) =0,
Es claro que de (3.66) obtenemos la misma transformacién de Lorentz si

usamos +A o —A, as{ podemos utilizar +A.
Haciendo el calculo, se obtiene

1
A%:5(m2+n2+p2+q2+r2+32+h2+w2)

A% = —pm —qn — hr — ws

13La matriz daga de A se obtiene tomando su transpuesta y su compleja conjugada.
YMacfarlane {1962), Ec. 60.
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A02=—pn+qm—-h3+wr

1
A03—§(—m2—n +p2 4+ ¢ - s+h2+w)

AYy=—~rm—sn—hp—wgq
A% =rn—sm+hg—wp
(-m? —n? = p? = + 12+ 5* + B+
Aly = hm +wn+rp+sq (3.67)
Ay = hn —wm —rq +sp
A'y =rm+sn — hp — wq
A% = —hn+wm —rq+sp
A% = hm+wn—rp—sq
A% = —rn+4sm + hg — wp
A’ =pm+qn — hr —ws
A% =pn — qgm — hs +wr
A33:‘;‘(m2+n2—p2—q2—r2—s2+h2+w2)
Calculando los términos de (3.67), se obtiene

Ay=el+e+(2+ 63) (a* + %)

A% =2 (164 — €283) @1 — 2 (€163 + €264) By +2 (€3 + €2) (a3By — aaBs)
A% =2 (e1e4 — e263) a2 — 2 (6163 + €2€4) By + 2 (€3 + £3) (a1 Bs — a3By)
A% =2 (e164 — e263) a3 — 2 (£163 + €264) Bz + 2 (3 + €3) (a2B; — 1By)
Al =2 (e164 — £263) a1 — 2 (€163 + £24) By + 2 (&5 + €3) (023 — @3f,)
A% = 2(e164 — €263) g — 2 (€163 + €264) By + 2 (€5 + £2) (@3By — a133)
A% =2 (e1e4 — e263) a3 — 2 (6163 + £264) By + 2 (€3 + £3) (c1By — aafy)
Ay =et + s+ (5 +€f) (of — b — a5+ 51 - 52— B3) (3.68)

Ny =2 (e164 — £263) By + 2 (163 + €264) 03 + 2 (5 + €) (102 + B15,)
Aly =2 (164 — £283) (—B3) — 2 (€163 + £264) 02 + 2 (€3 + €3) (0103 + B133)
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A21 = 2(e164 — €263) (—P3) — 2 (€163 + £264) 3 +2 (€§ + 53) (arag + B,6,)
Ny =el +e}+ (e +€f) (o — ol — ol + B2 — B} ~ )

A% =2 (e164 — £2€3) B, + 2 (€163 + €264) a1 + 2 (é'g + 53) (agag + B283)
A31 = 2(e184 — £2¢3) B + 2 (€163 + €284) 0 + 2 (€§ + 53) (nas + B483)
A% = 2(e,64 — €263) (—B,) — 2 (e163 + £264) Ay + 2 (3 + £3) (o203 + B2f3)
Ny =l + ey + (5 +63) (af — o] —af + 65 — 6] - B3)

Tenemos que

0 o Qy Qas
0 B -8
G=|" sTr 3.69
w B, 0 B (3.6
(8%} ﬁz _,81 0
0 B By Bs
« 131 0 —GQ3 Q3
= 3.70
G B a3z 0 —ay|’ (3.70)
ﬂs —Q 0
a? a3fly —agfly ai1fs — o3, 012[31 - alﬂ2-
G2 = azfy — asfy a% - ﬂ% - /33 a1 + ﬂﬁ% ajag + 5,8, (3_71)
asfy — 1By araa+ BBy of —Bi— B3 onas iﬂzﬂ%
La1)82 — B o3+ BB ozt P28 ag -B1 - /32_
y
[ ﬂz asfy —0aafly a1y — a3f, azf; — 0152-
G2 = axfy—asfy Bi-oj—of am+BiB, oozt BBy . (3.72)
3By — s o+ BB, B — ol —af a0+ B28; '
(a1fy —~aff; araz+ 3183 asas+Py8; B3 — o - O‘g_

Construyendo con (3.68) la matriz A(A)*, y utilizando (3.68), (3.69)-(3.72)

obtenemos

A =

(Ef + Eg) 1 + 2 (6164 et 6263) G

~2(e163 + £264) G* + (€3 +€3) (G* + G™).
Utilizando (3.57), (3.58), (3.61) y (3.62) se obtiene

6f+6

» _ cosh (y) + cos (z)

5 =

2 bl

(3.73)

(3.74)
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ysinh (y) + zsin ()
2(e164 — €963) = 21y
zsinh (y) — ysin (z)
z2 + y?
A 1 cosh (y) — cos (z)
2, 2 _
E3 + €4 = 5 ) T y2

: (3.75)

(3.76)

—2(e163 + €264) =

’

(3.77)

Por lo tanto
A = -;— (cosh (y) + cos(z)) I

+ (ysinh(y) + zsin(z)) G (3.78)

z? + y?
+m (zsinh (y) — ysin (z)) G
1

+m (COSh (y) — CO8 (:1;)) % [6'2 + Gm2] .

Esta es la expresion para la exponencial del generador general de LL.
Utilizando®
G?=G+(z* -1
en (3.78) obtenemos

1
A = R [z* cosh (y) + % cos (z)] T
1 . .
+m [y sinh (y) + zsin (2)] G
1 . . *
+m [zsinh (y) — ysin (z)] G

+;2—+1_? [cosh (y) — cos (2)] G2. (3.79)

Esta es la expresion para la exponencial de G que aparece en otros trabajos?!,
asf, la expresi6én que obtuvimos coincide con la de otros autores, lo cual

20Esta expresién es equivalente a (3.9), para comprobarlo basta sustituir 2 y y2.

21 Es oportuno mencionar que la expresién dada por J. R. Zeni y W. A. Rodriguez difiere
de (3.79) por un signo en la funcién que multiplica al dual del generador. Sin embargo, €l
método que usan estos autores es correcto, adema4s si reproduce el célculo con el método
que ellos dan se obtiene la expresién (3.79). Quizé la diferencia en el signo se debe a un
error en la publicacién o a un pequenio error algebraico al momento de hacer el célculo.
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ratifica que la férmula dada por Macfarlane para el isomorfismo entre LL y
SO(3,C) es correcta.



Capitulo 4

. n
La transformacién A¥, = e My

En este capitulo mostraremos que el tensor de energfa-momento del cam-
po electromagnético es parte de la transformacién finita generada por el
tensor de campo electromagnético y estudiaremos cémo actiia ésta sobre el
4-momento de una particula de masa m y carga ¢, poniendo énfasis en el
papel que juega el tensor de energfa-momento en dicha transformacién. De
este andlisis obtendremos que la densidad de energia del campo electromag-
nético, el vector de Poynting y el tensor de esfuerzos de Maxwell intervienen
en el cambio de direccién en el espacio-tiempo del 4-momento de la particula.
En este estudio consideraremos que el campo electromagnético y la particula
estdn en el vacio.

4.1. La transformacién finita generada por el
tensor de campo electromagnético

La accién del campo electromagnético sobre una particula de masa m y
carga ¢ queda determinada por la fuerza de Lorentz-Minkowski

ds
Utilizando p* = mei* y omitiendo los indices, la expresién anterior la pode-
mos escribir como’

W _ 9
g BT

dp _ 9
P (41)

!Cuando un 4-vector lo escribamos sin indice serd contravariante, También, el producto
A#,a" lo escribiremos, la mayoria de veces, sin Indices, como Aa.

38
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Si F no depende de s, entonces la solucién de (4.1) es
P =ena*’p (4.2)

con p el 4momento cuando s = 0.

Si el campo electromagnético depende de s, pero la regién en donde la
particula permanece un tiempo finito es tal que podamos considerar el campo
electromagnético como constante en dicha regién?, entonces es valido usar
(4.2) para analizar la evolucién de la particula.

En la sec. 2. 5 vimos que e*F es una transformacién de Lorentz. Identi-
ficando A con ;Ls, de (4.2) se sigue que p’ y p estén relacionados mediante
una transformacién de Lorentz:

P=Ap (4.3)

con

A=¢eF, (4.4)

4.2. El tensor de energia-momento es un
operador de A

En la sec. 2. 5 vimos que el generador general G y el tensor de campo
electromagnético tienen la misma estructura matemética, por lo que podemos
utilizar la exponencial del generador general G encontrada en la sec. 3. 5 para
encontrar la exponencial de AF.

De acuerdo con la sec. 2. 5 para encontrar (4.4) se debe sustituir AF por

*Una situacién como esta sucede cuando hay un campo de radiacién y la regién en
donde la particula permanece un tiempo finito es muy pequena comparada con la longitud
de onda de la radiacién.

3Denotar a la transformacién e con la misma letra que con la que denotamos a la
transformacién que genera G (ver (3.78)) estd justificado en el hecho de que AF y G
generan la misma transformacién (ver la sec. 2. 5 y la sec. 4. 2).

P
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G, A9 por z ¥ An por y en

A = %(coah(y)+cos(:c))]

+ 2_}_ ——— (ysinh (y) + zsin(z)) G (4.5)
b= Py (zsinh (y) — ysin (z)) G*

+;&? (cosh (y) — cos (z)) -;- [G‘2 3 Gﬂ]

2 Nk
g=[_W;BQ+{(52;BQ) +(E-B)2}] ’
113

- [Ee;Bz+{(E2;BZ)2+(E-B)2} ]

Los campos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell en el vacio cumplen con
la condicién E - B =0*. As{ pues, para campos en el vacio:

con

A = &F

= 3 leosh () +1] 7+ %sinh (M) F (46)

+;)1§ [cosh (y) — 1] % [F?+ F*,

yaqueﬂ:ﬂyn:(E’—BZ)%.
En la sec. 1. 4 vimos que el tensor de energfa-momento del campo elec-
tromagnético se puede escribir como

4Una solucién de las ecuaciones de Maxwell en el vacfo para campos dependientes
del tiempo son ondas electromagnéticas, en esta situacién se cumple E- B = 0, ver, por
ejemplo, Panofsky (1962), p.187; una solucién para campos independientes del tiempo es
E#0yB=06E =0y B # 0, ver, por ejemplo, Sommerfeld (1952), p. 37, en los
tltimos dos casos también se cumple E- B = 0. '
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Utilizando (1.43) en (4.5)
1
A= 3 feosh (\g) +1] 7 + %sinh (M) F + 515 [osh(Ag) = 1]T.  (47)

De (4.6) se puede afirmar que el tensor de energia-momento, T, es un operador
de la transforuiacion finita generada por F. Esta transformacién puede ser
hiperbélica, espacial ordinaria o cilindrica dependiendo de que 7? > 0, 72 < 0
6 n* = 0 respectivamente (ver la sec. 4. 3).

4.3. A es una transformacién planar

Tenemos ¢jue
FF* =0, (4.8)
ya que siempre se cumple FF* = (E - B) I (ver (A.10)). En la sec. 3. 2 vimos
que cnando GG* = 0, la transformacion generada por G es planar. Por lo
cual, teniendo en cnenta que G = AF, de (4.7) se sigue que A es planar, Esta
caracterfstica de A se ve més claramente si la escribimos como sigue. Ya que

F* = F* _ 2] (1.40)
la expresion (4.6) se puede escribir como

A==+

sinh (An)

F+ °°31'17£’\”) F?, (4.9)

Hay tres casos:

Caso A) 7% > 0. La expresi6n (4.8) no cambia y A es una rotacién hiper-
bélica.

Caso B) #? < 0. De (4.8) se deduce que

¢ ¢?

1 _—
con { = (B? — E?)?, en este caso A es una rotacién espacial ordinaria®.

“Para llegar a esta expresién hemos usado que 1 = i(, cosh (i) = cos (£) y sinh () =
saulg).
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Caso C) n? = 0. De (4.8) resulta

2
A= 1+,\F+%F2, (4.11)

en este caso A es una rotacién cilindrica. Para obtener (4.10) hemos ex-
pandido las funciones hiperbélicas que aparecen en (4.8) en serie de po-
tencias de Anp y tomado el lfmite E? — B? — 0, despreciando las poten-
cias mayores que (An)®. Este procedimiento es valido, ya que si escribimos
A=eF =32 QE y tenemos en cuenta que si E? — B2 — 0, entonces
la serie estd truncada y se reduce a (4.10), debido a que® F* — 0 y por
consiguiente F™ — 0 con n > 3.

4.4. Los operadores F'y T en A

Sustituyendo (4.6) en (4.3)
1 1 1
=5 [cosh (An) +1]p + Esinh (An) Fp+ p [cosh (An) —1]Tp. (4.12)

Asi, p/ depende del papel que tienen F' y T en A.
Los 4-vectores p, Fp y Tp satisfacen (ver apéndice D)

(Fp)p=0 (413)

y
(Fp) (Tp) =0. (4.14)
De este modo, cuando aplicamos F' a p obtenemos un 4-vector ortogonal a
p, es decir, F' es un operador transversal, ademés F'p es ortogonal al plano
determinado por p y T'p.
Los operadores F' y T son piezas importantes de la electrodindmica clési-
ca, ya que aparecen en las ecuaciones de Maxwell, en las leyes de conser-
vaci6n, etc. F' interviene en la fuerza de Lorentz-Minkowski. El papel de T'

como operador es el siguiente. Consideremos tres casos: E* = B?, E? > B?
y E? < B2

*Cuando E-B =0, F3 = (E? — B?) F (ver (A.10)). En consecuencia, si E? — B? —0,
entonces F? — 0.
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El primer caso corresponde a un campo de radiacién. Una situacién bas-
tante general en donde aparece un campo de radiacién es en el campo electro-
magnético debido a una carga puntual acelerada, dicho campo, que resulta
de los potenciales de Lienard-Wiechert, est4 constituido por un campo de
Coulomb y por un campo de radiacién’, asf pues, primero veremos algunas
peculiaridades de la transformacién finita asociada con el tensor de cam-
po electromagnético correspondiente a los potenciales de Lienard-Wiechert
para después pasar al estudio de la transformacién finita asociada s6lo con
el campo de radiacién.

4.5. La transformacién A cuando F = Fp + Fp

El tensor de campo electromagnético en su forma matricial para los po-
tenciales de Lienard-Wiechert puede reducirse a la forma

F=FC+FR)
donde
0 0 E 0
_ |0 0 0 O
Fe=1p 0 0 0
0 0 0 0
es el tensor que corresponde al campo de Coulomb y
0 E 00
Fo= Ei 0 B3 0
R=1lo -B; 0 0
60 0 00

es el tensor que corresponde al campo de radiacién con E) = Bs.
De acuerdo con la sec. 4. 3, A = €*F es una rotacién hiperbélica, ya que
n® = E} + E? — B = E > 0. En consecuencia

F? sinh (AE3) cosh (AE3)
AR _ | " x3
A=g [I EE} J E, J E3}
Se puede demostrar que
A = ArAcAR', (4.15)

"Barut (1980), p. 169.
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donde

AR — EAFR
Yy

Ac = eFe.

Para demostrar que se cumple (4.14) se puede utilizar la identidad®
BeAB~! = (BAB~!

para dos matrices A y B de la misma dimensién y regulares. Si B = Agp ¥
A = AF_, entonces
ARAcAR = ghRAFoAR!

y sblo basta mostrar que
ARAFcAR = A (Fo + Fg) (4.16)

para que la igualdad (4.14) quede demostrada. Veamos pues, que (4.15) en
efecto se cumple. Tenemos que

2
Ap =1+ AFp+ %Fg, (4.17)
ya que F} = 0 (ver (4.10)). De manera andloga

Aﬂ
A =TI AFe+ 5 Fh

Por lo tanto
Aﬂ )\2
ARAFc.AEl = (I + AFp + ?Ff?l) Ao (Jr — AFp+ EFE)
X A2
= (AFG + N2 FpFo + —2—F_§F¢;) (I — AFgp + —Z-F;‘;)

3
AFe + 2?2 (FRFC - F(;FR) + :\2— (ngFc + FcFﬁ)

’\4
X (FrFcFr) + 5 (FeFoF} - FiFcFq)  (4.18)

AS
e FAF;F2.

$Wybourne (1974), p. 15.



CAPITULO 4. LA TRANSFORMACION A*, = EXP (AF*%) 45

Por otra parte
0 0 0 0
A
0 0 0 O
y
0 —B; 0 0
rresfl 3 00
0 0 00
Restando las 1ltimas dos igualdades y recordando que Ey = By
0 E 0 0
FaFo-FoFa=E | p 5 0 0| =BaFa (419
0 0 0 0
Multiplicando (4.18) por F por la izquierda
FF; = FrFoFr+ EoF}. (4.20)
Aplicando Fg por la derecha a (4.18)
FoF} = FrFoFp — By FE. (4.21)
Sumando (4.19) y (4.20) obtenemos
F2Fc + FoF} = 2FgFcFy. (4.22)
Multiplicando (4.19) por Fp por la derecha y teniendo en cuenta que Fi =
F2FcFp = FrFoFL. (4.23)
Aplicando Fj por la derecha a (4.22) y utilizando que Fj =
F3FF1=0. (4.24)
Usando (4.18), (4.21), (4.22) y (4.23) en (4.17) resulta
ARMNFCAR! = AFg + N E;Fp.
Si A = E;, entonces
ARMNFcAR = A (Fo + Fg) . (4.15)

Por lo tanto, si A = E;!, entonces A es equivalente a una transformacién
de similaridad del campo de Coulomb por el campo de radiacién.
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4.6. La transformacién A cuando E? = B?

En este caso A es la misma transformacién que Ag, pero omitiremos el
subfndice R en A y F para simplificar la notacién.
Utilizando en (4.16)

T=F+ i (Fou F¥) I (1.41)
y
FoF**=2(B*-EY) I (1.42)
obtenemos 1
A=T+AF+ E,\"T. (4.25)

Recordando que en nuestro sistema de referencia E = (E;,0,0) y B =
(0,0, B;) con E; = B, el tensor de campo electromagnético y el tensor de
energia-momento son

0 E 0
E] 0 83
0 -By 0
0 0 0

F=

o0 oo

w 0 =S 0

00 0 O

S, 0 T2 0

00 0 O

con w = Ef la densidad de energfa del campo, S; = —E? la componente y
del vector de Poynting y T5% = —E? una componente del tensor de esfuerzos
de Maxwell.

Aplicando A a p

T =

Az
P =p+AFp+ 5 Tp. (4.26)

Escribamos el bivector® que genera a A: en general

Ft = E(wyp), + E; (we)", + E3 (ws), (2.29)
+Bi (ws2)”, + Ba (wa)", + Ba (wa1)’,, .

9En la sec. 2. 2 se da la definicién de un bivector.
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Como en este caso s6lo hay componente z del campo eléctrico y componente
z del campo magnético (2.29) se reduce a

F¥ = E; (wyo)”, + B3 (wa)",,

recordando que

(wlﬂ)'uy = e?eﬂ,u - E:.ueg, (2.20)

(wn)¥, = hery — eqef, (2.25)
resulta

F‘: = E, (E';‘egy - 81',,6’6) + B; (egel‘p - eg_,,e*l')
= Ey e} (eop — €2) — €1, (e — €5)]
W4,
con
WE = elk, — ey k"

¥

k* = E) (eg — €5) .

Como €} y k* son ortogonales y k* es nulo'®, entonces el discriminante A =
(e1- k) — (efery) (k#k,) es cero, esto ratifica que A es una transformacién
cilindrica!?.

4.6.1. Invariancia de la norma de p bajo A

Se puede demostrar que p? = p? de la siguiente manera: haciendo el
producto interno de p’ consigo mismo

p? = P +2X(Fp)p+ A [(Tp)p+ (Fp)?]
4
+X° (Fp) (Tp) + 1\4— (Tp)°.

Wktk, = Ef (e — ) (0 — €2,) = E} (ebeo,u +€fea,) = Ef (1—1) =0.

11En la sec. 2. 2 se clasificé a las transformaciones planares en: transformaciones hiper-
bélicas, espaciales ordinarias o cilindricas dependiendo de que el discriminante de los 4-
vectores que forman el bivector que genera la transformacién sea mayor que cero, menor
que cero o igual a cero, respectivamente.
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Usando (4.12) y (4.13) en la expresién anterior

Pr=p*+ X [(Tp)p+ (Fp)’] + '\{ (Tp)?. (4.27)
Como E? = B?
(Tp) p+ (Fp)* =0, (4.28)

ya que en todo caso se cumple (T'p)p + (;F';o)2 = —-&;Bﬂpz (ver (D.1)).
También
(Tp)2 =0, (429)
2 2 2
ya que siempre se satisface (Tp)® = [(%—) +(E- B)2] p? (ver (D.2)).
Utilizando (4.27) y (4.28) en (4.26)

o2 = 2.

4.6.2. El 4-vector Tp es nulo

El tercer término del lado derecho de (4.25) es un 4-vector nulo. Esto se
puede ver de dos maneras:

1) De (4.28) se sigue que T'p es nulo, ya que Tp # (0,0,0,0).

2) Proyectando a p sobre k y utilizando

£ v
r==(17) (4.30)
obtenemos
P, = By (5 — p?) = %El (1 + -”3) . (4.31)
Multiplicando (4.30) por el negativo de la norma al cuadrado de €5 y por k*
(1+2)
(rb = 2B (1+2) = TEE | _ (1[1 )
0
Recordando que w = E?, S, = —E} y T# = —E? resulta
. w — Savg
Wik = c |5 +9ff}v2 '

0
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Por otro lado, aplicando T a p

w— 521)2
£ 0
TP=73 |5, + T2, (432)
0

El lado derecho de las tiltimas dos expresiones es igual, por lo cual, T'p es un
4-vector nulo, ya que k¥ lo es. También, T'p es proporcional a la proyeccién de
p sobre k* y al negativo de la norma al cuadrado de €. El plano determinado
por €} y k* es un plano cilindrico'? ya que contiene s6lo una direccién nula,
la direccién de &*, as{ T'p estd sobre el plano de rotacién y tiene la direccién
de la tnica direccién nula que contiene dicho plano.

De (4.31) vemos que T'p es un 4-vector cuya unica componente espacial
distinta de cero es la componente y. Las peculiaridades de este 4-vector son
una consecuencia de la forma de T', es decir, T proyecta a p en la interseccién
del cono de luz con el plano cty debido a que la densidad de energfa, el vector
de Poynting y el vinico elemento del tensor de esfuerzos de Maxwell distinto
de cero tienen la misma magnitud y a que sélo hay flujo de momento, descrito
por Sz, en la direccién menos y. Esto muestra que la propiedad que tiene T’
de proyectar un 4-vector sobre el cono de luz no tiene que ver con el 4-vector
que se considere sino con las caracteristicas del campo. Por lo cual, debido
a estas caracterfsticas una parte del 4momento p’ es un 4-vector nulo, que
puede interpretarse como la absorcién o la generacién de un 4-vector luz al
actuar el campo A sobre p.

4.6.3. Andlisis del cambio del 4-momento, p, por com-
ponentes

De (4.25), (4.29) y recordando que £ = ymc?, p = ymv y A = sq/mc? se
deduce que la componente cero de p' es
2
Vg & : S SR OO R
£ .—E+C‘r (¢E v)+c72mc (w—8-v). (4.33)
De esta expresién vemos que £’ es la suma de la energia inicial de la particula,

del trabajo que hace el campo sobre la carga en un tiempo 2+, dicho trabajo

12En la sec. 2. 1 se clasific6 a los planos del espacio-tiempo de acuerdo al nimero de
direcciones nulas que contienen. Teniendo en cuenta esta clasificacién, el plano determinado
por €} y k¥ es un plano cilindrico.
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iﬁ{)ende de la orientacién entre E y v, y de la energfa por unidad de tiempo'?
3= (w — 8 - v) multiplicada por el tiempo 27, la cual depende de w y de la
orientacién entre S y v. El término (w — 8 - v) tiene un valor médximo cuando
S y v son antiparalelos y un valor minimo cuando son paralelos.

Es interesante ver que si tenemos en cuenta que S representa un flujo de
energfa y que v define en cada punto una superficie bidimensional a la cual es
ortogonal, la igualdad (4.32) la podemos interpretar de la siguiente manera:
si consideramos una vecindad pequena en el espacio-tiempo alrededor de la
posicién de la particula, entonces la energia contenida en esa vecindad, &',
después de que ha pasado un tiempo 27 a partir de que el campo empez6 a
actuar sobre la particula estd constituida por la energfa inicial de la particula,
£, el trabajo que el campo ha realizado sobre la partfcula, £y (¢E - v), el cual
estd dentro de la vecindad ya que la particula lo est4, de la energfa, :—:'}'%w,
que es proporcional a la energfa del campo contenida en la vecindad y de
la energia, —§7§,§s - v, que ha fluido a través de la superficie cuya normal
tiene la direccién de v. De acuerdo con esta interpretacién la igualdad (4.32)
expresa la conservacion local de energfa en el sentido que dicha conservacién
es en una vecindad pequena del espacio-tiempo.

Utilizando (4.32), el cambio de energfa de la particula, AE=E" — £, divi-
dido por el tiempo, 27, es'*

oel?
AS/(E'}'):(QE-V)‘P%(W*S-V).

De esta expresién se sigue que cuando 2y — 0 el cambio de energfa en
el tiempo 27 se reduce a (gE - v), que es la componente cero de la fuerza
de Lorentz-Minkowski, en consecuencia para que w y S intervengan en la

13Las unidades de % (w—S-v) son:

[%{%(wfs-v)]

[c sg* (w-S- v)] _ longitud (longitud) (carga)? (fuerza)®

_ longitud fuerza = energia
~ tiempo " tiempo

1*A£/ (27) se puede interpretar como un cambio promedio en la energfa durante el
tiempo 27.
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modificacién de la energia de la particula es necesario que el campo actie
sobre la particula un tiempo finito.

Si la particula inicialmente sélo tiene 3-velocidad en el plano yz, es decir,
E - v =0, entonces

3 sq®
AE/(E‘T) = Ww(w—s-v).
En este caso AE/ (2v) depende esencialmente de cémo actiia T' sobre p.

Si la partfcula inicialmente estd en reposo en el laboratorio, es decir,
v = 0, entonces 2

s s
Asf (c7) = me
De esta expresién se sigue que si la intensidad del campo es mayor éste
transmite mds energfa a la particula, confirmando lo evidente.

Por otro lado, si la energfa de la particula cambia, entonces la energfa del
campo también debe cambiar, veamos cémo sucede esto. Por conservacién
de energfa, la energfa que gana la particula debe ser igual a la que pierde el
campo

A€ = A&,

con &, la energia del campo (ver (1.21)). En consecuencia

2
- : B i G

E=E po (qE-v) + e (w—8-v). (4.34)

Por otro lado
o= f wdV. (1.21)
v

Utilizando (1.21) en (4.33)

_[ WiinadV = / WinicialdV — E’Y(‘IE'V) (4.35)

v v

B )
cT2mc( )

La densidad w que aparece en el tercer término del lado derecho de (4.34), al
igual que E y S, est4 evaluada en donde est4 definido p*, es decir, en el plano
tangente a la curva descrita por la partfcula. Asi, w es un valor particular
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de Winicial, Y& QUE Winicias, de la misma manera que Wryinq, tiene un valor en
cada punto del espacio. Por lo tanto, el cambio de la energfa del campo en
todo el espacio se debe a efectos locales sobre la trayectoria de la particula.

De (4.25), (4.29) y recordando que £ = ymc® y A = sq/mc” se deduce
que el cambio en las componentes espaciales de p es

L8 v?
Ap' = -yq (Ex + 32—) | (4.36)
C C
At = -2 (B 2) + 4L (5, + 2% (4.37)
P = C‘y q SC 72 2 2 M e )’ .
Ap® =0. (4.38)

El cambio en p' es la fuerza de Lorentz en la direccién z multiplicada por el
tiempo £v. Aqui no interviene T debido a que S; =0y T} = Ef — B} = 0.
El cambio en p? es la fuerza de Lorentz en la direccién y multiplicada por
el tiempo 2y més la fuerza'® 5’“‘% (Sg ES Tf}%) multiplicada por el tiempo

2+, esta iiltima depende del vector de Poynting, de Ty = 1 (—Ef — B?) yde
la velocidad v. Mientras que en p® no hay cambio debido a que la fuerza de
Lorentz en esa direccién es cero y a que Tjf = B — E? = 0.

Es interesante notar que si tenemos en cuenta que 7 representa en el es-
pacio ordinario un flujo de momento en la direccién ¢ a través de una superficie
cuya normal tiene la direccién j y que v define en cada punto una superficie
bidimensional a la cual es ortogonal las igualdades (4.35), (4.36) y (4.37) las
podemos interpretar de la siguiente manera: si consideramos una vecindad
pequena en el espacio-tiempo alrededor de la posicién de la particula, en-
tonces el 3-momento, p’, de la particula después de que el campo ha actuado

1%L as unidades de 2—;’;;1 (5'2 +Tf}%’) son

g2 v? longitud (carga)® ( fuerza)®
22V
[2mc2 (52 +Tu )] — (longgtud) (carga)®

tiem,

= fu:rzu ( f-u.er-za)2 = fuerza




CAPITULO 4. LA TRANSFORMACION A%, = EXP (AF") 53

sobre ésta un tiempo 2+ est4 formado por el 3-momento inicial de la partfcu-
la, p, el 3-momento que el campo le transmite mediante la fuerza de Lorentz,
7 (q (El + Bg"—:) : —qB:;%,O), el 3-momento, 2y (0, -:75:%32,0), que es
proporcional al 3-momento contenido en la vecindad y por el 3-momento,

0, ﬁvz—:’%Tﬁ”—:,U) que ha fluido a traves de la superficie cuya normal
tiene la direccién de v. De acuerdo con esta interpretacién las igualdades
(4.35), (4.36) y (4.37) expresan la conservacion local de 3-momento en el
sentido de que dicha conservacién es en una vecindad pequena del espacio-
tiempo.

Utilizando (4.35), (4.36) y (4.37) resulta que las componentes del cambio
de 3-momento de la particula divididas por el tiempo, v, son'®

Ap'/ G‘r) =q (El + Bzv—;) ;

s v sq* o
a7/ (Gr) = - (‘133?) * omaa (32 +Tu ';‘) =

w1 (&) -

De la misma manera que en el caso de la energfa, si 2y — 0, entonces
el cambio del 3-momento en el tiempo 27 es la componente espacial de la
fuerza de Lorentz-Minkowski, por lo cual para que intervengan S; y T3 en
la modificacién del 3-momento es necesario que el campo actiie un tiempo
finito sobre la particula.

Si la particula inicialmente sélo tiene 3-velocidad en el plano yz, es decir,
E-v =0, entonces Ap'/ (£v) y Ap?/ (2v) son los mismos que antes mientras

T i) ()

En este caso Ap?/ (2y) depende esencialmente de cémo actiia T sobre p.
Si la 3-velocidad de la partfcula inicialmente no tiene componentes en el
plano zy, es decir, E-v =0y S - v = 0, entonces

871 (37) = e

m-(%fj puede interpretarse como un cambio promedio en el 3-momento durante el tiempo

=T
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En este caso el cambio del 3-momento tiene la direccién del vector de
Poynting. Por lo tanto, la modificacién del 3-momento de una particula
que inicialmente se mueva en la direccién z tiene la direccién del vector de
Poynting. Recordando que S; = —E? de la expresion anterior se sigue que

2,(3.\ _ 3‘?2

ap/ (27) N ‘2mc"’-E?' 9
Asi, el cambio del 3-momento de la particula en la direccién de la propagacién
de la onda electromagnética es proporcional a la densidad de energfa del
campo electromagnético en el punto en donde estd situada dicha partfcula.
Un resultado similar se obtuvé en las sec. 1. 3. 2 y 1. 3. 3 cuando se calculé
el momento transferido por una onda electromagnética a un elemento de
superficie de una pared. Sin embargo, en (4.38) aparece la carga y la masa
que son propiedades intrinsecas de la particula.

4.7. La transformacién A cuando E? > B?

Aplicando (4.8) ap
2 : iy
P = [1 = %] p+ —S’“hn(’\") Fp+ —-C"Sl;z( ) g, (4.40)

Ya hemos dicho que A es una transformacién planar y de acuerdo con la
exposicién hecha en la sec. 3. 3 del papel de los operadores que intervienen
en una transformacién planar: la componente de p ortogonal al plano de
rotacién, la cual no es modificada bajo la transformacién y que denotaremos
como p, es

pPL= [f = g] P (4.41)

la proyeccién transversal de p sobre el plano de rotacién, que llamaremos
PTra, €8

Prra = FP| (4.42)

=S e

mientras que la proyeccién longitudinal de p sobre el plano de rotacién, que

denotaremos como py, es
1
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El plano de rotacién est4 determinado por (4.41) y (4.42). Por otro lado, de

Fr=F_qp’] (1.40)
se tiene que .
I—- %; = —qu . (4.44)

De (4.40) y (4.41) se sigue que

p=-pL. (4.45)
Utilizando (4.42) y (4.44)

Tp = S[FP+FYp

n?

= Tl-n. (46)

Por lo tanto, Tp es un 4-vector que resulta de hacer una reflexién de p con
respecto al plano de rotacién y multiplicar al 4-vector reflejado por %Z-. En
particular si p; = 0, entonces

2

0

Tp="T
P=7

De (4.11), (4.41) y (4.45) se obtiene

P (4.47)

p—p = %[cosh(ln) ~1]p
+sinh (AT,F) DPTra
+% [cosh (An) — 1] (py — 1) -

Por lo tanto, el cambio en la componente ortogonal al plano de rotacién
producido por T se cancela con el cambio debido a p y sélo queda

p' — p = [cosh (M) = 1] pj + sinh (An) prra. (4.48)

Asi, la direccién de Ap = p’ — p es una combinacién lineal de py ¥ prra- El
4-vector prr, €s esencialmente la fuerza de Lorentz-Minkowski. Exploremos
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las caracteristicas de py. El cuadrado de F' es (ver (A. 3))

E? -5 -5 —5;
_|s m-m-m P TP
P=ls, " 18 " m-si-m 10 (+49)
55 T3 T3 E2- B’ - B}
El cuadrado de F™* es (ver (A. 4)
B? -5 -5, —S3
S, B}-E}-E} ™ T8
2 __ 1 1 2 3 M M
Tl om om-p-m TR (450
Ss Ty T3 B} - Ef - E}

De (4.48) y (4.49) vemos que F2 y F*? tienen los mismos elementos fuera de
la diagonal. Teniendo en cuenta esto y que

T % [F?+ F*] (1.43)

se sigue que los elementos de la diagonal de T estdn formados por dos partes
distintas: una que proviene de F? y otra de F*2. Por supuesto, también los
elementos de T fuera de la diagonal provienen de F? y de F*?, sin embargo,
como dichos elementos en ambos operadores son iguales no tiene sentido hacer
una distincién cuando forman los elementos de T. Los elementos diagonales
de T son: p, TA}, T y T3} (ver la sec. 1. 3. 1), los cuales podemos escribir
como

S (B4 B = -12-(p5+p5) (451)

Tyt = %[(E2 B‘—B§)+( - E)] = -2-[T}‘+T”] (4.52)

T =3 (B3 - B - B}) + (B} - B - E)] = 5 [TR + TR, (489)
l 1

18 = [(E3 f—B§)+(B§~Ef—E§)] [T +TR].  (4.54)

Aqui, hemos dividido a los elementos diagonales de T en la parte que proviene
de F? y en la que proviene de F*2. Utilizando (4.50)-(4.53) y (4.42) resulta

“P.r-: N Sm c“ 13
1E |8 +THE +Tits + Ty S
= 0 Pels, +T§, o T2 Tzazﬁ . (4.55)

Sy + THL 4 T Tgs'f’
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Por lo tanto, de (4.47) y (4.54) se sigue que una parte del cambio de la energfa,
el debido a py y por consiguiente relacionado con T', depende de la densidad
de energia correspondiente al campo eléctrico, pg, y de la orientacién entre
S y v. Cuando S y v tienen la misma direccién dicho cambio es menor que
cuando tienen direcciones contrarias. Si S y v son ortogonales, el vector de
Poynting no interviene en la modificacién. La modificacién en el 3-momento
debido a p; depende del vector de Poynting, de los elementos fuera de la
diagonal del tensor de esfuerzos de Maxwell, de una parte de los elementos
diagonales del tensor de esfuerzos de Maxwell, aquella que viene de F?2, y de la
3-velocidad de la particula. En particular si v = 0, entonces la modificacién
del 3-momento tiene la direccién del vector de Poynting; si ademds este 3-
vector es cero, s6lo hay modificacién de la energia.

4,7.1. La transformacién A cuando B =0
De (4.11) se deduce que

A= % [cosh (AE) + 1] T + % sinh (AE) F + Elz— [cosh (AE) — 1] T,

vaquen = E.
Es ilustrativo escribir el bivector'” que genera a A: en general

F%, = Ey(wy), + E; (wx)", + E3 (ws0)", (2.29)
+B (wz)", + By (wi3)”, + Bs (wa1)",, -

Como en este caso sélo hay campo eléctrico (2.29) se reduce a
F%, = E\ (wio)", + Ea (w)", + E3 (w30)”,,

recordando que

(wi0)", = €fen, — €160 (2.20)
(W‘ZD)",, = 6’580,» - 32,»-33 (221)
(wa0)", = efeo, — €3 €p (2.22)

resulta
FR = etey, — e €f

I"En la sec. 2. 2 se da la definicién de un bivector.
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con e* = E e} + Ezel + Esef. Por lo cual, F es un bivector determinado
por e* y ef. Por lo tanto, cuando sélo hay campo eléctrico el 4-momento
de la particula es rotado, mediante una rotacién hiperbélica, en el plano
determinado por e* y €.

Si escogemos nuestro sistema de referencia de manera que E = (Eq,0,0),
la transformacién

A= 1 [cosh (AEY) + 1] T + — sinh (AE}) F + — [cosh (AE}) — 1] T
2 E, E‘f

es una rotacién en el plano ctz. De aqui se sigue que sélo se modificardn la
energfa v la componente uno del 3-momento de la particula. Las componentes
dos y tres del 3-momento permanecen sin cambio.

4.8. La transformacién A cuando B? > E?

Aplicando (4.9) a p

P = [I + g;] P+ Si—“-%’Ele ~ mscﬂﬁp. (4.56)

Teniendo en cuenta que A es una transformacién planar y la exposicién hecha
en la sec. 3. 3 del papel de los operadores que intervienen en una transfor-
macién planar: la componente de p ortogonal al plano de rotacién, la cual
queda invariante bajo A y que denotaremos como p, es

P
pL= [I + ?] P; (4.57)
la proyeccién transversal de p sobre el plano de rotacién, que llamaremos
PTra, €8
1
PTra = EFP; (458)
mientras que la proyeccién longitudinal de p sobre el plano de rotacién, que

denotaremos como py, s
1

C2
El plano de rotacién estd determinado por (4.57) y (4.58). Por otro lado, de
F? = F? —p*I (1.40)

= F?p. (4.59)
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y de 1 = i( se tiene que

F2 Fﬂ
De (4.56) y (4.59) se sigue que
e

De (4.58) y (4.60)

1
Tp = ;[F*+F?p
2

= % [pL—m] - (4.62)

Por lo tanto, Tp es un 4-vector que resulta al hacer una inversién en la
componente de p paralela al plano de rotacién y multiplicar al 4-vector que
resulte de dicha inversién por %z

De (4.11), (4.57) y (4.61) se obtiene

i’

o = 3leos(0) —1p
+sin (A() pr
_% [cos (AC) = 1] (p1 — 1) -

Por lo tanto, el cambio en la componente ortogonal al plano de rotacién
producida por T se cancela con el cambio debido a p y s6lo queda

P’ =p= ECOS(AC) = ]']pﬂ +sin (AC)PTNI' (463)

Asf, la direccién de Ap = p/ — p es una combinacién lineal de p| ¥ prra. El 4-
vector pry, es esencialmente la fuerza de Lorentz-Minkowski. Exploremos las
caracterfsticas de py. La discusién sobre como estdn formados los elementos
de T dada en la sec. 4. 7 también es vélida en este caso. Por lo cual, de (4.48),
(4.50)-(4.53) y (4.58) se sigue que

Pe—S- %
B 1& Sl+Tuu‘ _!_Tl?rﬁ Tl:lu
P rTRd +T""3"
S +Tf,}':: +T32'§ +T33-u

(4.64)
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De (4.62) y (4.63) vemos que el cambio en la energfa, debido a p) y por
consiguiente relacionado con T', depende la densidad de energia correspondi-
ente al campo eléctrico y de la orientacién entre el vector de Poynting y v.
Mientras que la modificacién del 3-momento debida a p| depende del vector
de Poynting, de los elementos del tensor de esfuerzos fuera de la diagonal,
de una parte de los elementos diagonales del tensor de esfuerzos de Maxwell,
aquellos que provienen de F?, asf como de la velocidad. En particular si
v = 0, entonces la modificacién en el 3-momento tiene la direccién del vector
de Poynting.

4,.8.1. La transformacién A cuando E =0
De (4.11) se obtiene

A= leos(AB) +1] T+ %sin(AB)F- —éi[cos(AB) T

ya que n=tB. Ya que A es una transformacién espacial ordinaria, cuando
s6lo hay campo magnético el 4momento de la particula sélo es rotado espa-
cialmente y por consiguiente su componente temporal permanece sin cambio.
Esto muestra el hecho conocido de que el campo magnético no realiza tra-
bajo. Asi, el hecho de que el campo magnético no realice trabajo podemos
verlo como una consecuencia de que las transformaciones asociadas con éste
son rotaciones espaciales.

Si escogemos nuestro sistema de referencia de manera que B = (5;,0,0),
la transformacion

A= = [eos (ABy) + 1] T + —-sin (ABy) F — — [eos (ABy) — 1] T.
2 By Bf

es una rotacién en el plano yz. Por consiguiente, sélo se modificardn las
componentes y y z del 3-momento de la particula; la energia y el 3-momento
en  no cambian.

4.9. 4-vectores asociados con el campo elec-

tromagnético
Cuando hicimos los célculos para demostrar (D.2) encontramos que
— B2\?
wg—S-S=(E‘223) +(E-B)? (4.65)
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S () - (@) - (1) = -

(E2 ; 32)2 - (E-B)®  (4.66)

(E}' - 32)2 —(E-B}  (467)

- (1) - (1%)* - (1%)" = -
- B?\?
- - @ - @)= (555) -@Br 4w
-w51 ] 5’17“.'1,‘.:l = SQTle e S3T31 =0 (
~wSy - S, TH — S,TB - S&TR =0 (
—wS — SIT“‘ ~RTE = STR =0 (4.71)
(
(
(

515 - T,},, - T~'“T32 =0
583 — Ty} Tnlj ~ TG~ Tf? TM =0

Por otra parte, si se hace el producto interno de T%,con los 4-vectores base
eg = (1,0,0,0), ef = (0,1,0,0), €4 = (0,0,1,0), 63—(0 0,0, 1) se obtiene

THel = S* = (w,S), (4.75)
TheY = P'= (~81, T Tas. Ti3) » (4.76)
Thes = P¥ = (=52, Taf Tig: Tt ) » (4.77)
Thes = Py = (—S5, Tot, Tof: Ti) - (4.78)

Asf pues, resulta que las normas al cuadrado de estos cuatro 4-vectores son
precisamente (4.64)-(4.67) mientras que los productos internos entre ellos
son (4.68)-(4.73). Consecuentemente la igualdad (D.2) se cumple debido a
las caracteristicas de (4.74)-(4.77).

Los 4-vectores (4.68)-(4.73) no parecen tener algin significado fisico in-
mediato, sin embargo, a S* se le puede dar una interpretacién fisica intere-
sante: para una onda plana electromagnética, el 3-vector S tiene la direccién
de la propagacién de la onda, y si tenemos en cuenta que dicha propagacién
tiene la rapidez de la luz y que S* tiene la misma estructura “matemdtica”
que la densidad de corriente

3* = (p,d), (1.6)

entonces, al menos para este caso, S* se puede interpretar como una corriente
de energfa del campo electromagnético en el espacio-tiempo.



Capitulo 5

Conclusiones

Las expresiones para e*, de la forma:
1

e = ) + A + 5

MeTH
cuando E-B=0y E*=B?y

w1
M = 5 [cosh (A1) + 1] 8% + % sinh (An) F% + % [cosh (M) — 1] T

cuando E-B =0y E? # B? donden = (E? - BZ)%, muestran que el tensor
de energia-momento del campo electromagnético, T# . es un operador de la
transformacién finita, A*, = e,

El cambio de direccién en el espacio-tiempo, en un tiempo finito, del 4-
momento, p# = ( %, p), de una particula de masa m y carga g debido a un
campo de radiacién, es

ApH = AF*p” + %XzT’;p".

Por lo que, la fuerza de Lorentz-Minkowski, F* p¥, y por T#p" tienen un papel
esencial en dicho cambio. Para llegar a esta conclusién hemos supuesto que
la longitud de onda de la radiacién es muy grande comparada con la regién
en donde la particula se mueve. As{, el campo puede considerarse constante
en dicha region.

THp” es un 4-vector luz. Este hecho es una consecuencia de que para un
campo de radiacién en el vacio: E-B = 0 y E? = B2 En virtud de que

62
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THp” es un 4-vector luz que resulta de la accién de A*, sobre p*, se puede
interpretar como un 4-vector luz generado o absorbido debido a la accién
de A¥, sobre p*. El concepto de generar o absorber un 4-vector no causa
confusién si entendemos ésto, simplemente, como la accién de un operador
sobre un 4-vector que tiene como resultado otro 4-vector (el 4-vector generado
o absorbido).

La transferencia de 4-momento del campo a la particula, vista por com-
ponentes, es:

2
s s sq
=2 : 22 (-8
AE C’y(qE v)+c'72 c(w v)

para la componente temporal y

s v s, ¢ T
Ap = s (E+ c XB) + ¢ ome (S+T‘1W c)

para la parte espacial. Asf, el cambio de direccién de p* no sélo depende de
los elementos de la fuerza de Lorentz-Minkowski, ¢E - v y ¢ (E + ¥ x B), y
del tiempo 2+ durante el cual el campo actua sobre la part{cula, sino también
de 2{% (w — S - v), que se puede interpretar como una energfa por unidad de
tiempo que el campo transmite a la particula, y de ﬁ; (S + TE%), que se
puede interpretar como un 3-momento por unidad de tiempo que el campo
transmite a la partfcula; esta energfa y este 3-momento transmitidos por
unidad de tiempo estdn asociados con la accién de T sobre p*. El hecho de
que la densidad de energfa del campo, el vector de Poynting y el tensor de
esfuerzos de Maxwell intervengan en la modificacién de la direccién del 4-
momento de la particula es interesante, ya que usualmente dicha modificacién
s6lo se asocia con las componentes de la fuerza de Lorentz-Minkowski.

Siempre que E - B = 0, la transformacién A¥, asociada con el campo
electromagnético es una rotacién planar. En el caso de un campo de radiacién
dicha rotacién tiene lugar en un plano tangente al cono de luz. Este plano
estd determinado por un 4-vector luz con componente espacial en la direccién
del vector de Poynting y por un 4-vector espacial con componente temporal
igual a cero y con componente espacial en la direccién del campo eléctrico.

As{, pues, se concluye que T, al igual que F*, como operador de A*,
tiene el papel de proyectar en una direccién del espacio-tiempo en donde
hay cambio del 4-momento p*. Dicha direccién depende de las caracterfsticas
del campo electromagnético en cuestién, de p* y de funciones cuadréticas del
campo electromagnético, como la densidad de energia del campo, el vector de
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Poynting y el tensor de esfuerzos de Maxwell. En particular, para un campo
de radiacién T# proyecta a p* sobre el cono de luz y consecuentemente una
parte del cambio de p* es un 4-vector luz. La parte espacial de dicho 4-vector
es paralela al vector de Poynting.

Tomando como base la expresién para A¥, dada en este trabajo, Eq.
(4.6), y teniendo en cuenta que A*, es una transformacién de Lorentz y
que mediante una tranformacién de Lorentz es posible relacionar cantidades
vectoriales que representan entidades fisicas, en dos sistemas de referencia
inerciales, se podria explorar la relacién de dichas entidades fisicas con las
funciones del campo electromagnético que aparecen en A¥,. Por ejemplo,
si no hay campo magnético en nuestro sistema de referencia (sistema del
laboratorio), K, y el campo eléctrico sélo tiene componente en z, entonces
A*, es una rotacién hiperbélica (boost) en el plano ctz. Por otro lado, es posi-
ble encontrar un sistema de referencia inercial, K’, que se mueva con respecto
a K con cierta velocidad de manera que la transformacién de Lorentz que
relaciona ambos sistemas inerciales sea precisamente A¥, . Por supuesto, esta
velocidad dependerfa del campo electromagnético en K. Bajo estas condi-
ciones, la energia y consecuentemente la masa de una partfcula cargada en
K’ dependeria del campo electromagnético en K, sin embargo, para un ob-
servador en K’ dicha masa seria simplemente la masa de la partfcula y no le
importarfa si hay un campo electromagnético en otro sistema de referencia
que tiene influencia sobre dicha masa. Asi, con este planteamiento se podrfa
explorar la dependencia de la masa de una partfcula cargada en un sistema
de referencia inercial con respecto al campo electromagnético en otro sistema
de referencia inercial.

Tomando como base este trabajo se puede estudiar la transformacién
e*" donde H* es un tensor con las mismas caracterfsticas mateméticas
que F* , pero construido con el vector de desplazamiento, D, y con el campo
magnético, H, en lugar de E y B. La expresién para esta transformacién
se puede obtener a partir de la expresién para A*,, basta sustituir E por D
y B por H. Se puede suponer que la transformacién e’ est4 relacionada
con la accién del campo electromagnético en medios materiales homogéneos
e isotrépicos sobre partfculas con masa y carga, de manera andloga a A¥,
para el vacio, y explorar como intervienen las potencias de H* en dicha
accién. Un aspecto interesante de este planteamiento es que en la expresién
para e aparece un término cuadratico que juega el papel del tensor de
energfa-momento, T# en A*, por lo que se puede estudiar que relacién tiene

v

este término cuadratico con las expresiones que se han propuesto para el
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tensor de energfa-momento para medios materiales. En este andlisis se tiene
que considerar que en un medio material homogéneo e isotrépico la velocidad
de propagacién de la luz es u = £ con n el indice de refraccién del medio el
cual se supone independiente de la frecuencia.

También, teniendo en cuenta que p'* = mc% = A* p” se puede estudiar
la trayectoria de una partfcula en un campo, basta integrar con respecto a s.



Apéndice A

Identidades donde intervienen
FyF~*

Utilizando (1.8) obtenemos
F? =
E? —(E;B3y — E3B;) —(E3By — E\Bs) —(E1By; — ExBy)
FEyB3 — E3Bs Ef - BZZ - Bg ElBl + E; B, E\By+ E3B;
E:B, - E 1 B; E\B, + FE) B, Eg - B% - Bg EyBy + E3B;
E\By — E3B1 E\By+ E3B; E3B; + E3B3 E} - B} - B}
(A1)
De manera andloga de (1.39) resulta que

F*? =

B? — (E3Bs — E3By) — (EsBi— E\B3) — (EvBy — ExBy)
EyBy — E3sBy, B - E2-E? E\B, + ExB, E\By+ E3B;
EsB, - E\B; E\B,+ E;B, B} - E? - E} E;By + E3B;
E\By, — EZ By E\ B, + FE3B; E3By + E3Bs Bg -~ E12 - E?

(A2)
Usando (1.19) y (1.20) en (A.1) y (A.2)
E? -5 -5, —S;
. |s. m—Bi-B T2 T3
F=lg 7 Bopi-p TR (A3
S, T T#  E- B'- B

66
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B? -5 -5 —S3
w_ |S Bi-E}-E} Ty Tyt
P=ls, " " m-g-m o | G
Ss T3 T3t B} - E} - E}
De (A.3) y (A.4) se sigue que
F?*=F"—(E*- B 1. (1.40)

Tenemos que
F F¥ = —F\F",. (A.5)
FRFY, = FGFS + FAF, + FYF + FiRF°
= FYFO + FOFS + FOFS + FOF
+FYFY + FAFY + FO,FY + FLFY (A.6)
+F3F% + FOFS + FLFS + FAFS,
Utilizando (1.8) en (A.6)

F4FY, =2(E* - B%). (A7)
Insertando (A.7) en (A.5)
F,F* =2(B*-E?). (1.42)
Multiplicando (1.40) por F
F*= (B~ B®) F + (FF")F". (A.8)
Tenemos que
( 0 FE, E; Ej 0 B By Bs
Fr - | Bt 0 By -B B, 0 —E; B,
- E, -B; 0 B, B, Ej 0 -E
| E; B, -B, 0 By -E, E; 0
[E-B 0 0 0
0 E'B 0 0
- 0 0 E-B 0 |- (A.9)
| 0 0 o0 E-B

Utilizando (A.9) en (A.8)
F*=(E*-B*) F+(E-B) F*. (A.10)



Apéndice B

Isomorfismo entre L_Ti, y

SO(3,C)

El isomorfismo entre LT+ y SO(3,C) ha sido mencionado por varios au-
tores', la investigacién de la férmulas que lo hacen explicito ha sido llevada
a cabo por Macfarlane?. Macfarlane obtuvé estas férmulas relacionando las
transformaciones de SO(3,C) con las de SL(2,C) y por consiguiente con las
de L. El lector interesado en los detalles puede consultar el articulo directa-
mente. Para ilustrar la existencia de este isomorfismo escribiremos el dlgebra
de Lie que satisfacen los generadores de cada grupo.

La correspondencia entre los generadores de L' y SO(3,C) es

w10 — She

Wao — She2
w30 — Shea
wg — Ssc3
w3 — Ssc2

w3y — Sse1

'Racah, G. Nuovo Cimento Suppl 14, 75 (1959); Roman, P. Theory of Elementary
Particles. North-Holland Publishing Company, Amsterdam. 1960, p. 60.
*Macfarlane (1962).

68



APENDICE B. ISOMORFISMO ENTRE L% Y SO(3,C)

69

La forma matricial de los geheradores de L] se puede ver en la sec. 2. 4. La
forma matricial de los generadores de SO(3,C) es

Sher =

Slu:2 =

Shes =

Haciendo las operaciones correspondientes se encuentra que

[wlo, wzo]
[w101 wso]
[w2o, wso]
[wlo, wsz]
[wm, wla]
[wlo, wm]
[w20, wsz]
[w2o, w3
[wzo, w21]
[wso, waz]
[wso, wl3]

[wso, w21]

I

I

Wy
—wi3
W32

0
—Wa3o
Wao
W30

0
—Wyo
—Wa0

—Wio

=0

0 0 0
Ser=10 0 1
0 -1 0]
0 0 —1]
See2=10 0 0
10 0
[0 10}
Ses=|-1 00
|0 0 0]

[Shet, Shez| = Sscs

[Shety Shea] = —Ssc2
[Shes, Shes] = Sscr
[Shet, Ssc1] =0
[Shet, Ssc2] = —Shea
[Shets Ssc3] = Shea
[She2, Sse1] = Shes
[Shezs Sse2] =0
[She2; Sscs] = —Shes
[Shes; Sse1] = —Sher
[Shess Ssca] = —Shea
[Shes, Sse3) = 0

(B.Y)

(B.2)

(B.3)

El paréntesis cuadrado denota el conmutador. La igualdad entre relaciones
de conmutacién de los generadores de rotaciones espaciales de LIr v las de
los correspondientes en SO(3,C) es inmediato ver que se satisface, ya que los
segundos son la parte espacial de los primeros. Asi, de las relaciones de con-
mutacién que escribimos anteriormente y teniendo en cuenta esta aclaracién
se concluye que los generadores de ambos grupos satisfacen la misma 4lgebra

de Lie.
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Deducciones del capitulo 3

Sea
w¥, = b, — a, V"

un bivector. Multiplicando w*, por si mismo

(w?)"

, wh Wl = [a*be — agt”] [a%by — a,b%]

a*b, (a - b) — a*a, (b%) — ¥*b, (a®) + aub* (a - b)
(a-b)[a*b, + a,b*] — a® ("b,) — b? (a*a,) .

Multiplicando (w?)*, por w*,

(ws)#l\ — (wz)uy w’,
= [(a-b) @b, + a,b*] — a® (b,) — b® (a*a,)] {a”by — axb”}
= a*bx [(a-b)’] + by [(a- b) a®] — by [(a - b) a®] — a¥by [b%a’]
—a*ay [(a-b)6?] — bax [(a- b)’] + t#ax [a®] + a*ay [(a- b) b7]
= a*by [(a-b)* — a®?] — t*ay [(a - b)* — o]
= [(a-b)? - a®?] (a*by — a\b*) = A, (3.18)

con A? = [(a-b)* - a??].
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La igualdad (3.41) se puede obtener como sigue: tenemos que

Glosey = 03 (1)° +93(3)° + 8 (£2)° + 920,t* (42 + £2¢")
+O20att (163 + 31) + 930,87 (¢4 + £2¢1)
+0305t2 (362 + £2%) + 050,87 (£'8° + £3t1) (C.1)
+050,8° (283 + £3¢2)
+O19905 (£1E28% + 1342 + 26080 4+ 200 + 21+ 580

Por otro lado t!, t? y 3 satisfacen

() = =t (83)° = % ()’ = - (C.2)
3 % =0 (C.3)
22t + 122 =0 (C.4)
213+ 312 =0 (C.5)
£ (81 + B3 + 2 (1 12 =t (C.6)
(82 + £21) + £ (280 + £28F) = —¢° (C.7)
(e + 51 + 2 (B2 + 2%) = —¢° (C.8)
Usando (C.2)-(C.8) en (C.1)
Glo@c) = #*Gsoio) (3.41)
con ¥ = — (9% + 95 + 93).
Ahora obtendremos las expresiones (3.57), (3.38), (3.61) y (3.62).
Para hacer esto, escribamos 6 como
6= (8- o +2i0-P)7 = (c+2id)} =z +iy (C.9)
con .
1 1 2
v = [5 (@ +4d2)2+c)] (C.10)
y

1
2

y= B ((c2 +4d?)? —c)] . (C.11)
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Se cumple que
1
=+ = (P +4d) zy =4
Por otro lado, de (C.9) se sigue que

c=[32—a2

d=a-j.
Utilizando (C.12) y (C.13) en (C.10) y (C.11)

L
a2—[32 a2—B22 22
=2 +{( . )+(a-ﬂ)
1

2 -7 AN 2
y2=a2_2.[3 +{(a22,8) +(a-ﬁ)2} ‘

cos (8) = cos (z + iy) = cos (z) cosh (y) — ¢sin (x) sinh (y) .

Tenemos!

Utilizando (C.14) en

. [1 + cos (9)] E
ertieg=|——F—
2
obtenemos
, [1 + cos () cosh (y) — ésin (z) sinh (y)] g
&1ty = 9
= [a+2ib)?
con
_ 1+ cos(z)cosh (y)

2
!Esta igualdad se puede ver en Afken (2001), p. 397.
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(C.12)

(C.13)

(3.60)

(C.14)

(3.55)
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—sin (z) sinh (y)
1 .
Haciendo un poco de dlgebra se encuentra que

b=

1

1 i 2
€= [5 ((a2 +4b%) 2 +a)]
gg = L ((a2+4b2)% —a) : .
2
Se cumple que
(a® + 4b2)% = % [cos (z) + cosh (¥)] .

Por lo tanto

€1= ‘;‘ [cos (z) + cosh (y) + 1 + cos () cosh ()]

N

g2 = % [cos (z) + cosh (y) — 1 — cos(z) cosh (y)]? .
Ahora, haciendo un poco de slgebra vemos que
isin (O)

O 12 (1 + cos (0))]

€3+ igq =

Ni—

se puede escribir como

o

(y +1iz) (1 = cos (O))

g3 +1e4 =

V2(2? +3?)

_ (y + i) (1 — cos (z) cosh (y) + isin(z) sinh(y))%

V2 (22 +3?)
- [(y +iz) (m+ 2m)%}
V2 (2 +1?)

1 . .

= \—/—m [(y + i) (a1 + lbl)]
1

= m [(yal - il,‘bl) +1 (:ca1 + ybl)] .
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Entonces b
_ ¥y —Ih
£3 = —\/5 (12 n y2) (C15)
Yy
Tz t+yh
£4 = _—\/5 (;1;2 n y2) . (C16)
Recordando que
m =1 — cos (z) cosh (y),
_ sin (z) sinh (y)
2 )
ay = [?12- ((m2 +4n2)% +m)] ’ ,
b = B— ((m2 + 4n2)% - m)} ’
y teniendo en cuenta que
(m? + 4n2)% = [cosh (y) — cos (z)].
Entonces
a = % [cosh (y) — cos (z) + 1 — cos (z) cosh(y)]% (C.17)
Y 1
b = = foosh (y) — cos (z) — 1+ cos (a) cosh W)E . (C.18)
Utilizando (C.17) y (C.18) en (C.15) y (C.16)
€3 = m [y (cosh (y) — cos (z) + 1 — cos (z) cosh (y))]% (3.61)
1 1
ey [ (cosh (0) — €05 (2) = 1+ cos () cosh ()
Yy
e = WlTy'T) [ (cosh (3) — cos () + 1 — cos (z) cosh (v))]} (3.62)

—ly_'z) [y (cosh(y) — cos(z) — 1 + cos () cosh(y))]% )

+
2(z2+



Apéndice D

Deducciones del capitulo

Derivando ,
2 Pu = (mC)
con respecto a s, obtenemos
dp
2—p=20
dsp
Utilizando
_ 9
ds mc?

en la igualdad anterior, resulta

Tenemos que

De (1.17) se sigue que

e _|St 0 0 0
»Zls, 0 TP 0
S 0 0 0
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o8 E? + B?
w=——, (1.18)
Sy = E»pB;y — E3B;,
Sy = E3B, — E\Bs,
Sy = E1By — E2B,
y

 [E2+B}-248°  EE,+ BB, E\E3+ BBy
Ti=| EiE2+BBy E}+B}- 58  EBE+BB | (120
E\E;+ B B3 EyEsy + By Bs Eg + Bg - E—;B—
Aplicando F# y T# a p* = (p°, p!, p?, p°) obtenemos

E\p' + Eap® + E3p®
E\p° + Bsp? — Byp®
Eyp° — Bsp' + Bip® |
Esp° + Bop' — Bip?

(FpY' =

wp® — Sip* — Syp? — S3p®
(Tp) = | SP0 + Tap! +Tidp? + T’
P S + Tt + Tt + T
Ssp® + Tiip' +Tifp* + Tijp®
Haciendo el producto interno de (T'p)* y (Fp)” resulta

(Tp)* (FP),‘ = (?UPO - 51;01 - S'z;l)2 - Sspg) (Elpl + E’z.ﬂ2 + E3P3)
+ (S1p° + Taip' + Taip® + Tatp’) (—Ewp° — Bsp® + Bap’)
+ (Sp® + THP' + Titp” + Tep®) (=Eap° + Byp' — Bip®)
+ (Ssp° + Tiip! + Ti20® + Tip®) (= Esp® ~ Bop' + Bip?) .
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Realizando las multiplicaciones y agrupando términos

(Tp)* (FP)# = (P0)2 {=S1E| — S,E; — S3E3}
+(p)’ { =SBy + T2 B; — T3 B}
+(p?)* {~S2E, + T2B; — T2B,}
+ (1) {~SsB5 + TS Ba ~ TE By}
+p°p! {wE| — To} Ey + S2Bs — TH Bz — S3By — Tif B}
+p°p* {wEs — 8, B3 — T\ Ey — Tii B> + S3B1 — Tap Es }
+p°p* {wEs + 81By —~ Tt Ey — S2B) — THE, — T Es}
+p'p* {—S1EBy — S2Ey — T} B3+ Thi Bs + Ty B1 — Tt Ba }
+p'p* {—S1E5 — S3Ey + Taf By — T3 B1 + Tiy Bs — Ty Ba }
+pp’ {~S2E3 — S3Ey + Tyi By — Ty Bs — Tif B1 + Ty B }

Ahora
—SlEl - SQEQ - SgEg = —S . E = 0,

ya que
S=E x B.

También se cumple
—S1Ey + T3 By —~ T3} By = — (EaBs — E3Bo) Ey + (E1Es + B1Bg) Bs
- (E1E3 + BlBg) B, =0

—S9Ey 4+ T{}By — T32B, = — (E3B) — E\B3) Ey + (E\Ey + B1Bs) By
- (E2E3 + BQB;;) B =0

—S3E; + TA?B2 - TE}B] = — (E132 - EgBl) B+ (E1E3 + B]Bs) B,
— (E2E3 + Bng) B,=0

wE\ ~Tat E\+83B3—T2 Ey—S3By—T3 B3 = (E* + B?) E,—(E? + BY) E,
— (B% + Bg) E, - (E% + Eg) E,+ (E;;Bg + EQBQ) B, - (E;;Bs + EQBQ) By
= (E2+B2)E1 —(E2+32)E1 =0
wEy =S\ By—T} Ey~T3 Ex+SsBy—T}2 Eg = (E* + B?) By~ (E3 + B}) E,
— (Bt + BY) Ey— (E} + E2) By + (E\ By + E3B3) B, — (E\ By + E3B3) By
=(E*+B)E,— (E*+ B)) E; =0
”UJE3+SIBQ—T1&3E1 ~S,B, —TﬁEQ—T:}Eg = (E2 + B2) Ez—-(Eg + Bg) E;
— (B + B}) Es— (E? + E) Es+ (E2B; + E1By) By — (Ex B2 + E\By) Bs
= (E*+ B*)E3 — (E* + B) E; = 0
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—S\Ey— S2Ey — T\ By + T2By + T B, — T By = — (EyBs — Es By) B
- (EsBl - ElBs) E, - (Ef + Bf - w) B;+ (E% + Bg — w) Bs
+ (E1E5 + B1B3) By — (E2E5 + ByB3) B,
= (—Ef+ E? - E? - B? + E? + B} + B? — B) B3 + E;E3B;
—FE\E3B,+ EVE3B, — E3E3B, =0
—SlEs - SsEl +TR/IIBQ — T[\Z,}Bl +T£,333 — T[:\}/?BQ = - (E'ZBS — EsBQ) Es
- (EIBQ — E2B]) E,+ (E12 + B% - ’lU) B, — (E1E2 + BlB2) B,
+ (E2E3 + BQB;;) B3 — (E§ + Bg - ’lU) B
= (B} - B} + B} + B} — B} + B} — E§ — B}) B, — ExE3 By
+E1EQBI - ElEQBl + EzEng = 0
—SyFE3 — S3F, +T1},{232 — TA/ISB;; —Tg}B] +Tg,?Bl = — (EsBl - ElBs) E;
- (E132 - EQBl) Er+ (E1E2 + BlBg) By — (E1E3 + BlBs) Bs
~(E?+ B} —w)B, + (E2 + B2 — w) B,
= (-E2+E?+ B} - B} - E?- B+ E2+ B2)B, + E|E3Bs
—E\FE3By + E\EyBy — EVE3B; =0
Por lo tanto
(Tp)* (Fp), = 0. (413)

Tenemos que

(Tp)" pu + (Fp)* (Fp), = (wp”—Sip' = Sop” = S3p°) p°

= (810’ + Typ' +Tofp” +Togp") P’
— (S2p° + Tifp! + Tigp® + Tiip°) p?
— (Ssp° + Tipp' + Tiip® + Tigp’) p°
+ (E\p* + Eop* + E3p3)2

— (Elpo + BsP2 _ BQP3)2
- (Ezpo ~ Byp' + BlP3)2
- ’)

2
Esp® + Bop' — Bip



APENDICE D. DEDUCCIONES DEL CAPITULO 4

Haciendo las multiplicaciones y agrupando términos

(Tp) pu+ (Fp)* (Fp), = (#°)° (w~— E1 - E3)

+ (") (-T +E2 - B} - BY)
+(p?)* (-Tif + E3 - B3 - BY)
( )2( w + E3 — By — B})
+p%p" {— 251 +2(E;B3 — E3B,)}
+p°p? {~25, + 2 (E3B, — EyBs)}
+p°p* { - 253 + 2(E\B; — E»By)}
+p'p* {—2T}H +2 (E\E2+ B1By)}
+p'p® {—2T3 + 2(E1Es + B, Bs)}
+p°p* {— 2T +2(EyE3+ ByBs)} .

Ahora
wo B - B - B = (852) - B - B - B = — (252

~TH+E}~B3-B} = — (B} + BY - [ 242 ] ) +-E}-B}-B} =

( (
~TH+E3~B3-B} = - (B} + B} — [E42%])+B}- By-B} = (52
( (%

~T§+E3- B35} = — (B} + B} - | 252 )+ E3-B}-B} =
~25,+2 (EQB;; - Eng) = -2 (E283 E;;Bg) + 2 (E233 - E3Bg) =0
—25,+2 (E;;Bl - ElB;;) =2 (EgBl - ElBg) + 2 (E3Bl - ElBg) 0
—253+2 (E132 - E2B1) =-2 (ElBg - EgBl) +2 (E132 - EgBl) 0

“27‘3} +2 (E1E2 + B]Bz) =-2 (E1E2 + BlBg) +2 (E1E2 + BlBg) =

79

B2 B’)

)
=)

0
—2T3 +2(E1E3 + B1Bs) = —2(EyE3 + B1B;) + 2(E\E3 + B1B3) =0
0

—2T% + 2 (E3E3 + ByB3) = —2(E2E3 + BaB3) + 2 (EyE3 + By Bs) =

Por lo tanto

E? - B?

(To)* b + (Fp)* (Fp), = - ( ) D .

1Y)
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Tenemos que

(Tp)*

(Tp),

(wp® — Sip* — Sop® — S3p°)”

— (S1p° + Tip* + Todp? + Tip%)°
— (Spp® + T2 + Tip* + TEp%)’
— (Sep® + T2p' + T3p? + Tp%)*.

Realizando las multiplicaciones y agrupando términos

(Tp)* (Tp),

Ahora

w

=1(E*+B'-

2_52

= (p°)" (w? - 5?82 - 53)

+ (o) (82— () - (@) - (13"

+ () (82— (D) = (1) - (T32)°)
() (5 - (T) - (T) - (1))
+2p°p! {-~wS\ — $\ Ty — SeTy — SsTit }
+2p°p {—wSy — ST — S;T2 — 3T
+2p%p3 {—wS;; — 5\ TH — S,TE — S3Til3}
+2p'p? {8182 — Ty Ti} — T T — Ty Tii }
+2p'p {8185 — Ty Tag — T T® — Ty Tig

+2p°p’ {5253 — TyiTat — Tif T — Ty Tag } -

80

— 82 = (4—*)2—(133 — E3B,)® — (E3B) — EB3)?
3= 2 B3 383 3B 183

— (E1By — E2 )2 =
4@&+&%+ﬁm+ﬁ& E?BZ + EZB?)
+2 (ElBlEgBQ + E\BE3B; + EQBQE(}B(})

$ (E* + B* + 2E?B?)

2E?B? + 2E2B?)

— {E? (B} + B}) + E3 (B! + B}) + E3 (B} + B3)}

+2 (ElBlE‘zBQ + E\B,E3 B3 + EQBQE3B3) = -41' (E2 - B2)2 + E?B?

— (B} + E} + E}) (B} + B} + B}) + {(E\B))’ + (E2B2)” + (E3Bs)*}

2
+2(E\B1EyB, + EyBiEsBy + EyByEqBs) = (%) +(E-B)

Si—

(Tih?

—(T?

—E3-E3+B}-

—(Till)z = (EyBs — E3B;)* - ( 2

33)2



APENDICE D. DEDUCCIONES DEL CAPITULO 4 81

— (E\Ey + B,B,)? — (E\E3 + B\B3)* = E2B% + E2B? — 2E, B, E3 Bs
—: (E}+ E} + Ef + Bt + Bi + B})
_i( _ EB}- E}B}- EZB} - E3B}

2\ +E}B?+ EZB? - EIB? + E2B% + E1B}
4 (-~E2E} - EZE% + E}ER - BYB3 — BIB} + B}BY)
— (E?E? + BB% + 2E\ B, E, By) — (E?E? + BB} + 2E\ B, E3 B;)
_ 1 E{+E}+E3+2(EYE} + ELE; + E3E})
~ 4\ B{+Bj+ Bi+2(BiB}+ BB} + B}B?)
+%ﬁ+£+%ﬂﬁ+%+%%{wﬂﬁ+%&fﬂ&&ﬁ
—2(E\B\EyBy + Ey\B1E3Bs + Ey BoE3Bs) = — (%3—2) —(E-B)’
S2— (TiH)? - (T#)’ - (T3)* = (EsB) — E\Bs)’ — (E1Ex + B1By)’

2
- (Eg‘Ef"’"?;—B%‘B?‘Bi) —(E3Es + ByB3)* = E3B?+E? B2 —2E, B, E3 B

— (E?E% + B}B} + 2E\B\E»B,) — 3 (Et + E} + E§ + B + B} + Bj)

E?B? - E?B} + E2B} — E2B?
+E2B2 — E3B? + E2B? — EXB2 + E3B}

3 (~ELE} + EYE} ~ E3E; — B} B} — B{B + B} B})
~ (E2E} + BB} 4+ 2E, By 3 B)

_ 1 EY+Ej+ E5+2(EYE} + EIES + E3ES)
T 4\ B{+Bi+ Bi+2(BiB?+ BIB? + B:B?)

+3 (B} + B} + E3) (B} + B} + BY) — {(E\B\)" + (E2B)” + (EsBy)”}
2
—2(E\B\EyBy + E\B1Ey By + EyByEsB;) = — (E%B’) — (E-B)?

3~ (T} ~ (T%)’ — (T}’ = (E\B; — ExB))’ — (Ey B3 + By By)
2
~ (EzE3 + ByBs)*— (%"E?'E%B?‘B?‘Ei) = E?B2+EXB?—2E, B, E,B,
—(E?E? + B2B? +2E B\ E3B3) — (E3E? + B2B2 + 2E, By E3 B)
-+ (Et+ E{+ E} + B} + Bi + B})

1 —E?B? — EXB% + E?B? + E.B}
2\ +EIB} - E?B} - E?B? — E?B} + EZB}

-3 (BYE} — EYE} — E3E} + BB} — B{Bf — B}BY)
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_ . El+E}+ E} +2(EYE? + E?E? + E3E?)
~ t\ B{+B}+B}+2(BB: + BB? + BB?)

+3 (B} + E} + E3) (B? + B} + BY) — {(E\B))’ + (E2By)* + (E3Bs)"}
2
—2(E\B\EyBy + E\B\Ey By + E3ByEyB3) = — (E—;i) — (E-B)?

wS) + SITR,,I +S2T;\241 + S;;Tg,l =wS, + 95 (Eflz + Bf - w)

+(E3B, — E\Bs3) (E\Ey + B1By) + (E\By — E3By) (E1E3 + B Bs)

= (EyB3 — E3By) (E? + B?) + E\B\FyE3 + BYE3By — EXE, By
—FE\B\ByBs + EXE3By + E BBy By — E1BiE2E3 — BYE, By

= (EyBs — E3By) (E2 + B?) — (E3By — EsBy) B2 — (EyBs — E3By) E?
=0

wSy + SITAI} + S)T,%lz + SgTX} =wS; + (EQB3 — Eng) (E1E2 + BIBQ)
+5,; (Eg + B% - w) + (E132 - E2Bl) (E2E3 + BQB;;)

= (E;;Bl - EIB;;) (E22 + B%) + EgElBg + Ey;ByB 1By — EZBoEVEs
-—B%E;;Bl + E3ByE Es3 + B%EIB;; — E%E;;Bl — E;, BB B3

= (E3B; — E\B;) (E2 + B%) — (E3B, — E|B;) B — (E3B; — E\Bs) E
=0

wSy + SIT[{,? + S2T;€i3 + S;;Tg,? =wS3 + (E233 — E3BQ) (E1E3 + B Bs)
+ (E3By — E1Bs) (E2E3 + B2 B3) + S5 (E2 + B} — w)

= (EIBQ — EQBl) (Eg + Bg) + E3B3E\Ey + BgEQBl - EgElBQ
—F3B3B By + EgEgBl + E3B3 BBy — E3B3E Fy — BgEle

= (ElB-z - EQBI) (E% + Bg) — (EIBQ - E2Bl) Bl2 - (ElBQ - EQBI) E%
=0

18y —~ TUT? — TAT2 — THTR = (E,B; — E3By) (EsBy — E, By)
~T32 (T3} +T#) — (E\E3 + B1B3) (E2E3 + ByB3) = E3B3Ey By
—B2E,E, — EB\B; + E3ByF\By — T12 (E2 + B2 — w + E3 + B} — w)
—E2E\E, — E3ByE\By — EyByEyBy — BB, By = — (E\Ey + By By) BY
—(E\E; + B\B,) E2 + (E\Ey + B\By) (E2 + B2) =0

5183 — TUTL — TUT® — TITE = (E,B; — EsBy) (E1By — EyBy)
—les (TI{} +TK43) — (E\E; + B1By) (EyE3 + By B3) = EyByE1Bs
—FE%B,B; — B2E\E3 + E3ByEsBy — T3 (E? + B? —w+EZ+ B2 — w)
—~EXE\E3 — E3ByE1 By — E3ByE3By — B2B,B; = — (E,E; + B Bs) Bg
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—(E\E3 + B\B3)E} + (E\E3+ B\B3) (E2+ B3 =0

S283 — TA?T)3 — TRT® — TRT3 = (E3B, — EyB3) (E\B; — E2B))
_Tl%ls (TI%I? + Tg?) — (E1E2 + BIBQ) (E1E3 + BIB;;) = E131E332
—B?FEyF3 — E}ByBs + E\ B EyBs — T (E2 + B — w + E? + B — w)
—E2E,E3 — E\B\EyBs — E\B\E3By — B}ByBs = — (EyE3 + ByB3) B?
— (E2E3 + ByB3) E? + (EyE3 + BoB;) (E} + BY) =0

Por lo tanto

2 2
(Tp)" (Tp), = (E 5

2 ) +(E- B)2 Ppu- (D.2)
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