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Introd ucción 

En diversos trabajosl se ha calculado la expresión para A~ == eA':., donde 
A~ es un tensor antisimétrico de segundo rango en cuatro dimensiones. Esto 
se ha hecho para estudiar el grupo Ll o bien para estudiar la acción de un 
campo electromagnético sobre una partícula con masa y carga. En el primer 
caso, A~ se identifica como el generador general del grupo Li, por lo que 
A~ es una transformación de Lorentz. En el segundo caso A~ se indentifica 
como el tensor de campo electromagnético, Ft, en este caso, A~ también 
es una transformación de Lorentz, ya que ambas maneras de ver a A~ son 
equivalentes2• En este trabajo, como elemento preparatorio para la discusión 
que nos interesa, también calcularemos la expresión para A~ con un método 
distinto a los usados en los trabajos citados anteriormente. 

En los trabajos en los que se estudia la acción de un campo electromag­
nético sobre la partícula no se considera que A~ sea una transformación de 
Lorentz, hacer esta consideración es interesante ya que al ser A~ una transfor­
mación de Lorentz, la acción del campo sobre la partícula se puede estudiar 
en términos de las propiedades de dicha transformación. 

En este trabajo también estudiaremos la acción de un campo electr~ 
magnético sobre una partícula con masa y carga tomando en cuenta que 
A~ es una transformación de Lorentz, de hecho esta característica de A~ 
será la base sobre la que haremos dicho estudio. Este enfoque hace posible 
analizar en términos geométricos (rotaciones en el espaci~tiempo) la acción 
del campo sobre la partícula, ya que una transformación de Lorentz tiene una 
interpretación geométrica bien definida. Bajo esta perspectiva y teniendo en 
cuenta que bajo ciertas circustancias, que se describirán en el capítulo 4, el 
4-momento, ¡/J1., de la partícula cuando ésta ha pasado un tiempo finito en 

lZeni y Rodrigues Jr (1990), Srinivasa (1996) , p. 483, Fredsted (2001) y Caltenco et al 
(2002). 

2Zwanziger (1965). 

III 
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la región de campo, es ¡JI' = N~P" donde pV es el 4-momento inicial. ¡JIJ se 
puede ver como el resultado de la acción de un operador (transformación 
finita) sobre un 4-vector del espacio-tiempo. Con esta expresión para ¡JI', la 
transferencia de 4-momento del campo a la partícula es f:l.pIJ = A~pv - pIJ y 
se puede estudiar, por consiguiente, también en términos geométricos. 

Con lo que se ha dicho hasta aquí, es claro que las características de A~ 
son esenciales para estudiar la acción del campo sobre la partícula. Puesto 
que, como se demostrará en el capítulo 4, F~ Y el tensor de energía-momento 
del campo electromagnético, T~, son operadores que aparecen en A~, en­
tonces, F~ y T~ tienen un papel esencial en la acción del campo sobre la 
partícula y consecuentemente en la transferencia de 4-momento del campo a 
la partícula. En efecto, como se mostrará en el capítulo 4, ¡JIJ depende de los 
4-vectores F~~ y T~pv. El4-vector F~pv es la fuerza de Lorentz-Minkowski 
mientras que el 4-vector T~~ aún no se ha estudiado. Estudiar el 4-vector 
T~pv tiene interés ya que dicho estudio puede brindar elementos que permi­
tan ampliar nuestra forma de ver la acción del campo sobre la partícula. Esta 
afirmación está basada en el hecho de que T~ es un elemento importante de 
la electrodinámica clásica y al mismo tiempo un operador de una transforma­
ción finita del espacio de Minkowski (transformación de Lorentz) . Así, pues, 
el objetivo de este tmbajo es estudiar el papel de T~ como operador de A~. 

El trabajo lo dividiremos en 5 capítulos. 
En el Capítulo 1 haremos una breve exposición del papel usual que tiene 

el tensor de energía-momento del campo electromagnético en electrodinámica 
clásica. Algunos conceptos que introduzcamos en esta exposición los usaremos 
cuando estudiemos el papel de T~ como operador de A~ en el capítulo 4. 

En el Capítulo 2 expondremos algunos aspectos geométricos del espacio­
tiempo, el grupo Ll y los tipos de transformaciones que existen en este 
grupo. Mostaremos la relación que existe entre F~ y el generador general del 
grupo Ll al que denotaremos como Gl'v. Hecho esto quedará claro que F~ 
genera transformaciones finitas, lo cual nos servirá de apoyo para encontrar 
la expresión para la exponencial de F~ en el capítulo 4. 

En el Capítulo 3 analizaremos los operadores que determinan una trans­
formación planar. Obtendremos la exponencial de GIJv cuando GIJv es nilpo­
tente de orden tres. Encontraremos la exponencial de Gl'v en el caso general 
usando el isomorfismo entre el grupo Ll y el grupo SO(3,C). Esta exponen­
cialla usaremos en el capítulo 4 para encontrar la exponencial de F~. 

En el Capítulo 4 demostraremos que T~ aparece en AIJv ' Estudiaremos el 
papel que desempeña T~ en AIJv cuando ésta se aplica al 4-momento, pIJ, de 
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una partícula de masa m y carga q. Analizaremos cómo se modifica pi' bajo 
la acción del campo electromagnético mediante la aplicación de AI'v a pI'. 

Finalmente, en el Capítulo 5 presentaremos las conclusiones del trabajo. 



Capítulo 1 

El tensor de energía-momento 
del campo electromagnético 

La descripción clásica de los fenómenos electromagnéticos tiene su base 
teórica en las ecuaciones de Maxwell y en la fuerza de Lorentz-Minkowski. 
Las primeras determinan el campo electromagnético a partir de la fuente que 
lo produce, la 4-corriente. La segunda expresa como actúa el campo electro­
magnético sobre una partícula cargada que tiene una velocidad inicial y tilla 
posición inicial conocidas. En este capítulo vamos a utilizar este conjunto de 
ecuaciones para obtener el tensor de energía-momento del campo electromag­
nético y las leyes de conservación de energía y momento del mismo. También 
explicaremos el significado de las componentes de este tensor y mostraremos 
como se usan en algunas situaciones concretas. Dicho significado lo usaremos 
en el capítulo 4 cuando analicemos el cambio del4-momento de una partícula 
con masa y carga en un campo electromagnético. 

1.1. Notaci6n relativista 

Los vectores del espacio-tiempo los llamaremos 4-vectores y los denotare­
mos con letras latinas minúsculas. En particular el4-vector de posición es 

con xO = d, Xl = X , Xl = y, x3 = z. Para denotar los índices usaremos 
letras griegas y latinas, las cuales pueden tomar valores 0, 1, 2, 3 Y 1, 2, 3 
respectiv-amente. 

1 



CAPÍTULo 1. EL TENSOR DE ENERGÍA-MOMENTO 

La norma al cuadrado de un 4-vector X'" es 

por consiguiente el tensor métrico es 

[

1 O O 
¡.w _ O -1 O 

9 - O O -1 

O O O 

2 

(1.1) 

Mediante el tensor métrico el producto escalar de dos 4-vectores X'" y yP se 
puede escribir como 

x"'y", = ¿ x"'g¡.",yV == x"'g",vYv. 
v 

En la segunda igualdad de esta ecuación hemos utilizado la convención de 
Einstein de suma de índices repetidos. 

Algunas veces usaremos la notación x"'x", = x2 y x"'y", = x· y. Es con­
veniente mencionar que para denotar el producto escalar de dos vectores del 
espacio ordinario (tres dimensiones espaciales) también usamos el punto y 
a . a = a2, sin embargo, esto no causará confusión ya que, la mayoría de 
veces, en el contexto en donde se utilice esta notación será claro cuando se 
trata de un caso u otro. Y las ocasiones en que pudiera haber confusión se 
hará la aclaración correspondiente. 

Si s es la longitud de arco que recorre el vector de posición x"', entonces 
la 4-velocidad es 

Por lo tanto 
. dt dxl' (V) 
:i;I' = ds dt =, 1, ~ (1.2) 

con , = (1 - ~) -! y V = ~~ la notación vectorial ordinaria. e denota la 

rapidez de la luz en el vacío. A la parte espacial de los 4-vectores la llamaremos 
3-vectores, en particular v es la 3-velocidad. 

El4-momento de una partícula de masa m lo definimos como 

(1.3) 
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donde é ="fmc2 es su energía y P = "fTnV su 3-momento1. 

Los tensores los denotaremos con letras latinas mayúsculas. El rango más 
alto de los tensores que usaremos es dos. Cuando un tensor de segundo rango 
lo escribamos sin índices, lo cual realizaremos para hacer más compacta y 
fácil la notación, será una vez contrav-ariante y una vez covariante. También 
utilizaremos la notación 

An-A" AV AT A'Y = (1)" (2) ",'" (n-l) 'Y (n) P' 

donde A"v es cualquier tensor de segundo rango. Por ejemplo, 

A3 =A"AV A'" - v '" p' 

Además 
8"V == 1 

con 8"v la delta de Kronecker o la unidad en cuatro dimensiones2 • 

El sistema de unidades que usaremos es el sistema de Heaviside-Lorentz3 , 

este sistema es el sistema gaussiano racionalizad04 . 

1.2. Las ecuaciones de Maxwell y la densidad 
de fuerza de Lorentz-Minkowski 

En electrodinámica clásica el campo electromagnético está determinado 
por las ecuaciones de Maxwell a partir de la fuente que lo produce, la corriente 

lCuando escribimos m nos referimos simplemente a la masa de un objeto sin hacer uso 
de los conceptos de masa en reposo o masa en movimiento. U na discusión sobre la forma 
de denotar la masa en relatividad especial puede verse en Okun (1989). 

2La delta de Kronecker se define como 

ó"'" = 1 si p. = v, O si P. f= v. 

3 Jackson (1999), p. 778. Una referencia útil para ver con más detalle el sistema de 
unidades de Heaviside-Lorentz es Mason and Weaver (1962), ya que este libro está escrito 
completamente en dicho sistema. 

4Panofsky and Phillips (1962) p. 461, Slater and Frank (1947), p. 205 y Wagnnes (2001) 
p. 452. 
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eléctrica. Las ecuaciones de Maxwell en forma covariante se escriben como5 

a"FIJV = -ji" 

aaF"" + a"F"a + a"Fa" = O. 
La densidad de 4-corriente, j", es 

j" = (p,j) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

con p la densidad volumétrica de carga y j =pv / e la densidad de corriente 
en tres dimensiones6 • 

La densidad de la fuerza de Lorentz.. Minkowski es 

r = F~j". (1.7) 

El tensor, F~, es el tensor de campo electromagnético 

(1.8) 

con E = (El, E2 , E3) Y B = (BIt B2 , B3) los campos vectoriales eléctrico y 
magnético respectivamente. 

Utilizando (1.6) y (1.8) en (1.7) obtenemos 

r = (j . E, p (E + ~ x B) ) . (1.9) 

La componente temporal de (1.9) es el trabajo que hace el campo por unidad 
de densidad de carga; a este término también se le conoce como calor de Joule. 
La componente espacial es la fuerza que ejerce el campo sobre la fuente, ésta 
es la suma de la fuerza ejercida por el campo eléctrico sobre la densidad de 
carga y por el campo magnético sobre la densidad de corriente. 

5Vamos a utilizar la notación 

6Si la densidad de corriente se define así y al operador diferencial, -b, cuando J.' = 0, 
lo escribimos como a~t y no como c~, entonces en las ecuaciones de Maxwell no aparece 
la constante c. Nótese que j tiene las mismas dimensiones que p, sin embargo, esto no 
introduce contradicción alguna en las ecuaciones, además desde el punto de vista relativista 
es conveniente, ya que en este caso p Y j forman un 4-vector naturalmente. Ver Jackson 
(1999), p. 778. 
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1.3. El tensor de energía-momento del campo 
electromagnético, T/-Lv 

Las leyes de conservación de energía y momento del campo electromag­
nético se expresan en forma covariante mediante el tensor de energía-momento 
del campo electromagnético. 

A continuación vamos a obtener la expresión para T~ a partir de la den­
sidad de fuerza de Lorentz-Minkowski utilizando las ecuaciones de Maxwelt7. 

1.3.1. Obtenci6n de TJ.Lv a partir de la densidad de fuerza 
de Lorentz-Minkowski 

Si sustituimos (1.4) en (1.7) obtenemos8 

o 
(1.10) 

Utilizando la igualdad 

(1.10) se puede escribir como 

(1.11) 

Escribamos FJ.'v como una suma teniendo en cuenta que es antisimétrico: 

~ (oa [FJ.'v - FvJ.']) Fva 

~ (>:> F. ) Fva - ~ (a F. ) Fva 
2 Va p.v 2 a VJ.' . 

7Ver Sommerfeld (1952), p. 255. 
seuando se hace esta sustitución estamos asumiendo que el campo electromagnético en 

(1.7) es el debido a la 4-corriente que aparece en esta ecuación más el campo debido a otras 
fuentes distintas de ésta, es decir, asumimos que éste es el campo electromagnético total. 
Hacer esta sustitución es legítimo debido al principio de superposición de los campos. 

------ --------" 
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Intercambiando Q: ---t V Y v ---t Q: en el segundo término del lado derecho de 
la igualdad anterior, cambiando índices del tensor y su signo 

(OaF¡w) Fva=~ [(oaF¡w) - (OvFl'a)] Fva . (1.12) 

De (1.5) se sigue que 

(1.13) 

Sustituyendo (1.13) en (1.12) obtenemos 

(OaFl'v) Fva=~ (0I'Fav) Fva . (1.14) 

Insertando (1.14) en (1.11) encontramos 

JI' = ~ (0I'Fav ) Fva - oa (Fl'v Fva ) . 

Utilizando que 

entonces 

JI' = -~Ol' (FavFav ) - oa (Fl'v Fva ) . 

Introduciendo el tensor métrico gl'" en la igualdad anterior, obtenemos 

(1.15) 

El ten...'>Or entre corchetes es el tensor de energía-momento del campo electro­
magnético y usualmente se le denota por Tl'a. Así, la igualdad anterior se 
puede escribir como 

JI' = -oaTI"'. (1.16) 

En una región en donde no hay fuentes se cumple 

OaTI'" = o. 
Las componentes del tensor de energía-momento son 

(1.17) 
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donde 

(1.18) 

es la densidad de energía del campo electromagnético, 

S=ExB (1.19) 

el vector de Poynting y 

[

E2 + B2 _ & +B2 
1 1 2 

T~ = E1E2 + B1B2 

E1 E3 +B1 B3 

(1.20) 

el tensor de esfuerzos de Maxwell. 
De (1.18) se sigue que la energía total que contiene un volumen V en 

donde exista un campo electromagnético es 

Ce = ! wdV. (1.21) 

V 

La energía de un campo electrostático o magnetostático se obtiene de (1.21) 
cuando B = O ó E = O respectivamente. 

La componente cero de (1.16) es 

~ Z + V . S + j . E = O. (1.22) 

Si integramos (1.22) en un volumen V obtenemos 

8JwdV 

~ v 8t =-! S·Dda- !j.EdV, (1.23) 

av v 

8V denota la frontera de V y n es la normal hacia afuera de la superficie. 
De (1.23) se sigue que el cambio de energía del campo por unidad de tiempo 
en el volumen V es debido a menos la integral de superficie del vector de 
Poynting sobre la frontera de V y al trabajo que el campo hace sobre las 
cargas dentro del volumen. Por lo tanto, si (1.23) expresa la conservación 
de energía del campo electromagnético en presencia de fuentes, entonces el 
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vector de Poynting representa un flujo de energía que sale de y9. La expresión 
(1.23) se conoce como teorema de Poynting. 

La energía que fluye por unidad de área por unidad de tiempo es 

F=cS. (1.24) 

La componente i de (1.16) es 

ar~ _ ~aSi = t 
aXj e 8t 

(1.25) 

con i = 1,2,3. 
Si integramos (1.25) en un volumen V obtenemos 

(1.26) 

En esta ecuación también ñ es hacia afuera de la superficie. Si en (1.26) 
hacemos tender el volumen a todo el espacio y suponemos que el campo 
electromagnético es cero en infinito, entonces la integral del lado derecho se 
hace cero 

(1.27) 

Las integrales en esta ecuación abarcan todo el espacio. La primera es la 
fuerza sobre las fuentes o el cambio de momento de éstas. Ahora, si (1.26) 
expresa la conservación de momento del campo electromagnético en presencia 
de fuentes, entonces la segunda integral de (1.27) debe ser el momento que 
el campo cede a las fuentes. De aquí se sigue que la densidad de momento 
del campo electromagnético es 

s 
Pc= -. 

e 
(1.28) 

Las expresiones (1.24) y (1.28) muestran que el flujo de energía del campo 
está relacionado con la densidad de momento de éste. Desde un punto de 
vista relativista esta relación es natural, ya en relatividad especial la energía 
y momento no son independientes sino parte de un mismo objeto matemático 
( 4-vector) que podemos llamar energía-momento. 

9Poynting (1920). 
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Teniendo en cuenta la discusión de (1.27) podemos interpretar el lado 
derecho de (1.26). Como el lado izquierdo es una fuerza, entonces el lado 
derecho también debe serlo, por consiguiente los elementos de TZ son fuerzas 
por unidad de área. La interpretación usual es que r,J es una fuerza por 
unidad de área en la dirección i sobre un elemento de superficie cuya normal 
tiene la dirección j . De manera que TZnj es una fuerza por unidad de área en 
la dirección i. A esta fuerza contribuyen tres componentes en tres direcciones 
distintaslo . Así, cuando integramos sobre toda la superficie obtenemos la 
fuerza total ejercida por el campo sobre ésta. Este razonamiento no impide 
que podamos hacer tender el volumen a cero, con lo cual, obtendríamos la 
fuerza que ejerce el campo sobre la superficie de un volumen muy pequeño. 
En este caso, si consideramos que dentro de este volumen sólo hay una carga 
o un número muy pequeño de estas, la integral f T~njda sería una fuerza 
sobre la carga (o cargas) ejercida por el campo. 

1.3.2. Una aplicación del vector de Poynting 

De acuerdo con lo expuesto en la sección anterior, el vector de Poynting 
es proporcional al flujo de energía del campo, por lo que ambos tienen la 
misma direcciónll . Por lo tanto, la energía del campo fluye en una dire<',ción 
ortogonal a E y B. 

En tilla onda plana electromagnética se cumple quel2 E · B =0 Y E'l=B2. 
Por consiguiente, la magnitud del vector de Poynting, en este caso, es 

s = lE x BI = E 2
. 

Si E = elE y B = e3B, entonces 

S = _~E2 (1.29) 

con el, ~ y e3 la base canónica de un sistema de coordenadas cartesiano. 
Por otro lado, la densidad de energía del campo es 

Por lo tanto, sustituyendo (1.30) en (1.29) se tiene que 

S = -e2W. 

lOMaxwell (1954), p. 278. 
llVer Poynting (1920) y Jackson (1999) , p. 259. 
12Wangsness (2001), p. 476. 

(1.30) 

(1.31) 
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De (1.24) Y (1.31) se sigue que el flujo de energía por unidad de área por 
unidad de tiempo, en este caso, tiene la dirección de la propagación de la 
onda electromagnética. 

Con lo que hemos dicho hasta aquí, es claro que una onda electromag­
nética tiene energía y momento. Por lo tanto, si ésta incide sobre un objeto, 
por ejemplo una pared, deberá transuútirle momento y energía. Calculemos 
cuanto momento le transuúte por unidad de área por unidad de tiempo. 
Utilizando (1.28) y (1.31) resulta que 

Supongamos que la normal a la pared es e2. En estas circusrancias la propa­
gación del momento del campo tiene una dirección perpendicular a la pared. 
Así, pues, la magnitud del momento transuútido por la onda a la pared por 
unidad de área por unidad de tiempo, si es absorbida en su totalidad, es 

Ptran = ePe = S = E2 (1.32) 

en la dirección de la propagación de la onda electromagnética. La magnitud 
del campo electromagnético en esta expresión está evaluado cuando la onda 
incide en la pared. A un elemento de superficie se le transuútirá este momento 
por unidad de tiempo. 

1.3.3. El tensor de esfuerzos de Maxwell 

De acuerdo con la interpretación que se hizó de T¿ en la seco 1. 3. 1, la 
componente i de la fuerza total F sobre la superficie av, que encierra un 
volumen V inmerso en un campo electromagnético, es 

pi = f T~ñida = f ¡ida, (1.33) 

av av 

donde Ji = T¿ñj son las componentes de la densidad de fuerza f cuya 
integral sobre toda la superficie es F. La ecuación (1.33) también es válida 
para el caso electrostático y magnetostático, basta hacer B = O o E = O 
respectivamente. 

Ya hemos dicho en seco 1. 3. 1 que las componentes del tensor de esfuerzos 
de Maxwell son fuerzas por unidad de área. Investiguemos pues, como son 
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estas fuerzas, por ejemplo, en el caso electrostático. Imaginemos un elemento 
de superficie y escojamos el sistema de coordenadas de tal manera que la 
dirección de la normal íi al elemento de superficie coincida con la dirección 
positiva del eje z , y que el vector E esté en el plano xz. Designando al ángulo 
entre la normal a la superficie y el campo eléctrico como B, tenemos que las 
componentes del campo son 

Ex = EsinB Ey = O Ez = EcosB. 

y por consiguiente el tensor de esfuerzos es 

[ 

E2 --cos2B O 
. . 2 & 

T'~= O --
2 2 
~ sin2B O 

~2 Sin2B] 
O . 

~2 cos2B 

(1.34) 

(1.35) 

Para escribir de esta manera el tensor de esfuerzos se han utilizado las iden­
tidades trigonométricas sin 2B = 2 sin B cos B y cos 2B = cos2 B - sin2 B. 

Usando (1.35) y que íi = (O, 0,1), obtenemos 

f A E
2 

• 211 A & 211 =e1Tsm u+e3Tcos u. (1.36) 

De la expresión anterior se sigue que la fuerza por unidad de área está en el 
plano determinado por íi y E. La magnitud de esta fuerza es ~2 . También 
podemos ver que E biseca al ángulo entre ñ y la fuerza. Así mismo, de (1.36) 
podemos deducir que cuando E es paralelo a ñ (B = 0°) la fuerza es ejercida 
en la dirección de la normal, por lo que esta fuerza se puede interpretar como 
una tensión que jala al elemento de superficie, mientras que cuando E está 
en el plano paralelo al elemento de superficie (B = 90°) la fuerza es paralela 
a la normal pero en dirección contraria, por lo que se puede interpretar como 
una presión sobre el elemento de superficie. Por último, cuando B = 45° la 
fuerza es paralela al elemento de superficie, lo cual se puede interpretar como 
un esfuerzo cortante sobre el elemento de superficie. 

Una explicación análoga se puede hacer para el caso magnetostático. En 
el caso general las componentes del tensor de esfuerzos de Maxwell se ex­
plican de manera análoga; esta explicación está basada en el principio de 
superposición de los efectos de los campos. 

Ahora veamos como se puede utilizar el tensor de esfuerzos de Maxwell 
para calcular la fuerza que ejerce una onda electromagnética cuando ésta in­
cide en un elemento de superficie de una pared y es absorbida en su totalidad. 



CAPiTULO 1. EL TENSOR DE ENERGiA-MOMENTO 12 

Supongamos la misma configuración de la seco 1. 3. 2. En estas condiciones, 
la fuerza por unidad de área en la dirección y es 

f 2 T2j , T 22 E2 
= Mnj = M = - . (1.37) 

Este resultado coincide con lo que ya habíamos obtenido utilizando la densi­
dad de momento del campo. Ver (1.32). 

1.4. Otra forma de escribir TJlv 

En esta sección vamos a escribir el tensor de energía-momento del ('.ampo 
electromagnético en términos del tensor de campo electromagnético y su dual. 

El dual de un tensor, A, de segundo rango lo definimos como 

(A*)JW = ~€I'vo:p Ao:p, 
2 

(1.38) 

donde €l'Vo:f3 es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita13 . Por con­
siguiente, el dual del tensor de campo electromagnético es14 

Utilizando (1.8) Y (1.39) se encuentra que (ver apéndice A) 

F*2 = p2 _ (E2 _ B2)J. 

(1.39) 

(1.40) 

En la secc. 1. 3. 1 anterior vimos que el tensor de energía-momento es 
(ver (1.15) y (1.16)) 

T = p2 + ~ (Fo:vPO:V) J. (1.41) 

Por otro lado (ver apéndice A) 

Po:vpczv = 2 (B2 - E2) J. (1.42) 

13Las componentes de este tensor son 1 para una permutación par de los índices 0, 1, 2 
y 3 en g0123, -1 para una permutación impar y cero cuando dos índices son iguales. 

14Las componentes del dual se calculan una a una usando la definición (1.38). 
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Usando (1.40), (1.41) Y (1.42) obtenemos 

T = ~ [F2 + F*2] . 
2 

13 

(1.43) 

Esta expresión la usaremos en el capítulo 4 cuando mostremos que T es un 
operador de la transformación generada por F. 



Capítulo 2 

El grupo propio de Lorentz 

En este capítulo expondremos, algunos aspectos geométricos del espaci~ 
tiempo, el grupo de Lorentz y exploraremos brevemente la relación del tensor 
de campo electromagnético con el grupo propio de Lorentz. Los conceptos 
que introduzcamos en este capítulo serán útiles cuando estudiemos la acción 
de la transformación generada por el tensor de campo electromagnético sobre 
el 4-momento de una partícula con masa y carga en el capítulo 4. 

2.1. Tipos de vectores y planos del espacio­
tiempo 

La norma al cuadrado de un 4-vector XI-' (ver seco 1. 1) 

nos permite clasificar a los 4-vectores del espaci~tiempo en tres tipos. Un 
vector x l-' es 

temporal si xl-'xl-' > O, 
espacial si xI-' xI-' < O, 
nulo o luz si xl-'xl-' = O. 
Dos 4-vectores son ortogonales si su producto escalar es cero. En particu­

lar, un 4-vector nulo es ortogonal a sí mismo. Los 4-vectores nulos forman un 
cono llamado cono de luz. Se puede demostrar que todo 4-vector ortogonal a 
un 4-vector temporal es espacial! . 

1 Ver Bacry (1967), p. 250. 

14 
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Cualquier 4-vector XI' del espacio-tiempo se puede expresar como una 
combinación lineal de los 4-vectores base 

. (2.1) 

como 
(2.2) 

Sean al' y l:f' dos 4-vectores linealmente independientes. Estos definen un 
plano. Sea XI' cualquier 4-vector de este plano, entonces 

(2.3) 

con Q Y (3 reales. El 4-vector XI' es nulo si se cumple que 

(2.4) 

Si al menos uno de los 4-vectores al' o l:f' no es nulo, por ejemplo al', podemos 
dividir por a2 y resolver para Q. Haciendo esto se obtiene 

-a· b±VX 
Q= (3 

a2 
(2.5) 

con 
(2.6) 

A ó. lo llamaremos el discriminante de los 4-vectores al' y l:f'. 
Los planos del espacio-tiempo se pueden clasificar de acuerdo al número de 

direcciones nulas que contienen. Esto se puede hacer usando el discriminante 
de los 4-vectores que los definen. De (2.5) se sigue que hay tres casos: 

Caso 1) Ó. > O. El plano tiene dos direcciones nulas. A este tipo de plano 
le llamaremos hiperb6lico. Este corta al cono de luz y contiene 4-vectores de 
todos los tipos. 

Caso 2) Ó. = O. El plano tiene sólo una dirección nula, es decir, toca al 
cono de luz sólo en una dirección nula (en efecto, es tangente al cono de luz). 
A este tipo de planos los llamaremos cilíndricos. Supongamos que l:f' es nulo, 
es decir, 

(2.7) 
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Consecuentemente 
~ = (a· b)2 = O. (2.8) 

Por lo tanto, todo 4-vector al' de este plano es ortogonal a la dirección de bI'. 
Excepto los vectores colineales a bI' todos los 4-vectores de este plano son de 
tipo espacio. 

Caso 3) ~ < O. El plano sólo contiene 4-vectores espaciales y no tiene más 
contacto con el cono de luz que el origen. A los planos con estas caractéristicas 
los llamaremos espaciales. Un ejemplo de este tipo de plano es el plano xy 
del espacio ordinario en coordenadas cartesianas. 

2.2. Transformaciones planas 

Un bivector w lo definimos como 

(2.9) 

con aI-' Y 1J' 4-vectores linealmente independientes. Este objeto matemático 
(tensor) genera rotaciones en el plano definido por los 4-vectores al' y 1J'. 
A estas rotaciones las llamaremos transformaciones planares, ya que dejan 
invariante el plano ortogonal al plano de rotación. La transformación planar 
generada por wIJ.v es 

(2.10) 

donde e es un parámetro real. 
Usando el discriminante de los vectores que definen a wIJ.v clasificaremos 

a las transformaciones planares como sigue: 
~ > O la transformación es hiperbólica o pura de Lorentz, 
~ = O la transformación es cilíndrica, 
~ < O la transformación es espacial ordinaria. 

2.3. El grupo de Lorentz 

El grupo de Lorentz está formado por las transformaciones lineales AIJ.v 

que dejan invariante el producto escalar xIJ.YIJ. 2 • Este es un grupo de Lie real 
y lo denotaremos como L. A las transformaciones que forman este grupo 

2 Estas transformaciones engloban a las transformaciones plan ares. 
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las llamaremos transformaciones de Lorentz. Estas transforman al espacio­
tiempo en sí mimo. 

Sea x¡.t. un 4-vector del espacio-tiempo, el vector transformado bajo una 
transformación de Lorentz es 

(2.11) 

Como por definición una transformación de Lorentz deja invariante el 
producto escalar, entonces se debe cumplir que 

es decir, 
A¡.t.vxv g¡.t.CxNx{:Jyf' = x¡.t. g¡.t.{:Jyf' . (2.12) 

Intercambiando en el lado izquierdo de (2.12) v por J.L obtenemos 

AV¡.t.x¡.t.gvoAof3 yf3 = xl-'g¡.t.{:J yf3 . 

Por lo tanto, las transformaciones de Lorentz deben satisfacer 

(2.13) 

El grupo L se puede dividir en subconjuntos utilizando el determinante y la 
componente AO

o de las transformaciones que lo forman. 

2.3.1. Rotaciones y reflexiones 

De (2.13) se sigue que 
(detA)2=1. 

Por lo tanto 
detA= ±l. (2.14) 

Utilizando el valor del determinante de las transformaciones de Lorentz se 
puede dividir L en dos subconjuntos. 

Los elementos del subconjunto con determinante igual a 1 son rotacwnes 
(de Lorentz) y constituyen un grupo. A este grupo lo denotaremos como L+. 

Los elementos del subconjunto con determinante igual a -1 son reflexiones 
( de Lorentz) y no constituyen un grupo ya que éste no contiene a la identidad. 
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2.3.2. Transfonnaciones ortocronas y antiortocronas 

Si en (2.13) hacemos Ji- = v = O se obtiene 

{AO
o)2 _ {A1o)2 - {A2o)2 - {A3

0)2 = 1. 

Por lo tanto, (AOO)2 ~ 1. Esta desigualdad implica que 

AO
o ~ 1 

o 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

A las transformaciones de Lorentz que cumplen A o o ~ 1 se les llama 
tmnsformaciones de Lorentz ortocronas mientras que a las que satisfacen 
AOo ~ -1 se les llama tmnsformaciones de Lorentz antiortocronas. Las 
primeras preservan el signo de xO, es decir, la dirección del tiempo; las se­
gundas lo invierten. 

Las transformaciones ortocronas forman un subgrupo de L llamado grupo 
ortocrono de Lorentz, denotado por Lr, donde la dirección de la flecha indica 
la dirección del flujo del tiempo físico. 

Las transformaciones antiortocronas forman un conjunto, denotado por 
LL, que no es un grupo ya que no contiene a la identidad. 

2.3.3. Subconjuntos del grupo de Lorentz 

Combinando las posibilidades detA = ±1 Y AOo ~ -1 ó AOo ~ 1 se 
obtienen cuatro subconjuntos del grupo L: 

a) Las rotaciones ortocronas (detA=1, AO
o ~ 1). Este conjunto es deno­

tado por L~ y forma un grupo. Dicho grupo se le conoce como grupo propio 
de Lorentz y de los subconjuntos del grupo de Lorentz es el que nos interesa 
en este trabajo. 

b) Las reflexiones ortocronas (detA= -1, AO
o ~ 1). Este conjunto es 

denotado por L ~. 
c) Las rotaciones antiortocronas (detA=1, AOo ~ -1). Este subconjunto 

es denotado por Li. 
d) Las reflexiones antiortocronas (detA= -1, AO

o ~ -1). Este conjunto 
es denotado por L~. 

Los cuatro conjuntos son mutuamente disconexos, es decir, no se puede 
pasar de manera continua de cualquiera de estos conjuntos a otro distinto de 
él. 
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2.4. El grupo L¡ 
El grupo propio de Lorentz es un grupo de Lie real de seis parámetros 0i, 

{Ji; i = 1, 2,3. Sus generadores en su representación matricial son3 

WlO = [H H], W20 = [H H], W30 = [H 
0000 0000 10 

[~ 
O O 

!] [[ 

O O i1

] [[ 
O O O O 

W32 = O O ,W13 = O O ,W21 = 
O -1 1 O 

O 1] O O 
O O ' 
O O 

O O 
O 1 
-1 O 
O O 

(2.18) 

~] 
(2.19) 

Utilizando la definición de bivector (2.9) tenemos que (2.18) y (2.19) se 
pueden escribir com04 

(W20tv = e~eo.v - e2 .ve~ 

(W30Y'v = e~eo.v - e3 .ve~ 

(W32tv = e~e2,l1 - e3 .ve~ 

(W13tv = e'te3,l1 - el .ve~ 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(W21tv = ~el .v - e2.ve't (2.25) 

De (2.20)-(2.25) se sigue que los generadores de L~ en su representación 
matricial son bivectores que generan rotaciones en los planos definidos por 
los 4-vectores e~, ef; i = 1,2, 3. (2.18) generan rotaciones hiperbólicas y (2.19) 
rotaciones planas ordinarias. Un ejemplo de la transformación generada por 
(WlOtv es la transformación de Lorentz entre dos sistemas inerciales que se 
mueven uno con respecto al otro a una velocidad constante en la dirección 
x, y cuyos ejes coinciden para un tiempo dado, mientras que un ejemplo de 

3El concepto de grupo de Lie y de los generadores de un grupo de Lie se pueden ver en 
Hladik (1999) p. 42. 

4La coma en (2.20)-(2.25) se usa para separar el índice que denota a qué 4-vector base 
nos referimos. del índice que denota que el 4-vector es covanante. 

z 
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la transformación generada por (W2l t v es una rotación alrededor del eje z, 
en coordenadas cartesianas, un ángulo /33 en el espacio ordinario. 

La transformación infinitesimal de L1 es5 

,XlJv = I + 8al (WlOtv + 8a2 (W20tv + 8a3 (W30tv 

+8/31 (W32tv + 8/32 (Wl3tv + 8/33 (W21tv ' (2.26) 

donde 8 significa que los parámetros son pequeños. Cualquier elemento de 
L1 se puede obtener a partir de la transformación infinitesimal com06 

(2.27) 

con 

GlJv = al (WlOtv + a2 (W20tv + a3 (W30tv (2.28) 

+/31 (W32tv + /32 (W13tv + /33 (W21tv 

y valores adecuados de los parámetros ai, /3i' A esta transformación se le 
llama transformación finita y es una rotación en los seis planos del espacio­
tiempo. En lo que sigue a GlJv lo llamaremos generador general de L~. 

2.5. El generador general de L¡ y el tensor 
de campo electromagnético 

Utilizando (2.18), (2.19) Y la expresión (1.8) dada en la seco 1. 2 para el 
tensor de campo electromagnético, tenemos que 

F~ = El (WlOtv + ~ (W20tv + E3 (W30tv (2.29) 

+Bl (W32tv + B2 (W13tv + B3 (W2ltv ' 

Comparando (2.28) y (2.29) vemos que el tensor de campo electromagnéti­
co tiene la misma estructura matemática que el generador general de L17• 

Así, con F~ podemos generar el grupo L~ por medio de (2.27) teniendo en 
cuenta que debemos sustituir GlJv por 'xF~ donde ,X es un factor que hace 
adimensional el exponente. 

~Una exposición sencilla de los conceptos de transformación infinitesimal y transforma­
ción finita se pueden ver en llladik (1999) Y Wybourne (1974). 

6Wybourne (1974) p. 42. 
7Esto ya ha sido planteado anteriormente por Zwanziger (1965) . 



Capítulo 3 

Exponencial del generador 
general de L¡ 

En este capítulo vamos a calcular la exponencial del generador general de 
L1. Esta exponencial la usaremos en el capítulo 4 para obtener la exponencial 
del tensor de campo electromagnético. 

La expresión para la exponencial de G ya se ha calculado, hasta donde 
sabemos, por cuatro métodos distintos al que se va a exponer aquí. Esto ha 
sido realizado por J. R. Zeni y W. A. Rodrigues Jr. (1990), K.N. Snivasa 
Rao (1996)1 , John Fredsted (2001) y J . H. Caltenco et al (2002). Uno de los 
propósitos por el cual se calcula esta transformación en el primer y cuarto 
trabajo es encontrar la solución de la fuerza de Lorentz-Minkowski cuando 
el campo electromagnético es constante. En los otros dos no hay ninguna 
aplicación física y sólo se hace desde un punto de vista matemático. En el 
primer trabajo se usan fórmulas de recurrencia e inducción, en el segundo y 
cuarto se usan métodos de álgebra lineal, mientras que en el tercero, se usa 
la teoría de representaciones. 

En este trabajo escribimos la exponencial del generador general de L1 de 
una manera distinta a como se ha escrito en los trabajos arriba mencionados. 
Esta forma de escribir la transformación tiene un interés físico, ya que cuando 
se utiliza para estudiar la acción de un campo electromagnético sobre una 
partícula aparece explícitamente el tensor de energía-momento. Esta carac­
terística no es mencionada en ninguno de los trabajos citados anteriormente. 

lp.483. 

21 
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3.1. El generador general G 

Hemos visto en la seco 2. 4 que el grupo L¡ tiene seis parámetros y seis 
generadores. Estos últimos generan rotaciones en los seis planos del espacio­
tiempo. A cada rotación corresponde un parámetro, el ángulo de rotación. 
También vimos que el generador general de L¡ es 

G"v = al (WlOtv + a2 (W20tv + a3 (W30tv 

+.81 (W32tv +.82 (W13tv +.83 (W21tv' (3.1) 

Utilizando (2.18) y (2.19) tenemos que 

(3.2) 

N os interesa encontrar una expresión para 

(3.3) 

Una forma de proceder para encontrar esta expresión es escribir (3.3) 
como una serie de potencias 

G 00 G2n+ 1 00 C2n 

A = e = I + ~ (2n + 1)! + ~ (2n)!' (3.4) 

De la expresión anterior vemos que si encontramos una relación de re­
currencia entre la primera y la tercera potencia de e, entonces podemos 
expresar A en términos de funciones hiperbólicas o trigonométricas y de po­
tencias finitas de C. 

Así pues, investiguemos bajo qué condiciones se cumple 

c3 = g (a,.8) e (3.5) 

con g una función escalar de los parámetros. 
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3.2. Relación entre e y C3 

Usando (2.18), (2.19) Y la definición (1.44) se tiene que 

wio = -W32; W32 = WIO 

w;o = -W13; wi3 = W20 (3.6) 

wio = -W21; W;l = W30 

De manera que el dual de G, escrito como una combinación lineal de los 
generadores de rotaciones en el espacio-tiempo, es 

G* = (alwlO + a2W20 + a3w30 + /3 lw32 + /32W13 + /33W21)* 

al wio + a2w;O + a3w30 + /3 lw32 + /32wi3 + /33W;1 

-al W32 - a2w13 - a3w2l 

+/3lwlO + /32w20 + /33w30 . (3.7) 

De (3.7) vemos que G* contiene, al igual que G, las rotaciones en los seis 
planos de espacio-tiempo aunque con distinto parámetro y las rotaciones 
espaciales en sentido inverso. 

De (3.7) también vemos que la operación de "dualidad" se realiza sobre los 
generadores de rotaciones en el espacio-tiempo. Por lo cual, lo que algunos 
textos de electrodinámica2 y relatividad3 en los que obtienen el dual del 
tensor de campo electromagnético (recordemos que G y el tensor de campo 
electromagnético tienen la misma estructura matemática) dicen acerca de la 
operación de dualidad (a saber, que corresponde a intercambiar Ei ~ Bí 
Y Bi ~ - Ei) puede causar confusión al hacer parecer que la operación de 
dualidad tiene algo que ver con las componentes del campo, sin embargo, 
como lo estamos haciendo aquí queda claro que la operación de dualidad se 
realiza sobre los generadores y no sobre las componentes del campo. 

Escribamos (3.7) como 

2 Jackson (1999), p. 556. 

/31 
O (3.8) 

al 

3Rindler, W ., Introduction to special relativity, Claredon Press. Oxford, 1991, p. 109. 
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Con el mismo procedimiento con el que llegamos a (1.40), utilizando (3.2) 
y (3.8) se obtiene 

(3.9) 

donde hemos definido 
(3.10) 

y 

f3 == ((31' (32' (33) . (3.11) 

Si multiplicamos (3.9) por G obtenemos 

G3 = G*2G + (0:2 - (32) G. (3.12) 

De la expresión anterior se ve que existe una relación de la forma (3.5) si 

(3.13) 

o 
G*G = O. (3.14) 

La condición (3.13) se cumple si 

y 
(32 = O 

lo cual implica que G y C* son cero. Por lo tanto, no tiene sentido considerar 
este ('.aso. La condición (3.14) se cumple si 

0.. f3 = O. (3.15) 

Esto se puede comprobar observando que CC· = C*C = (o.. (3) l. Así, la 
condición para que podamos encontrar una relación de la forma (3.5) es 

(3.16) 

Cuando se cumple (3.14), C y C* son tensores planos4 . Así, cuando se 
cumple (3.5) la transformación generada por C es una transformación pla­
n~. 

4Bacry (1967), p. 256. 
5Una demostración detallada de esta afirmación se puede ver en Srinivasa (1996), p. 

456. 
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3.3. 'll-ansformación generada por un bivec­
tor 

Analicemos la transformación generada por un bivector w. Este análisis 
se aplica a la transformación generada por G cuando se cumple (3.5), ya que 
en este caso G es un bivector. 

De acuerdo con (2.10) (ver la seco 2. 2) la transformación generada por W 

es 
(3.17) 

donde a es un parámetro real. 
Para analizar A, apliquémosla a un 4-vector arbitrario xI-' del espacio­

tiempo. 
Para un bivector se cumple la relación (ver apéndice C) 

con ~2 = (a. b)2 - (a· a)(b· b). 
Utilizando (3.18) tenemos que 

W2n+1 = ~2nw; n = 0,1,2, oo. 

w2n = ~2(n-l)w2; n=1,2,3,oo. 

Si escribimos (3.17) como serie de potencias tenemos 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

00 ( )2n+l 00 ( )2n 
A 1 '" aw '" aw (321) 

= + ~ (2n+1)! + ~ (2n)! . . 

Usando (3.19) y (3.20) en (3.21) obtenemos 

( 
1 2) (00 (a~)2n+l) w (00 (a~)2n) w2 

A = 1 - ~2 W + ~ (2n + 1)! ~ + ~ (2n)! ~2 

= (1 - ~2w2) + (cosh(a~)) ~: + (sinh(a~)) ~. (3.22) 

Esta transformación tiene tres operadores. Apliquemos (3.22) a x y analice­
mos que papel cumple cada término en la transformación. Con este propósito 
calculemos w2• Multiplicando w por sí mismo obtenemos 
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Utilizando w y (3.23) tenemos 

(wx)l' = al' (b· x) - bi' (a· x) 

y 

(W2xt = [(a. b) (b· x) - b2 (a· x)] al'+[(a. b) (a · x) - a2 (b. x)] bi'. (3.24) 

Es importante mencionar que los 4-vectores w2x y wx son ortogonales entre 
sr'. 

Por lo tanto, se cumple que 

(3.25) 

Por otro lado, tenemos que7 

wx·x =0, (3.26) 

es decir, x también es ortogonal a wx. De manera que x y w2x definen un 
plano ortogonal a wx. De hecho, w2x es paralelo a la proyección de x sobre el 

6 Esto se puede dem051.rar como sigue: 

[(W2»V] . w¡J.f3xf3 

{[(a. b) (b. x) - b2 (a. x)] a¡J. + [(a . b) (a · x) - a2 (b· x)] tI'} 
[a¡J.(b . x)-b¡J.(a · x)] 

(a. b) (b. x)2 a2 - (a. b)2 (b . x) (a· x) 

_b2a2 (a· x) (b . x) + b2 (a. x)2 (a. b) 

+ (a . b)2 (a · x) (b. x) - b2 (a· b) (a . X)2 

_a2 (b . x)2 (a . b) + a2b2 (b. x) (a. x) 

O 

W::x" = a¡J. (b . x) - ti' (a. x) . 

Multiplicando la expresión anterior por x¡J. obtenemos 

x¡J. [a¡J. (b· x) -ti' (a. x)] 

(x. a) (b· x) - (x· b) (a . x) 
O. 
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plano de rotación. De lo anterior se sigue que w2 y w producen una proyección 
sobre el plano, longitudinal y transversal a x respectivamente. 

Hasta aquí sólo hemos considerado al' y lf' no colineales. Si ponemos la 
condición a . b = O podemos analizar con más precisión los términos que 
aparecen en (3.22). Con esta condición tenemos que 

~: x = (a . x) al' + (b . x) bP , 

~ x = -i [al' (b . x) - bP (a . x)] , 

( 1 - ~:) x = xl' - (a . x) al' + (b . x) bP 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

con al' y bP 4-vectores unitarios en la dirección de a y b respectivamente. 
De (3.27)-(3.29) se sigue que el primer término de (3.22) produce una com­
ponente de x que no es afectada por la transformación. :&ta componente 
no pertenece al plano de rotación. El segundo término de (3.22) nos da la 
proyección de x sobre el plano de rotación, a este 4-vector lo llamaremos 
proyección longitudinal de x sobre el plano de rotación, y el tercer término 
nos da un vector ortogonal a la proyección de x sobre el plano de rotación, 
a este 4-vector lo llamaremos proyección transversal de x sobre el plano de 
rotación. Las funciones de a, b y a que multiplican a (3.27) y (3.28) deter­
minan la "magnitud" de la rotación de la proyección de x sobre el plano de 
rotación. 

Si además de a . b = O, a o b es nulo, por ejemplo b, entonces ~ = O. En 
este caso de (3.18) se sigue que 

Por lo tanto, de (3.24) resulta 

(w2xt = _a2 (b· x) lf', 

es decir, el 4-vector resultante de aplicar w 2 a x tiene la dirección de b y es 
proporcional a menos la magnitud al cuadrado de a y a la proyección de x 
sobre b. 
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3.4. La exponencial de G cuando G es nilpo­
tente de orden tres 

De (3.12) vemos que cuando se cumple (3.5) y 

a~ + a~ + a~ - ¡3~ - ¡3~ - ¡3~ = O, (3.30) 

entonces 
(3.31) 

En este caso la exponencial de G se hace fácilmente , ya que (3.4) está 
truncada. Usando (3.31) en (3.4) obtenemos8 

G 1 2 
A = e = 1 + G + 2G . (3.32) 

3.5. Exponencial de G usando el isomorfismo 
entre L¡ y SO(3,C) 

En esta sección vamos a encontrar la exponencial del generador general 
del grupo L~ utilizando el isomorfismo entre L~ y SO(3,C)9,lO. 

Primero encontremos cuál es el generador general de SO(3,C). Esto lo 
podemos hacer como sigue: de acuerdo con Macfarlanell la transformación 
más general de SO(3,C), escrita como multiplicación de dos rotaciones, es 

R = RsRp = exp [íB (ñ· T)] exp [-X (ñ' . T)] , (3.33) 

donde Rp = exp [-X (ñ' . T)] corresponde a una transformación pura de 
Lorentz mientras que Rs = exp [íB (ñ. T)] corresponde a una rotación es­
pacial, ambas en L~. Los vectores ñ y ñ' son las direcciones de los ejes de 
rotación. Las matrices T están dadas por12 

(3.34) 

8Este tipo de transformación se conoce como una transformación de Lorentz intermedia 
o cilíndrica, ver Bacry (1967), p. 257. 

9EI grupo SO(3,C) es el grupo de rotaciones en tres dimensiones espaciales complejas. 
En el apéndice B se exponen algunos aspectos del isomorfismo entre L: y SO(3,C). 
IOLas fórmula explícitasde este isomofismo ha sido publicada en Macfarlane (1962). 

Nosotros vamos a utilizar esta fórmula para encontrar la exponencial del generador general 
de L: partiendo de la exponencial del generador general de SO(3,C). 

11 Macfarlane (1962), Ec. 138. 
12Th. Ec. 81. 
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con é ijk el tensor de Levi-Civita en tres dimensionesl3 . De (3.34) se sigue que 

7 ' ~ [~ 
O ~i] , T" ~ [~ O i] [0 -i 0] 
O O O , ra = i O O . 

O -z O O O O O 
(3.35) 

Si definimos 
ir = ti, (3.36) 

entonces 

[~ 
O !] , t' ~ [~ O -1] [0 1 

~] tI = O O ~ , e = ~1 O 
-1 O O 

(3.37) 

Utilizando (3.36) tenemos 

Rp = exp [iXn'lt1 + iXn,2t2 + iXn,3t3] (3.38) 

y 
Rs = exp [BnIt1 + Bn2t2 + Bn3t3

] . (3.39) 

Por lo tanto, los generadores de SO(3,C) son (3.37) e it i
. Así, el generador 

general de SO(3,C) es 

(3.40) 

con {ji = (3i + ÚJ:i. Los parámetros ai corresponden a los parámetros de las 
rotaciones hiperbólicas mientras que los parámetros (3i corresponden a los de 
rotaciones espaciales. Se encuentra que (ver apéndice C) 

C~0(3,C) = {j2CSO(3,C) 

con {j2 = - ({)~ + {j~ + {j5). De la expresión anterior se obtiene que 

y 

C2n+1 .a2nc . 
SO(3,C) = IJ SO(3,C), 

C2n .a2(n-l)c2 . 
SO(3,G) = IJ SO(3,C)' 

n = 0,1 , 2, ... 

n = 1,2,3, .. . 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

J3Las componentes de este tensor son 1 para una permutación par de los índices 1, 2 y 
3 en EJ23 , -1 para una permutación impar y cero cuando dos índices son iguales. 
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La transformación generada por G SO(3,G) es R = eGSO(3,C), escribiendo ésta 
como una serie de potencias tenemos 

00 G2n+l 00 G2n 
R = eGSO(3,C) = 1 + L SO(3,C) + L SO(3,G). 

n=O (2n + 1)! n=1 (2n)! 

Utilizando (3.42) y (3.43) obtenemos 

G2 G2 G 
R = 1 + SO(3,C) _ (8) SO(3,G) + . (8) SO(3,G) 

8 2 cos 8 2 SIn 8 

(3.44) 

(3.45) 

I 

con 8 = (19~ + 19~ + 19D"2. Escribamos G SO(3,C) y G~o(3,G) explícitamente 

(3.46) 

[
-19~ - 19; 19 1192 

~O(3,G) = 191 f)2 -f)~ - f); 
191193 192193 

(3.47) 

Utilizando (3.46) y (3.47) en (3.45) obtenemos 

R= (3.48) 

[

1+ (cos(e)-I) (.a2 + .a2) (l-cos(e)) .a .a + sio(e)19 (l-cos(e))19 19 - Sio(e)19] 
e2 V2 V3 e2 Vl'l'2 e 3 e2 1 3 . ~_, 2 

(l-cos(e))19 ·a _ sio(eLa 1 + (cos~)-I) (.a
2
2 + 192

3
) (l-cos(e))19 19 + ~19 

e2 l V 2 . ~_, V3 v e2 2 3 e 1 
(l-cos(e»19 19 + ~19 (l-cos(e))19 19 _ sin(e)f) 1 + (cos(e)-I) (192 + 192) 

é2 1 3 e 2 e2 2 3 e I e2 2 3 

Ahora utilizaremos (3.48) para encontrar la exponencial del generador 
general de Ll, Esto lo tenemos que hacer en dos pasos. Primero encon­
traremos a que transformación en SL(2,C)14 corresponde (3.48) y después a 
que transformación en Ll corresponde la transformación que obtengamos en 
SL(2,C). La fórmula que relaciona el homeomorfismo entre SL(2,C) y Ll es15 

1 + (Ji (Ji Rii 
±A= I 

[4 (1 + Tr (R))}2 

14Este grupo es el grupo de matrices unitarias complejas de 2 x 2. 
15Macfarlane (1962), Ec. 134. 

(3.49) 
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con Irj en L1, A en SL(2,C) yai las matrices de Pauli. Las matrices de Pauli 
son16 

a1=[~~] a2=[~ ~i] a3=[~ ~1]. 
Calculemos A. Desarrollando aiaj Irj y utilizando17 

a
j 
ak + ~ a j = 28jk 

y 

obtenemos 

aiaj Jrj = (Rll + R22 + ~3) 1 + ía3 (R12 _ R21) 

-ía2 (R13 _ ~1) + ia1 (R23 _ ~2) . 

Utilizando (3.48) en la expresión anterior tenemos 

aiaj Jrj = (1 + 2cos (e)) 1 + 2isin~e) (a l191 + a2192 + (3193) . 

Entonces 

(3.50) 

1 + aia
j 
Jrj = 2 (1 + cos (e)) + 2i

sinJe
) (a l191 + a2192 + ( 3193) . (3.51) 

Usando (3.48) podemos ver que 

Tr(R) = 1 + 2cos (e). 

Así 

1 + Tr(R) = 2(1 + cos (e)) . 

Por lo tanto, utilizando (3.51) y (3.52) en (3.49) obtenemos 

±A = (1 + cos (e)) 1 + ~ (ai 19i ) . 

[2 (1 + cos (e))]2 

Escribamos (3.53) como 

16Th. Ec. 19. 
17Ib. Ec. 20. 

±A = (él + ié2) 1 + (é3 + ié4) ai 19i 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 
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con 
1 . [1 + cos (9)] "2 

él + 2é2 = 2 (3.55) 

y 
. isin(9) 

é3 + 2é4 = l· 

9 [2 (1 + cos (9))]1 
(3.56) 

Haciendo un poco de álgebra se obtiene que (ver apéndice C) 

1 1 

él = 2 [cos (x) + cosh (y) + 1 + cos (x) cosh (y)]1 (3.57) 

y 
1 1 

é2 = 2 [cos (x) + cosh (y) - 1 - cos (x) cosh (y)J2 (3.58) 

con 

(3.59) 

(3.60) 

De manera análoga (ver apéndice C) 

1 1 

é3 = 2 (x2 + y2) [y (cosh (y) - cos (x) + 1 - cos (x) cosh (y))J2 (3.61) 

1 1 

- 2 (2 2) [x (cosh (y) - cos (x) - 1 + cos (x) cosh (y))J2 . 
x +y 

y 

1 1 

(2 2) [x (cosh (y) - cos (x) + 1 - cos (x) cosh (y))] 2 (3.62) 
2 x +y 

1 1 

+ 2 (x2 + y2) [y (cosh (y) - cos (x) - 1 + cos (x) cosh (y))J2 . 
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Haciendo las operaciones correspondientes tenemos que 

con 

m = él + é3f33 - é4Q 3 

n = é2 + Q3é 3 + é4f33 

P = é3Q 2 + é3f3l - é4Q l + é4f32 

q = é4Q 2 + é4f3 l + é3Q l - é 3f32 

r = é3f3 l - é3Q 2 - é4Q l - é4 f32 

S é3Q l + é3 f3 2 + é4f3l - é4Q 2 

h = él + é4Q 3 - é3f33 

W = é2 - Q3é 3 - é4f3 3 

De (3.63) se sigue que 

±A t = [ m - ~n r - is ] 
p - ~q h - iw ' 
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(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

donde Ates la matriz daga de A 18. De acuerdo con Macfarlane la transfor­
mación en L¡ que le corresponde a ±A está dada por19 

(3.66) 

Donde 
pi' = (0"0 , -O") = O"w 

Es claro que de (3.66) obtenemos la misma transformación de Lorentz si 
usamos +A o -A, así podemos utilizar +A. 

Haciendo el cálculo, se obtiene 

A o 1 = -pm - qn - hr - ws 

ISLa matriz daga de A se obtiene tomando su transpuesta y su compleja conjugada. 
19Macfarlane (1962) , Ec. 60. 
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A02 = -pn + qm - hs + wr 

A1
0 = -rm - sn - hp - wq 

A 2 ° = rn - sm + hq - wp 

1 
A3

0 = - (_m2 _ n 2 _ p2 _ q2 + r2 + s2 + h2 + w2) 
2 

A 11 = hm + wn + rp + sq 

A 12 = hn - wm - rq + sp 

A 13 = rm + sn - hp - wq 

A2
1 = -hn+wm-rq+sp 

A2
2 = hm + wn - rp - sq 

A2
3 = -rn + sm + hq - wp 

A3
1 = pm + qn - hr - ws 

A3
2 = pn - qm - hs + wr 

1 
A3

3 = "2 (m2 + n 2 - p2 - q2 - r 2 _ s2 + h2 + w2) 

Calculando los términos de (3.67), se obtiene 

A °o = ci + c~ + (c~ + d) (o? + (32) 

(3.67) 

A01 = 2 (C1c4 - c2c3) al - 2 (C1c3 + c2c4) /31 + 2 (d + c~) (a3/32 - a2(33) 

A02 = 2 (C1c4 - c2c3) a2 - 2 (C1c3 + c2c4) /32 + 2 (c~ + d) (a1/33 - a3(31) 

A03 = 2 (C1c4 - c2c3) a3 - 2 (c1c3 + c2c4) /33 + 2 (c~ + cn (a2/31 - a1(32) 

A 10 = 2 (C1C4 - c2c3) al - 2 (c1c3 + c2c4) /31 + 2 (c~ + cn (a2/33 - a3(32) 

A2
0 = 2 (C1c4 - c2c3) a2 - 2 (c1c3 + C2C4) /32 + 2 (c5 + c~) (a3/31 - a1(33) 

A3
0 = 2 (c1c4 - c2c3) a3 - 2 (c1c3 + c2c4) /33 + 2 (c5 + d) (a1/32 - a2(31) 

A\ = ci + c~ + (c5 + cn (ai - a~ - a5 + /3i - /3~ - /3D (3.68) 

A 12 = 2 (C1C4 - c2c3) /33 + 2 (C1c3 + c2c4) a3 + 2 (c~ + cn (a1 a 2 + /31(32) 
1 (2 2) . A 3 = 2 (C1C4 - C2C3) (-/32) - 2 (C1c3 + c2c4) a2 + 2 c3 + c4 (a1 a 3 + /31(33) 
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A
2

1 = 2 (Clc 4 - c2c3) (-/33) - 2 (Clc3 + C2C4) 03 + 2 (d + d) (010 2 + /31/32) 

A
2
2 = c~ + c~ + (c~ + d) (O~ - O~ - O~ + /3~ - /3~ - /3D 

A
2
3 = 2 (CIC4 - C2C3) /31 + 2 (elc3 + C2C4) 01 + 2 (c~ + c~) (020 3 + /32/33) 

A
3
1 = 2 (CI C4 - c2c3) f32 + 2 (Clc3 + C2C4) 02 + 2 (d + c¡) (01 0 3 + f31/33) 

A
3
2 = 2 (Clc4 - C2c3) (-/31) - 2 (Clc3 + C2C4) 01 + 2 (c~ + c~) (0203 + /32/33) 

A 3 2 2 (2 2) (2 2 2 /32 /32 /32) 3 = cl + c2 + c3 + c4 0 3 - 0 1 - O 2 + 3 - 1 - 2 

Tenemos que 

G~ [~' 
01 02 a,] O /33 -/32 

02 -/33 O /31 ' 

03 (:32 -/31 O 

(3.69) 

G'~ r' /31 /32 ~3] O -03 02 

/32 03 O -~1 ' 
/33 -02 01 

(3.70) 

[ a' 03/32 - 02f33 01/33 - 03/31 a,~, -a,~,] 
G2 = 02/33 - 03/32 0 2 - /32 - /32 01 0 2 + /31/32 010 3 + /31/33 1 2 3 

03/31 - 01/33 01 0 2 + /31/32 0 2 /32 /32 020 3 + /32/33 2 - 1 - 3 

01/32 - 02/31 010 3 + /31/33 020 3 + /32/33 2 /32 /32 0 3 - 1 - 2 

(3.71) 

Y 

Construyendo con (3.68) la matriz A(A)JlII y utilizando (3.68), (3.69)-(3.72) 
obtenemos 

A = (c~ + c~) 1 + 2 (CIC4 - c2c3) G (3.73) 

-2 (clc3 + c2C4) G* + (c~ + d) (G2 + G*2) . 

Utilizando (3.57), (3.58), (3.61) y (3.62) se obtiene 

2 2 cosh (y) + cos (x) 
cl + c2 = 2 ' (3.74) 
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Por lo tanto 

A = 

2 ( ) 
y sinh (y) + x sin (x) 

€1€4 - €2€3 = 2 2 ' 
x +y 

2( ) 
xsinh(y)-ysin(x) 

- €1€3 + €2€4 = 2 2 ' x +y 
2 2 1 cosh (y) - cos (x) 

€3 + €4 = -2 2 2 . x +y 

1 2 (cosh (y) + cos (x» 1 

+ 2
1 

2(ysinh(y)+xsin(x»C 
x +y 

+ 2 1 2 (xsinh(y) - ysin(x»C* 
x +y 

1 1 
+ 2 2 (cosh (y) - cos (x» -2 [C2 + C*2] . 

x +y 

Esta es la expresi6n pam la exponencial del genemdor general de L~. 
Utilizand020 

en (3.78) obtenemos 

A = 1 
2 2 [X2 cosh (y) + y2 cos (x)] 1 

x +y 

+ 2 1 2 [ysinh(y)+xsin(x)]C 
x +y 

+ 2 1 2 [xsinh (y) - y sin (x)] C* 
x +y 

1 
+ 2 2 [cosh (y) - cos (x)] C2

• 
X +y 

36 

(3.75) 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

(3.79) 

Esta es la expresión para la exponencial de C que aparece en otros trabajos21 , 
así, la expresión que obtuvimos coincide con la de otros autores, lo cual 

20 Esta expresión es equivalente a (3.9), para comprobarlo basta sustituir x2 y y2. 
21 Es oportuno mencionar que la expresión dada por J. R. Zeni y W. A. Rodríguez difiere 

de (3.79) por un signo en la función que multiplica al dual del generador. Sin embargo, el 
método que usan estos autores es correcto, además si reproduce el cálculo con el método 
que ellos dan se obtiene la expresión (3.79). Quizá la diferencia en el signo se debe a un 
error en la publicación o a un pequeño error algebraico al momento de hacer el cálculo. 
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ratifica que la fórmula dada por Macfarlane para el isomorfismo entre L¡ y 
SO(3,C) es correcta. 



Capítulo 4 

La transformación AJ-Lz; 

En este capítulo mostraremos que el tensor de energía-momento del cam­
po electromagnético es parte de la transformación finita generada por el 
tensor de campo electromagnético y estudiaremos cómo actúa ésta sobre el 
4-momento de una partícula de masa m y carga q, poniendo énfasis en el 
papel que juega el tensor de energía-momento en dicha transformación. De 
este análisis obtendremos que la densidad de energía del campo electromag­
nético, el vector de Poynting y el tensor de esfuerzos de Maxwell intervienen 
en el cambio de dirección en el espacio-tiempo del 4-momento de la partícula. 
En este estudio consideraremos que el campo electromagnético y la partícula 
están en el vado. 

4.1. La transformación finita generada por el 
tensor de campo electromagnético 

La acción del campo electromagnético sobre una partícula de masa m y 
carga q queda determinada por la fuerza de Lorentz-Min.kowski 

dpl' = <.!.F/J x· v 
ds e v . 

Utilizando pi' = mc:i;/J y omitiendo los índices, la expresión anterior la pode­
mos escribir comol 

dp q 
ds = mCl Fp. (4.1) 

1 Cuando un 4-vector lo escribamos sin índice será contravariante. También, el producto 
AI""av lo escribiremos, la mayoría de veces, sin índices, como Aa. 
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Si F no depende de s, entonces la solución de (4.1) es 

p = e;!!;:.rsFp 

con p el 4-momento cuando s = o. 

39 

(4.2) 

Si el campo electromagnético depende de s, pero la región en doilde la 
partícula permanece un tiempo finito es tal que podamos considerar el campo 
electromagnético como constante en dicha región2, entonces es válido usar 
(4.2) para analizar la evolución de la partícula. 

En la seco 2. 5 vimos que eAF es tilla transformación de Lorentz. Identi­
ficando ).. con r/!¿¡s, de (4.2) se sigue que p y p están relacionados mediante 
una transformación de Lorentz: 

4.2. 

p' =Ap (4.3) 

(4.4) 

El tensor de energía-momento es un 
operador de A 

En la seco 2. 5 vimos que el generador general G y el tensor de campo 
electromagnético tienen la misma estructura matemática, por lo que podemos 
utilizar la exponencial del generador general G encontrada en la seco 3. 5 para 
encontrar la exponencial de )"F. 

De acuerdo con la seco 2. 5 para encontrar (4.4) se debe sustituir >'F por 

2Una situación corno esta sucede cuando hay un campo de radiación y la región en 
donde la partícula permanece un tiempo finito es muy pequeña comparada con la longitud 
de onda de la radiación. 

3Denotar a la transformación eAF con la misma letra que con la que denotamos a la 
transformación que genera G (ver (3.78)) está justificado en el hecho de que >"F y G 
generan la misma transformación (ver la seco 2. 5 y la seco 4. 2) . 
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C, AB por x y Ar¡ por y en 

con 

A = 1 2 (cosh (y) + cos (x)) 1 

+ 2 1 2 (ysinh(y)+xsin(x))C 
x +y 

+ 2 1 2 (xsinh(y) - ysin(x))C* 
x +y 

1 1 + 2 2 (cosh (y) - cos (x)) -2 [C2 + C*2] 
X +y 

8 ~ [ E'; B' + { (E'; B')' + (E B)' rr 
"~ [E'; B' + { (E'; B')' + (E B)' r r 
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(4.5) 

Los campos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell en el vacío cumplen con 
la condición E . B =04 . Así pues, para campos en el vacío: 

A e>'F 

= i [cosh (Ar¡) + 1] 1 + ~ sinh (Ar¡) P (4.6) 

1 1 
+ r¡2 [cosh(y) -1]2 [p2 + p-2] , 

1 

ya que () = O Y r¡ = (El - B2p. 
En la seco 1. 4 vimos que el tensor de energía-momento del campo elec­

tromagnético se puede escribir como 

(1.43) 

4Una solución de las ecuaciones de Maxwell en el vacío para campos dependientes 
del tiempo son ondas electromagnéticas, en esta situación se cumple E· B = O, ver, por 
ejemplo, Panofsky (1962), p.187; una solución para campos independientes del tiempo es 
E i= O Y B = O ó E = O Y B i= O, ver, por ejemplo, Sommerfeld (1952), p. 37, en los 
últimos dos casos también se cumple E . B = O. . 
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Utilizando (1.43) en (4.5) 

1 1 1 
A = -2 [cosh (Ar¡) + 1] I + - sinh (Ar¡) F + 2' [cosh (Ar¡) - 1] T . (4.7) 

r¡ r¡ 

De (4.6) se puede afirmar que el tensor de energía-momento, T, es un operador 
de la transforIllación finita generada por F . Esta transformación puede ser 
hiperbólica, espacial ordinaria o cilíndrica dependiendo de que T/2 > O, 112 < O 
ó r¡2 = O respectivamente (ver la seco 4. 3). 

4.3. A es una transformación planar 

Tenemos que 
FF* = O, (4.8) 

ya que siempre se cumple FF* = (E· B) I (ver (A. 10)). En la seco 3. 2 vimos 
que cuando ee* = O, la transformación generada por e es planar. Por lo 
cual, teniendo en cuenta que e = )'F, de (4.7) se sigue que A es planar. Esta 
caracteríf;tica de l\. se ve más claramente si la escribimos como sigue. Ya que 

(1.40) 

la expresión (4.6) se puede escribir como 

A = [I - F:] I + Sinh(A1]) F + COSh;A1]) F2• (4.9) 
1] 1] 1] 

Hay tres casos: 
Caso A)TI2 > O. La expresión (4.8) no cambia y A es una rotación hiper­

bólica. 
Caso B) T¡2 < O. De (4.8) se deduce que 

A = [I F2] I sin ().() F _ cos ().() F2 
+ (2 + ( (2 (4.10) 

con ( = (82 - E2) ~, en este caso A es una rotación espacial ordinaria5• 

5Para llegar a e:;ta expresión hemos usado que r¡ = i(, cosh (i{) = cos (~) y sinh (i{) = 
isin(~) . 
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Caso C) r¡2 = O. De (4.8) resulta 

(4.11) 

en este caso A es una rotación cilíndrica. Para obtener (4.10) hemos ex­
pandido las funciones hiperbólicas que aparecen en (4.8) en serie de po­
tencias de Al1 y tomado el límite & - B 2 -+ O, despreciando las poten­
cias mayores que (Ar¡)2 . Este procedimiento es válido, ya que si escribimos 
A = e).F = I::'o ().~t y tenemos en cuenta que si & - B2 -+ O, entonces 
la serie está truncada y se reduce a (4.10) , debido a qué F 3 -+ O y por 
consiguiente pn -+ O con n > 3. 

4.4. Los operadores F y T en A 

Sustituyendo (4.6) en (4.3) 

p' = -2
1 

(cosh (Ar¡) + l]p + ~ sinh (Ar¡) Fp + 1
2 

(cosh (Ar¡) - 1] Tp. (4.12) 
r¡ r¡ 

Así, ¡I depende del papel que tienen F y T en A. 
Los 4-vectores p, Fp y Tp satisfacen (ver apéndice D) 

(Fp)p=O (4.13) 

y 
(Fp) (Tp) = O. (4.14) 

De este modo, cuando aplicamos F a p obtenemos un 4-vector ortogonal a 
p, es decir, F es un operador transversal, además Fp es ortogonal al plano 
determinado por p y Tp. 

Los operadores F y T son piezas importantes de la electrodinámica clási­
ca, ya que aparecen en las ecuaciones de Maxwell, en las leyes de conser­
vación, etc. F interviene en la fuerza de Lorentz-Minkowski. El papel de T 
como operador es el siguiente. Consideremos tres casos: & = B 2, E2 > B2 
Y E2 < B2 • 

6Cuando E·B = O, p3 = (E2 - B2) F (ver (A.lO)). En consecuencia., si E2 _B2 -> O, 
entonces F3 -> O. 
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El primer caso corresponde a un campo de radiación. Una situación has­
tante general en donde aparece un campo de radiación es en el campo electro­
magnético debido a una carga puntual acelerada, dicho campo, que resulta 
de los potenciales de Lienard-Wiechert, está constituido por un campo de 
Coulomb y por un campo de radiación7 , así pues, primero veremos algunas 
peculiaridades de la transformación finita asociada con el tensor de cam­
po electromagnético correspondiente a los potenciales de Lienard-Wiechert 
para después pasar al estudio de la transformación finita asociada sólo con 
el campo de radiación. 

4.5. La transformación A cuando F = Fc + FR 

El tensor de campo electromagnético en su forma matricial para los po­
tenciales de Lienard-Wiechert puede reducirse a la forma 

F=Fc+FR, 

donde 

[ ~ ~ ~ ~] 
~ O O O 
O O O O 

Fc = 

es el tensor que corresponde al campo de Coulomb y 

[

O El O O] 
El O B3 O 
O -B3 O O 
O O O O 

es el tensor que corresponde al campo de radiación con El = B3' 
De acuerdo con la seco 4. 3, A = eÁF es una rotación hiperbólica, ya que 

'1-,2 = E'f + ~ - B~ = ~ > O. En consecuencia 

A = ÁF = [1 _ F
2

] 1 sinh (AE2 ) F cosh (AE2 ) F 2 
e ~ + E

2 
+ E~ . 

Se puede demostrar que 

7Barut (1980), p. 169. 

(4.15) 
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donde 

y 
Ac = e>'Fc. 

Para demostrar que se cumple (4.14) se puede utilizar la identidad8 

BeA B-1 = eBAB-
1 

para dos matrices A y B de la misma dimensión y regulares. Si B = AR Y 
A = )..Fc , entonces 

y sólo basta mostrar que 

(4.16) 

para que la igualdad (4.14) quede demostrada. Veamos pues, que (4.15) en 
efecto se cumple. Tenemos que 

)..2 

AR=I+)"FR+2F~, 

ya que F~ = O (ver (4.10)). De manera análoga 

1 )..2 2 
AH = 1 - )..FR + 2FR' 

Por lo tanto 

8Wybourne (1974), p. 15. 

( 4.17) 

(4.18) 
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= EXP ()"F~) 

Por otra parte 

Multiplicando (4.18) por FR por la izquierda 

F~Fc = FRFCFR + E2F~. 
Aplicando FR por la derecha a (4.18) 

FcF~ = FRFCFR - E2Fk 

Sumando (4.19) y (4.20) obtenemos 

F~Fc + FcF~ = 2FRFCFR. 
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(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

Multiplicando (4.19) por FR por la derecha y teniendo en cuenta que F~ = O 

F~FcFR = FRFcF~. (4.23) 

Aplicando FR por la derecha a (4.22) y utilizando que F~ = O 

F~FcF~ = O. (4.24) 

Usando (4.18), (4.21), (4.22) Y (4.23) en (4.17) resulta 

AR)..FcA¡/ = )"Fc +)..2 E2FR. 

Si ).. = E;¡l, entonces 

(4.15) 

Por lo tanto, si ).. = E;¡l, entonces A es equivalente a una transformación 
de similaridad del campo de Coulomb por el campo de radiación. 
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4.6. La transformación A cuando E2 = B 2 

En este caso A es la llÚsma transformación que AR , pero omitiremos el 
subíndice R en A y F para simplificar la notación. 

Utilizando en (4.16) 

T = F2 + ~ (FavF':tV) 1 (1.41) 

Y 
FavFav = 2 (B2 - E2) 1 (1.42) 

obtenemos 
1 

A = 1 + )..F + 2)..2T. (4.25) 

Recordando que en nuestro sistema de referencia E = (E}, O, O) Y B = 
(O, O, B3) con El = B3, el tensor de campo electromagnético y el tensor de 
energía-momento son 

F= 
[

O El O O] 
El O B3 O 
O -B3 O O 
O O O O 

y 

con w = E; la densidad de energía del campo, 82 = - E; la componente y 
del vector de Poynting y Tff = - E'f una componente del tensor de esfuerzos 
de Maxwell. 

Aplicando A a p 
)..2 

p' = p+ )"Fp+ 2Tp. (4.26) 

Escribamos el bivector9 que genera a A: en general 

F~ = El (WlOtv + E2 (W20tv + E3 (W30Y'v (2.29) 
+ Bl (W32Y'v + B2 (Wl3)l'v + B3 (W2lY'v . 

gEn la seco 2. 2 se da la definición de un bivector. 
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Como en este caso sólo hay componente x del campo eléctrico y componente 
z del campo magnético (2.29) se reduce a 

F~ = El (WlOY'v + B3 (W2lY'v' 

recordando que 

resulta 

con 

y 

(WlOY'v = efeo,v - el,Ve~ , 

(W2lY'v = ~el,v - e2,vef, 

F~ = El (efeo,v - el ,V~) + B3 (e~el ,v - e2,vei) 
= El [ef (eo,v - e2,v) - el,v (e~ - e~)J 

W~ 

kIJ == E¡(e~ - e~). 

(2.20) 

(2.25) 

Como ef y kIJ son ortogonales y klJ es nulolO , entonces el discriminante .ó. = 
(el' k) - (efel,IJ) (kIJkIJ ) es cero, esto ratifica que A es una transformación 
cilíndrica 11 . 

4.6.1. Invariancia de la norma de p bajo A 

Se puede demostrar que rJ2 = p2 de la siguiente manera: haciendo el 
producto interno de p' consigo mismo 

lOkl'kl' = E'f (e(i -~) (ea,1' - e2,1') = E'f (e(iea,1' + e~e2,1') = Er (1- 1) = O. 
11 En la seco 2. 2 se clasificó a las transformaciones plan ares en: transformaciones hiper­

bólicas, espaciales ordinarias o cilíndricas dependiendo de que el discriminante de los 4-
vectores que forman el bivector que genera la transformación sea mayor que cero, menor 
que cero o igual a cero, respectivamente. 
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Usando (4.12) Y (4.13) en la expresión anterior 

pf2 = p2 +)..2 [(Tp) p + (Fp)2] + ~4 (Tp)2 . (4.27) 

(Tp)p + (Fp)2 = 0, (4.28) 
(E2 8 2) 

ya que en todo caso se cumple (Tp)p + (Fp)2 = - ;~ (ver (D.1)). 
También 

(Tp)2 = 0, (4.29) 

ya que siempre se satisface (Tp)2 = [( E2;
82r + (E. B)2] p2 (ver (D.2)). 

Utilizando (4.27) y (4.28) en (4.26) 

pf2 = p2. 

4.6.2. El 4-vector Tp es nulo 

El tercer témúno del lado derecho de (4.25) es un 4-vector nulo. Esto se 
puede ver de dos maneras: 

1) De (4.28) se sigue que Tp es nulo, ya que Tp -=1- (0,0,0, 0). 
2) Proyectando a p sobre k y utilizando 

(4.30) 

obtenemos 

(4.31) 

Multiplicando (4.30) por el negativo de la norma al cuadrado de e~ y por kJ.l. 

Recordando que w = El, S2 = - El y T'fi = - El resulta 
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Por otro lado, aplicando T a p 

Tp~ ~ [~:i~:l (4.32) 

El lado derecho de las últimas dos expresiones es igual, por lo cual, Tp es un 
4-vector nulo, ya que k/-l lo es. También, Tp es proporcional a la proyección de 
p sobre k/-l y al negativo de la norma al cuadrado de e~ . El plano determinado 
por et y kJ.I es un plano cilíndrico12 ya que contiene sólo una dirección nula, 
la dirección de kJ.I, así Tp está sobre el plano de rotación y tiene la dirección 
de la única dirección nula que contiene dicho plano. 

De (4.31) vemos que Tp es un 4-vector cuya única componente espacial 
distinta de cero es la componente y. Las peculiaridades de este 4-vector son 
una consecuencia de la forma de T, es decir, T proyecta a p en la intersección 
del cono de luz con el plano cty debido a que la densidad de energía, el vector 
de Poynting y el único elemento del tensor de esfuerzos de Maxwell distinto 
de cero tienen la misma magnitud y a que sólo hay flujo de momento, descrito 
por 82 , en la dirección menos y. Esto muestra que la propiedad que tiene T 
de proyectar un 4-vector sobre el cono de luz no tiene que ver con el4-vector 
que se considere sino con las características del campo. Por lo cual, debido 
a estas características una parte del 4-momento ¡I es un 4-vector nulo, que 
puede interpretarse como la absorción o la generación de un 4-vector luz al 
actuar el campo A sobre p. 

4.6.3. Análisis del cambio del 4-momento, p, por com­
ponentes 

De (4.25), (4.29) Y recordando que & = "{m2, p = "{mv y).. = sq/m2 se 
deduce que la componente cero de ¡I es 

,s s sq2 
& =E+~"{(qE.v)+~"{2mc(w-S.v). (4.33) 

De esta expresión vemos que E' es la suma de la energía inicial de la partícula, 
del trabajo que hace el campo sobre la carga en un tiempo ~"{, dicho trabajo 

12En la seco 2. 1 se clasificó a los planos del espacio-tiempo de acuerdo al número de 
direcciones nulas que contienen. Teniendo en cuenta esta clasificación, el plano determinado 
por ef y kl' es un plano cilíndrico. 
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~ende de la orientación entre E y v , y de la energía por unidad de tiempo13 

;mc (w - S . v) multiplicada por el tiempo ~'Y, la cual depende de w y de la 
orientación entre S y v. El término (w - S . v) tiene un valor máximo cuando 
S y v son antiparalelos y un valor mínimo cuando son paralelos. 

Es interesante ver que si tenemos en cuenta que S representa un flujo de 
energía y que v define en cada punto una superficie bidimensional a la cual es 
ortogonal, la igualdad (4.32) la podemos interpretar de la siguiente manera: 
si consideramos una vecindad pequeña en el espacio-tiempo alrededor de la 
posición de la partícula, entonces la energía contenida en esa vecindad, e', 
después de que ha pasado un tiempo ~'Y a partir de que el campo empezó a 
actuar sobre la partícula está constituida por la energía inicial de la partícula, 
e, el trabajo que el campo ha realizado sobre la partícula, ~'Y (qE · v) , el cual 

está dentro de la vecindad ya que la partícula lo está, de la energía, ~ 'Y~w, 
que es proporcional a la energía del campo contenida en la vecindad y de 
la energía, - ~'Y~S . v , que ha fluido a través de la superficie cuya normal 
tiene la dirección de v. De acuerdo con esta interpretación la igualdad (4.32) 
expresa la conservación local de energía en el sentido que dicha conservación 
es en una vecindad pequeña del espacio-tiempo. 

Utilizando (4.32) , el (',ambio de energía de la partícula, tl.e=e' - e, divi­
dido por el tiempo, !!. 'Y , es14 

e 

tl.e/ (~'Y) = (qE· v) + sq2 (w - S· v) . 
e 2mc 

De esta expresión se sigue que cuando ~'Y --+ O el cambio de energía en 
el tiempo ~ 'Y se reduce a (qE· v) , que es la componente cero de la fuerza 
de Lorentz-Minkowski, en consecuencia para que w y S intervengan en la 

13Las unidades de ~ (w - S . v) son: 

[;: (w - S . V)] 

[
e sq2 (w _ s. V)] = longitud (longitud) (carga)2 (fuerza)2 
2~ tiempo (fuerza) (longitud) (carga)2 

lur:gitud fuerza = e~rgía . 
tlempo tlempo 

14 AE / (~I) se puede interpretar como un cambio promedio en la energía durante el 
t iempo ~I' 
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modificación de la energía de la partícula es necesario que el campo actúe 
sobre la partícula un tiempo finito. 

Si la partícula inicialmente sólo tiene 3-velocidad en el plano yz, es decir, 
E . v =0, entonces 

tJ.C/ (l!."() = sq2 (w - S. v). 
e 2mc 

En este caso tJ.c / (~"() depende esencialmente de cómo actúa T sobre p. 
Si la partícula inicialmente está en reposo en el laboratorio, es decir, 

v = 0, entonces 

tJ.C / (l!."() = sq2 w. 
e 2mc 

De esta expresión se sigue que si la intensidad del campo es mayor éste 
transmite más energía a la partícula, confirmando lo evidente. 

Por otro lado, si la energía de la partícula cambia, entonces la energía del 
campo también debe cambiar, veamos cómo sucede esto. Por conseI'V'ación 
de energía, la energía que gana la partícula debe ser igual a la que pierde el 
campo 

tJ.C = -tJ.ce 

con Ce la energía del campo (ver (1.21». En consecuencia 

Por otro lado 

I S S s~ 
C = Ce - -"( (qE· v) + -"(- (w - S· v). 

e e e 2mc 

Ce = J wdV. 
v 

Utilizando (1.21) en (4.33) 

J WfinaldV = 
v 

J WinicialdV - ~"( (qE . v) 
v 

S sq2 
--,,(-(w-S·v) . 

e 2mc 

(4.34) 

(1.21) 

(4.35) 

La densidad W que aparece en el tercer término del lado derecho de (4.34), al 
igual que E y S, está evaluada en donde está definido]l' , es decir, en el plano 
tangente a la curva descrita por la partícula. Así, w es un valor particular 
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de WiniciaJ, ya que Winicial, de la misma manera que Wfinal, tiene un valor en 
cada punto del espacio. Por lo tanto, el cambio de la energía del campo en 
todo el espacio se debe a efectos locales sobre la trayectoria de la partícula. 

De (4.25), (4.29) y recordando que E = "Ime? y ).. = sq/m¿' se deduce 
que el cambio en las componentes espaciales de p es 

( 4.36) 

(4.37) 

( 4.38) 

El cambio en pI es la fuerza de Lorentz en la dirección x multiplicada por el 
tiempo ~"I. Aquí no interviene T debido a que SI = O Y TlJ = E~ - B~ = O. 
El cambio en p2 es la fuerza de Lorentz en la dirección y multiplicada por 

el tiempo ~"I más la fuerzaI5 .;.::; (S2 + TlJ~) multiplicada por el tiempo 

~"I, esta última depende del vector de Poynting, de TlJ = ~ ( - E~ - B~) y de 
la velocidad v. Mientras que en p3 no hay cambio debido a que la fuerza de 
Lorentz en esa dirección es cero y a que Tli = B~ - E; = O. 

Es interesante notar que si tenemos en cuenta que Tij representa en el es­
pacio ordinario un fiujo de momento en la dirección i a través de una superficie 
cuya normal tiene la dirección j y que v define en cada punto una superficie 
bidimensional a la cual es ortogonal las igualdades (4.35), (4.36) Y (4.37) las 
podemos interpretar de la siguiente manera: si consideramos una vecindad 
pequeña en el espacio-tiempo alrededor de la posición de la partícula, en­
tonces el 3-momento, p', de la partícula después de que el campo ha actuado 

ISLas unidades de ~ (8 + T22 JC ) son' 2mc2 2 M e . 

lungítud (carga) 2 (fuerza)2 

masa (longitUd)2 (carga)2 
hempo 

(tíempo) 2 
2 

(1 . d) (fuerza) masa ungttu 
1 2 

-- (fuerza) = fuerza 
fuerza 
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sobre ésta un tiempo ~1' está formado por el 3-momento inicial de la partícu­
la, p, el 3-momento que el campo le transmite mediante la fuerza de Lorentz, 

~1' (q (El + B2~)' -qB3~'0), el 3-momento, ~1' (O, ~1'2t282'0), que es 
proporcional al 3-momento contenido en la vecindad y por el 3-momento, 

~1'(0,~'Y2t2Tll~,0) que ha fluido a traves de la superficie cuya normal 
tiene la dirección de v. De acuerdo con esta interpretación las igualdades 
(4.35), (4.36) Y (4.37) expresan la conservación local de 3-momento en el 
sentido de que dicha conservación es en una vecindad pequeña del espacio­
tiempo. 

Utilizando (4.35), (4.36) Y (4.37) resulta que las componentes del cambio 
de 3-momento de la partícula divididas por el tiempo, ~1', sonl6 

~pl / (~1') = q ( El + B2 v;) , 
Llp2/ (~'Y) = - (q B3 v:) + 2~:2 (82 + Tij v;) , 

~p3 / (~1') = O. 

De la misma manera que en el caso de la energía, si ~1' --+ O, entonces 
el cambio del 3-momento en el tiempo ~1' es la componente espacial de la 
fuerza de Lorentz-Minkowski, por lo cual para que intervengan 82 y TJJ en 
la modificación del 3-momento es necesario que el campo actúe un tiempo 
finito sobre la partícula. 

Si la partícula inicialmente sólo tiene 3-velocidad en el plano yz, es decir, 
E· v =0, entonces Llpl/ (~'Y) Y ~p2 / (~1') son los mismos que antes mientras 
que 

Llp2/ (~1') = 2~~ (82 + Tij v;) . 
En este caso Llp2/ (~'Y) depende esencialmente de cómo actúa T sobre p. 

Si la 3-velocidad de la partícula inicialmente no tiene componentes en el 
plano xy, es decir, E· v =0 y S· v = O, entonces 

16~ puede interpretarse como un cambio promedio en el3-momento durante el tiempo t ~..,.) 
~I· 
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En este caso el cambio del 3-momento tiene la dirección del vector de 
Poynting. Por lo tanto, la modificación del 3-momento de una partícula 
que inicialmente se mueva en la dirección z tiene la dirección del vector de 
Poynting. Recordando que 82 = - Er de la expresión anterior se sigue que 

2 

b.p
2

/ (~'Y) = - 2:c2 Ei· (4.39) 

Así, el cambio del3-momento de la partícula en la dirección de la propagación 
de la onda electromagnética es proporcional a la densidad de energía del 
campo electromagnético en el punto en donde está situada dicha partícula. 
Un resultado similar se obtuvó en las seco 1. 3. 2 Y 1. 3. 3 cuando se calculó 
el momento transferido por una onda electromagnética a un elemento de 
superficie de una pared. Sin embargo, en (4.38) aparece la carga y la masa 
que son propiedades intrínsecas de la partícula. 

4.7. La transformación A cuando E2 > B 2 

Aplicando (4.8) a p 

'_ [I- P2] sinh()"ry)p cosh()..ry)p2 
p - 2 P + p+ 2 p. 

r¡ r¡ ry 
( 4.40) 

Ya hemos dicho que A es una transformación planar y de acuerdo con la 
exposición hecha en la seco 3. 3 del papel de los operadores que intervienen 
en una transformación planar: la componente de p ortogonal al plano de 
rotación, la cual no es modificada bajo la transformación y que denotaremos 
como Pl. es 

(4.41) 

la proyección transversal de p sobre el plano de rotación, que llamaremos 
PTra, es 

1 
PTra == -Pp; 

ry 
( 4.42) 

mientras que la proyección longitudinal de p sobre el plano de rotación, que 
denotaremos como PII, es 

_ 1 2 
PII = 2 P p. 

ry 
(4.43) 
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El plano de rotación e$tá determinado por (4.41) y (4.42). Por otro lado, de 

(1.40) 

se tiene que 

(4.44) 

De (4.40) Y (4.41) se sigue que 

( 4.45) 

Utilizando (4.42) Y (4.44) 

Tp 

(4.46) 

Por lo tanto, Tp es un 4-vector que resulta de hacer una reflexión de 1] con 
respecto al plano de rotación y multiplicar al 4-vector reflejado por T. En 
particular si Pl. = 0, entonces 

rl 
Tp= -p. 

2 

De (4.11), (4.41) Y (4.45) se obtiene 

¡/ -p = 
1 2 [cosh (A77) - 1) p 

+ sinh (A77) PTra 
1 +2 (cosh (A77) - 1) (PII - Pl.) . 

( 4.47) 

Por lo tanto, el cambio en la componente ortogonal al plano de rotación 
producido por T se cancela con el cambio debido a p y sólo queda 

p' - p = [COSh(A77) -1)PII + sinh (A77)PTra. (4.48) 

Así, la dirección de ó.p = p' - p es una combinación lineal de PII y PTra. El 
4-vector PTra es esencialmente la fuerza de Lorentz-Min.kowski. Exploremos 
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las características de PII. El cuadrado de F es (ver (A. 3)) 

F 2 = [f Ef - ~~1_ B~;Y ;y 1 (4.49) 
S2 TlJ ~ - Bf - B~ Tll . 
~ ~ ~ ~-~-~ 

El cuadrado de F" es (ver (A. 4) 

[

B2 -SI -S2 -S3 1 
r2 _ SI Bf - Ei - ~ TlJ TJ1 

- S2 Tll Bi - Ef - ~ Tll . 
~ ~ ~ m-Ef-~ 

(4.50) 

De (4.48) y (4.49) vemos que F2 y F,,2 tienen los mismos elementos fuera de 
la diagonal. Teniendo en cuenta esto y que 

(1.43) 

se sigue que los elementos de la diagonal de T están formados por dos partes 
distintas: una que proviene de F2 y otra de F"2. Por supuesto, también los 
elementos de T fuera de la diagonal provienen de F2 y de F"2, sin embargo, 
como dichos elementos en ambos operadores son iguales no tiene sentido hacer 
una distinción cuando forman los elementos de T. Los elementos diagonales 
de T son: p, TIl, Trt Y Tll (ver la seco 1. 3. 1), los cuales podemos escribir 
como 

1 1 
P = "2 (E2 + B2) = "2 (PE + PB), 

T ll - ~ [(E2 _ B2 _ B2) + (B2 E2 _ E2)] - ~ [T ll + T ll ] M-2 1 2 3 1- 2 3 -2 F P' 

T22 - ~ [(E2 _ B2 _ B2) + (B2 _ E2 _ E2)] - ~ [T22 + T22 ] M-2 2 1 3 2 1 3 -2 F P' 

33 1 [( 2 2 2) (2 2 2)] 1 [33 33] TM ="2 E3 - Bl - B2 + B3 - El - E2 ="2 TF +Tp . 

(4.51) 

(4.52) 

(4.53) 

( 4.54) 

Aquí, hemos dividido a los elementos diagonales de T en la parte que proviene 
de F2 y en la que proviene de F,,2. Utilizando (4.50)-(4.53) Y (4.42) resulta 

(4.55) 
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Por lo tanto, de (4.47) Y (4.54) se sigue que una parte del cambio de la energía, 
el debido a Pn y por consiguiente relacionado con T , depende de la densidad 
de energía correspondiente al campo eléctrico, PE' y de la orientación entre 
S y v. Cuando S y v tienen la misma dirección dicho cambio es menor que 
cuando tienen direcciones contrarias. Si S y v son ortogonales, el vector de 
Poynting no interviene en la modificación. La modificación en el 3-momento 
debido a Pn depende del vector de Poynting, de los elementos fuera de la 
diagonal del tensor de esfuerzos de Maxwell, de una parte de los elementos 
diagonales del tensor de esfuerzos de Maxwell, aquella que viene de F2

, Y de la 
3-velocidad de la partícula. En partícular si v = O, entonces la modificación 
del 3-momento tiene la dirección del vector de Poynting; si además este 3-
vector es cero, sólo hay modificación de la energía. 

4.1.1. La transformación A cuando B = O 

De (4.11) se deduce que 

1 1 1 
A = 2 [cosh (>'E) + 1] 1 + E sinh (>'E) F + E2 [cosh (>'E) - 1] T , 

ya que r¡ = E. 
Es ilustrativo escribir el bivector17 que genera a A: en general 

F~ = El (WlOt" + E2 (W20t" + E3 (W30t" 
+Bl (W32t" + B2 (W13t" + B3 (W21t,,· 

Como en este caso sólo hay campo eléctrico (2.29) se reduce a 

recordando que 

resulta 

(WlOt" = eieo,v - el,,,e~ 

(W20t" = e~eo." - e2,ve~ 

(W30t" = e~eo,,, - e3 ."e~ 

F~ = é'eo,,, - e,,~ 

¡7En la seco 2. 2 se da la definición de un bivector. 

(2.29) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 



CAPiTULO 4. LA TRANSFORMACIÓN NJv = EXP (>'F~) 58 

con el' == El e'; + E2e~ + E3e~. Por lo cual, P es un bivector determinado 
por el' y tfo. Por lo tanto, cuando sólo hay campo eléctrico el 4-momento 
de la partícula es rotado, mediante una rotación hiperbólica, en el plano 
determinado por el' y e~. 

Si escogemos nuestro sistema de referencia de manera que E = (El, O, O), 
la transformación 

1 1 . 1 
A = -2 [cosh (>'EI ) + 1] I + - smh (>'EI ) P + E2 [cosh (>'EI ) - 1] T 

El 1 

es una rotación en el plano ctx. De aquí se sigue que sólo se modificarán la 
energía y la componente uno de13-momento de la partícula. Las componentes 
dos y tres de13-momento permanecen sin cambio. 

4.8. La transformación A cuando B2 > E2 

Aplicando (4.9) a p 

I _ [I P2
] sin (>'() F cos (>'() p2 

P - + (2 P + ( P - ( p. (4.56) 

Teniendo en cuenta que A es una transformación planar y la exposición hecha 
en la seco 3. 3 del papel de los operadores que intervienen en una transfor­
mación planar: la componente de p ortogonal al plano de rotación, la cual 
queda invariante bajo A y que denotaremos como P.l es 

P.l == [I + ~:] p; (4.57) 

la proyección transversal de p sobre el plano de rotación, que llamaremos 

1 
PTra == (Fp; (4.58) 

mientras que la proyección longitudinal de p sobre el plano de rotación, que 
denotaremos como PI!, es 

(4.59) 

El plano de rotación está determinado por (4.57) y (4.58) . . Por otro lado, de 

(1.40) 



CAPÍTULo 4. LA TRANSFORMACI6N AlJ" = EXP (>-'F~) 59 

y de TI = i( se tiene que 
p2 F*2 

1 + (2 = (2. (4.60) 

De (4.56) y (4.59) se signe que 

(4.61) 

De (4.58) Y (4.60) 

Tp 

(4.62) 

Por lo tanto, Tp es un 4-vector que resulta al hacer una inversión en la 
componente de p paralela al plano de rotación y multiplicar al 4-vector que 
resulte de dicha inversión por ~. 

De (4.11), (4.57) Y (4.61) se obtiene 

1 
p'-p = 2[cos(>-'()-1]p 

+ sin (>-'()PT 
1 -2 [cos (>-'() - 1] (P.L - PU) . 

Por lo tanto, el cambio en la componente ortogonal al plano de rotación 
producida por T se cancela con el cambio debido a p y sólo queda 

¡I - p = [cos (>-'() - 1] PII + sin (>-'() PTra· (4.63) 

Así, la dirección de /).p = ¡I - p es una combinación lineal de PII y PTra. El 4-
vector PTra es esencialmente la fuerza de Lorentz-Minkowski. Exploremos las 
características de PU . La discusión sobre como están formados los elementos 
de T dada en la seco 4. 7 también es válida en este caso. Por lo cual, de (4.48), 
(4.50)-(4.53) Y (4.58) se sigue que 

(4.64) 
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De (4.62) Y (4.63) vemos que el cambio en la energía, debido a PI! y por 
consiguiente relacionado con T , depende la densidad de energía correspondi­
ente al campo eléctrico y de la orientación entre el vector de Poynting y v. 
Mientras que la modificación del3-momento debida a PI! depende del vector 
de Poynting, de los elementos del tensor de esfuerzos fuera de la diagonal, 
de una parte de los elementos diagonales del tensor de esfuerzos de Maxwell, 
aquellos que provienen de F 2, así como de la velocidad. En particular si 
v = 0 , entonces la modificación en el3-momento tiene la dirección del vector 
de Poynting. 

4.8.1. La transformaci6n A cuando E = O 

De (4.11) se obtiene 

A = ~ [cos (AB) + 1] I + ~ sin (AB) F - ~2 [cos (AB) - 1] T . 

ya que r¡=iB. Ya que A es una transformación espacial ordinaria, cuando 
sólo hay campo magnético el4-momento de la partícula sólo es rotado espa­
cialmente y por consiguiente su componente temporal permanece sin cambio. 
Esto muestra el hecho conocido de que el campo magnético no realiza tra­
bajo. Así, el hecho de que el campo magnético no realice trabajo podemos 
verlo como una consecuencia de que las transformaciones asociadas con éste 
son rotaciones espaciales. 

Si escogemos nuestro sistema de referencia de manera que B = (B1 , 0, O) , 
la transformación 

1 1 1 
A = - (cos (ABl) + 1] I + -B sin (ABt) F - B2 [cos (AB l ) - 1] T . 

2 1 1 

es una rotación en el plano yz. Por consiguiente, sólo se modificarán las 
componentes y y z del3-momento de la partícula; la energía y el3-momento 
en x no c.ambian. 

4.9. 4-vectores asociados con el campo elec­
tromagnético 

Cuando hicimos los cálculos para demostrar (D.2) encontramos que 
r.é.! 2 2 

2 (rY -B ) 2 
W - S . S = 2 + (E . B) (4.65) 
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S~ _ (T ll )2 _ (T12 )2 _ (T13)2 = _ (E'l; B2) 2 _ (E. B)2 

S~ _ (T21 )2 _ (T22 )2 _ (T23 )2 = _ (E'l ; B2) 2 _ (E. B)2 

~ _ (T31)2 _ (T32)2 _ (T33 )2 = _ (E'l ; B2) 2 _ (E. B)2 

-wS¡ - S¡TJJ - s2Tll- S3Ttl = O 

-WS2 - SITlJ - S2TJf - S3TJ] = O 

-WS3 - SlTJJ - S2TJj - S3TJj = O 

S S T llT12 T21T22 T 31T 32 - O ¡2-MM-M -MM-

S S T llT13 'T'"l1T23 T 31T 33 - O 1 3 - M M - 1M - M M-

S S - T 12T 13 T 22T 23 T 32T 33 - O 23 MM-M -MM-
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(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

( 4.69) 

(4.70) 

(4.71) 

(4.72) 

(4.73) 

(4.74) 

Por otra parte, si se hace el producto interno de T~con los 4-vectores base 
e(í = (1, O, O, O) , e~ = (0,1, O, O), e2" = (O , 0, 1, O), e3 = (O, O, 0, 1) se obtiene 

T~e(í = SI' = (w , S), (4.75) 

T I' eV - pI' - (-SI Tll T 12 T 13 ) (4.76) v 1 - 1 - 'M' M , M , 

T~e2 = Pf = (-S2 ,Tll ,TlJ ,TJj) , (4.77) 

Tl'vea = PI: = (-S3,Ttl,TJ],TJj). (4.78) 

Así pues, resulta que las normas al cuadrado de estos cuatro 4-vectores son 
precisamente (4.64)-(4.67) mientras que los productos internos entre ellos 
son (4.68)-(4.73) . Consecuentemente la igualdad (D.2) se cumple debido a 
las características de (4.74)-(4.77). 

Los 4-vectores (4.68)-(4.73) no parecen tener algún significado físico in­
mediato, sin embargo, a SI' se le puede dar una interpretación física intere­
sante: para una onda plana electromagnética, el3-vector S tiene la dirección 
de la propagación de la onda, y si tenemos en cuenta que dicha propagación 
tiene la rapidez de la luz y que SI' tiene la misma estructura "matemática" 
que la densidad de corriente 

JI' = (p,j), (1.6) 

entonces, al menos para este caso, SI' se puede interpretar como una corriente 
de energía del campo electromagnético en el espacio-tiempo. 



Capítulo 5 

Conclusiones 

Las expresiones para eAF"_ , de la forma: 

cuando E . B = O Y gl = B 2 Y 

AF" 1 1 . 1 
e v = 2 [cosh (-\17) + 1]8~ + ry sinh ('\17) F~ + 172 [cosh ('\17) - 1] Tl'v 

cuando E . B = O Y gl :f; B2 , donde 17 = (E2 - B2)! , muestran que el tensor 
de energía-momento del campo electromagnético, T~ , es un operador de la 
transformación finita, Al'v = eAF"_ • 

El cambio de dirección en el espacio-tiempo, en un tiempo finito, del 4-
momento, JI' = (~ , p), de una partícula de masa m y carga q debido a un 
campo de radiación, es 

Por lo que, la fuerza de Lorentz-Minkowski, F~pv, y por T~pv tienen un papel 
esencial en dicho cambio. Para llegar a esta conclusión hemos supuesto que 
la longitud de onda de la radiación es muy grande comparada con la región 
en donde la partícula se mueve. Así, el campo puede considerarse constante 
en dicha región. 
T~~ es un 4-vector luz. Este hecho es una consecuencia de que para un 

campo de radiación en el vacío: E . B = O Y E2 = B2. En virtud de que 

62 
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T~p" es un 4-vector luz que resulta de la acción de N'v sobre ¡f', se puede 
interpretar como un 4-vector luz generado o absorbido debido a la acción 
de N'v sobre ¡f'. El concepto de generar o absorber un 4-vector no causa 
confusión si entendemos ésto, simplemente, como la acción de un operador 
sobre un 4-vector que tiene como resultado otro 4-vector (el4-vector generado 
o absorbido). 

La transferencia de 4-momento del campo a la partícula, vista por com-
ponentes, es: 

S S sq2 
t::.E = -"/ (qE· v) + -"/- (w - S· v) 

e e 2mc 
para la componente temporal y 

t::.p = ~,,/q (E + ~ x B) + ~"/ 2:~ (S + r~ ~) 
para la parte espacial. Así, el cambio de dirección de ¡f' no sólo depende de 
los elementos de la fuerza de Lorentz-Minkowski, qE· v y q (E + ~ x B), y 
del tiempo ~"/ durante el cual el campo actúa sobre la partícula, sino también 

de ~ (w - S . v), que se puede interpretar como una energía por unidad de 

tiempo que el campo transmite a la partícula, y de 2~:2 (S + r~~) , que se 

puede interpretar como un 3-momento por unidad de tiempo que el campo 
transmite a la partícula; esta energía y este 3-momento transmitidos por 
unidad de tiempo están asociados con la acción de T~ sobre pI'. El hecho de 
que la densidad de energía del campo, el vector de Poynting y el tensor de 
esfuerzos de Maxwell intervengan en la modificación de la dirección del 4-
momento de la partícula es interesante, ya que usualmente dicha modificación 
sólo se asocia con las componentes de la fuerza de Lorentz-Minkowski. 

Siempre que E . B = 0, la transformación N'v asociada con el campo 
electromagnético es una rotación planar. En el caso de un campo de radiación 
dicha rotación tiene lugar en un plano tangente al cono de luz. Este plano 
está determinado por un 4-vector luz con componente espacial en la dirección 
del vector de Poynting y por un 4-vector espacial con componente temporal 
igual a cero y con componente espacial en la dirección del campo eléctrico. 

Así, pues, se concluye que T~, al igual que F~, como operador de N'v 
tiene el papel de proyectar en una dirección del espacio-tiempo en donde 
hay cambio del 4-momento pI'. Dicha dirección depende de las características 
del campo electromagnético en cuestión, de pi' y de funciones cuadráticas del 
campo electromagnético, como la densidad de energía del campo, el vector de 
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Poynting y el tensor de esfuerzos de Maxwell. En particular, para un campo 
de radiación Tllv proyeda a pi' sobre el cono de luz y consecuentemente una 
parte del cambio de pi' es un 4-vector luz. La parte espacial de dicho 4-vector 
es paralela al vector de Poynting. 

Tomando como base la expresión para Allv dada en este trabajo, Eq. 
(4.6), Y teniendo en cuenta que Allv es una transformación de Lorentz y 
que mediante una tranformación de Lorentz es posible relacionar cantidades 
vectoriales que representan entidades físicas, en dos sistemas de referencia 
inerciales, se podría explorar la relación de dichas entidades físicas con las 
funciones del campo electromagnético que aparecen en Allv. Por ejemplo, 
si no hay campo magnético en nuestro sistema de referencia (sistema del 
laboratorio) , K, y el ('.ampo eléctrico sólo tiene componente en x, entonces 
Allv es tilla rotación hiperbólica (boost) en el plano ctx. Por otro lado, es posi­
ble encontrar un sistema de referencia inercial, K', que se mueva con respecto 
a K con cierta velocidad de manera que la transformación de Lorentz que 
relaciona ambos sistemas inerciales sea precisamente AIlV' Por supuesto, esta 
velocidad dependería del campo electromagnético en K. Bajo estas condi­
ciones, la energía y consecuentemente la masa de una partícula cargada en 
K' dependería del campo electromagnético en K, sin embargo, para un ob­
servador en K' dicha masa sería simplemente la masa de la partícula y no le 
importaría si hay un campo electromagnético en otro sistema de referencia 
que tiene influencia sobre dicha masa. Así, con este planteamiento se podría 
explorar la dependencia de la masa de una partícula cargada en un sistema 
de referencia inercial con respecto al campo electromagnético en otro sistema 
de referencia inercial. 

Tomando como base este trabajo se puede estudiar la transformación 
e)..W'~ donde Hllv es un tensor con las mismas características matemáticas 
que F~, pero construido con el vector de desplazamiento, D , y con el campo 
magnético, H , en lugar de E y B. La expresión para esta transformación 
se puede obtener a partir de la expresión para Allv, basta sustituir E por D 
y B por H. Se puede suponer que la transformación e)..W'~ está relacionada 
con la acción del campo electromagnético en medios materiales homogéneos 
e isotrópicos sobre partículas con masa y carga, de manera análoga a Allv 
para el vacío, y explorar como intervienen las potencias de Hllv en dicha 
acción. Un aspecto interesante de este planteamiento es que en la expresión 
para e)"H"~ aparece un término cuadrático que juega el papel del tensor de 
energía-momento, T~, en Allv, por lo que se puede estudiar que relación tiene 
este término cuadrático con las expresiones que se han propuesto para · el 
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tensor de energía-momento para medios materiales. En este análisis se tiene 
que considerar que en un medio material homogéneo e isotrópico la velocidad 
de propagación de la luz es u = ~ con n el índice de refracción del medio el 
cual se supone independiente de la frecuencia. 

También, teniendo en cuenta que p/IJ = mc~ = AIJ"p" se puede estudiar 
la trayectoria de una partícula en un campo, basta integrar con respecto a 8. 



Apéndice A 

Identidades donde intervienen 
F y F* 

Utilizando (1.8) obtenemos 
F2 = 

[ 

E2 - (E2B3 - E3B2 ) - (E3 B l - ElB3) 
E2 B3 - E3 B2 E'f - B~ - B~ ElBl + E2B 2 

E3 Bl - ElB3 ElBl + E2B2 E~ - Br - B~ 
ElB2 - E2Bl ElBl + E3B3 E2B2 + E3B3 

De manera análoga de (1.39) resulta que 

- (E2 B3 - E3B2 ) 

Br - E~ - Ej 
ElBl + E2B2 
ElBl + E3B3 

- (E3Bl - ElB3) 
ElBl +E2B2 
B~ - Er - Ej 
E2B2 +E3B 3 

Usando (1.19) Y (1.20) en (A.1) y (A.2) 

-SI 
Er - B~ - Bj 

T 2l 
M 

TlJ 
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(A.3) 
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[

B2 -SI -S2 -S3 1 
r2 _ SI B? - E~ - E~ TJJ TJJ · 

- S '7'21 B2 E2 E2 T23 . 2 .lit 2- 1- 3 M 
S T 3l T32 B2 _ E2 ~ 

3 M M 3 1- 2 

De (A.3) y (A.4) se sigue que 

r 2 = p 2 _ (E2 _ B2) l. 

Tenemos que 
D pJW - -pI' P" 
rl'lI - 11 1" 

P~P"¡. = p~polJ + p~ p~ + p~p21' + p~p31J 
P~pOl + p20P02 + p30p03 + pOlP~ 
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(A.4) 

(1.40) 

(A.5) 

+p2lP12 + p3l
P13 + p02 p20 + p12P2l (A.6) 

+P32P~ + p03 P30 + p13P3l + p23 P32. 

Utilizando (1.8) en (A.6) 

p~plll' = 2 (E2 - B2) . (A.7) 

Insertando (A.7) en (A.5) 

PIJIIPIJII = 2 (B2 
- E2) . (1.42) 

Multiplicando (1.40) por P 

p 3 = (E2 _ B2) P + (pr) p •. (A.8) 

Tenemos que 

[O E, E2 E, ][ O Bl B2 

B, 1 El O B3 -B2 Bl O - E3 E2 
E 2 -B3 O Bl B2 E3 O -:1 E3 B2 -Bl O B3 -E2 El 

pp. = 

= 

[EOB O O 

O 1 O E · B O O 
(A.9) O O E·B O . 

O O O E·B 

Utilizando (A.9) en (A.8) 

p 3 = (E2 - B2) P + (E. B) r. (A. lO) 



Apéndice B 

Isomorfismo entre Ll y 
SO(3,C) 

El isomorfismo entre L~ y SO(3,C) ha sido mencionado por varios au­
tores l

, la investigación de la fórmulas que lo hacen explícito ha sido llevada 
a cabo por Macfarlane2 . Macfarlane obtuvó estas fórmulas relacionando las 
transformaciones de SO(3,C) con las de SL(2,C) y por consiguiente con las 
de L~. El lector interesado en los detalles puede consultar el artículo directa­
mente. Para ilustrar la existencia de este isomorfismo escribiremos el álgebra 
de Lie que satisfacen los generadores de cada grupo. 

La correspondencia entre los generadores de L~ y SO(3,C) es 

W2l --+ Ssc3 

W13 -t Ssc2 

W32 -t Sscl 

1 Racah, G. Nuovo Cimento SuppL 14, 75 (1959); Roman, P. Theory o/ Elementary 
Particles. North-Holland Publishing Company, Amsterdam. 1960, p. 60. 

2Macfarlane (1962). 
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La forma matricial de los ge'ueradores de Ll se puede ver en la seco 2. 4. La 
forma matricial de los generadores de SO(3,C) es 

Shcl= [~ ~. !]; Sscl = . (B.1) 

[~ S,,¿}, = o -i] 
O O ; 
O O 

Ssc2 = [
O O -1] 
O O O 
1 O O 

(B.2) 

[
O i O] 
~i ~ ~ ; [ 

O 1 O] 
-1 O O 
O O O 

(B.3) 

Haciendo las operaciones correspondientes se encuentra que 

[WlQ , w201 = W21 
[WlQ , w301 -W13 

[W20 , w301 = W32 
[WlQ , w321 O 

[WlQ , w131 = -W30 

[WlQ , w211 = W20 

[W20, w321 W30 
[W20 , w131 O 

[W20, w211 = -WlQ 

[W30 , w321 -W20 

[W30, w131 = -WlO 

[w3o,w211 O 

[S"c1 , Shc21 = Ssc3 
[Shcl , Shc31 = -Ss¿}, 

[Shc3 , Shc3] = Ssc1 

[Shcl , Ssc11 = O 

[Shc1 , Ssc21 = -Shc3 

[Shc1 , Ssc3] = Shc2 

[Shc2, Ssc11 = Shc3 
[Sh¿}" Ssc21 = O 

[Shc2 , Ssd = -Shc3 
[Shc3 , Sscd = -Sh¿}, 

[Shc3, Ss¿},] = -Shc3 

[Shc3, Ssd = O 

El paréntesis cuadrado denota el conmutador. La igualdad entre relaciones 
de conmutación de los generadores de rotaciones espaciales de Ll y las de 
los correspondientes en SO(3,C) es inmediato ver que se satisface, ya que los 
segundos son la parte espacial de los primeros. Así, de las relaciones de con­
mutación que escribimos anteriormente y teniendo en cuenta esta aclaración 
se conduye que los generadores de ambos grupos satisfacen la misma álgebra 
de Lie. 

.ESTA TESIS NO SAll 
OE LA BmI.IOTECA 



Apéndice e 
Deducciones del capítulo 3 

Sea 
wl'v = al'bv - avbl' 

un bivector. Multiplicando wl'v por sí mismo 

(w2)l'v = wl'oWO
v = [al'bo - aobl') [aObv - avbO) 

= al'bv (a· b) - al'av (b2) - bl'bv (a2) + avbl' (a. b) 

= (a· b) [al'bv + avbl']- a2 (bI'bv) - b2 (al'av). 

Multiplicando (w2tv por wl'v 

(W3t,~ = (w2Yv wV
). 

= [(a. b) [al'bv + avbl']- a2 (bI'bv) - b2 (al'av)] {avb,\ - a,\bV
} 

= al'b,\ [(a. b)2] + bl'b,\ [(a. b) a2] - bl'b,\ [(a. b) a2] - al'b,\ [b2a2] 

-al'a). [(a. b) b2] - bl'a). [(a. b)2] + bl'a,\ [a2b2] + al'a,\ [(a. b) b2] 

= al'b,\ [(a. b)2 - a2b2] - bl'a). [(a. b)2 _ a2b2] 

= [(a. b)2 - a2b2] (al'b,\ - a,\bi') = t::,.2wl'). (3.18) 

con t::,.2 = [(a. b)2 - a2b2]. 
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La igualdad (3.41) se puede obtener como sigue: tenemos que 

G~O(3,C) = 19~ (t1)3 + 19~ (t2)3 + 19~ (t3)3 + 19~192tl (tlt2 + t2tl ) 

+19~193tl (tlt3 + t3tl) + 19~19lt2 (tIe + t2t l) 
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+19~193t2 (t3t2 + t2t3) + 19;191t3 (t It3 + t3t l) (C.l) 

+19~192t3 (t2t3 + t3t2) 

+'191'192'193 (tlt2t3 + t It3t2 + t2t3t l + t2t It3 + t3tlt2 + t3t2t l ) . 

Por otro lado tI, t2 y t3 satisfacen 

t It3t2 + t2t3tl = O 

t3etI + t I t2t3 = O 

etIt3 + t3t I t2 = O 

t3 (tlt3 + t3t l) + t2 (t I t2 + t2t l
) = tI 

tI (t It2 + t2t l ) + t3 (t2t3 + t3t2) = _t2 

tI (t It3 + t3t l ) + t2 (t3t2 + t2t3) = _t3 

Usando (C.2)-(C.8) en (C.l) 

G~O(3,C) = 19
2
Gso(3,C) 

con '192 = - Cr9~ + 19~ + '19;) . 

Ahora obtendremos las expresiones (3.57), (3.58), (3.61) Y (3.62). 
Para hacer esto, escribamos e como 

con 
1 

X = [~ (( ¿ + 4cP) ~ + e) ] 1 

y 
1 

Y = [~ (( c2 + 4cP) ~ - e) r . 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 

(C.6) 

(C.7) 

(C.8) 

(3.41) 

(C.1O) 

(C.ll) 
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Se cumple que 

Por otro lado, de (C.9) se sigue que 

e = /32 - Q? (C.12) 

y 

d = a· /3. (C.13) 

Utilizando (C.12) y (C.13) en (C.lO) y (C.U) 

2 /32 {( 2 /32) 2 } ~ x2 = _ Q; + Q; + (o. j3)2 (3.59) 

y 

Tenemos l 

cos (6) = cos (x + iy) = cos (x) cosh (y) - i sin (x) sinh (y). (C.14) 

Utilizando (C.14) en 

obtenemos 

con 

I 

. [1 + cos (6)] 2 
el + Ze2 = 2 

I 

__ [1 + cos (x) cosh (y)2- i sin (x) sinh (y)] l 
el + ie2 

= [a + 2ib]! 

1 + cos (x) cosh (y) 
a= 

2 

J Esta igualdad se puede ver en Afken (2001), p. 397. 

(3.55) 
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y 
b = - sin (x) sinh (y) . 

4 
Haciendo un poco de álgebra se encuentra que 

y 

Se cumple que 

(a2 + 4b2
) ~ = ~ [cos (x) + cosh (y)]. 

Por lo tanto 
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1 1 

él = 2' [cos (x) + cosh (y) + 1 + cos (x) cosh (y))2 (3.57) 

y 
1 1 

é2 = 2' [eos (x) + cosh (y) - 1 - cos (x) cosh (y))2 . (3.58) 

Ahora, haciendo un poco de álgebra vemos que 

. isin(8) 
é3 + lé4 = 1 

8 [2 (1 + cos (8))]2 
(3.56) 

se puede escribir como 

1 

(y + ix) (1 - cos (8))1 
J2 (x2 + y2) 

1 
(y + ix) (1 - cos (x) cosh (y) + i sin (x) sinh (y))2 

= 
J2(X2 + y2) 

= J2 1 [(Y+ix)(m+2in)~] 
2 (x2 + y2) 

J2 1 [(y + ix)(al +ib1)] 
2(x2+y2) 

= J2 1 [(yal - xb1) + i (xal + ybl)]. 2 (x2 + y2) 
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Entonces 

y 
xa} + yb} 

é4= J2(x2+y2)· 

(C.15) 

(0.16) 

Recordando que 
m = 1 - cos (x) cosh (y) , 

sin (x) sinh (y) 
n = 2 ' 

1 

a} = [~ (( m2 + 4n2
) ~ + m) ] 2 , 

1 

b} = [~((m2+4n2)4 -m)r 
y teniendo en cuenta que 

Entonces 

1 1 

al = J2 [cosh (y) - cos (x) + 1 - cos (x) cosh (y)J2 (C.17) 

y 
1 1 

b1 = J2 [cosh (y) - cos (x) - 1 + cos (x) cosh (y))2 . (C.18) 

Utilizando (C.17) y (C.18) en (C.15) y (C.16) 

1 1 

é3 = 2 (X2 + y2) [y (cosh (y) - cos (x) + 1 - cos (x) cosh (y))J2 (3.61) 

1 1 

2 (x2 + y2) [x (cosh (y) - cos (x) - 1 + cos (x) cosh (y))j2 

y 

1 1 

é4 = 2 (x2 + y2) [x (cosh (y) - cos (x) + 1 - cos (x) cosh (y))j2 (3.62) 

1 1 

+ 2 (X2 + y2) [y (cosh (y) - cos (x) - 1 + cos (x) cosh (y))J2 . 



Apéndice D 

Deducciones del capítulo 4 

Derivando 
¡f'PIJ = (mc)2 

con respecto a s, obtenemos 

Utilizando 

2
dp 

p = o. 
ds 

dp q 
-=-Fp 
ds mc2 

en la igualdad anterior, resulta 

(Fp)p = O. 

Tenemos que 

F" = [ ~, 
El E2 

O B3 
1/ E2 -B3 O 

E3 B2 -Bl 

De (1.17) se sigue que 

T" = [:. 
-81 -82 

O O 
1/ 82 O T~ 

83 O O 
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~l -B2 
Bl . 
O 

Tl 

(4.1) 

( 4.12) 

(1.8) 



APÉNDICE D. DEDUCCIONES DEL CAPÍTIJLO 4 76 

con 

y 

T i j -
M-

E2+B2 
w= 

2 
SI = E2B3 - E3B2, 

S2 = E3Bl - EIB3, 

S3 = EIB2 - E2Bl 

(1.18) 

(1.20) 

(TpY' (Fp)/Jo = (wpO - Slpl - S2p2 - S3p3) (Elpl + E2p2 + E3p3) 

+ (SIpO + TlJpl + TlJp2 + Tlip3) (-ElpO - B3P2 + B2p3) 

+ (S2pO + Tllpl + TJjp2 + TJfp3) (-E2pO + B3pl - BIP3) 

+ (S3pO + TlJpl + T'tJp2 + TJlp3) (-E3pO - B2pl + BIP2) . 
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Realizando las multiplicaciones y agrupando térITÚnos 

(Tp)l' (Fp)" = (pO)2 {-8¡E¡ - 82E2 - 83E3} 

+ (pl)2 {-8¡E¡ + T'tlB3 - TllB2} 

+ (p2)2 {-82E2 + TlJB3 - TllB¡} 

+ (p3)2 {-83E3 + T}JB2 - T'fJB1} 
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+pOpl {wE¡ - Tll El + 82B3 - T'tl E2 - 83B2 - Tll E3} 
+pOp2 {wE2 - 8¡B3 - TlJE¡ - TlJE2 + 83B¡ - TllE3} 
+pOp3 {wE3 + 8¡B2 - T}JE¡ - 82Bl - TJ]E2 - T'fJE3} 

+plp2 {-81~ - 82E¡ - TllB3 + TlJB3 + TllBI - TllB2} 
+plp3 {-8¡E3 - 83E¡ + TllB2 - T'tlB¡ +TJ]B3 - TllB2} 
+p2p3 { -82E3 - 83E2 + TJJ B2 - T}J B3 - TJJ B¡ + T'fJ B¡} . 

Ahora 

ya que 
S=E x B . 

También se cumple 
-81El + TllB3 - TilB2 = - (E2B3 - E3B2) El + (E1E2 + B1B2) B3 
- (E¡E3 + B1B3) B2 = O 

-82E2 + T}JB3 - TffBl = - (E3Bl - E1B3) E2 + (E1E2 + B1B2) B3 
- (E2E3 + B2B3) Bl = O 

-83E3 + TlJ B2 - Tll Bl = - (E1B2 - E2Bl) E3 + (E1E3 + B1B3) B2 
- (E2 E3 + B2B3 ) Bl = O 

wEI-TJJE1+82B3-TllE2-S3B2-TllE3 = (E2 + B2) El-(E'f + Bn El 
- (Bi + B~) El - (Ei + E~) El + (E3B3 + E2B2) Bl - (E3B3 + E2B2) Bl 
= (gl + B2) El - (E2 + B2) El = O 

WE2-S1B3-TliEl-T'ftE2+S3Bl-TffE3 = (E2 + B2) E2-(~ + B~) E2 
- (Br + BD E2 - (E'f + ED E2 + (E1Bl + E3 B3) B2 - (E1Bl + E3 B3) B2 
= (E2 + B2) E2 - (E2 + B2) E2 = O 

WE3+S1B2-TlJE¡-82B¡-TllE2-TJ}E3 = (E2 + B2) E3-(~ + B~) E3 
- (Br + B~) E3 - (E'f + En E3 + (E2B2 + EIB1) B3 - (E2B2 + E1Bl) B3 
= (E2 + B2) E3 - (E2 + B2) E3 = O 
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- SI E2 - S2 E l - Tll B3 + TJJ B3 + TI} BI - TJ} B2 = - (E2B3 - E3B2) E2 
- (E3Bl - EIB3) El - (Ei + Bi - w) B3 + (~ + B~ - w) B3 
+ (EIE3 + BIB3) BI - (E2E3 + B2B3) B2 
= (-Ei + Ei - Ei - Bi + Ei + Bi + Bi - Bi) B3 + E2E3B2 
-EIE3Bl + ElE3Bl - E2E3B2 = O 

-SlE3 - S3 E1 + Tll B2 -11) Bl + T'fi B3 - TlJ B2 = - (E2B3 - E3B2) E3 
- (E1B2 - E2Bl) El + (Ei + Bi - w) B2 - (E1E2 + B1B2) B1 
+ (E2E3 + B2B3) B3 - (E~ + B~ - w) B2 
= (E~ - Ei + Ei + B? - Bi + B~ - E~ - B~) B2 - ~E3B3 
+EIE2Bl - ElE2BI + E2E3B3 = O 

-S2E3 - S3 E2 + TllB2 - T}]B3 -TJ}BI + TlJBl = - (E3BI - ElB3) E3 
- (ElB2 - E2BI) E2 + (ElE2 + B1B2) B2 - (ElE3 + BlB3) B3 
- (Ei + B~ - w) Bl + (E~ + B~ - w) BI 
= (-E~ + Ei + Bi - B~ - Ei - Bi + E~ + Bn Bl + E1 E3B3 
-EIE2B2 + ElE2B2 - EIE3B3 = O 

Por lo tanto 
(Tpt (Fp)¡. = O. 

Tenemos que 

(4.13) 
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Haciendo las multiplicaciones y agrupando términos 

(Tp)l' PI-' + (Fp)l' (Fp)1-' = (pO)2 (w - Er - E~ - En 

Ahora 

+ (pI) 2 ( _ Tll + Er - Bg - BD 
+ (p2) 2 (-T'ff + E~ - Bg - Bn 
+ (pa) 

2 
( - TiJ + Ei - B~ - Bn 

+pOpl {-28l + 2 (E2Ba - EaB2)} 

+pOp2 {-282 + 2 (E3Bl - ElBa)} 
+pOp3 { -283 + 2 (ElB2 - E2Bl )} 

+plp2 { -2Tll + 2 (ElE2 + BlB2)} 

+plp3 { -2Tll + 2 (El Ea + BlBa)} 
+p2p3 {-2TlJ + 2 (E2Ea + B2Ba)} . 

w - E'f - E~ - E5 = (E21B2) - E'f - E~ - E§ = - (E2;B2) 
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-Tl1+E?-B3-B2 - _ (rl2 + B2 _ [E2+B2]) +E2_B3_B2 _ (E2_a2) 
M 1 3 2 - 1:1} 1 2 1 a 2 - 2 

- Ttl + E~ - B~ - B~ = - ( E§ + B~ - [E2ta2 ]) + E§ - B~ - B~ = (E2;B2) 
-281 + 2 (E2B3 - E3B2) = -2 (E2Ba - E3B2) + 2 (E2B3 - EaB2) = O 

-282 + 2 (EaBl - ElBa) = -2 (EaBl - ElBa) + 2 (E3Bl - ElBa) = O 

-283 + 2 (ElB2 - E2B¡) = -2 (ElB2 - E2B¡) + 2 (ElB2 - E2B¡) = O 

-2Tli + 2 (ElE2 + BlB2) = -2 (ElE2 + BlB2) + 2 (ElE2 + BlB2) = O 

-2T1} + 2 (ElE3 + BlBa) = -2 (ElEa + BlB3) + 2 (ElE3 + BlB3) = O 

-2Tl] + 2 (E2Ea + B2Ba) = -2 (E2Ea + B2Ba) + 2 (E2Ea + B2Ba) = O 

Por lo tanto 
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Tenemos que 

(Tp)" (Tp)/Io = (wpO - Slpl - S2p2 - S3p3) 2 

- (SIPO + Tllpl + T}]p2 + TJJp3) 2 

- (S2pO + T'tlpl + TJJp2 + T'flp3) 2 

- (S3pO + Tflpl + TJJp2 + Tflp3) 2 . 

Realizando las multiplicaciones y agrupando términos 

Ahora 

(Tp)/Io (Tp)/Io = (pO)2 (w2 - S~ - si - S~) 

+ (pl)2 (~_ (Tll)2 _ (T'tl)2 _ (Tfl)2) 

+ (p2)2 (Si - (T}])2 - (TJJ)2 - (TlJ)2) 

+ (pl)2 (s~ - (TIl)2 - (TlJ) 
2 

- (TlJ)2) 

+2pOpl { -WSI - SITll- S2T'tl - S3Tfl} 
+2pOp2 { - WS2 - SIT}] - S2T'f} - S3Ttn 
+2pOp3 {-WS3 - SITJJ - S2TlJ - S3Tfl} 

+2plp2 {SIS2 - TllTIJ - T'tlT22 - TflTlJ} 
+2plp3 {SlS3 - TllTJJ - T'tlT23 - TflTlJ} 
+2p2p3 {S2S3 - T}]TIl- TJJT23 - TJJTfl} . 

w2 - Sr - S? - ~ = ( E2i82 ) 2 - (E2B3 - E3 B2)2 - (E3 BI - EIB3)2 

- (E1B2 - E2BI)2 = i (E4 + B4 + 2~ B2) 

- (EiBj + EjBi + EjB? + E;Bj + E?Bi + EiBn 
+2 (EIBIE2B2 + E1B1E3B3 + E2B2E3B3) 
= i (E4 + B4 - 2~B2 + 2E2B2) 

- {E? (Bi + Bj) + Ei (B? + Bj) + Ej (B? + Bin 
+2 (EIBIE2B2 + EIBIE3B3 + E2B2E3B3) = i (E2 - B2)2 + E2 B2 

- (E? + E? + Ej) (Bi + Bi + Bj) + {(EIBl)2 + (E2B2)2 + (E3B3)2} 

+2 (El BIE2B2 + El BlE3B3 + E2B2E3B3) = (E2;82) 2 + (E. B)2 
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Si - (Tll)2 - (TlJ)2 _ (TlJ)2 = (E2B3 _ E3 B2)2 _ (E?-E~-F1~8?-8~-8i) 2 
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- (E1E2 + B1Bd - (E1E3 + B1B3)2 = E~B~ + E~B~ - 2E2B2E3B3 

-i (Ei + Ei + E1 + Bi + Bi + Bj) 

1( ~m-~m-~~-~m ) 
-2 +~B~ + BiB~ - E~Br + E~B~ + E~B~ 
-~ (-~E~ - Er~ + Ei~ - BrB~ - BrB~ + B~B~) 
- (~Bi + BrB~ + 2E1B1E2B2) - (E?E~ + BrB§ + 2E1B1E3B3) 

-_l( Et+Ei+Ej+2(ErE~+ErE§+E~~)) 
- 4 Bt + Bi + Bj + 2 (Br Bi + Br B§ + Bi Bü 

+~ (~+ Bi +~) (Br + B~ + B~) - {(E1B1)2 + (E2B2)2 + (E3B3)2} 

-2 (EIBIE2B2 + EIB1E3 B3 + E2B2E3B3) = _ (E2;B2) 2 _ (E . B)2 

Si - (TJJ)2 - (Tff)2 - (Tll)2 = (E3B1 - E1B3)2 - (E1E2 + B1B2)2 
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- (E~-El-E~~B~-Bl-B5f_(E2E3 + B2B3)2 = E~Br+ErB~-2E1B1E3B3 

- (Er Bi + Br B~ + 2E1B1E2B2) - i (Ei + Ei + Ej + Bi + Bi + Bj) 

1( ~m-~m+~~-~m ) 
-2 +EiB~ - EiB~ + E~Br - E~B~ + E§B~ 

-~ (-~Bi + ~~ - BiEt - BrB~ - BiB~ + BrBD 

( 2 2 2 2 ) - E2 E3 + B2 B3 + 2E2B2E3B3 

__ 1 ( Et + Ei + Ej + 2 (E? Ei + Er E~ + EiE§) ) 
- 4 Bt + Bi + Bj + 2 (Br B~ + Br B~ + BiB§) 

+~ (Er + Ei + Et) (Br + B~ + B~) - {(E1B1)2 + (E2B2)2 + (E3B3)2} 

-2 (E1B1E2B2 + El B1E3B3 + E2B2E3B3) = - (E2;B2f - (E. B)2 

S§ - (TJl)2 - (TKJ)2 - (Tll)2 = (E¡B2 - E2B¡)2 - (E1E3 + B1B3)2 

- (E2E3 + B2B3)2_( Ei-E?-~~Bi-B?-B~f = ErB~+EiBr-2E¡B¡E2B2 
- (~E§ + BrB~ + 2E¡B¡E3B3) - (EiE~ + BiB~ + 2E2B2E3B3) 

- i (Et + Ei + E1 + Bt + Bi + Bj) 

¡ ( -ErBr - ~Bi + ~B~ + BiBr ) 
-2 +EiBi - EiBl- E§Br - E1Bi + E1Bl 

-~ (ErEi - ErEt - BiE§ + BrBi - BrBl- BiBl) 
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__ 1 ( Et + Ei + Ei +2 (ErE~ + ErE§ +E~E§) ) 
- 4 Bt + Bi + Bi + 2 (Br B~ + Br B§ + B~B§) 

+~ (Er + E~ + E§) (Br + B~ + B§) - {(E¡B¡)2 + (E2B2)2 + (E3B3)2} 

-2 (E¡B¡E2B2 + E¡B¡E3 B3 + E2B2 E3B3) = - (E~2B2) 2 - (E. B)2 

wS¡ + S¡TJJ + S{I1] + S3TlJ = wS¡ + S¡ (&¡ + Br - w) 

+ (E3B¡ - E¡B3) (E¡~ + B¡B2) + (E¡B2 - E2B¡) (E¡E3 + B¡B3) 

= (ElB3 - E3B2) (&¡ + Bn + E¡B¡E2E3 + BrE3B2 - ErE2B 3 
-E¡B¡B2B3 + &¡E3B2 + E¡B¡B2B3 - E¡B¡E2 E3 - BrE2B3 
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= (~B3 - E3B2) (Er + BD - (E2B3 - E3B2) Br - (E2B3 - E3B2) Er 

=0 

WS2 + S¡TlJ + S2T'ff + S3TJJ = WS2 + (E2B3 - E3B2) (E¡E2 + B¡B2) 
+S2 (Ei + Bi - w) + (E¡B2 - E2B¡) (E2E3 + B2B3) 
= (E3 B¡ - E¡B3) (Ei + Bi) + EiE¡B3 + E2B2B¡B3 - E2B2E¡E3 
-m&~+~~~&+m~~-~&~-~~~~ 
= (E3 B¡ - E¡B3) (~+ Bi) - (E3B¡ - E¡B3) Bi - (E3 B¡ - E¡B3) Ei 

=0 

WS3 + S¡TlJ + S27JJ + S3TJJ = WS3 + (E2B3 - E3B2) (E¡E3 + B¡B3) 

+ (E3 B¡ - E¡B3) (E2E3 + B2B3) + S3 (E§ + B§ - w) 
= (E¡B2 - E2B¡) (E§ + BD + E3B3E¡E2 + B§E2B¡ - E§E¡B2 
-&~~~+E§~~+&~~~-&~~~-~~~ 
= (E¡B2 - E2B¡) (E§ + B§) - (E¡B2 - E2B¡) Br - (E¡B2 - E2B¡) Er 

=0 

S¡S2 - TJJTlI- TlJTlI- TlJTJJ = (E2B3 - E3B2) (E3 B ¡ - E¡B3) 

-TlJ (TJJ + T'ff) - (E¡E3 + B¡B3) (E2E3 + B2B3) = E3B3E2B¡ 

-~~~-E§~~+&~~~-~(~+~-w+~+m-~ 
-E§E¡E2 - E3B3E¡B2 - E3B3E2B¡ - B§B¡B2 = - (E¡E2 + B¡B2) B§ 

- (E¡E2 + B¡B2) E§ + (E1E2 + B1B2) (E§ + B§) = O 

S1S3 - TJJTlJ- 7'lJT23 - TllTlJ = (E2B3 - E3B2) (E¡B2 - E2B 1) 

-TJ] (TJJ + T'll) - (E1E2 + B 1B2) (E2E3 + B2B3) = E2B2EI B3 

-EiBIB3 - BiEIE3 + E2B2E3Bl - TJJ (Ef + Bf - w + Ej + Bj - w) 

-EiE1E3 - E2B2E1B3 - E2B2E3B1 - B~B1B3 = - (E1E3 + B1B3) Bi 
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- (ElE3 + BIB3) ~ + (EIE3 + BIB3) (E~ + B~) = O 

8283 - TIfTJJ - TlJT23 - TJJTJJ = (E3Bl - EIB3) (EIB2 - E2B¡) 
-TfJ (TlJ + Tll) - (EIE2 + B1B2) (E1E3 + B 1B3) = EIBIE3B2 

83 

-m&&-~~~+~~&~-TfJ(~+~-w+~+m-~ 
-~&E3 - EIBlE2B3 - ElBlE3B2 - B?B2B3 = - (E2E3 + B2B3) B? 

- (E2E3 + B2B3) E? + (E2E3 + B2B3) (E? + Bn = O 

Por lo tanto 

[(
E2 B2)2 1 (Tp)" (Tp)1-' = ; + (E . B)2 pl-'Pw (D.2) 
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