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INTRODUCCION

Las demostraciones sin palabras empiezan a ser publicadas al rededor de
1975 por Mathematical Association of America, particularmente en la revista
Mathematics Magazine y The College Matematics Journal. Las demostraciones
sin palabras tienen ya una larga trayectoria historica, desde la antigua China,
la Grecia cldsica, la India del siglo XVTI, hasta hoy en dia.

Si bien es cierto que las demostraciones sin palebras parecen no ser tan
formales como algunos desearfan, diddcticamente tienen mucho valor ya que
nos ayudan a visualizar si cierta proposicién en matemdticas es verdadera y en
caso de ser asf, nos sugiere como probar su veracidad o simplemente recordar
su resultado mediante un grafico.

La finalidad de este trabajo es dar a conocer un poco del material que existe
de este tipo, aunque esta dirigido a estudiantes de bachillerato, también ser4 util
para los estudiantes de los primeros semestres de Ingenierfa y de Ciencias, hasta
para algunos profesores les revelardn algun secreto que no conocfan, facilitando
el proceso ensenanza-aprendizaje mediate algunas de éstas demostraciones sin
pelabras. Ademés dan una posible sugerencia de sus demostraciones formales;
pues es mas facil recordar un grafico atractivo que sugiere él resultado, que
simplemente un resultado sin asociacién significativa.

Con esto no se pretende no ser formal, si no al contrario, se pretende que
los jovenes cambien su actitud hacia las matemdticas, puesto que observando
procedimientos més simples encuentren belleza en matematicas, y tal vez, sean
atraidos por la facilidad con la que se pueden mostrar resultados importantes
en matemdticas.

Algunos resultados que tratamos en este trabajo hacen referencia a: desigual-
dades, geometria, series, sumas de enteros, y trigonometria, que se consideran
temas bésicos en Matem4ticas.

Doy gracias a la gente que ha aportado a la literatura matemdatica Demostra-
ciones sin palabras en su afdn de facilitarnos el entendimiento de las matemdti-
cas; sin las cuales este trabajo no serfa posible.



Desigualdades

o Desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica
Charles D. Gallant
Doris Shattschneider.
Roland H. Eddy.

¢ Desigualdad entre la media arménica, la media geométrica, la
media aritmética y la media cuadratica

Roger B. Nelsen.
Sidney H. Kung.
Roger B. Nelsen.

¢ La suma de un niimero positivo y su recfpraco es mayor o igual
que 2

Roger B. Nelsen (cuatro pruebas).

* Regla de los mimeros intermedios
Richard A. Gibbs.

¢ Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Roger B. Nelsen.
But Ruma Falk.



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARITMETICA Y LA MEDIA
GEOMETRICA

a+b




EXPLICACION:

Tracemos el segmento a+ b y luego su punto medio al que llamaremos O, el
a+b

cual es el centro de la circunferencia de radio

Tracemos la perpendicular a AB que pase por D, notemos que los tridngulos

ABC y ACD son semejantes, entonces, % = % es decir h = v/ab que en longjtud
a+d
5

es menor o igual que 7. Por lo tanto vab <
Observemos que, h = r si s6lo si a = b.



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARITMETICA Y GEOMETRICA

\/a_bSa+b

2




EXPLICACION:

Observemos que el 4rea del cuadrado mayor es (a + b)” el cual estd com-
puesto por cuatro recténgulos de 4dreas ab y un recténgulo de drea (a — b)2 .

Luego (a +b)% = 4ab + (a — b)?, entonces, (a+ b)? > 4ab, que al despejar
se obtiene: a-;—b > \/@.

b
Notemos que a-;— = Vab si y sblo si (a — b)2 = ( y esto sucede cuando

a=h.




DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARITMETICA Y GEOMETRICA

\/Esa;b




EXPLICACION:

/_, 1
\!
|
| a l 1154 I
| [ hh“"‘\.,‘ ) I: I
‘ | *\.\%\\.. |~ C 2
e |
l Pf(\\_‘ |
N\ ;—_i._ - n—— J' Sl b 1

Sea P el punto de tangencia de las circunferencias C; y Cs con centros A y
B respectivamente.

Consideremos diametros paralelos de ) y Ca, que tienen medidas @ y b
respectivamente, tracemos la perpendicular a los didmetros que pase por B y
llamemos a la interseccién del didmetro de C) con ésta perpendicular C. Nota
que el tridngulo BAC es rectdngulo.

a

La medida del segmento AB es z = %b, la resta de los radios de Cy y C,

-b
esx = = AC, y aplicando el Teorema de Pit4goras tenemos z2 +y* = 22
2 2
. ~b ; b
es decir <a—2—) +y? = (a—;— ) , luego y = vab.

Pero como un cateto siempre es menor que su hipotenusa, asi que vab <
a+b

5

10



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARMONICA, LA MEDIA
GEOMETRICA, LA MEDIA ARITMETICA Y LA MEDIA CUADRATICA.

2al +b  |d*+hH
= 4,
a+b 2 2

2ab
_ ‘w a+b B
o a+b 3 M
/ 2
// - az+bl

PM=a,QM =b,a>b>0

11



EXPLICACION:

G
C a=b/|
2. k
| i | 1 a f
pt o4 — M
-l (a” +b
NGl TN S

Sea @ un punto sobre el segmento PM cuya longitud es a, de tal manera
que €l segmento QM tenga longitud b y sea C la circunferencia con centro
en A y didmetro PQ), tracemos la perpendicular & PA que pase por A y sea
R el punto de interseccién de ésta con la circunferencia C. Tracemos la recta
tangente a C que pase por M y llamemos GG al punto de tangencia, entonces

AR:AG:“—;’—’,AM= 88 onde a> b > 0.

Tracemos la altura del tridngulo GAM que pase por G, cuyo pie de la altura
le lamamos H.

Notemos que los tridngulos rectdngulos AHG,GHM y AGM son semejantes
y llamemos a los segmentos GM =z, HM =y, GH = h y RM = w.

2 2
En el tridngulo ARM tenemos; w? = (E;—b) + (a;—b) que simplifi-

a? + b?
g
\ . a-b\? 9 ‘a+b\> C
En el tridngulo AGA{ tenemos; = +z° = 5 que simplificando
se obtiene ¢ = Vab.
De la semejanze entre AGM y GHM, tenemos que
GM?* 2z  2ab
AM — a+b  a+b

cando se obtiene w =

HM _ GM

CM = A e

2
Como los tridngulo GHM , AGM y RAM son rectdngulos se cumple que un
a+b
2 )

cateto siempre es menor que su hipotenusa es decir, aiib—b < Vab, Vab <
atb _ [a® + b?
Y3 2
2ab a+b  [a?+ b
Por lo tanto —— b .
or io tan a+b<\/a—< 3 < )

12




DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARMONICA, LA MEDIA

GEOMETRICA, LA MEDIA ARITMETICAY LA MEDIA CUADRATICA

| P
2ab s-.._s,»-bs"”s ’a +b
a+b 2 2

AB =a, BC = b
AD=Dpc=2t?
BE 1 AB, DE = AD
FE L ED, FB || ED

EG=BD=b;a

13



EXPLICACION:

-G
la%+b2
V 2
.‘._.. .'.\‘
4 B&, -ID —

Sea B un punto sobre el segmento AC cuya longitud es a + b, de tal manera

que AB=ay BC = b ysea D el centro de la circunferencia con didmetro AC,
b—a .

entonces BD = ——; lamemos F al punto de interseccién de ésta circunfer-

encia con la perpendicular a AC que pase por B. Tracemos la perpendicular

a DE que pase por E y llamemos G al punto de interseccién de ésta con la

. . . b—a .
circunferencia con centro en E 'y radio BD = ——, tracemos la perpendicular

a E'G que pase por B y lamemos F a la interseccién de éstas dos dltimas rectas.
Norbremos GD =z, EB =y e FB =z.
Como el triéngulo DGC es recténgulo, entonces DE? + EG? = 22, susti-

b\? | (b-a\’ [aT + b2
tuyendo tenemos que <%‘ + ( 5 2) = z%, entonces z = \/a ; .

Notemos que los tridngulos rectdngulos EFB y DBE son semejantes por ser
EB una transversal a las paralelas FB y DE, entonces EB? + BD? = ED?

2 2
- EB
luego 2 + (b a) = (m) , entonces y = Vab, también 1—)—1‘—? = =

2 2 EB FB’
- EB? . 2
es decir F'B = DF due sustituyendo tenemos que xz = bray’ entonces
2
_ 2ab
a+b

a+b <

Pero un cateto siempre es menor que su hipotenusa, luegozr < y < 5 <

2 2
Por lo tanto a2ibb < Vab < a;bsﬁa ;—b i

14
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DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARMONICA, LA MEDIA
GEOMETRICA, LA MEDIA ARITMETICA Y LA MEDIA CUADRATICA.

2ab a+b [a? +b* -
a—HJS\/‘—ZZS 2 = 2
a b
I 1
a
7 2a* +2b* 2 (a+b)’
2 2
" a’ +b 2a+b
2 2
Ja \[E_'
75 (@?)224-%&\/3
/ a+b
| RN
\/—f 2
. 1
a b
a+b a+b
]
a+b 1>4 a_. b
a+b a+b
) Jab 2 2%
a+b at+b

15



EXPLICACION:

u b
a
b
Ja Vb
Vb
X
Ja
.5 b
a+b a+b
b
a+b
a
a+ b
a? +b*

2% + 2% = (a+b)° + (b — o)’
= 2a% + 22 > (a +b)*
a’+b a+

> —.
2 - 2

(VaT8)’ =43 vavh+ (Vo va)
= (Vath) 2 47 Vavh

:“;bzdﬁ.




LA SUMA DE UN NUMERO POSITIVO Y SU RECIPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
:v>0=>:1:+;22

|-

17



EXPLICACION:

|-

2
1
El 4rea del cuadrado (:z: + —) es mayor que el drea de los cuatro rectén-
T

2
gulosdeé.real,méselé:eadelcu&dm.docuyaére&es( —i—) , es decir

1\ 2 1\ 2 1\ 2
(z-}-—) =4+( ~—) , entonces (:t:-f——) > 4.
T T T

Por lo tantoz + — > 2.
z

2
De hecho la igualdad ocurre cuando ( - %) =0, es decir cuando z = 1.

18



LA SUMA DE UN NUMERO POSITIVO Y SU RECIPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
:r>0=>a:+;22

~<0

i

+—

19



EXPLICACION:

f(x)=3

-+t

1
Notemos que la grafica de f () = ~ es convexa ya que f” (z) = 2272 > 0,
T
luego, la grafica queda por arriba de la recta tangente en (1,1), pero la recta

1
tangente es y = —z 4+ 2, por lo que — > 2 —z.
T

Por lo tanto é +z2> 2
De hecho la igualdad ocurre cuando se intersectan las gréficas, es decir

cuando = = 1.

20



LA SUMA DE UN NUMERO POSITIVO Y SU RECIPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

a:>0==>:1:+é22

Xb— A

21



EXPLICACION:

2 2
. 1\~ 1
El tridngulo es rectdngulo ya que se cumple (:L‘ + —) = (:L‘ —-=] +22
T T
Y en un tridngulo rectdngulo la hipotenuse es mayor que cualquiera de los

catetos, en particular x + — > 2.
x



LA SUMA DE UN NUMERO POSITIVO Y SU RECIPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
r>1l=—=z+-—2>2
x

23



EXPLICACION:

o1
Por semejanza de tridngulos tenemos que 1= Es decir b = % Luego el
drea de los dos tridngulos es mas grande que 1.

1 1
Eedecir—+£21,porlotanto~+$22.
2 2 z

24



REGLA DE 1.OS NUMEROS INTERMEDIOS

a+c

%<§$“ <% a,bed>0

b“b+d - d

25



EXPLICACION 1:

_ e _,/ [L1r
D~ B B
P b-x F £ %E d H
I 4

Los tridngulos ABC y BFE son semejantes por lo que ;% = 2, ycomozx < b,

entonces 2 < 2=
b d a-+c c
Los tridngulos AFH y ABC son semejantes por lo que T d g Yoo

a+c < a+c ¢
b+d “z+d d N
Finalmente los tridngulos GDH y BDFE son semejantes por lo que ey

z < b, entonces,

b+d
aQ a+c a+y Q
B,ycomoy(c,entonces, b+ d > b+ d =3_
Porlotantog< a—+c<E
b "b+d 4

EXPLICACION 2:

26



Sia=LEDB,3=4HDAy 8 =4LCBA, se tiene que @ < 3 < § y como la

funcién tan z es creciente para 0 < xz <
esfo es < ate ¢
o i
b b+d d

s

2

27

, es tiene que tan a < tan 3 < tan b



REGLA DE LOS NUMEROS INTERMEDIOS

a+c c
<=, ayb,e,d>0

-2
b b+d d

28




EXPLICACION:

o w

Unamos los puntos (d,c) y (b,a), y tracemos el punto medio del segmento
el cual tiene coordenadas (%14, L c) Al unir tres puntos con el origen, la recta

que pasa por el punto (d,c) tiene pendiente m = E la que pasa por el punto
+

medio tiene pendiente | = y la que pasa por (b,a) pendiente k = E

b+d
Es claro que la recta que pasa por el punto medio quedars entre las rectas

por los extremos, luego su pendiente estars enire las pendiantes de las rectas

extremas.
i
c
a d
b LB d 1 I i
b+d b+d

a a+c
Por lo tanto — < + <
29

c
b b+d " d

>
ola




. . 73 . . c
El primer rectdngulo tiene drea 3 Y el 1iltimo tien 4rea 7 Que es mayor a la
del primero,
Para el rectdngulo que esta enmedio, sobre su lado de medida 1 trazamos

el segmento con medida , €s claro que el segmento restante mide

d
b+d b+d’
forma los rectdngulos con 4rea a b ¢ d la de estas dos

- — —| — suma de
a nEE R \b+d) Y d\b+d)
éreas estd entre las dos dreas de los rectdngulos que se formaron al pricipio.
at+c ¢

a
Por lo tanto — < < -.
oroanob b+d d

30



DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ

laz + by| < Va2 + b2 /22 + 2

31



EXPLICACION:

Si comparamos las dreas de las dos figuras tenemos que las éreas del rect4n-
gulo es (|a} + [y|) (|b] + |z|) la cual es menor al 4rea del poligéno formado por
los mismos cuatro tridngulos y un rectdngulo con lados iguales a la del rom-

boide, que al sumarlas tenemos: 2 (&;bl + @—') + /22 +y2Va? + b?, que

simplificando queda |a| |z| + [b] ly| < /z? +y2Va? + b2. Por otro lado, por la
desigualdad del tridéngulo tenemos |az + by| < |ax| + |by| = la! x| + |b] |y|

Por lo tanto |az + by| < /2% + y2Va? + b2

32



UNA CONSTRUCCION DE LA MEDIA CUADRATICA DE DOS
NUMEROS POSITIVOS a y b

33



EXPLICACION:

Con los segmentos a y b construimos el tridngulo rectdngulo de catetos a
y b. Después tracemos su circuncirculo que tiene centro en el punto medio de
la hipotenusa, la perpendicular a la hipotenusa que pasa por el centro corta
al circuncirculo en un punto que dista a los extremos de la hipotenusa en una
a® +b*

cantidad c, la cudl cumple ¢? + ¢? = a2 + b2, luego ¢ = 2




Geometria

¢ Teorema de Pitdgoras
Chou Pei Suan Ching,
Bhaskara.
Fuclides.
H. E. Dudeney.
Games A. Garfield.
Michael Hardy.

e Un teorema pitagérico
Enzo R. Gentile.

¢ Un teorema sobre tridngulos rectangulos
Roland H. Eddy.

e En un tridngulo rectdngulo ABC, la altura CD sobre la hipotenusa
cumple

Sidney H. Kung.

¢ Una cuadratura del circulo
Thomas Elsner.

e Triseccién de un segmento
Scott Coble.

¢ Los dngulos de una estrella suman 180°
Fouad Nakhli.

e Teorema de Viviani’s
Samuel Wolf.

e Cuerdas y tangentes con la misma longitud
Roland H. Eddy.



e Distancia de un punto a una recta

R. L. Einsenman.

e Areas algebraicas
Shirley Wakim.

¢ Completando el cuadrado
Charles D. Gallant.

¢ Construccién de dos lunas cuya suma de sus dreas es igual a la
de un tridngulo recténgulo

Eugene A. Margerum.

e El érea de un arbelo
Roger B. Nelsen Lewis.

e El drea de un salinén
Roger B. Nelsen.

e El volumen de un fragmento de una pirdmide cuadrada.
Roger B. Nelsen.

¢ El volumen de un hemisferio via el principio de Cavalieri.
Sidney H. Kung.



TEOREMA DE PITAGORAS I

Si a,b, ¢ son los lados de un tridngulo rectdngulo de hipotenusa e se cumple
que a® + b = .




EXPLICACION:

Notemos que los cuadrados tienen por lado a + b, las dreas respectivamente
de ellos se descomponen asf:

a’+b’+2ﬂi-{a+ﬁ}=,y{%b+c’-(n+b]=. entonces a? + b? + 2ab =
45;+c’.
Por lo tanto a” + b = 2.



TEOREMA DE PITAGORAS 11

Si a,b, ¢ son los lados de un tridngulo rectdngulo de hipotenusa ¢ se cumple
que a® + b* =¢*




EXPLICACION:

Notemos que en la primera figura el drea del cuadrado es ¢ v en la segunda
figura es la misma por estar formado con las mismas piezas, dos rectangulos de
drea ab y un cuadrado de drea (b — a)?, por lo que tenemos ¢* = 2ab + (b — a)°.
Desarrollando el binomio se tiene ¢ = 2ab+a?—2ab+b”. Por lo tanto ¢ = a?+b?



TEOREMA DE PITAGORAS I

Sia,b,cmhnhdmdeunhi&nguhmtingubdahipﬂanmcmmph
que a? + b = ¢

41






COMENTARIO:

(i) Dos paralelogramos tienen la misma drea si tienen la misma base y la
misma altura,

(i) Dos tridngulos son congruentes si tienen sus lados y dngulos correspon-
dientes iguales.

Existen tres criterios para decidir cuando dos tridngulos son congruentes:

a) Dos tridngulos que tienen dos lados y el dngulo comprendido entre ellos,
respectivamente iguales, son congruentes. Criterio (LAL).

b) Dos tridngulos que tienen un lado igual, y respectivamente iguales los
dngulos adyacentes a éste lado, son congruentes. Criterio (ALA).

¢) Dos tridngulos que tiemen sus lados correspondientes iguales, son con-
gruentes. Criterio (LLL).

EXPLICACION:

Notemos que el drea sombreada en figura 1 y el drea en la figura 2 son
iguales a, a” + b ya que el drea del paralelogramo ADCB es a? y el drea del
paralelogramo DFEC es b? por (i).

Como CD = AB = AA' = DIV, tenemos que el drea de ADCE es igual
al drea de A'[V’DA y como CD = EF = FF' = DI, también son iguales las
dreas de los paralelogramos CDFE y DD'F'F.

Finalmente como las dreas de los tridngulos congruentes AFD y A'F' [ son
iguales, tenemos que el drea sombredad de la figural es igual al drea de la figura
sombreada de la figura 4, lo que nos da que a® +b* = &,



TEOREMA DE PITAGORAS IV

Si a,b, ¢ son los lados de un tridngulo recténgulo de hipotenusa e se cumple
que a? 4+ b* = ¢,




EXPLICACION:

Dado el tridngulo ABC de lados a, b y ¢, construimos un cuadrado en cada
uno de sus lados y el punto medio de la dingonal del condrado de lado b lo
llamamos B'.

Sean Cy, Ca, Ca y Cy los punto medios del cnadrado de lado e

Tracemos lo siguiente:

- La paralela a AC' por O, siendo A; el punto de interseccidn de ésta con el
lado CB.

- La paralela a CB por (y, siendo " el punto de interseccién de ésta con la
linea Cy A;.

- La paralela a AC por (s, siendo A’ el punto de interseccidn de ésta con la
linea CyC".

- La paralela a C'B por Cy.

- Finalmente la paralela a AB por Bt y su perpendicular también por B'.

Como los triingulnn A2BB,, A,BC, y A:BC, son semejantes, y como
A =AB= 7 entonces, los trikngulos A; BC,; ¥ A;BC) son congruentes
por lo que B4R’ = C}B = E.Lu@:ﬂ,ﬂ': BCy = g,am’que,lmtriin-
gulos ABC v A'B'C' son congruentes, por lo que C'A' = a v ademés los 4
cuadrilfteros congruentes que forman al cuadrado de lado b, son los mismos 4
cnadriliteros qgue estdn en el cnadrado de lado c.

k Pb:toduhmtﬂiwc"'-u2+i(elmd.elcundrﬁdm},ﬂdﬂ¢iﬁ¢==
a® + b=,



TEOREMA DE PITAGORAS V

Si a,b, ¢ son los lados de un tridngulo rectdngulo de hipotenusa ¢ se cumple
que a? + b = 2.




COMENTARIO:

(i) El&end:unmpﬂdduduhmayb,yﬂtmhm@.
a
]
b a
(#3) El drea del tridngulo rectdngulo deumtmnybm%b.
a
b
a
b
Natmmqmeltmpﬂindemhmudupwhutﬁsnguhu,dmdem%b.
e (a+5)(a+b)

yntmdeim Pmutmhdndirudﬂltrnpmdu 2

2
Por lo que, “—”‘L _2—+E luego (a + )2 = 2ab + ¢, finalmente si
dmrruﬂmmymmphﬁmmuﬁtﬂnﬂmm,ﬂ’+b:-nz.
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TEOREMA DE PITAGORAS VI

Si a,b, ¢ son los lados de un tridngulo rectdngulo de hipotenusa ¢ se cumple
quua:+b2 =,




COMENTARIO:

(i) Si dos triéngulos tienen sus dngulos correspondientes iguales entonces
sus lados correspondiente son proporcionales y los tridngulos son semejantes. Si
LIHG = LFED, LGIH = £LDFE y ZIGH = ZFDE entonces §8 = §£ =

i
A D
A EAF
" 7

(#) En un tridngulo rectdngulo la altura sobre la hipotenusa lo divide en
dos tridngulos semejantes a &l, por ejemplo, los tridngulos que resultan ser se-
mejantes en la siguiente figura son ALJI ~ AJKT ~ ALK J,

(#if) Un tridngulo inscrito en una circunferencia donde uno de sus lados es
el didmetro debe ser un tridngulo rectdngulo.

(#v) Si tenemos dos cuerda que se intersectan en un punto P dentro de la
circunferencia, se cumple lo siguiente: PA . PB = PC - PD
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EXPLICACION 1:

Notemos que BCA, CDA y BDC son semejantes por el (i) y.[ii}. Por
(1) tenemos que los lados de los triéngulos CDA y BDC son proporcionales es
decir: c-;a =c-—i~;dmpujmdnmt.ienac?- 2 = p? y finalmemte obtenemos
o =a+ 1.

EXPLICACION 2:

Notemos que £BAC = ZBEC por abrir el mismo arco y también £BAC =
LIDCB, pues los tridngulos ABC y OB son semejantes.

Entonces ABDC es congruente con ABDE por el criterio de (ALA).

Por (iv) tenemos CD« ED = BD - AD , y sustituyendo los valores tenemos
:;b=5c+b;l}{c-a],dﬂmnlhndutﬂﬂMMb’=c’—n:.yﬁnﬂmmtetemm

=n" 4



UN TEOREMA PITAGORICO

aa' = bl + o

;. aa' =nﬂr+y‘] =ht 4+ e
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COMENTARIO:

(4) Si en el AABC, e mmDEmm&ndﬂ.mmmgn

BC _AB
EC ~ DE’

(#) En un tridngulo rectdngulo la altura sobre la hipotenusa lo divide en
dos tridngulos semejantes a &. Por ejemplo, los triangulos que resultan ser
semejantes en el tridngulo rectdngulo CDE y altura DF son CDE, CFD y
DFE.

EXPLICACION:

lo que obtenemos az = o y también W&EBCNILFDC.%=

que obtenemos ay = W',
Por lo tanto, o’ + b’ = ar + ay = a(r +y) = ad'.
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UN TEOREMA SOBRE TRIANGULOS RECTANGULOS

La bisectriz interior del dngulo recto de un tridngulo rectdngulo biseca al
érea del euadrado de la hipotenusa,




EXPLICACION:

Dl

Tracemos el euadrado CIYC' D, 1a bisectriz del dngulo C es la diagonal CCY
del cuadrado anterior, luego también es la bisectriz del lo C'.

rpt LA
Luego BI = B'I' y Al = A'l' el drea del trapecio A, es A'T +gn AB,
(e a5 _a5a5_2
2 9 2"

Pﬂlﬂtﬂn‘lﬂﬂlndz-é_




EN UN TRIANGULO RECTANGULO ABC, LA ALTURA CD SOBRE LA
HIPOTENUSA CUMPLE (CD)? = AD . DB




EXPLICACION:

Notemos que ACDB =~ AEDF pues se construyd asf, AC || FE por ser
£DAC = £DEF, asf que el drea del tridngulo ACE es igual al drea del tridngulo
ACF por tener la misma base AC' y la misma altura h. Estos dos tridngulos de
dreas iguales, tienen el tridngulo en comiin ADC. Resulta que las dreas de los
dos tridngulos CDE y AFD tienen dreas ignales, por lo que CD-DE = AD-DF
y entonces (DC)? = AD - DF.



UNA CUADRATURA DEL CIRCULO
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EXPLICACION:

Supongamos que el circulo tiene radio r y se gira sobre un segmento BD igual
a la mitad del perfmetro del circulo, DA es igual al radio del cfreulo y AABC

es un trifngulo rectdngulo de hipotunusa AB, donde DC es la perpendicular a
AB por D, entonces por semejanza de los tridngulos BCD y CAD, ‘;Eﬁ.- g—g
=

ydnndnknnhmmwmdimmnhwgmmbmmm;=‘m—.hmgp

z? = wr?,
Como el drea del cundrado es 27 = (r/7)’ = xr?, tenemos que es igual al
drea que la del efrculo,



UNA TRISECCION DE UN SEGMENTO MAS EFICIENTE

P X
AF = 2 (AB)

o8



EXPLICACION:

Muchos textos dan la construceidn de la triseccidn de un segmento de recta
basado en Euclides, el cual requiere de 9 elementos (6 circunferencias y 3 rectas).
La siguiente construccién usa sélo 6 elementos (2 circunferencias y 4 rectas).

Sea AB el segmento que se desea dividir, C, y Cj circunferencias de radios
AB y centros A v B respectivamente. Sean C y €' los puntos de interseccidn
de C) y Cy. Trazamos la secante CD que pasa por A.

C
C, F
Au- —'CIH A&. “R
Cq
D~y

Como AABC y AABC' son equiléteros ya que AB = AC = AC' = BC =
BC' son radios, se tiene que LCAB = LBAC' = LC'AD = 60°. Y también
tenemos que ABAE = ADAE por el criterio LAL, de lo que se concluye DE =
EB, o lo que e Jo mismo que E es el punto medio del DB.

Como A es el punto medio de CD y B es el vértice opuesto a CD de ACDB,
entonces BA es mediana. Andlogamente como F es el punto medio de DB, CE

mmndhmdﬂﬁﬂﬂﬂyhmdMCEdhidcdmmBAmm%y'

por lo tanto AF = ‘;;-AB

£

C

/ e
%‘B AN] B

D C’ Da// =



LOS ANGULOS DE LOS VERTICES DE UNA ESTRELLA SUMAN 180°
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EXPLICACION:

Prolongemos a EF hasta ¢l punto G y tracemos una paralela FH a DB que
pase por el punto F.

Tenemos que £FDB =1+ 3 pues son los dngulos no adyacentes a ZBDE
y143=/ZGFH pues son dngulos correspondientes.

También /FBD = 2+ 4 pues son los dngulos no adyacentes a LABC
Y24+ 4=/HFR pues son dngnlos alternos internos.

Por lo tanto como los angulos /GFB y £BF D son suplementarios tenemos
que:180° = ZGFB+ ZBFD = ((1+3)+ (2+4) +6=1+2+3+4+5.
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TEOREMA DE VIVIANI

Los segmentos perpendiculares a los lados desde un punto V' que se encuen-
tra en la frontera o dentro de un tridngulo equilitero ABC suman la altura del
tridngulo.




EXPLICACION:

Construimos el tridngulo equilitero A'B'C’ que sea congruente al tridn-
gulo ABC trazando A'C' | AC y A'B' || AB, y sobre B'C” tracemos la recta
paralela a AH que pase por V y el punto donde se intersecta esta con A'C” le
lamamos H, tenemos que el tridngulo HVC' es equildtero, luego si trazamos la
perpendicular a AB que pase por ', obtenemos que C'Q = H'V = H'G + GV
son alturas del tridngulo VC'H. Como H'G + GV = VF + GV por ser H'(;
y VF alturas del tridngulo equilétero CC'I. Por lo tanto DV + FV + GV =
DV + H'G + GV = DV + C'Q, que es igual a la alturs del tridngulo ABC.




CUERDAS Y TANGENTES CON LA MISMA LONGITUD

Si una circunferencia C; pasa por el centro O de otra circunferencia s, In
longitud de la cuerda comin PQ es de igual longitud que el segmento PR, el
cual es tangente a ) ¥ cuerda de Cs.




COMENTARIO:

(i) Todo dngulo inscrito ZQRP en una circunferencia, es igual a la mitad
del dngulo central ZQOP que abarca el mismo arco, es decir § = 4.

(ii) Todo dngulo semi-inscrito ZQPR en una circunferencia es igual a la
mitad del dngulo central ZQOP que nbarca el mismo arco, es decir 3 = &1.

EXPLICACION:

Notemos que por (i) y (ii) el ZOQP = ZOPR = a. Come OP, 0Q v OR
son radios entonces los tridngulos AOPQ y AQRP son isdeeles, por lo que
£ZPRO = ZOPR=a yel ZOQP = £QPO = a. De lo que resulta el AOQP
¥y AOPR ser congruentes, por lo tanto PQ = PR .




LA DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

d |ma+ec—b|
1 1+m?

o

/(m-'-c)

/
i |a

ma+e-

[N

(a,b)

y=mx+e

i



EXPLICACION:

Si tenemos la ecuacidn de una recta y = mz 4+ ¢ en forma pendiente y
ordenada al origen y se quiere calcular la distancia de un punto Ala,b) a esta
recta, trazamos la recta perpendicular a y = mz + c que pase por (a,d) y al
punto de interseccidn de estas dos rectas lo llamamos ', también trazamos una
recta recta paralela al eje Y que pase por (a,b) y al punto de interseccidn de ésta
con la recta y =mz + ¢ es B(a,ma + ¢). La distancia de C a A Ia llamaremos
d, la distancia de A a B es [ma+¢—b|.

Sobre el segmento BC' ponemos un punto A', y trazamos un segmento de
medida la unidad paralelo al eje X que pase por A’ llamando al otro extremo
de este segmeto C' y luego trazamos un segmento paraleo al eje Y que pase por
€' donde la interseccidn de éste con la recta y = mx + ¢ es B, es claro que la
medida del segmento C' B’ es m y usando el teorema de Pitdgoras la medida del
segmento A'B’ = /1 + m?.

Notemos que los tri los ABC y A'B'C" son semejantes el criterio

q % 2Oy ) por

daAM;rpm'lnmntuE_;F = ﬁqmmthninmdﬂmmﬂiidltcmw
d _ |ma+c-b
1 Vvi+m? -



AREAS ALGEBRAICAS
(a+b)* + (a—b)* =2 (a® +1?)

b b
a-b a a-b b




EXPLICACION:

b b
a b a-b a ab b

Nulmquadhdnmqmerdndnhigmlﬂnﬂmﬂanathmdnlmim
[n+b] + (a - b)* ,Mndunicnndmdndﬂdm(ﬂ+ﬁ] a su vez estd formado
por un cuadrado de drea a? mds dos recténgulos de drea ab mas un cuadrado
de de drea b, unmnmhmrmtuguhda&mﬂhmhmmmmlmladm
ddmmdt'ndudaﬁm(ﬁ ), de tal manera que va a quedar sobrepuesto un
cundrndudaﬁmb‘almn!mbmmlnpnﬂempmwdmmbnddmmdn:h
con drea [(a — b) + b]°.

Dcluqurmamm(n+b}2+{a—ﬁ}=={u’+b"'}+[[n—ﬁ]+ﬁ]=+b?,que
al simplificar nos queda {a +b)* + (a — 8)° = (a? + b*) +a? +b? = 2 (a® + b%).



COMPLETANDO EL CUADRADO

z? + 2az = (z +a)’ — a?

2a

X X X a
x. x. x.
= =
a Dﬂ
B === ‘

7l



EXPLICACION:

x X X a
. x. I.
B =
a Dg
R c— ¥

x

2a a

Notemos que el drea del primer cuadrado mas el drea del rectdngulo es
z? + 2ax que cs igual al drea del cuadrado z* més el drea de los rectdngulos
ar + ar que es igual al cuadrado de lado = + @ menos el drea del cuadrado de
lado a que es igual a (z +a)” — a%

Por lo tanto 22 + 2az = (z +a)” - a?,



CONSTRUCCION DE DOS LUNAS CUYA SUMA DE SUS AREAS ES
IGUAL A LA DE UN TRIANGULO RECTANGULO

Az Ag
(£, +8)+ (L, +8,)=T+5,+5,
3

A.-I-JI-A.

Ly
+
L k
T

L+L,=



EXPLICACION:

L

A 2

I = .d—___‘sz
/ . L" ."' i
-f'lj Vi T K_‘“-:,, ./ T\“— )

A, (L, +8)+(L,+8,)=T+8, +85,
A+ A = A
Lz

u/\

E S
c

2
ay? E' ey 2
xl= T!-! Tl =
A]*I-Ag-—(z‘ll-p ; =%[§'§'{ﬂ'ﬂ+ﬁ2]]-—(§lgdﬁlpﬂrh
tanto Ay + Ay = A

Se puede ver facilmente que A; = Ly + 81, A2 = La+ S2 v que A3 =
T+85,485;, es decir (L1 + 81)+(Lg + 83) = T'+5,+5,, por lotanto Ly +Ly =T.
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EL AREA DE UN ARBELO

Teorema: Si P, @ ¥y R tres puntos sobre una linea, donde ) se encuentra
entre P y H. Tres semicireulos son dibujados arriba de la linea con didmetros
PQ, QR y PR, un drbelo es una figura acotada por estos tres semi-circulos.

Dibuja la recta QS perpendicnlar a PH que pase por ). Fl drea A del drbelo
es igual al drea C del circulo con didmetro Q5.

AvA +Ay=B 48

A+ +-41-r-l,+i.".',+-1 HC Bymd 4T,
R L A AT &

Ta



COMENTARIOS:

(i) El tridngulo ABC inscrito en una circunferencia con hnputanm el
didmetro de la circunferncia es rectdngulo.

(#2) Si ABC es un tridngulo rectdngulo se cumple el teorema de Pitdgoras
a’? + 1 = ¢!, Entonces, las dreas de los semi-circulos Sy, S2 ¥ Sa cumplen
1+ &= 5.

(ifi) Si CD es altura del trangulo ABC, entonces, los tridngulos ABC, ACD
y CBD resultan ser tridngulos rectdngulos semejantes,

EXPLICACION:

Si prolongamos al segmento S v a la interseccidn con la eircunferencia la
llamamos S’ el tridngulo HPS' es rectdngulo v por el comentario (i) y (i) se
cumple By + Ba=A+ A+ Agperoasuvez By =4, +Cry Ba= Ay +Cr es
decir Ay + Cy + Az + 5 =A+A1+Agysimpliﬁrandntenemmﬂg+ﬂ =4
pero O + Gy = CL

Por lo tanto, C = A.
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EL AREA DE UN SALINON

Tearema:Si P, @, R y S cuatro puntos sobre una linea respectivamente
son tales que P} = RS. Los semicireulos son dibujados arriba de ln linea con
didmetro PQ, RS y PS, y otro semicirculo con didmetro QR es dibujado por
abajo de la linea, Un salinén es una figura acotada por estos cuatro semi-circulos.
5i el gje de simetria de un salindn es intersectado en los puntos M y N. Entonces,
el drea A del salindn es igual al drea del cireulo C de diametro MN.

N




COMENTARIO:

L N

El drea del semi-circulo es E;— y el drea del tridongulo es 2:-;1-} que al mul-
Wil . " o (2r(r)\ _ar?
tiplicar &sta idltima por 3 tenemos (E) (T) izr
EXPLICACION:

N

N N
4 c
T .
= — yeces -
PR ; 2 P @ S
M

M

Por el comentario las jrﬂmms;d;ala;sﬁ:ni--::ircm!fca!ren-::ﬁ,aus-::ondi.d.:netm PQ,QR,
RSy PS son iguales a 7 por las dreas de los trifngulos PQT, RQM, RSU y
PSN, respectivamente, de igual manera % por el drea del tridngulo NMU, es
igual al drea de la semi-circunferencia con didgmetro N M.

Por lo tanto el drea del salindn A es ignal al drea de la circunferencia C' de
didmetro N M.

T8



EL VOLUMEN DE UN FRAGMENTO DE UNA PIRAMIDE CUADRADA

V(R)=

h h
ﬁ-nV{Fﬂ=b-—n

a
. l
b b
L P

[% (b“—n“]] =2 (@ +ab+1?)

2

.

b

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA



EXPLICACION:

A 2

2

El volimen de P} es V (P,) = Ch donde C depende de a y b.
El volimen de P es V (F;) = C (b — a) donde (' es la misma que la anterior,

E.P:}m entonces, V (P) = L;{_}?.}h - bfnv{ﬁ}' .

porloqueﬂzi

V[Pg]=%(b3—n3}p:thmmtrnu&dnqm=aehm

Pm-huan{Pl_}=-§f—ﬂ [% [bi—aﬂ}] =g(n’+ﬂb+h’].



EL VOLUMEN DE UN HEMISFERIO VIA EL PRINCIPIO DE CAVALIERI

Ve=Vp= %r’ﬂxr = grﬂ
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COMENTARIO:

(i) Principio de Cavalieri:

Si dos enerpos S y P dispuestos entre dos plancs paralelos, son tales que la
seccidn que se obtiene al cortar dichos cuerpos por un plano paraleloa S y P
resultan figuras de dreas iguales; entonces los dos vohimenes de estos cuerpos
son también iguales.

(i) El volumen de una piramide es % del drea de la base por la altura.

EXPLICACION:

Para ver enanto mide el radio a del circulo que resulta de cortar un hemis-
ferio de radio  a la altura h, usamos ¢l teorema de Pitdgoras, para obtener es

a = v/r? — h?, entonees dicho cireulo tieucirmf[f;!—h’l!=:[r2—h’].
Construimos una pirdmide con base cuadrada de drea r? y con altura 2r, si
cortamos a la misma altura h la pirdmide vy usando semajanza de tridngulos
tmmmuntrapeeiudem%ﬂw{r—h](r+h}=f{r3—-h“].

3 Pﬂrlﬂtﬂ;mﬂﬂﬂﬂdﬂﬂlpﬁnﬁpiﬂdﬂ{:ﬂ\thWqHBVS = Vp =

OBSERVACION:

Die aquf se puede concluir entonces que el volumen de una esfera de radio r
ﬂaigndaEngﬂ(grrs)zgrr’.
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EXPLICACION:

Tomamos un cuadrado de drea 1. Un primer proceso consiste en que trace-
mos dos recténgulos de drea (1) () uniendo los puntos medios de los lados
superior e inferior, y después tomamos el rectdngulo de la derecha y unir los
puntos medios de los lados derecho e izquierdo, de tal forma que obtenemos dos
cuadrados de 4rea, (l) (l) = 51; En el cuadrado superior volvemos a repetir el

2 2
proceso, y as{ una infinidad de veces como sugiere la figura:

1 1 1
La suma de las 4reas obtenidas después de varios pasos es: 5 + 7 + 5 +
1
et o y quedando sin dividir un cuadrado de 4rea 23

Por lo el+1+1+ L L
e 5T 52 T 53

~oEm

+"2—2;
0

1
Y esto claramente sugiere que: 22_11 =1,

n=1

86



o0
LA SERIE GEOMETRICA Z{; -

n=1

L
2

W | =

R7



EXPLICACION:

Dividimos un cuadrado de 4drea 1 en tres partes de igual 4rea, dos figuras
en forma de L y una diagonal de tres cuadrados, como lo muestra la siguiente

figura.

Tenemos que el drea de una de las L, que es % del érea original y el 4rea
de cada uno de los cuadraditos es % del 4rea original. Luego a cada cuadradito
diagonal lo dividimos de la misma forma, obteniendo en cada una de las tres
partes un 4rea de %, y si tomamos las 3 figuras L. (una de cada cudradito) estas

partes tienen érea 3 (%) .
1

Este proceso se puede continuar y en el paso n las L’s tienen 4reas o1 (y

. 1
hay tres de éstas). Los lados de uno de estos cuadraditos, tienen 4rea 230 €0

3
. 1
el siguiente paso las L’s tendrdn drea 3an71 Y de estos hay 371,

1

3 ]

Tenemos que :

1 1 1
ol 243> 49 - ...} = "
(3 + 327 + 9243 + ) 1, que ser4 el drea total del cuadrado original,

entonces 23: L_ 1. Por lo tanto i L_1
n=1 3‘n . n=l3n 2

38
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EXPLICACION:

Tomamos los puntos medios de un tridngulo equildtero de 4rea 1, formamos
cuatro tridngulos equildteros de igual 4rea uno de los tridngulos se colorea con
verde, otro de blanco y el tercero de rojo, y en €l restante de esos cuatro tridn-
gulos equil4teros, el superior en la figura, volvemos a tomar los puntos medios y
obtenemos cuatro tridngulos con la misma drea y asi sucesivamente. Si tomamos
un trfangulo de los tres restantes de la primera subdivisién y a éste agregamos
un tridngulo de los tres restantes de la segunda subdivisién y asi sucesivamente
como lo muestra la figura, tenemos que la suma de las dreas de los tridngulos
que se tomaron es decir de cada color es % del 4rea total.

2 3
it @)+ @)+ =g
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EXPLICACION:

Tomamos los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado 1 y for-
mamos cuatro cuadrados de igual 4rea (igual a } del drea total original). A tres
de estos los coloreamos uno de verde, uno de blanco y el otro rojo.

Tomamos el cuadrado no coloreado, el superior derecho y volvamos a tomar
los puntos medios de los lados de este tltimo obteniendo cuatro cuadrados con
la misma 4drea (;1-_: del drea original) de nuevo a tres los coloreamos y al cuarto lo
dividimos y asf sucesivamente. Si tomamos un cuadrado de los tres restantes de
la primera subdivisién y a éste agregamos un cuadrado de los tre restantes de
la segunda subdivisién y asi sucesivamente como lo muestra la figura, tenemos
que la suma de las 4reas de los cnadrados que se tomaron, es decir de cada color
es % del 4rea total.

Luego, § + 75+ 35+ = 3-
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e

Figure 1:

EXPLICACION:

Dividimos un cuadrado de 4rea 1 en cinco partes de igual 4rea, cuatro figuras
en forma de I, y una cruz de cuadrados, como lo muestra la siguiente figura,
cada figura se forma con 5 cuadritos de 4rea -21—5 A cada una de estas figuras le
asignamos un color (amarillo, rosa, gris claro, gris obscuro y azul).

Tenemos que el 4rea de una de las L’s, es 51- del 4rea del cnadrado original,
ademds el 4rea de cada cuadrado de la cruz es de 2—15 del 4rea del cuadrado origi-
nal y al cnadrado central de la cruz lo dividimos de la misma forma, obteniendo
cinco partes de igual 4rea, cuatro figuras en forma de L y una cruz de 5 cuadra-
dos. Nuevamente tenemos que el 4rea de una de las L’s, es —1% del cuadrado
original, ademds el 4rea de un cuadrado de la cruz que tiene un 4rea de 6—53 del
cuadrado original , y as{ sucesivamente como se muestra en la signiente figura.

Luego habremos hecho dos cosas, una dividir el cuadrado en 4 partes iguales
(las que tiene el mismo color) y cada parte se ha formado de la unién de figuras

de dreas %, ,%5, Jﬁ,---etc.
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Lo que nos suguiere que:

1,1 1 -
4(5 + 5 + 195 + > = 1, que es el drea total del cuadrado original,

entonces 4002 ! 1. Por lo tant i ! !
—_=1. o _—— -,
5n n=15" 4

n=1
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1

l1—7r

LA SERIE GEOMETRICA Zr" =

n=0




EXPLICACION:

Como los tridngulos PQR y RR:P, son semejantes se tiene que: PQ =

Ho P 11— 7r—2z T
luego = =]1-- - por lo que z = r°.

RR;’ 1

Ahora se procede a,néloga.mente cada vez que se ha encontrado el valor
de un segmento P,S, = r", se traza S,.1 de manera que S,S,+1 =™y
se construye el P,.1. No es diffcil ver ahora que P, 15,41 = ! (Usando la

semejanza de tridngulos PRy 1Pnv1 ¥ PoiiRusaPota).

2

TS P
Como los tridngulos TSP y PQR son semejantes se cumple — = _Q , por
SP QR
loquenosdal+7+r2+7r3+... = - 1
—r
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LA SERIE GEOMETRICA, } ar" = —
—= 1—r
B
- A
i l \\
{ \
| %1__1 Mg
| r
| |
1|
r | |
\\
\ A
K ¢
| , N
! LN
| rto
-l r
A L & ) BOA
C a + oar”+ -
La semejanza entre ABC y A;B1C1 nos muestra que: Zar" =7 ‘.
-7
n=0
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EXPLICACION:

Tomemos un valor r en el intervalo (0,1) . Consideremos un punto C; sobre
By D; de manera que D,y = r, trazamos una recta paralela a Fy B, que pase

por C1, entonces tenemos que los tridngulos £y B1B y C1A; By son semejantes,
ClAl a
por lo que = .
l—r 1 1
"
Por lo que DDy = CA; = ar, como B1D, =1y DiC; = 7, entonces
BlCl =1-r

Con la misma proporcién 7 tendremos que Do D3 = ar?, DaDyg = ar®, ...

s B
= IR
‘ \
| N
1 I E
21
r |
N
1 | £q 5By
24 ‘ .
r . B,
! | “\._‘
| . A,
1 :_ C x\__
| 1 | \.\\
r T~
I | | .
| |r?
J_ | r3 y——‘
—l Lo} & : | 2 0 4
C a D, ar D, ar? Dy

Como AC = a+ar+ar®+--- ,CB = 1 y los tridngulos ABC' y A, B;C1 son
T

. a-+ar+ ar? 4 ... ar kad
semejantes, se cumple que: i + = , luego E ar™ =
= 1—-7r =

r

a
1—7




1
1—r2

LA SERIE GEOMETRICA Zr% -

n=0

1

L+ 47t 4. =

1—172
(1-7)° (1-n)°

1—r)2 r2 (1 —r)? Ml-rl+... = =
ot =n s A-r)i+or(l-r) 1-7?
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EXPLICACION:

Al descomponer el cuadrado de 4rea 1 en figuras en formas de L’s, tenemos
2

que: drea Ly = (1 —7)"+2r (1 —7),

drea de Ly = r2 (1 ~—r)2 +2r%r (1 —7) = 2 [(1 ——1')2 +2r(1—7)| = 7Ly,
repitiendo lo anterior tenemos que érea Lz = r?L, y asi sucesivamente por lo
que e} 4rea del cuadrado de lado 1 se puede escribir como sigue:

1?2 =4rea L,+drea Ly+drea L3+ - -

= (érea.Ll)(l+r2 +ri4.)

ltrl4rip = = ! .,
v drea Ly  (1—-r)?+2r(1—7) 1-—72
: L
[ ‘ .'0; ]E.
r i .I.—':‘I -
v .
P (1-r) Ny
r ; Al-r) 7
r(1-r) 5 L s
r*(1-r) r:
r(1-r) — L,
e |
r(l-r) r
1-
j — L,
1-r I o
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Por otro lado la suma de las drea sombredas de azules es:

QA=)+ Q=)+t Q=) 4 = (1= (L +r2 471 +---) que
sustituyendo lo anterior tenemos (1—~'r)2+7'2 (1—7‘)2-+-7'4(1-'r)2+~-- =
2f 1 (1-r)? (t-n)’
(1-7) ( )= 5 = 5
érea L, (I1-m"+2r(1-7) 1—7
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LA SERIE GEOMETRICA » r(1-r)" =1

n=0

r A-r)  Al-rf
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EXPLICACION:

Formernos un rectdngulo de rea r (con lados 1 y r) y otro de 4rea 7 (1 — 1)
(con lados r y (1 — 7)), el 4rea del cuadrado de lado 1 es igual a la suma del
érea de estos dos rectdngulos més el 4rea del cuadrado de lado (1 — 7), es decir
P=rt+r(l-r)+(1-r).

Si al cuadrado de lado (1 —r) lo descomponemos en la misma forma, con
dos rectdngulos proporcionales a los anteriores uno de érea r (1 — 7‘)2 (con lados

(1—7) y r(1—7)) y otro de érea r (1 —r)° (con lados (1—7) y r(l -—7')2)

mas un cuadrado de lado (1 — 7‘)2. El érea del cuadrado de lado 1 serd igual
a los rectdngulos formados en un pr'mcigio, més los de este segundo proceso,
mas un nuevo cuadrado de lado (1 —7)*. Este iultimo cuadrado a su vez se
podré descomponer en dos nuevos rectdngulos uno de 4rea 7 (1 — r)4 y otro de
grea 7 (1 —r)° més un cuadrado de lado (1- )%, y asf sucesivamente. Para el
cuadrado de lado (1 — 7)™ tendremos que se podra descomponer en dos rectdn-
gulos uno de 4rea 7 (1 — 7)*" y otro de 4rea 7 (1 — r)*"*! m4s un cuadrado de
drea (1 — r)2"+1)
Luegol = r+4r (1 —r)+r (1 = r)?4r (1 = 1)+ 4r (1 = 1) +r (1 — )" 14

1- r)z(n'H) +oe

1]

| | | r(l—r)3 r(i-r)

—
| el
f I
~
S~
~
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para 0 <7 <1

ESCALERA DE GABRIEL ann =

n=1
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EXPLICACION:

Notemos que la primera escelera esta formada por rectdngulos vérticales y
que la suma de las 4reas de estos recténgulos vérticales es: (1)7+(2)r2+(3)r®+
[v2]

c= E nr", pero si esta misma escalera la formamos con rectdngulos horizon-
n=1

tales la suma de las é.rea,s de estos nuevos recté.ngulos es: (r +ri 434 ) +
[o < B~ o]

(rP+r+. Zfr + Zr + ZT" = ZZT"-

n=2 n=3 i=ln=z
Como E =t Z”f‘
n=1i
1 oo
E E T 1 = — E rt y esta serie en 7 es geométrica y como
. / -r
t=1n=1 1—1

0 < r <1, tenemos

1 mri_ 1 (7‘ )_ r
— T l—r\l-7r (1_7-)2

r

o
Por lo tanto Y nr” = 5.
Ty
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LA REGLA TRAPEZOIDAL (PARA FUNCIONES CRECIENTES)

b n—1
- b—
[ra@e= Y (£e)252) 5 1) - 1 @) 5
a =1
ﬁk
¥
F/ £ ) S
T forenmmmsrmmeneenes
!
) a=x, X% x ) X, x":bX
|
}
'
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EXPLICACION:

/) |

J(=)

108



Sumas de enteros

e Primeros enteros positivos
Martin Gardner.
Ian Richards.

* Primeros enteros impares
Nocomachus de Gerasa,
José Antonio Gdmez Ortega.

s Cuadrados y suma de enteros
Martin Gardner.

& Suma de cuadrados
Martin Gardner y Dan Kalman
Sidney H. Kung.
James (. Chilaka
Pi-Chun-Chnang.

¢ Sumas alternadas de cuadrados
Dave Logothetti.

Steven L. Snover.

s Cuadrados y suma de enteros
Hee Sik Kim.

* Suma de cubos
Alan L. Fry.
Solomon W. Golomb.
J. Barry Love.

» Una progresidn aritmética cuya suma es igual al cuadrado de sus
términos
C. L. Frenzen.
# Progresitn aritmética cuya suma es igual al cuadrado del mimero
de sus términos
James O, Chilaka,
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LA SUMA DE LOS PRIMEROS ENTEROS POSITIVOS

Tu=1+2+3+---+n-ﬂf§.+__!'_}

000000
000000
o00000
evc000
000000
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EXPLICACION:
1(2)

Para n =1, es fieil ver que —=

B

Pmn=2,esfﬁdlmque1+2=—2~£§l

ses

Suponemos para n =k, es decir, 1 + 2+ 34 -+ k= k—(k""l].

2

| K+l

|
| |
200000 O

..-:..I. ®
00000 o0

b

Por demostar para el caso en quen =k + 1, es decir 1 + 2+ 34 -+ k+
[k+1)=(k+1]k+2}

Notemos lo signiente: Hemos acomodado 2 veces la suma 1 +2+3+ - +
k 4+ (k+ 1). Al hacer esto, recuperamos la suma 1 + 2+ 3 +- .- k, también dos
veces v, ademads, dos veces k + 1; luego:

20042434+ k+1)=2(14243+--k)+2(k+1)

~BEAD agerny=(541) @)= ke +2).
;1+2+3+~-+k+m+1p=ﬁil¥iiﬂ.
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k+2

| K+

|
| I

e

sece0®-

09 0.00 0
:

ceces eve.
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LA SUMA DE LOS PRIMEROS ENTEROS POSITIVOS

ﬂ2
1+‘2+3+---+n=-2-+

w2 2
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EXPLICACION:

Tomcmmmd:ndmcuymhdmmd:bngltudl

? 2,,dulsl:mlna 3 es la mitad del drea del

cuadraduy%eaelémdaltriﬂ.mlﬂ.

Para n = 1, es fdcil ver que 1 =

N

Paran =2, mfﬂcﬂmqne1+2—r§-+§dunde%eulsmtnddelﬂmdc]
cuadrado de lado 2 y % es el drea de los dos tridngulos.

En general, tenemos paran =k, que 1+ 2+ 3+ + k= 5;+§,]mquelm
cuadrados cubren Ia mitad del drea del cuadrado de lado &, y hay & tridngulos
que cubren un drea de §.
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SUMA DE ENTEROS IMPARES

=ﬂ,l:

4 (2n—1)

14345+

LR
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EXPLICACION:

Tomemos una bola y observemos que se cumple 1 = 1.
<

Tomemeos 1+ 3 bolas, de tal manera que se acomoden en forma de cuadrado
y el total de holas que tenemos es: 1 + 3 = 22,

23

Tomemos 1 4+ 3 + 5 bolas, de tal manera que se acomodan en forma de
cuadrado y el total de bolas que tenemos es: 1+3+5=32%

{2

3

Supongamos que si tomamos 143454 - -4+(2n — 1) boles, de manera que se

nt;nmndmmﬁrmndecundmdo. El total de bolas es 14345+ 4+(2n-1) =
n’.

Veamos c6mo cambia la igualdad 1 +34 5+ -+ + (2n — 1) = n? cuando se
aumenta 2n+1 bolas. Estas las podemos separar en n+-1 bolas, que pondremos
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en el renglén superior, y n bolas en la columna de la derecha, formando ahora
un cuadrado de lado n + 1, por lo que:
1+345+ 4+ 2n-1)+2n+1) = (n+1).

L
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SUMA DE ENTEROS IMPARES

L4345+ 0+ (@n=1) = £ (20) = n?

*

T
.
*

.
H

n-1
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EXPLICACION:
Tbmemmmuimbalu y formemos un cuadrado. Aqui vemos que se cumple

dilw(2.1)%
@9
ofe

Tomemos 1+3 = 1+ [2(2) — 1] bolas, acomoddndolas en forma de pirdmide
ynaumhaotmtmpw&mdmaemomdmmfmmadﬁmﬂdndn,mm
Ia figura. Vemos que se comple 4 (1 +3) = (2 -1}

Tomemos 1 +3 4+ 5 = 1+ 3+ [2(3) — 1] bolas, acomodandolas en forma
de pirdmide. Como antes, formemos cuatro pirdmides, que se acomodan en
fwmudemudruhmmnhmnmtmhﬁgum de tal forma que se cumple
4(1+3+5)=[2- 3|

29900 ®
o080
LA N X X L)
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Supongamos ahora que cuando se toman 41 + 3 + 5+ ++ 4+ (2n — 1)] bolas,
éstas se pueden acomodar en 4 pirdmides, de manera que las cuatro pirdmides
se acomoden en forma de un cuadrado de lado 2n, como lo muestra la siguiente
figura.

-|-||-y-it @
(] -....tiio

2]

Veamos qué pasa cuando se acomodan otras 4 (2n + 1) bolas mds, si sobre
cada lado del enadrado anterior se acumulan 2n + 1 de tales bolas, como se
muestra en la siguiente figura.

o0 00000000
® @ eec00000

s oo

Y RO I
oo @eeceocooce o0
0 G000 é000® @@
o0_0ooeeo0e oo

st sassass o

Tenemos que el nuevo cuadrado es de lado (2n + 2) por lo que:
A0+3+...+ (@ -1)+@n+1))=(2n+2)? = 2(n+1)P.
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SUMA DE ENTEROS IMPARES
nn+l) (-1 _

1+3+ 54+ (@2n-1)=

2
2"‘“ m (274 A £2 A AN
[1+3+5+--r+{h-1}] = [1+4243+.+n]  + []+2+3+---+[n-1]]
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EXPLICACION:

Tomemos primero un tridngulo.Observemos que se cumple 1 =140 =12,

‘A - A A

Tomemos 1 + 3 tridngulos, de tal forma que los separemos en dos como
lo muestra la siguiente figura. Veamos que se cumple 1 +3 = (1+2) +1 =
23) , 1(2) _ .5
—+T—2‘.

Y NV . §

Si suponemos ahora que, cuando tomamos 1+345++--+2n—1 tridngulos,
los podemos separar en dos como lo muestra la siguiente figura.

1 1
3 2 1
5 3 2,
/Y e . P :

-1 O nAA/AA  ~/YY-VY

[I+3+5+--»+{h-1}] = [1+.‘..‘+3++--+n] + [1+3+3+-u+ 1-1]1

Algebraicamente como:
14345+ (@2n-1)=(1+2+3+-+n)+(1+2+:-+(n-1)) =
_n@n+1) + (n~1)(n) =

2 2
Tenemos que cuando aumentamos otros 2n + 1 tridngulos, estos nuevos los
podemos separar en n + 1, que aumentamos al primer tridngulo, y n que au-
mentamos al segundo teniendo ahora que 1 +34+56+---+(2n—-1)+(2n+ 1) =
[n{n; 1) +n+i]+[(n-gltn +ﬂ] _ (!1+1)2{ﬂ+2}+ﬂ(ﬂ2+ 1) = G,

123



CUADRADOS Y SUMA DE ENTEROS

1+2+--+Mn-1)+n+(n-1)+--+2+1=n’

1+2+1=22

‘@ 1424342+1=32

14+243+4+43+2+1=42

) l+2+---+{n—l)+l+(m—l}+---+1+l-llz

oo 0ce
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EXPLICACION:

Tomemos 1 + 2 + 1 bolas, de tal manera que se acomoden en forma de
cuadrado. Asf, el total de bolas que tenemos es: 142+ 1 =22,

+2+]=22

Tomemos 1+ 2 + 3 + 2 + 1 bolas, de tal manera que se acomoden en forma
de cuadrado y el total de bolas que tenemos son:

1,2 .3
000
e 0®
000

1+2+3+ 2+1=3?

Supongamos que 1 +2+3+:--+(n—1)+n+(n—1)---4+3+2+41 bolas
se acomodan en forma de enadrado de lado n.

i
PR
‘00 0 @
f+2+---+(n-1)+n+{n—.']+-.-+2+."-n3

&

Veamos qué sucede en el signiente paso, Ahora agregaremos n+ 1 y n, al
cuadrado anterior de modo que quedan 1 + 3+ ---+n+ (n+1)+n4..- +
3+ 2 + 1 bolas, que acomodaremos en el cuadrado anterior, de la signiente
manera: pondremos n+ 1 en la diagonal inferior a aquella en la que teniamos n,
y colocaremos n debajo de la diagonal que acabamos de introducir. asf, queda
n.hmn.u;: cuadrado de lado n+1, por lo que: 1424 --n+(n+ 1)+nt- - 4+241 =
(n+1)".
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_@n+1)i+2+3+-n)
3

12 +22 432 4... 4+ n?
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EXPLICACION:
Tomemos un sumando, como lo muestra la figura inferior, luego es fécil ver

SO TUES TN
¢ [l o N

Tomemos 1% 4 2? cuadrados y formemos con ellos una pirdmide. A los la-
dos de la pirdmide acomodemaos dos copias de los cuadrados Izyﬂz,nnmn]n
muestra la figura, De esta forma, el nimero de cuadrados que tenemos es:
1‘1+2‘lz [2'(2}‘1';“1""2] -

¢ M

Tomemos 17 + 2? 4+ 3? cuadrados y formemos con ellos una pirdmide. A
los lados de la pirémide acomodemos dos copias de 12 + 22 + 3%, como lo
muestra la figura, de tal forma que el nimero de cuadrados que tenemos es:
1’+2’+33=[2(3}+1];1+2+3]=14.

Tomemos 12+2%+3?+. . .+n? cuadrados y formemos con ellos una pirdmide.
A los lados de Ia pirdmide acomodemos 12 + 22 + 32 +- - 4+-n?, como lo muestra
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la figura, de tal forma que el mimero de cuadrados que tenemos es: 1% + 2% +
Rn+1(1+2+3+---4m) _Rr+1][(n)(m+1)]

: LR iﬂ

3+ tmn 3 6
¢

nz - :
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SUMA DE CUADRADOS

3(12+224+3+---+n?) =In(n+1)(2n+1)

n n n n n—1 21

n=1 n-=1 n=1 0 n n—1 2 0
: % 0 I = . 00
2 0 0 0 nn—-1 0 00
0 0 0 ] n 0 0 00
2 - n—1 n M+1 2n4+1 - 2n+1 2n+1
3 n 0 41 41 v 2n+1 1]
: 0 5§ = - : R 0
n 0 0 0 n+1 2n+1 0O 0 0
0 0 0 0 n+1 ] 0 0 0
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EXPLICACION:

La suma de los elementos de cada una de las matrices es 12 + 22 4...n% En
cada una hay n entradas con el nimero n, n — 1 entradas con el mimero n— 1,
elc.

n n n n n n—1 P |
fi-=1 n—=1 -+ m=1 0 n n—1 20
0 Il & : ¥ 00
2 2 0 0 0 nn-1 0 0 0
1 0 0 0 0 1t 0 0 00

1 2 n—1 n

2 3 n 0

+ : st o4 BT
n-1n 0 0 0
n 0 0 0 0

Luego el resultado de la suma de las tres matrices es:

n+l 2n+1 -+« 2n+l 2n+l
n+l 2n4+1 v M+l 0
: : % 0 0
n+l1 2n+1 0 0 0
n+1 0 1] 0 0
nin+1) -
Hay 14 24 ++..n = ——— entradas diferentes de cero y cada una de las

2
cuales tiene el valor 2n+1. Luegp, la suma de sus elementos es
La igualdad entre la suma de matrices y su resultado, se toma la suma
entrada por entrada, luego tenemos la identidad:
(n)(n+1)(2n+1)
3 .

n{n+1}(‘2n+1)‘

312+ 48 4. 4n?) =
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SUMA DE CUADRADOS

n i n n
(2}) —2) (1424 R (k+1) =) K
k=1 k=1 k=1

(142+43+...+n-1)(n)
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EXPLICACION:

Hemos dividido el cuadrado de lado 1+ 2+ - - +n en n cuadrados diagonales
(de color azul) de lados 1, 2, + -+ ,n, y otros rectdngulos que aparecen por parejas
de dreas (1)(2) ¥y (2)(1), 1 +2)3F) vy 3 (1+2),...,(1+24--+n=1)(n)
y(l+2+--+4+n-1)(n).

n 1 L3 n
i = 2 o A
Suglrhndoque:(&) EH+2E (1424t B (k4 )

Al R e [l

(12434 4n-1)(m)

:Qué sucede si aumentamos a nuestro cuadrado una figura L, formada por
un cuadrado de lado (n + 1) y dos rectdngulos de dreas (1 +2+-+-+n) (n+1)
y (n+1)(1+2+---+mn)? Formarfamos un cuadrado de lado 1 + -+« + n +
(n+1).
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" 2
s dibaic: (zk) 1P 21424 4n)(nt 1) =
k=1

=142+ +n)P +2(1+24--+n)(n+1)+(n+1)
=(1+24 - +nt+n+1)’.
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SUMA DE CUADRADOS

n n

Yyi=3

te=] gy =]
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EXPLICACION:

La & Nos sugiere que:
P42 4tn? = (1+ 2+ +n)+(2+ 3+ +n)+-+[(n— 1) + n]+n.
Para el caso n = 1, tomemos la igualdad es: 17 = 1.

Para el caso n = 2, la igualdad es: 17 4+ 27 = (14 2) + 2.

Si suponemos la igualdad 12 + 22 4 ... +n? =
=(14+2+4--+n)+(243+--+n)+---+[(n~1)+n] +n, al colocar

e 1 3 4

el siguiente cuadrado de lado n + 1, los (n+1)* = (n+1)(n+1) cusdri-
tos se pueden distribuir de la siguiente manera: en cada uno de los suman-
dos de la derecha, en la igualdad 12 + 22 + .- +n? = [1+24.--+n] +
[24+3+---+n]+--+[(n—1) +n] + n, se colocan (n+ 1) cuadritos es de-
cir a cada sumando le agragamos n + 1, quedandonos la siguiente ignaldad:
(T+24+--+Mn-1)+n)+(n+1)]
+[(24+3+---+(n—1)+n)+(n+1)]
+oot(n=1)+n+(n+1)]
+n+ (n+1)]4+n+1=12422 4. dnl 4 (n+1)°

I T 3 L) L1 il
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2

n(n+1)
2

SUMAS ALTERNADAS DE CUADRADOS

i{d)"*‘ = (=) T, = (-1)""

k=1

=000

+I-I*

LA R B
L NN
esco
L B N N J

LR N
00
eee

ae

& "
o

S
eagGQ

"I'l-
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EXPLICACION:

Representemos el cuadrado 1% con una pelota, Vamosqunsecumple(—l}!’n =
Sllj(!l = 1, como lo muestra la signiente figura:

Ahora tomemos los dos cuadrados 1"3;22 ; representemos nuevamente cada
uno con pelotas, de tal forma que vayan quedando como sigue:

Luego, lo que nos queda es {—1}?“‘1"1 =-1308 - _3
Si representamos a los n (con n impar) términos de la sumatoria 3> (~1)""" k?

k=1
con pelotas y las acomodamos como lo muestra la figura siguiente, el total de
pelotas que tenemos es:

ceee o ©
o000 o990 ©® @00
000 0000, 0000..0-0000
900 , 000 -0000 2900 O 0000 -
@ 060 000 006G 0000 ©® 09000..--®
[ —— [ — e p——— — e —————
f 2! 31 ‘g ﬂ: r.
K =Ty +Th Tnaﬂ.T,,=L?'—]—'l-l+2+.-.+k*

> ()R = Y ()M (T +T) =T = (T + ) + (T3 +T2) =
k=1 k=
e +Tn - (_1)n+1Tm ‘
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Si al arreglo anterior le restamos (n + 1)° pelotas, donde n es impar y hace-
mos el mismo arreglo, el total de pelotas que nos quedan es:

secee o0 0000 o0
eeee oo ooo 0o

o900 2099 @@ &8989
e coe .coes’ """ 000000 oo
e-ee*eoce ocooe® °e00.-00 *
-~ —_—— e ) el
r 3" ¥ &' wel’ = Luel

S 0wy, o i 020042

k=]
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SUMAS ALTERNADAS DE CUADRADOS

n— (n— 1) 4+ (-1)" (1)? —E( ¥ (n— b7 = 204D
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EXPLICACION:

Tomemos 17, representdndolo como un cuadrado, tal como lo muestra la
siguiente figura. Veamos que se enmple:

O-0

Lok - o 10D
Eﬂ( (1 —k)? =200 g

F
Ahora tomemos Y (-1]"(2-k}’ = 27 —17 40 y, al igual que el caso
k=0

anterior, representemos a cada sumando con cuadrados de esta forma, el total
de la suma es:

2 ik e 2 _ 23 _
Z (1) 2-8) 1 3.

Tomemos éﬂ(“”k (n=k)?=n?—(n—1)" 4+ (=1)"""1? cuadrados,
cuyo el total es:

n+ |
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é("nh (= k) =n? = (= 1) 4o (1)1 = 2EED)

Veamos qué sucede si ahora se tienen los cuadros g{-lli[{n+1]—k]2-
(n+1)* =n? + (n=1)> —--- 4 (=1)" 12 El total de ellos es:

(1)’ =0+ (=17 + - 4 (<) (1) = "ff(-n*[{w -4 =
(n+1)(n+2) =
2
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CUADRADOS Y SUMA DE ENTEROS

+3+1=(n)?+Mm+1)?

+(@n-1)+(Im+ D+ (m—-1)+-

1484000
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EXPLICACION:

Tm5=2(12)+1bnlaaylaaommadamendiagunﬂdehfcrmu
1+ 3+ 1, como se observa en la parte izquierda de la figura siguiente y las
reacomodamos en dos cunadrados, como lo muestra la parte derecha de la misma
figura, por lo que el total de bolas es:

| P |
.0 _ ee
o " ® ‘oo

14+3+41=1%+2?

Nuevamente tomemos 13 = 2 (2%) + 5 bolas y las acomadamos en diagonal
de la forma 1 43 4 5+ 3 4+ 1, como se observa en la parte izquierda de la
figura siguieute y las reacomodamos en dos cuadrados, como lo muestra la parte
derecha de la misma figura por lo que el total de bolas es:

1.3 3

0. 0.0 eee
-8 3 08

N e t2ee
oo 0! @00

1+3+5+43+1=22+3

Para el caso que tengamos 2 (n)” + (2n+ 1) bolas y las acomadamos en
diagonal de s forma 1+3+---+(2n— 1)+ (2n+ 1)+(2n— 1) +...3+ 1, como
se observa en la parte izguierda de la fgura siguiente y las reacomodamos en
dos cuadrados, como lo muestra la parte derecha de la misma figura por lo que
el total de bolas es:

1 3 5 7 4 -
9.0 0.6

g o, —* — @00 00
o000 0000 :
%’I‘i’-b": [ NN N S R B

Ay, saaatteess
“e%e’0’s” eo0ee °°9°°°
900 00! eeoeo0

1434+ +@n—-1+@n+1)+@n—-1)+---+3+1=(n)+nm+1)?
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SUMA DE CUBOS

P4+P4tnd®=(1+2+4---+n)
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EXPLICACION:

Tomemos un cubo de volumen 13, En particular, éste es un paralelepipedo
con lados 1,1, 1, es decir, de volumen (1) (1).

Ahora agreguemos al cubo anterior un cubo con volumen 23, es decir, ten-
dremos la suma de los vohimenes 1% + 2°. i al cubo con volumen 2* lo descom-
ponemos en tres paralelepfpedos uno con lados 2,2,1, y dos con lados 2,1, 1, de
tal forma que al unirlos con el enbo de volumen 1% formemos un paralelepipedo
con lados 1+ 2,1+ 2,1, como lo muestra la figura siguiente:

+*
a °-00
=
Resulta que al igualar los volimenes nos da 13 + 23 = (1 +2)* (1).

Si a los cubos anteriores le agregamos otro cubo con volumen 3* lo que
resulta es la suma de los volimenes 1% + 2% + 3%,
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Ya tenfamos 13 + 2%, que descompusimos en un paralelepfpedo con volumen
(1+2'_||2 (1). Si como en el caso anterior, descomponemos el cubo de volumen 3*

en tres paralelepfpedos con volumen (3)? (1), para unirlos al paralelepfpedo de
volumen (1 + 2)* (1), como lo muestra la figura, tendremos que la suma de los
wiﬁmemmil3+23+33euequimluntaahmmddpunhlspfpadudevvlumm
(1+243)°(1).

;l .
* .
+
L . ) .
- 4.

P ‘ .
.“ . {1+2+3F(1)
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SUMA DE CUBOS

P+ 48+ +nd=(1+2+3+--+n)’

30>
3(3,' -

4{4)14

(s
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EXPLICACION:

Tomemos un cuadrado de drea 1? es decir, 1% veamos que efectivamente
1?2 = 13, como se muestra en la siguiente figura.

Ahora, al cuadrado de drea 12, le agregamos dos cuadrados de 4rea 2? como
lo muestra la figura. Es fécil ver que la suma las dreas de todos los cuadrados

1 --H
P42 = (1427 =LBGE 9
Si ahora tomamos un cuadrado de rea 12, dos cuadrados de drea 2%, luego
le agregamos tres cuadrados de drea 37 y asf sucesivamente, hasta agregar n

cuadrados de drea n? y acomodamos todos estos cuadrados como lo muestra la
figura, podemos ver con facilidad que la suma de todos ellos es (1 +2 4 3 4 ---n)’,

148



HH2+3+-~+n

,..........-.....Iw: Fresestivanney ]

e n

Lo estdbamos haciendo es sumar las dreas 1{1)= +2(2° +303)°% +
--n(n)’, que es igual a 17 + 2% + ... + n%. La igualdad de las dreas nos
dice que: -
1"+2’+---+n“=(1+2+---+n}’=[ﬂ'%ll] .
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Si & la suma de las dreas anteriores le agregamos (n + 1) cuadrados de drea
(n+1)?, la suma que tenemos es 13+23+. . +nd+(n+ 1)° = (1 + 2+ - +n)’+
(n+1)(n+1)’ =

m‘l@r +(+1)(n+1)’ = [wr Obteniendo el drea
de los cuadrados, tenemos que: )
PB+2 4t (n+ )% = (L4 243+ bk (n 4 )P = [5ﬂ+1}2£n+2!] _

[14243¢ama(na)) [

S ——
¥ ]
]
b
i
L
(B
38
it

.............. i

peinetacaaney g
i

P+2 43 4o =(14243 4 )



SUMA DE CUBOS

B+Btotnd=(1+2++n)
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EXPLICACION:

Tomemos un cuadrado de drea 1?, y veamos que es igual a una vez un
cuadrado de drea 1, como se muestra en la primera figura. Ahora tomemos un
cuadrado de érea 12, le agregamos dos cuadrados con drea 22 y acomodemos
todos los cuadros como lo muestra la segunda figura.

Eﬂfiﬂilm%ﬂuhmdalndulﬂm&eknnnﬂmm 13+2 =
{1+2)1=12—{?L-9.

Tomemos nuevamente un cuadrado de drea 12, agregamos dos cuadrados
con drea 27, luego le agregamos tres cuadrados de drea 3%, y asf sucesivamente,
hasta agregar n cuadrados de &rea n?, con el siguente cuidado: si n es impar,
se acomoda en la orilla, pero si n es par, dividimos uno de los cuadros en dos
mctingﬂmignmleadehdmny%,modﬂdmmmmnmthumﬁm

Al final, los cuadrados han quedado acomodados en un cuadrado de lado
1+ 243+ -+ n, sin dejar huecos, por lo que la suma de las dreas de los
cuadruqumnmmudmonu{l+2+3+---+n]9.

Por otro lado, hemos acomodado cuadrados cuyas dreas suman 1(1)? +
22 +33)° 4+ +n(n)? =134+2° +3% +... 4+ nd. Por lo tanto 13 + 2% 4
Pt nd=(142+43+--+n)

Si a la suma anterior le agregamos (n + 1) cuadrados de drea (n+ 1), la
suma de las dreas que tenemos es 13 + 23 + 3% + ... + n®. Notemos que para
este caso no se dividié ningin enadro y que, con el procedimiento anterior, nos

dark: (142434 +n)? +(n+1) (n+1)* = [(_“+1}2£“+2)]’_
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14243+ +ni{n+1)]
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UNA PROGRESION ARITMETICA, CUYA SUMA ES IGUAL AL
CUADRADO DE SUS TERMINOS
%2 (@n=1)(n+3n-2)

k=n 2

= (2n— 1)}

F.
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EXPLICACION:

#1)-2
Cuando el nimero de bolas es k = 1, el total de bolas que se tienen

k=1
1“ B0 LTI oo At Wit Bl

oo

Cuando aumentamos al renglén del caso anterior una bola y dos renglones

més, uno con 3 bolas y otro con 4 bolas , entonces, el nimero de bolas que
3{2)-2

tenemos es: ) k= 2+ 3 4 4. Para encontrar el total de bolas, formemos un
k=2

3(2+4)
2

trapecio; el total de bolas que se tienen es: = 3%, como lo muestra la

signiente figura:

dn—2
La suma Y k es igual a la mitad de la cantidad de bolas que hay en el
k=n

rectdngnlo.

n 3n-2
e 0000 O®0OEO
o0 00000 ®@
eeee 00000
eeeee 0000

™,
\

2n—-1

o900
@00 6

eeoeeee0ee 0O
3n-2 n
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Donde el rectdngulo tiene por lados 2n — 1 ¥y 4n — 2; luego en &l hay
dn=2
(2n—1)(4n —2) =2(2n—1)? bolas, porloque Y. k= (2n-1)".

k=n+1
Veamos qué sucede cuando aumentamos una bola a cada renglén y dos ren-
glones mas, uno con 3n bolas y otro con dn+ 1 bolas; es decir, el niimero de bolas

3(n+1)-2 dn+1

asumares 3 k= Y k=(m+)+[n+1)+1]+--+[(8n-2) +1]+
k=n—+1 k=n+1

dn+(3n+1).

Como en el caso anterior, para encontara el total de bolas que se estan
sumando, formemos un trapecio, como se muestra en la figura de abajo de tal

forma que el mimero de bolas es: e+ DR+ 1+ )] = [2n+1)2.

sl
00 00 O0o00OO0OOOOO® OO
00 000 000OCGOOGOO® OO
00 0000 C0O0OOGOO® OO
w00 00000 O0O0OOOO 00O
\_\
-1_11%1111\..ll @0
o0 oo%eveee 0o oo
00 000000000 OO OO

£
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PROGRESIONES ARITMETICAS CUYA SUMA ES IGUAL AL
CUADRADO DEL NUMERO DE SUS TERMINOS

2+3+4=3"

34445+6+7=5

n .-.u §t={h_l)z
0 EECED
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EXPLICACION:

3(1)-2
la suma de un solo cuadrado, es decir, k=1=1% como lo muestra la

k=1
figura:

3(2)-2
Tomemos la suma de 2 4 3 4+ 4 cuadrados, es decir, }5 k=24+344,y
k=2

acomodemos los cuadrados como lo muestra la signiente figura. Luegp, es ficil
ver que el total de cuadrados es:

2+3+4=3

3(n)-2
Tomemos la siguiente suma de cuadros Y. k=n+(n+ 1)+ +(3n - 2)

k=n
¥ acomodemos los cuadros como en el caso anterior. Observemos que el total
de cuadros es:

=1
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In—-12
2k=(2ﬂ—1)”n= {1,2,3,--}
k=n

3n)—-2
Observa que si al arreglo anterior agregamos i k=n+(n+1)+---+
k=mn

(8n — 2) = (2n — 1)*, una capa més de cuadros en toda la orilla, de tal manera
que no pierda su forma, la suma se transforma en:
{n+1)+[sn+1)+l]+---+[(3n-2)+2]+{3n+1)=
=2n-1)*+(@2n—1)+ (3n) +3n+ 1 =dn? + +4n+1=(2n+1)

n

L
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Trigonometria

¢ Seno de la suma
Sindney H. Kung.

s Fl coseno de la diferencia
William T. Webber y Matthew Bode.

s Area y férmulas de la diferencia
Sindney H. Kung.

¢ La ley de los cosenos
Timothy A. Sipka.
Sidney H. Kung.

e La ley de los cosenos (via teorema de Ptolomeo)
Sidney H. Kung.

e Férmulas del doble de un dngulo
Roger B. Nelsen.

¢ Formula de la tangente para la mitad de un dngulo
R. J. Walker.

® Formula del seno cuadrado y coseno cuadrado para la mitad de
un dngulo
Paul Deierman.

& Ecuacidn de Mollweide
H. Arthur Dekleine.

® Una identidad trigonométrica
William Romaine.
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¢ Una sustitucién para que las funciones seno y coseno se vean
como funciones racionales

Roger B. Nelsen.

e Una formula para a senz + b cos =
Rick Mabry y Paul Deiermann.

¢ Identidades trigonométricas diferencia-producto
Sidney H. Kung.

e Identidades trigonométricas suma-producto
Sidney H. Kung.

» Formula de duplicacién de Einsenstein
Lin Tan.

¢ El coseno de la suma via la ley de los senos
James Kirby.

¢ La ley de las tangentes
Rex H. Wu.

¢ Suma de arcotangentes
Edward M. Harris (dos pruebas).
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SENO DE LA SUMA

sen(T+y) =cosz seny+tcosysenz,parar+y<mW

sen (z4+y) =sen (xr— (2 +y)) =sen z

SCTL Z = =C

c=acosyt+bcosz,b=seny,a=senzx
csen(z+y) = sen z cos y + sen y cos .
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EXPLICACION:

Para el tridngulo ABC trazamos la altura CD, entonces, AD =becosz y
DB = a cos y.

Pmotmladnaphmdolaleydelmmmn.ltnﬁngulodﬂﬁ'ut:mcqm
c
= 3 3 =1=
i olaporo- 2R, de la 1iltima igualdad tenemos sen z B
c a b
@—c,puestoqneﬂui.akdcmhm:.':ﬁ =aysny= ﬁ_b‘
Como z =7 - (x +y), tenemos que:
sen (z+y)=sen(r—(z+y)) =senz=c=AD+DB=
=bcosT+acosy=B8enyY co08 T+ 8eN T co8 Y.
Por lo tanto, sen (z + y) = sen y cos = + sen  cos y.
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EL COSENO DE LA DIFERENCIA

cos (o — 3) = cos a cos 3+ sen a sen §

cosax

cos g B

sena

El 4rea del rombo blanco en el rectdngulo de la izquierda es cos (o — 5) ¥
es igual a la suma de las dres de los rectdngunlos blancos en el rectdngulo de la
derecha .
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EXPLICACION:

sen @

senf D

Notemos que los dos rectdngulos grandes son congruentes por lo que tienen
la misma drea.

EHTdmmiugubmfotmdopordmtﬁingubsmjmcumdmsm:
w,mmmmﬂnﬁmw y un rombo
blanco cuya drea es cos (a — f3).

ya que LO'B'E + LEC'B' + 5 = LDC'E + LEC'B' + LB'C'C = a +
éEC’B’+{§—ﬂ],limpﬁﬁcnndohprhnﬁ-niguﬂdudmnhtummtcnemm
LO'B'E = a - j, por lo que B'E = cos (a — 3) es la altura del rombo blanco
de lado 1.

El segundo rectdngulo esta formado por un rectdngulo rojo cuya drea es
(cos a)(sen a), otro recténgulo amarillo cuya drea es (cos J)(sen ), ademds
dos recténgulos blancos uno de ellos de drea (cosa)(cosf) y el otro de drea
(sena) (sens).

Luego igualando ambas dreas de los rectdngulos grandes tenemos

= ¢o8 x 8en & + cos 3 sen 3+ cos a cos 3 + sen a sen .
Por lo tanto, cos (@ — 3) = cos a cos 8+ sen o sen f.
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AREA Y FORMULAS DE DIFERENCIA

sen (r—y) =senz cos y —cos T sen y

a a
b
beos y

co8 (r —y) = co8 T cos Yy + sen T sen y

= 1B
bseny

acos x

-

‘m! a 5m X

acosx b sen y
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EXPLICACION:

B
a
A
5 -
¢

MT&tﬁﬁnguhABCtemmth:bm{x—y)porloqwsumnm
speenis —y)| Para el tridéngulo BCD tenemos BD = a sen z, CD = a cos .

2
Y para el tridngulo DAC tenemos CD =bcosy, AD =b sen y.
Las dreas de los tridngulos DBC y DAC son respectivamente § (beosy)(asenz)

y 4(a cos x)(b sen y).
Luego el 4rea del tridngulo ABC es igual al drea del tridngulo DBC menos

el drea del tridngulo DAC, es decir

ab ab ab gt

—sen (z—y) = —sen z cos y— 008 T seny, simplificando: sen(z—y) =
8€N T €08 Y — CO8 T SEM Y.
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EXPLICACION:

C C
iy
@ b
COSY 4+ asenx
A B

acosx bseny

Para el tridngulo ABC tenemos que h = b sen [%—[x—y}] ya que el
afpwen(§ — (z )] _

2
ﬂ—:m(z-y).puaeltﬂdngubADCtenmmAD-umz,DC-amsy

para el tridngulo DBC tenemos DC = b cos y, DB = b sen y.
Notar que los tridngulos ADC y DBC tienen como lado comun a DC, por
lo que sus dreas respectivamente son 4 (b cos y)(a cos z) y 3(a sen z)(b sen y).
Luego el drea del tridngulo ABC es igual al drea del tridngulo ADC miés el
drea del tridngulo DBC, es decir

—co8 (z—y) = Emzmy+?mzmay, simplificando: cos(z —y) =
008 T €08 Y + Sen T sen y.

£LACB = (g—z)ﬂr = %-{z-v), por lo que su drea es
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LA LEY DE LOS COSENOS I

cos (x —y) = cos x cos y+ sen x sen y

(b sen 6)

(a—beos#)

Para un tridngulo de lados a, b y ¢ se cumple que ¢* = a? + b* — 2ab cos 8.
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EXPLICACION:

Para el tridngulo ABC trazamos la altura AD y sobre el lado AC trazamos
AE = AD, ademss tenemos que AD = b sen #, CD = b cos # y DB =
CB—-CD=a—bcos 8,

Aplicando Pitdgoras al tridgngulo ADB tenemos que ¢ = (AD)? + (DB)?

= bsen?d + (a — b cos 8)® = b?sen?8 + a? — 2abeos 6 + b2 cos®d, por lo que
e = b? + a? — 2abcos 6. Ya que cos®0 + sen’f = 1.
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LA LEY DE LOS COSENOS II

Para un tridngulo de lados a, b y ¢ se cumple que ¢ = a? + b? — 2ab cos 0.

(a+¢)(a—c)=b(2a cos 6 —b)
2 =a? 4+ b — 2ab cos 6.
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COMENTARIO:

Si AB y CD son dos cuerdas de una circunferencia que se intersectan en E,
entonces se cumple que EC- ED = EA- EB. Que se infiere de que los tridngulos
EAD y ECB son semejantes,

EXPLICACION:

Para un tridéngulo ABC cuyos lados miden a,b y ¢, trazamos una circunfer-
encia con centro en B y radio a, luego trazamos la recta AH y las intersecciones
de ésta con la circunferencia las lamamos D y E, también trazamos la recta CB
de tal forma que a la intersecién de ésta con la circunferencia la llamamos F, por
iiltimo trazamos una recia paralela s AB que pase por F, ¥ a la interseccién de
ésta con la circunferencia la llamamos G. Como FC resulta ser didmetro de la
circunferencia y G un punto sobre la circunferencin, entonees el tridngule FCG
resulta ser tridngulo rectdngulo.

Para el tridngulo FCG tenemos x+b = 2a cos 8, por lo que z = (2acosd) —b,
por otro lado aplicando el comentario a las cuerdas GC v DE que se intersectan
en A, tenemos - b = (a + c)(a — ¢), que al sustituir el valor de z, se tiene
(2a cos @ — b) - b = (a + c)(a — ¢), desarollando y despejando tenemos ¢? =
a? 4 b* — (2ab) cosh.
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LA LEY DE LOS COSENOS III (VIA EL. TEOREMA DE PTOLOMEOQ)

coc=b.b+[a+2bcos (x—0))-a
F=a*+b"-2abcos 0
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COMENTARIO:

El teorema de Ptolomeo dice que: El cuadrilitero ABCD es ciclico si y sélo
si AC:-BD=AB-DC+BC-AD
EXPLICACION:

Como BC = DA, entonces el segmento DC es paralelo a AB. Trazamos las
rectas perpendiculares a AB que pasen por A y por B, respectivamente. A los
puntos de interseccién de las perpendiculares con DC' los llamamos E y F.

Como el dngulo ZADE = n — 8, tenemos que z = b cos (x — ), ya que el
tridngulo AED es rectdngulo, luego DC = a + 2r = a + 2beos(x — 0).

Usando el teorema de Ptolomeo ¢* =a[a+2bm(#—ﬂ)]+ﬁ’. finalmente
usando que cos (7 — @) = —cos @ y simplificando tenemos que:

= l:l.‘2 +b2 - (zﬂb)mﬁ
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FORMULAS DEL DOBLE DE UN ANGULO

sen 20 = 2sen @ cos 0 y cos 20 = 2c08°0 — 1
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COMENTARIO:

=R
|'Il’l ‘.-
| 5 ] ) S
aE\ Jé' :’3
)

El dngulo inscrito ZBAC en una circunferencia, es igual a la mitad de su
dngulo central ZBOC que abarca el mismo arco, es decir ZBAC = %LBOC‘
EXPLICACION:

Como el dongulo £BAC = 0, entonces por el comentario, tenemos que
LDOC = 28.

Para el tridngulo ODC tenemos que OD = cos 20, DC = sen 20, Y para
el tridngulo ABC tenemos BC = 2sen 0, AC = 2 cos @ ya que AB = 2 el
didmetro de la circunferencia y la hipotenusa del tridngulo ABC.

Como el tridngulo ABC es semejante al tridngulo ACD, ue DC es altura
bt ABC &‘D BC dect sen?ﬂq__‘lmﬂ o

ridngulo ,tquc-j-é-#iﬁ,es a-;n:—_Tpm-
tanto sen 20 = 2sen @ cos 0.

NotmnmquAD=A0+OD=]AEmsﬂﬂ.admﬁsmnmhtriﬁﬂngm

AD 14+ cos2)  2eosd
ABC y ACD son semejantes, — decir e por lo

AC ~ AB'® 2080 2
tanto cos 20 = 2c0s%0 — 1.
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FORMULA DE LA TANGENTE PARA LA MITAD DE UN ANGULO

- f
tma send 1— cos

2 1+ cos8~  send
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EXPLICACION:

: o
/ / \
."II ,,-"" = r..f".l \
fl /{ 4 "
¥ : A | A
A 1 O cosO D l-cos@® B

(‘moel.efDOC=ﬂ,entuncesei£BAC-g.ynquatmioénguloinmriumn
una circunferencia, es igual a la mitad del dngulo central que abarca el mismo
Arco.

Para el tridngulo ODC'  tenemos que OD = cos 0, DC = sen 8, ya que es
recténgulo pues DC' es altura del tridngulo ABC. Ademds DB = OB— 0D =
1-e0s 8,y AD = AO +OD = 1 + cos 8. Luego en el tridngulo ADC se tiene
uemg=E=ﬂi—

% 2~ AD ~ 1+.cosb

Por otro lado como los tridgngulos CDB v ADC son semejantes (de hecho
ambos semejantes al tridngulo AC'B, ya que DC es su altura) el éngulo DCB es
—,IuegneneltﬁﬁnguloCDBtenmtaﬂg=£=ﬂ.porlomw
2 2 DC senfl
&mf— senfl 1 — cosl

2 lteosl  send
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FORMULA DEL SENO CUADRADO Y COSENO CUADRADO PARA LA
MITAD DE UN ANGULO

mzﬂ_l—mﬂ m?ﬂ'_l-i-msﬂ'

G e e
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EXPLICACION:

Comoel ZDOC =0, entonces el ZBAC = g,yaquetodndngnlninsmitom
una circunferencia, es igual a la mitad del 4ngulo central que abarca el mismo
Arco.
Para el tridngulo ODC  tenemos que QD = cos 8, DC = sen 0, ya que
es rectdngulo pues DC es altura del AABC, ademés DB = OB - 0D = 1-
cos @,y AD = AO+ 0D = 1+mg.GLuego para el tridngulo ACB se tiene

quesm£=£=£ ymsf'-:—:EynquBmaldiimetmdela
i 2 AB 2 2 AB 2
cirennferencia.

Por otro lado como los tridéngulos CDB y ACB son semejantes pues DC es
g L e .

- —_— = deci - =
|~ ot b el iy

§=—_;"-'.pﬂ'lnq&sm2§= %=2[£ _':N i = _2 . Andlogamente
como los tridngulos ADC y ACB son semejantes, se tiene que, %%:%.m

0 1 + costl
dec:.tma-é- +T,pnrbtantnng=1+2moa.

=E:|:
2
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ECUACION DE MOLLWEIDE

(a=8) cos § = c.em (*52)
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COMENTARIO:

El érea de un tridngulo ABC es “"’:"",b“’““ ;s“”;“ﬁ

By 7y son lminguhsupuma]mhdma,bycmmwmmte

y donde a,

OBSERVACION:
Como a+f8+y=n y §+3F+ZCDE = 7, tenemos que ZCDE = S -; -
£DBF, entonces el ZBAD = E.gﬁ

EXPLICACION 1:

Trazamos la circunferencia € con centro en C y radio b, lamamos D al
punto de interseccién de € con el segmento CB, entonces CD =by DB =
a—b.

Trazamos la circunferencia C; con centroen B y radio a—b, a la interseccién
de C con la prolongacién de AD la lamamos F.

Los tridngulos ADC y DBF son tridngulos iséceles y semejantes. Ademds
CE y GB son alturas y bisectrices. Llamemos h = GB.

Por la observacidn, tenemos que sen a;ﬁn.%}r co-s%-— hb-lueﬂﬁ

despejando h e ignalando tenemos
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EXPLICACION 2:
_ AB: AFsentBAF

Por el comentario el drea del tridngulo ABF es: 2 y pero

PTG . L L L T hs&gilnuéﬂﬂ_ﬁ'z—a;ﬂ

2
y £LAFB = § ~ }, tenemos que sen ZAFB = sen (5 — 3) = cos 3. Igualando
]udﬂsformnsdaencont:nelmysimp]iﬁmndotmemc-uﬂ(gg—-’ﬂ) =

(a—b)cos (3).
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UNA IDENTIDAD TRIGONOMETRICA

(tan 8 +1)* + (cot 0 + 1)* = (sec 0 + cseh)’
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COMENTARIO:

Por identidades trigonométricas para el tridngulo rectdngulo ABC de hipote
nusa 1, los eatetos cumplen AC = sen @ y BC = cos 8, y para cl tridngulo
rectdngulo A'BC’ tenmmz-tanaey=mcﬂymmneltrim;ulomctﬁ§uh

DB 1 D

EBD es semejante al tridngulo C" A'B tenemos que,

BA' tan@ BC °

. ow 1 z
den:u'm — g 1,pwhatnnbuz=mtﬂ,w=anﬂ.
D“'/‘\
EXPLICACION:

Por el comentario sabemos que w =csc 0, r=tan @,y =sec @y z = cot #
ypmeltmgnndePitﬂgcrumeltﬁénguln DF A’ tenemos:
(tanf + 1)* = (cot 0+ 1) + (csc 0 + sech)® .
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UNA SUSTITUCION PARA QUE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO SE
VEAN COMO FUNCIONES RACIONALES

[ _1-z2

2z
z-mgﬂmﬂnmymﬂ—mi

—>

all
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Tracemos un tridngulo rectdngulo ABC donde ZCAB = § y el cateto ad
yacente a este dngulo sea 1, y z la longitud del cateto opuesto, por el Teorema
de Pitdgoras BA = 1+ z2.

Tracemos BD perpendicular a AB, donde D es la interseccién de ésta con
hﬁmA%MABDmmngubymajmtenBCD,lmCD=z’y
AD =1+ 2%,

Tracemos un tridngulo con vértices ABA’ congruente a ABD donde uno
de sus lados es BA = /1 + 22, Tracemos una recta paralela BC que pase por
A" y una recta paralela a AC que pase por B, a la interseccién de éstas le
llamamos C'. La interseccién de la recta A'C” con el segmento AC le llamamos
E. Notemos que los triéngulos BCD y A’C’' B son congruentes por el criterio
deALA.pa'loqueEC=z’,mmm,AE=l—zzy.-f?E=23.

¢ =z 2z
Pm'loquetan«é»-i-,mﬂumiyml-m.
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UNA FORMULA PARA a sen z + b cos z

‘a sen x

O

R, = \/a? + b7 + 2ab cos @ tan 0 = ————
a+beos g
a senz +bsen(xr+¢) =R, sen(z +0)
T b
a sen T+ b cos = /a? + b7 sen (z + 0)
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EXPLICACION:

b sen (x+ )

ia sen x

Consideremos al tridngulo ABC y llamamos C' al pie de la altura de A
sobre BC, enl-onueseltnﬁnguloﬂﬂcymmﬁngulu ypurultmrema.de?:ti—
goras tenemos que (R,)’ = (a+b cos ¢)° + (b sen )® que desarrollando y
simplificando tenemos que R, = y/a? + b2 + 2ab cos @, también para el mismo
tridngulo tenemos que tanf = ﬁ.

Por otro lado por identidades trigonométricas, tenemos que para los tridngu-
los recténgulos BEC, CDA y BF A que los segmentos EC = a sen z, DA =b

sen (z +¢), lmam{z+a)—ﬂ£_ EC+ DA ﬂﬂm:r+6sen (z+@]

entonces tenemos que: e Re fo
umzﬁm(z+gp] = R, sen (x + 0) = sen (z + 0) \/a? + b2 + 2ab cos o,

sip= E.enmnces, a sen z + b cos T = sen (z + 0) Va? + b7,
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DIFERENCIA-PRODUCTO
P - a+B
& 23 +8
sena—sen f=v =2 sen ;

a=l niﬁ

cos f—cosa=u=2 sen

2 2

191



EXPLICACION:

Observemos que el tridngulo OB A es iséeeles y que si CO es perpendicular
a AB, entonces, CO es bisectriz y mediana, por lo tanto ZCOB = £C0A =
“;ﬂzsymg“+5= :

Como BD es paralela a OF y CO es una transversal, tenemos que ZBFC =
7 ¥ como los tridngulos BCF y BDA son semejantes se tiene que ZBAD =+,

Es claro que: u=BD =cos B —cos a y v = AD = sen a — sen 3. Ahora

calcnlemoauyudeuuammenaltnﬁngulumunmﬂoﬁﬂﬂ

m('.;amnun ABym'r—Etemmmquuu—ABm'ryu*AB

Para el tridngulo rectdngulo QAC tenemos que sen # = AC, y luego como
AC = CB, entonces, AB = 2 sen 8, luego
a-f a+f

u=ABseny=2sen 0 sen vy =2 sen sen

2 2
v=Mm7=2mﬂm1=2mn;'ﬂma;ﬁ.
Por todo lo anterior s

a— a+j
cos i — cos o= 12 sen g %n —3
a—f o+

sen o — sen 5 =2 sen 7 08—
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS SUMA-PRODUCTO

0 a-—f3 a+f3
=l—-2----- e —
sﬂna+mﬁ_s ma— a+ 3
08 & + cos 3 a—f a+ g

2 bt > )
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EXPLICACION:

Notemos que el tridngulo ABC es iséceles y que si DB es perpendicular a
AC, entonces, Dﬂmbimctrizymodhna.pmhqusﬂuspuntomediodadﬁ'.

MmhéCBD=F=“-—;-Ey£EBDn1=“+

Es claro que si C = (cos 3, sen §) y A = (cos a, sen a), se tiene por lo
cos a+cos i sen a+ sen 3

anterior que D = 3 b 2 .
Como BD = cos 0, en el tridngulo rectdngulo EDB tenemos que:
m1=$,lnagna=m1mdmms “;ﬁm“;ﬂ
thtmb%mha=a=m%m#.
Mbiﬁn,maw-;:—‘-ln@l=m1msﬂ-ma;§mn:ﬁ 6
Mbmmw:::magﬁma;ﬁ.
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FORMULA DE DUPLICACION DE EINSENSTEIN

2 ese (20) = tan 0+ cot @

cot 6-cse (26)

csc (26)
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COMENTARIO:

Tomemos un cuarto de circunferencia de radio 1 y veamos las siguiente rela-
ciones:
(i) En el tridsngulo OAB sabemos que:
AB=senay OB =cos a
(#) En el tridngulo OCD donde CD es una recta paralela a AB, se tiene

que:
-
tana:rgg—ng-g por lo tanto CD = tan o.

(#i) En el tridngulo OEF donde EF es una recta paralela a OB, se tiene

que;
mta—EF EFp-m'lotnnto EF = col a.

(#v) Como los tridngulos OAB y OH A son semejantes, se tiene que:

secu—-——@—gﬁ L] por lo tanto OH = sec a.

(v) Como los tridngnlos OAB y GOH son semejantes, se tiene que:

1 o4 GO GO
smamﬁpm=Tporlotmtobﬂ—mn.

csC o =
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EXPLICACION:

oot B-esc (26)

o (20)

Se tiene: ZACB = 0 = ZBAC (por ser semi-inscritos y abarcar el mismo
arco de la circunferencia). ZECD =0 = £ZACB (opuestos por el vértice).

ZDEC =0 = ZECD (por ser DE y AB paralelas cortadas por la transver-
sal AE),

Asf que el tridngnlo DCFE es is6celes y entonces DE = DC y como ademéds
£0DC = 20 es dngulo exterior del tridngulo DCE.

Set.ieneéCBD=£BDD=%—0.p¢hqueeltriﬂngub03ﬂeam.

Luego OD = BD = DC + CB = DE+CB = (OE - OD) + CB.

Ast OD = (OF — OD) + CB. Como cot 8 = 2L = OF y como csc (28) =
= 0A

wnﬂﬂ,tanmquem(ﬂﬂ)n[mﬁlﬂ—m{23}]+t¢mﬂ.
Por lo tanto, 2 cac (20) = tan 0 + cot 0.
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EL SENO DE LA SUMA VIA LA LEY DE LOS SENOS

sen (a + 3) = sen a cos J+ cos a +sen
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COMENTARIO:

Pmdtrmmbaacmmpkhmdelmm.mdm“%“=
sen B sen C '
b ¢

f

EXPLICACION:

Tracemos el tridngulo ABC de altura AD = 1, observemos que tan a =z,
tanf = y y secd = z, luego por el mmnnmiutenetnmweﬂ% =
sen (o + 3) cos a _ sen(a+f)
tan a+ tan 3 secf  tana+ tan g’

por lo anterior tenemos sen (a + 3) = sen a cos B+ cos o sen S.

y como sen (90° — a) = cos a, luego
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LA LEY DE LAS TANGENTES




EXPLICACION:

Sea ABC un tridngulo cualquiera. Tracemos la circunferencia con centro en
el punto C y radio g, tracemos el didmetro que pase par A y C, a las intersec-
ciones de éste con la circunferencia llamalos D y E respectivamente,

Tracemos los segmento DB, BE, la recta paralela a BE que pase por A y
llamemos F a la interseccién de ésta con DB.

Eidng‘uloﬂﬂﬁes&nguheﬂaiurdeltri&nguhﬂﬂﬂpm‘lﬂqmsumedidn
eun+ a su vez es dngulo central BCE, por lo que el dngulo inscrito BDE

=L por abarcar el mismo arco que el dngulo central BCE. Es fécil ver que
eltnﬂng;ulo DBC es isbceles por lo que los dngulos BDC y CBD son iguales,
luego el dngulo ABD mTﬁ

Notemos que los tri BMDFAYDBEWWEEJ“MPOII@QW

DE DA _DE-DA _AE |

DB~ DF DB-DF FB' “° DF "~ FB’
tan (ﬂﬁ AF
Y— 2 = nFE _ E _ AE a+b
tm:(“_ﬁ) "“DF DA a-b'
2 BF

a+f
Por lo tanto 2 =ﬂ+b.
(a*ﬁ) a—b

tan T
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SUMA DE ARCO TANGENTES

1
arcfan5+ arctan—zi

3 4

arcian 1+ arctan 2+arctan 3=x



EXPLICACION:

‘i

Notemos primero en la fig.1 quedtrlﬁnguh:ectingnbABCmmﬁmlm.

pues AC = BC. por lo que &mc-z y ZBAC = /BAB' + LC'AC.

Furutmlndn,hﬂéﬂ"dﬂw%ymnéﬂwn}spmhqmmlhma

1
que arctan - +ardan1 1r

Notmnhornenlsﬁg. EqueknmtnguhuABG,A’BGyA'BG'm
tridngulos rectdngulos y que:

tan Z/CBA =1, tan ZA'BC =2 y tan ZC'BA' =3.

Ademés como A, B y C' son colineales tenemos que, por 7 = ZC'BA =
LCBA+ ZA'BC+ £C'BA'. Luego arclan 1 + arctan 2 + arctan 3 = 7.



SUMA DE ARCO TANGENTES

n+m

i () o (350) 5




EXPLICACION:

PrimzrnmtmwebstriénguhuBCDyCAEmnhﬂnmthmtﬁngulm

e
Thmbﬁnqueddnm;humkxdmheCddtﬁhmABC,mide-:-;pm
loque a+ 8= E.
n-=m

AE
EneltriinguhABEneabwnnqmmﬂ=—=- - =
EB n m+mg/§

V2
n-—m
n+m
== = -1 f_ﬂ =y [ B =0
Por lo que ¥ =a + § = tan (n)-l'-tcm (n+m ’
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