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INTRODUCCIÓN

Las demostraciones sin palabras empiezan a ser publicadas al rededor de
1975 por Mathematical Associatíon oi America, particularmente en la revista
Mathematics Magazine y The College Matematics Journal. Las demostraciones
sin palabras tienen ya una larga trayectoria historica, desde la antigua China,
la Grecia clásica, la India del siglo XVII, hasta hoy en día.

Si bien es cierto que las demostraciones sin pelabrae parecen no ser tan
formales como algunos desearían, didácticamente tienen mucho valor ya que
nos ayudan a visualizar si cierta proposición en matemáticas es verdadera y en
caso de ser así, nos sugiere como probar su veracidad o simplemente recordar
su resultado mediante un gráfico.

La finalidad de este trabajo es dar a conocer un poco del material que existe
de este tipo, aunque esta dirigido a estudiantes de bachillerato, también será util
para los estudiantes de los primeros semestres de Ingeniería y de Ciencias, hasta
para algunos profesores les revelarán algun secreto que no conocían, facilitando
el proceso enseñanza-aprendizaje mediate algunas de éstas demostraciones sin
palabras. Además dan una posible sugerencia de sus demostraciones formales;
pues es más facil recordar un gráfico atractivo que sugiere él resultado, que
simplemente un resultado sin asociación significativa.

Con esto no se pretende no ser formal, si no al contrario, se pretende que
los jovenes cambien su actitud hacia las matemáticas, puesto que observando
procedimientos más simples encuentren belleza en matematicas, y tal vez, sean
atraídos por la facilidad con la que se pueden mostrar resultados importantes
en matemáticas.

Algunos resultados que tratamos en este trabajo hacen referencia a: desigual­
dades, geometría, series, sumas de enteros, y trigonometría, que se consideran
temas básicos en Matemáticas.

Doy gracias a la gente que ha aportado a la literatura matemática Demostra­
ciones sin palabras en su afán de facilitarnos el entendimiento de las matemáti­
cas; sin las cuales este trabajo no sería posible.
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Desigualdades

• Desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica

Charles D. Gallant

Doris Shattschneider.

Roland H. Eddy.

• Desigualdad entre la media armónica, la media geométrica, la
media aritmética y la media cuadrática

Roger B. Nelsen.

Sidney H. Kung.

Roger B. Nelsen .

• La suma de un número positivo y su recíproco es mayor o igual
que 2

Roger B. Nelsen (cuatro pruebas).

• Regla de los números intermedios

Richard A. Gibbs.

• Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Roger B. Nelsen .

But Ruma Falle.
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DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARITMÉTICA Y LA MEDIA
GEOMÉTRICA

r-;b a+bvao < - -
2

a

5

a+b
2

b



EXPLICACIÓN:

a+b
r=--

2

A
a

o b

Tracemos el segmento a +b y luego su punto medio al que llamaremos 0, el

cual es el centro de la circunferencia de radio a; b .

Tracemos la perpendicular a AB que pase por D, notemos que los triángulos

ABC y ACD son semejantes, entonces, ~ = ~ es decir h = .;ah que en longitud

es menor o igual que r. Por lo tanto .;ah s a; b.

Observemos que , h = r si sólo si a = b.

6



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARITMÉTICA Y GEOMÉTRICA

¡-;-b a+b...;ao'5.--
2

b

a

b

7

a



EXPLICACIÓN:

b

a

b a

Observemos que el área del cuadrado mayor es (a+ b)2 el cual está com­
puesto por cuatro rectángulos de áreas ab y un rectángulo de área (a - b)2

"

Luego (a +b)2 = 4ab+ (a - b)2 ,entonces, (a+ b)2 ~ 4ab, que al despejar

bti a+b CLbse o tiene: -2- ~ v ao.

Notemos que a; b = .jOij si y sólo si (a - b)2 = O y esto sucede cuando

a=b.

8



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARITMÉTICA Y GEOMÉTRICA

/;b a+b
\Iao ~--

2

a

9

b



EXPLICACIÓN:

1

a

y

Sea P el punto de tangencia de las circunferencias G l y G2 con centros A y
B respectivamente.

Consideremos diametros paralelos de G l y G2, que tienen medidas a y b
respectivamente, tracemos la perpendicular a los diámetros que pase por B y
llamemos a la intersección del diámetro de C l con ésta perpendicular C. Nota
que el triángulo BAG es rectángulo.

La medida del segmento AB es z= a; b, la resta de los radios de C2 y C l

es x = la ~ bl = AG, y aplicando el Teorema de Pitágoras tenemos x 2+y2 = z2

( )2 ()2. a-b a+b
es decir -2- + y2 = -2- , luego y = ~.

Pero como un cateto siempre es menor que su hipotenusa, asi que .¡Qb $
a+b
-2-'

10



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARMONICA, LA MEDIA
GEOMÉTRICA, LA MEDIA ARITMÉTICA Y LA MEDIA CUADRÁTICA.

~__ G

a-b
2

2ab
a+b

a+b
2

f;b'
R

PM = a, QM = b, a > b > O

11



EXPLICACIÓN:

R
i ..__ . . ...·.-:...·.-.-.-.-:.·.-.· :

/1

En el triángulo ARM tenernos; w2 =

Ja
2

+b
2

cando se obtiene w = 2.

En el triángulo AGM tenernos; ( a; b) 2 +x2 = ( a; b) 2 que simplificando

se obtiene x = ..;ab.
HM GM

De la semejanza entre AG!vf y GHM, tenernos que GM = AM ' luego

GM2 x 2 2Gb
y=HM = AM = a+b = a+b

2
Corno los triángulo GHM, AGM y RAM son rectángulos se cumple que un

. hi deci 2Gb CLb f(ib a +bcateto SIempre es menor que su ipotenusa es ecir, a +b < v ao, vau < -2-;

a+b Ja2+b2

y -2- < 2'

2Gb a +b Ja
2 + b2

Por lo tanto a + b < ..;ab < -2- < 2'

Sea Q un punto sobre el segmento PM cuya longitud es a, de tal manera
que el segmento Q!vf tenga longitud b y sea C la circunferencia con centro
en A y diámetro PQ, tracemos la perpendicular a PA que pase por A y sea
R el punto de intersección de ésta con la circunferencia C. Tracemos la recta
tangente a C que pase por M y llamemos G al punto de tangencia, entonces

a-b a+b
AR = AG = -2- ' AM = -2- donde a > b > O.

Tracemos la altura del triángulo GAM que pase por G, cuyo pie de la altura
le llamarnos H.

Notemos que los triángulos rectángulos AHG,GHM y AGM son semejantes
y llamemos a los segmentos GM = x, HM = y, GH = h y RM = w.

(
a _ b) 2 (a+b)2 ..-2- + -2- que simplifi-

12



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARMONICA, LA MEDIA
GEOMÉTRICA, LA MEDIA ARITMÉTICAY LA MEDIA CUADRÁTICA

200 S -/ah S a+b S ~a' +b'
a+b 2 2

B b-a D
2

A
a

F

2ab
a+b

b-a G

b

a+b
2

e

AB=a, BC=b
AD= DC= a+b

2
BE..l AB, DE= AD
FE l.ED, FB 11 ED

b-a
EG=BD=-

2

13



EXPLICACIÓN:

Sea B un punto sobre el segmento AG cuya longitud es a +b, de tal manera
que AB = a y BG = b Ysea D el centro de la circunferencia con diámetro AG,

entonces BD = b; a j llamemos Eal punto de intersección de ésta circunfer­

encia con la perpendicular a AG que pase por B. Tracemos la perpendicular
a DE que pase por E y llamemos G al punto de intersección de ésta con la

circunferencia con centro en Ey radio BD = b; a, tracemos la perpendicular

a EG que pase por B y llamemos F a la intersección de éstas dos últimas rectas.
Nombremos GD = z, EB = y e FB = x.
Como el triángulo DGG es rectángulo, entonces DJtl + E(f2 = z2, susti-

tuyendo tenemos que (a; b) 2 + (b; a) 2 = z2, entonces z= Ja2
; b

2
.

Notemos que los triángulos rectángulos EFB y DBE son semejantes por ser
EB una transversal a las paralelas FB y DE, entonces EB2+ BD2 = ED2,

(
b _ a ) 2 (a+b)2 . DE EB

luego y2 + -2- = -2- ,entonces y = .¡¡;h, también EB = FB'

EB2 2

es decir FB ~ DE que sustituyendo tenernos que x= e;a) ,entonces

2ah
x=--.

a+b

P · . 1 a+bero un cateto SIempre es menor que su hipotenusa, uego x ~ y ~ -2- ~ z.

2ah a + b Ja
2 + b2

Por lo tanto a + b ~ .¡¡;h ~ -2- ~ 2·

14



DESIGUALDAD ENTRE LA MEDIA ARMONICA, LA MEDIA
GEOMÉTRICA, LA MEDIA ARITMÉTICA Y LA MEDIA CUADRÁTICA.

2ab .¡o]j a + b < Ja
2 + b

2

--< a <--
a +b - - 2 - 2

a b
( )( )

a

-Ó:

2a2+2b 2 ;:::(a+bt

~a2 +b
2

a+b
b >--

2 - 2

.¡; Jb
( )( )

(.Ja+br~ 4.! .JQ.[bJb 2

a+b ~JQb

2
a

a b-
a+b a+b

( )( )

b- a ba+b 1~4--·--
a+b a+b

JQb ~ 2ab
a-- a+ba + b

15



EXPLICACIÓN:

a

b

a

a
( )(

J;
( )(

b
)

)

a b

a+b a + b
( )( )

b

a +b

a + b

a b (b_a)2
1=4a+ b' a+b + a+b

a b
~1>4--,-­

- a+b a+b
~1>2v'Cib

- +b
~ v'Cib>a~,

- a+b

P , . 'dad Ja
2 + b

2
a + b v'Cib 2abor transitivi > -- > ab > --

2 - 2 - - a+b'

16



LA SUMA DE UN NúMERO POSITIVO Y SU RECíPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
x>O==}x+->2x-

1

x

x

1

1

(

1
x

)(

17
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EXPLICACIÓN:

x

x

1

1

(

x

)( x )

El área del cuadrado (x + ~) 2 es mayor que el área de los cuatro rectán­

gulos de área 1, más el área del cuadrado cuya área es (x _~) 2 , es decir

( x + ~) 2 = 4 + (X - ~r'entonces (X + ~r~ 4.

1
Por lo tanto x + - > 2.x -

De hecho la igualdad ocurre cuando (x - ~) 2 = O, es decir cuando x= 1.

18



LA SUMA DE UN NÚMERO POSITIVO Y SU RECíPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
x>O=*x+->2x-

,) - -
y

2

1
j(x) =-

x
X

2 3
y=-x+2

19



EXPLICACIÓN:

y

2

¡(x) =.!.
X

X

2 3
y=-x+2

,

Notemos que la grafica de f (x) = .!. es convexa ya que!" (x) = 2x-3 > O,
x

luego, la gráfica queda por arriba de la recta tangente en (1,1) , pero la recta
1

tangente es y = -x + 2, por lo que - ;:::: 2 - x.
x

1
Por lo tanto - + x > 2.x -
De hecho la igualdad ocurre cuando se intersectan las gráficas, es decir

cuando x = 1.

20
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LA SUMA DE UN NúMERO POSITIVO Y SU REc1PROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
x>O==? x+ ->2x -

1
x+ ­

X

1
x- ­

x

2

21



EXPLICACIÓN:

1
x+ ­

X

1
x- ­

x

2

El triángulo es rectángulo ya que se cumple (x + ; ) 2= (x _;)2 + 22.
Y en un triángulo rectángulo la hipotenusa es mayor que cualquiera de los

catetos, en particular x + .!. ;::: 2.
x

22



LA SUMA DE UN NúMERO POSITIVO Y SU RECÍPROCO ES MAYOR O
IGUAL QUE 2

1
x>l==*x+->2- x-

1

1

1

x

23



EXPLICACIÓN:

1

1

x

Por semejanza de triángulos tenemos que !!. = ~. Es decir h = ~. Luego el
1 x x

área de los dos triángulos es mas grande que 1.

Es decir ~ + ~ ~ 1, por lo tanto ~ +x ~ 2.

24



REGLA DE LOS NÚMEROS INTERMEDIOS

a e a a+e e
b < d => b < b + d < d' a, b, e, d > O

a :a

e

d

b
~-----~- - - - - - - - - - - - - - - - - -D

d

25



EXPliCACIÓN 1:

a

d

o-y.,'"
y

:c
: a

Los triángulos ABC y B FE son semejantes por lo que; = ~ , y como x < b,
a a e

entonoes, b < ; = d·
. . a+c e

Los triángulos AFH y ABC son semejantes por lo que x +d = d' y como

a+c a+c e
x < b, entonoes, b + d < x + d = d·

. Finalmente los triángulos GDH y BDE son semejantes por lo que ::~ =

a a+e a+y a
b' y como y < e, entonces, b + d > b + d = b·

a a+c e
Por lo tanto b < b+ d < d·

EXPliCACIÓN 2:

26



A

D b

a : a

Si a = L.EDB, f3 = L.HDA Y ó = L.CBA, se tiene que a < f3 < Ó y como la
función tan x es creciente para O< x < i, es tiene que tan a < tan f3 < tan Ó

a a+c e
esto es: b < b + d < d·

27



REGLA DE LOS NUMEROS INTERMEDIOS

a e a a+e e
b < d '* b < b+d < d' a,b,e, d > O

y (d,c)

b+d a+c)
2 • 2

(b,a)

X
~í<=--+---+--+---+--+--+--+----t--t-~

k<l<m

a a e e
¡;<b+d+b+d<d

e e
a
-
b

a-
b

e
a --

-- b+d
b+d

b d
b+d b+d

28
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EXPLICACIÓN:

r (d.c)

(~~)
2 ' 2

(b,a)
y--Ix

X
-tF----t--l--t--+--+---+--+--t--t-~

k<l<m

Unamos los puntos (d,c) y (b,a), y tracemos el punto medio del segmento
el cual tiene coordenadas (~,~) . Al unir tres puntos con el origen, la recta

que pasa por el punto (d,e) tiene pendiente m = ~, la que pasa por el punto

medio tiene pendiente 1= ::~ y la que pasa por (b,a) pendiente k = ~.
Es claro que la recta que pasa por el punto medio quedará entre las rectas

por los extremos, luego su pendiente estará entre las pendiantes 'de las rectas
extremas.

a a+c c
Por lo tanto b < b + d < d·

b b

e e
a a

e
a ---- b+d

b+d

b d

b+d b+d

29
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El primer rectángulo tiene área ¡ y el último tien área ~ que es mayor a la

del primero.
Para el rectángulo que esta enmedio, sobre su lado de medida 1 trazamos

el segmento con medida b~ d' es claro que el segmento restante mide b: d'

forma los rectángulos con área ¡ (b ~ d) Y ~ (b: d)' la suma de estas dos

áreas está entre las dos áreas de los rectángulos que se formaron al pricipio,
a a+c e

Por lo tanto -b < -b- < -.
+d d

30



I~

I~

DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ

lax + byl '$ v'a2 + b2 Jx2 + y2

I~

I~ 1>1

31



EXPLICACIÓN:

lal l.vl

Si comparamos las áreas de las dos figuras tenemos que las áreas del rectán­
gulo es (Ial + Iyl) (Ibl + Ixl) la cual es menor al área del polig6no formado por
los mismos cuatro triángulos y un rectángulo con lados iguales a la del rom-

boide, que al sumarlas tenemos: 2 Ca~lbl + Ix~IYI) + Jx2 +y2Ja2 +b2, que

simplificando queda lallxl + Ibllyl :::; Jx2 +y2Ja2 +b2• Por otro lado, por la
desigualdad del triángulo tenemos lax +byl :::; laxl + Ibyl = lallxl + Ibllyl

Por lo tanto lax +byl :::; Jx2+ y2Ja2+b2.

32



UNA CONSTRUCCIÓN DE LA MEDIA CUADRÁTICA DE DOS
NúMEROS POSITIVOS a y b

c= Ja2;b2

33



EXPLICACIÓN:

Con los segmentos a y b construimos el triángulo rectángulo de catetos a
y b. Después tracemos su circuncirculo que tiene centro en el punto medio de
la hipotenusa, la perpendicular a la hipotenusa que pasa por el centro corta
al circuncirculo en un punto que dista a los extremos de la hipotenusa en una

¡;;!+b2
cantidad e, la cuál cumple ¿. +¿. = a2 + b2 , luego e = V~.

34



Geometría

• Teorema de Pitágoras

Chou Pei Suan Chingo

Bháskara.

Euclides.

H. E. Dudeney.

Games A. Garfield .

Michael Hardy,

• Un teorema pitagórico

Enza R. Gentile.

• Un teorema sobre triángulos rectangulos

Roland H. Eddy.

• En un triángulo rectángulo ABC , la altura CD sobre la hipotenusa
cumple

Sidney H. Kung.

• Una cuadratura del circulo

Thomas Elsner.

• Trisección de un segmento

Scott Coble.

• Los ángulos de una estrella suman 180°
Fouad Nakhli.

• Teorema de Viviani's

Samuel Wolf.

• Cuerdas y tangentes con la misma longitud

Roland H. Eddy.
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• Distancia de un punto a una recta

R. L. Einsenman.

• Áreas algebraicas

Shirley Wakim.

• Completando el cuadrado

Charles D. Gallant.

• Construcción de dos lunas cuya suma de sus áreas es igual a la
de un triángulo rectángulo

Eugene A. Margerum.

• El área de un arbelo

Roger B. Nelsen Lewis.

• El área de un salinón

Roger B. Nelsen.

• El volumen de un fragmento de una pirámide cuadrada.

Roger B. Nelsen.

• El volumen de un hemisferio vía el principio de Cavalieri.

Sidney H. Kung.
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TEOREMA DE PITÁGORAS 1

Si a, b, e son los lados de un triángulo rectángulo de hipotenusa e se cumple
que a2 +b2 = c2

•

b

a

b

b

a

a

b

a

a

b

37
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a

e

b

a

b

a



EXPLICACIÓN:

b

a

b

b

a

a

b

Q

a

a

b

b

a

b

a

Notemos que los cuadrados tienen por lado a + b, las áreas respectivamente
de ellos se descomponen así:

a2 + b2 + 2ab = (a + b)2, y 4~ + c2 = (a + b)2, entonces a2 + b2 + 2ab =
ab

4"2 +c2.
Por lo tanto a2 + b2 = c2.

38



TEOREMA DE PITÁGORAS II

Si a, b,e son los lados de un triángulo rectángulo de hipotenusa e se cumple
que a2 + b2 = c2.

e

a

39
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b



EXPLICACIÓN:

e b a

b

Notemos que en la primera figura el área del cuadrado es ¿. y en la segunda
figura es la misma por estar formado con las mismas piezas, dos rectangulos de
área ab y un cuadrado de área (b - a)2, por lo que tenemos ¿. = 2ab+ (b - a)2.
Desarrollando el binomio se tiene ¿. = 2ab+a2-2ab+b2. Por lo tantoc2 = a2+b2
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TEOREMA DE PITÁGORAS lIT

Si a,b,e son los lados de un triángulo rectángulo de hipotenusa e se cumple
que a2 + b2 = c2

b

a

e
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COMENTARlO:

(i) Dos paralelogramos tienen la misma área sí tienen la misma base y la
misma altura.

(ii) Dos triángulos son congruentes si tienen sus lados y ángulos correspon­
dientes iguales.

Existen tres criterios para decidir cuando dos triángulos son congruentes:
a) Dos triángulos que tienen dos lados y el ángulo comprendido entre ellos,

respectivamente iguales, son congruentes. Criterio (LAL).
b) Dos triángulos que tienen un lado igual , y respectivamente iguales los

ángulos adyacentes a éste lado, son congruentes. Criterio (ALA).
c) Dos triángulos que tienen sus lados correspondientes iguales, son con­

gruentes. Criterio (LLL).

EXPLICACIÓN:

Notemos que el área sombreada en figura 1 y el área en la figura 2 son
iguales a, a2 +¡; ya que el área del paralelogramo ADCB es a2 y el área del
paralelogramo DF EC es b2 por (i).

Como CD = AB = AA' = DD', tenemos que el área de ADCB es igual
al área de A'D'DA y como CD = EF = FF' = DD', también son iguales las
áreas de los paralelogramos C DF E y DD'F' F.

Finalmente como las áreas de los triángulos congruentes AFD y A'F' D' son
iguales, tenemos que el área sombredad de la figural es igual al área de la figura
sombreada de la figura 4, lo que nos da que a2 +b2 = c2.
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TEOREMA DE PITÁGORAS IV

Si a, b,e son los lados de un triángulo rectángulo de hipotenusa e se cumple
que a2 + b2 = c2•

44



EXPLICACIÓN:

Dado el triángulo ABC de lados a, b y c, construimos un cuadrado en cada
uno de sus lados y el punto medio de la diagonal del cuadrado de lado b lo
llamamos B'.

Sean CI , C2, Cs y C4 los punto medios del cuadrado de lado c.

Tracemos lo siguiente:
- La paralela a AC por CI , siendo Al el punto de intersección de ésta con el

lado CE.
- La paralela a CB por C2, siendo C' el punto de intersección de ésta con la

linea CIAI.
- La paralela a AC por C3, siendo A' el punto de intersección de ésta con la

linea C2C'.
- La paralela a CB por C4.
- Finalmente la paralela a AB por BI y su perpendicular también por B'.

Como los triángulos A2BB¡, AIBCI y A2HCI son semejantes, y como

AIB' = AIB = ~, entonces, los triángulos AIBCI y A2BCI son congruentes

por lo que BIB' = CIB = ~. Luego BIA' = BC2 = ~, así que, los trián­

gulos ABC y A'B'C' son congruentes, por lo que C' A' = a y además los 4
cuadriláteros congruentes que forman al cuadrado de lado b, son los mismos 4
cuadriláteros que están en el cuadrado de lado c.

Por todo lo anterior c'l = a2 + 4 (el área del cuadrilátero) , es decir, c'l =
a2 +b2•
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TEOREMA DE PITÁGORAS V

Si a, b,e son los lados de un triángulo rectángulo de hipotenusa e se cumple
que a2 + b2 = r? .

a
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COMENTARIO:

(i) El área de un trapezoide de bases a y b, Yaltura h es (a~b) h.

{íJ
b a

ab
(ii) El área del triángulo rectángulo de catetos a y b es 2"'

ti

b

ti

Notemos que el trapeziode esta formado por tres triángulos, dos de área ~,
c2

• (a +b)(a+b)
y otro de área 2' Por otro lado el área del trapezoide es 2

(a+b)2 ab e .
Por lo que, 2 = 22" + 2' luego (a + b)2 = 2ab + e, finalmente S1

desarrollamos y simplificamos tenemos, a2 +b2 = ¿..
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TEOREMA DE PITÁGORAS VI

Si a,b, e son los lados de un triángulo rectángulo de hipotenusa e se cumple
que a2 + b2 = ¿l.

e
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COMENTARIO:

(i) Si dos triángulos tienen sus ángulos correspondientes iguales entonces
sus lados correspondiente son proporcionales y los triángulos son semejantes. Si
LIHG = LFED, LGIH = LDFE Y LIGH = LFDE entonces ~g = ~g =
EF
HI

(ii) En un triángulo rectángulo la altura sobre la hipotenusa lo divide en
dos triángulos semejantes a él, por ejemplo, los triángulos que resultan ser se­
mejantes en la siguiente figura son 6.LJ1 ,... 6.JK 1 ,... 6.LKJ.

~
1 K L

(iii) Un triángulo inscrito en una circunferencia donde uno de sus lados es
el diámetro debe ser un triángulo rectángulo.

(iv) Si tenemos dos cuerda que se intersectan en un punto P dentro de la
circunferencia, se cumple lo siguiente: PA . PB = pe . PD

e
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EXPLICACIÓN 1:

e

Notemos que BCA, CDA y BDC son semejantes por el (iii) y (ii). Por
(i) tenemos que los lados de los triángulos CDA y BDC son proporcionales es

decir: e + a = _b_ despejando se tiene él - a2 = b2 Y finalmemte obtenemos
b e-a

e2 = a2 +b2•

EXPLICACIÓN 2:

E

Notemos que ¿BAC = ¿BEC por abrir el mismo arco y también ¿BAC =
¿DCB, pues los triángulos ABC y CBD son semejantes.

Entonces 6.BDC es congruente con 6.BDE por el criterio de (ALA).
Por (iv) tenemos CD· ED = BD· AD ,y sustituyendo los valores tenemos

b . b = (e + a) (e - a) , desarrollando tenemos b2 = e2 - a2 , y finalmente tenemos
él = a2 +b2 •
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UN TEOREMA PITAGÓRICO

aa' = bb' + ce!

e
e'

x
a

b

b

b'

a'

>

<

e

a

y
>

x ¿
-=-=?ax=ce!
e a
y b'
- = - =? ay = bb'
b a

:.00' = a (x +y) = bb' + ce!
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COMENTARIO:

(i) Si en el L:::.ABC, el

BC AB
EC = DE'

AC
segmento DE es paralelo a AB, entonces DC =

A

B E F e

(ii) En un triángulo rectángulo la altura sobre la hipotenusa lo divide en
dos triángulos semejantes a él. Por ejemplo, los triangulos que resultan ser
semejantes en el triángulo rectángulo CDE y altura DF son CDE, CFD y
DFE.

EXPLICACIÓN:

b'

a'
r

a

Notemos que el L:::.CDE "'"" L:::.CAB y como DF es una altura del L:::.CDE,

entonces por semejanza de triángulos tenemos L:::.FED "" L:::.ABC , :: = <.!... de
e a

y b'
lo que obtenemos aa: = ex! y también como L:::.ABC "'"" L:::.FDC, ¡; = -;; de lo

que obtenemos ay = bb'.
Por lo tanto, ex! + bb' = ax + ay = a(x + y) = aa' .
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UN TEOREMA SOBRE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS

La bisectriz interior del ángulo recto de un triángulo rectángulo biseca al
área del cuadrado de la hipotenusa.
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EXPLICACIÓN:

e

D'

D

c'

Tracemos el cuadrado G/YG'D, la bisectriz del ángulo G es la diagonal GGI
del cuadrado anterior, luego también es la bisectriz del ángulo G'.

(A' l ' + Bl) . A'B
Luego BI = B'I' y Al = A']' el área del trapecio Al es 2 =

(Al + Bl)· A'B A'B· AB c?
2 = 2 ="2'

c?
Por lo tanto Al = A2 = "2'
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EN UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO ABC, LA ALTURA CD SOBRE LA
illPOTENUSA CUMPLE (CD)2 =AD· DB

A

e

.~
D a E

55
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EXPLICACIÓN:

'E

Notemos que 6.CDB !::: 6.EDF pues se construyó así, Aa 11 FE por ser
LDAC = LDEF, así que el área del triángulo AaE es igual al área del triángulo
AaF por tener la misma base Aa y la misma altura h. Estos dos triángulos de
áreas iguales, tienen el triángulo en común ADa. Resulta que las áreas de los
dos triángulos a DE YAFD tienen áreas iguales , por lo que a D·DE = AD·DF
y entonces (Da)2 = AD· DF.
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E

UNA CUADRATURA DEL CIRCULO

.. ............ E

D

e
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EXPLICACtON:

E

e

Supongamos que el círculo tiene radio r y se gira sobre un segmento BD igual
a la mitad del perímetro del círculo. DA es igual al radio del círculo y 6ABC
es un triángulo rectángulo de hipotunusa AB, donde DC es la perpendicular a

.. DC BD
AB por D, entonces por semejanza de los triángulos BCD y CAD, DA = C D

y dando los valores correspondientes a los segmentos tenemos :: = ~, luego
r x

x 2 = 1rr2•

Como el área del cuadrado es x 2 = (r..(ir)2 = 1rr2, tenemos que es igual al
área que la del círculo.
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UNA TRISECCIÓN DE UN SEGMENTO MAS EFICIENTE

1
AF = - (AB)

3
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EXPLICACIÓN:

Muchos textos dan la construcción de la trisección de un segmento de recta
basado en Euclides, el cual requiere de 9 elementos (6 circunferencias y 3 rectas).
La siguiente construcción usa sólo 6 elementos (2 circunferencias y 4 rectas).

Sea AB el segmento que se desea dividir, Cl y C2 circunferencias de radios
AB y centros A y B respectivamente. Sean C y C' los puntos de intersección
de C l y C2' Trazamos la secante CD que pasa por A.

/ )

I
I

I

A O---- ---OB
) j

Como ti.ABC y ti.ABC' son equiláteros ya que AB = AC = AC' = BC =
BC' son radios, se tiene que LCAB = LBAC' = LC' AD = 60°. Y también
tenemos que ti.BAE ~ ti.DAE por el criterio LAL, de lo que se concluye DE =
EB, o lo que es lo mismo que E es el punto medio del DB.

Como A es el punto medio de C D y B es el vértice opuesto a C D de f:::,.CDB,
entonces BA es mediana. Análogamente como E es el punto medio de DB, CE

es mediana de ti.CDB y la mediana CE divide al segmento BA en razón ~ y

1
por lo tanto AF = :3 AB.

)
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LOS ÁNGULOS DE LOS VÉRTICES DE UNA ESTRELLA SUMAN 1800

2

3

4
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EXPLICACIÓN:

A

2

3

E

4

e

D

5

F G

H

Prolongemos a E F hasta el punto G y tracemos una paralela F H a DB que
pase por el punto F.

Tenemos que L.FDB = 1+3 pues son los ángulos no adyacentes a L.BDE
y 1 + 3 = L.GFH pues son ángulos correspondientes.

También L.FBD = 2 + 4 pues son los ángulos no adyacentes a L.ABe
y 2 + 4 = L.HFB pues son ángulos alternos internos.

Por lo tanto como los angulos L.GFB y L.BFD son suplementarios tenemos
que:180° = L.GFB + L.BFD = ((1 + 3) + (2 + 4)) + 5 = 1 + 2 + 3+4+ 5.
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TEOREMA DE VIVIANI

Los segmentos perpendiculares a los lados desde un punto V que se encuen­
tra en la frontera o dentro de un triángulo equilátero ABe suman la altura del
triángulo.

c' e

A' A
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EXPLICACIÓN:

Construimos el triángulo equilátero A'B'C' que sea congruente al trián­
gulo ABC trazando A'C' 11 AC y A'B' 11 AB, y sobre B'C' tracemos la recta
paralela a AB que pase por V y el punto donde se intersecta esta con A'C' le
llamamos H , tenemos que el triángulo HVC' es equilátero, luego si trazamos la
perpendicular a AB que pase por C', obtenemos que C'Q = H'V = H'a+av
son alturas del triángulo VC'H. Como H'G +av = VF +av por ser H'G
y VF alturas del triángulo equilátero CC'I. Por lo tanto DV + FV +av =
DV + H'G +av = DV +C'Q, que es igual a la altura del triángulo ABC.

c' c

H (r-_-'-<>---f-- -:.o

F

A' A
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CUERDAS Y TANGENTES CON LA MISMA LONGITUD

Si una circunferencia C l pasa por el centro O de otra circunferencia C2 , la
longitud de la cuerda común PQ es de igual longitud que el segmento PR, el
cual es tangente a C l y cuerda de C2 •

e

2

......-.- R
o

65



COMENTARIO:

(i) Todo ángulo inscrito LQRP en una circunferencia, es igual a la mitad
del ángulo central LQOP que abarca el mismo arco, es decir f3 = l,.

(ii) Todo ángulo semi-inscrito LQPR en una circunferencia es igual a la
mitad del ángulo central LQOP que abarca el mismo arco, es decir f3 = ~1'.

R

p R

EXPLICACIÓN:

Notemos que por (i) y (ií) el LOQP = LOPR = o , Como OP, OQ y OR
son radios entonces los t riángulos 6.0PQ y 6.0RP son is6celes, por lo que
LPRO = LOPR = o yel LOQP = LQPO = o. De lo que resulta el 6.0QP
y 6.0PR ser congruentes, por lo tanto PQ = PR ,
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LA DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

d lma+c-bl
- =
1 1+m2

(a,1tUl+C)

~1 +m2

1

y = mx +c

67
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EXPLICACIÓN:

~

'B(a,ma+c)

lma+c-~

A(a,b)
y=mx+c

Si tenemos la ecuación de una recta y = mx + e en forma pendiente y
ordenada al origen y se quiere calcular la distancia de un punto A(a,b) a esta
recta, trazamos la recta perpendicular a y= mx + e que pase por (a,b) y al
punto de intersección de estas dos rectas lo llamamos e, también trazamos una
recta recta paralela al eje Y que pase por (a,b) Yal punto de intersección de ésta
con la recta y = mx + e es B(a, ma + e). La distancia de e a A la llamaremos
d, la distancia de A a B es lma + e - bl.

Sobre el segmento Be ponemos un punto A', y trazamos un segmento de
medida la unidad paralelo al eje X que pase por A' llamando al otro extremo
de este segmeto e' y luego trazamos un segmento paraleo al eje Y que pase por
e' donde la intersección de éste con la recta y = mx + e es B ', es claro que la
medida del segmento e'B' es m y usando el teorema de Pitágoras la medida del
segmento A'B' = vt + m 2•

Notemos que los triángulos ABe y A'B'C' son semejantes por el criterio

de AAA y por lo tanto ~~, = ::' que en términos de su medida tenemos

d Ima+e-bl
1 = JI +m2 •
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I

AREAS ALGEBRAICAS

(a+b)2 + (a - b)2 = 2 (a2+b2 )

a b a-b

69
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EXPLICACIÓN:

I

a

-

b a-b

=
a

+

a-b b

Notemos que el lado izquierdo de la igualdad se tiene que la suma de las áreas
(a+b)2+ (a - b)2 , donde el cuadrado de área (a +b)2 a su vez está formado
por un cuadrado de área a2 más dos rectángulos de área ah mas un cuadrado
de de área b2 , entonces los rectangulos de área ah los colocamos en los lados
del cuadrado de área (a - b)2 , de tal manera que va a quedar sobrepuesto un
cuadrado de área b2 el cual colocamos en la parte superior derecha del cuadrado
con área [(a - b) + b]2 •

De lo que tenemos (a+b)2+ (a - b)2 = (a2+b2) + [(a - b) + b]2 + b2 , que

al simplificar nos queda (a +b)2+ (a - b)2 = (a2+b2) +a2+b2 = 2 (a2+b2) •
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x

COMPLETANDO EL CUADRADO

x x a

x

2a...------I

x

aL.- --'

aL.- --'
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EXPLICACIÓN:

x x x a

x x x

- -- - a Oa
ala a

a

Notemos que el área del primer cuadrado más el área del rectángulo es
x 2 + 2ax que es igual al área del cuadrado x 2 más el área de los rectángulos
ax + ax que es igual al cuadrado de lado x + a menos el área del cuadrado de
lado a que es igual a (x + a)2 - a2.

Por lo tanto x2+ 2ax = (x +a)2 - a2.
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CONSTRUCCIÓN DE DOS LUNAS CUYA SUMA DE SUS ÁREAS ES
IGUAL A LA DE UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO

A

T

(L, +S,)+(Lz +Sz)=T+S, +sz

L
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EXPLICACIÓN:

L
~2

I

L iS/;
1

T

a~
e

Al + A, ~ "G)' + "m 2 = ~ [-.!:- (a2 +b2) ] = 1r (~f = A3• Por lo
2 2 2 22 2

tanto Al + A2 = A3

Se puede ver facilmente que Al = LI + 8¡, A2 = Ú2 + 82 y que A3 =
T+81+82 , es decir (L I + 81)+(L2+ 8 2) = T+81+82, por lo tanto LI+L2 =T.
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EL ÁREA DE UN ÁRBELO

Teorema: Si P, Q y R tres puntos sobre una linea, donde Q se encuentra
entre P y R. Tres semicirculos son dibujados arriba de la linea con diámetros
PQ, QR Y PR, un árbelo es una figura acotada por estos tres semi-circulos.
Dibuja la recta QS perpendicular a PR que pase por Q. El área A del árbelo
es igual al área e del circulo con diámetro QS.

p Q R

A=C

p

B /-A/+C/
A+A/ +A2-A/+C/+A 2+C2

.:A-e/+C2- c
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COMENTARIOS:

(i) El triángulo ABC inscrito en una circunferencui .oon hipotenusa el
diámetro de la circunferncia es rectángulo. :.:.,. ""~o

(ii) Si ABC es un triángulo rectángulo se cumple el teorema de Pitágoras
a2 + b2 = él. Entonces, las áreas de los semi-circulas SI, S2 y S3 cumplen
SI +S2 = S3.

(iii) Si CD es altura del trángulo ABC, entonces, los triángulos ABC, ACD
y CBD resultan ser triángulos rectángulos semejantes.

EXPLICACIÓN:

P Q R

A=C

p 1:-:;;:"'---:1

Si prolongamos al segmento SQ y a la intersección con la circunferencia la
llamamos S' el triángulo RPS' es rectángulo y por el comentario (ii) y (iii) se
cumple B l +B2 = A+Al +A2 pero a su vez Bl = Al +Cl y B2 = A2 +C2 es
decir Al + C l + A2 + C2 = A + Al + A2 y simplificando tenemos C l + C2 = A
pero C l + C2 = C.

Por lo tanto, C = A.
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EL ÁREA DE UN SALINÓN

Teorema:Si P, Q, R Y S cuatro puntos sobre una linea respectivamente
son tales que PQ = RS. Los semicírculos son dibujados arriba de la linea con
diámetro PQ, RS y PS, y otro semicirculo con diámetro QR es dibujado por
abajo de la linea, Un salinón es una figura acotada por estos cuatro semi-circulos.
Si el eje de simetría de un salinón es intersectado en los puntos M y N . Entonces,
el área A del salinón es igual al área del círculo e de diametro MN.

p

A=C N

~
M

L.....-_"----l = ir veces~' "
")

- - veces
2
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COMENTARIO:

El área del semi-circulo es 'Ir;2 y el área del triángulo es 2r~r) que al mul-

o u 1 . 'Ir ('Ir) (2r (r)) 'lrr
2

t ip icar ésta ú tima por 2" tenemos "2 -2- = 2 '
EXPLICACIÓN:

P

N

M
2

N

~
u

veces
P Q s

M

Por el comentario las áreas de la semi-circunferencias con diámetro PQ, QR,
RS y PS son iguales a ~ por las áreas de los triángulos ror, RQM , RSU y

PSN, respectivamente, de igual manera i por el área del triángulo N MU, es

igual al área de la semi-circunferencia con diámetro N M o

Por lo tanto el área del salinón A es igual al área de la circunferencia e de
diámetro N M,
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EL VOLÚMEN DE UN FRAGMENTO DE UNA PIRAMIDE CUADRADA

a

b

b

3~

ESTA TESIS NO SAL}.,
OE LABIBIJOTECA
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EXPLICACIÓN:

a

b

El volúmen de Pi es V (Pi) = eh donde e depende de a y b,
El volúmen de P2 es V (Pi) = e (b - a) donde e es la misma que la anterior,

V (P2) V (P2) h
por lo que e = -b--' entonces, V (Pi) = -b--h = -b-V (P2) , pero

-a -a-a

V (P2) = ~ (b3 - a3 ) por la construcción que se hizo.

h [1 ] hPor lo tanto V (P¡) = b _ a '3 (b3
- a3

) = '3 (a2 + ah + b2
) •
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EL VOLUMEN DE UN HEMISFERlO VíA EL PRlNCIPIO DE CAVALIERl

1 2 2 3
Vs = Vp = -r 21fr = - r

3 3
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COMENTARIO:

(i) Principio de Cavalieri:
Si dos cuerpos S y P dispuestos entre dos planos paralelos, son tales que la

secci6n que se obtiene al cortar dichos cuerpos por un plano paralelo a S y P
resultan figuras de áreas iguales; entonces los dos volúmenes de estos cuerpos
son también iguales.

(ii) El volumen de una piramide es ~ del área de la base por la altura,

EXPLICACIÓN:

Para ver cuanto mide el radio a del circulo que resulta de cortar un hemis­
ferio de radio r a la altura h, usamos el teorema de Pitégoras, para obtener es

a = vr2 - h2, entonces dicho circulo tiene área 1r (Vr 2 - h2)2 = 1r (r2 - h2) .
Construimos una pirámide con base cuadrada de área r 2 y con altura 21rr, si
cortamos a la misma altura h la pirámide y usando semajanza de triángulos

tenemos un trapecio de área ~21r (r - h) (r + h) = 1r (r2 - h2) .
Por lo tanto usando el principio de Cavalier tenemos que Vs = Vp =

1 2
3r2 (21rr) = 31rr3.

OBSERVACIÓN:

De aquí se puede concluir entonces que el volumen de una esfera de radio r

es igual a 2Vs = 2 (~1rr3) = ;1rr3.
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SerIes

• Series geométricas
00 1
¿ 2

n
= 1,Warren Page.

n =l

00 1 1
n~l 3n 2' Elizabeth M. Markham.

00 1 1
¿ 4n = -3 ' Rick Mabry.

n =l

00 1 1
n~l 4n = "3 ' Elizabeth M Markham.

00 1 1
¿ --; = -4 ' Elizabeth M Markham.
n=1 5

f: rn = _ 1_ , Benjamín G. Klein y Irl C. Bivens.
n = l 1 - r
00 a
¿arn = --, J . H. Webb .
n=l 1 - r

f: r 2n = -1 1 2 ' Sunday A. Ajose.
n=l - r
00

¿r (r - L)" = 1" Warren Page.
n=l

f: nrn = r 2 ' O< r < 1, Stuart G. Swain.
n = l (1 - r)

• La regla trapezoidal (para funciones crecientes)

Jesús Drías .
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LA SERlE GEOMÉTRlCAf 2~ = 1
n=O

.,
1 tb

27
1

t 1
1 26

23

1, 1-
24

1
-
2

1
-
22
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EXPLICACIÓN:

Tomamos un cuadrado de área 1. Un primer proceso consiste en que trace­
mos dos rectángulos de área (1) (!) uniendo los puntos medios de los lados
superior e inferior, y después tomamos el rectángulo de la derecha y unir los
puntos medios de los lados derecho e izquierdo, de tal forma que obtenemos dos
cuadrados de área (~) (~) = -b. En el cuadrado superior volvemos a repetir el
proceso, y así una infinidad de veces como sugiere la figura:

1 :b271

25 1
1 26

23

1

24

1
-
2

1

22

La suma de las áreas obtenidas después de varios pasos es:

... + 2;n y quedando sin dividir un cuadrado de área 2;n.
1 1 1 1 1

Por lo que - + - + - + ...+ - = 1 - -' 2 22 23 22n 22n •
00 1

Y esto claramente sugiere que: '"' - = loLJ2n
n=l
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LA SERlE GEOMÉTRlCA f 31n = ~
n=l

1
243
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EXPLICACIÓN:

Dividimos un cuadrado de área 1 en tres partes de igual área, dos figuras
en forma de L y una diagonal de tres cuadrados, como lo muestra la siguiente
figura.

Tenemos que el área de una de las L, que es i del área original y el área
de cada uno de los cuadraditos es ! del área original. Luego a cada cuadradito
diagonal lo dividimos de la misma forma, obteniendo en cada una de las tres
partes un área de tr, y si tomamos las 3 figuras L (una de cada cudradito) estas
partes tienen área 3 ( 2

17
) •

Este proceso se puede continuar y en el paso n las L's tienen áreas 32~-1 (y

hay tres de éstas). Los lados de uno de estos cuadraditos, tienen área 3;n' en

el siguiente paso las L's tendrán área 32:+1 y de estos hay 3n+1 .

I
ID

Tenemos que :

2(~ + 3 ;7 +92~3 + ...) = 1, que será el área total del cuadrado original,
00

1
00

1 1
entonces 2 "'"- = 1. Por lo tanto "'" - = -.L...J3n L...J3n 2

n=1 n=1
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LA SERIE GEOMÉTRICA ~2. = ~
L.J4n 3
n=l
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EXPLICACIÓN:

Tomamos los puntos medios de un triángulo equilátero de área 1, formamos
cuatro triángulos equiláteros de igual área uno de los triángulos se colorea con
verde, otro de blanco y el tercero de rojo, yen el restante de esos cuatro trián­
gulos equiláteros, el superior en la figura, volvemos a tomar los puntos medios y
obtenemos cuatro triángulos con la misma área y asi sucesivamente. Si tomamos
un tríangulo de los tres restantes de la primera subdivisi6n y a éste agregamos
un triángulo de los tres restantes de la segunda subdivisi6n y así sucesivamente
como lo muestra la figura, tenemos que la suma de las áreas de los triángulos
que se tomaron es decir de cada color es i del área total.

1 (1)2 (1)3 14+ 4 + 4 +"'='3
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1

2

1
2

00 1 1
LA SERlE GEOMETRlCA L 4n = 3

n=l
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EXPLICACIÓN:

Tomamos los puntos medios de los lados de un cuadrado de lado 1 y for­
mamos cuatro cuadrados de igual área (igual a i del área total original). A tres
de estos los coloreamos uno de verde, uno de blanco y el otro rojo.

Tomamos el cuadrado no coloreado, el superior derecho y volvamos a tomar
los puntos medios de los lados de este último obteniendo cuatro cuadrados con
la misma área (:b del área original) de nuevo a tres los coloreamos y al cuarto lo
dividimos y así sucesivamente. Si tomamos un cuadrado de los tres restantes de
la primera subdivisión y a éste agregamos un cuadrado de los tre restantes de
la segunda subdivisión y así sucesivamente como lo muestra la figura, tenemos
que la suma de las áreas de los cuadrados que se tomaron, es decir de cada color
es l del área total.

Luego, i + 1~ + i2 + ... = l·

I
2

1
2

1

4
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LA SERlE GEOMÉTRICA ~2. = !
LJ5n 4
n=l

1
-
5 1

-
25

1
...... 125

I -'l1# ¡j¡

-
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EXPLICACIÓN:

1
S 1

Ü

Figure 1:

Dividimos un cuadrado de área 1 en cinco partes de igual área, cuatro figuras
en forma de L y una cruz de cuadrados, como lo muestra la siguiente figura,
cada figura se forma con 5 cuadritos de área ';5. A cada una de estas figuras le
asignamos un color (amarillo, rosa, gris claro, gris obscuro y azul).

Tenemos que el área de una de las L's, es i del área del cuadrado original,
además el área de cada cuadrado de la cruz es de ';5 del área del cuadrado origi­
nal y al cuadrado central de la cruz lo dividimos de la misma forma, obteniendo
cinco partes de igual área, cuatro figuras en forma de L y una cruz de 5 cuadra­
dos. Nuevamente tenemos que el área de una de las L's, es 1~5 del cuadrado
original, además el área de un cuadrado de la cruz que tiene un área de 6~5 del
cuadrado original , y así sucesivamente como se muestra en la siguiente figura.

Luego habremos hecho dos cosas , una dividir el cuadrado en 4 partes iguales
(las que tiene el mismo color) y cada parte se ha formado de la unión de figuras
de áreas t, 2

15'
1~5'··· etc.
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1
S 1

E

~
~

1

ro

Lo que nos suguiere que:

4(~ + ;5 + 1~5 + ... ) = 1, que es el área total del cuadrado original,
00

1
00 1 1

entonces 4 '"'- = 1. Por lo tanto '"' - = -.LJ5n LJ5n 4
n=l n=l
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LA SERIE GEOMETRICA~ r n = .2-
L..J l-r
n=O

1
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EXPLICACIÓN:

P 1 Q
----- .- --- •• ------ -- •••• •• • •• ••• • • • -0

i 1-,

iR- -e R2

1

' P 2

r
x

s 1 r

Como los triángulos PQR y RR2P2 son semejantes se tiene que: ~~ =

R2P2 . 1 - r r - x x 2
--, luego -- = -- = 1 - - por lo que x = r .
RR2 1 r r

Ahora se procede análogamente, cada vez que se ha encontrado el valor
de un segmento PnSn = r" , se traza Sn+l de manera que SnSn+l = r n y
se construye el Pn+1. No es difícil ver ahora que Pn+1Sn+1 = rn+l (Usando la
semejanza de triángulos PnRn+lPn+1 y Pn+1Rn+2Pn+2)'

P

1

s T

TS PQ
Como los triángulos TSP y PQR son semejantes se cumple sp = QR' por

1
lo que nos da 1 +r +r2 +r3 + ... = --o

l -r
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00

LA SERIE GEOMÉTRICA, '"arn = _a_
W l-r
n=O

B

1
- - 1
r

1

r

1

e a

r

+ ar + ar 2 + A

00

La semejanza entre ABC y A¡B¡C¡ nos muestra que: '"ar" = _a_o
W l-r
n=O
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EXPLICACIÓN:

Tomemos un valor r en el intervalo (0,1). Consideremos un punto C l sobre
BlDl de manera que DlCl = r, trazamos una recta paralela a ElBl que pase
por C l , entonces tenemos que los triángulos ElBlB y ClAlBl son semejantes,

ClA l a
por lo que -- = -1- - '

1-r --1
r

Por lo que DlD2 = ClA l = ar , como BlDl = 1 Y DlCl = r, entonces
BlCl = 1- r.

Con la misma proporción r tendremos que D2Da = ar2 , DaD4 = ara, ...

B

1
- -1
r

r

1

a
1>---------I>-----_I>---::--:<~.........L----lL:..:..:....~A

e

,.

1
Como AC = a+ar+ar2 +... ,CB = ;. y los triángulos ABC y AlBlCl son

a + ar +ar2+... ar Loo a
semejantes, se cumple que: 1 = --, luego ar" = -1--'

- 1-r -r
r »=0
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LA SERlE GEOMETRlCA ¿:':2n = --!.......
n=O 1- r 2

r3

r2

r
r2(I-r)

r2 (1- r) r 3

r(l-r)

r(l-r)

l-r

l-r r

1 +r2 +r4 + ... =--!.......
1- r 2

2 2 2 2 (1 - r)2 (1 - r)2
(1 - r) + r (1 - r) + r4 (1 - r) + ... = =--

(1 - r)2 + 2r (1 - r) 1 - r2
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EXPLICACIÓN:

Al descomponer el cuadrado de área 1 en figuras en formas de L's, tenemos
que: área L1 = (1 - r)2 + 2r (1- r),

área de L2 = r 2 (1- r)2 + 2r2r(1- r) = r 2 [(1- r)2 +2r(1- r)] = r2Ll,

repitiendo lo anterior tenemos que área La = r 4L 1 y así sucesivamente por lo
que el área del cuadrado de lado 1 se puede escribir como sigue:

12 =área L1+área ~+área L3 + .. .
= (área L 1) (1 +r2 +r4 + o •• )

1 1 1
. 1 + r 2 + r 4 + .. o = = = --o

. . área L 1 (1 - r)2 + 2r (1 - r) 1 - r 2

r

l-r

" ~
.-E" ·r' ··, 2 " (1-, r
j

~

r' (1-,) I

"(1-') ~

r2(1- r) r

' (1 -') f-+

r(l-r) r2

~

l-r
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Por otro lado la suma de las área sombredas de azules es:
(1 - r)2 + r 2 (1 - r)2 + r 4 (1- r)2+ ... = (1- r)2 (1+r 2 +r 4 +...) que

sust it uyendo lo anterior tenemos (1 - r)2 + r2(1 - r)2 + r 4 (1- r)2 + ... =

1- r 2 ( 1 ) _ (1 - r)2 _ (1 - r)2
( ) área L1 - (1 - r)2 + 2r (1 - r) - 1 - r 2 •

r

}-,

r'
r' o~o

r' o
o

,.3 ,6
.,,"

,. ' r'(I-r) ,.5

r'(I-r) "r'(I-r)

,.'(1-,.) ,. 3

r(I-" )

~

"(I-r) ,.2

1-,.

102
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00

LA SERIE GEOMÉTRICA I> (1- rt = 1
n=O

1{l-r) r(l-rf

1

lb
r{1-r)2

r

r(l- r)3

r{1- r)

1

103
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EXPLICACIÓN:

Formemos un rectángulo de área r (con lados 1 y r) y otro de área r (1 - r)
(con lados r y (1- r)) , el área del cuadrado de lado 1 es igual a la suma del
área de estos dos rectángulos más el área del cuadrado de lado (1- r), es decir
12 = r + r (1 - r) + (1 - r)2 .

Si al cuadrado de lado (1 - r) lo descomponemos en la misma forma, con
dos rectángulos proporcionales a los anteriores uno de área r (1- r)2 (con lados

(1 - r) y r (1- r)) y otro de área r (1 - r)3 (con lados (1 - r) y r (1 - r)2)

mas un cuadrado de lado (1 - r) 2
• El área del cuadrado de lado 1 será igual

a los rectángulos formados en un princi~io, más los de este segundo proceso,
mas un nuevo cuadrado de lado (1- r). Este último cuadrado a su vez se
podrá descomponer en dos nuevos rectángulos uno de área r (1- r)4 y otro de
área r (1 - r)5 más un cuadrado de lado (1 - r)3, Y así sucesivamente. Para el
cuadrado de lado (1 - r)n tendremos que se podra descomponer en dos rectán­
gulos uno de área r (1 - r)2n y otro de área r (1 - r)2n+l más un cuadrado de
área (1 _ r)2(n+l) .

Luego 1 = r+r (1 - r)+r (1- r)2+r (1 - r)3+ .. +r (1- r)2n+r (1- r)2n+l+
(1 _ r)2(n+l) + ....

r t{l-r) r(l-rf

1

lb
r(l-r)2

r

r(l- r)3

r(l- r)

r(l-r)

r
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00

ESCALERA DE GABRlEL ¿ nrn = r para O< r < 1
n = l (1 - r)2

r3
~ .

l- r

....---- .

--

1

r
• • •
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l -r

r
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EXPLICACIÓN:

r3
_ .

r3

r2 l-r
_ .--

r r

r
l-r

Notemos que la primera escalera esta formada por rectángulos vérticales y
que la suma de las áreas de estos rectángulos vérticales es: (1) r+(2) r2+(3) r3+

00

... = ¿nrn , pero si esta misma escalera la formamos con rectángulos horizon­
n=1

tales la suma de las áreas de estos nuevos rectángulos es: (r + r 2 + r3 + ... ) +
00 00 00 00 00

(r2+r3+ ... ) +... = ¿rn+ ¿rn+ ¿rn+ ... = ¿¿rn .

n=1 n=2 n=3 i=1 n=i

00 00 .
r'

Como ~rn = ri ~rn = --,luego
LJ LJ 1-r
n= i n=O

0000 00 i 100

¿¿rn = ¿_r_ = __¿ri y esta serie en i es geométrica y como
i=ln=i i = 1 1 - r 1-r i= 1

00

Por lo tanto ¿nrn = r 2'
n=1 (l-r)
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LA REGLA TRAPEZOIDAL (PARA FUNCIONES CRECIENTES)

lb ~ ( b - a) 1 b - af(x)dx ~ f=t f(Xi)~ + 2 [/(xn ) - f(xo)]~
a -

y=/(x)
f(.li.) _._ .

¡(x,,) -.. --.-.

...

107



EXPLICACIÓN:

y=J(r )
J(,,) •. __•• o ••• ••••• _. • • ._ •• _

1(,,) •• • • -• . . --. - •• -

a= r, ... r, '%. _1 x,, =b X

¡b ~ ( b_a 1 (b - a) )f (x) dx ~ f.;t f (Xi)~ + 2 ~ [f(xi+d - f (Xi)]
a

n-1( b-a) (b-a)
= 6 f (Xi)~ + ~ [f(Xi+1) - f (Xi)]

n-1 ( b- a) (b - a)
= t; f(Xi)~ + ~ [f(xn ) - f(xo)]

n-1
ya que I: [f(Xi+1) - f(Xi))] = f(xn ) - f(xo) tenemos

i=l
b¡ f(x) dx = ~ (f(Xi) b: a) + [/(X n ) _ f(xo)] (b: a) .
a -
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Sumas de enteros

• Primeros enteros positivos
Martin Gardner.

Jan Richards.

• Primeros enteros impares
Nocomachus de Gerasa.

José Antonio Gómez Ortega.

• Cuadrados y suma de enteros
Martin Gardner.

• Suma de cuadrados
Martin Gardner y Dan Kalman

Sidney H. Kung.

James O. Chilaka

Pi-Chun-Chuang,

• Sumas alternadas de cuadrados
Dave Logothetti.

Steven L. Snover.

• Cuadrados y suma de enteros
Hee Sik Kim.

• Suma de cubos
AJan L. Fry.

Solomon W. Golomb .

J. Barry Love.

• Una progresión aritmética cuya suma es igual al cuadrado de sus
términos

C. L. Frenzen.

• Progresión aritmética cuya suma es igual al cuadrado del mimero
de sus términos

James o. Chilaka.
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LA SUMA DE LOS PRIMEROS ENTEROS POSITIVOS

Tn=1+2+3+ ... +n= n(n+1)
2

111



EXPLICACIÓN:

Para n = 1, es fácil ver que 1 ~2)

Para n = 2, es fácil ver que 1 + 2 = 2 ~3)

~.
• el

k (k + 1)
Suponemos para n = k, es decir, 1 + 2 + 3 + ... + k = 2 .

j

Por demostar para el caso en que n = k + 1, es decir 1 + 2 + 3 + ... + k +
(k + 1) = (k + 1)2(k + 2) .

Notemos lo siguiente: Hemos acomodado 2 veces la suma 1 + 2 + 3 + ... +
k + (k + 1) . Al hacer esto, recuperamos la suma 1 + 2 + 3 + ... k, también dos
veces y, además, dos veces k + 1; luego:

2 (1 + 2 + 3 +... k + 1) = 2 (1 + 2 + 3 + ... k) + 2 (k + 1)

= 2k (~+ 1) + 2 (k + 1) = (~ +1) (2k + 2) = (k + 1) (k + 2).

:.1 + 2 + 3 +... + k + (k + 1) = (k + 1)2(k + 2).
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LA SUMA DE LOS PRIMEROS ENTEROS POSITIVOS

n 2 n
1+2+3+· .. +n=-+­

2 2
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EXPLICACIÓN:

Tomemos cuadrados cuyos lados son de longitud l.
12 1 12

Para n = 1, es fácil ver que 1 = "2 + 2' donde "2 es la mitad del área del

cuadrado y ies el área del triángulo.

Para n = 2, es fácil ver que 1 + 2 = 2; + ~ donde 2; es la mitad del área del
cuadrado de lado 2 y ~ es el área de los dos triángulos. .

k 2 kEn general, tenemos para n = k, que 1 +2+3 +...+k = 2" + 2' ya que los
cuadrados cubren la mitad del área del cuadrado de lado k, y hay k triángulos
que cubren un área de !.

.. _. - ~-l

r-- -- i
..- - - --1

o. o: :
1-- - - --1

..---- -1

¡----1
.. -- -- -1
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SUMA DE ENTEROS IMPARES

1 +3 + 5 +... + (2n -1) = n 2

• • •
•

n

n
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EXPLICACIÓN:

Tomemos una bola y observemos que se cumple 1 = 12 •

Tomemos 1+3 bolas, de tal manera que se acomoden en forma de cuadrado
y el total de bolas que tenemos es: 1 + 3 = 22 •

Tomemos 1 + 3 + 5 bolas, de tal manera que se acomodan en forma de
cuadrado y el total de bolas que tenemos es: 1 + 3 +5 = 32 •

¡•••
3~ .

8] · 1·
3

Supongamos que si tomamos 1+3+ 5+ . .. + (2n - 1) bolas, de manera que se
acomodan en forma de cuadrado. El total de bolas es 1+ 3 + 5 + ... + (2n - 1) =
n 2•

• • • •
•

•
• • •n

~:r
O

~:: • •
11 •

n

Veamos cómo cambia la igualdad 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2 cuando se
aumenta 2n+1 bolas. Éstas las podemos separar en n +1 bolas, que pondremos

117



en el renglón superior, y n bolas en la columna de la derecha, formando ahora
un cuadrado de lado n + 1, por lo que:

1+3 + 5 +... + (2n - 1) + (2n + 1) = (n + 1)2.

n

--=---=---=---=---=---=--=--, .• •-----=---=--=--,••
• • • 0 ••

• •• ••••• •• •• ••. ·1·· · ..el• •• • O •• • •.
"
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SUMA DE ENTEROS IMPARES

1 2 21 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = - (2n) = n
4

••••••••• •
2n-1
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EXPLICACIÓN:

Tomemos cuatro bolas y formemos un cuadrado. Aquí vemos que se cumple
4.1=(2.1)2.

Tomemos 1+3 = 1+ [2(2) - 1) bolas, acomodándolas en forma de pirámide
y a su vez las otras tres pirámides se acomodan en forma de cuadrado, como en
la figura. Vemos que se cumple 4 (1 + 3) = (2 . 2f.

Tomemos 1 + 3 + 5 = 1 + 3 + [2 (3) - 1) bolas , acomodandolas en forma
de pirámide. Como antes, formemos cuatro pirámides, que se acomodan en
forma de cuadrado como lo muestra la figura, de tal forma que se cumple
4(1 +3 +5) = [2. 3f,

5

s

120



Supongamos ahora que cuando se toman 4 [1+ 3 + 5 + ... + (2n - I)J bolas,
éstas se pueden acomodar en 4 pirámides, de manera que las cuatro pirámides
se acomoden en forma de un cuadrado de lado 2n, como lo muestra la siguiente
figura. . ..

••
2n-1

• •••••••• •
211-1

Veamos qué pasa cuando se acomodan otras 4 (2n + 1) bolas más , si sobre
cada lado del cuadrado anterior se acumulan 2n + 1 de tales bolas, como se
muestra en la siguiente figura .

••••••••••••••••

Tenemos que el nuevo cuadrado es de lado (2n + 2) por lo que:
4 (1 + 3+ ... + (2n - 1)+ (2n + 1)) = (2n + 2)2 = [2 (n + 1)J2 .
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SUMA DE ENTEROS IMPARES

1 + 3 + 5 +... + (2n _ 1) = n (n + 1) + (n - -l)(n) = n2
- 2 2

=

[1+3+5+"'+(l n-l)] =

n . A / ..·\4 '"

[1+2+3+...+n]

122
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EXPLICACIÓN:

Tomemos primero un triángulo.Observemos que se cumple 1 = 1 + O= 12•

= +.6

Tomemos 1 + 3 triángulos, de tal forma que los separemos en dos como
lo muestra la siguiente figura. Veamos que se cumple 1 + 3 = (1 + 2) + 1 =
2 (3) + 1 (2) = 22

2 2 .

1

s =
1

2

Si suponemos ahora que, cuando tomamos 1+ 3 +5 + ... + 2n -1 triángulos,
los podemos separar en dos como lo muestra la siguiente figura.

=
2n-l--'-'-'-'--"

[1+3+5+"'+{2n-l)] =

+

Algebraicamente como:
1 + 3 + 5 + (2n - 1) = (1 + 2 + 3 + ... + n) + (1 + 2 + ... + (n - 1» =
_ n (n +1) (n - 1)(n) _ 2
- 2 + 2 -n.
Tenemos que cuando aumentamos otros 2n + 1 triángulos, estos nuevos los

podemos separar en n + 1, que aumentamos al primer triángulo, y n que au­
mentamos al segundo teniendo ahora que 1+ 3 + 5 + ... + (2n - 1) + (2n + 1) =

[
n (n + 1) 1] [(n-1)n ]_(n+1)(n+2) n(n+1)_( 1)2

2 +n+ + 2 +n - 2 + 2 - n+ .

123



CUADRADOS Y SUMA DE ENTEROS

1 + 2 + ...+ (n - 1)+n + (n - 1) + ...+ 2 + 1 = n2.

'e', , ., , ,
~ , " ,; ,,"

,'e," .,,'.,· 1+2+3+2+1=31
- : " ." "~,o" " "

,'.' " O "e'.. .. .. .... .. .. ..

'e'" 'e'" 'e'" .,. .. , .. ..., :,....".<..•:. 1+2+3+4+3+2+1=42
, .. .. .... .. .. ..

" •., .:'.'...•' .. .., . .. , ., . .
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EXPLICACIÓN:

Tomemos 1 + 2 + 1 bolas, de tal manera que se acomoden en forma de
cuadrado. Así, el total de bolas que tenemos es: 1 + 2 + 1 = 22•

1 " 2,'.,
" ,' J

"e,'"
1+2+1=21

Tomemos 1 + 2 + 3 + 2 + 1 bolas, de tal manera que se acomoden en forma
de cuadrado y el total de bolas que tenemos son:

1 , 2 , J

,,'e,," "
" " ,' 2

".",' "'e,,, , ,
, , ' 1" ,,'e ,'-

1+2+3+2+1=31

Supongamos que 1 + 2 + 3 + ... + (n - 1) + n + (n - 1) ... + 3 + 2 + 1 bolas
se acomodan en forma de cuadrado de lado n.

1 ,,':; ,,':J ,' .'-1 , " - ,,'
, .". .. ... " ,

" ./ . , ," e""", ),., ~" " ,
, , .. .. .. ..", .. , , .. ,

/ ," e," e",.",.~",.. .. .. .. ..

,~", '. '. "el
>:>~>~," " '~~~ " ~~

1+2+· ·'+(tl*J)+n+(n-J)+...+2+1=n2

Veamos qué sucede en el siguiente paso, Ahora agregaremos n + 1 y n, al
cuadrado anterior de modo que quedan 1 + 3 + ... + n + (n + 1) +n+ ... +
3 + 2 + 1 bolas, que acomodaremos en el cuadrado anterior, de la siguiente
manera: pondremos n + 1 en la diagonal inferior a aquella en la que teniamos n,
y colocaremos n debajo de la diagonal que acabamos de introducir. así, queda
ahora un cuadrado de ladon+1, por lo que: 1+2+· ·n+(n + l)+n+.· +2+1 =
(n+1)2.
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SUMA DE CUADRADOS

, . ,, . ,, , ,
~ ~ .~t·~-.t·_.-[ ------f-- _ • • • +-_ ••+---- • •• • + ••••

····f----i----f---- _ __ e

--: ----+----+---- ----+--_ .
, . .. . .. . .

-'--par ---- I···-r---- ---- . _-- +-._- +---- ._--+----

·· ··r-···r--·-r···· .--- '------ ----+---- ...... . •• • • +- • • •

····r···r-···r···· ---- _···t··_-t-· ··
····t····t····!···· ...- . ...+-.--+.---

• _. - + - - -- ...- - - - + • • - - .--- ._--+----+----

----t----t--_· ----,.. _. _- +....

-- --f----... ···· ...-;--- -; -_.-

----+---- ----+----

1 o •• I

n

4

3

2

y

2n+l

D ITllJ
12 + 2 2 + 3 2 + ... + n 2 = (2 n + 1)(1 + 2 + 3 + ... n)

3
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EXPLICACIÓN:

Tomemos un sumando, como lo muestra la figura inferior, luego es fácil ver

que 12 = [2(1); 1](1) = 1.

12 O rrr, ,, ,
i ..; ---)

Tomemos 12 + 22 cuadrados y formemos con ellos una pirámide. A los la­
dos de la pirámide acomodemos dos copias de los cuadrados 12 y 22, como lo
muestra la figura. De esta forma, el número de cuadrados que tenemos es:

12+ 22 = [2(2) + ~](1 + 2) = 5.

12 D . . ......... . . '----"

r 1

Tomemos 12 + 22 + 32 cuadrados y formemos con ellos una pirámide. A
los lados de la pirámide acomodemos dos copias de 12 + 22 + 32 , como lo
muestra la figura, de tal forma que el número de cuadrados que tenemos es:

12 + 22 + 32 = [2 (3) + 1}~1 + 2 + 3) = 14.

1
2 D

-1

I
I

--_ ... --.- ~ - - - - '---- .--- - -- -T - -- -

- - . - ..--- - -+- - - - f----' -_ . .

----+- ••. _._. +• • --

I I

Tomemos 12 + 22 +32 + ...+n2 cuadrados y formemos con ellos una pirámide.
A los lados de la pirámide acomodemos 12 + 22 + 32 + ... + n 2 , como lo muestra
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la figura, de tal forma que el número de cuadr ados que tenemos es: 12 + 22 +
32 + ...+ n2 = [2n+ 1](1 +2 + 3 +...+n) = [2n+ l][(n)(n + 1)].

3 6

, , , , , , I ,

, I • ,

f--
' , . ,

~.- _.,. . - - . - ,.- . . _. ,- - - - - ... _._..- _ __ _ o . -- . -T. -. -- '- - -- - ..--- -., , , , I , , ,, . . , : : : :
• , I ,· , , , I , • ,, , . .

f------, - . - .-:-.---+._- --:- _ ._-~_._... -. -_. .. ---.---- - -_. ... _- --_.· , , .
• , I ,

, , I ,

• , I ,
, , I ,

• , I , , I • •
, , I ,

f--
' . . ,__ . .. ... ___ . . .. _ __ . . .. _ ___ _ 1. ___ __ . . .. .... . . .. . .. .. .. . J. _ __ . .. _ _ __ _

I , I , , , I I· . . , , . , ,
, , I , , , • I

• • , I
, , . ,

I I , ,

f-- -----r ---·-i····-1-····i·····-----¡--- --¡ ----r --r--- , , . ,, . , .
, I • ,

, . , o , ,
• _ _ _ _ "' __ _ _ .1. •• __ _ 1 . __ __ _ ._. _ .4-____ . '. ___ • .1 _ __ __

o o • , , .
o , , , , ,, , , , . .
, o , , , ,
o • •

_ . _- - ~ . _- - - ~ _ . _ - - ~ . _ ...-- ---1 --- --~- ---- <j-_•••
o • , , , ., , ,

I
' , ., . , o , o

o o , , , ,
, o , , , ..._--... . _--,.. . . . . ,.. - .. - - _ ._~.__.-.-_ ..-., -----, , , , , ,, , , , , ,, , , , , ,
o • , , , .
o • , , , .

-- -- _... . _-_... . .. . -_ . __ .. . . . - • .1 • • • - .

... . . ....... ,.-.. _- · · -· - i-- --- i- ----

I ... I

n

4

3

2

v
2n+l

D ITIIJ
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SUMA DE CUADRADOS

3 (12 +22 + 32 + ... +n2 ) = ~n(n+ 1)(2n+ 1)

n n n n n n-l 2 1
n-l n-1 n-l O n n-l 2 O

O O + O O
2 2 O O O n n-1 O O O
1 O O O O n O O O O

1 2 n-l n 2n+l 2n+l 2n+1 2n+1
2 3 n O 2n+l 2n+l 2n+1 O

+ O O = O O
n-l n O O O 2n+l 2n+l O O O

n O O O O 2n+1 O O O O
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2n+12n+1
2n+ 1 2n+ 1

EXPLICACIÓN:

La suma de los elementos de cada una de las matrices es 12 +22 +... n2• En
cada una hay n entradas con el número n, n - 1 entradas con el número n - 1,
etc.

n n n n n n-1 2 1
n-1 n-1 n-1 O n n-1 2 O

O O + O O
2 2 O O O n n-1 O O O
1 O O O O n O O O O

1 2 n-1 n
2 3 n O

+ O O =

n-1 n O O O
n O O O O

Luego el resultado de la suma de las tres matrices es:

2n+ 1 2n+ 1
2n+ 1 O

O O
2n+12n+l O O O
2n+ 1 O O O O

n(n+1) .
Hay 1 + 2 + ... n = 2 entradas diferentes de cero y cada una de las

. n(n+ 1)(2n+ 1)
cuales tiene el valor 2n+1. Luego, la suma de sus elementos es 2 .

La igualdad entre la suma de matrices y su resultado, se toma la suma
entrada por entrada, luego tenemos la identidad:

3 (12 22 32 2) (n) (n + 1) (2n + 1)+ + +OO. +n = 2 .
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SUMA DE CUADRADOS

(
n )2 n nt; -2(; (1 + 2 +... + k)(k + 1) = (;~

P]
(1)(2)

... _- -

(1+1)(3)

---_._------_..._._-- .
.
.

.--.... _......-... .... ... _-_ ......_- ----.-..--.-..---------

1

(1+1+3+...+n-l)(n)
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EXPLICACIÓN:

Hemos dividido el cuadrado de lado 1+2+...+n en n cuadrados diagonales
(de color azul) de lados 1, 2, ... ,n, y otros rectángulos que aparecen por parejas
de áreas (1)(2) y (2)(1), (1 + 2)(3) y (3)(1 + 2) , ... , (1 + 2 +... +n - l)(n)
y (1 + 2 +... +n - 1) (n).

(
n )2 n n

Sugiriendo que: Ek = E k2 + 2 E (1 + 2 +... + k) (k + 1).
k=l k=l k=l

[]

lJO) EE
(1+2)(3)

-~ --.. - .. _...

........ .... .............................-F-.,-,-~

(1+2+3+•••+11-1)(11)

...................... .... .......... ......-----.........
¿Qué sucede si aumentamos a nuestro cuadrado una figura L, formada por

un cuadrado de lado (n + 1) Ydos rectángulos de áreas (1 + 2 +... +n) (n + 1)
Y (n + 1) (1 + 2 +... + n)? Formaríamos un cuadrado de lado 1 + ... + n +
(n + 1).
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...111-L.. .---1..-. ~---- , ,i

(~FR

(1+2)(3)

-----.-----.-

· _------- ------.-----.--0- ____ _-----

(1+2+3+•.•+11-])(,,)

--- ------- -----_.--------------.---.

..
llll

,

(1+2+3+...+")(,,+])

En efecto, (~~) 2+ (n + 1)2 + 2 (1+ 2 + ...+n) (n + 1) =

= (1+ 2 + +n)2 + 2 (1+ 2 + ... +n)(n + 1) + (n + 1)2
= (1+ 2 + + n + n + 1)2.
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SUMA DE CUADRADOS

n n n

¿V=¿i2

i = l i=i i=l

• • •
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EXPLICACIÓN:

La figura nos sugiere que:
12+22+.. +n2 = (1 + 2 + ... +n)+(2 + 3 + ... +n)+·· +[(n - 1) +nJ+n.
Para el caso n = 1, tomemos la igualdad es: 12 = 1.

•
Para el caso n = 2, la igualdad es: 12 + 22 = (1 +2) + 2.

Si suponemos la igualdad 12 + 22 +...+ n 2 =
= (1 + 2 + ...+ n) + (2 +3 +... +n) +... + [(n - 1) +n] +n, al colocar

. .

ifllil;

43
.........--.' . ,. .

I J 1
I I

,;

el siguiente cuadrado de lado n + 1, los (n + 1)2 = (n + 1) (n + 1) cuadri­
tos se pueden distribuir de la siguiente manera: en cada uno de los suman­
dos de la derecha, en la igualdad 12 + 22 + ... + n2 = [1+ 2 + ...+ nJ +
[2+3 +... + n] + ... + [(n - 1) +n] + n, se colocan (n + 1) cuadritos es de­
cir a cada sumando le agragamos n + 1, quedandonos la siguiente igualdad:
[(1 + 2+ ... + (n - 1) +n) + (n + 1)J

+ [(2+ 3+ + (n -1) +n) + (n + 1)J
+ + [(n -1) + n + (n + 1)]

+ [n+ (n+ 1)]+n+1 = 12+22+ ...+n2+(n+ 1)2

....1n.
,'" 1,,,,

;;

,>"

h..

32
~~. ,.

l I I
f .d

'"
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SUMAS ALTERNADAS DE CUADRADOS

t (_1)k+1 k2 = (-1t+1T
n = (-1t+1 n(nt 1)

k=l

• • • • ••
•••• • • • • ••••

• • • • • • • + + e •• . .... la •••

•• + e • • _ •• • • ••• • •• • •••• "..- .. ... ... . .... .... ...•

•••• ••••• ••
.... .....

•••••
•••••• •••... .- .

• • •
•••• • •

•••••... . • ••••••••• ••••
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EXPLICACIÓN:

Representemos el cuadrado 12 con una pelota. Vemos que se cumple (_1)2 TI =
~ = 1, como lo muestra la siguiente figura:

Ahora tomemos los dos cuadrados 12 y 22 ; representemos nuevamente cada
uno con pelotas, de tal forma que vayan quedando como sigue:

•• ••.-..
Luego, lo que nos queda es (-1)2+

1 T2 = -1mp1 = -3.
n

Si representamos a los n (con n impar) términos de la sumatoria E (-1)n+
1

k 2

k=l
con pelotas y las acomodamos como lo muestra la figura siguiente, el total de
pelotas que tenemos es:

••• •

•• ••.... -l' 2' --------­3 '

2 k(k+1)
k = Tk- l +Tk , To = 0, Tk = 2 = 1 + 2 +... + k.

n ••

L (_1)k+1 k2 = L (_1)k+1 (Tk-l +Tk) = TI - (T2+TI) + (T3 +T2) -
k=l k=1

... +Tn = (-1t+1 T«
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Si al arreglo anterior le restamos (n + 1)2 pelotas, donde n es impar y hace­
mos el mismo arreglo, el total de pelotas que nos quedan es:

••••••••••••.... .. . .
••••••••••••• •• • _ •• • • + ••• -

• - • • + •••••• •
1 7 ~ ' 4·! ·

• • • ••. .. ... -
•••• •••••.... .....

".;\,

' .
••••••

••• •••••
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SUMAS ALTERNADAS DE CUADRADOS

2 ()2 ()n-l ()2 ~ k )2 n (n + 1)n - n -1 + ... + -1 1 =L.J(-l) (n-k = 2
k=O

I

L--
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EXPLICACIÓN:

Tomemos 12 , representándolo como un cuadrado, tal como lo muestra la
siguiente figura. Veamos que se cumple:

0 -.0

2
Ahora tomemos L (_1)k (2 - k)2 = 22 - 12 + O y, al igual que el caso

k=O
anterior, representemos a cada sumando con cuadrados de esta forma , el total
de la suma es:

EE Efj .
, ', ,

._ ."- --'

2
L (_1)k (2 - k)2 =~ = 3.

k=O

Tomemos f: (_1)k (n - k)2 = n2 - (n - 1)2 +... + (-1r-1 12 cuadrados,
k=O

cuyo el total es:

n. , '1 ,

O CIIIITJ
I I~~~~
I :1-+-+-+--1-, ....;.

I-+-+--!-- ---:----:

=~.:.~~J~~..t..~~_l
,....1" , t:::L:l:::L:i::::::::i
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~()k( )2 2 ()2 ()n-l n(n+l)LJ -1 n-k =n - n-1 + ... + -1 1= .
k=O 2

n+l k 2
Veamos qué sucede si ahora se tienen los cuadros E (-1) [(n + 1) - k] =

k=O
(n + 1)2 - n2 + (n - 1)2 -'" +(-lt 12. El total de ellos es:

n+l
A

n+l
A

EHHE... .
... ............J • __.~

n+2

1

:_···t----+
- __ ._~ .....:__.__l

----..-_...,

--- •.1_ ----,

_··· ·:··· --1

tIT::,:rI]

r- ,~.•,.

~
____ 4

~ ." -~ k"j" " ~

~

~

?

i

r--' .... ,

n+l
(n+1)2_ n2+(n_1)2+ ... +(_1)n(1)2 = ¿(_1)k[(n+1)_k]2 =

k=O
(n+1)(n+2)

2
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CUADRADOS Y SUMA DE ENTEROS

1+3 +... + (2n - 1) + (2n + 1) + (2n - 1) +... +3 + 1 = (n)2 + (n + 1)2

, ,, ,

',:/,::: ::',',,:., ::::
""" ~,/~/~"" ~",,,, = • • • • +

/ ", --::~: .,/ ....
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EXPLICACIÓN:

Tomemos 5 = 2 (12 ) + 1 bolas y las ocomadamos en diagonal de la forma
1 + 3 + 1, como se observa en la parte izquierda de la figura siguiente y las
reacomodamos en dos cuadrados, como lo muestra la parte derecha de la misma
figura, por lo que el total de bolas es:

••+

1 + 3 + 1 = 12 + 22

Nuevamente tomemos 13 = 2 (22) + 5 bolas y las acomadamos en diagonal
de la forma 1 + 3 + 5 + 3 + 1, como se observa en la parte izquierda de la
figura siguiente y las reacomodamos en dos cuadrados, como lo muestra la parte
derecha de la misma figura por lo que el total de bolas es:

•••
+ •••

•••
1 + 3 + 5 + 3 + 1 = 22+ 32

Para el caso que tengamos 2 (n)2 + (2n + 1) bolas y las acomadamos en
diagonal de la forma 1+3+···+ (2n - 1)+(2n + 1)+ (2n - 1)+ ... 3+ 1, como
se observa en la parte izquierda de la figura siguiente y las reacomodamos en
dos cuadrados, como lo muestra la parte derecha de la misma figura por lo que
el total de bolas es:

•• • •..".
••••••••••••••

1 + 3 + ." .+ (2n - 1) + (2n + 1) + (2n - 1) + ... + 3 + 1 = (n)2 + (n + 1)2
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SUMA DE CUBOS

"' -.-.
""""t-

1"-

"....
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EXPLICACIÓN:

Tomemos un cubo de volumen 13 . En particular, éste es un paralelepípedo
con lados 1,1,1, es decir, de volumen (1)2 (1) .

Ahora agreguemos al cubo anterior un cubo oon volumen 23 , es decir, ten­
dremos la suma de los volúmenes 13 +23 • Si al cubo con volumen 23 lo descom­
ponemos en tres paralelepípedos uno con lados 2,2,1, Ydos con lados 2,1,1, de
tal forma que al unirlos con el cubo de volumen 13 formemos un paralelepípedo
oon lados 1 +2, 1 +2, 1, como lo muestra la figura siguiente:

• • • •

•

Resulta que al igualar los volúmenes nos da 13 + 23 = (1 + 2)2 (1).
Si a los cubos anteriores le agregamos otro cubo con volumen 33 lo que

resulta es la suma de los volúmenes 13 + 23 + 33 •
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Ya teníamos 13 + 23 , que descompusimos en un paralelepípedo con volumen
(1 + 2)2 (1). Si como en el caso anterior, descomponemos el cubo de volumen 33

en tres paralelepípedos con volumen (3)2 (1) , para unirlos al paralelepípedo de
volumen (1 + 2)2 (1), como lo muestra la figura, tendremos que la suma de los
volúmenes 13 + 23 + 33 es equivalente a la suma del paralelepípedo de volumen
(1+ 2 + 3)2 (1) .

+

•

+

•
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SUMA DE CUBOS

13 + 23 +33 + ... + n3 = (1 + 2 +3 +...+ n)2

rQ;
- -

1+
1

g-+
2(2) -+
3(3)2~

4(4)2~

5(5)2 -+

urDD
O

· · · · · · · · · · ~ ~ ·'"

___ _._. .. _.J

O"""""¡ ~ . ~ ~ Ü·
: .

-._._-- ---...
r------------ - . r

. .. .

In-llln-ll'{JDD~ U~
(nKnr~ ¡mmmin~] muum, .. uu ·¡,.· .·~· ·'v'.-'.~~~

o
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EXPLICACIÓN:

Tomemos un cuadrado de área 12 es decir, 13 veamos que efectivamente
12 = 13 , como se muestra en la siguiente figura.

Ahora, al cuadrado de área 12 , le agregamos dos cuadrados de área 22 como
lo muestra la figura. Es fácil ver que la suma las áreas de todos los cuadrados
es:

Si ahora tomamos un cuadrado de área 12 , dos cuadrados de área 22 , luego
le agregamos tres cuadrados de área 32 y así sucesivamente, hasta agregar n
cuadrados de área n 2 y acomodamos todos estos cuadrados como lo muestra la
figura, podemos ver con facilidad que la suma de todos ellos es (1 + 2 + 3 + ...n)2.
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1+2+~+··+n

~
1---

I 1'11

1"

c····....··-- u

• O

Lo que estábamos haciendo es sumar las áreas 1(1)2 + 2 (2)2 + 3 (3)2 +
... n (n)2 , que es igual a 13 + 23 + ... + n3. La igualdad de las áreas nos
dice que:

[ ]

2
3 3 3 2 n(n + 1)

1 + 2 +... +n = (1 + 2 +... +n) = 2 .
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Si a la suma de las áreas anteriores le agregamos (n + 1) cuadrados de área

(n + 1)2 , la suma que tenemos es 13+23+.. + n3+(n + 1)3 = (1 + 2 + ... + n)2+
(n + 1) (n + 1)2 =

[ ( )] 2 []2nn+1 2 n+l n+2 .2 + (n + 1) (n + 1) = ( )2( ). Obteniendo el área

total de los cuadrados, tenemos que:

13+~+.. +n3+(n+ 1)3 = [1 + 2 + 3... +n+ (n+ l)f = [(n + 1)2(n+2)f.

[1+2+3+- ..+n+(n+l)j. .
~ D[] '"'"

-
f-----'

I + .-

D
" ~ ",",

I
!-

... ~ ----.... --- -- ,....."'--".}

D
~~

1" - ,....
!-

-_...__ ..._... ,
[............. r' ....... .

-.. Le ¡"jt
, • L..'l

13+i +33 +...,t =(1+2+3+..+nf
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SUMA DE CUBOS
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EXPLICACIÓN:

Tomemos un cuadrado de área 12 , Y veamos que es igual a una vez un
cuadrado de área 1, como se muestra en la primera figura. Ahora tomemos un
cuadrado de área 12 , le agregamos dos cuadrados con área 22 y acomodemos
todos los cuadros como lo muestra la segunda figura.

Es fácil ver ~ue la suma de todas la áreas de los cuadros es: 13 + 23 =

(1+ 2)2 = [2 ~)] = 9.

Tomemos nuevamente un cuadrado de área 12 , agregamos dos cuadrados
con área 22 , luego le agregamos tres cuadrados de área 32 , Y así sucesivamente,
hasta agregar n cuadrados de área n2, con el siguente cuidado: si n es impar,
se acomoda en la orilla, pero si n es par, dividimos uno de los cuadros en dos
rectángulos iguales de lados n y ~, acomodados como se ve a continuación:

_. --,--- .-,--. ,...

_ .~ -- -~_. ...~. _ ~--.' ". ' " "--, .:: ::

.- -_ .. __ .\.-­

...., ---,.- -

Al final, los cuadrados han quedado acomodados en un cuadrado de lado
1 + 2 + 3 + ... + n , sin dejar huecos , por lo que la suma de las áreas de los
cuadrados que acomodamos es (1 + 2 +3 + ... + n)2 .

Por otro lado, hemos acomodado cuadrados cuyas áreas suman 1 (1)2 +
2 (2)2+ 3 (3)2 + ... + n (n)2 = 13 + 23 + 33 + ... + n3. Por lo tanto 13 + 23 +
33 + ... + n3 = (1 + 2 + 3 +... +n)2.

Si a la suma anterior le agregamos (n + 1) cuadrados de área (n + 1)2, la
suma de las áreas que tenemos es 13 + 23 + 33 + ... + n3 • Notemos que para
este caso no se dividió ningún cuadro y que, con el procedimiento anterior, nos

dará: (1 + 2 + 3 + ... +n)2 + (n+ l)(n + 1)2 = [(n+ 1)2(n+ -r
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UNA PROGRESIÓN ARITMÉTICA, CUYA SUMA ES IGUAL AL
CUADRADO DE SUS TÉRMINOS

3E\ = (2n - 1)(n + 3n - 2) = (2n _ 1)2
k=n 2

n 3n-2. "

• ••• •••
2n-l • ••••• •••••

• •••••••
3n-2 n

2n-l
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EXPLICACIÓN:

3(1)-2
Cuando el número de bolas es E k = 1, el total de bolas que se tienen

k=1

son 1(1: 1) = [2(1) _ 1]2, como lo muestra la siguiente figura:

Cuando aumentamos al renglón del caso anterior una bola y dos renglones
más , uno con 3 bolas y otro con 4 bolas , entonces, el número de bolas que

3(2)-2

tenemos es: E k = 2 + 3 + 4. Para encontrar el total de bolas, formemos un
k=2

3 (2+ 4)
trapecio; el total de bolas que se tienen es: 2 = 32, como lo muestra la

siguiente figura:

2n •3{ ••~ : •.. ~ ~
~

4

3n-2
La suma E k es igual a la mitad de la cantidad de bolas que hay en el

k=n
rectángulo.

2n-l

~• ••• •••• ••••• •••••
• •••••••

3n-2
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Donde el rectángulo tiene por lados 2n - 1 Y 4n - 2; luego en él hay
2 3n-2 2

(2n - 1) (4n - 2) = 2 (2n - 1) bolas, por lo que L: k = (2n - 1) . :
k=n+l

Veamos qué sucede cuando aumentamos una bola a cada renglón y dos ren-
glones más, uno con 3n bolas y otro con 3n+1 bolas; es decir, el número de bolas

3(n+1)-2 3n+l

a sumar es L: k = L: k = (n + 1)+ [(n + 1) + 1)+...+ [(3n - 2) + 1)+
k=n+l k=n+l

3n+ (3n+ 1).
Como en el caso anterior, para encontara el total de bolas que se estan

sumando, formemos un trapecio, como se muestra en la figura de abajo de tal
, (2n + l)[(n + 1)+ (3n + 1)) 2

forma que el numero de bolas es: 2 = [2n + 1] .

•••••••••
,.....

••••••••••• ••'2•••••
•• •••••••••

311+1

•••••••••ln+l
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PROGRESIONES ARITMÉTICAS CUYA SUMA ES IGUAL AL
CUADRADO DEL NúMERO DE SUS TÉRMINOS

1

2+3+4=32

la 1·0

3+4+5+6+7=52
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EXPLICACIÓN:

3(1)-2
la suma de un solo cuadrado, es decir , ¿ k = 1 = 12 , como lo muestra la

k=1
figura:

3(2)-2

Tomemos la suma de 2 + 3 + 4 cuadrados, es decir, ¿ k = 2 + 3 + 4, y
k=2

acomodemos los cuadrados como lo muestra la siguiente figura. Luego, es fácil
ver que el total de cuadrados es:

2+3+4=32

3(n)-2
Tomemos la siguiente suma de cuadros ¿ k = n + (n + 1) +...+ (3n - 2)

k=n
y acomodemos los cuadros como en el caso anterior. Observemos que el total
de cuadros es:

-r--.--.--.---.----,

I---t--t-+--t-- }.-,

bITrrIJ}'
~

n n-l
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3n-2

L k = (2n - 1)2 , n = {1,2,3"" }
k=n

3(n)-2

Observa que si al arreglo anterior agregamos 2: k = n + (n + 1) +... +
k=n

(3n - 2) = (2n - 1)2, una capa más de cuadros en toda la orilla, de tal manera
que no pierda su forma, la suma se transforma en:

(n + 1) + [~n + 1)+ 1] +... + [(3n - 2) + 2] + (3n + 1) =
= (2n -1) + (2n -1) + (3n) +3n + 1 = 4n 2 ++4n + 1 = (2n +1)2

...
In

n + 1

\ v
;

2n-1
\ v

2n+l
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Trigonometría
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• Una sustitución para que las funciones seno y coseno se vean
como funciones racionales

Roger B. Nelsen.

• Una formula para a sen x +b ros x

Rick Mabry y Paul Deiermann.
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Sidney H. Kung.
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RexH. Wu.
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SENO DE LA SUMA

sen(x + y) = cos x sen y + cos y sen x, para x +y < 11"

e

2

sen (x +y) = sen (11" - (x +y)) = sen z
e

senz=t=c
"2

e = a cos y + b cos x, b = sen y, a = sen x
:. sen (x + y) = sen x cos y + sen y cos x.
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EXPLICACIÓN:

e

e
2

Para el triángulo ABC trazamos la altura CD, entonces, AD = b ros x y
DB =a cosy.

Por otro lado aplicando la ley de los senos al triángulo ABC se tiene que

_a_ = _b_ = _c_ = 2R, de la última igualdad tenemos sen z = ~ =
~x ~y ~z R

c a b
2(~) = c, puesto que R = ~. Además sen x = 2R = a y sen y = 2R = b.

Como z = 1r - (x + y), tenemos que:
sen (x + y) = sen (11" - (x + y)) = sen z = C = AD + DB =
= b ros x + a ros y = sen y ros x + sen x ros y.
Por lo tanto, sen (x +y) = sen y ros x + sen x ros y.
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EL COSENO DE LA DIFERENCIA

cos (a - f3) = cos a cos f3 + sen a sen f3

cosp

cosa

a

1

p 1

senp

p

sena

El área del rombo blanco en el rectángulo de la izquierda es cos (a - f3) y
es igual a la suma de las área de los rectángulos blancos en el rectángulo de la
derecha.
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EXPLICACIÓN:

Dsen pec'e

B A' A B A' Acosa

P 1

P cosp P

D' D'
B' D" A"

a

1 sena

Notemos que los dos rectángulos grandes son congruentes por 10 que tienen
la misma área.

El primer rectángulo esta formado por dos triángulos rojos cuyas áreas son:
(cos a)(sen a). . (cos {3)(sen {3)

2 . , dos triéngulos amarillos de área 2 y un rombo

blanco cuya área es cos (a - {3).
1r

ya que LC'B'E + LEC'B' + - = LDC'E + LEC'B' + LB'C'C = a +
2

LEC'B' + (i -{3), simplificando la primera igualdad con la tercera tenemos

LC'B'E = a - {3, por 10 que B'E = ros (a - {3) es la altura del rombo blanco
de lado l.

El segundo rectángulo esta formado por un rectángulo rojo cuya área es
(cos a) (sen a) , otro rectángulo amarillo cuya área es (cos {3) (sen {3) 1 además
dos rectángulos blancos uno de ellos de área (cosa) (ros{3) y el otro de área
(sena) (sen{3).

Luego igualando ambas áreas de los rectángulos grandes tenemos

2[ (oos a)~sen a)] + 2[ (oos {3)~sen {3)] + ros (a - {3)

= ces a sen a + cos {3 sen {3 + ces a ces {3 + sen a sen {3.
Por lo tanto, cos (a - {3) = ces a ros {3 + sen a sen {3.
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AREA y FORMULAS DE DIFERENCIA

sen (x - y) = sen x cos y - cos x sen y

=

bcosy

senx~- b
bseny

acosx

cos (x - y) = cos X cos y + sen x sen y

y

b

1J sen y

a sen x

+
1J cos y

a cos xD
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EXPLICACIÓN:

a

e

B

=

e b cos y

B

e a cosx

bseny

D

Para el triángulo ABC tenemos que h = b sen (x - y) por lo que su área es
a[bsen(x - y)] .

2 . Para el triángulo BCD tenemos BD = a sen x , CD = a cos x.
y para el triángulo DAC tenemos CD = b cos y, AD = b sen y.

Las áreas de los triángulos DBC y DAC son respectivamente !(bcosy)(asenx)
y !(a cos x)(b sen y).

Luego el área del triángulo ABC es igual al área del triángulo D BC menos
el área del triángulo DAC, es decir

~sen (x-y) = ~ sen x cos y- ~cos x sen y, simplificando: sen(x-y) =
sen x cos y - cos x sen y.
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EXPLICACIÓN:

e e

A
B a cos x

+ asen

e

b

bseny

Para el triángulo ABC tenemos que h = b sen [i - (x - y)] ya que el

1l' 1l' a[bsen[1!. - (x - y)]
LACB = (2"-x)+y = 2" - (x-y), por lo que su área es 2 2 =
ah .
2"cos (x - y), para el tnángulo ADC tenemos AD = a ros x , DC = a sen x y

para el triángulo DBC tenemos DC = b cos y, DB = b sen y.
Notar que los triángulos ADC y DBC tienen como lado comun a DC, por

lo que sus áreas respectivamente son Hb ros y)(a cos x) y !(a sen x)(b sen y).
Luego el área del triángulo ABC es igual al área del triángulo ADC más el

área del triángulo DBC, es decir

~cos (x-y) = ~cos x cos y+ ~ sen x sen y, simplificando: cos(x-y) =
cos x cos y + sen x sen y.
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LA LEY DE LOS COSENOS 1

ros (x - y) = ros x ros y + sen x sen y

(b sen 8)

(a-bcosB)

a

Para un triángulo de lados a, b y e se cumple que c? = a2 +b2 - 2ab ros 8.
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EXPLICACIÓN:

(b sen B)'

D
(a- bcosB)'

a

Para el triángulo ABC trazamos la altura AD y sobre el lado AC trazamos
AE = AD, además tenemos que AD = b sen (J, CD = b cos (J y DB =
CB - CD = a - b cos (J.

Aplicando Pitágoras al triángulo ADB tenemos que c2 = (AD)2 + (DB)2
= b2sen2(J + (a - b cos (J)2 = b2sen2(J + a2 - 2abcas (J + b2cas2(J , por lo que

c2 = b2 + a2 - 2abcas (J. Ya que cas2(J + sen2(J = 1.
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a

LA LEY DE LOS COSENOS II

Para un triángulo de lados a, b y c se cumple que c2 = a2 + b2 - 2ab cos e.

a(COSO) -b

/ a-c~

)

(a + c)(a - c) = b (2a cos e- b)
¿ = a2 + b2 - 2ab cos e.
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COMENTARIO:

e

Si AB YC D son dos cuerdas de una circunferencia que se intersectan en E,
entonces se cumple que EC·ED = EA·EB. Que se infiere de que los triángulos
EAD y ECB son semejantes.

EXPLICACIÓN:

Para un triángulo ABC cuyos lados miden a,b y e, trazamos una circunfer­
encia con centro en B y radio a, luego trazamos la recta AB y las intersecciones
de ésta con la circunferencia las llamamos D y E, también trazamos la recta CB
de tal forma que a la interseci6n de ésta con la circunferencia la llamamos F, por
último trazamos una recta paralela a AB que pase por F, y a la intersección de
ésta con la circunferencia la llamamos G. Como FC resulta ser diámetro de la
circunferencia y G un punto sobre la circunferencia, entonces el triángulo FCG
resulta ser triángulo rectángulo.

Para el triángulo FCG tenemos x+b = 2a cos (J, por lo que x = (2acos(J)-b,
por otro lado aplicando el comentario a las cuerdas GC y DE que se intersectan
en A, tenemos x . b = (a + c)(a - c), que al sustituir el valor de x, se tiene
(2a cos 8 - b) . b = (a + c)(a - e), desarollando y despejando tenemos t? =
a2 +b2 - (2ab) cosO.
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LA LEY DE LOS COSENOS III (VIA EL TEOREMA DE PTOLOMEO)

e . e = b . b + [a + 2b ros (1l' - O)] . a
r? = a2 +b2 - 2ab ros 8

, ..__ _ª :t_7.k__~º~(1!. _~_(!} _ _ _._

......e

a
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COMENTARIO:

El teorema de Ptolomeo dice que: El cuadrilátero ABCD es cíclico si y sólo
si AC·BD=AB·DC+BC·AD

EXPLICACIÓN:

---- -~ e

a

Como BC = DA, entonces el segmento DC es paralelo a AB. Trazamos las
rectas perpendiculares a AB que pasen por A y por B, respectivamente. A los
puntos de intersección de las perpendiculares con DC los llamamos E y F.

Como el ángulo L.ADE = 11' - fJ , tenemos que x = b cos (11' - fJ), ya que el
triángulo AED es rectángulo, luego DC = a + 2x = a + 2bcos(1I' - fJ).

Usando el teorema de Ptolomeo t? = ala + 2bcos(1I' - fJ)] + b2
, finalmente

usando que cos (11' - fJ) = -cos fJ y simplificando tenemos que:

c2 = a2 + b2 - (2ab) cosfJ.
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A

FÓRMULAS DEL DOBLE DE UN ÁNGULO

sen 28 = 2sen 8 cos 8 y cos 28 = 2cos28 - 1

2 cos fJ

o cos 2fJ D
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COMENTARlO:

A¡at- - - - ¡fl-- - - -1o

El ángulo inscrito LBAC en una circunferencia, es igual a la mitad de su

ángulo central LBOC que abarca el mismo arco, es decir LBAC = 4LBOC.

EXPLICACIÓN:

B

Como el ángulo LBAC = (), entonces por el comentario, tenemos que
LDOC= 2().

Para el triángulo ODC tenemos que OD = cos 2(), DC = sen 2(). Y para
el triángulo ABC tenemos BC = 2sen (), AC = 2 cos () ya que AB = 2 el
diámetro de la circunferencia y la hipotenusa del triángulo ABC.

Como el triángulo ABC es semejante al triángulo ACD, ya que DC es altura
. CD BC . sen2() 2sen9

del triángulo ABC, tenemos que AC = AB' es decir 2cos() = -2- por lo
tanto sen 2() = 2sen () cos ().

Notemos que AD = AO + OD = 1 + cos 2(), además como los triángulos
AD AC 1 + cos28 2cos()

ABC y ACD son semejantes, AC = AB ' es decir 2cos() = -2- por lo

tanto cos 2() = 2cos2() - 1.
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FÓRMULA DE LA TANGENTE PARA LA MITAD DE UN ÁNGULO

() senO 1 - cos ()
tan-= =---

2 1 + cos () senO

B
2

J

178
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EXPLICACIÓN:

()

2

1 o cos () D l-cos () B

Como el LDOC = (J, entonces el LBAC = ;, ya que todo ángulo inscrito en

una circunferencia, es igual a la mitad del ángulo central que abarca el mismo
arco.

Para el triángulo ODC tenemos que OD = cos (J , De = sen (J, ya que es
rectángulo pues DC es altura del triángulo ABC. Además DB = OB - OD =
1- cos (J, y AD = AO + OD = 1 + cos (J. Luego en el triángulo ADC se tiene

(J DC senO
que tan 2 = AD = 1 + cos(J

Por otro lado como los triángulos CDB y ADC son semejantes (de hecho
ambos semejantes al triángulo ACB, ya que DC es su altura) el ángulo DCB es
O. O D B 1 - cosO2' luego en el triéngulo CDB tenemos tan 2 = DC = sen(} ,por lo tanto

O sen(} 1 - cosO
tan-= = .

2 1 + cosO sen(}
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FÓRMULA DEL SENO CUADRADO Y COSENO CUADRADO PARA LA
MITAD DE UN ÁNGULO

2 (J 1 - cos (J (J 1 + cos (J
sen - = y cos2 - = --::---

2 2 2 2

8

2

1
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EXPLICACIÓN:

y

()

2

1 O cas B D 1-cos B B

Como el LDOC = O, entonces el LBAC = ~ , ya que todo ángulo inscrito en

una circunferencia, es igual a la mitad del ángulo central que abarca el mismo
arco .

Para el triángulo ODC tenemos que OD = cos O, DC = sen O, ya que
es rectángulo pues DC es altura del t::.ABC, además DB = OB - OD = 1­
cos O, y AD = AO + OD = 1 + cos O. Luego para el triángulo ACB se tiene

O BC x O AC y .
que sen - = - = - y cos - = - = - ya que AB es el diámetro de la

2 AB 2 2 AB 2
circunferencia.

Por otro lado como los triángulos CDB y ACB son semejantes pues DC es
O BC DB . O

altura del t::.ABC por lo que el LDCB = 2 y AB = BC ' es decir sen 2 =

x 1 - cosO O x 2 2[1 - cosO] 1 - cosO2" = , por lo que sen2 2 = "4 = 2 . Análogamente
x 4 AC AD

como los triángulos ADC y ACB son semejantes, se tiene que, AB = AC' es

. O y 1 + cosO O 1+ cosO
decir cos 2 = 2 = y , por lo tanto cos2 2 = 2
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ECUACIÓN DE MOLLWEIDE

(

O - (3)
(a-b) COS! =csen -2-

a

p
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COMENTARIO:

. . ah sen 'Y be sen a ae sen f3
El área de un tnángulo ABC es 2 ' 2 ó 2 ' donde a,

f3 y 'Y son los ángulos opuestos a los lados a, b y e respectivamente.

OBSERVACIÓN:

a+f3
Como a+f3+'Y = 11' Y j +!+LCVE = 11', tenemos que LCVE = -2- =

a -f3
LDBF, entonces el LBAD = -2-.

A

EXPLICACIÓN 1:

Trazamos la circunferencia C l con centro en C y radio b, llamamos D al
punto de intersección de C l con el segmento CB, entonces CD = b Y DB =
a-b.

Trazamos la circunferencia C2 con centro en B y radio a-b, a la intersección
de C2 con la prolongación de AD la llamamos F.

Los triángulos ADC y D B F son triángulos isóceles y semejantes. Además
CE y CB son alturas y bisectrices. Llamemos h = CB.

. a-f3 h 'Y h
Por la observación, tenemos que sen -2- = -;; y cos"2 = a _ b' luego

despejando h e igualando tenemos (a - b)cos ~ = e sen (a; f3).
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EXPLICACIÓN 2:
. . AB . AFsenLBAF

Por el comentario el área del triéngulo ABF es: 2 ' pero

. AF· BFsenLAFB . 0-13
también es: 2 ,por la observación los águlos LBAF = -2-

Y LAFB = Í - ~, tenemos que sen LAFB = sen (~ - ~) = cos ~. Igualando

las dos formas de encontrar el área y simplificando tenemos c. sen (O'; 13) =

(a - b) cos (1).
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UNA IDENTIDAD TRIGONOMÉTRICA

(tan (J+ 1)2+ (cot (J+ 1)2 = (sec O+ csc8)2

ese (J

o
col (J
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COMENTARlO:

Por identidades trigonométricas para el triángulo rectángulo ABC de hipotg
nusa 1, los catetos cumplen AC = sen O y BC = cos O, y para el triángulo
rectángulo A'BC' tenemos x = tan Oe y = see Oy como el triángulo rectángulo

EBD es semejante al triángulo C'A' B tenemos que, ~~ = ta~ (J = ~~ es

decir W o= ~O = -=, por 10 tanto z = cot O, w = ese O.
see tan 1

8

x

1

1

EXPLICACIÓN:

csc8

o
ct1t8 1

1

Por el comentario sabemos que w = ese O, x = tan (J, y = sec Oy z = cot O
y por el teorema de Pitágoras en el triángulo D FA' tenemos:

(tanfJ + 1)2 = (cot 0+ 1)2 + (ese O+ seáJ)2 .
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UNA SUSTITUCIÓN PARA QUE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO SE
VEAN COMO FUNCIONES RACIONALES

(J 2z 1 - z2
z = tan - => sen (J = -- y ros (J = --

2 1 + z2 1 + z2

1
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EXPLICACIÓN:

~
A / e ? D

A'

A

Tracemos un triángulo rectángulo ABC donde L.CAB = ~ y el cateto a!!
yacente a este ángulo sea 1, y z la longitud del cateto opuesto, por el Teorema
de Pitágoras BA = v"f+Z1".

Tracemos BD perpendicular a AB, donde D es la intersección de ésta con
la linea AC. Así ABD es rectángulo y semajante a BCD, luego CD = z2 Y
AD = 1+z2 •

Tracemos un triángulo con vértices ABA' congruente a ABD donde uno
de sus lados es BA = ~. Tracemos una recta paralela BC que pase por
A' y una recta paralela a AC que pase por B, a la intersección de éstas le
llamamos C'. La intersección de la recta A'C' con el segmento AC le llamamos
E. Notemos que los triángulos BCD y A'C'B son congruentes por el criterio
de ALA, por lo que EC = z2, entonces, AE = 1 - z2 Y A'E = 2z.

(J z 2z 1- z2
Por lo que tan -2 = -, sen (J = --2 Y ros (J = --2'

1 l+z l+z
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UNA FÓRMULA PARA a sen x +b ros x

p-..----------- ----.--------- --.-------.------ ---------·-··--------·· ----0

¡a senx

¡b sen(x+q1)

1--...---...---...--- ..----..-.--.---..------ -- ---..-...-----_.... ._..._0
b sen cpR.;, = Va2 + b2 + 2ab ros cp' tan O= ----'--

, a+b ros cp
a sen x +b sen (x + cp) = R", sen (x + O)

11" b
cp = - =:? tan O= -

2 a
a sen x + b ros x = .¡a2 + b2 sen (x + O)
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EXPLICACIÓN:

b cOSf{'

:0sen x

..... .........._... ._.__0
E FB

A0--------------------·---···-·-····· ···-·-·--------·-·· ····0

Consideremos al triángulo ABC r llamamos C' al pie de la altura de A
sobre BC, entonces el triángulo ABC es rectángulo, y por el teorema de Pité­
goras tenemos que (RIp)2 = (a +b cos tp)2 + (b sen tp)2 que desarrollando y

simplificando tenemos que RIp = Va2 + 1J2 + 2ab cos tp, también para el mismo

triángulo tenemos que tanO = b sen tp
a+bcostp

Por otro lado por identidades trigonométricas, tenemos que para los triángu-
los rectángulos BEC, CDA y BFA que los segmentos EC = a sen X, DA = b

( ) 1 ( 8)
AF EC + DA a sen X +b sen (x + tp)

sen x + tp , uego sen x + = R.;, = RIp = ~ '
entonces tenemos que:

a senx+b sen (x + tp) = RIp sen (x + O) = sen (x + O) va2 + b2 + 2ab cos tp,

si tp = i, entonces, a sen x + b cos x = sen (x + O) ../a2 +b2•
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IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DIFERENCIA-PRODUCTO

0=0:-/3 "1=0:+/3
2 2

0:-/3 0:+/3
sen o: - sen /3 = v = 2 sen -2- ros -2-

0:-/3 0:+/3
cos /3 - cos o: = u = 2 sen -2- sen -2-

o

191
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- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ----

EXPLICACIÓN:

y

x
o E 1

Observemos que el triángulo OBA es isóceles y que si CO es perpendicular
a AB, entonces, CO es bisectriz y mediana, por lo tanto LCOB = LCOA =
a-(3 a+(3
-2- =Oy LEOC= -2- =1'.

Como BD es paralela a OE y CO es una transversal, tenemos que LBFC =
l' Y como los triángulos BCF y BDA son semejantes se tiene que LBAD = 1'.

Es claro que: u = BD = cos {3 - cos a y v = AD = sen a - sen {3. Ahora
calculemos u y v de otra manera en el triángulo rectángulo BDA.

u v
Como, sen l' = AB y cos l' = AB tenemos que u = AB sen l' y v = AB

cos 1'.
Para el triángulo rectángulo OAC tenemos que sen 0= AC, y luego como

AC = CB, entonces, AB = 2 sen O, luego
a-{3 a+{3

u = AB sen l' = 2 sen Osen l' = 2 sen -2- sen -2-

a-{3 a+{3
v = AB cos l' = 2 sen () cos l' = 2 sen -2- cos -2-·
Por todo lo anterior tenemos:

a-{3 a+{3
cos {3 - cos a = 2 sen -- sen --

2 2
a-{3 a+{3

sen a - sen {3 = 2 sen -2- cos -2-·
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IDENTIDADES TRlGONOMÉTRlCAS SUMA-PRODUCTO

9=a- {J "Y=a+/3

sena+sen{J2 a-¡ a+/3
2 =s=oos -2- sen -2-

cos a-s- coe B a- {J a+/3
-----'- = t = oos -- oos--

2 2 2

y

o ~s
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EXPLICACIÓN:

y

x
1

Notemos que el triángulo ABG es is6celes y que si DB es perpendicular a
AG, entonces, DB es bisectriz y mediana, por lo que D es punto medio de AG.

a- fJ a+ fJ
Además LGBD = (J = -2- Y LEBD = l' = -2-·

Es claro que si G = (cos fJ , sen fJ ) y A = (ros a, sen a), se tiene por lo

teri D (rosa+ros fJ sena+sen fJ)
an nor que = 2 ' 2 .

Como BD = ros (J, en el triángulo rectángulo EDB tenemos que:
s a- fJ a+ fJ

sen l' = ros (J' luego s = sen l' ros (J = ros -2- sen -2- .
sena+sen fJ a- [3 a+ [3

Por lo tanto 2 = s = ros-
2-sen-2

- ·
. t a- fJ a+ fJ

También, ros l' = cos (J luego t = ros l' ros (J = cos -2- ros -2- .
cos a + ros [3 a - fJ a + [3

Por lo tanto 2 = t = ros -2- ros -2-·
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FÓRMULA DE DUPLICACIÓN DE EINSENSTEIN

2 ese (29) = tan 0+ coi ()

col 8-csc (28)

ese (28)
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COMENTARIO:

G

o 'iec a

ctJtS a

B D H

Tomemos un cuarto de circunferencia de radio 1 y veamos las siguiente rela­
cienes:

(i) En el triángulo OAR sabemos que:
AB = sen a y OB = cos a

(ii) En el triángulo OCD donde CD es una recta paralela a AR, se tiene
que:

CD CD
tan a = OD = -1- por lo tanto CD = tan a.

(iii) En el triángulo OEF donde EF es una recta paralela a OB, se tiene
que:

EF EF
cot a = OE = -1- por lo tanto EF = cot a.

(iv) Como los triángulos OAR y OHA son semejantes, se tiene que:
1 OA OH OH

sec a = -- = - = -- = -- por lo tanto OH = sec a.
cos a OE OA 1

(v) Como los triángulos OAR y COH son semejantes, se tiene que:
1 OA CO CO

esc a = -- = - = - = - por lo tanto CO = ese a.
sena AR OA 1
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EXPLICACIÓN:

E

cot O-ese (20)

ese (20)

o

Se tiene: LACB = O= LBAC (por ser semi-inscritos y abarcar el mismo
arco de la circunferencia). LECD = O= LACB (opuestos por el vértice).

LDEC = 0= LECD (por ser DE y AB paralelas cortadas por la transver­
sal AE).

Así que el triángulo DCE es isóceles y entonces DE = DC y como además
LODC = 20 es ángulo exterior del triángulo DCE.

Se tiene LCBO = LBOD = i -O, por lo que el triángulo OBD es isóceles.

Luego OD = BD = DC+CB = DE+CB = (OE-OD) +CB.
OE

Así OD = (OE - OD) + CB. Como cot O= OA = OE y como ese (20) =

OD
OC = OD, tenemos que ese (20) = [cot O- ese (20)] + tan O.

Por lo tanto, 2 ese (20) = tan 0+ cot O.
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EL SENO DE LA SUMA víA LA LEY DE LOS SENOS

sen (O' + f3) = sen o ros f3+ ros O' + sen f3

tan a

198
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COMENTARlO:

Para el triángulo ABe se cumple la ley de los senos, es decir sen A =
a

sen B sen e
-b-=-c-

e

~
A e B

EXPLICACIÓN:

A

B D y

z

e

Tracemos el triángulo ABe de altura AD = 1, observemos que tan a = x,
. sen (900

- a)
tanfJ = y y secfJ = z, luego por el comentarla tenemos que fJ =

sec
sen (a + fJ) (900 ) 1 cos a sen (a + fJ)y como sen - a = ros a, uego -- = ,

tan a + tan fJ sec fJ tan a + tan fJ
por lo anterior tenemos sen (a + fJ) = sen a cos fJ+ cos a sen fJ.
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LA LEY DE LAS TANGENTES

E

a

.... .. ..
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tan

Por lo tanto
tan

EXPLICACIÓN:

E

a

e

D ' ,_ F

Sea ABC un triángulo cualquiera. Tracemos la circunferencia con centro en
el punto C y radio a, tracemos el diámetro que pase por A y C, a las intersec­
ciones de éste con la circunferencia llamalos D y E respectivamente.

Tracemos los segmento DB, BE, la recta paralela a BE que pase por A y
llamemos F a la intersección de ésta con DB.

El ángulo BCE es ángulo exterior del triángulo ABC por lo que su medida
es a + fJ y a su vez es ángulo central BCE, por lo que el ángulo inscrito BDE
mide a:tº por abarcar el mismo arco que el ángulo central BCE. Es fácil ver que
el triángulo DBC es isóceles por lo que los ángulos BDC y CBD son iguales,

a-fJ
luego el ángulo ABD mide -2-'

Notemos que los triángulos DFA y DBE son semejantes por lo que:
DE DA DE-DA AE DA AE
DB= DF= DB-DF= FB,luego DF= FB'

tan (a + fJ) AF
Luego _~_2_~ DF BF AE a +b

tan (a; fJ) = ~~ = DF = DA = a - b'

(~) a+b

(a; fJ) - a - b'
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SUMA DE ARCO TANGENTES

1 1 ti
arctan - + arctan - =-

2 3 4

arctan 1+ arctan 2+arctan 3=Jr
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EXPLICACIÓN:

e

FI••1 FI••2

Notemos primero en la fig.1 que el t riángulo rectángulo ABC es is6celes,
'fr

pues AC = BC. por lo que LBAC
1
= "4 y LBAC = L~AB' + LC'AC.

Por otro lado, tan LC'AC = 2 y tan LBAB' = 3 por lo que nos lleva a

1 1 'fr
que ardan 2+ aretan 3 = '4.

Notemos ahora en la fig. 2 que los triángulos ABC, A'BC y A'BC' son
triángulos rectángulos y que:

tan LCBA = 1, tan LA' BC = 2 y tan Le'BA' = 3.
Además como A, B y C' son colineales tenemos que, por 'fr = LC' BA =

LCBA+ LA'BC+ LC'BA'. Luego ardan 1 + aretan 2 + aretan 3 = 'fr.
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SUMA DE ARCO TANGENTES

(m) (n-m) 71"tan-1 - + tan- 1 -- =-
n n+m 4

204
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t EXPLICACIÓN:

B
" ,

' .

.'

Primero notemos que los triángulos BCD y CAE son triángulos rectángulos
e is6celes.

También que el ángulo exterior al vértice C del triángulo ABC, mide ¡;por
lo que a + ,8= ¡ .

n-m
AEEn el triángulo ABE se observa que tan ,8 = EB = ~--

n-m
n+m

Por lo que ¡ = a + ,8 = tan-1 (:) + tan -1 (: ~ : ) •
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