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Introducción

En la actualidad el sector financiero es uno de los que más cambios ha sufrido
en el ámbito mundial debido a las nuevas políticas mundiales tales como la glob­
alización. En particular el sector asegurador y el bancario han sufrido cambios
significativos, ampliando su campo de acción . Estos cambios han planteado un
nuevo esquema en todo el sector financiero dando lugar a la diversificación de
mercados y la operación de estos en un marco global.

Particularmente el sector reasegurador ha adquirido gran importancia dentro
del sector asegurador permitiendo la cobertura de siniestros, como las catástrofes
naturales, que en otros tiempos no hubiera sido posible cubrir. Paralelamente
las empresas del ramo financiero en general tienen que estar preparadas para
contingencias como recesiones económicas y crisis financieras . Es deb ido a estos
factores que es necesario en ambos casos estar protegido contra el riesgo de
la ocurrencia de eventos de este tipo, a los que se les ha denominado eventos
extremos.

Debido a la gran importancia de estos eventos extremos sería conveniente
poder estimar la probabilidad de su ocurrencia, es decir contar con un modelo
matemático que permita conocer esta probabilidad. Si denotamos como X a un
determinado riesgo (como lo puede ser el precio de un activo el día de mañana
o la pérdida por inundaciones en un determinado lugar el año entrante) lo que
deseamos ('.,8 poder est imar la función de distribución F asociada a dicho riesgo
F(.T) = P(X ~ .T). Sería maravilloso conocer para todo valor x la probabilidad
real de que las pérdidas por inundaciones el año entrante sean menores o iguales
a x . Sin embargo, es imposible conocer esta función de distribución F con una
certeza absoluta, por lo que se proponen modelos matemáticos para estimarla.

A lo largo de la historia los modelos clásicos de probabilidad han utilizado la
función de distribución normal para estos fines. Sin embargo, esta distribución
ha demostrado que en muchos casos no aproxima de forma correcta el compor­
tamiento de los activos financieros ni de otros fenómenos como los naturales.
El principal problema que presenta el modelo matemático basado en la función
de distribución normal es que la función de distribución real de riesgos, como
los activos financieros o los asociados a fenómenos naturales, parecen tener una
"cola más pesada" que la dist ribución normal.

Para ilustrar esto consideremos a X como la pérdida causada por inunda­
ciones en Honduras el año entrante. Supongamos que la media de pérdida anual
de inundaciones en los últimos 50 años es de 11, = $100,000,000. En estos fenó­
menos se ha visto que la distribución normal predice de manera adecuada a

III
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F (:¡;) = P(X ::; :1:) para valores :1: cercanos a J.L. Sin embargo para valores x
lejanos a /.L (valores en la "cola" de la distribución) la distribución normal subes­
tima el valor real de F , es decir tiene una "cola más ligera" que F. En este caso
el que X sea mucho mayor que JL es lo que podríamos considerar como un evento
extremo, la distribución normal le asigna una probabilidad demasiado baja.

Dada la importancia de contar con un modelo matemático que permita esti­
mar la función de distribución asociada a riesgos X , como los que hemos men­
cionado, y en particular estimar la ocurrencia de algún evento extremo, es que
se ha optado por dejar de lado el uso de la distribución normal y ha surgido
la Teoría de Valores Extremos (TVE) como rama de la Teoría de Probabilidad
para este fin, la cual ha tomado gran popularidad en los últimos años. La TVE
se centra en el estudio de los máximos y mínimos y nos sirve para estimar la
probabilidad de eventos extremos, como el que en los siguientes 30 años se tenga
alguna pérdida en un año por inundaciones superior a $10,000,000,000, el cual es
un valor ext remo muy alejado de la media. Esta probabilidad sería subestimada
por la distribución normal.

Ahora, en vez de considerar X como variable aleatoria, que representa un
riesgo, consideraremos {Xn};;:'=l una sucesión de variables aleatorias que no de­
penden unas de otras y con la misma función de distribución asociada, es decir
independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.). Para ilustrar esto, si
suponemos que el precio de un activo no depende del precio del día anterior y
que la distribución real asociada al precio es la misma cada día , entonces {Xn};;:'=l
representa el precio del activo en los días sucesivos a hoy.

Llamemos M¿ = max(X I , . . . , Xn)' Aunque la TVE nos sirve tanto para el
estudio de los máximos como para el est udio de los mínimos, pues

min(XI , ... , Xn) = - max( -Xl , ..., - Xn),

la TVE se aboca entonces al estudio de Mil = max(X I , oo ., Xn) y resulta de
interés conocer la función de distribución asociada a Mn . Conocer, por ejemplo,
cuál es la probabilidad de que el precio de un activo no exceda un valor x en el
siguiente mes, que es la probabilidad de que M30 no exceda dicho valor. Aunque
este problema en particular, no resulta demasiado complicado de solucionar si
tenemos un estimador de la distribución real de las X i' No es claro qué ocurre
con la distribución asociada a M¿ cuando n tiende a infinito. Este es uno de los
problemas de los que se ocupa la TVE.

Para estos fines la TVE estudia el concepto de Dominio de Atracción de
Máximos (DAM), el cual resulta ser el concepto fundamental en nuestro estudio
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de la TVE. Si la distribución asociada a {X"}~=l es F y X es variable aleatoria
con distribución e , decimos que F está en el DAM de e (F E DAM(e)) si
existen constantes {a" > O}~= l y {b"}~= l tales que la distribución asociada a
a"(A1,, - b,,) cuando n tiende a infinito es e, lo que denotamos como

dond e ~ denot a convergencia en distribución, es decir que asintóticamente M"
tiene distribución e con constantes normalizadoras a" y b". Estos conceptos
son definidos de manera precisa en este trabajo, mencionarlos aquí nos da una
idea de la gran importancia de los resultados de la TVE, pues esta teoría nos
permite caracterizar a la función de distribución e de manera precisa mediante
el Teorema de Fisher-Tippet.

Es en este esquema que surgen las Distribuciones de Valores Extremos (DVE)
y la Distribución de Valores Extremos Generalizada (DVEG) , así como el con­
cepto de distribuciones del mismo tipo, conceptos fundamentales en esta tesis.

La presente Tesis está dividida en tres capítulos y un Apéndice. A contin­
uación describimos el contenido y la organización de estos.

En el Capítulo 1 estudiaremos la parte teórica de la TVE, partiendo del
estudio de los máximos de una sucesión de v.a.i.i .d. y definiremos las DVE, el
DAM Y la propiedad Max-Estable, conceptos clave en la TVE. Posteriormente
enunciaremos y demostraremos una serie de proposiciones y teoremas que nos
permitirán demostrar el Teorema de Fisher-Tippot , que bajo ciert as condiciones
caracteriza la distribución asintótica de M" , siempre que existan {a" > O}~=l y
{b"}~=l sucesiones de constantes tales que a"(M,, - b,,) tenga una distribución
límite. Basándonos en este resultado definiremos a la DVEG y estudiaremos su
importancia, particularmente su representación con tres parámetros.

A partir del Capítulo 2 esta Tesis estudiará la DVEG y en particular la esti­
mación de sus parámetros en dos casos. El problema de estimación de parámetros
es uno de los temas más estudiados en estadística. Para poder hacer estimación
sobre parámetros de alguna distribución F en particular, es necesario contar
con (Xl ' ..., X ,,), lo que nosotros llamaremos una muestra que pertenece a una
sucesión {X"}~=l de v.a.i.i .d. con distribución F. Digamos que {X"}~=l es
una sucesión de v.a.i.i.d. con distribución F , cuyos parámetros no conocemos.
Supongamos ahora que contamos con (Xl , ..., X,,), a los que llamaremos mues­
tra de esta sucesión. Como no conocemos los parámetros de F , estos se estiman
mediante (Xl , ..., X,,) que sí conocemos. Existen varios métodos para conseguir
esto. Para ilustrar este problema consideremos que el precio de un activo en los
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días sucesivos a mañana está represent ado por {X" }~= I ' una sucesión de v.a.i.i .d.
.que suponemos tienen distribución F , cuyos parámetros son desconocidos. Como
dijimos antes, para poder hacer una estimación necesitamos una muestra. Si a
lo largo de un mes observamos cuáles fueron los precios que presentó el activo
(X I: ..., X 30 ) que será la muestra daremos un est imador para los parámetros de
F , basado en dicha muestra (X I : ..., X 30 ) .

Los capítulos 2 y 3 se cent rarán en la estimación de parámetros en dos casos
generales:

En el capítulo 2 haremos la hipótesis de que tenemos una muestra (XI : ...: X ,,),
cuya distribución asociada es la DVEG , cuyos tres parámetros no conocemos.
Presentaremos dos métodos para estimar dichos parámetros mediante (X I , .." X n ) .

El primero de ellos es el método de máxima verosimilitud, el cual probablemente
sea el más utulizado para hacer estimación. Para encontrar los estimadores máx­
imo verosímiles utilizaremos un método iterat ivo, pues no podremos expresarlos
directamente en términos de (X I, ..., X n ) . El segundo método que usaremos es el
método de momentos ponderados con probabilidad, el cual resulta más sencillo
de implementar. Finalmente haremos un estudio de las' ventajas y desventajas
de los dos métodos.

En el Capítulo 3 estudiaremos un caso más general, que es cuando la dis­
tribución F de los datos no es necesariamente la DVEG , pero F está en el DAM
de ésta. Este estudio se llevará a cabo para la representación de la DVEG con un
parámetro, es decir H€ y denotaremos F E DAM(H€) . Supondremos entonces
que contamos con una muestra (XI , ..., X n ) , con función de distribución asociada
FE DAM(H€), cuyo parámetro € no conocemos.

El objetivo del Capítulo 3 es con base en (XI , ..., X n ) dar un estimador para
la cola de la distribución F definida como F(u) = 1 - F(u) y un estimador
del cuantil xp = F -I(p) . Ya que hicimos la hipótesis de que F E DAM (H€),
para obtener estos estimadores no sólo necesitamos un estimador de ~ , sino
estimadores para las constantes an y b.;

Antes de obtener estimadores de las constantes, cuando F E DAM(H€) , Y
dado que este caso es muy general , consideraremos primero los casos de F en el
DAM de las DVE. Obtendremos estimadores para las constantes en este caso y
con base en estos obtendremos estimadores para las constantes en el caso general
F E DAM(H€). Después presentaremos dos estimadores de €, el de Pickand y el
de Hill, y estudiaremos sus propiedades. Finalmente presentaremos estimadores
para la cola de la distribución F y el cuantil xp , preocupándonos en especial que
estos estimadores sean adecuados para valores extremos.

El Apéndice de esta Tesis contiene material de utilidad para el entendimiento
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de los capítulos y consta de 7 secciones:
La primera sección es la más extensa y corresponde al estudio de los estadís­

ticos de orden (X¡,n , X 2,n, oo ., X n.n) asociados a una muestra (Xl, X 2 , oo ., X n) que
corresponde a ordenar la muestra de mayor a menor . Este estudio lo utilizamos
en el Capítulo 3 para demostrar las propiedades de los estimadores de ~ . En la
segunda sección definiremos tres tipos de convergencia que existen para variables
aleatorias y que usamos a lo largo de este trabajo. En la tercera sección enuncia­
remos la Ley FUerte de los Grandes Números (LFGN) y el Teorema Central de
Límite (TCL), así como las versiones empíricas de una función de distribución
y de su inversa generalizada. En la cuarta sección definiremos las propiedades
deseables de un estimador y que utilizamos en esta Tesis para analizar los es­
timadores que obtendremos. En la quinta sección explicaremos brevemente el
método iterativo de Newton para encontrar raíces de una función real y que oca­
sionalmente utilizaremos. La sexta sección del Apéndice corresponde al estudio
de la FUnción Gamma y sus derivadas, las cuales utilizamos principalmente en
el Capítulo 2 cuando queremos calcular esperanzas asociadas a la DVEG . Final­
mente en la séptima sección estudiaremos a grandes rasgos la teoría de Máxima
Verosimilitud y enunciaremos algunos resultados que nos son de utilidad cuando
utilizamos este método en los capítulos 2 y 3.



Capítulo 1

PRINCIPALES RESULTADOS
DE LA TEORÍA DE VALORES
EXTREMOS EN EL CASO
INDEPENDIENTE

En este primer Capítulo enunciaremos y demostraremos algunos resultados de
la Teoría de Valores Extremos (TVE) , los cuales nos van a ser de utilidad a lo
largo de esta Tesis y nos muestran la importancia de la Distribución de Valores
Extremos Generalizada (DVEG) , distribución de la que haremos estimación en
los siguientes capítulos.

Como hemos dicho, la TVE tiene en la actualidad un sinnúmero de aplica­
ciones en el mundo de las finanzas y como su nombre lo indica nos es de suma
utilidad para poder predecir valores extremos, es decir no únicamente aproxi­
mar a la distribución de un riesgo en sus valores centrales o en la "panza" de la
distribución, sino en las "colas" de la distribución, es decir sus valores extremos.

Por ello, los resultados de la TVE que estudiaremos en la primera sección
t ienen que ver con las propiedades bás icas de los máximos de {Xn}~=l' las cuales
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i .d.).
Estas propiedades se refieren a su convergencia en probabilidad y casi segura.
Así mismo enunciaremos y demostraremos la Aproximación de Poisson que nos
da una equivalencia 'para el comportamiento límite de la distribución de los
máximos evaluada en una sucesión .

Una vez que tenemos estos resultados básicos para los máximos, en la segunda
sección definiremos las Distribuciones de Valores Extremos (DVE) y la propiedad

1



2 C AI' lT lf l.0 J I'HI NC lI'A I.E S HE S l 'l.TAn O S DE L \ T E OH IA n r; \ ' ,.nOIl E S EX T Il F.~IOS F.N F.1. C ASO INn F.I' F.NDI ENT F.

Max-Establc que nos es de utilidad en el resto de este trabajo. También veremos
cómo se relacionan entre sí las tres DVE y demostraremos que satisfacen la
propiedad Max-Estable.

En la tercera sección definiremos el Dominio de Atracción de Máximos (DAM)
de una distribución G. Como veremos en una proposición inmediata a esta defini­
ción, este dominio lo forman distrtibucioncs F para las que existen constantes
a" > Oy b" tales que

1
F"( - x + b,,) -t G(x)

a"
Este concepto es fundamental en nuestro estudio de la TVE. Después definiremos
la función inversa generalizada de una función , la cual existe aunque no exista
la función inversa usual y estudiaremos sus propiedades básicas. Para finalizar
esta sección enunciaremos y demostraremos dos teoremas. El primero de ellos es
el Teorema de Khintchine, el cual nos dice cómo están relacionadas G y G* en
el caso de que exista F E DAM (G) n DAM(G*). El segundo teorema nos da
dos equivalencias para la propiedad Max-Estable, que nos serán de gran utilidad
posteriormente.

Los resultados vistos en las tres primeras secciones de este capítulo son una
base para demostrar el Teorema de Fisher Tippet, que es la parte medular de
nuestro estudio de la TVE. Este teorema nos es de utilidad en el caso de que
existan {a" > O}:;C=l y {b"}:;C=l sucesiones de constantes tales que la distribución
límite de a"(M,, - b,,) existe . En este caso el Teorema de Fisher Tippet, va a
caracterizar la distribución límite.

En la sección 4 nos abocaremos a demostrar este Teorema. Para ello definire­
mos primero el concepto de distribuciones del mismo tipo que nos dice que G l

y G2 son del mismo tipo si existen constantes a > O y b tales que G2(x) =

Gl(ax+b) , veremos algunas propiedades de utilidad de distribuciones del mismo
tipo. Una vez -hccho esto demostraremos que si G es Max-Estable entonces G
es del mismo tipo que alguna de las DVE. Con este resultado tan importante,
cuya demostración es extensa, enunciaremos el Teorema de Fisher-Tippet que
caracterizará la distribución límite de an(!vI" - bn) como del mismo tipo que
alguna de las DVE. La demostración será directa de los resultados obtenidos a
lo largo del capítulo.

Para finalizar este capítulo, en la Sección 5, definiremos la DVEG HE" la cual ,
dependiendo del signo de su parámetro ~ , es del mismo tipo que las tres DVE.
Discutiremos la importancia de esta distribución que será objeto de estudio en los
capítulos subsecuentes y daremos una representación de esta con tres parámetros
H (E,,/l ,t/J) , la cual contiene todas las distribuciones del mismo tipo que HE,.

',.

.-<¡ .'
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El material que utilizaremos en este capítulo es el siguiente: Díaz (2003) ,
Embrcchts et al (1997) , Y Leadbetter ct al (1983) .

1.1 Propiedades de los Máximos de una Suce­
sión de V.A.I.I.D.

En esta sección dcfninircmos el concepto de muestra y estudiaremos las propiedades
básicas del máximo de una muestra cuando el tamaño de la muestra crece.
Definiremos también el extremo derecho de una función de distribución y vere­
mos que el máximo de la muestra converge al extremo derecho, tanto en prob­
abilidad como casi seguramente, convergencias que aquí recordaremos pero que
podemos ver en los t ipos de convergenc ia definidos en el Apénd ice. Fin almente
enunciaremos y demostraremos la Aproximación de Poisson, que relaciona a la
distribución de los máx imos con la distribución asociada a una muestra.

Sea (Xn) ~=l una sucesión de var iab les aleatorias, independientes e idéntica­
mente distribuidas y sea F la distribución común de las variables.

De aquí en adelante denotaremos una muestra de est a sucesión con

(Xi)7=1 = (Xl: ..., X n ) ,

las cuales son independientes e idénticamente distribuidas.
A manera de notación definiremos el máximo de una muestra como

Considerando la siguiente igualdad nos damos cuenta de que no es necesario
hacer un estudio sobre el mínimo de la muestra.

m n = min (Xl , " " X n ) = - max (-Xl " ' " -Xn ) .

Una propiedad inmediat a que observamos de los máximos M n , por indepen­
dencia es la siguiente

P {Mn ::; x} = P {Xl ::; z, ... .X¿ ::; X} = F" (X) ,

donde como habíamos dicho F es la función de distribución común de las Xi.
Ahora bien, una pregunta inmediat a que surge de los máximos es si podemos

establecer una convergencia de estos, convergencia en probabilidad, convergencia
casi segura y convergencia en distribución, las cuales definimos en el Apéndice.
Consideremos primero la siguiente definición.
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Definición 1 El extremo derecho del soporte de la distribución F, que se denota
x 1" y puede ser igual a 00 se define de la siguient e forma

Consideremos ahora la convergencia en probabilidad (Definición 56) de los
máximos. Como los máximos ocurren cerca del extremo derecho del soporte
de la distribución, sería de esperarse que converjan al extremo derecho de la
distribución. La siguiente proposición nos dice que efect ivamente ocurre esto.

Proposición 2 Sea XI" el extremo derecho de la distribución F,
p

Entonces M¿ --t Xl" cuando n --t 00, pam XI" ::; 00

Demostración. Claramente para X < XI", t enemos que

P(Mn ::; x) = F" (x ) --t O, n --t 00

En el caso en que XI" < 00 , para x> XI", tenemos que

P(Mn ::; x ) = Fn(x) = 1

En este caso , tenemos que demostrar que para E > O

lim P(IMn - XF! < E) = 1
n--+ oo

Sea E> O

(1.1.1)

(1.1.2)

P(IMn - XI" I <: E) P(- lO < M¿ - XI" < E)

P( XF - E< M¿ < XI" + E)
= P(Mn < Xp + E) - P(M" ::; XI" - E)

P(Mn ::; Xp + E) - P(Mn = Xp + E) - Fn(XF - E)
Fn(x p + E) - Fn(xp - E) - P(Mn = Xp + E)

Pero P(Mn = .',l;P+lO) = Opues F(xp+~) = 110 que implica P(X = Xp+ E) = O,
si X tiene distribución F y entonces P(Mn = Xp + E) ::; P(X = Xp + E)

Por lo tanto por (1.1.1) y (1.1.2)

lim P(IMn - x pl < E) = lim (Fn(xp + E) - Fn(xp - E))
n- oc n-oo

lim Fn(xp + E) - lim F"( xp - E) = 1 - O
n --+oo 1t-+oo

= 1
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En el caso en que X p = 00, tenemos que demostrar que

lim P(I_
1_1< E) = 1.

n--->QC A1n

Tenemos que

5

111
P( - E < M

n
< E) = P( -E < M

n
< O) + P(O< M

n
< E)

1 1
P(Mn < --) + P(Mn '> -)

E E

Fn(_ ~) + 1- Fn(~)
E E

Como
1 1

- - < 00 = :J:p y - < 00 = X p
E E

Tenemos que

Por lo que

O <

O <

1
F(--) <l

E

1
F( - ) < 1

E

lim P(I_
1_1< E) = lim Fn(-~) + 1 - Fn(~) = 1 + lim Fn(_ ~) - lim Fn(~)

n--->oo lvIII n--->oo E E n --->oo E n--->oo E

= 1

•
De hecho M¿ t iende a Xp no sólo en probabilidad sino casi seguramente

(Definición 57) , como nos dice la siguiente proposición.

Proposición 3 11.111 ~ Xp cuando n --t oo.

D emostr ación. Tenemos que demostrar que P( lim M¿ = xp) = 1
n --->oo

Supongamos que P( lim M¿ = xp) < 1, o sea que existe XG f:. X F tal que
n--->oo

P( lim M¿ = xG ) > O
n--->oo

Casal
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Xc > :1:F, (Si XF = 00, este caso no se puede dar)Si Xc = 00, sea a cualquier
const ante positiva, si no consideremos

l ;C - :1:F
a= > O

2

Entonces en ambos casos
Xc > XF +a

Si suponemos lim M" ~ Xc con probabilidad positiva, como M" es creciente,
"--00

tenemos que

3No E N tal que si n 2: No entonces M" > XF + a, con probabilidad positiva.

Es decir que P (M" > XF + a ) > O, pero por definición de XF extremo derecho

P (M" > XF + a) = 1 - F " (XF + a) = 1 - 1" = O

Por lo que

Xc ~ XF·

Caso 2
Supongamos Xc < x F,E nt onces, como lim M" = x c,con probabilidad posi-

"--00
tiva y A1" es creciente tenemos que

M" ~ Xc , Vn E N por lo que (X")~=l ~ Xc con probabilidad positiva

Esto sólo ocurre si P(X ~ x c ) = F(xc) = 1, pero

Xc < XF = sup{x E lRIF(.'L) < 1} por lo que F(xc) < 1

Entonces tenemos que P( lim M" = xc ) = OV Xc i- XF Y P( lim M" = XF ) = 1
n-oc n~oo

como queríamos demostrar. _
Estas dos proposiciones nos dan una idea de como es el comportamiento del

máximo de una sucesión de v.a.i.i.d. Sin embargo esta idea no es muy út il en
el caso de que X F = oo. En estos casos sólo sabemos que el máximo tiende a
infinito.

Es necesario que la distribución F satisfaga otras condiciones para poder
asegurar cosas más fuertes sobre el comportamiento de los máximos, la siguiente
proposición nos dice que debe de satisfacer F respecto a una sucesión Un, que es
equivalente a un comportamiento de los máximos.
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Proposición 4 (Aproximación de Poisson) Sea{Xn}~=l una sucesión de v.a.i.i.d.
con función de distribución asociada F y sea como antes M¿ = max(X1, . . . , X n),
entonces para T E [0, 00) y una sucesión Un de números reales son equivalentes

(a)nF (un) ~ T cuando n ~ 00

(b)P(Mn :::; un) ~ «: cuando n ~ 00

Donde F(x) = 1 - F(x)

Demostración. Llamemos

a(n ) = nF(u n)
b(n) = P(Mn :::; un)

(1.1.3)

Veamos (a)=9(b)

b(n) P(Mn :::; un) ;, Fn(un) = [1 - (1 - F(un))¡n

[1 - F (un)¡n

= (1 _ a(n)t
n

Tenemos que lim a(n) = T , P.D. lim b(n ) = e: '
n -oo n- oo

Consideremos la función ln(x); como su derivada ~ en 1 es igual a 1 y dada
la continuidad de ambas funciones en 1 tenemos el siguiente límite

1 u (In(l)-ln(l -h)) li - ln(l - h) u 1 (1 l).=.!= ím = 1m = rm n - L t,
h !O h h !O h h!O

Por lo que
- 1

limln(1 - h)T = 1
h!O

Aquí h L°denota que h > Otiende a O, En paricular como O:::; ~ ~°cuando
n ~ 00 ya que el numerador tiende a T , entonces si consideramos ~ como h,
por continuidad de la función logaritmo natural tenemos la siguiente igualdad

1 = lim In(l - a(n))~ = lim ln(l- a(n))~
n-QO n n- oc n

, '- 1 a(n) n , '-1 , a(n) n
= 11m - ( ) ln(l - - ) = lim - ( ) ln( lirn (1 - - ) )n......oo a n n n......ooa n n......oo n

-1
r () ln( lim b(n))
Hfl a n n ......oo

n ......oo
-1
- ln( lim b(n ))

T n-oc
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Entonces - T = In( lim b(n)). Por lo que «: = lim b(n), como queríamos.
71-+00 n-+oo

Veamos (b) =?(a)
Por (1.1.3)

a(n) = nF(u n) = n(1 - F(un)) = n[1 - ( pn(Un) )~ ]

n [1 - (b(n) ) ~ ]

Ahora tenemos que lim b(n) = e-T
, P.D . lim a(n) = T

n-oo 71-00

Consideremos ahora la funci ón e"; como su derivada en O es eO = 1, Y e" es
cont inua en O tenernos el siguiente límite

eO - e-h 1 - e- h
1 = lim( ) = lim( h )

h lO h hlO

Otra vez h 1Odenota que h > O tienda a cero en paricular corno O < - h~(n) -t

;; = Ocuando n -t 00, entonces si ahora tomamos -ln:(n) en lugar de h, tenemos
la siguiente igualdad

~ 1
. 1 - e1n(b(n ))n . (1 - b(n)ñ)

1 = hm = hm ~,---:'-':"'-'--'-
n --+oo -ln(b(n))~ n--+oo - ~ In(b(n))

n(1 _ b(n) ~ ) lim n(1 - b(n) ~)
lim = _n--+_oo__-.,--,--,-:--

n--+oo -ln(b(n)) -lim ln(b(n))
n--+oo

lim a(n) lim a(n )
71-+00 n-oo-----:---,--,,..,- = ----:,...---;--...,-

-ln( lim b(n)) -In(e-T
)

n--+oo

lim a(n)
n--+oo

T

Por lo que T = lim a(n) como queríamos demostrar.
n--+oo

•
Observación 5 Esta equivalencia es también válida en el caso en que T = 00

es decir que si consideramos la notación (1.1.3)

lim a(n ) = 00 {::} lim b(n) = O
n -+oo n-oo



1.2 LAS DISTRm UCION ES Il E VALOR ES EXT RBIOS y LA PR OP IEIlA Il MAX-E STA nLE 9

Demostración. ::::}J Supongamos lim b(n) # O Entonces lim P(Mn ::;
n~oo n~oo

un) # O Como la sucesión P(M; ::; un) está acotada en [O, 1] Entonces existe
una sucesión tu. tal que

O< lim P(Mnk ::; unJ = p ::; 1
k-oo

Sea T = -ln(p) y como O < p ::; 1, entonces - 00 < ln(p) ::; O, por lo que
O::; T < 00, como p = e" entonces podemos usar la Aproximación de Poisson.

lim P(Mnk ::; unJ = lim b(nk) = «:
k-w oo k-oo

Por la proposición anterior lim a(nk) = T < 00 lo cual es una contradicción pues
. k-+ oo

esta es una subsucesión de a(n) que diverge a oo. por tanto lim b(n) = o.
fl,--+OO

~J Supongamos lim a(n) # 00 por lo que a(n) tiene una subsucesión
n-oo

acotad a que a su vez tiene una subsucesión convergente a(nk) Y como a(n) =

n(l - F(un ) ) 2 O tenemos que

O::; lim a(nk) = T < 00
k -oo

Por la proposición ante rior lim b(nk) = «: > O lo cual es una contradicción
k -+oo

pues esta es una subsucesión de b(n) que converge a o. Por tanto lim a(n) = oo.
n-oo•

1.2 Las Distribuciones de Valores Extremos y
La Propiedad Max-Estable

Ya tenemos más información sobre el comportamiento de los máx imos. Sin em­
bargo, existe un resultado aún más fuerte sobre su comportamiento, conocido
como el Teorema de Fisher-Tippet , el cual nos da información sobre la convergen­
cia en distribución de los máximos. Para ello es necesario estudiar primero tres
distribuciones que se conocen como Distribuciones de Valores Extremos, las que
como habíamos dicho denotaremos como DVE. En esta sección veremos cómo
se relacionan entre sí y demostraremos que satisfacen la condición Max-Estable.

Defin ición 6 La función de distribución F'réchet con a > O, es la siguiente

{

O si x<O
<pa(x ) = -

exp( - x-a) si x > O
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Definición 7 La fun ción de distribución Gumbel, es la siguiente

A(x) = exp(-e-X),x E IR

Definición 8 La función de distribución Weibull con o: > O, es la siguiente

{

exp(-(_ x)a) si x ~ O
'l1a(x ) = .

1 si x> O

. Estas distribuciones están relacionadas entre si, como nos lo especifica la
siguiente proposición

Proposición 9 Con las notaciones anteriores las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(a) X rv <I>a(x)
(b) y rv'l1a(x) con Y = -t
(cVZ rv A(x) con Z = ln(Xa)
Donde X rv F denota que la distribución asociada a X es F

Demostración. Primero demostremos que (a)=}(b) . Es decir X rv <I>a(x) =}
y rv 'l1a(x)

Si x < O
-1

Fy( x) = P(Y ~ x ) = P(X ~ x )

1 1
= P(- X ~ - ) = P(X ~ - - )

x x
1

= Fx (- - )
x

Si x = O
- 1

Fy (O ) = P(X ~ O) = P(X > O)

= 1 - P(X ~ O)

= 1 - Fx(O)

Si x > O
- 1 - 1 . -1

Fy( x) = P(X ~ x ) = P(X < O) + P (O ~ X ~ x)

1 1
= P(X > O) + P( - X ~ -) = 1 - P( X ~ O) + P(X ~ --)

x x
1

1- Fx(O) + Fx(--)
x
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Ahora bien

{

Osi y < O
Como X rv <pa(x) se cumple Fx(Y) = -

exp (_y-O) si y > O

Entonces

11

Fy(x)
{

Fx(-~)si x < O

1 - Fx(O) si x = O

1 - Fx(O) + Fx(-~) si x > O

{

exp(-(-~)-O) si x < Opues - ~ > O

1 - Osi x = O

1 - O+ Osi x > Opues - ~ < O.

= {exP(-(-x)") si x < O

1 si x ~ O

Por lo que Y rv wa(x) .
Ahora demostremos que (b)=?(c). Es decir Y rv wo(x) =? Z rv A(x ), tenemos

que como las variables aleatorias son continuas utilizaremos que la probabilidad
de un punto es O

Fz( x) = P(1n(Xa) ::; x) = P(Xa ::; eX ) = P(X ::; e~ )
x 1 1 x

= P(X::; O) + P(O < X::; eo) = P(- X > O) + P(- X ::; - e- o )

1 1 x x
= 1 - P( - X ::; O) + P( - X ::; -e-o) = 1 - Fy(O) + Fy(-e- o)

= 1 - 1 + exp( - [- (-e-~W) = exp( - [e- ~t)

= exp( -e- X
)

Pues Y rv wa(x) . Por lo que Z rv A(x)
S610 falta verificar que (c)=?(a). Es decir Z rv A(x) =? X rv <po(x). Como

Z rv A(x)

Fz(x) = P(lnXa ::; x ) = P(Xa ::; eX )

= P(X ::; e~ )

= Fx(e~)
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Por lo que

0 = lim Fz(x) = lim Fx(e~) = Fx(O) = P (X ::; O)
x -+ -oo x -+ - oo

Si x > O

Es decir X rv

{

Osi x < O

= exp( _ e- a1Ilx) si x > O

•

Fx(x)

Entonces Fx (x )

P(X::; x) = P (ln X ::; ln x) = P(cdnX ::; alnx)

P(ln XO
::; a Inx) = P(Z ::; a Inx)

Fz(a ln x)

= { Osi x < O

Fzioln x ) si x> O

{

Osi x < O

. exp( _(e1Il x) -O) si x > O

{

Osi x < O

exp( - x-O) si x > O

<I>o(x)

Además estas funciones satisfacen una condición conocida como Max-Estable,
la cual definiremos a continuación y utilizaremos rccurrentemente.

Definición 10 Decimos que una función de distri bución F es no degenerada si
su imagen no es el conjunto {O, 1}

Definición 11 Una función de distribución F no degenerada es Max-estable si
para cada n = 2,3, ... existen sucesiones reales {an > 0}~=1 y {bn}~=l tales que
para n 2': 2 se cumple

Proposición 12 Las distribuciones Fréchei, Weibull y Gumbel son Max-esiables.

Demostración. 10 primero que notamos es que estas t res distribuciones
son no degeneradas pues como fueron definidas su imagen no es {O, 1} Veamos

- - - - - ----- - -
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el caso de la distribución Fr échct <pa(x )

<p~ (x) ~ (exp( - x - a)t = exp( - nx-a)

= exp((-xn-~ ta) = <Pa (n- ~ x) , por ello

<P~ (n~ x) = <pa(x) Y <Pa es Max-Estable

En el caso de la distribución Weibull Wa(x)

W~(x) = [exp(- (- x)a)t = exp (-n(- x)a)

= exp(~(-n~x)a ) = wa(n~ x) , por lo que

w~(n-~ x) = wa(x) y wa es Max-Establc

En el caso de la distribución Cumbel A(x)

13

An(x) = [exp(-e- X)t = [exp(-ne-X) ]
= exp( _ e1n ne-x ) = exp( _ e-(x-lnn») = A(x - In n) , por lo que

An(x+lnn) = A(x) y A es Max-Estable

•

1.3 El Dominio de Atracción de Máximos y El
Teorema de Khintchine

En est a sección estudiaremos algunos conceptos y resultados que nos permitirán
caracterizar más las distribuciones de valores extremos y su relación con el resto
de las distribuciones max-estables. El primer concepto que definiremos es el
de Dominio de Atracción de Máx imos (DAM) que es fundamental en la TVE.
Posteriormente definiremos la función inversa generalizada, la cual será de gran
utilidad en el caso de que no exista la función inversa como tal. Estudiaremos
sus propiedades básicas y demostraremos un Teorema de gran importancia, el
Teorema de Khintchine, que nos dice cómo se relacionan G y G* en el caso en
que DAM(G)nD AM(G*) =1= 0 . Finalmente, en el Teorema 20 yen el Corolario
21, daremos equivalencias para la propiedad Max-Estable que nos serán de útiles
posteriormente.

Para la definición de Dominio de Atracción de Máximos utilizamos la convor­
gencia en distribución (Definición 55) la cual nos dice que una sucesión de vari­
ables aleatorias {Xn}~=l tiende en dist ribución a la variab le aleatoria X cuando
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n ~ 00 (X n ~ X), si las distribuciones F" de X¿ tienden a la distribución F
de X . Es decir

lim Fn(x) = F( x) , para todo x punto de continuidad de F
n-->oo

Definición 13 Decimos que una fun ción de distribución F está en el Dominio
de Atrocción de Máximos de la fun ción de distribución G (F E DAM(G)) si
dada (Xn)~=l una sucesión de v.a.i.i. d. con distribución F y Y con fun ción
de distribución G, existen sucesiones reales {an > O}~= l y {bn}~=l tales que se
cumple

d
an(Mn - bn) ~ y

donde M¿ = max(X1, ... , Xn).A las sucesiones {an > O}~=l y {bn}~=l les lla­
maremos constantes normalizadores de la distribución F.

La siguiente equivalencia nos será de utilidad posteriormente.

Proposición 14 FE DAM (G ) con constantes normalizadoms {an > O}~=l y
{bn}~=l {:} Las sucesiones reales {an > O}~=l y {b"}~=l satisfacen

lim Fn(~x + bn) = G( x) paro x punto de continuidad de G
n-oo an

Demostración. F E DAM(G) {:} existen sucesiones reales {an > O}~=l Y
{bn}~=l ' tales que se cumple

dan(Jv[n - bn) ~ y .

(Mn = max(X1, .. . , X n), (Xn)~=l muestra con distribución F y Y tiene distribu­
ción G)

Como an(Mn - bn) ~ y {:} P(an(Mn - bn) ~ x ) ~ P(Y ~ x )

{:} P(Mn ~ ~i + bn) ~ P(Y ~ x). an.. 1
{:} Fn(-x + bn) ~ G(x)

an

Esto para x en los puntos de continuidad de G. Por ello tenemos que F E

DAM(G) {:} existen sucesiones reales{an > O}~=l y {bn}~=l tales que F"CL x+
bn) ~ G(x) para x punto de continuidad de G como queríamos demostrar. •
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Otra definición que nos será de utilidad es la de función inversa generalizada
que nos servirá en los casos en que no exista la inversa como tal y particularmente
en los casos en que la función sea una función de distribución. Posteriormente
demostraremos algunos resultados acerca de ésta.

Definición 15 Sea h( x) una función no decreciente continua por la derecha, se
define la función inversa generolizada li": en el interv alo

(inf{h(x)}, sup{h(x)} )

de la siguiente manero
h--(y) = inf{xlh(x) ~ y}

Si h es fu nción de distribución a h-- se le conoce como función cuantil

Lema 16 Paro h definida como antes es decir no decreciente y continua por la
derecha, se cump len las siguientes afirmaciones

(i)Si a > O, b ye son constantes y

H(x) = h(ax + b) - C, entonces

H--(y) = ~(h-(y + e) - b)
. a

(ii)Si lv: es continua, entonces

h-(l~(x)) = x

(iii)Si G es una función de distribución no degeneroda, entonces existen lh. <
Y2 tales que

-00 < G-(y¡) < G-(Y2 ) < 00

(iv)h- es no decreciente y si h es continua, entonces

h(h-(x)) = x

Demostración. (i)Esta se cumple de manera inmediata de la definición de
H-(y) .

H -- (y) = inf{x lh(ax + b) - e ~ y} = inf{xlh(ax + b) ~ y + e}

~ inf{axlh(ax + b) ~ y + e}
a .

~[inf {ax + blh(ax + b) ~ y + e} - b]
a

~ [inf {x l h(x) ~ y + e} - b]
a

~ [h- (y + c) - b]
a
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como queríamos demostrar.
(ii) De manera inmediata sin utilizar que li": es continua, tenemos que

h(x) 2 h(x) y h<-(h(x)) = inf{ylh(y) 2 h(x)} ,

Entonces h<-(h(x)) es el ínfimo de las que cumplen una cond ición que x cumple,
por lo que .

h<-(h(x)) ~ x

También como h es no decreciente y h<- (x) = inf {yIh(y) 2 x}

Si a > h-(x) entonces h(a) 2 x

Ahora hagamos la siguiente observación.

(1.3.1)

(1.3.2)

Observación 17 Nuestro hipótesis de que h': es continua implica que h es cre­
ciente (no sólo no decreciente) al menos en el intervalo

(h<- [inf{h(x))], h<- [sup{ h(x)}])

Demostración. Supongamos lo contrario es decir que existen al Y a2 en
este intervalo con al < a2 y c = h(ad = h(a2), entonces veremos que tendríamos
que h": no es continua en e.

Una parte que ya vimos en (1.3.1), sin usar la continuidad, es que

Ahora para f. > O, tenemos que h<-(c+ f.) 2 a2, pues si suponemos

Entonces por (1.3.2) tendríamos que

por lo que efectivamente

Ahora como tv: es continua esto implica
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lo cual no puede ocurrir, por lo que h es creciente en el intervalo. _
Ahora concluyamos la demostración del Lema 16 (ii) utilizando la observación

anterior. Llamemos k = h-(h(x)) , teníamos por (1.3.1) que k :S x.
Supongamos que k = h-(h(x)) < x
Sea E> Otenemos que k + E> k = h-(h(x)) entonces por (1.3.2) h(k + E) ~

h(x) y como h continua por la derecha y no decreciente

h(k) = limh(k + E) ~ h(x)
E- O

Entonces

h(k) ~ h(x) (1.3.3)

Es decir que k no sólo es el ínfimo de las y que cumplen la condición h(y) ~ h(x)
sino que también la cumple..

Como supusimos k < x y por la Observación 17 h es creciente, tenemos que
h(k) < h(x) , lo cual contradice (1.3.3) por lo que concluimos k = h-(h(x)) = z,
como queríamos demostrar.

(iii)Como C es no degenerada existen x~ < x~ tales que

pues la imagen de C no sólo es {O, 1}, digamos que C(xD es el otro valor distinto
de Oy 1.

Llamemos

tenemos que
C-(y¡) :S x~ por (1.3.1), además C-(Y2) = inf{xIC(x) ~ Y2}, como C(xD <

Y2 y C es no decreciente implica queC+-(Y2) ~ x~ , sin embargo la igualdad
tampoco se puede dar.

Si suponemos que C-(Y2) = x~, entonces V E> O, C(x~ + E) ~ Y2 Y como
C es continua por la derccha ee- C(xD ~ Y2 lo cual es una contradicción, por lo
que

con estos valores bien definidos y finitos .
(iv)Vcamos h+- es no decreciente. Sean X l < X2 ' El conjunto de {ylh(y) ~

X2} e {ylh(y) ~ Xl } por lo que el ínfimo del conjunto de la derecha es menor o
igual que el ínfimo del de la izquierda es decir h-(XI) :S h+-(X2) .
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Ahora supongamos h es continua y veamos h(h~(x)) = x .

Sea k = h~(x) = inf .{ylh(y) 2: x }

k + E> h~(x) , por (1.3.2) h(k + E) 2: x

Entonces como h es continua por la derecha

h(k) = limh(k + E) 2: x.-0
Ahora otra vez tomemos E > Oy ahora

k - E< inf .{ylh(y) 2: x }, por lo que h(k - E) < x

Usando la continuidad de' h

h(k) = limh(k - E) :S x.-0
Por lo que h(k) = x, es decir h(h~(x)) = x si h es continua. _

Corolario 18 Si G es una función de distribución no degenemda ya > O,
O' > O, b Y (3 reales que cumplen G(ax + b) = G(O'x + (3) pam toda x , entonces
a = O' Y b = (3.

Demostración . Tenemos

HI(x) = G(ax + b) = G(O'x + (3) = H2(x),entonces

H1(y) = H:¡(y) , Apliquemos (i) del Lema con e = O

~(G+-(y) - b) = .!.(G+-(Y) - (3) , de aquí
a O'

(a - O' )G+-(y) + (b - (3) = O

Consideremos YI < Y2 como en la parte (iii) dcllema anterior, es decir que
G+-(y¡) < G+-(Y2) , como la ecuación anterior se cumple para toda y, tomémosla
para YI y Y2

(a - O')G+-(YI ) + (b - (3) = O

(a - 0')G+- (Y2)+ (b - (3) = O

Restando
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Por lo que (a - 0:) = OY (b - (3 ) = O

Entonces a = o: y b = 13 como queríamos demostrar. _
A cont inuac ión enunciaremos y demostraremos un teo rema de mucha impor­

tancia para la caracterización de las ditribucioncs max-cstables, conocido como
el Teorema de Khintchine.

Teorema 19 (Khintchine) Sea (F")~=l una sucesión de fun ciones de distribu ­
ción y G una función de distribución no degenemda. Sean (a" > O)~=l y (b")~=l

sucesiones de reales tales que

Entonces para alguna función de distribución no degenemda C * y sucesiones
(o:" > O)~=l y (f3")~=l se tiene

Si y sólo si existen a > O y b constantes tales que

0:" 13" - b" b d- --+ a y --+ : cuan o n --+ 00 ,

a" a"

y entonces además
C*(x) = C (ax + b)

D emost ración . Nuestra hipótesis para las dos partes de la demostración
es que (F")~=l es una sucesión de funciones de distribución, C una función de
distribución no degenerada y existen (an > O)~=l y (bn)~=l sucesiones de reales
tales qu e

(1.3.4)

~JPor hipótesis tenemos que que existen a > Oy b Ysucesiones (o:" > O)~=l

y (f3n)~= l tales que Qn --+ a y f3 n - bn --+ b, tenemos que demostrar quean a n

Fn(O:nx + f3n) --+ C*(x) , para. C* no degenerada

D( (3) ((o:" f3,, - b,, ) ) C(l' (0:" f3 ,, - bn ))r n O:nx + " = Fn a" - x + +bn --+ 1m - x+ ----'-'--
a" an n --+oo a" a"

Esto por (1.3 .4) y

C ( lim ( nx + 13n- bn) ) = C (ax + b), Ahora si C *(x) = C (a1:+ b)
n --+CX) an an
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Fn(anx + f3n) --+ G*(x ), con G* no degenerada pues G es no degenerada.

===>JAhora tenemos, además de (1.3.4), como hipótesis que existen G* fun­
ción de distribución no degenerada y sucesiones (an > O)~=l y (f3n)~=l tales
que

(1.3.5)

Tenemos que demostrar:

an f3n - bn
- --+ a y --+ b, cuando n --+ 00 , :
an an

Con G*(x) = G(ax + b)

Para alguna a > Oy b constantes.
Como G* es no degenerada existe x' tal que O < G*(x' ) < 1, además como

G es continua por la derecha en x' , no puede ser que V x > z ' , G*(x) = 1 por
tanto existe x"tal que

x' =f x" con 0< G*(x') < 1 y 0 < G*(x") < 1

Sean e = Qn.x'+ tl,,-bu y D = Qn.x"+ tln- bu . Veamos que e y D sonn an an n an Qn 11. n
sucesiones acotadas

Si suponemos que Cn es no acotada, entonces tiene una subsucesión Cnk tal
que Cnk --+ ±oo (alguno de los dos) cuando k --+ 00 por lo que por (1.3.5)

Ahora

= Fnk(ank(ankx' + f3nk - bnk) + bnk)ank ank
Fnk(ank(Cnk) + bnk)

Por ello utilizando (1.3.4)

Fnk(a nk x' + f3n J --+ G( lim Cnk) = G(±oo) = Oó 1
k~oo

Por unicidad de límite tendríamos G*(x') = O ó 1,10 cual contradice nuestra
hipótesis.

Lo que nos permite concluir que C¿ es acotada y análogamente D¿ es igual­
mente acotada.Ahora veamos que tanto Qn. como tl" - b" son acotadas:

a n Qn
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(1.3.6)

(1.3.8)

Como C¿ y D¿ son acotadas la sucesión C¿ - Dn también lo es, o sea que
Q:n. (x' - J;") es acotada =} Q:n. es acotada pues x' - x" -# O
Un Un

Ahora Q:n. x' es acotada =} f3 n-b,. = Cn - Q:n. x' es acotada.
Un Un Un

Por lo anterior podemos decir que existe ni tal que ~ --+ a ~ O (pues la
a nl

sucesión ~ es mayor a O) cuando l --+ 00 , , f3n
, - b

n
¡ por ser subsucesión de una

a n l a n l

sucesión acotada es acotada o sea exist e n k contenida en n i tal que

fJn - bn k I'Xn
k --+ b y _ k --+ a cuando k --+ 00
a nk a nk

La segunda convergencia por ser ~ subsucesión de la sucesión ~, entonces
ank Un l

Por (1.3.5), para x en el dominio tenemos F n k ( I'Xnk X + fJn k ) --+ G*(.r,) ,

Por (1.3.4) F n k( I'Xn k X+ fJ n k ) = F n k (an k( I'X
n k x + fJ

n k
- bn k

) +bn k )
an k an k

--+ G( lim I'Xn k X + fJ n k - bn k
) = G(ax + b),

k-+ oo an k an k

Por unicidad de límite G(ax + b) = G*(x) (1.3 .7)

Como G* es función de distribución a > O
Para concluir sólo falta verificar que Q:n. --+ a y f3 ,.- bn --+ b y no sólo una

Un an

subsucesión , supongamos que Q:n. -++ a, como esta sucesión es acotada exist e ~
an a~

subsucesión tal que ~ --+ a' -# a, f3n J
-

b
n j por ser acotada tiene una subsucesión

a nj an j

convergente con índice nm

fJ n - bn m b
'

1 I'Xn m I
m --+ y se cump e - - --+ a .
an~ anm

Repitiendo lo hecho con nk para llegar de (1.3.6) a (1.3.7) ahora con n m ,

tenemos

G(a'x + b') = G*(x) =} implica que Vx G(a'x + b') = G(ax + b),

Por el Corolario 18 a = a' lo cual contradice nuestra hipótesis e implica que
Q:n. --+ a, análogamente si suponemos f3n-bn -++ b, llegamos a (1.3.8) pero con
Un Un

b -# b' lo que contradice otra vez al Corol ario 18 y concluye la demostración . -
Con los resultados anteriores podemos enunciar y demostrar un teorema que

caracteriza a las funcion es max-estables:
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Teorema 20 (i)Unafunción de distribución no degenemda G es max- estable si
y sólo si existe una sucesión (Fn)':=l ' de fun ciones de distribución y (an > O) ~=l

y (bn)~= l sucesiones reales tales que

1 1
Fn(-x + bnk) ~ GI(X), cuando n ~ 00, paro cada k E N

ank

(ii)Si G es no degeneroda

DAM(G) es no vacío {::} G es max- estable

En ese caso G E DAM(G) por lo que el conjunto de distribuciones no de­
generodasG tales que P[an(Mn - bn) ::; x] ~ G(x) (con (Xn)~=l sucesión de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y M¿ definido
como antes) coincide con el conjunto de distribuciones max-estables.

Demostración. (i)
==}[Tenernos que G es max-cstable por lo que existen sucesiones (a~ > O)~=l

y (bn)~=l tales que para n ~ 2 se cumple

Si tomamos an = +,y P; = Gn tenemosan

Sea k E N, se cumple entonces que

Fnk(_l-x + bnk) = G(x), pero Fnk = Gnk = (Gnl = F: , por lo que
ank

k 1 1 1
Fn(-x + bnk) = G(x) entonces Fn(- x + bnk) = Gk (x )

ank ank
1 1

Fn(-x + bnk) ~ Gk(X) cuando n ~ 00, para k E N
ank .

~JTenemos por hipótesis que G es no degenerada y existe una sucesión
(Fn)~=l de funciones de distribución y (a~ > O)~=l y (b~)~=l sucesiones reales
tales que

Fn ( + x + b~k) ~ Gl (x) , cuando n ~ 00, para cada k E N
ank
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Tenemos que demostrar que G es max-estable.
Sea an = al~ y bn = b~ , utilizando k = 1 en (1.3.9) , tenemos que

(1.3.10 )

Sea k ~ 2, un valor fijo arbitrario, sea o:~) = f- y j3~k) = b~k ,(la k aparece
nk

como superíndice para hacer notar que depende de k no como exponente) , por
(1.3.9)

Fn(o:~k)X + j3~k») ~ Gt(x) = G*(x) (1.3.11)

(1.3 .10) Y (1.3.11) Son las condiciones que nos sirven para la ida en el Teorema
de Khintchine, utilizándolo tenemos que

o:(k) j3(k) _ b
_n_ ~ Ck Y 11 n ~ dk Pues estos valores dependen de k si n ~ 00
a 71 an

y G*(x) = Gt (x) = G(CkX+ dk)

Como G es función de distribución Ck > O, que es lo que necesitamos para
demostrar que G es max-estable:

Pues Ck > Oy dk son 'sucesiones que cumplen

Gt (x) = G(CkX+ dk) =? G(x ) = Gk(CkX+ dk)Si k ~ 2

Como G era no degenerada es max-estable lo que concluye la demostración.
(ii)===?[Tenemos que DAM(G) es no vacío, sea FE DAM(G) por laProposi­

ción 14 existen sucesiones reales {an > O}~=l y {bn}~=l tales que Fn(}nx+bn) ~
G(x) (para x punto de continuidad de G), entonces

Fnk(_l_x + bnk) ~ G(x) ,'
ank

Sea Fn = F" ; entonces

k 1 l · 1
Fn(-x + bnk)~ G(x) por lo que Fn(-x + bnk) ~ Gk(X)

ank . ank

y por el inciso (i) de este Teorema G es max-establc.
~JSupongamos G es max-cstablc, entonces existen sucesiones reales {a~ >

O}~=l y {bn}~=l tales que Gn(a~,7: + bn) = G(x), si tomamos an = a~ > O,
tenemos que GnC1nx + bn ) = G(x) ~ G(x) , por lo que G E DAM(G) Y este es
no vacío. •
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Corolario 21 Si G es moa-estable, entonces existen funciones reales bien definidas
paro s> O, a(s) > O y bes) tales que

GS(a(s)x + bes)) = G(x) si s> O y x E lR

Demostración. Como G es max-estable existen (an)~=l > Oy b« sucesiones
reales tales que Gn(anx + bIt) = G(x) , sea Fn = Gn, entonces

(1.3.12)

Ahora sea s > Osi [x] es la parte entera de x es decir el mayor entero menor
o igual , sea a~) = a[ns] y /3~) = b[ns] (el superíndice sólo hace notar que depende
de s). Recordemos que G[ns](a[ns]+ b[ns]) = G(x) , por lo que

Fn(Q~:)X + /3~» ) = G"(al".']+ b[nsJ) = G~(x)

Como [ns] = ns - h(n , s) con o ::; h(n,s) < 1,

1
, n
1m­

n-oo[ns]

Entonces

l
. n
1m - - ----,--

n-oons - h(n , s)

1

s

1
lim ~ _ h(n,8)
n~oo n 11.

1
s - lim h(n,8)

n -+oo n

(1.3.13)

Una vez más (1.3.12) y (1.3.13) nos dan las condiciones para poder aplicar
la ida del teorema de Khintchine. Aplicándolo, tenemos que

a(8) /3(8) - b
~ -t a(s) y n n -t b(s), pues estos valores dependen de s si n -t 00
an an

y G*(x) = G~(x)'= G(a(s)x + bes))

Como G es función de distribución a(s) > Oy tenemos que

G8 (a(s)x + bes)) = G(x ) si s > Oy x E lR

Lo que concluye la demostración. _
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1.4 Distribuciones del Mismo Tipo y el Teo­
rema de Fisher-Tippet

En esta sección llegamos finalmente a la parte medular de nuestro estudio de la
TVE que es el Teorema de Fisher-T ippet . Mediante este teorema caracterizare­
mos la distribución límite de an(Mn - bn) (los máximos normalizados) siempre
que existan constantes {an > O}~=l y {bn}~=l tales que dicha distribuc ión límite
exista. Para ello estudiaremos el concepto de distribuciones del mismo tipo yal­
gunas propiedades importantes (Proposición 23). Posteriormente, en el Teorema
24, veremos que las únicas distribuciones Max-Estables son las del mismo t ipo
que las DVE, habiendo demost rado este teorema , cuya demostración es extensa,
la demostración del Teorema de Fisher-Tippet será directa de los resultados
obtenidos a lo largo del capítulo.

Definición 22 Dos distri buciones G, y G2 son del mismo tipo si existen con­
stantes a > O y b tales que paro toda x: G2(x) = Gl(ax + b)

Cabe hacer notar que el Teorema de Khintchine nos dice entonces que si

DAM(G) n DAM(G*) #0 entonces G y G* son del mismo tipo

Proposición 23 (a)El ser del mismo tipo paro distribuciones es una relación
de equivalencia.

(b)Si F, G Y H son funciones de distribución no degenerodas y F Y G son
del mismo tipo, digamos F( x) = G(ax + b) con a > O entonces

(i)G es max-estable =? F es moa-estable
(ii) H está en el DAM (G) con constantes normalizadoms {an > O}~=l y

{bn }~=l =? H está en el DAM (F ) con constantes normalizadoms {a~ > O}~=l

y {b~}~= l definidas paro n ~ 1 de la siguiente forma:

a' =n

b' =n

Demostración. (a)Veamos que esta es una relación de equivalencia, pues
cumple las t res condiciones (aquí rv denota ser del mismo tipo no distribución
asociada)



26c AP 1T IJI.O I P RINC IPALES RESULTADO S DELA TEOR 1A DE VALOR ES EXTRE~IOS EN El. C ASO l NDE P ENDIF.NT E

(i)(G '" G) ,pues

G(x ) = G(ax + b) si a = 1 > Oy b = O

(iiHGl '" G2 =} G2 '" G¡) ,pues

Si G2(x) = Gl(ax + b) entonces Gl(x) = G2(.!.x - ~ ) , con .!. > O
a a a

. (iii)(Gl '" G2 y G2 '" G3 =} Gl '" G3) ,pues

Si G2(x) = Gl(al x + b¡) y también G3(x) = G2(a2x +~)

Entonces

(b)
(i)Tenemos que G(x) = F(ax+b), además como G es max-estable para n ~ 2

existen reales a~ > Oy b~ t ales que G(x) = Gn(a~x + b~) , por lo que

F(ax + b) = Fn(a(a~x + b~) + b) = Fn(aa~x + ab~ + b)

Entonces

x b
F(x) = Fn (aa~ ( - - - ) + ab~ + b) = Fn (a~x - a~b + ab~ + b)

a a

Para n ~ 2, sea an = a~ > Oy bn = -a~b + ab~ + b y se cumple

F(x) = Fn(anx + bn), por lo que F es max-estable

(ii)Como HE DAM(G) con constantes {an > O}~=l y {bn}~=lPorla Proposi­
ción 14 se cumple

1
Hn(- x + b~) ~ G(x)

an

Entonces como F(x) = G(ax + b)
. .

1
Hn(- (ax + b)+ bn)~ G(ax + b) = F( x)

an

Sea {a' = !!n. > O}OO_ y {b' =...!!.... + b }OO_ entonces se cumplen a n-l n an n n-l
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Ahora usando ot ra vez la Proposición 14 concluimos la demostración. _
De acuerdo con la definición de ser del mismo tipo G es max-establc si G y

GTl son del mismo tipo para n entero mayor o igual a 2.
El siguiente teorema caracteriza aún más las distribuciones max-establcs y

complementa de manera recíproca la Proposición 12 que nos dice que las dis­
tribuciones de valores extremos son max-cstables.

Teorema 24 Si G es una distribución max-estable entonces G es del mismo tipo
que F para alguna F distribución de valores extremos (es decir Gumbel, Préchet
o Weibull)

Demostración. Como G es max-ost able por el Corolario 21 existen a(s) > O
y b(s) definidas para s > Oque cumplen

GS(a(s) x + b(s)) = G( x) para s > O

Si x cumple que O< G( x) < 1 entonces

-s lag G(a(s) x + b(s)) = -logG(x)

Estamos tomando el negativo para que los valores sean positivos y poder tomar
logaritmo, por lo que

log(- lag G( a(s) x + b(s))) + lag s = log(- lag G( x))

Entonces

- log(-log G (a(s )x + b(s))) - lag s = - log(- lag G( x))

Sea V(x) = -log(- lag G(x)) .Esta función es la parte fundamental de la
demostración de este teorema. Primero que nada nos interesa saber qué valores
toma, es decir cuales son su ínfimo y su supremo.

Como G( x) es max-estable esta' propiedad, tomando n = 2 nos dice que

(1.4 .1)

Lo que nos garantiza que G no da un salto de Oó al , es decir que nos podemos
acercar tanto como queramos a Oy a 1 sin tocarlos, siendo más específicos dado
f. > Oexisten X l y .'7:2 reales tales que O< G (x ¡) < E y 1 - f. < G(X2) < 1.

Probemos pues que G no da saltos primero en Oy luego en 1.



28cA plTULO I PRINCIPALES RESUI.TADOS DE LA TEORtA DE VALORES EXTRE~lOSEN El. C ASO INDEPENDIENTE

Para Osupongamos lo contrario es decir que 3 lOO tal que Vx E R G(x) = O
ó G(x) ;::: lOO , (G da un salto de O) como Jim G(x) = O Y es continua por la

x--+-oo .

derecha 3 k, tal que G(x) = O para x E (-oo,k¡) y G(k¡) = CI > O por ser G
no decreciente este CI es el valor mínimo que toma G mayor a O, por ser G no
degenerada O< CI < 1.

Sea Xo = ~ - !?2.., entonces por (1.4.1)
a2 a2

Lo cual es una contradicción pues CI era el valor mínimo de G lo que demuestra
que G no da un salto en O.

Para demostrar esto para 1 supongamos que 3 lOO tal que Vx E R tenemos que
G(x) = 1 ó G(x) :s; 1-lOo, (G da un salto en 1) ahora sea CI = sup{G(x)\G(x) <
1} :s; 1 - lOO < 1, por ser G no degenerada: O < CI < 1. Como cT. < CI sea

ct+c?
C2 = T entonces

ci < C2 < CI implica CI < v'C2 < JC1 por lo que C2 < CI < v'C2

Esto por definición de supremo y como C2 < CI existe Xo tal que 1 > G(xo) > C2,
Sea Xl = a2XO + b2, entonces por (1.4.1)

Entonces

1 > G(x¡) = JG(xo) > y'C2 > CI

Esto es una contradicción, pues CI era el supremo de los valores menores a 1
que toma G y esto demuestra que G no da un salto en 1.

Ya que tenemos que podemos hacer que G se acerque a O y a 1 cuanto
queramos, sin tocarlo, podemos ver cuál es el ínfimo y el supremo de V(x) ,
aquí veremos cuál era la importancia de poder aproximarnos a estos valores sin
tocarlos pues, donde G toma estos valores V no está definida, pues 10g(0) no es
un valor definido.
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Como V (X ) = - log(- log G(X)) y ya demostramos que podemos hacer que
G(x) tienda a Oy tienda a 1 sin tocarlo, tenemos

Si G(x) --+ O ::::} 10gG(x) --+ - 00

::::} -logG(x) --+ 00

::::} log(- logG(x)) --+ 00

::::} -log(- log G(x)) --+ - 00

::::} V(x) --+ -00

::::} inf{V(x)l x E lR} = -00

Ahora

Si G(x) --+ 1 ::::} 10gG(x) --+ O

::::} - log G(x) --+ O

::::} log(-log G(x)) --+ - 00

::::} -log(-logG(x)) --+ 00

::::} V(x) --+ 00

::::} sup{V(x) lx E lR} = 00

Ahora sí podemos afirmar

inf{V(x) lx E lR} = -00 y sup{V(x)lx E lR} = +00

Además al ser G no decreciente continua por la derecha directamente V
también lo es, por lo que existe U(y) = V<-(y), la función inversa generalizada
de V(x) definida para todo real y. Además se cumple que

V(a(s)x + b(s)) - log s = V(x)

Aplicando el Lema 16 inciso (i), tenemos que

ats) (U(y + logs)) - b(s) = U(y)

Por lo que
1

U(y) - U(O) = a(s) [U(y + log s) - U(1ogs)],

Ahora sean z = log s, o'(s) = a(eS
) y Ü(y) = U(y) - U(O)
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Entonces

Ü(y)ii(z) = [U(y) - U(0)]a(e10g S
) = U(y + lag s) - U(logs) (1.4.2)

= Ü(y + z) - Ü(z)

Por lo que

Ü(y)ii(z) + Ü(z) = Ü(y + z) = Ü(z + y)
= Ü(z)ii(y) + Ü(y)

Finalmente

Ü(y)(l - ii(z)) = Ü(z)(l - ii(y)) para y y z reales. (1.4.3)

Las igualdades (1.4.2) y (1.4.3) generan los siguientes casos que darán lugar a
que G sea del mismo tipo que cada una de las distribuciones de valores extremos:

Caso 1. ii(z) = 1 \fz, por (1.4.2)

Ü(y + z ) = Ü(y ) + Ü(z) , como U inversa es monótona no decreciente

Entonces

Ü(y) = ry para r = Ü(l)

Por como habíamos definido Ü.

U(y) - U(O) = ry por lo que V - (y) = U(y) = ry + U(O) ,

como V+- es continua y otra vez por el Lema 16 inciso (ii) tenemos que

x = V +-(V( x)) = rV(x) + U(O ) = r [-Iog(-lag G(x)) ]+ U(O )

Entonces
1

-Iog(-'-logG(x)) = - (x - U(O))
r

Por esto
- lag G(x) = e-~(x-U(O))

y finalmente
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Ü(y)

Lo anterior se cumple siempre que O< G(X) < 1, por lo que esta expresión
se cumple para todo x E IR, por lo que en este caso G resulta ser del mismo tipo
que la distribución Gumbcl pues

con ~ > Oy A la función de distribución Gumbel.
Caso 2. a(zo) =1- 1 para alguna Zo E IR, por lo que (1.4.3) nos dice:

U(zo) _
1 _ a(zo) (1 - a(y))

= c(1 - a(y))

Con e = Ü(zo) =1- O
1- a(zo)

Pues si e = Oentonces Ü(y) = O~ U(y) = U(O), Vy y U no es constante

Como teníamos por (1.4.2) que Ü(y + z) = Ü(y)a(z) + Ü(z)

c(1 ~ a(y + z)) - c(1 - a(z)) = c(1 - a(y))a(z)

Por ello
1 - a(y + z)) - 1 + a(z) = a(z) - a(y)a(z)

Lo que implica
a(y + z)) = a(y)a(z),V y Y z E IR

La solución de esta ecuación funcional es

a(y) = eTY con r =1- Oconstante.

Por lo que

V+-(y) = U(y) = Ü(y) + U(O) = c(1 - eTY
) + U(O)

Como V es no decreciente, también lo es U por lo que e y r son de signos
opuestos, pues

U'(y) ~ O~ -creTY ~ O

~ -cr ~ O



32c AP fT U L O I PR I NC IPA I. ES R ESU LT A D O S D E I. A T Eon t A DE VALOnES EXT RD IOS E N E L C AS O IND E PEN D Ir:N T E

es decir que e < Osi r > Oy e > Osi r < O, además U es continua y por el Lema
16 inciso (ii)

x = V+-(V(x)) = c(l - er V (x ) ) + U(O)
= c(l - e r {- log[- log G(x)]}) + U(O) = c(l - [- log G (x)t r ) + U(O)

= e - e[- log G(x)tr + U(O )

Entonces
x - e - U(O) = [- log G(x) t r

- e
Finalmente llegamos a

[X- C- U(O)]-1 1 G()
t - = - og x

- e
(1.4.4)

Sin embargo, esta expresión no es válida para todo valor x sino para aquellos
valores que cumplan 0< G(x) < 1, por lo que -logG(x) > O, lo que genera dos
casos más:

Caso 2') e < O:::} r > O (pues e y r son de signos opuestos)
En este caso la expresión (1.4.4) es válida para x > e + U(O ) y entonces

G(x) = e_ ['''-c~~(o ) J~l

En este caso si x ~ c+ U(O) (por la derecha) G(x) ~ e-OC ~ Opues - ~ < O,
Como G es continua por la derecha y no decreciente tenemos que

{

Osi x ::s; e + U(O)
G(x) = %- C-U(O) -1

e- [ -c l r si x > e + U(O)

Como la función de distribución Fréchct es

{

Osi x<O
q>a(x) = . -

exp( _ x- a) si x > O
con a> O

y como ~ > O entonces G es del mismo tipo que una distribución Fréchct con
a=1. >O

r
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Caso 2") c > O=} r < O. (otra vez por ser e y r de signo contrario)
En este caso la expresión (1.4.4) es válida para x < c + U(O), por lo que

[
x - e - U (O) I=.!

G(x)= e- - e r-

33

Además , si x ~ c + U(O) (por la izquierda) G(x) ~ eO = 1, pues - ~ > O,
Como G es no decreciente tenemos que

{

e_[x-e~;,(o) I -/ si x < c + U(O)
G(x) =

1 si x ?: e + U(O)

Como la función de distribución Weibull es

{

exp( -(-x)"' ) si x :S O
wa(x) =

1 si x > O
con a > O

G(x) = W_ ! (~ _ c+ U(O) )
r- c e

y como ~ > O entonces G es del mismo tipo que una distribución Weibul con
O: = - ~ > Olo que concluye la demostración. _

Con estos resultados que hemos obtenido sólo resta por enunciar el Teo­
rema más importante de la Teoría de Valores Extremos en el caso de variables
aleatorias independientes, conocido como Fisher-Tippet, cuya demostración se
desprende de los resultados antes mencionados.

Teorema 25 (Fisher-Tippet) Sea G una función de distribución no degenerada
entonces

G es del mismo tipo que una Distribución de Valores Extremos {:} Exist e
(Xn)~=l una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente dis­
tribuidas y sucesiones reales (an > O)~=l y (bn)~=l tales que

Donde M¿ = max(X1, . . . , X n)

Demostración. ====}J Sea G del mismo tipo que una distribución de valores
ext remos, como por la Proposición 12 las distribuciones de valores ext remos son
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max-estables, la Proposición 23 inciso (b)(i) nos dice que G es max-establc, ahora
por el Teorema 20 parte (ii) DA M (G) es no vacío.

Sea FE DA M (G) Y sean (Xn)~=l v.a.i.i.d . con distribución F y sea Y con
distri bución G, entonces, por definición de estar en el dominio de atracción de
máximos, existen sucesiones reales {o'n > O}~= l y {bn}~= l ' tales que se cumple

do'n(Mn - bn)~ y

donde M« = max(X1, . . . , X n ) , por lo que

P[o'n(M" - bn) ~ xl~ P(Y ~ :1:) = G(x )

~JComo existe (Xn)~=l sucesión de v.a.i.i .d. y sucesiones reales (o'n >
O)~l y (bn)~=l tales que

P[an(Mn - bn) ~ x]~ G(;:¡;)

Si Y es variab1c a1catoria con distribución G se cumple

do',,(Aln - bn ) ~ y

Por lo que si F es la función de distribución de la sucesión (Xn)~=l ' tenemos
que FE DAM (G), por lo que DAM (G) es no vacío y por el Teorema 20 parte
(ii) G es max-estable así que el Teorema 24 nos garantiza que G es del tipo de
una de las distribuciones de valores extremos lo que concluye la demostración.

•
1.5 La Distribución de Valores Extremos Ge­

neralizada

Con el Teorema de Fishcr-Tippet queda de manifiesto la importancia de las
distribuciones de valores extremos y las distribuciones que son del mismo tipo
que éstas por ello se define la Distribución de Valores Extremos Generalizada
(DVEG) , la cual veremos que dependiendo del signo de su parámetro es del
mismo tipo que las tres distribuiciones .de Valores Extremos que ya definimos.
Analizaremos el porqué de su importancia y daremos una representación con
t res parámetros, que , dependiendo del valor de sus parámetros, contiene a todas
las distribuciones del mismo t ipo de la DVEG con un parámetro y por tanto a
todas la'> distribuciones del mismo tipo que las DVE dependiendo del valor del .
parámetro. También calcularemos su función inversa que nos será de utilidad en
los capítulos siguientes .
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Definición 26 La Distribución de Valores Extremos Generalizada (DVEG) es
la distribución Hf, definida por

Donde 1 + ~x > O a ~ se le denomina parámetro de forma.

Cabe hacer notar que el caso ~ = Ocorresponde a tomar el límite en el caso
~ =F Ocuando ~ ~ Opues utilizando el Teorema de L'Hoppital, tenemos que

. _1. 1 . ln(l+~x)
hm(l + ~x) { = lim exp( - - ln(l + ~x)) = exp( -hm ~ .)
f,-O f,-O ~ f,-O .

x

= exp( -lim l+f,X) = exp( - x)
f,-O 1

El hecho de que este caso ~ = O sea el límite nos va a servir a lo largo de
este trabajo para general izar los resultados obtenidos en el caso ~ =F O. Ahora
consideremos la siguiente proposición que deja de manifiesto la importancia de
la DVEG

Proposición 27 Las Distribuciones de Valores Extremos (DVE) son del mismo
tipo que la Distribución de Valores Extremos Generalizada (DVEG) para algún
valor de~.

Demostración. Primero veamos el caso de la distribución Fréchet:

{

Osi x < O
<I>a(x) = -

exp( -x- a) si x > O
con a> O

Afirmamos que <I>a(x) = H~[a(x -1)]

H.da(x - 1)] = e- ( l+~a(x- l))-" cuando 1 + ~a(x - 1) > O
" a

Entonces
H.!.[a(x - 1)] = e-(x-" ) cuando x > O

o
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Como H ~ es función de distribución es no decreciente y continua por la derecha

y H ~ --+ e- OO
--+ O cuando O< x --+ Oentonces

{

Osi x<O
H~[a(x - 1)] = - o .-

e-(x )SI x > O

Por lo que la distribución Fréchet es del mismo tipo con ~ = ~ > O.
El caso de la distribución Gumbel es directo pues tom ando ~ = O:

A(x) = exp (_ e- X) = Ho(x)

En el caso de la distribución Wcibull:

{

exp( - (-x)a) si x :S O
Wa(x) =

1 si x > O

Afirmamos que Wa(x ) = H_.d a (x + 1)]
o

con a > O

H_.da( x + 1)] = e-(I-~a(x+l))" cuando 1 - .!a(x + 1) > O
o a

Por ello
H_~[a(x+ 1)] = e-(-x)" cuando x < O

Como H.!. es función de distribución y H1. --+ eO = 1 cuando O> x --+ O
" "

Por lo que la distribución Weibull también es del mismo tipo con ~ = -~ < O.

•
Debido a esta Proposición el Teorema de Fisher-Tippet nos dice que dada

(Xn)~=-1 sucesión de v.a.i.i.d. y si existen sucesiones reales (an > O)~=1 y (bn)~=1
tales que

P[an(Mn - bn) :S x] --+ G(x) con G no degenerada.

Entonces G es del mismo tipo que la DVEG H~ para algún rcal é . Si G es del
mismo tipo que la Fréchet, entonces ~ > O, si es del mismo tipo que la Gumbel
~ = OYsi es del mismo tipo de la Weibull entonces ~ < o.
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Las tres Distribuciones de Valores Extremos son de gran importancia en es­
tadística, pues nos sirven para representar a una gran variedad de distribuciones,
pues

F E DAM(G) para G no degenerada => (Por el Teorema 20 inciso (ii)) G
es max-estable => (Por el Teorema 24) G es del mismo tipo que H Distribución
de Valores Extremos =>(Por la Proposición 23 inciso (ii))F E DAM(H), con H
Distribución de Valores Extremos

Por ello esencialmente todas las distribuciones continuas están en el DAM(A)
(Caso Gumbel) , en el DAM(<I>aJ (Caso Fréchet) o en el DAM(waJ (Caso Weibull).
Por ejemplo la distribución normal está en el DAM(A), estas distribuciones se
conocen como de "cola " ligera. Las distribuciones en el DAM(<I>a), son conoci­
das como distribuciones de "cola" pesada, ahí estan la distribución Pareto y la
t de student.

Dada la importancia de las distribuciones del mismo tipo que la DVEG se
ha optado por el estudio de:

X-¡L
He(-:;¡;- ) = H()(x) con () = (~ ,ll, 1/J) Y 1/J > O

Esta contiene por sí sola distribuciones de gran importancia como las DVE para
valores adecuados de () = (~, ¡L, 1/J), esta H () (x) es la siguiente

(1.5.1)

Con 1+~T > O, diremos que ~ es el parámetro de forma, 11 el de localización
y 1/J > O el parámetro de escala. Como sabemos que Ho(9 ) = limHe(9 )

'1' e-o '1'

también en la representación (1.5.1) el caso ~ = Ocorresponde a tomar el límite
en el caso ~ #- Ocuando ~ -t o.

Es de esta representación (1.5.1) de la cual.haremos estimación en el siguiente
capítulo, del parámetro de localización WR, el de escala '1/) > O y el de forma
~ER Recordemos que, dependiendo del parámetro de forma, la DVEG es del
tipo <I>a (Fréchet) , Wa(Weibull) o A (Gumbell), por lo que este parámetro es el
de mayor importancia.

En los capítulos sucesivos será de interés conocer la inversa de la DVEG en su
representación con tres parámetros, por lo que tenemos que despejar la inversa.
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Veamos primero el caso ~ =1= Ousando (1.5.1)

x - /1, I H¡¡(y) - /1, I

Ho(x) = exp{- (1 +(~)-q => y = exp{ -(1 + ~ 1/J )-q

Ho-(Y) - /1, 1
=> lny = -(1 +~ 1/J )-{

=> (-ln(y))-E = 1 +~H¡¡(y) - JL
1/J

=> (-1 + (-lny)-E) = ~[H;-(y) - Jk]

=> t( - 1 + (-lnyt{) = H;-(y) - JL

=> H;-(y) = JL - :2(1- (-In y)-E)
~

El caso ~ = O también se desprende de (1.5.1), pero no incluimos este de­
sarrollo pues es equivalente a tomar el siguiente límite utilizando el Teorema de
L'Hoppital.

1· H- () u [ 1/J ( (1 )-E] '/.1' 1- (-lny)-E1m ({ fJ >/J) Y = Hfl JL - - 1 - - n y = /1, - If' 1m-----'-- ----'--
{-O " E-O ~ E-O ~

' /'1' 1 - exp(-~ln(-lny))
=JL - lf'lm

E-O ~

'/'1" - exp(-~ ln(-In y))[-ln(- In y)]
= /1, - If'E~ 1

-eO[- ln(- In y)]
= /1, - 1/J--'-----'-----~.:....:.

1
= /1, - 1/J ln(- ln y)

Por lo que para O< y < 1

{

JL - ~(1 ., (-lnyt{) si ~ =1= O
H;-(y) = {

JL -1/Jln(-lny) si~=O

Ya comentamos anteriormente la importancia de la Distribución de Valores Ex­
tremos Generalizada (DVEG) en su representación con tres parámetros, ahora
conocemos también a la función inversa. En el siguiente capítulo estudiaremos
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más a fondo esta función, en particular la est imación de sus parámetros dada
una muestra con esta distribución.



Capítulo 2

ESTIMACIÓN DE
PARÁMETROS DE LA DVEG

A lo largo de este capítulo consideraremos una muestra (Xl ' ..., X n ) cuya dis­
tribución asociada es la Distribución de Valores Extremos Generalizada (DVEG)
con sus tres parámetros, es decir la expresión (1.5.1) de H ({ ,/-I,t/J ) que a contin­
uación recordamos:

con 1 +f,T > Oy 1/J > O
El objetivo de este capítulo es obtener estimadores de f, de IL y de '1/), es

decir del vector (f" ¡L, 1/J)t que ocasionalmente denotaremos como e, a partir de
una muest racon distribución H({,/-I, t/J)' Para ello utilizaremos dos métodos, el de
máxima verosimilitud y el de momentos ponderados con probabilidad.

En la Sección 1 presentaremos el ' método de máxima verosimilitud. Do­
bido a que no es posible obtener soluciones explícitas de las ecuaciones máximo
verosimiles, para encontrar el estimador, recurriremos a un procedimiento itera­
tivo conocido como el método de Newton-Raphson.

En la Sección 2 estudiaremos el método de momentos ponderados con prob­
abilidad, que se basa en los valores wr(e) = E(XHlj(X)) para rE {1,2 ,3} Y
encontraremos estimadores para las Wr, con base en la muestra, así como su valor
exacto, el cual veremos que se expresa en términos de e. Con esto obtenemos
los estimadores deseados , como veremos en detalle más adelante.

41
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En la Sección 3 haremos una comparación entre los dos métodos y detallare­
mos las ventajas y desventajas de cada uno de ellos.

El material que utilizaremos en este capítulo, y del que haremos referencia
es el siguiente: Chernoff et al (1967) , Cox y Hinkley (1974) , Embrechts et al
(1997) , Hoskings et al (1985), Jenkinson (1969), Prescott y Walden (1980) ,
Prescott y Walden (1983) , Rao (1973) Y Smith (1985).

El primer método que vamos a considerar es el de máxima verosimilitud.

2.1 Método de Máxima Verosimilitud

El método de máxima verosimilitud es probablemente el método más estudiado
en la literatura estadística. En el Apéndice de este trabajo lo estudiaremos en
el caso general en el que contamos con una muestra con función de distribución
asociada F. En este caso para hacer estimación vamos a considerar la repre­
sentación de la DVEG (1.5.1), Yestimaremos sus tres parámetros mediante este
método.

Como comentamos en la introducción, en el caso de la distribución de valores
extremos generalizada nos encontramos con que no existen soluciones explícitas
para las ecuaciones máximo verosímiles. Es decir que al igualar las parciales de
la función de log-verosimilitud a cero no podemos despejar los parámetros (Ver
ecuaciones (2.2.1) a (2.2.3) ).

Como comentamos, en el Apéndice hicimos una serie de definiciones rela­
cionadas con el método de máxima verosimilitud en el caso general en que O=
(01, O2 , oo. ,Om)t, a continuación retomaremos esas definiciones para O= (~, ¡.L, 'l/J)t.
Al igual que en el Apéndice Mn x m denota el espacio vectorial de las matrices
con n renglones y m columnas.

La función de verosimilitud L(O; X) basada en la.información X = (Xl' ..., X n )

(Definida en el Apéndice) queda en el caso de una muestra con distribución de
valores extremos generalizada de la siguiente forma:

n

L(O; X) = I1hti(Xi)I{lH9>O}
i=l

Donde hlJ(Xi)I{l+~9 >O} esla función de densidad asociada a la DVEG.

Sea l((); X) la función de log-verosimilitud, es decir

l(O; X) = ln(L(O;X))
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Nuestro problema para encontrar los estimadores máximo verosímiles es en­
contrar un vector O= (t "ji , ;{; )t que anule al gradiente definido en este caso de
la siguiente forma .

d[I(B)] = (Dl(B) ül(B) ül(B))t
gra a'l/J ' aIL ' a~

o sea encontrar O tal que grad[I(O)] = (8~~) , a~~) , 8~~»)t = (O,o.or = o.
Sin embargo, como demostraremos más adelante, las ecuaciones máximo

verosímiles que corresponden a igualar los elementos del gradiente a cero, son
las ecuaciones (2.2.1) a (2.2.3) que aquí presentamos:

.?!- - ~(P Q) - Oa'l/J - 'l/J~ + -
al Q
- =-- = 0
alL 'l/J

al 1 1
- = --[R + -(P + Q)] = O
a~ ~ ~

Donde:

n

P = n - L e- V. (2.0.1)
i = l .

n n

Q = L e-V. - eV. - (~ + 1)L e-ey¡
i =l i=l

(2.0.2)

n n

y

R = n + L 'Yie- Y¡ - L 'Yi
i=l i = l

(2.0.3)

'Yi _ ln( ( l + ~Xi; IL ) - t ) (2.0.4)

~ ln((l + ~Xi -IL)
~ 'l/J

Observación 28 El valor'Yi definido en (2.0.4) depende únicamente del uecior
B y del valor de la muestro X i. Claramente de (2.0.1) a (2.0.4) tenemos que no
existe solución explícita paro las ecuaciones máximo verosímiles, por lo que re­
sulta necesario recurrir a procedimientos numéricos paro encontrar el estimador,
el método más aceptado paro ello es el método de Newton-Raphson.
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Este método fue propuesto por Prescott y Walden (1983) y es una gene­
ralización del método de Newton, el cual se puede consultar en el Apéndice. La
diferencia es que en este caso la función gradiente no es una función de ~ en
~, sino de ~3 en ~3 . Este procedimiento se basa en considerar los dos primeros
términos de la expansión de Taylor de la función grad[I(O)].

Si denotamos por eal estimador máximo. verosímil y 00 un valor inicial,
Prescott y Walden basándose en el desarrollo de Taylor proponen:

grad [l(e)] ~ grad[l(Oo)] + grad' [l(Oo) ]* (e - ( 0 )

Aquí * denota que estamos considerando un producto matricial pues la función
gradiente tiene como dominio y contradominio a ~3 , grad E M3x 1, OE M3x 1 Y
grad' E A13 x 3 • Como e es el estimador máximo verosímil y cumple grad[l(e)] = O
se tiene:

O~ grad[I(Oo)] + grad'[l(Oo)] * (e - ( 0 )

En el caso en que Igrad'[l(Oo)]1 i:- 0, el teorema de la fución inversa nos
garantiza que existe {grad' [l(Oo)]} -1, si multiplicamos por esta tenemos

{grad' [l (Oo)]} - 1grad[l(( 0 ) ] ~ (00 - e)

Por 10" que
e ~ 00 - {grad' [l(Oo)]} -1grad[l(Oo)] (2.0.5)

Observación 29 El lado derecho de la relaci6n (2.0.5) no depende del esti­
mador máximo uerosimil e , sino únicamente del valor inicial 00 , por lo que esta
relaci6n nos permite dar una f6rmula iterativa para obtener al estimador máximo
uerosimd dado un valor inicial Oo. Recordemos también que en el caso en que la
funci6n de la que queremos obtener un cero no sea la funci6n gradiente sino una
func i6n F de ~ en ~, el método de Newton visto en el Apéndice se reduce a la
f6rmula iterativa para n ~ O: Xn +1 = z., - J.:«::» donde Xo es un valor inicial.

A partir de la relación (2.0.5) dado un valor inicial 00 se propone la siguiente
fórmula iterativa para encontrar al estimador máximo verosímil:

(2.0.6)

donde
V(O) = -grad'[l(O)]
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Ya que tenemos esta ecuación iterativa nos encontramos con el problema de
encont rar los elementos que aparecen en ella. 10 primero que vamos a hacer es
encontrar las ecuaciones máximo verosímiles, las cuales determin an a la función
Gradiente, después obtendremos a la matriz V(B) = -grad'[l(B)], posteriormente
daremos un algoritmo para encontrar un valor Bo (De manera alternativa un
posible valor para Bo es el est imador por momentos de la siguiente sección) . Con
esto podremos ya uti lizar la ecuación (2.0.6). Finalmente encontraremos a la
matriz de información de Fisher M la cual como podemos ver en el apéndice y
verificaremos más adelante es la matriz de varianzas y covarianzas asintótica de
los estimadores máximo verosímiles .

2.1.1 Cálculo de las Ecuaciones Máximo Verosímiles

Las ecuaciones máximo verosímiles corresponden a igualar a los elementos del
gradiente a cero, el cual en este caso está definido de la siguiente forma:

d[l(B)] = (81(B) 8l(B) 8l(B))1
gra 8'lj; , 8'L ' 8~

Para ello necesitamos primero tener a la función de log-verosimilitud l ( (~ , IL, 'lj;) ; X).
La función de log-verosimilitud:

Veamos que ocurre en el caso HE,;¡.t,'¡' en que ~ #- o:

x - 11. 1 X - IL
HE,;¡.t,'¡'(x) = exp[-(l + ~ -'lj;-) -{] para 1 + ~--:;¡;- > O

Derivando HE,;¡.t,'¡' para encontrar a la densidad asociada tenemos

Entonces por la Definición 64 de función de verosimilitud L y como estamos en
n

un caso en que existe independencia tenemos que L((~ , 11. , 'lj;) ; X ) = TI hE, ;¡.t ,,¡, (X i ) ,
i=1

es decir:
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n X
L((~ ,J1. , W);X) = rr!"(1 +~Xi "~ /1)- (l+tl exp[_(l +~ i .~ /1) -t]

~lW ~ . ~
1 n

= ---nrre-(~+ llYi exp( - e-Y; )
W i=l
1 n

= wnIIexp(-[~ + 1]Y; - e- Yi)
i=l

1 n
= ---n exp(L - [~+ 1]Y; - e-Y;)

W i=l

Donde como definimos en (2,0.4)

1 X -/1
~ = ~ln(l +~T)

Por lo que la función de lag-verosimilitud definida como el logaritmo natural
de L nos queda en el caso ~ # Ode la siguiente forma:

n

l((~,/1 , W) ;X) = ln(L((~,/1 , W) ;X)) = - n ln(w) - L(~ + 1)Y;+ e- Y;
i=l

El caso ~ = Ocorresponde a tomar el límite cuando ~ --t Ode la expresión
anterior, se puede verificar fácilmente que el resultado obtenido es el mismo al que
llegaríamos si directamente calculáramos l((O, /1, w); X) utilizando la definición
de lag-verosimilitud y H(o ,¡J.,1/1l(x) , calculemos pues dicho límite:

n

liml((~ ,/1, w); X ) = lim[-nln(w) - ,,(~ + 1)Y;+ e- Y; ]
~-+o ~-+o ~

1= 1
n

= -nln(w) - "lim(~ + 1)Y;+ lime-Y;
. L..J~-+o ~-+o

1=1

Para encontrar este límite , necesitamos saber que ocurre con Y;cuando ~ --t O,
por lo que utilizando el Teorema de L'Hoppital tenemos que

Xi -#-'

X I ln(l + ~ Xi-¡.t ) l+C~
1, , ,,. l' 1 ((1 e i - /L)- -) l' 1/1 li .. "'1mI i = Hfl - n + .,,-- { = 1m = 1m---'--
~-+o ~-+O W ~-+o ~ ~-+o 1
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Entonces
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~~l ( (( JL,1jJ); X )
n

- nln(1jJ ) - Llim(~ + 1)Y; + lime- Y;
i =l ~ .....o ~ .....o

n
~ -lirnY.

-nln(1jJ) - L.."lim~Y; + limY;+ e { -O'

i= l ~ .....o ~.....o

-nln(1jJ) _ t[O(Xi - JL) + Xi - JL+ e-Xi;"]
i= l 1jJ 1jJ

-nln(1jJ) _ t(Xi - JL + e- Xi;")
i = l 1jJ

Por lo que la función de log-verosimilitud qued a de la siguiente forma:

{

- n ln(1jJ) - t(~ + 1)Y; + e-Y; si ~ i= O
l((C JL . ~). X) - ,=1'-:t , ' v~ , - n X --/l

-nln(1jJ) - ¿(X';Jf + e- T ) si ~ = O
i= l

(2.1.1)

Además dado el límite que acabamos de calcular tenemos que la función l es
continua en ~ = O. También tenemos que la función de log-verosimilitud está
definida en términos de composiciones de funciones continuas como lo son la
función logaritmo, la función producto, suma y cociente, por lo que es continua
en todos sus parámetros, cosa que posteriormente nos será de utilidad. A partir
de este momento nos vamos a enfocar al caso ~ i= O pues el caso ~ = O es el
límite cuando ~ --t O.

Una vez que hemos obtenido a la función log-verosimilitud en la expresión
(2.1.1) pasemos a obtener sus derivadas parciales respecto a los parámetros.

a n

a1jJ [-n ln( 1jJ) - ¿ (.; + 1)Y; + e-Y; ]
i = l

- n ~ aYi _y'.ay;
-- L..,, (~ +l)-- e ' -

1jJ i= 1 a1jJ a1jJ

-n ~aYi - Y.
- - L..,,- [ (~ + 1) - e .]

1jJ i = l a1jJ

(2.1.2)
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Continuemos con la parcial respecto a I.L :

(2.1.3)

Finalmente la parcial respecto a ~ :

(2.1.4)

Como las derivadas parciales de la función l están en términos de las derivadas
parciales de Y; , primero obtendremos las parciales de Yi con respecto a los respec­
tivos parámetros 'l/J, J.L Y ~ para después obtener con estos valores las parciales
de la función de log-verosimilitud.

Comencemos pues obteniendo las parciales de Yi, para ello tengamos en
cuenta las siguientes dos igualdades:

X-J.L X -I.L' 1 X - J.L
1 +~T = exp(ln(l +~T)) = exp(~~ ln(l +~T)) = exp (~Y; )

= e~Y;

Por lo que
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Ahora sí calculemos 2Xi. 2Xi. Y 2Xi. .81/J ' 0/1- of, .

49

8Y¡ 8 1 X¡ -11 1 _ f, (~2/1-) 1 r (ef,Y¡ - 1)
- = - [- ln(l + C _ _ )] = = - - (215)
8'ljJ 8'ljJ ~ ." 'lj} ~ 1 + ~ x¡/L 'ljJ2 ef,Y; . .

= - -.!.-(1 - e - f,Y; )
'ljJ~

(2.1.6)

Ahora sí retomemos las parciales de l expresadas en (2.1.2) a (2.1.4), usando las
igualdades (2.1.5) a (2.1.7) y las definiciones de P, Q y R expresadas en (2.0.1)
a (2.0.3).

La primera parcial que retomaremos es g~ expresada en (2.1.2) y utilizando
la igualdad (2.1.5) la expresaremos en términos de P y Q definidas en (2.0.1) Y
(2.0.2).
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Ahora retomemos (2.1.3) y utilicemos (2.1.6) para obtener g~ en términos de
Q definida en (2.0.2)

Finalmente retomemos (2.1.3) y utilicemos (2.1.7) para expresar g~ en tér­
minos de P, Q y R definidas en (2.0.1) a (2.0.3).



2.1 ~ 1r.To no nE M Áxnl.~ VE ROS n l l l. lTUn 51

n n n n

-e¿Vi - ~¿Vi + ~¿Vie-Yi +e ¿Vi}
i= l i=l i= l i = l

1 n n n . n n

= -2{~[n + ¿ Vi e-Y; - ¿ Vi ]+ n - ¿ e- Y; - (~+ 1)¿e-~Y; + ¿ e-Y;-€Yi}
~ i=l i=l i=l i=l i=l

1 n n 1 n n n

= - -{In + ¿ Vie-Y; - ¿ Vi ]+ - In - ¿ e-Y' - (~+ 1)¿e-~Y¡ +¿e-Y;-~Y;]}

~ i=l i=l ~ i= l i=l i=l

1 1
= -~[R+ ~(P + Q)]

Entonces reescribiendo las tres igualdades anteriores tenemos que las ecua­
ciones máx imo verosímiles son las siguientes:

al 1
8'lj; = 'lj;~ (P + Q) = O

!ji = - Q = ·0
8j.L 'lj;

al 1 1
- = --[R + -(P+Q)] = O
8~ ~ ~

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

Una vez más notemos que por como están definidas P, Q y R estas ecuaciones no
tienen solución explícita, es decir que no podemos encontrar un valor del vector
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() = (~ , ¡J., 'IjJ )/ que solucione est e sist ema pero ya dimos el primer paso para poder
8/(9) 8/ (9) 8/ (9)

aplicar (2.0.6) pues ya conocemos al gradiente grad[l(())] = ( Ü'r/J ' Gil ' G~ )t

1 Q 1 1
grad[l(()) ] = ( 'ljJ~ (P + Q), - 'IjJ ' -~ [R + ~(P + Q)V

Donde P , Q y R están definidas de acuerdo a (2.0.1) a (2.0.3)

2.1.2 La Matriz V del Método Iterativo

(2.2.4)

Como hemos repetido este procedimiento consiste en aplicar la ecuación iterativa
(2.0.6), para ello necesitamos conocer a la matriz V = -grad'[l(())] que es lo que
haremos a cont inuación.

R d " () - ( )t . d[l(())] - (ül(9) ül(9) ül (9) ) /ecor ando que SI - ~ ,I]" 'IjJ entonces gra . - . Gt/J ' Gil 'G~ , con
grad[l(())] : lR.3 ---> lR.3 , entonces la matriz V = -grad'(l) es la siguiente

Pues como la función l en (2.1.1) es continua en todos sus parámetros, la
matriz V es simétrica.

Entonces en total son 6 los valores que necesitamos obtener para conocer la
matriz V.

Como las parciales de l están en términos de P, Q y R encontraremos las
parciales de l en términos de parciales P, Q y R y después obtendremos las
parciales de P , Q y R que necesitemos, empecemos utilizando las igualdades
(2.2.1) a (2.2.3)

Para -~ utilizamos (2.2.1)

U 1 . 1 1 uP oo
- u'IjJ [ 'IjJ~ (P + Q)] = 'ljJ2~ (P + Q) - 'IjJ~ (u'ljJ + u'IjJ) (2.3.1)

1 m 1 uP eo
-:;¡; u1/J - 'IjJ~ (u'IjJ + u'lj)

éPIEn - O¡.t2 usamos (2.2.2)
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02[ o Q 10Q
- 0lL2 = - O/l. (- 7/; ) = -;j; O/l. (2.3.2)

Usando (2.2.3) y (2.3.1) calculemos - a~~f, :

02[ o al o 1 1 oP eo
- OIL07/; = - 0/1.07/) = - 0/1,( 7/;~(P + Q)) = - 7/;~ ( Olt + OIJ,) (2.3.4)

Sigamos con -~ y usamos (2.2.3) .

02[ o al o 1 1
- oe = - o~ o~ = - a~ { -~[R + ~ (P + Q)]} (2.3.5)

1 1 1 o 1
= - e[R + ~(P + Q)] + ~ o~[R + ~(P+ Q)]

= ~(;~) + ~{~: + ~[~(P + Q)]}

1 8l oR a 1
= ~ {a~ + a~ + 7/; o~ [ 7/;~ (P + Q)]}

1 tn en o m
= ~ [a~ + o~ + 7/; a~ (o7/; )]

1 en 8l 8l
= ~(a~ + a~ + 7/; o7/)a~)

a2 [ o al a 1 1
- a'La~ = -OILa~ =-aIL{-~~R+~(P+Q)]} (2.3.6)

1 en a 1
= ~{O/l. + 7/;0) 7/)~ (P + Q)]}

1 en o 8l 1 oR o 8l
= ~[Olt + 7/; {J/1.(07/)1 = ~[Olt + 1/J Ol! (07/)]

1 en {J2[
= ~ (O/l. + 7/; opo7/;)
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Los valores que aparecen en las igualdades (2.3.1) a (2.3.6) están en términos
, • _ • DP iJP !!!l !!!l iJR iJR oR •de las parciales de P, Q y R ((2.0.1) a (2.0.3)) son D¡J. ' 01/J ' O¡J. ' 81/J' 8¡J. , 01/1 y D~ los

cuales aún no calculamos, a continuación los calcularemos usando las parciales
de Yi que ya habíamos obtenido en (2.1.5) a (2.1.7).

Primero calcularemos ~: utilizando ~ vista en (2.1.6).

op
Ahora D1/J usando (2.1.5)

Ahora para qff; usaremos (2.1.6)

(2.4.3)
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En fi utilizaremos (2.1.5) y (2.4.3)

55

Finalmente calcu laremos las pardales de R, para ~ usamos (2.1.5)

8R 8 n n

8lj; = 81jJ (n + ¿ Yie- Y; - ¿ Yi) (2.4.5)
i = l i=l

= ~(8Yie-Y; _ "y;8Yi e- y; ) _ ~8Yi
~ 8lj; t 81/J ~ EN
t=l t=l

= t 8Yi (e-Y; - Yie-Y; - 1) = t -2-(1 - e-{Y;)(e-Y; - Yie-Y; - 1)
i= 1 8lj; i= 1 1/Jé,

= :é,t -e-Y; + Yie-Y; + 1 + e- {Y; - Y; - Yie-{ Y; - Y; - e- {Y;
t= l

n n n n n

= 2-(n - ¿ e- {Y; + L Yie-Y; - ¿ e- Y; + ¿ e- {Y; - l-'i - ¿ Yie- {Y; - Y; )
1/Jé, i= l i = l i = l i=l i=l
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La ~~ resulta ser la más larga de todas las calculadas y usaremos (2.1.7).

()R () n n n {)y; {)y; n {)y;
_ = - (n + " Y;e- Y; _ " Y;) = " (-' e-Y; _ ~-'e-Y;) - "-' (2.4.6)
{)C o~ L...J ' L...J ' L...J o~ t OC L...J OC

1, i=l i=l i=l 1, i=l 1,

n {)y; ' n 1
= ~ ()~' (e-Y; - Yie-Y; - 1) =~e(1 - e-~ri - Yi~)(e-Y; - Yie-Y; - 1)

n 1 1
= ?=[c2(1 - e-~Y;) - c2Yi~](e-Y; - Yie-Y; - 1)

,=1 ., .,

~ -1/J -l 1
= t:t[T 1/J~ (1 - e-~Y;) - eYi~](e-Y; - Yie-Y; - 1)

1/J~ 1 (1 -~Y.' ) ( -Y. v -Y; 1) ~ 1 vc( -» v -y 1)]= -~L...J - 'ljJ~ - e ' e ' - L ie - - L...J c2 L i., e - L ie ' - ,
i=l i=l 1,

1/J{)R ~1 ( _y 2 _Y)]
= -~ {)1/J - ~~Yie '-Yie ' -Yi

,=1
1 n n n {)R

= - (l:Yi - L Yie- Y; + L Yi2e-Y; - t/Ja )
~ i=l i=l i=l 1/J

Para finalizar evaluaremos ~~ usando (2.1.6).

Ahora sí conocemos ya la matriz simétrica V(O) =

'821- e;¡;z
821

- 8¡.t.81/J

821

- 8t/J8~

821

- 8¡.t.8W

821

- a¡;:r
821

- 81l8~

821

- 81/J8~

821
- 81l8~

82¡
- 8[1
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la cual queda expresada de la siguiente forma:
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(

-h (P + Q) - J{(~~ + ~) , - 8~~t/J ' - 8~¿{ )
- J{(~: + ~) , ~~ , - 8~~{

1 (8R 1 (P Q) -t, ¡PI ) 1 (8R . /. 8
21)

1 { 8R 1 [R 1 (P Q)] ./. 81 }
{" 8t/J + t/J{ + + 'f' o;¡'I , {" 8¡.¡ + 'f' 8¡.¡8t/J ' {" 8{ - {" + {" + + 'f' 8t/J8{

Los valores expresados en esta matriz son conocidos: P, Q y R están definidos
en (2.0.1) a (2.0.3) , las parciales que aparecen las conocemos en (2.4.1) a (2.4.7)
yal gradiente de (2.2.4). Lo único que nos falta para poder aplicar (2.0.6) es el
valor Oo .

2.1.3 El Valor Inicial eadel Método Iterativo

En general si la información muestral con la que contamos no es escasa , existen
varios métodos para dar un valor inicial. De hecho algunos autores recomiendan
tomar como valor inicial para el método de máxima verosimilitud al est imador
por momentos ponderados con probabilidad, descrito en la siguiente sección. Sin
embargo Jenkinson (1969) encontró un método simple que da estimadores que
son consistentemente cercanos a los estimadores máximo verosímiles. Es por eso
que Prescott y Walden (1983) proponen tomar como 0 (0) = 00 (el valor con el
que comenzamos el proceso iterat ivo) al valor obtenido por el método de sextiles
propuesto por Jenkinson (1969) que a continuación describiremos:

El primer paso para este método es dividir los datos de la muestra (que
presumimos tiene distribución DVEG) de menor a mayor , después los dividimos
en 6 grupos conocidos como sextiles y tomamos la media de cada grupo de
sextiles obteniendo así los valores Wi, W2, W; , w:¡, W5 y w;¡ .

El que hayamos denotado con un gorro a estos valores no es casualidad pues
para muestras grandes el primer grupo de sextiles corresponde a los valores
que no exceden He(i) , el segundo grupo corresponde a valores entre He(i)
y He(~), finalmente el sexto grupo de sext iles corresponde a los valores que
exceden He(~). Por ello, el valor Wi es una aproximación de 'Wl = HeCbJ,W2
de 'W2 = He(f2 )y así hasta w;¡ que es una aproximación de 11)6 = He(-M), pues
al ser las 1V medias de un grupo de sextiles se espera que correspondan al valor
medio.

Una vez que hemos hecho esta consideración el método de sextiles es bastante
simple si consideramos que en la época actual es relativamente sencillo encontrar
los ceros de una función .
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Como por (1.5.2) la inversa de la distribución de valores extremos general­
izada tiene la siguiente forma para ~ i= OY O< y < 1

El método de sextiles se basa en considerar al valor W2 -
W

¡ , que como veremos
W 6 - W S

por la expresión anterior sólo depende de e, e igualarlo con §-§ que conocemos
. ~ q-~

de la muestra para despejar ~ que llamaremos ~o:

W2 - 11h HiJ(f2) - HiJ(fi)
--- =
W6 - W5 HiJ(H) - HiJ(1\)

[/1 - f(1 - (-In f2)-{)] - [/1 - f(1 - (-In fi)-{) ]

[/1 - f(1 - (-In H)-{)] - [/1 - f(l- (-In 1\)-{)]

f [(- In f2)-{ - (-In fi) - {]

f [( - In H)-{ - (-In 12)-{]

(-In f2)-{ - (-In fi)-{
(- In g)-{- (- In 12)-€

Como el valor ~=:; sólo depende de ~ denotémoslo como f(~) = :~=:;

Lo que tenemos que hacer es mediante algún método iterativo como el método
de Newton descrito en el apéndice (el cual también requiere un valor inicial)
encontrar un cero de la función g(~) = f(~) - ~=~ (recordemos que como
describimos al principio el valor §-§ lo conocemos de la muestra por lo que la

W6-W 5

única variable es ~) .

La función g(x) = (-loH)-"'-(-loV)-'" - § - § es la función de la que nece-
(-1012) "'- (- 10 12) '" W6-W5

sitamos obtener un valor ~o que la anule, para este fin el método de Newton
descrito en el Apéndice utiliza la fórmula iterativa

g(xn )

xn+! = X n- g'(x
n

)

Una vez obtenido dicho valor ~o ' necesitamos obtener los valores '!/Joy /1'0' para
ello utilizaremos que por como están definidas las w's

'!/J 3 _ 1 ~
W 2 - Wl = - [(- In -) { - (- In -) {]

~ 12 12
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y
1/J 1 _

t/J¡ = J.L - -(1 - (-In -) ()
~ 12
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Tenemos entonces que los valores 1/Jo y /l'o quedan definidos de la siguiente
forma:

Como mencionamos antes, se ha llegado a utilizar de forma paralela el esti­
mador de momentos de la siguiente sección como 00 ,

Teniendo este valor 00 aplicamos el proceso iterativo (2,0.6) para obtener al
estimador máximo verosímil. Para conocer las propiedades de este estimador
encontremos la matriz de información de Fisher M cuya inversa es la matriz de
varianzas y covarianzas asintótica del Estimador Máximo Verosímil.

2.1.4 La Matriz de Información de Fisher.

La matriz de información de Fisher que denotaremos por 111 es un concepto
fundamental en la teoría de la inferencia estadística. En el Apéndice, Definición
69 tenemos la definición de esta matriz en el caso general. La matriz M¿ asociada
a una muestra de tamaño n en el caso de la representación de la DVEG con tres
parámetros queda definida de la siguiente forma

donde l denota la función de log-vcrosimílitud, recordemos que en nuestro caso
O= (~ , JL, 1/J) t y m = 3, si consideramos la Definición 69.

Así mismo tomando la Definición 70 de matriz de varianzas y covarianzas de
un estimador tenemos que la matriz de varianzas y covarianzas del estimador
máximo verosímil nos queda en el caso de la DVEG de la siguiente forma:
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(

Var(~m.vJ

(Var - COV)(Om.v.) = COV(~m.v. , ~m.vJ

COV('l/Jm.v.,~m.vJ

Cov(íim.v.,~m.vJ

Var(íim.vJ

Cov(íim.v.,Zm.vJ

. Como podemos ver en el Apéndice en los casos conocidos como regulares Cox
y Hinkley (1974) nos dicen que estas dos matrices están relacionadas cuando se
satisfacen las siguientes condiciones de regularidad:

(a)El espacio e de posibles valores del parámetro () tiene dimensión finita , es
compacto y el valor real del parámetro está en el interior de e.

(b)Las funciones de distribución definidas por dos valores distintos de () son
distintas.

(c)Las tres primeras derivadas de la función l de lag-verosimilitud con res­
pecto a () existen en una vecindad del valor real del parámetro casi seguramente
yen tal vecindad n-l veces el valor absoluto de la tercera derivada está acotada
por arriba por una función de la muestra cuya esperanza existe.

(d)La matriz de información de Fisher Ú 1l es finita y positiva definida (Defini­
ción 71) en una vecindad del valor real del parámetro y se satisface la siguiente
igualdad

E(grad[l (B )]gradt[l(()) )]) = Mn ( () )

Cuando se satisfacen estas condiciones Cox y Hinkley (1974) demostraron
que el estimador máximo verosímil Bm .v . es asintóticamente normal.

(2.4.8)

Es decir que el estimador máximo verosímil es asint óticamcnte insesgado y tiene
matriz de varianzas y covarianzas asintótica igual a la inversa de la matriz de
información de Fisher. Es por eso que la inversa de la matriz de información
de Fisher es conocida como la matriz de varianzas y covarianzas asintótica del
estimador máximo verosímil.

Sin embargo como dijimos en el párrafo anterior este último resultado se
refiere únicamente a los casos regulares (que satisfacen las condiciones (a) a
(d)) y la distribución de valores extremos generalizada presenta el problema de
que el espacio paramétrico es no acotado (ver igualdad (1.5.1)) , por lo que estos
resultados no pueden ser aplicados directamente, sin embargo Smith (1985) hace
un estudio sobre los casos considerados como no regulares, particularmente el
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caso de la DVEG y analiza en qué casos la normalidad asintótica comentada
anteriormente se conserva.

Smith (1985) pp. 88 nos dice que para - 4< ~ < 00 la ma triz de inform ación
de Fisher es finita y se sigue satisfaciendo la propiedad (2.4.8). El caso ~ :s -4
es también est udiado, concluyendo que si bien en algunos casos el estimador
máximo verosímil existe y puede ser obtenido mediante el procedimiento antes
mencionado, sus propiedades asintóticas no son del todo claras.

A lo largo de esta sección encontraremos a la matriz de información de Fisher.
Oc las ecuaciones (2.3.1) a (2.3.6) y (2.4.1) a (2.4.7) tenemos que para obtener
la esperanza de las segundas derivadas parciales necesitamos primero conocer
la esperanza de 9 valores que están en términos de Yi y que son: e- Y¡, e-{Y;,
e- Y;-{Y; e- 2{Y¡ e- Y¡ - 2{Y¡ Y: Y:e-Y¡ Y:e-{Y;- Y; y y2e-Y¡ Como la matriz de

" , t i '1 ,'1 'l'

información de Fisher M¿ es simétrica necesitamos obtener sólo 6 esperanzas,
para obtener estas 6 esperanzas pasaremos por tres etapas:

En la primera etapa calcularemos la esperanza de estos 9 valores que nece­
sitamos. Para ello haremos primero un cambio de variable a un valor u que
definiremos y que nos va a simplificar en gran medida calcular estas esperanzas.

En la segunda etapa utilizaremos estos valores para obtener la esperanza de
P, Q y R Yde sus parciales que ya vimos que se utilizan en las igualdades (2.4.1)
a (2.4.7).

Finalmente en la etapa 3 utilizamos estas esperanzas y las igualdades (2.3.1)
a (2.3.6) para obtener las esperanzas deseadas .

ETAPA 1
Como habíamos dicho las esperanzas de los 9 valores que vamos a calcular

en esta etapa son: E(e-Y;), E(e-{Y;), E(e-Y¡-{Y;), E(e- 2{Y;) , E(e-Y;-2{Y;) , E(Yi) ,
E(Yie-Y;) , E(Yie-{Y;-Yi) y E(Y? e-Y;).

Supongamos que X tiene función de Distribución de Valores Extremos H{ ;/J,t/J
donde:

X - 'j.L 1 X - j.L
H{;/J,t/J (x) = exp[-(l + ~---:;¡;-)-{] para 1 + ~---:;¡;- > Oy 'ljJ > O

La siguiente notación va a simplificar el cálculo de esperanzas.

X - IL 1
Sea u( x) = (1+~--)-{

'ljJ

Entonces H{;/J,t/J(x) = e-u(x) para u(x ) > O, por lo que la densidad asociada nos
queda:

h{ ;/J,t/J(X) = - e-u(x)u'( x)dx para u( x) > O
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En este caso x toma valores de JL - ta 00 =?

Aquí

x toma valores de - 00 a J), - t: =?
~

Este cambio de variable nos va a ser de gran utilidad pues si defnimos a la
variable aleatoria U de la siguiente forma

U = (1+~X; JL)-t

donde X tiene función de distribución H€;!L,,¡, podremos de una manera simple
calcular la esperanza de alguna función f de U, veamos.

E(J(U)) = E(J((l +~X ; JL)-t)) = - Jf((l + ~x ~ JLrt))e-u<x)u'(x)dx

= - Jf(u(x))e -u<x)u'(x)dx

Para poder hacer el cambio de variable u = u(x) veamos que ocurre con los
límites de integración de u(x) cuando 1 +~T > O, para ello existen 2 casos:

Caso 1: ~ > O

x -j1, x-I), 1
1 + ~-;¡;- > O {::} -;¡;- > -~

1/J{::} x>JL - -
~

x -JL
1 + ~-;¡;- va de Oa 00

X-Jl, 1

=? u = (1 + ~-;¡;- )-{" va de 00 a O

pues en este caso el exponente - t < O.
Caso 2: ~ < O

x -1),
1 + ~--;¡;- toma valores de 00 a O

x - 1), 1

=? u = (1 + ~-;¡;- r{" toma valores de 00 a O
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pues aquí el exponente -z > O.
En ambos casos con este dominio de x , el recorrido de u es de 00 a O, que son

los límites de integración, por lo que si queremos obtener la esperanza de alguna
función f de U tenemos

o 00

E(J(U)) = J-f(u) e-Udu = Jf(u) e-Udu

00 o

(2.5.0)

Ahora como tenemos que X¡ tiene distribución de valores extremos para toda
i E {1, ..., n} podemos decir por la Notación 28 que

X ·-/L 1
Y; = -ln((l +~T)-e)= - ln(U)

por lo que

Con esta información evaluemos pues estas 9 esperanzas, utilizando (2.5.0) (para
las igualdades que involucran a la función Gamma o sus derivadas ver Apéndice,
recuerde que 'Y = .5772157... es la constante de Eulcr).

00

E(e-Yi) = E(U) = Jue-udu = r (2) = 1! = 1

o

00

E(e-{Y;) = E[(e-Y;){] = E(U{) = Ju{e-udu = r(~ + 1)

o
00

E(e-Y;-{Y;) = E[(e-Yi)lH] = E(u1H) = Ju1He-udu = r(~ + 2)

o

00

E( e- 2{Yi ) = E[(e- Yi)2{] = E(U 2{) = Ju2{e-udu = r(2~ + 1)

o

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

00

E(e-Yi-2{Yi) = E[(e-Y;)l+2{] = E(Ul+2{) = Jul+2{e-udu = r(2~ + 2) (2.5.5)

o
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00

E (Y;) = E (-In U) = - JIn ue- udu = - r ' (l ) = -(- ')') = ')'
o

(2.5.6)

00

E(Y;e-Y;) = E[(-In U)U] = - Ju In ue-udu = -r'(2) = - (1 - ')') = ')' - 1

o
(2.5.7)

00

E(Yie-(Yi-}'i) = E[(- In U)Ul+(] = - JU 1+( In ue- udu = - r ' (2 +O (2.~ .8)
o

E(Y?e- Yi) = E [( -In U)2U] = Ju(ln u)2e-Udu = r"(2) = ~2 + ')'2 - 2')' (2.5.9)

o

(Ver Apéndice Función Gamma) Con lo que concluimos la Etapa 1.
ETAPA 2
Primero calculemos las esperanzas de P , Q y R (Vea Notación' 29), para

ello usaremos la independencia de las Y; (Vea Notación 28) que es consecuencia
directa de la independencia de las X; y (2.5.1)

n n n

E(P) = E(n - ¿ e- Y; ) = n - ¿ E(e- Yi) = n - ¿ 1= n-n = O (2.6.1)
;= 1 ;=1 ;=1

Para Q usaremos (2.5.2) y (2.5.3)

n n

E(Q) = E( ¿ e-Y;-(Y; - (~+ l) ¿ e-(Y;)
;=1 ;=1

n n

= ¿E(e-Yi-(Y;) - (~ + 1)¿ E (e- (Yi)
;=1 ;~1

= nr(~ + 2) - (~+ l)nr(~ + 1) = n(r(~ + 2) - r(~ + 2))
= 0

(2.6.2)

pues la Función Gamma cumple I'(z + 1) = xr (x ) (Ver Apéndice). Para R
usamos (2.5.6) y (2.5.7) .

n n

E(R) = E(n+¿ Yie- Y; - ¿Y;) = n+nE (Yie- Yi)- nE (Yi) = n [l+ (')'-l)-')'] = O
i = 1 i=1

(2.6.3)
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Observación 30 El que el valor esperado de P , Q y R sea O implica, por las
igualdades (2.2. 1) a (2.2.3); que E( g~) = E( g~ ) = E ( Z: ) = O pues estas par­
ciales son combinación lineal de P , Q y R.

Ahora nos apoyaremos en las igualdades (2.4.1) a (2.4.7) para obtener las
esperanzas de las parciales de P, Q y R que necesitamos.

Para la E(~:) utilizaremos (2.4.1) y (2.5.3)

ap 1 ~ n n
E(-) = E( - - L.,e-Y; -~Y; ) = --E(e-Y; -~Y;) = --r(~ + 2)

alL 'l/J ;=1 7/) 'l/J

Para la E(~~) utilizaremos (2.4.2), (2.5.1) y (2.6.4)

ap 1 ¿:n -Y, 1 ap n - Y, 1 uP
E(- ) = E(-- e' - --) = - - E (e ' ) - - E(- )

a'l/J 'l/J~ . ~ alL 'l/J~ ~ alL.=1

n 1 n
= - - - - [ --r(~ + 2)]

'l/J~ ~ 'l/J
n

= 'l/J~ [I'(~ + 2) - 1]

(2.6.4)

(2.6.5)

Comencemos con las esperanzas de las parciales de Q, la primera de ellas es
E(q¡:) para esta usaremos (2.4.3), (2.5.4) y (2.5.5)

(2.6.6)

Aquí otra vez usaremos r (x + 1) = xr(x) (Ver Apéndice Función Gamma).
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Para la E(~) usaremos (2.4.4), (2.5.3), (2.5.4) Y (2.6.6)

E(oQ) = E[-~ oQ + (~+ 1)d=e-Yi-~Yi - ~te-~Yi)] (2.6.7)
o'IjJ ~ Oj1o 'IjJ~ i = 1 i = 1

= _~E(oQ) + n(~ + 1)[E(e-Yi-~Yi) _ ~E(e-~Yi) l
~ Oj1o 1/J~

= _~ [ n (~ ; 1)2f(2~ + 1)] + n(~; 1) [r(~ + 2) _ ~r(~ + 1)]

= n(~; 1) [(~ + l)r(~ + 1) - ~f(~ + 1) - (~ + 1)f(2~ + 1)]

= n(~; 1) [r(~ + 1) - (~+ 1)f(2~ + 1)]

Una vez más usamos f( x+ 1) = xf(x). Ahora evaluemos las esperanzas parciales
de R. Para la primera de ellas, que es E( ~~), usaremos (2.4.5) , (2.5.1) a (2.5.3),
(2.5.7) Y (2.5.8)

(2.6.8)

n

+2)e-~Yi-Yi - Yie-~Yi+Yi)J.

i=1

= :~ [1 - E(e-eYi) + E(Yie- Yi) - E(e- Yi) + E(e-~Yi-Yi) - E(Yie-eYi - Yi)]

n
= 'IjJ~ [1 - f(~ + 1) + h - 1) - 1 + f(~ + 2) + r/(~ + 2)]

n
= 1/J~[h -1) - f(~ + 1) + f(~ + 2) + r/(~ + 2)]
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Ahora para E(~:) usaremos (2.4.6), (2.5.6), (2.5.7), (2.5.9) Y (2.6.8)

67

Finalmente para la parcial de E(~~) usaremos (2.4.7), (2.5.2) , (2.5.3) Y
(2.5.8)

8R 1 n
E(a) = E[-¿ ) e- eY; - e- eY; -Y;+ Y;e- eY;-y;)] (2.6.10)

/l 'l/J i= l

= 2::[E(e-ey; ) _ E (e-ey¡-Y; ) + E(Y;e-eY;-Yi)]
'l/J
n

= :;¡; [r(~ + 1) - r(~ + 2) - r'(2+ ~) ]

n
= -:;¡;[-r(~ + 1) + (~+ l)r(~ + 1) + r'(2 + ~) ]

n
= - :;¡;[~r(~ + 1) + r'(2 + ~)]

Con lo que concluimos la Etapa 2
ETAPA 3
En esta etapa finalmente obtendremos las 6 esperanzas de los negativos de

las segundas derivadas parciales de la función de lag-verosimilitud , para ello
utilizaremos las igualdades (2.3.1) a (2.3.6) y las igualdades (2.6.1) a (2.6.10),
consideremos la siguiente notación.

Notación 31 Sean q y p definidos de la siguient e forma
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1+~
q = r(2 + ~)[W(l +~) + -~-]

(2.7.1)

donde W es la función Digamma, con w(x) = dln;fx( x» = ~(~? (Ver Apéndice
fun ción gamma).

Desarrollando llegamos a otra expresión de q que es la que vamos a ocupar,
en el desarrollo utilizaremos f'(x+ 1) = xf '(x)+r(x) y I'(z } 1) = xr(x ), (Ver
Apéndice función gamma)

q = r(2 +~) [W(1+';)+ 1;~] =r(2+0(~g:i? + 1;~)

= (1 + C)f(l + c)(f'(l + ~) + 1 + ~)
<" <" I'(I +~) ~

= (1 + ~)f'(l + ~) + (1 + ~)2f(1 + ~)
~

= f'(2 +~) _ I'(I +~) + (1 + ';)r(2 + ~)
.;

Comencemos con E(--$) , usando (2.3.1), la Observación 30, (2.6.5) Y
(2.6.7)

E 82l _ E 1 al 1 8P 8Q
(- 8'IjJ2) - [:;¡; 8'IjJ - 'IjJ'; (8'IjJ + 8'IjJ) ]

1 al 1 8P 8Q
= :;¡;E(8'IjJ) - 'IjJ.;[E(8'IjJ) + E(8'IjJ)]

= 0- ;.;{~[r(~+ 2) - 1]:+- n(~; 1) [r(~ + 1) - (~+ 1)r(2~ + 1)]}

= 'IjJ~e [1 - r(~ + 2) - (~+ l)f(~ + 1) + (~+ 1)2f(2~ + 1)]

n
= 'ljJ2e[1 - f(~ + 2) - r('; + 2) + p]

n
= 22[1 - 2r(~ + 2) + p]

'IjJ ~
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Ahora veamos el valor esperado de - 8~~t/J ' usando (2.3.4), (2.6.4) Y (2.6.6)

E(-aa
2

a
l ) = E[_~(ap + aQ)] = -~[E( aaP ) + E(8

a
Q)] (2.7.2)

j.L 1/J 1/J~ al], 8j.L 'l/)~ 1], j.L

= _ :~[-~r(~ + 2) + n(~; 1)2r(2~ + 1)]

-n
= 1/J2~ [(~ + 1)2r(2~ + 1) - r(~ + 2)]

-n
= 1/J2~ [p - r(~ + 2)]

Sigue E( - a~J~ ) . Para ello usaremos (2.3.3) , la Observación 30, (2.6.8) Y
(2.7.1)

. a2l 1 8R al a2l
E(-a1/J8~) = E[Z (a1/J + a1/J + 1/Ja1/J2)] (2.7.3)

1 en al a2 l
= Z[E(a1/J ) + E(a1/J ) - 1/JE(- a1/J2)]

1 n
= Z{ 1/J~ [(¡ -1) - r(~ + 1) + r(~ + 2) + r/ (~ + 2)]

n
+0 - 1/J 1/J2e [1 - 2r(~ + 2) + p]}

n
= 1/Je [(¡ - 1 ) + r/ (~ + 2) - r(~ + 1 )

+r(~ + 2) _ 1 - 2r(~ + 2) + p]
~

= -;[(¡ _ 1) + r/(~ + 2) - r(~ + 1)'+ ~r(~~+ 2)
1/J~ .
r(~ + 2) 1 - r(~ + 2) + p]

+ ~ - ~
n

= 1/Je [(¡ - 1 ) + r/ (~ + 2)- r(~ + 1 )

(~ + 1)r(~ + 2) 1 - r(~ + 2) + p]
+ ~ - ~

= 1/J~2 [(¡ - 1) + q _ 1 - r(~; 2) + p]
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Para el valor esperado de - g~~, usaremos (2.3.2) y (2.6.6)

Ahora, para E( - a~e) utilizaremos (2.3.6), (2.6.10) Y (2.7.2)

E(-~) = E[~(oR + 1/J~)] = ~[E( oR ) - 1/JE(-~)] = (2.7.5)
oJiBf, f, Oj.L O/L01jJ f, Oj.L Oj.Lo1/J .

1 n -n
= ~{ -~[f,r(f, + 1) + r'(2 + f,)] - 1/J 1/J2f,[P - r (f, + 2)]}

= -~ [f,r(f, + 1) + r'(2 + f,) _ p - r(f, + 2)]
f,1/J . f,

= - f,~ [r '(2 + f,) - r(f, + 1) + r(f, + 1) + f, r(f, + 1) + r(f,: 2) - ~]

= - f,~ [r'(2 + f,) - r(f, + 1) + (f, + l)r(f, + 1) + r(f,: 2) - ~]

= -~[r' (2+ f,) - r(f, + 1) + f, r(f, + 2) + r(f, + 2) _ E]
f,1/J . f, f, f,

= -~[r' (2 + f,) - r (f, + 1) + (f, + 1)r(f, + 2) _ E]
f,1/J . f, f,
n p

= - f,1/J(q -~)

Finalmente calculemos el valor esperado de -~ , usando (2.3.5), la Observación
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30, (2.6.9) Y (2.7.3)

71

Por lo que ya tenemos completamente determinada a la matriz simétrica M n ( ())
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y queda de la siguiente forma

c A r lT ULO 2 r.ST n IA C IÓ N nr; rAItA~Ir.TRO S nr. LA n VH:

-/frP,

- ~~(q - ~) ,

donde r es la función gamma y P y q están definidos de acuerdo a la Notación
31.

Cabe mencionar, que aunque la inversa de la matriz M¿ es la matriz asin­
tótica de varianzas y covarianzas del estimador máximo verosímil, para n's pe­
queñas no va a aproximar de manera adecuada la matriz real.

2.2 Método de Momentos Ponderados con Pro­
babilidad

Continuando con los métodos de estimación de parámetros, el método de mo­
mentos ha resultado de gran utilidad y ha despertado interés en los últimos
tiempos. Este método consiste, dicho de manera general , en igualar un modelo
de momentos basado en He a los momentos empíricos basados en la información.
Sin embargo, es necesario señalar que las propiedades generales de este método
han sido demostradas de manera empírica.

Como respuesta a esto aparecen los momentos ponderados con probabili­
dad (MPP) que consisten en considerar también la esperanza de la función de
distribución como veremos a continuación:

El estimador vía momentos ponderados con probabilidad resulta de la si­
guiente igualdad:

wr(B) = E(XHó(X)) , rENo (2.8.0)

Aquí He es la DVEG y X tiene función de distribución He con parámetro
B = (~ , l.l,1/I)t.Este método se propone únicamente para ~ < 1, pues sólo en este
caso podemos asegurar que E(X) < oo.

El primer paso es encontrar un estimador para este valor wr((J), con base en
la información de la muestra Xl , .oo, X ¿ y a la distribución empírica obtenida de
la muestra:
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00

fvr(B) = Jx Hé(x)dFn (x) , TE No
- 00

donde Fn es la distribución empírica en base a la muestra Xl , ..., X n .

Con base a nuestros datos, un estimador para wr(B) es el siguiente

1 n

fvr(B) = -:;;,¿Xj,nHó(Xj,n), r = O, 1, 2.
j=l
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donde Xj ,n es el j-ésimo estadístico de orden.Como necesitaremos un valor numérico
para fiJr(B) nos vamos a apoyar en el Lema 51 que nos dice que

donde {Ui ,n } i = l son los estadísticos de orden asociados a una muestra con dis­
tribución Uniforme (0,1) .

Por lo que podemos escribir:

ivr(B) = ~tXj,nU;:n ' r = O, 1,2.
j =l

(2.8 .1)

. Una vez que ya tenemos este est imador wr(B) obtengamos el valor real en
términos de los parámetros que deseamos estimar.

00 1

wr(B) = JxHé(x)dHe(x) = JH¡(y)yrdy ,
- 00 o

Necesitaremos la función inversa de la DVEG.
Por (1.5.2) para O< y < 1

_ {¡.t-!é(I-(-lnyt~)Si~#O
He (y) = ~

¡.t - '1/) ln( - In y) si ~ = O

En el caso ~ < 1 y ~ # Otenemos que
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1 1

Wr(t') ) = j H¡¡(y)yrdy = j[/1, - t(1- (-In y)-{) ]yrdy

o o
1 1 1

= JLJ yr - t[Jyr - J (-ln yr ( )yrdY]
o o o

1 1 1
yr+l ] 'l/J yr+l] J - r '

= 11, - - - [- - (-Iny) ()y dy]
r+ 1 0 ~r+ 10

o
1

_11,_ _ ~ [_1__ j (-In yr {)yrdy]
r+ 1 ~ r + 1

o

Vamos a evaluar

(2.8.2)

1J(- In y)-()yrdy

o

Si consideramos 1L = - In y , entonces dsi = ~l dy YY = e-u, por lo que

Cuando y -t 0, U -t 00, cuando y -t 1, u -t 0, o sea que

1 o 00

J (- In yr()yrdy = j - u-(e-(r+l)udu = j u-{e-(r+l)udu

o 00 o

(2.8.3)
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En la penúltima igualdad hicimos el cambio de variable v = u(r + 1) '* dv =
(r + 1)du y en la últ ima utilizamos la definición de la función gamma vista en el
Apéndice.

Por lo que de (2.8.2) y (2.8.3) tenemos que

_ /1_. _ ! [_ 1_ _ ((r + 1)~ I'(I _ ~))]
r+1 ~ r+1 r+1 .

1 'l/J- { /l. - -(1 - r(1- 0(1 + r)~)}
r +1 ~

Lo anterior para r E {O, 1, 2}

(2.8.4)

2.2.1 Estimador por el Método de Momentos Ponderados
con Probabilidad

Combinando (2.8.4) con (2.8.1) obtendremos el estimador por momentos pon­
derados con probabilidad.

Primero usaremos (2.8.4). Observemos que si r = O:

'l/J .
wo(O) = /1, - Z(l - r(1 - ~)) ,

ahora, usando r igual a Oy al:

2W1(O) - wo(O) = tr(l - ~)(2~ - 1)

Si usamos r igual a Oy a 2:

por lo que

(2.8.5)

(2.8.6)

(2.8.7)

3W2(O) - wo(O)3~ - 1
2W1(O) - wo(O) = 2~ - 1

Considerando los estimadores de las w en (2.8.1), tenemos que conocemos
ti ad d 3W2(l/) -WO(l/) 1 11 3i02(l/)-W(¡(l/) El sti adun es rm or e 2w¡(l/) -wo(l/) a que amaremos a = 2W¡ (l/ ) - wo(l/ )" . es nn or

por momentos ponderados con probabilidad de ~ se obtiene de igualar estos dos
valores, es decir:
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Esta ecuación es equivalente a:

(2.8.8)

El estimador por momentos ponderados con probabilidad de ~ es aquel valor ~
que satisfaga la ecuación (2.8.8) y podemos encontrarlo mediante el método de
Newton . Sea F(x) = a2X

- a - 3X + 1.
La funci~n F(x) es la función de la que necesitamos obt ener un valor que

llamaremos ~ que la anule. Para este fin el método de Newton, descrito en el
Apéndice, utiliz a la fórmula iterativa

Una vez obtenido dicho valor ~ estim emos los parámetros JL y '!/J .
Usando (2.8.6) obtendremos al estimador de '!/J

~ = (2Wl(B)~- ~o(B))~
r(1 - O(2~ - 1)

Y usando (2.8.5) obtendremos al est imador de JL

(2.8.9)

(2.8.10)fi = wo(B) + ~ ( 1 - I'(I - ~))
~

Entonces, en (2.8.8) a (2.8.10) tenemos los est imadores obtenidos por el método
de momentos ponderados con probabilidad en el caso ~ -# O

El caso ~ = O, como ya hemos mencionado, corresponde a tomar el límite
cuando ~ ---+ O, debido a que es esto ocurre desde la definición de DVEG. Lo
mismo ocurre para la expresión (1.5.2) de la inversa. Para obtener los esti­
madores por momentos ponderados con probabilidad, cuando ~ = O, inicialmente
habíamos incluido el uso de (1.5.2) , demostrando que los estimadores obtenidos
~í de JL y de '!/J corresponden a tomar el límite en (2.8.9) y (2.8.10) cuando
~ ---+ O. Sin embargo, ya no consideramos necesario incluir este desarrollo y sim­
plemente expresaremos cómo quedan los estimadores en el caso ~ = Otomando
los respectivos límites.
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(2.8.11)

Retomemos (2.8.9) Y utilicemos el Teorema de L'Hoppital (Ver también
Apéndi ce función gamma)

;¡; = lim (2$1(O)~- ~o(O))Z= lim 2iv1(O) - ~o(O) lim _Z
(->0 I' (l - ~) (2e - 1) (->0 I' (I -~) (_0 2e- 1

2$1(0) - üJo(O) l· Z _ [2~ (O) _ ~ (0)]1· 1= 1m _ - W 1 Wo Hfl -
I' (L) (_ Oee 1n 2 - 1 (-oln 2ee1n 2

21V1(0) - 1Vo(0)= ---'--''---_...:........:..
In 2

Para este límite ut ilizaremos (2.8.10) y remitámonos al Apéndice en que
podemos ver que I' '(L) = - , con , = .5772157 la constante de Eulcr.

íi = !im1vo(0) + t (l - I' (I - Z)) = 1Vo(0) + ;¡;!im 1 - r~l - Z) (2.8.12)
e-o ~ e-o ~

= 1Vo(0) + ;¡;!im -[-r'( l - Z)] = iíJo(O) + ;¡;r ' (l )
e-o 1

= fuo( O) - ,;¡;

Entonces, (2.8.11) Y(2.8.12) nos dan los estimadores obtenidos por el método
de momentos ponderados con probabilidad en el caso ~ = O

2.3 Propiedades Estadísticas de los Estimadores

Como comentamos al inicio del estudio de la matriz de información de Fisher,
Smith (1985) hace un estudio sobre las propiedades del estimador máximo verosímil
en los casos no regu lares, como lo es el caso de la DVEG y analiza en qué casos
el estimador máximo verosímil es asint óticamcntc normal.

Smith (1985) pp. 88 ¡lOS dice que para -~ < ~ < 00 la matriz de información
de Fisher es finita y se satisface que

Es decir , que el est imador máximo verosímil es asintóticamente insosgado y tiene
matriz de varianzas y covarianzas asintó t ica igual a la inversa de la mat riz de
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información de Fisher. El caso ~ :S ~ es también estudiado, concluyendo que si
bien en algunos casos el estimador máximo verosímil existe y puede ser obtenido
mediante el procedimiento antes mencionado, sus propiedades asintóticas no son
del todo claras.

En el caso de los estimadores obtenidos via momentos ponderados con prob­
abilidad analizaremos los resultados obtenidos por Hosking et al (1985) . Veamos
primero cuál es la distribución asintótica de las w;./s, las cuales por (2.8.1) son
una combinación lineal de los estadísticos de orden. Hosking et al (1985) .
apoyándose en resultados sobre los estadísticos de orden (Voaso Chernoff et al
(1967)) nos dicen que el vector W= (fiJo , 1Í)¡ , iV2)t (donde la t denota que es la
matriz transpuesta) tiene distribución Normal con media W = (wo, Wl, 'UJ2)t , Y
matriz de varianzas y covarianzas n - 1V

Este resultado es el que va a determinar el comportamiento asintótico de los
estimadores, sea

La manera cómo obtuvimos los estimadores por este método se basó en la
idea de ~prcsar a () en función de W y obtuvimos el estimador 7J substituyendo
W por W , de acuerdo con (2.8.5) a (2.8.7) es decir

Con F : R3
--t R3. Definamos a E M3x3; a = (g)i,j con giJ = Ü~f~l ' entonces

si se satisfacen estas condiciones Rao (1973)(pp.388) demostró que 7J tiene dis­
tribución normal multivariada con media F(W) = () y matriz de varianzas y
covarianzas

(

'l/iWll 7/iW12 7/JW13)

n-laVat = n-l ijJ2W12 7/iW22 7/JW23

7/JW13 7/JW23 W33

donde las Wij son funciones de ( las cuales tienen una forma algebraica com­
plicada. Hosking et al (1985) evaluaron numéricamente estas 'UJ¡j's cuando ~ es
cercano a O, obteniendo la siguiente tabla:
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~
~
~
II

11

[1

1] .8440 ~

1]1.0013 11

~ .

Ú·~

~~ ~
~ ~;

¡¡====¡¡====¡¡===¡¡===::¡¡===::::¡¡:=====;;===~ ~~.WI Wl1 ~ W12 ~ W 13 W 22 ~ W 23 11 W 33 JI~ ~
B 1.2433 11-.1205 ~ .3592 .6368 11 .3329 11 .5880 ~ ~~OA°"r
[;D 1.2438 ~ -.0023 ~ .3297 .6223 ~ .3033 ~ .5294 ~ .~~
B 1.2474 11.1177 ~ .3081 .6330 11 .2728 ~ .5021 ~

~I1.2551 1I .2411 ~ .2966 .6708 1I .2447 ~ .5103 ~

o 1.2686 ~ .3704 11 .2992 .7390 1] .2247 ~ .5633 ~

011.2915 ~ .5104 ~ .3245 .2240 ~ .6815 ~

o 1.3322 ~ .6727 I1 .3926 .2697 ~ .9139 ~

[2] 1.4153 ~ .8912 [1 .5640 111.2574 ~ .4442 ~ 1.4090 ~

o 1.6637 ~ 1.3355 ~ 1.1405 ~ 1.8461 ~ 1.1628 ~ 2.9092 ~
Cuando ~ se aproxima a ~ la varianza tiende a infinito, así mismo Hosking

et al (1985) establecieron que mientras que el sesgo de los estimadores por mo­
mentos se va a infinito cuando ~ se aproxima a .~, el sesgo de los estimadores vía
máxima verosimilitud se va a infinito cuando ~ se aproxima a ~ .

Continuando con la comparación entre el método de momentos ponderados
con probabilidad y el método de máxima verosimilitud recordemos la definición
de eficiencia asintótica de un estimador respecto a otro estimador (Ver Apéndice
Propiedades de los Estimadores). En el caso en que 7i es el estimador por mo­
mentos y 7im.v. es el estimador por máxima verosímil , la eficiencia asintótica del
estimador por momentos respecto al estimador máximo verosímil queda definida
de la siguiente

2.:1 rn Or lF:OAO ES ES TAOrST ICAS OE I.OS ES T n lAOOn ES

ef f(7i) = lim (Iva.r - cov (7i~v.) l )
n .-. oo lva.r - cov(B) I

En adelante, cuando hablemos de eficiencia, nos referiremos a la eficiencia
del estimador por momentos. Hosking et al (1985) llevaron acabo un estudio,
concluyendo que la eficiencia del estimador por momentos se va a Ocuando é. se va
a ±~. En situaciones prácticas los valores de ( más utilizados son los cercanos a
O, digamos - .2 < ( < .2. Para estos valores, dicha eficiencia es aceptable. Otros
resultados obtenidos por estos autores nos dicen que los estimadores por MPP
tienen un sesgo positivo grande en la cola de la distribución, así como varianza



80 C AP fTU I.O 2 ESTnlA CION DE PARÁ~lETROS DE I.A DVEG

grande y eficiencia aceptable, excepto cuando ~ = ±~ .

Así mismo, las simulaciones efectuadas por Hosking et al (1985) para n =

15,25 ,50 y 100 (valores de n relativamente pequeños) y ~ = - .4, - .2, 0,.2 Y
.4, dado que los métodos máximo verosímil y de MPP son invariantes bajo
transformaciones lineales (recordemos que los otros parámetros se utlilizan para
generalizar al caso de distribuciones del mismo tipo), por lo que sin pérdida
de generalidad se utilizó Ji- = O Y 'l/J = 1. Para cada combinación de n y ~ se
generaron 10,000 muestras aleatorias de la DVEG. Cabe señalar que el valor
que se utilizó de Uj,n para obtener el valor de W; fue j-~35 .

Considerando lo anterior resultó que el estimador de momentos tiene consis­
tentemente menor desviación estándar con respecto al de máxima verosimilitud,
siendo la diferencia particularmente marcada en el caso de muestras pequeñas
(n = 15 Y n = 25). El estimador de momentos tiene en general un sesgo mayor
pero su sesgo es pequeño cerca del valor ~ = O. En todo caso el mayor sesgo del
estimador de momentos es relativamente insignificante comparado c~ su menor
desviación estándar en su contribución al error cuadrático medio de ~, el cual es
menor en el método de momentos. El estimador máximo verosímil tiene el menor
sesgo pero es más variable que el estimador de momentos en muestras pequeñas,
inclusive en muestras no tan pequeñas como cuando n = 100. La poca eficiencia
asintótica del estimador de momentos con respecto al de máxima verosimilitud
no se refleja en la simulación que Hosking et al (1985) realizaron.

Este artículo recomienda en general el uso del estimador por el método de
MPP, particularmente en el caso de muestras pequeñas, ya que tiene resulta­
dos similares al estimador máximo verosímil para ti ~ 50, pero en muestras
pequeñas tiene desviación estándar menor y sesgo moderado. En conclusión, es­
tos estimadores tienen varias ventajas respecto al de máxima verosimilitud. Son
obtenidos directamente y de manera más rápida que los de máxima verosimilitud
y tienen desviación estándar más baja particularmente en muestras pequeñas.
Como vimos al principio tienen asintóticamente distribución Normal y aunque
son ineficientes (de acuerdo a la definición antes mencionada) con respecto a los
de máxima verosimilitud esta ineficiencia no queda de manifiesto para muestras
de tamaño 100 o menos, recordemos que las muestras que comunmente se tienen
para las distribuciones de valores extremos difícilmente superan este valor .



Capítulo 3

ESTIMACIÓN EN
CONDICIONES DE DAM

A lo largo de este capítulo consideraremos una muestra (Xl , ..., X n ) con función
de distribución asociada F que está en el Dominio de Atracción de Máximos de
la Distribución de Valores Extremos Generalizada H~ de la Definición 26 con ~

desconocida:

{

e-( lHx)-i Si ~ i= O
H~ (x) = -x

e- e Si ~ = O

Por la Proposición 14 esto es equivalente a decir que existen sucesiones de
constantes reales {an > O}~= l y {bn}~=l que satisfacen

1 .
lim F n

( - x + bn ) = H~ (x) para x punto de continuidad de H~
n-+oo an

Esta hipótesis resulta ser más general que la del cap ítulo anterior en que
. teníamos una muest ra con función de distribución H(~./l .",) , pues H(~' /l ' ''') está en

el Dominio de Atracción de Máximos de H~ .

Para verificar esto recordemos la expresión (1.5.1) y la Definición 26 que
definen a H(~./l.t/J) y a H~ respectivamente, directamente se t iene que

x - ¡.t
H(~./l.t/J) = H(.( -:;¡;-) con 'lj; > O

Por lo que la Definición 22 nos dice que H(~ '/l ,t/J ) y H~ son del mismo tipo.
Además se tiene que H(~'/l.t/J) es Max-Estable (Definiciónll) (La demostración

81
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de este hecho es análoga a la demostración de la Proposición 12), entonces por
el Teorema 20 (ii) H(f, ,¡.t,1/J) E DAM(H(f,,¡.t,1/J)) ' Teniendo en cuenta esto y que
H(t;,~,1/J) y Hf, son del mismo tipo, la Proposición 23 inciso (b) (ii) nos dice que
H(f, .¡.t,1/J) E DAM(Hf,), con lo que demostramos que la hipótesis del capítulo
anterior es un caso particular de la de este.

Resulta además conveniente considerar a las distribuciones en el DAM(Hf,)
en lugar de considerar aquellas en el DAM(H(f,,¡l,1/J)) , pues por ser H(f, ,¡.t,1/J) y Hf,
del mismo tipo, la Proposición 23 inciso b)(ii) nos dice que si F E DAM(H(f,'¡¡ ,1/J ))
entonces FE DAM(Hf,).

Con esto nos damos una idea de la generalidad de este capítulo. En la parte
final del Capítulo 1 vimos que el Teorema de Fisher-Tippet (Teorema 25) nos dice
que un gran número de distribuciones continuas están en el DAM de la DVEG.
Sin embargo, al ser este un caso tan general nos encontramos con que algunos
de los estimadores, particularmente de las constantes normalizadoras, tienden
a ser intuitivos y su uso está respaldado en ocasiones por razones meramente
empíricas.

El objetivo de este capítulo es dada (Xl ' oo. , X n ) la muestra con distribución
F E DAM(Hf,) Y ~ desconocida es estimar tanto a la cola de la distribución F
como a cuantiles altos.

Como estamos en el caso F E DAM(Hr;) (Ver Definición 13), para cumplir
este objetivo es necesario obtener estimadores no sólo de ~ sino de las constantes
normalizadoras {an > O}~=l y {bn}~=l .

Primero obtendremos a las constantes an y bn , pero para poder considerar
FE DAM(Hf,), que es un caso muy general, necesitamos primero ver los casos
en que F está en el DAM de las tres Distribuciones de Valores Extremos.

Por ello, en la primera sección de este capítulo obtendremos una tabla (Tabla
(3.4.1)) que contiene las constantes an y b« en los tres casos de F en el DAM
de las DVE. Cabe señalar que en esta Tabla los estimadores no están todavía
únicamente en términos de la muestra (Xl , .oo, X n ) .

En la segunda sección del capítulo utilizaremos la Tabla (3.4.1) Ylas proposi­
ciones (23) y (27) para ahora sí dar una tabla que contiene a las constantes an y
b« en el caso de F en el DAM de la DVEG (Tabla (3.8.1)) para cada signo que
puede tomar ~ .

La tercera sección de este capítulo se refiere ya a la estimación de ~ , en esta
sección hacemos un estudio sobre el estimador de Pickand para ~ en el caso
F E DAM(Hf,). Este estimador está basado sólo en los k valores más grandes
de la muestra (los primeros k estadísticos de orden) , ya que la condición de F E
DAM(Hf,) es una condición asintótica. No existe un consenso sobre la manera
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en que debemos escoger k, sin embargo para que este estimador tenga buenas
propiedades asintóticas debemos de tomar sólo los valores más grandes, pero
estos deben de ser suficientes para que la estimación sea buena, como veremos
en el estudio de las propiedades del estimador de Pickand. En general , para
que el estimador sea consistente, tanto en el sentido débil como en el sentido
fuerte (Ver Apéndice propiedades de los estimadores) al elegir k el número de
estadísticos que vamos a elegir dada una muestra de tamaño n , se deben cumplir
las siguientes dos condiciones:

(a) lim k(n) = 00, es decir que debemos de utilizar un buen número de es-
n-.oo

tadísticos de orden
(b) lim k(n) = Oes decir utilizar únicamente los estadísticos de orden mayor ,

n-e-co n

ya que estamos interesados en la cola de la distribución.
Por ejemplo , .si consideramos a k como el mayor entero menor o igual al

. logaritmo de n es decir k(n) = [ln(n)] se satisfacen (a) y (b). Sin embargo, no
existe un consenso para elegir a k . Si se satisfacen las condiciones (a) y (b)
demostraremos que el estimador de Pickand es consistente en el sentido débil.

En la Sección 4 estudiaremos otro estimador para ~ que es el estimador de
Hill, el cual se utiliza únicamente en el caso F E DAM(H~) con ~ > O. Otra vez
por las proposiciones (23) y (27) esta condición es equivalente a F E DAM(4)Q')
con a = ~ > Oy 4> la distribución Fréchet (Definición 6), por lo que usaremos
esto para dar un estimador de a = ~. Al igual que en el caso del estimador de
Pickand el estimador de Hill utiliza únicamente a los k estadísticos de mayor
orden y también se deberán satisfacer las condiciones (a) y (b) , demostraremos
que si se satisfacen estas condiciones el estimador de Hill es consistente en el
sentido débil.

Finalmente, en la Sección 5, daremos estimadores para la cola de la distribu­
ción y para cuantiles, tomando precaución de que estos sean buenos en valores
extremos. Después daremos estimadores para los valores en la Tabla (3.8.1), que
no conocemos, para finalmente dar la Tabla (3.14.1) para estimar las constantes
an y b" en términos de la muestra (Xl , ..., X n ) . Con esta Tabla y algún estimador
de ~ (el de Hill o el de Pickand) estimaremos la cola de la distribución y cuantilcs
altos para los distintos signos de ~.

El material que usaremos en este capítulo y del que haremos referencia es el
siguiente: Bingham et al (1987) , Dcheuvcls et al (1988) , Dckkcrs y de Haan
(1989) , Embrechts et al (1997) , Gncdenko y Kolmogorov (1954) , de Haan
(1984) y Resnick (1987).

A lo largo de este capítulo nos será de utilidad una equivalencia para estar
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en el DAA1, que es consecuencia inmediata de la Aproximación de Poisson:

Proposición 32 F está en el DAM de G(:.r) con constantes normalizadoras
{an > O}~=l y {bn}~=l si y sólo si:

lim nF(~x + bn) = -In G(:.r) '<Ix punto de cont inuidad de G
n-+oo an

Demostración. Por la Definición 13 F E DAM(G) <=} dada (Xn)~l una
muestra con distribución F y Y con función de dist ribución G, existen sucesiones
reales {a" > O}~=l y {bn}~=l tales que se cumple

donde M¿ = max(X1, . . . , X n ) . Lo anterior si y sólo si para toda x punto de
continuidad de G

lim P[an (M~ - bn) :S z] = lim P(Mn :S !:... + bn) = G(x )
n--+oo 11-00 an

Entonces

FE DAM(G) <=} lim P(Mn :S !:... + bn) = G(x) '<Ix punto de cont inuidad de G
n -+ oo an

Sea U n = :.. + b.; Y sea T = - In G(x) , por la Proposición 4 de la Aproximación
de Poisson

lim P(Mn :S un) = «: <=} lim nF(un) = T
71-+00 n-oo

por lo que
- x

FE DA Af(G) <=} lim nF(- + bn) = - In G(x )
71- 00 an

Para todo x punto de continuidad de G •

3.1 Las Constantes Norrnalizadoras en los Ca­
sos de DAM de las DVE

Los dos primeros casos que consideraremos son el de la distribución Fréchet y el
de la distribución Weibull. Estos dos casos están íntimamente relacionados con
las funciones de variación lenta en infinito que a continuación definimos:



:\.1 l. AS C O NST ANT r;S NOn ~IA l. I ZAn()nA S r; N l.OS C ASOS nr; n .H I nr; l. AS nvr; 85

Definición 33 Una función L positiva continua en (0,00) es de variación lenta
en 00 (escribimos L E Ro) si:

lim LL((tx)) = 1 V t > O
x --+oo X

Entonces simplemente diremos que L es de variación lenta.

3.1.1 Las Constantes en el Caso F en el DAM de la Dis­
tribución Fréchet

En este caso tenemos que F E DAM (<pa), donde:

{

Osi x < O
<pa(x) = -

exp(- x-a) si x > O

A continuación veremos que existe una condición (3.1.1) suficiente y necesaria
para que F esté en el DAM de una distribución Fréchet

Teorema 34 F función de distribución está en el Dominio de Atmcción de
Máximos de la'distribución Préchet (F E DAM(<pa)) si y sólo si

F( x) = x- aL(x) con L una función de variación lenta. (3.1.1)

Demostración. Demost raremos únicamente que la condición (3.1.1) es su­
ficiente para que F esté en el DAM(<pa), la demostración de que esta condición
es necesaria, es dec ir que sólo . las distribuciones que la cumplen están en el
DAM(<pa), involucra algunos teoremas sobre variación lenta y variación regular
para detalles veaso Bingham et al (1987) Teorema 8.13.2

~...J

Notemos que la condición (3.1.1) implica que F tiene extremo derecho Xp =
oo. Para verificar que esta condición es suficiente para afirmar que FE DAM(<pa)
por la Proposición 32 necesitamos verificar que si se cumple (3.1.1) entonces exis­
ten Q 71 > Oy b71 sucesiones reales tales que:

(3.1.2)
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Pero esto ocurre si tomamos a" y b" de la siguiente forma

1

F-(1- ~)

O

(3.1.3)

Ahora veamos por qué esta es una buena elección de las constantes para satisfacer
(3.1.2). Utilizaremos el hecho de que F satisface la condición (3.1.1). Para ello
en este caso consideraremos que y = F(F-(y)), si bien el comportamiento límite
es el mismo en casos más generales.

- 1
lim nF( - :]; + b,,)

1l.--+ OO an

1 - 1 1 - 1
= lim 1 F(-.r.) = lim 1 F(-x)

,,--->001 - (1 - ;;:) an n--->ool - F(F-(l - ;;: )) a"

1, 1 F( 1) u F(a~ x)
1m - x = 1m -=.::..::---

"--->00 1 - F("'!"') an " --->00 F("'!"')
Un an

l
· ( }nx) -O L(a~,x) (a1J-a - o l' LC~ x) 1( - 0)1
Hfl = - - - x 1m = :1;

n--->oo ("'!"') - oL("'!"') (...!...)-o n--->oo L("'!"')
a n U n a n U n

La última igualdad se cumple pues lim...!... = lim F- (1- .!.) = 00 ya que F tiene
n-oc U n 11---+00 n

extremo derecho infinito y por definición de variación 1cnta se tiene la igualdad
anterior.

Entonces tenemos que si F satisface la condición (3.1.1) y si tomamos las con­
stantes como nos lo dice (3.1.3) entonces se cumple (3.1.2) que por la Proposición
32 implica F E DAM(q>o).•

3.1.2 Las Constantes en el Caso F en el DAM de la dis­
tribución Weibull

El caso de F en el Dominio de Atracción de Máximos de la distribución Weibull,
es decir F E DAM(wo) es similar en varios sentidos al de la distribución Fréchet,
pues involucra a las funciones de variación lenta y utilizaremos la relación exis­
tente entre la función de distribución Weibull yla Fréchet: La distribución
Weibull con a > Oy x :S O.
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Por lo que si <Po es la distribución Fréchet tenemos que para :1; > O

El siguiente Teorema caracteriza el DAM de la distribución Wcibull.
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(3.2.1)

Teorema 35 F función de distribución está en el Dominio de Atmcción de
Máximos de la distribución Weibull (F E DAM(wo ) ) si y sólo si

- 1
Xp < 00 y F(xp - - ) = x -o: L(x) , con L función de variación lenta (3.2.2)

x

Demost ración. Al igual que en el teorema anterior demostraremos única­
mente que la condición (3.2.2) es suficiente para que F esté en el DAM(W o: ), la
demostración de que esta condición es necesaria, es decir que sól~ las distribu­
ciones que la cumplen están en el D A J\¡J(w0:)' involucra otra vez teoremas sobre
variación lenta y variación regular (veasc Resnick (1987) Proposición 1.13)

{::=...J

Veamos que la condición (3.2.2) es suficiente para garantizar F E DAM(w0:)'
Sea F.(x) = F(x p - ~) , entonces F.(x) = x-o:L(x) , ya demostramos que en esta
caso F. E DAM (<P o: ) con a~ = ¡.~ (~ _~ ) y b~ = O. Entonces la Proposición 14
nos dice que

·x
lim F;'(-) = <Po:(x)

n-+oo a~

Por lo que por como definimos a F. tenemos que

Ahora sea y = _1 , entonces por (3.2.1)x

Es decir que
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Por lo que otra vez la Proposición 14 nos dice que F E DAM (lITa) con an = -l;- y
Un

bn = :r F' Para encontrar una representación específica de an tomemos u = xF - ~

y se cumple x = ( XF-1lt 1. Además para G creciente tenemos que inf(G(u)IA) =
G[inf(u IA)] lo que se cumple si en particular tomamos G(u) = ( XF - U)-l.
Recordemos también la Definición 63 de Inversa Generalizada. Considerando
todo esto tenemos que

1 1 1
an = - = F;- (1 - - ) = inf {x E lRlF* (x) ~ 1 - - }

a~ n n

= inf{x E lR IF(XF -~) ~ 1-~}
x n

= inf{(xF - ut1 jF(u) ~ 1 - .!.} = inf{G(u) IF(u) ~ 1 - ~}
n n

= G( inf{ulF(u) ~ 1-'!'}) = G(F~(l- ~))
n n

, = [XF - F-(1 - ~)l-l
n

Entonces podemos tomar las constantes an y bn de la siguiente forma:

an = [XF - Y-(1 - .!. )¡-l
n

bn = XF

•

(3.2.3)

Este Teorema nos dice que si F E DAM(IITa ), entonces (3.2 .3), nos da los
valores que debemos tomar como constantes normalizadoras.

3.1.3 Las Constantes en el Caso F en el DAM dé la dis­
tribución Gumbel

El último caso es el de la ditribución Gumbel. En este no tenemos una relación
directa con las otras distribucionesni tampoco con las funciones de variación
lenta como en el caso Fréchet y Weibull, sino que se relaciona con funciones del
tipo de las von Mises que a continuación definimos:

Definición 36 Sea F una función de distribución con extremo derecho x F ::;

oo. Si existen z < Xp, c > O y a(t) positiva, continua cuya derivada cumple
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lim a'(t ) = O (t < X F tiende a x r) tal que
tTxp

x- JIF(x) = cexp{- a(t) dt} para z < x < XF

z
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Entonces F es una función von Mises y a a(t) se le llama la función auxiliar de
F .

Para familiarizarnos un poco con las funciones von Mises consideremos el
siguiente ejemplo :

Ejemplo 37 Un ejemplo de función von Mises es la distribución exponencial
con parámetro ,\ es decir F (x ) = 1 - e-AX para x ~ O y '\ > O. Entonces F es
una función de von Mises con e = 1, z = O Y a(t) = t

x

F( x) = e-
AX= 1 exp{- Jatt) dt}}

o

Las funciones F von Mises están en el Dominio de Atracción de Máximos de
la distribución Gumbcl, es decir F E DAM(A) con A(x ) = exp( _ e- X).

Supongamos F es una función von Mises y tomemos

an a(~n) con a la función auxiliar de F (3.3.1)

b.; F+-(1 - .!. )
n

Por la Proposición 32 para demostrar que F E DAM(A) necesitamos demostrar
que

- 1 t
lim nF(- t + bn ) = -In A(t) = e- (3.3.2)
n-oo U n

Antes de demostrar que se satisface (3.3.2) si tomamos a las constantes como
nos dice (3.3.1) consideremos la siguiente Proposición.

Proposición 38 Si a(t) es la función auxiliar de F una función de von Mises
(Definición 36) y v es una constante positiva entonces

lim a(x + va(x )) = 1
xlxp a (.r,)

(x 1 XF denota que x se aproxima a X F por la derecha es decir que x siempre
cumpl e x < x r)
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Demostración. Por ser P función de von Mises se cumple lim a'(t) = 6.
t-X F

Sea E > O, 3 Xo > O tal que si XF > x ~ Xo entonces a'(x) < E (Si XF es
finito Xo puede tomarse como XF - 8 en la definición de límite), entonces para
X F > x ~ X o:

la(x + va(x)) - a(x)1

x+va(x)

1 J a'(s)dsl
x

x +va(x)

< J la'(s)lds
x

x+va(x )

< J Eds

x

El vja(x)

Por lo que

a(x+va(x» .
1 a(x) - 11 ::; Elvl siempre que XF > x ~ Xo

Como la v es fija y dada la E podemos encontrar una Xo tal que se cumple lo
anterior tenemos que

lim a(x + va(x» = 1
XT XF a(x)

•
Para verificar que tomando las constantes como nos lo dice (3.3.1) llegamos a

(3.3.2) utilizaremos la Proposición 38. Tomaremos x = b.; Yharemos el cambio de
variable: v = ~~) , tengamos en cuenta que si u toma valores entre x y x + ta(x),
v toma valores entre Oy t , además se cumple u = va(x) + x y du = a(x)dv .

Otra vez consideraremos que y = P(P-(y)), aunque el comportamiento
límite no se restringe únicamente a este caso. Tenemos que además se cumple
que lim b., = lim P-(l - 1.) = X F . Teniendo en cuenta esto comprobaremos

n-QO n-oo n
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que se cumple (3.3.2)

- 1 1 -1 1 -1
lim nF(- t + bn) = lim ( 1) F(- t + bn) = lim (~( 1)) F(-t + bn )
n-oo an n-oo 1 - 1 - ñ an n-oo 1 - F F 1 - ñ a"

1 - F(.T + ta(x ))
= lim =--F(bn + ta(bn ) ) = lim ----'---=-----'-'-'-

n-oo F(bn) XTX F F(x )
x+ta(x)

C exp{- J a(~) du} x+ ta(x )

;~~ J~ 1 = ;t~ exp{ - J a(~L) du}
c exp{- a(u)du} x

z
t

= lim exp{-J a(:r) dv}
XTXF a(x + va(x ))

o

t t

J. a(x) - Jdv
= exp{- hm ( ( )) dv} = e oXTXFa x + va x

o

Por lo que las funciones von Mises cumplen estar en el DAM de A(x). Si
queremos que (3.3.1) nos sirva para conocer las constantes en términos de la
distribución, necesitamos expresar a(t) de la definición de función von Mises, en
términos de la muestra. Tenemos que para z < x < X F:

x x- J 1 - J 1F(x)=cexp{- a(t)dt}::::} InF(x) =ln c - a(t)dt
z z

x- J 1::::} ln c -InF(x) = a(t)dt
z

x

d - d J I]::::} dx [ln c'-lnF(x) ]= dx [ a(t)dt
z

f( x) 1

::::} F (x ) a(x)

F(x )
::::} a(x ) = f (x )
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X F

Como F(x) = 1 - F(x) = F( Xl.') - F(x) = Jf(t)dt , entonces
x

X F

j f (t )
a(x) = f( x) dt

x

Sin embargo, el expresar a en términos de la función de densidad no nos sirve.
Entonces , como para t suficientemente grande (cerca del extremo derecho Xl.' ) Y
para x ~ t , se cumple F es cercana a 1, lo que implica:

F(t)

F( x)

1 - F(t)
1 - F( x)

F(t + h) - F(t)
~ -=-:'--------:-'-------:::--:-':-

F( x + h) - F(x)

f (t )
~

f( x )

F(t+h)-l.'(t)
h

l.'(x+h)-l.'(x)
h

Esto para t suficien temente cerca de Xl.' y para x > t . Por ello, Embrechts et
al (1997) (pp. 143) nos dice que podemos tomar a la función a de la siguiente
forma:

XF _

a(x) = j F(t) dt
F (x )

x

(3.3.3)

A pesar de que las funciones van Mises son un caso particular de funciones
que están en el D AM(A), el siguiente Teorema nos dice que el caso general no
difiere demasiado.

Teorem a 39 F función de distribución está en el Dominio de Atmcción de
Máximos de la distribución Gumbel (F E DAM(A )) si y sólo si: Existe z < Xl.'
(Con Xl.' ::; 00 el extremo derecho de la función de distribución) tal que F tiene
la siguiente representación pam z < x < x Jo'

x

- . j g(t )
F(x) = c(x )exp{ - a(t) dt}

z

donde al igual que en el caso de las distribuciones von Mises a(t) es positiva,
continua y cuya derivada cumple lima'(t) = O. En este caso g(x) y c(x) son

tTXF

funcion es continuas que satisfacen limg(x) = 1 Y lim c(x) = c > O
XTXF XTX F
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La demostración de este Teorema puede consultarse en Resnick (1987) , Cora­
lario 1.7 Y Proposición 1.9. Las funciones van Mises son un caso particular con
g(x) = 1 Y c(:r ) = c. Sin embargo, al igual que en el caso de las funciones
van Mises en el caso general se utiliza (3.3.1) y (3.3.3) para verificar que estas
funciones caracterizan el DAM de A.

Entonces, juntando (3.1.3), (3.2.3), (3.3.1) Y (3.3.3), tenemos la siguiente
Tabla con las constantes normalizadoras en los tres casos de DAM de las DVE:

CasoWcibull

(3.4.1)

x p

donde x p es el extremo derecho de F y a es la función auxil iar de F , la que
XF -

podemos tomar como a(x) = J~~~~dy .
x

3.2 Las Constantes Normalizadoras en el Caso
de DAM de la DVEG

Ahora sí, teniendo en cuenta la Tabla (3.4.1), encontraremos estimadores para
las constantes normalizadoras en el caso en que F está en el DAM de la DVEG
H((x) . Para evitar problemas de notación a las constantes encontradas en la
Tabla (3.4.1) les pondremos un superíndice ' . A partir de estas encontraremos
las constantes para los casos de DAM de la DVEG .

Supongamos F E DAM(H(), por la Proposición 27, H( es del mismo t ipo
que alguna de las distribuciones de valores ext remos. Si ~ > O es del mismo
tipo que la distribución Fréchet, si ~ = Oes del mismo t ipo que la distribución
Gumbel y si ~ < Oes del mismo tipo que la distribución Weibull. Anal icemos
por separado cada uno de estos casos.

ESTIMACIÓN EN EL CASO FE DAM(H() con ~ > O
Sabemos, por la Proposición 27, que si ~ > Oentonces <I> Q (x) = H ~ [a(x - 1)],
~~~ n

1
Hd~ (x - 1)] = <I>~ (x ) (3.5.1)

Entonces H( es del mismo t ipo que <I> !. Usando la Proposición 23 inciso (b) (ii)
(

tenemos que si F E DAM(H() con constantes normalizadoras {an > O} ~=l y
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{b"}~=1 y:
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<I>l(X) = Hr; (ax + b)
(

Entonces F E DAM (<I> l ) con constantes normalizadoras {a~ > O}~=l y {b~ }~=l
e

tales que

a"
a~ = a

b
b~ = - + o«

a"

Entonces la igualdad (3.5.1) nos dice que a = ~ y b = - ~ , además por la Tabla

(3.4.1) tenemos que a~ = F~(I~" 1) Y b~ = O, por ello tenemos que a" y b" son
de la siguiente forma:

I 1 I 1
a" = aa" - - a- ~ " ~F-(1- n - I )

b _ .!
b" = b~ - - = O- / = F- (1 - n - 1)

a" f;l"- (1- " 1)

(3.5.2)

ESTIMACIÓN EN E;L CASO FE DAM(Ho)
En este caso de manera directa es el caso F

constantes las podemos tomar como

1
a" = a(bn )

bn = F-(l - n - 1
)

E DAM(A) por lo que las

(3.6.1) ,

xp

donde a es la función auxiliar de F, la que podemos tomar como a(x) = J ~f~ldy.
. x

ESTIMACIÓN EN EL CASO FE DAM(Hr;) con ~ < O
Si FE DAM(Hr;) con ~ < O,por la Proposición 27 \lIo: (x) = H_.da(x + 1)],
~~~ D

1 .
Hd- ~ (x + 1)] = \lI-i(x) (3.7.1)

Por lo que Hr; es del mismo tipo que \lI_1. Otra vez la Proposición 23 inciso (b)
e

(ii) nos dice que si FE DAM(Hr;) con constan tes normalizadoras {a" > O}~=l

y {bn}~l Y
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Entonces FE DAM(1J1_i) con constantes normalizadoras {a~ > O}~=I y {b~}~=l

tales que

I anan a

b~
b

- + bn
an

Además por (3.7.1) a = -~ y b = - ~ , y por la Tabla (3.4.1) a~ = xp-F~I(I-n-I )

y b:, = X F, por lo que a an ya b.; quedan como sigue

1 1

~ XF - F-(1- n - 1)

1
-~

-1

-1
(3.7.2)

Con (3.5.2), (3.6.1) Y (3.7.2) podemos hacer una tabla con las constantes para
F E DAM(HE,) para los distintos signos de ~

(3.8.1)

donde x F es el extremo derecho de F y a es la función auxiliar de F que tomamos
x p _

como a(x) = Jf~~~dY,
x

Dado que nuestro interés es obtener buenos estadísticos es importante tener
buenos estimadores para ~ de la DVEG.

Antes de hacer esto, un aspecto importante que hay que considerar es la dife­
rencia ent re decir que las x tienen una distribución HE, y decir que su distribución
está en el DAM de una HE,. Veamos un ejemplo ilustrativo al respecto.

Ejemplo 40 Consideremos una Préchet estándar con ~ = ~ > O. Primero
consideremos que la muestra (X¡, .' " X n ) sigue exactamente una distribución
Préchet o sea

F(x) = 1 - exp( - x- O) , 1; > O
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Ahora si consideramos que nuestra muestra tiene función de distribución F
en el DAM ( H~) , esto es equivalente a afirmar, estando en el caso Préchet en
que ~ > O, que se cumple la condición (3.1.1).

F(x) = ;:¡;-O:L(x) ,x > O

para alguna función de variación lenta L(x) (Definición 33) . Una diferencia
que resulta clara es que L(;:¡;) tiene un carácter no paramétrico, por lo que el
segundo caso es más complicado. De hecho la segunda ecuación tiene un carácter
semiparamétrico ya que tiene una parte paramétrica el' y una parte no paramétrica
L.

Existen varios méto dos para est imar el parámetro de forma ~ para F E
DAM(H~ ) en el caso en que contemos con una muestra (Xl ' ..., X n ) con función
de distribución F. Nosotros estudiaremos dos de ellos: el estimador de Pickand
y el estimador de Hill, Estos estimadores están basados sólo en los k valores más
grandes de la muest ra, los primeros k estadísticos de orden, pues la condición
de F E DAM(H~) es una condición asintótica. No existe un consenso sobre
la manera en que debemos escoger k. Sin embargo, para que estos estimadores
tengan buenas propiedades asintóticas debemos de tomar sólo los valores más
grandes, pero estos deben de ser suficientes para que la estimación sca buena,
como veremos en el estudio de las propiedades de los estimadores. En general ,
para que los estimadores sean consistentes (Ver Apéndice propiedades de los
est imadores) al elegir k, dada una muest ra de tamaño n, se deben cumplir las
siguientes dos condiciones:

= OSólo los de mayor orden pues estamos interesados en la cola

(a) lim k(n)
n-DO

(b) lim k(n)
n-+oo n

= 00 , Para utilizar un buen número de estadísticos (3.9.0)

3.3 El Estimador de Pickand para F.

La estimación de ~ mediante este método se basa en la idea de encontrar una
condición equivalente para F E DAM(H~), en la que quede expresado el parámetro
~ de una manera sencilla. La base de este estimador es el siguiente teorema:

Teorem a 41 (Teorema de la caracterización del DAM de H~)
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Para ~ E ~, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a)F E DAM(HfJ
(b)Existe una función medible continua a(*) tal que para 1 + ~x > O,

. F(u+ xa(u)) · {(l +~X)(l si~=rfO
lim =
uTXf F(u) e-x si ~ = O

(c) Para x ,y> O, y =rf 1,

1
" U(sx) - U(s) {Xy:=~ si ~ =rf O
1m =

s-->ooU(sy) - U(s) ln x si ~ = O
lny

si U(t) = F<-(1 - el) , t > O
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(3.9.1)

La demostración de este Teorema involucra resultados sobre funciones de
variación lenta y puede verse en de Haan (1984)

La parte que nos va a ser de mayor utilidad es el que el inciso (a) es equi­
valente al inciso (c), pues tomando (c) cambiando s = i, x = 2,Y = ~ , tenemos
que

. U(2t) - U(t) ~ - 1
i!..~ U(~) _ U(t) = (~)~ _1 ,0 sea que

lim U(2t) - U(t) = 1 - 2~ = 1 - 2~ = 2~
t -->oo U(t) - U(~) (~)~ - 1 l;t

Más aún generalizando se tiene que
\

lim U(Cl(t)t) - U(t) = 2~

t-->oo U(t) - UC
2
(t»)

cuando Cl Y C2 sean funciones positivas que satisfagan lim Cl (t) = lim el (t) = 2 .
t-oo t~oo

La idea ahora es construir un estimador usando (3.9.1), recordemos que
U(t) = F<-(1 - t - l ) .

Sean V,l n < .. . < VI n los estadísticos de orden de una muestra (VI , ...,Vn ) ,

con función"d;distribución Parcto Fv(x) = 1 - x - l
, X ~ 1.
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Recordando que el Lema 51 inciso (b) , nos dice que si (Xl' ..., X,,) es una
muestra con distribución F , X ",,, < oo. < Xl,,,, los estadísticos de orden asocia­
dos y U",,, < ... < Ul ,,, los estadísticos de orden asociados a una muestra con
distribución uniforme en (0,1), entonces

Para toda nd~,

(Xl,,,, oo. , X" ,n) 4 (F-(Ul ,n), oo., F-(Un,n»

. Además utilizando el mismo Lema 51 inciso (c) tenemos que (Fv(Vd , oo., Fv(V,,»
es una muestra con distribución uniforme (0,1) Y por ser F no decreciente
(FV(Vl ,n), oo. , Fv(Vn,n)) son entonces los estadísticos de orden de una muestra
con distribución uniforme en (0,1), por lo que

Para toda n E N

(Xl,,, , ..., X n,,,) !!.- (F-(FV(VI,n» , oo. , F-(Fv(Vn,n)))

(F-(l ~ VI~';) ' oo., F-(l- Vn~~»

(U(Vl,n) , ... , U(Vn,n»

Reescribiendo
d

(Xk,nh=l,...,n = (U(Vk,n)h=I ,...,n (3.9.2)

Ahora veremos que siempre que k = k(n) --+ 00 y ~ --+ 0, cuando n --+ 00 se
tiene el siguiente resultado:

k p
- Vk n --+ 1, cuando n --+ 00
n '

Este resultado es consecuencia de los resultados que tenemos sobre los es­
tadísticos de orden. Usando otra vez el Lema 51 inciso (b) tenemos que

(3.9.3)

Con Uk,n el k-ésimo estadístico de orden de una muestra con distribución
Uniforme (0,1) Y F la función de distribución de Parcto de la que conocemos
explícitamente su inversa puesto que

Fv(x) = 1 - x-l => x = 1 - (F;(X))-l

=> F;(x) = (1- X)-l ,x =J 1

~ - - - - - - - - - - -
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Entonces por (3.9.3)

Ahora por el Lema 54

--- --,--------

99

U; n g, r n-k+1
, r n+1

donde (El , .. . , En) es una muestra con distribución exponencial estándar y r h =
El + ...+ Eh, por la Afirmación 49, tomando como G a Fy- = (1 - x - 1)

Por ello
Vk,n g, (1 _ r n-k+l )-1

r n +1

Ahora, por como está definida r n , se cumple que r x+h - r h g, r x, por lo que
usando la Afirmación 47 ahora con G(x) = ~:

(1- r n- k+1 )_ 1 = (rn+1 - r n- k+1)_ 1 g, ( r k )-1 = {n+l)
r n+1 r n+1 r n+1 r,

Por lo que Vk ,n g, (r;:1), y entonces

Ahora In. = El +...+E n = E es decir la media muestral de una muestra de tamaño
n n ' ,

n con distribución exponencial, la cual tiene media 1. Así mismo recordemos que
k(n) --+ 00 cuando n --+ 00, por lo que la Ley Fuerte de los Grandes Números
(Teorema 60) nos dice que si n --+ 00, entonces ~ =; 1 Y !f =; 1, Y la
Proposición 56 nos dice que también tienden en probabilidad.

Por lo que cuando n --+ 00

y tenemos el resultado que queríamos ~Vk ,n .& 1.
Utilizando esto tenemos que
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v¡ kv¡ 1
~=2~~2-=2
V2k,n ~ V2k,n 1

Además, como Vk ,n es el cuantil empírico (1 - k~¡) de Fv (Ver Definición

63)y Fv tiene extremo derecho infinito, se cumple también que Vk ,n ~ 00

Tomando en cuenta (3.9.1), considerando t = V2k,n --+ 00 cuando n --+ ·00 y

siademás definimos c¡(n ) = ~k~. y c2(n ) = i ::: acabamos de ver que tienden a
2 en probabilidad cuando n --+ 00

De esta última igualdad surge la definición del estimador de Pickand, substi­
tuyendo U(Vk,n) por Xk,n considerando la relación (3.9.2) y despejando tenemos

c<P)~ 1 1 Xk,n - X 2k,n
<"k - - n

,n In 2 X 2k,n - X 4k,n

Recordemos que se debe cumplir k --+ 00 y que ~ --+ O Además debemos
tener en cuenta que por una parte las propiedades de este estimador se cumplen
para Xk,n grandes y por otra parte para que el estimador sea bueno debe estar
basado en un suficiente número de valores. No hay consenso de que valor es
conveniente usar por lo que sería conveniente manejar este punto con cuidado y
de ser posible usar simulación.

3.3.1 Propiedades del Estimador de Pickand

Veamos que es consistente en el sentido débil. Para ello vamos a necesitar el
siguiente Lema

Lema 42 Sean Ak,n los estadísticos de 'orden asociados a una muestro de tamaño
n con distribución F(x) = 1 - e-x (Distribución exponencial estándar) y se
cumple k < n y k(n) --+ 00, cuando n --+ 00 entonces la variable aleatoria

J2k(Ak ,n - A2k,n -In 2)

tiene asintóticamente una distribución normal estándar.
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Demost ración. Para esto vamos a utilizar el Lema 53 que nos da la repre­
sentación de Rényi por este lema si (El , ..., En) es una muestra con distribución
exponencial estándar tenemos que

Como

Entonces
2k -l

E
d "" iAk,n - A2k ,,, = L.J -:-

z
i= k

(3.9.4)

Ahora veamos cuál es la esperanza y la varianza asintóticas de J2k(Ak,n - A 2k,n­

In 2), considerando que las E, tienen también distribución exponencial estándar
que son independientes y (3.9.4)

E(V2k(Ak ,n - A2k ,n -ln2)

Esto si definimos

V2k(E(Ak,n - A2k,n) - In 2) (3.9.5)
2k-l E-

V2k(E( l: -¡-) -In 2)
i=k

2k-l ( )

V2k( l: E ~i -In 2)
i=k

2k-l
1

V2k( l: i - ln2)
i=k

V2ka(k)

2k-l

a(k) d;;J L ~ - ln(2)
z

i=k,
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1+1 1++ 1+1

¡'~1dx < ¡ ..!:.dx < ¡'1dx :::}
l. + x

1 1 1

Veamos como podemos acotar a(k) para demostrar que la esperanza que eva­
luamos en (3.9.5) se va a Ocuando k ------+ 00:

2k -I 1 2k-I 1 2k 2k-I 1
a(k) = L i - ln(2) = L i - ln(k) = L i - [ln(2k) - In(k) ] (3.9.6)

i=k i = k i=k

2k-I 1 ¡2k 1 2k-I 1 2k-I'¡"+\

= L i - ~dx = L i - L ~dx
i=k k i =k i=k i

2k- l i+ 1 2k-1

8(~ -¡~dx) = 8~ -[ln(i+ 1) -ln(i)]
,

2k-I 1 1
'" --;- - ln(l + --;-)L...J l Z
i = k

Acotemos lo que nos queda adentro de la suma considerando que para 1 <
x < 1 + t se cumple que i~1 < ~ < 1, por lo que se cumplen las siguientes
impl icaciones:

1++
i 1 ¡ 1 1-. - (--;- ) < -dx<--;-

z+ l l x Z
1

1 . 1 1
:::} -. - < ln(l + --;-) < --;-

Z + 1 Z Z

-1 1-1
:::} - . < - ln (l + --;-) < -.-

Z Z Z + 1
1 1 1 1

:::} O < - - ln( l + - ) < - - --
i i i i + 1

Por lo que substituyendo esto en (3.9.6) , llegamos a que

2k-l 2k-l . .

0< a(k) < L(~ __. 1_ , ) = L Z '~ 1- Z

i = k Z Z + 1 i = k z(Z + 1)

2k -1 1 2k-1 1 k

= L i(i + 1) < L k(k + 1) = k(k +1)
,=k ,=k

1

k+1
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Ahora uti licemos esto en (3.95).

103

o< E( J2k(Ak,n - A2k,n - In 2) <

Por lo que

1
J2k­

k+1
vI2,¡r¿
k+1

vI2

k
lim E( J2k(Ak,n - A2k,n - In 2) = O
---00

(3.9.7)

Veamos ahora que la varianza es 1, utilizando (3.9.4) y el que las E, son inde­
pendientes con distribución exponencial estándar.

Var( J2k(Ak,n - A2k,n - In 2) = 2kVar(Ak,n - A2k,n )

2k-l E-
= 2kVar( L-¡-)

i=k
2k-l 2k-l ()

= 2kLVar( ~i ) = 2k L Va:2E
i

i=k i=k
2k:-l 1 2k-l 1 1

= 1 - 1 + 2k L i2 = 1 + 2k( L i2 - 2k)
i=k i=k

1 + 2kb(k)

Esto si ahora definimos

2k - l

b(k) d;j ~ .!.. - ~
L i2 2k
i=k
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Veamos como podemos acotar b(k) para demostrar que kb(k) se va a Ocuando
k -> 00:

Por lo que

Entonces

b(k)
21.:-1 1 1 21.:-1 1 2 - 1

Li2 - 2k = Li2 - (2k:)
i=k i=k

2k-1 1 1 1 2k-1 1 - 1 ] 2k

L i2 - (k - 2k) = L i 2 - (--;-) dx
i= k i=k k

D ~1
2k -l 1 ¡ 1 2k-1 1 2k-1¡ 1

= :Li2 - x2 dx = L i2 -:L x 2dx
i=k k i= k i=k i

2k-1 1 '¡"+1 1 2k-l 1 1] i+1
L (i2 - x 2dx) = L i2 - (~ . )
i=k i i=k '

2k -1 1 1 1 2k-1 (1 + i ) + i2 - i(l + i)

?= i2+ i + 1 - i = L i2(1 + i)
,=10 ,=k

21.:-1 1

8i2(1 + i)

2k-1 1

O<kb(k) = k 8 i2(1+ i)

2k-1 1 k

< k8 k2(k + 1) = k k2(k + 1)

1

(k + 1)

lim kb(k) = O
k->oo

Substituyendo en (3.9.8) tenemos que

lim Var(v'2k(Ak ,n - A2k ,n - In 2) = 1 (3.9.9)
10->00

Por (3.9.7) y (3.9.9) tenemos que la variable aleatoria v'2k(Ak ,n - A2k ,n -ln2)
tiene asíntóticamcntc media O y varianza 1 cuando n -> 00, utilizando (3.9.4)
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sabemos que esta variable aleatoria t iene además la misma distribución que una
suma de variables aleatorias independientes.Gncdenko y Kolmogorov (1954) es­
tudiaron las distribuciones límite de sumas de variables aleatorias indep endientes
demostrando que estas condiciones son suficientes para afirmar que J2k(A/.: ,n ­
A2k,n - In 2) t iene asintóticamente una distribución normal estándar. (Vcasc
Capítulo 5) _

Corolario 43 Con las condiciones del teorema anterior se cumple que Ak,n ­
p

A2k,n --t In 2, cuando n --t oo.

Demostración. Sca Z variable a1catoria con distribución normal estándar
y definamos

Zk,n d~ V2k(Ak,n - A2k,n - In 2)

Por la Definición 56 dc convergencia en probabilidad, necesitamos demostrar lo
siguiente

lim P(IAk,n - A2k,n - In21> E) = O'VE > O
n~oo

Consideremos entonces

P(Ak,n - A2k,n - In 2 < - E)+ P(Ak,n - A2k,n - In 2 > e)

P(Zk ,n < - EV2k) + P(Zk,n > EV2k))

Por (3.9.0) 'VE > O lim J2k = 00, además por el teorema anterior sabemos que
n~oo

d
cuando n --t 00 se cumple que Zk,n --t Z , entonces

lim P(IAk,n - A2k,n - In 21 > E)
n~oo

P(Z < - 00) + P(Z > 00)

0+0

Pues Z tiene distribución normal estándar, lo que concluye la demost ración. -

Teorema 44 (Consistencia Débil) Si k --t 00 Y ~ --t Ocuando n --t 00, entonces

-:{P) P
~ --t ~,n --t 00

D t ra ció C l esti d . l t: c<P) I 1 Xk n -
X

2 k nem os rael n. omo e estima 01' tien e a lorma: <"k n = In 2 n x ' - x . ,
1 2k ,n 4k .n

basta demostrar que
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: k,n__i k,n ~ 2~ , n --+ OO. 10 cual ya lo suponíamos de la forma en que fue
2 k ,n 4k ,n

motivado este estimador. Para demostrar esto vamos a utilizar el mismo pro-
cedimiento, sólo que ahora no vamos a utilizar variables aleatorias distribuidas
Pareto, sino exponenciales. Recordemos primero (3.9.1) que nos decía que

lim ~~~i~~¡-~(t? = 2~ siempre que lim cl (t ) = lim c2(t ) = 2 Y Cl Y C2 sean
t-oo C2fi) t-oo t-oo

funciones positivas y si U(t) = F+-(l - t- l ) con t > O.
Ahora sean An.n :S ... :S Al ,n los estadísticos de orden de una muestra con

función de distribución exponencial FA(x) = 1 - e-x, x ~ O,por lo que otra vez
el Lema 51 inciso (e) nos dice que

(3.9.4)

donde (Ul,n,..., Un,n) son los estadísti cos de orden asociados a una muestra con
distribución uniforme en (0,1 )

Record ando ahora que el Lema 51 inciso (b) nos decía que si (Xl, ..., X n ) es
una muestra con F, entonces para toda nd~ se tiene que

(3.9.5)

Juntando (3.9.4) Y (3.9.5) Y la Afirmación 47 tenemos que para toda n E N

(Xl,n , ..., Xn,n) ~ (F+-(FA(Al,n)), ..., F+-(FA(An,n)))

Como U(x ) = F+-(1 - x- l).

(F +-(1 - e-Al,n ), ..., F+-(1 - e- An.n)

(U(eAl,n), ..., U(eAn.n))

o sea que

(Xk ,n)k=l,...,n ~ (U(eAk,n))k=l ,...,n

De lo que se sigue que

X k,n - X2k,n .!! U(eAk,n) - U(eA2k.n) _ U(eA2k,neAk.n -A2k.n) - U(eA2k.n)
X 2k,n - X 4k,n - U(eA2k.n) - U(e~k.n) - U(eA2k.n ) - U(eA2k,neA4k.n-A2k.n)'

Ahora llamemos t = eAk.n,c l(t ) = eAk.n-A2k.n, C2(t ) = eA2k.n-A4k,n, se cumple
que cuando n --+ 00, t = eAk,n --+ 00 pues k --+ 00 cuando n --+ 00 y la distribución
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exponencial t iene ext remo derecho infinito. Ahora e! Corolario 43, nos asegura

que CI(t) ~ 2,C2(t )~ 2, por lo que (3.9.1) nos garantiza que

Xk,n - X 2k •n ~ 2~

X 2k •n - X 4k •n

Esto implica que f!P )~ ~ que es lo que queríamos demostrar. -
El cálculo de! est imador de Pickand involucra una sucesión de estadísticos de

mayor orden, los cuales se incrementan con ti. Consecuentemente un análisis de
interés para e! estimador de Pickand es la llamada Gráfica-Pickand que consiste
en e! análisis de:

--:(P)
{(k'~k,n) : k = 1,oo. ,n} ,

para poder elegir k . El análisis de la Gráfica-Pickand ha dejado ver que no existe
una solución de k uniformemente mejor . Si se satisface que l~~ln~~(?,)) = 00,

e! estimador de Pickand es consistente en e! sentido fuerte (vease Dekkers y de
Haan (1989) pp.1798). Bajo mayores restricciones sobre la distribución F e!
estimador de Pickand es también asintóticamente normal (Dekkers y de Haan
(1989) pp.1799).

3.4 El Estimador de Hill para ~ ~

El estimador de Hill se utiliza para estimar ~ > O en e! caso F E DAM(H~) .

Es decir las distribuciones con cola pesada, dada una muestra con función de
distribución F.

Supongamos que (Xl , .oo , X n ) es una muestra con función de distribución
F E DAM(H~) Primero tenemos por la Proposición 27 que H es de! mismo tipo
que la distribución Fréchet <1> , pues teníamos que

<I>,,(x) = H~[Ú'(x -1)]

Por lo que
1

Hd~(x - 1)] = <I>~(x)

Entonces H~ es del mismo tipo que <1>" con Ú' = ~ , por la Proposición 23 inciso
(b) (ii) F E DAM (<I>,,) con Ú' = ~ > O. Con esta información daremos un

estimador para Ú' y después substituiremos ~ = ~.



108 CA P ITUL O 3 EST I MACIÓ N EN C O NIJ ]ClO NES IJE IJA "'

Tenemos que F E DAM(<I>aJ , a > O, vimos en la parte de DAM de las DVE
que esta condición es equivalente a que F( x) = x-aL( x), x > O para alguna
función de variación lenta L (Vcasc Definición 33). Es decir la condición (3.1.1)

La función de variación lenta L(x) tiene un comportamiento asintó tico pare­
cido al de una constante. Antes de definir el estimador de Hill para a y estudiar
sus propiedades, vamos a considerar dos ejemplos de F E DAM(<I>o) . En el
primero de ellos F( x) = Cx-o para alguna C > O conocida y la función F es
completamente conocida. En el segundo ejemplo consideraremos que F cumple
esta misma condición F(x) = Cx:", pero sólo para x ~ u con u algún umbral
suficientemente grande conocido (en el espíritu de que asintót icamente L se ase­
meja a un valor constante) . En este caso la constante C > Oes desconocida, lo
cual es un caso más general. En ambos casos utilizaremos máxima verosimilitud
para est imar a.

Ejemplo 45 Sea (Xl, .oo , X n ) una muestra con función de distribución F tal que

{

O si x < C!;
F(x) =

1 - Cx"" si x ~ C!;

Claramente F E DAM(<I>o) pues se satisface (3.1.1) si tomamos L(x) = C .
Para utilizar Máxima Verosimilitud reescribamos a F, sea u = C !; , entonces

tenemos que

{

O six<u
F(x) =

1 - uox - o si x ~ u

Entonces la función de densidad asociada es f(x) = auox-(o+l) por lo que
la fun ción de verosimilitud que debemos maximizar definida en el Apéndice en el

n

caso independiente como L(X, O) = IIfo(xi) con t, la densidad asociada a Fo,
;=:1

queda en este caso de la siguiente forma:

n n n n

L(X,O) = IIfo(xi) = IIf(xi) = IIauox;(o+l) = (auotIIe-(O+l)ln Xi
;= 1 ;=1 ;=:1 ;= 1
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Por lo que la función de log-verosimilitud definida como I(X, B)
queda como sigue:

109

In L(X ,B)

- (0 + 1) f: ln z , - (<>+ 1) f: lu z,
l (X,B) = In L(X,B) = In( (o:uO)ne ;=1 ) = In((o:u° )U ) + In(e ;=1 )

n n

= nln(o:uO) - (o: + 1)¿ Inz, = n In(o:) + n In(uO) - (o: + 1)¿ Inz,
i = 1 i = 1

n

= nln(o:)+ o:nln(u)-(o: +1)¿ln xi
i=1

Como para encontrar el estimador máximo verosímil en este caso tenemos que
maximizar la función de log-verosimilitud vamos a encontrar la derivada de esta
respecto a o:

8l(X,B) n ( ~o = - + n In u) - L.." InX i
o: o:

i = 1

Como la segunda derivada es -~ < O. Encontrando un cero en la derivada
o

habremos encontrado el estimador máximo verosími l.

8l (X,B) n ~
00: = O {:} ~ + nln(u) - L.."ln xi = O

i = 1
n

{:} ; = ¿ In Xi - n Inu
i=1

n

{:} !!: = ¿(In X i - Inu)
o: i = 1

1 n

{:} o: = [- ¿ (In X i - Inu)r1

n i=1

Por lo que el estimador máximo verosímil de o: que es a queda expresado de la
siguiente forma

1 n •

a = [-¿(In Xi -In u)r1

n i = 1

(3.10.1)

Este ejemplo resulta bastante ilustrativo y aunque no podría ser generalizado
directamente para obtener un estimador general de 0:, pues el valor u depende
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de esta distribución en particular, sí nos da una idea del porqué de la definición
del estimador de Hill que veremos después.

El siguiente ejemplo es un poco más general y es similar al anterior excepto
que en este caso no conocemos explícitamente la función de distribución F, sólo
sabemos que para x por encima de algún umbral suficientemente alto tL conocido,
la cola de la distribución F tiene la forma F(x) = Cx-o, pero no sabemos cómo
se comporta F antes de ese umbral tz y tampoco conocemos el valor C, por lo
que estimaremos tanto a como C.

Ejemplo 46 Sea (Xl' 0'0' X n) una muestra con función de distribución F tal que
para x ~ ú con u conocida

F(x) = Cx-o con C desconocida

Claramente F E DAM (<I>o), pues la condición de variación lenta es asin­
tótica (Ver condición (301.1) y Definición 33).

Debido a que no conocemos la función F explícitamente , para utilizar el
método de máxima verosimilitud, donde sí conocemos F , Y estimar a y C,
definiremos K de la siguiente forma

K = card{i IXi,n > u, i = 1, ..., n}

Condicionando a que {K = k}, la estimación máxima verosímil de a y C ,
es decir de 8 = (a ,C), no estará basada en toda la muestra, sino sólo en los
valores (Xk,n, ..o, XI ,n) que son los que superan u. Dado que estos valores no son
independientes, la función L de verosimilitud, que es la densidad conjunta, no es
el producto de densidades, pero por nuestro estudio de los estadísticos de orden
sí conocemos su forma explícita, por lo que este problema se reduce a maximizar
la densidad conjunta de los estadísticos de orden evaluada en XI,n, ' 0 0 ' Xk ,n'

L(8, X) ~ ft~,n, o .o. ,Xl,n

La densidad asociada a Xi , en los valores que exceden u, es al igual que en el
ejemplo anterior f(x) = Cax-(o+l) , por lo que el Lema 50 visto en el Apéndice
en la parte de estadísticos de orden nos dice cuál es la función de verosimilitud
en este caso:
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ue,X)
k

= /~) , = n! (1 _ cx- o)n-k ITCaX:-(O+l)
Xk,n '....'x l,n (n - k)! k,n ;=1 I,n

I k
n. (1 _ Cx-ot-kCkakITX:-(O+l)

(n - k)! k,n . 2,n
2= 1

, k

(n : 'k) !(l - Ce- aln(Xk,n))n-kCkakIle-( a+ 1) ln(Xi ,n)
2=1

k

n!Ck ( C - o ln(X ))n-k k - (a + 1) E ln(X;,n)..,--- ,- 1 - e k,n a e . =1

(n -k)! '

Esto siempre que u < Xk,n < ...X 1,nl que fue lo que condicionamos. De aquí
la función de lag-verosimilitud definida como l(e, X) = ln(L(e , X)) queda de la
siguiente forma:

Ic k k
[(e, X) = In (nn~ k)! + ln( [l - Ce-01n(Xk,n)t-k) + ln(a k

) - (a + 1)~ ln(X;,n)

I k

= ln ( ( : . ")' ) + k lnC + (n - k) ln(l- Ce- 01n(Xk,n)) + klna - (a + 1)2::1n(X;,n)
n k . ;=1

Para maximizar a [ encontremos sus parciales respecto a a y C

8l(e, X)
oa

(3.10.2)

Ahora evaluemos la parcial respecto a C:

ou»,X) k e- a1n(Xk,n)
oC = C - (n - k)-1-_-C- e--o--:-1n-'x"'-'k-,n

k ( k") Xk.~- - n-
C 1-CXk,~

(3.10.3)
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Para encontrar el Estimador Máximo Verosímil hay que encontrar valores de
e y a que anulen las parciales encontradas en (3.10.2) y (3.10.3) , si igualamos
m(oX) 11 la si . lcnci e----v?s- a cero, egamos a a siguiente cqurva encla para .

8l(O, X) = O <=? ~ _ (n _ k) X¡;:~ -a = O
Be e 1 -eXk.n

k
<=? e(1- exk.~) - (n - k)X¡;:~ = O

k
<=? e - kX¡;:~ - nXk.~ + kXk.~ = O

k X -a
<=? e = n k.n

<=? e = ~Xknn .

(3.10.4)

Ahora substituyamos el valor de e que encontramos en la equivalencia (3.10.4)
en (3.10.2) . Si igualamos a cero, tenemos la siguiente equivalencia:

8l(O,X) = O <=? (n _ k) ln (Xk.n )exk.~ + ~ - ~ ln(X ) = O (3.10.5)
Ba 1 - ex-a a L...J I,n

k.n i=1

<=? (n - k) ln(Xk.n)~Xk.nXk.~ + ~ = ~ ln(X )
1 - !:E.xo X - a a L...J I,n

n k.n k.n i=1

k k ln(X ) !:E.
_ = "ln(X ) - (n - k) k .n n

<=? a L...J t, n n -k
i=1 n

k k

<=? - = L ln(Xi,n) - k ln(Xk.n)
a i=1

1 1 k

<=? ; = k~lln(Xi,n ) - ln(X k .n)]

1 k

<=? a = (k¿lln(Xi,n) -ln(Xk.n)])-1
i=1

Por lo que las equiva1cncias (3.10.4) y (3.10.5) nos dan los estimadores máximos
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verosímiles para a y e
k

= (~L:)n(X;,n) -ln(Xk.n)])-l
;=1

~xa,;:-n
n k .n
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(3.10.6)

Los estimadores de a de los ejemplos anteriores que quedan expresados en
(3.10.1) y (3.10.6) son similares, excepto que en el segundo caso consideramos k
en lugar de n valores y el umbral u es substituido por el valor Xk,n' Esto motiva
la siguiente definición del estimador de Hill.

Definición 47 Sea (Xl , oo" X n ) una muestra con función de distribución F E

DA M (<I\ , ) con a desconocida. El estimador de Hill para a queda definido
en términos de los k mayores estadísticos de orden (Xl ,n, oo ., Xk,n) asociados
a (Xl ' oo. , X n ) de la siguiente forma

k

Q(H) = Qk~ = (± L:)n(X;,n) -ln(Xk.n)])-l
;= 1

En general al igual que en el caso del estimador de Pickand, para elegir k se
recomienda tomar un número de estadísticos de orden k que dependa de n tal
que al crecer n, k crezca, es decir k(n) -> 00, cuando n -> 00, pero dado que
la Definición está motivada para valores suficientemente grandes sólo debemos
utilizar los valores más grandes es decir k -> O. Debido a esto el estimador de

n
Hill para ~ en el caso F E DAM(He) sería

k
~H) _ ~H) _ ~(H) - 1 _ 1,", J
~ - ~k,n - (a ) - 'kL..[ln(Xi,n) - k ln(Xk.n)

i= l

3.4.1 P ropiedades del Estimador de Hill

A continuación veremos que es consistente en el sentido débil y comentaremos
las condiciones adicionales que debe satisfacer la distribución asociada F para
que el estimador sea consistente en el sentido fuerte y tenga asintóticamente
una distribución normal estándar. (Ver Apéndice Propiedades Estadísticas de

k

los Estimadores). Tenemos que Qk~'; (tL[ln(X;,n) - ln(Xk.n)])-l entonces
;=1
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por el Lema 51 inciso (b) de la Transformaci ón de Cuantil se cumple que si
(Xl ,Il, . ." X Il,n) son los estadísticos de orden asociados a una muestra con función
de distribución P, entonces

Entonces basándonos en la Afirmación 47 se cumple que

k

(ak~!)-I ,g, ~L)In(P-(Ui ,n)) -ln(P- (Uk,n))]
i=1

Como el que P E DAM(<pa), a > O, es equivalente a que P(x) = x -a L(x) por
lo que esto es equivalente a que P -(y) = (1 - y) - ~ L( I~Y) ' con L de variación
lenta (vcasc Bingham et al (1987)Corolario 2.3.4). Entonces utilizando el Lema
54, tenemos que si (El , E2 , , •• , En) es una muestra con función de distribución

exponencial estándar y r m = El + E2 + ...Em , entonces Uk n ,g, rrn+1
-

k y por
. n +l

cómo está definida r m , tenemos que r m +h - r m ,g, r h , Usando estos dos hechos
tenemos que
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Entonces

Con

[a (H )] - l ~ /3(1) + /3(2)
k,n n n
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(3.11.1)

k

/3~1 ) = ~2:1n ((f;/fn+ l )-~ )
k . f k /fn+1.=1

k

/3~;) = ~2: ln( L(fn+df i ) )

k i=1 L(fn+d f k )

Entonces veamos qué ocurre con /3~1 ) y con /3~2) . Es /3~1 ) el que va a determinar

las propiedades asintóticas de ai,7r! ' usemos otra vez el Lema 54, que nos dice

U d rn ± l - k
que k, n = r " ±l

Esta última igualdad se debe a que estamos sumando desde el estadístico k - 1
hasta el estadístico de orden 1 de una muestra de tamaño k - 1, por lo que

d
estamos sumando todos los elementos de la muestra, ahora como -ln(Ui ) = Ei .

Es decir , tiene distribución exponencial estándar, pues

P( - ln(Ui ) :::; x ) = P(ln(Ui ) 2: - x) = P(Ui 2: e-X ) = 1 - e-x

Por lo que

d 1 1 k - l d 1 1 k-1

k;:;2: -ln(Ui ) = k;:;2:Ei
i=1 i=1

~ ( k -1 ) El + oo. + Ek - 1

o: k k - 1
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Como las E¡ tienen distribución exponencial estándar , la cual tiene media 1,
y como k(n) ~ 00 cuando n ~ 00, la Ley Fuerte de los Grandes Números
(Teorema 60) nos dice que El\'~lEk-l ~ 1 Y como lim k¡;l = 1, entonces

k-oo

13(1) s: .!.
n a

Además por el Teorema de Límite Central (Teorema 62)

[J1v(k -l)t l[(E
l + ... + Ek- ¡) - (k - 1)1] ~ Z

(3.11.2)

=

donde Z tiene distribución <I> la distribución Normal con media Oy varianza 1,
adem ás:

El + ...+ Ek - l - (k - 1)
yk=1

kal3~l) - (k - 1)
yk=1

ak a (l) _ Vk - 1
Vk - 1

fJ n

= a vk - l [(k: 1 )13~1) - ~]

Por lo que

(3.11.3)

Para ver que el estimador de Hilles consistente en el sentido débil veamos que 13;;)
tiende a Oen probabilidad. Para ello utilizaremos un resultado sobre las funciones
de variación lenta (Veasc Embrcchts et al (1997)Teorema A3.3 tomando a =
O) , que nos dice que si L(x) es una función de variación lenta (Definición 33),
entonces

x

L(x) = c(x) exp{! J~u) du}
z
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(3.11.4)

Esto para alguna z > O, donde e y d son funciones cont inuas tales que lim c(x) =
x~oo

Co> Oy lim 8(x) = O. Considerando esta representación , tenemos que
x~oo

z

k-1 k-1 rn +l /r¡
'!'¿ln c(r n+¡fr; ) + .!.¿[ J 8(u)du]
k .- 1 c(rn+¡fr k) k ._ u

,- ,-1 r n+¡frk

= f3~3) + ,B~4)

Por lo que

Con

(3.11.5)

Para ver que f3~2) ~ O recordemos k(n) --t 00 Y~ --t O cuando n --t 00 Y
tomando i :s; k tenemos que

r n+1 r nH n + 1 r nH/n + 1>r, r, k rk/k

( ~ .!.) rn+¡jn + 1
k + k rk/k

Entonces utilizando la Ley Fuerte de los Grandes Números (LFGN) '(Teorema
60)
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Por lo que
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r n+l C. S . • < k
-- ~ 00 para ~r · -1

Sea C¿ definido de la siguiente forma

r n +1 }e; = sup{18(u)1 : u ~ G

Como lim c(x) = Co > Oy lim8(:1;) = O, se cumple que
X -DO x-oo

c{ ~;1
) :::'; ce para i ::; k

e; :::'; O

(3.11.6)

Utilizando esto, por la definición de /3~3) en (3.11.5) y como In ~ = In 1 = O
tenemos que

Sólo falta ver qué ocurre con /3~4) :

k-l r n+l / r ;

/3~4) = ~~[ J 8~) du]

- r n+l/rk

k-l r n+l/r ¡ k-l r n+¡fr¡

< .!."'[ J Cndu] = Cn"'[ J .!.du]
k~ u k~ U

i= 1 r n+l /rk i=1 r n+l/rk
k-l .

= Cna[.!..!..'" ln{n+l ) ..:- ln{ n+!)]
k a~ r, r,

1=1

1 1 k-l r
k

= Cna[k~I:ln(y)]
i=1 '

= Cna/3~I)

Por ello por (3.11.2) y (3.11.6)

/3~4) ~ O

Entonces por (3.11.4 ), (3.11.7) y (3.11.8)

(3.11.7)

(3.11.8)

(3.11.9)
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Por lo que con (3.11.1), (3.11.2) Y (3.11.9) hemos ya demostrado la consistencia
en el sentido débil del estimador de Hill, es decir

[~ (H ) ] - l P 1a ----4 -
k,n a

Si tenemos en cuenta (3.11.1) y (3.11.3) , para demostrar la normalidad asintótica

del estimador de Hill sólo faltaría demostrar que JI.: - 1 13~;) ~ 0, pero para que
esto se satisfaga tendríamos que poner condiciones adicionales a la función 8(u),
al igual que en el caso del estimador de Pickand para que el estimador de Hill sea
consistente en el sentido fuerte se necesita que l~~ln~~(~)) = 00 (Vcase Dchcuvcls

et al (1988))

3.5 Estimadores de Cola y de Cuantil

Como habíamos dicho antes para dar los estimadores de Cola y de Cuantil uti­
lizaremos la Definición 26 de DVEG . Además, de la Proposición 32, tenemos que
para u = L. +b., grandes, (lo que implica x = an (u - bn ) grandes) se cumple quean

En el caso ~ =O :

n F (u )
-1

~ - ln H~ (x) = ( l + ';x)T
-1

[1+ ';an(u - bn)JT

nF(u) ~ -In Ho(x) = e-x
= e-an(u-bn)

Así que un estimador de la cola en el dominio adecuado tiene la siguiente
forma:

(3.12.1)

Ahora est imaremos el cuantil x p = F<-(p), fijando p en (0, 1). Util izaremos
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(3.12.1) para estimar la inversa de F:

C AP ITU LO ;1 ESTnlACI ON F;N CO N D IC IO NES D E DA~I

(3.12.2)

En el caso ~ = O

1 - F(u) ~ e -an (u - bn ) :::} 1 - u ~ .!. e-an(F-(u)-bn)

n
:::} ln[n(l - u)J ~ -an(F+-(u) - bn)
:::} F+-(u) ~ bn _ In n + ln( l - u)

an

Por lo que proponemos el siguiente estimador para xp :

~ {t: + {In(l-l']I- L l} si ~ =1 O
X - €anp- b

n
- lnn+~n(l-p) si ~ = O

a n

Por lo regular nuestro interés está en estimar cuantiles grandes, fuera de
nuestra muestra Xl , ..., X n . O sea que nuestra p depende de n y la elegimos de
tal manera que p > 1 - ~ o sea que la función de distribución empírica satisface
F n (p) = O, por lo que esta no nos da información sobre nuestros cuantiles.
Más adelante veremos que es necesario utilizar ¡ en vez de n modificando las
igualdades (3.12.1) y (3.12.2).

Otra vez nos enfrentamos al problema de estimar cuantiles fuera de nuestra
muestra, es decir el valor F+-(1 - n -1) que es el valor de la función inversa
generalizada de F en 1 - ~. Como dijimos a esta función la estimamos mediante
la función empírica en la Definición 63. Sin embargo, la muestra tomada de esta
manera nos diría tomar siempre a X 2,n para estimar este valor .

Debido a este problema para obtener un est imador para el cuantil xp y para
la cola de la distribución F , basándose en resul tados empíricos, se ha optado por
tomar ¡ en vez de n (Vcase Embrechts et al (1997) pp . 326), pues (1 - 0;)-1) <
(1-n- 1

) . Por ello estimar c!!. y d!!. se reduce a estimar cuantiles dentro de nuestro
k k
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rango de información. Además por (3.9.0) se cumple que I --+ 00 cuando 11, --+ 00 ,

por lo que, modificando las igualdades (3.12.1) y (3.·12.2), tenemos

(3.12.3)

(3.12.4){
t: + {[!f(l;;:p)] - Ll} si ~ f O

_ k ~ n .

x p = 7<

b- In!!k +ln(l -p) . e O
!! - ~ Sl <, =
k an

k

Este est imador en la práctica funciona bien, aunque, como comentamos, los
argumentos para sustentar esto son totalmente empíricos.

Considerando (3.12.3) y (3.12.4) intentaremos ahora modificar la Tabla (3.4.8)
de manera que podamos estimar a las constantes a !! y b!! conociendo únicamente

k k

una muestra con F E DAM(H(.) . Para ello es necesario estimar F-[l - O~t1],

XF Y a[F-(l - ~)]

Para estimar la función cuantil F - usaremos la función de cuantil empírica
(Definición 63), que cumple

k k -1
F-(x) = X k si 1 - - < x < 1 - --n ,n 11, - 11,

Como en este caso x = 1 - ~ = 1 ·- (k+1)- 1, entonces usaremos:
n n

(3.13.1)

Para estimar x F que es el extremo derecho, como los valores más grandes no
pueden ocurrir, usaremos el valor más grande es decir:

Ahora, tengamos en cuenta que

F(Xk+l,n) = 1 - F(Xk+1,n)
n-k

~ 1 - Fn(Xk+1,n) = 1 - -11,-

k
11,

(3.13.2)

(3.13.3)
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Además , utilizando que la función de distribución empírica es constante entre
cada valor de la muestra y recordando la Definición 61, tenemos que

Entonces

X i+1,n ~ y < X i,n
n - i

:::} Fn(y) = -
n

- i
:::} Fn(y) = -

n

- k- i .
Fn(y) = - - si Xk+1-i ,n ~ y < Xk-i ,n

n
(3.13.4)

Ahora mediante (3.13.1), (3.13.2) Y (3.13.4) obtendremos un est imador de a(bi;)
con bi; = r - (l - ~ ) .

XF _

a(bi; ) = a(F- (l - ~ ) ) ~ a(F;-(l - ~ ) ) = a(Xk+1,n) ~ ¡ F(y)dy
n n F(Xk+l n)

Xk+l,n '

Xl ,.. X k ,n . X k -l ,n Xl,n

~ -!f .f Fn(Y)dy =!f[ ¡ Fn(y)dy + ¡ Fn(y)dy + ... + .f Fn(y)dy]

Xk + l ,n Xk+l .n X k ,n · X 2 ,n

n~ Xk.f--;'" _ n~ Xk¡-_i ,n k - i
kLJ F,,(y)dy = kLJ ----;;-dy

t= OX k + l - i .1! t=O Xk + l -i .u
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esto por (3.13.4) , por ello
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(3.13.4)

n k-1 i + 1 n k i
kI: ----;;:- (X i+1,n - Xi+2,1l) = kI:;(Xi,1l - X i+1,n)

i=O i=l
k k k

= ~I:i(Xi,n - X i+1,n) = ~ [I:iXi ,n - I:iX i+1,n]
i=l ;= 1 ;= 1

~ { 1X 1,n + 2X2,n + 3X3,n + ... + (k - 1)Xk-1,n + (k)Xk,n }

k -[lX2,n + 2X3,n+ ...+ (k - l)Xk,n + (k)Xk+1,n]

1
= k [lX1,n + X 2,n + X 3,n+ ...+ X k,n - (k)Xk+1,n]

1 k k

k[( I:Xi,n) - (I:Xk+1,n)]
;=1 i=l

1 k .

k I:(Xi,n - X k+1,n)

i=l

Ahora sí, utilizando (3.13.1) , (3.13.2) Y (3.13.5) , podemos modificar la Tabla
(3.8.1), obteniendo la siguiente Tabla que está en términos de la muestra

D ~ >O ~ ~=O ~<O

a; 1 k -1
eXk +l ,n k e[Xl ,n -Xk+l ,nlk

L: (Xi,n-Xk+l,n)
i -l

(3.14.1)

Para concluir este capítulo expresemos como quedan los estimadores de cola y
de cuantil para F E DAM(He)en cada uno de los casos de signo dc f , ut ilizando
la Tabla (3.14.1) y las igualdades (3.12.3) y (3.12.4), pues podemos tomar un

~ ~P) ~ ~H)

estimador de f , que podría ser ~ = ~k,n' Ó ~ = ~k,n en el caso ~ > O
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En el caso ~ > O:

~ k "'_ - ~ k '" 1 ~
P(u) = - [1 + ~a!!(u - b!!)] e = - [1 + ~'" (u - Xk+1 ,n)] { (3.14.2)

n k . k n ~Xk+l,n

k u ~
= -(1 + - - - 1) {

n Xk+l,n
k U -1

-(--)T
n X k+l ,n

También:

'" - {[I (1 - p)]-~ - 1} {[I (1 - p)t~ - 1}
xp = b»: + '" = X k+ 1 n + """'-'-"'-'---:::",;:-'-":"'="-_ ----=-

k ~o;; ' ~ ........l-
k (Xk+I ,n

n -
= Xk+l,n + X k+1,n[k(1 - p)t{ - X k+l,n

n -
= X k+l,n[k( l - p)t{

En el caso ~ = O:

P'" () k - a"';¡ (u -b;)
U = - e l' k

n
k .

k
= ~ exp(-k[~)Xi,n - Xk+l,n)tl(u - Xk+l,n))

i= 1

y de la misma forma:

'" - InI + In(l - p)xp = b!! - _
. k a!!

k

1~ n
= X k+1,n - k L.., (Xi ,n - X k+l ,n)[ln k + In(l - p)]

i= l

En el caso ~ < O

~ k ~ '- - 1

P(u) = -[1 + ~a;(u - b!!)]Tn k k

k ~ -1 ~
= -[1 + ~~ (u - Xk+l,n)] {

n ~[X1 ,n - Xk+l,n]

= ~[1 - u -Xk+1,n ] ~I
n Xl ,n - X k+1,n

(3.14.3)

(3.14.4)

(3.14.5)

(3.14.6)
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También se cumple
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~ - {[~(1 - p)]-e - 1} {[%(1 - p)]-e - 1}
x p = b!! + ~ = X k+1 n + ~ (3.14.7)

k ~a; ' ~x - 1
k ~(X1,n-Xk+1 .n )

n -
= X k+l,n - (XI ,n - X k+l,n) [k"(l - p)t~ + (XI ,n - Xk+l,n)

n -
X I,n - (X I,n - X k+l,n)[k"(l - p) ] -~

Ahora para concluir reescribamos las igualdades (3.14.2) a (3.14.7) .

-1

É(_U_)T si ~ > O
n Xk +1,n

F(u) =
k

~ exp( - k[¿ (X;,n - Xk+l,n)]-I(u - Xk+l,n)) si ~ = O
;= 1

É[l _ ,U- Xk+l,n ] ~1 si ~ .( O
n X l, n-Xk+1,n

X k+l ,n[%(1 - p)]-e si ~ > O
k

Xk+l,n - t ¿ (X;,n - X k+l,n)[1n ¡ + In(l - p)]si ~ = O
;= 1

XI ,n - (Xl ,n - Xk+l,n)[~(l - p)]-esi ~ < O

Ya que hemos obtenido los estimadores de cola y de cuantil, en los casos en
que ~ sea menor, igual o mayor que cero, cabe hacer algunas recomendaciones
para su uso. Debemos notar que cuando ~ < O no estimamos más allá del
rango de información muestral, pues la igualdad (3.14.6) sirve únicamente para
valores de u menores a X; = X l,n' Así mismo , en la igualdad (3.14.7), las x;,

. van a ser siempre menores o iguales a Xl ,n' Sin embargo este caso corresponde
a las funciones de distribución colas ligeras, por lo que en principio el estimar
únicamente en el rango de información muestral no parece implicar demasiadas
complicaciones.

El caso en que ~ > O, las ecuaciones (3.14.2) y (3.14.3) nos dicen que los
estimadores de cola y de cuantil están en términos de un estimador de ~, a
diferencia del caso ~ < O, en que este estimador es necesariamente el estimador
de Pickand , en este caso este estimador puede ser el estimador de Hill. Si bien
las propiedades asintóticas que estudiamos de los estimadores son las mismas
y aunque la respues ta a esta pregunta no es terminante, el estimador de Hill
parece tener algunas ventajas sobre el est imador de Pickand, para ser específicos
un menor error cuadrático medio , (Vcasc Embrechts et al (1997) pp .342).
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Otro punto en el que se debe tener cuidado, antes de utilizar estos esti­
madores, es el signo de ~ . Hemos mencionado que ~ > O corresponde a las
distribuciones de cola pesada y ~ < Oa las de distribuciones de cola ligera , por
lo que se debe analizar la muestra y el fenómeno que la genera para determinar
en que caso estamos, determinar el caso ~ = O es por tanto más complicado,
Hosking et al (1985) en la Sección 6 de su artículo se dedican a determinar
si el parámetro de forma es O (mediante una prueba de hipótesis), cuando la
muestra tiene distribución DVEG , en este artículo se utiliza el hecho de que
el estimador por momentos de ~ es asintóticamente normal e insesgado . En el
caso de condiciones de Dominio de Atracción de Máximos, los estimadores de ~

también son asint óticamonte normales e insesgados, por lo que se puede seguir
el mismo procedimiento.



APÉNDICE

El objetivo de este Apéndice es estudiar temas, que si bien no son el principal
objeto de estudio de este trabajo, son aspectos inherentes a los temas tratados
en la Tesis. Este apartado está dividido en 7 secciones.

En la primera sección estudiaremos los estadísticos de orden asociados a una
muestra (Xl , """' X n ) que corresponde, como veremos más adelante, a ordenarlos
de mayor a menor. Estudiaremos principalmente el comportamiento distribu­
cional de estos estadísticos, que vamos a utiliz~r para demostrar las propiedades
de los estimadores de ~ en el Capítulo 3, pues los dos estimadores de ~ que pro­
ponemos están en término de los estadísticos de orden. Esta sección es la más
extensa dentro de este Apéndice.

En la segunda sección definiremos tres tipos de convergencia para variables
aleatoria que son la convergencia en probabilidad, la casi segura y la convergencia
en distribución, las cuales usamos a lo largo de toda la tesis.

En la tercera sección enunciaremos dos teoremas límite fundamentales en el
estudio de la Probabilidad y la Estadística que son la Ley Fuerte de los Grandes
Números (LFGN) y el Teorema Central de Límite (TCL) , así mismo dada una
muestra (Xl , ..., X n ) con función de distribución F definiremos la función de
distribución empírica Fn Y veremos que por la LFGN E; ~ F. Posteriormente,
mediante los estadísticos de orden, daremos una versión empírica para la in­
versa generalizada de la distribución F, es decir la función cuantil F<-, que es la
Definición 15. A esta versión empírica la denotaremos F;- .

En la cuarta sección definiremos propiedades deseables para estimadores, las
cuales utilizaremos en los capítulos 2 y 3.

En la quinta sección estudiaremos muy brevemente el Método de Newton
para encontrar raices de una función conocida F. Recurriremos a este método
en el capítulo 2.

En la sexta sección estudiaremos la función gamma, que aparece recurrente-
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mente a lo largo de esta tesis. Estudiaremos su valor para enteros y encon­
traremos algunos valores que toman sus primeras dos derivadas, los cuales serán
de utilidad en el estudio de máxima verosimilitud en el Capítulo 2 para encontrar
la matriz de información de Fisher.

Finalmente, en la séptima sección, estudiaremos a grandes rasgos la teoría de
Máxima Verosimilitud, que utilizaremos en los capítulos 2 y 3. Definiremos la
función de verosimilitud, la función de lag-verosimilitud, su derivada, que es la
función gradiente, la derivada del gradiente que es la matriz -V Y la matriz M
de información de Fisher. También referiremos algunas propiedades generales
de los estimadores obtenidos por máxima verosimilitud.

.1 Los Estadísticos de Orden

En esta sección utilizaremos diversos resultados sobre los estadísticos de orden
asociados a una muestra, el material que utilizamos para ello es: Embrechts
et al (1997) Capítulo 4 y Reiss (1989). · Sea (Xl , X2 , . •. , Xn ) una muestra. Los
estadísticos de orden asociados a esta muestra se obtienen de ordenarla de mayor
a menor, mediante las siguientes definiciones:

XI,n maxjX¡ , X 2 , oo ., X n }

X 2,n max{XI , X 2 , .oo , x; \ XI,n}

Es decir que Xk ,n es el k - ésimo mayor elemento de la muestra Y.se cumple
Xn ,n < .oo < XI,n' A continuación vamos a estudiar algunas propiedades de estos
estadísticos. Para ello consideremos a F como la función de distribución común
de la muestra (Xl, X 2 , oo., X n) ya Fk,n como la función de distribución de Xk ,n.

Teorema 48 La función de distribución Fk,n del k-ésimo mayor estadístico de
orden Xk ,n es de la siguiente forma:

k-l

(a)Fk ,n(x) = L (~)F (x)Fn-r(x)
r=O

(b)Si F es continua, entonces
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x

Fk,n(x) = J ik,n(z)dF(z)
- 00

donde ik,71(X) = (k_~Wn_k)! Fn-k(x)Fk-1(x)
O sea que fk,n es la ensidad de Fk,n con respecto de F.

Demostración. El inciso (a) lo podemos ver si para nEN definimos

n

I3n = I:){x¡>x}
i = 1
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La variab1c aleatoria I3" es la suma de n variables Bernoulli iid con proba­
bilidad de éxito

E I{x ;>x} = P (X > :7: ) = F(x)

Por tanto I3n es una variable aleatoria binomial con parámetros n y F(x)
Tenemos que

k- 1 k-1
Fk,n(x ) = P( I371 < k) = ~P(I3n = r) = ~(~)F(:l; )Fn-r ( :r )

Que era lo que queríamos establecer.
Para demost rar el inciso (b) usando la conti nuidad de F tenemos que

xJik,n(z)dF(z)
- 00

x

(k - 1)7~n _ k)!JF
n-k(

z)F
k- 1(

z)dF(z) (A.l.1)
- 00

1

(k - 1 )7~n _ k)! J(1 - t)n-k tk-
1dt

F (x )

nl
= (k_1 )!(n _ k)l A(x )

1

Observe que el valor de A(x) = J (1_t)n- ktk- 1dtcorresponde a una función
F (x )

beta incompleta, por lo que necesitamos usar integración múltiple para resolverla

Como: Judv = uv - Jvdu
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Si tomamos en un primer paso:

Ar ÉNOICr.

(1 - t)n-k+l
U = tk-1dt => du = (k - 1)tk- 2dt Y 11 = - dt => dv = (1 - tt- k

n-k +1

Por lo que

A(x) =
1

(1 - t)n-k+l ] 1 J (1 - t )n- k+l .
_tk- 1 dt - - .(k - 1)tk- 2dt (1)

n-k + 1 F (x ) _ n -k + 1
F(x)

-k-l n-k+l . 1
F (x)F (x) + (k - 1) J(1.- tt-k+1tk-2dt

n -k+1 n-k+1
F (x )

Siguiendo este mismo procedimiento en un segundo paso:

1 - k- 2 n-k+2 • 1

J(1 - tt-k+ 1tk-2dt = F (x)F (x) + (k - 2) J(1 _ t)n-k+2tk- 3dt
. n -k + 2 n - k+ 2

F (x ) F (x )

Por esto

Fk-1(x)Fn-k+l(X) (k _ 1)Fk- 2(x)Fn-k+2(x)
A(x) = n -k + 1 + (n - k + l )(n - k + 2) (2)

1

+ (k - l)(k - 2) J(1 _ t) n-k+2tk-3dt
(n - k + l)(n - k + 2)

F( x )

En el tercer paso llegamos a que

Fk-1(x)Fn-k+l(X) (k _ 1)Fk- 2(x)Fn-k+2(x)
A(x) = (n-k +1) + (n-k+1)(n-k+2) (3)

(k - l)(k - 2)Fk- 3(x)Fn- k+3(x)
+-;-'----:-~--:-:--'---'-~--::-'---:'-:-

(n - k + l )(n - k + 2)(n - k + 3)
1

+ (k - l)(k - 2)(k - 3) J(1 _ tt- k+3tk- 4dt

(n - k + l)(n - k + 2)(n - k + 3)
F (x )
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En general en el paso m - ésimo :
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Fk-1(x)Fn-k+l(X) (k _ 1)Fk- 2(x)Fn-k+2(x)
A(x) = ( + + ... (m)

n -k+1) (n -k+1)(n-k+2)

+ (k - l )...(k - r + l)pk-r(.T)Fn-k+r(.'X)
(n - k + l) ...(n - k + r )

1

+ (k - l) (k - r) J(1 _ t)n-k+rtk-r-1dt
(n - k + i) (n - k + r)

F (x )

Por lo que en el paso k - 1 llegamos a que

Fk-\x)Fn-k+l(X) (k _ 1)Fk- 2(x )Fn- k+2(x )
A(x) = (n -k +1) + (n -k+1)(n-k+2) +. .. (A.1.2)

(k - l) ...(k - i + l)pk- i(x)Fn-H i(x) (k - 1)...(2)p(x)Fn -l(x )
+ (n-k+1) ...(n-k + i) ... + (n-k+1) ...(n-1)

1

+ (k - 1) (1) J(1 - tt-1dt
(n - k + i ) (n - 1)

F(x)

pk-l(x)Fn-k+l(x) (k -l) ...(k - i + l)pk-i(x)Fn-k+i(x)
= ( ) + ... + ( ) ( ) + ...n-k+1 n-k+ 1 ... n-k + i

(k - 1)...(2)F(x)Fn-l(x) (k - 1)...(1) - (1 - t)n
d

] 1

+ + * t(n-k+1) ...(n -1) (n -k+1) ...(n-1) n F(x)

= Fk-\x)Fn-k+l(x) (k -1)! (n - k)! Fk-i( )Fn-k+i( )
( ) + ...+ () ) x x + ...n -k + 1 k - i ! (n - k + i !

(k - 1)...(2)F(x) Fn-l(x) (k - l) ...(l)Fn(x) .+ + ..:...,--'~~~~

(n -k+1)...(n -1) (n-k +1) ...(n)
k

= ,,(k - 1)' (n - k) ' Fk- i(x )Fn-Ú i(x )
~ (k - i)! (n - k + i)!

= ~(k -1)1 (n - k)!p(x)Fn-r(x)
~ (r)! (n - r)!

En esta últ ima igualdad el que era el últ imo término es aho ra el primero, es decir
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que en vez del término i que va de 1 a k está el término r = k - i que va de k - 1
a O.

J untando (A.U) con (A.1.2) y usando el inciso (a) tenemos

xJfk.n(z)dF(z)
-00

nI

(k - l)l(n _ k)lA(x)

n! ~(k - 1)! (n - k)!-="( ) n T( )
(k -l)!(n _ k)l~ (T)! (n -1')! F x F - X

k-l

~ n! -="F ( )F n - T ( )

= ~(T) ! (n - T)! x x

=~(~)F(X) F"-T (X)
= Fk,,,(x)

como queríamos demostrar •
Ya que tenemos este Lema, que nos da igualdad en distribución, una afirma­

ción que es de utilidad es la siguiente.

Afirmación 49 Si X Y Y son variables aleatorias con la misma distribución

(X ~ Y) Y G es una función creciente o decreciente continua con inuersa G- 1,

entonces
G(X) ~ G(Y)

Demostración. Veamos que las distribuciones de estas variables aleatorias
son la misma. Recomemos que la variable aleatoria G(X) sólo puede tomar
valores en el contradominio de G, si tomamos x ahí tenemos

Caso 1 G es creciente

P (G(X ) ~ x) = P (X ~ G- 1(x)) = P(Y ~ G-1(x)) = P (G(Y ) ~ x)

Caso 2 G es decreciente

P(G(X ) ~ x) = P (X ~ G-1(x)) = P(Y ~ G-1(x)) = P(G(Y) ~ x )

•
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Podemos extender el lema anterior para considerar la función de densidad
conjunta de los estadísticos de orden y la de los primeros k estadísticos de orden
en el siguiente lema:

Lema 50 Sean X 1,n > ... > X n,n los estadísticos de orden de una muestro con
función de distribución P , que es absolutamente continua. Denotemos como f la
func ión de densidad asociada y sea fX¡, n,...,Xn,n la fun ción de densidad conjunta
de los estadísticos de orden y Isc: ...,Xk,n la func ión de densidad conjunta de los
primeros k estadísticos de orden. Entonces

n

(a) !x¡ ,n,... ,Xn,..(X1, ..., x ,,) = nl IIf(xi) , Xn < ... < Xl
i= l

, k

(b) !x¡ ,n ,....xi¿ (Xl:..., Xk) = (n:' k)! pn-k(Xk)II f (Xi), Xk < ... < Xl
,=1

Demostración. (a)Si P es absolutamente continua con densidad f ,entonces
la densidad conjunta de (Xl, ... , X n ) es

n

fX¡,...,X..(X1,..., xn) = II f (xi) con (Xl, ..., xn) E IRn

i=l

Primero notemos que , como tenemos continuidad absoluta. No hay empates,
entonces, si Xn < ... < Xl el que los estadísticos de orden sean iguales a es­
tos valores se da cuando nuestra muestra original Xl , ..., X n , los toma pero sin
importar el orden, es decir:

(donde sumamos todas las maneras en que podemos acomodar a Xl , ..., X n )

Como los n valores Xl , ..., Xn pueden ser reacomodados de n! maneras distintas
y tenemos independencia, llegamos al resultado.

(b) Una vez que escogemos qué k elementos de la muestra son los que van
a tomar los valores (Xl, ..., Xk) tenemos el mismo caso que en el inciso (a) pero
con k elementos y podemos escoger los k elementos de G) maneras distintas y
los restantes n -k vaiores deben cumplir ser menor a la muestra (Xl , ..., Xk), o
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sea menores a Xk, por lo que si Xk < ... < X¡ tenemos

k

Ix«; ....Xk,,,(X¡' .." Xk) = k lg f(x¡) (~) Fn-k (Xk)

, k

= (n:' k)! Fn-k(Xk)1]f(x¡)

A PÉ N D IC r.

10 que concluye la demostración •
Un resultado que nos será de gran utilidad relaciona a una muestra cualquiera

con una muestra con distribución uniforme (0,1) .

Lema 51 Transformación de cuantil. Sean (Xl, ..., X n ) una muestra con dis­
tribución F y (UI, ... , Un) una muestra con distribu ción uniforme en (0,1) , Y
denot emos con Un•n < ... < UI.n los correspondient es estadísticos de orden, en­
tonces se cumplen las siguient es afirmaciones:

(a) F-(U¡) 1:= X ¡
(b)Para toda nd~,

(XI.n, ..., X n.n) 1:= (F-(U¡,n) , ..., F - (Un.n))

(c)La variable aleatoria F(X¡) tiene distribución uniforme en (O, 1) si y sólo

si F es continua, donde 1:= denota que las variables aleatorias son idénticamente
distribuidas.

Demostración. (a)Veamos cuál es la distribución de las variables aleatorias:
Por hipótesis, Xl t iene distribución F, mientras que si F2 es la distribución

de F-(Ud , tenemos que

10 anterior, puesto que F es no decreciente y U¡ tiene distribución uniforme
en (0,1) . .

(b) Sea n E N Y k E {1, 2, ..., n} veamos X k •n 1:= F- (Uk •n )

Sea F I la función de distribución de Xk ,n y F2 la de F-(Uk.n), por el primer
resultado de esta sección, Teorema 48, tenemos que

x

FI(x) = J(k - 1)7~n _ k) !Fn-k(z)Fk~¡(z)dF(z)
- 00
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Sea u = F( z) , du = dF( z) y si z va de - 00 a x => u = F( z) va de Oa F(x)
F( x)

F () J n! n-k(l )k-Id
=> l x = (k _ 1)!(n _ k)!u - u .U

o

Ahora veamos cuál es la distribución F~~; de Uk,nconsiderando la dstribución
uniforme

{

Opara z ~ O

F(u)(z) = z para z E [0, 1]

1 para z 2: 1

-00

x

J n! n-k( )k-Id
= (k- 1)l(n - k) !z 1- z z

o

Esto para x E'[O, 1] (para x menores vale Oy para mayores 1).
Ahora sí veamos F2 (x).

F2(x ) = P[F~(Uk,n) ~ xl = P[Uk,n~ F(;r)] = F~~[F(x) ]
F(x)

J n! n-k(l )k-Id
= (k-l)!(n-k)l z - z z

o
= FI(x)

que era lo que queríamos demostrar.
(e) ==>...JTenemos que F(X I ) tiene distribución uniforme en (0,1) , supong­

amos que F es discreta, entonces existe un valor X l tal que

F(XI) P(XI ~ Xl)

> P(XI <,Xl )

es decir

P[F(X¡) ~ F(x¡)] = P(XI ~ x¡)

> P(XI < Xl )

= P[F(X¡) < F(XI )]
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Pero como P(X¡) tiene distribución uniforme en (O, 1) los valores de los extremos
de arriba son iguales por lo que P debe ser continua.

{:=.JSupongamos ahora P continua, sea P- la función inversa generalizada.
Sea P1 la distribución de P(X1) , por ser P función de distribución P1(x) vale O
para x :S OY 1 si x ~ 1 para x E [0,1] por el Lema 16 inciso (iv) P[P-(x)] = x ,
entonces

x = P [P-(x)] = P(X 1 :S P-(x))

P(P(X1) :S P[P-(x)]) = P(P(X¡) :S x )

P1(x)

Por lo que P1 es la función de distribución uniforme en (0,1).•
En lo sucesivo en esta sección de los estadísticos de orden vamos a utilizar el

Teorema de Transformación para Densidades que a continuación enunciamos:

Teorema 52 (De Transformación paro Densidades) Sea X = (Xl ' ..., X n) un
vector aleatorio que toma valores en el abierto B E ]Rn con función de densidad
conjunta f = fx¡ ,...,X n ' Sea T una función inyectiva con dominio B e imagen en
]Rn tal que sus derivadas parciales if i , j E {1, "0' n} son continuas. Denote-

1

mas la matriz de derivadas parciales de T como ZI con entrada (i , j) : if y
1

supongamos que det( g¡:) es distinto de cero en B.
Entonces la densidad del vector T(X) es la siguiente sobre T(B) y cero en

otro lado
ar- 1

(JoT- 1)ldet ( ax)1

(Baj o las condiciones que tiene T se cumple que det(~;¡) = det<ff )oT -I)

Ahora consideremos el siguiente lema conocido como la representación de
Rényi.

Lema 53 Sea (El , oo ., En) una muestro con distribución exponencial estándar
y En,n < .0. < El,n los estadísticos de orden de una muestro con distribuc ión
exponencial estándar. Entonces
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Demostración. Para ello recordemos el inciso (a) del Lema 50 en donde se
expresa la densidad conjunta de los estadísticos de orden:

n

iEI .n•...,E n.J XI , .. . , xn) = n! fIf (xi), Xn < ... < X l, donde f es la densidad de
i= l

las E; con f(x) = e- x, por lo que

n n

!EI.n ,... ,En.JX¡, ..., xn) = n!IIe- x; = n! exp{- I:Xi}
i= l ;= 1

Nos interesa primero la densidad de:

(EI ,n - E2,n, 2(E2.n - E3,n),3(E3.n - E4.n), ..., nEn,n)

Para ello utilizaremos el Teorema 52 de Transformación para Densidades.
Sea T la transformación como sigue

1 O O O O

-1 2 O O O

8T(x ) O -2 3 O O

8x O O -3 4 O

O

O O O O n

S 1 d t ({JJ'(x») 1 d ({JJ'-l(x») 1 1 d 'e cump e e - ,,- = n. y et - 0- = QTI=l = l' a emas
u X x det( IJx )oT- I n .

n n

+--( ) ("" Xj "" Xj x n )T XI, ..·,Xn = L-:-'L-:-" " '--:;; , XI, X2 '''''Xn > 0
. j =l J j=2 J .

Utilicemos ahora el Teorema 52. Notemos que el vector aleatorio X es
(EI ;n, ..., En,n), que toma valores en 13 = {(XI'''' ' Xn) E !RnlO < Xn < oO . < xr}.
Entonces T(13) = !R+ x X !R+ = (!R+)n ,además sobre 13, T es inyectiva, pues
si T(XI' ..., xn) = T( ZI , , zn), entonces
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entonces por la última columna z" = X n , por lo que

Z" = Xn => (n -1)(Zn-1 - x,,) = (n -l)(X"_l - ;:7:,,)

=> Zn- 1= X"- l
=> Zn-2 = X,,- 2

ArtN DICE

=> Zl = Xl
=} (Xl, ..., X,, ) = (Zl, ..., Zn)

Se cumplen todas las condiciones del Teorema. Entonces la función de den­
sidad g de (E 1,n - E2,n,2(~,n - E3,n),3(E3,n - E4,n), ..., nEn,n),es la siguiente

&T-l(X) <-

Idet( 8x )lhl.n....,En.n (T (Xl, ..., Xn))
n n

1 " Xj " Xj xn
= n!fEI .n.....En .n (L.-J ---;- ' L.-J ---;- , ...,-;)

j=l J j=2 J
1 " n

= n; exp{ _ L X! } exp] _ L X! }... exp] _ Xn }
n. j=l J j=2 J n

n n

exp{-LL
X! }

i= l j =i J

Veamos que

tt X

!
i=l j=i J

X 1 + ~ + ~ + " ' + ~

+0 +~ +~+ +~

+0 + O + ~ + + ~

+0+ O + O + .....+ ~
= Xl + X2 + ... + Xn

i=l
n

o sea queg(X1 , "" Xn) = exp{-¿ Xi} para (X1 , ''''Xn) E CIR+)n
i=l
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Entonces las variables aleatorias i(Ei,n - Ei+l,n) i = 1, " " n (consideremos
En+l •n = O) son independientes e idénticamente distribuidas exponencialmente

Por lo que finalmente

que es lo que queríamos demostrar •
Una consecuencia inmediata es que

es que

d ~ E-
Ek,n = L,¿-!- para k E {1, .." n}

j =k J

El siguiente resultado relaciona a los estadísticos de orden de una muestra
con distribución uniforme (0,1) con la suma de elementos de una muestra con
distribución exponencial estándar

Lema 54 Dada El, .." En+l una muestro con distribución exponencial estándar.
Sea r m = El + ..,+ Em Y sea Un,n < .., < Ul,n los estadísticos de orden de una
muestro con distribución Uniforme (0,1) , entonces

(
d r n rn - l r 1 )

Us.«, U2,n, ..., Un,n) = (-r' -r ' ...,r
n+l n+ l n + l

Demostración. Este resultado lo demostraremos de manera similar al Lema
anterior y demostraremos que la densidad de (~rr , rr n

-
l

, .. . , ---!.Lr
r ) os la misma

n + l n +l n +l

que la de los estadísticos de orden, la cual ya conocemos del Lema 50. Sin em-
bargo esto no es tan directo como en el Lema anterior. En este caso, primero
encontraremos la densidad de (rE l , rE2 , .. . , rEn .Tn+¡). Con base en esta oh-

n +l n+l n+l

tendremos la de (rE l , r E2 , . .. , rEn ) . Finalmente, de esta densidad obtendremos
n +l n + l n+ l

la de (~rr , rrn
-

1
, ... , ---!.Lr

r ) y veremos que es igual a la de los estadísticos de or-
n+ l n + l n+ l

den .Para el primer paso utilizaremos el Teorema de Transformación para Den-
sidades. Sea X = (El, ..., En+l) un vector aleatorio con elementos en la muestra
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con distribución exponencial estándar definida antes, este vector toma valores
en B = JR+ X .... X JR+ = (~+ ) n+l y tiene función de densidad

n+ 1 n+ 1 n+1

II -L Xi '"""
¡ ( X I , . . . , X lI+ ¡) = e- Xi = e i = 1 = exp( - L.,.¿ X i )

i=1 i=1

Sea

con

X I X2
T ( XI ' .. . , :rn+¡) = ( , -,..., (X I + X2 + " .Xn + I ) )

X I + X 2 + " ,X n + 1 X I + X 2 + '''Xn+l

Es decir

{

Xi para i E {L ....n}
T.-(x X ) = X 1 + X2+ .. .X n + 1 ' ,

t 1''' ' , -n+1
XI + X 2 + " ,X n + 1 para i = n + 1

Veamos que T es inyectiva, supongamos:

por Tn+l tenemos que

Entonces por T;
Xi z¡

X I + X 2 + ", X n + 1 X I + X2 + oo. Xn+1

Por lo que Xi = z, para i E {1, ...,n} , otra vez por Tn+l tenemos que x n+1 = Zn+l,

lo que nos lleva a que

n

Además T (B ) = {(XI , "" Xn+ l) E (JR+)n+112>i < 1}, entonces
i=1

n

T-I( XI ' .. . , x n + d = (XI Xn+l ' oo ., X n X n+ l , (1 - L Xj )xn + ¡)

j =1
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Es decir Ti-l(Xl , ooo , Xn+l) = XiXn+ l para i E {l ,o oo,n} y T;ll (l:l ,ooo, :rn +l)
n

(1 - L Xj) x n+lo Veamos como es la matriz de derivadas parciales de T- l

j = l

Xn+ l O O

O Xn+ l O

f)T-l O O Xn+ l

ex =

O O O

- Xn +l - Xn+ l - Xn+l

X n+ l Xn
n

- Xn+l 1- L Xj
j=l

Para obtener esta matriz anterior calculamos las derivadas de la Ti-
1 para obtener

cada renglón o Como necesitamos el valor del determinante, aprovecharemos una
igualdad que se da con las matrices A y B , que definiremos a continuación, y
cuyos determinantes son 1 y ( x n+¡)n respectivamente

A=

1 O

O1

O O

1 1

O

O

1

1

Xn+ l O

O Xn+ l

B=,

O O

O O O 1

A es la matriz de l's en la diagonal y l.'s en el último renglón y O's en los demás
elementos, B tiene a Xn+l en la diagonal excepto en el último elemento en que
hay un 1 y en la última columna Xl , 000 ' X n y 1 en el último elemento, O en los
demás elementos. Y tenemos que se verifica la siguiente igualdad

Xn+l O

O X n+ l

O. Xl

O X 2

O

O

O

O O 1
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Xn+l O O O Xl
1 O O

O O OXn+ l X2
O 1 O

O O OXn+l X3

O O 1
O O O Xn+l XII

1 1 1 "- Xn+l - Xn+l - Xn+l - Xn+l 1- I > j
j =l

Cabe hacer notar que presentamos con esas dimensiones estas matrices para
hacer clara la forma que tienen, pero las tres matrices tienen (n + 1) columnas
y renglones , entonces como B = A(OX;I) y

det (A) = 1, det (B) = (xn+¡)n => det(a¡;l ) = ~:~~~~ = (Xn+l)"

Además:

det ( 8T ) = 1
8X det (OX;I ) o T

1 1...,....--------..,,-- > Oen B
(Xl + X2+ ...+ xn+¡)n

Entonces se cumplen todas las condiciones del Teorema de Transformación para
Densidades, por lo que la función de densidad f¡( XI' ..., x,,+d de

está dada por:

f¡ = (J o T-I) Idet(a¡;I )1 = (xn+¡)n!(XIXn+l , ..., XnXn+l , (1 - t Xj)Xn+l)
j=l

n n

(xn+dnexp{-[(xn+I)LXj + (1 - L Xj)xn+d}
j =l j=l

n n

(X"+ l)nexp{- (Xn+I)(LXj + 1 - L Xj)}
j=l j =l

(Xn+I)"e-X n +1
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siempre que evaluemos en valores:

n

{(Xl, .. . , .1:n+d E (ffi.+)"+I I2:Xi < 1}
i= l

143

Ya te nemos la densidad JI de (rE1 ' rE2 "0 " rEo, r n+l)' Para obtener la dcnsi-
n + 1 n +l n + l

dad 12 de ( rE1 ' r E2 ' oo ., rEo ) por el dominio de f¡, t enemos (Vcasc Apéndice
n +1 n+ l " + 1

Función Gamma).

00 00

h(Xl, oo ., Xn) = Jf¡(Xl, oo ., xn+l)dxn+l = J(Xn+l)"e-xo+ldxn+l = r(n + 1) = n!

o o

Lo anterior siempre que las z, sean positivas y sumen menos que 1. Ahora usa­
remos por segunda vez el Teorema de Transform ación para Densidades. Sea:

X' =(~ ». En)
r n+l ' r n-l-I ' oo ., r n+l

X' toma valores en:

n

E' = {(Xl , oo. , Xn) E (ffi.+)"I2:Xi < 1}
i=l

Ahora sea T' de la siguiente forma:

n n-l

T' (Xl , oo. , xn) = (¿ Xi , ¿ Xi, oo. , Xl + X2 , Xl)
i=l i= l

T' es inyectiva, pues si T'(Xl' oo. , Xn) = T '(ZI' oo ., zn), entonces Xl
cumple

Xl = Zl =} Xl + X2 = Xl + Z2

=} X2 = Z2
=}

Además
T' (IJ' ) = { (Xl , oo ., xTl )11 > XI> X2 > oo , > Xn > Ü}

Zl , Y se
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Veamos cómo es la matriz de parciales de T'

1 1 1 1 1

1 1 1 1 O

APF.NDI CE

[)T'

8X

1 1

1 1

100

OOO

10 0000

Es decir que es triangular con I' s arriba de la diagonal. Entonces tenemos que
det( r;;) = - 1 :1' O. La inversa de T' tiene la siguiente forma

(T') -l (Xl' ..., Xn ) = (J:'ll Xn- l - Xn , Xn-2 - Xn- l, ..., Xl - X2)

8(T')-1 1
det ( 8X ) = det(~ ) o (T ')-l = - 1

Entonces podemos ya aplicar el Teorema 52 y conocer la función de densidad,
llamémosla 13 de (Xl , ..., Xn)

T'(X') =TI(~,~, ..., En )= (~,rn-l , ....~)
r n+1 r n+l r n+l r n+l r n+1 . r n+1

8(T')-1
13(Xl, ..., Xn ) = (12 O(T')-l )1 det( 8X )1 = n! O(T ')-l¡ _ 11= n!

para O < Xn < Xn- l < ... < Xl < 1 y O en otro caso. Cabe not ar que en esta
última transformación, aunque aparentemente no cambió la densidad, cambió
el dominio , lo que permite concluir la demostración pues por el Lema 50 (a) la
densidad conjunta de (Ul,n,U2,n, ..., Un,n) es f4 con

n

f4(Xl, ..., Xn ) = n!I1f(Xi) , Xn < ... < Xl
i= l

.como en este caso f( Xi) , que es la función de densidad de la distribución Uniforme
(0,1) , es igual a 1 para z, E (0,1 ), por lo que
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que es igual ah , por lo que

( r, r"-l r, d-r' -r ,...,-r) = (U1,n ,U2,n , ..., Un,n)
n -t-I n -l-I n+ 1

que es lo que queríamos demostrar. _

.2 Tipos de Convergencia
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A continuación definiremos tres tipos de convergencia para variables aleatorias
(Xn)~l' los cuales se utilizan a lo largo de esta Tesis. El primer tipo de conver­
gencia que vamos a definir es la convergencia en distribución.

Definición 55 Decimos que (Xn)~= l una sucesión de variables aleatorias con­

verge en distribución a la variable aleatoria Y, lo cual se denota X; .:!:.. y si
las distribuciones de las X¿ 's tienden a la distribución de Y en los puntos de
continuidad de esta última. Es decir que, si E; es la función de distribución
de X¿ para n en los naturales y Fy es la fun ción de distribu ción de la variable
aleatoria Y entonces se satisface

lim Fn(w) = Fy(w) , para todo w punto de continuidad de Fy
n ......oo

A esta convergencia se le cono ce también como convergencia débil, ya que
los otros tipos de convergencia que definiremos la implican. Ahora veamos la
definición de convergencia en probabilidad y la definición de convergencia casi
segura.

Definición 56 Decimos que (Xn)~l una sucesión de variables aleatorias con­

verge en probabilidad a la variable aleatoria Y, lo cual se denota X¿ .& y si para
toda f. > O se cumple

lim P( !X n - YI > E) = O
" ......00

(Cuando se diga x; ~ 00 debemos interpretar como i .!.. O)
. n

Definición 57 Decimos que (Xn)~= l una sucesión de variables aleatorias con­
verge casi seguramente a la variable aleatoria Y, lo cual se denota X¿ ~ Y
si

P( lim X¿ = Y) = 1
n ...... oo

(Cuando se diga X¿ ~ 00 debemos interpretar como L ~ O)
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La convergencia casi segura también es conocida como convergencia con
proba-bilidad 1 e implica la convergencia en probabilidad como veremos a conti­
nuac ión.

Proposición 58 Si la sucesión de variables aleatorias (Xn)~=l converge casi
seguramente a la variable aleatoria Y entonces converge en probabilidad a la

variable aleatoria Y (x; ~ y ::::} x; r; Y)

Demostración. Supongamos X¿ ~ Y, por lo que P( lim X¿ = Y) = 1.
n -oo

Consideremos la sucesión de variables aleatorias Zn = supl.X, - YI por hipótesis
k2:n

con probabilidad 1 dado E > Oexiste N, tal que si k ~ N ::::} IX k - Y I < E, es
decir existe N tal que

P( Zn > E) = Osi n ~ N,

lo que implica lim P (Zn > E) = Oes decir Zn ~ o. Ahora sea E> O
n-oo

P (I Xn - YI > E) ~ P(SUpIXk - Y I > E) = P( Zn > E)
k2:n

Tomando límite se completa la demostración de que X n ~ Y •

.3 Teoremas Límite y las Funciones Empíricas.

En esta sección definiremos las versiones empíricas de una función de dist ribución
P y de su inversa generalizada F .......

Definición 59 Dada una una muestro (Xl , ..., X n ) con distribución P , la fun ­
ción de distribucioti empírica Pn queda definida de la siguiente forma

Para poder afirmar algo sobre el comportamiento asintótico de Pn necesi­
tamos que las variables aleatorias (X)~=l sigan la Ley Fuerte de los Grandes
Números que a continuación enunciamos.
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Teorema 60 (Ley Fuerte de los Grandes Números) Sean X Y (Xn)~=1 v.a.i.i.d.

Y X = X¡+X2+...+Xn entonces
n n

Si y sólo si E(X) < 00

Teorema 61 Sean (Xn)~=1 v.a.i.i.d. que siguen la LFGN con distribución F ,
entonces

Fn(x) ~ F (x ) '<Ix E lR

Demost ración. Sean X y (Xn)~=1 v.a.i.i.d. que siguen la LFGN con dis­
tribución F . Dada x E lR definiamos a Y y a Y; de la siguiente forma

y = l{X$x}, Y; = l{Xi $x},

y y Y; son v.a.i.i.d. que siguen la LFGN y E(Y) < oo.
Por la Ley Fuerte de los Grandes Números

v, ~ E (Y)

y como

E (Y ) = E (l{x$x}) = 1P(X ~ x) + OP(X > x ) = P (X ~ x ) = F (x ) y

y _ y1 + y2 + ...+Yn_12:
n

_D()
n - - - l{ x ·<x} - r n X .

n n '-
i = 1

Por lo que por la LFGN

•
Este resultado se puede fortalecer más y se conoce como el Teorema de

Glivenko-Cantelli y tiene un sinnúmero de aplicaciones . Otro teorema límite
que vamos a considerar es el Teorema de Límite Central.

Teorema 62 (Teorema de Límite Central) Sean X Y {Xn}~=l una sucesión de
v.a.i.i.d. con los dos primeros momentos E(X) y E(X2 ) finitos , sean entonces

Sn = Xl + ...+Xn

l.l = E(X) < oo

O < a 2 = Var(X) < 00
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Entonces
Sn -1m ~ cf>

(J.jñ

donde en este caso cf> denota la distribución Normal (0,1) , es decir

A PÉ NDICE

Ahora daremos una versión empírica para la inversa generalizada de F, uti­
lizando que si Xk,n es el k - ésimo mayor estadístico de orden de una muestra
con función de distribución F, se cumplen las siguientes equivalencias

n

x.; :::; X {:::} l::I{x¡>x} < k
i = l

n

{:::} n -l::I{x¡>x} > n -k
i=l

n

{:::} l::I{x ¡~x} > n-k
i=l

1 n k
{:::} - "I{x-<x} > 1--nL..J·- n

i=l

k
{:::} Fn(x) > 1 - ­

n

Recordando que la inversa generalizada de F es

F'-(t) = inf{x E IR. : F(x) ~ t} , 0 < t < 1

Tenemos la siguiente definición.

Definición 63 Sea (Xl, .." X n ) una muestro con función de distribución F. Sea
Xk,n el k - ésimo mayor estadístico de orden. La función de cuantil empírica
F;: está definida de la siguiente forma

<-( ) k k - 1 []Fn x = X k n si 1 - - < x :::; 1 - -- paro x E O, 1
' n n
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.4 Propiedades Estadísticas de los Estimadores

Sea i; un estimador del parámet ro ~ basado en una muest ra de tamaño n ,
a continuación enunc iaremos algunas propiedades que son deseables para este
estimador y que utilizaremos a lo largo de esta tes is.

1)Insesgado: Diremos que [;, es insesgado para ~ si

E([;, -~) = O

2)Consistente: En este caso tenemos que existen consistencia en el sentido
débil y fuerte

(a)Consistencia débil: Diremos fn es un est imador consistente en el sentido
débil de ~ si

~ P
~71 ---t ~ cuando n ---t 00

Es decir que converge en probabilidad

lim P(I[;, - ~ I > E) = O
71--00

(b)Consistencia Fuerte: Diremos €: es un estimador consistente en el sentido
fuerte de ~ si

~ c.s
~71 ---+~ , cuando n ---t 00

Es decir que converge casi seguramente o con probabilidad 1.
Algunos autores consideran el término consistente si el est imador cumple

E[(( - ~)21 = O, pero no es el término que manejamos en este trabajo.
3)Normalidad Asintótica: Diremos que €: tiene asintóticamente una distribu­

ción normal si

~ d
vn(~71 - O ---t N(O, v(O) cuando n ---t 00

donde v (~) es una función que depende únicamente de ~ .

4)Eficiencia Asintótica: Un concepto que nos será de utilidad es el de eficien­
cia asintótica del estimador ( de ~ con respecto a otro estimador ~, que se define
de la siguiente manera

ef f (( ) = lim (Ivar - cov(f)l)
71--00 Ivar - cov(~n) 1
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donde var - cov es la matriz de varianzas y covarianzas de la Definición 71.
De acuerdo a estas propiedades deseables analizaremos el desempeño de los

distintos estimadores en los capítulos 2 y 3.

.5 El Método de Newton

El método de Newton o método de Newton-Raphson es un método para com­
putar una raíz de la ecuación F(x) = O. La idea de este método es construir
aproximaciones cada vez más cercanas a la raíz , a partir de un valor inicial Xo.

Est e método se basa en representar gráficamente F (i ), es decir , la curva
y = F(x) . Entonces buscamos la intersección entre la curva yel eje de las x. La
idea básica es encont rar una recta que aproxime F(x) (cerca de la raíz) y tomar
como aproximación de la raíz de F(x) la raíz de dicha recta.

Si Xo es un valor incial , el método de Newton aproxima F con la recta que
pasa por (xo, F(xo)) y tiene pendiente F'(xo), es decir , la recta (x ,y) , tal que

y - F(xo) = F' (xo)
x -xo

Es decir , y = xF'(xo)- xoF'(xo)+F(xo). La raíz de esta recta es x = Xo- ~~:~».
Por lo que la fórmula iterativa queda de la siguiente forma

Las propiedades de este método han sido ampliamente estudiadas (vease Frobcrg
(1972) )

.6 La Función Gamma

La función gamma es el valor de una integral que frecuentamente se presenta
en matemáticas. También con base en esta función se define una función de
distribución. En esta Tesis se presenta esta función , así corno sus primeras dos
derivadas, cuando intentarnos calcular esperanzas para estimar los parámetros
de la DVEG. A la función Gamma se le denota corno r(x) yes la siguiente

00

r(x ) = ! tX- 1e- tdt

o



.(; LA F UN CIÓN (; ,\ I D I A 151

La propiedad fundamental de la función Gamma es que cumple I' (» + 1) =
xr(x ) lo cua l se ve mediante la integración por partes , veamos.

00

r(x + 1) = j tXe- tdt

o
Sean 11 Y v de la siguiente forma

11 = tXdt entonces du = xe - 1

v = - e- tdt entonces dv = e- tdt

Por lo que

I' (z + 1)

00 00

- ee-tdt]: - j - xtX- 1e-tdt = O- O+ x j tX- 1e- tdt

o o
= xr(x )

Puesto que lim ~ = O (La exponencial le gana a t X
)

t-+oo e

Esta propiedad nos permite conocer el valor de gamma para todos los natu-
rales, puesto que

00 00

r(l) = l > > = j e- tdt = - e-tdt]: = - O- (-1) = 1
o o

por lo que si n es un entero se cumple

r(n + 1) = nr(n) = n(n - l)r(n - 1) = n(n - l)(n - 2)...1r(1) = n!

Como dijimos anteriormente estamos también interesados en el comportamiento
de sus der ivadas . Veamos cuál es el valor de su primera derivada:

LA DERIVADA DE LA FUNCIÓN GAMA

r'(x ) =

00

j In(t)tx-1 e-tdt

o
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La principal propiedad de la derivada de la función Gamma es la siguiente

r'(x + 1) = Xr '(X) + I'(z)

Lo cual es una consecuencia directa de que r(x + 1) = xr (x), pues derivando,
respecto a x, tenemos que

r'(:1: + 1) = xr '(x ) + l I' (z )

De la función I" no conocemos algún valor que sea entero para obtener otros
valores. La función que ha sido objeto de estudio es la función Digamma que se
define como

d
'lj; (x) = dx ln(r(x))

El valor de la función Digamma en 1 es menos la constante de Euler que es
, = .5772157 . (1/;(1) = - , ) . (Vease Luke (1969) pp .12). Esto .nos permite
conocer dos valores de la función I" que nos serán de utilidad posteriormente

r'(l)
- , = 'lj; (1) = r(l)

= r'(l)

10 que nos permite conocer al valor de I" en 2

r'(2) = 1r'(1) + I'(l )

=1 -,
LA SEGUNDA DERIVADA DE LA FUNCIÓN GAMA

Finalmente estudiemos un poco la segunda derivada de la función Gamma,
la cual tiene la siguiente forma

00

= !¡ln(tWelnt(X-l)e-tdt

o
00

= !¡ln(tWtX-1 e-tdt

o
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La propiedad que cumple la segunda derivada de la función Gamma, y que
nos será de utilidad, es la siguiente

f"(x + 1) = xf"(x) + 2f'(x)

Lo cual es una consecuencia directa de que f'(x + 1) = xf ' (x ) + r(x) , pues

f"(x + 1) = xf"(:l:) + 1f'(x) + T'(»)

Para obtener valores de la función I'" nos apoyaremos en la derivada de la
función Digamma '1//(x). El valor de la derivada de la función Digamma en 1 es
'l/J'(l) = ~2. (vease Luke (1969) pp.27). Esto nos permite conocer dos valores de

la función I'" que necesitamos. Puesto que 'l/J (x) = ~(~i tenemos que

.I,I( ) = f"(x)r(x) - f'(x)f'(x)
'1/ x [f(x)]2

f"(x) f' (x) 2

r(x) - [r(x) ]

Entonces

1f2 = 'l/J' (l ) = f "(l) _ [f'(1)]2 = f"(l) - [f'(1W
6 r(1) f(l)

= f"(l) - ,l

Por ello

Lo que nos permite conocer al valor de I'" en 2.

f"(2) = 1f"(1) + 2f'(1)
1f2

= - +'l- 2¡
6

valores que como dijimos son necesarios para evaluar esperanzas.
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.7 Máxima Verosimilitud

El método de Máxima Verosimilitud es probablemente el método más utilizado
en Estadística para la estimación del parámetro e (no necesariamente de dimen­
sión 1) de una determinada función de densidad fe. Este método consiste en
maximar la función de verosimilitud o la función de log-verosimilitud, las cuales,
a pesar de tener forma distinta, alcanzan el máximo en el mismo punto. Estas
funciones son definidas a continuación.

Definición 64 Dada ~ = (Xl, ..., Xn) una sucesión de variables aleatorias de

la cual conocemos su función de densidad conjunta asociada f'1;,....x.., pero de­
sconocemos el valor del parámetro e. La función de verosimilitud de e dada la
muestra ~ que denotamos como L( e;;!¿) : e -t [0, 1] (donde e denota el espacio
de posibles valores de e) se define de la siguiente manera:

L(e;;!¿) = f'1; ,...,x J x I' ..., Xn) para e E e
donde e es el espacio de posibles valores de e

Si bien para los fines de esta tesis esta definición es suficiente, debemos men­
cionar que existen casos en que la función de verosimilitud no puede ser definida
de esta forma (Vease Bayarri y Degroot (1988))

Aunque no siempre, en muchas ocasiones ;!¿ = (Xl, ..., Xn) es una muestra, es
decir v.a.i.i .d. con función de densidad asociada fe (e desconocida) . La función
de verosimilitud L, en este caso es la siguiente

n

L(e;;!¿) = IIfe(xi) para e E e
i= l

Definición 65 La función de log-verosimilitud es:

ue; X) = 10g[L(ejX)]

y, como la función logaritmo es creciente, alcanza su máximo en el mismo valor
que la función de verosimilitud, si es que esta lo alcanza en algún punto.

Definición 66 El estimador máximo uerositnilOdado X es el valor e E e que
maximiza la función de verosimilitud, o, de manera equivalente, que maximiza
la función de log-verosimilitud

O= {O E 8Il(0; X) 2: l(e; X) ,ve E 8}
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No siempre es fácil encontrar este estimador. Sin embargo, bajo condiciones
de cont inuidad sobre l , podemos aplicar resultados de Cálculo para maximizar la
función l , encont rando un valor que anule el valor de la derivada de la func ión l.
Para estos fines, y en el caso de que Bsea un vector en JRm ,hacemos la siguiente
definición.

Definición 67 Si el parámetro a estimar B, es un vector B = (B I , B2 , . . . , BmY,
la derivada de la función de lag-verosimilitud l(e; X) : JRm -+ JR la denotaremos
como grad(l) : JRm -+ JRm . Es decir, la función gmdiente de l compues ta por las
derivadas parciales de la función de lag-verosimilitud l es la siguiente

d[l(e. X )J = (8l(e ) 8l(e) 8l(B) )t
gra , - [)B

I
' [)e

2
' 000' [)e

m

En ocasiones no sólo nos va a ser de utilidad el gradiente sino la matriz V de
negativos de la derivada de grad(l) , conocida como la matriz hcssiana. Cuando
nos refiramos a las matrices util izaremos la notación A-ln x m , que denota el espac io
vectorial de las matrices con n renglones y m columnas.

Definición 68 Si e, el parámetro a estimar, es un vector B = (e j , e2 , . . . , em)t
y la derivada de la función de lag-verosimi litud l(e; X) es el gmdiente gra d(l) :
JRm -+ JRm la matriz hessiana V es una matriz con m renglones y m columnas, es
decir V E 1I1mxm compuesta por los negativos de las segundas derivadas parciales
de la función de lag-verosimilitud l

éJ2¡ a2¡ a2¡

- aor' - éJ(J2éJ(Jl , . • • • - 8(JméJ(Jl

éJ2¡ éJ2¡ 82 ¡

V(e) = - éJ(J18(J2 ' - éJ(J2 éJ(J2 ' - éJ(Jm8(J2

éJ2¡ éJ2¡ éJ2¡

- éJ(J 18(Jm ' - éJ(J2 éJ(Jm' - ¡w;;:

Ahora vamos a defnirlas siguientes matrices conocidas como la matriz de
informac ión de Fisher y la mat riz de varianzas y covarianzas :

Si e el parámetro a esti mar es un vector e = (el , e2 , . . . , emy, la matriz de
. información de Fisher es la matriz 111" compuesta por los negativos de las es­
peranzas de las segundas derivadas parciales de la función de log-verosimilitud 1
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basada en una muestra de tamaño n

A P I':NDI C F.

E( éPI ) E( ( 21 )
- 8e18em ' - 8e28e m '

Otra matriz que está relacionada con los estimadores máximos verosímiles es
la matriz de varianzas y covarianzas de (J.

Definición 69 -Si (J = ((JI, (}2' .. . , (Jm), la matriz de varianzas y covarianzas de

un estimador 7i = (§'¡Jf; , ... ,é:) de (J es la matriz (Var - Cov) , definida de la
siguiente manera

(Var - Cov)(7i) =

Var(§'¡) ,

Cov(§'¡ , é;) ,

Cov (é;,§'¡),

Far(é;) ,

Cov((Jm, §'¡)

Cov(é: ,é;)

Var(é:)

Definición 70 Sea A E Mnxn, es decir una matriz con n renglones y n colum­
nas, decimos A es positiva definida si para toda ó E IRn se satisface lo siguiente

Existe una gran variedad de trabajos relacionadas con la máxima verosimil­
itud, los cuales nos dan algunos resultados deseables para el estimador máximo
verosímil. Sin embargo, estos resultados no son del todo generales, es decir que
para que el estimador máximo verosímil tenga buenas propiedades se necesitan
satisfacer condiciones adicionales, conocidas como condiciones de regularidad.

Cox y Hinklcy (1974) demostraron una serie de resultados sobre el estimador
máximo verosímil, siempre que se satisfagan las siguientes condiciones de regu­
laridad:

(a)El espacio e de posibles valores del parámetro (J tiene dimensión finita, es
compacto y el valor real del parámetro está en el interior de 8.

(b)Las funciones de distribución definidas por dos valores distintos de (} son
distintas.
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a ~ em .v .

(c)Existen las tres primeras derivadas con respecto de B de la función 1 de
log-verosimilitud en una vecindad del valor real del parámetro casi seguramente.
Además, en tal vecindad, se cumple que n-1 veces el valor absoluto de la tercera
derivada está acotada por arriba por una función de la muestra, cuya esperanza
existe.

(d)La matriz de información de Fisher M¿ es finita y positiva definida en una
vecindad del valor real del parámetro y se satisface la siguiente igualdad:

Cuando se satisfacen estas condiciones , Cox y Hinkley (~74) demostraron
que el estimador máx imo verosímil de O, al que llamaremos Bm .lI o ' satisface las
siguientes propiedades:

(e) El estimador am ovo es consistente en el sentido débil , es decir que tiende a
Oen probabilidad

(f) El estimador am ovo es consistente en el sentido fuerte , es decir tiene a O
casi seguramente

(g) El estimador am ovo es asintóticarnente normal

Es decir que el estimador máximo verosímil es asintóticamente insesgado y tiene
matriz de varianzas y covarianzas asintótica igual a la inversa de la matriz de
información de Fisher asociada a una muestra de tamaño lo

Casella y Berger (1990) demostraron además que el estimador máximo verosímil
es invariante ante traslaciones es decir que si ».: es el estimador máximo
verosímil de e y r es una función , entonces r(am.vJ es el estimador máximo
verosímil de r(O) (Teorema 7.2.1).
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