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Introduccién

En la actualidad cl sector financicro cs uno de los que mds cambios ha sufrido
cn ¢l 4mbito mundial debido a las nucvas politicas mundiales tales como la glob-
alizacién. En particular cl scctor ascgurador y cl bancario han sufrido cambios
significativos, ampliando su campo de accién. Estos cambios han plantcado un
nucvo esquema cn todo el sector financicro dando lugar a la diversificacion de
mercados y la operacion de estos en un marco global.

Particularmente cl scctor reascgurador ha adquirido gran importancia dentro
del scctor ascgurador permitiendo la cobertura de sinicstros, como las catdstrofes
naturales, que cn otros ticmpos no hubicra sido posible cubrir. Paralclamente
las empresas del ramo financiero en genceral ticnen que cstar preparadas para
contingencias como recesiones econémicas y crisis financicras. Es debido a cstos
factores que cs necesario en ambos casos cstar protegido contra cl ricsgo de
la ocurrencia de eventos de este tipo, a los que sc les ha denominado cventos
cxtremos.

Debido a la gran iinportancia de cstos cventos cxtremos serfa convenicnte
poder estimar la probabilidad de su ocurrencia, es decir contar con un modclo
matemdtico que permita conocer csta probabilidad. Si denotamos como X a un
determinado ricsgo (como lo puede ser el precio de un activo ¢l dia de maiana
o la pérdida por inundaciones en un determinado lugar cl afio entrantc) lo que
descamos cs poder cstimar la funcién de distribucién F' asociada a dicho ricsgo
F(z) = P(X < z). Scrfa maravilloso conocer para todo valor z la probabilidad
real de quc las pérdidas por inundaciones ¢l afio entrante scan menores o iguales
a . Sin embargo, es imposible conocer esta funcién de distribucién F' con una
certeza absoluta, por lo que sc proponen modclos mateméticos para estimarla.

A lo largo de la historia los modclos clésicos de probabilidad han utilizado la
funcién de distribucién normal para estos fincs. Sin embargo, esta distribucién
ha demostrado que en muchos casos no aproxima de forma correcta cl compor-
tamicnto de los activos financicros ni de otros fenémenos como los naturalcs.
El principal problema quc presenta cl modcelo matematico basado en la funcién
de distribucién normal es que la funcién de distribucién rcal de riesgos, como
los activos financicros o los asociados a fenémenos naturales, parccen tener una
"cola més pesada" que la distribucién normal.

Para ilustrar esto consideremos a X como la pérdida causada por inunda-
ciones cn Honduras ¢l afio entrante. Supongamos que la media de pérdida anual
de inundacioncs en los dltimos 50 afos es de p = $100, 000, 000. En cstos fend-
menos sc ha visto que la distribucién normal predice de mancra adccuada a
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1v Introduccion

F(z) = P(X < z) para valores x ccrcanos a p. Sin cmbargo para valores z
lejanos a p (valores cn la "cola" de la distribucion) la distribucién normal subes-
tima ¢l valor real de F, cs decir tiene una "cola mas ligera" que F. En cste caso
el que X sca mucho mayor que g es lo que podriamos considerar como un evento
cxtremo, la distribucién normal le asigna una probabilidad demasiado baja.

Dada la importancia de contar con un modclo matcmético que permita csti-
mar la funcién de distribucién asociada a riesgos X, como los que hemos men-
cionado, y cn particular estimar la ocurrencia de algin evento extremo, cs que
sc ha optado por dcjar de lado cl uso dec la distribucién normal y ha surgido
la Teorfa dc Valores Extremos (TVE) como rama de la Teorfa de Probabilidad
para cste fin, la cual ha tomado gran popularidad cn los dltimos afos. La TVE
sc centra cn cl estudio de los méaximos y minimos y nos sirve para estimar la
probabilidad dec eventos extremos, como el que en los siguientes 30 afios se tenga
alguna pérdida en un afio por inundaciones superior a $10,000,000,000, cl cual es
un valor extremo muy alejado de la media. Esta probabilidad scria subestimada
por la distribucién normal.

Ahora, en vez de considcrar X como variable alcatoria, que representa un
ricsgo, consideraremos {X,}5, una sucesién dc variables alcatorias que no de-
penden unas de otras y con la misma funcién de distribucién asociada, cs decir
indcpendientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.). Para ilustrar csto, si
suponcmos quc ¢l precio de un activo no depende dcl precio del dia anterior y
quc la distribucién real asociada al precio es la misma cada dfa, entonces {X,}52,
representa ¢l precio del activo en los dfas sucesivos a hoy.

Llamemos M, = max(X3,..., X,). Aunque la TVE nos sirve tanto para cl
cstudio de los maximos como para el cstudio de los minimos, pues

min( Xy, ..., Xp) = —max(—Xj, ... —Xn),

la TVE sc aboca cntonces al estudio de M, = max(X\, ..., X,) y resulta dc
interés conocer la funcién de distribucién asociada a M,,. Conoccr, por ¢jemplo,
cudl cs la probabilidad de que cl precio de un activo no exceda un valor = cn el
siguientc mes, que es la probabilidad de que M3 no cxceda dicho valor. Aunque
este problema en particular, no resulta demasiado complicado dc solucionar si
tenemos un cstimador de la distribucién real de las X;. No es claro qué ocurre
con la distribucién asociada a M,, cuando n ticnde a infinito. Estc es uno de los
problcmas de los que se ocupa la TVE.

Para cstos fincs la TVE estudia el concepto de Dominio de Atraccién de
Méximos (DAM), el cual resulta ser ¢l concepto fundamental en nuestro estudio




Tutroduceion v

de la TVE. Si la distribucién asociada a {X,,}22, cs F'y X cs variablc alcatoria
con distribucién G, decimos que F estd en ¢l DAM de G (F € DAM(G)) si
cxisten constantes {a, > 0}22, v {b,}52, talcs que la distribucién asociada a
an(M, — b,) cuando n tiendc a infinito es G, lo que denotamos como

an(M, — by) S X

donde % denota convergencia en distribucion, cs decir que asintdticamente M,
ticne distribucion G con constantes normalizadoras a,, y b,. Estos conceptos
son definidos de manera precisa cn este trabajo, mencionarlos aqui nos da una
idca de la gran importancia de los resultados de la TVE, pucs csta tcoria nos
permite caracterizar a la funcién de distribucién G de mancra precisa mediante
el Teorema de Fisher-Tippct.

Es cn cste esquema que surgen las Distribuciones de Valores Extremos (DVE)
y la Distribucién de Valores Extremos Gencralizada (DVEG), asi como ¢l con-
cepto de distribuciones del mismo tipo, conceptos fundamentales en csta tesis.

La presente Tesis estd dividida en tres capitulos y un Apéndice. A contin-
uacién describimos el contenido y la organizacién de cstos.

En el Capitulo 1 estudiarcmos la parte teérica de la TVE, partiendo del
estudio de los maximos de una sucesién de v.a.i.i.d. y definiremos las DVE, cl
DAM vy la propiedad Max-Estable, conceptos clave cn la TVE. Postcriormente
enunciaremos y demostraremos una scrie de proposiciones y teorcmas que nos
permitirdn demostrar el Teorema de Fisher-Tippet, que bajo ciertas condiciones
caracteriza la distribucién asintética de M, sicmpre que existan {a, > 0}32, y
{b,}2, sucesiones de constantes tales que a,(M, — b,) tenga una distribucién
limite. Basdndonos cn cste resultado definiremos a la DVEG y estudiaremos su
importancia, particularmente su representacién con tres pardmetros.

A partir del Capitulo 2 csta Tesis cstudiard la DVEG y en particular la csti-
macién de sus pardmetros cn dos casos. El problema de estimacién de pardmetros
es uno dc los temas més cstudiados cn cstadistica. Para poder hacer estimacién
sobre pardmetros de alguna distribucién F cn particular, cs nccesario contar
con (X1, ..., X»), lo que nosotros llamarcmos una muestra que pertencce a una
sucesién {X,}%2, de v.a.iid. con distribucién F. Digamos quc {X,}32, cs
una sucesién de v.a.i.i.d. con distribucién F', cuyos pardmetros no conocemos.
Supongamos ahora que contamos con (X1, ..., X), a los que llamarcmos mues-
tra dc csta sucesién. Como no conocemos los pardmetros de F', cstos se estiman
mediante (X, ..., X,,) que sf conocemos. Existen varios métodos para conseguir
esto. Para ilustrar cste problema consideremos que ¢l precio de un activo en los
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dias succsivos a mafiana cstd representado por { X,}52 |, una sucesién de v.a.iid.

que suponemos tienen distribucién F, cuyos pardametros son desconocidos. Como
dijimos antcs, para poder hacer una estimacién necesitamos una niuestra. Si a
lo largo de un mes observamos cuéles fueron los precios que presenté cl activo
(X1, ..., X30) que scré la mucstra darcmos un cstimador para los pardmetros de
F, basado cn dicha muestra (X, ..., Xa0).

Los capitulos 2 y 3 sc centrardn en la cstimacién de pardmetros cn dos casos
generales:

En el capitulo 2 haremos la hip6tesis de que tenemos una muestra (X, ..., X5.),
cuya distribucién asociada e¢s la DVEG, cuyos tres pardametros no conocemos.
Presentaremos dos métodos para estimar dichos parametros mediante (X, ..., X,,).
El primero de cllos es ¢l método de méxima verosimilitud, el cual probablemente
sea ¢l més utulizado para hacer cstimacién. Para encontrar los cstimadores méx-
imo verosimiles utilizaremos un método iterativo, pucs no podremos expresarlos
directamente en términos de (X, ..., X,,). El segundo método que usaremos cs cl
método de momentos ponderados con probabilidad, ¢l cual resulta mas sencillo
de implementar. Finalmente haremos un cstudio de las ventajas y desventajas
de los dos métodos.

En cl Capitulo 3 estudiarcmos un caso mas gencral, que es cuando la dis-
tribucién F de los datos no es necesariamente la DVEG, pero F estd en ¢l DAM
de ésta. Estc estudio sc llevard a cabo para la representacion de la DVEG con un
parametro, cs decir He y denotaremos F' € DAM (H¢). Supondremos entonces
quc contamos con una mucstra (Xy, ..., X5 ), con funcién de distribucién asociada
F € DAM(H,), cuyo pardmetro £ no conocemos.

El objetivo dcl Capftulo 3 cs con base en (X3, ..., X;,) dar un estimador para
la cola de la distribucién F definida como F(u) = 1 — F(u) y un cstimador
del cuantil z, = F~!(p). Ya que hicimos la hipétesis de que F € DAM(He),
para obtener estos estimadores no sélo necesitamos un cstimador de £, sino
cstimadores para las constantes a,, v by,.

Antes de obtencr cstimadores de las constantes, cuando F' € DAM (Hy), y
dado que este caso es muy general, consideraremos primero los casos de F' cn el
DAM de las DVE. Obtendremos estimadores para las constantes en este caso y
con basc en cstos obtendremos estimadores para las constantes en cl caso general
F € DAM(H,). Después presentaremos dos estimadores de &, el de Pickand y el
de Hill, y estudiarcmos sus propiedades. Finalmentc presentaremos estimadores
para la cola dc la distribucién F' y el cuantil x,, prcocupdndonos cn especial que
estos cstimadores scan adecuados para valores cxtremos.

El Apéndice de esta Tesis contiene material de utilidad para el entendimiento
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de los capitulos y consta dc 7 sccciones: _

La primera seccién cs la mds extensa y corresponde al cstudio de los estadis-
ticos de orden (X n, X2 5, ..., Xnn) asociados a una mucstra (X, Xs. ..., X,,) que
corresponde a ordenar la mucstra dc mayor a menor. Este cstudio lo utilizamos
en ¢l Capitulo 3 para demostrar las propiedades de los cstimadores de €. En la
scgunda scccién definiremos tres tipos de convergencia que cxisten para variables
aleatorias y que usamos a lo largo de cste trabajo. En la tereera scecién enuncia-
remos la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros (LFGN) y cl Teorema Central de
Limite (TCL), asf como las versioncs cmpiricas dc una funcién de distribucién
y de su inversa generalizada. En la cuarta seccién definiremos las propicdades
descables de un estimador y que utilizamos en esta Tesis para analizar los cs-
timadores que obtendremos. En la quinta seccién explicaremos brevemente cl
método iterativo de Newton para cncontrar raices de una funcién real y que oca-
sionalmente utilizaremos. La sexta scecién del Apéndice correspondce al cstudio
dc la Funcién Gamma y sus derivadas, las cuales utilizamos principalmente cn
el Capitulo 2 cuando queremos calcular esperanzas asociadas a la DVEG. Final-
mentc cn la séptima scecién estudiarcmos a grandces rasgos la teorfa de Méxima
Verosimilitud y enunciarcmos algunos resultados que nos son de utilidad cuando
utilizamos este método cn los capitulos 2 y 3.



Capitulo 1

PRINCIPALES RESULTADOS
DE LA TEORIA DE VALORES
EXTREMOS EN EL CASO
INDEPENDIENTE

En este primer Capitulo enunciarcmos y demostraremos algunos resultados de
la Teorfa de Valores Extremos (TVE), los cuales nos van a ser de utilidad a lo
largo de esta Tesis y nos muestran la importancia de la Distribucién de Valores
Extremos Generalizada (DVEG), distribucién de la que harcmos estimacién cn
los siguientes capitulos.

Como hemos dicho, la TVE tiene en la actualidad un sinmimero de aplica-
ciones en el mundo de las finanzas y como su nombre lo indica nos es de suma
utilidad para poder predecir valores extremos, es decir no dnicamente aproxi-
mar a la distribucién de un riesgo cn sus valores centrales o en la "panza" de la
distribucién, sino en las "colas" de la distribucién, es decir sus valores extremos.

Por ello, los resultados de la TVE que estudiaremos en la primera seccién
ticnen que ver con las propiedades bésicas de los médximos de { X, }72,, las cuales
son variables alcatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas (v.a.iid.).
Estas propicdades sc reficren a su convergencia en probabilidad y casi segura.
Asi mismo cnunciaremos y demostraremos la Aproximacion de Poisson que nos
da una equivalencia ‘para el comportamiento limite de la distribucién de los
méximos cvaluada cn una sucesion.

Una vez que tenemos estos resultados bésicos para los maximos, en la segunda
scecion definiremos las Distribuciones de Valores Extremos (DVE) y la propicdad
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Max-Establc que nos cs de utilidad cn cl resto de cste trabajo. También veremos
cémo sc relacionan cotre sf las tres DVE y demostrarcmos que satisfacen la
propiedad Max-Estable.

En la tercera seecién definiremos ¢l Dominio de Atraccion de Maximos (DAM)
de una distribucion G. Como veremos en una proposicién inmediata a csta dcfini-
cién, cste dominio lo forman distrtibuciones F' para las que cxisten constantcs
an > 0y b, tales que

F”(%z + bp) — G(z)

Estc concepto es fundamental en nuestro estudio de la TVE. Después definiremos
la funcidn inversa gencralizada de una funcién, la cual existe aunque no cxista
la funcién inversa usual y estudiaremos sus propicdades bdsicas. Para finalizar
csta scecién cnunciarcmos y demostraremos dos teorcmas. El primero de ellos es
cl Teorema de Khintchine, ¢l cual nos dice ¢cdmo estdn relacionadas G y G* ¢n
cl caso de que exista I € DAM (G) N DAM(G*). El segundo teorema nos da
dos cquivalencias para la propiedad Max-Estable, que nos scran de gran utilidad
posteriormente.

Los resultados vistos on las tres primeras secciones de este capitulo son una
basc para demostrar ¢l Tecorema de Fisher Tippet, que cs la parte medular de
nucstro cstudio de la TVE. Este tcorema nos cs de utilidad en al caso de que
existan {a, > 0}72, y {b,}52, sucesioncs dc constantes tales que la distribucién
Ifmite de a,, (M, — b,) existe. En este caso el Teorema de Fisher Tippet, va a
caracterizar la distribucién Ifmite.

En la scecién 4 nos abocaremos a demostrar cste Teorema. Para cllo definire-
mos primero ¢l concepto de distribuciones del mismo tipo que nos dice que G,
y G, son del mismo tipo si cxisten constantes a > 0 y b tales que Go{z) =
Gi(az +b), veremos algunas propicdades de utilidad de distribuciones del mismo
tipo. Una vez hecho esto demostraremos que si G es Max-Estable entonces G
cs de) mismo tipo que alguna de las DVE. Con cste resultado tan importante,
cuya demostracién ¢s extensa, cnunciaremos ¢l Teorema de Fisher-Tippet que
caracterizard la distribucién ltmite de an(M, — b,) como del mismo tipo que
alguna de las DVE. La demostracién scrd directa de los resultados obtenidos a
lo largo dcl capftulo.

Para finalizar estc capftulo, en la Seccién 5, definiremos la DVEG Hy, la cual,
dependiendo dcl signo de su pardmetro £, cs del mismo tipo que las tres DVE.
Discutiremos la importancia dc esta distribucién que serd objeto de estudio cn los
capitulos subsccucntes y daremos una representacién de csta con tres pardmetros
He 1,p), 12 cual conticne todas las distribuciones del mismo tipo que H;.
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El material que utilizarcmos en este capitulo cs el siguiente: Diaz (2003) ,
Embrechts et al (1997) , y Leadbetter et al (1983) .

1.1 Propiedades de los Madximos de una Suce-
sién de V.A.LLD.

En csta seccién defniniremos el concepto de muestra y estudiaremos las propicdades
bésicas del méximo de una muestra cuando cl tamano de la muestra crece.
Definiremos también el extremo derecho de una funcién de distribucién y vere-
mos que el maximo de la muestra converge al extremo derecho, tanto en prob-
abilidad como casi seguramente, convergencias que aqui recordarcmos pero que
podemos ver en los tipos de convergencia definidos en el Apéndice. Finalmente
enunciaremos y demostraremos la Aproximacién de Poisson, que relaciona a la
distribucién de los méximos con la distribucién asociada a una muestra.

Sea (X,),~, una sucesién de variables aleatorias, independientes ¢ idéntica-
mente distribuidas y sca F' la distribucion comiin de las variables.

De aquf en adelante denotaremos una muestra de csta sucesién con

(X)) = (X110 Xn),

las cuales son independientes ¢ idénticamente distribuidas.
A mancra de notacién definiremos ¢l méaximo de una muestra como

M, = max (X;,..., Xy).

Considerando la siguiente igualdad nos damos cuenta de que no cs necesario
hacer un estudio sobre el minimo de la mucstra.

m, =min (X;,..., X;,) = —max (—X1,...,—X,).

Una propiedad inmediata que observamos de los maximos M,,, por indepen-
dencia es la siguiente

P{M,<z}=P{X) <z,..., X, <z} =F"(2),

donde como habiamos dicho F es la funcién de distribuciéon comiin de las X;.

Ahora bicn, una pregunta inmediata que surge de los maximos cs si podemos
establecer una convergencia de cstos, convergencia en probabilidad, convergencia
casi scgura y convergencia cn distribucién, las cuales definimos en el Apéndice.
Consideremos primero la siguicnte definicién.
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Definicién 1 El extremo derecho del soporte de la distribucion F, que se denota
zp y puede ser igual a 0o se define de la siguiente forma

zr = sup{x € R|F(2) < 1}

Consideremos ahora la convergencia cn probabilidad (Definicién 56) de los
méximos. Como los méaximos ocurren cerca del extremo derecho del soporte
dc la distribucion, scria dec esperarse que converjan al cxtremo derecho de la
distribucién. La siguiente proposicién nos dice que efectivamente ocurre csto.

Proposicién 2 Sea zp el extremo derecho de la distribucion F,
Entonces M, il Tp cuando n — 00, para Ip < 00

Demostracién. Claramnente para z < zp, tenemos que
P(M, <z)=F"(z) - 0,n - o0 (1.1.1)
En ¢l caso en que zp < 00, para 2 > ., tcnemos que
P(M, <z)=F"(z)=1 (1.1.2)
En cste caso, tencmos que demostrar que para € > 0
Jil}chdMn —zpl<e)=1

Scae>0

P(IMp —zp| <€) = P(—e < M, — 2 < ¢)

Plzr—e< M, <zp+e¢)

= P(M, <zp+e€)— P(M, <zp—¢)

= P(M, <zp+e)~ P(My=zp+¢) - F'(zr —¢)
= FYzp+e)— F(zp—¢)— P(M, =zr +¢)

Pero P(Mp = z1-+¢€) = 0 pucs F(zp+§) = 1lo que implica P(X = zp+¢) = 0,
si X tiene distribucién £y entonces P(M,, = 2p +¢€) < P(X =zp+¢€)
Por lo tanto por (1.1.1) y (1.1.2)
lim P(|M, —zp| <€) = Ihm (F*zp+e¢)— F'(zr —¢€))
= lim F'(zp +¢€¢)— lim F{(zp —¢) =10
n—od N— 00
=1
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En el caso cn que z,0 = oo, tencmos que demostrar que

1
lim P =1
Jim P(lgl <)
Tenemos que
1
P(I ] <€) = W = P(- YA YA
1 1
= P(M, < —=)+ P(M, > E)
&
1 1
= py__ M
(—)+1-F()
Como

——- <=2y —<0=2p
€ €

Tenemos que

0 < F‘(—%)<1

OgF(é)<1

Por lo que

hm P(| | <e) = lim F’"(—l)+ 1 _F"(l) =1+ lim Fﬂ(_l) — lim Fn( )

n—o0 13 € n—oo € n—oo

=1

n
Dc hecho M, tiende a zp no sélo en probabilidad sino casi secguramente
(Definicién 57), como nos dice la siguiente proposicidn.

o (%9
Proposicién 3 M, =5 zp cuando n — co.

Demostracién. Tencmos que demostrar »que P( lin;° My=zp)=1
n—
Supongamos que P( lim M,, = z) < 1, o sca que cxiste ¢ # zF tal que
n—oo

P(limMn=Ic)>0

n—:o0

Caso 1
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T > ), (S xp = 00, este caso no sec puede dar)Si zg = oo, sca a cualquicr
constantc positiva, si no considcremos

26 — Xp
a=——F——>0
2

Entonces en ambos casos
Ig >zt a

Si suponemos lim M, = zg con probabilidad positiva, como M, cs creciente,
n—co
tenemos que

3N, € N tal que si n > Ny entonces M, > z + a, con probabilidad positiva.
Es decir que P(M,, > zp + a) > 0, pero por definicién de z ¢ extremo derecho

P(My>zp+a)=1-F'(zr+0)=1-1"=0

Por lo quc
e S Zp.
Caso 2
Supongamos z¢ < zx,Entonces, como lim M, = zg,con probabilidad posi-

n—oo

tiva y M, cs creciente tenemos que

M, < z¢,Vn € N por lo que (X,)ne; < z¢ con probabilidad positiva
Esto s6lo ocurre si P(X < z¢) = F(zg) = 1, pero
zg < zp = sup{z € R|F(z) < 1} por lo que F(z¢) < 1

Entonces tenemos que P(nlinoloMn =x5)=0VagFary P(n]i_‘rroloMﬂ =zp)=1
como querfamos demostrar. B

Estas dos proposicioncs nos dan una idea de como es ¢l comportamiento del
méximo dc una sucesién de v.a.i.i.d. Sin embargo esta idea no cs muy util en
¢l caso de que zr = co. En estos casos sélo sabemos que ¢l méximo tiende a
infinito.

Es necesario que la distribucidn F' satisfaga otras condiciones para poder
ascgurar cosas mas fuertes sobre ¢l comportamiento de los méximos, la siguiente
proposicién nos dice gque debe de satisfacer F' respecto a una sucesién u,, que cs
cquivalente a un comportamiento de los maximos.
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Proposicién 4 (Aprozimacion de Poisson) Sea { X, }72, una sucesion de v.a.i.1.d.
con funcidn de distribucién asociada F y sea como antes M, = max(X,,.... X,,).
entonces para T € [0,00) y una sucesion u, de nimeros reales son equivalentes

(a)nF(uy) — T cuando n — oo

(b)P(My, < u,) — €77 cuando n — oo

Donde F(z) =1— F(z)

Demostracién. Llamemos

a(n) = nF(u,) (1.1.3)
b(n) = P(M, < u,)

Veamos (a)=(b)
b(n) = P(Miﬁ un) = Fﬂ(“ﬂ) = [1 = (1 - F(un))]n
= [1 = F(ua)]"
= (1 - 2oy

Tenemos que lim a(n) = 7, P.D. limb(n) =7
n—o0 n—+00

Consideremos la funcién In(z); como su derivada £ en 1 cs igual a 1 y dada
la continuidad de ambas funciones en 1 tenemos el siguiente limite
In(1) —In(1 — k) —In(1-h

1=lim( h ) =m—3

- e
—lﬂgln(l h)=

Por lo que :
limln(1 — A)% =1

hl0
Aqui h | 0 denota que i > 0 tiende a 0. En paricular como 0 < 5%1 — 0 cuando

n — 0o ya que el numerador tiende a 7, entonces si consideramos ﬂnﬂl como h,
por continuidad de la funcién logaritmo natural tenemos la siguicnte igualdad

a(n)

=1 n
1 = lim ln(l - T)?@ = lim In(1 - @)m

In( lim (1 - “(—"')ﬂ)

= lim ln(l— El))“_ hm.

L%

= iy )

n—00

= —ln lim b(n))

n-—-oc

a(n)
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Entonces — 7 = ln(nli_.n:o b(n)). Por lo que e™™ = r}1_.11010 b(n), como querfamos.
Veamos (b)=-(a)
Por (1.1.3)
a(n) = nF(un) = n(l — Flun)) = nfl = (F"(un))*]
n[l — (b(n))*]

Ahora tenemos que limb(n) =e™", P.D. lima(n) =7
n—00 =00

Consideremos ahora la funcién e*; como su derivada en 0 cs € = 1, y €* es
continua cn 0 tenemos cl siguiente limite

eﬁ - e—h

b= lﬁg( h hl0 h
Otra vez h | 0 denota que A > 0 tienda a cero en paricular como 0 < %@ —

L =0 cuando n — oo, entonces si ahora tomamos —nb) on Jugar de h, tenemos
o0 ; n ug
la siguiente igualdad

— eInm)* —b(n)t
lim e — = lim —-(11 on)%)
n—oo _In(b(n))s  n—oo—y In(b(n))

lim 20— b(n)=) lim n(1 — b(n) =)

= T RGw) - lim Wm)
nh_.rgo a(n) lx_‘n& a(n)
T = In( Tim b(n)) o In(e=)
Jima(n)
- T

Por lo que 7 = lim a(n) como querfamos demostrar.
n—00 "
=]

Observacidén 5 Esta equivalencia es también vdlida en el caso en que T = oo
es decir que si consideramos la notacion (1.1.3)

lim a(n) = co & lim b(n) = 0

n—oo
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Demostraciéon. =| Supongamos lim b(n) # 0 Entonces lim P(M, <
n—oo n—oo
u,) # 0 Como la sucesion P(M,, < u,) estd acotada en [0, 1] Entonces existe
una succsion ny tal que
0< limP(M,,, <up,)=p<1
k—o0

Sea 7 = —In(p) y como 0 < p < 1, entonces —oo < In(p) < 0, por lo que
0 <7 < o0, como p = e "entonces podemos usar la Aproximacién de Poisson.

T

lim P(M,, < u, )= limb(ng) =e”
k=00 k—o0

Por la proposicién anterior k]im a(ng) = 7 < oo lo cual es una contradiccién pucs

—00
esta es una subsucesién de a(n) que diverge a co. por tanto lim b(n) = 0.

N—0Q
<] Supongamos lima(n) # oo por lo que a(n) tiene una subsucesién
n—00

acotada que a su vez tiene una subsucesién convergente a(ng) y como a(n) =
n(1 — F(u,)) > 0 tenemos que

0< lima(ng) =7 <00

k—oo

Por la proposicién anterior k!jrn b(nk) = e ™ > 0 lo cual cs una contradiccién
—+00

pues esta es una subsucesién de b(n) que converge a 0. Por tanto lim a(n) = oo.
n—o0
]

1.2 Las Distribuciones de Valores Extremos y
La Propiedad Max-Estable

Ya tenemos més informacién sobre el comportamiento de los méximos. Sin em-
bargo, existe un resultado ain m4s fucrte sobre su comportamiento, conocido
como el Teorema de Fisher-Tippet, el cual nos da informacién sobre la convergen-
cia en distribucién de los maximos. Para ello es necesario cstudiar primero tres
distribuciones que sc conocen como Distribuciones de Valores Extremos, las que
como habiamos dicho denotaremos como DVE. En esta scccién veremos cémo
se relacionan entre sf y demostraremos que satisfacen la condicién Max-Estable.

Definicién 6 La funcion de distribucién Fréchet con o > 0, es la siguiente

&, (z) 0siz<0
a\Z) =
exp(—z™®) siz >0
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Definicién 7 La funcion de distribucion Gumbel, es la siguiente
A(z) =exp(—e ),z € R
Definicién 8 La funcion de distribucion Weibull con o > 0, es la siguiente

W () = { exp(—(—=z)*) siz <0

1siz>0

Estas distribuciones estdn relacionadas entre si, como nos lo especifica la
siguiente proposicién

Proposicién 9 Con las notaciones anteriores las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(a) X ~ ®,(z)

(b)Y ~ Uo(z) con Y = -4

(¢V/Z ~ A(z) con Z = In(X®)

Donde X ~ F denota que la distribucion asoctada a X es F

Demostracién. Primero demostremos que (a)=>(b). Es decir X ~ @,(z) =

Y ~ ¥,(x)
Siz<0
Fy(z) = P(Y <2) = P(3 <7)
= P(-X>1)=P(X < —3)
= Fx("%)
Siz=0
Fr(0) = P(5 <0) = P(X >0)
= 1—P(X<0)
= 1- Fx(0)
Siz>0

ﬂ@:ﬂf%gﬂ:ﬂ§<m+Pms%5@

—y

= P(X >0)+P(-X 2 2) =1~ P(X <0)+ P(X < )

-
= 1— Fx(0) + Fx(~7)
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1

Ahora bien
Como X ~ ®,(x) se cumple Fx(y) = { Odp sl
exp(—y ™) siy>0
Entonces
’ Fx(—1)siz <0
Fy(z) = < 1-Fx(0)siz=0
[ 1—Fx(0) + Fx(—3)siz >0
i exp(—(—1)"*)siz <0 pues— 1 >0
= 4 1-0siz=0
1-0+0siz>0pues—21 <0’
_Jexp(—(-2)9)siz <0
B { 1siz>0
Por lo que Y ~ ¥, (z).

Ahora demostremos que (b)=>(c). Esdecir Y ~ ¥,(z) = Z ~ A(z), tenemos
que como las variables aleatorias son continuas utilizaremos que la probabilidad
de un punto es 0

Fy(x) = P(in(X*) < z) = P(X* < ¢*) = P(X < &F)
= P(X<0)+P0< X <ef) = p(_% > 0) + P(__)l? <—et)

= 1= P~ <0) 4 P(~5 < %) = 1= Fy(0) + Fy(~¢%)

= 11+ exp(— ()] = exp(~[e"3]")

= exp(—e™")
Pues Y ~ ¥, (z). Por lo que Z ~ A(z) :

Sélo falta verificar que (c¢)=+(a). Es decir Z ~ A(z) = X ~ ®,(z). Como
Z ~ N(z)
Fz(z) = P(InX* < z) = P(X® <€)

P(X <en)
= Fx(e®)
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Por lo que

0= lim Fz(z) = lim Fx(e%) = Fx(0) = P(X <0)

r——00

Siz>0

Fx(z) = P(X<z)=P(InX <Inz) = PlalnX < alnz)
= P(lnX* <alnz)=P(Z <alnz)

= Fz(alnz)
Osiz<0 0siz<0
Entonces Fx(z) = = = =
Fz(alnz) siz >0 exp(—e 2!"%) i x > 0
Osiz<0

exp(—(e™*)) siz >0

O0siz <0

exp(—z~ %) siz >0
Es decir X ~ ®,(z)

Ademss estas funciones satisfacen una condicién conocida como Max-Estable,
la cual definiremos a continuacién y utilizaremos recurrentemente.

Definicién 10 Decimos que una funcion de disiribucion F es no degenerada si
su imagen no es el conjunto {0,1}

Definicién 11 Una funcién de distribucién F no degenerada es Maz-estable si
para cada n = 2,3, ... existen sucesiones reales {a, > 0}, y {ba}32, tales que
para n > 2 se cumple

F(r) = F*(anz + by)

Proposiciéon 12 Las distribuciones Fréchet, Weibull y Gumbel son Maz-estables.

Demostracién. Lo primero que notamos es que estas tres distribuciones
son no degeneradas pucs como fucron definidas su imagen no es {0,1} Veamos
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cl caso de la distribucién Fréchet @,(z)

o5 (2) = (exp(—z~"))" = exp(—nz ™)
e"P((*In*%)‘“) = ‘I’q(n'é:r), por ello
@:(nix) = @,(z) y P, es Max-Estable

Il

En el caso de la distribucién Weibull W, (z)

[exp(—(=2)*)]" = exp(—n(-z)°)
exp(—(énnl:c)“) = \Ila(nEL:r), por lo que
U (n~wz) = Wa(z) y ¥, s Max-Estable

Va(z)

En el caso de la distribucién Gumbel A(x)
A"(z)

[exp(—e™)]" = [exp(—ne™)]
= exp(—e™"e ) = exp(—e @) = A(z — Inn), por lo que
A"(z +Inn) = A(z) y A es Max-Estable

1.3 El Dominio de Atracciéon de Méximos y El
Teorema de Khintchine

En esta seccién estudiaremos algunos conceptos y resultados que nos permitiran
caracterizar més las distribuciones de valores extremos y su relacién con el resto
de las distribuciones max-estables. El primer concepto que definiremos es el
de Dominio de Atraccion de Maximos (DAM) que es fundamental cn la TVE.
Posteriormente definiremos la funcién inversa generalizada, la cual scrd de gran
utilidad en el caso de que no exista la funcién inversa como tal. Estudiaremos
sus propiedades bésicas y demostraremos un Teorema de gran importancia, el
Teorema de Khintchine, que nos dice cémo se relacionan G y G* en el caso en
que DAM(G)NDAM (G*) # @ . Finalmente, en el Teorema 20 y en el Corolario
21, daremos equivalencias para la propicdad Max-Estable que nos serén de iitiles
posteriormente.

Para la definicién de Dominio de Atraccién de Méximos utilizamos la conver-
gencia en distribucién (Definicién 55) la cual nos dice que una sucesién de vari-
ables aleatorias {X,,}22, tiende en distribucion a la variable aleatoria X cuando
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n — oo (X, N X), si las distribuciones F,, de X, tiecnden a la distribucion F
de X. Es decir

lim F,(z) = F(z), para todo 2 punto dc continuidad d¢ F
n—oo

Definicién 13 Decimos que una funcidn de distribucién F esté en el Dominio
de Atraccién de Mdézimos de la funcién de distribucion G (F € DAM(G)) si
dada (X,)2, una sucesidn de v.a.i.id. con distribucidn F y Y con funcién
de distribucion G, existen sucesiones reales {a, > 0122, y {ba}o, tales que se
cumple
an(Mn — b)) DY

donde M, = max(X],..., Xn).A los sucesiones {an > 0}, y {b,}%, les la-
maremos constantes normalizadores de la distribucién F'.

La siguicnte cquivalencia nos scra de utilidad posteriormente.

Proposicién 14 F € DAM(G) con constantes normalizadoras {a, > 0}32, y
{bn}$2, & Las sucesiones reales {an > 0}, y {b.}32, satisfacen

1
lim F"(a—x + b,) = G(z) para z punto de continuidad de G

Demostracién. F' € DAM(G) & cxisten sucesiones reales {a, > 0}52, y
{b.}2,, tales que se cumple

an(My, ~ b)) S Y

(M, = max(X\, ..., Xn), (Xn)%., muestra con distribucién F y Y tienc distribu-
cién G)

Como an(Mn — by) 2 Y & Plan(M,—by) < ) — P(Y < 2)

& P(M, < ix+bn) — P(Y < z)

& FY (L5 +b) — G(z)
an
Esto para z en los puntos de continuidad de G. Por ello tenecmos que F' €

DAM(G) % existen sucesiones reales{a, > 0}52, y {bn}32, tales que F*(;-z +
b.) — G(z) para z punto de continuidad dec G como querfamos demostrar. ®
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Otra definicién que nos serd de utilidad es la de funcién inversa gencralizada
que nos servird en los casos en que no exista la inversa como tal y particularmente
en los casos en que la funcién sca una funcién de distribucién. Posteriormente
demostraremos algunos resultados acerca dc ésta.

Definicién 15 Sea h(z) una funcion no decreciente continua por la derecha, se
define la funcion inversa generalizada h= en el intervalo

(inf{h(z)},sup{h(z)})
de la siguiente manera
h™(y) = inf{z|h(z) = y}
Si h es funcién de distribucién a h™ se le conoce como funcion cuantil

Lema 16 Para h definida como antes es decir no decreciente y continua por la
derecha, se cumplen las siguientes afirmaciones
(i)Sia > 0, b y ¢ son constantes y

H(z) = h(axz + b) — ¢, entonces

H= () = =(h(y+) —b)
(11)Si h™ es continua, entonces
h=(h(z)) ==
(#1)St G es una funcién de distribucion no degenerada, entonces existen y; <
Y2 tales que
—00 <G (3) <G (y2) <0
(iv)h*" es no decreciente y si h es continua, entonces
h(h(z)) = =
Demostracién. (i)Esta se cumple de manera inmediata de la definicién de
H™(y).
H™(y) = inf{z|h(az +b) — ¢ > y} = inf{z|h(az +b) > y + c}

_ iinf{axlh(aa: +b) 2 y+c)
— i[in_f{ax +blh(az +b) >y +c} — b
_ %[inf{xlh(z) >y+c} -1

= S~ (y+)- 1)
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como querfamos demostrar.
(ii) De manera inmediata sin utilizar que h*~ es continua, tenemos que

h(z) = Mz) y k™ (h(z)) = inf{ylh(y) = h(z)},

Entonces h~(h{2)) es el infimo de las que cumplen una condicién que z cumple,
por lo que
b (h(z)) < = (13.1)

También como h es no decreciente y h—(z) = inf{y|h(y) > =}
Si a > h™(z) cntonces h(a) > = (1.3.2)
Ahora hagamos la siguicntc obscrvacién.

Observacién 17 Nuestra hipétesis de que h™ es continua implica que h es cre-
ciente (no sélo no decreciente) al menos en el intervalo

(A~ [inf{h(2)}], A~ [sup{A(z)}])

Demostracién. Supongamos lo contrario es decir que existen ay y as en
cste intervalo con @y < az y ¢ = h(a;) = h(a;), entonces veremos que tendriamos
que 2™ no es continua en ¢.

Una parte que ya vimos en (1.3.1), sin usar la continuidad, cs que

h™(c) < a
Ahora para € > 0, tenemos que h~(c + €) > a», Pues si suponemos
| B (c +¢) = inf{zlh(z) > c+ €} < a3
Entonces por (1.3.2) tendrfamos que
c=hlam)>2c+te
por lo que cfectivamente
h™(c+¢€) > ave >0
Ahora como A" es continua csto implica

h=(e) = li_r}éh”(c+ &) >ar>a > h(c)
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lo cual no puede ocurrir, por lo que h es creciente en ¢l intervalo. m

Ahora concluyamos la demostracién del Lema 16 (ii) utilizando la observacion
anterior. Llamemos k& = h*™(h(z)). tenfamos por (1.3.1) que k < z.

Supongamos que k = h™(h(z)) < z

Sea € > 0 tenemos que k+¢€ > k = h™(h(z)) entonces por (1.3.2) h(k +¢€) >
h(z) y como h continua por la derecha y no decreciente

h(k) = limh(k +¢€) > h(z)

Entonces

h(k) > h(z) (1.3.3)

Es decir que k no sélo es ¢l nfimo de las y que cumplen la condicién h(y) > h(x)
sino que también la cumple..

Como supusimos k < 2 y por la Observacién 17 h es creciente, tenemos que
h(k) < h(z), lo cual contradice (1.3.3) por lo que concluimos k = b (h(z)) = z,
como querfamos demostrar.

(iii)Como G es no degenerada existen zy < 7} tales que

0 < G(z}) < G(z3)

pucs la imagen de G no sélo es {0, 1}, digamos que G(z) es el otro valor distinto
de Oy 1.

Llamemos
1 =G(z)) y ya = G(z5),

tenemos que

G~ (y1) < 7} por (1.3.1), ademds G (y;) = inf{z|G(z) > y2}, como G(z}) <
Y2 ¥ G es no decreciente implica queG(y2) > z), sin embargo la igualdad
tampoco se puede dar.

Si suponemos que G~ (y2) = =}, entonces V € > 0, G(z} +¢€) > 32 y como
G es continua por la derecha = G(z]) > y2 lo cual es una contradiccién, por lo
que :

G (y2) > 21 2 G~ (1) = G~ (1) > G (n1)

con estos valores bien definidos y finitos.

(iv)Veamos h™ es no decreciente. Sean z; < z3. El conjunto de {y|h(y) =
z2} C {y|h(y) > 71} por lo que el infimo del conjunto de la derecha es menor o
igual que el infimo del de la izquierda cs decir A (z1) < h™(z2).
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Ahora supongamos h cs continua y veamos h(h™(z)) = z.
Sea k = h* (z) = inf {y|h(y) > =z}
k+e>h—(zx), por (1.3.2) i{k +¢€) > z

Entonces como h es continua por la derecha

h(k) = li_%h(k +e) >z
Ahora otra vez tomemos € > 0 y ahora

k —e <inf . {y|h(y) = z}, por lo que h(k —€) <z
Usando la continuidad de h

h(k) = Ei_l.r'}h(k —e)<z

Por lo que h(k) = z, s decir h(h*(2)) = z si h cs continua. m

Corolario 18 Si G es una funcién de distribucion no degenerada y a > 0,
a >0, by reales que cumplen G(ax + b) = G(az + () para toda x, entonces
a=ayb=p3.

Demostraciéon. Tenemos
Hy(z) = G(az + b) = G(az + B) = Hy(z), entonces
Hi(y) = H(y), Apliquemos (i) dcl Lema con ¢ = 0
2(G~w) ~ ) = (G (v) ~ ), do aaqur
(a = )G (y) + (b~ ) =0

Consideremos ; < y» como en la parte (iii) del lema anterior, es decir que
G~ (y1) < G~ (y2), como la ecuacién anterior se cumple para toda y, tomémosla
para y1 y Y2

(e—a)G™(y) +(b—B)=0

(@a—a)G" () +(b—5) =0

Restando
(a—a)(G™ (1) —G (y2)) =0
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Porloque (a—a)=0y (b—3)=0

Entonces @ = a y b = 3 como querfamos demostrar. =

A continuacién cnunciaremos y demostraremos un tcorecma de mucha impor-
tancia para la caracterizacién de las ditribuciones max-estables, conocido como
el Teorema de Khintchine.

Teorema 19 (Khintchine) Sea (F,)2, una sucesion de funciones de distribu-
cién y G una funcion de distribucién no degenerada. Sean (a, > 0)3; y (b,)
sucesiones de reales tales que

Fo(anz + b,) — G(z),

n=1

Entonces para alguna funcién de distribucion no degenerada G™ y sucesiones
(an = 0)?:1 ) (6;1)?;1 se t'f;ene

F.(anz + 8,) — G (2),
St y solo si existen a > 0 y b constantes tales que

@ —b
—“—»ay———ﬁ“ % b, cuandon — oo ,

Y entonces ademds
G™(z) = Glaz + b)

Demostracién. Nuestra hip6tesis para las dos partes de la demostracién
es que (Fy,)22, es una sucesién de funciones de distribucién, G una funcién de
distribucién no degenerada y existen (a, > 0)2, y (b,)22, sucesiones de reales
tales que

Fulanz + b,) — G(z), (1.3.4)

<= Por hipétesis tenemos que que existen a > 0 y by sucesiones (o, > 0)52;
Y (Bn)7Z; tales que §2 —ay éﬂ;ﬁ — b, tencmos que demostrar que
Fy(anz + 8,) - G* (a:}, para G* no degenerada
Bn — B — bn
an

n

Folanz+ 8,) ,,,(a,,(—x + )

Esto por (1.34) y

) +ba) — G(lim (—-.T +

G(lim (ﬁm - M)) = G(az + b), Ahora si G*(z) = G(az + b)

n—oo" ay an
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F.(a,z+ B,) = G*(z), con G* no degenerada pues G es no degenerada.

=] Ahora tenemos, ademas de (1.3.4), como hipétesis que existen G* fun-
cién de distribucién no degenerada y sucesiones (o, > 0)5%, y (8,)5; tales

que
Falowz + ) — G*(x), (13.5)

Tenemos que demostrar:

fa! —b
-—"-—»ay?—’?—-'i—rb, cuando n — o0 ,:
Qap an

Con G*(z) = G(az + b)

Para alguna a > 0 y b constantes.

Como G* ¢s no degencrada existe 2’ tal que 0 < G*(z') < 1, ademds como
G es continua por la derecha en z', no puede ser que V z > z', G*(z) = 1 por
tanto cxiste z"tal que

2#r"eon0< G (2) <1y 0<GHa") < 1

Sean C, = $2z'+ Eﬁéﬂ y D, = 222"+ gﬂ;ﬁ. Veamos que C,, y D, son
sucesiones acotadas

Si suponemos que C,, es no acotada, entonces ticne una subsucesion C,, tal
que Cy,, — o0 (alguno de los dos) cuando k — oo por lo que por (1.3.5)

Foy (0,2 + B,,) = G™(2')
Ahora

B‘n — b
—""Ean—’-‘i)+b“")

k

Fﬂk(aﬂkzr + 611;;) = Fnk(a"k(&tz‘ +
Ay,
= Fry(an,(Cry) + bn,)
Por cllo utilizando (1.3.4)

Fay(0n2’ +B,,) = G(lim C,) = G(£00) =06 1

Por unicidad de limite tendrfamos G*(2') = 0 6 1,Jo cual contradice nuestra
hipdétesis.

Lo que nos permite concluir que C,, es acotada y andlogamente D), cs igual-
mente acotada.Ahora veamos que tanto 22 como Eﬂg'*‘ son acotadas:
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Como C, v D, son acotadas la sucesién C, — D, también lo es, o sea que
%a(2’ — 2”) es acotada = 22 m acotada pues 2’ — 2" # 0

Ahora 222 es acotada => 'b" = Cp — 222 es acotada.

Por lo a.ntcnor podemos declr que CXIth ny tal que - ﬂi — a > 0 (pues la

B, .
sucesion a—'- es mayor a 0) cuando | — o0, , —c'h— por ser subsucesién de una
ny g

sucesion acotada cs acotada o sea existe ng contenida en ny tal que

—b, .
By — b —by 2% _, 4 cuando k — 0o (1.3.6)
O Qnk

La segunda convergencia por ser ?: subsucesi6n de la sucesién =2, entonces
" "y
Por (1.3.5), para z en ¢l dominio tenemos Fy, (o, = + 3,,) = G™(7),

—b,
Por (134) Foy(ana+ Bu) = Fo(amy (2225 + 220 1)

T
By —h

- G’(llm T+ ~£) = G(ax + b),

k—sc0 a'ﬂk Qny

Por unicidad de limite G(az + b) = G*(z) (1.3.7)

Como G* es funcién de distribucién a > 0
Para concluir sélo falta verificar que = — a y —“aﬂ—b" — b y no s6lo una

’ o A,
SU&IJCGS![SD supongamos que 7 Zn a, como esta sucesién es acotada existe —'L
an ")

—bn
subsucesion tal que - —4 —a #a, —4— por scr acotada ticne una subsucesién
convergente con indlcc Tn

—b n '
By, = b — ' y se cumple Ty ot (1.3.8)

a’ﬂm m

Repitiendo lo hecho con ny para llegar de (1.3.6) a (1.3.7) ahora con n,,
tenemos

G(a'z + V') = G*(z) = implica que Vz G(a'z + V') = G(az + b),

Por el Corolario 18 a = a’ lo cual contradice nuestra hipétesis ¢ implica que

% —, g, andlogamente si suponemos 212 4 b, llegamos a (1.3.8) pero con
b # b’ lo que contradice otra vez al Corolario 18 y concluyc la demostracion. m

Con los resultados anteriores podemos cnunciar y demostrar un teorema que
caracteriza a las funciones max-cstables:
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Teorema 20 (i)Una funcién de distribucion no degenerada G es maz-estable si

y sdlo si existe una sucesion (F,)32, de funciones de distribucién y (an, > 0)72,

y (b,)2, sucesiones reales tales que
1
Fn{ai‘"f' bok) — G* (z), cuando n — oo, para cada k € N
k

(ii)Si G es no degenerada
DAM(G) es no vacto & G es maz-estable

En ese caso G € DAM(G) por lo que el conjunto de distribuciones no de-
generadas G tales que Pla,(M, —b,) < z] — G(z) (con (X,)32, sucesion de

n=1
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas y M, definido
como antes) coincide con el conjunto de distribuciones max-estables.

Demostracion. (i)
= | Tencmos que G ¢s max-cstable por lo que existen sucesiones (af, > 0)22,
¥ (bn)2, tales que para n > 2 se cumple

G(z) = G™(al,z + by),
Si tomamos a, = i, y F, = G™ tenemos
Fo(+2+b,) = G(z)
n (Ln n ]
Sea k € N, sc cumple entonces que

F,,k(a%kr +bak) = G(x), pero Fu, = G™ = (G")* = F*, por lo que

F,f(ai:c + bax) = G(z) entonces F,,(E;I—z: +bui) = G* (2)
nk nk

1
Fn(a—z + b)) — G%(:c) cuando n — oo, para k € N
nk
<=|Tenemos por hipétesis que G es no degencrada y existe una sucesién

(Fn)p, de funciones de distribucién y (a), > 0)32, y (b,);2, succsiones reales
tales que '

F“(a’im + b)) — Gt (z), cuando n — oo, para cada k € N (1.3.9)
nk
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Tenemos que demostrar que G ¢s max-cstable.
Sea a, = =~ y b, = b),, utilizando k = 1 en (1.3.9), tenemos que

Fy(anz +by) — G(2). (1.3.10)

Sca k > 2, un valor fijo arbitrario, sea af’ = ¥ B = b, ,(la k aparece
como superindice para hacer notar que depende do kk no como exponente), por
(1.3.9)

Fo(a®z + ¥ — Gi(z) = G*(z) (1.3.11)

(1.3.10) y (1.3.11) Son las condiciones que nos sirven para la ida en cl Teorema
de Khintchine, utilizdndolo tenemos que

age) ﬁ(k] —b
—— — ¢ y —2—7T — d;. Pucs estos valores dependen de k si 7 — 0o
Oy n

y G*(z) = G¥(z) = G(ciz + dy)
Como G es funcién de distribucién ¢, > 0, que ¢s lo que necesitamos para
demostrar que G es max-estable:
Pues ¢ > 0 y dj son'sucesiones que cumplen

G*(z) = G(cka + di) = G(x) = G¥(cxr +di) Si k > 2

Como G era no degenerada es max-estable lo que concluye la demostracién.

(ii)==] Tenemos que DAM (G) es no vacio, sca F € DAM (G) por la Proposi-
cién 14 existen sucesiones reales {a, > 0}, y {bn}32, tales que F*(Lz+b,) —
G(z) (para = punto de continuidad de G), entonces

Fr (g 4 ) — G(2),
Qn}k

Sea F,, = F™, entonces
1 1
F¥(—2 + bu) — G(z) por lo que Fo(—2 + bni) — G%(a:)
Gnk Onik

Y por cl inciso (i) de este Teorema G es max-estable.

<= |Supongamos G s max-cstable, entonces existen sucesiones reales {aj, >
0}2, ¥ {5a), tales que GP(d)z +b,) = G(z), si tomamos a, = & > 0,
tenemos que G™(Xz + b,) = G(x) — G(z), por lo que G € DAM(G) y cste es
no vacio. m
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Corolario 21 S:G es maz-estable, entonces existen funciones reales bien definidas
para s > 0, a(s) > 0 y b(s) tales que

G*(a(s)z+b(s)) =G(z) sis>0yzeR

Demostracién. Como G es max-cstable existen (a,)22, > 0y b, sucesiones
reales tales que G™(anz + b,) = G(z), sea F,, = G, entonces

Fy.(anz + b,) — G(z) cuando n — oo (1.3.12)

Ahora sca s > 0 si [z] es la parte entera de z es decir el mayor entcro menor

o igual, sea o) = fns] ¥ BE,“) = byns) (el superfndice s6lo hace notar que depende

de s). Recordemos que G (ajy + byny)) = G(), por lo que
Fo(a®z + BY) = G™(ajpe) + bjns)) = GT1(2)

Como [ns] =ns — h(n,s) con 0 < h(n,s) < 1,

lim — = 2 = 1 = L
n—oolns] nevoong — h(n,s)  lim & — A8 T g Jiy hns)
"—’W“ n N—60 n
=2
s
Entonces
Fn(a,(.f?w +B®) - G+ = G*cuando n — 0o (1.3.13)

Una vez més (1.3.12) y (1.3.13) nos dan las condiciones para poder aplicar
la ida del teorema de Khintchine. Aplicindolo, tenemos que

ol B —p
— a(s) y === — b(s), pucs estos valores dependen de s si n — oo

y G'(z) = G#(z) = Gla(s)z + b(s))
Como G es funcién de distribucién a(s) > 0 y tenemos que
G*(a(s)z +b(s)) =G(z)sis>0yzeR

Lo que concluye la demostracion. =
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1.4 Distribuciones del Mismo Tipo y el Teo-
rema de Fisher-Tippet

En esta seccién llegamos finalmente a la parte medular de nuestro estudio de la
TVE que cs ¢l Teorema de Fisher-Tippet. Mediante este teorema caracterizare-
mos la distribucién limite de a,(M,, — b,) (los méximos normalizados) siempre
que existan constantes {a, > 0}22, v {b,}2°, tales que dicha distribucién lfmite
cxista. Para cllo estudiaremos el concepto de distribuciones del mismo tipo y al-
gunas propiedades importantes (Proposicién 23). Posteriormente, en cl Tcorema
24, veremos que las tinicas distribuciones Max-Estables son las del mismo tipo
que las DVE, habiendo demostrado este teorema, cuya demostracion ¢s extensa,
la demostracion del Teorema de Fisher-Tippet serd directa de los resultados
obtenidos a lo largo del capitulo.

Definicién 22 Dos distribuciones G, y G2 son del mismo tipo st existen con-
stantes a > 0 y b tales que para toda z: Ga(z) = Gi(az +b)

Cabe hacer notar que ¢l Teorema de Khintchine nos dice entonces que si
DAM(G)N DAM(G™) # @ entonces G y G* son del mismo tipo

Proposicién 23 (a)El ser del mismo tipo para distribuciones es una relacién
de equivalencia.

(b)Si F,G y H son funciones de distribucién no degeneradas y F y G son
del mismo tipo, digamos F(z) = G(azx + b) con a > 0 entonces

(1)G es maz-estable = F es maz-estable

(i)H esté en el DAM(G) con constantes normalizadoras {a, > 0}32, ¥
{ba}22, = H estd en el DAM(F) con constantes normalizadoras {a;, > 0},
y {b},}52, definidas para n > 1 de la siguiente forma:

' Qn

a, = >0
ik
b

b, = —+by
a'n.

Demostracién. (a)Veamos que esta es una reclacién de equivalencia, pues
cumple las tres condiciones (aqui ~ denota ser del mismo tipo no distribucién
asociada)
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(i)(G ~ G),pues
G(z)=Glax+b)sia=1>0yb=0
(ii)(G1 ~Gy =Gy~ Gl)._pllEE
Si Ga(z) = Gi1(az + b) entonces Gy(z) = Gg(%:c — g),con % >0
(iii)(Gy ~ G2 y G2 ~ G3 = G ~ G3),pucs

Si Ga(z) = Gi(ayz + by) y también Gi(z) = Gz(aez + bs)

Entonces
Ga(.’ﬂ) =G, (a1a2:1: + a1bg + bl) con ayag > 0

E:;}I‘cncmos que G(z) = F(az+b), ademds como G cs max-estable paran > 2
existen reales al, > 0 y b), tales que G(z) = G"(al,z + b},), por lo que
F(ar + b) = F*(a(a,z + b)) + b) = F"(aa,z + ab), +b)
Entonces
F(z) = F"(aa;(z - g) +abl, +b) = F*(a\,x — alb+ abl, + b)
Para n > 2, sca a, =g; >0y b, = —a,b+ ab, + by sc cumple
F(z) = F™(anz + b,), por lo que F' cs max-estable

(ii))Como H € DAM(G) con constantes {a, > 0}22, y {b, }52, por la Proposi-
cién 14 se cumple

1
HY—z+b)—G
(-7 +b)—Gla)
Entonces como F(z) = G(az + b)
H”(i(am +b) +by) — Glaz +b) = F(z)
Sea {al, - >0k, yib, = f: + bp )52 entonces se cumple

H"(Elr.r +) = F(z)

n
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Ahora usando otra vez la Proposicién 14 concluimos la demostracién. =

De acuerdo con la definicién de ser del mismo tipo G cs max-cstable si G y
G" son del mismo tipo para n entero mayor o igual a 2.

El siguiente tcorema caracteriza atin mds las distribuciones max-estables y
complementa de mancra recfproca la Proposicién 12 que nos dice que las dis-
tribuciones de valores extremos son max-estables.

Teorema 24 Si G es una distribucion maz-estable entonces G es del mismo tipo
que F' para alguna F distribucién de valores extremos (es decir Gumbel, Fréchet
o Weibull)

Demostracién. Como G es max-estable por ¢l Corolario 21 existen a(s) > 0
y b(s) definidas para s > 0 que cumplen

G*(a(s)z + b(s)) = G(z) para s >0
Si x cumple que 0 < G(x) < 1 entonces
—slog G(a(s)z + b(s)) = —log G(z)

Estamos tomando el negativo para que los valores scan positivos y poder tomar
logaritmo, por lo que

log(—log G(a(s)z + b(s))) + log s = log(— log G(z))
Entonces
—log(—log G(a(s)z + b(s))) — log s = —log(— log G(z))

Sea V(z) = —log(—log G(z)).Esta funcién es la parte fundamental de la
demostracién de este teorema. Primero que nada nos interesa saber qué valores
toma, es decir cuales son su fnfimo y su supremo.

Como G(z) es max-estable esta propiedad, tomando n = 2 nos dice que

G(z) = G*(asz + bs) con az > 0 (1.4.1)

Lo que nos garantiza que G no da un salto de 0 6 a 1, es decir que nos podemos
acercar tanto como queramos a 0 v a 1 sin tocarlos, sicndo més especificos dado
€ > 0 cxisten z; y x5 reales tales que 0 < G(z) < ey 1 —e < G(zg) < 1.

Probemos pues que G no da saltos primero en 0 y luego en 1.
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Para 0 supongamos lo contrario es decir que 3 ¢ tal que Vz € R G(z) = 0
6 G(z) > €, (G da un salto de 0) como lim G(z) = 0 y es continua por la
T=s=00 .
derecha 3 k; tal que G(z) = 0 para = € (—oo, k1) y G(k1) = 1 > 0 por ser G
no decreciente este c¢; es el valor minimo que toma G mayor a 0, por ser G no
degenerada 0 < ¢y < 1.

Sca z9 = & — 2, entonces por (1.4.1)
G(Io) = Gz(ﬂzfﬂo + b) Gﬂ(ag(— — —) + bg)

=Gk —ba+b3) =G k1) =} < 1

Lo cual es una contradiccién pues ¢; era el valor minimo de G lo que demuestra
que G no da un salto en 0.

Para demostrar esto para 1 supongamos que 3 g tal que Yz € R tenemos que
G(z) =16 G(z) £ 1—¢, (G da un salto cn 1) ahora sea ¢; = sup{G(z)|G(z) <
1} <1—¢ < 1, por ser G no degenerada: 0 < ¢; < 1. Como ¢ < ¢; sea

ctad
Cy = -1---1- entonces

¢} < ¢y < ¢; implica ¢; < /3 < /€1 por lo que ¢z < ¢; < /2

Esto por definicién de supremo y como ¢; < ¢; existe zg tal que 1 > G(zp) > ez,
Sea 1 = agxy + by, entonces por (1.4.1)

G(z1) = Glazzo + b)) = /G(z0)

Entonces
1> G(.’L‘l) = /G(zp) > -\/a >y

Esto es una contradiccién, pues ¢; era el supremo de los valores menores a 1
que toma G y esto demuestra que G no da un salto en 1.

Ya que tenemos que podemos hacer que G se acerque a 0 y a 1 cuanto
queramos, sin tocarlo, podemos ver cudl es ¢l infimo y el supremo de V(z).
aqui veremos cudl cra la importancia de poder aproximarnos a estos valores sin
tocarlos pues, donde G toma estos valores V no estd definida, pues log(0) no
un valor definido.
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Como V(z) = —log(— log G(z)) y ya demostramos que podemos hacer que
G(z) tienda a 0 y tienda a 1 sin tocarlo, tenemos

SiG(z) = 0 = logG(z) —» —

—log G(z) — oo
log(—log G(z)) — oo
—log(—log G(z)) = —o0
V(z) - —oo

inf{V(z)|z € R} = —o0

P4y e

Ahora

SiG(z) »1 = logG(z) — 0
—logG(z) = 0
log(—log G(z)) — —o0
—log(—log G(z)) — o0
V(z) = 00

sup{V(z)|z e R} = o0

$4L el

Ahora sf podemos afirmar
inf{V(z)|z € R} = —co y sup{V(z)|z € R} = +o0

Ademsds al ser G no decreciente continua por la derccha directamente V'
también lo es, por lo que existe U(y) = V= (y). la funcién inversa generalizada
de V(z) definida para todo real 3. Ademss se cumple que

V(a(s)z + b(s)) — logs = V(z)
Aplicando el Lema 16 inciso (i), tenemos que
1 .
&Ts_)(U(y +log 8)) — b(s) = U(y)
Por lo que

Uy) - U(0 [U(y + log s) — U(log )],

_—
- a(s)
Ahora sean z = log s, a(s) = a(e®) y U(y) = U(y) — U(0)
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Entonces

Uy)a(z) = [U(y) - U(0)]a(e"®") = U(y + logs) — U(logs) ~ (1.4.2)
Uly+2) - U(2)

Por lo que
Tw)a(z) +0(z) = Oy +2) = Uz +1)
= 0(z)a(y) +0(s)
Finalmente
V)1 -a(2) = U()(1 - a(y) poray y 2 reales. (1.43)

Las igualdades (1.4.2) y (1.4.3) generan los siguientes casos que darén lugar a
que G sea del mismo tipo que cada una de las distribuciones de valores extremos:
Caso 1. @(z) =1 Vz, por (1.4.2)

U(y + z) = U(y) + U(z), como U inversa es monétona no decreciente

Entonces ) .
U(y) = ry parar =U(1)

Por como habfamos definido U.
U(y) — U(0) = ry por lo que V= (y) =U(y) = ry + U(0),
como V* es continua y otra vez por ¢l Lema 16 inciso (ii) tenemos que
z=V"(V(z)) =rV(z) + U(0) = r[—log(—log G(z))] + U(0)
Entonces
~log(~ 0g G(z)) = ~(z — U(0))

Por esto
—logG(z) = e +(=-U0O)

Y finalmente
P -L(S—U(On

Glz)=¢"* "
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Lo anterior se cumple siempre que 0 < G(z) < 1, por lo que esta expresién
sc cumple para todo x € R, por lo que en este caso G resulta ser del mismo tipo
que la distribucién Gumbel pues

~A(a- 1 U
G(I) =e ¢ Fl==U(0) - A(;.’L‘ . 5' ))

con 1 > 0y A la funcién de distribucién Gumbel.
Caso 2. a(z) # 1 para alguna zo € R, por lo que (1.4.3) nos dice:

Uy) = 1?—%(1 —a(y))

c(1—a(y))

U (20)
on¢=3— a(z0) #
Pues si ¢ = 0 entonces U(y) = 0 = U(y) = U(0), Yy y U no cs constante

Como tenfamos por (1.4.2) que U(y + z) = U(y)a(z) + U(z)

e(1 = a(y +2)) = c(1 — a(2)) = (1 — a(y))a(z)

Por ello
1—-a(y+ z)) —14a(z) = a(z) —a(y)a(z)

Lo que implica
a(y+2)) =d(ya(z),Yyyz €R

La solucién de esta ecuacién funcional es
a(y) = e con r # 0 constante.
Por lo que
V©(y) = Uy) = U(y) +U(0) = e(1 — ™) + U(0)

Como V' es no decreciente, también lo es U por lo que ¢ y r son de signos
opuestos, pues

Uly) 20 = —cre™ >0
= —cr >0
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esdecirquec < 0sir>0ye>0sir <0, ademéds U cs continua y por ¢l Lema
16 inciso (ii)
= V-(V(2)) =e1 —eV®)+U(0)
= ¢(1 — e"{~logl- g G} 4+ U(0) = ¢(1 — [=log G(z)]™) + U(0)
= c¢—c[-log G(z)]™" + U(0)
Entonces v(0)
:I: —C— —-r
——— [~ log G(z)]
Finalmente llegamos a

x—c—U(0)

—C

[ |7 = —log G(a) (1.4.4)

Sin embargo, esta expresién no s vilida para todo valor z sino para aqucllos
valores que cumplan 0 < G(z) < 1, por lo que —log G(z) > 0, lo que genera dos
€asos més:

Caso 2') ¢ < 0= r > 0 (pues ¢ y r son de signos opuestos)

En cste caso la expresién (1.4.4) es vélida para z > ¢+ U(0) y entonces

6(a) = =t

En este caso si z —» ¢+ U(0) (por la derecha) G(z) — e~ — 0 pucs -1 <0,
Como G es continua por la derecha y no decreciente tenemos que

Glx) 0siz<c+U(0)
x)= z—e-U(0); 2
ai==r siz > c+U(0)

Como la funcién de distribucién Fréchet
0siz<0
Po(z) = ‘ con a >0
exp(—z~*)siz >0

Glz) = 2p(= + ﬂg@)

Yy como % > 0 entonces G es del mismo tipo que una distribucién Fréchet con
1

a==>0
r
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Caso 2") ¢ > 0= r < 0. (otra vez por ser ¢ y r de signo contrario)
En cste caso la expresién (1.4.4) es vdlida para z < ¢+ U(0), por lo que
Glz) = =27
Ademds, si 2 — ¢+ U(0) (por la izquierda) G(x) — €° = 1, pues —1 > 0,
Como G es no decreciente tenemos que

_[.:-c:UD ]_:.,L .
e e sir<ec+U(0
L (0)

lsiz>c+U(0)
Como la funcién de distribucién Weibull es

exp(—(—z)*) siz <0

U, (z) = con a >0
1siz>0
z ¢+ U(0)
A i g e 2
Glz) =¥ (7 —)
y como % > 0 entonces G es del mismo tipo que una distribucién Weibul con
a = —1> 0 lo que concluye la demostracién. m

Con cstos resultados que hemos obtenido s6lo resta por cnunciar el Teo-
rema més importantc de la Teorfa de Valores Extremos en cl caso de variables
aleatorias independientes, conocido como Fisher-Tippet, cuya demostracién se
desprende de los resultados antes mencionados.

Teorema 25 (Fisher-Tippet) Sea G una funcién de distribucion no degenerada
entonces

G es del mismo tipo que una Distribucion de Valores Extremos < Existe
(X5)22, una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas y sucesiones reales (an > 0)22, y (by)3, tales que

Pla,(M, —b,) € 7] = G(z)
Donde M, = max(X,,..., X,,)

Demostracién. =—>| Sea G del mismo tipo que una distribucién de valores
extremos, como por la Proposicion 12 las distribuciones de valores extremos son
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max-cstables, la Proposicién 23 inciso (b)(i) nos dice que G es max-estable, ahora
por cl Teorema 20 parte (ii) DAM(G) cs no vacio.

Sca F € DAM(G) y scan (X,,)52, v.a.iid. con distribucién F y sca Y con
distribucién G, entonces, por definicion de estar en ¢l dominio de atraccién de
méximos, cxisten sucesiones reales {a, > 0}52, ¥ {b,}52,, tales que se cumple

a'l‘l(Ml'l - bn) _d’ Y
donde M,, = max(X}, ..., X,,), por lo que
Pla,(M, —b,) <z] - P(Y < 2) = G(z)

<=|Como cxiste (X,)32, sucesién de v.a.iid. y sucesiones reales (a, >
0)7Z1 ¥ (bn)72,: tales que

Pla,(M, - b,) < z] — G(x)
Si Y cs variable alcatoria con distribucién G se cumple
an(Mn —b,) 5 Y

Por lo que si F es la funcién de distribucion de la sucesion (X,)32,, tenemos
que F € DAM(G), por lo que DAM(G) cs no vacfo y por ¢l Teorema 20 parte
(ii) G cs max-estable asi que el Teorema 24 nos garantiza que G cs del tipo de
una de las distribuciones de valores extremos lo que concluye la demostracidn.

1.5 La Distribucién de Valores Extremos Ge-
neralizada

Con cl Teorcma de Fisher-Tippet queda de manificsto la importancia de las
distribuciones de valores extremos y las distribuciones que son del mismo tipo
que ¢stas por cllo se define la Distribucién de Valores Extremos Generalizada
(DVEG), la cual veremos que dependiendo del signo de su pardmetro es del
mismo tipo que las tres distribuiciones de Valores Extremos que ya definimos.
Analizaremos cl porqué de su importancia y daremos una representacién con
tres paramctros, que, dependiendo del valor de sus pardmetros, conticne a todas
las distribuciones del mismo tipo de la DVEG con un pardmetro y por tanto a
todas las distribuciones del mismo tipo que las DVE dependicndo del valor del
pardametro. También calcularcmos su funcion inversa que nos seréd de utilidad en
los capitulos siguientes.
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Definicién 26 La Distribucién de Valores Extremos Generalizada (DVEG) es
la distribucion He definida por

e+t g £+£0

He(z) = e
e” SiE=0
Donde 1+ &x > 0 a € se le denomina pardmetro de forma.

Cabe hacer notar que el caso £ = 0 corresponde a tomar el limite en cl caso
& # 0 cuando ¢ — 0 pues utilizando el Teorema de L'Hoppital, tenemos que

i = (1
liny(1 +62) = lmexp(— ¢ In(1 + €2)) = exp(-lim ")
= exp(~lim =) = exp(~z)

= e—:ﬂ
El hecho de que este caso € = 0 sca cl limite nos va a servir a lo largo de
cste trabajo para gencralizar los resultados obtenidos en el caso £ # 0. Ahora

consideremos la siguiente proposicién que deja de manifiesto la importancia de
la DVEG

Proposicién 27 Las Distribuciones de Valores Extremos (DVE) son del mismo
tipo que la Distribucion de Valores Extremos Generalizada (DVEG) para algin
valor de €.

Demostracién. Primero veamos el caso de la distribucién Fréchet:

Osiz <0
P,(z) = cona >0
exp(—z™*)siz >0

Afirmamos que ®,(z) = Hy [a(z —1)]
Hila(z —1)] = e~ (321" cyando 1+ éa(a: -1)>0

Entonces
Hila(z —1)) =e ") cuando = > 0
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Como H1: cs funcién de distribucién es no decreciente y continua por la derecha

o0

y Hi — e * — 0 cuando 0 < z — 0 entonces

Hifa@-1]={ "27=% _g.@)

e gz >0

Por lo que la distribucién Fréchet es del mismo tipo con £ = X > 0.
El caso dce la distribucién Gumbel es directo pues tomando £ = 0:

A(z) = exp(—e™™) = Ho(z)
En el caso de la distribucién Weibull:

Palz) = ep(~(~o)) sz <0 cona >0
lsiz>0

Afirmamos que ¥, (z) = H_y [e(z +1)]

o 1
H_ila(z+1)] = e~=2aE+1)” cyando 1 — ao.-(z +1)>0

Por cllo
H_jla(z +1)] = " cuando z < 0

Como H1 s funcién de distribucién y Hy — €% =1 cuando 0 > 2 — 0

e~ *siz <0 '
H_yfo(z+1)] = = V()
“ 1siz>0

Por lo que la distribuciéon Weibull también es del mismo tipo con £ = ——é < 0.
]

Debido a esta Proposicion el Teorema de Fisher-Tippet nos dice que dada
(Xn)p2, succsién de v.a.iid. y si existen sucesiones reales (a, > 0)52; ¥ (ba)pz,
tales que

Play(M,, —b,) < z] — G(z) con G no degencrada.

Entonces G es del mismo tipo que la DVEG He para algiin real £. Si G es del
mismo tipo que la Fréchet, entonces € > 0, si es del mismo tipo que la Gumbel
£ = 0 y si cs del mismo tipo de la Weibull entonces £ < 0.
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Las tres Distribuciones de Valores Extremos son de gran importancia en es-
tadistica, pues nos sirven para representar a una gran variedad de distribuciones,
pues

F € DAM(G) para G no degenerada = (Por el Teorema 20 inciso (ii)) G
es max-estable = (Por el Teorema 24) G es del mismo tipo que H Distribucién
de Valores Extremos =(Por la Proposicién 23 inciso (ii))F € DAM(H), con H
Distribucién de Valores Extremos

Por cllo esencialmente todas las distribuciones continuas cstan en el DAM(A)
(Caso Gumbel), en el DAM (®,,) (Caso Fréchet) o en el DAM(¥,,) (Caso Weibull).
Por ejemplo la distribucién normal cstd en el DAM(A), estas distribuciones se
conocen como de "cola" ligera. Las distribuciones en el DAM (®,), son conoci-
das como distribuciones de "cola" pesada, ahf estan la distribucién Parcto y la
t de student.

Dada la importancia de las distribuciones del mismo tipo que la DVEG se
ha optado por el estudio de:

He(~") = Ho(x) con 0 = (&,1.9) y ¥ > 0

Esta contiene por sf sola distribuciones de gran importancia como las DVE para
valores adecuados de 8 = (&, p, ¥), esta Hp(z) es la siguiente

45 g 40
Hg py)(2) = o (1.5.1)
e " SiE=0

Con 1+£%3# > 0, diremos que £ es el pardmetro de forma, 1 el de localizacién
y ¥ > 0 cl pardmetro de cscala. Como sabemos que Ho(E) = %ir%Hg(I—;E)

también en la representacién (1.5.1) el caso & = 0 corresponde a tomar cl lfmite
en el caso £ # 0 cuando £ — 0.

Es de esta representacién (1.5.1) de la cual haremos estimacién en el siguiente
capftulo, del pardmetro de localizacién yeR, el de escala ¥ > 0 y el de forma
£eR. Recordemos que, dependiendo del pardmetro de forma, la DVEG cs del
tipo ®,(Fréchet), ¥,(Weibull) o A (Gumbell), por lo que este pardmetro cs cl
de mayor importancia.

En los capitulos sucesivos serd de interés conocer la inversa de la DVEG en su
representacién con tres pardmetros, por lo que tenemos que despejar la inversa.
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Veamos primero el caso £ # 0 usando (1.5.1)

Holw) = exp(~(1 + €214 = y = ew(~(1+ €7D Lyt

Hr W) —py

v

Hy (y) —n
%

= (14 (~lny)§) = ffB[H;(y) 4]

= lny=—-(1+¢

= (—In(y) " =1+¢

= lé).(_l +(=Iny) ™) =Hy (y) —p

= Hy (y)=p— %(1 —(=Iny)™%)

El caso £ = 0 también se desprende de (1.5.1), pero no incluimos este de-

sarrollo pues es equivalente a tomar el siguiente limite utilizando el Teorema de
L'Hoppital.

imH = : } _ 1—(—lngy)
Lim Hie . (4) = hm[ﬂ—%(l —(—Iny)™ =f4—1b}l_1}(1]——-—( gny)

£—0
1 — exp(—{In(—1Iny))

= p—lim

§—0 £
_ . —exp(=€In(—Iny))[—In(-Iny)]
= h=¥in 1
_ —€’[=In(=Iny)]
=p—v ;
= p—1In(—Iny)

Por lo que para 0 <y < 1

(1.5.2)
p—in(~Iny) si =0

Ya comentamos anteriormente la importancia de la Distribucién de Valores Ex-
tremos Generalizada (DVEG) en su representacién con tres pardmetros, ahora
conocemos también a la funcién inversa. En el siguiente capitulo estudiaremos

¥ .——n —£) &
Hé_(y)={# (1~ (~Iny) ) si £ £0
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mis a fondo esta funcién, en particular la cstimacién de sus pardmetros dada
una muestra con esta distribucidn.



Capitulo 2

ESTIMACION DE
PARAMETROS DE LA DVEG

A lo largo de este capitulo consideraremos una muestra (Xj,..., X;,) cuya dis-
tribucion asociada cs la Distribucién de Valores Extremos Generalizada (DVEG)
con sus tres pardmetros, es decir la expresién (1.5.1) de Hie, ) que a contin-
uacién recordamos:

~asezze) R o
e v SiE#0
Heuu)(z) = o

e SiéE=0

con1+£5E>0y9 >0

El objetivo de este capitulo es obtener estimadores de € de ;2 y de 9, ¢s
decir del vector (€, i, )" que ocasionalmente denotaremos como €, a partir de
una muestra con distribucién H ,, ). Para ello utilizaremos dos métodos, ¢l de
méxima verosimilitud y el de momentos ponderados con probabilidad.

En la Seccién 1 presentaremos el método de méaxima verosimilitud. De-
bido a que no es posible obtener soluciones explicitas de las ecuaciones maximo
verosimiles, para encontrar el estimador, recurriremos a un procedimiento itera-
tivo conocido como el método de Newton-Raphson.

En la Secci6én 2 estudiaremos ¢l método de momentos ponderados con prob-
abilidad, que se basa cn los valores w,(f) = E(XHj(X)) para r € {1,2,3} y
encontraremos estimadores para las w,., con base en la muestra, asf como su valor
exacto, el cual veremos que sc expresa en términos de 6. Con esto obtenemos
los estimadores descados, como veremos en detalle mas adelante.

41
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En la Scccién 3 haremos una comparacién entre los dos métodos y detallare-
mos las ventajas y desventajas de cada uno de ellos.

El material que utilizaremos cn este capitulo, y del que haremos rcferencia
es cl siguiente: Chernoff et al (1967) , Cox y Hinkley (1974) , Embrechts et al
(1997) , Hoskings ot al (1985), Jenkinson (1969), Prescott y Walden (1980) ,
Prescott y Walden (1983) , Rao (1973) y Smith (1985).

El primer método que vamos a considerar es el de méxima verosimilitud.

2.1 Meétodo de Maxima Verosimilitud

El método de méxima verosimilitud es probablemente el método més estudiado
en la literatura cstadistica. En el Apéndice de este trabajo lo estudiaremos en
cl caso gencral en el que contamos con una muestra con funcién de distribucién
asociada F. En este caso para hacer estimacién vamos a considerar la repre-
sentacién de la DVEG (1.5.1), y estimaremos sus tres pardmetros mediante este
método.

Como comentamos en la introduccién, en el caso de la distribucién de valores
extremos gencralizada nos encontramos con que no existen soluciones explicitas
para las ecuaciones maximo verosfmiles. Es decir que al igualar las parciales de
la funcién de log-verosimilitud a cero no podemos despejar los pardmetros (Ver
ccuaciones (2.2.1) a (2.2.3) ).

Como comentamos, ecn el Apéndice hicimos una serie de definiciones rela-
cionadas con el método de maxima verosimilitud en el caso general en que € =
(61,03, ...,0:m)", a continuacién retomaremos esas definiciones para 6 = (£, p, ).
Al igual que en el Apéndice M, x,, denota el espacio vectorial de las matrices
con n renglones y m columnas.

La funcién de verosimilitud L(6; X') basada en la informacién X = (Xj, ..., X,)
(Definida cn el Apéndice) queda en el caso de una muestra con distribucién de
valores extremos generalizada de la siguiente forma:

n
L(6; X) = Hh-é(XiJI{HE‘—;E;-n}
=]

Donde hq(X;)I}, 1€z 50} O la funcién de densidad asociada a la DVEG.
Sea {(6; X) la funcién de log-verosimilitud, es decir

1(0; X) = In(L(6; X))
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Nuestro problema para encontrar los estimadores maximo verosfmiles cs en-
contrar un vector § = (&7, q‘;) que anule al gradiente definido en este caso de
la siguiente forma.

ol ) al(g) oue).,

O sca cncontrar 8 tal que grad|l(9)] = (”‘“”, ;—‘jl, 4By = (0,0, 0 =0.

Sin embargo, como demostraremos més adelante, las ccuaciones méximo
verosimiles que corresponden a igualar los elementos del gradiente a cero, son
las ecuaciones (2.2.1) a (2.2.3) que aquf presentamos:

al 1

50 1M(P +Q) =
a_ Q_
o v
a1 1
—=—[R+=(P =0
7% §[R+ 5( + Q)]
Donde:
P=p-—) e (2.0.1)
=1
Q= Ze-f--ﬂ’ (E+1) ZF-EY' (2.0.2)
=1
R=n+ Z}ee""-‘ —~ ZY,— (2.0.3)
i=1 i=1
Y
Y = —hn((1+e=E)h (2.04)

_1 Xi—p
—gln((1+€ " )

Observacién 28 El valorY; definido en (2.0.4) depende iinicamente del vector
8 y del valor de la muestra X;. Claramente de (2.0.1) a (2.0.4) tenemos que no
existe solucion explicita para las ecuaciones mdzrimo verosimiles, por lo que re-
sulta necesario recurrir a procedimientos numéricos para encontrar el estimador,
el método mds aceptado para ello es el método de Newton-Raphson.
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Estc método fue propuesto por Prescott y Walden (1983) y es una gene-
ralizacion del método de Newton, el cual s¢ puede consultar en el Apéndice. La
diferencia es que en este caso la funcién gradiente no es una funcién de R en
R, sino de R? en R3. Este procedimiento se basa en considerar los dos primeros
términos de la expansién de Taylor de la funcién grad[l(8)].

Si denotamos por @ al cstimador maximo verosimil y fp un valor inicial,
Prescott y Walden basdndosc en ¢l desarrollo de Taylor proponen:

gra.d{!(?)] ~ grad|l(6o)] + grad'[l(fy)] * (3 —6y)

Aquf * denota que estamos considerando un producto matricial pues la funcién
gradiente ticne como dominio y contradominio a R?, grad € M3y1, 0 € M1 y

grad’ € Ms,s. Como 0 cs el estimador maximo verosimil y cumple gradl(8)] =0
se tiene:

0 ~ grad[i(6o)] + grad'[I(8o)] * (8 — )

En el caso en que |grad'[l(fp)]| # O, el teorema de la fucién inversa nos
garantiza que existe {grad'[l(6o)]} !, si multiplicamos por esta tenemos

{grad'[l(80)]} ~* grad[l(fo)] ~ (60 — 0)

Por lo que R
6 ~ 8y — {grad'[l(60)]} " grad[i(6o)] (2.0.5)

Observacion 29 El lado derecho de la relacion (2.0.5) no depende del esti-
mador mdzimo verosimil 8, sino unicamente del valor inicial 8, por lo que esta
relacidn nos permite dar una férmula iterativa para obtener al estimador mdzrimo
verosimil dado un valor inicial 8. Recordemos también que en el caso en que la
funcién de la que queremos obtener un cero no sea la funcion gradiente sino una
funcién F de R en R, el método de Newton visto en el Apéndice se reduce a la

formula iterativa para n > 0: Tpy = 2, — % donde y es un valor inicial.

A partir de la relacién (2.0.5) dado un valor inicial 6 se propone la siguiente
férmula itcrativa para encontrar al estimador maximo verosimil:

guth) = ¢\ 1 v-1(§U))grad[i(Y)] para j >0 (2.0.6)

donde
V() = —grad'[l(6)]
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Ya quc tenemos csta ecuacion iterativa nos encontramos con ¢l problema de
encontrar los clementos que aparecen en clla. Lo primero que vamos a hacer es
cacontrar las ccuaciones maximo verosimiles, las cuales determinan a la funcién
Gradiente, después obtendremos a Ja matriz V(0) = —grad'|l(6)], posteriormente
darcmos un algoritmo para encontrar un valor 8y (De manera alternativa un
posible valor para 8 ¢s ¢l estimador por momentos de Ja siguicnte sceeién). Con
esto podremos ya utilizar la ecuacién (2.0.6). Finalmente cncontrarcmos a la
matriz de informacién de Fisher M la cual como podemos ver en ¢l apéndice y
verificaremos més adclante es la matriz de varianzas y covarianzas asintética de
los cstimadores méximo verosfmilcs.

2.1.1 Calculo de las Ecuaciones Maximo Verosimiles

Las ccuacioncs méaximo verosfmiles corresponden a igualar a los clementos del
gradicnte a ccro, cl cual en este caso estd definido de la siguiente forma:

ol(8) 2l(6) 61(9))1
oY’ o’ Of

grad(l(6)] = (

Para ello necesitamos primero tener a la funcién de log-verosimilitud l((& w,); X).
La funcién de log-verosimilitud:
Veamos que ocwire en el caso Hg,yy cn que £ # 0:

Hi?ﬂ-d’(x) = ex'P[—(l +€l‘ _ Il)_%] pa_ra 1 +€I_TM > 0

Derivando Hg,, ¢ para cncontrar a la densidad asociada tencmos

L — _1] — M1+
heus(z) = expl=(1 +5T¢—”) Q= M)
= ;}(Hé £y 0+ exp|~( 1+§T“) 7

Entonces por la Definicién 64 de funcién de verosimilitud L y como estamos en
un caso cn que existe independencia tenemos que L({(€, g, %); X) = [T e (Xi),
i=1

cs decir:
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1 Xy—= i e1sd Xi—p. 3
L((& p,¥); X) = EE(HET) ( £)exp[—(1+£—7—p—-) S|
= %ﬁeﬂ(ﬁ“l}h exp(_e—l’i)

i=1

= el ew(-le+ ¥ —e)
i=1

= -éaexp(z —[E+1Yi—e™)
i=1

Donde como definimos en (2.0.4)

1 Xi —p
Yi=-In(l1+{———
g (1+£=7=)
Por lo que la funcién de log-verosimilitud definida como el logaritmo natural
de L nos queda en el caso £ # 0 de la siguiente forma:

U(& %) X) = In(L((€, p ¥); X)) = —nln() = D (E+1)Yi+e ™"
i=1
El caso £ = 0 corresponde a tomar ¢l limite cuando £ — 0 de la expresién
anterior, se puede verificar fiacilmente que el resultado obtenido es el mismo al que
llegarfamos si directamente calculdramos I((0, z£,%); X) utilizando la definicién
de log-verosimilitud y H(g,,)(z), calculemos pues dicho limite:

Hmi((€, 1 9); X) = lim{—nln(y) = 3 (€ + 1)¥i+e7]

= .. _ z > S o=y
= —nn(y) ;gg;@ +1)Y; + lime
Para encontrar este lfmite, necesitamos saber que ocurre con Y; cuando § — 0,
por lo que utilizando el Teorema de L’Hoppital tenemos que

X;—n
j — In(1 + £Xcn — X,
hm}’;:llm—ln((l_}_fu)_%):hm ( E P )=lim1+£ v _ A
£—0 £—0 P

.
£—0 £ (ST | Y
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Entonces
. i — _ . - . -Y,
Smi((€, . 9); X) = —nin(p) _22‘1%(5 +1)Y; + pg%e

mY;
= —nin(¥ th&y + limY; +e i

X X
= —nlin(y Z[O( M By ]

P

n

= —rIn(y) —Z(X‘vj £yt

i=1

Por lo que ]a funcién de log-verosimilitud queda de la siguicnte forma:

—nln(y) — Z({+ DY;+e Yisié#0
(& ¥ X) = (2.1.1)
~nln(¢)—z(—$‘i+e 5 )31§=0
i=1
Ademis dado el lfmitc que acabamos de calcular tenemos que la funcién ! cs
continua cn § = 0. También tencmos que la funcién de log-verosimilitud estd
definida en términos de composiciones de funciones continuas como lo son la
funcion logaritmo, la funcién producto, suma y cociente, por lo que es continua
cn todos sus pardmetros, cosa quc posteriormente nos serd de utilidad. A partir
de estc momento nos vamos a cafocar al caso £ # 0 pues el caso £ = 0 cs el
fmite cuando € — 0.
Una vez que hemos obtenido a la funcién log-verosimilitud en la cxpresién
(2.1.1) pasemos a obtcner sus derivadas parciales respecto a los pardametros.

5 = 3gl-nn() = €+ DYk ] (2.12)
=1
_Th s oY _ w0
== ;(g-rl)aw 5
== - Z e+ 1) - e



48 CAPITULO 2 ESTINMACION DE PARAMETROS DE LA DVEG

Continuemos con la parcial respecto a p:

R ) —Z(u 1Y, + %) (2.13)
- —Zml) — N

]L

= Z [(a+1)— g

Finalmente la parcial respecto a & :

g—; g[—nlnm ~ S+ 1Yt e (2.14)

i=1

= Z(§+ 1)Y; +e%)

i=1
1 ay
= +1 + 1)~
; 3 ) (1) 5

= fY
= 2;35 E+1)—e Y] +Y

Como las derivadas parciales de la funcién [ estén en términos de las derivadas
parciales de Y;, primero obtendremos las parciales de Y; con respecto a los respec-
tivos pardmetros 1, i1 y £ para después obtener con estos valores las parciales
de la funcién de log-verosimilitud.

Comencemos pucs obteniendo las parciales de Y;, para cllo tengamos en
cucnta las siguientes dos igualdades:

Xi—p Xi—p

1+ 6_11,!-)_ = exp(In(1+¢ ) = exp(&::; In(1+ EX:‘D_ M)) = exp(£Ys)
= et
Por lo que
Xg—u=%[(1+§Xiv )—1]= € ef" 1)
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Ahora s( calculemos £%, S5t y 8k
LA NP ET  E GAL JPRP
31/)_8z/)§n ¢ P _él“"{%&- P e -
1
= *—@(1 - E—EY)
oY, _ 9,1 Xe—py 1 =5 1 gy,
— = |>In(1+¢ = = ——e™t" (2.1.6)
6u = Bule v ) E1+e552 ¢
oY, 81 X; — In(l +£55728) p Fpk
s T m ey = - ¥ S—— (217
9  9¢ Y £ §1+E=7E
N 3
— (- - v

Ahora sf rctomemos lag parciales de ! expresadas en (2.1.2) a (2.1.4), usando las
igualdades (2.1.5) a (2.1.7) y las definiciones de P, Q y R expresadas en (2.0.1)

a (2.0.3).

La primera parcial quc rctomarcmos cs

% expresada cn (2.1.2) y utilizando

la igualdad (2.1.5) la expresaremos en términos de P y @ definidas en (2.0.1) y

(2.0.9).
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‘gﬁ: ; Z [(€+1) —e™]

= - -+ 1) e

= —n + —{Z(§+ 1) - Ze“" (€+1) Z —H Ze*"'"f‘ }

i=1

—n€+ §+1 v, e —¥i-e¥)

e %{n = ZE—Y. # Ze—l’i—ﬁ‘ﬂ' . g +1) Ze—ﬂ’.

i=1 i=1

at

Ahora retomemos (2.1.3) y utilicemos (2.1.6) para obtener 2 ., cn términos de

Q definida en (2.0.2)

al
ou

— e

= -3 - gt er e

Ly e Ze—"'-f"'

Q’—

Y

Finalmente retomemos (2.1.3) y utilicemos (2.1.7) para expresar BE en tér-
minos de P, Q y R definidas en (2.0.1) a (2.0. 3)
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g—é = —Z e e+,
:—Z%ﬂ1—€“~W%M6+D—€W+K
+ie“”""“" —(6+ l)éi:Y.- + .Ezn:Y;e"Y‘} - Xn:Y.-
= = =

“i=]

T 12 {ng+n- Xn:e‘y" -+ l)zn:e“"‘ + zn:e""-'-ey.-
=1
_§2ZY gZy +€Zye~v . ZY}

=1

1

= —pllh+ Zm‘“ - ZYi] +n - Ze‘y‘ - (£+ I)Xn:e“"‘ + ie‘“‘f"-‘}
i=1 =1 1=} =1 i=1

1

= —E{|n + i:Y,'e‘Y" — XB:Y,] + %[n - z":e'yi —(€+ l)z":e_m + Xﬂze'y“fy']}
i=1 i=1 i=1 i=1

- -1[R+£ P+ Q)

Entonces reescribicndo las tres igualdades anteriores tenemos que las ecua-
ciones maximo verosfmiles son las siguientes:

al
% wé(P +Q)=0 (2.2.1)
o Q.
3= "5 "0 (2.2.2)
ol 1 1
o _ _Lp,t = 2.2.3
o E[R+§(P+Q)] 0 (2.2.3)

Una vez més notemos que por como cstén definidas P, @ y R estas ecuaciones no
ticnen solucién explicita, ¢s decir que no podemos encontrar un valor del vector
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0 = (&, p, )" que solucione este sistema pero ya dimos el primer paso para poder
aplicar (2.0.6) pucs ya conocemos al gradiente grad[l(0)] = (i?l, :}(ﬁ ! J[}gl)t
radl®)] = (o(P+ @)~ —{[R+ P +Q) (224

Donde P, Q y R estan definidas de acuerdo a (2.0.1) a (2.0.3)

2.1.2 La Matriz V del Método Iterativo

Como hemos repetido este procedimiento consiste en aplicar la ecuacién iterativa
(2.0.6), para ello nccesitamos conocer a la matriz V = —grad'[l(6)] que es lo que
haremos a continuacion.

Recordando que si 8 = (£, pu,1)" entonces grad|l(8)] = (—“% du ; —'@)‘ con
grad[l(6)] : R* — R3, entonces la matriz V = —grad'(l) cs la siguicnte

Jidd) 92l 92 92l 8% 8P

T oy oudy  DEOY T T ey 9yaE
V(g) =1 = 3L a=t 0| = A _8u i
Gydp  ~ apT T BEdu dudy gz dudE
N &L 9% _ 94 I L
T OYoE T DudbE T og® BYOE ~ OudE o€

Pues como la funcién [ en (2.1.1) es continua cn todos sus pardmetros, la
matriz V' cs simétrica.

Entonces en total son 6 los valores que necesitamos obtener para conocer la
matriz V.

Como las parciales de | estdn en términos de P, Q y R encontraremos las
parciales de I en términos de parciales P, @ y R y después obtendremos las
parciales de P, Q y R quec necesitemos, empecemos utilizando las igualdades
(2.2.1) a (2.2.3)

Para —%& utilizamos (2.2.1)

&l a.1 1 1 9P 6@
Y P = B, S Y, N - 231
_ lﬁu 1P, 6Q)
Yoy PEoY oY

En —~g—;§ usamos (2.2.2)
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&%l

53

10Q

__9.9_1
53 =57 - 55 (23.2)
Usando (2.2.3) y (2.3.1) calculemos — 2k
&l 0 1 6R 1,0P BQ
. S e 2.3.3)
50 = ~ 55 —glR+ g P+ QD = glzs + 7G5 + 500 (
1 0R+ 6‘! 821
g 611) o " 2)
Ahora calculemos — aw con (2.2. 1)
& 2 al __1.6P 0Q
N i i G R e B
Sigamos con —g;:rir y usamos (2.2.3).
) ad ol a1 1
I R ' SRS Sl T, (PO - 2.3.5
= 2[R+ (P+Q]+€6£IR+ (P +Q)]
1 Bl 1 _0R
—Eg) 5;52 —[—(P+Q)]}
i |
= E{a_!;' 63—6 gglgf( +Q)}
1.0l R l
= €[ B¢ ibgé(@)]
_iom, o,
= £(o o T Vauoe
2l 8 ol a 1 1
B SN, QY. ~ 10, O —(P 2.3.6
1.6R d. 1
_ g{Fera_p[g_z(P:Qg}}z o al
1.0R a
- E[Bu +w6_,u(31,b)] £ ('3;1 8;1(3—1.’1)1
— _1_ @ _*_Tp_azl )
S E'0p T oudy



54 CAPITULO 2 ESTIMACION DE PARAMETROS DE LA DVEG

Los valores que aparccen cn las igualdades (2.3.1) a (2.3.6) estdn en terminoe,

de las parciales de P, @ y R ((2.0.1) a (2.0.3)) son 47, *55,%,% Zﬁ Y5 % & los

cuales atin no calculamos, a continuacion los calcularemos usando las parciales
de Y; que ya habfamos obtcnldo en (2.1.5) a (2.1.7).

Primero calcularemos 4- ut.lhza.ndo @3 vista cn (2.1.6).

aP a mn n n

7 = _B:I(H_ZE—Y.-) =Z —yi‘?Y _Z -Y; _H_P—EY) _ Z —Yi—£Y,

=1 =1
(2.4.1)
Ahora 47 usando (2.1.5)

oP d ! = -

—Y; -)a -Y; -Y
%=%(ﬂ—;6 ‘):Z Z [ T (24.2)

i=1
1 n . -
- _EZ(E Y'—-e Y: ﬂ")
i=1

_ —iie—"f 18P

Ahora para % usaremos (2.1.6)

g_ﬁ a [Z o Yi—€Yi _ &+ l)ze—ﬂ’i] (2.4.3)
i=1 i=1
-y -+ 1)3Y W (1)) - gg—ﬁe—m
i=1 =l

= —(E+1) _i(e_yi__ﬁyi — ge~8)

= _(g + 1)2 —_ %e-ﬂ’« (erYa—fYa _ fe_fy‘)
i=1

_ (€ 20_ 1)(ie-v.--2m _ €ie—2m)

=1 i=1
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En % utilizaremos (2.1.5) y (2.4.3)

s aY: = ay;
= (E+1)——e ¥ — (£+1) f—e "
Z % 2 7

= —(£+ 1 Z ~Y«—€Yi . ge*EYE)
= —(£+1) Z(TIE(I —e)) (e — ge7)
:—1

-Yi-26Y; ‘EZE_%Y‘)"FE e Yi—€Vi _ €ZE—£K

=1
_ 1 3@ (E .3 1) o~Yim€¥ _ 230
Eop T (I3 Z}: {Ze

8R

5 usamos (2.1.5)

Finalmente calcularemos las parciales de R, para

‘(‘;% = (ﬂ +ZY€‘Y* ZY (2.45)
i=1
= Z(aK -Y; BY; —Y
o ‘
= Zay (e—y‘ — Ye_yl' s 1) _ ; . %(1 _ e—{}",-)(e—yi _ Y,;e'y“ - 1)
1 >

—_ — e—Yi + Y"‘_e—Yi + 1 + e—fyi'—yi — ne—EYi—Yi == e_fﬁ

wé i=1

= ﬁ('.arz—iz:l:e—’i?’e +;}’ie‘“ _Z ~Yi +ze*5y -Y; _ZY 8%

i=1 i=1
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La -"-9—5 resulta ser la més larga de todas las calculadas y usaremos (2.1.7).

=% H+ZY8"Y‘ ZY Z(ay‘ Ea ay; -Y)—Z

- Z T Yo=Y =™ Y —¥e ¥ - 1)

=1

= Z[— (1— &%) — E"Yfl(e"" Yieh—1)

i=1

(2.4.6)

= Z[‘;” wfu— ) — Xd](e —Yie % 1)

n

i p— Py e . - . = 1 —_ —
¢3R
_ 6 § :‘f(}/ —Y, Y2 -Y; Y)]

= —(ZY ZY& X +ZY2 Y ,_)

=1 i=1

Para finalizar evaluaremos 4 usando (2.1.6).

OR

i ”+ZYB_Y' ZY) (2.4.7)
8}1. 6“ i=1 =1
aY; - Y;:
By By 3
aY;
- Z_J( AT 'Y“U“Z——e“"'(e Y Ye ¥ —1)
- _Z(e Yi _ o—tYi-Yi _1_1,;;6—514—14-)
- . I . B
BT T 9ubd T BYBE
Ahora sf conocemos ya la matriz simétrica V (6) = _3% _% "Is%'é

- . 82l
oo, Opdg 23
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la cual queda cxpresada de la siguiente forma:

2

HP+Q) - L+ ~ g ~ 50
aP + Q_Q) 18Q _ 84

€ Ou /7 Y op’ Oudg

{3 +5(P+ Q) + k), 13 +vaag). B — HR+HP+Q)+Ya0)
Los valores expresados en esta matriz son conocidos: P, ) y R estén definidos
en (2.0.1) a (2.0.3), las parciales que aparecen las conocemos en (2.4.1) a (2.4.7)
y al gradiente de (2.2.4). Lo tinico que nos falta para poder aplicar (2.0.6) es ¢l
valor 8.

2.1.3 El Valor Inicial 6, del Método Iterativo

En general si la informacién muestral con la que contamos no es cscasa, existen
varios métodos para dar un valor inicial. De hecho algunos autores recomiendan
tomar como valor inicial para cl método de médxima verosimilitud al estimador
por momentos ponderados con probabilidad, descrito en la siguiente seccién. Sin
embargo Jenkinson (1969) cncontré un método simple que da estimadores que
son consistentemente cercanos a los estimadores maximo verosfmiles. Es por eso
que Prescott y Walden (1983) proponen tomar como 6 = 8 (el valor con el
que comenzamos cl proceso iterativo) al valor obtenido por el método de sextiles
propuesto por Jenkinson (1969) que a continuacién describiremos:

El primer paso para este método es dividir los datos de la muestra (que
presumimos tiene distribucién DVEG) de menor a mayor, después los dividimos
en 6 grupos conocidos como sextiles y tomamos la media de cada grupo de
sextiles obteniendo asf los valores 7y, w3, W3, Wy, Ws ¥ We -

El que hayamos denotado con un gorro a cstos valores no es casualidad pues
para muestras grandes el primer grupo de sextiles corresponde a los valores
que no exceden Hy(3) , el segundo grupo corresponde a valores entre Hy (3)
y Hy ( %), finalmente el sexto grupo de sextiles corresponde a los valores que
exveden Hy (2). Por ello, el valor @; es una aproximacién de wy = Hy (55), W2
de wq, = bﬂ9 (6:‘1 =) y asf hasta g que es una aproximacién de we = Hy~ (]2) pucs
al ser las @ medias de un grupo de sextiles se espera que correspondan al valor
medio.

Una vez que hemos hecho esta consideracién el método de sextiles es bastante
simple si consideramos que en la época actual es relativamente sencillo encontrar
los ceros de una funcién.
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Como por (1.5.2) la inversa de la distribucién de valores extremos general-
izada tiene la siguiente forma para§ #0y 0 <y <1

H;@r—u-%u—w—mwf)

El método de sextiles se basa en considerar al valor ﬁ::—ﬁ}, que como Veremos
por la expresién anterior s6lo depende de €, e igualarlo con %Z—Eﬂ; (ue conocemos
de la muestra para despejar € que llamaremos &:

Wy — Un _ Ha (12) Hé_(llg)
Wg — Ws H"(u) Hy (12)
=20 - (~In )9 [~ 01 - (~In
W—%U (-l 3)-9)] - b — %01
2{( lnlsz)*f—( In 55
B
- i
(~Inf)¢—(-Ing

)]
)]
¢
¢

.‘:I

35
2

1
)"
)"

Como el valor 2=21 s6lo depende de £ denotémoslo como f(§) = Pi=.
Lo que tenemos que hacer es mediante algiin método iterativo como el método
de Newton descrito en el apéndice (el cual también requiere un valor inicial)
encontrar un cero de la funcién g(¢) = f(€) — ws_g; (recordemos que como
describimos al principio el valor %:7% lo conocemos de la muestra por lo que la

tinica variable es &).

La funcién g(z) = {_hj_z:: ::_;_z %—_ﬁ‘: es la funcién de la que nece-
1
sitamos obtener un valor £, que la anule, para este fin el método de Newton
descrito en el Apéndice utiliza la férmula iterativa

g(z,)
9'(zn)

Una vez obtenido dicho valor £, necesitamos obtener los valores ¥, y 14, para
cllo utilizaremos que por como estédn definidas las w's

Tny1 = Tp —

wy —wy = [(m—)—kl *]
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(0 E .
—p—2(l=-(-ln=)"¢
w == 21~ (-l 35))
Tenemos entonces que los valores v, y py quedan definidos de la siguicnte
forma:
wg - wl

o=bz 3)% —(—In%) %

%=ﬁ+%0 (~In 7))

Como mencionamos antes, se ha llegado a utilizar de forma paralela cl esti-
mador de momentos de la siguiente seccién como 6.

Teniendo este valor g aplicamos el proceso iterativo (2.0.6) para obtener al
estimador méximo verosimil. Para conocer las propiedades de este estimador
encontremos la matriz de informacién de Fisher M cuya inversa cs la matriz de
varianzas y covarianzas asint6tica del Estimador Méximo Verosimil.

2.1.4 La Matriz de Informacién de Fisher.

La matriz de informacién de Fisher que denotaremos por M es un concepto
fundamental en la teorfa de la inferencia estadfstica. En el Apéndice, Definicién
69 tenemos la definicién de csta matriz en el caso general. La matriz M, asociada
a una muestra de tamaiio n en el caso de la representacion de la DVEG con tres
parametros queda definida de la siguiente forma

( 621 ) E( 8 )
M,(6) = | B(-&5) E(— A E(—gj{,j—&)
E(_a?;e;c ( auae) E( g_;}

donde [ denota la funcién de log-verosimilitud, recordemos que en nucstro caso
0 = (&, u,¢) y m =3, si consideramos la Definicién 69.

Asf mismo tomando la Definicién 70 de matriz de varianzas y covarianzas de
un estimador tenemos que la matriz de varianzas y covarianzas del estimador
méaximo verosimil nos queda en ¢l caso de la DVEG de la siguiente forma:
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Vﬂ‘r(a’mm) CD”(ﬁm.ﬂ.’ am.v.) Cm](gm.u.s t—;m.v.)
(VaT - Cov)(é‘mu) = CD”(Em.u.: ﬁm.v.) Va’r(la'm-v.) Cov(gm.uJ ﬁm.v.)

CoV Py bmn) COVfimp:bmy)  VarEps)

Como podemos ver en el Apéndice en los casos conocidos como regulares Cox
y Hinkley (1974) nos dicen que estas dos matrices estdn relacionadas cuando se
satisfacen las siguientes condiciones de regularidad:

(a)El espacio © de posibles valores del pardmetro 8 tiene dimensién ﬁmta,
compacto y cl valor real del parametro est4 en el interior de ©.

(b)Las funciones de distribucién definidas por dos valores distintos de € son
distintas.

(c)Las tres primeras derivadas de la funcién ! de log-verosimilitud con res-
pecto a ¢ existen en una vecindad del valor real del pardmetro casi seguramente
y en tal vecindad n™" veces ¢l valor absoluto de la tercera derivada estéd acotada
por arriba por una funcién de la muestra cuya esperanza existe.

(d)La matriz de informacién de Fisher M, cs finita y positiva definida (Defini-
cién 71) en una vecindad del valor real del parametro y se satisface la siguiente
igualdad

E(grad(9)]grad'[1(0)))) = Mq(0)

Cuando se satisfacen estas condiciones Cox y Hinkley (1974) demostraron
que el estimador maximo verosimil 8,,, ,, es asintéticamente normal.

VB, — 8) S N (0, M7Y(6)) (2.4.8)

Es decir que el estimador méximo verosimil es asint6ticamente insesgado y tiene
matriz de varianzas y covarianzas asintética igual a la inversa de la matriz de
informacién de Fisher. Es por eso que la inversa de la matriz de informacién
de Fisher es conocida como la matriz de varianzas y covarianzas asintética del
estimador méximo verosfmil.

Sin embargo como dijimos en el pé,rrafo anterior este dltimo resultado se
refiere nicamente a los casos regulares (que satisfacen las condiciones (a) a
(d)) y la distribucién de valores extremos generalizada presenta cl problema de
que cl cspacio paramétrico cs no acotado (ver igualdad (1.5.1)), por lo que cstos
resultados no pueden ser aplicados directamente, sin embargo Smith (1985) hace
un estudio sobre los casos considerados como no regulares, particularmente el
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caso de la DVEG y analiza en qué casos la normalidad asintética comentada
anteriormente sc conserva.

Smith (1985) pp. 88 nos dice que para —é < & < oo la matriz de informacién
de Fisher cs finita y se sigue satisfaciendo la propiedad (2.4.8). El caso £ < —3
cs también estudiado, concluyendo que si bicn cn algunos casos ¢l estimador
méaximo verosimil cxiste y puede ser obtenido mediante ¢l procedimiento antes
mencionado, sus propicdades asintéticas no son del todo claras.

A lo largo de esta seccién encontraremos a la matriz de informacién de Fisher.
De las ecuaciones (2.3.1) a (2.3.6) y (2.4.1) a (2.4.7) tenemos que para obtcner
la esperanza de las segundas dcerivadas parciales necesitamos primero conocer
la esperanza de 9 valores que estan en términos de Y; y que son: eV &%
e Yimthi oY o~Yi-UY Y, VeV, Yie Y y V2 Y. Como la matriz de
informacién de Fisher M, cs simétrica necesitamos obtener sélo 6 esperanzas,
para obtener estas 6 esperanzas pasaremos por tres ctapas:

En la primera etapa calcularcmos la esperanza de cstos 9 valores que nece-
sitamos. Para cllo harcmos primero un cambio de variable a un valor u que
definiremos y que nos va a simplificar en gran medida calcular estas esperanzas.

En la segunda ctapa utilizaremos estos valores para obtener la esperanza de
P, Q y Ry de sus parciales que ya vimos que sc utilizan en las igualdades (2.4.1)
a (2.4.7).

Finalmente en la etapa 3 utilizamos estas esperanzas y las igualdades (2.3.1)
a (2.3.6) para obtener las csperanzas descadas.

ETAPA 1

Como habfamos dicho las esperanzas de los 9 valores que vamos a caleular
en csta ctapa son: E(eY), E(e~¢Y), E(e Y—&%), E(e%"), E(e™% %Y%), E(Y,),
E(Yie ™), E(Yie &%) y B(Y2e %),

Supongamos que X tienc funcién de Distribucién de Valores Extremos He,,, 4
donde:

Heyy(z) = exp[—(1 + €= ) Hparal+ e% >0y 9 >0
La siguiente notacién va a simplificar el clculo de esperanzas.
Sea u(x) = (1+ ¢ ;)¢
Entonces Hg,, 4(z) = e para u(z) > 0, por lo que la densidad asociada nos

queda:
heup(z) = —e ¥/ (z)dz para u(z) > 0
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Este cambio de variable nos va a ser de gran utilidad pues si defnimos a la
variable aleatoria U de la siguientc forma

U:(1+§X;“)'%

donde X ticne funcién de distribucién Hp,, , podremos de una mancra simple
calcular la csperanza de alguna funcién f de U, veamos.

B((+ €54 h) = - [+ €5 e @)

:—fﬂmmrwwmm

Para poder hacer el cambio de variable v = u(z) veamos que ocurre con los

limites de integracién de u(z) cuando 1 + §5£ > 0, para cllo existen 2 casos:
Caso1: £>0

E(f(U))

PNl S,
Y P 3
4
S T>p——
g
¥ T—p
Enestccasoxtomvalorcsdcu—gaoo# 1+& m vade 0 a oo
=>u—(1—|—§—~—) £ va de 0o a0
pucs en este caso el exponente — < 0.
Caso2: £<0
T— [ T— 1
146——>0 & A
S b ¢
Y
S r<p——
: K ¢
Aqui
mtomavalorcsdeooau—%:r 1+§ T}' E toma valores de oo a 0

= u=(1 +§T‘u )"% toma valores de oo a 0
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pues aqui ¢l exponente —% > 0.
En ambos casos con este dominio de z, el recorrido de « es de oo a 0, que son

los lfmites de integracién, por lo que si queremos obtener la csperanza de alguna
funcién f de U tenemos

E(f(U)) = f — flu)edu = f Flu)e~du (2.5.0)

Ahora como tenemos que X; ticne distribucién de valores extremos para toda
i € {1,...,n} podemos decir por la Notacién 28 que

Y; = —In((1 +£%)%) = —In(U)

por lo que
U=e"

Con csta informacién evaluemos pucs cstas 9 esperanzas, utilizando (2.5.0) (para
las igualdades que involucran a la funcién Gamma o sus derivadas ver Apéndice,
recucrde que y = .5772157... es la constante de Euler).

E(e™=EU) = 7ue"‘du =I2)=1=1 (2.5.1)

E(e™®) = E[(e %)f] = E(U%) = 7ufe““du =T(¢+1) (2.5.2)
E(eY) = E[(e7Y)*] = B(u!*) = 7u*+fe"“du =T(E+2) (25.3)
E(e %Y%) = E[(e ¥)%] = E(U%) = 7u2€e‘"du =T(26+1) (2.5.4)

B(e”~%) = Bl(e™)"*¥] = BU¥) = [ul*¥edu=T(2+2) (255)
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E(Y,)=E(—IlnU)= /lnue Ydu=-T"(1) = —(—y) =7~ (2.5.6)

E(Yie™¥) = E[(-lnU)U] = —/uln ue tdu=-TI"(2) = —-(1—-9)=vy-1
’ (2.5.7)

E(Yie 8 Y) = E[(-ImU)U™] = - f v lnue tdu=-T'(2+£) (2.58)
0

E(Y2e™) = E[(-InU)*U] = /u(lnu}2 “Ydu =T"(2) = — +"y —2v (2.5.9)
0

(Ver Apéndice Funcion Gamma) Con lo que concluimos la Etapa 1.
ETAPA 2

Primero calculemos las esperanzas de P, @ y R (Vea Notacion 29), para
ello usarcmos la independencia de las Y; (Vea Notacién 28) que es consecuencia
directa de la independencia de las X; y (2.5.1)

E(P)= E(n — ze”l)-n—ZE -‘)—n—21—n n=0 (26.1)

t=1

Para () usaremos (2.5.2) y (2.5.3)

Ze-"-' Y6+ 1)Ze-€“ (2.6.2)

=1

3B — €+ 1)25(.;6*’-)

i=1 7
=nl(+2)—(E+1)nl(E+1)=n(l(E+2)-T(E+2)
=0

EQ)

pues la Funcién Gamma cumple I'(z + 1) = zI'(z) (Ver Apéndice). Para R
usamos (2.5.6) y (2.5.7).

E(R) = n+ZY€“Y' ZY) = n+nE(Yie ") —nE(Y;) = n[l+(y— 1) 7 =

(2.6.3)



2.1 METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD 65

Observacién 30 El que el valor esperado de P, Q y R sea 0 implica, por las
iqualdades (2.2.1) a (2.2.3), que E(%) = B( .‘3‘) E(g ) = 0 pues estas par-
ciales son combinacién lineal de P, Q y R.

Ahora nos apoyaremos en las igualdades (2.4.1) a (2.4.7) para obtener las
esperanzas de las parciales de P, @ y R que necesitamos.
Para la E(§}) utilizaremos (2.4.1) y (2.5.3)

P, o IS~ vieevy _ Mg viegry _ D
B(g,) = E d,;e )= —GEE ) = —JTE+2)  (264)

Para la E(%) utilizaremos (2.4.2), (2.5.1) y (2.6.4)

aP, §: v _10P, _ vy 1
E(aw) T gl «53# zbé ) E(a ) (265)
n 1
" gy

= Elr(ﬁ +2)-1]

Comencemos con las esperanzas de las parciales de @, la primera de cllas es
E(%S‘) para esta usaremos (2.4.3), (2.5.4) y (2.5.5)

E(% = ”ciz;je-"*—%"-' #sge'mn (26.6)
= T pemvioney g
n@+1

= ———[[(26 +2) — £M(26+ 1))

=.J%}1h@g+nrue+w—£F&£+Ul

= ”(‘E:b' €1 pio 4 1)

Aquf otra vez usaremos I'(z + 1) = zI'(z) (Ver Apéndice Funcién Gamma).
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Para la E(57}) usaremos (2.4.4), (2.5.3), (2.5.4) y (2.6.6)

o §ou PE
__1,0Q, nll+1) 0 Vi-gViy _ cppo-th
eEG )t e (Bl ) —EE(e™)

n(€ +1)

_ _Ln+1)” né+1) _
[ 7 I'(26 +1)] + T [T(€ +2) — ET(€ + 1))

3
[(E+ 1)L+ 1) —€T(E+1) — (E+1)T(2€ + 1))

i=1

E(a_Q = E[—I@ + (€+1) (ie-}’;-—en _Eie—ﬂ’en (2.6.7)

n(€+1)
P
n(€ +1)

—Eg—lr(ﬁ +1) — (€ +1)I(26 + 1)]

Una vez més usamos I'(z+1) = zI'(z). Ahora evaluemos las esperanzas parciales
de R. Para la primera de ellas, que es E(g—g), usaremos (2.4.5), (2.5.1) a (2.5.3),
(2.5.7) y (2.5.8)

dR 1 3 n A
E(77) = E[=(n—) e+ ) Ve - ) " (2.6.8)
oY (13 § ; ;
+Z(E—EY;—Y5 _ Yie—ﬂ’iﬂ’e)]

i=1

- %{1 — B(e™) + E(Yie™™) — B(e™) + E(e™ ") — B(Yie ™))
- %[1 —TE+1)+(y—1) =1+ +2)+T'(€+2)

- wie[hm1)—F(§+1)+r(5+2)+1“’(£+2)]
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Ahora para E(%Z) usaremos (2.4.6), (2.5.6), (25.7), (2.5.9) y (2.6.8)

OR

o) o

35)

E[- (ZY Z}’e"’" +Zy2 % w (2.6.9)

i=1
FB(Y) - E(e™) + E(V2e™)] - L gf

[’7‘—(‘7—1)+F+‘Y —271—25(%)

L _ 2_?_ _ . !
[62+(’r 1)?) m( 1) = T(€+1) + T(E+2) + T'(€ +2)]
= +(7—1)2—E[('r—1)—I‘(E+1)+F(£+2)+I"(£+2)]}

Finalmente para la parcial de E(§Y) usaremos (24.7), (25.2), (2.5.3) y
(2.5.8)

E(g_ﬁ . Z P e ) (2.6.10)

:—1

[B(e™®%) — B(e™¥) + E(ie™ ™)

|=er:

[ (E+1)-T(E+2)-T'(2+€)
- _E[Mr‘(g+1)+(£+1)I‘(£+1)+F’(2+€)]
= _g—[gr(§+1)+r"(2+£)]

Con lo que concluimos la Etapa 2
ETAPA 3

En esta ctapa finalmente obtendremos las 6 esperanzas de los negativos de

las segundas derivadas parciales de la funcién de log-verosimilitud, para cllo
utilizaremos las igualdades (2.3.1) a (2.3.6) y las igualdades (2.6.1) a (2.6.10),
consideremos la siguientc notacién.

Notacién 31 Sean q y p definidos de la siquiente forma

p=(1+£)°T(1+2)
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1+

=T+ +E+ 1]

donde ¥ es la funcidon Digamma, con ¥(z) = M F(z) (Ver Apéndice
funcidn gamma).

Desarrollando llegamos a otra expresién de ¢ que cs la que vamos a ocupar,
en cl desarrollo utilizaremos I'(z + 1) = zTV(z) + I'(z) y I'(z + 1) = zI'(z), (Ver
Apéndice funcién gamma)

2+5[W(1+§)+—'§—5 =T(2+&)(

(1 +€) 1+s)
I'(1+¢) 3
2
= (1+§)I‘f(1+§)+(1 +£) ;‘(HE)
(1+£)r(2+¢&)
3

C(L+€) | 1+¢
T(1+é) ' &

)
= (1+ I +&)(

=2+ -TA1+&+

Comencemos con E(—;";&), usando (2.3.1), la Observacién 30, (2.6.5) y
(2.6.7)

1090 1 0P 0Q

o) = Baay oy * o) 2
=_ ( ——[E(7)+E( )]
—0—1}7{ T+ -1+ “(‘fw”g”meﬂ (& + 1P + 1]}

=3 62 [1—-T(€+2) — (£+ 1N(E+1) + (€ +1)°1(2 + 1)]

7 el ~DE+2) ~T(E+2) +7]

=7 §2 [1-2I(€+2) +p]
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Ahora veamos cl valor esperado d a;.awﬂ usando (2.3.4), (2.6.4) y (2.6.6)

625 1 0P aQ _ aP 2Q
6p6¢ El- vE 3ﬂ )] ’/fﬁlE( Bp)+E( o )] (2.7.2)

n(€+1)°
"

- , B
w_'*’g[(g +1)°T(26 +1) — T'(§ + 2)]
= w—%{P —T(€+2)]

B(————

- _w_g[_ar‘(§+2)+ (26 +1)]

Sigue E(_awe) Para cllo usaremos (2.3.3), la Observacién 30, (2.6.8) y
(2.7.1)

le 1 arR ol ol
1 &1
= 1B + B - wB- o)

?E
= { [(’?—1)—F(E+1)+I‘(E+‘2)+F'(E+2)]

&Y€
mn
+0 — w¢2£2 [1—2r(¢+2)+p]}

B (2.7.3)

= w—’;g[(w—l)+r"(e+2)fr(e+1)
1-2I'(E+2)+p

+I(E+2) — ¢ ]

= Tl -1+ TE+2) - ‘”(E“”w
T(E+2) 1-T(E+2)+p

e e

= Jalr =D +T(E+2)-TE+1)

(E+1)r(E+2) 1-TE+2)+p
N 3 - 3

1-T 2
= Jaalr—1) +q- T E AT

)
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Para cl valor ecsperado de — —#é, usaremos (2.3.2) y (2.6.6)

Ay _ L 10Q, 1.08Q,
= %{(eu)?r(zuln

[ n(€+1)*

B(= Tyl ¢

T2 +1)] (2.7.4)

. n
_yp

Ahora, para E(—3 ) utilizaremos (2.3.6), (2.6.10) y (2.7.2)

Fly _ ORI dR g

E(—m) — E[E(a B 31/1)] -[E(—)—d) (—3u5¢)] = (2-7'5)
= -{—-[§F(§+1)+F’(2+§ [p I +2)1}
__n / S F(-£+2)
- w[gr(g+1)+r(2+£) e ]
— — 2@+~ T+ ) +T(E+ 1+ e+ 1)+ oD ]y
L Reny B rE+2 p
= w[r(ug) TE+1)+(E+DI(E+1)+ ; S]

R +g - 1)+ LEXD  TEED B

& £ £ 3
= —3[1“’(2 +£) —T(€+ 1_)+w = gl
= _E_@b(q = —)

Finalmente calculemos el valor esperado de —%:1}, usando (2.3.5), la Observacion
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30, (2.6.9) y (2.7.3)

&l 1 0R al al

E(- 2) = [6(6_5 % ‘bavpag)] (2.7.6)
8! 6!
- %%{f——m—uz——[w—l) (€ +1)+ T(E+2) + (€ + 2]}
1 ¢n C1-T(E+2)+p
+£0 €¢€2[(7 +q 3 ]
- E—’i{%ﬂ =1 = Llr=1) - TE+ D +T(E+2)
+1"'(£+2)+('y—1)+q— F(£;2)+p]}

7].2
= ;—g{gw“('r* 1)2—5(7—1)

1 _ Er(E+2) TE+2), ¢, 1
[T”(€+2) TE+1)+ 6 ¢ ]~ £+§+2}
_ 2, +2_g
= 2{6 + (- )2" (’Y 1) 52 f 3
——[r'e+2)-r(e+1)+@@1}
nem oyt P_g_l
=% +[(y-1)- 6} e Eq}
n T 2 2
—?{EJF[( f;'] 3 52}

Por lo que ya tencmos completamente determinada a la matriz simétrica M,,(6)

E(-Zh) E(-55) E(—&%)

Ma(0) = | B(-525) B(-&%) E(- ;;’,iig

B(- L) B(-ZL) E(-Z

o‘E )
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y queda de la siguicnte forma

Fal - 2M(E+2) +1], E(—355), E(-ZL)
st lp —T(E+2)], D, E(-L)
gally =1 +q— =, (-8, H{TH-D - - ¥+ 5)

donde I es la funcién gamma y p y q estdn definidos de acuerdo a la Notacion
31.

Cabc mencionar, que aunque la inversa de la matriz M, cs la matriz asin-
tética de varianzas y covarianzas dcl estimador méximo verosfmil, para n’s pe-
quenas no va a aproximar de manera adecuada la matriz real.

2.2 Meétodo de Momentos Ponderados con Pro-
babilidad

Continuando con los métodos de estimacién de pardmetros, el método de mo-
mentos ha resultado de gran utilidad y ha despertado interés en los ltimos
tiempos. Este método consiste, dicho de manera general, en igualar un modclo
dec momentos basado en Hy a los momentos empiricos basados en la informacion.
Sin cmbargo, es necesario sefialar que las propiedades generales de este método
han sido demostradas de manera empirica.

Como respucsta a esto aparecen los momentos ponderados con probabili-
dad (MPP) que consisten en considerar también la esperanza de la funcién de
distribucién como veremos a continuacién.

El estimador via momentos ponderados con probabilidad resulta de la si-
guicnte igualdad:

w,(0) = E(XHy(X)), reNo (2.8.0)

Aqui Hy cs la DVEG y X ticne funcién de distribucién Hy con pardmetro
6 = (&, u,v)'.Este método se propone tinicamente para £ < 1, pues sélo en este
caso podemos asegurar que F(X) < oo.

El primer paso es encontrar un estimador para este valor w,(8), con base en
la informacién de la muestra X, ..., X, y a la distribucién empirica obtenida de
la mucstra:
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wp(0) = -/.IH;(I:)an(II’J), reNg

donde F;, es la distribucién empirica en base a la muestra Xy, ..., X;,.
Con base a nuestros datos, un estimador para w,(6) s cl siguiente

=

]. n
6) = E;XJ.",H;(XJI“), | ol — 01 l‘ 2

donde X, es cl j-ésimo estadfstico de orden.Como necesitaremos un valor numérico
para @,(#) nos vamos a apoyar cn ¢l Lema 51 que nos dice que
d
(HQ(X“'"), any HE(Xn.n)) = (Un.m caey U]!n)

donde {U;,}2, son los cstadisticos de orden asociados a una muestra con dis-
tribucién Uniforme (0, 1).

Por lo que podemos escribir:
— 1 .
W, (6) = EZX 2wl T=0,1,2. (2.8.1)
=
-Una vez que ya tenemos este estimador @,(¢) obtengamos el valor real en

términos de los pardmetros que descamos cstimar.

o0

1
w,(6) = [ oHy (a)dHol) = [ Hy ()y'dy,

=00

Necesitaremos la funcién inversa de la DVEG.
Por (1.5.2) para0 <y <1

I P S ST
p—YPIn(—Iny)sif=0

En el caso £ <1y £ # 0 tenemos que
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w(6) = f Hy (y)y"dy = f Lu——l—(~lny) Gy (282)

= /y ——[fy —f( Iny) =)y dy]

L] -t [ (~Iny) )7y

r+1lg £ r+l

1

= M _? 1 . = o —Ex

Vamos a cvaluar i

[ )y

0
Si consideramos u = —Iny , entonces du = Ztdy y y = e™
y"dy S r+l( dy) e»(r+1)udu

Cuandoy—»l),u—»oo,cuandoy—»],uﬁﬁ,oscaque

1

0 00
/(— ]_ny)—f)yrd.y = j _ u"fe—(r+1)udu = /u—fe—(r+1)udu
o0 0

0

(u(r + 1)) S~ (r 4 1)du

, por lo que

(2.8.3)
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En la peniltima igualdad hicimos el cambio de variable v = u(r+1) = dv =
(r+1)du y en la dltima utilizamos la definicién de la funcién gamma vista en cl
Apéndice.

Por lo que de (2.8.2) v (2.8.3) tenemos que

! b €
wn0) = - Y - (- ra g (284)
Y
= - 0 -Ta-9a+n9)

Lo anterior para r € {0,1,2}

2.2.1 Estimador por el Método de Momentos Ponderados
con Probabilidad

Combinando (2.8.4) con (2.8.1) obtendremos el estimador por momentos pon-
derados con probabilidad.
Primero usarcmos (2.8.4). Observemos que si 7 = 0:

un(0) = = £(1 =11 - ) (2.85)

ahora, usando 7 igual a 0 y a 1:

%3 (8) — wo(6) = %m _o)(2-1) (2.86)

Si usamos r ignal a 0 y a 2:

3wy(0) — wo () = %1"(1 —£)(3¢—-1) (2.8.7)
por lo que

3wy (0) —wo(f) 3¢ —1
2un(8) —wp(d) 26 —1

Considerando los estimadores de las w en (2.8.1), tencmos que conocemos

- 3wa(0)—wo(8 T sz 0) -8 o5
un estimador de Eff%ﬁ(% al que llamaremos a = '2'3;‘:%%76%(5%' El estimador

por momentos ponderados con probabilidad de € se obticne de igualar estos dos
valores, es decir:
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¥-1
> ke a (2.8.8)
Esta ecuacion cs cquivalente a:

a2 —a-3'+1=0

El estimador por momentos ponderados con probabilidad de £ cs aquel valor E
que satisfaga la ecuacién (2.8.8) y podemos encontrarlo mediante el método de
Newton. Sca F(z) =a2®* —a— 3"+ 1.

La funcién F(z) es la funcion de la que necesitamos obtener un valor que
llamaremos E que la anule. Para este fin ¢l método de Newton, descrito en el
Apéndice, utiliza la férmula iterativa

~ g(zn)
g ()

Tyl = Ty

Una vez obtenido dicho valor E estimemos los parametros gy 1.
Usando (2.8.6) obtendremos al cstimador de

—~

- _ (2:(0) — Bo(0))8

A (2.8.9)
I(1-¢)2 -1)
Y usando (2.8.5) obtendremos al estimador de g
= 0(0) + %(1 —r(1-2)) (2.8.10)

Entonces, en (2.8.8) a (2.8.10) tencmos los estimadores obtenidos por el método
de momentos ponderados con probabilidad en ¢l caso £ # 0

Fl caso ¢ = 0, como ya hemos mencionado, corresponde a tomar ¢l limite
cuando & — 0, debido a que cs esto ocurre desde la definicién de DVEG. Lo
mismo ocurre para la expresién (1.5.2) de la inversa. Para obtener los esti-
madorcs por momentos ponderados con probabilidad, cuando £ = 0, inicialmente
habfamos incluido el uso de (1.5.2), demostrando que los estimadores obtenidos
asi de p y de % corresponden a tomar el limite en (2.8.9) y (2.8.10) cuando
E — 0. Sin embargo, ya no consideramos necesario incluir este desarrollo y sim-
plemente expresaremos cémo quedan los estimadores en el caso £ = 0 tomando
los respectivos limites.
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Retomemos (2.8.9) y utilicemos el Teorema de L'Hoppital (Ver también
Apéndice funcién gamma)

3 200 RO | 20i(0) - l0),

(2.8.11)

—

g0 T1-6)(2%—1) &0 T(1—§) &-02€—1
_2@(6)-o(f), €
=T g
_ 2w,(0) — wy(9)
B In2

= (20 (6) — 1o(6)]lim

| _
£—0ln 2eén?

Para cste limite utilizaremos (2.8.10) y remitdmonos al Apéndice en que
podemos ver que V(1) = —v con y = .5772157 la constantc de Euler.

-~

A = limiio(8) + £(1 — T(1 - D)) = to(6) + Plim —L0 =) (25 19)
§—0 £ £~0 '3

= a(0) + Iim T L=E_ 5 9) 4 Gr)

-0
= wy(6) — vy

Entonces, (2.8.11) y (2.8.12) nos dan los estimadores obtenidos por ¢l método
de momentos ponderados con probabilidad en el caso £ = 0

2.3 Propiedades Estadisticas de los Estimadores

Como comentamos al inicio del estudio de la matriz de informacién de Fisher,
Smith (1985) hace un estudio sobre las propiedades del estimador méximo verosfmil
en los casos no regulares, como lo es el caso de la DVEG y analiza en qué casos
el estimador méximo verosimil es asintéticamente normal.

Smith (1985) pp. 88 nos dice que para —3 < £ < oo la matriz de informacién
de Fisher es finita y se satisface que

V(0. —0) 5 N0, M'(8))

Es decir, que ¢l estimador méximo verosimil ¢s asintéticamente insesgado y tiene
matriz dc varianzas y covarianzas asintética igual a la inversa de la matriz de
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informacién de Fisher. El caso € < 3 es también estudiado, concluyendo que si
bicn en algunos casos el estimador méximo verosfmil existe y pucde ser obtcnido
mediante ¢l procedimiento antes mencionado, sus propiedades asintdticas no son
del todo claras.

En ¢l caso de los estimadores obtenidos via momentos ponderados con prob-
abilidad analizarcmos los resultados obtenidos por Hosking et al (1985). Veamos
primero cusl cs la distribucién asintética de las w;'s, las cuales por (2.8.1) son
una combinacion lincal de los estadisticos de orden. Hosking ct al (1985) .
apoyandose en resultados sobre los estadisticos de orden (Vease Chernoff et al
(1967)) nos dicen que cl vector W = (i, @1, 2)" (donde la ¢ denota que cs la
matriz transpuesta) tiene distribucién Normal con media W = (wyg, wy, wg)*, y
matriz de varianzas y covarianzas n~'V

Este resultado cs el que va a determinar el comportamicnto asintético de los
estimadores, sca

0= ([J»: lb;f)t .Y§= (ﬁ, ';Z".E)i

La mancra cémo obtuvimos los estimadores por cste método sc basé cn la
idea de expresar a 6 en funcién de W' y obtuvimos cl cstimador ¢ substituyendo
W por W, de acuerdo con (2.8.5) a (2.8.7) es decir

0 = (1,0, €)" = (L(W), fo(W), fs(W))" = f(W)

0= (1,9,8)! = (A(W), (W), fs(W))* = F(W)

Con F : R® — R3. Definamos G € M3.a; G = (g)i; con gij = m‘y;%, entonces

si sc satisfacen cstas condiciones Rao (1973)(pp.388) demostré que 8 ticne dis-
tribucién normal multivariada con media F(W) = 6 y matriz de varianzas y
covarianzas

wzwu 'wzwl? Ywis
n—lGVGt = n_l ‘tf)z’wlz wzwzz g3

Punz YPwes  waz

dondc las w;; son funciones de €, las cuales ticnen una forma algebraica com-
plicada. Hosking ct al (1985) cvaluaron numéricamente estas w;;’s cuando £ cs
cercano a (), obteniendo la siguiente tabla:
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'3 g Wiy w3 Wag a3 W33 (%»u«};

—a 12433 | 1205 | 3502 | 6368 | 332 | %0 | O UJ._'
—.3 || 1.2438 || —.0023 || .3297 || .6223 | .3033 | .5294 : Q}}(’
—.2 |/ 1.2474 || 1177 | .3081 | .6330 | .2728 | .5021 ‘

—.1 | 1.2551 || 2411 || .2966 | .6708 | .2447 | .5103

0 | 1.2686 | 3704 || .2992 | .7390 | .2247 || .5633

1 || 1.2915 | 5104 | .3245 || .8440 || .2240 | .6815

2 || 1.3322 || 6727 | .3926 | 1.0013 || .2697 | .9139

3 | 14153 || 8912 | .5640 || 1.2574 || .4442 | 1.4090

4 | 1.6637 || 1.3355 || 1.1405 || 1.8461 || 1.1628 || 2.9092

Cuando £ se aproxima a -é— la varianza tiende a infinito, asi mismo Hosking
et al (1985) establecieron que mientras que el scsgo de los estimadores por mo-
mentos sc va a infinito cuando £ se aproxima a 1, el sesgo de los estimadores via
méxima verosimilitud se va a infinito cuando £ se aproxima a 3.

Continuando con la comparacién entre el método de momentos pondcrados
con probabilidad y ¢l método de méxima verosimilitud recordemos la definicién
de eficiencia asintética de un estimador respecto a otro estimador (Ver Apéndice
Propiedades de los Estimadores). En el caso en que 8 es el estimador por mo-
mentos y ?m,u_ cs ¢l estimador por médxima verosfmil, la eficiencia asintética del
estimador por momentos respecto al estimador méaximo verosimil queda definida
de la siguiente

ef §(8) = tim ((2or =0 0rms)]

n=oo” |par — cov(d)|

En adclante, cuando hablemos de cficiencia, nos referiremos a la cficiencia
del estimador por momentos. Hosking ct al (1985) llevaron a cabo un cstudio,
concluyendo que la eficiencia del estimador por momentos sc va a 0 cuando € sc va
a :5:%. En situaciones précticas los valores de £ més utilizados son los cercanos a
0, digamos —.2 < £ < .2. Para cstos valores, dicha eficiencia cs aceptable. Otros
resultados obtenidos por estos autores nos dicen que los estimadores por MPP
tienen un scsgo positivo grande en la cola de la distribucién, asi como varianza
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grande y cficiencia aceptable, excepto cuando £ = :I:%.

Asf mismo, las simulaciones efectuadas por Hosking ct al (1985) para n =
15,25,.50 y 100 (valores de n relativamente pequefios) y € = —4,—.2,0,.2 y
4, dado que los métodos maximo verosimil y de MPP son invariantes bajo
transformaciones lincales (recordemos que los otros pardmetros se utlilizan para
gencralizar al caso de distribuciones del mismo tipo), por lo que sin pérdida
de generalidad sc utilizé6 4 = 0 y ¢ = 1. Para cada combinacion de n y £ sc
generaron 10, 000 muestras alcatorias de la DVEG. Cabe serialar que cl valor
que se utilizé de U, , para obtener el valor de w, fue J‘ﬂ—‘“

Considerando lo anterior resulté que el estimador de momentos tiene consis-
tentemente menor desviacién estdndar con respecto al de maxima verosimilitud,
sicndo la diferencia particularmente marcada en cl caso de muestras pequenas
(n =156y n=25). El estimador de momentos ticne en general un sesgo mayor
pero su sesgo s pequeno cerca del valor £ = 0. En todo caso ¢l mayor sesgo del
cstimador de momentos es relativamente insignificante comparado con su menor
desviacién estandar en su contribucién al error cuadrético medio de &, cl cual cs
mcnor en ¢l método de momentos. El estimador maximo verosimil tiene el menor
sesgo pero cs mas variable que el estimador de momentos en muestras pequenas,
inclusive en muestras no tan pequenas como cuando n = 100. La poca cficiencia
asintética del estimador de momentos con respecto al de méxima verosimilitud
no sc refleja en la simulacién que Hosking et al (1985) realizaron.

Este articulo recomienda en general el uso del estimador por el método de
MPP, particularmente en el caso de muestras pequenas, ya quc ticne resulta-
dos similares al estimador mé4ximo verosfmil para n > 50, pero en muestras
pequenas tiene desviacién estandar menor y sesgo moderado. En conclusién, es-
tos estimadores ticnen varias ventajas respecto al de maxima verosimilitud. Son
obtenidos directamente y de manera mas répida que los de méxima verosimilitud
y ticnen desviacién cstandar més baja particularmente en muestras pequenas.
Como vimos al principio-tienen asintéticamente distribucion Normal y aunque
son incficicntes (de acuerdo a la definicién antes mencionada) con respecto a los
de méxima verosimilitud csta incficiencia no queda de manifiesto para mucstras
de tamano 100 o menos, recordemos que las muestras que comunmente se tienen
para las distribuciones de valores extremos dificilmente superan este valor.



Capitulo 3

ESTIMACION EN
CONDICIONES DE DAM

A lo largo de este capitulo consideraremos una muestra (X7, ..., X,,) con funcién
de distribucién asociada F' que cstd cn el Dominio de Atraccién de Méximos de
la Distribucién de Valores Extremos Generalizada He de la Definicién 26 con €
desconocida:

e~ g E#0
e SiE=0

Por la Proposicién 14 esto es equivalente a decir que existen sucesiones de
constantes reales {a, > 0}, y {b}, que satisfacen

He(z) =

,1]'_{{.'0 F"‘(im + bn) = He(z) para z punto de continuidad de He
Esta hipétesis resulta ser més general que la del capitulo antcrior en que
* tenfamos una muestra con funcién de distribucién He , ), pues He . 4y €std cn
el Dominio de Atraccién de Maximos de Hy.

Para verificar esto recordemos la expresién (1.5.1) y la Definicién 26 que
definen a Hie . y) v a He respectivamente, directamente se tiene que

z—p
Hepuy=He(—=) con >0

Por lo que la Definicién 22 nos dice que Hig ) ¥ He son del mismo tipo.
Ademds se tiene que Hig ) cs Max-Estable (Definicién11) (La demostracién

81
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de este hecho cs andloga a la demostracién de la Proposicién 12), entonces por
el Toorema 20 (ii) Hepuy) € DAM(Hgpuyy)- Teniendo en cuenta csto y que
Heaw) y He son del mismo tipo, la Proposicién 23 inciso (b)(ii) nos dice que
He,w) € DAM(H), con lo que demostramos que la hipétesis del capitulo
anterior es un caso particular de la de este.

Resulta ademés conveniente considerar a las distribuciones en ¢l DAM (Hy)
en lugar de considerar aquellas en el DAM (H g ,.y)), pues por ser H ) ¥ He
del mismo tipo, la Proposicién 23 inciso b)(ii) nos dice que si ' € DAM (He ju.4))
entonces F' € DAM(Hp).

Con esto nos damos una idea de la generalidad de este capitulo. En la parte
final del Capitulo 1 vimos que ¢l Teorema de Fisher-Tippet (Teorema 25) nos dice
que un gran mimero de distribuciones continuas estédn cn ¢l DAM de la DV EG.
Sin embargo, al scr este un caso tan general nos encontramos con que algunos
de los estimadores, particularmente de las constantes normalizadoras, tienden
a ser intuitivos y su uso estd respaldado cn ocasiones por razones meramente
empiricas.

El objetivo de este capftulo es dada (X7, ..., X;,) la muestra con distribucién
F € DAM(H¢) y € desconocida es estimar tanto a la cola de la distribucién F
como a cuantiles altos.

Como cstamos cn cl caso F € DAM(Hg) (Ver Definicién 13), para cumplir
este objetivo es necesario obtener estimadores no sélo de € sino de las constantes
normalizadoras {a, > 0}32; y {ba}2, .

Primero obtendremos a las constantes a,, y b,, pcro para poder considerar
F € DAM(Hg), que cs un caso muy general, necesitamos primero ver los casos
en que F estd en el DAM de las tres Distribuciones de Valores Extremos.

Por ello, en la primera scecién de este capitulo obtendremos una tabla (Tabla
(3.4.1)) que contiene las constantes a, y b, en los tres casos de F en el DAM
de las DVE. Cabe sciialar que en esta Tabla los cstimadores no cstdn todavia
tnicamente en términos de la muestra (Xy, ..., X,).

En la scgunda scceion del capitulo utilizaremos la Tabla (3.4.1) y las proposi-
ciones (23) y (27) para ahora si dar una tabla que contiene a las constantes a,, y
b, cn ¢l caso de F en cl DAM de la DVEG (Tabla (3.8.1)) para cada signo que
puede tomar £.

La tercera scccién de este capitulo sc refiere ya a la cstimacién de £, en esta
scccién hacemos un estudio sobre el estimador de Pickand para £ en cl caso
F € DAM(Hg). Este cstimador csta basado s6lo cn los k valores més grandes
de la muestra (los primeros k estadfsticos de orden), ya que la condicién de F' €
DAM (H¢) cs una condicién asintética. No existe un consenso sobre la manera
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en que debemos escoger k, sin embargo para que cste estimador tenga bucnas
propicdades asintéticas debemos de tomar sélo los valores mds grandes, pero
estos deben de ser suficientes para que la estimacién sea buena, como veremos
en cl estudio de las propiedades del estimador de Pickand. En gencral, para
que el cstimador sea consistente, tanto cn cl sentido débil como en ¢l sentido
fuerte (Ver Apéndice propicdades de los estimadores) al clegir & el mimero de
cstadisticos que vamos a clegir dada una muestra de tamano n, se deben cumplir
las signientes dos condiciones:

(a)r!Lm k(n) = o0, es decir que debemos de utilizar un buen mimero de cs-
tadisticosmdc orden

(I;')nh_rglcJ “—n“l = () es decir utilizar 1inicamente los estadisticos de orden mayor,

ya que estamos intercsados en la cola de la distribucién.

Por cjemplo, si consideramos a k£ como ¢l mayor cntero menor o igual al
logaritmo de n es decir k(n) = [In(n)] sc satisfacen (a) y (b). Sin embargo, no
existc un conscnso para elegir a k. Si sc satisfacen las condiciones (a) y (b)
demostraremos que el estimador de Pickand es consistente en el sentido débil.

En la Scccién 4 estudiaremos otro estimador para & que es cl estimador de
Hill, el cual se utiliza dnicamente en el caso FF € DAM (Hg) con £ > 0. Otra vez
por las proposiciones (23) y (27) esta condicién es cquivalente a F' € DAM (®,,)
con o = % > 0 y @ la distribucién Fréchet (Definicién 6), por lo que usaremos
esto para dar un estimador de a = 1. Al igual que en el caso del estimador de
Pickand el estimador de Hill utiliza 1inicamente a los &k cstadisticos de mayor
orden y también se deberédn satisfacer las condiciones (a) y (b), demostraremos
que si se satisfacen estas condiciones el estimador de Hill es consistente en el
sentido débil.

Finalmente, en la Seccién 5, daremos estimadores para la cola de la distribu-
cién y para cuantilcs, tomando precaucién de que estos scan bucnos cn valores
extremos. Después daremos cstimadores para los valores en la Tabla (3.8.1), que
no conocemos, para finalmente dar la Tabla (3.14.1) para cstimar las constantes
@, y by, cn términos de la muestra (X, .... X;,). Con csta Tabla y algiin estimador
de £ (cl de Hill o el de Pickand) estimaremos la cola de la distribucién y cuantiles
altos para los distintos signos de £.

El material que usaremos en este capftulo y del que haremos referencia es cl
siguicnte: Bingham et al (1987) , Deheuvels ct al (1988) , Dekkers y de Haan
(1989) , Embrechts et al (1997) , Gnedenko y Kolmogorov (1954) , de Haan
(1984) y Resnick (1987).

A lo largo de este capftulo nos serd de utilidad una equivalencia para cstar
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cn ¢l DAM, que s consccuencia inmediata de la Aproximacién de Poisson:

Proposicién 32 F estd en el DAM de G(x) con constantes normalizadoras
{an, >0}, y {ba}2, siy sdlo si:

-, 1
lim nf'(—z +b,) = —InG(z) Yz punto de continuidad de G

n=+00 [1“

Demostracién. Por la Definicién 13 F € DAM(G) < dada (X,);2, una
mucstra con distribucién F' y Y con funcién de distribucién G, existen sucesiones
reales {a, > 0}52; y {b.}32, tales que sc cumple

an(My —bp) S Y

donde M, = max(Xj,...,X,). Lo anterior si y sélo si para toda x punto dec
continuidad de G

lim Plan(My, — by) < 2] = lim P(M, < aﬁ +by) = G(2)

n—o0 n—oo "

Entonces

F € DAM(G) & lim P(M, < ai +b,) = G(z) Yz punto de continuidad de G
Sea u, = ;= + b, y sca 7 = —InG(x), por la Proposicién 4 de la Aproximacién
de Poisson N

lim P(M,, <u,)=¢€¢" & limnF(u,) =7

por lo que
F € DAM(G) & lim n'ﬁ({—:— +b,) = —InG(z)

Para todo z punto de continuidad de G =

3.1 Las Constantes Normalizadoras en los Ca-
sos de DAM de las DVE

Los dos primeros casos que consideraremos son el de la distribucién Fréchet y cl
dc la distribucién Weibull. Estos dos casos cstdn fntimamente rclacionados con
las funciones de variacién lenta en infinito que a continuacién definimos:
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Definicién 33 Una funcién L positiva continua en (0,00) es de variacion lenta
en oo (escribimos L € Ry) si:

lim S)

=1V ES0)
+0 L(z) 7

Entonces simplemente diremos que L es de variacién lenta.

3.1.1 Las Constantes en el Caso F en el DAM de la Dis-
tribucién Fréchet

En este caso tencmos que F € DAM(®,,), donde:

Osiz <0
&, (z) = e

exp(—z~*)siz >0

A continuacién veremos que cxiste una condicién (3.1.1) suficiente y necesaria
para que F esté en el DAM de una distribucién Fréchet

Teorema 34 F funcién de distribucién estdé en el Dominio de Atraccién de
Mézimos de la distribucion Fréchet (F € DAM(®,)) si y sdlo si

F(z) = 7°L(z) con L una funcién de variacion lenta. (3.1.1)

Demostracién. Demostraremos tinicamentc que la condicién (3.1.1) es su-
ficiente para que F csté en el DAM(®,), la demostracién de que esta condicién
es necesaria, es decir que sélo las distribuciones que la cumplen estédn en cl
DAM (®,), involucra algunos teoremas sobre variacién lenta y variacién regular
para detalles vease Bingham et al (1987) Teorema 8.13.2

—d

Notemos que la condicién (3.1.1) implica que F tiene extremo derecho 75 =
0o. Para verificar que esta condicién es suficiente para afirmar que F' € DAM (®,)
por la Proposicién 32 necesitamos verificar que si sc cumple (3.1.1) entonces exis-
ten a, > 0 y b, sucesiones reales tales que:

lim n?(aim +b,) = —In®,(z) = —Inexp(—z~%) (3.1.2)

n—oo

= @



86 CAPITULO 3 ESTIMACION EN CONDICIONES DE DAM

Pero esto ocurre si tomamos a,, y b, de la siguiente forma

1
- e o I
= -5 (3.1.3)

b, =0

Ahora veamos por qué csta es una bucna cleccién de las constantes para satisfacer
(3.1.2). Utilizaremos el hecho de que F satisface la condicién (3.1.1). Para ello
en este caso consideraremos que y = F(F~(y)), si bien cl comportamiento lfmite
¢s ¢l mismo en casos més generalcs.

1 1 (=

] F— ba) = lim ———< = i

JB et = o A FE-(-D) o)
1 — 1 . )

= Jim —— F(—z) = lim —
TR ) e (L)

N e i B ) L(-x)
= lim 2= O =

DI T e e

= __‘I'_,“a

La tltima igualdad sc cumple pues lim - = lim F~(1— %) = oo ya quc F ticne
ﬂ—'w

extremo derecho infinito y por definicién de ,\:aroloacnén lenta sc tienc la igualdad
anterior.

Entonces tencmos que si F satisface la condicién (3.1.1) y si tomamos las con-
stantes como nos lo dice (3.1.3) entonces se cumple (3.1.2) que por la Proposicién
32 implica F € DAM(®,). =

3.1.2 Las Constantes en el Caso F en el DAM de la dis-
tribucién Weibull

El caso de F en el Dominio de Atraccién de Mdximos de la distribucién Weibull,
es decir F € DAM (¥, es similar en varios scntidos al de la distribucién Fréchet,
pucs involucra a las funciones de variacién lenta y utilizaremos la reclacién exis-
tente entre la funcién de distribucion Weibull y la Fréchet: La distribucién
Weibull con & > 0y 2 <0.

Vo(7) = exp(—(-2)")
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Por lo que si @, es la distribucién Fréchet tenemos que para z > 0

Do(r) = exp(~27*) = exp(~[~(=)]%) (3:21)

1
= ‘Po(_;)
El siguiente Teorema caracteriza el DAM de la distribucién Weibull.

Teorema 35 F funcion de distribucion estd en el Dominio de Atraccion de
Mdézimos de la distribucien Weibull (F € DAM(¥,)) si y sélo si

Ty < 00y Flrp — %) =27 *L(z), con L funcién de variacion lenta (3.2.2)

Demostracién. Al igual que en el teorcma anterior demostraremos tnica-
mente que la condicién (3.2.2) es suficiente para que F' esté en ¢l DAM (¥,), la
demostracién de que esta condicién es ncecesaria, es decir que s6lo las distribu-
ciones que la cumplen estdn en el DAM(¥,), involucra otra vez teorcmas sobre
variacién lenta y variacién regular (vease Resnick (1987) Proposicién 1.13)

.

Veamos que la condicién (3.2.2) es suficiente para garantizar F' € DAM (¥,).
Sea F,(r) = F(zp— 1), entonces F, (:r:) = z7°L(z), ya demostramos que en csta
caso F, € DAM(®, ) con a;, = ~‘-_—{-1:}— y b: = 0. Entonces la Proposicién 14
nos dice que

lim FI'(~) = @a(a)
Por lo que por como definimos a F, tenemos que
lim F"(zp — —) =&, (z)

Ahora sea y = —1, entonces por (3.2.1)

: a 1
Jim F™(zp — =) = q’a(—? = Va(y)

v

Es decir que
hmF"( T +2r) = Yal(y)

ay
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Por lo que otra vez la Proposicién 14 nos dice que F' € DAM(¥,,) con a,, = i y

b, = z.. Para encontrar una representacion especifica de a,, tomemos v = @ p——i

y sc cumple 2 = (zp—u)~!. Ademés para G crecicnte tenemos que inf(G(u)|A) =
Glinf(u|A)] lo que se cumple si en particular tomamos G(u) = (xp — u)~L.
Recordemos también la Definicién 63 de Inversa Gencralizada. Considerando
todo csto tenemos que

1 1 1
= —=F* — =)= > s
ay = F (1 ﬂ) inf{z € R|F.(z) > 1 ﬂ}
. 1 1
inf{z € R|F(zf — E) == '7;}

= inf{(zr — )Y F(u) > 1 %} — inf{G(u)|F(u) > 1 — %}
= Gf{ulF() > 1~ 1)) = G(F=(1 - )

1
‘= [ B = SN
[zr (L= =)
Entonces podemos tomar las constantes a, y b, de la siguiente forma:

an = [or — F(1= )" (3:23)

b-n = If

Este Teorema nos dice que si F € DAM(¥,), entonces (3.2.3) nos da los
valores que debemos tomar como constantes normalizadoras.

3.1.3 Las Constantes en el Caso F en el DAM de la dis-
tribucién Gumbel

El 1ltimo caso s ¢l de la ditribucién Gumbel. En este no tenemos una relacién
dirccta con las otras distribucionesni tampoco con las funciones de variacién
lIenta como en el caso Fréchet y Weibull, sino que se relaciona con funciones del
tipo de las von Mises que a continuacién definimos:

Definicién 36 Sea F' una funcion de distribucion con extremo derecho zp <
oo. Si existen z < zp, ¢ > 0 y a(t) positiva, continua cuya derivada cumple
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t1;1£:1¢:a"(t) =0 (t < zp tiende a x5 ) tal que
¥

— 1
F(z) = cexp{—f&-iadt} para z < x < Tp
Entonces F es una funcion von Mises y a a(t) se le llama la funcion auxiliar de

F.

Para familiarizarnos un poco con las funciones von Mises consideremos cl
siguicnte cjemplo:

Ejemplo 37 Un ejemplo de funcidn von Mises es la distribucién ezponencial
con pardmetro \ es decir F(z) =1 — ¢ paraz > 0 y A > 0. Entonces F es
una funcién de von Mises conc=1, 2 =0 ya(t) = 1

Fz)=e™>=1 exp{—/gflt—)dt}}

Las funciones F von Mises cstdn en ¢l Dominio de Atraccién de Méximos de
la distribucién Gumbel, es decir F' € DAM(A) con A(x) = exp(—e™).
Supongamos F' ¢s una funcién von Mises y tomemos

a, = % con a la funcién auxiliar de F' (3.3.1)
o 1
b, = F~(1- E)

Por la Proposicién 32 para demostrar que F' € DAM(A) necesitamos demostrar
que

lim n?(aiz +b)=—lnA(t) =e™ (3.3.2)

Antes de demostrar que se satisface (3.3.2) si tomamos a las constantes como
nos dice (3.3.1) consideremos la siguiente Proposicién.

Proposicién 38 Sia(t) es la funcién auxiliar de F una funcion de von Mises

(Definicién 36) y v es una constante positiva entonces
z1zr  a(x)

(x T x denota que = se aprorima a xp por la derecha es decir que x siempre
cumple z < z)
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Demostracién. Por ser F funcién de von Mises se cumple rlim a'(t) = 0.
—TF

Sea e > 0, 3 29 > 0 tal que si xp > x > z¢ entonces a'(z) < e (Si zp s
finito 7y puede tomarse como 2z — J en la definicién de limite), entonces para
Ip > T > Ty

z+va(z)
la(z + va(z)) — a(z)| = | f a'(s)ds|

x

z+va(zx)
< |a’(s)|ds
xTr
r+valz)
< j eds
= €|v|a(z)
Por lo que
alz +valz
|(QT)(D — 1| < €|v| siempre que zp > z > 1z

Como la v es fija y dada la € podemos encontrar una z, tal que se cumple lo
anterior tenemos que

lim a(z + va(z))

=1
zTzp a(:r)

Para verificar que tomando las constantes como nos lo dice (3.3.1) llegamos a
(3.3.2) utilizaremos la Proposicién 38. Tomaremos x = b, y haremos el cambio de
variable: v = ﬁ, tengamos cn cuenta que si u toma valores entre z y = + ta(z),
v toma valores entre 0 y ¢, ademds sc cumple u = va(z) + = y du = a(x)dv.

Otra vez consideraremos que y = F(F*(y)), aunque ¢l comportamiento
limite no sc restringe unicamente a cste caso. Tenemos que ademas sc cumple
que Ji_{t;o by, = lim F—(1 — i} = zp. Teniendo en cucenta csto comprobaremos

n—og
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que sc cumple (3.3.2)

1 1 o |
ﬂll_.ngonF(-—t+b) =,}i.n;101_(1_ I ( —t+b,) = “_ml_ (F*(l—l))F(at+b")
- F(:c+ta(:r:))

= lim = Fb ta(b, S

nL“c}oF(b 3 (n +talba)) = i =

z+ta(x)
cexp{__ f ﬁdu} z+ta(r) i

= lim = = lim exp{— / ——du}

#lzp cexp{dfalfjjdu} ctzp | a(u)
= a(z)
- -_!%TFEXP{ _[a(a:-!—ua(:r dv}

= exp{— / a(z) ———dv} = e—{dv

:Izpa z + va(zx))

Por lo que las funciones von Mises cumplen estar en ¢l DAM de A(z). Si
queremos que (3.3.1) nos sirva para conocer las constantes en términos de la
distribucién, necesitamos expresar a(t) de la definicién de funcién von Mises, cn
términos de la muestra. Tenemos que para z < z < zp:

F(z) = cexp{—f%dt} = InF(z) =lnc— /a—(lt—}dt

= Inc—InF(z) = fa-(lt—)dt

z

= %[Inc'— InF(z)] = %[/E(IT)dt]

f=@) _ 1
F(I) a(z)
F(z)

= a(z) (@)
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Como F(z) =1- F(z) = F(zs) — F(2) Iff(t)dt, entonces

f)
——dt
0- [
Sin embargo, el expresar a cn términos de la funcién de densidad no nos sirve.
Entonces, como para t suficientemente grande (cerca del extremo derecho z5) y
para z > t, sc cumple F cs cercana a 1, lo que implica:
F(t) 1-F(t)
F(z) 1-F(z)
o Fle+m—F  HefrQ
" Flz+h)—F(z) Ezth-Fl)
~ f®)
(ﬂ
Esto para ¢ suficientemente cerca de zp y para z > t. Por cllo, Embrechts ct
al (1997) (pp- 143) nos dice que podemos tomar a la funcién e de la siguiente

forma:
F(t)
a(z) = [ (:C)dt (3.3.3)

A pesar de que las funciones von Mises son un caso particular de funciones
que estdn en el DAM(A), el siguiente Teorema nos dice que el caso general no
difiere demasiado.

Teorema 39 F funcién de distribucion estd en el Dominio de Atraccion de
Mazimos de la distribucién Gumbel (F € DAM(A)) si y sélo si: Eriste z < zp
(Con zp < o0 el extremo derecho de la funcion de distribucion) tal que F tiene
la siguiente representacidn para z < r < Tp

F(z) = c(z) exp{—/%dt}

donde al igual que en el caso de las distribuciones von Mises a(t) es positiva,
continua y cuya derivada cumple tl}ma" (t) = 0. En este caso g(z) y c(z) son
zF

funciones continuas que satisfacen limg(z) =1 y lime(z) =¢ >0
zlzp zizp
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La demostracién de este Teorema puede consultarse en Resnick (1987) , Coro-
lario 1.7 y Proposicién 1.9. Las funciones von Mises son un caso particular con
g(z) = 1y ¢(x) = e. Sin embargo, al igual que en el caso de las funciones
von Mises en el caso general se utiliza (3.3.1) y (3.3.3) para verificar que ecstas
funciones caracterizan el DAM de A.

Entonees, juntando (3.1.3), (3.2.3), (3.3.1) y (3.3.3), tcnemos la siguicnte
Tabla con las constantes normalizadoras cn los tres casos de DAM de las DVE:

Caso Fréchet || Caso Gumbel | CasoWeibull
| Fam ilea) 7 i ) (3.4.1)
by 0 F'_(l —'!l'l) Ty

donde zp es ¢l extremo derecho de F' y a es la funcién auxiliar de F', la que

TF
podemos tomar como a(z) = [ i—,g)}-dy.
€L

3.2 Las Constantes Normalizadoras en el Caso
de DAM de la DVEG

Ahora sf, teniendo en cuenta la Tabla (3.4.1), encontraremos cstimadores para
las constantes normalizadoras en el caso en que F estd en ¢l DAM de la DVEG
He(z). Para evitar problemas de notacién a las constantes encontradas cn la
Tabla (3.4.1) les pondremos un superfndice ‘. A partir de cstas cncontraremos
las constantes para los casos de DAM de la DVEG.

Supongamos F € DAM (H), por la Proposicién 27, He cs del mismo tipo
que alguna de las distribuciones de valores extremos. Si £ > 0 es del mismo
tipo que la distribucién Fréchet, si £ = 0 es del mismo tipo que la distribucién
Gumbel y si € < 0 es del mismo tipo que la distribucién Weibull. Analicemos
por scparado cada uno de estos casos.

ESTIMACION EN EL CASO F € DAM(Hg) con € >0

Sabemos, por la Proposicién 27, que si £ > 0 entonces $o(z) = Hi [a(z—1)],
por lo que

Heg(@ — 1] = y(a) (35.)

Entonces H cs del mismo tipo que ® 1. Usando la Proposicién 23 inciso (b) (ii)
tenemos que si F € DAM(He) con constantes normalizadoras {a, > 0}3%, y
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{b"l n=1Y*
¥, (x) = He(az +1)

Entonces F' € DAM(®
tales que

%) con constantes normalizadoras {a;, > 0}52, y {8},}52,

& =

&D]?

b, = —+b,
n an
Entonces la igualdad (3.5.1) nos dice que a = % y b= —¢, adem4s por la Tabla
(3.4.1) tenemos que a;, = m y b}, = 0, por cllo tencmos que a,, y b, son
de la siguiente forma:

U S 1
G = B, = Eaﬂ = fFa—n7) (3.5.2)
b =
by =¥, ——=0-———=F-"(1-n7")

1
@ =

ESTIMACION EN EL CASO F € DAM (Ho)
En cste caso de manera directa cs ¢l caso F € DAM(A) por lo que la.s
constantes las podemos tomar como

1
anp = m (36.1)
bp = F-(1—-n7")
donde a cs la funcién auxiliar de F, la que podemos tomar como a(z) = f %%dy.
ESTIMACION EN EL CASO F € DAM(H) con £ <0
Si F € DAM(Hg) con £ < 0,por la Proposicién 27 ¥,(z) = H_%[ce(x +1)],
por lo que

HE[—l(x +1)] = ¥_y(2) (3.7.1)

Por lo que H cs del mismo tipo que ¥ _ L Otra vez la Proposicién 23 inciso (b)

(ii) nos dice que si F € DAM (He) con constantes normalizadoras {an > 0}

Y {ba}il, ¥
\11_%(1‘) = He¢(az + b)
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Entonces FF € DAM (\I’_%) con constantes normalizadoras {a, > 0}52, y {b/,}22,
tales que

@
Ly

b
b:, = ‘—"‘+‘b'n.

Ademds por (3.7.1) a= —¢ y b= —¢, y por la Tabla (3.4.1) aj, = i
y b, = zp, por lo que a a, y a b, quedan como siguc

) 1 1 =]
o = 3.7.2
o O e P =) Emr—F-(1—a] 72
b ~1
bp = b, — —=zp - ————— =F(1-n"")
On Ter—F~ (1-n-1)]

Con (3.5.2), (3.6.1) y (3.7.2) podemos hacer una tabla con las constantes para
F € DAM (H¢) para los distintos signos de &

£>0 £E=0 £<0
n eF*(ll—n-’) WL) ,,,._;-1}1_“— )l (3.8.1)

b | FF(1=nY) | F~(1=n"Y) | F-(1-n"Y)

donde z s ¢l extremo derecho de F y a es la funcién auxiliar de F' que tomamos
TF—.

como a(z) = {%dy.

Dado que nuestro interés es obtener buenos cstadisticos es importante tener
buenos estimadores para £ de la DVEG.

Antes de hacer esto, un aspecto importante que hay que considerar cs la dife-
rencia entre decir que las z tienen una distribucién He y decir que su distribucién
estd cn ¢l DAM de una He. Veamos un cjemplo ilustrativo al respecto.

Ejemplo 40 Consideremos una Fréchet estdndar con € = 1 > 0. Primero

o
consideremos que la muestra (X, ..., X,) sigue ezactamente una distribucion
Fréchet o sea

F(z)=1—exp(—27).2 >0
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Ahora si consideramos que nuestra muestra tiene funcién de distribucién F
en el DAM (H¢), esto es equivalente a afirmar, estando en el caso Fréchet en
que £ > 0, que se cumple la condicion (3.1.1).

F(z) =z7°L(z),z >0

para alguna funcién de variacion lenta L(x) (Definicién 33). Una diferencia
que resulta clara es que L(x) tiene un cardcter no paramétrico, por lo que el
segundo caso es mds complicado. De hecho la segunda ecuacidn tiene un cardcter
semiparamétrico ya que tiene una parte paramétrica a y una parte no paramétrica
L.

Existen varios métodos para estimar el pardmetro de forma £ para F €
DAM(H¢) en cl caso en que contemos con una muestra (X7, ..., X;) con funcién
de distribucién F. Nosotros estudiaremos dos de cllos: ¢l estimador de Pickand
y cl estimador de Hill. Estos estimadores cstdn basados sélo en los & valores mas
grandes de la muestra, los primeros k cstadisticos de orden, pues la condicién
de F € DAM(H¢) es una condicién asintética. No existe un consenso sobre
la mancra cn que debemos escoger k. Sin embargo, para que estos estimadores
tengan buenas propiedades asintGticas debemos de tomar sélo los valores mas
grandes, pero cstos deben de ser suficientes para que la estimacién sca buena,
como veremos en el estudio de las propiedades de los estimadores. En general,
para que los estimadores scan consistentes (Ver Apéndice propiedades de los
estimadores) al elegir k, dada una mucstra de tamafio n, sc deben cumplir las
siguientes dos condiciones:

(a)nlincln k(n) = oo, Para utilizar un buen mimero de estadisticos (3.9.0)

k
(b) lim —(El = 0 Sélo los de mayor orden pucs estamos interesados en la cola

n—oc Tl

3.3 El Estimador de Pickand para &.

La estimacién de £ mediante este método se basa en la idea de encontrar una
condicién equivalente para F' € DAM (H¢), en la que quede expresado el pardmetro
€ de una manecra sencilla. La basc de este estimador es el siguiente teorema:

Teorema 41 (Teorema de la caracterizacion del DAM de He)
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Para ¢ € R, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a)F € DAM(H;)

(b)Eriste una funcion medible continua a(*) tal que para 1+ €x > 0,

im P za@) _ | ( +E2)T SiE#0
ulzy ?(u) e g E =0

(¢) Para z,y > 0,y # 1,

i U(s2) = U(s) _ | 35t si€ £ 0
s—ooU(sy) — U(s) B 5i£=0

sU@)=F-(1-t1),t>0

La demostracién de este Teorema involucra resultados sobre funciones de
variacién lenta y puede verse en de Haan (1984)
La parte que nos va a ser de mayor utilidad es ¢l que el inciso (a) es equi-

valente al inciso (c), pucs tomando (c) cambiando s = .z = 2,y = 3, tenemos
que

lim Uig)—Uy) = =) 0 sca que
= U(5) - U(t) (3)¥-1

U@ -U@M)  1-2%  1-2
BmU®-Up M1 B5E

28
Mis atin generalizando se tiene que
\
. Ula(®)t) —U®) _ ¢
lim =2 (3.9.1)
t—oo U(t) — U55)

cuando ¢; y ¢; scan funciones positivas que satisfagan tlirg, a(t) = allrg ci(t) =2 .

La idca ahora cs construir un estimador usando (3.9.1), rccordemos que
Ult)=F-(1-t").

Scan V., < ... € Vi, los estadisticos de orden de una muestra (Vi, ... V3),
con funcién de distribucién Parcto Fy(z) =1—-z"', 2> 1.
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Recordando que el Lema 51 inciso (b), nos dice que si (X3, ..., X,) cs una
muestra con distribucion F, X, , < ... < Xia, los cstadisticos de orden asocia-
dos y Uppn < ... < Uy, los estadisticos de orden asociados a una muestra con
distribucién uniforme en (0, 1), entonces

Para toda nelN,

(Xins s Xn) = (F(Unn), s F~(Unin)

Ademaés utilizando ¢l mismo Lema 51 inciso (¢) tencmos que (Fy (V4), ..., Fy (V)
cs una muestra con distribucién uniforme (0,1) y por ser F' no decreciente
(Fv(Vin)s s Fy(Van)) son entonces los estadisticos de orden de una muestra
con distribucién uniforme en (0, 1), por lo que

Para todan € N

(Xims eos Xnm) = (F(Fy(Van))s oo F~(Fy (V)
= (F (1 —Vig)h-F (1 —Ve3))
= (U(Vin); - U(Van))
Reescribiendo
(Xkm)imt,n Z (U(Vin)k=1,..n (39.2)

Ahora veremos que siempre que k = k(n) — oo y f — 0, cuando n — oo se
ticne el siguiente resultado:

k P
—Vikn — 1, cuando n — oo
n

Este resultado es consecuencia de los resultados que tenemos sobre los cs-
tadfsticos de orden. Usando otra vez cl Lema 51 inciso (b) tenemos que

Vin 2 Fy (Uen) (3.9.3)

Con Uy, cl k-&simo estadistico de orden de una muestra con distribucién
Uniforme (0,1) y F la funcién de distribucién de Parcto de la que conocemos
cxplicitamente su inversa pucsto que

Fy(@)=1-z7" = z=1~(Fy (2))”
=> Fr@)=0-2)"z#1
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Entonces por (3.9.3)
Vk.n é (l = Uk.u)_l

Ahora por ¢l Lema 54
U d 1-'m—.lc:+1
kn S

Fn+1

donde (Ej, ..., E,;) cs una muestra con distribucién exponencial estdndar y T, =
E +.. + Eh, por la Afirmacién 49, tomando como G a Fy, = (1 —z71)

(1= Up) ™ & (1 - T2kt
Fn+l

Por cllo

Vi & (1 — Tocbtly

l—‘n+1.

Ahora, por como estéd definida I',, se cumple que T'zyp — g 4 Iz, por lo que
usando la Afirmacién 47 ahora con G(z) = 1:

(1 _ Pn—k+l)_] — (Fn+1 - [‘ﬂ—k+1)._]_ g ( Fk )_1 = Fn+l)

Pn-{— 1 Fn+ 1 Fn-l- 1

Por lo que Vi ,, £ (r'%:l), y entonces

g krn+l

k
n nli

Vin

Ahora In = Bitetbs — B og decir, la media muestral de una muestra de tamafio
n con distribucién exponencial, la cual ticne media 1. Asf mismo recordemos que
k(n) — oo cuando n — oo, por lo que la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros
(Teorema 60) nos dice que si n — oo, entonces Enn 23 Aoy Ekk Bl yla
Proposicién 56 nos dice que también tienden en probabilidad.

Por lo que cuando n — oo

k Fﬂ.+ 1
nf‘k

1.1
La+o)7=1

=(n)ﬁ

y tenemos el resultado que querfamos £V, L5
Utilizando esto tenemos que
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Vk,ﬂ Bl

Yin _gake Fol_o

VQ-‘»‘-" —1/21: n

Ademss, como Vi, cs el cuantil empirico (1 — £51) de Fy (Ver Definicién

63)y Fy ticne extremo derecho infinito, se cumple también que Vi, A

Tomando cn cuenta (3.9.1), considerando ¢ = Vji,, — 0o cuando n — 00 y
si ademés definimos ¢, (n) = —V-ﬁ"— y co(n) = "‘* .
2 en probabilidad cuando n — oo

acaba.mos de ver que tienden a

Vien
U(7=Vakn) = U(Vakn) P U(Vin) = U(Var,n) 2
U(Vakn) — U(3222) U(Vaka) = U(Vakn)

zkn
El.kn

De esta tltima igualdad surge la definicién del estimador de Pickand, substi-
tuyendo U(Vj,n) por Xy, considerando la relacién (3.9.2) y despcjando tenemos

~AP) def 1 Xin — Xokn
‘Ekn b= ln
In2 KXok — Xakp

Recordemos que se debe cumplir & — o0 y que % — 0 Ademds debemos
tener en cuenta que por una parte las propiedades de este estimador se cumplen
para X}, grandes y por otra parte para que cl cstimador sea bueno debe cstar
basado en un suficiente mimero de valores. No hay consenso de que valor es
convenicnte usar por lo que scria conveniente manecjar este punto con cuidado y
de ser posible usar simulacién.

3.3.1 Propiedades del Estimador de Pickand

Veamos que cs consistente en el sentido débil. Para cllo vamos a necesitar cl
siguientc Lema

Lema 42 Sean Ay, los estadisticos de orden asociados a una muestre de tamano
n con distribucién F(z) = 1 — e ® (Distribucion exponencial estindar) y se
cumple k < n y k(n) — oo, cuando n — oo entonces la variable aleatoria

V2k(Akp — Agkn —In2)

tiene asintélticamente una distribucion normal estdndar.
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Demostracién. Para csto vamos a utilizar el Lema 53 que nos da la repre-
sentacion de Rényi por este lema si (E). ..., E,) es una muestra con distribucién
exponencial estdndar tencmos que

E, E E;
(e ~ Mopss B — KusiiBa— M) = (B 72. ?3, )

Como

Apn — Agkn = (Akn — Ak1n) + (Aksn — Arsan) + o+ (Azk10 — Azin)

Entonces

” 2k—lE_
Ak.n — AZ&,r: = ZTi (394)
1=k

Ahora veamos cusl cs la esperanza y la varianza asintéticas de v2k( A n— Aok n—
In2), considerando que las E; ticnen también distribucién exponencial estdndar
que son independicntes y (3.9.4)

E(V2k(Atn — Agin — In2) = V2k(E(Agn — Azn) —In2)  (3.9.5)
2k-1
- \/ﬁ(E(Z%) _In2)
i=k

2k-1
= V2k() E—g‘?l —1In2)
-

= v’ﬁ(z% —In2)
i=k
= \/2—ka(k)

Esto si definimos
2k—-1
ak) Y - —In(?)

=k
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Veamos como podemos acotar a(k) para demostrar que la esperanza que eva-
luamos en (3.9.5) sc va a 0 cuando k — oo:

'Zufu—-ll 2k-1 1 2-‘5 2k-1 1 -
a(k) = Z; —In(2) = Z?—_ - ln(?} = Z; — [In(2k) — In(k)] (3.9.6)
i=k i=k i=k
2%-14 Z-ly 2 1*1
= —_—— d = = — _d
; f r= Z > / v
2:. 1 trd %=1y
= -—f dr)= 3"+~ [In(i +1) = In(9)
i=k i i=k
2k—1
2= Z} —In(1 + %)
i=k

Acotemos lo que nos qucda_ adentro de la suma considcrando que para 1 <
z <1+ % se cumple que 7 < % < 1, por lo que se cunplen las siguientes
implicaciones:

1+1 1+1 1+1 1+

2 . 1
/,Ed:c</ldx</ldx=>'z L /ldz<—,
4+ 1 T i+1%1¢ T i

1 1 1 1

1 1 1
= chill )=
=>H_l<n(+i) :

-1 | —1
=>T< ]Il(l-i— )<

i+ 1

il 1 |
= 0<¥_1n(1+;)<1_"—i+]

Por lo que substituyendo esto en (3.9.6), llegamos a que

2k—1 2k—1

i+1—1
0<a(k) < Z(__H-_l ka
2k—1 1 2k—1 1 k
- ;i(iﬂ) <§k(k+1)=k(k+1)
1

k+1
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Ahora utilicemos esto en (3.95).

0 < E(V2k(Agp — Agkn —In2) < VB

k+1
_ Vavk
 k+1
V2
VEk+ 2
Por lo que
Jim E(V2k(Akn — Agkn —In2) =0 (3.9.7)

Veamos ahora que la varianza es 1, utilizando (3.9.4) y ¢l que las E; son inde-
pendientes con distribucién exponencial estdndar.

Var(V2k(Ain — Askn —In2) = 2kVar(Agn — Asien)

2k-1

E;
= 2LVar(§T)
2%k—1 2k—1
By Var(E;)
= ‘ZkgVa'r(T) = 2k§ 2
%14 %1, 1
= 1+ 2kb(k)

Esto si ahora definimos

2k—1

def 1 1
b(k) = Z;z =
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Veamos como podemos acotar b(k) para demostrar que kb(k) sc va a 0 cuando
k — oo:

2k-1 2k-1
1 1 1 2—1
b(k) = _———— = —_ — [ —
(k) ;:2 2k ;iz ( 2k )
2k—-1 2k-1 2k
1 1 1 d -1
- a G- Th- G
i k2% gzz z %
2%-—1 2% 2%—1 T L
1 1 1 1
=Y [me=Ta- L [
i= k i= i=k ~;
2k—1 i 2%k-1 i+l
1 1 1 -1
Fa-Jae- T
=3 _1_2"2“(1+z‘)+i2—z‘(1+z‘)
= T (1 +1)
- 2
= i%(1+1)
Por lo que
2k-1 1
0 < kb(k) = —
®) = kY am vy
2k-1
1 k
& "; PG Rk
_ 1
T (k+1)
Entonces

Jim kb(k) = 0
Substituyendo cn (3.9.8) tenemos que
lim Var(V2k(Axn — Askn —In2) =1 (3.9.9)

Por (3.9.7) y (3.9.9) tenemos que la variable alcatoria v/2k(Ax, — Az — In2)
ticne asintéticamente media () y varianza 1 cuando n — oo, utilizando (3.9.4)
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sabemos que csta variable alcatoria tienc ademas la misma distribucién que una
suma de variables alcatorias independientes.Gnedenko y Kolmogorov (1954) es-
tudiaron las distribuciones limite de sumas de variables alcatorias independicentes
demostrando que estas condiciones son suficientes para afirmar que v/2k(A;., —
Asin — In2) tiene asintéticamente una distribucién normal estdndar. (Vease
Capitulo 5) m

Corolario 43 Con las condiciones del teorema anterior se cumple que Ay, —
Az n £ 2, cuando n — .

Demostracién. Sca Z variable alcatoria con distribucién normal estdndar
y definamos

Zk.u d—E"f \/ﬁ(flk‘ﬂ = Azk‘ﬂ —In 2)

Por la Definicién 56 de convergencia en probabilidad, necesitamos demostrar lo
siguiente

lim P(|Axn — Agkn —In2| > €) =0Ve >0

n—oo

Consideremos cntonces

P(|Agn — Aokn —In2| > €) = P(Agpn — Akn —In2 < —€) + P(Akn — Agkn —In2 > €)
= P(Zin < —€V2k) + P(Zi.n > V2k))

Por (3.9.0) Ve > 0 lim v/2k = oo, ademés por el tcorema anterior sabemos que
mn—00
cuando n — oo se cumple que Z 2 , entonces

l'_u‘r‘}oP(iA;,‘,, — Agkn —In2| > €) = P(Z < —o0) + P(Z > 0)
= 0+0

Pues Z tiene distribucién normal estdndar, lo que concluye la demostracién. =

Teorema 44 (Consistencia Débil) Si k — oo y £ — 0 cuandon — oo, entonces

§” Lgn—oo

. . . ~(P) 1 Xien—Xak,
Demostracién. Como el estimador tiene la forma: £, ,, = 51In e

basta demostrar que
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Xen—Xokn P, ¢ 1, 00. Lo cual ya lo suponfamos de la forma en que fue

Xok.n—Xak,n
motivado cste cstimador. Para demostrar esto vamos a utilizar el mismo pro-
cedimiento, sélo que ahora no vamos a utilizar variables alcatorias distribuidas
Parcto, sino cxponenciales. Recordemos primero (3.9.1) que nos decia que

s U@@®t)-Ult) _ of : _ T — :
:lir{.]oﬁ((ﬁ(:lﬁ')(,_—zé}l = 2¢ siempre que }1.‘2,"1(” = tll.r&m(t) =2y Yy sean

funciones positivas y si U(t) = F~(1 —t7') con ¢t > 0. _

Ahora scan A,,, < ... < A;, los estadisticos dec orden de una muestra con
funcién de distribucién exponencial Fa(z) =1—e™%, 2 > 0,por lo que otra vez
cl Lema 51 inciso (¢) nos dice que

(Fa(A1n)s - Fa(Ann)) 2 (Usns oo Unin) (3.9.4)

donde (Uy p, ..., Upn) son los estadisticos de orden asociados a una muestra con
distribucién uniforme en (0, 1)

Recordando ahora que cl Lema 51 inciso (b) nos decia que si (X;, ..., X,,) es
una muestra con F', entonces para toda neN se tiene que

(Xl,ru Xﬂ.n) i (F—(Ul,n)-. seey Fw(Un,n)) (3.95)

Juntando (3.9.4) y (3.9.5) y la Afirmacién 47 tencmos que para toda n € N

(X1 s Xnn) £ (F7(Fa(A1n), - F~(Fa(Anyn)))
Como U(z) = F—(1 —z7Y).
(F™(Fa(A1,0))s s FT(Fa(Ann))) = (F-(1—e),...F~(1 —e~*")
= ([U(e*),...U(e*))
O sea que
(XinJimtan = (U(€"))imt,.m
De lo que se sigue que

Xin — Xokn d U(ef*n) — U(eA2) B U(eAxneArn=A2kn) — [J(eA2kn)
sz\l’l P X{k,n U(eAzk'n) g U(eAHc.rI) - U(eAﬂk.n) — U(BA2k.neAdk.n_A2k.n)’

Ahora llamemos t = efkn, ¢)(t) = eMhn—Akn cy(t) = eAkn—Atkn se cumple
que cuando n — oo, t = e*» — 0o pucs k — 0o cuando n — oo y la distribucién
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exponencial tiene extremo derecho infinito. Ahora el Corolario 43, nos ascgura
que ¢(t) A 2,¢5(t) =5 por lo que (3.9.1) nos garantiza que

Xk,n == X?k.n P 25
Xokn = Xakn

P

Esto implica que E‘{ B € que cs lo que querfamos demostrar. ®

El célculo del estimador de Pickand involucra una sucesién de estadisticos de
mayor orden, los cuales se incrementan con n. Consecuentemente un andlisis de
interés para el estimador de Pickand cs la llamada Gréfica-Pickand que consiste
cn ¢l andlisis de:

~{P)
{(k‘.l ék,n) : k == 11 "'1“}7
para poder clegir k. El anélisis de la Gréfica-Pickand ha dejado ver que no existe
una solucién de k uniformemente mejor. Si se satisface que lim m_(’i%n% = 00,
n—oo

cl estimador de Pickand es consistente en el sentido fuerte (vease Dekkers y de
Haan (1989) pp.1798). Bajo mayores restricciones sobre la distribucién F cl
estimador de Pickand cs también asintéticamente normal (Dekkers y de Haan
(1989) pp.1799).

3.4 El Estimador de Hill para &.

El estimador de Hill se utiliza para estimar £ > 0 en ¢l caso ' € DAM(Hg).
Es decir las distribuciones con cola pesada, dada una muestra con funcién de
distribucién F.

Supongamos que (Xj, ..., X,) ¢s una muestra con funcién de distribucién
F € DAM(H) Primero tenemos por la Proposicién 27 que H es del mismo tipo
quc la distribucién Fréchet @, pucs tenfamos que

Bo(x) = Hila(z —1)]
Por lo que

Helz(@— 1)) = #(2)

Entonces He es del mismo tipo que ®, con a = %, por la Proposicién 23 inciso

(b) (ii) F € DAM(®,) con a = % > 0. Con esta informacién darcmos un

estimador para a y después substituiremos £ = 31_
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Tenemos que F' € DAM (®,), @ > 0, vimos cn la partec de DAM de las DVE
que csta condicién es equivalente a que F(z) = z7*L(z), > 0 para alguna
funcién de variacién lenta L (Vease Definicién 33). Es decir la condicién (3.1.1)

La funcién de variacién lenta L(z) tiene un comportamiento asintético pare-
cido al de una constante. Antes de definir el estimador de Hill para a y estudiar
sus propiedades, vamos a considerar dos cjemplos de ' € DAM(®,). En el
primero de cllos F(z) = Cz~® para alguna C > 0 conocida y la funcién F cs
completamente conocida. En el segundo ejemplo consideraremos que F' cumple
csta misma condicién F(z) = Cz~®, pero s6lo para z > u con u algin umbral
suficicntemente grande conocido (en el espiritu de que asintéticamente L se ase-
meja a un valor constante). En este caso la constante C > 0 cs desconocida, lo

cual s un caso més general. En ambos casos utilizaremos méxima verosimilitud
para cstimar .

Ejemplo 45 Sea (X1, ..., X,,) una muestra con funcién de distribucion F tal que

0siz<Ca
F(z) = 1
1-Cz®siz>C-

Claramente F € DAM (®,) pues se satisface (58.1.1) si tomamos L(z) = C.
Para utilizar Mdxima Verosimilitud reescribamos a F, sea w = C 2 , entonces
tenemos que

Osiz<u
F(z) =
l1—-u*z stz >u

Entonces la funcién de densidad asociada es f(z) = au®z~**Y) por lo que
la funcidn de verosimilitud que debemos mazimizar definida en el Apéndice en el
n

caso independiente como L(X,0) = H fo(z;) con fg la densidad asociada a Fy,
i=1
queda en este caso de la siguiente forma:

£(x,0) = [[fo(e) = [[#(o:) = [Joua; " = (auey [e-tervom
i=1 =] i=1 i=1

= —(a+1)i Inz;
e =1

= (cu®)
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Por lo que la funcion de log-verosimilitud definida como 1(X,6) = In L(X.6)

queda como sigue:

In L(X, 9) = ln((au“)n (n+l)‘§: Inx.) . ln((a‘u“}“) = ln(e—ta+l)i§1 Inz;

I(X,0)

= nln(au®) — (a+ I)Zhlmi =nln(a) + nln(u®*) — (e + 1)iln T

i=1 i=1

Il

nln(a) + onln(u) — (@ + I)Zn: In z;

i=1

Como para encontrar el estimador mdzimo verostmil en este caso tenemos que
maximizar la funcion de log-verosimilitud vamos a encontrar la derivada de esta
respecto a @

o(X.0) _n " - _
= a—}—nln(u) Zln:ﬂ,

Como la segunda derivada es —2 < 0. Encontrando un cero en la derivada
habremos encontrado el estimador mdzimo verostmil.

olx,0) n Z -
e 0 & E+nln(u)— ?_1 Inz; =0

E—E Inz; —nlhu

o

i=1

n

= E, —1

= (Inz; — Inu)

i=1

& o= [;ll-z:(ln:i:,- —Inu)]?

=1

Por lo que el estimador mdximo verostmil de o que es @ queda expresado de la
siguiente forma

- [%i(fn z; — Inw)]~! (3.10.1)
i=1

Este cjemplo resulta bastante ilustrativo y aunque no podria ser generalizado
directamente para obtener un estimador general de a. pucs cl valor u depende
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de esta distribucion en particular, sf nos da una idea del porqué de la definiciéon
del estimador de Hill que veremos después.

El siguiente ¢jemplo ¢s un poco més general y es similar al anterior excepto
que en este caso no conocemos cxplicitamente la funcién de distribucién F, sélo
sabemos que para z por encima de algiin umbral suficientemente alto u conocido,
la cola de la distribucién F tiene la forma F(z) = Cz~%, pero no sabemos cémo
sc comporta F' antcs de esc umbral u y tampoco conocemos ¢l valor C, por lo
que cstimarcmos tanto a como C.

Ejemplo 46 Sea (X, ..., X,,) una muestra con funcién de distribucion F tal que
para x > u con u conocida

F(z) = Cz™™ con C desconocida

Claramente F € DAM(®,), pues la condicién de variacién lenta es asin-
totica (Ver condicion (3.1.1) y Definicion 33). '

Debido a que no conocemos la funcion F ezplicitamente, para utilizar el
método de maxima verosimilitud, donde st conocemos F, y estimar o y C,
definiremos K de la siguiente forma

K = card{i| Xy, > w,i =1, ...,n}

Condicionando a que {K = k}, la estimacién méxima verosimil de a y C,
cs decir de # = (a,C), no estard basada en toda la muestra, sino sélo en los
valores (X, ..., X1.n) que son los que superan u. Dado que cstos valores no son
independientes, la funcién L de verosimilitud, que cs la densidad conjunta, no cs
cl producto de densidades, pero por nuestro estudio de los estadfsticos de orden
sf conocemos su forma explicita , por lo que este problema se reduce a maximizar
la densidad conjunta de los estadisticos de orden evaluada en X n, ..., Xk n.

L(6, X) = f:‘?ﬂ‘,, ,,,,,, X1m

La densidad asociada a X;, cn los valores que exceden w, es al igual que en el
cjemplo anterior f(z) = Caz ), por lo que ¢l Lema 50 visto cn ¢l Apéndice
en la parte de estadisticos de orden nos dice cuél es la funcién de verosimilitud
en cste caso:
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n! —(ex
LO,X) = £ pin = Gr it~ CXe)™ *Hc K

!
- —(nf (1= CX ) tCha *HX:,."“’

BCE f!k), (1 = Ceremixeatyr=h ¥ Je-ter s
* i=]

nlC*
(n—k)!

]
= ce—nln(x,‘.,,))n—kake_[ﬁ-‘.l)igl In(X5.0)

Esto sicmpre que v < X, < ...X),, que fue lo que condicionamos. De aquf
la funcién de log-verosimilitud definida como [(6, X) = In(L(6, X)) queda de la
siguicnte forma:

1(0,X) = In % +In([1 — Cem o Xun)n=k) 4 In(a¥) — (a + l)z‘ln(Xi,.)
=]
= ln(( = A) )+ kInC + (n— k) In(1 — Cem®" X)) 4 kna — (a-l-])Zln(X, %

Para maximizar a [ encontremos sus parciales respecto a @ y C'

ol(6, X)
Jda

Ce @(Xen) In( Xy,
= Ce—aln Xi,n

) k :
= (n—k) T Y In(Xin) (3.102)
=1

B (X )CXES ko |
— (TJ, — A)_]..Tmu + ;; ; ln(Xz,n)

Ahora evalucmos la parcial respecto a C:
efalntxk.n)
= (n - k) 1 — CeaInXin
Xin
1-CX.;

ale, X)
aC

(3.10.3)

k
c
S —(a—H)
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Para cncontrar el Estimador Maximo Verosfmil hay que encontrar valores de

C y a que anulen las parciales encontradas en (3.10.2) y (3.10.3), si igualamos

al(8.x) . &y ; g
—5¢— a cero, llegamos a la siguiente equivalencia para C.

al(6, X) k Xe
= L _ g n =0 3.10.4
s 0 < (n “—“_cx,;:: ( )
o ~(1 —CX%)—(n—K)X2 =0
& % — kX2 — XS +kXa =0
k -
Aad 6 ol nxk.n
& C= EX,‘jf,l
n

Ahora substituyamos cl valor de C' que encontramos cn la equivalencia (3.10.4)
en (3.10.2). Si igualamos a cero, tenemos la siguiente cquivalencia:

ole,x) k In(X.n)CXin % k

k
5 0 & (n—k)—— X —;m(x.,ﬂ) =0 (3.10.5)

In(Xen) X2 X2 kb
Ay (n——k) 1’1( k. )n k.n k.n_'_%:z:]n(xi‘n)

1-Exg Xoo
E—Zm (Xiw) — (n— )%
(_’: _ Zp (Xin) — kIn(Xn)
6 o= Zun(x, n) — In(Xin)]

& e (;Zun(x.v.n) ~ In(Xea))) !

Por lo que las cquivalencias (3.10.4) y (3.10.5) nos dan los estimadores maximos
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verosimiles para a y C

B = k;[ln(xm — In(Xia)))™! (3.10.6)
— k c;:\-“ -
Cen = HXJ:.:{

Los estimadores de @ de los ejemplos anteriores que quedan expresados en
(3.10.1) y (3.10.6) son similares, excepto que en el segundo caso consideramos k
en lugar de n valores y el umbral u es substituido por el valor X} ,,. Esto motiva
la siguicnte definicién del estimador de Hill.

Definicién 47 Sea (X,, ..., X,) una muestra con funcién de distribucion F €
DAM(®,) con a desconocida. El estimador de Hill para o queda definido
en términos de los k mayores estadisticos de orden (Xy.,...,Xkn) asociados
a (X, ..., X,) de la siguiente forma

H(H) == ai};} Z[ln : n ]l'l Xk '3)])

En general al igual que en el caso del estimador de Pickand, para elegir k se
recomienda tomar un nimero de estadisticos de orden k que dependa de n tal
que al crecer n, k crezca, es decir k(n) — oo, cuando n — oo, pero dado que
la Definicion estd motivada para valores suficientemente grandes solo debemos
utilizar los valores mds grandes es decir £ — 0. Debido a esto el estimador de
Hill para € en el caso F € DAM(Hg) serta

£ =g, =@y =-Z[ln{Xm) KIn(Xien)]

3.4.1 Propiedades del Estimador de Hill

A continuacién veremos que es consistente en ¢l sentido débil y comentaremos
las condiciones adicionales que debe satisfacer la distribucién asociada F' para
que el estimador sca consistente en el sentido fuerte y tenga asintéticamente
una distribucién normal estdndar. (Ver Apéndlcc Propiedades Estadisticas de

los Estimadores). Tcnemos que aw) = ( z In(X;n) — In(Xk.n) ])'1 entonees
i=1



114 CAPITULO 3 ESTIMACION EN CONDICIONES DE DAM

por ¢l Lema 51 inciso (b) de la Transformacién de Cuantil se cumple que si
(X105 --s Xnn) son los estadisticos de orden asociados a una muestra con funcién
de distribucién F, entonces

(K15 s Xnn) = (F7(Uiin)y ey F~ (Uni))

Entonces basdandonos en la Afirmacién 47 se cumple que

k
~(H)y-1 4 1 e -
(@)™ = k;un(f‘ (i) = In(F™ (Ukn))]
Como ¢l que F € DAM(®,), @ > 0, cs cquivalente a que F(r) = z7°L(z) por
lo que esto es equivalente a que F*=(y) = (1 — ‘KL(———), con L de variacién
lenta (veasc Bingham ct al (1987)Corolario 2.3. 4) Entoncw utilizando el Lema
54, tenemos que si (Ey, Es, ..., E,) cs una muestra con funcién dc distribucién

exponencial esténdar y Ty = Ey + Ej + ...Ep, cntonces Uy, = S2t2=% y por

“Ths1
cémo estd definida T',,, tenemos que I'ypip — T 4 I'y,. Usando estos dos hechos

tenemos que

@ £ 3 Ui.nr%z:(l - - Ui R E =)
2 LZU S L(1—+—sﬁ”
Cat1—ky-1 1 -

~In((1- 1{; L T )]
d n+l n+1—x ==Y Fn-lrl
B kz[l )L n+1_Pn+1—i))

a ln(( “+1 l:"i-l:ln-n_k)_iL( Fﬂ'l'l R‘}Li—l-—k

k

- %Z{ln((rir% ) —In((g ) LR
_ 1“ /Pu+1 L(FHH/P )
B kzl /T +1 kz L(Tns1/Th)

al 5,(,1} 4 ‘31(12)
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Entonces
[ £ g0 + g2 (3.1L.1)

Con

8(1]_ Zl ({Il:tﬁllln+l )

L(Tnsr /T)
3(2) In(
LZ L(T;41/T%) )
Entonces veamos qué ocurre con ﬂ“ y con Bf). Es 81 el que va a determinar
las proplcdadcb asintéticas de (I(H)

quc UL,II = ...!.‘u

nt1

, usemos otra vez ¢l Lema 54, que nos dice

B = kZl' ((P;ﬁ‘;““ )
- ———Zl ( —-—Zl (—)
———Zln(Uk_,L 1

114
ka

i=1

[ES

Ilh-

—In(U;)

Esta ultima igualdad sc debe a que estamos sumando desde el estadistico & — 1
hasta cl cstadistico de orden 1 de una muestra de tamafio k — 1, por lo que

estamos sumando todos los clementos de la mucstra, ahora como — In(U;) LE
Es decir, tiene distribucién exponencial estdndar, pues

P(—In(U;) < z) = P(In(U;) 2 —z) = P(U; 2 e™") =1-¢7"

Por lo que

wallss gy dlls g
B = 22 1 In(U) < 7= B

- 1(k—1)El+...+Ek_1
T at k k-1
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Como las E; ticnen distribucién cxponencial cstandar, la cual ticne media 1,
y como k(n) — oo cuando n — 00, la Ley Fuertc de los Grandes Niimeros

(Tcorcma 60) nos dice que 24521 €5 1 y como Jim k-1 = 1, entonces
s

pm £ 1 (3.11.2)
o

Ademés por el Teorema de Limite Central (Teorema 62)

VIV =D By + .. + Eea) — (k=11 5 Z

donde Z ticne distribucion ¢ la distribucién Normal con media 0 y varianza 1,
ademas:

Ey+..+ EBe1—(k—1)

VIvVE =17 (B + ... + Exy) — (K —1)1] =

k-1
_ kaf® - (k—1)
B Vk—1
- 2k g0 =7

k-1
= a\/ﬁ[(%)ﬁr) = %]

Por lo que

aVE=1(8Y — é) 4 3 (3.11.3)

Para ver que el estimador de Hill es consistente en el sentido débil veamos que ﬁ,‘f]
tiende a 0 en probabilidad. Para ello utilizaremos un resultado sobre las funciones
de variacién lenta (Vease Embrechts et al (1997)Teorema A3.3 tomando o =
0), que nos dice que si L(z) es una funcién de variacién lenta (Definicion 33),
cntonces

L(z) = ¢(z) exp{/@du}
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Esto para alguna z > 0, donde ¢ y d son funciones continuas tales que lim ¢(z) =

T—00
cp > 0y limé(z) = 0. Considerando esta representacién, tenemos que
I—00

n+l/
(2) L(l" _,_1/1" 1*‘ ¢(Tnt1/T3) exp{ f ——ldu}
BY = kzl I(Toer/T) Z_: s o )
i=1 c(f‘:ﬁl/?k) E:Xp{ f = du}
w12 o, Y o)
pre Cd n1 u _?J.
- kzl C(Fn+1/Fk kz[ _/ / - du
(1-. /F lk._ +1f 6(
— C\l n+1 U
- ‘“Z "'(Fn+1/r'k) k;[ f
Trt1/Tk
Por lo que
gtﬁ) B 4 5(4) (3.11.4)
Con
@) _ Ty /T4) i
B = kzl = (3.11.5)
lk_l Ty /T 5()
@ = - A
Bn - k;[ f % du]
= l"n+1/[‘,,

Para ver que 82 2 0 recordemos k(n) — oo y % — 0 cuando n — oo y
tomando i < k tenemos que

| S L ek 1Ty /n+1

; = Iy Tk Pk/k
o . 1 I‘n+1/n+1
=G+ P T7m

Entonces utilizando la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros (LFGN) (Teorema
60)
n+!/ n+1 a4
Tx/k
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Por lo que

T
"_HcaOoparaz<k

Sca C,, dcfinido de la siguiente forma
Co = sup{J3(a)] : w > 1)

Como lim¢(z) = ¢ > 0y limé(z) = 0, se cumple que
T—00 r—00

' c(%:‘f_‘) %% coparai < k (3.11.6)

.50

Utilizando esto, por la definicién de B¢ en (3.11.5) y como In 2=Inl1=0
tenemos que

B® =0 (3.11.7)
Sélo falta ver qué ocurre con 89:

A.— n+1/r|

Y = kZ[ [ M

n+l/rk
.': 1 Cng/T | R+1/rl

IS [ Ga=S% [ lu

=1 i=1
E e Fn+llrk

Trt1/Tk
= llzl ( n+1 ; n:l)]

= ua[——z ln(
= Craf
Por cllo por (3.11.2) y (3.11.6)

I/\

Y £ ¢ (3.11.8)
Entonces por (3.11.4), (3.11.7) y (3.11.8)

B2 Lo (3.11.9)
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Por lo que con (3.11.1), (3.11.2) y (3.11.9) hemos ya demostrado la consistencia
en el sentido débil del estimador de Hill, cs decir

~(H)-1 P 1
[agc,n)] P> a
Si tenemos en cuenta (3.11.1) y (3.11.3), para demostrar la normalidad asintética

del estimador de Hill sélo faltarfa demostrar que v& — 182 5 0, pero para que
csto se satisfaga tendriamos que poner condiciones adicionales a la funcién 8(u),
al igual que en cl caso del estimador de Pickand para que el estimador de Hill sca
consistente en el sentido fucrte se necesita que nh_glo ﬁ%) = 00 (Vease Dcheuvels

ct al (1988))

3.5 Estimadores de Cola y de Cuantil

Como habfamos dicho antes para dar los estimadores de Cola y de Cuantil uti-
lizaremos la Definicién 26 de DVEG. Ademas, de la Proposicién 32, tenemos que
para u = 7 + b, grandes, (lo que implica = = a,(u—b,) grandes) se cumple que

nF(u) & —InHe(z) = (1+£2)7
= [1+£an(u—ba)] T

Eneclcaso £ =0:

nF(u) ~ —InHy(z) =e™*
= e~ an(u=bn)

Asi que un estimador de la cola en ¢l dominio adecuado tienc la siguiente
forma:

s (3.12.1)
Le=@ntu=bn) 5i £ =0

[ in+Ea@-tNT sic#0
(u) =

Ahora estimaremos ¢l cuantil z, = F*(p), fijando p cn (0,1). Utilizarcmos
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(3.12.1) para cstimar la inversa de F:

1— F(u) ~ %[1 +lan(u—by))T = 1—uw -:;[1 + an(F~ (1) — ba)] T
= {[n(l - u)]“f' - 1} & ‘f.an(p'_(“) —by)

L ;”‘E—‘} ~ F~(u) - by

= F~(u) = b, +

{in(1 - w)] ¢ 1)

£an

Enel caso £ =0

1 — F(u) ~ e~onb) = 1 — g nv Lemon(P=(0)=bn)
n

= In[n(l —u)] = —an(F~(uw) — bn)

& F(u) ~ by — Inn+In(1 —u)
an

Por lo que proponemos el siguicnte estimador para z,:

T, =

?;n+ﬂ'l(.1;§&1]_€_—llsi£7eo
b, — mntlnl=p) 4 ¢ _g

n

(3.12.2)

Por lo regular nucstro interés estd en estimar cuantiles grandes, fuera de
nuestra muestra X, ..., X;,. O sea que nuestra p depende de n y la clegimos de
tal mancra que p > 1 — ﬁ o sca que la funcién de distribucién empirica satisface
F.(p) = 0, por lo que csta no nos da informacién sobre nuestros cuantiles.
Msés adclante veremos que es necesario utilizar # en vez de n modificando las
igualdades (3.12.1) y (3.12.2).

Otra vez nos enfrentamos al problema de estimar cuantiles fuera de nuestra
muestra, cs decir el valor F~(1 — n~!) que es el valor de la funcién inversa
generalizada de F en 1 — . Como dijimos a esta funcién la estimamos mediante
la funcién empfrica en la Definicién 63. Sin embargo, la muestra tomada de csta
manecra nos dirfa tomar siempre a X, , para estimar cste valor.

Debido a este problema para obtener un estimador para el cuantil =, y para
la cola dc la distribucién F', basdndose en resultados empiricos, se ha optado por
tomar i’,—: en vez de n (Vease Embrechts et al (1997) pp. 326), pues (1—(3)7!) <
(1—n""). Por cllo estimar cz y dz se reduce a estimar cuantiles dentro de nuestro
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rango de informacién. Ademads por (3.9.0) se cumple que § — oo cuandon — oo,

por lo que, modificando las igualdades (3.12.1) y (3.12.2), tenemos

i k(] 4 Zaa(u—ba)]T siE#0
Fuy=¢" _;(H_;f_ (3.12.3)
LT TR siE=0
__[F e s
=4 2 (3.12.4)

;- LD 6

Este estimador en la practica funciona bien, aunque, como comentamos, los
argumentos para sustentar csto son totalmente empiricos.

Considerando (3.12.3) y (3.12.4) intentaremos ahora modificar la Tabla (3.4.8)
de manera que podamos cstimar a las constantes az y bx conociendo iinicamente
una muestra con F € DAM(H). Para cllo es necesario estimar F[1 — (%)‘1],
zry olF=(1- &)

Para cstimar la funcién cuantil F~ usarcmos la funcién de cuantil cmpirica
(Definicién 63), que cumple

: k—1
Plg) = X i L= = @ gy~ 0L
n mn

Como en cste casor =1 — E =1- ﬁi’?'—l, entonces usarcmos:

Fl= Sy =)= X (313.1)
n n
Para estimar zr que es el extremo derecho, como los valores mds grandes no

pucden ocurrir, usaremos el valor més grande es decir:

TF =~ Xin (3.13.2)
Ahora, tengamos en cuenta que
F(Xi410) = 1= F(Xp41,0) (3.13.3)
& T B N = - k
k

n
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Ademds, utilizando que la funcién de distribucién empirica es constante entre
cada valor dc la muestra y recordando la Definicién 61, tenecmos que

XiriaSy< Xin = FEy)= n; :
= i
= Fn(y) = E
Entonces
— k—i .
Fa(y) = W Xit1-in S Y < Xi—ipn (3.13.4)

Ahora mediante (3.13.1), (3.13.2) y (3.13.4) obtendremos un estimador de a(by)
con bz = F—(1-%).

IFp s
e K e K F(y)dy
bn) = a(F(1 — =) =a(F —-=))= n) = =% X
obg) = ol (= D) el (1= D) =alKivan) E
k+1,n
Xi.n Xk.n . xk—l.n xl.u
n — n p— — —
~% [ Pty =3 [ T+ [ Fuiy+.+ [Fu)
Xit1,n Xetin Kin' Xom
n k-1 Kie—in nk-—l Xk—1n E—i
= EZ f F,;(y)dy=E = dy
l:‘)xk-l—l—r.rl l=0Ak+l—nn
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esto por (3.13.4), por cllo

a(bz)

nelk—i e nt ks

o g dy = = B (Xk—in — Xk+1-in)  (3.134)
=0 Xrs1-iin =0
E=itis k

n i+1 n T

% 2 N (Xis1n — Xigan) = E;E(Xf,n — Xitim)

k

x k
%;i('x"‘“ = Xitin) = %[gixﬂn - Zixiﬂ.n]

i=1

1, X1, +2X0n +3X30+ oo+ (k= D) Xjo1n + (k) Xin

k™ _[1Xpn + 2Xap + oo 4 (k — 1) Xpn + (6) Xes10]

1
E[IX;,R o len + X3,n +..+ Xk,,, -— (k)XH,_,,]
1 k k
1 Kin) = (O K]
i=1 i=1

k
1 3
EE :(Xi,n = Xk+i,n}
=1

Ahora si, utilizando (3.13.1), (3.13.2) y (3.13.5), podemos modificar la Tabla
(3.8.1), obteniendo la siguiente Tabla que est4 en términos de la muestra

£>0 £E=0 £<0
—_— 1 k —1
ot || =nn }-“;I{Xi.n_kam) E[X1.n=Xi41,n] (3.14.1)
b-E Xk+1.n Xk-i—l‘n . Xk+i,n

Para concluir este capftulo expresemos como quedan los cstimadores de cola y
de cuantil para F € DAM (H¢) en cada uno dc los casos de signo de &, utilizando
la Tabla (3.14.1) y las igualdades (3.12.3) y (3.12.4), pucs podemos tomar un

-~ P) -~ H
cstimador de £, que podria ser £ = E{k,j &€= a.n) cn cl caso £ >0
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Enclcaso £ >0:

3.14.3)

= & S ~.=1 k ~ 1 =1
F(w) = (1 +8a3(u—Bp)] ¥ = (14 B (u — Xion )] T (3142)
o - n k+1n
k u =1
= —(1+ {1}
ﬂ( Xk-i»l,'n )
k3
n Xk+l,n
También:
e n] —p)-€—1 21 —p)~€ -1
I (0 S S L) s
Ea% EXk+1n

= Xk+1.n i} Xk+1.n[%(l = P)]_E o= Xk-H.n
= Xiralp (1 -p)) ¢
Enelcaso £ =0:

Flu) = FeBO-5p)
n

= %exp(-—klz(xf,sa = Xk+1.n)]_1(u = Xt1,n))

=1

" Y de la misma forma:

- ~ In+In(1-p)

Zp = b'.,: - =
) 13
1« n
= Xenin— ¢ 3 (Xin = Xi1a)[In 7 +in(1-p)]

i=1

En cl caso £ <0

= k i -
Fw = =1 +Ea(u—bp) T

k - -1 -~
= —[1+¢&= (u = Xps1,0)]
» f[XI,n = Xk-i-l.n] "
- Ell — uU— Xk+1.'n :El

n Xl,n =+ Xk+1,n

(3.14.4)

(3.14.5)

(3.14.6)
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También se cumple

5, = 54 LB )

% o
£a% E(X1n—Xks1m)
n i
= Xit1n — (Xi1p— Xk+l,n)[z(1 — )] + (X1n — Xks1n)

= Xin~ (X1 = Xerrn) 21 - )]

Ahora para concluir reescribamos las igualdades (3.14.2) a (3.14.7).

MESIORS ||{Cd -1 (3.14.7)

B2 )T 6ig>0

Xk+1n

F(u) = %exl)(—k['}_i(xi,n = Xk+1,n)]_l(1¢ = Xﬁc+1,n)) si§=0

3 U=Xpi1n !
Bl — =25 1 Tsi£ <0

- x‘.l.,n_xk-i-l..n

Xinral2(1—p) 2 si€>0
7

k
p =9 Xk+in— ,'ll,' Z(Xi,n i Xk+1,n)[1n % +1!’l(] = p)]Si §=0

i=1
Xin— (X1n — Xi10) (31 —p)] %si £ <0

Ya que hemos obtenido los estimadores de cola y de cuantil, en los casos en
que & sea menor, igual o mayor que cero, cabe hacer algunas recomendaciones
para su uso. Debemos notar que cuando £ < 0 no estimamos més alld del
rango de informaciéon muestral, pues la igualdad (3.14.6) sirve tinicamente para
valores de u menores a Tf = X;,. Asf mismo, en la igualdad (3.14.7), las z,
van a ser siempre menores o iguales a X} ,,. Sin embargo este caso corresponde
a las funciones de distribucién colas ligeras, por lo que en principio el estimar
tnicamente en el rango de informacién muestral no parece implicar demasiadas
complicaciones.

El caso en que € > 0, las ecuaciones (3.14.2) y (3.14.3) nos dicen que los
estimadores de cola y de cuantil estdn en términos de un estimador de &, a
diferencia del caso € < 0, en que este estimador ¢s necesariamente el estimador
de Pickand, en cste caso este estimador puede ser cl estimador de Hill. Si bien
las propiedades asintéticas que estudiamos de los ecstimadores son las mismas
y aunque la respucsta a csta pregunta no es terminante, el estimador de Hill
parece tener algunas ventajas sobre el estimador de Pickand, para scr cspecificos
un menor error cuadritico medio, (Vease Embrechts et al (1997) pp.342).
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Otro punto cn ¢l que se debe tener cuidado, antes de utilizar estos csti-
madores, cs cl signo de £&. Hemos mencionado que £ > 0 corresponde a las
distribuciones de cola pesada y € < 0 a las de distribuciones de cola ligera, por
lo que se debe analizar la mucstra y el fenémeno que la genera para determinar
en que caso estamos, determinar cl caso £ = 0 es por tanto mds complicado,
Hosking et al (1985) en la Seccién 6 de su articulo se dedican a determinar
si ¢l pardmetro de forma es 0 (mediante una prucba de hipétesis), cuando la
mucstra tienc distribucion DVEG, en cste articulo sc utiliza ¢l hecho de que
cl estimador por momentos de € es asintéticamente normal ¢ insesgado. En el
caso de condiciones de Dominio de Atraccion de Maximos, los cstimadores de £
también son asintéticamente normales ¢ insesgados, por lo que se puede seguir
el mismo procedimiento.



APENDICE

El objetivo de este Apéndice es estudiar temas, que si bien no son el principal
objeto de estudio de este trabajo, son aspectos inherentes a los temas tratados
en la Tesis. Este apartado est4 dividido en 7 secciones.

En la primera seccién estudiaremos los estadisticos de orden asociados a una
mucstra (X7, ..., X,) que corresponde, como veremos més adclante, a ordenarlos
de mayor a menor. Estudiaremos principalmente el comportamiento distribu-
cional de estos estadisticos, que vamos a utilizar para demostrar las propiedades
dc los estimadores de € en ¢l Capitulo 3, pues los dos estimadores de € que pro-
ponemos estdn en término de los estadisticos de orden. Esta seccién es la mds
cxtensa dentro de este Apéndice.

En la segunda seccién definiremos tres tipos de convergencia para variables
aleatoria que son la convergencia en probabilidad, la casi segura y la convergencia
en distribucién, las cuales usamos a lo largo de toda la tesis.

En la tercera seccién enunciaremos dos teoremas limite fundamentales en el
estudio de la Probabilidad y la Estadistica que son la Loy Fuerte de los Grandes
Niimeros (LFGN) y el Teorema Central de Limite (TCL), asf mismo dada una
muestra (X, ..., X,,) con funcién de distribucién F definiremos la funcién de
distribucién empirica F, y veremos que por la LFGN F,, 5 F. Postcriormente,
mediante los estadisticos de orden, daremos una version cmpirica para la in-
versa generalizada de la distribucién F, es decir la funcién cuantil F~, que s la
Definicién 15. A esta versién empirica la denotaremos F), .

En la cuarta seccién definiremos propiedades deseables para estimadores, las
cuales utilizaremos en los capitulos 2 y 3.

En la quinta seccion estudiaremos muy brevemente el Método de Newton
para encontrar raices de una funcién conocida F. Recurriremos a este método
en el capitulo 2.

En la sexta scecién estudiaremos la funcién gamma, que aparcce recurrente-
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mente a lo largo de csta tesis. Estudiaremos su valor para enteros y encon-
traremos algunos valorces que toman sus primeras dos derivadas, los cuales serdn
dc utilidad cn el estudio de méxima verosimilitud en ¢l Capftulo 2 para cncontrar
la matriz de informacién de Fisher.

Finalmente, cn Ja séptima scecién, cstudiaremos a grandes rasgos la teorfa de
Médxima Verosimilitud, que utilizaremos en los capitulos 2 y 3. Definiremos la
funcién de verosimilitud, la funcién de log-verosimilitud, su derivada, que ¢s la
funcién gradiente, la derivada del gradiente que cs la matriz —V y la matriz M
de informacién de Fisher. También referiremos algunas propicdades gencrales
dc los estimadores obtenidos por méxima verosimilitud.

.1 Los Estadisticos de Orden

En esta seccidn utilizaremos diversos resultados sobre los estadfsticos de orden
asociados a una mucstra, el material que utilizamos para cllo ¢s: Embrechts
ct al (1997) Capftulo 4 y Reiss (1989). Sea (X, Xs, ..., X,) una muestra. Los
cstadfsticos de orden asociados a esta muestra se obtiencen de ordenaria de mayor
a menor, mediante las siguientes definiciones:

-Xl.n = ma'X{Xl)X25“'|X'n.}
Xg‘n = ma.x{Xl,Xg,...,X,,\XL,,}

Xk,n = ma‘x{XhXQ)"'!Xn\Xl.n:---Xk—l,n.}

Xn,n = min{Xls X?) ---)Xn}

Es decir que Xj,, cs &) k — ésimo mayor elemento de la muestra y se cumple
Xngn < ... < X1, A continuacién vamos a cstudiar algunas propiedades de estos
estadisticos. Para ello consideremos a F' como la funcién de distribucién comin
dc la mucstra (X, X, ..., X,) y a Fi como la funcién de distribucién de Xj .

Teorema 48 La funcidn de distribucion Fi.,, del k-ésimo mayor estedistico de

orden Xy, es de la siguiente forma:
k=)
(@)Fin(x) = & ()F ()P~ (@)
(b)St F es continua. entonces
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Fin(z) = j fim(2)dF(2)

donde fk ,,(T) H_T'(H—HTFH-L(I) (I)
O sea que fi.,, es la densidad de F.,, con respecto de F.

Demostracién. El inciso (a) lo podemos ver si para nelN definimos

n
B, = Zf{xix}
i=1

La variable alcatoria B, es la suma de n variables Bernoulli iid con proba-
bilidad de éxito

EI{)(»;,:} = P(X > ’.") = ?(T)

Por tanto B, cs una variable alcatoria binomial con pardmetros n y F(z)
Tenemos que

k-1 k—1
Fenld)=P(B; < k)= ZP(B" =)= Z(T:)?T(J')Fn'(ﬂr)
r=(0 r=0

Que era lo que querfamos establecer.
Para demostrar el inciso (b) usando la continuidad de F' tenemos que

[ fuateraF(e) = m f Pt P 2)dF () (AL1)

) (h"—_f):}:’l—“kﬁ f O g

F(z)
n!
BCED IR

1

Observe que el valor de A(z) = [ (1—t)" *t*~1dt corresponde a una funcién
F(z)
beta incomplcta, por lo que necesitamos usar integracién miiltiple para resolverla

Como: / udy = uv — / vdu



130 APENDICE

Si tomamos en un primer paso:

( i t)n—k+1
u= tkﬁldt =du= UC -— 1)tk*2dt yuv= —mdt = dv = (1 — t)n_k
Por lo que
' 1
B (1 — ) L+1 1 f t)n--l.-&-l e
Ale) = e Hx) 3 k=) (1)
F(x
-1 —k+1 _
- F‘k (:E)Fm (x) + (k 1) (1__ t)n*-k-l*ltk—-zdt

n—k+1 n—k+1
F(z)

Siguicndo este mismo procedimiento en un segundo paso:
1 Pl k) (k-2) |
/ (1 _ t)l‘!—k+1tk-—2dt — 2 ] (1 . t)n—k+2tk—3dt

n—k+2 n—k+2
F(x) F(x)

Por csto

L o i O W DF" () Fr++2(z)

Ale) = = a1 (n—k+1)(n—k+2) @
(k—1)(k r-kt2gk
+(n k+1)(n— k+2) f(l T
Flz)
En cl tercer paso llegamos a que
_ P @) | (k= 1)F (@) P (a)
Alz) = (n—k+1) (n k+1)(n—-k+2) ®)

(k= 1)(k—2)F (@) F~*+3(z)
"(n—k+1)(n—k+2)(n—k+3)

(k—1)(k — 2)(k — 3) s
+(”—k+1)(n*k+2(n—k+3)_/ S e A

F(x)
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En general en ¢l paso m — ésimo :

Aw) - P @F ™) | (k= )F @) t() )
T T k) (n—k+D(n—k+2)
=Dkt VE ™ () Frk+r ()
(n—k+1)...(n—k+r)
( ) (A' i n=k+rk=r=1
+(n—k+1 )eer(n — k+r f(l_t) ' o
F(z)
Por lo que en ¢l paso k — 1 llegamos a que
_ P @F @) (k= ) @) P a)
AR = ——r 1 -kt Dn—k+2) (A12)
k=D (ki VF (@) i) (k—1)...(2)F(z) F"(z)
(n— L-I-l) (n k+ i) (n—k+1)..(n—-1)
(A“_l n—1
+(n—k+1 (n 1) /.(]_t) “
F(z)
B -ﬁk-l(z)Fn—k+1(x) (k— 1) (k—%+1)-f‘= _‘(x)pn-kﬁ(x)
N (n—k+1) Hect (n—k+1)..(n—k+1) L
(k1) QF@F-@) _ (k-1.() (-8 1
(n—k+1)..(n—1) n—k+1)..(n—-1) n Fa)
P (@) Fre(g) (k=1)! (=K' i s ki,
R ey e T ey L O L (_ Sl
(k= 1)...@QF@)F(z) (k-1)..(1)F*(z)
(n—k+1)..(n—1) (n—k+1)...(n)

_ (k=1)! (n—k)! ""’ -—k+r.a,,
‘Z(k—z) (n—k-}-z) (@)F" )

- Z(L - 1)1 (1‘1 k)' ( )Fn——r( )

(r (n—r)!

En esta tltima igualdad el que era el tiltimo término es ahora ¢l primero, cs decir
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que en vez del término 7 que va de 1 a k esté el términor = k—i que vade k—1
a (.

Juntando (A.1.1) con (A.1.2) y usando cl inciso (a) tencmos

/fk.n(z)dp(z) - mﬁ(ﬂ

(’l“_ll )_“' r
& —1)'(n k),Z (r)') o @@
k=1

_ Z:;_—(r)! (;”_ ST @F(@)

= E(’:)?’ (2)F""(z)

r=0

= Fk.n(l‘)

como querfamos demostrar ®

Ya que tenemos cste Lema, que nos da igualdad en distribucion, una afirma-
cion que cs de utilidad es la siguiente.

Afirmacién 49 Si X y Y son variables aleatorias con la misma distribucion

d : . . : . ¥
(X =Y ) y G es una funcidn creciente o decreciente continua con inversa G,
entonces

G(X) £ G(Y)

Demostracion. Veamos que las distribuciones de estas variables aleatorias
son la misma. Recordemos que la variable aleatoria G(X) sdlo puede tomar
valores en el contradominio de G, si tomamos = ahi tenemos

Caso 1 G es creciente

P(G(X)<z)=P(X £G'(z)) = P(Y £G7'(z)) = P(G(Y) < x)
Caso 2 G es decreciente

P(G(X) <z)=P(X > G Y(z)) = P(Y 2 G \(z)) = P(G(Y) < z)
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Podemos cextender el lema anterior para considerar la funcién de densidad
conjunta de los cstadisticos de orden y la de los primeros k estadisticos de orden
en cl siguiente lema:

Lema 50 Sean X, > ... > X, los estadisticos de orden de una muestra con
funcion de distribucion F, que es absolutamente continua. Denotemos como f la
funcién de densidad asociada y sea fx, , . x.,. lo funcion de densidad conjunta
de los estadisticos de orden y fx, . . x,. la funcién de densidad conjunta de los
premeros k estadisticos de orden. Entonces

(@) fxymeXnn(T1y ey Bn) = n!Hf(a:,-),a:,, < .< T

1=1

k
& 'F"‘_k(a:k)Hf(:r,-), Ty < ..<I

(b) fX:,m---sXL-.n(T'l’ ""mk) = (n_..k_) -

Demostracién. (a)Si F es absolutamente continua con densidad f, entonces
la densidad conjunta de (X, ..., X,) es

I x s = Hf(.ri) con (zy,...,75) € R”

i=1

Primero notemos que, como tenemos continuidad absoluta. No hay empates,
cntonces, si z, < ... < x; el que los estadisticos de orden sean iguales a cs-
tos valores se da cuando nuestra muestra original Xi, ..., X, los toma pcro sin
importar el orden, es decir:

(donde sumamos todas las mancras cn que podemos acomodar a T, ..., Z,)
Como los n valores x4, ..., £, pueden ser reacomodados de n! maneras distintas
v tenemos independencia, llegamos al resultado.
(b) Una vez que escogemos qué k clementos de la muestra son los que van
a tomar los valores (24, ..., 2x) tenemos el mismo caso que en el inciso (a) pero
con k clementos y podemos escoger los k elementos de (:) mancras distintas y
los restantes n — k valores deben cumplir ser menor a la muestra (zy, ..., k), 0
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sCca Menores a Iy, por lo que si z; < ... < x; tenemos

P a1, 24) = k!t_]if(ri)(:) ¥

n! e .
= mf‘m (xk)];!:f(xi)

Lo que concluye la demostracién m
Un resultado que nos serd de gran utilidad relaciona a una muestra cualquiera
con una muestra con distribucién uniforme (0,1).

Lema 51 Transformacién de cuantil. Sean (Xj,...,X,) una muestra con dis-
tribucion F y (Uy,...,U,) una muestra con distribucion uniforme en (0,1), y
denotemos con Up, < ... < Uy, los correspondientes estadisticos de orden, en-
tonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(@)F—(Uh) £ X,

(b) Para toda neN,

(K i) S (P (i F (T

(c)La variable aleatoria F(X,) tiene distribucion uniforme en (0,1) si y sélo
st F' es continua, donde 2 denota que las variables aleatorias son idénticamente
distribuidas.

Demostracién. (a)Veamos cudl cs la distribucién de las variables alcatorias:
Por hipétesis, X, tiene distribucién F, mientras que si Fy es la distribucién
de F—(U,), tenemos que

Fy(z) = P[F~(Uh) < 2] = P|U, < F(z)] = F(z)
Lo anterior, puesto que F es no decreciente y U; tienc distribucién uniforme
en (0,1).
() Sean €Ny ke {1,2,..,n} veamos Xin = F~(Urn)
Sea F} la funcién de distribucién de Xy, y F2 la de F*~(Uk.n), por el primer
resultado de esta scccién, Teorema 48, tenemos que

T

n! —kysk—1
Fl(ilf)z f’m!(n__k—)!Fn k(Z)F_ (Z)dF(Z)

—0a
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Seau=F(z),du=dF(z) ysizvade —oocaz = u= F(z) vade 0 a F(x)
Flz)

n! P -1
= Fl(:c) = fmu A(l —Tl)k du

Ahora veamaos cudl es la distribucidn F,E';E de U, ,, considerando la dstribucién
uniforme

0paraz<0
F(u)(z) =4 zparaz€|[0,1]

1 para z>1

F¥)(z)

/ m[F{u)(z)]n—k[f(u)(z)]k—ldF(u)(z)

! —k "
= /__—(k — I)T'(n— k)!z" k1 - z)*1dz

0

Esto para x € [0, 1] (para  menores vale 0 y para mayores 1).
Ahora sf veamos Fy(z).

Fy(z) = P[F~(Un) < 1] = PlUkn < F(z)] = F{[F(2)]

F(z) ol

- mz”(l — )% 1dz
0

= Fi(z)

que cra lo que querfamos demostrar.
(¢) = _Tenemos que F(X) tiene distribucién uniforme en (0, 1), supong-
amos que F es discreta, entonces existe un valor z; tal que
F(.’El) — P(Xl é CC])
= P(Xl <.Il)
es decir
P[F(X)) £ F(z1)] = P(X1 < 1)
P(Xl < .'I;)
P[F(X,) < F(z1)]

vV
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Pero como F( X)) ticne distribucién uniforme en (0, 1) los valores dc los extremos
de arriba son iguales por lo que F debe ser continua.

<=_Supongamos ahora F' continua, sca F~ la funcién inversa gencralizada.
Sca F) la distribucién de F(X;), por ser F funcién de distribucién F)(z) vale 0
paraz < 0y lsiz > 1 paraz € (0,1] por ¢l Lema 16 inciso (iv) F[F~(z)] = z,
cntonces

z = F[F~(z)| = P(X, £ F" (2))
P(F(X1) £ F[F™(2)]) = P(F(X)1) £ 1)
= Fi(z)

Il

Por lo que F cs la funcién de distribucién uniforme en (0,1). =
En lo sucesivo en csta scecién de los estadfsticos de orden vamos a utilizar cl
Teorema de Transformacién para Densidades que a continuaciéon cnunciamos:

Teorema 52 (De Transformacion pare Densidades) Sea X = (X, ..., Xn) un
vector aleatorio que toma valores en el abierto B € R™ con funcién de densidad
conjunta f = fx,  x.. SeaT una funcién inyecliva con dominio B € imagen en
R™ tal que sus derivadas parciales g—% i,j € {1,...,n} son continuas. Denote-

mos la matriz de derivades parciales de T' como % con entrada (i,7) : 8%"'; y
SUPOTYATNOS que det(%) es distinto de cero en B.
Entonces lo densidad del vector T(X) es la siquiente sobre T(DB) y cero en

otro lado .

(f o deu( S

(Bajo las condiciones que tiene T se cumple que det(og;) = 3o g;;)oT—l )

Ahora considcremos cl siguicnte lema conocido como la represcntacién de
Rényi.

Lema 53 Sea (E,, ..., E,) una muestra con distribucion exponencial esténdar
Yy Enn < .. < B, los estadisticos de orden de una muestra con distribucion
exponencial estdndar. Entonces

E Eﬁ En
1s 2

=y e 7)

(Elm. - E?.m E2.n - EZ!,'m E3.n - E4,m ey En.n) g (E
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Demostracién. Para ello recordemos el inciso (a) del Lema 50 en donde sc
cxpresa la densidad conjunta de los cstadisticos de orden:

JBsareiBaa(E1y o0y ) = H'Hf ).z . < x1, donde f es la densidad de

i=1

las E; con f(z) = e™*, por lo que

n n
I sBun (@13 o Tn) = ] [e7 = nlexp{—) =}
i=1 i=1

Nos interesa primero la densidad de:
(El.n = E2,m 2(E2.u = Es.n)-. 3(E3.n = E4.rl): wag nEﬂ-ll)

Para cllo utilizaremos ¢l Teorema 52 de Transformacion para Densidades.
Sea T la transformacién como sigue

T('rh ...,.’En) = (J:l — T2, 2(:52 - 7"3)53(333 —24), ), 0 < Ty < ... < 1y

(1 0 00..0)

-12 00..0
T(z) |0 -230..0
oz o 0 34..0
S

\0 0 00..n)

Se cumple det(—-—u) =n!y det(Z =)y = = 1 ademss

det(%(—l‘ zlyor-1 n

I; Tn
T'-(.‘I],..., $n E J j L ),231,2:2, wiTn >0

j_-] J:-‘?

Utilicemos ahora ¢l Teorema 52. Notemos que ¢l vector aleatorio X es
(Etins -y Eny), que toma valores en B = {(z1,...,zn) € R*0 < 2, < ... < 11}
Entonces T(B) = R* x .... x R* = (R*)",ademaés sobre B3, T' es inycctiva, pucs
B (2400 T ) = T (#1405 25)y OOROTICES

(21 — 72, 2(22 — 13), 3(x3 — 24), .., NTR) = (21 — 22, 2(22 — 23), 3(23 — 24), ... N2n)
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entonces por la dltima columna z,, = x,,, por lo que

Zo=Tp = (n—1)(2p-1 — Zn) = (n—=1)(Tp—1 — Zn)
= Zp-1= Tp-1
= Zyos =Tp_g
= 21 =12
= [Ty 50 Tr) = (21555 Za)

Se cumplen todas las condiciones del Teorema. Entonces la funcién de den-
sidad g de (Eyn — E20,2(E2y — E3n),3(Esn — Esn), ..., nEy ) cs la siguiente

871
o1 0) = 1407 ) (T (21, 20)
1 . T; T T
= —fb ....... En “( 'fje _-:"1 ) ﬂ-)
n!*™ ;; ot n

_ “~T; ~\1; Tn
= — expf ;j}exp{ > Fep{-T1)

=WN—ZE:?}

i=1 j=i
Veamos que

.

R R

o +0 +B+T 4 4o

3L =0 0+ 0+B+..+2
j

i=1 j=i

[ 40+ 0 + 0 4.2
=r+r2+..+ 2,

n
2 =
i=1

o sca que g(2y, ..., Tn) = exp{—>_z;} para (z1,...,2,) € (RT)"

i=1

Il
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Entonces las variables aleatorias i(E;, — Fi11,) i = 1,...,n (consideremos
E,+1., =0) son independientes e idénticamente distribuidas exponencialmente

(El.n = E‘Z,mz(EZ‘n = ES,n)1 3(E3‘n == Ed.n)a nEn,n.) i (El E2-. ES- Eﬂ)
Por lo que finalmente

E, E3 E,

(El.n - EZ,m E2.n - ES,m Ea.n - E4.1l1 eany En.n) (E1, 2 3 ")

que s lo que queriamos demostrar m
Una consecuencia inmediata cs que

Ek.n = (Ek,ﬂ - Ek+1.n) + (Ek+1.n — Ek+2,n) + i (En—-l,n £== Eﬂ.n) % (En,n)
cs que

L5 B swake fi
n—_z;?- para k € {1,...,n}
j=k

El siguiente resultado relaciona a los cstadisticos de orden de una muestra
con distribucién uniforme (0, 1) con la suma dc elementos de una muestra con
distribucién exponencial estdndar

Lema 54 Dada E,, ..., E, 11 una muestra con distribucion exponencial estdndar.
Sealy, =E + ...+ E, ysealU,, < ..< Uy, los estadisticos de orden de una
muestra con distribucion Uniforme (0, 1), entonces

I'y

atey
n.+]. Fl’t+l I"1'r.+1

(Ul,m U2,n| wney nn) = ( )

Demostracién. Este resultado lo demostraremos de manera similar al Lema
anterior y demostraremos que la densidad de (r.,+11 ?:: ,F!—‘j:) es la misma
que la de los estadisticos de orden, la cual ya conocemos del Lema 50. Sin em-
bargo csto no es tan directo como en el Lema anterior. En este caso, primero

encontraremos la densidad de (—J— £ ﬁ;, In11). Con base en esta ob-

+1 !Tapr?”
tcndrcmos la de (f,—l-—, e ss), Fmalmente de esta densidad obtendremos
+1 n+1 +1

la de I. 73] ?‘T‘ §iohs -1%;) y veremos que cs igual a la de los estadisticos de or-

den.Para ¢l primer paso utilizaremos el Teorcma de Transformacién para Den-
sidades. Sca X = (Ej, ..., E,.41) un vector aleatorio con clementos en la muestra
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con distribucién cxponencial cstdndar definida antes, este vector toma valores
en B=R" x ... x RT = (R*)"*! y tiene funcién de densidad

n-+1 _",i]a:l n+1
FZ1y ey Tng1) = He“" =e =1 = exp(wZa:i)
i=1 =1
Sea
T(l”h vy Tngl) = (Tl(-'?'h veer Zng1), To (21,5 ooey Tt ---an+l(Il-. -"sIn-i-l))
con
Iy I3
W i 75 R = R e (T1+ 20+
( I ERILY n+1) (.’L'[+:L‘2+....Eﬂ+1 .‘L"1+$2+....’£n+1, ( 1 2 n+l))
Es decir
—E& _ parai € {1,..,n}

. . T1+T2+. - Tn4l
T(@1, ey Tg) = ¢ 70T

I+ To+ ..Tpsy parai =n+1
Veamos que T' es inyectiva, supongamos:
T(z1; .y Zns1) = Tz, ...,‘zn+1)
por T,,.; tenemos que
(T1+ 22+ .. Zan1) = (1 + 22+ ... 2n11)
Entonces por T;

Ty i
T+ Tg+ ..Tnp1 1+ Za+ ..-Lnyy

Por lo que z; = z; parai € {1, ...,n}, otra vez por T, tenemos que Tp41 = Zn+1,
lo que nos lleva a que

(3:11 sany mn.+1) e (31: ey zﬂJrl)

Ademss T(B) = {(z1, ..., Zn41) € (R“)““l_ZnIa:g < 1}, entonces

n
T_](l'l, s Tng1) = (T1Tg1y ooy ooy, (1 — Z-rj)xn+l}
ey _
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Es decir Tl-_l(:r:l,...,a:nﬂ) = TiTps1 Para i € {1,..n} y T (T1; - Tng1) =
n

(1— E:r:j)a:,,.‘.;. Veamos como cs la matriz de derivadas parciales de 7!

j=1

orT

-1
ax

(Zpn 0 0 0 n )
0 Tn4 0 0 9
0 0 Trtl 0 x3
0 0 0 ... Zpu T
n

\—In-m —ZTp4l —Tp4l - —Tnel 1— Z:l-'ﬂj/
=

Para obtener esta matriz anterior calculamos las derivadas de la 7, para obtener
cada renglén. Como necesitamos el valor del determinante, aprovecharemos una
igualdad que sc da con las matrices A y B, que definiremos a continuacién, y

cuyos determinantes son 1 y (z,4)" respectivamente

(10..0)

01..0

00..1

\11.:1)

\ 0 0

(xn+1 0
0 zZpy1 ... 0 1o
0 0 ... ZTpei Th
0 1)

0 JI;\

A es la matriz de 1's cn la diagonal y 1's en ¢l iiltimo renglén y 0's cn los demas
clementos, B tienc a z,4 en la diagonal excepto en ¢l iltimo clemento en que
hay un 1 y en la ultima columna z,...,z, y 1 en el iltimo elemento, 0 en los
demads clementos. Y tenemos que se verifica la siguiente igualdad

\ 0 o0

(-Tn+1 0
0 Tyutl =
0 0

0 I \

0 Ia
v Tngl Tn

0 1 )
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(2., 0 0 .. 0 ) \
(1 0. ﬂ\ 0 4 0 .. 0 T2
01 .0 0 0 Tiwy, o 0 Ta
B vm & 0 0 0 ... ZTpu T
\1 L @ 1) \»I,,.H —~Tpyl —Tpgl - —Lpsl l—j%mj}

Cabe hacer notar que presentamos con csas dimensiones estas matrices para
haccr clara la forma que ticnen, pero la.b tres matrices ticnen (n + 1) columnas
y renglones, entonces como B = A( )y

B B . 8T~ det(B) _ .
det(4) = 1, det(B) = (zns1)" = det(—53-) = 2et(A) = (Zns1)
Ademas:
aT 1 1 1
det : >0cen B
MoX) = D oT ~ @r oT ~ @ rmt oy "

Entoncces se cumplen todas las condiciones del Teorema de Transformacién para
Densidades, por lo que la funcién de densidad fi(zy, ..., Tp41) de

El Eg E,-,
T(X)=T(E n+1) = 3 3 oney I'n
( ) ( ki +1) (Fn+1 Fﬂ+1 Fﬂ+1 +1)
cstd dada por:
fi = (FoT Y detCl] = lonia) ittty (1= )]
X n+1 n+1; -+ ndn+1, £ 1/%4n+

= ()" exp{ (@) 3 + (1= 32t}

j=1 j_l
= (Zn+1)" exp{— (%H)(Zl} +1-— ZIJ)}
=1

= (In+1)“5 e
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siempre que evaluemos en valores:

(@1, Zmsr) € RO i < 1)

i=1

Ya tenemos la densidad f; de (r—""’i? % F%:T T'n41). Para obtener la densi-
dad fy de (§-, ¢35, ..., 3{’::;) por el dominio de f;, tencmos (Vease Apéndice

Funcién Gamma).

[+ 5]

fa(@1, oy an) = /fl(-Tl, vy Tns1)dTpgr = /(:Itn+1)n8_:"“datn+1 =T(n+1)=n!
0 0

Lo anterior siempre que las z; sean positivas y sumen menos que 1. Ahora usa-

remos por segunda vez el Teorema de Transformacion para Densidades. Sca:

E]_ Eg E,,

X' = - P
(rn+l 1-‘r:+l Fu-(-l

)

X' toma valores en:
Br = {(Zh ---=$n) € (RJ‘.)anmi < I}
=1

Ahora sca 7' de la siguiente forma:

n n—1
T(.’I?l, sy g ) == (ZJ‘J,’, Z.’E,‘, sisg®y =+ 3:2,-‘]’31)
i=l i=1

T’ es inycctiva, pues si T'(z1,...,z,) = T'(z1,-.., zn), entonces x; = z;, ¥ se
cumple

I1=2 = L1+ T2=T1+ 2

= Iy = 2z
= Ty = 2Zn

Ademas
T"(B") = {(321, wn@p)ll > 2 > 22> .. > T > 0}
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Veamos cémo ¢s la matriz de parciales de 77

11111
11..110
or’ 11..100

oX 11..000

\ 1 0000 0
Es decir que es triangular con 1's arriba de la diagonal. Entonces tenemos que
det(%—}) = —1# 0. La inversa de T tiene la siguicnte forma
(T)-I(Ill '":xn) = (l'm Tp=1 = Zn:Tn-2 — Zp—).-., | — 12)
a(rH~? 1
det( ) = ; =-1
0X det(%L) o (T)~!

Entonces podemos ya aplicar el Teorema 52 y conocer la funcién de densidad,
llamémosla fs de (21, ..., zy)

El E2 En Fn Pn~l Fl
T'(X)=T ; = ;
( ) (Fn+l Pn—i—l IﬁrH—l ) Fn-}-l 1-\n+l Fn—H
6(Tl)—l

fo(@1,-s2a) = (a0 (T) ) det( 52— = nto (T) ] = 1] = !

para 0 < 2z, < Zp,_; < ... < 1 < 1 y 0 cn otro caso. Cabc notar quc cn csta
dltima transformacién, aunque aparcntcmente no cambié la densidad, cambid
¢l dominio, lo que permite concluir la demostracién pues por el Lema 50 (a) la
densidad conjunta de (Uypn, Uzp, -y Unn) €3 f5 con

f4<$h ---1$n) = n!Hf(l',‘),l'" <.<n

como en este caso f(z;), que s la funcién de densidad de la distribucién Uniforme
(0,1), ¢s igual a 1 para z; € (0,1), por lo que

f4(I1|...,fL‘n) = n!(l)“ =nl0<z, <...<1y<1
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que ¢s igual a f3, por lo que
( p Tha Iy

Fn—i—l ' Fn-i—l T F‘n+l
que es lo que querfamos demostrar. =

) i (Ul,m Uﬂ.m tees Un.n)

.2 Tipos de Convergencia

A continuacién definiremos tres tipos de convergencia para variables aleatorias
(Xn)nz1, los cuales sc utilizan a lo largo de esta Tesis. El primer tipo de conver-
gencia que vamos a definir os la convergencia en distribucion.

Definicién 55 Decimos que (X,);2, una sucesion de variables aleatorias con-

verge en distribucion a la variable aleatoria Y, lo cual se denota X, = Y si
las distribuciones de las X,,’s tienden a la distribucion de Y en los puntos de
continuidad de esta iltima. FEs decir que, si F, es la funcién de distribucion
de X, para n en los naturales y Fy es la funcion de distribucién de la variable
aleatoria Y entonces se satisface

lim F,(w) = Fy(w), para todo w punto de continuidad de Fy

A csta convergencia se le conoce también como convergencia débil, ya que
los otros tipos de convergencia que definiremos la implican. Ahora veamos la
definicién de convergencia en probabilidad y la definicién de convergencia casi
segura.

Definicién 56 Decimos que (X,)o>, una sucesién de variables aleatorias con-
verge en probabilidad a la variable aleatoria Y, lo cual se denota X, Lysi para
toda € > 0 se cumple

nlEEOPﬂX,, -Y|>€¢)=0

(Cuando se diga X, 5 0o debemos interpretar como 3= £o)

Definicién 57 Decimos que (X,)2, una sucesién de variables aleatoriasc con-
verge casi sequramente a la variable aleatoria Y, lo cual se denota X,, = Y
st

P(limX,=Y)=1

n—0o0

(Cuando se diga X, =5 co debemos interpretar como 5= =5 0)
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La convergencia casi scgura también cs conocida como convergencia con
proba-bilidad 1 ¢ implica la convergencia cn probabilidad como veremos a conti-
nuacion.

Proposicién 58 Si la sucesion de variables aleatorias (X)L, converge casi
seqguramente a la variable aleatoria Y entonces converge en probabdilided a la
variable aleatoria Y (X, S5Y = X, 5 Y)

Demostracién. Supongamos X, =5 Y, por lo que P(lim X, = Y) = 1.

Consideremos la sucesién de variables alcatorias Z, = sup|X k= Y| por hipdtesis

con probabilidad 1 dado € > 0 cxiste N, tal que si & > N = | X~ Y| <e¢ 08
decir existe NV tal que

P(Z,>€)=0sin>N,

lo quc implica lim P(Z, > ¢) = 0 ¢s decir Z, £ 0. Ahoraseae >0

n—oo

P(IXn = Y| >¢€) < P(sup|Xx — Y| > €) = P(Z, > ¢)
k>n
Tomando limite sc completa la demostracién de que X, Ly n

.3 Teoremas Limite y las Funciones Empiricas.

En csta seccién definiremos las versiones empfricas de una funcién de distribucién
F' y de su inversa gencralizada F'—.

Definicién 59 Dada una una muestra (X, ..., Xn) con distribucién F, la fun-
cidon de distribucion empirica F,, quedo definida de la siguiente forma

1 n
F"(I) = ;Zl(xig} VzeR

i=]

Para poder afirmar algo sobre cl comportamiento asintético de F,, necesi-
tamos que las variables alcatorias (X)¢2, sigan la Ley Fuerte de los Grandes

n=]
Numeros que a continuacion crunciamos.
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Teorema 60 (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros) Sean X y (X,)32, v.a.i.i.d.

i . : n=1
y Xn — él"‘—"\zlj‘“_+xﬂ. entonces

Xa S E(X)
Si y solo si E(X) < o0

Teorema 61 Sean (X)), v.a.i.i.d. que siguen la LFGN con distribucion F,
entonces
Fu(z) S F(r)Vr €eR

Demostracién. Scan X y (X,)i%, v.aiid. que siguen la LFGN con dis-
tribucién F. Dada z € R definiamos a Y y a Y; de la siguicnte forma

Y = 1x<z), Yi = 1{xica),

Y y Y; son v.ai.i.d. que siguen la LFGN y E(Y) < oo.
Por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros

Y. 55 E(Y)
Y como
E(Y)=E(lyx<z}) =1P(X <2)+0P(X >2)=P(X <2)=F(z) y

- Y+Ya+..4Y, 1L
Vo= ==Y 1ix.<s} = Fulz).
nZ{x‘s} (z)

n

i=1
Por lo que por la LFGN
Fo(x) = F(z)
k4
Este resultado sc puede fortalecer més y se conoce como el Teorema de

Glivenko-Cantelli y tiene un sinmimero de aplicaciones. Otro teorema lfmite
que vamos a considerar es el Teorema de Limite Central.

Teorema 62 (Teorema de Lémite Central) Sean X y {X,}72, una sucesién de
v.a.i.i.d. con los dos primeros momentos E(X) y E(X?) finitos, sean entonces

Sn = X1+ ..+ Xn

u = E(X)<oo
0 < a®=Var(X) < oo
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Entonces
Sp—pun 4

$
a\/ﬁ_}

donde en este caso @ denota la distribucion Normal (0,1), es decir

1 22
P(z) = —=e"7

Ver

Ahora daremos una versién empirica para la inversa generalizada de F', uti-
lizando que si X}, es el k — ésimo mayor cstadistico de orden de una mucstra
con funcién de distribucién F, se cumplen las siguientes equivalencias

Xkn<z1 & Zf{x,-x} <k

i=1

- n-— ZI{X&I} >n—k

i=1

& D Iixica >n—k

i=1

1— k
- Iixeqp >1——
=g n; {X:i<z} =

k
E, 1——
& Fu(z) > -
Recordando que la inversa generalizada de F' s
F(t)=inf{zeR: F(z)>t}, 0<t<]1

Tenemos la siguiente definicion.

Definicién 63 Sea (X1, ..., X)) una muestra con funcién de distribucion F. Sea
Xkn el k — ésimo mayor estadistico de orden. La funcion de cuantil empirica
F,;~ estd definida de la siguiente forma

k k-1
F:(z)sz'nsil—E<a:§1~TparaxE[O,l]
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.4 Propiedades Estadisticas de los Estimadores

Sca &, un estimador del pardmetro ¢ basado en una mucstra de tamafo 7,
a continuacién enunciarcmos algunas propicdades que son descables para este
cstimador y que utilizaremos a lo largo de csta tesis.

1)Insesgado: Diremos que &, cs inscsgado para £ si

E€,—£€)=0

2)Consistente: En este caso tenemos que existen consistencia en el sentido
débil y fuerte R

(a)Consistencia débil: Diremos €, es un estimador consistente en el sentido
débil de € si

Ex 2 £ cuando n — oo

Es decir que converge cn probabilidad
lim P(|€, —&| >€¢) =0
n—oo

(b)Consistencia Fuerte: Diremos E,; es un estimador consistente en el sentido
fuerte de € si

Enﬁf, cuando n — 00

Es decir que converge casi seguramente o con probabilidad 1.

Algunos autores consideran el término consistente si el estimador cumple
E[(£ — €)% =0, pero no cs el término que mancjamos cn cste trabajo.

3)Normalidad Asintética: Diremos que 5; tiene asintéticamente una distribu-
cién normal si

V(€ — €) 5 N(0,v(€)) cuando n — 0o

donde v(£€) es una funcién que depende tinicamente de €.

4)Eficiencia Asintética: Un concepto que nos serd de utilidad es el de cficien-
cia asintética del estimador € de £ con respecto a otro estimador €, que se define
de la siguiente mancra

~ |var — cov(€,)|

eff(§) = lim (

n—eo lygr — cm.-(.f;)|

-
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donde var — cou cs la matriz de varianzas y covarianzas de la Dcfinicién 71.
De acuerdo a cstas propicdades descables analizarcmos ¢l desempeno de los
distintos estimadores ¢n los capitulos 2 y 3.

.5 El Método de Newton

E} método de Newton o método de Newton-Raphson ¢s un método para com-
putar una rafz dc la ccuacién F(z) = 0. La idca de cstc método es construir
aproximaciones cada vez més cercanas a la rafz, a partir de un valor inicial z;.

Estc método se basa en representar gréficamente F(z), es decir, la curva
y = F(z). Entonces buscamos la interscecién entre la curva y ¢l ¢je de las z. La
idca bésica cs encontrar una recta que aproxime £(z) (cerca de la rafz) y tomar
como aproximacion de la rafz de F(z) la rafz de dicha recta.

Si zp cs un valor incial, ¢l método de Newton aproxima F' con la recta que
pasa por (zo, F'(zg)) y ticne pendiente F'(zg), es decir, la rocta (z,y), tal que

y — F(z0)

r—2I

= F'(zp)

Es decir, y = 2 F'(zg) — 2 F'(z9) + F(zo). La rafz de csta recta cs ¢ = 29— ff—(’;“)%
Por lo que la férmula iterativa queda dc la siguiente forma
_ Fla)

Fi(z.)

Las propicdades de cste método han sido ampliamentc cstudiadas (vcasc Froberg
(1972) )

Tn+) = Ty

.6 La Funcién Gamma

La funcién gamma cs el valor de una integral que frecuentamente sc presenta
cn matemdticas. También con basc en esta funcién se define una funcién de
distribucién. En esta Tesis se presenta csta funcién, asf como sus primeras dos
derivadas, cuando intentamos calcular csperanzas para estimar los pardmetros
de la DVEG. A la funcién Gamma sc lc denota como I'(z) y cs la siguicnte

[+

I'(z) = /tx'le“dt

Q
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La propicdad fundamental de la funcién Gamma es que cumple I'(z + 1) =
zI'(x) lo cual se ve mediante la integracién por partes, veamos.

N(z+1)= ft’e"dt
0
Scan u y v de la siguicnte forma

u = t%dt entonces du = zt*!

v = —e~'dt entonces dv = e~'dt

Por lo que

o0 o0
T(z+1) = —t%dt]y f —zt" letdt =0-0+ z/t”'le"dt
0 0

I

zI'(x)

Puesto que tlim £ =0 (La exponencial le gana a )

Esta propiedad nos permite conocer el valor de gamma para todos los natu-
rales, puesto que

==} = 9]
r(1) = ftl‘le"dt = /e"dt = —eTdt]y =—0-(-1) =1
0 0

por lo que si n es un entero se cumple
I(n+1)=nl'(n)=nn—-1)(n-1)=nn-1)(n—2)..1T(1) =

Como dijimos anteriormente estamos también intercsados en ¢l comportamiento
de sus derivadas. Veamos cudl cs ¢l valor de su primera derivada:
LA DERIVADA DE LA FUNCION GAMA

I'(z) = d /t"’—l —tdt = f(dd =Mt — /In (t)e™ = Vetdi

/ In(t)t™ e tdt

]
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La principal propicdad de la derivada dc la funcién Gamma cs la siguiente
(2 +1) = z["(2) + [(z)

Lo cual ¢s una consccuencia directa de que I'(z + 1) = 2I'(z), pucs derivando,
respecto a z, tencmos que

(2 +1) = zT(z) + 1T (2)

De la funcion I no conoccinos algin valor que sca cntcro para obtencr otros
valores. La funcién que ha sido objcto de estudio cs la funcién Digamma que s¢
define como

¥(z) = = In((z)

El valor de la funcién Digamma cn 1 cs menos la constante de Euler que es
v = .5772157. (¥(1) = —v). (Veasc Luke (1969) pp.12). Esto nos permite
conocer dos valores de la funcién I que nos serdn de utilidad postcriormente

-y = ¥(() =
= ')

Lo que nos permite conocer al valor de IV en 2
') = 1r'(1) +rQ)
=1 ¥

LA SEGUNDA DERIVADA DE LA FUNCION GAMA
Finalmente estudiemos un poco la scgunda derivada de la funcién Gamma,
la cual tienc la siguientc forma

i

" d 7 o g
r (I) 'd—x/]n(t)tz—le—ldt — /ln(t)(zrelnt(:—i])e_gdt
0 o

/[]n(t)]2elut(z—l)e—ldt
0

_ / [In()| 26 etat
0
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La propicdad que cumple la scgunda derivada de la funcién Gamma, y que
nos serd de utilidad, es la siguicnte

IM(z +1) = 2I'"(z) + 2IV(z)
Lo cual cs una consecuencia directa de que I''(z + 1) = zI"(z) + I'(z), pues
IM(x+1) =2I"(2) + 1T(z) + '(x)
Para obtener valores de la funcién I nos apoyaremos en la derivada de la

funcién Digamma ¥'(z). El valor de la derivada de la funcién Digamma en 1 cs
Y'(1) = Z. (vease Luke (1969) pp.27). Esto nos permitc conocer dos valores de

la funcion T que necesitamos. Puesto que ¥(z) = (z)

tenemos que

Vo) = DENE - T EE)

[F(=) ]2
_ M=) _ [F' &
I(z) 'I'(z)
Entonccs
"Tz SR Iw(l I"’(l " l 2
T =Y =F5 o ~ by =T - )
=T"(1) -
Por cllo

2
(1) = % +42

Lo que nos permite conocer al valor de T en 2

I™(2) = 1I"(1) + 2I"(1)
2

L 2
LIPS S
6 +7 94

valores que como dijimos son necesarios para cvaluar esperanzas.
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7 Miaxima Verosimilitud

El método de Maxima Verosimilitud ¢s probablemente ¢l método més utilizado
cn Estadfstica para la cstimacién dcl parémetro 8 (no necesariamente de dimen-
sién 1) de una determinada funcién de densidad fg. Estc método consjste cn
maximar la funcion de verosimilitud o Ja funcién de log-verosimilitud, las cuales,
a pesar de tener forma distinta, alcanzan ¢l méximo en ¢l mismo punto. Estas
funciones son definidas a continuacién.

Definicién 64 Dada z = (2y,...,Z,) una sucesion de veriables aleatorias de
la cual conocemos su funcidn de densided conjunta asociada f)(g)‘m_ X, pero de-
sconocemos el valor del parémetro 0. La funcién de verosimilitud de § dada la
muestra & que denotamos como L(6,z) : © — (0,1] (donde © denota el espacio
de posibles valores de §) se define de la siguiente manern:

L(6;z) = f3)
donde © es el espacio de posibles valores de 0

Si bien para Jos fincs de csta tesis esta definicién cs suficiente, debeainos men-
cionar que existen casos cn que la funcién de verosimilitud no puede ser definida
de esta forma (Veasc Bayarri y Degroot (1988))

Aunque no siempre, en muchas ocasiones £ = (zy, ..., T,) ¢S una mucstra, cs
decir v.a.i.i.d. con funcién dec densidad asociada fp (8 desconocida). La funcién
de verosimilitud L, en cste caso cs la siguicnte

L(6;z) = [ [ fo(=:) para 6 € ©
1=}

Definicién 65 La funcion de log-verosimilitud es:
1(6; X) = log[L(6; X)]

y, como la funcidn logaritmo es creciente, alcanza su mdézimo en el mismo valor
que la funcidn de verosimilitud, si es que esta lo alcanza en algin punto.

Definicién 66 El estimador mdzimo verostmil 6 dado X es el valor 8 € © que
mazimiza la funcidn de verosimilitud, o, de manere equivalente, que marimiza
la funcién de log-verosimilitud

8= {0 eolif; X) > 1(6; X),Y0 € B}
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No siempre cs fécil encontrar este cstimador. Sin embargo, bajo condiciones
de continuidad sobre I, podemos aplicar resultados de Céleulo para maximizar la
funcién [, encontrando un valor que anule el valor de la derivada de la funcién /.
Para estos fines, y en el caso de que @ sea un vector en R™ hacemos la siguiente
definicion.

Definicién 67 Si el pardmetro a estimar 6, es un vector § = (0,,0,,....0,,)",
la derivada de la funcién de log-verosimilitud 1(0; X) : R™ — R la denotaremos
como grad(l) : R™ — R™. Es decir, la funcidn gradiente de | compuesta por las
derivadas parciales de la funcién de log-verosimilitud | es la siquiente

al(e) ale)  al(o)

grad[l(8; X)] = ( 20, 00, " 96,

)f

En ocasiones no sélo nos va a ser de utilidad el gradiente sino la matriz V' de
negativos de la derivada de grad(l), conocida como la matriz hessiana. Cuando
nos refiramos a las matrices utilizaremos la notacién M, .,,,. que denota cl espacio
vectorial de las matrices con n renglones y m columnas.

Definicién 68 Si 6, el pardmetro a estimar, es un vector 8 = (6,,0s,...,0,,)"
y la derivada de la funcion de log-verosimilitud 1(0; X) es el gradiente grad(l) :
R™ — R™ la matriz hessiana V' es una matriz con m renglones y m columnas, es
decir V € M,y compuesta por los negativos de las segundas derivadas parciales
de la funcién de log-verosimilitud

_& &
%’f" a0x86, 7 7 085,060
_ & _ & &
V(G) _ 9610627 802862° ' 80mdl2
8 4 _ &
90100, 00200, T 862,

Ahora vamos a defnirlas siguientes matrices conocidas como la matriz de
informacién de Fisher y la matriz de varianzas y covarianzas:

Si 6 ol pardmetro a estimar es un vector § = (8,02, -..,0,,)", la matriz de
informacién de Fisher cs la matriz M, compuesta por los negativos de las cs-
peranzas de las scgundas derivadas parciales de la funcién de log-verosimilitud
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basada en una mucstra de tamario n

E(-281), E(-32b), - E(—5im)

967 /) 36,96, 86m 061
o] _on
Mn(9)= E( 0010\9‘2 E( 032502 -~ E(- 00md02)
2 2 2
E(- ae?o;,,,) E(- oafz)le,,.) E(_a%,ff)

Otra matriz quc csté, relacionada con los estimadores maximos verosfmiles es
la matriz de varianzas y covarianzas dc 8.

Definicién 69 'Si 6 = (6),92, ...,Gm), la matriz de varianzas y covarianzas de
un estimador 8 = (91,02, 9 ) de 0 es la matriz (Var — Cov), definida de la
siquiente manera

Var(6,), Cov(62,6)), ... Cov(9m, b))

9 1,6 52), . Coullm. 6
(Var — Cov){0) = Cov(6,,6:), Var(0s), Cov(Bpm, 6>)

Cov(0y,0,), Cov(62,8), ... Var(8,)

Definicién 70 Sea A € M,y es decir una matriz con n renglones y n colum-
nas, decimos A es positiva definida si para toda § € R™ se satisface lo siguiente

A8 >0

Existe una gran variedad de trabajos relacionadas con la maxima verosimil-
itud, los cuales nos dan algunos resultados deseables para ¢l estimador maximo
verosfmil. Sin embargo, cstos resultados no son del todo gencrales, cs decir que
para que cl cstimador maximo verosfinil tenga bucnas propiedades se nceesitan
satisfacer condiciones adicionales, conocidas como condiciones de regularidad.

Cox y Hinkley (1974) demostraron una scrie de resultados sobre cl estimador
méximo verosfmil, siempre que sc satisfagan las siguientes condiciones de regu-
laridad:

(2)El cspacio © de posibles valores del pardmetro 6 ticne dimensién finita, es
compacto y cl valor real del pardmetro cstd cn cl interior de ©.

(b)Las funciones de distribucién definidas por dos valores distintos de 6 son
distintas.
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(c)Existen las tres primeras derivadas con respecto de 6 de la funcién I de
log-verosimilitud en una vecindad del valor real del pardmetro casi seguramente.
Ademads, cn tal vecindad, se cumple que n~* veces cl valor absoluto de la tercera
derivada cstd acotada por arriba por una funcién de la muestra, cuya esperanza
existe.

(d)La matriz de informacién de Fisher M, cs finita y positiva definida en una
vecindad del valor real del pardmetro y sc satisface la siguiente igualdad:

E(grad[l(0)]grad'{(9))]) = My (0)

Cuando sc satisfacen estas condiciones, Cox y Hinkley (1974) demostraron
que el estimador méximo verosfmil de 8, al que llamaremos 5,,”,‘, satisface las
siguicntes propicdadcs:

(c) El estimador 6,,,. cs consistente en cl sentido débil, es decir que tiende a
f en probabilidad

= P
9?’“.1‘). - 4 9

(f) El estimador g,,w’ es consistente en ¢l sentido fuerte, ¢s decir tiene a 6
casi seguramente

- 8.
Om.v. — 0

(g) El estimador @m0, s asintéticamente normal
VB — 0) 5 N(0, M (6))

Es decir que el estimador maximo verosimil es asintéticamente insesgado y tiene
matriz de varianzas y covarianzas asintética igual a la inversa de la matriz de
informacién de Fisher asociada a una muestra de tamano 1.

Casella y Berger (1990) demostraron ademas que el cstimador méximo verosfmil
¢s invariante ante traslaciones es decir que si Em,,,. es ¢l estimador médximo
verosfmil de 6 y 7 es una funcién, entonces 7(0m..) cs ¢l estimador méximo
verosimil de 7(6) (Teorema 7.2.1).
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