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Introduccion

La teoria general de la relatividad describe la naturaleza del los campos gravitacionales. Las
ecuaciones de Einstein predicen fenémenos antes inesperados tales como el colapso gravitacional,
las ondas gravitacionales y la expansion del universo. Las ecuaciones de Einstein consisten en 10
ecuaciones diferenciales parciales para las 10 componentes de la métrica. y no es ficil resolverlas
incluso cuando se trata de sistemas que presentan altos grados de simetrfa. Por mucho tiempo se
ba estudiado el problema de relatividad gemeral encontrando soluciones exactas, desarrollando
métodos de aproximacion o simplificando las ecuaciones imponiendo simetrias, sin embargo,
la forma directa es la integracién ndmerica de las ecuaciones. Este campo de investigacion es

conocido como relatividad numérica.

La relatividad numérica, simulaciéu computacional en la relatividad general. es un campo de
investigacién que esta muy cercano a las observaciones fisicas. tal como la astronomfa de ondas
gravitacionales.

Dificultades como evoluciones estables y de largo término. se suponfa serian superadas esco-
giendo condiciones de frontera adecuadas y elecciones de norma convenientes. sin embargo,
experimentos numéricos recientes. muestran que la formulacion estdndar no es la mss adecuada
para hacer calculos numéricos, y el encontrar mejores formulaciones se ha convertido en uno de
los principales temas de investigacion.

Este trabajo pretende ser una introduccién y una inotivacién para el estudio profundo de la
relatividad numérica. En el se exponen las ideas principales sobre la formulacién estandar de la
relatividad general para hacer un anslisis numérico, se dan nociones sobre el tipo de herramienta
matemética y numérica para levar a cabo este andlisis y se estudia corno caso particular las
ecuaciones de Einstein en simetrfa esférica. Finalmente se estudia un sistema en el cual se pueden

aplicar los conceptos desarollados a lo largo del trabajo, un agujero de gusano.

El trabajo esta estructurado como sigue: En el capitulo 1 se hace una revisién detallada de la
descomposicidn 3+1 de relatividad general tal como fue concebida por Arnowitt-Deser y Misner

[10] la cual requiere una distincién entre espacio y tiempo. En efecto el primer paso es elegir una



funciéin tiempo que marque s las superficies espaciales, luego se introducen la funcién lapso y el
vector de corrimiento que, jumo con la métrica inducida sobre la hipersuperficie, constituyen lo
que se conoce como variables ADM. El procedimento descrito rompe la covarianza, no obstante
este wétodo permite separar las constricciones de las ecuaciones de movimiento, lo que nos '

permite resolver las ecuaciones de Einstein como un problema de evolucion.

E] capitulo 2 esta dedicado a discutir las condiciones de norma, que dicen basicamente como se
debe construir nuestro espacio-tiempo a partir de las condiciones iniciales.

En el capitulo 3 se dan las nociones bésicas sobre sistemas hiperbélicos y las bondades que tiene
el escribir de esta formna un sistema de ecuaciones.

En el capitulo 4 se particulariza a estudiar un espacio-tiempo esféricamente simétrico y en el
capitulo 5 se introducen los conceptos y herramientas necesarias para entender lo que hay detras

de una simulacién nuinérica.

Finalmente en el capitulo 6 se muestra la evolucidn de un espacio-tiempo que posee un agujero

de gusano y se estudia el efecto que tiene una perturba_)c'ién en 8L

Vi




Capitulo 1

Formulacion Hamiltoniana de la
Relatividad General

1.1. Foliacién del espacio-tiempo

Las ecnaciones de Einstein estan escritas de manera tensorial, asi que no es necesario formularlas
en un sistema de coordenadas especifico. Sin embargo. esta forma presenta taiubién un desven-
taja pues escritas en su forma mds general, resulta que constituyen un sistema de ecuaciones
altamente no lineal de segundo orden y muy enredado.

En la actualidad, y con la ayuda de las computadoras, el sistema de ecnaciones de Eibstein
se resuelve de manera numérica. Sin embargo, cowo es bien sabido no basta “decirle” a la
computadora que lo resuelva, es necesario ensenarle a hacerlo y para ello hay que escribir de
manera conveniente las ecuaciones. L.a maunera més comin de hacerlo es formular el problema
de Cauchy correspondiente, es decir, dadas unas condiciones iniciales, y unas ecuaciones de
evolucidn queremos saber como evolucionan las variables.

En este capitulo se desarrollara una formulacién conocida como la formulacién 3+1 que nos
permitird tener a las ecuaciones de Einstein como un sistema de ecuaciones de evolucién y
ecuaciones de constriccién, para ello es necesario introducir algunos conceptos que serdn ttiles
en el transcurso de éste trabajo.

Para cada punto p en el espacio-tiempo se define el future cronolégico de p como el conjunto

I*(p) de todos los pumtos en el espacio-tiempo que pueden ser conectados con p por medio de
una curva temporal con direccion al futuro.

Se dice que una hipersuperficie tricdimensional S es acrénica si It (§)NS = @. en otras palabras.



si 1o existen puntos (p. q) pertenecientes a S tales que g € I'*(p).

Nos interesa trabajar en hipersuperficies acrénicas S que sean regulares y tales que las curvas
nulas o temporales que salen de ella cubran todo el espacio-tiempo. Las hipersuperficies con
estas caracteristicas se llaman hipersuperficies de Cauchy. Un espacio-tiempo que contiene una
hipersuperficie de Cauchy global es lamado globalmente hiperbélico. !

Una funcién temporal de Canchy sobre un espacio tiempo M es una funcién ¢ tal que cada
hipersuperficie de nivel de { es una hipersuperficie de Cauchy. Por tanto un espacio tiempo
que admite una funcién temporal de Cauchy es globalmente hiperbélico y todo espacio-tiempo
globalmente hiperbélico admite una funcién temporal de Cauchy. Un conjunto de hipersuperficies
de Cauchy no intersectantes que llenan ¢l espacio-tiempo se llama una foliacién del espacio-
tiempo, asi pues un espacio-tiempo globalmeute hiperbdlico siempre admite una. foliacién.

Se dice que una foliacién es espucial si cada hipersuperficie lo es, la foliacion representa una
descripeion particular de M que resulta de la evolucién de un campo gravitacional y sus fuentes,
esta descripcion depende de la eleccion de los datos iniciales sobre una hipersuperficie . La
construccion de la familia de hipersuperficies, asi como la eleccién de las curvas que pasan a
través de I; (a lo largo de las cuales los datos iniciales son propagados de una hipersuperficie a

otra) se oblienen como elecciones de norma.

Dado n® el vector unitario normal a las hipersuperficies ¥y, la métrica ga, del espacio-tiempo
M induce una métrica v, sobre cada £, dada por:

Yab = Gab + Bal- (1.1)

Sobre cada hipersuperficie los observadores cuya cuatro velocidad esta dada por el vector n” estén
momentineamente en reposo y “miden” sus distancias propias con la métrica g, inducida. Hay

que NOLAr que Yup es un tensor “espucial” pues 1’ = 0. La métrica inversa es:

¥ = g = g™ + nonb. (1.2)

Y su forma mixta es el operador unitario de proyeccién sobre la hipersuperficie

Yo = gy + 0. (1.3)

'En wn espacio tiempo globalmente hiperbdlico se tiene que M = m x R, e decit es el producto cartesiano de
una variedsd tridimensional con R.



Un problema esencial en relatividad general es que no existe a priori una familia de hipersu-

perficies preferida para un campo gravitacional desconocido, este problema sera discutido en el
siguiente capitulo.

1.2. Variables ADM

Considerando un espacio-tiemnpo globalmente hiperbslico, podemos foliarlo con hipersuperficies
de Cauchy £; parametrizadas por una funcién de tiempo global . Las hipersuperficies quedan
definidas por la condicién ¢ = cfe. Un campo vectorial importante en la descomposicién 341
es el vector 1* que forma el conjunto de vectores tangentes a las curvas dibujadas por x'=cte,
con ' las coordenadas espaciales. En el contexto de la formulacién 3+1 de la Relatividad
General, la dindmica del espacio-tiempo estard dada por Ja evolwion de la tres-geometria. Las
hipersuperficies representan una familia de subespacios Riemanianos de dimensién tres dotados
de una métrica inducida sobre la variedad tridimensioual. Resulta natural considerar a la tres-

métrica inducida par g4 sobre ¥; como una variable dindmica.

Se asume que se puede definir un sistema de eoordenadas adaptadas locales 2 sobre %, tal que
¥ = (,a'.2%,7%) representa también un sistema local de coordenadas de Af. es decir, las
hipersuperficies pueden representarse por el sistema de ecuaciones paramétricas x¥ = r#(x%,t).
Al ser 7 ortonormwl a las hipersuperficies { = cte existe una funcién a que relaciona Vi y n”
tal que

n=—aVt. (1.4)

( V es la derivada covariante compatible con gq), la funcién escalar a se denomina lapso y se
introduce para normalizar a n¥.

El vector de corrimiento se define como la proyeccion del vector £ sobre la hipersuperficie
Frp— (15)
Por tanto el vector t#, se descompone ortogenalmente como:

= an + 54, (1.6)

Hay que notar que la eleccion de las funciones de lapso y corrimiento no estan dadas a priori
por la geometria de las hipersuperficies ¥; sino se pueden fijar a cada instante de tiempo para

indicar la forma en que evolucionan los hipersuperficies.?

2A partir de este momento se utilizan indices gricgos para indicar que se ba escogido us sistema coordenado
y corren de 0 & 3, mientras que los indices latinos toman valores de 1 a 3.
3Hay que notar sin embargo que se requiere que t* 10 sea tangente a la hipersuperficie.

3



Puesto que estamos considerando el sistema de coordenadas adaptadas podemos obtener las
componentes contravariantes del vector no := (—,0.0,0). Ademds, gracias a la condicion de
normalizacién, encontramos que su componente temporal covariante es n' = 1/a y por la defini-
cién del vector de corrimiento:

8 =0,
lo cual implica por (1.6} que:
n® = (1/a.—f/a). (1.7)
Si se utilizan las componentes contravariantes del vector normal y la condicién de normalizacion,

se puede encontrar la componente g™ a partir de:

&nny, = g¥a? = -1,
por lo cual g% = —1/a2.

La tres-métrica es:

v = g i, (1.8)

¥y si se escribe la métrica en forma matricial:

! g
= & (1.9)

Por la definicién de la métrica inducida sobre ¥, tenernos:
9i5 = Vs (1.10)

g = —0o’ + BB, (1.11)

donde se ha uitilizado la tres-métrica para bajar el fndice-a F la forma matricial de la métrica
es:

ywz(_02+ﬁiﬂi ’3"). (1.12)

B Yij

Calculando g, el determinante de g,,,,. se obtiene:

4




g=-a’y,

con 7 €l determinante de ;. El elemento de linea queda como:

ds? = —(0® — B'G%)dt? + 28;dxidt + yijda'da, (1.13)
las variables a, §; y 7;; se conocen como variables ADM*, que corresponden a las diez compo-
nentes linealmente independientes de la métrica g,,..-

Un concepto fundamental en la formulacién Einsteniana de la gravedad es el de curvatura,

asf definimos la curvatura “extrinseca” o segunda forma fundamental como:

Kij =+ Vn;, (1.14)

que se puede escribir en forma equivalente como:

1
Kij=—

2[71.’7;']', (1.15)
donde £, se refiere a la derivada de Lie en direccién del vector normal®.

Basta utilizar la linealidad de la derivada de Lie para escribirla en términos del vector de cor-
rimiento comeo:

ot
donde se ha introducido D; que se refiere al operador de derivada covariante compatible con 7;;.

1 [0y ; .
Kij = N (d‘“ - D;Bi - D.’Uj) ) (1.18)

Es importante sefialar que esta ecuacion es puramente geométrica y corresponde a la evolucién
de )a Lres métrica:

%—l = —20Kij + Djﬂi + D.’]3j. (1,17)

1.3. Descomposicion ortogonal de tensores

Para estudiar ]a geometria intrinseca de la hipersuperficie ¥ y poder estudiar ls dinAmica regida
por las ecuaciones de Einstein, proyectamos los tensores definides sobre T(M) en Tp(%:), los

espacios tangeutes de M y X, respectivamente.

4 Amnowiti-Deser-Misner propusieron e éstas variables fundamentales en la descomposicién 3+1.
5La curvature exntrinseca de una hipersuperficie no tiene significado para la tres geometria concebida por si

misma, adquiere su significado e importancia al ser considerada inimensa en una variedad de dimensién mayor.



Un 4-vector w € T(M) se descompone en componentes normales como :

o= 4wy
donde w = —nuw*, y By = ur w?,

En el caso en que tenemos un tensor de tipo (1,1)

We =S pvy, (1.18)
es decir, simplemente proyectamos con el operador definido en (1.3) de tal manera que obtenemos
Wh=vi_ ana —Vinfy anan[’, (1.19)

puesto que es posible descomponer en componentes normales como:
Vi = vb n, Vi,

vy =22 vl afvi,
donde se ha utilizado:
Vi = —ngVy = n,ntVE
Sustituyendo las expresiones anteriores en (1.19) se tiene finalmente:
3Vaﬁ = Vaa . Vﬁ’nﬂ 3 Va“'nﬁ - V_[Lnonﬂ.
Asi un tensor de tipo (1.1) se puede descomponer como:

VSV 3 Ving £ Vinf 4 Vinen®. (1.20)

El tener un espacio dotado de una derivada es muy importante para realizar calculos sobre
ella, en especial para tener informacién acerca de su geometria, sin embargo la descomposicion
ortogonal de derivadas es un poco diferente, considérese la derivada de un 3-vector:

V“3wu = Vp’)':‘-l’o
= UJOVI»"T; + T:V/AW"
= V" +w'n,V,m" + 0" Vun,
= VW —w Ve + 0wV m,

= 1V, +w (K +a'n,) ~n W (K. + QoNy)-

6



El vector a” se define como: @ = n#V,n¥. Al proyectar la ecuacién anterior es posible obtener

una relacion entre la proyeccién de la cuatro-derivada con la derivada definida en la hipersuper-
ficie ® mediante:

V30" = DWW~ n W K. (1.21)

donde se ha utilizado la definicién Dow* == ¥4 44 Vo y 1a relacion 7] ¥V o = ¥y v V3w~ —
wlK%.

Por otra parte se tieue la descomposicion de V,w* como:

V' = Vi +win®)
= V,,Sw" + w1 Vun” 4 n"Vyw,
= V":‘w" +n'Vyw, — WJ.(K;: + a"ny,),
Si se escribe ahora:
V,. = ’YZVQ + n#V_j_\
donde se ha tomado V := —n®V,. y si se sustituye en V. tendremos la expresién signiente:

V' = 'yﬂVa"’w" + 0,V 3w + W Vawy + 0,V iw —wi (Kg + a'ny).

Que sustituyendo la expresién (1.21} y reordenando tendremos:

V' = Duaw" —wy K, +n"(Duwy —Sw“K,,,,)

+n, (V3 — a%wy) + ', Viw, .

Se obtiene un resultado importante que utilizaremos més adelante al contraer p y v :

V' = DBu 40,V %
Dl 3V n,
D3 +3 . (1.22)

que tiene importancia pues relacioun las divergencias de una forma diferencial en ambas var-
iedades.

SEl operador D, s define como {a pmyeccién de la cuatro-derivada V,, sobre la hipersaperfici: T, y resuita
adem4s que es la derivada covariante compatible con v;;

7



1.4. Ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi

Con el propésito de obtener al tensor de curvatura definido sobre I; en términos de la derivada
definida sobre M y tener una expresién que podamos calcular, aplicanos D a una 3-forma y lo
descomponemos en términos de la derivada V como sigue:

D,D?,w,.

VS A Vi Va5 ¥V2ug)
1E B Ml(Va %) ¥V3wg + 25(Var?) Vi + 75 10V Viws]

tomando en cuenta ademss que Y5 '7?, Vavi = —nfKge, relacion que se obtiene inmediatamente
al escribir v§ como & + n°ns e identificar térininos, es posible simplificar y obteuer

D,Dg*wy = —(vin* K po + 1’ Kup) Vel + 75 % 1 Va V0.

Con la definicién general del tensor de curvatura 3R, (*w,) = (D,Dp - D,,D_q)"’w., .yla
relacidn anterior se llega a:

1t

(D/JDC" - D/JD/:I)J“);A (A—;Ang - Ky/)Kg)3w8 + ')';‘ 7?) ')'Z(vave - Vz'vu)z'-‘-’l)

- AL a
(B;:_:f]\’z - K;Ap[\g) ‘5‘)8 + ')'g ')',Ea 7,1Ra£9”3w0~

I}

lo que nos permite obtener la relacion buscada:
SRﬂﬁ"llu = [LHK: - -Kup '5’ + 7:;’7}59')'2}%1;53&- (1-23)
Para encontrar el escalar de curvatura simplemente contraemos los Indices a, 3y p, p:

R = KK — K+ v Rycts
Kmr;K‘j" — K% + (g™ + i)™ + 271° Y Rocos
K, gK® — K® + R+ 2R, (1.24)

It

donde 2R := nfn®R,, y se utilizaron las propiedades de antisimetria del tensor de Riemman
para cancelar el término 7 n®nn® R4,

En [12] se muestra que (1.24) se puede escribir en forma més conveniente como:
R="R+ K sK™ - K2 2V, (a™ + Kn®). (1.25)

Fsta es la forma més commin de la ecuaciones de Gauss-Codazzi que dan la relacién entre los

escalares de curvatura definidos sobre cada variedad. Si, por otra parte, consideramos la derivada

8



de la curvatura extrinseca:
DuKuy = 2592 viVaKas
= 5 nV (1 Ven)
= VSV Veng + Vo (15)Vnp))
= Kpn®Vang — 15 %7V Vens.

se obtiene:

I

D,K., — DK, VYNV = VVo)ng

—’73 ’7.(, ’YﬁR:([j"m

il

Obtenemos las ecuaciones de Codazzi-Mainardi.

DpKyy — DyKpy = =545 Yo Racs, (1.26)

1.5. Proyeccién de las ecuaciones de Einstein
Las ecuaciones de Eiustein se escriben como?:
L
Ry - §Rym, = BT (1.27)

st proyectamos esta ecuacion con un indice en direccién normal y otro en direccion de la hiper-
superficie tenemos:

’){\‘n"R,w - %R‘y,\,,n" =8xn' T, (1.28)
Si contraemos la derivada de la curvatura extrinseca dada por las ecuaciones de Codazzi-Mainardi
{1.26) tendremos:

D,KS— DK = =7+ Rycpan®
= ~95n°Req — 971" Rogpan®
= —%n®Ra

donde, por la antishmetria del tensor de Riemman. el término n*’n"H,,(g,,n" seanulay K = K, ,’,’ .

Al sustituir en las proyecciones de las ecuaciones de Einstein (1.28) obtenemos:

D,K® — DK =8nJy, (1.29)

"Se considern el sist g Strico de unidades en el coal la constante de gravitacion universal G v In velocidad

de }a bz ¢ son iguales a 1.



En donde hemos utilivado el vector de densidad de momentos definido como:
I = T (1.30)

A la relacién (1.29) se le conoce como constriceidn de momentos.

Si proyectamos las ecuaciones (1.27) sobre la direccion normal con n#n” encontramos.

1 1
n*n’ Ry, — ;Rn“n"g“,, = n'n"R + ER

_ 1,
8an/'n"T,,

i

8wp

donde p es la densidad de materia que se define como p = n#*n”T,,. Utilizando (1.24) para
sustituir n*n” R, llegamos a:

3R — K, aK™ 4+ K = 16mp. (1.31)
La ecuacién (1.31) es la constriccion hamiltoniana.
Si tomamos la traza de las ecuaciones de Einstein obtenemos que
R: = —4n(,8T — 2T¢).
y después de proyectar sobre una hipersuperficie encontramos
TGRY = —4x(33T - 253). (132)

donde hemos definido Sg = ')-ﬁ')-gTé‘. Al contraer los {ndices 2 y 3 en la ecuacién (1.23) se
obtiene:

5.0
RI’P = Rm,_‘a = I\’;:Ka.,_‘ — Kg[{pﬂ + ’7;:’)0‘)'“Rg59&. (133)
El iltimo término de esta ecuacion lo podemos escribir tambiéu como:
A5 90(88 + nan®) Ros®

V5 ¥pRoo + 45 i Ra10™"- (1.34)

5.0
Yp Yo TpRose®

El siguiente paso es escribir estas ecuaciones en términos de las variables ADM, para ello con-

traemos el tensor de curvatura con el vector normal a las hipersuperficies:

RusPns = Vo Vi, — VsVan,.
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al proyectar con el vector normal:

A é
n RnA‘y ns

nAV,_.,V,\n., - nAV,\VC.n«,
= Vﬂ(nAVAnq') — (V“n.A)(V,\n,,) + n.‘\VA(K«,a + Gy Tla)
= Vat,— (KX + @) (Koy + Gm) + 02V Ko + 1 Vaaym,

= Vea, — K;\KT,\ - a*n.,KH + 2 VKo + a*na Ve, +a4a%,
Podemos escribir entonces:
VGBI = 8 i Viay — KM Ky + 7,‘,’*,»-;,'11’\VAK2 + a,a”.
El tercer término lo podemos escribir, después de sumar y restar térininos, como:
VAKD = *VoKY ~ K2Van? + KV 0t + K3Van? - KSV,n?,

si ademss introducimos la derivada de Lie (l.’,,K)g en la expresién anterior {que reconocemos

como los primeros tres términos) y sustituimos K,5 = —V3n, — 2antg encontramos:

1).'\V,\Kg

(£nK)S - KXKS + a®ny) + KK} +a’ny)
(£a.K)% + a*n K.

Al sustituir en términos de la derivada de Lie se obtiene:
VW YERTy = DPag — K Ky + 19 93(£.K)® + a%ag.
Llevando este resultado a
o api 3 R2+ KK?Q ——KOI('\ A (IRn 1 (1_35)
78 W e g+ KKg ARG — Y 130
relacién que se obtiene al sustituir {1.34) en (1.33) y subir el segundo indice renemos que:
2R =2 RG+ KK§ ~ DPag — v 3 £.K)% — a%ag. (1.36)

La derivada de la curvatura a lo largo del vector normal esta dada por:

(£aK)) = n*O\KE — K20\n” -+ K0ym?,

Puesto que la derivada de Lie es invarionte ante el intercambio de derivada covariante por
derivada parcial. Sustituyendo n# = %(t“ — 3") es posible escribir [12]:

) . K K?_ . KM
(LK) = n*ohK? — T’oﬁ’ + —05137_3* + L

(9,\(!. (1.37)
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Si ahora proyectamos sobre la hipersuperficie:

. K o
ALK = 13 AP OKE — % Lo, (1.38)
podemos escribir (1.36) como;
K) Ko
Wy = R + KK — Dag—§ 13w K] + ‘”uf’ o= 7"01‘1" ~a“ug, (1.39)

Al expresar la aceleracién en términos del lapso {15}

30
a3 =5 Vp(ln(a)) = Dsa .

obtenemos su derivada como:

DDz (D*a)(Dsa
Dhay = p(R2) _ DDaa_ De)Dsc)
a a I
resulta entonces que podemos sustituic —D?ag — a®ag = —% en las ecuaciones (1.32) y
(1.39) para obtener
KA a Ku
R+ KK ook 202 e K0 g g0 DD _yriyar_ags) (1a0)

Hemos demostrado en (1.38) que los términos 3. 4y 5 corresponden a la proyeccion de la derivada
de Lie y por tanto es posible escribir:

DD
VAN LK), = By + KK§ - =
a
que al wtilizar 1a linealidad de la derivada de Lie y la expresién para el vector normal en términos
del vector de corrimijento y el vector # nos da la ecuacion de evolucién para K:
WH(£sK)E + (LK)} = «* RS + KK§) — D*Dga + dn(y§T — 253).

Si escribimos esta ecuacion en forma de componentes encontrainos:

OKi + BBK] + K{9;8' + Kjd + D'Djo — o B, + KK3) = dma(viT - 25}).  (L41)

1.6. Principios variacionales y ecuaciones de Hamilton

Para la construccién de un hamiltoniano es necesaria la descomposicién del espacio-tiempo en
una familia de hipersuperficies espaciales. Los momentos canénicos conjugados son definidos

como las variaciones de la lagrangiana con respecto a las derivadas temporales de la métrica
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¥i; (el pardmetro ¢ que etiqueta cada hipersuperficie). El propdsito de esta seccién es mostrar
como a partir de principios variacionales definidos sobre la hipersuperficie, es posible recuperar
la ecuaciones de Einstein obtenidas en ls seccidn anterior simplemente aplicando el operador
de proyeccidn. Se verd que las ecuaciones de Hamilton dictan la dindmica de la métrica y su
momento canénico conjugado.

La nocién de formulacién lagrangiana en teoria de campos es similar, en cierto sentido, a la que
se tiene en mecdnica clasica de particulas, ya que uno especifica el funcional de accién como
una integral de la funcién lagrangiana (£) sobre una trayectoria. El problema variacional en
relatividad general es estudiar una regién compacta Q de la variedad tetradimexsional M y
considerar un campo tensorial que se amula en la frontera de f).

Para el caso que nos ocupa necesitamos construir un hamiltoniano para la accién gravitacional
en términos de las variavies ADM. Para ello utilizamos la ecuacion (1.25) para escribir la la-
grangiana gravitacional como:

Le = V-9R
a3 (33 + K pK% — K2 — 2V, (a® + Kn")) . (1.42)

1

Siguiendo los métodos convencionales se define el momento candnico conjugado de 44y como:

oL
w® = G = K - Ky, (1.43)
67

.ab
Llevando a cabo la transformacién de Legendre Hg = 70 7 - L{n, v®) se obtiene 1a densidad
hamiltoniana.

He = % (x““z, - T;) ~— /AR + 25Dy 3y (1.44)

El Hamiltoniano en términos de las variables ADM y de los momentos conjugados es:

2
= & b T 25% 1.45
H Qﬁ(ﬂ'ﬂ Tab 2) aR\ﬁ+27r D{,f’b. ( )

El 1ltimo término contribuye sdlo en la frontera pues completando la derivada total obtenemos

[ L _ﬁ _ i~ “ib) (ﬂ) 1.46
Hg fnﬁ(r Tab 2) a5 —2/78a (D"\/’T.' + /7Da 7 ) (1.46)

13



Como primer paso hacemos las variaciones con respecto a a ¥, encontramos directamente:

e

baHg = 7%rg — 5 RV7. (147

Notamos sin embargo que la densidad lagrangiana no contiene ninguna derivada temporal de o
6 B asi que sus momentos candnicos conjugados son cero y tenemos por lo tanto:

ﬂabr.,b-’f;_gﬁzo_ (1.48)

Si realizamos ahora la variacién con respecto a 3,, por el argumento antes presentado obtenemos:

) = —_— = ( 9)
H ; — D —0 1.4
3G n\/_

Las ecuaciones (1.48) y (1.19) son las constricciones hamiltoniana y de mopsentos, pero que
toman su forma usual una vez que consideramos la definicion de 7. Al llevar a cabo la variacién

con respecto a 7 tendremos:

2
8. Hg = / 25, (ﬂ"bxub— ’f—) — (R /F) — 8:(21™ D 3p).
['Rval 2

Haciendo explicitamente I variacién en el prier término se tiene:

by ('ﬁ“b‘lrab - ?) = (2o — Yoy b (7), (1.50)

mientras que la variacién del segundo y tercer término es nula pues no dependen explicitamente
de w.

Es posible entonces escribir la variacion de la accion hamiltoniana como:

S He = [ O Oy — TYab)0n (7%) + 2D Bob ().
a VY

La ecnacion que dicta la dinAmica de la métrica, la ecuacién de Hamilton es:

8 &Hg
at T b

@

= Ty(Qﬂab - 7‘“)'06) + Duﬂb + Db,@n-
Para ver la relacién que guarda esta tltima ecuacién con la ecuacién (1.16) es necesario cono-
cer mapcomo funcién de K,y (es el andlogo de la transformacion que se tiene en mecdnica de

particulas, tenemos las ecuaciones de Hamilton en términos de los momentos v coordenadas

¥ Decidimos considerur las viriaciones con respecto 8 8,. a. 4 ¥ 7 por separndo pari mayor caridad.
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generalizadas y queremos recuperar las ecnaciones de Lagrange en términos de las ooordenadas
generalizadas y sus velocidades). Esta relacion se obtiene a partir de (1.43), si se sustituye di-
rectamente en (1.51) y utilizando la relacién entre las trazas de ambas variables = = 2K /¥
ec.(1.43) obtenewmos :

a:b = ~20Ka + Doy + Dyfa, (1.51)

que 1o es otra ecuacién que la (1.17), se ha recuperado la ecuacién para la evolucién temporal
de la métrica.

Para hallar 1a ecuacién de movimiento de 7 se deben considerar las variaciones con respecto a

“Yab, €scribimos entonces:

1 2 o 2
(5—7HG = /{;(16-7- —\/—z“) (ﬂ’nbﬂ’ab - 7) + "—50«,(7("[’7(,,1, - ?)
i aby _os 7 \]
_67(01?\./;;) +257(D(b3a)77 ) _2‘)7 D, | Be—= HE
V71/1
El primer término es la variacién del detenuinante [18] que esta dada por:
(;.,
467 (152)

~

Para variar el segnndo térmiuo, aunque pareciera que no depende de v4, hay que recordar que
se tiene la relacion 7y, = Ya™® y por tanto la dependencia de g esta hmplicita. Una vez
que se escribe esta dependencia y se introduce la variacion, queda como:

I

2
%57 (”“bﬂab - %) = %n”"&,(’m)‘mﬂd‘ + 18y ()T — 7y ea 8 (Yab)

= i“? 5 (Vad) + o8, (ve) — T8 (Vab)

N
= 77 (e + i = 5 m)8, (1)

La variacién del tercer término se lleva a cabo descomponiendo el escalar de curvatura como el

tensor de Ricci multiplicado por 1a métrica y utilizando nuevamente la férmula para la variacién
del determinante:
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aby(Ry/3)

1

o (Ras™0(y/3) + 3 (Ba)y™ V3 +6,(7") Ran/3)
N (—Rm“’@mﬁ(v“”) 6, (Ba VA + 67(7"")12@\/%)

il

R
o (<5 + Rad/380) +5,(Bew ) 75

En esta dltima relacién obtenemos un término que requiere tratamiento independiente pues en

€] se encuentra implicita la métrica a través de los simbolos de Christoffel.
5(Ban™VA = 8 (0Tl - 0Tl V3

(0,15-;'['2!:, - &:5vrdad) VA

Dy (“/"b%fﬁb) - Dy (7'"d57rﬁb) v

D4lSV)\/3.

Il

I

en donde se ha definido SV como ¥V := 45,1, — 4295, término que scré analizado
independientemente. Por lo pronto escribimos ady (Rﬁ) como:

q
!

ad{Ry/7) =a [(Rﬂ;, — ng)ﬂ&,(ﬂ/“b) + D,;{%Vd}\/:,j

El dltimo término necesita ser escrito en términos de 3¢, lo que implica utilizar la métrica y por
tanto si se ve afectado por la variacion como:
26, (DpBun™) = 20°6,(DiBa)
27"0b [6'7 (Dbﬁc)')‘ar + DI:BC67(7a<‘)I
25 [ﬁd'YaL"s’y(de} + Dbﬁc‘sv("'m‘)] .

)
1

Podemnos escribir ficilinente la variacion total como:
2 % ab
o (R - )30~ [ 7]
20 [ B8y (D) + 20 (D676, ()

Notames que es posible escribir [Da{aJV Al - [Da(@)3V4, /7] en lugar del término
a [Dd(E}V'i)\/ﬂ esto lo hacemss para tener un término que sea posible eliminar dadas las condi-
ciones de cantorno.
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El término resultante IV 1o descomponems pues tiene implicitos en los simbolos de Christoffel

términos que nos seran de utilidad para eliminar m4s términos en la frontera. escribimos asi:
SV = 8T =16, Th
abg ¥
= 7{ T[Da(‘s-ﬁdb) + Dy(847aa) — Dl by v00)]}
bd
¥ .
-y {”—[Da(oq'de) + Du{8Yea) — Dal877a0)]}

= —h“” M Do (8 7a) + DoldyYaa) —~ Da(dven)]-

Con este resultado podemos escribir $V¢D.a, wna vez hechos los productoes correspondientes,
como:

i

VDo W’”w“’D Du(8: 74} + Y Do Dy(8-Yad) — 10V Detr Dy(8yva) +
“7GC7MDL0-Da(6')'?db) = 1"y DeaDy(8,Yos) + 1"V DetDa(8%ab)}

= {y**D?aD,(8: ) — v** D aDy(dv)}-
Donde se han swnado los términos equivalentes. Renombrando los {ndices mudos es posible

simplificar aun mas para escribir:
SV Deax = (v D% — v D) (Da(6.vab))-
Por otra parte el término Da{@)IV¢,/3 se expresa como:
Dy(@)3VI/5 = Da{(x*D% - **Da)(51a)}V3

—Da(v® D% — 1% D) b va) V- (153)

que contiene un término de derivada total que podemos eliminar al integrar sobre la frontera.

El término 27 [$97,.4,(I'S,)] lo descomponemos en términos de la méirica de la siguiente
manera:

21 [ 80c8 (T | 2r“"d"m[ Y*(Da(8%a) + Do{670a) = D (m)]

3% (D (6va)] -

donde se encuentra que es posible eliminar un término en la frontera al escribir de manera
equivalente:

[517““)7(1 db)] Dd[ ﬂd(&?ab ]

et , i
/i~ Da (7-)(5%% (154)
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Estarmnos listos entonces para escribir la variacién del hamilvoniano como:

&He = /n—%'r"b (W“tﬂ'a_d - ﬁ) (vap) + -\2/% (Ff <b W(:W) 04 (a0}
+a [(Rab -3 ) \/—o.,('w,)] [Dd{a&v“}ﬁ]
+Dy [(v# D= 1 D) (E7a8)| VF ~ Du (v D D) (Bran)
+Dq [ ":’/‘i”"")l Vi - Dy ("”\/i’d) (v
+27"nb [Dbﬂc57 ’Yac)] -

Obtenemos asf la ecuacién de Hamilton para 7 como:
9 2o dHg
ot va

_ o T\ 22 _r

- g (e ) - ()
—a/~ (R“b - 1;_27,,,,) + (D"D“o - ’)'"deDda) VY
+Dd(wabfd
Vv

Para obtener esta ecuacién en términos de la curvatura extrinseca basta recordar la ecuacién

(1.43) y una sustitucién de (1.51) en la ecuacién (1.55) nos lleva a:

I

) V7 = 2% DA (1.55)

HK® = -6, K% — K*“PB, — K8,3" — D" Dba + a( R + KK® ~ 2K K®).  (1.56)

Recuperamos la ecuacién de evolucion para K pero esta vez se obtuvo de un principio puramente
fisico, las ecuaciones de Hamilton.

1.7. FEcuaciones ADM

Hemos mostrado que es posible obtener las ecuaciones de Einstein en su forma 3+1 utilizando
dos métodos diferentes y hemos llegado a expresiones equivalentes de las mismas. Sin embargo,
a lo largo de este trabajo siguiendo la forma usual de trabajar en el formalismo 3+1 decidimos
utilizar las ecuaciones en términos de la métrica v de la curvatura extrinseca en vez de sus

momentos cancnicos, es por eso que a manera de conclusion escribimos las ecuaciones que serdn
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utilizadas a lo largo de esta tesis. Las ecuaciones de Einstein son 10 pero hemos mostrado que

se dividen en dos grupos: 4 ecuaciones de constriccion y 6 de evalucién:

Las ecuaciones de constriceién son:
SR K,,gK'a“ + K% = 167p, (hamiltoniana) (1.57)
D K% — D\K = 8nJy, (tnomentos) (1.58)
Y las ecuaciones de evolucién son:
Orvi; = —20K; + D;3 + Dif3;. (1.59)
y la ecuacién para K:

a,_f(,-j = ﬁ,B‘K.-,- + K,‘[@jﬂ' + Kljal.gi
—D;iDja + « (R.']- + KK;j — 2K§Kﬂ)
+4xr (’}’,‘jT — QS,J) . (160)

Con esto terminamos nuestra revision de las ecuaciones ADM.
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Capitulo 2

Condiciones de norma

2.1. Funcidn de lapso

Uno de los problemas esenciales a los que se enfrenta uno cuando pretende resolver las ecuaciones
de Einstein es escoger el sistema coordenado mis conveniente, basta recordar que las ecuaciones
presentan esta libertad de eleccion conocida como liberted de normna.

En el caso de stmulaciones numéricas, una mala eleccion del sistema de coordenadas puede
acarrear resultados incompletos e incluso puede evitar que se obtenga informacién necesaria
para ver resultados fisicos, en el sentido de que el cddigo numérico se detiene y no permite
ver que ocurte a tiempos posteriores. En el caso de la solucion de Schwarzschild por ejemplo,
se tienen dos tipos de singularidades, unas que existen en la naturaleza y otras que surgen
debido a nuesira mala eleccién de coordenadas, sin embargo al resolver numéricamente ambas

singularidades tienen la misma desventaja: el cédigo numérico se detienc.

La libertad de norma en el caso geometrodinamico®, se ve reflejada al escoger 1a funcion de lapso
y el vector de corrimiento para construir la foliacién del espacio tiempo. La funcién lapso, indica
el tiempo propio medido por un observador que se mueve ortogonalmente a las hipersuperficies
que constituyen la foliacién (observadores eulerianos), mieutras que el vector de corrimiento
indica la forma en que las lineas de tiempo. cuyas coordenadas espaciales son constantes, se
propagan de una hipersuperficie a otra.

La eleccién de Ja funcion lapso y vector de corrimiento se lleva a cabo de maltiples maneras.

Por ejemplo en algunos casos se da una ecuacion de evolucion para el lapso, en algunos otros se

'En el contexto de la formulscién 3+1, la dindmica del espacio-tiempo estard dada por la evotucion de la

tres-geometria por eso el nso del término geometrodindmico



pide que satisfaga una ecuaciéu algebraica o simplemente se le da un valor predeterminado, sin

embargo, la eleccién no deja de ser arbitraria.

En las siguientes secciones se revisardu las condiciones més imiportantes que le son impuestas a
la funcién de lapso.

2.1.1. Foliacién geodésica

La eleccion mas simple que podria hacerse al escoger una foliacién para el espacio tiempo es
considerar @ = 1que corresponde a considerar que los observadores eulerianos se mueven en
caida libre ? y que las hipersuperficies que comstituyen la foliacién son geodésicamente paralelas.
Sin embargo, las lineas de mundo de los observadores eulerianos tienden a concentrarse debido
bésicamente al camno e oritacional. Para notar esto considéroer  couacion de cvolusidn pata

la traza de la curvatura extrinseca:
Li(trK) = —y®D,Dya + a [I\’,,bK"b + %(p + trS)} + LK. (2.1) -

La ecuacién de evolucién para el determinante de la 3-métrica, es decir el elemento de volumen,

medido por los observadores eulerianos es:
1 B
£y (lu(‘y)i) =—attK + D,3". (2.2)

Cuando a = 1 la convergencia de las geodésicas eulerianas trk" = —Vn® = l‘,.(lu(')-)%) tiende

a crecer sin limite, al sustitnir en (2.1) con 3 =0

£{uK) = a[KubK“b+$(p+ uS)]
> 0 (2.3)

resultando entonces en una singularidad coordenada (y — 0).

La condicién de foliacién geodésica tiens como principal desventaja que al ntilizarla para evolu-
cionar, digase, un agujero negro, rapidamente encuentra la singularidad y por ende la evolucién
se detiene.

2.1.2. Lapso maximal

Debido a los inconvenientes que presenta la foliacion geodésica, se propusieron pucvas condiciones

para la funcién lapso. Lichnerowicz [7] propuso que un posible remedio era escoger el lapso de

*La aceleracién de los observadores eulerianos a® = 17 Dy{In or) sera igual a cero pues o = 1.
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tal forma que ttK = 0 en la hipersuperficie inicial y. que countinuara siendo cero durante la
evolucion. Si se considera esta condicién en la ecuacién (2.2) entonces el elemento de volumen

de los observadores eulerianos es independiente del tiempo.

Por otra parte la condicion trK = 0 unplica que el volumen en cualquier regién Q de la hiper-

superficie ¥ es un maximo relativo a cualquier otra hipersuperficie que coincide con £ fuera de

Q.

Si se pide que trK = 0 = §,(trK), entonces de Ia ecuacién de evolucién para tr& encontramos
que se debe satisfacer la ecuacién:

Ao = [K.,I,K"" + %(p + trS')} o, (2.4)

que es una ecuacion lineal eliptica. Si adewds se satisface la constriccion bamiltoniana, (2.2)
toma la forma:

Aa = [R - g(p - trS)] . (2.5)

v en el vacio:

Aa— Ra =0. (2.6)

Para estudiar €l comportamiento cualitativo de ésta ecuacion. York [15] asume un espacio tiempo
que coutiene un agujero uegro, que g €5 la métrica plana en coordenadas esféricas y que R
es esféricamente sirétrioo y coustante Rpen una regién de radio a alrededor del arigen y cero

fuera. La solucién de (2.6) es:

sinhx
a= Teomhrg D=z <m0 (2.7)
14+ W\h;:ru-_fn > xp

donde 1 := /Ry , 7¢ := a/Fo.

Si xp = 0, que corresponde a curvatura escalar cero, entonoes a = 1 en todos lados. Conforine
xg crece el lapso comienza a caer en la region donde Rp # 0 y luego comlenza a crecer como
1+ 9(1/7) conforme r tiende a infinito. El valor minimo de « ocurre siempre en el origen y vale

Qin = 1/ cosh{xg) , asi para valores grandes de g el minimo del lapso se comporta como e ™™,

Una vez que se entiende el comportamiento del lapso para este tipo de espacios, es natural
preguntarse por ejenplo cual seria una correcta generalizacidu del parametro xy = ay/By, o cual
es la dependencia real entre el lapso y xp con el tiempo. Si legaremos a tener nna respuesta
a estas preguntas podriamnos decir entonces cuanto tarda el lapso en caer a cero y detener la
evolucidn cerca de la region en donde el campo gravitacional es muy intenso y sj este tiempo es

menor al tiempo en que se alcanza una singularidad.
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Figura 2.1: Se grafica el lapso como funcién de x, y se muestra como cae a cero cerca del origen

Para generalizar el parametro xg en el caso esféricamente simétrico se escribe:
X
xg = / VRdr = a/R(r = 0),
0

que al ser R = 9(1/7') y v = L +9(1/r), 19 es siempre real y finito.

Para el caso de un agujero negro de Schwarzschild, es sabido que el tiempo propio en alcanzar la
singularidad desde el horizonte es 74 = wM, (vedse Ref.[18] por ejemplo) mientras que el tiempo
propio en el cual la foliacion maximal detiene el colapso es:

Timdx = / Gmindl = / 1/ cosh(xo)dl = 1L91M < 7. (2.8)

El modelo predice entonces que el lapso colapsard y detendrd la evolucién autes de que la
singularidad sea alcanzada. El compartamiento cualitativo de a en el caso de espacio plano
con curvatura constante (2.6) es similar a lo que ocurre en espacios-tiempo completos que son
desarrollados con la condicién de foliacion maximal. Esto indica que las soluciones a (2.6) estardn
determinadas principalmente por la curvatura escalar sobre las hipersuperficies y por tanto el
colapso del lapso es debido a las propiedades generales de las ecuaciones elipticas ¥ no depende
de los detalles de los campos gravitacionales fuertes. Para que €l tiempo propio f,;x adr —oc a
lo largo de la lines de mundo de un observador lejano del campo agujero negro y se tenga que
f(;” adr <M en la region central, la funcién lapso debe aproximarse a cero muy rapidamente
en el campo gravitacional {uerte, mientras que a — 1 en el infinito espacial. Este comportamiento

de la foliacién maximal se conoce como evasidn de singularidades.
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2.1.3. Ewvasién de singularidades

Si uno se restringe a sistemas de coordenadas correspondientes a observadores Eulerianos. las
singularidades de la foliacion deben corresponder a singularidades en las lineas temporales y
viceversa. Esto es debido a que la métrica tridimensional inducida sobre cada hipersuperficie
coincide con la métrica de los observadores normales. Considérese, por ejemaplo. Ia linea temporal
z* =z} y el tiempo propio 7, a lo 1argo de esta linea. Supongase, ademis, que el elemento de
volumen /7 se anula a un tiempo dado 7,, /7(7,) = 0, ésta es una singularidad tanto en
las lineas de tiempo como en la foliacién pues la métrica sobre la hipersuperficie deja de ser
invertible en esos puntos, lo que corresponde a un grave problema porque el algoritmo numérico
se detiene y no es posible pasar a la siguiente hipersuperficie. Se dice que )a )inea ¥ = x) tiende
a concentrarse en una singularidad si /¥(7,) se anula y ademas su derivada con respecto al
tiempo propio permanece acotada es decir: j8,\/7(T,)] < B para alguna constante finita B.
Esta condicién se adopta con el fin de excluir singularidades que ademds. tienen un cambio

repentino en el elemento de volumen.

2.1.4. Condiciones de foliacién hiperbélicas

La familia de condiciones de foliacién hiperbalicas se obtiene si se pide que el fapso satisfaga la
ecuacion de evolucién conocida como condicion de Bona-Masso, va que fueron ellos quienes por
primera vez probaron las bondades de esta ecuacion [4] :

da . .
= fle)trK, (2.9)

con % o= (O — £), £31a derivada de Lie a lo largo del vector de corrimiento, f(e) uua funcién

de o y trK la traza de la curvatura extrinseca.

Al tomar la segunda derivada de {2.9) se obtiene:

% = —a*f(a) [d‘;tK —a(2f +af) trl\'ﬂ : (2.10)

que sustituyendo la ecuacién de evolucién de trK

. g1
dtdl'tK =-D’a+a {K,‘jK‘J + E(P"‘ LrS')} .
encontramos que para el vacio:
% —a?f(a)D%a = —a® f(o) [Ki K" — (2f + af JrK?] (2.11)

que indica que el lapso satisface una ecuacidn de onda. La velocidad de onda asociada a esta

ecuacion es af'/2 Jo cual nos da una restriccién, que f debe ser positiva.
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Foliacién arménica

De la ecuacién (1.41) y recordando la expresion para la derivada del determinante utilizada
anteriormente (1.52) se obtiene®:

;t 12 = —afy,l,ﬁtrK, {2.12)

Al tomar f =1 en (2.9) y sustituir la expresién para trK se encuentra una relacién entre a y
2
W
a = h{z*)L/?, (2.13)
con h{z') una funcién arbitraria independiente del tiempo.
La relacion (2.13) se sigue para observadores que se mueven en direccién normal a las hipersu-
perficies y por tanto el elemento de volumen 731/2 es el asociado a ellos.

El towar f(a) =1 en {2.9) nos conduce a la condicidn de foliacién armdnica, pues en [2] se
muestra que esta condicién es equivalente a :

0% = ¢#T9, = 0. (2.14)

con [ el operador D'Alambertiano, por lo que ¢, el tiempo coordenado, es una fancién arménica.
La condicién (2.13) indica que para la foliacién arménica cl lapso mantiene una relacion directa
con el elemento de volumen. Esto implica que las lineas temporales seran regulares tanto coro
la foliacion misma lo sea, pues el lapso tiende a cero de la misma forma que la raiz cuadrada
del elemento de volumen. Esto es un viso de las propiedades de evasién de la singularidad que
la foliacién armdnica posee.

Si se sustituye 'y,l./ 2(7,) por su respectivo valor en térininos de adado por (2.13), se tiene una
condicion equivalente para representar una singularidad que ademds no presenta cambios re-

pentinos en el tiempo propio. esto es:

i (7 — 7,)/a # 0. (2.15)

donde el limite es tomado sobre la linea & = ).
El intervalo de tiempo coordenado At transcurrido a lo large de esta linea entre dos pumtos
7 =0{t=10) y T = 7, esta dado por la integral:
Al = / * Valr, zh)dr. (2.16)
il

Se sigue de (2.15) que el intervalo de tiempo propio no es nunca cero y por tanto, la singularidad

no puede ser alcanzada por la condicién arménica en un niitnero finito de pasos de tiempo.

$M4s adelanie se dars la razén para utilizar el subindice n el elemento de volumen.
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Foliacién 1+log

Si se considera f(a) = A/a (con A = cte) en (2.9) se obtiene que @ es de la forma:
a = h(z') + In(y ). (2.17)

que tomando h{z) = 1 y A = 2 constituye la condicién de foliacién conocida como 1+log
{2], que ba sido utilizada frecuentemente para evolucionar espacio-tiempo, que contienen un
agujero negro, pues tiene caracterfsticas de evasién de singularidades similares & las que posee
la condicién de foliacion maximal.

Evasion de singularidades

Alcubierre (2] muestra que 1as condiciones de foliacién de Bona-Massé pueden evitar singulari-
dades dependiendo de la forta que 1a funcién f en (2.13) tiene en el limite de o’s pequefias.

Como caso particular se muestra que si f es de la forma f = Ao” para  pequena y el elemento
de volumen normal se comporta en térmminos del tiempo propio 7 como 7,&" 2 n {1y - 7)™, se
obtienen diferentes comportamientos de 'y,l./ 2 segiin las combinaciones de los pardmetros, A, ny
m:

Sin < 0 el lapso se anula antes del elemento de voluwen, asi que se tendrd una evasion de
singularidades fuerte que es necesario para que las simulaciones no se detengan.

Sin=0y Am > 1 el lapso se anula con el elemento de volumen y la singularidad es alcanzada
después de un tiempo coordenado infinito y la evasién de singularidad es sélo marginal.

Sin >0, 6n=0junto con Am < 1, el lapso se anula con el elemento de volunen pormal

pero la singularidad es alcanzada en un tiempo coordenado finito jas{ que no habra evasion de
1a singularidad!

Bona-Massé modificado

En trabajos recientes [3] Ia condicién de Bona y Mass6 fue moditicada recmplazando el elemento
de volumen normal por el elemento de volumen coordenado, es decir la evasion de la singularidad
se refiere a squellas en los que el elemento de volumen coordenado se anule. Esta eondicién es
que el lapso satisfaga:

8 = ~af(a){aK — Dyp%). (2.18)

Para entender la diferencia entre ambas condiciones es necesario recalcar la principal diferencia

que existe entre los distintos de volumen. Cuando el elemento de volurnen normal se anula, la
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direccién normal a las hipersuperficies carece de significado y las hipersuperficies dejan de ser
suaves®, cuando el elemento de volumen coordenado se anula, son solo las lineas de tiempo las
que se cruzan. Para observar el tipo de singularidad de que se trata basta echar un vistazo a las
ecuaciones de evolucidn del elemento de volumen para ambos observadores

& ny* = kK, (2.19)

dny"? = —(aK — D,f°). (2.20)

Se sigue de estas ecuaciones que cuando K — oo, tendremos una singularidad desde el punto de
vista de los observadores normales, mieutras que para los observadores coordenades esta evasion
depende del comportamiento de D,8°. Si K y D,3" divergen pero mantienen su diferencia finita,
no tendremos una singularidad. Para el caso en que el cambio en 8% es suave. la condicién de
Bona Massé medifer- cvadird la singnlaridad tal como lo hece (2.9).

2.2. Vector de corrimiento

Ademas de considerar la foliacién del espacio-tiempo, uno debe escoger taunbién el vector de

corrimiento para obtener una descripeién comnpleta de la dindmica de las hipersuperficies.

Es comiin escoger 3 = 0 para simplificar las ecuaciones, que es equivalente a considerar ob-
servadores cuyss lineas de mundo coiuciden con las de los observadores eulerianos. Sin embargo

una eleccion mas inteligente puede llevar a simplificar la interpretacién de resultados.

La evolucién de o y Kb depende no solo de la eleccién de la condicién de foliacién, sino
también de como el sistema de coordenadas se mueve de una hipersuperficie a otra. En la
seccién siguiente se mostrard una breve descripcion de una eleccidn del vector de corrimiento
conocida como distorsién minima.

2.2.1. Distorsién mfnima

El vector de corrimiento, al igual que la funcién de lapso, ha sido utilizado para simplificar la
3-métrica, con la idea de simplificar los calculos en la formulaciéon ADM.

El principal problema de utilizar {inicamente la funcién lapso para evitar singularidades es
que awtomaticamente introduce un estiramiento en las hipersuperficies, este estiramiento es

representado por la expansién del vector £2. Cuando el vector de corrimiento es cero, 1% es

“Recuérdese que una de las hipétesis al eonstrair I foliacion del espacio tismpo es que bas hipeoiuperficies que
la constituyen sean suaves.
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simplemente proporcional al vector unitario normal a las hipersuperficies. Al introducir el vector
de corrimiento se puede cambiar la expansion de i?de tal forma que el estiramiento pueda
ser distribuido uniformemente a través de toda la foliacién. El criterio para 3" esta basado
directamente en la variable 7, (la métrica conforme definida como 7, = (dety) "Y3y,,) de
igual manera que la eleccién del lapso estd basada en la traza de K. La expansién del vector t9,
se define como:

O =L (4 Vi) (2.21)
Recordando que:
ty = omy + Bp, (2:22)
encontramos:
1
Oup = —aKy + ED(,L@',). (2.23)

Se define el tensor de distorsién 4, como:
T = Oy — %txﬂ‘m. (2.24)

Este tensor recibe sn nombre porque contiene solo informacién acerca de la forma ¥ no del
tamainio de los elementos de volumen. Este tensor es bésicamente la velocidad de la métrica

conforme, pues de su definicién se sigue que:

1 2
Ty = —a (Kab - %LrK%b) +5 (Da.f)’b + D3, — §7abD,_-ﬁ3( )
2

= %(«,)‘/M(t,s-,,,.) (2.25)

1 1 .
= -1 (£t’7ab - S"z‘ablr-fn)

El propésito de la norma de minima distorsion es usar el vector de corrimiento para alterar la
forma del tensor de distorsién de tal forma que se minimizen los cambios promedio en las compo-
nentes de la 3-métrica, resultando en una suave evolucion. La propuesta es hacerlo minimizando
la integral de volumen del cuadrado del tensor de distorsion, EqZ®, sobre una hipersuperfi-
cie con respecto a 8°. Este proceso conduce al vector de corrimiento como tmica solucién a la
ecuacion:

D' = 0. (2.26)

Que escrita explicitanente en términos del vector de corrimiento es (Ref. [15):

D*Dy3, + D Do — §D,,D¢,g° =D [20 (K,,,, - rl—jtqu,,b)l; . (2.27)
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Esto constituye un sistema de tres ecunciones elipticas acopladas para las componentes del vector

de corrimiento cuya solucién es Unica para condiciones de frontera dadas.

Es importante sefialar, ademds, que esta eleccion del vector de corrimiento surge de manera
natural al considerar la variacién del funcional £, T% = %('y)%*{"“y“&yuﬁm sobre toda la hiper-
superficie.

Como ejemplo de los efectos del vector de corrimiento, considérese una esfera sobre una hipersu-
perficie &, cuyo volumen es preservado. Si el tevsor de distorsion es cero entonces se obtendra una
esfera en la hipersuperficie ¥, 5 pero si el tensor de distorsién es diferente de cera entonces la
esfera habra degenerado en un elipsoide o en otra figura irregular: se habré distorsionado [19]. El
tensor de distorsién tiene cinco componentes independientes (por ser simétrico y de traza cero)
que contienen el alargamiento relativo de dos de los ejes de la figura con respecto a un tercero,
¥ los cambios de las &u Co. entre tres paces do gjes.

El tensor o4 definido sobre una hipersuperficie como 044 := Kap— %trK Ya6 Indica la deformacion
de la hipersuperficie y por la ecuacién (2.27) uxo puede cousiderar que ésta eleccion de 3% como

una que globahnente compensa los efectos de agg sobre los cuales uno no tiene control.
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Capitulo 3

Hiperbolicidad

Un intento para reformnular las ecuaciones de Einstein para sn audlisis mumérico es escribir las
ecuaciones de evolucién en forma hiperbélica . esto es motivado porque un sistera fnertemente
hiperhélico posee propiedades de estar hien puesto como un problema de Canchy, ademds de
que en la frontera el sistema puede ser wejor estudiado si se conoce su velocidad caracteristica

(la velocidad de propagacién de la informacién en ése sisterna).

El sistema estdndar ADM no constituye un sistema fuertemente hiperbolico de primer orden.
Muchos procedimientos se llevan a cabo para escribir las ecuaciones de Einstein de tal manera
que tengan un cardcter fuertemente hiperbdlico: por ejemplo. las ecuaciones de constriccion se
introducen al sistema y se ajustan para que el sistema sea {uertemente hiperbélico v en otros
tratamientos se introducen nuevas variables. normalmente las derivadas espaciales de la métrica,

y se les da el rango de variables independientes.

3.1. Ecuacién de onda

Considérese 1a ecuacion de onda en una dimensién:
(')fu — (rzi)zu =1{), (3.1)
que tiene por solucién general una funcion u de la forma
u=flz+d) - gla - o), (3.2)

donde las funciones [y ¢ son arbitrarias. Considérese que a un tiempo t = 0 se tiene:

u = n(z), (3.3)
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Byu = v(x), (3.4)

E] problema radica en resolver la ecuacién (3.1) sujeta a las condiciones iniciales (3.3) v (3.4).

Sustituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2) se obtienen las relaciones:
yix) = f(x) + g(z), (3.5)
2(x) = ef'(x) - cg'(2). (3.6)
Integrando (3.6) encontramos:
)=o) = 7 [ vierae

De ésta ecuacitn y (3.5) se obtiene

1 1 [ )
@) = o) + 5 [ wlepae (37)
o) = gt - 5. [ e (38)
Sustituyendo estas expresiones en (3.2) obtenemos finalinente:
)= ylote ety e =+ o [ wieri (39)
2 ! ) 20 z—ct ;

que es conocida como la solucién de d’Alambert de la ecuacién de onda unidimensional. Si se

considera ademdas que a ¢t = 0, v(x) = 0. (3.9) toma la forma sencilla:
1
u(x) = 2 {nfx+ )+ y(z — )}, (3.10)

mostrando que la evolucién de u(x) es producida por dos pulsos de forma u(x) = %YI(I), cada

uno moviéndose con velocidad ¢, uno hacia la derecha y otro hacia la izquierda.

Hay que notar que de la ecuacion (3.1) se obtiene directamente por inspeccion la velocidad de
propagacién de la onda.

3.2. Ecuacién de adveccidén

El caso w4s simple de una ecuacién hiperbélica es la ecuacién lineal de advection:

Bu + adu = 0. (3.11)
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La solucién al problema de Cauchy para esta ecuacién con condiciones iniciales 1(0. x) = uo(z)

es una onda viajando con velocidad a:
u(t. x) = up{x — at). (3.12)

La solucién cuando no se tienen fuentes es constante a lo largo de las ifneas caracteristicas, es

dedir, las curvas X (t) en el plano (t, r) que satisfacen la ecuacién ordinaria:

dﬂﬂza, (3.13)

y cuando se introducen fuentes la velocidad a deja de ser constaate.

3.3. Sistemas hiperbdlicos

Se dice que un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
Bu + Mdau = N, (3.14)

esta bien puesto si tiene una solucion u(?) al menos localmente, la solucién es Gnica y hay una
dependencia continua de las soluciones sobre los datos de Cauchy!, que indica que la norma de
u(?) es acotada por una cierta funcién v por la norma inicial. Un sistema como {3.14)? se dice
débilmente hiperbélico(Ref.(14]) si todos los eigenvalores de su matriz caracteristica son reales y
Juertemente hiperbélico si su matriz caracteristica es diagonalizable, es decir tiene un conjunto
de eigenvalores linealmente independientes. Si el sistema es fuertemente hiperbdlico se puede
decir entonces que el sistema de ecuaciones estd bien puesto. El sistema se dice simébricamente
hiperdslico si Ia matriz caracteristica es, ademds hermitiana.

El problema de Cauchy para un sistema débilmente hiperbélico no esté generahmente bien puesto,
pero en los sistemas fuertemente y simétricamente hiperbélicos es posible garantizar la condicién
de continuidad de las soluciones con respecto a sus valores iniciales si la matriz coracteristica es
independiente de u.

Considérese por ejemplo, el caso de un sistema lineal de ecuaciones de la forma:

du + Ad,u =0, (3.15)

'Dades los dutos iniciales esto significn que se cumple u(t)] < e®” u(t = 0)f para la porma de u donde
< r<t,a=cte.
2M, la matriz caracteristica y N pueden ser fanaiones de u pero mo de sus derivades.

32



Donde u es un vector de n dimensiones y A una matriz constante de n x n. El sistema es
fuertemente hiperbdlico si A es diagonalizable con eigenvalores reales, de tal modo que se puede
considerar la descomposicién:

A=QDQ™, (3.16)

donde D es una matriz diagonal formada por los eigenvalores de A y Q es la atriz que se forma
al colocar los eigenvectores de A como columnas. Si se introducen las variables caracteristicas®
definidas como w := Q1u en (3.15) se obtiene:

Gw + Ddw = 0. (3.17)
Con esto se obtiene un sistema de ecuaciones de adveccién desacopladas:
l)(u_'b + ,\kt)zwk =0, (318)

cuyas soluciones son w¥(t, 7) = w*(0, r — Agt). La solucién u = Qw de (3.15) se puede escribic
de la farma

u(tr)=3 uk (0.0 - M)t (3.19)

k=1

Las curvas X (t) = xg+ At que satisfacen d—’g‘—’ = Ay son las k-caracteristicas. Cualquier variable
caracteristica w* es constante a lo largo de cada k-caracterfstica. Para sistemas fuertemente

hiperbdlicos, se tienen n caracteristicas diferentes que pasan por cada punto en el plano (1. 1).

Desde el punto de vista de las aplicaciones onméricas, el que un sistema sea hiperbélico no
slo es atractivo por estar bien puesto sino también porque permite obtener condiciones de
contorny bien comportadas para simulaciones numéricas con fronteras artificiales con las cuales
no podemos llegar a un valor real infinito [1].

Para mostrar el uso de estos conceplos. considérese nuevamente la ecuacién de onda unidimen-
sional.

Bu—PPu=0 (3.20)
si se introducen las funciones vy = d,u ¥ v9 = Jyu con el propdsito de formar un sistema
de primer orden y considerando que u satisface 9;9u — Gid,u = 0 podemos escribir ambas

ecuaciones en forma matricial como:

. v) 0 -1 vy - 0 3.9
() (%) (0)-G) e

*Reciben tambiép el nombre de “eingencampos™




La matriz caracteristica del sistema tiene los eigenvalores Ay 2 = +c. Ls matriz de cambio de

base es:
3
Q=(i 1_() — Q“’:é(i C_;)' (3.22)

Por otra parte, los eigencampos tienen la forma:

wt = TLED2 (3.23)
2¢
Las ecuaciones de evolucién para las eigencampos son entonces de la forma:
Gy +cdywy =0, (3.24)
S — el =0, (3.25)

Desde el punto de vista de las aplicaciones numéricas, el hacer un sistema hiperbélico es muy
atractivo no solo por sus caracteristicas de estar bien puesto, sino también por la experiencia

que se tiene en sisternas hidrodindmicos descritos por sistemas hiperbolicos.

La velocidad caracteristica se supone es la velocidad de propagacion de Ja informacion en dicho
sistema. por lo que resulta natural pensar que ésas magnitudes son equivalentes a la informacion
fisica del modelo que esta siendo simulado. Se espera que la existencia de la velocidad caraleristi-
ca del sistema nos dé un tratamiento mejorado de la frontera numérica,y provea de un problema

de Caucly bien puesto dentro de una regidn finita: el llamado problema de valores iniciales y

de frontera.

El sistema de ecuaciones ADM estdndar no constituye un sistema hiperbdlico asd que muchas
formulaciones hiperbélicas de las ecuaciones de Einstein han sido propuestas {vease Ref. [14] ¥
{1]). Para construir sistemas hiperbélicos los principales procedimientos son: Introducir nuevas
variables, normalmente las derivadas espaciales de la métrica. ajustar las ecuaciones utilizando
las constricciones y restringir las condiciones de norma o reescalar algunas variables. Debido al

primer paso el niimero de variables dindinicas fundamentales es siempre mayor que en ADM.

Sin embargo los sistemas hiperbélicos en el contexto de estabilidad numérica no dan una respues-
ta definitiva sobre precisién v estabilidad pues se conocen casos en los cuales las simulaciones
de sistemas hiperbolicos explotan. La hiperbolicidad si debe considerarse como una propiedad

necesaria, aunque no siempre suficiente, para obtener estabilidad numérica
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Capitulo 4

Ecuaciones de Einstein en Simetria

Esférica

4.1. Meétrica

Los sistemas esféricamente simétricos, aunque simples, tienen gran importancia pues muchos

sistetnas astrofisicos presentan esta simetrin.

Un espacio-tiempo se dice que es esféricamente simétrico si su métrica permanece invariante
ante rotaciones. La métrica espacial sobre de cualquier espacio tiempo esféricamente simétrico

tiene la forma general:

di* = A(r.Ddr? + PP B(r.t)(d6? + sin8do?), (4.1)

que en forma matricial se escribe como:
A 0 0
= 0 7B ] . (4.2)
0 0 r?Bsin’(8)
4.2. Materia
Si tenemos 6} tensor de energia momento T, g, su descomposicion ortogonal esta dada por :
S = YW Tag: (4.3)
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Jy = —fy,’jn”Ta,,. (4.4)
pr= 0T, (4.5)

Al tensor Sy, se le llama tensor de esfuerzos. el vector J, es el vector de densidad de momento
¥ pes la densidad de encrgio total medida por un observador euleriano.

En simetria esférica podemos escribir el tensor Sy, en su forma mixta como:

5, 0 0
S=10 5 o]. (4.6}
0 0 S,
con S4 v Sp funciones de r y t. Ademas:
Ja=(J,.0,0). 7

Uno de los casos mds sencillos de materia en el estudio de las ecuaciones de Einstein es el campo
escalar o campo de Klein-Gordon v de é hallaremos mas referencias en €l capitulo 6 de este

trabajo.

4.3. Ecuaciones de Einstein en simetria esférica

Una vez que tenemos la métrica hemos dado el primer paso para resolver las ecnaciones de
Einstein. Abora es necesario resolver las constricciones y wtilizar las ecuaciones de evolucion

para hallar v, y K 8 tiempos posteriores.

Las ecuaciones de evolucion para la métrica en simetria esférica son simplemente:
A= —20AK,4. (4.8)

B = —-2aBKg. (4.9)
Mientras que las ecuaciones para la curvatura extrinseca son:
_Bfu &ad A B 2400, B B m‘)fB o:(@,.B)2
A o Br AB | 2AB?

ad, A ad-AD-B 5 3
1 —ak P . 4.10
Ar + 2AB aKy+ 20K 4Kp, ( )

BtKA =
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o da BB a ad2B  ab A
aKn = & odB adA
e = ot oas T a2 T 2AB T 24%

ad, A0 B a S
_ﬁ—w—d,{.ﬁy. (411)

Como se ha mencionado anteriormente, es necesario escoger la condicién de foliacién. Aqui se
tomaré que la funcién lapso satisfaga una ecuacién de evolucion de tal manera que se tenga un
coujunto de cinco de variables independientes.

La condicién de fobiacion Bona-Masso (2.9) se escribe como:
G = —a’f(K4+2Kp), {4.12)

donde se ha sustituido &r K = K4 4+ 2R g. Ademas se definen las variables Dy. Dg. D,,:

3, A
D= d—;—. (4.13)
5B
= . 4.14
Dy B (4.19)
D= 22 (4.15)
61

Este cambio de variables se hace para escribir un sistenia de ecuaciones de primer orden.

Siguiendo los mwétodos del capitulo anterior se sustituye Dy, Dg v Dy en (1.9). (1.8), (4.3)
v (4.11) para obtener el sistema de ecuaciones de primer arden, el sistema se puede escribir
€NLonces COMmo:

8Dy + af0,K 4 +2f0,Kg = ~(f + af)a Dy(K 4 + 2Kp). (4.16)
&AD,y + 200,Ky = —2aD,K 4. (4.17)
*Dg+ 208 Kg = —20D.Kg. (4.18)
, . D }
ks = ~S10AD,+ Dp)+ D3~ 224 DLZ_B D
D~ 2D
—AK4(Ka+ 2Kg)— (—‘r—-‘ﬂ; (4.19)
OWKg = —%IarDB +DyDpg— D.42DB + ng ~2AKp(K s+ 2Kg)
42Da =Dy +4D5)  AA - B), (420)
r Br?
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Las constriccion hamiltoniana tiene la fonma:

DaD 3D% D,s-3D A - B)
Cu=-0.Dp+ 222 308, g 4 Kgyy (P2 308) 2o @)
2 4 r Br
¥ la constriccién de momentos
D 1 . .
Cn = —&KB+(TB+;)(K_4—KB)=O. (4.22)
La matriz caracteristica del sistema se escribe como:
0 0 0 af 2f
0o 0 0 2 O
M= 0 0 0 0 2 (4.23)
afd 0 o/4 0 0
0 0 a4 0 0
¥ el vector de variables es:
u= ( Ds. Di Dy K Kp ). (4.24)

Resulta ademss, que es conveniente utitizar la traza trK = K4 + 2Ky v Ia “antitraza” de la

derivada espacial de la métrica D := Dy — 2Dg en vez de las componentes Ky y Dy.

El sistema de ecuaciones de (4.16) a {4.20) se puexle escribir en términos de A’ y D como:

Dy +afdrK = —(f + afaD,(trK), (4.25)
0D + 200rK — 8 K g = 20D, (trK — 4K 5), (4.26)
8 Dg + 208K = —2aD,Kp. (4.27)
durK + ad (D, + 2Dg) = —alDo(D,, — D/2) — Dg(D + Dg/2) — A(uK)?
+2(Dy — D + Dg)/r — 2AA - B)/Br%. (4.28)
8 Kp+adDg = —aiDaDp~ DDgj2— 2AKpuK
+(2Do — D + 2Dg)/r — A — B)/ B3}, (4.29)

Y las constricciones quedan como:

Cn=-0.Dp+ DsDg/2+ D} /4+ AKp(2K —3Kp) +(D — Dg)/r+{A—B)jBr? =0 {4.30)
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Cn=-8,Kp+{Dpf2+ 1/r)(K ~3Kg) =0 {(4.31)

La matriz caracteristica para este caso es:

60 0 0 o 0
0 0 2a —8a
M= 0 0 o 0 20 |. (4.32)
a/A 0 2a/A 0 O
0 0 /24 0 O
Con el vector
u: ( D.. D. Dy, tuK. Kz ) (4.33)

4.4. Hiperbuiicidad de las ecuaciones de miustein

El concepto de hiperbolicidad es de gran imaportancia en el estudio de las ecuaciones de evalucién
asociadas con un problema de Cauchy. Que un sistema de ecuaciones sea débilmente hiperbélico
implica que es causal, es decir que la solucién en un punto del espacio-tiemnpo depende solamente
de los datos en uua regién de soporte compacto del pasado de ése punto. Si el sistema es
fuertemente hiperbdlico. es posible demeostrar que el sisteina esta bien puesto, e decir que las
soluciones existen localmente, son wnicas v son estables en el sentido de que pequelios cambios

en las condiciones iniciales corresponden a pequefios cambios en las soluciones.

Cou el propdsito de observar si las ecuaciones anteriores coustituyen un problema de valores
iniciales bien puesto, se construye un sistema de ecuaciones de la formna du + Md,u = G. con
las ecuaciones de {1.25) a (4.29). Luego se obtienen Jos eigenvalores de la matriz caracteristica

M. Estos eigenvalores son:

A =0, (4.34)
a
Mg =t—, (4.35)
2.3 VA
Xq:, * (1\/-—:ng (436)
v los eigenvectores correspondientes:
w={0.1 0 0 0 ). (4.37)
w=( 48, WA avE 2 1) (4.38)
m:(i{{iﬁ. S CERS N S S ) (4.39)
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o= VAT, 2\/@, 0. 10}, (4.40)
o= ~vaT. —2\/?. 0. L 0). (441)

Que constituyen un conjunto de vectores linealmente independientes, por lo que el sistema es
fuertemente hiperbélico. Hay que resaltar, sin embargo, que si f = 1 (la condicién de foliacion
arménica (2.13)) la matriz principal M (4.32) toma la forma:

0 0 0 a 0

0 0 0 2 -3
Mf=U:=| 0 0 0 0 2 |. (4.42)
a/A 0 2a/A 0 0
0 0 ca/24 0 0

Que solo tiene 3 eigenvectores lincalmente independientes, por lo que el sistema deja de ser
hiperbélico. Como se ha visto hay un problema para el caso f = 1, para remexiarlo se considera
el introducir las ecuaciones de constriccion. En un principio esto pareceria trivial pues se estaria
agregando cero a una ecuacidn. Sin embargo verenos que si las introducimos adecnadapente
podemos cambiar Ia estructura del sistema de ecuaciones. Utilizando las constrieciones. la parte
principal del sistema de evolucion puede ser alterada modificando entradas en la tercera y quinta
columna ya que las constricciones contiepen elementos de estas columnas, eb procedimiento es
multiplicar las constricciones por ciertas funciones h’s y m’s y sumarlas a cada ecuacién de
evolucion, después de agrupar los términos cou las misinas variables

la matriz caracteristica queda como:

O 0 hp,afA cf mp, G
0 0 hpa/A 2a  (mp—8)a
M= 0 0 hpga/A 0 2+ mpgla |- (4.43)

afA 0 (hxg+2afA 0 mga

0 0 (1/2+hgg)a/A O My 0
y los demds términos que contienen k' y m’s corresponden a términos de Ias fuentes Se han
introducido los coeficientes de tal manera que tengamos que imponer solo condiciones que 1o
dependan de los coeficientes métricos (como el término kg a/A), de esta manera no tenemos que

pedir que fig dependa de a y A. Los eigenvalores son:

A =0, (4.44)
Mg, £ /4 + Bhiy +mk
Mg = 17(% ° 5 = {1.45)
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A3 aﬁ. (4.46)

En este trabajo vamos a utilizar, la siguiente eleccién de constamwes: hyy, = hp = hp, = g, =

Ohg =-2ymp, = mpg = mg = mg, = 0:mp = 8. De esta forma la matriz principal M se

escribe como:
0 0 0 fa O
0 0 0 2a 0
M=| 0 0 0 0 2 |- (4.47)
afA 0 0 0 0
0 0 024 0 0
Se encuentra que los eigenvalores son:
Aya = ta\/; . (4418}
a
=3+ (4.49)
Az i
A =0, (4.50)
mientras que los correspondientes eigenvect ores:
u=( VA 2/4. 0. 1 0). (451)
w=(-v7A —2/5 0 1 0). (1.52)
nm=(0 0 2v/4 0 1). (4.53)
w=(0. 0 -2VA 0. 1) (4.54)
w={0 10 00). (4.55)

Los eigenvalores son reales y para mostrar que los eigenvectares constituyen un conjunto lineal-
mente independiente se calcula el determinante de la matriz formada por ellos.

de‘(Meigm) = —8\/ _fA2 (4.56)

que es diferente de cero, por lo que ahora el sistema es fuertemente hiperbdlioo, ndtese ademas

iltima el lapso serfa constante y no se tendrian las propiedades de evasién de singularidades.
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Capitulo 5

Simulaciones numéricas

5.1. Cédigos numéricos

5.1.1. Diferencias finitas

El método de las diferencias finitas es una aproximacién cldsica para hallar la solucién numérica
de las ecuaciones diferenciales que gobiernan un modelo matemdtico de un sistema continuo.
Bisicamente, las derivadas son reemplazadas por aproximaciones en diferencias finitas. convir-
tiendo entonces un problema de ecuaciones diferenciales en un problema algebraico facilmente

resoluble por métodos computacionales.

Para una derivada de p-ésimo orden el mumero minimo de puntos de datos requeridos para
deducir una aproximacion por diferencias finitas es de p+1. Gonsidérese por ejemplo que se
requiere hacer una aproximacion para la primera derivada de una funcién arbitraria. Es necesario
pues contar con al menos dos puntos. digamos z; y 1,41 y la funcién f; = f(xi) ¥ firr = flxig1)-
La expansién en serie de Taylor de f;,, alrededor de r; es:

it B)!

e )
fir1 =fi+AIf,-'+f;"m:f) +f.-"'%+fa S (5.1)

hemos definido Az = r;y{ — 7;. Resolviendo la ecuacién anterior para la primera derivada

tendremos:

fl= % + O(Ax). (5.2)

Esta aproximacién se conoce como aprorimacidn por diferencia hacie adelonte. El error de

truncado que en este caso es proporcional al intervalo de la reticnla pues ef término que mds
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comtribuye a este error es el lineal para Ax's pequefias.

De igual forma es posible expandir f;. | alrededor de z; en la forma:

f"‘ 1 = f' A-Tf + f” (m) III (AI) f" (AI) ----- (5-3)
que al resolver nuevamente para la primera derivad.a
fi= f—_Af—‘—‘ + O(Ax). (5.4)

Si se toman ambas apraximaciones y se resta (5.4) de (5.2) se tiene:

Jis1 = fioy =2Dzf] + O(Lzy, (5.5)

que resolviendo para f}

28 e [

d 20x

que se conoce como aproximacion por diferencia central. El error de truncamiento ahora es

+ O(A). (5.6)

proporcional al cuadrado de Ax con lo cual se reduce el error con mayor rapidez que con las
olras aproximaciones.

De manera similar se pueden obtener apraximmaciones de diferencias para derivadas superiores,
pero la deduccién se hace mis laboriosa. tanto al aumentar el wimero de términos comao el
namero de derivadas. Como ilustracion se deducira la aproximacién para la segnuda derivada

[i en términos de fi, fi-1. fir1. Poara ello hay que swnar (5.4) con (5.2):

fiv+ fr =2+ (B )2+f.’”’mﬂ) +o (5.7)
Si se resuelve para 7' :
f;‘”: fi+l'"2fi+fi——l +O(A.’l‘-)2. (58)

(Ax)?
Las formulas de aproximmacién en diferencias finitas para derivadas parciales de funciones mul-
tidimensionales son esencialmente iguales a las diferenciacion de funciones anidimensionales.
Considérese una funcion bidimensional f(x,y). La aproximacién de diferencia para la derivada
parcial con respecto a r . por ejemplo, puede deducirse fijando un valor constante g y con-
siderando f(x.y;) como una fumcién unidimensional. Por tanto, Ja aproximacion de diferencia
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central para las derivadas parciales se pueden escribir como:
Jerrg ~ finrg
="
en donde hemos utilizado fi; = f(#:.y;). Las aproximaciones de diferencia central para las
segundas derivadas de f(x.y) en (x;. y;)

(5.9)

oo = PR115 —(2Af;‘;2+ fi-1y (5.10)
fo = fiin “(QAf;\)i:' fig1 (5.11)
fry = Jixrg+1 = fimigai ~ fivrg—1 + fic14 (5.12

AyAx

Es importante recalear es que se ha reemiplazado un problema de determinaeion de una foncién
continua desconocida por un problema de resolucion de una ecuscion matrical para un conjunto
de valores discretos. pues abora las variables corresponden a la funcién evaluada en los puntos

cercancs a (x;, y;). Esta es la esencia del método.

5.1.2. Consistencia

Se dice que un esquema discreto es puntualmente consistente, si el correspondiente operador
discreto L}, se aproxima al operador continuw L cuando Az, At — 0. Para, ser mas precisos el

esquema de diferencias finitas!:

Liuf =GP, (5.13)

es puntualmente consistente con la ecuacidn diferencial

Lv = F. (5.14)

en (z,¢) si para cualquier fuucién regular f{r.t) se cumple:

{ — Fy (L2 f(z:. ")~ G =10, 5.15
ali (Lf— FyF (L f(z:: £7) ) =0, (5-15)
donde 17 = nAz y t" = nAt. Si v(x.t) es una solucién de la ecuscidn diferencial. el que el

esquelna sea consistente es equivalente a:

Hm (LPo(xe ")~ G}) =0. (5.16)
Az At

'S¢ escribe 4l = u{z;.t").
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Por otra parte cualquier esquema de dos niveles se puede escribir como:
un+1 — Qun + AlGﬂ (517)

El esquema es consistente en norma . si la solucién v a la ecuacién diferencial satisface:

P = Qv+ ALG™ + At (5.18)

con {|7"|| — 0 cuando Az, At — 0, 7" juega el papel de errar global de truncamiento global que

surge, como su nombre lo indica, al cortar una aproximacion de wua funcién.

5.1.3. Convergencia

En contraste con la consistencia, que requiere que el operador discreto tienda al operador con-
tiouo, convergencia liupiica que la solucion del sistema discreto se aproxime a la solucion de
sistetna continuo despiies de un tiewpo finito cuando Azx. At — 0. Se habla de dos tipos de
couvergencia para uun esquema uumeérico. convergencia puntual y convergencia en norma, cuyo
significado se dard a continuacion.
Se dice que un esquema es convergente en norma en un tiempo 7 = nAt si para eualquier norma
se cuwple
ffw™ — "l — 0, (5.19)

mientras Axr. At — 0.
El esquema en diferencias Llu(z,,t") = G7 es convergente de orden (p.q) si a cualquier tiempo
T = nAl se sigue que:

lu” — o™ = d(AxP + A7), (5.20)
el rango de convergencia es penx vy gen

Se ha mencionado ya que el error en las aproximaciones de diferencias finitas decrece incremen-
tando la densidad del mallado, para aplicar el proceso a una situacién en la cual no se conoce
la solucidn exacta, es necesario estudiar la convergencia del método, de acuerdo al refinamiento
de la malla, en un intento por estimar la magnitud de los errores ocurridos al producirse wna
aproximacion.

5.1.4. Estabilidad

Las soluciones de una ecuacién en diferenciss se dice que perinanece estable eu la norma |||

si para cada tiempo T existe una constame K > 0 (que puede o no depender de T} y un real
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Jo 2 0 tal que se cumple:

e < K )] (5.21)
para cada nAt < Ty 0 < Az < 4,.

El resultado fundamental de la teoria de sistemas hiperhélicos lineales de valores iniciales, es
el teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer, que dice que para un método consistente, la
estabilidad es una condicion necesaria y suficiente para convergencia, una prueba del teorema
s¢ encuenira en (11). El que wun esquema sea estable nos garantiza que el error de redondeo
que cometenos al hacer una iteracién permanecera acotado y por tanto podemos confiar en la
solucién obtenida

5.2. Ecuaciones de Einstein en simetria esférica

Con el propésito de evolucionar las ecuaciones de Einstein es necesario escribirlas de tal forma
que sea posible resolverlas numéricamente. La falta de regularidad en las variables geométricas
en el origen es una fueunte de serios problemas para la evolucion de espacios-tiempo esféricamente
simétricos.

5.2.1. Regularizaciéon

Es bien conocido que las coordenadas esféricas presentan una singularidad en € origen, de hecho
uo estdn definidas, y es necesario utilizar otra carta coordenada para completar un atlas. En
el caso de pruebas numéricas esta desveutaja se presenta con mayor intensidad pues es dificil
ilevar a cabo un proceso limite uumiéricamente. en un cociente por ejemplo. Si se quiere resolver
las ecuaciones de Einstein en simetria esférica nuéricamente. ano se tiene gue asegurar que las
ecuaciones sean regulares cerca del origen r = Q.

Existen dos tipos diferentes de condiciones de regularidad gne las variables dinamicas
{A,B.D4.Dg. K, Kp) deben satistacer a r = (: la priera condicidn es aquella que surge al
imponer que las variables deben estar bien definidas en el origen. lo que implica el siguiente



comportamiento para r's pequefias:

4 ~ A"+ 003, (5.22)

B ~ B"+0(?), (5.23)

Dy ~ Ofr), (5.24)

Dy ~ Ofr), (5.25)

Ka ~ K§400%. {5.26)

Kg ~ K% +0(%), (5.27)

con { A%, B®, K9, K§} funciones que no dependen de r. Esto porque las funciones { A, B, K4, Kg}

deben ser pares para que sus derivadas sean continuas en v = (). Para imponer estas condiciones
se quitd el origen de la mialla, ey decir el primer punto esta en —dr/2 v el segundo en dr/2,
esto pidiends que las o Jubles {A, B, & 4, Aig] sean pares y 1as wwaciones Dy y g impares en
r=40.

Fl segundo tipo de condiciones surge al mirar las ecuaciones de evolucién. por cjemplo, si ve-
wmos las ecuaciones de la componente angular de la curvatura intrinseca y de la constriceidn

hamiltoniana {que se reproducen a continuacion por claridad}

&Ky = —%Q&Dy-& D.,Dgy ~ QAQ—I)E + [)’fg—'ZAKu(KA + 2K g}
(2D, -Ds+4Dg)  2(4 - B) 5 9%
T - ] . (o. 3
K Dy —-3D A-B o
—'arDB'?‘%—E—AKB(QAQ‘FABI‘*{ ! . 5>+( B )z(). (5.20}

parece que los témminos ‘%,—1 divergen dado €l comporianiemo que tetien cerca del urigen.

Lo mismo ocnrre con ia consuriecién de momentiss

Cn = —0.Kp+ (l—)éé + %)(KA —~ Kg)y=4, (5,30

con el término (K4 — Kg)/r.

Que el espacio-tiempo sea plano cerca del origen, implica que para pequeiins valores de rose
debe tener A° = B® . K§ = K“ Esta condicion surge porque verca del origen debe ser posible

escribir la métrica (4.1) como:
dB = dR® + R*(d9? + sin 8do?), (5.31)
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con R la distancia radial propis del origen. Una tranformacion local de coordenadas de R ar
nos da la métrica de la forma

2
di2 4 = (‘f;) {dr? + r?(d6® + sin0dg?)), (5.32)
r=0

que implica que AY = BY y como se debe tener para todo tiempo, también se debe tener que
K% = K3,

El problema con esta condicién es que se ha sobredeterminado el problema pues se pide que las
derivadas de los coeficientes métricos se anulen en r = 0 y que amnbas funciones sean iguales, hay
tres condiciones para dos variables, de igual forma ocurre con las componentes de la curvatura
intrinseca. Para resolver el problema se introduce la variable auxiliar definida como: A ={1— g )r.
Pedir que el espacio sea plano en el origen es equivalente a pedir que ) sea de 1a forma A~O(r)
cerca del origen, que puede ser implememado facilmente si se pide que A sea impar.

La constriccion hawmiltoniana toma entonces la forma:

DaDy  3D% .
it 5.33
2 7 (5:33)

A 1
&Dp = - + AKp(2K 4 + Kg) + =(Ds - 3Dg) +

T
Mientras que la ecuacion de evolucidn para K se escribe como:
DaDg

9

<

DKo = s |0.Dn+ DuDy+ D} - - }(DA _9D, — 1Dg - :zx)j

+aKp(Ka+2Kp). (5.34)

Ahora los términos con los que se tenian problemas, tienen la forma de A/r que po tiene el
comportamiento patologico gracias & que A es impar en r = {). Sin embargo es necesario, para
no sobreespecificar el problema dar la ecuacion de evolucién para A. que puede obtenerse di-
rectamente de su definicién y sustituir las derivadas temporales de los cocficientes métricos, la

ecuacion de evolucion para A es:

r

O\ = z%ﬁ (ILKB) . (5.35)

Parece que tenemos problemas con el iiltimo término, sin embargo, podemos quitarlo si sustitu-

imos la constriccién de momentos (1.21}, de tal suerte que tengamos:

O\ = % [f),KB - %(KA -~ KB)} : (5.36)

5.3. Programa OLLINSPHERE

El prograins “OLLINSPHERE" fue escrito pars resolver las ecuaciones de Einstein eu simnetria

esférica con diferentes formulaciones de las ecuaciones 3+1. El tipo de materia que sc tiene es un
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campo escalar con diferentes tipos de potencial de interaceién. Se pueden implementar diferentes
condiciones de norma tanto para el lapso (lapso maximal, geodésico, 1+log) como para el vector
de corrimiento (cero, minima distorsién). El codigo se encuentra regularizado segim el proceso
descrito anteriormente.

El cddigo resnelve las ecuaciones wtilizando el método de diferencias finitas a segundo orden
en Ar,Atl. Para las ecuaciones de evolucién de las variables de campo se utiliza el método de
Runge-Kutta usual a segundo y cuarto orden. asi como el método iterativo de Crank-Nicholson
Ref. [17).

Las variables fundamentales que utiliza el cddigo son a. 3. 4, B, las componentes mixtas de la

curvaturs extrinseca K4 y Kp y las derivadas espaciales de 1a métrica D 4. Dg.

5.4. Simulacic~2s numéricas, ejemplos

En esta seccién se mostrardn algunos ejemplos cuya solucién se conoce analiticamente con el
propdsito de observar el comportamiento del cédigo numiérico v corroborar que es pasible re-
producir los resultados obtenidos apaliticamente. Los més sencillos son nm espacio tiempo de
Minkowski y un espacio que contiene un agujero negro. el de Schwarzschild.

5.4.1. El espacio tiempo de Minkowski

Para un espacio-tiempo plano o de Minkowski se ticne la métrica espacial ds® = dr? + r2d22
con d2? = d6? + sen0d¢®. En la simulacién numérica se tomoé como datos iniciales un espacio-

tiempo de Minkowski en las eoordenadas usnales es decir:

A=B=1
Ds=Dg=0.
Ki=Kg=0.

Como era de esperarse el coeficiente métrico A permanece constante en 4 = } como lo muestra
las figura 5.1.

Para observar el comportamiento del codigo para una evolucién no trivial, se propope un lapso

o =1+ r2exp (——(r :7:0)2) .

inicial de la forma:
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Figura 5.1: Se grafica el coeficiente métrico 4. Se mantiene siempre en 1 pues es la solucion de
un espacio-tiempo tipo Minkowski.

U,

Figura 5.2: Cuando el lapso se perturba con una funcidn de tipo gausiana, el pulso inicial se

divide en dos uno que se propaga hacia la derecha mientras que el otro lo hace a la izquierda.



A

Figura 5.3: La perturbacién en A se divide en dos pulsos que se propagan en direcciones opuestas
y su amplitud crece con el tiempo.

que corresponde una perturbacin gausiana al lapso original de Minkowski. Luego se utiliza la

condicién de foliacién arménica para evolucionar el lapso.

En las figuras 5.2 y 5.3 se muestran la evolucién de a v de A en funcién de r.

5.4.2. El espacio-tiempo de Schwarzschild
Para espacios tiempo que coutienen agujeros negros la métrica utilizada es:
ds? = M Adr? + BridQ?).

con ¥ un [actor conformse independiente del tiempo. El espacio-tiempo de Schwarzschild, en las
coordenadas isotropicas estdndar, se obtiene al tomar A = B = 1 y ¥ = (14+M{2r). El horizonte
en estas coordenadas estd en r = A[/2.

Este tipo de espacio-tiempo es mds intercsante en el sentido de que presenta una singuwlaridad
y nos permite ver entonces el comportamiento de los cocficientes métricos al escoger diferentes
tipos de foliacién, en Ia figura 5.4 se muestra, por ejemplo, la evolucién de A4 y en la figura 5.5
se muestra la evolucién de K4 para el caso en que se tomd la condicién de foliacién geodésica
que corresponde a @ = 1 para todo ¢. nétese que el tiempo maximo es ¢ = 3, pues el codigo falla
en t ~ m, el tiempo que toma en llegar a la singularidad.

En las figuras 5.6 y 5.7 se muestran Jas ruismas variables 4 y K4 pero en este caso se utilizo la

ocondicion de foliacién maximal. asi mismo se muestra en la fig 5.8 la evolucion del lapso. Es
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Figura 5.4: Para geodésica A en t = 0 es nuo v conforme transcurre el tiempo, condenza a crecer

desmesuradamente debido a que nos acercames a la singularidad.
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Figura 5.5: Para geodésica K 4 tiene un pico debido a que nos acercainos a la singularidad.
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Figura 5.6: K4 a t = 0 es cero por las condiciones iniciales pero en el transcurso del tiempo el

pico comienza a hacerse mas agndo. tiende a infinito. es decir nos acercamos a la singularidad.

interesante notar e} colapso del lapso {que cl lapso caiga a cero) pues nos indica la presencia de
la singularidad en el espacio-tiempo de Schwarzschild.
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Figura 5.7: en el transcurso del tiempo A comienza a crecer con la condicién maximal, nétese
sin embargo, que nuestra evolucién perdura mas que en el caso de foliacién geodésica Fig. 5.4
en un tiempo mayoi A s6lo ha crecido a 2.3.

Figura 5.8: Se observa con la foliacién maximal el lapso colapsa (cae repentinamente a cero)
debido a la singularidad.



Capitulo 6
Agujeros de gusano

En las dltimas décadas del siglo pasaco la comunidad cientifica especulé acerca de la posibilidad
de viajar en el tiempo y el poder recorrer grandes distancias en poco tiempo {veése por ejemplo
{61 (9} v {16]). Aunque la relatividad especial de Einstein nos dice que nada puede viajar mas
rdpido que la velocidad de la luz, no hay nada claro acerca de la prohibicién de poder trans-
portarse de un lugar a otro en un tianpo corto de tal forma que no se viole ninguna ley fisica.
En este trabajo nos centraremos en el estudio de un atajo que podria ser utilizado para recorrer
grandes distancias en poco tiempo, un agujero de gusano.

Formalmente un agujero de gusano es cualquier regién compacta del espacio-tiempo con una
frontera topoldgicamente no trivial. Igualmente se considera una solucion de la ecuaciones de
Einstein que posee una region que conecta dos universos o dos regiones distintas de un mismo
universa.

6.1. El puente de Einstein-Rosen

En 1935 Einstein y Rosen encontraron que mediante un cambio de coordenadas conveniente
podian “desaparecer™ la singularidad en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Hay que recor-
dar que en ésas fechas no se tenia clara la diferencia entre una singularidad coordenada y un
singularidad fsica o en la curvaturs del espacio.

Considérese la métrica de Sclrwarzschild en las coordenadas usunales:

oA

Si tomamos u? = r ~ 2M se puede escribir esto como:
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ds? = dt? + 40 + 20 du® + (4 + 2M)2d02,

u

Tu2+2M
con u € {—00, oc). Aparentemente la singularidad ha desaparecido, sin embargo, este cambio de
coordenadas s6lo descarta la regién que contiene la singularidad r € [0,2Af) ¥ cubre dos veces
Ia regién asintéticamente plana r € [2M,oc), la regién cercana a u = 0 es interpretada como el
puente que une dos regiones asintéticamente planas.
Para justificar esta interpretacién consideremos uns superficie esférica definida como aquella
sobre la cual u = cte. El 4rea de esta superficie es 4m(u? + 2M)? esta rea tiene un minimo en
u =0, con A(0) = 4x(2M)2. Uno define la parte mis estrecha de la geometria como la garganta,
mientras que la regién cercana es llamada el puente o agujero de gusano de Schwarzschild.

6.2. Agujeros de gusano atravesables

La palabra atravesable se utiliza para indicar que un ser humano podria utilizar un agujero de
£usano para viajar seguro en un tiempo razonable y regresar sin ser aplastado por efectos grav-
itacionales como las fuerzas de marea. En 1988 Thorne y Morris estudiaron en {8] 1a existencia
de tales estructuras.

El estudio consiste en considerar las condiciones para las cuales se puede mantener abierto
un agujero de gusano y considerar la posibilidad de viajar a través de el Si algnien intentara
cruzar el agujero de gusano de Schwarzschild inevitsblemente encontrarfa la singularidad y seria
despedazado por las fuerzas de marea.

6.2.1. Propiedades de un agujero de gusano atravesable

Es deseable que el agnjero de gusano no presente problemas para ser utilizado como medio

de transporte. Entre las propiedades que se le piden a un agujero de gusano para considerarlo
atravesable son:

» La solucidn a las ecuaciones de Einstein debe tener una garganta que conecte dos regiones
asintéticamente planas del espacio-tiempo.

= No debe poseer un horizonte, pues de otra forma seria imposible un viaje en dos direcciones.

« Las fuerzas de marea que un viajero experimente al pasar a través de él deben ser lo

suficientemente débiles para mantener con vida al vigjero.



» El tiempo en atravesar el agujero de gusano debe ser finito y debe transcurrir un tiempo
propio corto.

s Debe ser estable ante perturbaciones, es decir debe soportar que un viajero pase através
de él.

Aunque en (8] se menciona que no se puede decir nada sobre la establidad de un agujero de
gusano. en 2002 Shinkai y Hayward {13] estudiaron la solucién estitica de un agujero de gu-
sano encontrada por Ellis [5], encontrando resultados muy interesantes aunque desalentadores.

Encontraron que el agujero es inestable ante perturbaciones en el campo que lo mantiene abierto.

6.3. KEstabilidad de un agujero de gusano
6.3.1. Campo fantasma

A pesar de que Thorne y Morris en i8] parecen haber mostrado la imposibilidad de los agujero
de gusano, pues demuestran que la materia necesaria para wantener un agujero de gusano debe
tener deusidad de energia negativa. en teoria cuintica de campos se encuentra que este tipo
de materia puede ser producto de Huctuaciones en el vacio cuantico. Una muestra de ello es el
efecto Casimir [9], sin embargo. la cantidad de materia que se produce no podria ser utilizada

para el mantenimiento de un agujero de gusano.

El tipo de materia utilizado en este trabajo es conocido couro campo fantasina que es un campo
escalar con tensor de energia momento:
Gpv

L H
T;m = _Eié.uo.v - T(g

(‘go.uc‘.ﬂ)j'

s decir con el signo opuesto al usual. A partir de las ecuaciones de conservacion, T# . se obtiene
que la ecuacitn de evolucion del cammpo ¢ es la ecuacion de Klein-Gordon. La diferencia entre el
campo fantasma y el de Klein-Gordon es que el primero tiene densidad de energia negativa por
el signo de T,,..

6.3.2. Agujero de gusano estatico

Una vez que se tienen las ecuaciones de Einstein en simetiia esférica es posible estudiar un agujero
de gusano estético y esféricamente simétrico. Para simplificar las ecuaciones se considera una

métrica esféricamente simétrica ¢ independiente del tiempo de la forma



ds® = —a?d1? + di* + (b2 + 1%) d0? (6.2)

con I a distancia radial propia a la garganta. Hay que notar que al igual que en el caso estudiado
para Schwarzschild, el drea de las esferas [ = cle tiene un minimo en I = by (el radio de la
garganta).

Para propésitos numéricos es conveniente transformar la parte espacial de la moétrica (6.2) a una
que sea conformemente plana, es decir que tenga la forma:

ds? = —oPdt® + V¥ (dr? + r2d0?). (6.3)

Para hacerlo se debe pedir dI? = Uidr? y i + I2 = ¥*r?. Resolviendo el sistema de ecuaciones,
con la condicién de que cnando r tiende a infinito ¥ tienda a 1, (limite asint6tico plano) se
obtiene:

. 1/2
o (4r+ 1) !
2r

ademis de la relacién entre r v la distancia radial propia a la garganta I:

(6.4)

1
l=r—-—.
4 r
Se habia mencionado que la materia necesaria para mantener un agujero de gusano satisface la

ecuacion de Klein Gordon, (%¢ = 0. El campo escalar sin masa que es la solacion es':

o=tan"! (b—lo) . (6.5)

La densidad de energia asociada al campo fantasma es:

g 77 = ~!/'I'-Tiz

! 2 by [ O? 2\ 1
= [sz + 5o (:TZ + 7"&#”

i

p

imal?

_ L (&
T 4w \ 24w )

donde se utilizé que el campo es independiente del tiempo.

Se observa que la densidad de energia es negativa, por lo cual viola la condicién fuerte de energia

{16]. De aqui el nombre de campo fantasma y la primera complicacién acerca de la existencia
fsica de dicho campo.

THay que resaltar que el tensor de energia momento satisface las ecuaciones de Eiostein Gy, = 8»7},, para la
métrica (6.2).



6.3.3. Condiciones iniciales

Se considera que el espacio-tiempo tiene originalmente un agujero de gusano estitico y deseainos
conocer como evoluciona con el tiempo. Nos interesa saber principalmente si esta configuracion
es estable (en la naturaleza se encuentran configuraciones que son estiticas pero son inestables.
ocolocar un lapiz sobre su punta en un escritorio por ejemplo).

Hay que recordar, sin embargo, que al modificar la materia la resultante ya no es solucion
de las ecuaciones de Einstein y es necesario hacer algunos ajustes para que se satisfagan. Al
hacer la descomposicion 34-1 se obtuvieron seis ecuaciones de evolucién y cuatro ecuaciones
de constriccidn que nos declan bésicamente que las condiciones iniciales no podian ser dadas
arbitrariamente. Este es nuestro punto de partida: se imponen las ecuaciones imiciales trK =0,
Kp =0, A= 1,Ds = 0 y a continnacién se obtiene una relaciéu para B y Dp. Para ello
se coosidera que se debe satisfacer la constriccion hamiltoniana. Al resolver para el coeficiente

métrico angular estamos permitiendo que el radio de la garganta cambie.

6.3.4. Perturbacién del agujero de gusano

Consideramos como condiciones iniciales que el espacio-tiempo contiene un agujero de gusano
¥ queremos saber su comportamiento ante pequenas perturbaciones, que corresponderia a un
viajero tratando de atravesarlo.

El estudio consiste en considerar una perturbacién en el campo fantasma de la forma:

o= 0p + s, (6.6)

con:

Ap ¢s la amplitnd del pulso, o su ancho v Iy 1a distancia radial propia de ry definida como:
Iy = f:n Vdr = (r —1'&(# +1). Si mantenemos las condiciones iniciales trK=Kp =0, A = L.
D, =1 podemos utilizar las ecuaciones de evolucién de Einstein para conocer el comportsimiento

del agujero de gusano ante dicha perturbacién.
El radio de Shwarzschid o radio de drea esta definido comor

Ryen = 792VB, (6.7)

indica el comportamiento de la garganta del agujero de gusano ya que da el radio de las esferas,
al hacer cortes de espacio-tiempo a{ y r constantes.
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Figura 6.1: Se grafica el coeficiente métrico B, en un principio comienza en B = 1 y conforme

transcurre el tiempo comienza a crecer cerca del radio de la garganta.

6.4. Resultados de la simulacién numérica

Ya en {13] se tenia el antecedente de la inestabilidad de un agujero de gusano. Al estudiar este
sistema se encuentra que el destino del agujero de gusano es colapsarse o abrirse indefinidamente,
dependiendo del signo de 1a perturbacién que se le aplica.

Se le aplica al campo una perturbacién de la forma (6.6) con A = 0.002, 0 = 1.00, 7 = 500 y
se hacen varias simulaciones numéricas utilizando diferentes resoluciones de la malla (Ar = 0.1,
0.05, 0.025, 0.0125). En las figuras 6.1 y 6.2 se muestra la evolucién de B y Kp para el caso
en que [a perturbacién al campo es positiva, nétese como cerca de la garganta r ~ 0.5, B crece

mientras que K5 presenta un pico mmy pronuciado (en direccién opuesta) en el mismo valor.

En la figura 6.3 se muestra el comportamiento del lapso como funcién de r a diferentes tiempos.
La condicién de foliacién utilizada fue la maximal y se nota como el lapso siente la garganta
del agujero, conforme evoluciona cae a cero en r ~ 0.5. En la figura 6.4 se nmestra también la
evolucién del campo fantasma. el cambio no es significativo debido al tamaiio de la amplitud de

1a perturbacién.

Una de las formas que se tiene para checar la convergencia del codigo es refinar la malla y

mirar las ecuaciones de constricrién pues éstas deben converger a cero, la solucién exacta. En la
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Figura 6.2: La compouente de curvatura Kp comienza a hacerse cada vez mis negativa conforme

€] transcurso del tiempo.
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Figura 6.3: El colapso del lapso no es dristico cerca de la garganta.

61



0.7

os| |
o5 b 4
[
o4 P R
e

e

/
o3k —1
ot f 1
ol ]
L] 4
YRS | K

ozl » Y .
s o 5 0 5 =0

Figura 6.4: La perturbacion del campo fantasma comienza a viajar hacia atrds del centro rp=0.5.

figura 6.5 se encuentra graficada la norma de 1a constriccién hamiltoniana? para las diferentes
resoluciones de la malla utilizadas. Analiticamente las constricciones deben ser idénticamente
cero, sin embargo debido a los errores muméricos, esto nunca es posible. Los valores diferentes
de cero que adquieren, deben converger a cero conforme uno aumenta la resolucién de la malla,
en la misma figura se grafican e logaritmo de la norma de las constricciones como funciones del
tiempo para las cuatro resoluciones, vemos la convergencia en normma al awentar la resolucién

de la malla a segundo orden en Ar como se esperaba.

En la figura 6.6 se encuentra graficado el valor mfnimo del radio de Schwarzschild como funcién
de t y nos indica que la garganta se esta abriendo.

Por otra si parte consideramos una perturbacién en el campo escalar del tipo §_ con Ia misma
amplitud, ancho y centrada en el mismo punto que el caso anterior obtenemos una evolucion
diferente,

En la figura 6.7 se muestra la evolucién de B. Se encuentra un cotnportamienio de algin modo
contrario a lo que ocurre en el caso anterior, el comportamiento de los coeficientes métricos y
de curvatura es opuesto y lo més significativo es lo que le ocurre al agujero de gusano en si.

En la figura 6.8 se grafica el lapso maximal como funcién de r, se observa como tiende a cero
al aproximarse al radio de la garganta. En la figura 6.9 esta graficado el minimo del radio de

v

24102
2La norma utilizada es Ia raiz de In roedia de los cuadrados definida come: i f = (='—£)

LA
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Figura 6.5: La convergencia del cddigo puede chiecarse utilizando diferentes resoluciones al
graficar la norma de la constriccién hamiltoniana
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Figura 6.6: El radio de Schwarzschild indica €l comportamiento del radio de la garganta, notese
como crece indefinidaente con el tiempo.
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Figura 6.7: El coeficiente métrico B para el caso en que la perturbacion es negativa. Comienza
a tomar valores muy pequefios cerca del radio de la garganta.

Schwarzschild, en ésta grafica se ve que su valor minimo decrece, lo que nos indica que la garganta
se esta cerrando. Finalmente en la figura 6.10 se muestra la convergencia del codigo para este
caso, utilizando el logaritmo de la norwa de Ia constriccién hamiltopiana.

Se ha encontrado que un agujero de gusano de la forma (6.3) es inestable ante perturbaciones en
el campo que lo sustenta. Por un [ado, cuando se perturba el agujero de gusano con un pulso de
la forma 4, se encuentra que su garganta crece indefinidamente, mientras que s Ja perturbacién
es del tipo 4_ la garganta comienza a cerrarse.

Para imaginar la situacién fisica que representaria el caso estudiado considérese que nos encon-
tramos un agujero de gusano estdtico e intentamos atravesarlo, el resultado es que si lanzamos
una nave espacial del mismo material que mantiene al agujero de gusano este se cerrard o se
abrird indefinidamente, dependiendo del signo de la perturbacion.
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Figura 6.8: El colapso del lapso se observa desde un comienzo hasta que finalmente en t = 10
cae draméticamente s cero.
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Figura 6.9: El valor minimo del radio de Schwarszchild para la perturbacién é_ comienza a
disminuir de manera monétona lo que nos indica que la garganta se cierra al splicar una per-
turbacion de éste tipo.
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Figura 6.10: al igual que en la fig. 6.5, se grafica la contrecion hamiltoniana para checar conver-
gencia, pero en este caso se refiere a la perturbacién de tipo §_.
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