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Introducción 

La teoría general de la relatividad describe la naturaleza del los campos gravitadonales. Las 

ecuaciones de Einstein predicen fenómenos antes inesperados tales como el colapso gravitacional, 

las ondas gravitacionales y la exparu.ion del universo. Las ecuaciones de Einstein consh."ten en 10 

ecuaciones diferenciales parciales para las 10 componentes de la métrica, y no es fácil resolverlas 

incluso cuando se trata de sistemas que presentan altos grados de simetría. Por mucho tiempo se 

ha e:.i,udiado el problema de relatividad gf'neral enc,ontrando soluciones f'.x8(1as, desarrollando 

métodos de aproximación o simpllikando las ecuaciones imponiendo simetrías, sin embargo, 

la forma diTfcta es la integración nÚInerÍ('.a de las ecuadones. Est.e campo de investigación es 

conocido como relatividad numérica. 

La relatividad uumérica., simulacióu c.:omputacional en la relatividad general, es un campo de 

investigación que esi.a muy cercano a las observaciones fisícas, tal como la astronomía de ondas 

gravitacionales. 

Dificultt\des como evoluciones estables y de largo término. se supo¡úa serían superadas ese\>­

giendo condiciones de frontera adecuadas y elecciones de norma convenientes, sin embargo, 

experimentos nUllléricos recientes. llluestran que la formulación estándar no es la IillÍ.S adecuada 

para hacer calcnlos numéricos, y el encontrar mejores formulaciones se ha cOIJ\mido en uno de 

los principales temas de investigación. 

Este trabajo pretende ser llIl3 introducción y llIl3 motivación para el e:."tudio proflmdo de la 

relatividad numérica. En el se e."<pone.n las ideas principales sobre la formulación estándar de la 

relati vidad general para hacer un análisis numérico, se dan nociones sobre el tipo de herramienta 

matemátir-a y numérica para llevar a caho t'l>te análisis y se estudia como caso particular las 

ecuaciones de Einstein eu simetría esférica. Finalmente se estudia un sistema en e11.:ual. se pueden 

aplicar los c,onceptos desatollados a lo largo df'l trabajo, un agujero de gusano. 

El trabajo esta estructurado como sigue: En el capítulo 1 se hace una revisión detallada de la 

descomposición 3+ 1 de relatividad general tal COlllO fue concebida por Aruowítt-Deser y Mísner 

[10J la cual requiere una distinción entre espacio y tiempo, En efecto el primer paso es elegir UDa 
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función tiempo que marque a las superficies espaciales, luego se introducen la función lapso y el 

vector de corrimiento que, junto con la métrica inducida sobre la hipersuperficie, constituyen lo 

que se COlloce como variables ADM. El pI1x:edimento descrito rompe la covarianza, no obstante 

este método perllúte separnr las t~tricdones de las ecuaciones de movinúento, lo que nos 

permite resolver las ecuaciones de Einstein como un problema de evolución. 

El capítulo 2 esta dedicado a discutir las condiciones de norma, que dicen básicamente como se 

debe construir nuestro espacio-tiempo a partir de las condiciones iniciales. 

En el capítulo 3 se dan las. nociones básidls sobre sistemas hiperbólicos y las bondades que tiene 

el escribir de tl:¡ta forma un sistema de ecuaciones. 

En el capítulo 4 se pacticulariza a estudiar UD espado-tiempo esféricamente simétrico y en el 

capítulo 5 se introducen los conceptos y hernwúentas necffial'Ías paca entender lo que hay detrás 

de una simulación numérica. 

Finalmente en el capítulo 6 se muestraJa emluciónde un t.ospacicHiempo que posee un aguje.ro 

de gusano .Y se estudia el erecto que tiene. una perturbación en él. 

VI 



Capítulo 1 

Formulación Hamiltoniana de la 

Relatividad General 

1.1. Foliación del espacio-tiempo 

Las ecuaciones de Einstein están escritas de manera tensorial, así que no es nece;ario formularlas 

en un sistema de coordenada¡; espa:ífiw. Sin embargo, ,-'Sta. fOfma presenta. también un desven­

taja pues escritas en su fonna más general, resulta que constituyen un sistema de ecuaciones 

altamente no lineal de segundo orden y muy enredado. 

En la actualidad, y con la ayuda de las wmputadoras, el si5tema de ecuaciones de Einstein 

se resuelve de manera numérica. Sin embargo, COIDO es bien sabido no bllsta "decirle" a la 

computadora que lo resuelva, es nece;ario enseñarle a hacerlo y para ello hay que escribir de 

manera conveniente las ecuaciones. La manera m8.5 común de hacerlo es formular el problema 

de Cauchy correspondiente, es dedr, dadas unas condidones iniciales, y unas ecuaciones de 

evolución queremos saber como evolucionan las variables. 

En este capítulo se desarrollará una Iormu]adón conodda como la formuJacjón 3+1 que nos 

permit.irá tener a las ecuaciones de Einstein WlllO tUl SÍb"tema de ecuaciones de evolución y 

ecuaciones de constricción, para ello es necesario introducir algunos conceptos que serán útiles 

en el transcurso de éste tral>ajo. 

Para cada punto p en el espacio-tiempo se deJine el futuro crono16gico de p ('OIJJO el conjunto 

¡+ (P) de todos los puntos en el espacio-tiempo que pueden ser conectados con p por medio de 

una curva temporal con dirección al futuro. 

Se dice que una hipersupe.mcietridime.nsional S es acrónica si ¡+(S)nS = 0 , en otras palabras, 
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si no existen puntos (p,q) pertenecientes a S tales que q E 1+(p). 

Nos interesa trabajar en hlpersuperlicies acrónicas S que sean regulare; y tales que las curvas 

nulas o temporales que salen de ella cubran todo el espacio-tiempo. Las hipersuperficies con 

estas características se llaman hiper.mperlicies de Cauchy. Un espacio-tiempo que contiene una 

hipersuperficie de Cauchy global es llamado globalmente hiperbólico. 1 

Una función temporal de Cauchy sobre un espacio tiempo M es una función t tal que cada 

hipersuperlicie de nivel de t es una hipersuperlicie de Cauchy. Por tanto un es"})IICio tiempo 

que admite una función temporal de Cauchy es globalmente hiperbólico y todo espacio-tiempo 

globalmeute hiperbólico admite una fuución temporal de Cauchy. U u coujunto de hipersuperlicies 

de Cauchy no intersectantes que llenan el espacio-tiempo se llama una folioción del espacio­

tiempo, así pues un espacio-tiempo globalmente hiperbólico siempre admite nna foliación. 

Se dice que una foliocjón es espacial si cada hipersuperficie lo es, la foliadón representa una 

descripción particular de M que resulta de la evolución de tUl ('.ampo gravitllcional y sus fuentes, 

esta descripción depende de la elección de los datos iniciales sobre tilla hipe.rsul'erftcie E,,,. La 

construcción de la flUnilia de hipersuperncies, así como la elección de las curvas que pasan a 

través de El (a lo largo de las cuales los datos iniciales son propagados de una bipersuperlicie a 

otm) se obtienen 001110 elecciones de 1lOI1lla. 

Dado na el vector unitario normal a las hipersuperficies 4 , la métrica 9ab del espacio-tiempo 

Al induce una métrica 'Yab sobre cada El dada por: 

(1.1) 

Sobre ('.acla hipersuperlicie los observadores ellya cuatro velocidad esta dada por el vect.or na e;tán 

momentáne&nente en reposo y "midell~ S1lS di~tancias propias con la métrk-a I"ab indocjda. Hay 

que notar que 'Yab es un tensor "espacial~ pues "Yabnb = O. La métrica inversa es: 

(1.2) 

y su forma mixta es el operador unitario de proyección sobre la hipersuperficie 

(1.3) 

1 En un espacio tiempo globalmente hiperbólico .., tiene que M = m x R., es decir es el productD cartesiano de 

una variedad tridimeru;ional con R. 
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Un problema esencial en relatividad genemI es que no e.xiste a priori una familia de hipersu­

perficies preferida para un campo gravitacional desconocido, este problema st'rá discutido en el 

siguiente capítulo. 

1.2. Variables ADM 

Considerando un a¡pado-tiempo globalmente hiperbólico, podemos foliario con lúpersuperficies 

de Caurhy El palametrizadas por una función de tiempo global 1.. Las hipmmperflcies quedan 

defin.idas por la condición t = cte. Un campo vectorial important.e en la dest~mposición 3+ 1 

es el vector t" que forma el conjunto de vectores tangentes a las curvas dibujadas por xi=ete, 

con xi las coordenadas espaciales. En el contexto de la formulación 3+1 de la Relatividad 

General, la dinámka del espacio-tiempo estará (lada por la evolución de la tres-goometría. Las 

hipersuperficies representan WJ.a familia de subespacios Rlemanianos de dimensión tres dotados 

de una métrica inducida sobre la variedad tridimensional. Resulta natura.! mn...,jderar a la tres­

métrica inducida por goo sobre Et como una variable dinámica. 

Se asume que se puede definir un sistema de coordenadas adaptadas locales 2 sobre E,. ta.! que 

x" = (t,;¡;l.x2 , r1) representa también lID sistema lo('al de coordenadas de .\1, es dedr, las 

hipersuperficies pueden represe.utarse por el sistema de ecuaciones paramétricas xl' = xI'(x", t). 

Al ser n" ortonorm& a las lúpersuperficies t = ete existe una función Q que relaciona Vt y nV 

tal que 

n= -oVt. (1.4) 

( Ves la derivada covariante compatible con 9Gb) , la función esc.aJar (\' se denomina lapso y se 

introduce para normalizar a /lv. 

El vector de l~rrillÚento se define como la proyección del vector t" sobre la lúllelSuperficie :E t 

(1.5) 

Por tanto el vector tI' , se descompone ort.ogona.!mente como: 

(1.6) 

Hay que notar que la elección de las funciones de lapso y corrinúellto no estan dadas a priori 

por la geometría de las hipenmperficies I:t sino se pueden fijar a c.ada hlb"tante de tiempo para 

iudicar la fonna en que evolucionan las hipersuperficies.3 

2 A partir de este moment<l se utilizAn índict>s gri,"«"" parft indic.ar que se M .,;cogido UD sist....na C<K,f(\enado 

y corren de O 8 3, mientras que Jos índices latioor; toman valore> de 1 " 3. 
'Hay <lue notar sin embargo que se requiere que t" no sea tangente a la hipersuperficie. 
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Puesto que estamos considerando el sistema de coordenadas ada.ptadas podemos ohtener las 

componentes contravariantes del vector no := (-o, O, O, O). Además, gracias a la. condición de 

normalización, encontramos que su componente temporal covariaute es nI = 1/ a y por la defini­

ción del vector de corrimiento: 

{jI = O, 

lo cual implica. por (1.6) que: 

(1.7) 

Si se utilizan las componentes contravariantt'S del vector normal y la. condición de normalización, 

se puede encontrar la componente goo a partir de: 

por lo cual !fX1 = -1/02. 

La. tres-métrica es: 

(1.8) 

y si se escribe la Ulétrica en forma Ulatricial: 

(1.9) 

Por la. definición de la métrica. iudueida sobre LI, tenemos: 

gij ='"'Iij, (1.10) 

(1.11) 

donde se ha uitilizado la tres-métrica. para bajar el índice-a. (:i la forma matricial de la métrica. 

es: 

gpv = ( -(~;. ¡f A ~:). (1.12) 

Ca.lculando g, el determinante de gpv, se obtiene: 
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9 = -e/"~ 

con "( el determinante de "(i.j - El elemento de línea queda ('lOmo: 

(1.13) 

las variables Q, {J; Y ,jj se conocen como variables ADM4, que corresponden a las diez compo­

nentes linealmente independientes de la wétrica 91-'''-

Un concepto flwrlawental en la fonuuJación EillSteniana de la gravedad es el de curvatura, 

así definimos la curvatura "extrínseca" o segunda forma fundamental como: 

(1.14) 

que se puede escribir en forma equivalente como: 

Kij = - ~ln'ij , (1.15) 

donde 1" se refiere a la derivacla de Lie E>XI direc.cÍón del VE>ct.or normals _ 

Basta utilizar la lintl8Údad de la dE>.ri1l8(1a de Lie para es<nbirla en términos dt'l vector de cor­

rimiento como: 

(1.16) 

donde se ha introducido Di que se refiere al operador de derivada covariante compBtible con 'j'ij­

Es importante señalar que esta ecuación es puranwnte geométrica y corresponde a la evolución 

de la tres métrica: 

irtij 2 K D fJ D {3 - - = - a .,+ ' 1I:+ .,. al, ') J, • • J, 
(1.17) 

1.3. Descomposición ortogonal de tensores 

Para estudiar la geometría intrínseca de la hipersuperficie Et Y poder estudiar la dinámica regida 

por las ecuaciones de EÍllStein, proyectamos los teD!';ores definidos sobre 1;'(M) en Tp(Et ) , los 

e:.--pacios tangentes de Al y El respectivamente_ 

·Amowitt-Oe<er-Misner propWli.eron en ""-tas variahlp.s fundamentales en la descompoo;ición 3+ 1-
liLa curvatunt exntrJn...<.¡f'l(::n de lIDl\ hípel'fiUperficie DO t.iento significado p8l'U )a tres geoOJetrÚl umcebida por si 

misma, adquiere su significado e importancia al 5ef' considerada inmen;.a en una variedad de diJneDSÍÓn mayor. 
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Un 4-voctor w E 1,,(M) se descompone en r.omponentes normales r.omo : 

donde W.l := -ll¡,WI', y 3w" = 1~ w/1. 

En el caso en que tenemos un tensor de tipo (1 ,1) 

(1.18) 

es decir, simplemente proyectamos r.on el operador definido en (1.3) de tal manera que obtenemos 

(1.19) 

puesto que es posible descomponer en r.omponentes normales r.omo: 

donde se ha utilizado: 

vI = - n /lV1 = npnvV:;. 

Sustit.uyendo las e.xpresiones anterion~ en (1.19) se tiene finalmente: 

Así un tensor de tipo (1,1) se puede descomponer r.omo: 

(1.20) 

El tener un espacio dotado de una dtTivada es muy importante para realizar cálculos sobre 

ella, en especial para tener información ace.rca de su geometría, sin embargo la descomposición 

ortogonal de derivadas es un poco diferente, considérese la deri,,'Bda de un 3-vet1.or: 

VI'I::W" 

w"V 1'1:: + I:;V I'w" 

,::VJlW" + wt.7n"VJln~ + n"w"VJlTl". 

'Y::V I'w" - W.l V¡,n~ + n" w"V¡,n" 

,::V,.w" + w.dK~ + a~n¡,) - ))"w"(K¡1D + a"n¡. ). 
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El vector al' se define como: a" = nI'V"nV
• Al proyectar la ecuación anterior e; posihl~ obtener 

una relación entre la proyección de la cuatro-derivada con la derivada definida en la hipersuper­

licie 6 mediante: 

(1.21) 

donde se ha utilizado la definición Dowl' := ~ 'lf v"w>- y la relación "rl-rt:V..,:.fi = 1'1 -Y.:V~­
w.lKf· 

Por otra parte se tiene la descomposición de V,.w" como: 

VP.w" VP.ewV +W.1lI") 

V,/"w" +W.1 Vp'n" + n"Vp.w.1 

V/wv +n"V,.w.1 -w.1(K~ +au71,,) , 

Si se escrihe ahora: 

VI' = 'Y;'V", + np.V.1, 

donde se ha tomarlo Vi := -n"Va. y si se sustituye en V,.""" tendremos la expre;ión siguiente: 

Que sustituyendo la expresión (1.21) y reordenando tendremos: 

D,,3W'" -WiKr, +nV(Dp.w.1 -3 wo.Ko.p.) 

+lIp.(Vlw" - aVw.d + nVnp' V J.W.L. 

Se obtiene un resultado importante que utilizaremos más adelante al contraer JL y 11 : 

D/wI' + nI' V .1 3w1' 

DI' 3w" _3 wI'V.1lIl' 

D,.aw" +3 wl"a,.. (1.22) 

que tiene importancia pues relaciona las dive1yendas de mm fornm diferencial en ambas var­

iedades. 

GEl operador D .. se define como la proyección de la cuatro-derivada V ... "bre la hipe"roperfióe E. y remita 

además que"" la deri\-ada covariante compatible con ..,ij 
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1.4. Ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi 

Con el propósito de obtener al tensor de curvatura definido sobre El en términos de la derivada 

definida sohre M y tener una. expresión que podamos calcular, aplicamos D a una. :3-forma y lo 

descomponemos en términos de la derivada V como sigue: 

"f; 7Í"f; V .. (/Í "'f~V;W6) 

"f; ~ 1';I(V .. ;í) ~V~W6 + "¡(V n~)V~W6 + 1'¡ 1':V .. V~w/lj 

tomando en cuenta además que,..,~ 'YÍ V,,""¡ = _ nE K{k , relación que se obtiene inmediatamente 

al escribir ~ C01Il() 56 + 1ht6 e identificar términos, es posible simplificar y ohtener 

DpDrlwp. = -(-r!n!Kp¡:I+ "f~no K¡;p)V,,3W/l + -r~ 'f61'~V,-, V,,3we. 

Con la definición gene.raJ del tensor de curvatura 3 R,.{3.,1'ew,.) := (DpD8 - DpD8)3wv , y la 

relación anterior se llega a: 

(K¡.p.h'! - Kp.,4)3W6 + 1; ~1'~(V., Ve - VEV.~)3wO 

(K"p.h-: - Kp.pK~)3W9 + 1'; ~ 1'1.R""eCT:1 Wq , 

lo que nos permite obtener la relación buscada: 

Para E.'ncontrar el escalar de curvatura simplE.'mente contraemos los índices 0, {J y p, ¡J. : 

K/4'J K{lP. - K2 + "«'-'''fBu R<tEf/.,. 

Kp.{JK(3/· - h/l + (i" + rhtn)(/" + n8nCT )Ro dÑT 

Kp.8K(3P. - K2 + R + 2R.Ll., 

(1.23) 

(1.24) 

donde 2Rl.l. := n'1I'" Reu y se utilizaron las propiedades de antisimetría del tensor de Riemllla.ll 

para cancelar el término nF;no'18n"'~. 

En [12j se muestra que (1.24) se puede escribir en forma más conveniente corno: 

(1.25) 

Esta t'S la forma más común de la ecuadones dp Gatllis-Codazzi que dan la reladón ent.re los 

escalares de curvatura definidos sobre cada variedad. Si, por otra parte, consideramos la derivada 
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de la curvat.ura e."trín.o;eca: 

se obtiene: 

1'; 'Y~ "tf,V "Ko.~ 

'Y; -C -yf.V,,"(')'~V(n/l) 
'Y; t: 'Yf,(b~V "" V <nti + V ,,(r~)V (1Lp)) 

Kpv n°"¿Vanp - Y¡: 'Y5 -rE V "V (n,h 

-')'; ')'~~(VuVc; - V,Vu)n/1 

-'Y; 'Y~ -rE Ee({J1IC. ' 

Obtenemos las ecuaciones de Codam-Mainardí, 

1.5. Proyección de las ecuaciones de Einstein 

Las ecuaciones de Einstein se escriben COIllO 7 : 

(1.26) 

(1.27) 

si proyectamos esta ecuación con un índice en dirección normal y otro en direcdón de la lúper­

superficie tenemos: 

_JI "R lR " 8 _J' "T. 'r~n ¡w- 2 'Y"tln = 1!" I"n ¡'" (1.28) 

Si contraemos la derivada de la curvatura e.wínseca dada por las ecuaciones de Codazzi-Mainardi 

(1. 26) tendremos: 

-')'~ Y" RuC;/lon" 

-'Y~no Rc;o - inlln" R,.,C;llon" 

- in°Rc;o 

donde, por la. antisimetría del tellSOr de Riellll!lall. el término níJn" Ru({Jczllcz se anula y K := K:. 

Al sustituir en las proyecciones de las ecuaciones de Einstein (1.28) obtenemos: 

(1.29) 

7Se cunside.m el sistema geomélrim de ~ •• ~J) el cual la c.onMltJ)te de gmvitación ,wi ....... i1 G ~' In velocidad 

de la luz e son iguales A 1, 
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En donde hemos utilizado el vector de densidad de momentos defuúdo como: 

J). := -I;.n"T¡.w 

A la relación (1.29) se le conoce como constricción de momentos. 

Si proyectamu; las ecuaciones (1.27) sobre la dirección normal con !V'n" encontramos. 

P "R IR"" n n pu - 2" .n TI 9"'1 
1 

n"n"R¡w+ :iR 

87m"n"T¡.w 

87fp 

(1.30) 

donde p es la densidad de materia. que se define como p := 7l"n"T,,,,. Utilizando (1.24) para 

sustituir n,ln" R,..., llegamos a : 

( 1.31) 

La ecuación (1.31) es la constricción hamiltoniana. 

Si tOlll3IllOS la traza de las ecuadones de Einstein obtenell106 qut' 

y después de proyectar sobre 11113 hipersuperficie en{:ontramos 

(1.32) 

donde uemos definido S~ := l~1'¡¡T:. Al contraer los Índices 2 y 3 en la ecuación (1.23) se 

obtiene: 

R"p := Rpap" = K;K.,p - K';Kp" + 1';1'!1'!Ru60"' . 

El último término de esta ecuación lo podemos escribir también como: 

1'; ,,!(ó! + Tl.on,6)Ruó8" 

-r; ¡!R,,8 + 1; -r!Ru1.8.l. 

(1.33) 

(1.34) 

El sigtúente paso es escribir estas ecuadones en ténninos de las variables ADM, para ello con­

traemos el tensor de curvatura con el vector normal a las hipersuperficies: 
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a! proyectar con el vector norma!: 

nÁV" V Á'I-r - nÁV.I. Vo l l-r 

V,,(n.l.VÁ1I-¡) - (V"lI.1.)(VÁI/-y) + n.l.V,\(K')'o + 0')'11,:.) 

V a~ - (K~ + a.l.,I,.)(K7.1. + ~n.l.) + n>'V>.K')'OI + n.l.V .I.~1J .. 

V,,~ - K:K7" - a"1IoK,),A + 1l
AV>.K1'O< + a>'1I,. V.I.~ + a-pan

, 

Podemos escribir entonces: 

El tllrolr ténnino lo podemos escribir, después de SU1llar y restar términos, C01llO: 

si además introducÍID06 la derivada de Lie (.c .. K)~ en la expresión anterior (que reconocem06 

como los primeros tres términos) y sustituimos [(a¡3 = - V fJlI" - a"nfJ encontramos: 

(.c"K)~ - K~(K~ + Il!n.\) + K!(K; + aÁ l/-y) 

(.c nK)~ + a.\1I-yKf. 

Al sustituir en términos de la deriv-.wa de Lie se obtiene: 

Llevando este resultado a 

(1.35) 

relación que se obtiene a! sustituir (1.34) en (1.33) y subir el segundo índice tenemos que: 

(1.36) 

La derivada de la curvatura a lo largo del vector normal esta dada por: 

(.cnK)~ = lI>'oAh~ - K;o.\"o + K!o')',,>" 

Puesto que la derivada de Líe es invariante aute el intercambio de derivada tmariante por 

derivada parcial. Sustituyendo nI' = !.(tl ' - ~'P') es posible escribir [12J: 

(1.37) 
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Si ahora proyectamos sobre la hipexsuperlicie: 

podt'.ID06 escribir (1.36) c.omo: 

Al expresar la aceleración en términos del lapso [15] 

obtenemos su derivada como: 

q DfJ(} 
a¡1 = "/8 V,,(lu(n)) = - - o 

O ' 

(L38) 

resulta entonCES que podemos sustituir - D"aa - anas = - D"D~Q en las et..'U3Ciones (1.32) y 
, Q 

(1.ag) para obtener 

Hemos demostrado en (l.38) que los térnúnos 3. 4 Y 5 corresponden a la proya:ción de la derivada 

de Lie y por tanto es posible t'SCrihir: 

Q "f( 8 3 <> D"Dí30 
"/0')'8 .t"K)')' = R'J+KK{1---­

o 

que al utilizar la linealidad de la derh-ada de Líe y la mqm:sión para t'J vector normal en términos 

del vector de corrimiellto y el vet~tor tI' IlOS da la ecuadón de evolución para K: 

Si escribílllOS el>1.a ecuación en forma de componelltes encontramos: 

(1.41) 

1.6. Principios variacionales y ecuaciones de Hamilton 

Para la construcción de lID hamiltoniano es necesaria la descomposición del espaci~tiE'.mpo en 

una familia de hipersuperficies espaciales. Los momentos canónicos conjugados son definidos 

como las variaciones de la lagrangiana con respecto a las derivadas temporales de la métrica 
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J ij (el parámetro t que etiqueta cada hipersuperfide). El propósito de esta sección l'S mostrar 

como a partir de principios variacionales definidos sobre la hipt'ISuperficie, es po5ible recuperar 

la ecuaciones de Einstein obtenidas en la sección anterior simplemente aplicando el operador 

de proyet~ión. Se verá que las ecuadoues de Hrunilton dictan la dinámica de la métrica y su 

momento canónico conjugado. 

La noción de formulación lagrangiana en teoría de campos es similar, en cierto sentido, a la que 

se tiene en mecálúca clásica de partículas, ya que uno especifica el funcional de acción como 

una integral de la f¡mción lagrangiana (e) sobre una trayectoria. El problema variacionaI en 

relatividad general es estudiar una región compacta f! de la variedad tetradimensional M y 

coru;iderar un campo tensorial que se anula en la frontera de O. 

Para el caso que 1105 ocupa necesitanlos collStruir un hruniltoniano para la acción gmvitacional 

en términos de I<\s variae,ies ADM. Para ello utilizamos la eclUloC¡Óll (1.25) polCa escribir la la­

grangiana gravitacional como: 

Ce AR 
oJ1eR+KI',~KJ31' _ K 2 -2'7,,(0" + KnO ») . (1.42) 

Siguiendo los métodos convencionales se define el momento canónico conjugado de '"lab como: 

(1.43) 

.ah 
Llevando a cabo la tlallsfoffiJación de Legendre 'HG = 7r"b "( - ed .".ab, "(,rb) se obtiene la densidad 

hamiltoniaua, 

lk ( 'rb.".2) ah 1tc = J1 7r 7fah -"2 - lk.¡yR + 2" D" Bb· (1.44) 

El Hamiltoniano en tk.rminos de las variables ADM y de los momentos c.Qnjugados es: 

(1.45) 

El último término contribuye sólo en la frontera pues completando la derivada total obtenemos 

(1.46) 
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Como primer pa.'iO hoc"emos las variaciones con respecto a a 8, encontramos dirEetamente: 

(1.47) 

Notamos sin embargo que la densidad lagr8ugiana no contiene ninguna. derivada. temporal de a 

ó (30 así qne sns momentos canónicos conjugados son cero y tenemos por lo tanto: 

(1.48) 

Si realizamos ahora la variación con respecto a (30' por el argumento antes presentado obtenemos: 

7rOO 
5{JHe = Da ,fY = O. (1.49) 

Las ecuaciones (1.48) y (1.49) son las constri('.('jones hamiltoniana y de mome.ntos, pero que 

t.OIllil\l. su forma usual una. vez que consideramos la definición de 7rab. Al llevar a l'.l\bo la v&iación 

con respecto a 7r tendremos: 

ó"BG = il ~ó" (7rOÓ
7rab - ~2) -ó,,(oRv9J - ó".(27rab Do;."~) . 

Haciendo explícitamente la variación en el primer término se tiene: 

(1.50) 

lllÍentras que la variación del segundo y tercer término es nula pues no dependen explídtamente 

de 7r. 

Es posible entonces escribir la variación de la a~xión hamíltoniana COlTlO: 

&"Bo = - (21rab - 7rl'ab)5,,(;orab) + 2Da{3¡A(7r ). 1 a ah 

n,fY 
La ecuación que dicta la dínámk.a de la rnétIk.a., la ecuación de Hamílton es: 

liBo 
ó-¡rab 

:;(27rOb - 7r1"") + Da{3b + ~{3o. 

Para ver la relación que guarda esta última ecuación con la ecuación (1.16) es necesario cono­

ct'I 7rabcomo función de Kab (es el a.uálogo de la transfOnnadÓll que se tiene en mecánica de 

partículas, tenemos las ecuaciones de Hamilton en términos de los momentos y coordenadas 
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generalizadas y que.remos recuperar las ecuaciones de Lagra.nge en términos de las coordenadas 

generalizadas y sus velocidades). Esta relación se obtiene a panir de (1.43), si se sustituye di­

rectamente en (1.51) y utilizando la relación entre las trazas de ambas variables 1r = 2K.¡;y 

et~.(1.43) obtenemos: 

fhob Tt = -20K ob + Dll{3¡, + IJ"fJ", (1.51) 

que no es otra ecuación que la (1.17), se ha recuperado la ecuación para la e\<olución temporal 

de la métrica. 

Para hallar la ecuación de mO\'imiento de ¡rdI> se deben considerar las variacioues con respecto a 

"Iob, escribimos entonces: 

El primer ténnino es la variación del detenllinante [18] que esta dada por: 

(1.52) 

Para variar el seg¡mdo ténnillo, almque pareciera que no depende de 'Yab, hay que recordar que 

se tiene la relación '/rob = 11" .. 'Yad1['k Y por tanto la dependencia de 'Yob está implícita.. Una vez 

que se escribe esta dependencia y se ÍIltIodu('e la variación, queda como; 

La variación del tercer ténniuo se lleva a cabo descomponiendo el escalar de curvatura como el 

tensor de llicci multiplicado por la métrica y utilizando nue"lUIlente la fónnula para la variación 

del determinante: 
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(l (Rdb'),I1b,,'Y (.,fY) + .5'Y(R,w)~ v;y + .57 (¡db)R,wV;Y) 

(l ( - R.."ncd';; ')dbÓ-r(¡ob) + ", (RdbhM,¡;r + "-r( "(db)RoJ,,¡;r ) 

o (- ~,),db + R",,),¡;rÓ.,bM) + ó7(Ro/> ) "(oh,¡;r. 

En esta última relación obtenemos un ténnino que requiere tratamiento independiente pues en 

él se encuentra implícita la métrica a través de los símbolos de Christoffel. 

ó, (ad~b - ü"rJad) "(oh ,¡;r 

( 8dÓ-y~ -lM-yrJad ) ')'06 ,¡;r 

Dd (')'abó-yr oh) - Dd (').adó-rr~) v;y 
Dd[~VdJ,¡;r , 

en donde se ha definido ~Vd como ~Vd := ')'.bó-rr~ - ')'adÓ1~b' ténnino que será analizado 

independientemente. Por lo pronto escribimos oó, (R"f'i) como: 

aÓ.,(R,¡;r) = (l [( R.,,¡, - ~,),M)v0Ó,(¡·b) + Dd{~Vd},¡;rJ 

El último término necesita ser escrito en términos de {J" , lo que implica utilizar la métrica y por 

tanto si se ve afectado por la variación como: 

2,rWÓ-y(Db,Ba) 

2rrOO [ó.,(Dbi'J"h .. " + D/1,B"ó7 b.(·)] 

211'00 [trt')·a(.Ó..,(f"db) + Db,B"Ó..,baJ] . 

Podemos escribir fádhuellte la variación totall':OIDO: 

( _~;abó(¡oo) ( 1rt:d1rt:d _ 1T
2

) + 20 (1I'~1rd> _ rr
ab1f) ó-y(-roo) .In 2,f} 2,f} 2 

-o [(Roo - ~,),ab),¡;rÓ"Y boh)] - o [Dd(~yd),¡;r] 

+2~ ~')'a~Ó"(~b)] + 2~ [Db,B"ó-y (1ac)] 

Notamu! que es posible escribir (Dd{a~Vd},f}l - [Dd(a)~Vd,f}l en lugar del término 

a [Dd(~Vd)"f'il e:.'to lo hSl'emU! para tener un término que sP..a posible eliminal dadas las eondi-

ciones de contorno. 
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El término resultante ~Vd lo descomponemos pues tiene implícitos en los símbolos de ChristoJfel 

t~nninos que nos serán de utilidad para eliminar más términos en la frontera. escribimos así: 

uv': ')'ab61'~b - ,at:'Ó')' r!b 

...pi 
,ah{ TID,,(d,'Ydb) + Db(5-r'Yad) - Dd(d-r'Yab)J} 

bd 
-'YocC

2 
[D.,(Ó.y"Ydb) + D¡,{6-r'Y"") - Dd(6-r'Yob)]} 

~bab'Ycd - T"',bdJ[Da{5-r'Ydb) + D¡,(5-r1''''') - Dd(5-r"'ah)j. 

Con este resultado podemos escribir ~Vr.Dc<'~. \illa vez ha~hos los product.os t'Orrespondient.es, 

corno: 

~hab,cd DcüDa(6",'db ) + 'Y0b'Ycd DcoDb(6.." oJ) - ,ab,cdD.-llDd(6''Iob) + 
_..,ac..,bd D • .aD .. (6-¡I'db) - ,oc,bd DcoD¡,(Ó,'Yad) + 'Yac'Ybd D<.aDd(6-¡lab)} 

bah ~aD.,(5-r¡db) _ ,,¡,lb ~ODd(5" ob)}. 

Donde se han sumado los t~rminos equhlllentes. Renombrando los Índices mudos es posible 

simplifif,ar 111m más parll e&'IÍbir: 

Por otra part.e el término Dd{(t)~Vd,f1 se >,_xpresa como: 

Dd(O)~Vd ¡;¡: = Dd{ (-ydb D"o - 1'06 do) (5..,ab)}y'1' 

- Dd('Ydb DOo - .)'06 do)(,s' ah)y'1', (1.53) 

que contiene un tknnino de dt'rivada total que podemos eliminar al integrar sobre la frontera. 

El ténnino 21fÚ' [~"'aL.5,(r:¡,,)] lo descomponemos en términos de la métrit-a de la siguient.e 

manera: 

2.,.obpd'Yac [~..,ca(Dd{hob) + Db(6"'ad) - Da(Ó'Ydb)] 

rm,a-J [Da (6106)] . 

donde se encuentra que es posible eliminar un término en la frontera al escribir de manera 

equivalente: 

(1.54) 
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E.stamos listos entoncl;'S para escribir la. variación del harniltoniallo como: 

{ o: aó ( al .,(l) 20 ( a d> ¡r"b7r ) - ) 6-yHe = in - 2-11 "( 1r 1fcJ - 2 cfh.b) + .Ji 1r,,1r - -2- (\1 (1·16 

+0 [( ¡{'h - ~~) J1.trbaó)] - [Dd{o'lVd}J1) 

+Dd [("(dbJ)"o_ 'Y'rbdoHhaó») J1- Dd ("(dbJ)"a - ~do) (cfl'aóhn 

+Dd [1raó~;:'Yaó)] ,fi -Dd (¡r"~) (haó),fi 

+2,rW [.D¡,,8"cf-yboc)] . 

Obtenemos así la ecuación de Hamilton para ¡r"b como: 

cfHG 

cf'Yaó 

~ ... ab ('K""7r~ _ ~) _ ~~ (~~ _ 1r
aó

1r) 
2,fi , '.... 2 -11 e 2 

- (\"n ( gJ6 - ~,aó ) + (Db D"o - ')'ab DdDdO) ..ti 

+Dd (~) ,fi - 211""" Der!. (1.55) 

Para obtener esta ecuación en términos de la curvatura extrín'SflCa basta recoroar la ecuación 

(1.43) y una sustitución de (1.51) en la ecuación (1.55) nos lleva a : 

Recuperamos la ecuación de evolución para K pero esta vez se obtuvo de un principio puramente 

ffsko, las ecuaciones de Hamilton. 

1.7. Ecuaciones ADM 

Hemos mostrado que es posible obtener las ecuaciones de Einstein en su forma 3+ 1 utilizando 

dos métodos diferentes y hemos llegado a expresi01l€6 equivalentes de las mismas. Sin embargo, 

a lo largo de este trabajo sigtúendo la. fortlUl usua! de trabajar en el fon:naliswo 3+ 1 decidimos 

utilizar las ecuaciones en términos de la métrica y de la curvatura extrínseca en vez de sus 

momentos canónicos, es por eso que a manera de conclusión eseribimos las ~:u3l.:ioues que serán 
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utilizadas a lo largo de esta tesi'S. Las ecu.aelones de Einstein son 10 pero hemos mostrado que 

se dividen en dos grupos: 4 ecuaciones de constricción y 6 de evolución: 

La¡¡ ecuaciones de COlll,¡tricción son: 

y las ecuaciones de evolución son: 

y la ecuación para K: 

¡."I¡¡j K'j + Ki/ojt; + K/j¡j/J, 

- DiDjO + (t (R'j + XXij - 2KJKi/) 

+41rct ('YijT - 2Sij ) . 

Con etM terminamos nuestra. revisión de las ecuaciones ADM. 
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Capítulo 2 

Condiciones de norma 

2.1. Función de lapso 

Uno de los problemas esenciales a los que se enfrenta uno cuando pretende resolver las ecuaciones 

de Einstein es escoger el sistema coordenado más conveniente, hasta recordar que las ecuaciones 

presentan esta libertad de elección conocida como libertad de lImma. 

En el ('.aso de simulaciones numéricas, una mala elección del sistema de coordenada.<; puede 

acarrear result.ados incompletos e incluso puede evitar que. se obt.enga infonnadón n('JC€Saria 

para ver resultados tlSicos, en el sentido de que el código numérico se detiene y no permite 

ver que ocurre a tiempos posteriores. En el caso de la soludón de Schwam;child por ejemplo, 

se tienen dos tipos de singularidades, unas que existen en la naturaleza y otras que surgen 

debido a nuestra mala elección de c.oordenadas, sin embargo al resolver numéri('.amente ambas 

singularidades tienen la misma desventaja: el código numérico se detiene. 

La libertad de norma en el caso geometrodinámico1 , se ve reJlejada al escoger la función de lapso 

y el vector de corrimient() para coustnñr la foJiación del espado tiempo. La función lapso, indica 

el tiempo propio medido por un observador que se mueve ortogonalmente a las hipersuperficies 

que constituyeu la foliación (olJ6ervadores eulerianos) , mientras que el vector de corrimiento 

indica la forma en que las líneas de tiempo, cuyas coordenadas espaciales ;;on ronstantes, se 

propagan de una hipersuperficie a otra. 

La elección de la función lapso y \'eCtor de corrimiento se lleva a cabo de múltiples maneras. 

Por ejemplo en algunos (,.8S0S se da una C<.'1ulCÍón de evolución para el lapso, ell a.lg1.mos otros se 

lEn el contexto de la formulación 3+1, la dinámica del espacie>-tiempo estará dada por la evolución de la 

t __ geometria po< eso el ....., del término geometrodinámico 

20 



pide que satisfaga una ecUaciÓIl algebraica o simplemente se le da un valor pn.odeterminado, sin 

embargo, la elección no deja de ser arbitraria. 

En las siguieutes se<:ciones se revisarán las condiciones más importantes que le son impuestas a 

la {uudón de lapso. 

2.1.1. Foliación geodésica 

La eJec:ción más simple que podría hacerse al escoger una foliación para el e;pacio tiempo e; 

considerar Q = 1 que corresponde a considerar que Jos observadores eulerianos se mueven en 

caída libre 2 y que las bipersuperficies que constituyen la foliación son geodésicamente paralelas. 

Sin embargo, las líneas de mundo de los observadores eulerianos tieuden a concentrarse debido 

1 áskJ\!llente a.1 ':am~) ~·c·.0.tacional. Para notar esto considér~' ' . ;:cua.ción de (";'o!¡:;;;i{;.n p~a 

la traza de la curvatura extríuseca: 

.ct(trK) = --yobDaD¡,a + a [KabKab + i(p+ trS)] + .c¡3trK. (2.1) 

La eculICión de evolución para el detenninaute de la 3-métrica es decir el elemento de volumen, 

medido por 106 observadores eulerianos es: 

(2,2) 

Cuando Q = 1 la convergencia de las geodésicas eulerianas te K = - V,,71a = 1:" (lu( 1') ~) tiende 

a crecer sin lúnit.e, al sust.it.uir en (2.1) con .1J = O 

.ct(trK} a[KabKab+~(P + trS)] 
> o. (2.3) 

resultando entonces en una singularidad coordenada (-y -> O). 

La condición de {oliadóu geodésica tiene como prillcipal desventaja que al utilizarla pam evolu­

cionar, dígase, un agujero negro, rápidamente encuentra la singularidad y por ende la evolución 

se detiene. 

2.1.2. Lapso maximal 

Debido a los inconvenientes que presenta la foliación geodésica, se propusieron nuevas condiciones 

para la función lapso. Lichnerowicz [7J propuso que un posible remedio era escoger el lapso de 

2La IlCelerllCi6n de los observadores eulcrianu; Q. = í dO Do(ln 0') 6<'rá igual 8 cero pues" = J. 
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tal forma que trK = O en la hipe:rsuperficil" inicial y, que continuara siendo cero durante la 

evolución. Si se considera esta condición en la ecuación (2.2) entonces el elemento de volumen 

de los observadores eulerianos es independiente del tiempo. 

Por otra parte la condición t.rK = O implka que el vohunen en cualquier región n de la hiper­

superficie E es un maximo relativo a cualquier otra hipersuperficie que coincide con E fuera de 

n. 

Si se pide que trK = O = tJt(trK) , entolll~ de la ecuación de evolución para trK enrontramos 

que se debe satisfacer la ecuación: 

(2.4) 

que es lUla El(.'lJaCión lineal elíptica Si adeuuís se satisfoc.e la constricción luuuiltoniarJa, (2.2) 

toma la forma: 

Ao = [R - ~(p - trs)] o , (2.5) 

y en el VllCío: 

1Ul- Ro. = O. (2.6) 

Para estudiar el comportamiento cualitativo de ésta ecuación. York [15] a.~ume un e51J8Cio tiempo 

que contiene un agujero ne¡,'TO, que -roo es la. métrica pla1l3 en coordelladas esféricas y que R 

es esféricarnente simétrico y constante Ro en una región de radio a alrededor del origen y cero 

fuera La solución de (2.6) es: 

0= { 

donde x := r~ , Xo := a,¡Ji;¡. 

sinhz 
:r.~)zo · 

1 + tanh~Q-XQ. 
o:s .. z::sxo 
x~ xo 

(2.7) 

Si :co = O, que rorresponde a curvatura e;caI.ar cero, entonces a = 1 en todos lados. O>l\fonne 

X() crece el lapso comienza a caer en la región donde Ro i O Y luego comienza a crecer como 

1 + 11(l/t·) confonne r tiende a infinito. El valor mínimo de (l ocurre siempre en el origen y vale 

0mín = 1/ cosh(xo) , así para valores grandes de Xo el mínimo del lapso se comporta como e- Xo • 

Una vez que se entiende el comportamiento del lapso para este tipo de espacios, es natural 

preguntarse por ejemplo cual sería una t.'Orrecta generalización del parámetro Xo = u.,flfó, o cual 

es la dependencia. real entre el lapso y X() (.'On el tiempo. Si llegaremos a tener una respuesta 

a et>'tas pregtUltas podríamos decir entonces cuanto tarda el lapso en caer a, cero y detener la 

evolución cerca de la región en donde el campo gravitoc.ional es muy intenso y si este tjempo es 

menor al tiempo en que se alcanza ulla singularidad. 
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x=x.(r/a) 

Figura 2.1: Se grafica el lapso como función de le, y se muestra como cae a cero cerca del origen 

Para generalizar el parámetro Xo en el C.!I.<;O esféricamente simétrico se esc-.ribe: 

Xi) = L"" V"rr Rdr = avR(r = O). 

que al ser R = i1(1/r4 ) y 1'rr = 1 + 19(1/r), :ro es siempre n>,al y finito. 

Para el caso de un agujero negro de Schwarzschild, es sabido que el tiempo propio en alcanzar la 

singularidad desde el horizonte l'S Te/ = trM, (veáse Ref.[18j por ejemplo) mientras que el tiempo 

propio en el cual la. foliación lll8XÍllIa! detiene el cola.pso es: 

rmáx = J (lmíndl = f 1/ cosh(xo)dl "" 1,91M ~ re/. (2.8) 

El modelo predice entonces que el lapso cola.psa.rá. y detendrá. la. evolución antes de que la 

singularidad sea alcanzada. El comportarnientn cualitativo de (l en el caso de espacio plano 

con curvatura colll;tante (2.6) es simila.r a lo que ocurre en e.-pacios-tiempo lx>mpletos que son 

desarrollados con la condición de foliación ma."imal. Esto indica que las soludones a (2.6) estarán 

determinadas principalmente por la curvatura escalar sobre las hipersuper.ficies y por tanto el 

cola.pso della.pso es debido a las propiedades generales de las ecuaciones elíptic.as y 110 depende 

de 105 detalles de los l-ampos gravitacionales fuertes. Para que el tiempo propio 10 (\' dT -+ 00 a 

lo largo de la Jínt>,a de mtmdo de un ohserV"ddor lejano dell'.3lnpo agujero IWgro y se tenga que 

fo"" (l dr ~ 11" M en la región ~tral, la función lapso debe apro.'Cimarse a cero muy rápidamente 

en el campo gravitacional fuerte, mientras que (l -+ 1 en el infiuito espacial Este comportamiento 

de la foliación maximal se conoce como Cllasián de singularidades. 
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2.1.3. Evasión de singularidades 

Si lUlO se relltringe a si!,'temas de cooroenadas correspondientes a observadore; Eulerianos, las 

singularidades de la foliación deben eorresponder a singularidades en las líneas temporales y 

viceversa. Esto es debido a que la métrica tridimensional inducida sobre cada hipersuperficie 

coincide mn la métriC'.I\ de los ob&>.rvadores normales. Consirlt'rese, por ejemplo, la línea temporal 

Xi = xt y el tiempo propio T, a lo largo de esta línea. Supóngase, además, que el elemento de 

volumen ,¡y se anula a un tiempo dado 7., ";,(7.) = 0, ésta es una singularidad tanto en 

las líneas de tiempo mmo en la foliación pues la métrica sobre la hipersnperficie deja de ser 

invertible en esoo puntos, lo que corresponde a un grave problema porque el algoritmo munérico 

se detiene y no es posible pasar a la siguiente hipersuperficie. Se dice que la línea Xi = x~ tiende 

a C'.oncentra.rse en una singularidad siv''Y(T6 ) se anula y además su derivada con respecto al 

tiempo propio permanece acotada es decir: ¡O,-v',(T,)1 < B para alguna constante finita B. 

Esta condición se adopta con el fin de excluir singularidades que además, tienen un cambio 

repentino en el element,o de volumen. 

2.1.4. Condiciones de foliación hiperbólicas 

La fl\Il1ilia de condiciones de foliación hiperbólkas se obtiene si se pide que el lapso satisfaga la 

ecuación de evoludón conodda como condición de Bona-Ma,<;só, ya que fueron ellos quienes por 

primera vez probaron las bondades de esta ecuación [4J : 

do 
di = -0.2 f(a)trK, (2 .9) 

con ft := (8t - 1:tJ), 1:a la derivada de Lie a lo largo del vector de corrimiento, f(ü) Ulla flmelón 

de Ct y trK la traza de la curvatura extrínseca. 

Al tomar la segunda derivada de (2.9) se obtiene: 

á!a. 2 [dtrK ( ') 2] dt2 = -(l fea) ---;¡¡:- - a 2f + af trK . (2.lO) 

que sustituyendo la ecuación de evolución de trK 

dtrK ...:l [ . . 1 S)) ---;¡¡:- = -LTCt + II K jjK'1 + 2(P+ tr , 

encontrarnos que para el vacío: 

á!o 2 2 a [ .. I 21 dt2 - (l f(a)D a = -o' fea) K¡jK'J - (2f + af )trK , (2.11) 

que indica que el lapso satisface uua ecuación de ouda.. La. velocidad de Olida asociada. a esta 

ecuación es ajl/1 lo cual nos da una restricción, que f debe ser positiva. 
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Foliación armónica 

De la. ecuación (1.41) y recordando la. expresión para la. derivada del detennit\l!.l11e utilizada. 

anteriormente (1.52) se obtieue3: 

(2.12) 

Al tomar f = 1 en (2.9) y sustituir la. ('xpresión para trK se eJlCltentra una w.lación entre n y 
1/2 

In : 

0= h(xi )¡!/2, 

oon h(xi ) una función arbitraria independiente del tiempo. 

(2.13) 

La relación (2.13) se sigue para observadores que se mueven en dirección normal a las hipersu­

perficies y por tanto el elemento de ,,'Ohllllen 'Y~/2 es el asociado a ellos. 

El tomar feo) = 1 en (2.9) nos condul':e a la. colldici6n de foliación amlÓni<:a, pues en [2J se 

muestra que esta condición es equivalente a : 

(2.14) 

con [J2 el operador D' Al.a.mbertiauo, por lo que t, el tiempo coordenado, es una función armónica. 

La condición (2.13) indica que para la foliación armónica cllap50 mantiene una relocióll directa 

l'On el elemento de volumen. Esto implil:a que las lúteas temporales serán regul.a.res tanto como 

la foliación misma lo sea, pues el lap50 tiende a cero de la misma forma que la raíz cuadrada 

del elemento de volumen. Esto es un viso de las propiedades de evasión de la singularidad que 

la. foliación armónica posee. 

Si se sustituye 'Y~/2(T.) por su respedivo valor en términos de n dado por (2.13), se tiene una 

condición equivalente para representar una singularidad que además no presenta cambios re­

pentinos en el tiempo propio, (':;10 es: 

(2.15) 

donde ellúnite es tomado sobre la. línea xi = xh. 

El interva.lo de tiempo coordenado At transcurrido a lo largo de esta linea entre dos puntos 

T = O(t = Lo) y T = T& esta dado por la integral: 

i
r> 

Al. = O 1/Ü(T,xb)dr. (2.16) 

Se sigue de (2.15) que el intervalo de tiempo propio no es nw1Ca cero y por tanto, la singularidad 

no puede ser alcanzada por la condición 3l1IlóllÍca en Ull mÍlllero finito de pa.._ de tiempo. 

"Más adelantA. .., dará Ia"",ón para utilizM el h ... bindicc " el elemento de volumen. 

25 



Foliación l+log 

Si se oonsidera feo) = Ala (oon A = ere) en (2.9) se obtiene que o. es de la forma: 

0= h(x
j

) + lnh~). (2.17) 

que tomando h(xi ) = 1 Y A = 2 oonstituye la oondición de foliación couocida romo l+log 

[21, que ha sido utilizada frecuentemente para evolucionar espacio-tiempo, que rontienen un 

agujero negro, pues tiene l'.aracterísticas de evasión de singularidades sitnilare> 1\ las que posee 

la condición de foliación maximal. 

Evasión de singularidades 

Alcuhierre [2} muestra que !a.<; condiciones de foliación de Boll&-Massó pueden evitar singulari­

dades dependiendo de la fonna que la función f en (2.13) tiene en ellúnite de o' s pequeñas. 

Como <:aso particular se muestra que si f es de la forma f = Aa" para o. pequeña y el elemento 

de volumen DOrmal se oomporta en térrnin06 del tiempo propio T como -y!/2 "" (T. - T)ffl, se 

obtienen diferentes comportamientos de "'f~/2 según las combinaciones de los parámetros, A, n y 

m: 

Si 11 < O el lapso se a.nula antes del elelllP.nto de volumen, &.'Í que se tendrá una evllSión de 

singularidades fuerte que es lIeOOSario para que las simulaciones no se detengan. 

Si n = O Y Am > 1 el lapso se anula con el elemento de volumen y la singularidad. e; alcanzada 

después de un tiempo roordenado infinito y la evasión de singularidad es sólo marginal. 

Si n > O, Ó n = O junto con Am < 1, el lapllO se anula con el elemento de volumen DOrmal 

pero la singularidad es alcanzada en un tiempo roordenado finito jllSí que no habrá evasión de 

la singularidad! 

Bona-Mass6 modiflcado 

En trabajos recientes [3}la condición de Dona y Mass6 fue rnodiikada reemplazaudo el elemento 

de volumen normal por el elemento de volumen coordenado, es decir la evasión de la singularidad 

se refiere a aquellas en 106 que el elemenw de volumen coordenado se anule. Esta condición es 

que el lapso satisfaga: 

/J¡a = -a¡(a)(oK - D,,{!'). (2.18) 

Para entender la diferencia entre ambas condicioues es necesario recalcar la pñncipal diferencia 

que existe entre los distint06 de volumen. Cuando el elemento de volumen normal se anula, la 
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dirección norma! a las hipersuperficie; Care<."e de significado y las hipersupe.rfic:ie> dejan de ser 

suaves~ , cuando el elemento de volumen coordenado se anula, son solo las línl'aS de tiempo las 

que se cruzan. Para observar el tipo de singularidad de que se trata basta echar un \'Ístazo a las 

ecuaciones de evolución del elemento de vohunen para ambos observadores 

a" ln .,~f2 = -al(, (2.19) 

(2.20) 

Se sigue de estas ecuaciones que cuando K -+ 00, tendremos una singularidad desde el punto de 

vista de los observadores normales, mientras que para los observadores coordenados el;ta evasión 

depende del comportamiento de D,,{3". Si K y Da{3" divergen pero mantienen su diferencia finita, 

no tendremos una singularidad. Para el caso en que el cambio en !3" es SU8""e. la oondición de 

Bona Massó IIl<..M.J<-" l .. ::v-ddirála singularidad tal como lo ~ :2.9). 

2.2. Vector de corrimiento 

Además de com.iderar la foliación del esp8I.~tiempo, uno debe escoger también t'1 vector de 

corrimiento para obtener una de&'lÍ.pción completa de la dinámica de las hipersuperficies. 

Es común escoger {3" = O para simplificar las ec\J8Ciones, que es equivalente a considerar oh­

lIervadores cuyas línoos de mundo coinciden con las de los observadores euleriallos. Sin embargo 

una ele:.ción más inteligente puede llevar a simplificar la interpretación de re;ultados. 

La evolución de "(oh y Koh depende no solo de la elección de la mndición de foliac.ión, sino 

también de mmo el sistema de coordenadas se mueve de una hipersupe.rJicie a otra. En la 

sección siguiente se 1IlO6trará una breve dffiCripción de una elección del vedor de lvrrimiento 

mnocida mIDO distorsión mínima. 

2.2.1. Distorsión mínima 

El vector de corrimiento, a! igual que la función de lapso, ha sido utilizado para simplificar la 

3-métrica, oon la idea de simplific.ar los cálculos en la formulación ADM. 

El principal problema de utilizar únicamente la función lapso para evita,[" singularidades es 

que automát.icamente introduce un estiramiento en las hipersuperlicies, este estiramiento es 

representado por la expansión del vector fG . Cuando el vector de corrimiento es cero, fG es 

·Recuérd""" que uua de 1M hipót.es., al coDlltruir la {oliacitln del ... pacio tirolpo es quP. la>; hípo!'O!uperliciel! que 

la constituyen sean suave;. 
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simplemente propordonal al vector unitario normal a las hipE'ISuperJkies. Al introducir el vector 

de corrimiento se puede cambiar la expansión de ta de tal forma que el estiramiento pueda 

ser di.,trihuido uniformemente a través de toda la foliación. El criterio para ,3" esta basado 

dinx~amente en la variable i ... (la métriea ronforme definida lXlmo i.b = (dell') -1/31'0b) de 

igual manera que la elección del lapso está basada en la traza de K . La expansión del vector t" , 

se define como: 

(2.21) 

Recordando que: 

(2.22) 

encontramos: 

(2.23) 

Se define el tensor de dL<dorsión L ... como: 

(2.24) 

Este tensor recibe su nomhre porque contiene solo información acerca de la Corma y no del 

tamaiio de los elementos de volumen. Este tensor es básÍl.'&nellte la velodd3d de la métrica 

conforme, pues de su definición se sigue que: 

E... = -(\ ( Ka" - ~t.rK 1'0") + ~ (D.J3b + Dbf3. - ~')' ... Dc8" ) 

~.L ( 1: ¡"r ... - ~"rabtr 1: t'Y ) 

~(-y)1/3.L ([:/100) (2.25) 

El propósito de la 1I0nlla de mÍlúma distorsión es usar el va;tor de COITimíeuto para alterar la 

forma del tensor de distorsión de tal forma que se minimizen los camhios promedio en las compo­

nentes de la 3-métrica, resultando en una sua\'ll evolución. La propuesta es hacerlo minimizando 

la integral de vohunen del cuadrado del teusor de distorsión, EabE"', sobre una bipersupel'fi­

de con respecto a J3". Este proceso conduce al vector de corrimiento como única solución a la 

ecuación: 

(2.26) 

Que escrita explícitamente en términos del vect,or de corrimiento es (Ref. [151): 

Db 
D&!3a + D" D,,{3¡, - ~ D"D¡,{i' = Db [2a ( K ... - ~ tr K 'Yal> ) ] • (2.27) 
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Esto collStituye un sistema de tres ecuaciones elípticas ocopladas para las componente. del vector 

de corrimiento cuya solución es única para condiciones de frontera dadas. 

Es importante seña\a.r, además, que esta elección del vector de corrimieuto surge de manera 

natural al considerar la variación del funcional Eooph = l(,)~:"c,.w1oo1cd sobre toda la hiper­

superficie. 

Como ejemplo de los efectos del vector de corrimiento, considérese una esfera sol)re una hipenm­

perficie El cuyo volUUJen es preservado. Si el teusor de diston.'ión es cero entolU':t1S se obtendrá una 

esfera en la hipersuperficie Et+6t pero si el tensor de distorsión es diferente de cero tmtonces la 

e.{era habrá degenerado en un elipsoide o e.ll otra figura irregular: se habrá distor8Íorwdo [19J. El 

tensor de distorsi6n tiene cinco componente; independientes (por ser simétrico y de traza cero) 

que contienen el alargamiento relativo de dos de los ejes de la figura con respecto a un tercero, 

y lo" (=bios de lOE ;~.;: : J~ entre tres pare. de ejes. 

El tensor (100 definido sobre UI1ahipersuperficie mmo (1ab := Kab- !t.r K ,ab indica. la deConnación 

de la hipersuperficie y por la ('Cuación (2.27) uno puede con;;i.derar que ésta ek"('(:ión de {3" como 

una que globalmeute compensa los efa1.OS de O:0ab sobre los cuales uno no lieue coutrol. 
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Capítulo 3 

Hiperbolicidad 

Un intento para reformular las ecuaciones de Einstem para su análisis nUlllérico es escribir las 

ecuaciones de evolución en forma hiperbólica. esto es motivado po:rque un sist.ema fUE'rtemente 

hiperbólico posee propiedades ele estar hien puesto como IDl problema de Gauchy, además de 

que en la frontera el sistema puede ser Illt>jor e¡t udiado si se l-"OllOl,e su veloci dad característica 

(la velocidad de propagación de la información en ése sistema). 

El sistema estándar ADM no constituye Wl sistema fuertemente hiperbólir:o de primer orden. 

Muchos pIOl,,*iimientos se llevan n cabo pRrn escribir las eo.~taciollCS de Einstein de tal lIU\nera 

que tengan un c.arácter fuertemente hipt'rbólico: por ejemplo. las ecuaciones de constricción se 

introducen al sTh'tema y se njul>'tan para que el sÍl>'tema se,a fuertemente hiperbólim y en otros 

tratamientos se introdur:en nuevas variables, normalmente las derivadas espaciales de la métrica, 

y se les da el rango de variables independielúes. 

3.1. Ecuación de onda 

Considérese la ecuación de onda en una dimensión: 

(3.1 ) 

que tiene por solución general WJa fllllCiún tt de la forma 

u = f(x + tt ) - g(x - ct ), (3.2) 

donde las funciones f y 9 son arbitrarias. Considérese que a lID tiempo t = O se tiene: 

u = r¡(x) , (3.3) 
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l1t,u = tt(x) , (3.4) 

El problema radica en resolver la ecuación (3.1) sujeta a las condiciones inicialE:'S (3.3) y (3.4). 

Sustituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2) se obtienen las relaciones: 

1/{X) = !(x) + g(x) , (3.5) 

t'(x) = cJ'(x) - cg'(x). (3.6) 

Integrando (3.6) enoontr3lllos: 

!(x) - g(x) = - v(üdl;. 11'" e b 

De ésta ecuación y (3.5) se obtiene 

1 11'" f(x) = 2'1(X) + 2;: b v(~)d{, (3.7) 

1 1 ('" 
9(r) = 2f/(X) - 2;: lb v(üdl; · (3.8) 

Sustituyendo E:'Stas expresiones en (3.2) obtenemos finalment.e: 

1 1 l x
+

d 

u(x) = 2 {1/(x + ct) + t¡(x - ct)} + 2;: r.- do v(~)d~ , (:3.9) 

que es conocida como la solución de d 'Alambert de la ecuación de onda unidimensional. Si se 

collSidera además que a t = O, v(x) = O, (3.9) toma la forma sencilla: 

(3.10) 

mostrando que la evolución de u(x) E:'S producida por dos pulsos de forma u(x) = ~'1(x), cada 

uno moviéndose con velocidad c, uuo hacia la derecha y otro II.&-"Ía la izquierda. 

Hay que notar qne de la ecuación (3.1) se obtiene directamente por inspección la velocidad de 

propagación de la onda. 

3.2. Ecuación de advección 

El caso más simple de una. ecuación hiperbólica es la ocUlloCión üneal de advecdón: 

8tu + oo"u = O. (3.11) 
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La solución al problema. de Cauchy para ~;ta ecuación con condiciones iniciales 11.(0. x) = UO(x) 

es una onda viajando con velocidad a: 

u(t,x) = Uo(x - at). (3.12) 

La solución cuando no se tienen fueutes es COlbi.ante a lo largo de las lfneas carnt.1.t'TÍSticas, es 

decir, las curvas X (t) en el plano (t, x) que satisfacen la ecuación ordinaria: 

ILX(t) 
---¡¡¡- = a, 

y cuando se introducen fuentes la wloeidad a deja. de ser COllbi.ante. 

3.3. Sistema..<; hiperbólicos 

Se dice que UIi sistema de ecuaciones diferenciales de la forma 

('J¡u + Mi}zu = N , 

(3.13) 

(3.14) 

esta bien puesto si tiene una solución u(I.) al menos localmente, la solución es úIDca y hay una 

dependencia continua de las soluciones ¡;ohre los ¡Jatos de Cauchy!, que indica que la norma de 

u(t) es acotada por una cierta flUId.ón y por la norma inicial. Un sistema. ('Omo (3.14)2 se dice 

débilmente hiperbólic.o(Ref.[14]) si todos los eigem'8lores de su matriz c.aractenstica son reales y 

fuertemente hiperbólico si su matriz característica es diagonalizable, es decir tiene un conjunto 

de eigenvalores linealmente independientes. Si el sistema es fuertemente hiperbólico se puede 

decir entonces que el sistema de ecuaciones está bieu puesto. El sistema se dice simélricamente 

hip¡..,-b6lico si la matriz c.araeterístk.a. es, además hennitiana. 

El problema de Cauchy para un sÍ!>i.ema débilmente hiperbólico no e:,tá generalmenttl bien pu~i.o, 

pero en los sistemas fuertemente y simétricamente hiperbóliC06 es posible garantizar la condición 

de continuidad de las soluciones con respecto a sus valores iniciales si la. matriz característica es 

independiente de u. 

Considérese por ejemplo, el <".aso de un si..~a lineal de ec.:uaciones de la forma: 

(3.15) 

'Dados Jos dato.. inici"l"" ... to signifiCA q\K' "" cumple !1 .. (t) !1 .,; enT il,,(t = O) !I p"m la JKIIDIlt de " donde 

0$ T"; t,a=ct.e. 
2M, la matriz r .... ract.<rrf,,1ica y N puedl!n _ fnncion ... de u pero no de sus derivadas. 
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Donde u es un vector de n dimensiones y A una matriz constante de n x n. El sistema es 

fuertemente hiperbólico si A es diagonalizable oon eigenvalores reales, de tal modo que se puede 

considerar la desc.~omposicióll: 

(3.16) 

donde D es una matriz diagonal formada por los eigellvalores de A y Q es la Ulatriz que se forma 

al colocar los eigenvectores de A como columnas. Si se introducen las variables características3 

definidas como w := Q-1u en (3.15) se obtiene: 

8,.w + D8",w = O. (3.17) 

Con ~'to se obt.iene IUl sist.ema de ecuaciones de advección desacopladas: 

(3.18) 

cuyas soluciones son u·k(t, x) = wk(O, :r - Á"t.). La soludón u = Qw de (3.15) se puede escribir 

de la forma 

u(t.x)= 2: 1;(0. :1' - Akt.)tl. (3.19) 
k= J 

Las curvas X (t) = :ro + Akt que satisfaren d~') = Ak son las k-características. G'ualquier variable 

car81;terística uf es consta.nte a lo largo de cada k-canu:kr'Íst·ica. Para sistemas fuertemente 

hiperbólicos, se tienen n características diferentes que pasan por cada punto en el plano (t, x) . 

Desde el punto de vista de las I\pli<'.aciones numéricas, el que 1m sistmna sea hiperbólk.o no 

sólo es atractivo por estar bien puesto sino también porque permite obtener condiciones de 

l~ntoruo bien comportadas para. sinml1lL"Íones munérir.as con fronteras artificiales l~on las l.'uales 

no podemos llegar 1\ un valor real infinito [l j. 

Para mostrar el uso de estos conceptos, considérese nuevamente la ecuación de onda unidimen­

sional. 

lifu - (;Z~u = O (3.20) 

si se introducen las funciones VI = 8%'u y t'l = Btu con el propósito de formar un sistema 

de primer orden y considerando que u satisface a",8t u - atfJ",u = O podelD06 t'SCribir ambas 

ecuaciones en forma matricial como: 

[) ( VJ) (O 
I 1'2 + _(:2 

(3.21) 

3Reciben también p.l nombre de "eingeucamp",," 
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La matriz ctu-acterística del sistema tiene los eigenvalores >'1.2 = ±c. La matriz de. cambio de 

base es: 

Q- I = ~ (1 ~ l. ). 
2 1 -e 

Por otra parte, los eigencamp05 tienen la forma: 

w± = <.'1.'1 ± t'2. 
2c . 

Las ecD8Ciones de evohICión para las eigenca.mpos son ent.onces de la forma: 

o,w+ + clJ"w+ = O, 

o,w.- - clJ:r11J- = O. 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

Desde el punto de vista de las aplicaciones numéricas, el hacer un sistema hipeIbólico es muy 

atrl\l.:tivo no solo por sus c:ar8Cteru.t.icas de e, .. tar bien plle:.;~, sino ta.mbién por la experiencia 

que se tiene en sistemas hidrodinámims descritos por sistemas hiperbólieos. 

La velocidad caracteru,t.ica se supone es la vdocidad de propagación de la infonnación en dkho 

sistema, por lo que resulta natural pensar que ésas magnitudes son equivalentes a la información 

física del moddo que est.a siendo simula.do. Se espt'Ia que la e:cs\t>ncia de la veloc:idad caratenl;ti­

ca del sistema DU> dé Illi tratamiento mf~jor'ddo de la frontera numérica,y pro~ de 1m problema 

de Ca.uchy bien pue:.to dentro de una región finita.: el llamado problema de 'uaLorc$ inicia/e."! y 

de jrontem. 

El sistema de ecuaciones ADM estÁndar no com.tituye ,ID sistema hiperb6lico a..'iÍ que mllC:has 

formul8ljones hiperbólicas de las ecuaciones de Einstein han sido propuestas (veáse Ref. [14J y 

flJ). Para cOI~;mi]" sistemas hiperbóliln¡ Klti principales prO\:ed.i.ntientos son: Introducir nuevas 

variables, norwalmente las derivadas espaciales de la métrica. ajustar las ecuaciones utilizando 

las cOIlStricciones y re:.;ringir las condiciones de norma o reescalar algunas variables. Debido al 

primer paso el número de variables di.námicas fundamentales es siempre mayor que e.n ADM. 

Sin embargo la; sistemas hiperbólicos en el t"ontexto de estabilidad numérica 00 dan UDa respues­

ta defilútiv3 sobre precisión y estabilidad pues se conocen casos en los cuales las simulaciones 

de sL-;temas hiperbólicos explotan. La hiperbolieidad si debe considerarse como una propiedad 

necesaria, aunque no siempre suficie.nte, para obtener estabilid8ll numérica 
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Capítulo 4 

Ecuaciones de Einstein en Simetría 

Esférica 

4.1. Métrica 

Los sistemas esféricamente simétricos, aunque simples, tienen gran importancia pues muchos 

sistemas astrofu;kos pre;ellt&\ t'Sta simetría. 

Un espaci<rtiempo se dice Que es I'Sférkamente simétrico si su m~t.rica pP..rmanece invariante 

ante rotaciones. La métrica. espada! solm' de cualquier espacio tiempo L'Sféricameute "imétrico 

tiene la forma general: 

que en forma matricial se escribe como: 

4.2. Materia 

o 
r2B 

O 

(4.1) 

(4.2) 

Si tenemos el tensor de ene.rgia momento T",IJ, su descomposición ortogonal e;;ta dada por : 

(4.3) 

35 



J,. := 4~1l¡JTQ!J , 

l' := rtOnIJT"/:I ' 

(H) 

(4.5) 

Al tensor 8¡w se le llama tensor de esfuerzos. el vector J" es el \o~.tor de densidad de "/Omento 

y p es la densidad de energía total medida por un observador euleriano. 

En simetría esféricA podemos escribir el tensor S,W en su forma mi"(ta como: 

(4.6) 

con SA. y S8 funciones de r y t. Además: 

(4.7) 

Uuo de los casos más sencillos de materia eu el estudio de las ecuaciolles de Eiusteiu es el campo 

€SC.a!ar o campo de Klein-Gordon y de él hallaremos más referrndas en ei <capitulo 6 de este 

trahajo. 

4.3. Ecuaciones de Einstein en simetría esférica 

Una vez que tenemos la métrica hemos dado el prÍUler 1Ja.';0 para f{~"ol\'f~r las ocuaciones ele 

Einstein. Ahora es na:et<ario rl'SOlver las l:l.lastrkdones y utilizar las ecuat:Íoues de evolut:Íón 

para hallar "1a1> y KaI> a tiempos posteriores. 

Las ecuaciones de evoluc.ión para la métrica en simetría esférica son simplemente: 

(4.8) 

iJ,B = -2aBK8. (4.9) 

Mientras que las ecuaciones para la L'llrV8tura extrínset~ son: 

(4.10) 
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(4.11) 

Como se ha mencionado anteriornlente, e; necesacio escoger la oondición de foliación. Aquí se 

tomará que la función lapso satisfaga una ecuación de evolución de tal manera que se tenga un 

ooujullto de cinco de variable; illdepeIld~lltet;. 

La ooudición de foliación Bona-Massó (2.9) se esc,ribe como: 

donde se ha sustituido trK = KA + 2Ka. Ademá.<; se definen las variables DA. DR. D,,: 

8,.A 
D't:=A' 

orE 
Da:= B' 

D,,:= ara . 
a 

E.~e \'3IIlbio de variables se hj\o.~ para {S'ribir IW sistelllA dE' tX~\Ij\doues de prilller orden. 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

Siguiendo los métodos del capítulo ante.rior se sustituye DA, Da y Da en (4.9). (4.8), (4.3) 

Y (4.11) para obtelW,r el sistema de {'(.'Uacioll€S dt, primer orden, el sistema se puede escribir 

elltonct'S (.-omo: 

{)¡D.4 + 2o¡}..KA = -2oD"K.~, (4.17) 

OtDB + 2olJ,.KB = -2oDaKB. (4.18) 

{}tKA o[lJ. (D D) D 2 D"DA DaDB JP. -j¡ T a + B + a - -2- - -2- + B 

-.4K.t(K.4. + 2KB) _ (DA - 2DB)j 
r 

(4.19) 

(4.20) 

37 



Las constricdón ha.miltoniaua tiene la forma: 

y la constricción de momentos 

c.;,. = -lJ,.KB + (~B + ~ )(KA - KB) = O. (4.22) 

La matriz ('.aracteristica del sistema se I'SCribe como: 

o O O al 'lal 
O O O 2(t O 

M := O O O O 'la (4.23) 

o/A O n/A O O 

1) O o./2A O O 

y el vector de \wiables es: 

(4.24) 

Resulta además, que es (;onvenieute utilizar la traza trK = K ,\ + 21fR Y la "'onlilroza' de la 

derivada ~padal de la métriea D:= D.1 - 2DB en vez de las n)mpOnllut~ K.4. y D.~. 

El sistema de ecuaciones de (4.16) a (4.20) se put:<le escribir en términos de trK y D tomo: 

OtDo + nlOrtrK = - (1 + uf')crD,,(trK) , 

OtD + 2ao,.trK - 8o:&,.K8 = - 2aDo;(trK - 4KB) , 

í)¡.trK + etor(D" + 2DB) = -etID,,(Dc. - D /2) - DB(D + DB/2) - A(trK)2 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

+2(D" - D + DB)/r - 2(A - B)/Br2l. (4.28) 

- n¡D",DB - DDB/2 - 2AKBtrK 

+(W .. - D + 2DB)/r - 2(A - B)/ B,.1¡. (4.29) 

y las constricciones quedan como: 
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C'" = -8r KB + (DB/2 + 1M (K - 3KB) = o (4.31) 

La mat.riz raract erístka para este caso es: 

O O O al O 

O O O 20 - &;t 

M := O O O O 20: (4.32) 

alA O 2a/A O O 

O O a/2A O O 

Con el vector 

u : (Dil' D. DB, trK, KB)' (4.33) 

4.4. Hiperb0!;,.;;..íad de las ecuaciones de :;;~dstein 

El concepto de biperbolicidad es d(, gran importancia en el a.1.udio de las ecuaciones de evolución 

3,';ociadas con un prohlema de Cauchy. Que un sistema de ecUüdOllCS sea déhilmente hiperbólico 

implir.a que es calL'\aL es decir que la soludóll tlll un punto del espacio-tiempo dtlpe!l.de solamente 

de los datos en una región de soporte (:ompac:to del pasado de é8e p\lllto. Si el sistema es 

fuerteml'llte biperbúlÍl:o, es pot;iblP demo6trM que el sistema esta bien pue.1.0, es r.Wc.~ir que las 

soluciones existen localmente, son únicas y son l'stabk~ en el sentido de que pequeiJOS carnbio¡, 

ell las condicioncs ilúciales couesponden a pequeu06 cambios en las soluciones. 

COll el propósito de observar si las ecl.lOCio/lt~ anteriores constituyen un problema de valores 

iIúciales biell puesto. se cOllStntye 1m SÍS1ema de ecuaciones de la forma l/IU + MO",u = G. rOll 

las ~:uaciones de (-1.25) a (4.29). Lu(~o se obtie.Jlen IUl eigeuV'.tJor(~ de la matriz taracterística 

M. Estos eigeuvalorcs sou: 

y los eigenvectores correspondientes: 

Al = 0, 

.:\··3=±~ 
~. VA' 

.\4,..5 ± alf· 

VI = ( 0, 1, O, 0, 

t~l = ( 4I V¡ 1- , Y1, 2 VA, 

L~= ( 4f~. sl./A. - 2VA, f - l ' 
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(4.35) 

(4.36) 

O ), (4.37) 

4 1 ) , y, (4.38) 

4 1 ) . y ' 
(4.39) 



t ',1 = ( .fAJ. 2fj, O. 1. O), 

ti¡; = ( -.fAJ. -2.[f, o, 1. O). 
(4.40) 

(4.41) 

Que constituyen un conjunto de vectores l.ineahnente independientes, por lo que el sistema e6 

fuertemente hiperMlko. Hay que resalw, sin embargo, que si f = 1 (la condición de fuliación 

armónica (2.13») la matriz principal M (4.32) toma la forma: 

o O O (l O 

O O O 2a -&t 
M(f= 1) := O O O O 2a (4.42) 

aJA O 2(t/A O O 

O O a/2A O O 

Que solo tiene 3 eigenvectores line.aImente independientes, por lo que el sistema deja de ser 

hiperbólico. Como se ha visto hay un prohlema para el caso f = 1, para remediarlo se considera 

el introducir las ecuaciones de coustricción. En un principio esto parecería trivial pues se e.1.arÍa 

agregando cero a una ecuación. Sin embargo veremos que si las introducimos ade<.'uadarnente 

podemos cambiar la estructura dd !;b;,tema de ecuac:iones. Utilizando las coIl!;trk ... ;'ollffi. la parte 

principal del sistema de evolución puede ser alterada modificando entradas en la terrera y quinta 

eohmm3 ya que las co)l!;trie<.:Íontl:S l'\mtienl'n elementos de estas l~IUlll1laS, el pro<.,edimil'lIto es 

multiplicar las constricciones por ciertas funciones h 's y m 's y sumarla.'; a cada ecuación de 

evolución, después de agrupar los términos con las JUÍsmas variahles 

la matriz característica queda como: 

o O 
O O 

M= O O 

o/A O 

ho,, (t/A 

hDal A 

hDB<t/A 

(hx + 2)a/A 

(tI m'Du o 

2a (rnD - 8)a 

O l2 + 71IOB)o 

O rnKa 

O O (l/2+hKB)o:/A O TnKBa 

(4.43) 

y lO!; demás términos que contienen h 's y 11I'S l. ... 'rresponden a térJUÍnos de las fuentes Se han 

introducido los coeficientes de tal manera que tengamos que imponer solo CODdiciones que no 

dependan de los coeficientes métricn; (colllOel término hKa/A) , de esta manera no tenemos que 

pedir que hK dependa de (1 y A. Los eigenvalores son: 

>'1 =0, (4.44) 

a mKB ± J4 + 8hKB + mkB 
'\2,3 = ±-- , .JA 2 

(-1.45) 
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(4.46) 

En este trabajo vamos a utilizar, la siguie1Jle elección de constantes: hD
Q 

= h[J = hJ)B = hK8 = 

O: hK = -2 Y inDo = InD8 = rnK = InK8 = O: rnD = S. De esta wrma la matriz principal M se 

escribe romo: 

O O O la O 

O O O 20 O 

M := O O O O 20 

o/A O O O O 

O O 0/2A O O 

Se encuentra que los eigenvalores son: 

o 
.\1.4 =± v'A' 

A;; = O, 

mientIII5 que los correspondientes eigt>.n .... ect ort>S: 

Vl = ( .jJA. 2[1, O, 1, O) . 

t.'2 = ( - ,ffA. -2{f. O, l. O) , 

va = (o, O, 2JA, O, 1), 

V4 = (o, O, -- 2v'A. O, 1) . 

t';¡ = (O. l. O. O. O) . 

(4.47) 

(HS) 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 

(4.52) 

(4 .53) 

(4.54) 

( 4.55) 

Los eigenvalores son reales y para mostrar que los eigenvL'Ctores oollstituyen un conjUltto lineal­

mente iudependiellte se calcula el detennin811te de la matriz formada por ellos. 

det(M",II"") = - S'; I A2 (4.56) 

que es diferente de cero, por lo que ahora el sistema es fuertemente hiperbólico, nótese además 

que esto incluye el caso I = 1, pero excluye el I = O, ('.osa que es deseable plJE'S ~ se ~gue esta 

última el lapso 8efÍa constante y no se tendrían 1115 propiedades de evasión de singularidades. 
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Capítulo 5 

Simulaciones numéricas 

5.1. Códigos numéricos 

5.1.1. Diferencias finitas 

El método de las diferencias finitas es una aproximación clásica para hallar la. solución numérica 

de las e<:uadones diferenciales que gobieman un modelo maI.I.'.mát.ico de un :.L<¡\.ema continuo. 

Básicamente, l.as derivadas son fI..'elllplazadati por aproximaciolll.'S en diferenl.:ia.s finitas. L'Onvir­

tiendo entonces un problema de \''Cuacionl'5 diferenciales en un problema algE'braico fácilmente 

fe&lluble por métodOl5 computacionale:;,. 

Para una derivada de p-ésimo orden el número mínimo de puntos de datos requeridos para 

dedudr lUla aproXÍl1Ulción por difereneias finitas es de p+ 1. CollSidérese por ejemplo que se 

requiere hacer una apro.x.imación para la primera den vada de una función arbitraria. Es Il(ocesario 

pues contar COIl al mellos dos pUlltOS. digamos Xi .Y Xí-t ) .Y la fundón Ji = J(Xi ) y JHl = ¡(Xi, J). 

La expansión en serie de Taylor de Ji+! alrededor de Xi es: 

l . _ l . fll;" ", (ó.z)2 11II(~x)3 1,,"(~x)4 
H tI - J, + Ji + Ji 2 + J i 6 + Jo 24 ..... (5.1) 

heLllOS definido ~x = Xi + l - Xi. ResoMeudo la ecuación anterior para la primera derivada. 

tendremos: 

I: = /;.+1 - Ji + O(~x). 
~ 

(5.2) 

&.1.a apTOXÍl1Ulción se conoce como a¡tm.rim.adlÍn por diJel'l.'1lcia haci¡¡ adeJarlÚ'. El error de 

truncado que en este ¡:aso es propordonal al intervalo de la retícula pues el término que más 
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contribuye a cste error es el lineal para 6x's pequeñas. 

De igual forma es posible expandir k .. ¡ alredooor de Xi en la forma: 

f,. = f- _ fuI,' + {1I(fu)2 _ (/II(6x)3 + ,.,,(6 x)4 
,- J l. . I Jt 2 J, 6 Ji 24 ..... (5.:!) 

que al resolver nuevamente para la primera derivada 

f; = Ji -¡;-J + O(6x). (5.4) 

Si se toman ambas aprOXÍIIUtciODes y se:resta (5.4) de (5.2) se tiell(': 

f¡-+J - !i- J = 2fuf: + O(fu)\ (5.5) 

que resolviendo para JI 

(5.6) 

que se conoce como aproximaciótl por difen:ncia cellt1"(ú. El error de trllll<'.aullento Mora es 

proporcional al cuadrado dI' 6:r eon lo (~lUl.! se reduct' el error eon mayor mpidez. que con las 

otras aproximaciones. 

De manera similar se puooen obtener aproximaciones de diferencias para dl'IÍvadao; superiores, 

pero la deducción se hace más laboriosa.. tanto al aumentar el uúmero de térmillOS eomo el 

número de derivadas. Corno i1ustradón se deducirá la aproximación para la segunda derivada 

f:' en términos dI' J¡, k-t, fr+! . Para ello bay que sumar (5.4) eoll (5.2): 

Si se resuel ve para f'/ : 
f f 2f ' f"( 10.)2 f"I/(6X)4 
;tI + ; - ¡ = ¡TI uX + I 12- + ... 

1'-' = fi+l - 2ft + f' - l + O(6l 
JI (6:r)2 :r . 

(5.7) 

(5.8) 

Las fórmulas de aproximación en diferencias finitas para derivadas parciales de funciones rnul­

tidímensiOIUI.!es son esencialmente iguale; a las diferelleiacióll de funciones unidimensionales. 

Considérese una funcion bidimensional ¡(x, y). La aproximación de diferencia para la derivada 

parcial con respecto a x , por ejem[>lo, puede deducirse fijando un valor constante y¡ y con­

sider!\lldo J(X,Yi) como una ílmción unidimensional. Por tanto, la aproximación de diferencia 
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central para las derivadas parciales se pueden e;crihir como: 

f - f i-i· 1J - fi- 1J 
% - 2.ó.x ' (5.9) 

en donde hemos utilizado /;j = f(Xi, Yi l . Las almooma.ciones de diferencia centra! para las 

segundas derivadas de f(x ,y) en (Xi , Yj) : 

1"" 

fxy 

fi+1J - 2hJ + f i-l ,j 
(&:)2 

f'J+l - 2/;,j + !ij- l 

(Ay)'l 

f i+ l.j+ l - fi - l.j-fl - fi+l,j - I + fi- l,j- l 

.ó.y.ó.x 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

Es importante recl\tl~ es que se ha reemplazado 1m problema de determiwll'iún de tUJa función 

continua desconocida por un problema de resoludón de una ecuación matricial para un oonjunto 

de valores discret.os, pues ahora las variables corrt':>'Pondeu a la flmdóll IlVdluada IllJ 106 p\Ultos 

Olll'caoos a (x; , Yj). Ésta es la esencia del método. 

5.1.2. Consistencia 

Se dice que un esqueJIJa discreto es pl.mltlllJmmle cQnsísl~nte, hl el c.orrespondit'nte operador 

discreto L:' , se aproxima al operador l.'OutilWO L nlaudo t:u . .ó.t - o. Para!;ieT llui; pra":Í500 el 

esquema de diferencias finitlJ.~l : 

(5.13) 

es pWltualmelúe COIISll;telúe con la ,-'<.'Ilación diferencial 

Lt' =F. (5.14) 

en (x, t) si para cualquier fuución regular f (.r. t ) se cwnple: 

(5.15) 

donde x:' = I~X y t" = ~. Si l'(x, t) es uIIa solución de la ecuación di.fa'encial, el que el 

esquema sea consh .. teut.e es etlluv-dlent.e a: 

lSee&:ribt> -tli' =U{%i , t" ). 

lím (L7 v(x¡, t") - G?) = O. 
w,'üt ·..c) 

(5.16) 



Por otra parte cualquier e5(IUeJll!\ de dos nivdes se puede escribir como: 

(5.17) 

El esquema es consistente en nonna . si la. solución v a la ecuación diferencial satis(3I:-e: 

(5.18) 

con IIr"11 -+ O cuando ax, Ilt ..... 0, T" juega el papel de error global de truncamiento global que 

surge, como su nombre lo indica, al cortac una. aproximación de una función. 

5.1.3. Convergencia 

En eOlltra:.'te ron la ronsistencia, que reqlñe.re que el oj>('xador di..",,~et.o tienda al operador con­

tinuo, convergencia ÍJ1,pJica que la solución del sistema discreto se aproxime a la. solución de 

sistema contínuo de~;plÍe! de lit tiempo finito cuando 6.x.llt ..... o. Se habla de dos tipos de 

r:onvergencia para un esquema numérieo, (:onvergencia puntual y r..onvergencia en norma, cuyo 

siglluk.ado se dará a l.'l.lIltiIlUacióll. 

Se dice que un esquema es c.QfIvergente en 1101'11l0 en un tiempo T = nllt si para eualquier norma 

se l:l1mple 

(5.19) 

wielltras 6.x,6.t .... O. 

El esqut'ma en diferencias L?u(x¡, tn) = G¡ es convergente de orden (p,q) si a cualquier tiempo 

T = n6.t se sigue que: 

(5.20) 

el rango de convergencia es p en x y q en 1 

Se ha mencion.ado ya que el error en las aproximaciones de diferencias finitas dCl.-rece incremen­

tando la densidad del mallado, para aplicar el proceso a una situación en la cual no se conoce 

la solueión exacta, es uecesario estudiar la convergencia del método, de acuemo al reJinamiento 

de la malla, en lID intento por et.iÍnlar la magnitud de los l."ITOIeS ocurridos al producirse una 

aproximación. 

5.1.4. Estabilidad 

Las soluciones de IDIl!. ecuaciún en diferencias se dice que pen1l811ece estable en la. uonua 11·\1 

si para cada tjempo T existe una constante K 2 O (que puede o no dependl'S" de T) y un real 



<lo ~ o tal que se cumple: 

(5.21) 

El resultado fundamental de la teoría de sistemas hiperbólicos lineales de valores iniciales, es 

el teorema de eqlúvalencia de La.,<-Richtmyer, que dice que para un método oonsh,;,ente, la 

estabilidad es una condición necesaria y 5u.ficiente para convergencia, una prueha del teorema 

se encuentra en [ll]. El que 1m esquema sea estable na> garantiza que el error de redondeo 

que cometemos al hacer una iteración pennanecerá acotado y por tanto podemos confiar en la 

solución obtenida 

5.2. Ecuaciones de Einstein en simetría esférica 

Con el propósito de evoluciouar las et~tUldones de Eim,teiu es Uet~O es..nbirlas de tal forma 

que sea posible resolverlas numéricaUl('nte. La falta de regularidad en las variables geométricas 

en el origeu es una fuente de serios prohlemas para la evolución de espacios-tiempo esférÍC'amente 

simétricos. 

5.2.1. Regularización 

Es bien conocido que las coordenadas esféricas presentan una singularidad en el origen, de hecho 

no están definidas, y es necesario utili7.ar otra carta coordenada parl.l completar un atlas. En 

el caso de pruebas numéricas esta desventaj.<t se presenta ("on mayor intensidad pues es difícil 

llevar a cabo un proceso límite uUlllérÍC'anreUIl'. en un cocÍeute por ejemplo. Si se quiere resolver 

las ecuaciones de Eim.tein en simet.ría esférka utuuéricameute, llllO se tiene que asegurar que las 

ecuaciones sean regulares cerca del origen r = O. 

Existen dos tipos diferentes de condiciones de regularidad que las V'd.Tiables dinámica;; 

(A, B, DA, DB, l(~, KB) debeu satisf&.-er a r = O: la primera oondicióll es aquella que surge al 

imponer que las variables deben estar bien dt1inidas en el orígt.'ll, lo que impliCA el siguiente 
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comportamiento para r'.9 pequeñas: 

A AO +0(r2) , (5.22) 

B so +0(,·2), (5.23) 

DA O(r), (5.24) 

D.4 O(r) , (5.25) 

KA ~ +0(r2
) , (5.26) 

K8 K1 +0(,.2), (5.27) 

con {AO, [JO, A1. Rll fUllciones que uo dependen de T' . Esto porque \w¡ fWlciotte;; {A, B, KA , Ka} 

deben ser pares para que sus derivadas sean continuas en T = O. Para imponer estas condiciones 

se quitó el origen de la malla, es decir el primer punto esta en -dT' /2 Y el 5e!,'I.llldo f'JI d,' /2 , 
eto pidier:Jo 'In.: !u~ ... : .. "leó {A ,E , KA . h.·s} :;ean pares y ja;, lu..Jdones D.4 y Us impares en 

r=O. 

El segundo tipo de condiciones surge al mirar las ecuaciones de evolución. por ejemplo, si ve­

IllOS las ecuaciones de la componente augul4c de la curvatura iutrínscca y de la constricción 

hamiltoniana (que se reprodu<:en a Gnntinuaclón pur claridad) 

- 2~ ítJrDl1 + D"DEJ'- !!,_1:S + ~ - 2AKlJ(KA + 2Kn) 

. (2DQ - D .I\. + -IDB) 2(A - 8 ) 
T r B~ 

(5.28) 

(5.29} 

parec.-e que los ténni.uc.~ (.~;~~!. divt'rgt".ll dado el (XllIlportllmient.c.1 que 1M-':llA.lli ('Í'tca (\('1 vrlgrn. 

W mismo oc:urre con la constricción de mome.nlOil 

C'" = -OrKB + (~B + ~)(KA - K[j) = O, 

con el téruñuo (K.~ - KB)/ r. 

(5.30) 

Que el espacio-tiewpo sea J>lauo cerca del oCÍ!,>en, implica que paro. peqUCÜ05 valores de r se 

del)t~ tener AO = 11' , ~ = Al. &.1a condición surge porque cel'(~ dell1J.ige1l del:~ ser púbible 

escribir la métrica. (4.1) como: 

(5.31) 
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con R la distancia radial propia del origen. Una IrdlÚormación local de oooroenadas de R a r 

nos da la métrica de la forma 

(5.32) 

que implka qUtl AO = IfJ y como se debe tener para todo tiempo, tambiéu se debe teuer que 

R1 = Kf¡. 

El problema con e;ta condidón e; qUE:' se ha sobredeterminado el problema pues se pide que las 

deriv-ddas de los coeficientes métril.'tlS se anuJeu eu r = O Y que ambas flmciooes sean iguales, hay 

U'e; condiciones para dos variables, de igual forma ocurre con las componentf.'S de la curvatura 

intrín.56:a. Para resolver el problema se introduce la variable au.xiliar definida como: ,\ =( 1-~ ) / r. 

Pedir que el espacio sea plano en el origen es equivalente a r>edir que ,\ sea de la forma '\~O(r) 

cerca del origen, que puede ser implementado fácilmente si se pide que A sea impar. 

La coru;trkción hamiltoniana toma entonCQ; la forma: 

>. . . ' 1 DAD8 3~ 
IJr D8 = - + AK8(2KA + RB) + - (DA - 3DB) + -2- - -. 

r r • 4 
(5.33) 

MientrllS que la ecuadón de evolución para K B se eSI.':ribe l.'Omo: 

o [ 2 DAD8 1 1 
atKlJ = - 2A orD8 + D"DlI + DB - -----z- - ;:(DA - 2D" - lDn - 2>')) 

+aKB(KA + 2KB). (5 .34) 

Ahora Jos términos cou los que S(l tenían problemas. t ieuen la forma dc A/ r que no t.iene el 

comportamiento patológico gracias a que>' es impar en r = O. Sin embargo es n('('esario, para 

no sobreespecificar el problema dar la ecuoción de evolución para A, que puede obtenerse di­

rectameute de su definicióu y su~1.ituir las derivadas temporales de los coeficientes métricos, la 

a."Il3CiÓll de evolución para A es: 

" \ _ 20A (KA - KB) 
Ü/A- -- . 

B r 
(5.35) 

Parece que teuemos pmblemas oon el último término, sin embacgo, podemos qtútar!o si sustitu­

imos la coru;tricción de momentos (-1.21), de tal suert.e que t.engamos: 

{Jt A= ~A [OrKB- ~B(KA - KB») ' (5.36) 

5.3. Programa OLLINSPHERE 

El programa "OLLlNSPHERE" fue es<.:rito para resolver las ecuaciones de Eiustein en simetría 

e;fériea con dife.rentes formulaciones de las ecuaciones 3+ 1. El tipo de materia qu(> Si." tiene es un 
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campo escalar con diferentes tipos de, potencial de interacción. Se pueden implementar diferentes 

condiciones de norma tanto para el lapso (lapso maximal, geodésico, 1 +Iog) como para el vector 

de corrimiento (cero, lIlÍni1lul. cli~torsión) . El código se encuentra regularizado según el proceso 

descrito anteriormente. 

El código resuelve la'! ecuaciones utilizando el método de diferencias finitas a segundo orden 

en &e,At. Para las ecuaciones de e\-olución de las variables de campo se utiliza el método de 

Runge-Kutta usual a segundo y cuacto orden, así como el método iterativo de Cra.uk-Nicholsou 

Reí, [17J, 

Las variables flmdamentales que ntiliza el código son el , ¡3". A, B , las componentes mixtas de la 

eurvatura extrínseca KA y KB Y las deri\'3das espaciales de la métrica DA, DB· 

5.4. Simu1aciC'-:~s numéricas, ejemplos 

En et.--ta _x:ión se mostrarán a1g¡mos ejE'lllplos euya solución se conoce a.wilit kamcllt.e con el 

propósito de observar el comportamiento del código uumérico y corroborar que es posible re­

producir los resultados obtenidos aruiliticamente. Los más St-"Ilcillos son lID espacio tiempo de 

Minkowsk.i y un espacio que contiene un agujero negro. el d(, Schwar'Lschild. 

5.4.1. El espacio tiempo de Minkowski 

Para un espaci~tiempo plalW o de Miukowski se tieue la métrica espacial dSl = d,-2 + ,-2dü2
• 

con dü2 = dlP + seu20dq,2 . En la SilllUlad611 llUIllérka se t.omó como datos inidales un e;paci¡r 

tiempo de Minkowski en las <X.IOr<lenadas usuales ('5 decir: 

A=B=1 

DA=DB=O. 

K,~ =KB = O. 

Conw era de et.-perarse el coeficiente métrico A permanece ooustaute en A = 1 OOllW lo muestra 

las figura 5.1. 

Para observar el comportamiento del código para una evolución no trivial, se propone un lapso 

inicial de la forma: 
, ((r-ro)2) (~ = 1 + ,-2 ex¡> --(1-2- , 
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0 .... 0 L ___ ~ __ ~ __ ~~_--' 

Figura 5.1: Se gra!iCJ¡ el coeficiente métrico A. Se mantiene siempre en 1 pues es la solución de 

un espacio-tiempo tipo Minkowski. 

F¡gura 5.2: Cuando el lapso se perturba oon uua (unción de tipo gausiaua, el pulso inicial se 

divide en dos uno que se propaga hacia la derecha mientras que el otro lo hace a la izquierda. 
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Pigura 5.3: La perturbación en A se divide en dos pulsos que se propagan en direcciones opuestas 

y su amplitud crece con el tiempo. 

que corresponde una perturbación gausiana al lapso original de Minkowski. Luego se utiliza la 

condición de foliación armónica para evolucioD.aT el lapso. 

En las figuras 5.2 y 5.3 se muestran la evolución de Q y de A en función de T. 

5.4.2. El espacio-tiempo de Schwarzschild 

Para espacios tiempo que c-Ontiencn agujeros negros la métrica utilizada es: 

con 1/1 un factor conforme independiente del tiempo. El espaci<>-tiempo de Sdlv.'3l7SChild, en las 

coordenadas isotropicas estándar, se obtiene al tomar A = B = 1 Y .,¡; = (1 + M. /2,' ). El horizonte 

en estas coordenadas está en r = Mf2. 

Este tipo de espacio-tiempo es más interesante en el sentido de que presenta una singularidad 

y nos pennite ver entonces ell~mportaw.ie:uto de los coeficient.es métricos al escoger dift'.rentes 

tipos de foliación, en la figuro. 5.4 se muestra, por ejemplo, la evolnción de A y en la figura 5.5 

se mue¡tra la evolución de K.4 para el caso en que se tomó la oondiciólI de foliación goodésica 

que corresponde a a = 1 para t.odo l., nótese que el tiempo máximo es t = 3, pues el (ooigo falla 

00 t - 11", el tiempo que toma en llegar a la singularidad. 

En las figuras 5.6 y 5.7 se muestran las mismas variables A y KA pero en este ('aso se utjJjzó la 

condición de foliación lllaximal. así mismo se muestra en la fig 5.8 la evolución del lapso. Es 
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:~,;--.:': ~: ::.--,J 
Figura 5.4: Paca geodésica A en t = O e; uno y (YJuforme traIJS(:urre el tiempo, romienza a (~ocer 

desmesuradamente debido a que nos acen:amffi a la singularidad. 

' rr --------------------:~ilr-.~-,-~, 

. , ',, 

f 
.~ 

1 , 

Figura 5.5: Para grodésir.a KA tieue un pim debido a que nos 8l~rcamos a la sÍlIglllaridad. 
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Figura 5.6: KA a t == O es cero por las condiciones iniciales pero en el transcurso del tiempo el 

pico comienza a hacerse más agudo, tiende a infinito, es decir nos acercamos a la singularidad. 

interesante notar el colapso dellap50 (que el lapso caiga a cero) pues uos indica. la presencia de 

la siugularidad eu el e.-pacio-t.iempo de &::lJwar7.sc.hild. 
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Figura 5.7: en el transcurso del tiempo A comienza 1\ crecer e"on la condición l1I.8Ximal, nótese 

sin embargo, que nuestra evolución perdura más que en el caso de foliación geodésica Fig. 5.4 

en un tiempo mayor A sólo ha era~ido a 2.3. 

l .. :~ I 

"1 ~ -1 
, ~---_._-----~ 

··f ~·,-- ······ · ·- · -- --·--1 y 1' / ,,, . 1 

Figura 5.8: Se observa con la foliación nlAXimal el lapso colapsa (cae repentinamente a cero) 

debido a la singularidad. 
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Capítulo 6 

Agujeros de gusano 

En las últimas décadas del siglo pasado la oomunidad científica ~peculó &"er("3 de la posibilidad 

de viajar en t'l tiempo y el poder recorrer grandes distancias en poc.o tiempo {veá..-.e por I.'jemplo 

[61, [9} Y [16]). Aunque la relatividad p.!¡pecial de Einstein uos dice que nada puede viajar más 

rápido que la veloddad de la luz, 110 hay nada claro actln~a de la prohibiciÓll de poder trans­

portarse de un lugar a otro en un tiempo corto de tal forma que no se viole ninguna ley física. 

En ~te trabajo nos centraremos en el estudio de un atajo que podría ser utilizado para recorrer 

grandes distancias en poco tiempo, un agujero de gusano. 

fbrnuiliueute un agujero de gusano es cualquier región compacta del espad(}-tiempo con una 

frontera topológic.ameut.e no trivial. Igualmente se considera ¡IDa solución dI.' la a~\ladoll~ de 

Einstein que posee una región que COIlt.'Cta dos universos (} dos region~ distintas de un mismo 

universo. 

6.1. El puente de Einstein-Rosen 

En 1935 Einstein y Roseu encontraron que mediante un cambio de coordenadas conveniente 

podÚl.n "desapaf-ecer~ la siugularidad en el e;pacÍ(}-tiempo de Schwarzschild. Hay que recor­

dar que en ésas fechas no se tenía clara la diferencia entre una singularidad coonlenada y un 

siugularidad física o en la curvatura del espado. 

Com.idérese la métrica de Schwarzschild en las coordenadas USlIalt'S: 

(6.1) 

Si tornamos u2 = r - 2M se puede escribir esto como: 
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11.2 
di = - 11.2 + 2M dt? + 4(11.2 + 2M)du2 + (11.2 + 2M)2dn2

, 

("on U E (-00,00). Aparenteml'ute la singularidad ha desaparecido, sin embargo, ESte ("ambio de 

coordenadas sólo descarta la región que contiene la singularidad r E [0 ,2M) Y cubre dos Vect'5 

la región asintóticamente plana r E l2M,oc), la región cercana a u = O es interpretada como el 

puente que tme dos regiones abintóticamente planas. 

Para justificar esta interpretación cousideremos una superficie esférica definida como aquella 

sobre la cual u = cte. El área de esta superficie es 411"(11.2 + 2M)2 ESta área tiene un mínimo en 

te = O, con A(O) = 4·x"(2M)'l. Uuo define la parte más estrecha de la geometría como la garganta, 

mientras que la región (mc.ana es llamada el puente o agujero de gusano de &.hw8lZSCbild. 

6.2. Agujeros de gusano atravesables 

La palabra atravesable se utiliza para indicar que un ser hU1Il3l.lo podría utilizar tm agujero de 

gusano para viajar seguro en un til'mpo razonable y rl'gfes8l sin ser aplastado por efectos grav­

itacionales como las fuenas de marea. En 1988 Thome y Morns estudiaron eu [SJ la existencia 

de tales estmcturllS. 

El estudio t'.OllSiste en c.onsiderar las condicioues para las cuales se puede :uuurtener abierto 

un agujero de gusano y considerar la posihilidad de viajar a través de el. Si alguien intentara 

cruzar el agujero de gusallo de Schw3l"zschild inevitablemente encontraría la singularidad y sería 

despedazado por las fuenas de marea. 

6.2.1. Propiedades de un agujero de gusano atravesable 

Es deseable que el agujero de gusano no presente problemas para ser utilizado como medio 

de traU!:;porte. Entre las propiedades que se le piden a tUl agujero de gusano para considerarlo 

atravesable son: 

• La solución a las ecuaciones de Einstein debe tener una gacganta que couecte dos regiones 

asintótit'amente planas dt>lespacio-tiempo. 

• No debe poseer un hori:1.Onte, pues de otra forma se.ría imposible un viaje en dos dirocciones. 

• Las fuenas de marea que lUl viajero experimente al ptIS8l" a través de él deben ser lo 

suficientemente débiles para mantt'Jle/" con vida al viajt'ro. 
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• El tiempo en atravesar d agujero de gusano debe ser finito y debe tr8DSCurrir uu tiempo 

propio corto . 

• Debe ser €Stable ante penurhadooes, es decir debe soportar que uu \'Ül.jero pa.<;e através 

de él. 

Aunque en [8] se menciona que no se puede decir nada sobre la establidad de lm agujero de 

gusano, en 2002 Shinkai y Ha.yward [131 estudiaron la solución €Stática de un agujero de gu­

sano ellcontrada por Ellis (5], encont.rando rt'Sultados muy interesant€S a.UIK¡ue desalentadores. 

Encontraron que el agujero es inestable ante perturbaciones en el campo que lo mantiene ahierto. 

6.3. Estabilidad de un agujero de gusano 

6.3.1. Campo fantasma 

A pesar de que Thorue y Morris en ¡B] parecen haber m~i.rado la imposibilidad de los agujero 

de gusano, pUt'S demUt'Stra:n que la materia nect'Saria para mantener uu agujero de gusano debe 

tener densidad de energía IIIo"gativa, en teoría cuántica de campos se encueutm que e.1:e tipo 

de materia puede SI'.r producto de fluctuaciones en el vacío cuántico. Una muestra de ello es el 

erecto Casimjr [9], sin embargo. la r.antidad de materia que se produce no podría ser utilizada 

para el mantenimiento de un agujero de gusano. 

El tipo de maleria utilizado en este trabajo es conocido (~mo campo fantasma que es 1m campo 

escalar con tensor de energía momento: 

T I ['<' g,1V (,, (1 ")] 
1'" = - 4lT ,<,."c¡.." - '2 9 . 0.1.<1'.8 , 

€S decir con el signo OPU{sto al usual. A partir de las ecuacion('S de conservación, T"''' '" se obtiene 

que la ecuación de evolución del campo </J es la ecuación de Kleiu-Gordon. La diferencia entre el 

campo fantasma y el de Klein-Gordon es que d primero tiene den8idad de energía IJ.Cg'dtiva por 

el signo de T"c . 

6.3.2. Agujero de gusano estático 

Una vez que se tienen las ecuaciones de Eim,tein en simetría esférica es posible estudiar \lll agujero 

de gu88ll0 €Stático y esféricarnente simétrico. Para simplificar 188 ecuaciones se considera una 

métrica. esféricamellte simétrica e independiente del tiempo de la forma 
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(6.2) 

con 1 la distancia radial propia a la garganta. Hay que notar que al igual que en el caso estudiado 

pa¡-a Schwarz&"hild. el área de las esferas 1 = eI.e tiene un mínimo en 1 = bu (el radio de la 

garganta) . 

Para propósitos munp.nc.os ffi (xmvenie.nte t.ransformar la pa¡-t.e espacial de la métrica (6.2) a \illa 

que sea conformemente plana, es d€cir que tenga la forma: 

(6.3) 

Para hacerlo se debe pedir dJ2 = w4dr2 y ~ + Z2 = w4r 2• Resolviendo el sL<;tema de ecuacionffi, 

con la condición de que cuando r tiende 3 infinito w tienda 3 1, (límite asintótieo plano) se 

obtiene: 
(41· + 1) 1/2 w= -'---~ 

2r 
además de la relación entre r y la dÍ!>tancia radial propia a la garganta 1: 

l=r- .2:.. 
-'Ir 

(6.4) 

Se había mencionado que la Jlll.Il.ena nec.esaria para mantener lm agujero de gusano satisfac.e la 

eeuaci(lU de Kleill Gordon, D2~ = O. Ell':>Ullpo esc.alar sin 1.1laSII que ffi la solución esl
: 

(6.5) 

La dellSidad de energía asoeiada. al campo rdlltasma es: 

donde se utilizó que el campo es independiente del tiempo. 

Se observa que la densidad de energía es negativa, por lo cual viola la condición fi.lf>.rte de energía 

[16]. De aquí el nombre de campo fantasma y la primera oomplieación acerca de la existencia 

figica de dicho campo. 

'Hay que resaltar que el tensor de eJ1..-gia momento satisface las ecuaciol1ES de Einstein G •• = g".T¡ .. paro la 

métrica (6.2) . 
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6.3.3. Condiciones iniciales 

Se com;idera que el espacio-tiempo tiene originalmente un agujero de gusano estático y deseamos 

conocer como evoluciona con el tiempo. Nos interesa saber principalmente si esta configuración 

es estable (en la naturaleza se encuentran configuraciones que son e..-u\tir.as pero son ÍIll'SU\bles, 

colocar un lápiz sobre su pWlta en un escritorio por ejemplo). 

Hay que re<:-ordar, sin embargo, que al modificar la materia la resultante ya no es solución 

de las ecuaciones de Einstein y es necesario \Jarer a1gwlOS ajustes para que se satisfagan. Al 

hacer la descomposición 3+1 se obtuvieron seis ecuaciones de evolución y cuatro ecuaciones 

,.le COIIl;tricción que 11l.16 decían básicamente que las condiciones iniciales 110 podían ser dadas 

arbitrariamente. Este es nuestro punto de partida; se imponen las ecuaciones iniciales trK = O, 

KB = O, A = 1, DA = O Y a continuación se obtiene una relación para B y DB. Para ello 

se considera que se debe satisfacer la constrK:ción hamiltoniana. Al resolver para el (."O('Jiciente 

métrico angular estamos permitiendo que el radio de la garganta cambie. 

6.3.4. Perturbación del agujero de gusano 

Cousiderwuos, romo lx>udicioues iniciales que el espacio-t iempo (~t)ntielle Ull agujero de gusano 

y queremos saber su comportamiento ante pequeñas pert urbaciones, que coJrl'Spondería a un 

"iajero tratando de atraVl'Sarlo. 

El estudio consiste en considerar una penurbacíón en el campo fantasma de la forma: 

(6.6) 

con: 

Ó± = ±Aoexp ( - ~:) , 
Ao es la amplitud del pulso, u su auc·.ho y 10 la distancia radial propia de "0 definida como: 

lo = , 1J!2dr = (r - rO)(4'~" + 1) . Si mante'llelJlOS las condidones iniciales trK=KT:I = O, A = 1, 

DA = O podemos utilizar las ecuaciones de emlución de Einstein para conocer el mmportarniento 

del agujero de gusano ante dicha perturhación. 

El radio de Shwarzschid o radio de área esta definido como: 

(6.7) 

indica el comportwnlento de la garganta del. agujero de gusano ya que da el radio de las esferas, 

al hacer ('.ortes de e..-pacio-tiempo a t y r constant.es. 
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Figura 6.1: Se grafica el coeficiente métrico B en un principio comienza en B = 1 Y conforme 

transcurre el tiempo comienza a crecer cerea del radio de la g'&gant.a. 

6.4. Resultados de la simulación numérica 

Ya en {13] se tenía el antecedt>llle de la infstahilidad de UIl agujero de gusano. Al estudiar este 

sistema se encuentra que e! destino de! agujero de gusano es colapsarse o abrirse indefinidamente, 

dependiendo del signo de la perturbación que se le aplica. 

Se le aplica al campo uua perturbacióu de la forma (6.6) con A = 0.002, u = l.00, ro = 5.00 Y 

se hacen varias simulaciones numéricas utilizando diferentes resoluciones de la malJa (Al- = 0.1, 

0.05,0.0'25, 0.0125). En las figuras 6.1 y 6.2 se muestra la evolución de B y KB para el caso 

en que la perturbación airampo es positiva, nótese como (~.rca de la garga.u1ar ~ 0.5, B crece 

mientras que Ks presenta un pico muy pronuciado (en dirección opuesta) en el mismo valor. 

En la figura 6.3 se muestra e! comportamiento del lapso como función de r a diferentes tiempos. 

La condición de foliación utilizada fue la waximal y se nota como el lapso siente la garganta 

del agujero, conforme evolucioll3 eae a cero en r ~ 0.5. En la figura 6.4 se I.IJI1eStra también la 

evolución del campo fantasma el cambio no es siglúficativo debido al tanl.3ño de la amplitud de 

la pertllIbación. 

Una de las formas que se tiene para cbecac la convergencia del código es refinar la malla y 

núrar las ectw'iones de cow'1.ricción pues éstas deben converger a cero, la soludóll exacta. En la 
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Figura 6.2; La componente de curvatura K B comienza. a hacerse ~ vez más neglll iva conforme 

el transcurso de) tiempo. 
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Figura 6.3: El colapso del lapso no es drástico cerca de la garganta. 
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Figura 6.4: La perturbación del campo fantasma comienza a viajar hacia atrás del centro ro=O.5. 

figura 6.5 se encuentra graJica.da la norma de la constricción hamiltouiaua2 para las diferentes 

resoluciones de la malla utilizadas. Analíticamente las constricciones deben ser idénticamente 

cero, sin embargo debido a los errores n.nméricos, esto nunca es posible. Los valores diferentes 

de cero que adquieren, deben converger a ct"ro (,'Olúonne llllO aumenta la reroluciÓll de la walla, 

en la misma figura se grafican el logaritmo de la norma de las <:onstricciones <:o1JlO funciones del 

t.iempo para las cuatro resoluciones, vemoo la convergencia en norma al amnent.ar la resolución 

de la malla a segundo orden en Ilr como se esperaba. 

En la figura 6.6 se encuent.ra grafkado el valor núnimo del radio de &hwarzsdúld como flmdón 

de t y nos indica que la garganta se esta abriendo. 

Por otra si part.e considerlUllOS \Jlla perturbación en el ('ampo esc.alar del tipo 6_ con la misma 

amplitud, ancho y centrada en el mismo punto que el caso anterior obtenemos una evolución 

diferente. 

En la figura 6.7 se Inua.1.ra la evolución de B. Se encuentra 1m comportamiento de algím modo 

contrario a lo que ocurre en el caso anterior, el comportamiento de loo coeficienWs métricos y 

de curvatura es opuesto y lo lIllÍs significativo es lo que le OCUlTe al agujero de gusano en si. 

En la figura 6.8 se graJica el lapso maximal como función de r, se observa como tiende a cero 

al aproximarse al radio de la garglWta. En la figura 6.9 esta gralk.ado el mínimo del radio de 

'La nono" utilizada ... In TRiz de In media de Jos cuadrados definida como: 11 J 11:= (~) ll 2 
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Figura 6.5: La coml"ergencia del l'Ódigo puede checarse utilizando difen>.ntes resoluciones al 

graficar la norma de la constricción hamiltoniaua.. 
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Figura 6.6: El radio de Schw-drnICbiJ.d indica el comportamiento del radio de la garganta, nótffie 

romo crece indefinidamente ron el tiempo. 
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Figura 6.7: El coeficiente métrico B para el caso en que la perturbación es negativa. Comienza 

a tomar valores muy pequeños cerca del.radio de la garganta. 

SchWarnlChild, en ésta gráfica se ve que su valor mínimo decret:e, lo que nos indica que la garganta 

se está cerrando. Finalmente en la figura 6.10 se muestra la convergencia del código para este 

caso, utilizaudo el logaritmo de la norma de la constricción hanúltonialla. 

Se ha encontrado que un agujero de gusano de la forma (6.3) es inestable ante perturbaciones en 

el campo que lo sustenta.. Por wllado, euando se perturba el agujero de gusano tUl un pulso de 

la forma,,+ se encuentra que su garganta crece indefinidamente, mientras qut' si la perturbación 

es del tipo ,,_ la garganta comienza a ceITl\llle. 

Para imaginar la situación física que representaría el caso estudiado considérese que U05 encon­

tnunos un agujero de gusano estático e iutentamos atravesarlo, el resultado es que si Janzamos 

WJa nave espacial del mismo D13teriaJ que mantiene al agujero de gusano este se cerrará o se 

abrirá indefinidarne.nte, depe.ndie.ndo del signo de la perturbación. 
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Figura 6.8: El colapso del lapso se observa desde un comienw hasta que finalmente en t = 10 

cae dramáticamente a cero. 

0 .5 

.ALO---~----~------~----~----J 

Figura 6.9: El valor mínimo del radio de Schwa.rszchild para la perturbación tL comienza a 

disminuir de manera monótona lo que nos indica que la garganta se cierra al aplicar una per­

turbación de éste tipo. 
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Figura 6.10: al igual que en la lig. 6.5, se gmficA la l':Ontnrión hamiltonia.na pala dIecar ronV('J"­

gencia, pero en este caso se refiere a la perturbación de tipo 6_ . 
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