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. OBJETIVO

OBJETIVO

Hacer una descripcion de los métodos y técnicas de optimizacion haciendo énfasis en su
aplicacion dentro del contexto de la Ingenieria Civil, y que sirva como una guia o fuente
bibliografica tanto a estudiantes como a profesionales del area.
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INTRODUCCION

La tarea fundamental de los ingenieros es la de mejorar las soluciones existentes a problemas que se presentan
en la naturaleza o encontrar otras para los que todavia no estdn resueltos. El objetivo de todo ingeniero
implica el deseo de conseguir una solucién adecuada para los problemas con los cuales pueda enfrentarse; de
hecho, esto se encuentra arraigado en la misma profesion.

En la actualidad, la practica de la Ingenieria Civil se enfrenta con retos cada vez mayores. Estos retos
consisten en llevar a cabo obras cada vez mejores: mas funcionales, mas resistentes, méas seguras, més
econdmicas, etc. Sin embargo, tradicionalmente al ingeniero civil solamente se le dota, en su formacion
profesional, de conocimientos que le permiten llevar a cabo parcialmente su funcién. Es decir, no siempre
logra alcanzar el mejor de sus objetivos planteados; ya sea que trate de obtener el mejor disefio posible de una
estructura, la seleccion de los materiales mas econémicos, pero al mismo tiempo los mds resistentes o
cualquiera otra que sea su meta.

Los métodos y técnicas de optimizacion son las herramientas que le permiten al ingeniero civil encontrar no
sé6lo una solucién adecuada a un problema determinado sino la mejor de todas ellas. Hace no mucho tiempo
ha surgido una tendencia creciente en cuanto a la aplicacién de diferentes métodos de optimizacion que se
pueden aplicar a las diferentes areas de la Ingenierfa Civil: analisis y disefio de estructuras, hidréaulica,
mecanica de suelos y administracién de la construccién. Estos métodos estén probando su eficiencia y es por
ello que muchos centros educativos y universidades a nivel mundial han invertido una gran cantidad de
recursos para lograr que estos métodos formen parte del curriculum en los planes de estudio de las diversas
carreras de ingenieria.

En México la utilizacion de los métodos de optimizacion es relativamente reciente y no existen muchos
trabajos técnicos al respecto; esto se debe principalmente a que los ingenieros civiles no tienen una base
solida de las técnicas y métodos de optimizacion que se pueden utilizar en el drea y, por otro lado, no existen
investigadores de operaciones que se encuentren interesados en difundirlos para un area de la ingenieria en
particular. Los cursos curriculares que existen al respecto a nivel licenciatura muestran una separacion muy
marcada entre el area ingenieril y la de optimizacion en las distintas universidades e institutos de educacion
superior. Muchas veces los planes de estudio de la carrera de Ingenieria Civil incluyen uno o dos cursos de
métodos de optimizacién o de investigacion de operaciones, pero el enfoque que se les da a estos cursos —que
es el del ambito financiero o industrial- causa que los mismos estudiantes pierdan el interés ya que no
encuentran la aplicacién que se les puede dar en algunas de las areas de la ingenierfa.

Por lo anterior, en el presente trabajo se tiene el objetivo de hacer una descripcion de los métodos y técnicas
de optimizaci6n haciendo énfasis en su aplicacion dentro del contexto de la Ingenierfa Civil, y que sirva como
una guia tanto a estudiantes como a profesionales del area. Para la comprension de estos métodos se considera
que es necesario que el lector cuente con los conocimientos equivalentes a los que se han adquirido a fa mitad
de la licenciatura, principalmente los referentes a calculo diferencial, estatica, analisis y disefio de estructuras,
planificacion, entre otras.

La metodologia que se aplica en el desarrollo de este trabajo consiste principalmente en la introduccion al
lector acerca de la idea principal en la cual esta basada el método de optimizacién asi como la descripcion de
su algoritmo. Las demostraciones mateméticas de los métodos no se desarrollan debido a que se considera que
es mas importante la aplicacion practica de los mismos, lo cual es la esencia fundamental de la ingenieria.
Una vez que se ha descrito el método se procede a la aplicacién de los mismos mediante una serie de
ejemplos en los cuales se resuelven problemas tipicos del 4rea civil. Cabe mencionar que la mayoria de estos
ejemplos corresponden al 4mbito estructural debido a que se considera que es ahi donde la optimizacién ha
tenido su mayor aplicacion.

El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:

Capitulo 1.- Se exponen los conceptos basicos de la programacién lineal y la soluciéon obtenida mediante el
método grafico de algunos problemas sencillos, principalmente de resistencia de materiales y andlisis de
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estructuras. Se describe la aplicacion del método simplex a problemas en general junto con los diferentes
casos que se pueden presentar en su uso, asi también como el concepto de dualidad.

Capitulo 2.- Se explican varios conceptos de la teoria de redes que son necesarios para lograr un mejor
entendimiento del algunos algoritmos y técnicas que se pueden aplicar para resolver problemas de Ingenieria
Civil que se pueden modelar precisamente como una red. Especificamente se aborda el problema de
transporte, flujo maximo, asi como la técnica PERT y el método CPM, los cuales se utilizan principalmente
para la planeacion y el control de proyectos de obra civil.

Capitulo 3.- Se trata lo relativo a como algunos problemas de Ingenieria Civil, principalmente de tipo
estructural y de asignacion de recursos, por presentar un caracter recursivo, se pueden abordar desde el
enfoque de la programacion dindmica. Se explican los conceptos mas importantes que la componen: estado,
etapa, funcion de recursividad, etc.

Capitulo 4.- Se exponen los métodos clasicos de optimizacion no lineal, lo cuales estdn basados en la
herramienta matematica del célculo diferencial. Se muestran ejemplos del 4rea que se pueden resolver con
tales métodos para modelos con restricciones y sin restricciones.

Apéndice.- Se expone el uso y manejo del software “LINDO” para programacion lineal resolviendo algunos
ejemplos del capitulo 1.




CAPITULO 1




CAPITULO1  PROGRAMACION LINEAL APLICADA A ALGUNOS PROBLEMAS DE CONSTRUCCION Y ESTRUCTURAS

I. PROGRAMACION LINEAL APLICADA A ALGUNOS PROBLEMAS DE CONSTRUCCION Y
ESTRUCTURAS

La programacion lineal es una técnica para la creacion de modelos matematicos que tiene como fin la
optimizacion de recursos escasos. Por optimizacion se puede entender el beneficio maximo o la minima
pérdida o perjuicio que se puede tener en un proceso o fenémeno La programacion lineal tiene su aplicacion
en la industria, en el transporte, economia, diversas ramas de la ingenieria, etc.

Por ejemplo, en la ingenierfa civil la programacion lineal se puede utilizar para la optimizacién de redes de
agua potable (problema hidraulico), para la optimizacién del peso de sistemas estructurales (problema
estructural), para el disefio 6ptimo de mezclas de concreto (problema de construccion), para la optimizacion
de pilotes de un edificio que se encuentre ubicado en un tipo de suelo con caracteristicas especiales (problema
geotécnico), etc. En este capitulo principalmente se hace énfasis en la formulacion de la programacion lineal
de algunos problemas de construccion y estructuras cuya solucioén se obtiene de manera grafica.

Un modelo de programacion lineal sirve para encontrar la mejor solucion (solucion 6ptima), dentro de un
conjunto de posibles soluciones, de un problema o fenémeno que se presente, el cual puede tener una serie de
restricciones para su solucion.

En general, un modelo de programacion lineal tiene las siguientes caracteristicas:

Variables: son las incégnitas del problema que se tratan de determinar. A las variables de un problema de
programacion lineal se les conoce con el nombre de variables de decision, variables de control o variables de

disefio.

Funcion objetivo: es la representacion de la meta que se trata de optimizar, es decir, de maximizar o
minimizar, en términos de las variables de decision.

Restricciones: es el conjunto de requisitos o limitantes que se deben satisfacer en la solucion del problema.

Existen varias formas de expresar un programa lineal:

Maxomin Z=cx...(1.1)

Sujeto a
Ax{=,<2}b .. (1.2)
x20..(13)

donde la funci6n lineal (1.1) es la funcién objetivo, (1.2) es el conjunto de desigualdades que constituyen las
restricciones y (1.3) son las condiciones de no negatividad para las variables de decision.

En la formulacién anterior x es un vector columna de n componentes que representa a las variables de
decision:

¢ es un vector renglén de n componentes llamado vector de costos unitarios:
c= [c,c2 ...c,,]

b es un vector columna de m componentes que se le suele llamar vector de recursos disponibles:
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A es una matriz de orden m x n llamada matriz de coeficientes tecnol6gicos.

a,a,...q,
A= a2|azz.---a2n
amlamz M amn

En términos matriciales el programa lineal se puede escribir de la siguiente forma:

X

Max o min [cic, ...c,] fz

xﬂ

Sujeto a
4Gy -Gy || 5 b
a,a,,...a x b
21%22 2n 2 2
: =52}
amlam 2" amn xn bm

X, 0

X 0

=
X 0

La forma matricial se puede desarrollar quedando de la siguiente manera:

Mdx 6 min Z = ¢, x, + ¢, x, +...+¢C,x,
sujelo a
a,x +a,x, +...+a,x, {=<2}h

ay X, +apx, +...+a,,x,{=,5,2} b,

QX+ Xy +o+a, X, (=521 b

mn” n

X 20,x,20,.,x,20

Por tltimo, el programa lineal también se puede representar en términos de sumatorias:

n
Méx 6 MinZ =) c,x,
J=t
sujeto a

"

Za,.,x,. (=<2} b i=1,2,...m

=1

X; 20 j=12,..,n
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1.1 METODO GRAFICO

El método grafico es una herramienta que permite encontrar la solucién optima de un problema de
programacion lineal que conste de dos variables. EI método grafico permite la visualizacion general del
problema con mucha claridad.

Es importante tener en cuenta los siguientes conceptos al utilizar el método gréfico:

Solucion factible: es el conjunto de valores de las variables (x| y x,, por ejemplo) que satisfacen todas las
restricciones.

Region factible: es el conjunto de todas las soluciones factibles.

Solucion dptima: es la solucion factible que proporciona el maximo o el minimo valor de Z (funcion
objetivo).

Restriccion activa: Si tiene una restriccion g(x){<, 2}b, ésta se llama activa cuando los valores x satisfacen
estrictamente la igualdad g(x) = b.

Restriccion inactiva: Si tiene una restriccion g(x){< , 2} b, ésta se llama inactiva cuando los valores x
satisfacen solamente la inecuacion g(x){<, >}b.

Para trabajar graficamente es necesario la determinacion de una region factible, la cual es un conjunto de
posibles soluciones que satisfacen todas las restricciones del modelo. La region factible sera la interseccién de
los espacios de solucion para cada una de las restricciones.

Ejemplos:

A//\\ \
N» 1

X > - >

Fig. 1.1 Algunos ejemplos de regiones factibles y restricciones

\

/

/
i ¥

Una vez que se ha definido la region factible se procede a obtener la solucion 6ptima, que por lo general se
encuentra en la frontera o en una de las esquinas (punto extremo) de la regi6n factible. La solucién 6ptima se
puede obtener de dos formas:

1) Se evalua la funcién objetivo en cada punto extremo de la region factible. La solucién serd

aquella que brinde el menor o el mayor valor (dependiendo si se trata de un problema de
minimizacion o maximizacion) de la funcién objetivo.

2) Seiguala la recta de la funcion objetivo (Z) a una constante (k) y se va variando este valor con el
fin de desplazar dicha recta hasta que pase por la regidn factible o toque uno de sus puntos
extremos en donde Z adopte el mdximo o minimo valor,




Ejemplo 1.1 Construccién de vivienda

Una compaiiia constructora va a participar en un proceso de licitacién para la edificacion de viviendas
unifamiliares de tipo popular. Dichas viviendas deben contar con una pieza habitable y otra en donde se
puedan tener el servicio de cocina (o bafio) y, de acuerdo a lo establecido en el Reglamento de
Construcciones, el area minima de la vivienda debe ser de 24 m’. Las bases también indican que el 4rea
méxima para la pieza habitable debe ser de 24 m* y de 6 m? para la otra pieza. La compaiiia ha estimado que
la ganancia neta por m” construido de la pieza habitable seria de $300 y de $400 para la otra pieza. Formular
el problema de programacion lineal y encontrar graficamente la solucién que maximiza la ganancia de la
compafiia por cada vivienda construida.

Pieza | Pieza 2

\ ! — —

Planta tipo de la vivienda unifamiliar

Formulacién del modelo de programacién lineal

Los primero que se tiene que hacer para formular el modelo de programacién lineal es pasar del lenguaje
coloquial al lenguaje matematico. Serd necesario entonces la definicion de las variables de decision, de la
funcién objetivo y de cada una de las restricciones.

VYariables de decisién

En el enunciado del problema se puede observar que todo gira en torno a las 4reas de las piezas de la vivienda

Sean,

x;: namero de metros cuadrados de la pieza habitable (pieza 1)
X,: niimero de metros cuadrados de la cocina (pieza 2)

Funcién objetivo

El objetivo es maximizar la ganancia neta que se tendria al construir |a vivienda. La aportacion por cada m?
construido de la pieza habitable es de $300, mientras que la cocina tiene una aportacion de $400. La funcién
objetivo, que se puede representar como Z, es funcion de las variables x, y x; y se establece como:

Z = 300x, +400x;

Ya que el objetivo es maximizar dicha funcién, se tiene

Max Z = 300x, + 400x,




Restricciones

Las restricciones son las “limitantes” que aparecen en el problema. La primera restriccion que se tiene es que
el area minima de la vivienda debe ser 24 m®. Como el area total de la vivienda es la suma de las areas de la
pieza habitable y de la cocina, entonces esta restriccion se puede expresar de la siguiente manera:

X, + X, 224 (area total de la vivienda)

Otra restriccion que se tiene es que €l area maxima de la pieza habitable debe ser de 24 m’, la cual se puede
expresar asi:

X, <24 (pieza habitable)
También se tiene que el drea maxima para la cocina es de 6 m’:
X2£6 (cocina)

Por ultimo, las 4reas de las piezas de la vivienda no pueden ser negativas, por lo cual es necesario especificar
también las restricciones de no negatividad:

x;20 (no negatividad)
X220 (no negatividad)

Entonces, el modelo de programacién lineal que se tiene es:

Max Z = 300x, + 400x,
Sujeto a
X;+x;2>24 (4rea total de la vivienda)
X;£24 (pieza habitable)
X226 (cocina)
L X, X220 (no negatividad)

Solucién grafica

El primer paso para encontrar la solucién del problema de manera grafica es determinar la region factible.
Para ello es necesario conocer el espacio de soluciones que tiene cada una de las restricciones del problema.

Las restricciones de no negatividad limitan a que la region factible se encuentre siempre en el primer
cuadrante del plano cartesiano en el cual se deben representar cada una de las restricciones.

Se traza la primera restriccion del problema y para conocer si su espacio de soluciones esta por arriba o por
abajo se evalda el origen (0,0) en ella; si se satisface la desigualdad significa que la direccion del espacio de
soluciones de la restriccion incluye al origen, en caso contrario, ésta debe estar del lado opuesto. En esta caso,
al evaluar el origen resulta que la desigualdad no se satisface, es decir, no incluye al origen y por lo tanto el
espacio de soluciones se encuentra en y por arriba de la recta




X2
A
24X
X;tXx,224
18 «
Espacio de
12+ soluciones
6T d
| 1 | 1 ]
I 1 T > x ] T i P X
0 6 12 18 2'4\ 0 6 12 18 2'4\

De la misma manera se traza la restriccion 2. Al evaluar el origen en la misma se observa que la restriccion se
satisface, lo que indica que el espacio de soluciones incluye al origen y por lo tanto dicho espacio se
encuentra sobre y hacia la izquierda de la recta que representa a la restriccion.

X5 Xz
4 A
T 24 1
X1 =24 X; <24
18 T 18
<. ..................
12 T i
12 Espacio de
soluciones
6 —_ 6 1 < ...................
i I } > x ! l I —» x
0 6 12 18 24 0 6 12 18 24

Al evaluar el origen en la tercera restriccién resulta que el espacio de soluciones se encuentra en y hacia abajo
de la recta que representa a dicha restriccion.

X2 X3
A A
4 24 +
—_ 18 ——
12 T 12 T
X, = 6 X, < 6
6 6
: Espaciode
\j soluciones ¥
i | — o x, f | | X
0 6 12 18 24 0 6 12 18 24
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La region factible resulta ser la interseccion de los espacios de solucion de las tres restricciones.

X2
A
N Y X, €24

X; tXx2224

Region

factible\

La region factible tiene forma triangular en este caso y cada una de sus esquinas es un punto extremo.

La solucion optima se obtiene al evaluar la funcién objetivo, Z, en cada uno de estos puntos extremos y se
toma aquel que proporcione el maximo valor de la misma.

Para punto A(18, 6) = Z = 300(18) + 400(6) = 7800
Para punto B(24, 6) = Z = 300(24) + 400(6) = 9600
Para punto C(24, 0) = Z = 300(24) + 400(0) = 7200

El punto que proporciona el maximo valor de Z es el punto C, por lo tanto la solucién éptima del problema es:

7’ =9600
X, = 24
X2:6

Esta solucién significa que la vivienda unifamiliar debe contar con una pieza habitable de 24 m’ y una pieza
para usarse como cocina de 6 m’ para que la ganancia de la compafiia constructora por cada vivienda de este
tipo que construya sea de $9600.

Ejemplo 1.2 Armadura de peso minimo

Considere una armadura isostatica de acero como la que se muestra a continuacion. Se desea disefiar tal
estructura para que tenga un peso minimo bajo la suposicion de que se tiene la misma seccion transversal para
los miembros que se encuentren a tensién y la misma seccidon para todos los miembros que trabajen a
compresion. La densidad del acero que se va a utilizar es 7850 kg/m’ y los esfuerzos permisibles a tension y
compresién tienen valores de 2520 kg/cm’ y 3150 kg/cm® respectivamente. Formular el programa lineal y
encontrar la solucion graficamente.
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451

12m 12m 12 m 12m
Analisis de la armadura

Antes de formular ¢l modelo de programacion lineal es necesario realizar el analisis estructural de la
armadura para determinar las fuerzas en las barras, y por tanto, los esfuerzos que actuan en ellas.

Determinacion de las reacciones en los apoyos:

45t
_ B D
-
O9m
4 A E
C
— >
A | | |
12 12
A, m m 12 m 12m E,
Por ecuaciones de la estatica:
D F.=0 Y F,=0 dYM,=0
A =0T A, +E,— 45=0 45(36)—48 E, =0

Resolviendo se obtiene:

A=0T
A= 1125T
E,=33.75T
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Fuerzas en las barras:

La determinacion de las fuerzas en la barras se realizara con el método de los nodos.

Nodo “A4”
AB

36.87°
AC

11.25T

2. F,=0
11.25—-AB sen 36.87°=0
AB=1875T

> F, =0
AC - AB c0s 36.87°=0
AC=15T

Nodo “C”

18.75 T CD

36.87°
» CE

36.87°

ST < C
\_/

S F =0
18.75 sen 36.87°- CD sen 36.87°=0
CD=1875T

Y F, =0

-15—-18.75 c0s 36.87°- 18.75 c0s 36.87° + CE=0
CE=50T

Nodo “E”

Nodo “B”

2. F,=0
18.75 sen 36.87° - BC sen 36.87° = 0
BC=1875T

> F =0
18.75 cos 36.87°- BD + 18.75 cos 36.87° =0
BD=30T

Nodo “D”

30T

36.87°

DE

1875T

Y F, =0

30 + 18.75 cos 36.87°- DE cos 36.87° =0
DE=5625T

> 7,0
18.75 sen 36.87° + 56.25 sen 36.87°—45=0
0=0
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Y F =0
~50+ 56.25cos 36.87°=0
0=0

2F =0
33.75-56.25sen 36.87° =0
0=¢

Se cumple el equilibrio en todos los nodos y los elementos trabajan de la siguiente manera:

B - b D
9m
A
VAN G O )
| | \ | |
{ ] i [ 1
12m 12m 12m 12m
Elemento Longitud (cm) Forma de trabajo Esfuerzo (kg/cm”) Esfuerzo permisible (kg/cm?)
AB 1500 Compresién 18750/A, 3150
AC 2400 Tension 15000/A, 2520
BD 2400 Compresién 30000/A, 3150
BC 1500 Tensién 18750/A, 2520
CD 1500 Compresidn 18750/A, 3150
CE 2400 Tensién 50000/A, 2520
DE 1500 Compresidn 56250/A, 3150

Formulacién del modelo de programacioén lineal

Funcién objetivo

El peso total de la armadura es igual a la suma del peso de cada elemento, es decir, la densidad (0.00785
kg/cm’) por el volumen de cada uno de los miembros de la armadura (longitud, en cm, multiplicada por el
drea en cm®). Es importante plantear todo el modelo de programacion fineal en unidades compatibles, de lo
contrario se obtendrian resuitados erréneos.

La funcién objetivo resulta ser:

Min Z = 0.00785[(1500)(A.) + (2400)(A)) + (2400)(A.) + (1500)(A,) + (1500)(A.) + (2400)(A,) + (1500)(A,)]
Min Z=54.17A, + 49.46A,

Variables de decision

Se puede observar que para minimizar el peso de la estructura la funcién objetivo quede expresada en funcion
de las variables A, y A,, que son las variables de decision.
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A, : area de! elemento trabajando a compresion
A, : 4rea del elemento trabajando a tension

Restricciones

Se plantea una restriccion para cada elemento de tal forma que su esfuerzo actuante no sea mayor que el
permisible, dependiendo de que trabaje a tension o a compresion.

18750/A, <3150 (Elemento AB)
15000/A, <2520 (Elemento AC)
30000/A, < 3150 (Elemento BD)
18750/A, < 2520 (Elemento BC)
18750/A. < 3150 (Elemento CD)
50000/A, <2520 (Elemento CE)
56250/A. < 3150 (Elemento DE)

De donde al despejar las variables A, y A, las restricciones quedan como:

A =595 (Elemento AB)
A >595 (Elemento AC)
A.29.52 (Elemento BD)
A >7.44 (Elemento BC)
A, 2595 (Elemento CD)
A2 19.84 (Elemento CE)
A, > 1785 (Elemento DE)

Entonces el modelo final queda establecido de la siguiente manera:

Min Z =54.17A, + 49.46A,
Sujeto a

A. =595 (Elemento AB)
A 2595 (Elemento AG)
A 29.52 (Elemento BD)
A =744 (Elemento BC)
A.>5.95 (Elemento CD)
A >19.84 (Elemento CE)
A > 17.85 (Elemento DE)
A, A 20 (No negatividad)

Las -restricciones de no negatividad impiden precisamente pensar en elementos estructurales con area
negativa, lo cual no tendria sentido.

Solucién grafica:

Se establece la region factible, para esto se trazan cada una de las ecuaciones de restriccion sobre el plano
cartesiano. Las flechas indican el espacio de solucidn para cada restriccién. Como ya se ha mencionado una
manera de conocer la direccién de esas flechas es evaluando el origen (0,0) en cada una de las restricciones; si
se satisface la desigualdad significa que la direccion del espacio de soluciones de la restriccién incluye al
origen, en caso contrario, ¢sta debe estar del lado opuesto.

Si una recta pasa por el origen sera necesario evaluar su ecuacién en otro punto para saber si el origen est4
incluido en el espacio de soluciones de la restriccién y de esta manera determinar hacia donde se encuentra
dicho espacio.




A,

A
25

T > —> Region factible
20 += @
15 4
0+ T '
5 —_
I ] | l | | > A,

[
5 10 15 20 25

El Gnico punto extremo que se tiene para la region factible corresponde a A, = 17.85 cm’, A, = 19.84 cm’.
Al evaluar la funcién objetivo en dicho punto 6ptimo se obtiene el peso minimo de fa armadura:

Z' =54.17 A, +49.46 A, = 54.17(17.85) + 49.46(19.84) = 1948.22 kg

En este caso las restricciones activas resultaron ser la sexta y la séptima.

La solucién 6ptima es entonces:

7' =1948.22
A, =17.85
A =19.84

Ejemplo 1.3 Mezcla de agregados

Una empresa de agregados ha sido contratada para entregar una mezcla de arena-grava al sitio de una obra. La
cantidad de mezcla que se debe entregar para la realizacion de la obra se encuentra entre los 600 y 1000 m”.
Las especificaciones para dicha mezcla indican que ésta debe contener no mas de 50% de arena ni menos de
30% de grava. La empresa cuenta con dos bancos de los cuales puede obtener la mezcla. El primer banco es
de baja calidad ya que su contenido estd formado por 20 por ciento de arena, 10 por ciento de grava y el resto
de otros materiales. El segundo banco es de mejor calidad y contiene 60 por ciento de arena, 35 por ciento de
grava y el resto lo constituyen también otros materiales. El costo de la entrega de la mezcla arena-grava al
sitio es de $100 por m’ si ésta proviene del primer banco, y de $300 por m” si proviene del segundo banco.
Formular el modelo de programacién lineal que minimiza el costo de la entrega de la mezcla y encontrar los
solucion mediante el método grafico.

Banco | Banco 2

10% grava

5% otros

20% arena

70% otros
60% arena

mezcla arena-grava

14



Variables de decisién

El problema consiste en determinar la cantidad de material que debe provenir de cada banco que tiene la
empresa con el fin de minimizar el costo de la entrega.

Sean,

x;: nimero de m® de material (mezcla) que proviene del banco |
x,: nimero de m* de material (mezcla) que proviene del banco 2

Funcién objetivo
Se debe minimizar el costo de entrega de la mezcla arena-grava. Si el material proviene del banco | el costo

de entrega es de $100/m*, mientras que si proviene del banco 2 es de $300/m’. Entonces, la funcion objetivo
se puede establecer como:

Z= lOOX] + 300X2
Restricciones

La primera restriccion es que la cantidad minima de mezcla que se debe entregar es de 600 m*. Como dicha
cantidad es la aportacién de ambos bancos, se tiene que:

Xy + %2 2600 (cantidad minima a entregar)

La segunda restriccion se refiere a la eantidad maxima de mezcla que se puede entregar es de 1000 m®:

X; + %2 <1000 (cantidad maxima entregar)

La siguiente restriccion indica que el porcentaje de arena en la mezcla debe ser a lo mas del 50%. El material
del banco 1 contiene 20% de arena, mientras que el material del banco 2 contiene 60% de arena. Entonces,
matematicamente |a restriccion queda expresada de la siguiente manera:

0.2X| + 0.6XZ < 0.5(X| + Xz)

Reordenando, se tiene:

-0.3x, +0.10x, <0 (arena)

Con respecto a la cantidad de grava, el porcentaje de éste en la mezcla no debe ser menor que el 30%. El
material del banco | contiene 10% de grava y el que proviene del banco 2 contiene 35%. Entonces:

0.1x; +0.35% 2 0.3(x1+x2)

Reordenando,

-0.2x, + 0.03x; > 0 (grava)

Al final, anicamente se especifican las variables de no negatividad:
Xy, X2 2 0 (no negatividad)

Por lo que el modelo de programacion lineal es:
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Z =100x, + 300x,

Sujeto a

X, + xz 2 600 (cantidad minima a entregar)
X; + X, £ 1000 (cantidad maxima entregar)
-0.3x,+0.10x, £0 (arena)

-0.2x, + 0.03x, 20 (grava)

X, X320 (no negatividad)

Solucion grafica
Se trazan cada una de las lineas que representan a las restricciones.

La restriccion correspondiente a la cantidad minima no incluye al origen, por lo que su espacio de soluciones
se encuentra hacia arriba de la recta.

El espacio de soluciones para la restriccion de la cantidad maxima incluye al origen y, por lo tanto, dicho
espacio se encuentra por debajo de la recta que representa a la restriccion.

Para el caso en el que la recta pasa por el origen, como sucede para las restricciones correspondientes a la
arena y la grava, es necesario evaluar un punto que se encuentre por arriba o abajo de la recta con el fin de
determinar si el espacio de soluciones incluye a tal punto o no.

X2
grava arena
....... N
1200+
1000+=_A cantidad méx.
so0T 8 '/canlidad min.
600~
40017 Y
200"
' ' 2 1 P x|

0 200 400 600 800 100071200
En la figura anterior se observa que la regién factible tiene cuatro puntos extremos: A, B, Cy D.

Se evalua la funcién objetivo en cada uno de estos puntos:

Para punto A(130.4, 869.6) = Z = 100(130.4) + 300(869.6) = 273920
Para punto B(250, 750) = Z = 100(250) + 300(750) = 250000

Para punto C(150, 450) = Z = 100(150) + 300(450) = 150000

Para punto D(78.3, 521.7) = Z = 100(78.3) + 300(521.7) = 164340

El punto que proporciona el minimo valor de Z es el punto C, por lo tanto la solucién 6ptima del problema es:

' Z" = 150000
X = 150
X2:450

La solucion anterior indica que para la mezcla arena-grava, 150 m’ de material deben provenir banco I,
mientras que del banco 2 de deben tomar 450 m* con el fin de que el costo de la entrega sea el minimo para la
empresa con un valor de $150000.
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Ejemplo 1.4 Resistencia a compresion de una columna

Se desea determinar la carga axial de compresion maxima de disefio que puede soportar una columna de
concreto con un esfuerzo a compresion de f. = 250 kg/cm® La columna debe cumplir las siguientes
condiciones: la cuantia de acero (p) se debe encontrar dentro del intervalo de 0.01 a 0.04, la cantidad minima
de refuerzo longitudinal que se puede utilizar es la correspondiente a 4 barras del numero 4 y, por cuestiones
arquitectonicas, el area total de la seccion transversal no debe sobrepasar los 1200 cm®. Formule el programa
lineal y encuentre la solucion graficamente.

p

'/

Funcion objetivo

La resistencia de disefio a compresion axial esta dada por la expresion:
PRO =0.70 Pm

Donde Py, es la resistencia nominal, que a su vez esta definida como:
P = () (Ag) + (A ()

A,: areatotal de la seccion

A,: area del acero de refuerzo longitudinal

f,: esfuerzo de fluencia del acero (4200 kg/cm®)

7. =0.85 f*, si f*, < 250 kg/em’

A su vez f*¢ = 0.8 f'c = 0.8 (250 kg/cm®) = 200 kg/cm?

Entonces la funcion objetivo es:

Pro = 0.70[(0.85) (200) (A + (A;) (4200)]

Pro = 119A, + 4200A,

Variables de decision

Se puede observar que la funcion objetivo se encuentra expresada en términos de las variables de decision que
definen al area total de la seccion transversal y al area de acero.

A,: area total de la seccién
A, area del acero de refuerzo longitudinal
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Restricciones

Se debe cumplir que:

. A
0.0l <p<0.04, la cuantia de acero esta definida como p = A"
"

De donde se obtienen la siguientes restricciones:

A2 0.01 A, (cuantia minima)
A, £0.04 A, (cuantia maxima)

Otra de las restricciones indica que se utilizaran, como minimo 4 barras del numero 4. Cada barra o varilla
tiene un area de 1.27 cm” entonces:

A>24¢#4
A >4 (1.27)
A > 5.08 (refuerzo longitudinal)

Finalmente, la Gltima restriccion se refiere al area maxima de la seccién transversal que puede tener la
columna:

A, < 1200 (seccion transversal)

El modelo de programacién lineal queda establecido de la siguiente manera:

Max Z = 119A, + 4200A;
Sujeto a

A;20.01 A,

A;<0.04 A,

A >5.08

A, <1200

AL A20

Solucion grafica: Direccion de aumento de Z

A (cm?) Seccion
transversal
T ST Cuantia
2 maxima
50 1 |/
.. DM
a0+
30 4 . 3
] Region k  Cuantia _
. A facible . minima w230
- A * 7= 310800
101 e C i Refuerzo
A i longitudinal
} B o et P Aglcm?)
0 300 600 900 1200 \|500
ey grree 7 £=149100
Z=0




CAPITULO.L  PROGRAMACION LINEAL APLICADA A ALGUNOS PROBLEMAS DE CONSTRUCCION Y ESTRUCTURAS

En la figura anterior que la region factible se encuentra delimitado por los segmentos de linea que unen a los
puntos ABCD. Cualquier punto dentro de esta region es por tanto una posible solucién. Sin embargo, lo que
se esta buscando es el punto que proporciona el mayor valor de Z. Por lo tanto, es importante identificar la
direccion en que se incrementa la funcion Z, ya que se trata de un problema de maximizacion. El punto
optimo se puede encontrar asignando valores crecientes a Z, en forma de ensayos, hasta que se encuentre el
mayor valor de Z sin salir de la region factible.

En la figura anterior se puede observar que la recta Z con el valor mas grande pasa por el punto de
interseccion de las rectas A, = 1200 y A; = 0.04 A, (punto D).

A, = 1200 = A =48, que al sustituirlos en la funcién objetivo se obtiene:
Z=119A, +4200A,= 119(1200) + 4200(48) = 344400

Las restricciones que resultan activas en este caso son precisamente A, < 1200 y A, < 0.04 A;, ya que la
solucion encontrada (A, = 1200 y A = 48) hace que se cumplan exactamente las igualdades A, = 1200y A;=
0.04 A,

Entonces, la carga axial maxima de compresion de la columna es de 344400 kg o 344.4 t y seria necesario
tener una seccion de 4rea trasversal de 1200 cm’ y un 4rea de refuerzo longitudinal de 48 cm’.

Una propuesta para el disefio seria una columna cuadrada de 34.6 cm x 34.6 cm armada con 24 barras del
namero 5: P=34441

34.6 cm A.=24¢ No. 5 =48 cm’

34.6 cm

Ejemplo 1.5 Sistema de andamios

Un sistema de andamios consiste de dos vigas y cuatros cuerdas como se muestra en la figura. Se sabe que la
cuerda A puede resistir una carga de al menos 6 toneladas, mientras que la cuerda B puede resistir a lo mas
una carga de 5 toneladas, cada una de las cuerdas C y D pueden tomar una carga de 2.5 toneladas. Si las
cargas que actian en las vigas 1 y 2 son respectivamente x, y x,, formular el programa lineal que maximiza la
carga total que puede ser soportada por el sistema y encontrar la solucién graficamente. Suponga que los
pesos de las vigas | y 2 son de 3 toneladas y 1 tonelada respectivamente, y que los pesos de las cuerdas son

despreciables. LSS LSS LS LS LS LSS LSS LS

A B

w,=3T Viga |

w,=1T ] Viga 2
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Variables de decisién

El problema se define en términos de las cargas que soportan ambas vigas del sistema:
x;: carga en la viga |

X3! carga en la viga 2

Funcién objetivo

La funcion objetivo consiste en maximizar la carga total del sistema:
Max Z = x| + x;

Restricciones

Las restricciones del problema son:

Ta 26 (cuerda A)

Ty < 5 (cuerda B)

Te £2.5 (cuerda C)

Tp £2.5 (cuerda D)

Las restricciones también deben estar expresadas en términos de las variables de decision x; y x,, para ello es
necesario realizar el analisis estructural det sistema de andamios.

Andlisis de la estructura

Considerando que los pesos de las vigas actaan en el centro de ellas, las ecuaciones de equilibrio vertical y de
momentos (con respecto al extremo izquierdo de las vigas) son las siguientes:

Para la viga 2

T.+T,=x,+w,..(1)
X, +w,-2T,. =0..(2)

Al despejar T¢ de 2:

2 2
](_ — 4=

S @)

Al sustituir (4) en (1) y despejar Ty, se obtiene:

7, =22, W

D 2 7 (5)

Para la viga |
T,+T, =x, +w, +T. +T, ...(6)
3x, +4.5w,-9T, +2T,. +4T,, =0...(7)

Al sustituir (4) y (5) en (7) y despejar Ty se obtiene:

20
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|
I 1 | [
‘T;f :§x| -i-EWI +'§x2 +§W’2|...(8)

Al sustituir (4), (5) y (8) en (6) y despejar T, se obtiene:

2 1 2 2
T =§xl +EwI +§x2 +§w2 ..(9)

A

Al sustituir wy = 3y wo = | en (4), (5), (8) y (9) las restricciones quedan como:

2 2
Cuerda A:zxI +—=x, +z+—26:> 2x, +2x, 2115
3 3 2 3
! ! 3 1 c
CuerdaB:—x, +—x, +=+—-<5=x +x, <93
3 3 2 3
x,
Cuerda C:—=+—-<25=x, <4
2 2
x|
CuerdaD: ++—-<25=x, <4
2 2
La restriccion para las cuerdas C y D es la misma.

El programa lineal completo es:

Max Z =x, + X,
Sujeto a

| 2%y +2x, 2 11.5 (Cuerda AY
X; + X2 £9.5 (Cuerda B)
X3 <4 (Cuerdas Cy D)
X1,X2 2 0

Solucién grafica:

Cuerda B

Cucrda A

CuerdasCvD

Region
factible

21
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Los puntos extremos de la regién factible son:

A(1.75.4)
B(5.5,4)
C(5.75,0)
D(9.5,0)

Al evaluar la funcion objetivo en cada uno de estos puntos se obtiene lo siguiente:

Punto A: Z=1.75+4=15.75
PuntoB: Z=55+4=95
Punto C: Z=5.75+0=5.75
PuntoD: Z=9.5+0=95

Se puede observar que los puntos que maximizan la funcion objetivo son B y D, esto es, el sistema puede
soportar una carga maxima de 9.5 toneladas. Este caso especial de programacion lineal recibe el nombre de
“soluciones alternativas optimas™ u “Optimos alternativos”; de hecho, cualquier punto del segmento BD
maximiza a Z, y esto se debe principalmente a que la funcién objetivo es paralela a alguna de las
restricciones.

1.2 EL METODO SIMPLEX

El método simplex es un procedimiento general para resolver problemas de programacion lineal que fue
creado en 1947 por George Dantzig. Este método es algebraico e iterativo pero sus principios se basan en la
geometria del problema especifico a resolver. El método simplex resuelve problemas de maximizacion o
minimizacion sujetos a ciertas restricciones. Lo que hace el método es buscar las soluciones en la frontera de
la region factible, mejorando el valor de la funcién objetivo con cada iteracion que se lleve a cabo hasta
alcanzar el optimo.

Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra la region factible correspondiente a un problema de
maximizacion sujeto a tres restricciones y con 6ptimo en el punto C:

X2

A

A‘ B »xl

Fig. 1.2 Recorrido del método simplex

Lo que hace el método simplex es iniciar en un punto extremo factible, como lo es el origen, y moverse hacia
otro punto hasta alcanzar el 6ptimo. La direccion hacia donde se desplace depende principalmente de los
coeficientes de las variables en la funcion objetivo. En este caso, si el coeficiente de x, es mayor que el de x,
en la funcion objetivo, el movimiento seria de A a B porque de esta forma se incrementaria el valor de la
funcién al aumentar al valor de x,. Al encontrase en B, el movimiento seria hacia C en donde se supone se
encuentra el optimo. Si el coeficiente de x, fuera mayor que el de x;, el movimiento seria el descrito por las
flechas punteadas.
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La ventaja del método simplex sobre el método grafico es que los modelos de programacion lineal no tienen

que estar limitados solamente al uso de dos variables de decision.

Para trabajar con el método simplex es necesario expresar €l problema de programacion lineal en forma
estandar.

1.2.1 Forma estindar de programacion lineal

Se dice que un modelo de programacion lineal se encuentra en forma estandar si tiene las siguientes
propiedades:

e Todas las restricciones son ecuaciones (igualdades) con lado derecho no negativo.
e Todas las variables son no negativas
e Las funcion objetivo es de maximizacion o de minimizacion,

Al expresar un modelo de programacion lineal en forma estdndar es necesario tomar en cuenta las siguientes
consideraciones:

1) Una restriccion del tipo < puede convertirse en igualdad (o ecuacién) mediante la adicion de una variable
de holgura (S).

Ejemplo:

2X| + 3X2 <5

es equivalente a

2X|+3X2+S|=5,C0nS|20

2) Una restriccion del tipo > puede convertirse en igualdad (o ecuacién) mediante la resta de una variable de
exceso o superavit (S).

Ejemplo:

X)+2X;, +4x3 - 6x4 2 15

es equivalente a

X;+ 2%, +4x3-6%4-S;, =15, con$, 20

3) El lado derecho de una restriccion se puede hacer no negativo al multiplicarla por —1. Al hacer esto, la
desigualdad > se convierte en <, y la desigualdad < se convertira en >.

Ejemplos:

2X|+3XZS-5 X|+2X2+4X3—6X42-15
e€s equivalente a es equivalente a
'2X|‘3X225 . 'X|'2X2-4X3+6X4$ 15

4) Toda igualdad puede descomponerse en dos desigualdades > y <.
Ejemplo:
8X| - 5X2 =4

es equivalente a
8X| - 5X2 >4
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y
8X| —5X2S4

5) Una variable no restringida (o irrestricta) es aquella que puede tomar valores negativos, cero y positivos.
La variable no restringida se expresa como la diferencia de dos variables no negativas.

Ejemplo:
Sea x; una variable no restringida, entonces x; se puede expresar como

XI = Xl’ _ Xi)’
conx;’,xi"" 20

La expresion x; = x;
resolver el problema.

— x;"” debe sustituirse en la funciéon objetivo y en las restricciones al momento de

6) La maximizacion de Z es equivalente a la minimizacion de -Z y viceversa.

Ejemplos:

Max Z = 2x; + 4x, — 3x;3 Min Z = 10x, — 6x,
es equivalente a es equivalente a

Min —Z = -2x, - 4x, + 3x; Max -Z = -10x; + 6x,
Ejemplo 1.6

Expresar el siguiente modelo de programacion lineal en forma esténdar:

Max z = x; + 4X, — 3x;3
Sujeto a

2x, — 10x; + 5x3 2 -5
-6X|+X2+X3$4
X;+X:—2x3=10

X1, XzZO

X3 no restringida

como X; = X3’ — X3'’, por la consideracion 5), ésta se sustituye en todo el modelo quedando éste como:
Max z = x; + 4%, — 3x3"+ 3x;3”’

Sujeto a

2X; — 10Xy + 5x37- 5x37’ = -5

-6X| + X, + X_}’ —Xg” <4

Xy +X,—2x3" +2x37° =10

X1, X2, Xg’, Xg” >0

Al aplicar la consideracion 3) a la restriccion 2x; — 10x, + 5x;3°- 5x;°’ 2 -5, queda como:

'2X| + ]0X2 - 5X3’+ 5X3H <5

Y por la consideracién 1) se convierte en:

2%, + 10%; - 5x37+ 5%, + S, < 5

Al aplicar la consideracion 1) a la restriccion -6x; + X, + X3” — X3”’ £ 4, queda como:
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6x, + X X3’ =% +5; <4
La ultima restriccion queda igual, x; + Xz — 2x3” + 2x3°” = 10
Entonces, el modelo de programacion lineal en forma estandar es:

Max z = x| + 4X, — 3X3"+ 3x;3”’
Sujeto a

2%, + 10%; - 5x3°+ 5%+ 5, <5
-6x; + X+ x3'—x37'+8§,<4

X;+ X, —2x3" +2x377 =10

X}, X2, X3, X3 20

1.3 ALGORITMO SIMPLEX

El algoritmo simplex es un procedimiento iterativo que se puede manejar de forma tabular y en el cual con
cada iteracion se obtiene un mejor valor de la funcién objetivo.

Un modelo de programacién lineal en forma estandar estd formado por m ecuaciones lineales con n
incognitas y se tiene que m < n.

Definiciones
Variables no basicas: son las n —m variables a las cuales se les asigna valores cero.

Variables basicas: son las restantes m variables cuyos valores se obtienen al resolver las m ecuaciones
resultantes. Dichas m ecuaciones deben producir una solucion anica.

Solucion basica: es la solucion Gnica que resulta de hacer n —m variables igual a cero.
Solucion basica factible: es la solucion basica que satisface las restricciones de no negatividad.
Solucién basica no factible: es la solucion bésica que no satisface las restricciones de no negatividad.

El nimero maximo de posibles soluciones basicas esta dado por:

n n!

m) m!(n-m)!

Variable de entrada: es una variable no basica que formara parte del conjunto de variables basicas en una
iteracion determinada.

Variable de salida: es una variable basica actual que saldra de la solucion basica en una iteracion
determinada.

Condicion de optimalidad: Para problemas de maximizacion (minimizacioén) indica que la solucion 6ptima
se alcanza cuando todos los coeficientes de las variables no basicas del renglon z son no negativos (no
positivos), para alcanzar est4 condicidn es necesario seleccionar como variable de entrada a aquella variable
no basica con el coeficiente més negativo (mas positivo) en el renglén z. Si existe algun empate, éste se puede
romper arbitrariamente.

Condicion de factibilidad: Indica que tanto para problemas de maximizacion como de minimizacion, la
variable de salida sera aquella variable basica con la menor razén o cociente no negativo ni infinito que
resulta de dividir su valor en la columna lado derecho entre el valor de su respectivo elemento de la columna
de la variable de entrada en la tabla simplex. Los empates se rompen arbitrariamente.
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Los pasos del algoritmo simplex son los siguientes:

. Paso 0. Determinar una solucion bdsica factible inicial (las variables bdsicas iniciales son las variables de
liolgura).

Paso 1. Seleccionar una variable de entrada empleando la condicién de optimalidad. Detenerse si no existe
variable de entrada.

Paso 2. Seleccionar una variable de salida utilizando la condicién de factibilidad.

. Paso 3. Determinar una nueva solucidn bdsica mediante operaciones de Gauss-Jordan. Regresar al paso 1.

Ejemplo 1.7
Determinar la solucion del siguiente modelo de programacion lineal:

Max z = 3x, + X,
Sujeto a

Xy —2}(25 10
2X| + X3 <24

X — X3 % 5

Xy, X, 20

El problema queda expresado en forma estindar de la siguiente manera:

Max z = 3x;+x, + 08, + 08, + O5; => Max z - 3x; — X, — 08, - 08, - 0s; =0

Sujeto a

X1 —2X; + 8§ =10
2%, + Xy + 5, =24
X — X2 + 53 =5

X1, X2, Sy, 82, 83 2 0

Del modelo anterior se observa que las variables de holgura tienen coeficientes con valor cero en la
funcién objetivo.

Iteracidn 1
Paso 0. Determinacion de la solucion basica factible inicial

Lo primero gue se hace es acomodar la forma estandar en |a tabla simplex

Solucién basica Z | X1 X2 8 S 8 Solucién
factible (lado derecho)
z Py -3 -1 0 6 0 0
S 0| 1 -2 0 10
S; 0|2 -1/ 06 1 0 D 24
S5 0| | -1 0 0 1 5

T,

Las variables de holgura son las que proporcionan la solucion basica factible inicial, ya que al asignar valores
cero a las variables no basicas X; y X, la columna solucion proporciona los valores de las holguras
directamente: s; = 10,5, =24 y s; =5.
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Paso 1. Seleccion de la variable de entrada

La variable de entrada, por tratarse de un problema de maximizacion, es aquella que tiene el coeficiente mas
negativo en el renglon z. De la tabla simplex se puede observar que la variable de entrada resulta ser x;.

Paso 2. Seleccién de la variable de salida

De acuerdo a la condicion de factibilidad, la variable de salida sera aquella variable no basica con la minima
razon (no negativa ni infinita) que se obtiene al dividir su valor en la columna “lado derecho™ entre el valor
que le corresponde en la columna de la variable de enirada.

/- Variahle de cntrada

Solucion basica X Solucion Razon
factible (lado derecho)
S 1 10 10/1 =10
Sy 2 24 24/2=12
Variable de salida ——— S3 1 5 5/1 = 1 (minima)

De la tabla anterior se puede observar que la variable basica s; es la que tiene la menor razén, por tanto, es la
variable de salida.

Las nuevas variables basicas son (s, S, X;)-
Paso 3. Determinacion de una nueva solucién basica mediante operaciones de Gauss-Jordan
Una vez que se han determinado las variables de entrada y de salida, en la tabla simplex original se asocia una

columna pivote con la variable de entrada y un renglén pivote con la variable de salida. La interseccion de

ellos origina el elemento pivote.
Columna pivote

Solucion bésica ZI X X2 S S 8 Solucion
factible (lado derecho)
z 1{-3 -1 0 0 0 0
8y o1 -2 1 0 0 10
) 0o(2 -t 0 1 0 24
83 0 (D -1 0 0 I 5 “h——— Renelon pivote

3

Elemento pivote

Las operaciones de Gauss-Jordan incluyen dos tipos de calculos.
1. Calculo pera obtener el nuevo renglon pivote

El nuevo renglén pivote se obtiene simplemente normalizando el renglén pivote actual, es decir, dividiendo
éste entre el valor del elemento pivote.

fNuevo renglon pivote = renglén pivote actual + elemento pivots{

2. El calculo para obtener los renglones restantes

Como el objetivo es hacer ceros todos los elementos de la columna pivote (a excepcién del elemento pivote),
los nuevos renglones se obtienen de la siguiente manera.
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Nueve renglén = renglén actual — (su coeficiente en a columna pivote) x (nuevo renglon pivote) |

Los calculos para cada uno de los renglones se muestran a continuacion.

Para el renglon pivote:

Renglén pivote s; actual:
+ (elemento pivote): |
= Nuevo renglén pivote x;:

©

En la siguiente tabla se muestra el nuevo rengion pivote en donde la variable de entrada x, reemplaza a la

variable de salida s;.

< MNuevo renglon pivote

Solucién basica Z X5 X2 S S % Solucian
factible (lado derecho)
z
Sy
2
X o/ 1 -1 0 0o 1 S
Para el renglén z:
Renglon z actual: ( 3 -t 0 0 0 | 0
- (-3) x Nuevo renglén pivote: o 3 -3 0 0 3 | 13
= Nuevo renglon z: a o -4 0 0 3 | 15
Para el renglén s;:
Renglén s actual: © 2 1 0 0 | 10
- (1) x Nuevo renglon pivote: 0 - I ),
= Nuevo renglén s;: o o -t 1 0 -1 | 3
Para el renglon s,:
Renglon s, actual: 0 2 o 0 | 24)
- (2) x Nuevo renglén pivote: © -2 2 0 0 -2 | -10)
= Nuevo rengloén s,: o o 3 0 1 2 | 14)

Una vez que se han llevado a cabo las operaciones de Gauss-Jordan, la nueva tabla simplex, con la nueva
solucién basica (s;, S, X;), queda de la siguiente forma:

Solucidn basica Z | Xy X2 S S S Solucion
factible (lado derecho)
z 110 -4 0 0 3 15
S 0| 0 -l ] 0 - 5
S5 0| 0 3 0 1 -2 14
Xy 0 I -1 0 0 1 5

De la tabla anterior se observa gue la nueva solucion basica es s) = 5, s; = 14, x; = 5 con un valor en la

funcion objetivo de z = 15.

La solucion obtenida no es la dptima ya que en el renglon z la variable no bésica x, tiene coeficiente negativo
(-4), por lo tanto, es necesario realizar otra iteracion.

lteracién 2
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Paso 1. Seleccién de la variable de entrada

La variable de entrada es x, por tener el coeficiente mas negativo en el renglén z. De hecho, es la anica con
coeficiente negativo.

Paso 2. Seleccion de la variable de salida

Se selecciona la variable de salida de acuerdo con el criterio de la minima razén.

/ Variable de entrada

Solucion basica X2 Solucién Razén
factible (lado derecho)
S -1 5 5/-1 = -5 (No tomar en cuenta)
Variable de salida ————» S2 3 14 14/3 = 4.6667 (minlma)
X, -1 5 5/-1 = -5 (No tomar en cuenta)

La variable con la minima razon result6 ser s, y es por tanto la variable de salida. Las variables s, y x; no se
toman en cuenta por tener razones negativas.

Las nuevas variables basicas son (s, X3, X;)
Paso 3. Determinacion de una nueva solucién bdsica mediante operaciones de Gauss-Jordan
Se identifican en primer lugar la columna pivote, el renglén pivote y el elemento pivote.

Columna pivole

;

Sotucion basica Z | Xy Xy S S S Solucién
factible (lado derecho)
z R 0 4 0 0 3 15
Sy 0,0 -1 1 0 -1 5
S; 0| 0 @ 0 1 -2 14 «f—— Renelon pivote
Xy 0 1 -1ko0o o 1 5

\

Elemento pivote

Se realizan las operaciones de Gauss-Jordan para cada uno de los renglones de la tabla.

Para el rengldn pivote:

Renglon pivote s, actual: o t 30 1 2 ‘ 14)
+ (elemento pivote): 3
= Nuevo renglén pivote x: O 1 3 0 13 -2/3]143)

La variable de entrada x, debe reemplazar a la variable de salida s, en la nueva tabla simplex.

Solucidén basica Z | Xy Xz S8 S S3 Solucién
factible (lado derecho)
z
Sy
X3 0 0 l 0 /3 -2/3 14/3 @—— Nugevo renglon pivote
X3
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Para el renglon z:

Rengl6n z actual:
- (-4) x Nuevo renglon pivote:
= Nuevo renglon z:

Para el renglon s,:

Renglon s, actual:

- (-1) x Nuevo rengldn pivote:
= Nuevo renglon s;:

Para el renglon x;:

Rengldn x, actual:

- (1) x Nuevo renglon pivote:
= Nuevo renglon x;:

(I
©
(I

©
©
©

©
©
©

(=

(=7

el

4/3
4/3

1/3
1/3

0
1/3
1/3

-8/3
/3

-1
-2/3
-5/3

|
-2/3
1/3

| 15)
L 5603)
| 10173)

| 143)
| 2973)

)
| 14/3)
| 2973)

La nueva tabla simplex, con la nueva solucién bésica (s, Xz, X)), queda de la siguiente forma:

Solucioén basica Z | Xy X2 S 5 5 Solucion
factible (lado derecho)
z 1 0 0 0 4/3 113 101/3
S 0] 0 0 1 1/3 -5/3 29/3
X2 0] 0 1 0 1/73 -2/3 14/3
X 0 ] 0 0 113 13 29/3

Esta tabla simplex es la optima ya que los coeficientes de las variables no basicas (s; y s3) tienen coeficientes

no negativos en el renglon z.

La solueién dptima obtenida es entonces:

2= 101/3 = 33.6667
x| = 29/3 = 9.6667
X, = 14/3 = 4.6667

Ejemplo 1.8

Determinar la solucion del siguiente problema de minimizacion:

Min z = x; — 2%; — X3
Sujeto a

Ix, +x7 5120
X|—X2—4X3£80
'3‘X| + X5 +2X3 < 100
Xy X2, X320

Se expresa el problema en forma esténdar:

Min z = x, — 2x; — X3 +0s, + 0s, + 0s3 = Min z — X, + 2X, + X3 — 0s; = 0s; — 0s3 =0

Sujeto a

3%+ Xy + 8, =12
Xy — X3 — 4%, +5,; =80
'3X|+X2+2X3 + 83 =10

X1 X34 X3, 51, 82, 53 20

0

0
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En la practica se acostumbra aplicar el método simplex en un s6lo proceso como se mostrara a continuacion.

lteracion | Solucion | z X3 X> X3 Sy S; S3 Solucién Razén Notas
basica (lado
factible | derecho)
z 1 -1 2 i 0 0 0 0
S 0 0 3 1 I 0 0 120 120/3 = 40 VE: x,
0 S3 0 | -1 -4 0 1 0 80 VS: s,
$q 0 -3 1 2 0 0 ] 100 100/1 =100
z 1 -1 0 w3 23 0 0 -80
Xa 0 0 i 22 130 0 40 40/(1/3) =120 | VE: x5
] Sy 0 i 0 -113 13 i 0 120 VS: sy
$3 0 -3 0 53 -1/3 0 I 60 60/(5/3) =36
z 1 -2/5 0 0 -3/5 0 -1/5 -92
X2 0 3/5 1 0 2/s 0 -5 28
2 87 01 -285 0 0 2/5 1 115 252
X3 0] -9 0 | -5 00 3US 36

En donde:

VE: Variable de entrada

VS: Variable de salida

Nuevo renglon pivote

Renglon pivote, columna pivote

Elemento pivote

La solucion alcanzada en la iteracion niimero 2 es la 6ptima, ya que en un problema de minimizacién ésta se
tiene cuando todos los coeficientes de las variables no basicas (x;, s, ¥ S3) son no positivos.

La solucién 6ptima es:

z=-92
X|:0

X2:28
X3:36

Es importante sefialar que la solucion de la variable x, no aparece directamente en la tabla, es decir, no forma
parte del conjunto de las variable basicas. Sin embargo, cuando esto sucede se indica su valor igual a cero por
tratarse de una variable de decision.

Ejemplo 1.9
Resolver el siguiente problema de maximizacion:

Max z =x; + 4x,— 2x; + 3x4
Sujeto a

X+ 2%, +4x; — x4 < 10

2, —S5x3F X3+ X4 <6

=Xy + 5%, - 6x3, <20

X1, X2, X3, X4 2 0

Se expresa el problema en forma estandar:
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Min z = x; + 4x; — 2x; + 3x4 +0s, + 0s, + 0s;
= Minz—-x,-4x, +2x3 - 3x4— 08, —0s, — 053 =0

Sujeto a

X| +2x3+ 4%X3—x, + 8, =10
2% — Sx;+ X3+ X, +s; =6
-X; + 5X; — 6x5 + 83 =100

X1a X2, X3, X4, Sy, S2, 832 0

STRUCCION Y ESTRUCTURAS

Iteracién | Solucion | z X X5 X3 X4 s 3 53 | Solucion Razén Notas
basica (lado
factible derecho)
z [ -1 -4 2 -3 0 0 0 0
S 0 l 2 4 -1 ] 0 0 10 10/2=15 VE: x,
0 S5 0 2 -5 ] 1 0 ] 0 6 VS: s;3
S 0| -1 5. -6 0 0 0 1 20 20/5=4
y4 1] 9/ 6 -14/5 -3 0 0 4/5 16
s, 0| 7/5 6 32/5 -1 1 0 -2/5 2 VE: x4
1 S5 0 1 0 -8 i 0 i i 26 26/1 =26 VS:s,
X 0| -1/ 1 -6/8 0 0 Q 1/5 4
z ] 6/5 0 -89/5 0 0 3 19/5 94
8 04125 0 775 0 1 1 3/5 28 28/(7/5y=20 |VE:x;
2 X4 0 ] 0 -3 l 0 1 i 26 V&: s,
X2 0. -1/5 1 -6/5 0 0 0 /5 4
z 1122207 0 0 0 89/7 110/7 80/7 450
X3 01 1227 0 ] 0 57 57 37 20
3 X4 0| 6777 0 0 1 25/7 3217 2277 126
X 0| 1377 1 0 0 6/7 6/7T 517 28
En donde:

VE: Variable de entrada

VS: Variable de salida

Nuevo renglén pivote

Renglon pivote, columna pivote

Elemento pivote

La solucién alcanzada en la iteracion niimero 3 es la 6ptima, ya que todos los coeficientes de las variables no

basicas (x), 5|, 5; ¥ $3) son no negativos; hay que recordar que se trata de un problema de maximizacion.

La solucién optima es:

z =450
% =0

XZ:28
X3 =20
xg = 126

1.4 VARIABLES ARTIFICIALES

Hasta el momento solamente se han analizado ejemplos en donde las restricciones de fos problemas son del
tipo “s" y en donde las variables s¢ holgura proporcionan una solucidn bésica factible inicial. Sin embargo,
muchos de los problemas de programaei6n lineal pueden tener restricciones del tipo “=" o0 “2™ y, en dicho
caso, tales restricciones no presentan holguras que permitan dar inicio a una solucién béasica factible. Cuando
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se presentan estos casos es conveniente hacer uso de lo que se conoce como variables artificiales, las cuales
juegan el papel de holguras en la primera iteracion y posteriormente se van eliminando en las subsecuentes
iteraciones.

Una forma sencilla de expresar en forma estdndar una restriccién del tipo = 6 > es mediante las siguientes
regla:

[y )

1) Pararestriccion del tipo “=", sumar una variable artificial (R).
2) Para restriccion del tipo “>", restar una variable de exceso (S) y sumar una variable artificial (R).
3) Para restriccion del tipo “<”, sumar una variable de holgura (S)

Existen dos métodos para resolver problemas de programacion lineal que presentan variables artificiales: el
método de la M y el método de las dos fases. Su procedimiento se describe a continuacion.

1.4.1 El método de la M

El método de la M tiene como base la penalizacion con valores muy grandes (M) de las variables artificiales
en la funcion objetivo.

Para la aplicacién del método se pueden seguir los siguientes pasos:

I. Expresar las restricciones del problema en forma estandar siguiendo las reglas |) o 2) descritas
previamente.

2. Para maximizacion: penalizar en la funcién objetivo a las variables artificiales con coeficientes
negativos muy grandes (-MR). Para minimizacion: penalizar en la funcion objetivo a las variables
artificiales con coeficientes positivos muy grandes (+MR).

3. Despejar a las variables artificiales (R) de las restricciones y sustituirlas en la funcién objetivo para
que ésta quede expresada en términos de M y de las variables tanto de decision como de holgura o
exceso.

4. Aplicar el método simplex.

El Gnico problema que puede presentar el método de la M es que requiere un poco mas de manipulaciones
algebraicas al momento de realizar las operaciones de Gauss-Jordan.

El método se describe con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.10
Resolver el problema de programacion lineal de minimizacién:

Min z = 2x, + 4x,
Sujeto a

X +2x, =8

2X, =%, 26

Xy +2x, <2

X, X220

Paso 1

Las restricciones del problema quedan expresadas de la siguiente forma:
Xy + 2%, + R, = 8 (se aplicaregla 1)

22X — Xy — S, + R, = 6 (se aplica regla 2)

-X; +2x, +5; =2 (se aplica regla 3)

Paso 2
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Se penalizan las variables artificiales en la funcion objetivo. Por tratarse de un problema de minimizacion los
coeficientes (M) de las variables artificiales deben positivos.

MinZ:2X| +4X2+ MR] + MRZ

Paso 3

Se despejan las variables artificiales de las restricciones y se sustituyen en la funcion objetivo.

R|:8—X|—2X2
R2:6—2X|+X3+S|

Z= 2x, 4%, + M(8 — x|, — 2x5) + M(6 — 2x, + x; + §)
z=2x; +4x; + 8M — Mx; — 2Mx; + 6M — 2Mx; + Mx; + Ms;,

2= (2 - 3M)x, + (4 — M)x, + Ms, + 14M
z—(2 - 3M)X, — (4 — M)x, - Ms, = 14M

Finalmente, el problema queda expresado asi:

Min z - (2 - 3M)x, — (4 — M)x; — Ms, = 14M

Sujeto a

X|+2X2 +R] =8
2% — X3 — 8§ + R, =6
-X|+2X2 + 8 =2

X1, X2, 81, 852, R, R 2 0

Paso 4
Se aplica el método simplex

Iteracién | Solucion | z X, X3 Y R, R, Sy Solucion Razon Notas
basica (lado
factible derecho)
z 1} -2+3M -4+ M -M 0 0 0 14M
R; 0 i 2 0 1 0 0 8 8/1=8 VE: x,
0 R, 0 2 -1 -1 0 1 0 6 6/2=3 VS: R,
87 0 -1 2 0 0 0 1 2
z 1 0 SHE2M -1+ (2M 0 1 - (3/2)M 0 6 + 5SM
Ry 0 0 5/2 12 1 -1/2 0 5 5/(5/2)=2 | VE: x,
1 X 0 { -142 -172 0 172 0 3 VS: R,
Sy 0 0 372 -1/2 0 1/2 ] 5 5/(3/2y=3.3
z i 0 0 0 2-M -M 0 16
Xa 0 ] [ 15 2/5 -1/8 0 2
2 X, ¢ 1 0 -2/5 1/5 2/5 0 4
S, 0 0 0 -4/5 -3/5 4/5 1 2
En donde:

VE: Variable de entrada

VS: Variable de salida

Nuevo rengldn pivote

Renglon pivote, columna pivote

Elemento pivote

La solucion 6ptima es:

z=16
X|:4
X2:2
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Es importante seffalar que por tratarse de un problema de minimizacion, la variable de entrada es aquella con
el coeficiente mas positivo en el renglon z. Por ejemplo, en la iteracion cero las variables candidatas a entrar
son x; (-2 + 3M) y x, (-4 + M). Se puede observar que la primera es mas positiva (hay que recordar que M
representa a un namero muy grande).

En la iteracion numero 2 se alcanza la solucion éptima porque los coeficientes de las variables no basicas son
no positivos.

1.4.2 El método de las dos fases

El método de las dos fases es un método alternativo al de la M debido a que éste ultimo puede presentar
errores de redondeo cuando se utiliza algin programa de computadora, ya que es necesario indicar un valor
para la M y el problema se presenta al decidir qué tan grande debe ser este valor.

En el método de las dos fases los problemas se resuelven en dos etapas. En la primera fase se encuentra una
solucion basica factible inicial y, en la segunda fase, se continua a partir de la solucién inicial para resolver el

problema original.

Los pasos del método son los siguientes:

Primera fase:

1. Se expresan las restricciones del problema en forma estandar (afiadiendo las variables de holgura,
exceso o artificiales que sean necesarias).

2. Se establece una funcion objetivo (r) que minimiza la suma de las variables artificiales del problema,
esto se hace independientemente si el problema es de maximizacion o de minimizacion.

3. Sedespejan las variable artificiales de las restricciones y se sustituyen en la funcién objetivo r.

4. Se resuelve este problema de minimizacion con el método simplex. Si el valor obtenido de r es
positivo, no existe solucion factible. De lo contrario, se pasa a la fase dos. i

Segunda fase:

5. Se eliminan las columnas correspondientes a las variables artificiales de la tabla optima obtenida en
la fase anterior.

6. Se plantea la funcién objetivo del problema original, y las restricciones a las que estara sujeta se
obtienen de cada renglon de la tabla que se tiene del paso anterior.

7. Se despejan de estas restricciones las variables de decision que originalmente tiene el problema y se
sustituyen en la funcion objetivo. La funcién objetivo obtenida junto con las restricciones generan la
tabla simplex inicial de la segunda fase.

8. Se aplica el método simplex para obtener la solucion final.

El método se describe con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.11
Resolver el problema de programacion lineal de maximizacion:

Max z = 2x, + x,
Sujeto a

2x; +3x;,26
2X| + X25.6

X1 +x,=0

X, X220
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Fase 1

Paso 1
Las variables del problema en forma estandar quedan expresadas asi:

2X|+3X2—S[+R| =6
2%, + X, +s, =
-Xy + X3 +R2 =0
Paso 2

Se tienen dos variables artificiales que deben aparecer en la funcion objetivo, r, que minimiza su suma.
Minr=R; +R,

Paso 3
Se despejan las variables artificiales de las restricciones del paso | y se sustituyen en la funcién objetivo.

R|=6—"2xl—3X2+S|
R:=x;—%

r= 6—2X[—3X2+S| + X; — Xa
r=6—x;—4x; +5,

Paso 4
Entonces, ¢l problema a resolver con el método simplex es:

Minr=6-x;—4x;+s;, = minr+x, +4%x, -8 =6

Sujeto a
2X;+3X2—S|+R| =6
2% + X3 + 8, =§
X1+ X, + Rz =)
X1, Xz, Si» 8520 Ry, Rz 20
Iteracién | Solucion | r | x; X 81 R, $3 R; Solucion Razoén Notas
basica (lado
factible derecho)
r 1)1 4 -1 0 0 0 6
R, 0} 2 3 -1 { 0 0 6 6/3=2 |VE: %
0 83 0} 2 1 0 0 ! 0 [ 6/1=6 1VSR;
R, 0} -1 1 0 0 0 ! 0 0/1=0
r 1| 5 0 -1 0 0 -4 6
R, 0| 5 0 -1 1 0 -3 6 6/5=12  VE: x
i 53 0| 3 0 0 0 I -1 6 6/3=2 | VSR
X3 0 - ] f) ] 0 ] 0
r 0 0 0 -1 0 -1 0
Xy 0 ] 0 -1 R g -3/5 Gis
2 83 0: 0 0 3/5 -3/5 1 4/5 12/5
Xz 0} 0 1 -1/5 1/5 0 2/5 6/5

En la iteracion 2 se obtiene la solucién 6ptima de la primera fase ya que los coeficientes de las variables no
basicas son no positivos y el valor obtenido de r es cero.

Se continua con la siguiente fase.
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Fase 11

Paso §

La tabla Optima de la fase anterior es entonces:

Solucion | r | X, X, 8 R, s; R, | Solucion
basica (lado
factible derecho)
r 110 O 0 -1 0 -1 0
X, 0 1 0 -1/5 175 0 . -3/5 6/5
$2 0| 0 0 35 35 1 45 12/5
Xz 0| 0 1 -1/5 1/5 0 2/5 6/5

De esta tabla se eliminan las columnas correspondientes a las variables artificiales, R, y R, quedando como:

Solucion | r | x;, X S s, | Solucién
basica (lado
factible derecho)
r 110 0 0 0 0
X, 0 1 0 -I/5 0 6/5
Sy 0j 0 0 3/5 ] 12/5
X2 0 0 | -1/5 0 6/5

Paso 6
La funcion objetivo original es

Max z = 2x; + x,

Y de la tabla anterior se obtienen las restricciones a las que estara sujeta

x;—{1/8)8, =6/5
(3/8)s; + 8, = 12/5
Xz — {1/5)8, = 6/5
X, %2. 5. 8: 20

Paso 7

De las restricciones se despejan las variables x, y X, y se sustituyen en la funcién objetivo

X, = (6/5) + (1/5)s,
x2 = (6/5) + (1/5)s,

y éstas se sustituyen en la funcién objetivo original

z2=2% + %,

z=2[(6/5) + (1/5)s,] + [(6/5) + (1/5)s)]
z={18/5) + (3/5)s) = z - (3/5)s, = 18/5

La tabla simplex asociada a la Fase || resulta ser entonces:
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Solucién | z | x; X, S s, | Solucién
basica (lado
factible derecho)
z 110 0 -3/5 0 18/5
X, 0| I 0 -i/5 0 6/5
83 0] 0 0 3/5 1 12/5
Xz 0| 0 I -1/5 0 6/5

Paso 8
Se aplica el método simplex para obtener fa solucion final

Iteracion | Solucién @ z § X, X S s;  Solucién Razon Notas
basica (lado
factible derecho)
z 110 0 -3/5 0 18/5
X1 0|1 0 -1/5 0 6/5 VE: s,
0 Sz 0,0 0 3/5 ] 12/5 (12/5)/(3/5)=4 | VS:s,
Xy 0|0 1 -1/5 0 6/5
z 110 0 0 1 6
X 0|1 0 0 173 2
1 8 6| 0 0 1 543 4
X 0|0 ] 0 1/3 2
En donde:

VE: Variable de entrada

VS: Variable de salida

Nuevo renglén pivote

Renglon pivote, columna pivote

Elemento pivote

La solucion éptima es:

z=6
X|:2
X2:2

Como en esta etapa se resuelve un problema de maximizacion, la variable de entrada en la iteracion cero
corresponde a la que tiene el coeficiente mas negativo en el rengldn z, y en este caso resulta ser s;.

La solucién 6ptima se alcanza en una iteracion, ya que los coeficientes de las variables no basicas son no
negativos.

Es importante mencionar que puede presentarse el caso de que en la tabla optima de la fase | aparezcan
variables artificiales como basicas con valor cero, cuando esto sucede es necesario asegurarse de que éstas no
se vuelvan positivas durante {a fase fl. Para ello se debe forzar a la variable artificial a salir durante una
iteracion en la cual el coeficiente de su restriccion en la columna pivote sea positivo o negativo.

1.5 CASOS ESPECIALES DEL METODO SIMPLEX

Cuando se trabaja con el método simplex se pueden presentar algunos de los siguientes casos:

e  Degeneracion
e  Soluciones dptimas alternativas o miltiples
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e  Solucion no acotada
e Solucidén no factible o inconsistente

1.5.1 Degeneracion

La degeneracion se presenta cuando en la tabla simplex existe un empate de razon minima para decidir
la variable de salida. Dicho empate se puede romper de manera arbitraria. Una caracteristica de la
degeneracion es que una de las variables basicas tendra valor cero en la siguiente iteracién.

La degeneracion se origina por la existencia de al menos una restriccion redundante en el modelo matematico
debido a una mala construccién del mismo.

En la figura 1.3 se puede apreciar la degeneracién. Las restricciones pasan por el punto 6ptimo; sin embargo,
la existencia de la segunda restriccion no influye para nada en la delimitacion de la regién factible, es decir, es
una restricciéon redundante.

X2

Restriccion | Restriccion 2
>

Punto optimo

X
Fig. 1.3 degeneracion :

1.5.2 Soluciones dptimas alternativas

Un problema de programacion lineal tiene soluciones 6ptimas miltiples o alternativas cuando una de las
restricciones es paralela a la funcion objetivo.

Las soluciones 6ptimas alternativas se identifican cuando en una iteracién de la tabla simplex en la cual
se ha alcanzado una solucién 6ptima aparece al menos una variable no basica con coeficiente cero en el
renglén z. Otras soluciones dptimas se pueden obtener realizando iteraciones adicionales en las cuales se
elige como variable de entrada a aquella variable no basica con coeficiente cero.

En la figura 1.4 se muestra que la funcion objetivo es paralela a la restriccion 3. Cualquier punto que
pertenezca al segmento DE, que delimita a la region factible, sera una solucion éptima.

X2

Restriccion 3

Restriccion 2

Restriccion 1

Fig. 1.4 Soluciones 6ptimas alternativas
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1.5.3 Solucion no acotada

La solucién no acotada se presenta cuando fos valores de las variables pueden incrementarse infinitamente sin
violar ninguna restriccion del problema, generandose un espacio de soluciones que no esta acotado en por lo
menos una direccién.

Debido a lo anterior, el valor de la funcion objetivo también aumentara (para el caso de maximizacion) o
disminuira (para el caso de minimizacion) indefinidamente.

La forma de reconocer una solucién no acotada es que en cualquier iteraciéon de la tabla simplex las
restricciones tienen coeficientes no positivos en la columna correspondiente a alguna variable no basica.
Si el coeficiente en tal columna del renglén z es negativo (para maximizacién) o positivo (para
minimizacién), entonces, el valor de la funcién objetivo es no acotado también.

En la figura 1.5 se puede observar que el valor de x, puede crecer de manera indefinida (ocasionando que Z
crezca también indefinidamente), lo que significa que la regién factible no esta acotada en dicha direccion.

X, Direccion

no acotada g
A

Restriccion 2

Restriccion | ( - Valor de Z
estriccion . no acotado
Punto §ptimo
«

Fig. 1.5 Solucién no acotada
1.5.4 Solucion no factible o inconsistente
Este caso se puede presentar en algunos problemas de programacion lineal en donde es necesario el uso de
variables artificiales. El problema de la inconsistencia se debe a que las restricciones no se pueden satisfacer

de manera simultanea y, por lo tanto, no existe una region factible.

La forma de identificar una solucién no factible es que en la solucién 6ptima obtenida con el método de
la M o en la fase | del método de las dos fases aparezca al menos una variable artificial mayor que cero.

En la figura 1.6 se muestra la inconsistencia de un problema que genera que no se tenga una region factible.

X2

!

Restriccion |

Restriccion 2

‘

> X
Fig. 1.6 Solucion no factible
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1.6 ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE MANERA GRAFICA

El analisis de sensibilidad consiste en estudiar el efecto de realizar cambios en los pardmetros de un modelo
de programacion lineal considerando una solucion 6ptima determinada.

Los efectos que se analizan son los siguientes:

1. Cambios en los coeficientes de la funcién objetivo
2. Cambios en los lados derechos de las restricciones
3. Determinacion de los precios duales

La forma mas sencilla de realizar un andlisis de sensibilidad es mediante la representacion grafica. Por esta
razon es que se considera el siguiente ejemplo de programacion lineal con dos variables de decision.

Ejemplo 1.12
Realizar el analisis de sensibilidad de manera grafica del siguiente problema de programaci6n lineal.

Max z = 4x, + 2x,
Sujeto a

2x, <16 ...(1)

X, +3%x, 217 ..(2)
XzSS (3)

X, X220

De manera grafica se ha determinado que la solucién 6ptima del problema se encuentra en el punto extremo
C.

. - 1
7* =32 X
X1 = 8 ;
X =3 Rest. |
H(5.66.0) FO.S)
E(5.0) . Rest. 3
C(8.3)

G(17.0)

P X

T

En la figura se muestran todos los puntos de interseccion de cada una de las restricciones con los ejes y entre
ellas mismas.

B@.0) ’ Rest. 2

Cambios en los coeficientes de la funcién objetivo

En esta parte del analisis lo que se busca es determinar el rango en el cual los coeficientes de la funcién
objetivo pueden variar manteniendo inalterada la solucién 6ptima del problema.

Como el problema analizado es de dos variables, éste se puede representar como:
Max z = ¢;x; + CX;

Donde,
c,: coeficiente de |a variable x,
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¢,: coeficiente de la variable x,

C

Se debe establecer la razon =, para cada una de las restricciones que se intersectan en el punto extremo
C
I

C, en el cual se encuentra la solucion dptima del problema que proporciona el maximo valor de z. Las
restricciones que se intersectan en el punto C son la | y la 2, entonces:

N . 0
Para la restriccion 1, la razon es 5

.. 3
Para la restriccion 2, la razén es T

Lo anterior se puede expresar algebraicamente con la siguiente relacion:

oo
IA
SRS
IA
— | w

De la funcion objetivo ¢, = 4, y al sustituir en la relacion algebraica, se tiene

Y al multiplicar por 4,

0 < ¢; £ 12, que es el rango de variacion del coeficiente de la variable x, de la funcion objetivo.

Para obtener el rango de ¢, se puede invertir la relacion algebraica, quedando expresada como:

De la funcion objetivo ¢, = 2, y al sustituir en la relacion:

Cl
—<—<®

3 2

Y al multiplicar por 2,
3 <¢, £, que es el rango de variacion del coeficiente de la variable x, de la funcion objetivo.

Cambios en los lados derechos de las restricciones

En esta parte del analisis de obtienen los rangos de variacion que pueden tener cada una de las restricciones en
sus lados derechos sin alterar la solucién dptima.

Se analizan primero las restricciones que pasan por el punto éptimo C: restricciones | y 2.
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Restriccién 1

Para la restriccion | se determinan los puntos que delimitan el rango de factibilidad de cambio que puede
tener esta restriccion. Los puntos que se consideran son los primeros puntos de interseccion que tenga la otra
restriccion que pasa por el punto C (restriccion 2) y con los cuales la restriccion | se encontraria si se
desplazara hacia la izquierda o hacia la derecha.

X2

A
Rest. 1

H(5.66.00
E(5.0)

G(17.0)

A
 /

Rango de factibilidad para
la restriccién |

En la figura se puede observar que cuando la restriccion | se desplaza hacia la izquierda el primer punto de
interseccion que tiene la restriccion 2 con el cual se encontraria es el punto D, mientras que el desplazarse
hacia la derecha el primer punto de interseccion de la restriccion 2 con el cual se encontraria es el punto G.

Al evaluar la restriccion | en estos puntos se obtiene:

Punto D(2,5) = 2%, =2(2) =4

Punto G(17,0) = 2x, = 2(17) = 34

Entonces el rango de variacion o de cambio que tiene el lado derecho de la restriccion | es:

4 < LD Rest. 1 <34

Restriccion 2

Para la restriccion 2 también se determinan los puntos que delimitan su rango de factibilidad de cambio. Los
puntos que se consideran en este caso son los primeros puntos de interseccion que tenga la restriccion 1 con
los cuales se encontraria la segunda restriccion si se desplazara hacia arriba o hacia abajo.

En la figura siguiente se puede observar que cuando la restriccion 2 se desplaza hacia abajo el primer punto de

interseccion que tiene la restriccion | con el cual se encontraria es el punto B, mientras que el desplazarse
hacia la arriba el primer punto de interseccion de la restriccion 1 con el cual se encontraria es el punto F.
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’lf

Rest. |

H(5.66.0)
E(5.0)

X1

A0 T

Rango de factibilidad para
la restriccion 2

Al evaluar la restriccion 2 en estos puntos se obtiene:

Punto B(8,0) = x; + 3x; =8 + 3(0) = 8

Punto F(8,5) => x; +3x, =8 + 3(5) =23

Entonces el rango de variacion o de cambio que tiene el lado derecho de la restriccion 2 es:
8 < LD Rest. 2 <23

Restriccién 3

El analisis que se hace para la restriccion 3 difiere del correspondiente a las restricciones 1y 2, ya que ésta no
pasa por le punto éptimo C.

X2

+

H(5.66.0)
E(5.0)

(2.5) F(8.5)

Rest. 3

C(8.3)

G(17,0)

X
A<°~°)+ B(8.0) > xi

La restriccion 3 solamente se puede mover hacia abajo hasta llegar al punto 6ptimo, mientras que hacia arriba
se podria desplazar hasta el infinito.

La restriccion 3 evaluada en el punto C da como resultado:
Punto C(8,3) => x,= 3

Entonces el rango de variacion de la restriccion es:
3<LDRest. 3 <

Precios duales

Un precio dual representa el costo que se tendria en la funcion objetivo por cada unidad de cambio en el lado
derecho de una restriccion determinada (respetando el rango de cambio de la misma).
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Restriccion |

El precio dual se expresaria de la siguiente manera:

3 cambioenZ de D a G

V" cambio enrest. 1 de D a G

Al evaluar la funcion objetivo en los puntos D y G se tiene:

Punto D(2,5) = 4x, + 2x; = 4(2) + 2(5) = 18
Punto G(17,0) = 4x, + 2x, = 4(17) + 2(0) = 68

68-18 50

34-4 30

Lo anterior significa que cada unidad de cambio dentro del rango 4 < LD Rest. 1 < 34 de la restriccion
alterara ef valor optimo de Z en 1.6667 unidades.

Entonces, y, = =1.6667

Restriccion 2

Para la restriccion 2, el precio dual se obtiene de:

_ cambioenZ de B a F
P cambioenrest.2de Ba F

Al evaluar la funcién objetivo en los puntos B y F se tiene:

Punto B(8,0) = 4x; + 2x; =4(8) +2(3) =32
Punto F(8,5) = 4x, +2x, =4(8) + 2(5) =42

42-32 10

Entonces, Y, = m = E =0.6667

Restriccion 3

Como el limite superior del rango de cambio de la restriccién 3 no esta definido (es infinito), el precio dual
correspondiente es simplemente cero.

y3=0

El analisis de sensibilidad de! problema se puede resumir en las siguientes tablas.

Cambios en los coeficientes de Z

Variable Coeficiente Valor minimo Valor maximo
Ky 4 2/3 Infinito
X3 2 0 12

Cambios en los lados derechos de las restricciones y precios duales

Restriccion Lado derecho Valor minimo Valor maximo Precio dual
] 16 4 34 1.6667
2 17 8 23 0.6667
3 5 3 Infinito 0
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1.7 DUALIDAD

Hasta el momento el fipo de problema de programacién lineal que se ha estado analizando recibe el nombre
de problema primal. El problema dual es uno que se encuentra asociado con el primal, es decir, ambos
poseen propiedades muy estrechamente relacionadas. 8i se conoce la soluci6n dptima de alguno de ellos,
inmediatamente la solucién del otro se puede obtener. Lo anterior significa que la solucién de un problema de
programacion lineal se puede conocer al resalver ya sea el problema primal o ek dual pero, en algunas
ocasiones resulta mas sencillo encontrar su solucion de este {ltimo.

En esta seccion se muestran las diferentes relaciones primal-dual.

Considere el siguiente problema primal de m restricciones y # variables, su correspondiente problema
dual tendrd m variables y # restricciones.

Problema primal Problema dual

Max z= ¢ x; + CaXy + ... + CX, Min w = by, + bays + ... + byX
Sujeto a Sujeto a

apxytapxy+.. tagpk. £by apyitany: to Fagym 2 ¢
AnXptapXg t ..t aX, <h, Ry T any: t .ot dg¥e 2 €2
AmiX) + ApyaX7 +.. 0+ BynnXn = bm aln}‘l + AmY2 +...t FrmYm 2 Cn
20(G=12,..,n) vi20(=1,2,..,m)

De los modelos anteriores se puede observar varias relaciones, como que ef dual se formula transponiendo las
columnas y renglones del primal, que la funcién objetivo del dual es de minimizacién en lugar de
maximizacion, que los coeficientes de la funcién objetivo del dual son los lados derechos de las restricciones
del primal, que las restricciones del dual son def tipo = en lugar de <.

En general, las reglas de correspondencia para las relaciones primal-dual con respecto al tipo de funcién
objetivo, tipo de variables, tipo de restricciones, etc., para un determinado modelo se resumen en la siguiente
tabla.

Tabla 1.1 Reglas de correspondencia para las relaciones Primal-Dual

PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL

Matriz de coeficientes técnicos: & Matriz de coeficientes técnicos: A’
Coeficiente de la variable / en la funcién objetivo Lado derecho de la i-€sima restriccion
Lado derecho de la i-ésima restriccién Coeficiente de la variable i en la funcion objetivo
nvarigbles n restricciones

m restriceiones m variables

Funcion objetivo: Max z Funcion objetivo: Min w

Variable i1 2 0 i-ésima restriceitn: 2

Variable i: < 0 i-ésima restriccion: £

Variable i: no restringida i-ésima restriccion: =

i-ésima restriccién: < Variable i: > 0

i-ésima restriccidn: 2 Variable i1 £ 0

i-ésima restriccion: = Variable i: no restringida

Funcion objetivo: Min z Funcién objetivo: Max w

Variable i: 2 0 i-ésima restriccion: <

Variable i: 5 0 i-ésima restriccion: >

Variable J: no restringida i-ésima restriccién: =

i-ésima restricciémn: Variable i: <0

i-ésima restriceién: Variable i: 2 0

IV [IA

i-ésima restriccion:

Variable i: no restringida
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Ejemplo 1.13
Escribir e! dual del siguiente problema de programacion lineal

Max z = 10x; + 20x,
Sujeto a
X; +2x, < 100
2x; + 6Xx2 £ 50
2x; + 3%, £30
3X25 15
Xn X220

E| problema primal tiene m = 4 restricciones y n = 2 variables, lo que significa que el problema dual tendra 4
variables (Y1, Y2, ¥1. Y4) ¥ 2 restricciones.

Los lados derechos de las restricciones del primal son los coeficientes de la funcidn objetivo del dual, la cual
sera de minimizacion ya que la correspondiente al primal es de maximizacién.

Min w = 100y, + 50y, + 30 y; + 15y,

La matriz de coeficientes técnicos del problema dual es la matriz de coeficientes transpuesta del problema
primal,

1 220

2 6 3 3
Al multiplicar esta matriz por el vector columna de variables duales se obtienen los lados derechos de las
restricciones del problema dual que tendran signo >, ya que las variables de decision del primal (x, y x,) son

mayores o iguales que cero. Los lados derechos de las restricciones duales son los coeficientes que se tienen
en la funcién objetivo.

M

Lo )l

Ya

Como todas las restricciones del primal son del tipo <, cada variable dual sera mayor o igual que cero. Por lo
tanto, el modelo dual resulta ser:

Min w = 100y, + 50y, + 30 y; + |5y,
Sujeto a

yit2y:+2y;210

2y, + 6y, + 3ys + 3y, 220

Yo Y2, Y3, ¥4 2 0

Ejemplo 1.14
Escribir el dual del siguiente problema de programacion lineal

Min z = x; + 2x; + 3x; + 4x,
Sujeto a

2X| +4X2+6X3+X4 210
4xy+ 5x; + x5 —2x4 <20
Xy + 33X, — TxX3+ 5x4=15
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X, X2 No restringidas
X3 2 0
X4 < 0

El problema primal tiene m = 3 restricciones y n = 4 variables, lo que significa que el problema dual tendra 3
variables (y,, y2, y2) y 4 restricciones.

Los lados derechos del primal serdn los coeficientes de la funcion objetivo dual, la cual a su vez serd de
maximizacion:

Max w = 10y, + 20y, + 15y;

La primera restriccion tiene como coeficientes los correspondientes a la primera columna de la matriz de
coeficientes técnicos primal y como la primera variable primal (x,) es no restringida, el signo de esta
restriccion sera “=". El lado derecho de esta primera restriccion es el coeficiente de la variable x; en la
funcion objetivo primal.

2y, =4y, ty:; =1

La segunda restriccion tiene como coeficientes los correspondientes a la segunda columna de la matriz de
coeficientes técnicos primal y como la segunda variable primal (x;) es no restringida, el signo de esta
restriccion sera “=". El lado derecho de la restriccion es el coeficiente de ia variable x, en la funcién objetivo
primal.

4y, + Sy, + 3y; =2

La tercera restriccion tiene como coeficientes los correspondientes a la tercera columna de la matriz de
coeficientes técnicos primal y como la tercera variable primal (x;) es mayor o igual que cero, el signo de esta

restriccion serd “<™. El lado derecho de la restriccion es el coeficiente de la variable x; en la funcion objetivo
primal.

6y, +y>—Ty: €3

La cuarta restriccion tiene como coeficientes los correspondientes a la cuarta columna de la matriz de
coeficientes técnicos primal y como la cuarta variable primal (x4) €s menor o igual que cero, el signo de esta
restriccion sera “>”. El lado derecho de la restriccion es el coeficiente de la variable x4 en la funcion objetivo
primal.

yi—2y: +5y;24

La primera restriccion primal tiene signo “>”, esto implica que la primera variable dual, y,, sea mayor o igual
que cero. La segunda restriccion primal tiene signo “<”, esto implica que la segunda variable dual, y,, sea
menor o igual que cero. Por Gltimo, la tercera restriccion primal tiene signo “=", por lo que la tercera variable
dual, ys, debe ser no restringida.

Problema primal Problema dual
Min z = x; + 2%, + 3x3 + 4x4 Max w = 10y, + 20y, + |5 y;
Sujeto a Sujeto a
2X, + 4%, + 6X3 + x4 =10 2y -4y, +y;=1
“AX, + 5Xy + X3 — 2X4 <20 4y, + 5y, +3y; =2
X;+3%—Tx3 + Sx4=15 6y +y,—Ty: <3
X, X2 No restringidas yi—2y;+5y; 24
X320 yi120
X4 < 0 Y2 <0
y3 no restringida
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Otras relaciones primal-dual que se pueden establecer se refieren a la solucién dptima y el andlisis de
sensibilidad. Dichas relaciones se resumen en |a siguiente tabla.

Tabla 1.2 Relaciones Primal-Dual relativas a la solucién 6ptima y el anéilisis de sensibilidad

PROBLEMA PRIMAL

PROBLEMA DUAL

z 6ptimo

w éptimo

Holgura o exceso de la i-ésima restriccion

Costo reducido de la variable /

Costo reducido de la variable i

Holgura o exceso de la i-ésima restriccion

Cambio en el coeficiente de la variable i en la funcion
objetivo

Cambio en el lado derecho de la i-ésima restriccion

Cambio en el lado derecho de la i-ésima restriccion

Cambio en el coeficiente de fa variable i en la funcion
objetivo

Precio dual de la i-ésima restriccion

Valor dptimo de la variable i

(Valor optimo de la variable i) (-1)

Precio dual de la i-ésima restriccion
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2. ALGORITMOS DE REDES, PERT Y CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL

Una red es simplemente un conjunto de nodos conectados entre si mediante ramas o arcos. En Ingenieria
Civil las redes se utilizan para modelar y resolver algunos problemas como pueden ser:

e Ladistribucion de flujo a través de un sistema de alcantarillado a agua potable (hidraulica).

El disefio del trazo de las calles de una determinada ciudad (ingenieria de transito).

El analisis de una armadura (estructuras).

El control y administracion de proyectos (construccion).
e Muchas otras mas.

Por otro lado, PERT y CPM se utilizan como herramientas para la planeaciéon y el control de proyectos de
obra civil.

A continuacién se dan algunas definiciones basicas sobre redes.

Red: conjunto de nodos conectados por un conjunto de arcos.

Fig. 2.1 Configuraci6n de una red

En la figura anterior se presenta una configuracion tipica de una red que consta de cuatro nodos y cinco arcos.
El conjunto de nodos es N = {1, 2, 3, 4} y el conjunto de arcos es A = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}

Red dirigida: es la red que solamente tiene arcos dirigidos.

Red no dirigida: es la red que tiene todos sus arcos no dirigidos.

Arco: es la unién entre dos nodos.

Arco dirigido: es el arco en el cual se permite el flujo en una direccion determinada.
Arco no dirigido: es el que no tiene una direccion especifica.

O—0F O—0

b)

Fig. 2.2 Tipos de arcos

En la figura 2.2 a) el flujo ocurre del nodo A hacia el nodo By, por lo tanto, el arco AB es dirigido. En la
figura 2.2 b) el flujo es factible tanto del nodo C al D como del D al C; sin embargo, solamente se elige una
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direccion y si ésta es del nodo D al nodo C, entonces el arco DC seria dirigido y, en consecuencia, el arco CD
seria no dirigido.

Trayectoria: es e} “camino” a través de arcos para llegar de un nodo a otro. Si todos los arcos son dirigidos
las trayectorias pueden ser dirigidas y no dirigidas.

Trayectoria dirigida: es el “camino” del nodo / al nodo j a través de arcos cuya direccion (tengan o no) es
hacia el nodo j de tal manera que el flujo de / a es factible.

C

a) b)
Fig. 2.3 Trayectorias dirigidas

En la figura anterior se muestran dos ejemplos de trayectorias dirigidas. En a) el flujo del nodo 1 al nodo 4 es
factible, esto significa que la trayectoria de 1 a 4 es una trayectoria dirigida. En b) también se tiene una
trayectoria dirigida debido a que el flujo del nodo A al nodo D puede ser factible.

Trayectoria no dirigida: Una trayectoria no dirigida del nodo /i al nodo j es una sucesion de arcos cuya
direccion (tengan o no) puede ser hacia j o desde j. En general, una trayectoria no dirigida tiene arcos hacia el
nodo j y otros desde el nodo j, es decir, hacia /.

Fig. 2.4 Trayectorias no dirigidas

La trayectoria del nodo | al nodo 4 es una trayectoria no dirigida debido a que no existe ninglin camino por el
cual sea posible llegar de | a 4.

2.1 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE

El problema de transporte surge de la necesidad de distribuir un material o un bien entre dos localidades
diferentes. Es decir, el bien se transporta de un grupo de origenes que tienen oferta del bien a un grupo de
destinos que demandan dicho bien. Sin embargo, se tiene un costo por unidad del bien o material
transportado del origen al destino y el objetivo es disminuir el costo total del transporte.
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En Ingenieria Civil el problema de transporte se puede presentar en varias situaciones, por ejemplo: en un
proyecto hidraulico en el cual se requiera Hevar agua de varias fuentes hacia distintas localidades que
requieran del liquido, en el caso que se requiera transportar materiales de distintos bancos hacia varios frentes
de obra o el llevar el recurso humano hacia el sitio en donde se requiera para llevar a cabo determinada tarea,
etc., etc.

En general, el problema de transporte se puede representar mediante una red como la de la figura 2.5 que
consta de m origenes; cada uno con una oferta a;, y n destinos; cada uno con una demanda b;. Los origenes se
encuentran unidos a los destinos mediante arcos (i, j) que indican el costo ¢; y la cantidad x; enviada del
origen i al destino j.

Origenes Destinos

Cit X

a | bI

az b?.
Unidades Unidades
de de
oferta demanda
ay, bn

Fig. 2.5 Red del modelo de transporte

Matematicamente el modelo del problema de transporte se puede expresar de la siguiente manera:

mn

Minimizar z = ZZq/x,/

=1 41
Sujeto a

n
Zx”. =a, Ii=l..m
i=1l

L
Zx,., =b/’ j =lL.,n
i=}

x, 20, Vij

El primer conjunto de restricciones se refiere a la oferta mientras que el segundo conjunto de restricciones se
refiere a la demanda. Lo que indican estas restricciones es simplemente que la oferta debe ser igual a la
demanda, y en tal caso se tiene un modelo de transporte equilibrado.

El problema de transporte es un problema de programacién lineal y por lo tanto se puede encontrar la solucién
mediante el método simplex; sin embargo, debido a la estructura del modelo se ha desarrollado un método
mas eficiente y sencillo conocido simplemente como algoritmo de transporte o algoritmo “saltando la
piedra” (stepping stone algorithm).
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2.2 ALGORITMO DE TRANSPORTE

Las etapas o pasos del algoritmo de transporte son los siguientes:

Paso 1. Determinacion de una solucién factible inicial,

Paso 2. Determinacidn de la varinble de entrada mediante la condicién de optimalidad del método simplex
gue indica gue ésta serd aquella variable no bdsica con el coeficliente mds positivo (por tratarse de
minimizacidn). Detenerse si no existe variable de entrada; de lo contrario, ir al paso 3.

Paso 3. Determinacidn de la variable de salida de entre las variables de la solucion bdsica actual aplicando
la condicidn de factibilidad del método simplex; obtener una nueva selucidn bdsica y regresar al pase 2.

2.2.1 Determinacion de una solucién factible inicial

La solucion bésica factible inicial tendra m + n — 1 variables basicas. Si una o mas de las variables basicas
tienen valor cero, |a solucion inicial sera degenerada.

Los métodos mas usuales que se utilizan para determinar la solucion factible inicial son:

e  Método de la esquina noroeste
e  Método del costo minimo
»  M¢étodo de Vogel

De los tres métodos es el de Vogel el que proporciona la solucién factible inicial mas cercana al 6ptimo; sin
embargo, es también el que mayor nimero de operaciones requiere. Por otro lado, el método de la esquina
noroeste es el mas sencillo de aplicar pero, la solucion factible inicial que proporciona es la mas alejada del
optimo.

Para alcanzar dicha solucién de manera practica se puede utilizar una tabla de transporte que tiene la
siguiente forma:

Tabla 2.1 Tabla de transporte

Destinos
| 2 i n
Oferta
Ciy Ci2 Ci Chn
| a
X1 X2 Xij Xin
C21 Cn C2i Con
2 a
X21 X2 X2 Xom
Origenes
it Ci2 Cij Cin
1 Q
Xit Xi2 Xii Xin
(Y Cm2 cmi Cmn
m Ay
Xmi X2 Xmi Xmn
Demanda b, b, b; b,
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Para la determinacion de la solucién factible inicial se requiere que el problema esté balanceado, es decir, que
la oferta sea igual a la demanda. Si la oferta es mayor que la demanda se debe agregar a la tabla de transporte
un destino ficticio (columna) que absorba el exceso de demanda y que tenga costos de transporte unitarios
iguales a cero porque dicho destino no existe. Por otro lado, si la demanda es mayor que la oferta sera
necesario agregar un origen ficticio (rengion) que cubra el déficit y también sus costos de transporte unitarios
seran iguales a cero.

Método de la esquina noroeste
Los pasos de este método son los siguientes:

Paso 1. Se hace la primera esquina noroeste (variable x,,) igual a la menor de entre la oferta (en el renglon
correspondiente) y la demanda (en la columna correspondiente) y se ajustan éstas restandoles la cantidad
asignada a la esquina noroeste.

Paso 2. Si la oferta queda en cero se tacha su renglon correspondiente; si es la demanda la que queda en cero
se tacha su columna correspondiente. Si la oferta y la demanda quedan en cero simultaneamente, se tacha
solamente una de ellas y la otra se queda con el valor cero.

Paso 3. De la nueva matriz que queda se busca la nueva esquina noroeste y se regresa al paso | hasta que
solamente quede sin tachar un renglon o una columna.

Método del costo minimo

Paso 1. Se busca el cuadro con el menor costo y se le asigna el menor de entre los valores de la ofertay la
demanda correspondientes, después se ajustan tal oferta y tal demanda. Si existen cuadros que tengan el
mismo costo minimo, el empate se rompe arbitrariamente.

Paso 2. Si la oferta queda en cero se tacha su rengldn correspondiente; si es la demanda la que queda en cero
se tacha su columna correspondiente. Si la oferta y la demanda quedan en cero simultdneamente, se tacha
solamente una de ellas y la otra se queda con el valor cero.

Paso 3. Con la nueva matriz que queda se regresa al paso | hasta que solamente quede sin tachar un renglén o
una columna.

Método de Vogel

Paso 1. Para cada rengl6n de la tabla se determina su penalidad. En cada rengldn se buscan los dos costos mas
pequefios y al mayor de ellos se le resta el menor para obtener dicha penalidad. Para cada columna también se
determina su correspondiente penalidad con el mismo procedimiento

Paso 2. De entre las penalizaciones de los renglones y las columnas se localiza la mayor (si hay un empate
éste se rompe arbitrariamente). Si la mayor penalizacion se tiene en una columna (renglon) se busca en dicha
columna (renglén) el cuadro con el menor costo y se le asigna el menor de entre los valores de la oferta y la
demanda correspondientes, después se ajustan tal oferta y tal demanda y se tacha el renglon o la columna
satisfechos. Si la oferta y la demanda quedan en cero simultaneamente, se tacha solamente una de ellas y la
otra se queda con el valor cero.

Paso 3. Con la nueva matriz que queda se regresa al paso | hasta que la solucion sea completa.

2.2.2 Determinacion de la variable de entrada

Su utiliza el método de multiplicadores.

Para cada una de las variables basicas, x;;, se deben satisfacer las siguientes ecuaciones:
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U, + V,‘ = C,‘,
Al hacer una u, = 0 se pueden determinar todos los valores de u; y v,

Conocidos dichos valores de los multiplicadores, se determina para cada variable no basica, x;;, los valores:
u; t Vi~ G

De estos valores el mas positivo correspondera a la variable de entrada.
2.2.3 Determinacion de la variable de salida

A partir del cuadro o celda correspondiente a la variable de entrada se construye un circuito que tiene las
siguientes caracteristicas:

e Consta inicamente de segmentos horizontales y verticales.

e Escerrado. Comienza en la celda o cuadro de la variable de entrada y termina ahi mismo.

e Cada esquina del circuito corresponde a una variable bésica de la solucion actual, a excepcion de

aquella en donde se encuentra la variable de entrada.

o Elrecorrido del circuito puede ser en el mismo sentido o contrario al de las manecillas del reloj.

e  Solamente existe un circuito para una determinada variable de entrada.
Una vez que se ha establecido el circuito se asignan alternativamente los signos “+” y “—” a cada una de las
celdas que corresponden a las esquinas del circuito. Se debe comenzar con el signo “+” en la celda
correspondiente a la variable de entrada.

De entre las variables que en su celda tienen asignado el signo “-, la variable de salida sera aquella con el
menor valor (los empates se rompen arbitrariamente).

La nueva solucion se obtiene al sumar o restar, dependiendo del signo asignado a la correspondiente celda, el
valor de la variable de salida a cada una de las celdas que forman las esquinas del circuito (a excepcion,
logicamente, de en la que se encuentra la variable de salida).

Ejemplo 2.1 Transporte de material

Una compaiiia de agregados cuenta con tres bancos de material. La compaiiia ha sido contratada para surtir de
material a cuatro frentes de obra distintos. La oferta diaria que pueden ofrecer los bancos de material es de 2,
3ysSm’ respectivamente, mientras que la demanda diaria de cada uno de los frentes de obraes de 2,4, 1 y 3
m" respectivamente. Los costos de transporte por m* de material , en miles de pesos, entre los bancos y los
frentes asi como las unidades de oferta y demanda se muestran en la siguiente red:

Bancos de Frentes de
material obra

2 2
3 4
5 |

3
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Se desea minimizar el costo de transporte de material de los bancos hacia los frentes. Resolver el problema
mediante el algoritmo de transporte y plantear el modelo de programacion lineal.

Solucion:
Paso 1 del método de transporte. Determinacion de una solucién factible inicial

La solucion inicial se obtendra con cada uno de los tres métodos descritos anteriormente con el fin de
comparar la proximidad que ofrecen con la solucién 6ptima del problema.

Método de la esquina noroeste

La tabla de transporte con la que se va a trabajar es la siguiente:

Frentes
i 2 3 4
Oferta
[ 4 [ 3 L 1 L 2
[ 2
‘ 5 { 6 L 2 L 3
2 3
Bancos
- ] o] o] [w
3 ] 5
Demanda 2 4 i 3 10 10

Se puede observar que el problema esta equilibrado ya que la oferta total es igual a la demanda total.

| 2 4
Paso | del método de la esquina noroeste | L 4 L 3 u——
2
Se hace la primera esquina noroeste igual a
la menor de entre la oferta (en el renglon ) L 2 L6 I;
correspondiente}) y la demanda (en la
columna correspondiente) y se ajustan éstas
restandoles la cantidad asignada a la 3 L ! L s \_'0_

esquina noroeste (2).

Demanda /2/ 4
0

Si la oferta queda en cero se tacha su
renglon correspondiente; si es la demanda 5 L6
la que queda en cero se tacha su columna 2
correspondiente. Si la oferta y la demanda
quedan en cero simultaneamente, se tacha I Lg
solamente una de ellas y la otra se queda 3
con el valor cero.

3
1
Lz
[ 6 |
I
3
Paso 2 del método de la esquina noroeste 4 L 3 !
L2 |
6|

Demanda 4 4 | 3
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En la tabla se puede observar que tanto la oferta como la demanda quedan con valor cero al ser ajustadas. En
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este caso se decide arbitrariamente tachar la columna de la demanda y dejar a la oferta con el valor cero.

Paso 3 del método de la esquina noroeste

De la nueva matriz que queda se busca la nueva esquina noroeste y se regresa al paso | hasta que solamente

quede sin tachar un renglén o una columna. La nueva esquina noroeste corresponde a la variable x;,.

Paso | del método de la esquina noroeste.

A la nueva esquina noroeste se le asigna el
menor valor de entre 4 y 0, y se ajustan la
oferta y la demanda; sin embargo, éstas no
sufren cambios ya que la cantidad asignada
a la esquina noroeste es cero.

Paso 2 del método de la esquina noroeste
El valor que queda en cero es el

correspondiente a la oferta y, por lo tanto,
se tiene que tachar su rengion,

Paso 3 del método de la esquina noroeste

La matriz que se ha obtenido es ahora de 2 x 3 y la nueva esquina noroeste corresponde a la variable x,;. Se

regresa al paso 1.

Paso ! del método de la esquina noroeste.

A la nueva esquina noroeste se le asigna el
menor valor de entre 4 y 3, y se ajustan los
valores de la oferta y la demanda
restandoles el valor de 3.

1 2 3 4
Oferta
| E L 2
l it} / / 0
| Lo | L2 ] Lo
2 3
1 Lo Le | Luw
S
Demanda )l/ / I 3
4
| 2 3 4
Oferta
] I | . ‘ : ‘ : o oo
0 I/
| [ s | 2 B
2 3
| o | Le ] L
3 5
Demanda ;!'/ / 1 3
1 4
I 2 3 4
Oferta
| 3 [ I |
1 S 4 g
0 VAl
| | 6 } 2 \ 3
2 . / 0
| 9 o 10
3 5
Demanda ! 3

RN

SN
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} 2 3 4
Olerta
3 | 2 )
| F | l I Lo
2 i /
Paso 2 del método de la esquina noroeste ‘ 1 6 2 | i 3|
> - /3/ o
El valor que queda en cero es el -
correspondiente a la oferta, se tiene que i | 9 L(, \ 10
tachar su renglion. 3 5
Demanda A /4/ I 3
I
Paso 3 del método de la esquina noroeste
La matriz que se ha obtenido es ahora de | x 3 y la nueva esquina noroeste corresponde a la variable xy,. Se
regresa al paso |.
2 3 4
Oferta
L s L L2 L
3 5 X 1 csla, 1. n
Paso 1 del método de la esquina noroeste 5 - F—F
A la nueva esquina noroeste se le asigna el [ 6 Lz ] 3
menor valor de entre 1y 5, y se ajustan los 2 : /2/ g
valores de la oferta y la demanda. : _
| Lo | L L 10

3 4
| 7
Demanda y /;// | 3
0
b
i 3 4 Oferta
1= 1 L] Le |
. o o
-7 0 ‘ﬂ_ /“ iy
Paso 2 del método de la esquina noroeste | 6 L 2 % 3
~ 7z 5 /Sj (4]
El valor que queda en cero es el ?
correspondiente a la demanda, se tiene que | 9 L 6 | 10
tachar su columna. 3 /
: | 4
Demand
manda A /r// ] 3
A
i

Paso 3 del métado de lo esquina noroeste

La matriz que se ha obtenido es ahora de | x 2 y la nueva esquina noroeste corresponde a la variable x;;. Se

regresa al paso |
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Paso | del método de la esquina noroeste.

A la nueva esquina noroeste se le asigna el
menor valor de entre 1 y 4, y se ajustan los
valores de la oferta y la demanda.

Paso 2 del método de la esquina noroeste

El valor que queda en cero es el
correspondiente a la demanda, se tiene que
tachar su columna.

Paso 3 del método de la esquina noroeste

Se puede observar que solamente se ha
quedado sin tachar un renglén (o columna)
y que para la altima esquina noroeste (X34)
la oferta es igual a la demanda, por lo que
la asignacion seria de 3 y tanto la oferta
como {a demanda quedan en cero.

_ALGORITMOS DE REDES, PERT Y, CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL

P 3 4
Oferta
3 | | 2
N 4
' 2 0 A
6 | 2 | 3
/
VA B 20
9 | 6 | 10
3 i / / 3
Demanda / / 3
1 0
4
/]
)]
} B 4 )
Oferta
T T [
; v o
* 2 0 P
6 l 2 | 3
v
ps B AU
9 e L 10
3 | / / 3
Demanda 4/ 3
7
B 4
Ofcria
3 I | 2
v
' 2 0 AT
6 2 ‘ 3
£
z 3 AU
9 6 | 10
; . A AL
®
Demanda /

g
N

0
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CAPITULO 2

Se cumple que la solucidn factible inicial tiene m + n— 1 =3 + 4— | = 6 variables basicas.

El costo de transporte asociado a esta solucion inicial es:

2= 2(4) + 0(3) + 3(6) + 1(9) + 1(6) + 3(10) = 71 (miles de pesos)

Entonces, con el método de la esquina noroeste se comenzaria g aplicar el algoritmo de transporte a partir de

la siguiente solucion:

z=17I
Xy =2
X|2=0
X,22=3
x:;z_l
Xj;:q“‘l
x_'m_}

Método del costo minimo

el valor de 2. Se ajustan la oferta y la

e ALGORITMOS DE REDES, PERT Y CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIA CLYIL

Irentes
[ 2 3 4
Oferla
Lat [ 3 | 1 | 2
2
s 6 [ 2 B
2 ‘ 3
Bancos
! L 9 [ 6 I 10
3 5
Demanda 2 4 ! 3 10 10
Paso 1 del método del costo minimo | , " 4
Sg busca el cuadro con el menor costo y se le 4 3 L | [ 5
asigna el menor de entre los valores de la |
oferta y la demanda correspondientes, después
se ajustan tal oferta y tal demanda. Si existen 5 6 | > | 3
cuadros que tengan el mismo costo minimo, el 2
empate se rompe arbitrariamente.
_ _ | 9 6 | 10
Los cuadros correspondientes a x;; y x4, tienen 1
el costo minimo (1); como existe un empate, 2
éste se rompe arbitrariamente y se asigna a xa,
Demanda / 4 | 3
n

demanda.

61

Oferta



CAPITULO2 . .

Paso 2 del método del costo minimo

Como la demanda es la que queda en cero,
se tacha su columna correspondiente.

Paso 3 del método del costo minimo

Demanda

s oo ALGORTIMOS DE REDES, PERT.Y CPM EN PROYECTOS DI INGENIERIA CIVAL

La matriz que ahora queda es de 3 x 3 y se regresa al paso 1.

Paso | del método del costo minimo
El cuadro con menor costo (1) es el
correspondiente a X;3. A dicho cuadro se

le asigna el menor valor de | y 2 y se
ajustan la oferta y la demanda.

Paso 2 del método del costo minimo

Como la demanda es la que queda en cero,
se tacha su columna correspondiente.

Paso 3 del método del costo minimo

Nemanda

Demanda

i 2 3 4
N EE
5 \6 |2 |3
I \9 |6 ||0

2
/ 4 [ 3
0
2 3 4
|| 4 B [ [ 2
IE [ s [ 2 i
T T T5 1 [+ [u
2
v ‘ / 3
0
2 4
| e E I i
s [« = 1=
ll \9 [6 ||0
2
17 4 )% ;

La matriz se ha reducido al orden de 3 x 2. Se regresa al paso |.

62
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El menor de los costos es ahora de 2 y 2
corresponde al cuadro x,4. A dicho cuadro

se le asigna el valor de 1 y se ajustan la | [ L 9 | 6
oferta y la demanda. 3

Jemanda // 4 A

4
2
Paso [ del método del costo minimo l s L 6 l 2 3
10
£
;

2 4
Oferta
Paso 2 del método del costo minimo
e | Ls | [o] [z ,
: o
En este caso es la oferta la que al ser Al [ | VA
ajustada queda con valor de cero y, por ' L , ,
tanto, se tiene que tachar el primer 3 6 z 3
renglon. 2 3
, 1 LQ ’ 6 } 10
3 2 Ao

Nemanda // 4 /‘V /

Paso 3 del método del costo minimo

La matriz que ahora se tiene es de 2 x 2 y se regresa al paso 1.

Oiferta
e [ I | 2 |
. .. v /Z/ /7|/ tr

Paso I del método del costo minimo ! '

| s | s | 2 | s
El menor de los costos es 3 y corresponde 2 F o
al cuadro x,,. A este cuadro se le asigna :
el valor 2 y se ajustan oferta y demanda. l ] L 9 l 6 10

3 2 / 3
Nemanda /‘ 4 A /
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> | %
Oferta

[ 4 I [ | 2
WA
, - ' ! i VAR
Paso 2 del méiodo del costo minimo
| s | 6 | 2 | 3
La demanda es la que queda en cero y se 2 5 7o
tacha la cuarta columna. -
I | o Il e | 10
3 5 / 3
Demanda /( 4 A
Paso 3 del méiodo del costo minimo
La matriz que se tiene en este momento es de orden 2 x |, Se regresa al paso 1.
2 4
Oferta
[l 4 B I 1| 2 |
[
‘ 1 [ A
Paso | del método del cosio minimo
IIE L 6 L 2 1B
El menor de los dos costos que quedan es 6 2 1 2 / / 0
y corresponde a xy. A este cuadro se le J : 1 | P l 0
asigna el valor | y se ajustan la oferta y la 2 /
demanda. ! 2 3
Nemanda // / ;/ A
3 ,z(
2 )
Oferta
i 4 [ 3 | 1 | 2
g /L
f 1 ] VAR
Paso 2 del método del costo minimo | 3 | 6 | 2 3 »
ot
: ‘ | 2 VAV
Debido a que la oferta es la que se hace
cero, se tiene tachar el segundo renglén. | 1 | 9 | 6 | 10
3 N / 3
/
Nemanda A / // A
3 A
{
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Paso 3 del método del costo minimo

Se puede observar que solamente se ha
quedado  sin  tachar el  cuadro
correspondiente a x3; y que también la
oferta es igual a la demanda, por lo que la
asignacion es de 3 y tanto la oferta como
la demanda quedan en cero.

El costo de transporte asociado a esta
solucién inicial es;

ALGORITMOS D REDES, PERT.Y CPM EN.PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL.

2 y 4
Oferia
L 4 B IK IE L
; | i AV
) | 5 ‘ 6 | 2 l 3 Ly
‘ ] P VA
IR I [ s o
R , LA
Nemanda /’/ / /J‘/ )/
A | /
0

2= 1(1)+ 1(2) + 1{6) + 2(3) + 2(1) + 3(9) = 44 (miles de pesos)

Entonces, con ¢l método del minimo costo se comenzaria a partir de la siguiente solucién:

z=44
Xn+ 1
Xy = i
K = |
K = 2
Ky = 2
X3y = 3
Frente:
Método de Vogel remes
1 2 3 4
Oferta
s E L Lo
I 2
Ls Lo L2 3
2 3
Rancos
I 9 | s | 10
3 5
Nemanda 2 4 | 3 10 &
I 2 3 4
Paso | del método de Vogel! | 4 ‘ 3 ‘ I } 2
[
Se determinan fas penalidades para
cada renglén y columna de la tabla ‘ 5 | 6 | 2 | 3
de transporte. Para obtener una 2
penalidad se buscan los dos costos
més pequefios {de una columna o un | : ‘ 5 { 6 ‘ 0
renglén) y al mayor de ellos se le 3
resta el menor.
Demanda 2 4 1 3
Penalidad 4-1=3 6-3=3 2-1=1 3-2=1

Oferta
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CAPITULO2

Paso 2 del método de Vogel

De entre todas las penalidades se
busca la mayor, que en este caso
corresponde al renglon 3 con un
valor de 5. Para este renglén se
busca el cuadro que tenga el menor
costo que resulta ser i, entonces, a
dicho cuadro se le asigna el menor
de los wvalores de entre su
correspondiente oferta y demanda (5
y 2). Se procede a ajustar la oferta y
la demanda.

Debido a que la demanda de la
primera columna es satisfecha, se le
tiene que tachar.

Paso 3 del Método de Vogel

Demanda

Demanda

La matriz resultante es ahora de 3 x 3 y con ella se regresa al paso 1.

Paso | del método de Vogel

Ahora, nuevamente es necesario
determinar las penalidades para los
tres renglones de la matriz
resultante asi como para las
columnas 2, 3 y 4.

Demanda

Penalidad

1 2 3 4
o NN IE
K s 2 I
|| \9 T(, \10
2
£ ’ | ;
0
2 3 4
e E L [ 2
s L s E E
|| |9 |6 |m
2
/( 4 | 3
2 1 4
14 |3 |l ﬁz
IIE | s | 2 E
|l E‘) lﬁ \lo
2
/( 4 I 3
6-1=1 2-1=1 I_2=1

_ALGOR{TMOS DE REDES, PERT Y CPM EN PROYECTOS i INGENIERIA CIVHL

Oferta

Oferta

Oferta
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Paso 2 del mélodo de Vogel

Se puede observar que existe un
empate para la mayor penalidad
(con valor de 3) entre el renglén 3 y
la columna 2; éste se rompe
arbitrariamente y se escoge a la
columna 2. Para esta columna el
menor costo se tiene en el cuadro
X2, por lo tanto a éste se le asigna
el menor de entre los valores de la
oferta (2) y la demanda (4).

Se ajustan la oferta y fa demanda.

Como se satisface [a oferta se tacha
el renglén |,

e ALGORITMOS DE REDES, PERT Y, CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL

2 } 4 (Meria
la | [ L 2
i 5 2
Is [ Lol L2] L[5
2 3
[ [ T | e | Lo
3 - / 3
Nemanda 4 I 3
2 3 4
Oferta
la 0 Ls | Lo [ 2
| : 7
s Le | Lo B
2 3
| | | 9 ‘ 6 —LIO
3 5 / 3
Demanda /a / 1 3
2
2 3 4
Oferta
e s ] [o] Lo
T 2 ;:/ Y]
s | Le] [=2] L[5
2 3
| | | 9 | 6 L\O
b £
Demanda / I 3
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Paso 3 del método de Vogel

La matriz resultante es de orden 2 x 3 y se regresa al paso |.

_ALGORUMOS DEE REDES. PERT.Y, CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVEL

2 3 4
Oterta Penalidad
4 L3 L | 2
T ) / [}
Paso I del método de Vogel 5 | 6 | 2 | 3
2 3 371
Se obtienen las penalidades de
los renglones 2 y 3 y de las ‘ 1 | 9 ‘ 6 | 10
columnas 2,3 y 4. 3 , / 3 G =1
Nemanda V / l 3
2
Penalidad 9-6=1 6-2=4 10-3=7
2 3 4
Olerta
T N gy e R IF
Paso 2 del método de Vogel 1 5 Y2
La mayor penalidad se tiene para la l 5 | 6 | 2 l 3
columna 4 con un valor de 7. En este 2 . / 0
columna el cuadro con el menor costo es el
correspondiente a Xg,, se le asigna el valor ‘ ! | 9 ‘ 6 ‘ 10
de 3 y se ajustan oferta y demanda. 3 . / 3
Demanda Y./ / 1 /3/
2 0
2 3 J
Oferta
[« 7 [ Lo [
\ S
1 2 /L v
Se puede observar que tanto la oferta como
la demanda se satisfacen, pero sblo se l 5 | 6 ] 5 | 3
puede tachar o el renglén o la columna. 5 / 0
Arbitrariamente  se decide tachar la 3
columna 4. | | | o } 6 ' 10
3 , / 3
Demanda /{ / ' /V
) 2
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Paso 3 del método de Vogel

La matriz obtenida es del orden 2 x 2 y se regresa al paso |

2 3 )
Olerta Penalidad
1L E o [
T 7 /4!—/ [t
Paso | del método de Vogel : | 5 | 6 | 2 l 3
i ] 2 N / 0 6-2=4
Se determinan las penalidades para
los renglones 2 y 3 asi como para las f i \ 9 ‘ 6 l 10
columnas 2y 3. 3 ) / T 9_6=3
Demanda { / | //
2
Penalidad 9-6=13 f—2=4
2 3 Jl
Oferta
. 4 3 I 2
Paso 2 del método de Vogel ) ‘ | ‘ | /
T B /C U
Nuevamente se tiene un empate para la 1 { | |
mayor penalidad entre el renglén 2 y la 3 6 2 3
columna 3. Se escoge arbitrariamente al 2 " 1 ,Z( /{ 0
renglon 2. Entonces, al  cuadro
correspondiente a x,;, el cual tiene el menor { J ] 9 1 5 | 10
costo (2), se le asigna el valor de 0 y se 3 5 / 3
ajustan oferta y demanda correspondientes.
Demanda y. / / 1,/
2 ! 1
2 3 1
Olerta
[ s [ [
i 2 #—o
| s | Le | [2] [
Debido a que la oferta es la que gueda con 2 VA
p = ) 3 PN 154
valor 0 se tacha el rengl6n 2. { :
T T [ o1 [
3 > / 3
Demanda { / / 4/
’ 2 !
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CAPITULO 2

Paso 3 del método de Vogel

Solamente queda un renglon y se regresa al paso 1.

._-AGORITMOS DE REDES, PERT Y. CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL

2 3 4
Oferta Penalidad
NN EN N
, t ,2'/ o
Paso | del método de vogel
. . s | Le L2 ] |
Se obtiene solamente la penalidad /L
del renglon 3, ya que para las 0 2 s
columnas 2 y 3 esto no es posible. | l | 5 | . l
3 " / 3 9-6=
Demanda A / / A
P 2 i
2 3 4
Oerta
4 3 | IE
S/
L) B / L]
Paso 2 del método de Vogel 3 ‘ 6 ‘ 2 l 3 Y,
0 /" /U T
Se asigna al cuadro corvespondiente a X33 el | | |
valor de | y se ajustan oferta y demanda. ! s 6 10
3 [ A A2
Nemanda / / f/
2 /
0
2 3 )
(Merta
4 3 [ 2
| | | )
1 B / 1)
La demanda de fa columna 3 queda 5 [ 6 | - E
satisfecha y, por tanto, ésta se tiene que 5 Aty
tachar. 0 A,
! Lo L6 1] 10
z | LA
Demanda / / /V
2 )
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Paso 3 del método de Vogel

Se puede observar que solamente se ha
quedado sin tachar el cuadro
correspondiente a X3, y que la oferta es igual
a fa demanda, por lo que la asignacién es de
2 y tanto la oferta como la demanda quedan
satisfechas simultaneamente.

E! costo de transporte asociado a esta
solucién inicial es:

z=2(3) +0(2) +3(3) +2(1) + 2(9) + 1(6) = 41 (miles de pesos)

ALGORITMOS DE REDES. PERT Y CPM EN PROYECTOS DE INGENIERIACIVIL

2 Oferla
E 1 2
/
1 B / 4]
| 6 2 3
o £
Z 0 /) /l T
| o 6 10

Nemanda

s

Entonces, la solucion inicial con la que se comenzaria es:

z=4]
X|2:2
X23=0
X24=3
X3|=2
X32=2
X33 =1

EI RN

Se puede apreciar que la mejor solucién inicial es proporcionada por el método de Vogel (por generar ¢l valor
de z mas pequefio) y que la peor solucién se obtiene con el método de la esquina noroeste (debido a que
proporciona la z mas grande). En la practica solamente es necesario encontrar la solucion inicial con alguno

de los métodos descritos.

Se considerara en este ejemplo la solucion inicial obtenida con el método de la esquina noroeste.

Iteracién 1

Paso 2 del método de transporte: determinacion de la variable de entrada

La solucion con la cual es parte es:

| 4

L] [
2 0
|5 |6 [2 |3
3
|I |9 |6 |I0
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CAPITUAO2

Se utiliza el método de los multiplicadores para determinar la variable de entrada. Esto se muestra en la

siguiente tabla:

Se hace arbitrariamente u; =0

Variable basica

u+ v =g Valores de u; y v; Variable no basica W+ Vi - Gy
Xy U tvp=4 uy=0=v,=4 X3 Up+v3—g3=0+0-1=-1
Xi2 utv,=3 H=0=>v,=3 Xis W tvi—cpu=0+4-2=2
X22 u+v,=6 v;=3=>u;=6 X2t Up+vy—¢y=3+4-5=2
X32 utv,=9 vi=3=2u3=6 X23 WLt+vy—Cn=3+0-2=]|
X33 u;+v;=6 U =6=>v;=0 X24 W+ vs—~Cy=34+4-3=4
X34 uz+ vy =10 \w=6=>v,=4 X34 Wty ¢y =6+4-1=9

La variable de entrada es la variable no basica mas positiva: x,,

Paso 3 del método de transporte: determinacién de la variable de salida

R IE
?.(: ();+;
| s | & | > IE
3
| [0 T6 | To
; :
| 3

El circuito comienza en la celda correspondiente a la variable de entrada, x,,, a la cual se le asigna el signo
positivo. Las otras esquinas del circuito fas forman las celdas correspondientes a las variables basicas x32, X2
y Xy, los signos se van alternando. De las celdas con signo negativo se toma a aquella con el valor mas
pequefio como variable de salida, que en este caso resulta ser x;; = 1.

La nueva solucion se obtiene al sumar o restar el valor de la variable de salida (1) a cada una de las esquinas
que forman el circuito (a excepcion de la variable x,,, que es la de salida).

4] 15T T |2

i |

s lel 2] L3
3

[ ] 1ol Tl Lo

| j 3

Con esta nueva solucion se regresa al paso 2.

{teraci6én 2

Paso 2 del método de transporte: determinacién de la variable de entrada

Se hace arbitrariamente u; =0




CAMIULO2 ..

ALGORITMOS DE REDES, PERT Y CPM EN PROYECTOS DI INGENIERIA CIViL

Variable basica u; + v = ¢ Valores deu; y v; | Variable no basica u; + v - Cij
L X1 u+v, =4 u=0=v,=4 X3 uyt+tvi—c3=0+9-1=8
X2 U|+V2=3 u|=0:>V2=3 X4 U|+V4~C|4:0+l3—2=ll
X22 u, tv,=6 vi=3=2>u,=3 X2 ut+v—¢cy=3+4-5=2
X34 u+vi=1 vi=4d > u=-3 X23 U+vi—¢n=3+9-2=10
X33 U3+V3=6 U3=-3:>V3:9 X24 U2+V4—Cz4=3+]3—3:|3
X34 u; +vy =10 u=-3 =>v=13 X132 U3 +vy—¢C3p=-3+3-9=9

La variable de entrada es la variable no basica mas positiva: x4

Paso 3 del método de transporte: determinacién de Ia variable de salida

a4 sl L] [ Lo s [ L2
Dt
1 9 I® 2
s 6 | L2 L3 s L6 | |2 E
3 =® 2 |
K 9 6 10 | | 9 T 6 | 10
N I
! © ! 3 2 ! 2
LLa variable de salida es x;; = 1 Nueva solucion
Se regresa al paso 2.
Iteracion 3
Paso 2 del método de transporte: determinacién de la variable de entrada
Se hace arbitrariamente u; = 0
Variable bésica U+ v =gy Valores de u; y v; | Variable no bésica U v, - g
X12 U+ vy=3 u=0=>v,=3 X1 W+v,—c;=0-9-4=-13
X2 U+ vy=6 v=3=>u =3 Xi3 Uy+tvyi—cp=0-4-1=-5
X724 U2+V4=3 u2=3:>V4=0 X14 U|+V4—C|4:0+0—2=-2
Xaq u; +vy=10 vi=0=>u;=10 X21 W+vi~—¢cy=3-9-5=-11
X13 U3+V3:6 U3=|0:>V3=-4 X723 U2+V3—023=3—4—2:-3
X3j U3+V|=l U3:10:>V‘:-9 X32 U3+V2—032:|0+3—9:4

La variable de entrada es la variable no basica mas positiva: x;,

Paso 3 del método de transporte: determinacién de la variable de salida

| 4 IE K IE
2
s | L6 L2 L3
| b o 6 |10
2 © ! 2:/'

2
s Lel [2] [
L Lo e [
2 2 | 0
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CAPITULO2 o

La variable de salida es x,; =2
Se regresa al paso 2

[teracién 4

Nueva solucion

Paso 2 del método de transporte: determinacion de la variable de entrada

Se hace arbitrariamente u; =0

e ALGORIIMOS, DE REDES, PERT Y CPM.EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL,

Variable basica ntvi=cy Valores de u; y v; | Variable no bésica w+ V- gy
X12 utv,=3 uy=0=>v,=3 X1y mtvi-¢y=0-5-4=-9
X32 Ut vy, =9 v;=3=>u;=6 X13 mtvi—c=0+0-1=-I|
X3 utvp=1 U; =6=>v,=-5 X4 Wtvg—¢u=0+4-2=2
X33 U3t vy3=6 h=6=v;=0 X2y gt v =gy =-1-5-5=-11
X34 u;+ve=10 WL=06=>v,=4 X2 htvi-cp=-1+3-6=-4
X24 htvy=3 vi=4 = u=-I| X33 Btvi-¢cn=-1+0-2=23

La variable de entrada es |a variable no basica mas positiva: x4

Paso 3 del método de transporte: determinacién de Ia variable de salida

R EE P o] s L] Lo
2 CA) "© 2 0
[ s | e | 12 U3 (s 16l 12! |
3 A
\ | | 9 | 6 ’ 10 W i | 9 | 6 \ 10
< f
2 » T 0 © 2 2
La variable de salida es x34 =0 Nueva solucion
Se regresa al paso 2
Iteracién 8
Paso 2 del método de transporte: determinacién de la variable de entrada
Se hace arbitrariamente u; =0
Variable basica u t+ v =g Valores de u; y v; | Variable no bésica u; + v - ¢
X12 utvy;=3 U'|:03V2=3 X1t uy+tvi—¢;;=0-5-4=-9
X4 U+ v, =2 =0=v,=2 X13 WAvi—-¢c3=0+0-1=-1
X24 uptvg=3 Va=2=>u, =1 X2) Wwtvi—cy=1-5-5=9
X2 Ut vy =9 v=3=>u=6 X2 Wptva—cp=1+3-6=-2
X3 U+ vy =| B =6=>v,=-5 X23 U+ vi—Cn=1+0-2=-]
X33 us+vi=6 B=6=>v=0 X34 U+ V4—Cyy=6+2-10=2-2

Como todas las variables basicas son no positivas, se tiene la solucion 6ptima:
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Z =41 (miles)
X2 =2
X|4=0
X24:3
X3 =2
X3 =2
X33 = 1

La solucién anterior indica que es necesario enviar 2 m® de material del banco 1 al frente 2, 3 m" del banco 2
al frente 4, 2 m® del banco 3 al frente 1, 2 m°® del banco 3 al frente 2 y 1 m’ del banco 3 a! frente 3 con un
costo de transporte de $4 1000.

El modelo de programacion lineal para este problema de transporte es el siguiente:

Min z = ax,, + 3X|2 + X3+ 2X|4 + 5X2| + 6X22 + 2X23 + 3X24 + X3, + 9X32 + 6X33 + |0X34
Sujeto a
X+ X+ X3+ Xy = 2 (oferta del nodo 1)
Xo) + Xoo + X3 + Xog = 3 (oferta del nodo 2)
X3; + X3z + X33+ X34 =5 (oferta del nodo 3)
X1 + X5 + X3, = 2 (demanda del nodo I)
X12 + X3y + X3, =4 (demanda del nodo 2)
X|3 + Xz + X33 = | (demanda del nodo 3)
X14 + X4 + X34 = 3 (demanda del nodo 4)
Xij 20

Al resolver el problema de programacion lineal se obtiene la misma solucion.

2.3 FLUJO MAXIMO

Como su nombre lo indica, en este problema se busca determinar el flujo maximo que se puede hacer pasar a
través de una red desde un nodo origen o fuente hasta un nodo destino con las restricciones de que cada arco
tiene solamente cierta capacidad. La capacidad puede representar, por ejemplo, el gasto hidraulico en un

sistema de tuberias, el aforo vehicular en una carretera, la corriente en una red eléctrica, etc.

El algoritmo que se utiliza para resolver el problema de flujo maximo es el de Ford y Fulkerson conocido
como algoritmo de etiquetas.

2.3.1 algoritmo de Ford y Fulkerson
Este algoritmo consiste basicamente de dos etapas o fases:

1) Fase de etiquetas
2) Fase de modificacion del flujo

Fase de etiquetas

Alinicio del algoritmo ningun nodo cuenta con etiqueta.

Paso 1. Al nodo fuente, N,, se le asigna la etiqueta [s*, 5, = «].

Paso 2. A los nodos vecinos, N;, del nodo fuente se les asigna la etiqueta [s°, S}

8 = g
J 5]
g' es la capacidad actual no saturada del arco que une el nodo origen (N;) con el nodo vecino (N)).
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El primer elemento de la etiqueta siempre indica el nodo de donde se proviene.

Paso 3. Para los nodos vecinos N al nodo N, que no tengan etiqueta y en los cuales se cumple que el flujo
actual (x) no excede la capacidad mdxima, uy, se les asigna la siguiente: G &l

Sk = min [Sj, gjk]
gik: es la capacidad actual no saturada del arco que une al nodo N; con el nodo Ni.

Si existen nodos N vecinos al nodo N; que queden sin etiqueta y para los cuales se tenga un flujo ficticio
opuesto, Xy, positivo se les asigna la siguiente: [j’, 5].

Sk =min [SJ, ij]

El signo “+” o “-* de las etiquetas indican si el flujo en los arcos se debe aumentar o disminuir en la segunda
parte del algoritmo. '

El proceso de etiquetado debe repetirse hasta llegar al nodo destino, N,, de la red al cual se le asigna la
etiqueta [k', 8,], o hasta que sea imposible etiquetar nodos intermedios de la red.

Fase de modificacién de flujo

Paso 4. Dada la etiqueta del nodo destino, [k*, &], modificar el flujo del arco que une al nodo N, con el
nodo destino N, de la siguiente manera:

X i = Xy £ 8

donde,

X'\ : nuevo flujo del arco que une los nodos N y N,.
X: flujo actual del arco que une los nodos Ny y N,.
8: segundo elemento de la etiqueta del nodo destino.

A continuacion, modificar la capacidad no saturada del arco que une al nodo N, con el nodo destino N,.

= 8- O = U - X'y

donde,

£’ nueva capacidad no saturada del arco que une los nodos Ny y N,.
gk capacidad no saturada actual del arco que une los nodos N, y N,.
ui,: capacidad maxima del arco que une los nodos N, y N,.

Paso 5. Trasladarse al nodo N, cuya etiqueta es [j', 8]y modificar el flujo del arco que une al nodo N; con
el nodo N, de la siguiente manera:

X'k = Xk £ &

donde,

x’jk : nuevo flujo del arco que une los nodos Nj y Ny.
Xjk: flujo actual del arco que une los nodos N; y N,.
8,: segundo elemento de la etiqueta del nodo destino.

A continuacion, modificar la capacidad no saturada del arco que une al nodo N;, con el nodo destino N,.

8k = &ik - 8= U~ X

donde,

g’: nueva capacidad no saturada del arco que une los nodos N; y N,.
gjk: capacidad no saturada actual del arco que une los nodos N; y N,.
uj: capacidad maxima del arco que une los nodos N; y Ni.
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Paso 6. Trasladarse al nodo N, y repetir el proceso hasta alcanzar el nodo origen o fuente N, Regresar al
paso 1 de la fase de etiquetas.

Ejemplo 2.2 Flujo maximo en una red hidriulica

Se extrae agua de un manto la cual tiene que ser trasladada hacia un centro de consumo. Durante su recorrido
el liquido pasa por cinco plantas de tratamiento y en cada una de ellas el agua es redirigida. La conduccion se
lleva a cabo mediante tuberias que cuentan con limitantes en cuanto al gasto hidraulico se refiere. Se desea
conocer el flujo maximo (gasto hidraulico en litros/segundo) que puede pasar por la red. En el siguiente
esquema se presentan los gastos hidraulicos maximos correspondientes a cada tramo de tuberia.

900 lts/see 300 lts/see 200 Ils/sce

planta — planta ﬂgj

! ! 400 lts/see
200 Its/sefz 500 lts/sce

manto ' plama '1:r ———— 3 Centrode
—& consumo

700 lts/see T 300 lts/see

-

-

—> |

‘_

600 Its/seg ! 100 lts/seg 400 lts/see —
_planla ——F plama —Pp —1

{1y

El manto, el centro de consumo y las plantas de tratamiento representan los nodos de la red; las tuberias, los
arcos de la misma.

Iteracion 1
Fase de etiquetas

Paso 1
Al nodo fuente, N, se le asigna la etiqueta [s', 8; = ].
El nodo fuente es N, y se le asigna la etiqueta [ 1 ', o].

Paso 2

A los nodos vecinos, N;, del nodo fuente se les asigna la etiqueta [s', §l.
Los nodos vecinos que estan conectados al nodo | son los nodos N, y N.

Para el nodo N,, s* = y8 8, = g12 = 900, entonces, su etiqueta es N, =1, 900].
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Para el nodo N;,s' = 1"y §; = 8;= g,; = 600, entonces, su etiqueta es N3 = [1', 600].

Paso 3

Para los nodos vecinos N, al nodo N; que no tengan etiqueta y en los cuales se cumple que el flujo actual (x;)
no excede la capacidad maxima, uy, se les asigna |a siguiente: ', 8.

&= min [§;, gyl

Al nodo Ny, que aun no tiene etiqueta, se puede llegar por el nodo N, o por el nodo Nj. Si se decide llegar por
el nodo N,, entonces, N; = N, y N = N4. Su etiqueta estaria formada por i'=2"y 8, = min [8,, gs] = min
[900, 3007 = 300. Por lo tanto, la etiqueta para el nodo N4 es Ny = [2', 300].

Al nodo N, que aun no tiene etigueta, se puede llegar por el nodo N; o por el nodo Nj. Si se decide llegar por
el nodo N, entonces, N; = N5 y N, = Ns. Su etiqueta estaria formada por j* = 3" y 85 = min [8;, g35] = min
[600, 100] = 100. Por lo tanto, la etiqueta para el nodo Ns es N5 = [3",100].

Al nodo Ng se puede Ilegar desde el nodo N4 0 N;. Se decide liegar por el nodo Ny, por lo que N; = Ny y Ny =
N,. Su etiqueta estaria formada por j' = 4" y 8, = min [84, g4s] = min [300, 400] = 300. Por lo tanto, la etiqueta
para el nodo Ny es No = [4', 300].

El Gnico nodo que falta por etiquetar es el nodo destino, N+, al cual se le asigna la etiqueta [k', 8. Al nodo
N7 se puede llegar desde Ny, N5 0 Ng. Se decide llegar por el nodo N, entonces, Ny, = Ngy N, = N7. Su
etiqueta estaria formada por k' = 6’ y 8, = 8; = min [8¢. ge;] = min [300, 500] = 300. Por lo tanto, la etiqueta
para ef nodo N, es N; = [6", 300].

En resumen, se puede afirmar que la etiqueta de un nodo estd formada por dos elementos. El primer
elemento indica el nodo por el cual se ilega, mientras que el segundo elemento es el menor valor que
resulta de comparar el segundo elemento de la etiqueta del nodo por el cual se llega y la capacidad no
saturada actual del arco que une los nodos en cuestion.

Tomando en cuenta lo anterior, las etiquetas de los nodos se pueden determinar directamente en forma tabular
como se muestra a continuacion:

NodoN; | Nodo N, | §, gy | Etiqueta N,
N, N, _ _ (1, o]
N, N, © | 900 | L', 900]
N, N; w | 600 | [1%,600]
N, Ny 900 | 300 | [27,300]
N, Ns 600 | 100 | [3%, 100]
Ny Ny 300 | 400 | [4',300]
N, N, 300 | 500 | [6',300]

Fase de modificacién de flujo

Paso 4

Dada la etiqueta del nodo destino, [k', 8], modificar el flujo del arco que une al nodo Ny con el nodo destino
N, de la siguiente manera: X'y, = X, = &

El nodo destino tiene la etiqueta N, = [6', 300] con 8, = 8; = 300 y el flujo actual x4; es nulo. Por lo tanto el
nuevo flujo del arco que va del nodo Ng al nodo N7 es x'¢7 = Xg7 + 87 = 0 + 300 = 300. La nueva capacidad no
saturada del arco es g'y, = gy, - 8, = uy, - X'w. Es decir, g'¢; = 500 — 300 =200 6 como us; = 500 y x'; = 300,
entonces, g'¢7 =500 — 300 = 200.

Paso 5
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Trasladarse al nodo Ny cuya etiqueta es [j', 8] y modificar el flujo del arco que une al nodo N; con ¢l nodo N
de la siguiente manera: X j = Xji * &

Hay que trasladarse al nodo N con etiqueta N = [4%, 300] y modificar el flujo del arco que une los nodos N,
y N¢. El nuevo flujo es x"4 = X4 + 87 = 0 + 300 = 300. La nueva capacidad no saturada del arco es g’y = g -
8 = uj - X' Es decir, g'4s =400 — 300 = 100 6 como uye = 400 y x 46 = 300, entonces, g4 = 400 — 300 =
100.

Hay que trasladarse ahora al nodo N4 con etiqueta Ny = [2°, 300] y modificar el flujo del arco que une los
nodos N, y N4 El nuevo flujo es x"54 = X4 + 87 = 0 + 300 = 300. La nueva capacidad no saturada del arco es
g2k=gk-O =y "k Es decir, 875 =300 — 300 = 0 6 como uy =300y x5 = 300, entonces, g =300 -
300 =0.

Paso 6
Trasladarse al nodo N; y repetir el proceso hasta alcanzar el nodo origen o fuente N,. Regresar al paso | de la
fase de etiquetas.

Hay que trasladarse al nodo N, con etiqueta N, = [1*, 900] y modificar el flujo del arco que une los nodos N,
y N,. El nuevo flujo es x"j; = xj + 8, =0 + 300 = 300. La nueva capacidad no saturada del arco es g’ = g -

8, = ug - X' Es decir, g"1, = 900 — 300 = 600 6 como uj; =900 y x"y, = 300, entonces, g';, =900 — 300 =
600.

Como ya se ha alcanzado el nodo origen se tiene que regresar al paso | de la fase de etiquetas.

La fase de modificacion de flujo y de capacidades también se puede determinar directamente en forma
tabular:

Etiqueta del nodo Nuevo flujo Nueva capacidad no saturada
N X ik = X = 8 8k = Bk~ | 8k = Uik — X i
N, =[6", 300] X67=0+300=300 | g’¢;= 500~ 300 200 | g's7= 500 300 200
N = [4+, 300] X'46=0+300=300 | g'46=400-300=100 | g'4s=400-300 =100
N, =[2',300] X'24 =0+ 300=300 824 =300-300=0 824 =300-300=0
N, =[1",900] X 12=0+300=300 | g",=900—-300=600 | g';;, =900 — 300 =600

De la tabla se puede observar que Gnicamente cuatro arcos sufren modificaciones , y de éstos solamente el
arco que une los nodos N, y N, queda saturado. El resto de las arcos de la red no tienen alteraciones en sus g;.

El nuevo flujo y la nueva capacidad no saturada se convierten en actuales para la siguiente iteracion. La nueva
configuracion de la red queda de la siguiente manera:

[1'.900] [2*, 300]

Fluio

Canacidad

s Arco saturado
[6'. 300]

[1'. 600] [3'. 100]
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Iteracién 2
Fase de etiquetas

Paso 1
Al nodo fuente se le asigna la etiqueta [1”, «].

Paso 2

A los nodos vecinos, N;, del nodo fuente se les asigna la etiqueta [s", §].

Los nodos vecinos que estan conectados al nodo | son los nodos N, y Nj.

Para el nodo N,, s' = 17y §;= 8, = g;, = 600, entonces, su etiqueta es N, = [1", 600].
Para el nodo N3, s" = 1"y §; = 8;= g3 = 600, entonces, su etiqueta es N; =[1", 600].

Paso 3

Para los nodos vecinos Ny al nodo N; que no tengan etiqueta y en los cuales se cumple que el flujo actual (x;)
no excede la capacidad maxima, uj, se les asigna la siguiente: [j', 8;].

&= min [;, gyl

Al nodo Ny, que aun no tiene etiqueta, solamente se puede llegar ahora por el nodo N, entonces, N; = Ny y N,
= N4. Su etiqueta estaria formada por j' = 3" y 8, = min [8;, g34] = min [600, 700] = 600. Por lo tanto, la
etiqueta para el nodo Ny es Ny = [3%, 600].

Al nodo Ns, que aun no tiene etiqueta, todavia se puede llegar por el nodo N; o por el nodo N;. Si se decide
liegar por el nodo N, entonces, N; = N3 y N, = Ns. Su etiqueta estaria formada por j'=3"y 85= min [8;, g3s]
=min [600, 100] = 100. Por lo tanto, la etiqueta para el nodo N5 es Ns = [3',100].

Al nodo N se puede llegar desde el nodo N4 o Ns. Se decide Hegar por el nodo Ny, por o que N; = Ny y Ny =

Nq. Su etiqueta estaria formada por ] =4 y §;= min [84, g4s] = min [600, 100] = 100. Por lo tanto, la etiqueta
para el nodo N, es N, = [4%, 100].

El Gnico nodo que falta por etiquetar es el nodo destino, N5, al cual se le asigna la etiqueta [k, 8,]. Al nodo
N; se puede llegar desde Ny, N5 0 Ng. Se decide llegar por el nodo Ng, entonces, Ny, = Ng y Ny = Ny7. Su
etiqueta estaria formada por k' = 6' y §,= 8;= min [8, g;] = min [100, 200] = 100. Por lo tanto, la etiqueta
para el nodo N, es N, = [6, 100].

En forma tabular las etiquetas quedan determinadas de la siguiente forma:

Nodo N; | Nodo N, | & | gy | Etiqueta N,

N| N l _ _ [ ] +, CX)]

N, N, o | 600 | [1'600]
N, N, o | 600 | [I'.600]
N, N. | 600|700 | [3'.600]
N, Ns | 600 | 100 | [3* 100]
Ny Ng 600 | 100 [4%, 100]
N, N, | 100|200 | [6", 100]

Fase de modificacion de flujo

Paso 4

Dada la etiqueta del nodo destino, [k', 8], modificar el flujo del arco que une al nodo N, con el nodo destino
N, de la siguiente manera: x'y, = X, £ 0,
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El nodo destino tiene la etiqueta N; = [6', 100] con &, = 8; = 100 y el flujo actual x¢7 es 300. Por lo tanto el
nuevo flujo del arco que va del nodo N(, al nodo Ny es X'g7 = X¢7 + 867 =300 + 100 = 400. La nueva capacidad
no saturada del arco es g, = g - & = Uy - X'k Es decir, g's; =200 — 100 = 100 6 como ug; = 500 y X'¢7 =
400, entonces, g'¢7 = 500 -~ 400 = I00.

Paso 5
Trasladarse al nodo N, cuya etiqueta es [j', §,] y modificar el flujo del arco que une al nodo N; con el nodo Ny
de la siguiente manera: X “j = Xj £ §,

Hay que trasladarse al nodo Ng con etiqueta Ng = [4', 100] y modificar el flujo del arco que une los nodos Ny
y Ng. El nuevo flujo es X456 = X46 + 87 = 300 + 100 = 400. La nueva capacidad no saturada del arco es g’y = g
- 8, = uj - X' Es decir, 2746 =100 ~ 100 =0 6 como uy = 400 y x4 = 400, entonces, g4 =400 — 400 = 0.

Hay que trasladarse ahora al nodo N, con etiqueta Ny = [3', 600] y modificar el flujo del arco que une los
nodos N3 y Ny. El nuevo flujo es x'34 = x34 + 87 = 0 + 100 = 100. La nueva capacidad no saturada del arco es
g = k- & = ujk - X' Es decir, g'34 = 700 — 100 = 600 6 como uy, = 700 y x"34 = 100, entonces, g'ss = 700
— 100 = 600.

Paso 6
Trasladarse al nodo N; y repetir el proceso hasta alcanzar el nodo origen o fuente N;. Regresar al paso | de la
fase de etiquetas.

Hay que trasladarse al nodo N; con etiqueta N; = [1', 600] y modificar e! flujo del arco que une los nodos N,
y N; El nuevo flujo es x"j3 = x;3 + ;= 0 + 100 = 100. La nueva capacidad no saturada del arcoes g'y; = g -
& = ug - x';. Es decir, g';3 = 600 — 100 = 500 6 como u;; = 600 y x"j; = 100, entonces, g';» =600 ~ 100 =
500

Como ya se ha alcanzado el nodo origen se tiene que regresar al paso 1 de la fase de etiquetas.

En forma tabular se tiene:

Etiqueta del nodo | Nuevo flujo Nueva capacidad no saturada
Ny | X k= X £ 8 8k = 8k - & ik = U — X
N;=[6", 100] X'67=300+ 100=400 | g'c;=200-100=100 | g's; =500 - 400 = 100
=[4", 100] X46=300+100=400 | g4=100-100=0 2'46=400-400=0
N, =[3", 600] X34=0+100=100 | g'34="700-100=600 | g'14 =700 — 100 = 600
N; =[1", 600] X13=0+100=100 | g3 =600-100=1500 | g"3 =600 — 100 =500

Unicamente cuatro arcos sufren modificaciones, y de éstos solamente el arco que une los nodos N, y Ny queda
saturado. El resto de las arcos de la red no tienen alteraciones en sus gj..

La nueva configuracion de la red queda de la siguiente manera:
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[1°.600] [3'. 600]

i

0 400

——— Fluio

Canacidad

. Arco saturado
[6*, 100]

(1, 600] (3", 100]

Para las demas iteraciones se presentan las fases de etiquetas y modificacion de flujo en forma tabular.

Iteracion 3

Fase de etiquetas

NodoN; | Nodo N, | §; g | Etiqueta Ny
N, N, _ _ [1%, ]
N, N; o | 660 | [1',600]
N| N_'; o 500 [l+, 500]
N, N, 500 | 600 | [3%,500]
N, N; 500 | 100 | [3%, 100]
Ns N 100 | 300 | [57, 100]
N N, 100 | 100 | [6%,100]

Notese que la anica forma de llegar al nodo N, es a partir del nodo N;. También, anicamente se puede Hegar
al nodo N a partir def nodo Ns. Se eligié llegar al nodo destino a partir del nodo N.

Fase de modificacién de flujo

Etiqueta del nodo Nuevo flujo Nueva capacidad no saturada
Ni X = X £ 8, gk = Bk~ & 8k T U — X'jk
N;=[6", 100] X'e7=400+ 100=500 | g'c;=100-100=0 g7 =500-500=0
Ne =[5, 100] X's56=0+100=100 | g'ss=300-100=200 | g’s,=300— 100 = 200
Ns=1[3", 100] X35 =0+ {00 =100 g'3s=100-100=0 g3=100-100=0
N; =[1", 500] x13=100+100=200 | g'13 =500~ 100 =400 | g'y; = 600 — 200 = 400

Quedan saturados el arco que une los nodos N y N7 y el arco que une los nodos N3 y N,.

La nueva configuracién de la red queda de la siguiente manera:
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[1°.600] [3'.500]

Iluio

(Capacidad

0400 e Aveo saturado

[6°, 100]

[5", 100} PSRRI "

200 | o0

400

[1%, 500] [3*. 100

Iteracién 4

Fase de ctiquetas

Nodo NJ Nodo Nk 81 gjk Etiqueta Nk
N i N 1 _ _ [ | +, (I)]
N, N, w | 600 | [1%,600]
N] N3 (=0} 400 [|+, 400]
N, Ns 600 | 200 | [2*,200]
N; Ne | 200|200 | [s%,200]
N N, | 400 | 600 | [3",400]
Ns N, | 200 | 400 | [s,200]

Al nodo N, anicamente se puede ilegar a partir del nodo Nj; al nodo Ns, a partir del nodo N; al nodo N, a
partir del nodo N, y al nodo N, a partir de los nodos Ny y Ns, pero se escoge llegar a partir del nodo N.

Fase de modificacién de flujo

Etiqueta del nodo Nuevo flujo Nueva capacidad no saturada
N Xk = Xt 8 2 = g~ & 8 = U — X'
N; =[5, 200] X'57=0+200=200 | g’s;=400-200=200 | g's; =400 —200 = 200
Ns=[2", 200] X5 =0+ 200 =200 g5 =200-200=0 g£'25=200-200=0
N, =[17,600] | X'12=300+200=500 | g',= 600 —200=400 | g, =900 — 500 = 400

Queda saturado el arco que une los nodos Nz y Ns.

La nueva configuracion de la red queda de la siguiente manera:
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[1". 600] [3°, 400}

Fluio

Capacidad

(5'. 200]

/{5, 200} -

S 200 | 100

400

[1', 460] 2. 200]

Iteracion 5

Fase de etiquetas

Nodo N; | Nodo Ny | §; g | Etiqueta Ny
N| NI — — “ ‘1 (I)]
N, N, o | 400 | [1',400]
N, Ns o | 400 | [V, 400]
N; N, 400 | 600 | [3',400]
N N 400 | 200 | [4",200]

Al nodo N, Ginicamente se puede llegar a partir del nodo N3 y al nodo N5 sélo se puede llegar a partir def nodo
N,.

Fase de modificacion de flujo

Etiqueta del nodo Nuevo flujo Nueva capacidad no saturada
N X = Xp £ 8 ga=gi-8 . g up X
N, =[4",200] X=0+200=200 | g4, =200-200=0 | g,;=200-200=0
N, =[3", 400] X34 = 100 +200 =300 | g'34 = 600 ~200 =400 | g'34 =700 —300 = 400
N.=[1',400] | x"13=200+200=400 | g3 =400-200=200 | g’y; =600 —400 =200

Queda saturado el arco que une los nodos Ny y N,

La nueva configuracién de la red queda de la siguiente manera:
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[1',400] [3°, 400]

.
SO [4°.200]
N

200

300 N 2001 100

200

[1°.400)

Como ya no fue posible etiquetar nodos intermedios (N5 y N¢) el proceso termina. Ademas, en la grafica se
puede apreciar que no existe ninguna trayectoria para ir del nodo N, al nodo N-.

El flujo maximo que puede circular por la red es 900 lts/s, el cual entra en el nodo N, y sale por el nodo N;.

Entonces, 1a solucién es:

Flujo maximo =900 lts/s
X2 = 500 lts/s
X3 = 400 lts/s
X24 = 300 lts/s
Xz5 = 200 lts/s
X34 = 300 lts/s
x35 = 100 lts/s
X406 = 400 lts/s
X47 = 200 lts/s
Xse = 100 lts/s
X57 = 200 lts/s
Xe7 = 500 lts/s
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2.3.2 Modelo matemidtico del problema de flujo mdximo

Para una red con m nodos y n arcos (i, j), cada uno con una capacidad u;, el problema de flujo maximo se
puede modelar de la siguiente manera:

Min f
Sujeto a

f,sii=1
m m

Zx” —Zx,” =<0,siizlom
j=l

4= f,sii=m

x,Su, I,j= 1,2,...m

X, 20 i,j=12,...m

Jrepresenta un arco que va del nodo destino de la red al nodo origen o fuente de la misma.

El primer conjunto de restricciones simplemente se refiere al principio de conservacion de flujo:

Flujo que entra en un nodo = 'Frlujo que sale del mismo nodo

El siguiente conjunto de restricciones tiene que ver con la capacidad de cada uno de los arcos de la red.
Finalmente, aparecen las restricciones de no negatividad.

Ejemplo 2.3
Plantear el modelo matematico del problema de flujo maximo de la red hidraulica del problema anterior.
Solucién:

El flujo que entra en el nodo fuente debe ser el mismo que sale del nodo destino. Se debe establecer un arco
que va del nodo destino al nodo origen y el valor de f'se iguala a la variable que define al flujo por dicho arco.

86



CAPITULO 2 - . : ALGORITMOS DE REDES, PERT Y CPM EN PROYECTOS DE INGENIERJA.CIVIL

La funcion objetivo es:
Max f = Max x4
Para cada nodo se aplica el principio de conservacién de flujo.

Paraelnodo 1: f =X + X3 > X7 = X12—X3=0

Para el nodo 2: X2 = X4 + Xa5 = X3 — X24 — X25 =0

Para el nodo 3: X3 = Xas + X35 = X3 — X34 — X35 =0

Para el n0do 4: Xp4 + X34 = Xgo + X47 => X4 + X34 — Xg6— X47= 0
Para el nodo 5: X5 + X35 = Xsg + X57 = Xp5 + X35 — Xs6 — Xs7 = 0
Para el nodo 6: x4 + Xs6 = Xg7 = X46 + Xs6 — X7 =0

Para el nodo 7: x47 + Xs7 + X7 == X47 + X57 + Xg7— X7, =0

Se plantean las restricciones correspondientes a la capacidad de flujo de cada arco.

X2 £900
X3 <600
X24 £ 300
X5 €200
X34 < 700
x35 < 100
X46 < 400
X47 <200
Xs6 < 300
Xs7 <400
Xq7 < 500

Y, finalmente, se indican las restricciones de no negatividad.
X12» X132 X245 X25, X345 X35, Xa6y Xa7s X56 X57, X672 0

Al resolver este problema de programacion lineal se obtiene la misma solucién que con el algoritmo de Ford y
Fulkerson.

2.4 CPM Y PERT EN PROYECTOS DE INGENIERIA CIVIL

Un proyecto de Ingenierfa Civil se compone de un conjunto de actividades que se encuentran relacionadas
entre si y que al llevarlas a cabo se consigue un bien como puede ser un edificio, una presa, una carretera, etc.
En la planeacion, ejecucion y control de este tipo de proyectos se utilizan dos herramientas muy importantes
que son el método CPM (Critical Path Method 6 Método de la ruta Critica) y la técnica PERT (Program
Evaluation and Review Technique 6 Técnica de Revision y Evaluacion de Programas).

Basicamente, ambas herramientas sirven para:

e Dar una visién global del desarrolio de cada una de las actividades que forman el proyecto, asi como
la apreciacion de las relaciones que existen entre éstas para lograr un mejor control.

e Indicar cudles son los puntos criticos que pudieran poner en peligro la consecucion a tiempo del
proyecto.

e Laevaluacién y consecuencias de posibles cambios en el proyecto.

El principal uso de CPM y PERT se concentra en el drea de construccion y edificacion de un proyecto
determinado. El analisis del mismo consta de la siguientes fases:
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Definicion de Formulacion  de Determinacion de las
las actividades ———————p{ la red y calculos ———————p| holguras para llevar a cabo
del proyceclo en la misma un analisis dc ticmpos

Fig. 2.6 Fases del analisis de un proyecto

La diferencia fundamental entre CPM Y PERT radica en que en el primero las duraciones de las actividades
son deterministas, mientras que para el segundo, tienen un caracter probabilistico.

2.4.1 El método CPM

El primer paso para la utilizacion del método de la ruta critica consiste en formular una tabla o matriz de
precedencias en donde se indican todas las actividades que forman el proyecto y su respectiva duracion asi
como las actividades que les deben preceder a cada una de ellas. A partir de la tabla se traza la red CPM, la

cual es una red dirigida en donde cada arco representa una actividad y cada nodo representa un evento que
indica la terminacion de una actividad y el inicio de otra.

: j A C : B i :
Fig. 2.7 Actividades y eventos
En la figura 2.7 se presentan dos actividades: 4 y B. El nodo 1 es el evento que indica el comienzo de la
actividad 4, mientras que el nodo 2 es el evento que indica la terminacién de la actividad 4 y el inicio de la

actividad B; es decir, que la actividad B Gnicamente puede comenzar hasta que haya concluido la actividad A.

A continuacion se mencionan algunas consideraciones importantes a la hora de construir la red que representa
al proyecto:

“En la red una actividad cualquiera unicamente puede quedar representada por un solo arco (flecha)”.

“La longitud de los arcos se puede trazar arbitrariamente ya que no representan proporcionalmente la
duracion de una actividad”.

“Toda actividad tiene un nodo inicial y un nodo final”

“Dos o mas actividades que tienen el mismo inicial no deben tener el mismo nodo final”

Fig. 2.8 Representacién incorrecta

LLa figura 2.8 es una representacion errénea que muestra este tipo de situaciones ya que tres actividades se
ejecutan simult4neamente y tienen el mismo evento (nodo) final. Es decir, la actividad D solamente puede
comenzar hasta que terminan A, B y C, pero éstas tienen el mismo nodo inicial.

Para corregir la representacion anterior es necesario la introduccion de aclividades ficticias. Una actividad
ficticia se caracteriza por no consumir tiempo y es necesaria para mantener las relaciones logicas en la red.
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Fig. 2.9 Representacién correcta

La situacion de la figura 2.8 se corrige mediante la introduccion de las actividades ficticias F; y £, que se
representan mediante flechas punteadas y que logran dos objetivos: 1) que las actividades A4, By C ya no
tengan el mismo nodo final y, 2) que se mantengan las relaciones de precedencia para la actividad D.

“Para una correcta formulacion de la red es necesario contestar las siguientes preguntas conforme se afiade
una actividad determinada: 1) ;Cudles son las actividades que preceden a ésta?, 2) ;Qué actividades se
pueden desarrollar simultdneamente con ésta? y, 3) ;Qué actividades deben seguir a ésta?”

Calculos en la red

Una vez que se ha representado el proyecto mediante una red comienza la etapa de célculos cuyo objetivo es
determinar qué actividades son criticas en el proyecto y cuales no lo son. Una actividad critica es aquella que
si sufre una demora provoca un retraso en la terminacion del proyecto y se caracteriza por no tener ningun
tiempo de holgura. Conocidas las actividades criticas se determina la ruta critica, |a cual es el conjunto de las
mismas que conectan el nodo inicial de ia red con el nodo final.

Los célculos para determinar la ruta critica se dividen en dos etapas:
Primera etapa: llamada “célculos hacia delante” debido a se comienza en el nodo inicial de la red y se va
avanzando de nodo en nodo hasta ilegar al final de la red. En esta etapa se determina para cada evento (nodo)

el Tiempo de Inicio mds Cercano, TIC;. Si i = | para el evento inicial, entonces se hace 7/C, = 0. Para el
resto de los eventos j se determina:

TIC, = max{TIC, + D,

Donde D;; es la duracion de la actividad (i/).

TIC; = max{TIC, + Dy}

Fig. 2.10 Tiempo de Inicio mas Cercano
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El tiempo de inicio mas cercano es el tiempo en el que va a ocurrir un evento si todas las actividades que lo
preceden comienzan lo mas pronto posible.

Segunda etapa: llamada “célculos hacia atras” debido a que se comienza en el nodo final de la red y se
termina en el nodo inicial de la misma. Para cada nodo se determina el Tiempo de Terminacidn mds Lejano,

TTL; Sii= nes el evento o nodo final, se hace TTL, = TIC, para iniciar el calculo hacia atras. Para cualquier
otro evento i:

TTL, =min{TTL, - D,}

@ TTL, = min{TTL, - D}

Fig. 2.11 Tiempo de Terminacién mas Lejano

El tiempo de terminacion mas lejano es el Gltimo momento en que un evento puede ocurrir sin provocar el
retraso de la terminacion del proyecto mas alla de su tiempo esperado.

En la préctica, tanto el 7/C como el TTL se muestran dentro del nodo que representa al evento en cuestion.

Fig. 2.12 Representacion de los tiempos de los eventos

De la misma manera que se definen tiempos para cada uno de los eventos (nodos), también para cada una de
las actividades (arcos) se definen los tiempos mas cercanos y lejanos de inicio y terminacion:

Tiempo de Inicio mds Cercano (ICy): Es el tiempo més cercano en el que puede comenzar a ejecutarse la
actividad (i,j).

IC, = TIC,

Tiempo de Terminacién mds Cercano (TCy): Es el tiempo mas cercano en el cual puede completarse la
actividad (i,j).

TC,‘,‘I' = TIC‘, + D,'I'

Tiempo de Inicio mds Lejano (IL;): Es ¢l tiempo mas tardio o lejano en el cual se tiene que comenzar a
ejecutar la actividad (i,)).

[L,',' = TTLI - D,,

Tiempo de Terminacién mds Lejano (TLy): Es el tiempo mas lejano o tardio en el cual debe terminar la
actividad (i)).
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TL, = TTL,

Una manera practica de representar los tiempos anteriores de las actividades es la siguiente:

m [1C, TC,) m
— > T
w [ILy TLy) W

Fig. 2.12 Representaci6n de los tiempos de las actividades

Determinaci6n de las holguras

Una holgura esta definida como el tiempo en que se puede demorar una actividad sin que quede afectado el
tiempo total requerido para la conclusion del proyecto.

Se tienen dos tipos de holguras:

Holgura total (HTy): Es la diferencia entre el tiempo maximo para realizar una actividad (77L; - TIC}) y su
duracién (D,). Cuando la holgura total para una actividad es igual a cero, es una indicacion de que se trata de
una actividad critica. La holgura total se puede determinar de las siguientes maneras:

HT; = TTL; - TIC; - D

HT, = IL;- IC;

HT, = TL;— TCij

Holgura libre (HLy): Es la parte de la holgura total que se puede utilizar sin afectar el tiempo de inicio mas

cercano (/C;) y la holgura de las actividades sucesivas. Esta holgura se define, entonces, suponiendo que
todas las actividades comienzan tan pronto como sea posible:

HL; = TIC, - TIC, - D;

Se deben tener en cuenta dos consideraciones acerca de esta holgura:
1) Si HL; = HT}, la actividad se puede realizar en cualquier parte dentro del intervalo (T/C;, TTL;) sin
provocar ningun conflicto en el proyecto.

2) Si HL; < HT}, el inicio de la actividad (i,j) se puede demorar no mas de HL; en relacién con el valor
de TCI; sin causar ningun conflicto en el proyecto. Cualquier demora mayor que HL; (pero menor
que HT;) debe ir acompaiiada de una demora igual en relacion con TIC; en el momento del inicio de
las actividades que salen del nodo ;.

Ejemplo 2.4 Proyecto: construcciéon de una bodega

Una compaiiia tiene a su cargo la construccién de una bodega. Del proyecto se conocen las actividades o
trabajos que se deben realizar asi como su respectiva secuencia, es decir, se tiene la matriz de precedencias.
Se desea determinar la ruta critica del proyecto para conocer las actividades que no pueden sufrir demora asi

como el programa de tiempos del proyecto.

La tabla o matriz de precedencias es la siguiente:
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Actividad Nombre Duracion (dias) | Precedentes

A Solicitud de premisos 20 -

B Limpieza del terreno 8 A

C Preparacién del drenaje 5 A

D Excavacion 10 A

E Cimentacion 15 B.C,D
F Firme 5 E

G Columnas 12 E

H Instalacién hidrosanitaria 8 E

I Relleno 3 H,D
J Muros 15 G

K Instalacidn eléctrica i0 J

L Estructura metalica 20 G,
M Techado 7 L

N | Pisos | 6 F, 1

Con base en las consideraciones descritas anteriormente se traza la red que representa al proyecto de
construccion.

En la red se muestran las actividades que forman el proyecto junto con sus respectivas duraciones. Las flechas
punteadas representan actividades ficticias que no tienen duracion pero que se utilizan para mantener {as
relaciones de precedencia.

Se procede a continuacion a realizar los calculos en la red.

Primera etapa

En fa primera etapa se determina el tiempo de inicio mas cercano (T1C) para cada evento o nodo.

TIC, = max{TIC, + D, |

Nodo 1
Se comienza con TIC, =0

Nodo 2
TlCz =TlC| + D|2 =0+20=20

92



CAPITULO2 ___ ALGORITMQS DE REDES, PERT Y CPM EN PROYECTOS DJ INGENIERIA CIVIL
Nodo 3
TIC:=TIC,+ Dy =20+ 8 =28

Nodo 4
TIC, =TIC, + Dyy =20+ 10 =30

Nodo 5§
TICs = max{TIC, + Dss, TIC; + Dss, TIC4 + Dygs} = max {20 + 5,28 + 0,30 +0} =30

Nodo 6
TIC,=TICs+ Dsg =30+ 15=45

Nodo 7
TIC;=TIC, + Dg7 =45+ 12 =57

Nodo 8
T[Cs = maX{T|C4 + D48, ’TICG + D(,s } = max{30 + 0, 45 + 8} =53

Nodo 9
TICo=TIC; + Dyg=57+15=72

Nodo 10
TIC o = max{TIC; + Dyyg, TICg + Dgjg } = max{57+0,72+ 0} =

Nodo 11
TIC” = max{T|C6 + D(,||, Tle + Ds” } = max{45 + 5, 53+ 3} =56

Nodo 12
TIC2=TIC g+ D512 =72 +20 =92

Nodo 13
TlCn maX{TIC()+ D()n, ’TIC” + D|||1, T|C|2+ D|2|3} ax{72+ IO, 56+6, 92+7} =99

Los resultados de esta etapa se indican en el extremo izquierdo inferior de cada uno de los nodos:

1315) m

m A (20)
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Segunda etapa
En la segunda etapa se determina el tiempo de terminacion mas lejano (TTL) para cada evento o nodo.
TTL, = min{TTL, - D,}
J ’
Los calculos comienzan con el nodo final de la red y haciendo TTL 5 = TIC,

Nodo 13
TTLz =99

Nodo 12
TTL|2 = TTLU — D|2|3 =99-7=92

Nodo 11
TTL” :TTL|3—D|||3:99*6:93

Nodo 10
TTL1o=TTLj2—D012=92-20=72

Nodo 9
TTL() = min {TTL]] — D9|3., TTL|() - D‘)IO} = mm{99 - IO, 72 — 0} =72

Nodo 8
TTLg:TTL||—D8||:93—3:90

Nodo 7
TTL7 = min{TTL.o — D7|(), TTL9 - Dm} = mm{72 - 0, 72 - 15} =57

Nodo 6
TTL(, = min{TTL” — D(,”, T’TLg — D(,g, TTL7 — D(,7} = mln{93 — 5, 90 — 8, 57 - |2} =45

Nodo 5
TTL5 :TTL(,— D56:45_ 15=30

Nodo 4
TTL; = min{TTLg — Dyg, TTLs — D4s} = min{90 -0, 30 -0} =30
Nodo 3

TTL}ZTTLs—Dj;S::;OAO::;O

Nodo 2
TTL2 = mln{TTL5 — D25, TTL4 — D24, TTL] — D23} = mln{30 — 5, 30 - lO, 30 - 8} =20

Nodo 1
TTL,=TTL,—D;;=20-20=0

Los resultados de esta etapa se indican en el extremo derecho inferior de cada uno de los nodos:
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7 3(135) 9

57

{

Una vez que estan definidos los tiempos de los eventos, se calculan los tiempos para cada una de las
actividades: IC, TC, IL, TL. Dichos tiempos se muestran en la siguiente tabla:

Actividad D,j ICy = TIC, TC,‘,’ = TIC, + Di} IL,J = TTLj— Dy‘ TLU = TTLJ
A 20 0 0+20=20 20-20=0 20
B 8 20 20 + 8 =28 30-8=22 30
C 5 20 20+ 5=25 30-5=125 30
D 10 20 20+10=30 30-10=20 30
E 15 30 30+ 15=45 45 - 15=30 45
F 5 45 45+ 5=50 93— 5=88 93
G 12 45 45+ 12 =57 57-12=45 57
H 8 45 45+8=53 90 - 8 =82 90
1 3 53 53+3=56 93-3=90 93
J IS5 57 5S7T+15=72 72 -15=57 72
K 10 72 72+ 10 =82 99— 10=89 99
L 20 72 72 +20=92 92-20=172 92
M 7 92 92+7=99 99 -7=92 99
N 6 56 56 +6 =62 99 -6=93 99

Los tiempos para cada actividad se muestran junto a su respectivo arco:

aetYan

[20. 28]
[20. 28]

l [0, 20] 2 [20, 25]

/ [28, 28]

5

[30. 30]

(30, 45}

(45, 57]
145, 57

7.7 M

. 72,72
(72.72)

NI

Fs (0)

{72. 821
(89, 99]

[0.20]

N
N

120, 30]
[20, 30]

[25.30] Qy

[30, 45]

[30. 30}
(30,301

[30.301

[45. 53]

(82, 90

Ku

[45. 50]
[88, 93]

Q

(72, qz]rw [92. 99

[56. 62]
[93. 99]
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Conocidos todos los tiempos se procede al calculos de las holguras y al anélisis de los tiempos.

Holguras
Actividad Df] IC,'I' TC” IL('[ TL,/ HT,j zlL” - IC}I‘ HL,, = TIC[ - TIC, - D,‘/ (AC“V!dad
) HT, =TL;- TC; critica?
A 201 0 20 0 20 0 0 Si
B g8 | 20 | 28 22 30 2 0 No
C 5120 | 25 25 30 5 5 No
D 10 | 20 30 20 30 0 0 Si
E (5] 30 | 45 30 | 45 0 0 Si
F 5 | 45 50 88 | 93 43 6 No
G 12 | 45 57 45 57 0 0 Si
H 8 | 45 53 82 90 37 0 Mo
| 3 53 56 90 93 37 0 No
J 15 | 57 72 57 72 0 0 Si
K 10 | 72 82 89 | 99 17 17 No
L 20 | 72 92 72 92 0 0 Si
M 71 92 99 92 99 0 0 Si
N 6 | 56 62 93 99 37 37 No

La ruta eritica la forman las actividades: A, D, E, G, J, L y M.
Es decir, la secuencia de nodos es:
| 2224553657292 10-12-13

La suma de la duracion de las actividades criticas es igual a la duracion del proyecto (99 dias).

1

Se puede observar que en la ruta critica se tienen actividades ficticias, pero éstas no afectan el proyecto
debido a que su duracion es nula.
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Programa de tiempos del proyecto

El programa de tiempos es una grafica que se construye a partir del ICy TL de cada actividad. Dicha grafica
permite visualizar de manera global el tiempo que se tiene para realizar cada actividad asi como la
reprogramacion de las mismas dentro de dicho lapso. Las actividades criticas se muestran con lineas
continuas mientras que las actividades no criticas aparecen como lineas punteadas.

Programa de tiempos

8 20 A

Y- S—— T 4
T S— A €
- 72 ¥

@0
B —gp—— 99 M
§ “ 20 B
< T R R R T a3 F
T T LR R 0 H
T R T TR 93 M
B 99 K
T R R 99 I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100
Dias

Representacién grifica de las holguras

Las holguras se pueden representar graficamente con el fin de analizar el intervalo d tiempo en el cual se
puede reprogramar una actividad determinada.

Considérese la actividad “F”, su holgura se pude representar de la siguiente manera:

F (5 dias)

m (45,50 ] m
Q y 88, 93] 56| 93

45 50 55 60 65 70 75 30 85 8890 93

Tiempo disponible

HT =43
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Como la holgura total es 43, esto indica que la actividad “F” Puede comenzar tan temprano como en ¢l dia 45
o tan tarde como en el dia 88. Debido a que la holgura libre es 6, el hecho de comenzar la actividad “F” entre
los dias 45 y 51 no provoca ningln efecto sobre la actividad inmediatamente siguiente (“N™). Sin embargo, si
la actividad se inicia en el dia 51 + 8 < 88, el tiempo de inicio mas cercano (TIC) de la actividad “N” se tiene
que llevar hacia delante cuando menos en § para conservar fa relacion de precedencia entre “F” y “N”.

Si hubiera resultado que Hy = H,_ para la actividad “F” significaria que ésta se puede programar en cualquier
momento entre el dia IC = 45 y el dia TL = 93 sin causar ningun conflicto en el proyecto.

2.4.2 La técnica PERT

En la técnica PERT se considera que el tiempo en que se realiza una determinada actividad de un proyecto
tiene caracter probabilistico. Es decir, se hace la suposicion de que la duracion de la actividad sigue una
distribucion de probabilidad beta , quedando definida con la siguiente expresion:

[ - a +4m, + 5,

" 6
donde,
t;: Tiempo esperado de la actividad
a,: Tiempo optimista para realizar la actividad i
b; : Tiempo pesimista para realizar la actividad i
m; : Tiempo mas probable para la actividad i

Y la variancia de la actividad esta expresada como:

o :[b—a]'
' 6

donde,
o] : Variancia de la actividad i

Asi, se determinan los tiempos esperados y las variancias de todas las actividades. La ruta critica se determina
de la misma manera que con CPM.

Debido al supuesto de que el tiempo de duracion del proyecto sigue una distribucion normal, N(u, o), se tiene
que:

T, =21 y o, = ZJ’_Z

donde,
T,: duracion del proyecto considerando las actividades que forman la ruta critica

O ,: variancia del proyecto considerando las actividades que forman la ruta critica

- 2

También, y=T,,0= JO'I,

En caso de que se tengan varias rutas criticas en el proyecto se debe considerar aquella con la variancia mas
grande.

La probabilidad de que el proyecto se termine antes o en un tiempo programado, 7/, se expresa de la
siguiente manera:

P(XSTP)=P[MSTP—_'U]=P[zSTP_'u]

c o o
en donde z es la distribucion normal con media O y variancia .
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Ejemplo 2.5

En un proyecto de construccion se han podido determinar los tiempos pesimista, optimista y més probable de
las actividades que lo conforman. Dichos tiempos, expresados en meses, s€ muestran en |a siguiente tabla:

m

Actividad | Nombre Precedentes | a | m | b
A Disefio - 10 | 12 | 16
B Seleccion del lugar A 2 | 8 | 36
C Seleccion de proveedores A 11415
D Seleccion de personal A 2 | 3] 4
E Preparacién del lugar B 8 | 12120
F Fabricar estructuras C | 15 118 1 30
G Preparar material C 315 8
H Instalar estructuras E,F 214 8
| Adiestrar D,G 6 g 112
J Obtencion de permisos H, 1 4 16|14
Determinar la ruta critica y la probabilidad de terminar el proyecto dentro de 55 meses.
Se calculan los tiempos esperados de cada actividad asi como sus variancias.
Actividad | Nombre Precedentes | a | m | b | t | o’
A Diseflo - 10 | 12 |16 [ 123 |
B Seleccion del lugar A 2 | 8 |36 |11.7|32.11
C Seleccion de proveedores A 114537044
D Seleccion de personal A 2 | 3|4 ]300t
E Preparacion del lugar B 8 | 12120 12.7] 4.00
F Fabricar estructuras C 15 18 30 |19.5] 6.25
G Preparar material C 3 15 8 52)0.69
H Instalar estructuras E,F 2 4] 8 43 1.00
| Adiestrar DG 6 9 | 12190 1.00
J Obtencion de permisos H, I 4 16 |14]70]278

La red del proyecto es:

A(12.3)

L/

B(1L.7)

E(12.7)
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Los resultados de los calculos de TIC, =max{TICi +D”.}y 7L, = min{’ITL, -D }para cada cvento se
i - /

"

muestran a continuacién:

A{IZ2.3)

C@3h

F(19.5) m H (4.3)

7 1M

8

4]

A 4

"\ 48.0( 480

B(ILT) E(12.7)
I:n la siguiente tabla se muestran los tiempos para cada actividad y su respectiva holgura:
= = | HT;=TL;-TC; critica?
TiC, TTL;
A 123 0 0+123=123 123-123=0 123 0 0 Si
B 1170123 123+11.7=24 | 24~-11.7=123 | 24 0 0 Si
C 371123 123+37=16 172-37=13.5 {172 1.2 0 No
D 3.0 1123 123+3=153 32-3=29 32 16.7 5.9 No
E 127 24 24 +12.7=36.7 36.7~12.7=24 | 36.7 0 0 Si
F 19.57 16 16 +19.5=355 |367-19.5=172 36.7 1.2 12 No
G 521 16 16+52=212 32-52=268 | 32 10.8 0 No
H 43 1367 36.7+43=4{ 41-43=367 | 41 0 0 Si
I 9.0 121.27 21.2+6=302 41 -9=32 41 10.8 10.8 No
J 7.0 | 41 41 +7=48 48 —7=41 48 0 0 Si

La ruta critica la forman las actividades: A, B, E, H, J.

Es decir, la secuencia de nodos es:

| 5253355 7->8

La suma de la duracién de las actividades es igual a la duracion del proyecto: 48 meses.
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m A(12.3)

E(19.5) m H (4.3) J(7.0) m
I

41.0(41.0 48.0148.0

B(11.7) E(12.7)

L.a probabilidad de terminar el proyecto dentro de TP = 55 meses es:

PX <TP)= p[usﬂ]zp[zgﬂ’_—ﬂ]
g g g
en donde,

p=T,= 123+ 117+ 127+43+7=48

_'2
O'—O'p

o, =1+3211 +4+1+278=40.89 = 0=6.39

P(X <55)= P[X—48 SM]= P(z<1.10)
6.39 6.39

De cualquier tabla de distribucién de probabilidad normal se obtiene que:

P(z <1.10) = 0.86
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CAPITULQ3__ PROBLEMAS DE INGENIERIA C1YIL QUE SE PUEDEN RESOLYER CON PROGRAMAC ION DINAMICA

3. PROBLEMAS DE INGENIERIA CIVIL QUE SE PUEDEN RESOLVER CON PROGRAMACION
DINAMICA

La programacién dindmica es una técnica que no se ha explotado ampliamente en las diferentes areas de la
ingenierfa. Propiamente, esta técnica no consta de una serie de algoritmos que se puedan aplicar para la
solucién de problemas, sino més bien se basa en una forma de pensar que tiene su idea principal en la
recurrencia, con la cual un problema se puede analizar y descomponer en subproblemas o etapas que tienen
ja misma estructura que el problema original pero que son mas sencillos de resolver.

En la naturaleza la recurrencia o recursividad se presenta, por ejemplo. en los fractales, las conchas de
algunos caracoles, la formacion de imigenes infinitas mediante espejos, etc. En todos estos casos, una de las
partes tiene la misma estructura que el conjunto en su totalidad.

En la Ingenierfa Civil su principal aplicacién en el drea de las estructuras, aunque también se le ha utilizado
para resolver algunos problemas de hidraulica y en la administracién de proyectos de construccién.

La programacion dindmica se puede considerar como un enfoque matemético de los procesos de decisién de
etapas miultiples en los cuales se llevan a cabo una serie de decisiones que afectan a un sistema y su respuesta
a futuras decisiones. Un determinado tipo de decision puede generar un resultado pero, algunos resultados son
mejores que otros. Lo que se persigue es lograr el mejor resultado mediante la mejor secuencia de decisiones.
Lo que se busca es, entonces, la mejor decisién en cada paso o etapa de dicha secuencia. Si en cada etapa se
puede observar y analizar el estado de! sistema y las decisiones que se deben tomar en consecuencia, no es
necesario considerar la cadena de decisiones pasadas o futuras. En otras palabras, con esta técnica se
descompone un problema de N variables en N problemas de sna variable que se resuelven con menor esfuerzo
que el problema original. Tal descomposicién se basa en lo que se conoce como el Principio de
Optimalidad, establecido por Richard Bellman a principios de 1950:

“Una polltica dptima tene la propiedad de que cualqulera que sea el estado inicial y las decisiones
iniciales, las decisiones restantes deben constituir una polftica dptima con respecto al estado resultante de
la primera decisién”.

O con menos formalidad:

“Si no haces lo mejor que puedes con lo que pareces tener, nunca hards lo mejor que podrias haber hecho
con lo que deberfas haber tenido™.

3.1 CONCEPTOS IMPORTANTES
Se han mencionado, anteriormente, dos conceptos fundamentales de la programacién dindmica:

Etapa: es 1a parte del problema que tiene un conjunto de alternativas mutuamente excluyentes, de las cuales
se selecciona la mejor.

Estado: es el que refleja la condicion o “estado™ de las restricciones que enlazan las etapas. Representa la
“liga” entre las etapas de tal forma que cuando cada etapa se optimiza por separado la decision resultante es
automaticamente factible para el problema completo.

La definicion de estado es quizis el concepto mas dificil de entender debido a que depende del problema gue
s¢ tenga que resolver.

En este capitulo se presentan algunos ejemplos sencillos dentro del contexto de la Ingenierfa Civil que se
resuelven empleando la programacién dinadmica con el objetivo de mostrar la forma central en como ésta
funciona.
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Ejemplo 3.1 Disefio de un tanque de agua

Se desea encontrar el disefio mas econémico de un tangue para almacenar 100000 litros de agua. El sistema

estructural completo consta de un tanque, cuatro columnas y una cimentacién para transmitir las cargas al
suelo.

Tanque

&— Columnas

<«4—— Cimenlacion

El disefio involucra la seleccion de los tipos mis adecuados para el tanque, las columnas y la cimentacién. Se

tienen siete tipos de tanques, tres tipos de columnas y tres tipos de cimentacion. Los datos para cada uno de
los tipos se presentan en las siguientes tablas.

Cimentacién Columnas
Tipo de Carga Costo | Peso propio Tipo de Carga Costo | Peso propio
cimentacion actuante (6] (kgs x columnas actuante )] (kg x
(kgs x 1000) 1000) (kge x 1000) 1000)
220 5000 60 1. Concreto 150 6000 70
I. Zapatas 200 4000 45 130 5000 70
. 180 3000 35 110 4000 70
aisladas
140 2500 25 100 3000 40
120 500 20 > Concreto 150 8000 70
220 3500 S5 reﬂ.)rzado clase 130 6000 70
2. Pilotes de 200 3000 40 i 110 4000 70
conereto 180 2500 30 100 3000 40
40 1500 20 150 15000 50
120 1000 15 3. Columnas de 130 10000 50
220 3000 10 acero 110 9000 30
3 Pilotes de 200 2500 9 100 8000 20
acero 180 2000 8
140 2000 6
120 1500 5
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Tanque
Tipo de tanque Carga Costo | Peso propio

actuante )] (kg x

(kg; x 1000) 1000)
I. Cilindrico de concreta reforzado 100 5000 50
2. Esférico de concreto reforzado 100 8000 30
3. Rectangular de concreto reforzado 100 6000 50
4. Cilindrico de acero 100 9000 30
5. Esférico de acero 100 15000 10
6. Rectangular de acero 100 12000 30
7. Cilindrico con domo hemisférico de concreto reforzado 100 10000 10

Solucion:

El problema se descompone en tres etapas (tanque, columnas y cimentacidn) que se optimizan

individualmente. Peso ded
agua
R; R; Peso del Ry +
(costo) (costo) agua (costo) tanque
Peso de! + +
agua lanque columnas
Peso del * + o
agua lanque columnas cimenlacion
i J k
—> EEEE— — i i —»
Tanque Columnas Cimentacién
ki ; ki

La optimizacién de cualquier componente (etapa) afecta necesariamente a cualquiera de los subsecuentes
componentes. Por ejemplo, la optimizacidén del componente j (columnas) gjerce una influencia en el disedo
del siguiente componente £; esto debe evitarse, Una forma de lograrlo es comenzando por optimizar el altimo
componente & del sistema ¢l cual no ejerce influencia en ringln componente subsecuente. Posteriormente, se
consideran a los dos Gltimos componentes (k y j) para optimizarlos como una sola unidad que no ejerce
influencia en componentes subsecuentes. Se continua de esta manera hasta agrupar todos los componentes del
sistema. Debido a que se comienza con optimizar al componente £, a éste se le puede asignar el niamero 1; 2
para el componente j; 3, para el componente /.

Entonces, el problema se puede modelar como e siguiente proceso de decisién de tres elapas:

Peso det
ua
R3 R, Peso del R, ag+
(costo) (costo) agua (costo) lanque
Peso del +
T agua T lanque T columnas
Peso del * + +
agua lanque columnas cimentacion
3 2 !
— ¥ Tanque » Columnas »|  Cimentacién »
k3 ki k|
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Etapas y alternativas

Cada uno de los componentes del sistema es una etapa independienie de las demas pero que se encuentran
entrelazadas de tal forma que la solucién factible para una de ellas lo es también para todo el problema. En
este ejemplo cada etapa representa una parte del sistema estructural (cimentacién, columnas y tanque). La
primera etapa. cimentacion, tiene tres allernativas que corresponden al tipo de subestructura que se puede
tener: k, = | representa zapatas aisladas, k; = 2 representa pilotes de concreto y k, = 3 representa pilotes de
acero. Por otro lado, la segunda y tercera etapas tienen tres y siete alternativas respectivamente.

Estados

Las etapas se entrelazan entre si mediante los valores de los estados que se tienen para cada una de eflas y que
aparecen en la funcién recursiva. En este ¢jemplo, los estados estan definidos por las cargas que actian en
cada una de las subestructuras y para las coales se tiene un costo especifico.

Los estados para las etapas 1, 2 y 3 se pueden definir de la siguiente manera:

y\: carga que soporta la cimentacion

Y,: carga que soporta la cimentacién y las columnas
y3: carga que soporta la cimentacion, las columnas y el tanque

1 2 3
Cimentacién Columnas Tanque

| -
1

Y2

Y

Ecuacién recursiva o de retorno

La ecuacidén recursiva o de retomo (R, Ry y R;) es, en este ejemplo, el costo que se tiene para una alternativa
dada de la etapa que se esté analizando. En cualquiera de las etapas debe quedar dicha funcién en (érminas de
tos estados correspondientes a la misma.

A continuacion se describen los célculos para cada una de las etapas.

Etapa 1. Cimentacién

Los valores del estado y, pueden ser: 220, 200, 180, 140 y 120. Cuando y, = 220 la mejor alternativa es la
tercera (pilotes de acero) debido a que tiene el menor costo ($3000). Cuando y, = 200 ta mejor alternativa
sigue siendo la tercera con un costo de $2500 y asi para cada uno de los restantes valores que puede tener y,.
La ecuacién recursiva o de retorno se puede expresar de )a siguiente manera:

Minimo costo para la etapa | dado el estado y, = min{(costo de la altemativa factible)}

El costo de la alternativa factible es simplemente el costo de soportar una carga determinada.

O también, en 1érminos matematicos:;

S1@) = min {R(k )}
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donde k, representa las alternativas para la etapa | que, como se habia mencionado, puede tomar tres valores.

Los calculos para esta etapa se pueden efectuar en forma tabular:

Ri(k,) Solucién 6ptima
4 k=) k,=2 K =3 f.(y)) K *
220000 5000 3500 3000 3000 3
200000 4000 3000 2500 2500 3
180000 3000 2500 2000 2000 3
140000 2500 1500 2000 1500 2
120000 500 1000 1500 500 ]

Etapa 2. Columnas

La ecuacién recursiva debe estar ligada con los calculos realizados en la etapa previa, pero debe quedar
expresada en funcion del estado y,. Es decir:

Minimo costo para la etapa 2 dado el estado y, = min{(costo de la alternativa factible para la etapa 2) + (costo
de la etapa | dado su estado y,))

O también:
f2(y2) = min{Ry(k2) + fi(y1)}

En otras palabras, lo que se busca es el minimo que resulta de la suma del costo por la cantidad de carga que
sopona el tipo de columna (altemnativa) mas ef costo correspondiente a dicha carga y el peso propio de las
columnas que tiene que ser soportado por la cimentacién (etapa anterior). Es decir que la ecuacidn recursiva
se expresa al final como:

L2002 = min{R(ky) + f1(y; + wik)}

Como se puede observar, debido a que la ecuacidn recursiva o de retomno debe quedar expresada en términos
de y,. debe sustituirse y,; por y» + wy(Ky). Y wa(k,) representa el peso propio correspondiente al tipo de
columnas que se tienen como alternativas.

Los valores que puede tomar y, sor: 150000, 130000, 110000 y 100000. Por otro lado, k, puede tener los
valores 1, 2 6 3 dependiendo del tipo de columna que se elija como alternativa.

Para y, = 150000, se tiene:

f2(y2) = min{Ry(ks) + fi(y> + wa(ka))}

f3(150000) = min{R,(1) + £f,(150000 + w,(1)), Ry(2) + £;(150000 + w(2)), Ry(3) + £;(150000 + w,(3))}
w;(1) = 70000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase |, dado el estado y, = 150000
wy(2) = 70000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase I, dado el estado y, = 150000
w>(3) = 50000, es el peso propio de las columnas de acero, dado el estado y, = 150000

Entonces,

f,(150000) = min{6000 + f,(150000 + 70000), 8000 + f,(150000 + 70000), 15000 + f,(150000 + 50000)}
fi(150000 + 70000) = f, (220000)

£,(150000 + 50000) = f, (200000)

De la tabla de la etapa | se tiene que f,(220000) = 3000 y f,(200000) = 2500

Por lo tanto,

fi(150000) = min{6000 + 3000, 8000 + 3000, 15000 + 2500} = 9000, y la alternativa 6ptima resulta ser k, = |

Para y, = 130000, se tiene:
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f3(130000) = min{R(1) + fi(130000 + wy(1)), R(2) + f;(130000 + wy(2)), Rx(3) + £,(130000 + wy(3))}

w,( 1) = 70000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase |, dado el estado y, = 130000
wy(2) = 70000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase |1, dado el estado y, = 130000
w,(3) = 50000, es el peso propio de las columnas de acero, dado el estado y, = 130000

f2(130000) = min {5000 + f,( 130000 + 70000), 6000 + f,(130000 + 70000), 10000 + f,(130000 + 50000)}

De latabla de 1a etapa | se tiene que f,(200000) = 2500 y f,(180000) == 2000

Por lo tanto,

fi(130000) = min {5000 + 2500, 6000 + 2500, 10000 + 2000} = 7500, y la alternativa dptima resulta ser k, = |

Para y, = 110000, se tiene:

f,(110000) = min{Ry(1) + £,() 10000 + w,(1)), R¥(2) + f,(110000 + wy(2)), Ry(3) + £,(1 10000 + w4(3))}

w>(1) = 70000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase I, dado el estado y, = 110000
w(2) = 70000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase [, dado el estado y, = 110000
wy(3) = 30000, es el peso propio de las columnas de acero, dado el estado y, = 110000

£,(110000) = min{4000 + f,(1 10000 + 70000), 4000 + f,(110000 + 70000), 9000 + f,(1 10000 + 30000)}

De la tabla de la etapa | se tiene que f;(180000) = 2000 y f,(140000) = 1500

Por lo tanto,

fi(110000) = min{4000 + 2000, 4000 + 2000, 9000 + 1500} = 6000, y las alternativas 6ptimas resultan ser k,
= | Yy kz =2

Para y, = 100000, se tiene:

£5(100000) = min{Ry(1) + f,(100000 + w,(1)), Ry(2) + 1,(100000 + w,(2)), Ry(3) + ;(100000 + wy(3))}

w;(1) = 40000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase |, dado el estado y, = 100000
wy(2) = 40000, es el peso propio de las columnas de concreto reforzado clase I, dado el estado y> = 100000
w3(3) = 20000, es el peso propio de las columnas de acero, dado el estado y, = 100000

£,(100000) = min {3000 + f,(100000 + 40000), 3000 + £,(100000 + 40000), 8000 + f,( 100000 + 20000)}

De la tabla de la etapa | se tiene que f;(140000) = 1500 y f,(120000) = 500

Por lo tanto,

,(100000) = min {3000 + 1500, 3000 + 1500, 8000 + 500} = 4500, y las alternativas 6ptimas resultan ser k; =
| y k2 =7

Los cédlculos en forma tabular son:

Ra(ka) + fi(y, + wy(ky)) Solucién dptima
Yz =1 k=2 k=3 iy | ks*
150000 | 6000 + 3000 =9000 | 8000 + 3000 = 11000 | 15000 + 2500 = 17500 | 9000 |
130000 | 5000 +2500=7500 | 6000 + 2500 = 8500 | 10000 + 2000 = 12000 | 7500 |
110000 | 4000 + 2000 = 6000 | 4000 + 2000 = 6000 9000 + 1500 = 10500 | 6000 1.2
100000 | 3000 + 1500 =4500 | 3000+ 1500 = 4500 8000 < 500 = 8500 4500 1,2

Etapa 3. Tanque

Para esta Uitima etapa solamente se considera y, = 100000, que es el peso del agua que debe soportar la
estructura en su conjunto (tanque, columnas y cimentacién).

En esta etapa se tienen siete alternativas correspondientes a cada uno de los diferentes tipos de tanque que se
pueden utilizar.

La ecuacién recursiva o de retorno se puede expresar ahora como:

fi(ys) = min{Ra(k3) + f2(y2)}
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pero, ¥» = y3 + wi(Ks)

Entonces.

Sa(vy) = min{Ra(ky + f(p: + wak))}

La cual indica que se busca el minimo que resulta de la suma del costo por la cantidad de carga que soporta el
lipo de tanque (alternativas ky = 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7) mds el costo correspondiente a dicha carga y el peso
propio del tanque que tiene que ser soportado por las columnas y la cimentacion.

Para y; = 100000 se tiene:

£(100000) = min{Ry(1) + (100000 + wy(1)), R5(2) + f2(100000 + wy(2)), Ry(3) + £(100000 + w1(3)). Ry(4)
+ £,(100000 + w;(4)), Rs(S) + £5,(100000 + w(5)), Ry(6) + £(100000 + ws(6)), Ra(7) + £,(100000 + ws(7))}

con:

wy(1) = 50000
wy(2) = 30000
w3(3) = 50000
wz(4) = 30000

w;(5) = 10000
w;(6) = 30000
wy(7) = 10000

f(100000) = min{5000 + f(100000 + 50000), 8000 + f,(100000 + 30000), 6000 + f,( 100000 + 50000}, 9000
+ £(100000 + 30000), 15000 + £,(100000 + 10000). 12000 + f,(100000 + 30000), 10000 + (100000 +
10000)}

De la tabla de la etapa 2 se tiene que f5(150000) = 9000, f5(130000) = 7500 y f3(110000) = 6000
Por lo tanto,

f2(100000) = min{5000 + 9000, 8000 + 7500, 6000 + 9000, 9000 + 7500, 15000 + 6000. 12000 + 7500,
10000 + 6000} = 14000, y la alternativa 6ptima es k3 = |

En forma tabular:

i Ri(ks) + £5(y1 + wa(ks)) Solucién optima
' k3= | k]= k3=3 k3=4 k3=5 kj¢=6 k3=7 f)(y\) k._x*
100000 5000 + 8000 + | 6000 + 9000 + 15000 + 12000 + | 10000 + 14000 |
9000 = 7500 = | 9000 = 7500 = 6000 = 7500 = | 6000 =
14000 15500 15000 16500 21000 19500 16000

El costo 6ptimo de la estructura resulta ser de $14000 y las alternativas dptimas para cada elemento del
sistema (tanque, columnas y cimentacién) se obtienen de la siguiente manera:

Para y; = 100000 la alternativa 6ptima es k; = 1 y el estado y, es:
y2 = y3 + wi(ky)

\ 70 100000 + W'((I)

y2 = 100000 + 50000 = 150000

Para y, = 150000 la alternativa 6ptima es k, = [ y el estado y, es:
Y1 = Y2+ waky)

yi = 150000 + wy(1)

y; = 150000 + 70000 = 220000
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Para y, = 220000 la altermativa optima es k, = 3.

Estos calcutos también se pueden realizar directamente en forma tabular:

bA ks* Y2 = vz + wi(ky) ks* Y1 =Y+ waky) k,*
100000 1 100000 + 50000 = 150000 1 150000 + 70000 = 220000

La solucion 6ptima es:
(ki* ka* k) =G 1L 1)

Es decir que se deben utilizar pilotes de acero para la cimentacion, columnas de concreto clase 1 y un
tanque cilindrico de concreto reforzado. El costo de dicha estructura seria de $3000 + $6600 + $5000 = §
14000, que es el mismo que el valor obtenido en la etapa 3. Como se puede observar los cdlculos son
recursivos ya que para una ctapa actual se utiliza la informacién de la etapa inmediata anterior.

Ejemplo 3.2 Construccién de plantas de energia

Se tiene planeado construir tres plantas generadoras de energia. El presupuesto total disponible es de 30
millones de unidades monetarias y los niveles de inversidén para cada planta pueden ser de 0, 10, 20 o 30
millones de unidades monetarias. La energfa que se puede obtener de cada planta de acuerdo al nivel de
inversién se muestra en la siguiente tabla:

Propuesta Nivel de inversién Planta generadora | Planta generadora 2 Planta generadora
(millones de unidades R, R, Rz
monetarias)
[ ¢ 0 unidades de energia 0 unidades de energfa 0 unidades de energia
2 10 2 1 3
3 20 4 5 5
4 30 6 6 6

Se desea encontrar la politica 6ptima de inversidn en las plantas que maximiza la cantidad de energia que se
puede obtener.

Solucion:
Etapas y alternativas

Cada planta generadora de energfa representa una etapa Es decir, se tiene un sistema constituido por tres
etapas. La primera etapa es la planta 1, |a segunda etapa es la planta 2 (y ya est4 considerada a planta 1) y la
tercera etapa ¢s la planta 3 (y ya estdn consideradas las plantas 2 y 1). En cada etapa se tienen cuatro
alternativas que corresponden a diferentes niveles de inversién:

Alternativa 1: invertir 0 millones de unidades monetarias en una determinada planta.

Alternativa 2: invertir 10 millones de unidades monetarias en una determinada planta.
Alternativa 3: invertir 20 millones de unidades monetarias en una determinada planta.
Alternativa 4: invertir 30 millones de unidades monetarias en una determinada planta.

Estados

En cada una de las etapas el estado correspondiente puede tomar diversos valores que representan la cantidad
de dinero {(unidades monetarias) con que se cuenta. El presupuesto minimo asignado es de 0 millones de
unidades mientras que el presupuesto maximo asignado con el que se puede contar es de 30 millones de
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unidades monetarias. Es decir, los estados para cada etapa pueden tener los siguientes conjuntos de valorcs:
para la etapa |, y, = {0, 10, 20, 30}; para la etapa 2, y, = {0. 10, 20, 30} para fa etapa 3. yx = {0. 10, 20, 30}.

Ecuacibn recursiva o de retorno
Para la etapa |, la ecuacién recursiva es simplemente la cantidad de energia obtenida con determinada
alternativa  elegida (nivel de inversién o cantidad de dinero que se requiere) dado un valor del estado

(presupuesto asignado o cantidad de dinero que se tiene). Matematicamente se puede expresar de la siguiente
manera:

Siv) = max{R(k)}
Para la etapa 2, la ecuacién recursiva representa la cantidad de energia obtenida con determinada alternativa
dado un valor del estado mds la cantidad 6ptima de energia que se podria obtener de la etapa anterior al

utilizar la diferencia existente entre la cantidad que tiene de dinero y la que se requiere en la alternativa
considerada. En términos matematicos:

L2002 = max{R(ky) + f1(y>— K2}

De la misma manera, para la etapa 3 la ecuacién recursiva es:

Si(y) = max{Ry(ky) + (01— ki)}

De manera general la ecuacién recursiva para cualquier etapa que no sea la primera se puede expresar como:
fi(y;) = max{Ri(k)) + f.1(y, — ;) |k; <y}, paraj=2,3

La restriccion k; < yj nos indica que no se pueden considerar las alternativas que requieren més dinero del que
se tiene (jNo se puede comprar algo que cuesta $10 si Gnicamente se cuenta con §5!).

A continuacién se muestran los célculos realizados directamente en forma tabular:
Etapa [. Planta 1

La ecuacién recursiva es:

fi(y1) = max{R,(k,)}

k,: representa a las alternativas (el nivel de inversion o cantidad de dinero que se requiere)
y: el estado que se tiene en esta etapa (el presupuesto asignado o la cantidad de dinero con ¢l que sc cuenta)

Rik)) Solucién dptima
y k= K, = 10 K, = 20 K, = 30 RO k,*
0 0 - - - 0 0
10 0 2 : - 2 10
20 0 2 4 - 4 20
30 0 2 3 6 6 30

Obsérvese, por ejemplo, que con un presupuesto asignado de 0 millones de u.m. solamente se puede cubrir la
primera alternativa, que requiere un nivel de inversion de 0 millones de u.m.; el resto de las alternativas se
convierten automaticamente en no factibles. Con un presupuesto asignado de 10 millones de u.m. se cubren
las dos primeras altermativas que requieren de 0 y 1O millones de u.m. respectivamente; el resto de las
alternativas son no factibles (jestdn més alld de la cantidad de dinero con que se cuenta!). Y el andlisis es el
mismo para el resto de los valores del estado v,.
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Etapa 2. Planta 2

La ecuacion recursiva es:

f(y2) = max {Ra(k,) + fi(y; — k;)}

Vs Ro(ks) + fi(ys ~Ky) Solucidn optima

! k=0 k, = 10 k, =20 k; =30 fa(y») ko*
0 0+0=0 - - - 0 0
10 0+2=2 1+0=1 - - 2 0
20 0+4=4 1+2=3 5+0=5 - 5 20
30 0+6=6 j+4=5 5+2=7 6+0=6 7 20

Obsérvese, por ejemplo, el ultimo rengién de la tabla en donde se tiene asignado una cantidad de dinero de 30
millones de u.m. Si se considera la alternativa de invertir 20 millones de v.m. en la planta 2, ésta generard una
cantidad de S unidades de energia, pero todavia se cuenta con 10 millones de u.m. (diferencia entre lo que se
tiene de dinero y lo que se requiere) para invertirlo en la planta |. De la tabla de la planta | se observa que
cuando se cuenta con )0 millones de u.m. la cantidad méaxima de energia que se puede obtener es de 2
unidades de energla. Por lo tanto, para k; = 20 dado y, = 30 la ecuacion recursiva proporciona un valor de 7.

Etapa 3. Planta 3

La ecuacién recursiva es:

fa(ya) = max{Ry(k;) + f(ys — ki)}

Vi Ra(ka) + f(ys — ki) Solucién 6ptima
k3 =0 k; =10 k3 =20 k3 =130 f;(y1) k}‘
0 0+0=0 - - - 0 0
10 0+2=2 3+0=3 - - 3 10
20 [ 0+5=5 | 3+2=5 | 5+0=S5 - 5 _0,10,20 |
30 0+7=7 3+5=8 | 5+2=7 | 6+0=6 8 10

De hecho, en Ja tabla anterior solamente seria necesario realizar los célculos correspondientes al altimo
renglén (y; = 30) debido a que se requiere que al final se utilicen los 30 millones de u.m. disponibles.

La solucién 6ptima es:

Ya ks* Y2 = y3— kit ko* yi=y,—k* ki*

30 0 30-10=20 20 20-20=0

(ki*, ky*, ka*) = (0. 20. 10)

Dicha solucién indica que se tiene que tomar la opcion de invertir 0 millones de unidades monetarias en la
planta 1 para obtener 0 unidades de energia, 20 millones de unidades monetarias en fa planta 2 para obtener §
unidades de energia y, finalmente, 10 millones de unidades monetarias en la planta 3 para obtener 3 unidades
de energia. La energia total obtenida es de 0 + 5 + 3 = 8 unidades de energfa con un nivel de inversién
requerido 0 + 20 + 10 = 30 millones de unidades monetarias. Los resultados anteriores coinciden con lo que
se tiene en el altimo rengidn correspondiente a la etapa 3.
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3.2 CALCULOS EN EL SENTIDO DE RETROCESO

En los ejemplos anteriores los calculos se han realizado en el sentido de avance, es decir, calculando primeso
la etapa |, a continuacién la etapa 2. luego ta etapa 3 y asi sucesivamente. Sin embargo, en muchas ocasiones
los calculos de los problemas de programacién dindmica pueden comenzar en la dltima etapa y terminar en [a
primera. es decir, los calculos se llevan a cabo en el sentido de retroceso. Esto s¢ debe principalmente a que
algunas veces los cdlculos y la manera de establecer la ecuacién recursiva o de retorno se vuelven mas
sencillos. Por lo tanto, el sentido de avance o de retroceso depende de la forma en que resulte mds sencillo
realizar los cdlculos. La diferencia principal entre ambos sentidos de calculo se encuentra en la definicién de
los estados. Asi, para et ejemplo anterior se tiene que:

y:: abarca el presupuesto de la planta |
ya: abarca el presupuesto de las plantas 1y 2
y;: abarca el presupuesto de las plantas 1,2y 3

Planta 1 Planta 2 Planta 3

Yy

Ya
Fig. 3.1 Célculos en el sentido de avance

En el siguiente ejemplo que se realizard los calculos se realizan en el sentido de retroceso. Es decir:

y3: abarca el presupuesto de la planta 3
y: abarca el presupuesto de las plantas 2 y 3
y,: abarca el presupuesto de tas plantas 1,2y 3

Planta | Planta 2 Planta 3
—
Y3
| |
Y
I |
Y

Fig. 3.2 Célculos en el sentido de retroceso

Ejemplo 3.3 Construccién de plantas de energia (cdlculos en sentido de retroceso)
Se resolverd a continuacién el ejemplo 3.2 realizando los calculos en sentido de retroceso.

Solucién:
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Se comienza, ahora, con la etapa 3 en donde la ccuacién recursiva es:

fa(ya) = max {Ra(ks)}

fa(ys): es la cantidad optima (maxima) obtenida de la planta 3 dado el estado ys.

Para las etapas 2 y | la ecuacién recursiva es:

fi(y) = max ¢Ri(ky) + futy;— k) [k <y} paraj= 1,2

fo(ys): es la cantidad 6ptima (maxima) obtenida de las plantas 2 y 3 dado el estado y,.
fi(y1): es la cantidad 6ptima (méxima) obtenida de las plantas |, 2 y 3 dado el estado y;,.
Los calculos se realizan en forma tabular;

Etapa 3. Planta 3

Ra(ks) Solucién 6ptima
Y3 k=0 k;= 10 ks = 20 ks = 30 fily2) ke*
0 0 - - - 0 0
10 0 3 - - 3 10
20 0 3 S - S 20
30 0 3 5 6 6 30
Etapa 2. Planta 2
Ra(ka) + fiys — ko) Solucién 6ptima
y2 =0 k=10 ko = 20 k, = 30 folys) kot
0 0+0=0 - - - 0 0
10 0+3=3 1+0=1 - - 3 0
20 0+5=5 1+3=4 5+0=35 - 5 0, 20
30 0+6=6 1+5=6 5+3=8 6+0=6 8 20

Obsérvese que, como en el ejemplo anterior, la diferencia entre el dinero que se tiene y lo que se requiere para
determinada aiternativa se utiliza para obtener la energfa 6ptima de la etapa anterior (etapa 3).

Etapa 1. Planta |

Ry(ky) + fify; —ky) Solucign 6ptima
Y K, =0 K =10 k, =20 k, = 30 D) k,*
0 0+0=0 - - - 0 0
10 0+3-3 2+0=-2 : - 3 0
20 | 0*5=5 | 2+#3=5 | 4+0=4 | - .. 5 0,10 ___]
30 0¥8-3 275=7 4v3=7 | 6+0=-6 8 0

Nuevamente, se puede observar que para la ultima tabla es suficiente con hacer los cédlculos para el estado y,
= 30 debido a que al final se tiene que utilizar todo el recurso disponible (30 millones de unidades
monetarias).
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La solucién éptima es:

Yi k* y2=vi—ki* ky* ¥ = Y2 —k* ko*

30 0 30-0=30 20 30-20=10 10

(k,*. ko, K+*) = (0, 20, 10), con una cantidad maxima de energa obtenida de 8 unidades (ver ultimo renglén
de la tabla correspondiente a la etapa 3).

La cual es la misma solucién que en el ejemplo anterior.

Ejemplo 3.4 Obtencién de la geometria de una armadura

Se desea optimizar el disefio de la geometria de una armadura como la que se muestra a continuacién:

I\ \N \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\}\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ NN\
\j
>

1 l |
Crujia | Crujfa 2 Crujfa 3

Las crujfas estan numeradas de izquierda a derecha del 1 al 3. La configuracion de ta armadura esta definida
por las coordenadas x, y de los nodos. Se considera que las crujfas tienen una longitud unitaria y que la
armadura es siméfrica con respecto ai eje x. En el extremo izquierdo actiia una carga verlical unitaria y en el
extremo derecho la armadura se encuentra empotrada. Debido a que la armadura es estiticamente
determinada, la fuerza axial en cada una de las barras depende de la geometria que estd dada por las
ordenadas y,. y,, y; de la cuerda superior. En otras palabras, las fuerzas en las barras de la crujfa 7 solamente

dependen de y,; y y,. La restriccién que presenta el problema es que cada y; solamente puede tomar los valores
de 0.2,0.4,0.6.0.8 y ).

Se trata de minimizar el costo del diseito que se asigna a cada barra de Ja armadura.
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Solucién:

Una forma de determinar el costo de disefio de las barras es considerando uno costo unitario por unidad de
volumen, asi como un esfuerzo a tensién o a compresion unitario. De tal manera que:

F
/=3
= F
A
A=F

Multiplicando ambos lados por la longitud, L:

LA=FL

V=FL

Es decir que el volumen de cualquier barra es et producto de su fuerza axial y de su longitud. Debido a que se
esta considerando un costo de una unidad por unidad de volumen, el costo de cada barra es el producto de su
longitud y el valor absoluto de su carga axial:

c=Ir[L

Debido a que, como se menciond anteriormente, y;, y y; determinan las fuerzas axiales y las longitudes de las

barras que se encuentran en la crujia 7, el costo de la misma es funcién de ambas variables. Si se representa tal
costo como C,(Y..1, ¥,), el costo de las primeras J crujfas es:

Cilyo=0,y1) + Cay(, y2) + ... + Ci(Yiar ¥i)

Si fiy;) es el minimo de la expresidn anterior, entonces:

Siy)) = min{C(0, y,)}

Y.

S = min{Ci(yr., ) + fri0n)} i=2, 3

Lo cual representa el ménimo costo de las primeras i crujias si su extremo derecho se fija en (i. y;). Y si para
un valor fijo de y, se hace una eleccidn arbitraria de y;., el costo del segmento de (i, y:) a (i-1, y...) queda

representado por Ci(yi.1, ,). mientras que el costo del recorrido restante de (i-1, yi.,) a (0, 0) es fii(yi.1).

Otra forma de encontrar ¢l disefio Optimo es mediante la enumeracién exhaustiva. Es decir, se tienen gue
analizar y comparar todas las posibles rutas o caminos que corresponden a un disefto diferente.

En la sigaiente figura se muestran las diferentes posibilidades que suman entre todas ellas 125. Por lo cual,
esta forma de encontrar el disefio 6ptimo no serla adecuada, ya que se tendria que hacer un andlisis estructural
para cada una de las posibilidades.
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Por lo tanto, resulta mejor resolver el problema mediante programacién dinamica utilizando las ecuaciones
recursivas definidas previamente:

fily:) = min{C,(0, ¥,)}

fiy) = min{Ci(yis. y) + firlyia)} i=2.3

Las crujias de la armadura representan las etapas del sistema. Los valores de y, representan los estados, en
donde para cada y; (fijo) se tienen cinco alternativas, y,., = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0}, excepto para la etapa 1. en
donde y,.; =y, = 0.

Al utilizar las funciones anteriores ¢s importante definir las expresiones C,(0, y)) y Ci(yi.). yi) en términos de
i y yi1 de tal forma que permitan determinar el costo de las barras de la crujia i (etapa /) sin necesidad de

[levar a cabo los andlisis estructurales correspondientes.

Por e¢jemplo, para la etapa | (crujia 1), se tiene como unica alternativa y, = 0, mientras que los posibles
estados de y, son: 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0.

Si se considera y, = 0.4, para conocer el costo asociado a la crujfa | se tiene que realizar el andlisis de las
fuerzas en las barras:

Por conservacién de proyecciones se tiene:
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B(l.0.4)

04

(1-F/04

Por LF, =0
-l+F+AC, =0
AC, = 1-F = AC,= (1 - F)/0.4

Por2F, =0

£ u=h_,
0.4 0.4
F-(1-F)=0
F-l+F=0
F=0.5

. AB= [(AB,) +(AB))

con AB, =T =0.5

AB,=F/04=0.125

AB = 1346 — Fuerza axial en la barra

La barra AC es simétrica a la barra AB, por lo que:
AC =1.346 — Fuerza axial en la barra

La longitud de ambas barras es:

L =)’ +(0.4)* =1.0770

El costo de disefio de una barra se definié como C = |F|L, por lo tanto:

Costo de la crujia = (2) (Fuerza) (Longitud)
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Costo de la crujfa = (2) (1.346) (1.0770) = 2.90
Es decir que cuando y, =0 y y; = 0.4, el costo de disefio es de 2.90

Ahora, considerando y; = 0.8, se tendria:

Y
4
B(1.0.8)
F/0.3
F 0.8 0.8
1
A
............ - -— —,’ X
I ¢
{(1-F/08
0.8
C
Por XF, =0
-1 +F+AC, =0
AC, = 1-F= AC,=(1-F)0.8
Por 3F, = 0
F -
F_0-hn_,
08 038
F-(l-F)=0
F-1+F=0
F=05
0.5
S AB=AC = [ﬁ] +(0.5)* =0.80 — Fuerza axial en las barras

L= )" +(0.8) =1281
Costo de la crujia = (2) (0.80) (1.28)) =2.05

Se puede apreciar que para cualquier valor de y, el costo de la crujia | es:
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2
Costo de la crujia = 2 {E} +(0.5)" (1) +

N

Costo de la crujia = 2 0'225 +025J1+y}
N

2
|

(Costo de la crujia)’ = 4{ 0.25 + 0.25](I +y)

2
I

(Costo de la crujia)* = 4 [0.25 +0.25y7 + 025, 0.25]

. 1
(Costo de la crujia)’ = y} +—+2
]

; ]
Costo de la crujla= |y} +—+2

Factorizando,

Costo de la crujfa= [y} +—17+2 = J(,V. +‘I‘](y| *L]
Y Y N

3

= |-

Costo de la crujia = [y. +

. |
Costo de la crujia = y, +—

Es decir,

. |
GOy =y +—
Y

De manera similar se puede legar a determinar que:

C,Woy) =i+ Yy, -(i-2)y, parai>|, 1:-<f)—'|

y

. iy 28 . . Yi Vi
C i y)=-D+y) y, -+ )y, parai>], T>:

Las ecuaciones recursivas se convierten, entonces, en:
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f.(y.)=min{y.+i}
W

i+ y2)

y

f;(})})=mi"{

i}

G-+ y))

-(i+|)(y,..)+f,..(y,-..)} para i=2.3 con

jf(y,)=min{——-(i-Z)(y,)+[A.(y,_|)} para i=2,3 con 2:.#<
Y

Y
i-1

Vi Yo

ii-l

._VL= y:—l

En caso de que ek se puede aplicar cualquiera de las dos Gltimas expresiones.

1 -

Los calculos se realizan en forma tabular en el sentido de avance.

Etapa 1. Crujia |

ﬁ(y.)=min{y. +l}

3

l

Solucién optima

¥ hr Yi

Yo =0 filyn yo*
0.2 5.20 5.20 0
0.4 2.90 2.90 0
0.6 2.27 2.27 0
0.8 2.05 2.05 0
1.0 2.00 2.00 0

Estos resultados se pueden representar esquematicamente de la siguiente manera:
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Etapa 2. Crujia 2

fz()’z)=mi"{

2(1+ y}

3

)‘+—/;(yl)}‘ para };_2<%

[ ry;
L) = m'“{im—y. S para L5
» 2 |
vs Calyny) + filys) Solucién éptima
yi=02 y, = 0.4 yi = 0.6 y, = 0.8 y; = 1.0 fx(y2) y*
02 [ 104+52=156 | 11.6+29=145|13.6+227=1587 | 164+205=184S] 20+2=22 14.5 0.4
04 | s2+52=104 | 58+20=87 68+227=907 | 82+205=1025 | 10+2=12 8.7 0.4
06 | 666+52=132 |387+209=677| 453+227=68 | 5.47+42.05=752 [6.67+2=867 6.77 0.4
08| ’+s2=132 29+29=58 | 34+227=567 | 410+2.05=6.15 S+2=17 567 0.6
10| 98+52=15 46+29=75 [ 2.72+227=499 | 328+ 2.05=533 4+42=6 4.99 0.6
Esquematicamente: y
...... X

Etapa 3. Crujfa 3

3

+ ;)

f.‘(y,.>=min{——y,+ﬁ<y1)}‘ para 2 <2
1
200+ 92
fi(yy) =min {w”“}’z +fz(}’z)}s para £4) > %
2
y Ca(ynya) + faly, Solucién éptima
k]
Y) = 0.2 Yy = 0.4 Yy = 0.6 Yo = 0.8 Y2 = 1.0 G(y_'() yz"
02 |154+145=299| 172+87=2591202+677=2697 |244+567=30.07|29.8+4.99=13479 259 0.4
04 | 108+145=253] 83+87=17.0 98+677=1657 |119+567=1757|14.6+499=19.59 16.57 0.6
0.6 |128+145=273] S2+87=139 | 62+677=1297 | 1.6+567=1327 | 9.4+4.99=1439 12.97 0.6
0.8 |156+145=301| 66+87=153 | 43+677=1107 |535+567=1102| 6.7+4.99=1169 11.02 08
10 | 192+41435=337] 84+87=17.1 |427+677=11.04 | 392+567=959 | 50+499=9.99 9.59 0.8
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Esquematicamente:
y
A
ot () () ()
i () W o ()
06 QIO
04 e )
02+ =) N e
_ } Y ——ef e X
: l 2 3

De la figura anterior se puede observar que, en la ctapa 3. el menor de los costos que se tiene para la armadura
¢s de 9.59 con:

y;=l0=>y;,=08>y,=06

Es decir que ta geometrfa dptima (disefio 6ptimo) de la armadura que proporciona el mcnor cosio es la
siguiente: 5
Z

7
2
""" [ /
7
%
A
1.0 | o ?'
0.8 ;
7
A
0.6 ;
7
B R VAN G
7
%
z
0.6 ?:
0.8 ?
1.0 S . f
7
Z
7
..... - Z
%
7%

T O

Si. por ejemplo, el valor de y; estuviera restringido a 0.4, el costo minimo de la armadura seria de 16.57 con
y:=0.6yy, =04
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Ejemplo 3.5 Linea de tuberfa

Una linea de tuberias para conduccion de agua se va a establecer entre los puntos (ciudades) A y E. La linea
de tuberfa debe pasar por uno de los nodos B, B, y B;, por uno de los C;, C, y C; y poruno de D, D; y D.
Los costos asociados con cada segmento de la linea de tuberfa junto con las etapas en que se puede dividir et
problema se muestran a continuacién:

Etapa | Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4

Determinar el conjunto de segmentas que minimiza el costo de la linea de tuberfa.

Solucién:

El problema se puede resolver en el sentido de avance o de retroceso. Se decide arbitrariamente resolverio en
el sentido de retroceso.

Los estados, y, quedan definidos por los nodos origen en cada una de las etapas, mientras que las
alternativas, k, son Jos nodos destino.

Las ecuaciones recursivas o de retorno que se van a utilizar son las siguientes:

Para la etapa 4:

falys) = min{Cy(ko)}

donde,
Y« ={D), Dy, D3} ~— nodos origen

ky = {E} — nodo detino

Para el resto de Jas etapas:

fity;)) = min{Cy(k,) + fii(kp)}. J=1,2,3

Ci(k;): es el costo del segmento de tuberla que va del nodo origen y, a la alternativa como nodo destino ,.
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CAPITULO 3
Etapa 4 (j=4)
Ya Caky) Solucién dptima
ke=E fo(ky) k*
D, 9 9 E
D, 6 6 E
D; 12 12 E
Etapa 3 (j =3)
Y3 Ca(ks) + fa(ks) Solucién éptima
k3 = D| k3 = Dz k3 = DJ fg(y3) kj*
C, 8§+9=17 12+6=18 19 +12 =31 17 D,
C, 9+9=18 11+6=17 13+12=25 17 D,
Cs 7+9=16 1546 =21 14 +12=26 16 D,
Etapa 2 (j =2)
Y2 Ca(ks) + f(ky) Solucién 6ptima
k, = C, ky=C, k,=Cy fy2) ko*
B, 8+ 17=25 12+ 17=29 19 + 16 =35 25 C,
B, 9+ 17=26 11+17=28 13+16=29 26 C,
B; 7+17=24 15+17=32 14+ 16 =30 24 C,
Etapal (j =1)
Y Cilki) + f5(ky) Solucién 6ptima
k| = B| k| = Bz k] = 83 f|(Y)) k|*
A 10 +25=135 15+26=41 12+24 =136 35 B,
De esta ultima tabla se obtiene directamente ¢l costo minimo de la linea de tuberfa: 35
La solucién optima es:
Yi ki* Y2 ko* Y3 ks* Ya k*
A —»[B] % 5 —¥[C] > ¢, —»[D] D, —»|E]
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Costo=10+8+8+9=35
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CAPITULO 4 PROGRAMACION NO LINEALAPLICADA A PROBLEMAS DE DISENQ

4. PROGRAMACION NO LINEAL Y PROBLEMAS DE DISENO

La mayorfa de los problemas relativos a la Ingenierfa Civil, principalmente los que tienen que ver con el
disefo, son de caracter no lineal. Por esta razén los métodos de programacidn no lineal son quiza la
herramienta mas importante para resolver tales problemas.

Bésicamente, se tienen dos tipos de enfoques para atacar problemas no lineales: el enfoque clésico y los
métodas numéricos. En ambos, los modelos matematicos pueden ser condicionados o incondicionados.

Optimizacion no restringida

Optimizacién restringida

? Enfoque clasico

Programacion
no lineal

% Métodos
numéricos

Fig. 4.1 La programacién no lineal

Optimizacién no restringida

S

Optimizacién restringida

En este capltulo, por razones de extension, solamente se aborda el enfoque cldsico, e cual requiere que el
fector tenga nociones bésicas de célculo de una y de varias variables.

Los ejemplos gue se muestran pertenecen principalmente al drea de estructuras ya que son precisamente €stos
en donde ha tenido su mayor aplicacién la programacién no lineal aunque en la actualidad su uso también es
muy frecuente en las dreas de mecanica de suelos e hidraulica.

4.1 OPTIMIZACION NO RESTRINGIDA

La optimizacién incondicionada consiste, como su nombre 1o indica, en encontrar los valores de las variables
de control que maximizan o minimizan el valor de una funcién objetivo, 1a cual no se encuentra sujeta a
ninguna restriccién. En otras palabras, los que s¢ busca son los puntos extremos de una funcién,

Un punto x” es un maximo si f(x" +Ax)5f(x°), en donde Ax es un valor suficientemente peguefio

(positivo o negativo). Es decir, x” es un maximo debido a que el valor de f'en cualquier punto de la vecindad
de x° no excede a f(x).

Un punto x° es un minimo si f(x° +Ax)2 f(x°). Es decir, x° es un minimo debido a que el valor de fen

cualquier punto de la vecindad de x° no es menor que f{x°).

Un punto éptimo (maximo o minimo) puede ser local o global. Un maximo global es e} mayor de todos los
maximos que puede tener la funcién en un intervalo determinado. Un minimo global es el menor de los
minimos que puede tener l1a funcién en un intervalo determinado.

Por ejemplo, considérese la grafica de la funcién f{x) en el intervalo fa, ] En dicha figura se pueden
identificar los siguiente puntos:

x™: es un punto extremo del intervalo.

xP: es un méximo global debido a que f(x") = max [f(x” ) f(x“)} .

x%: es un minimo local.
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xD_: es un maximo tocal

x": €5 un punto de inflexién (tiene pendiente cero, pero no es maximo ni minima).
x": es un minimo global debido a que f(x")=min{f(x"), 7(x")} .

x%: es un punto extremo del intervalo.

Rx)
A

f(x®)

I‘(x')) .

f(xr) e

(%"

Fig. 4.2 Méximos y minimos de una funcién

4.1.1 Concavidad y convexidad de funciones de una variable

Una funcién es convexa en el intervalo de x, o < x < b, si para cualquier valor de 8, entre cero y uno.
0<6<1,secumple que:

S(Ga+(1-6)b) <& (a)+(1-0)/(b)

El valor de x se define en términos de a, b y 6.

x=06a+(1-0)b

En la siguiente figura se muestra fa prueba de convexidad para una funcién f{x).
f(x)

t

ib) . S
A
BfaY+(-0)1b)
Ix = BaH | -BIb) [~z . 1
i i >
a x b

x=0a+(1-0\b
Fig. 4.3 Convexidad de una funcién
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El punto B representa a f(x) = f(6a+(1-8)b), mientras que el punto 4 representa a F(a)+(1-0)f(b).
Debido a que B < A4, la condicién de convexidad se satisface para un valor dado de x.

Una funcién es c6necava en un intervalo de x, a < x < b, si para cualquier valor de 6. entre cero y uno,

0<8 <1, se cumpie que:
S(Ga+(1-0)b)z & (a) +(1-6)f(b)

4.]1.2 Condiciones necesarias y suficientes para funciones de una variable

Las condiciones necesarias y suficientes son aquellas que debe cumplir un punto x" para que sea un punto

extremo (maximo. minimo o punto de inflexién).
Condicién necesaria

La primera derivada de f{x) evaluada en x es igual a cero.

=0 |

Condiciones suficientes

x" es un minimo si /"(x") > 0 y n es un entero par.

x” es un maximo si /"(x") < 0y nes un entero par.

x" es un punto de inflexion si /"(x") =0y n es un entero non.

4.1.3 Concavidad y convexidad de funciones de n variables
Sea f{x) una funcién de n variables, es decir, x =(x;.x3....,x,)
Una funcién f{x) es una funci6én convexa si satisface la siguiente inecuacién:

f(@' +(1-)x>) <G (x")+(1-86)f(x?), para 0< 6 <1y en donde,

x=8&'" +(1-6)x?, o en forma matricial:

( | 2
X X X

,|1=0 I\ +(1-8) '2 , en caso de que se tratase de una funcién bivariada.
X~ Xz X2

Una funcion f(x) es una funcién céncava si satisface la siguiente inecuacién:
S(& +(1-6)x)y 28/ (x"Y+(1-8) f(x?),para 0<O <]

Notacién

Sif'es una funcién de dos variables, entonces, se denota como f(x;.x,).

Un punto x’ se representa como:
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donde,

x,' : valor de la variable x, para el punto 1.

x; : valor de la variable x; para el punto |.

Un punto x’ se representa como:

donde,
x{ : valor de la variable x, para el punto 2.

x2 < valor de la variable x, para el punto 2.

f(x1.x2)

!

Fig. 4.4 Representacion de un punto para una funcién bivariada

4.1.4 Condiciones necesarias y suflclentes para funciones de n variables

Condicién necesaria

La condicién necesaria para que el punto x? = le’xg .A.x,?l sea un punto extremo (maximo. minimo o punto
de inflexidn) de f{x) es que:

:

Vr(x%)=0

Es decir, que en un punto extremo el gradiente evaluado en el punto x” se anula.
Condiciones suficientes
Las condiciones suficientes para que x” sea un punto extremo son:

Para un mfinimo

Si la matriz Hessiana, H, evaluada en x” es positiva definida, entonces, x” es un minimo.
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La matriz Hessiana se define como:

[ /()8 &S]
axll axIaxl ax)axn
ARG N A CI RV AC))
H(x)=| dx,dx, ox} =~ ax,ox,

()2 f(x) 2 S(x)
ox ox, ox,ox,  ox?

n

La matriz hessiana es positiva definida si su k-ésimo menor principal es positivo. El k-ésimo menor principal
de H,., esta dado por:

hyhyy by
:h"h””'h“ k=12..n
hklhkz "'hlnk

Es decir, se tiene que cumplir lo siguiente:

Para k = 1, |,|>0

Para k = 2, 2‘7"”: >0
hyhyhy

Para &k = 3, (A, h,0,|>0
NN

Si el k-ésimo menor principal de H es no negativo (2 0), la matriz es positiva semidefinida.
La funcién que satisface la condicién de la matriz hessiana positiva definida es una funcién convexa.

Para un maximo

Si la matriz Hessiana, H, evaluada en x” es negativa definida, entonces, x° ¢s un maximo. ‘

La matriz hessiana es negativa definida si su k-ésimo menor principal tiene el signo (-I)“.

Es decir, se tiene que cumplir lo siguiente:

Para k = 1. |h,|<0

B
by

Para k = 2, >0
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hhahy
Para k = 3. |k, k| <0
h:NhJZh]J

Si el k-ésimo menor principal de H es cero o tiene el signo (-1)*, la matriz es negativa semidefinida.

La funcién que satisface |la condicién de la matriz hessiana negativa definida es una funcién céncava.
Ejemplo 4.1 Problema de dinAmica estructural

Determinar los desplazamientos de un sistema estructural representado por masas y resortes con los siguientes
datos:

X X

AL NN A SSENARNALARN SN SN

ky = 2000 T/ecm k> =500 T/cm
/RN VY VY W | MMM 2
Z F,=2000T . g F,=4000T
Vs g 2_’
///////////.r’ff//// (L iddd /!!/f/f/f/////f//g)f///! Ll Lddldddsdiiyl

La energia potencial del sistema es:

EP=E —E,
donde,

EP: Energia potencial del sistema
£.: Energia elastica de los resortes

E, =—|-I<e2
2

e: Enlongacién o desplazamiento relativo
E,: Energla potencial debida a la fuerza aplicada
£, = Wx

x: Desplazamiento de la masa (carro)
W: fuerza que actia sobre la masa

Funcién objetivo

Al sustituir datos para la energfa potencial del sistema se tiene
L,o2 | 2
EP =5k,x| +5k, (x,—x,) -Wx -W,x,

Como se puede observar, la expresién estd en funcidn de los desplazamientos de las masas. Tales
desplazamientos, a partir del equilibrio , se obtienen cuando la energla potencial del sistema ¢s minima, por lo
cual la funcién objetivo es:

Min f(x) = %(2000);:,7 + 15(500)(:(22 -2x,x, + x; ) - 2000x, — 4000x,
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Condicién necesaria

Se debe cumplir que el gradiente de f(x) evaluado en x” sea nulo.
vr(x®y=0

Solucidn

A partir de la condicion anterior se encuentra el punto X"

ZAC9)
ax,
I (x)
Ox,

Vf(x*) =

z(i) =2000x, - 500x, + 500x, —2000 = 2500x, — 500, — 2000
xl

I _ 500x, - 500x, - 4000
X,

Se obtiene el sistema,

2500x, - 500x, —2000 =0
-500x, +500x, —4000=0

que al resolverse proporciona el punto buscado.

St

Es decir, los desplazamientos que minimizan la energfa potencial del sistema son:

x; =3
X = 11
con EP =-25000 T-cm

Condicion suficiente

La condicién suficiente se utiliza para verificar si el punto encontrado se trata de un maximo o un mfnimo.

Se determina, en primer lugar, la matriz hessiana de la funcién f{x):
222 /(x)
ox!  ox0x,

0" f(x) 3" f(x)
ax2arl ax;

H(x)=
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2500 —500]

)= {-500 500

Al ser evatuada esta matriz en el punto x° se obtiene:

. [2500 —500]
H(x*)=

-500 500

El k-ésimo menor principal de H(x") es:

2500 -500
-500 500

}=] 250 000-250 000 =100 000 >0

Debido a que este menor principal es positivo, H(x") es positiva definida. Se verifica. entonces. que el punto

o |3 .
x = 0 es un minimo.

En la siguiente figura se muestra la solucién del problema.

- 10D0* % 24250 4yt 2~500Y X yE25 0¥ xA2=2000*%-4000*y

4.2 OPTIMIZACION RESTRINGIDA

La optimizacién restringida es aquella en donde se trata de encontrar el éptimo (méximo o minimo) de una
funcién objetivo no lineal que se encuentra sujeta a restricciones de la forma =, < o 2. La mayoria de los
problemas de optimizacién de disefio en ingenieria son de esta clase.
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La forma clasica de un programa no lineal restringido es la siguiente:

z = f(x)

Sujeto a

g,(x){=<2)=b coni=1,2,..,m

siendo x un vector de » variables de control o de decisién
x ={x, %5, X, )

El método mas comiin para determinar el 6ptimo de un programa no lineal con restricciones es el que se
conoce como Método de Lagrange.

4.2.] Problemas con restricciones de igualdad (restricciones activas)
Un problema con restricciones activas tiene la forma:

Max,Min z = f(x)
g(x)=5

o lo que es }o mismo:

Max, Min z = f(x)
g:(x)_b1 =0

Para aplicar el Método de Lagrange es necesario determinar, en primera instancia, la funcién lagrangeana o
funcion de Lagrange, la cual est definida como:

Ln A= 10)- 3 4 (8,65)-5)

Los pardmetros A, se conocen como multiplicadores de Lagrange y se encuentran asociados a cada una de
las m restricciones del problema.

Las condiciones necesarias para el 6ptimo son:

aL
—=0 j=12,...,n
a7

O o ici2m
£

Las condiciones suficientes sc establecen de la siguiente manera:

Sea H“ =[ OlP J
T
P |Q (monYmsp)

donde,

Vg, (x)
p=L:

Vg, (X)) .
y
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Q:[JLQJ)

para toda i ]
ox,0x, J . >

H" se conoce como la matriz hessiana en 1a frontera.

Dado el punto estacionario (x”, 2”), para la funcién de Lagrange L(x, ) y fa matriz hessiana en Ja frontera H”
¢valuada en (x”, 1%, entonces x’ es:

a) Un mdximo si, comenzando con el menor principal del determinante de orden (2m+/), los Gltimos
(n-m) menores principales del determinante de H® forman una configuracidn de signos alternos

mdl

comenzando con (-/)7"".

b) Un minimo si, comenzando con el menor principal del determinante de orden (2m+ 1), los iltimos
(n-m) menores principales del determinante de H” tienen el signo de (-1)™.

Sin embargo, algunas veces un punto estacionario puede no satisfacer las condiciones de suficiencia
anteriores, pero sin que esto no signifique que no sea un punto extremo (maximo o minimo). Existen otras
condiciones que son tanto necesarias como suficientes, pero su aplicacién en la mayorfa de los casos resulta
no factible.

Se define la matriz

P
A= # evaluada en el punto estacionario (x’, 2%
P'lo-pl

donde ues un parametro desconocido e / es la matriz identidad. Entonces,

1) x”es un punto méximo si cada una de las (n-m) raices 4 del polinomio /4 /= 0 son negativas.

2) x”es un punto minimo si cada una de las (n-m) raices 4 del polinomio /A /= 0son positivas.

Ejemplo 4.2 Disefio de una estructura de volumen maximo

Se desea construir una estructura de forma cibica con el médximo volumen posible. Las aristas de la estructura
son miembros rigidos que se obtendran de una pieza de 12 metros de longitud.

Las variables de control o de decisién son x;, X, y Xi, que representan respectivamente la longitud,
profundidad y altura de la estructura cibica.

X1

Xy
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Funcién objetivo

La funcidn objetivo es ¢l producto de las tres dimensiones de la estructura.

V= f(x)=2xx,x,

Restricciones

La tunica restriccion del problema est4 dada por la cantidad del recurso disponible.
4x, +4x, +4x, =12

Modelo matematico

Con la anterior y las restricciones de no negatividad, se tiene el siguiente modelo matematico:

Max f(x)=xx,x,
Sujeto a
X, +x,+x,-3=0

x,20,x,20,x,20

Funci6én de Lagrange

La funcién de Lagrange esta dada como:

Lx )= f(0)-2 4 (g(x)-b)
=1
con m = / debido a que solamente existe una restriccién.

Entonces,

L(x,A)= f(x)- 2 (g(x)-b)

L(x,A)=xx,x, — A, (x, +x, +x,-3)
Condiciones necesarias

Para el punto o puntos criticos es necesario que:

a

=0 j=12....m
/

o _,

oA,

donde j = 3 debido a que se tienen tres variables de decision

Entonces,
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aL

Ef*"’“ -4, =0...(1)

L

—=xx,-4=0...(2)

Ox,

AL

g):m)_g =0...03)
%: x, +x,+x;-3=0...(4)

Punto estacionario

Despejando x; de (1), se tiene:

A

x, =—
xJ

Despejando x, de (2), se tiene:

Por lo tanto, x, = x, = }’—...(5)
1

La ecuacitn (3) se puede escribir como
x! =4, =0; por lo tanto,

X, =X, = x‘:lz

De la ecuacion (S) se tiene que,

A

X

= 211/1

3

de donde x, = 4"

Al sustituir x, = x, = x, = 4% en la ecuacién (4) se obtiene

A AV 0 =3
341 =3

,{II)‘) = |

4=\

A =1

Entonces. x;, =/, x, =1 xy3 =/
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El punto estacionario es (x°,4°) = (x0, x5, x5, 4°) = (LL1,1)
Condiciones suficientes

Se determina la matriz hessiana en la frontera:

H*® =[O_1P_}
7
P ‘Q (aw4n)min)

og, og, O
P=(Vg,(x)),_l={§ - a%}“ L)

[
Pr=|1
|

(3L &L 'L
ax} axox, adx, 0 1,
C oL 'L AL

Q= 3 =[x, 0 x
axZ&I axz azzax]

L L 2L
axox, ox,ox, oOx

x, x, 0

3-3

Entonces,
ofr 11
Y = l|0 X, X,
Ix, 0 x
l|x; x 0

Se evalna /" en el punto estacionario (x’ A%, con lo cual se obtiene:

01 ¢
1ot
1101
1110

B

Verificacién del maximo o minimo

Se procede, ahora, a deterninar si el punto x” es un maximo o un minimo. Para ello se analizan los iltimos (-
m) = 3 — | = 2 menores principales del determinante de H* comenzando con el menor principal del
determinante de orden (2m+/) =2 + ] =3,
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El punto x” = (1.1,1) no satisface Jas condiciones suficientes, pero esto no significa que no sea un punto
extremo.

Se utiliza, ahora, la condicién necesaria y suficiente,

[ o ]

A=) ———

PT|lo-pul
ot 1 1

Ao 110-4 x x,
I| x, 0~u x
II X, X, 0—-u

Para (x”, 1%, se tiene que

ot 11
a1 1
) (o —pt
et -u

A

Sc determina, ahora, |A|=0:

0111
e 1 [ TR | N IR VR 1 -p 1
] -y ]
|A|=I =0| 1 -p [=11 =g M+ 1 A=l ) -p
H Co-g v - o
| N 7]
1A|=0-1[;ﬁ+|+1+y-|+,u]+|[-p+l-y-1-1-p’]-l[l+1+y’—|+y+,u]

|A|=0—|:,u2 +2,u+l]+[—,u‘Z -2u- I]-[,u2+2,u+l]

|A|=—(,u2 22U+ D)= A 2u )= (P +2u+ )= 3 +2u+ )= 3u* -6u-3=0
3t +6u+3=0

Las ralces de la expresién anterior son:

==
Hr=-1

Como las (3-1) = 2 ralces y del polinomio /4/ = 0 son negativas, entonces x’ = (/,/,1) es un punto méximo.

El volumen méximo resulta ser V' =x; x,x3= (1) (1) (1) =1 m.
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4.2.2 Problemas con restricciones de desigualdad
Un problema con restricciones de desigualdad tiene la siguiente forma:

Max, Min z = f(x)

g(0){=.2}0
con i=12,....m

y x=(X,Xg,-- 0 X,)
Si existen restricciones de no negatividad, x > 0, se consideran incluidas en las m restricciones.

El método que se utiliza para resolver este tipo de problemas es el método de Lagrange extendido, el cual se
aplica de )a siguiente manera:

Paso 1. Se resuelve el problema sin restricciones
Max o Min z = f{x)

Si el 6ptimo obtenido satisface todas las restricciones se ha encontrado la solucién. De lo contrario, se hace &
= / y se continua con el paso 2.

Paso 2. Se activan (se convierten en igualdades) cualquiera de las & restricciones y se resuelve por ¢l método
de los multiplicadores de Lagrange f{x) sujeto a las k restricciones activas. Si la solucién encontrada es
factible respecto al resto de las restricciones, deténgase, se tiene un 6ptimo local. De lo contrario, se activa
otro conjunte de k restricciones y se repite el paso. Si ya se han analizado todos los conjuntos de &
restricciones activas sin encontrar una solucion, ir al paso 3.

Paso 3. Si k = m, detenerse no existen soluciones factibles. De lo contrario, se hace & = & + / y se regresa al
paso 2.

La desventaja de este procedimiento es que no garantiza que se encuentre el 6ptimo global a pesar de que el
problema analizado posea un 6ptimo wnico.

Una forma altemativa de encontrar el 6ptimo global es mediante el siguiente procedimiento:

Paso [. Se resuelve éfproblema sin restricciones
Max o Min z = f{x)

Paso 2. Se identifican todos los conjuntos de | restriccion activa que se pueden formar. Se aplica el método

de los multiplicadores de Lagrange para resolver f{x) sujeto a cada uno de los conjuntos de 1 restriceién
activa.

Paso 3. Se identifican, ahora, todos los conjuntos de 2 restricciones que se pueden formar. Se aplica el

método de los multipiicadores de Lagrange para resolver f{x) sujeto a cada uno de los conjuntos de 2
restricciones activas.

Se continua de esta manera hasta que se han considerado todos fos posibles conjuntos de m restricciones

activas. El 6ptimo global es el mejor 6ptimo que resulta de comparar todos los 6ptimos (locales) obtenidos en
cada paso.
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La desventaja de este procedimiento es que solamente es practico para resolver problemas con pocas
res{ricciones, ya que si esto no es asl, resulta computacionalmente muy tedioso y complicado.

Por ejemplo, un problema de tres restricciones (incluidas las de no negatividad) tiene los siguientes conjuntos
de restricciones activas:

> Tres conjuntos de una restriccion activa:
Primer conjunto = {Restriccidn 1}, Segundo conjunto = {Restriccién 2}, Tercer conjunto = {Restriccién 3}
» Tres conjuntos de dos restricciones activas:

Primer conjunto = {Restriccién 1 y Restriccién 2}, Segundo conjunto = {Restriccién 2 y Restriccién 34,
Tercer conjunto = {Restriccién | y Restriccion 3}

»  Un conjunto de tres restricciones activas:
Primer conjunto = {Restriccién |, Restriccion 2 y Restriccion 3}
En total, se tendria que aplicar siete veces el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar el
dptimo global.
Ejemplo 4.3 Disefio de una armadura de peso minimo
Se desea oblener )as 4reas de las secciones transversales de los miembros de una armadura indeterminada de
tal forma que ésta tenga el menor peso posible. Los miembros a tensidon y a compresion estdn limitados a un
esfuerzo maximo de 20 ksi (kilolibras por pulpada cuadrada) y 15 ksi respectivamente. Los elementos | y 3

tienen las mismas 4reas en su seccion transversal (A = Ay).

En la siguiente figura se muestra la armadura con sus propiedades geométricas y las cargas a las que esta
sometida:
100 in 100

100 in

20k

Funcién objetivo
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El problema consiste en minimizar el volumen y, por tanto, el peso de la armadura. El volumen total es la
suma de las longitudes de cada efemento por su correspondiente area de seccién transversal.

V=141.424 +1004, +141.424

Entonces, la funcién objetivo es:

Min z = 2834, +100 4,

Restricciones

Las restricciones estéin vinculadas con los esfuerzos axiales que cada barra (elemento) puede soportar. El
esfuerzo es igual a la fuerza axial de tensién o compresion dividida por el 4rea de la seccién transversal, o =
F/A. Por lo tanto, es necesario determinar las fuerzas axiales en las barras medtante un anélisis estructural.
Andlisis estructural

El procedimiento para \levar a cabo el andlisis estructural de forma matricial s el siguiente:

a) Establecer un sistema general de coordenadas x-y.

b) Numerar los nodos de la estructura incluyendo apoyos
¢) Formar la matriz de rigidez:

Al A,
P kl! kll k\l "'klll
ok, ky, ke &
A [=]. "’ 4,
\--‘D"- knl kuZ ku} “'k'nn _Aﬂ_

De esta matriz se tacha renglén y columna de la rigidez de nodo (k;;) con desplazamientos restringidos.

d) Determinar la matriz B, para cada elemento o barra que sale de los nodos libres, es decir, de los nodos que
no tienen restricciones en sus desplazamientos.

B_l2 im
Yl mt om?

donde,
I=x,—x}
o]
=)’;_)’j
L.

]

e) Obtener las rigideces de barra y de nodo

—EA
k, =k, = - B8,| - rigidez de barra

= 9. — B, | - rigidez de nodo
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f) Se realiza el ensamble del sistema

[ EA -EA -E4
k,,:ZTB, ky=—=B, -k, =—5,

1, (1] "
r e o[
A ~EA
P _ ky =k, kzz=ZTBi/“-kzn=Tan A,
P, A,
knl = kln kuZ _kln" knn = EBM
L > L J
donde,

Alx AII A‘lu
A = A= v, =

A'J' Ab' Any
p R A P p P
O e ) i S

g) Resuelto el sistema, se conocen los desplazamientos y se procede a determinar las fuerzas en las barras:

EA

pll=( ] RU(AI_AJ)=p/A'
L),

con

R, =[I m]

Para el caso de la armadura en cuestion el analisis estructural es el siguiente:

Se tacha renglon y columna de la rigidez de nodo de los nodos 1, 2 y 3 (&), k,, y &3;) debido a que sus
desplazamientos se encuentran restringidos

S v
]
=

B

~
~

24 22 2y Mg

= , A‘—*—A?:A“—_—O

D A

L 31 1 [ M [[B
_P.n_ _k.u Ko fo ku_ | A,
Por lo que,

[~ ]= [k [A4]

A continuacion se determinan las coordenadas de los nodos y las incidencias de las barras que son datos
necesarios para determinar sus rigideces.

Coordenadas de nodos

Nodo  x y
| 0 100
2 100 100
3 200 100
4 100 0
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Incidencias de las barros

Barra ] J L
] 4 1 141421
2 4 2 100
3 4 3 141.421

Determinacién de las rigideces de barra:

Barra ! m k[,'
4-] - - - -
100-0 _ o7y 0 '°°=-0.7o71 = EA, [05 05
141.421 141.421 141.421]-0.5 0.5
4-2 100-100 _ o 0-100 __, _—EA(0 0
100 100 . 2100 [0 1
4.3 - - -
100 200=_0'707| 0 looz_o_707| - EA, [05 05
141,421 141.421 141421105 0.5

Encamble del sistema

 [EA(0.5)  EA(05) EA(-0.5) EA(0.5)

P | Tara2r Tiavazl  1alaat ' 14r4a AA,]
EA(05) EA(0S5)  EAQ0S) EAQ) EAQS5) |4,

141.421 141421 141421 100  141.42]

(7,1 [0.007071E4, 0 A
0 0.007071EA +0.01E4, || A,,

Al resotver el sistema se obtienen los desplazamientos del nodo 4

0.007071E4, A,, =14.142
(0.007071E4, +0.01E4,)8,, =14.142

A, (4.142
lA,,.]' 0.00707 1 E4,

14.142

| 0.007071E4, +0.01£4, |

A partir de estos desplazamientos se obtienen las fuerzas en las barras.

Barra | o elemento 4-1

A
Pa =L[o.7o7| -0.7071] 14.142
141.421 0.007071 £4,
14.142

| 0.007071E4, +0.01£4, |
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4.1 . '
po=—EA 07070 21421 907 14.142
141421 0.00707 (€4, 0.007071£4, +0.01E4,

B4 (14142 10
Pa=Tara21| B4 000707164 +0.01E4,

10EA4,
Py =10~
EA +1.41421E4,
104,
Py =10~ ————
A +1.414214,

El esfuerzo en la barra es:

o =Pu 10 V[ 104
Y4 A4 AlA 1414214,

_lo 10
A4 A +\/5/42

T

Tal esfuerzo resulta ser de tensién.

Barra 2 o elemento 4-2

EA, 14.142
pa=—2[0 -]
100 0.007071£4,
14.142

| 0.007071£4, +0.01E4, |

B4, ~14.142
P2 =700 0.007071£4, +0.0VE4,

—14.042E4, _ —14.1424,

P T 0 I0TVEA, + EA, 070714, + A,

El esfuerzo en la barra es:

o =Po V| 141424,
P4 A L0.70714 + 4,

O -14042
0.70714, + 4,

42
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=20
Ty =———F
“ A+ \/EA,

El esfuerzo resulta ser de compresion,

Barra 3 o elemento 4-3

EA 14.142

- 07071 -0.7071

Po = 1o 431! ]0.00707IEA,
14.142

| 0.007071£4, +0.01E4, |

: 142
Py =—22 | —0.7071) __14142 1 6071 4
141.421 0.007071E4, 0.00707 EA, +0.01EA4,

_EA (14142 10
Pa = Ta1421

E4_ 0.007071E4 +0.01EA,
b= 10104
EA +1.41421EA,
104
pa =10
A +1.814214,

El esfuerzo en la barra es:

o Pu__10_ [ 104
T4 A AA 1414214,

10 10

(o2 R ————
B4 A +1414214,
c.=-10__ 10
YA 4 +24,

El esfuerzo resulta ser de compresion.
Modelo matematico

Una vez que se han determinado los esfuerzos en las barras, el modelo matematico queda establecido de la
siguiente manera:

Min z =283 4 +1004,
Sujeto a
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n__1_ <20 Esfuerzo en la barra |
A A +V24,
=20 <-15 Esfuerzo en la barra 2

A+ 24,

1
o e <—~15 Esfuerzo enlabarra 3

A A 24,
A.A 20 Restricciones de no negatividad

O también. reordenando se tiene:

Minz=2834, +1004,

Sujeto a

Al +1.4144 A4, -0.7074,>0

A +14144, 21333

—Al =1.4184 4, +13334,+0.9434, 20
AL A, 20

Como se puede absesvar, se trata de un modelo de programacién no lineal con restricciones de desigualdad. ef
cual se resuelve con el método de Lagrange extendido.

¥ Primero, se resuelve el prablema sin restricciones.

Min z=2834, +1004,

La solucién es:

H
© o o

A
/40
L0

Esta solucién viola la segunda restriccion

A +1.4144,>1333
021.333

Asf que no puede ser un éptimo local y se tiene que descartar de la solucion.
» Seresuelve el problema sujeto a la primera restriccion activa.

Min 2 =12834, +1004,
Sujeto a

AL 414144 4,-0.7074, =0
La solucidn resulta ser no factible.

»  Seresuelve el problema sujeto a la segunda restriccion activa.
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Min z=283A4, +1004,
Sujeto a
A +1.4144,=1.333

La solucidn es:

Esta solucion viola la primera restriccion

A +1.414 4,4, -0.7074, 20
-0.6720

Y por tanto, se descarta.

Se considera, ahora, el problema de minimizar la funcién objetivo sujeta a los conjuntos formados por dos
restricciones.

> Se resuelve el problema sujeto a la primera y segunda restricciones activas.

Min z=2834, + 1004,
Sujeto a

Al +14144 4,-0.7074, =0
A +1.4144, =1.333

La solucién es:

A =0.364
A =0.686
z° =171.46

Esta solucién no viola la tercera restriccién

—Al —1.414 44, +1.3334,+0.9434, 20
0.65>0

Por o tanto, se tiene un éptimo local.
> Se resuelve el problema sujeto a 1a primera y tercera restricciones activas.

Min z= 2834, +100 4,

Sujelo a

AL +1.41444,-0.7074, =0

Al =1.414 A4 4, +1.3334, +0.9434, =0

La solucidén es no factible.
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3 Seresuelve, a continuacion, el problema sujeto a la segunda y tercera restricciones activas.

Min z=283A4, + 1004,
Sujeto a

A +1.4144, =1.333

Al —1A14A A, +13334 +0.9434, =0

La solucion obtenida es:

A,o =1.333
Ay =0
22 =37

Esta solucién satisface la primera restriccion

AL +141444,-0.7074, 20
1.7820

Por lo tanto, se tiene un éptimo local.

Ya no es necesario continuar con ¢l andlisis, ya que el introducir las tres restricciones no tendria sentido.

De los dos éptimos obtenidos el mejor (que es el 6ptimo global) es:

z =171.46 in’
A =0.364 in’
A, = 0.686 in*

Si se considera que 1a densidad para el acero es de 0.283 Ib/in’, €l minimo peso que puede tener la armadura
es:

Peso = 0.233%[(141 A2 inX0.364 in® )+ (100 in)(0.686 in’)+ (141.42 inX0.364 inz)] = 48.5 librax
tn

En la siguiente figura se muestra la solucién grafica del problema.
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4.0+

.54 i

Regién
factible

0.5

4.3 CONDICIONES DE KUHN-TUCKER

Las condiciones de Kuhn-Tucker se desarrollaron a partir del concepto de los multiplicadores de Lagrange.

Estas condiciones se utilizan para determinar si un punto estacionario €s un méximo global o un minimo
global.

El modelo matematico lineal tiene la siguiente forma:

2= f(x)

g =12,

g(x)=b £=12,..
g{(x)=h, m=12..
x20

Y la funcién lagrangeana es:
Lex A ) = S0+ 24 (5 = 2, (0) ++ 2 14, (b = 8, (0) + v (B = 84(5))

El procedimiento para determinar un punto critico es el mismo que se utiliza para los multiplicadores de
Lagrange con restricciones activas o de igualdad. Una vez que se ha encontrado dicho punto se aplican las
condiciones de Kuhn-Tucker como prueba para deferminar si se trata de un éptimo global.

En las tablas 4.1 y 4.2 se resuman dichas condiciones
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Tabla 4.1 Condiciones de Kuhn-Tucker para un minimo global

Las condiciones necesarias y suficientes para un ménimo global son:

l.x,20y -%20

ox,

)]

2. (a) Si 4 = 0, entonces b, — gi(x) 2 0 (restriccién inactiva)
(b) Si b, - gy(x) = 0, entonces A, <0 (restriccidén activa)

3. (a) Si 14 = 0, entonces b, — gyfx) <0 (restriccidn inactiva)
(b) St by — gu(x) = 0, entonces g = 0 (restriceidn activa)

4. v, es irrestricta en signo, -0 v, <@, b, — gn(x) =0
5. fix) es una funcién convexa
6. (2) g.(x) es una funcién convexa

(b) g«(x) es una funcién céncava
(c) gmfx) es una funcién lineal

— — PROGRAMACION NO LINEALAPLICADA A PROBLEMAS DI: DISINO

Tabla 4.2 Condiciones de Kuhn-Tucker para un méximo global

Las condiciones necesarias y suficientes para un maximo global son:
3L
l.x,20y —20
i
2.(a) Si 4, = 0, entonces b, — g;(x) >0 (restriccidn inactiva)
(b) Si b, - g,(x) = 0, entonces A, 2 0 (restriccién activa)

3. (a) Si g4 = 0, entonces b — gi(x) <0 (restriccidn inactiva)
(b) Si by — gu(x) = 0, entonces y; <0 (restriccion activa)

4. v, es irrestricta en signo, ~@ v, S, by, — gu(x) =0
S. f{x) es una funcién céncava
6. (a) gix) ¢s una funcién convexa

(b) gi(x) es una funcién céncava
(€) gm(x) es una funcién lineal

Las condiciones | y 4 son necesarias para un éptimo global y, por tanto, también pueden utilizarse para
determinar el punto critico. Las condiciones 5 y 6, si se satisfacen, indican que tal punto es un 6ptimo global,

es decir, son condiciones de suficiencia.

Sin embargo, las aplicacién de las condiciones de Kuhn-Tucker no resulta practico debido al gran namero de
célculos numéricos que se tienen que levar a cabo. La importancia de éstas radica en que sienta las bases del

desarrollo de varios algoritmos de programacién no lineal.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se presentaron los métodos y técnicas de optimizacién méas comunes que se pueden aplicar
para resolver algunos problemas propios de la Ingenieria Civil.

Mediante este trabajo se hace una contribucion para reducir la falta de fuentes bibliograficas referentes a la
optimizacién aplicada a la ingenieria. Al ensefiar los métodos de optimizacién dentro del contexto de las
diferentes areas de la ingenieria — en este caso la civil- se puede lograr una mejor compresién de ellos por
parte de los estudiantes y profesionales del area al observar su aplicacién a problemas especificos, lo cual
actualmente no sucede debido al enfoque tradicional que se le ha dado a la optimizacion.

En muchas universidades de Estados Unidos y de Europa la optimizacion ha rendido frutos precisamente por
el grado de especializacion que ha logrado en cada uno de los diferentes campos del conocimiento. Por
ejemplo, existen programas académicos de Ingenieria Civil en los cuales los cursos de disefio 6ptimo tienen
caracter obligatorio. Estos paises cuentan, también, con lineas de investigaciéon muy importantes en lo
referente al disefio Optimo en diferentes campos como la aerondutica, la ingenieria sismica, la geotécnia, etc.

Desafortunadamente, en nuestro pais son muy pocas las personas que se han aventurado a utilizar los métodos
y técnicas de optimizacién en el area civil. Este conjunto de personan los forman solamente algunos
investigadores del Instituto de Ingenieria de la UNAM concentrados basicamente en las areas de sismologia,
hidraulica y mecanica de suelos. Las lineas de investigacion en estas areas son innovadoras ya que en ellas se
esta logrando explotar la funcionalidad Optimizacion-Ingenieria. Por estas razones se deberia dar prioridad a
la enseflanza de la Investigacion de Operaciones dentro del enfoque de cada uno de los programas de
ingenieria.

A través del desarrollo de este trabajo se puede apreciar cémo la optimizacién demuestra ser una herramienta
practica y valiosa para resolver algunos problemas tipicos de la Ingenierfa Civil. Sin embargo, es verdad que
faltan muchos ejemplos en donde se muestre la utilidad de los métodos presentados a otras dreas como la
hidraulica y la geotécnia. La tarea de disefiar o recopilar dichos ejemplos no es facil, pero a medida que se
desarrollen se enriqueceran fuentes de consulta como la que se esta presentando.

Seria también conveniente mostrar la aplicacion de un método de optimizacion especifico para la solucién de
un caso practico de la Ingenieria Civil como podria ser el disefio sismico de un edificio, la configuracion
geométrica dptima de un puente, la optimizacién de zonas de riesgo sfsmico, la minimizaciéon de costos de
una obra civil, etc.

Por oto lado, es necesario desarrollar software de optimizacion. Si bien es cierto que existe software
comercial, muy poco o casi nada se ha realizado al respecto de algunas areas especificas de la ingenieria. Lo
anterior puede marcar una linea de investigacion muy importante que nos pondria a la par con lo que se esta
haciendo en otros paises.

También, es importante mencionar que otras ramas de la Investigacién de Operaciones como la programacion
entera, los métodos estocdsticos y las técnicas heuristicas se estan empleando para resolver problemas
complejos de la ingenieria.

Por ultimo, se tiene que crear un modelo que permita determinar un indice para evaluar de alguna forma los
beneficios de la aplicacién de los métodos de optimizacion dentro de loa ambitos respectivos de las diferentes
carreras de ingenieria con las que se cuenta actualmente. De la misma forma es necesario incentivar la
difusion mediante diversos medios, principalmente con produccién bibliografica, de la Investigacion de
Operaciones hacia otras areas, no solamente la ingenierieles, sino aquellas como la medicina, la biologia, las
ciencias computacionales, las humanidades, etc.
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Falta aan mucho por desarrollar, pero el entender la aplicacion de los métodos y técnicas de optimizacion a
campos especificos facilitara el camino.
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SOFTWARE PARA PROGRAMACION LINEAL

La teoria del método simplex ha facilitado su implantacién en muchos programas de computadoras debido
principalmente a las operaciones matriciales en las cuales est4 basado. A pesar de que el algoritmo se puede
realizar a mano, en algunos problemas que utilizan un nimero importante ya sea de variables o de
restricciones, su utilizacion resulta muy tediosa.

Debido al gran avance que se ha tenido en las dltimas décadas en la ingenieria de software y hardware han
surgido un gran nimero de herramientas de computo comerciales para resolver problemas de optimizacion.
Con respecto a la programacion lineal, algunos de los paquetes mas utilizados son: Solver de Microsoft
Excel, Lindo, Lingo, QSB, etc.

En el presente trabajo se describe brevemente el uso de LINDO para resolver algunos problemas de
programacién lineal por considerar a este programa como el que mayor sencillez brinda al momento de
formular el modelo matematico asi como su facil interpretacion de resultados.

Los problemas que se resuelven son los mismos que se han tratado en el capitulo de programacion de lineal.
USO DE LINDO

El programa LINDO fue desarrollado por Lindo Systems Inc. Sus siglas significan Linear Interactive and
Discrete Optimizer (Optimizador Discreto y Lineal Interactivo). LINDO, ademas de resolver problemas de
programacion lineal, también puede resolver problemas de programacion entera, mixta y cuadratica.

Algunas de sus caracteristicas mas sobresalientes son las siguientes:

Facil de modelacion de los problemas, ya que éstos se escriben practicamente como ecuaciones.
Solucién de problemas de hasta 500 variables y 250 restricciones en la version estudiantil (la cual se

puede descargar del sitio www.lindo.com).

o  Uso de comentarios dentro de la formulacién del modelo.
Andlisis de sensibilidad.

e  Ofras caracteristicas mas avanzadas.

Se muestra a continuacion la solucién del ejemplo 1.7 con LINDO.
El modelo a resolver es el siguiente:

Max z = 3x; + x,
Sujeto a
X)—2x, <10
2X; +x, <24
X]—X2 <5

Xy, X, 20

Al abrir el programa la primera pantalla que aparece es la siguiente.
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‘Student LINDO/PC —
Relesse 6.1 (13 0t 99 Eﬁ
oo thrl & 1 L g

~§fl’"00 Systems, Inc. 312/389-7422
1415 North Dagton St.  findo@indo.com
‘Chicago, IL 60622  hitp://wwn indo.com &

250 ruidy
500
50
2000000

For educational use only

i Single User

B3 Fe £k Sove Reports Window ‘ el

MEACIEIBEASEESI RIAE BEE] (2]

?* Ejemplo 1.5

HAX 3X1+X2
ST
X1-2X2<=18
2X1+X2<=24
x1-X2<=%
END

I

Las primeras dos lineas se utilizaron para hacer comentarios del problema a resolver. Cualquier comentario
que se quiera realizar debe comenzar con el signo de interrogacion ;.
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Los comentarios son opcionales.

Después de los comentarios se introduce la funcion objetivo que se quiera maximizar (MAX) o minimizar
(MIN). Hay que observar que solamente se debe especificar el lado derecho de la ecuacion z = 3x,; + X,.

En la siguiente linea se escribe el texto subject to o simplemente st para indicarle al programa las
restricciones a las que estard sujeto el problema.

Las siguientes lineas se utilizan para especificar cada una de las restricciones. Es importante aclarar que los
signos de las desigualdades se deben escribir como <= y no con el simbolo <.; lo mismo se aplica para
desigualdades del tipo “mayor o igual que”. No es necesario indicar las restricciones de no negatividad para
las variables de decision.

Después de la introduccion de las restricciones se escribe en la dltima linea la instruccion END para indicar
que se ha finalizado la introduccion del problema que LINDO resolvera.

Para obtener la solucion del problema se tiene que recurrir al ment Solve e indicar la opcién solve. Otra
forma consiste simplemente con la combinacién de teclas Ctrl+s o mediante el icono que representa a un
“blanco”.

Al momento de hacer la corrida LINDO pregunta si se desea hacer el analisis de sensibilidad del problema en
cuestion. En el ejemplo se indico que no se realizara dicho andlisis. Inmediatamente se genera una ventana de
reporte en donde se indica la solucién encontrada.

Fie Edt Solve Reprts Window Help

NEREIE]

% Reports Window

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2

O0BJECTIUE FUNCTION VALUE

1) 33.66667
UARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 9.666667 0.0080000
X2 4.666667 0.000006
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 9.666667 0.908000
3) 8.00808800 1.333333
&) 6.600000 8.333333
NO. ITERATIONS= 2

.l

b ol

La primera y la dltima de las lineas en la ventana de reporte indican que la solucién éptima se alcanzé
después de dos iteraciones, al igual que cuando se aplico el método simplex en forma tabular.
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A continuacién aparece el valor de la funcion objetivo (z = 33.6667), e inmediatamente después los valores de
las variables de decision ( x; = 9.6667 y x, = 4.6667).

La columna reduced cost (costos reducidos) tiene relacion con la dualidad del problema, esto se describe un
poco més adelante. Sin embargo, se puede afirmar que los costos reducidos del problema en cuestion, llamado
problema primal, son los valores de las holguras para cada restriccion de su correspondiente problema dual.

La ultima parte que aparece en la ventana de reportes se refiere a las restricciones del problema. Cada renglén
se refiere a una restriccion, tres en este caso. La primera columna Slack or surplus (holgura o exceso) hace
referencia a la diferencia que se tiene entre los dos lados de cada restriccion. Por ejemplo, para la primera
restriccion x; — 2x, < 10, al sustituir los valores de las variables de decisién encontradas se tendria:

9.6667 —2 (4.6667) +s, = 10
s, =9.6667

Es decir que dicha columna indica los valores de las variables de holgura o exceso para cada restriccion del
problema.

La columna dual prices (precios duales) tiene que ver nuevamente con el correspondiente problema dual y el
analisis de sensibilidad. Los precios duales de este problema original o primal corresponden a las soluciones
6ptimas que tendran las variables del problema dual. Recuerde también que un precio dual representa el costo
que se tendria en la funcién objetivo por cada unidad de cambio en el lado derecho de una restriccion
determinada.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD CON LINDO

Para mostrar el andlisis de sensibilidad que se puede llevar a cabo con LINDO se resolvera el ejemplo 1.12
del cual ya se conocen los resultados.

Max z = 4x, + 2X,
Sujeto a

2x, <16

X +3x, <17
XZSS

X1, X220

Se introduce el modelo en el programa:
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LINDO - [C:\MAESTRIA\EJEM1-10.LTX]
BY Fe E® Sove Reports Window Hep -l x|

CEeEEE [ RRREER] BB BAaE BER 2]

tEjemplo 1.18 ‘
tandlisis de sensibilidad i

MAX 4X1+2X2
st

2X1<=16
X1+382<=17
X2<=5

END

;j

Al momento de resolver el problema LINDO pregunta si se desea hacer un andlisis de sensibilidad, se indica

o
1.

la opcion “s

tEjenplo 1.18
tandlisls de sensibilidad

HAX BX1+2X2 {
st ; Status: Optimal
12%1<=16

K1+8%2¢=17 AP

X2¢=5 Iefeasibiity: - 0
END

. R
24 , R

En la ventana de reporte se muestran los resultados tanto de la solucion Optima como del analisis de
sensibilidad.
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3% Reports Window s rs Koty ! ]
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 -

0BJECTIVE FUNCTION VALUE N
1) 38.88000
UARIABLE UALUE REDUCED COST
X1 8.000000 9.000000
X2 3.800000 0.0008000
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 8.0800800 1.666667
3) £.000806 8.666667
1) 2.080000 8.080000
NO. ITERATIONS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
0BJ COEFFICIENT RANGES

UARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

X1 h_000000 INFINITY 3.333333

X2 2.000000 9.999999 2.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE

2 16.000000 18. 0000800 12.000000

3 17 .800000 6.000000 9.000000

h 5.006000 INFINITY 2.000000

Se puede observar que la solucién 6ptima es Z' =38 con x, =8 y x, = 3.

A continuacion de la solucién 6ptima aparece el analisis de los cambios en los coeficientes de la funcién
objetivo. En la primera columna se muestran los coeficientes reales que tienen las variables en la funcion
objetivo. Las siguientes dos columnas indican el incremento y decremento que pueden tener dichos
coeficientes respectivamente.

Por ejemplo, para la variable x; su coeficiente real es 4 y puede tener un incremento infinito, con lo cual su

valor maximo también seria de infinito; el decremento que puede tener es de 3.3333, con lo que su valor

minimo seria de 0.6667. De la misma forma, la variable x, tendria un valor maximo de 12 y un valor minimo
de 0.

Estos resultados son los mismos a los obtenidos cuando se lleva a cabo el analisis de manera gréfica:

Cambios en los coeficientes de Z

Variable Coeficiente Valor minimo Valor maximo
X 4 2/3 Infinito
X3 2 0 12

En la dltima parte de la ventana aparece el analisis de los cambios en los lados derechos de las restricciones.

Cada renglon corresponde a una de las restricciones del problema. La primera columna muestra los valores de
los lados derechos, mientras que las siguientes dos indican el incremento y decremento respectivamente que
pueden tener dichos valores.

Por ejemplo, para la restriccion 1 el lado derecho tiene un valor de 16 y puede incrementarse en 18 unidades,
por lo que su valor maximo seria de 34; el decremento que puede tener es de 12 unidades, y su valor minimo
seria de 4.

Los precios duales para cada restriccién aparecen en la columna inmediata a las holguras, a continuacion de la
solucién optima.
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Tanto los resultados obtenidos para los cambios en los lados derechos de las restricciones, como los de los

precios duales, son idénticos al analisis se sensibilidad realizado de forma grafica.

Cambios en los lados derechos de las restricciones y precios duales

Restriccion Lado derecho Valor minimo Valor maximo Precio dual
1 16 4 34 1.6667
2 17 8 23 0.6667
3 5 3 Infinito 0

RELACIONES PRIMAL-DUAL RELATIVAS A LA SOLUCION OPTIMA Y EL ANALISIS DE
SENSIBILIDAD CON LINDO

Considere el problema primal del ejemplo 1.12 del cual se conoce su soluciéon Optima y su andlisis de
sensibilidad, y su correspondiente problema dual.

Problema primal Problema dual

Max z = 4x, + 2x, Minw = 16y, + 17y, + Sy;
Sujeto a Sujeto a

2x, <16 2y ty, 24

X +3x, <17 3y2ty;22

X2 <5 Yi¥2,¥320

Xy, X220

La solucién del dual con su respectivo analisis de sensibilidad es:

3% Reports Window

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 1
0BJECTIVE FUNCTION VALUE 1
1) 38.0686000 -
VARIABLE VALUE REDUCED COST
v 1.666667 8.600000
v2 0.666667 8.600000
v3 0.0080000 2.6000080
ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) 6.000000 -8.000000
3) 0.006000 -3.600000
NO. ITERATIONS= 2

RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED:
0BJ COEFFICIENT RANGES

UARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
COEF INCREASE DECREASE

1 16.006000 18.0680080 12._060000

Y2 17 .000000 6.800000 9.000000

¥3 5.008800 INFINITY 2.0800660

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE

2 4.0000600 INFINITY 3.333333

3 2.0800000 9.999999 2.00600800
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Con estos resultados y los anteriores que se tenian del problema primal se pueden corroborar las relaciones

primal-dual.

En la siguiente tabla se muestran dichas relaciones.

PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL RESULTADO
Z 6ptimo Z 6ptimo 38
Holgura o exceso de la i-ésima restriccion Costo reducido de la variable i RESULTADO
12. Restriccion Y 0
2%, Restriccion y2 0
3% Restriccion Y3 2
Costo reducido de la variable i Holgura o exceso de la i-ésima restriccion RESULTADO
Xy 12, Restriccion 0
X, 2%, Restriccion 0
Cambio en el coeficiente de la variable i en | Cambio en el lado derecho de la i-ésima restriccion RESULTADO

la funcién objetivo

X 1%, Restriccion Entre 2/3 e 0
X3 2%, Restriccion Entre 0y 12
Cambio en el lado derecho de la i-ésima | Cambio en el coeficiente de la variable i en la funcién RESULTADO
restriccion objetivo
1%. Restriccién Yi Entre 4 y 34
22, Restriccién Y2 Entre 8 y 23
32 Restriccién Y3 Entre 3 e o
Precio dual de la i-ésima restriccion Valor 6ptimo de la variable i RESULTADO
12. Restriccion Y 1.6667
2%, Restriccion Y2 0.6667
3% Restriccion Y3 0
(Valor éptimo de la variable i) (-1) Precio dual de la i-ésima restriccion RESULTADO
X 12, Restriccion -8
X5 22, Restriccion -3
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