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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de esta tesis es el de hacer un estudio sobre los posibles es-
tados deformados de un cascarén esférico cuando lo sometemos a un campo
de presién externo. Este tema se encuentra ampliamente estudiado en los
articulos [Baginski 1], [Baginski 3], [John], [Knightly&Sather], [Koiter]. Con-
ceptualmente no existe ninguna dificultad para entender el problema, sim-
plemente se tiene un cascarén esférico soportado sobre un plano horizontal
sobre el cual actia un campo de presién uniforme.

Histéricamente, Euler plantea el problema de una barra sobre la cual
actia una tensién horizontal. Se encuentra que para valores de la tensién
menores a un cierto valor critico, la barra no sufre deformaciones verticales,
a dicho estado se le llama la solucién trivial. Pero a medida que la tensién
aumenta mas alla de la tensién critica, aparecen nuevos estados en los que
la barra se puede encontrar, donde se tiene deformacién vertical.

Desde esta perspectiva, una parte importante del problema es saber cual
es la tensién critica que la estructura puede soportar sin que se presente
el combamiento. La otra parte consiste en saber como son los estados de-
formados. En nuestro caso tenemos varios objetivos en mente. Por un lado
construir un modelo para los cascarones eldsticos lo suficientemente elabo-
rado como para que permita la existencia de estados deformados. Por otro
lado, encontrar la presién critica donde se esperan cambios de estructura,
y posteriormente conocer la forma que tomara la superficie después de la
deformacion.

En esta tesis se utilizan las ecuaciones de John de orden més bajo [John],
las cuales son deducidas y manipuladas en los capitulos (2),(3). Esto se hace
de manera autocontenida, a excepcién de las estimaciones de John, puesto
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que para su deduccién son necesarios elementos de la teoria de ecuaciones
elipticas, tema que se encuentra fuera de los objetivos de la tesis. Se deducen
bajo la suposicién de que hay deformaciones pequefias, pero a diferencia de
los modelos para placas delgadas tales como los modelos de Von Kdrmén
[Ciarlet], no se hacen suposiciones acerca del tamafio de los desplazamientos,
ni se supone una simetria con respecto al eje z.

Las ecuaciones de John se deducen a partir de la elasticidad tridimensio-
nal. Para ello se hace uso del concepto de superficie media, lo que permite
reducir el problema de un cuerpo tridimensional a uno bidimensional. Las
ecuaciones de John forman un sistema de cuatro ecuaciones tensoriales que
junto a las ecuaciones constitutivas (que relacionan las tensiones con las de-
formaciones), forman un sistema cerrado de doce ecuaciones.

El primer par de las ecuaciones de John corresponden al balance de esfuer-
zos y momentos, y el otro par son las llamadas ecuaciones de compatibilidad.
Estas surgen de consideraciones geométricas; es decir, son las ecuaciones de
Gauss y Mainardi-Codazzi, condiciones necesarias para que dadas la primera
y segunda formas fundamentales de una superficie, estas en efecto representen
una superficie.

Cabe mencionar que el sistema de ecuaciones es aproximado, inclusive las
ecuaciones de compatibilidad. Esto tiene la consecuencia desagradable, que
la primera y segunda formas fundamentales de la superficie deformada, al
ser soluciones aproximadas, no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad
exactas y por ende no representan una superficie. Este hecho es observado
en el articulo [Koiter, pig 21, ec 5.13].

En el capitulo (3) se demuestra que es posible reducir el sistema de doce
ecuaciones, a s6lo dos en términos de la funcién de esfuerzos f y la funcién
de curvatura w junto con las condiciones de frontera apropiadas para un
cascarén simplemente soportado sobre un plano horizontal. Este estudio se
encuentra en el apéndice del articulo [Knightly&Sather, pédg 360-364].

Para obtener las condiciones a la frontera, se hace un balance de fuer-
zas entre la componente total en la direccién z de las fuerzas externas y las
tensiones internas en la direccién z sobre la frontera. Las ecuaciones de defor-
macién tienen soluciones triviales, las cuales se encuentra que corresponden
a una esfera de radio menor al de la esfera no deformada.

En el capitulo (4), utilizando las técnicas usuales del anilisis funcional,
es posible encontrar la formulacién débil de las ecuaciones de deformacién.
Se hace un estudio del espacio de energia H y de los operadores abstrac-
tos encontrados en el transcurso de la formulacién y se encuentra que las



ecuaciones en el espacio abstracto H toman la forma
1
[+ cAw+ §B(w,w) =0

w—aAf - Mw - B(w, f) =0

donde la existencia de los operadores A y B esta garantizada por el lema de
Riesz. El operador lineal A : H — H es compacto y autoadjunto, ademds
el espectro de A estd relacionado con el espectro —A, en el sentido que si
—Au = pu entonces pAu = u. Bl operador bilineal B : H x H — H tiene
la propiedad que (B(u,v),w) es simétrico para el producto escalar definido
en el espacio H. El parametro « es constante y vale % donde h es el espesor
de la cascara y R el radio de la esfera. La variable A es el pardmetro libre
relacionado con la presién externa.

En el capitulo (5), se reduce el problema de encontrar estados de defor-
macién a encontrar bifurcaciones de la ecuacién

Lyw+ aQ(w) + Clw) =0

donde Lyw es un operador de Fredholm y lineal, Q(w) es la parte cuadrati-
cay C(w) es la parte cibica. Sabemos que las posibles soluciones no triviales
de la ecuacién anterior se dan para los valores de Ax tales que el opera-
dor Ly, es no invertible es decir dimKerL,, = n # 0. Se demuestra que
la presion critica donde es posible la existencia de estados deformados es

e = min{ | An = fin + &, iy € o(—A)}, que pone de manifiesto la relacién
entre el operador lineal E} y —A, es decir, Ly,w =051 —Aw = pw.

En este mismo capitulo se aplica el método de Liapunov-Schmidt para ob-
tener las ecuaciones de bifurcacién: esencialmente se propone que la solucién
es la combinacién lineal w = u @ U donde u € KerL,, y U al complemento,
hecho que da una ecuacién en el niicleo y otra en el complemento. El princi-
pio de contraccién de Banach garantiza la existencia de U. De esta manera
demostrar la existencia de estados deformados, se reduce a demostrar la exis-
tencia de soluciones a un sistema de ecuaciones de dimensién n en el nicleo
del operador.

Para demostrar la existencia de estados deformados se aplica la teoria
del grado topolégico, la cual da resultados de existencia en funcién de la
dimension del kernel y las propiedades de la parte cuadratica y cibica . Se
encuentra que las soluciones genéricas estdn dadas cuando dimKerL,, = 1;
este caso es estudiado con detalle. Una vez demostrada la existencia de la
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solucién débil, se demuestra que es C® y es solucién fuerte, estos son los
llamados teoremas de regularidad.

Finalmente, en el capitulo (6) se realizan cdlculos numéricos para en-
contrar las superficies de los distintos estados deformados. Del hecho que el
método de Liapunov-Schmidt encuentra la solucién en la vecindad de la pre-
sién critica, es posible recuperar la primera y segunda formas fundamentales
de la superficie deformada.

Es un hecho conocido en geometria diferencial, que es posible recuperar la
superficie x(0, @), si se satisfacen las ecuaciones de compatibilidad. Aqui en-
contramos el problema que las formas fundamentales de la esfera deformada
satisfacen ecuaciones de compatibilidad aproximadas y no las exactas; como
consecuencia, el sistema de ecuaciones que recupera el campo de desplaza-
mientos no es consistente (las ecuaciones de Gauss (B.4)). Sin embargo, lo
que se propone en esta tesis es considerar s6lo la mitad de las ecuaciones, las
cuales son consistentes, y dan toda la informacién geométrica para encon-
trar lo que podria pensarse es la superficie deformada, de hecho la superficie
encontrada es una aproximacién a O(¢6?).

Los cdlculos numeéricos son originales, pese a la dificultad conceptual de no
poder recuperar el campo de desplazamientos, de manera formal a través de la
primera y segunda formas fundamentales. En [Baginski 4], Baginski utiliza un
método numérico de Galerkin para hallar la solucién exacta de las ecuaciones
de deformacién, con ello pretende continuar las ramas de bifurcacién més alla
de la presién critica, de igual manera recupera la superficie deformada de las
ecuaciones de Gauss y Weingarten.

Nuestros calculos numéricos son independientes, y sélo recuperan la su-
perficie en la vecindad del parametro partiendo de un analisis a primer orden,
lo que permite apreciar con mds claridad la simetria de las soluciones.

Se incluyen tres apéndices, en el apéndice (A) se hace un estudio detallado
del espectro del laplaciano —A sobre cascarones esféricos. Los valores propios
son solucién a la ecuacién P(z) = 0, que son las funciones de Legendre
como funcién de v. Este tema se encuentra ampliamente discutido en el
articulo [Baginski 2]. El principal resultado de este apéndice es el siguiente:
si Ui es la k-ésima raiz de la ecuacién P*(z) = 0, entonces las 11 primeras
raices son simples y estdn ordenadas por las desigualdades

1< <) < <u <uf <l <vf <vi < <vf <min(i3, ).

La consecuencia es que para cascarones, la dimensién del KerL, es uno para
los primeros once estados deformados.



El apéndice (B) toca los temas de anélisis tensorial y geometria diferencial
utilizados a lo largo de la tesis, aplicados en particular a la geometria de la
esfera. En estos apéndices se puede encontrar todo lo necesario para entender
la tesis.

El apéndice (C) contiene el cédigo utilizado en la obtencién de las graficas.
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Capitulo 2

Ecuaciones de John a primer
orden

En este capitulo se hace una deduccién de las ecuaciones de John a primer
orden. El orden de exposicién es el siguiente: En la primera parte se obtienen
las ecuaciones constitutivas, para ello se requieren estudiar las propiedades
termodindmicas de las deformaciones, esta parte se hace con poco detalle
pero sirve para justificar la relacién que existe entre los esfuerzos, la energia
libre de Gibbs y el tensor de deformacién. A continuacién se obtienen las
ecuaciones de equilibrio bajo la suposicién que los esfuerzos varian de manera
lineal en la direccién normal a la superficie media. Y por tltimo se obtienen
las ecuaciones de compatibilidad que es una condicién necesaria que debe
satisfacer toda superficie.

2.1. Termodinamica de las deformaciones

Consideremos un cuerpo eldstico que parte de un estado inicial sin de-
formacién a otro con deformacién. El propdsito de esta seccién es calcular el
trabajo realizado por una deformacion infinitesimal.

El sistema de coordenadas, utilizado en la descripcién de cdscaras, consta
de los pardmetros que describen la superfice media (u', 2?) y una componente
que es perpendicular a la superficie media u. Llamaremos E,g, Lag, la primera
y segunda formas fundamentales de la superficie media. Como se demuestra
en el apéndice de geometria (B.24) la métrica del sistema de coordenadas

11
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referido a la superficie media est4 dada por
Gnﬂ = Eu.& - 2”-}-"&.8 + u2Mn,B; Gin = Gn3 =0, Gu=1

donde se toma la convencion que las letras griegas toman valores 1,2 y las
latinas 1,2, 3. Una forma de escribir la expresion anterior es

Gij = 0807Gop + 0363

donde Jf es la delta de Kronecker. Cualquier punto en la vecindad de la su-
perficie media puede ser localizado dando un punto sobre la superficie y la
coordenada u en la direccién normal. Sea g;; la métrica del cascarén defor-
mado y G;; la métrica del cascarén sin deformar. Sean U* las coordenadas
curvilineas, X; las coordenadas espaciales en el estado no deformado y z; las
coordenadas espaciales del estado deformado.

Definimos el tensor de deformacién como

1
€ij = 5(9i; — Gij)

Del hecho que la métrica define la longitud de arco , ds* = g;;dU*dU’ y
dS? = G,;dU*dU7 para el estado deformado y el no deformado respectiva-
mente, entonces ds? — dS? = (g;; — Gy;)dU*dU’.

En el caso de tratarse de deformaciones infinitesimales hacemos el si-

guiente analisis. Sea u; = z; — X; , se llama vector de desplazamientos de
3 3

la cdscara. En este caso dS? = ¥ dX?, ds* = Y (dX; + du;)®. Usando el

1=1

i=1

3
hecho que du; = ) u;idz, implica que a primer orden en u;x se tiene
k=1

3

ds? — dS? = 2 Y eidzidz, donde hemos llamado al tensor de deforma-
ki=1

ciones &

Eik = = (Uig + U,i)

b | =

Supongamos que el cuerpo no deformado sufre una deformacién du;. Supone-
mos que las fuerzas internas estan dadas por F; = t* ;. Esta \ltima expresién
sirve como definicién del tensor de esfuerzos , el cual tiene una interpretacién
de fuerzas actuando sobre elementos diferenciales de area. Ahora el trabajo
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Superficie media

Figura 2.1: Superficie media

realizado por las tensiones internas por unidad de volumen vale #* ,du;. Y la
suma total de trabajos internos esta dada por

/JRdeft‘*lkdu;dV
v v

Integrando por partes, y considerando que los términos de supeficie se pueden
hacer cero al mandar la superficie al infinito y pedir que el tensor de esfuerzos
sea cero, se tendria

/ SRV = — f 5 8u; ,dV = — f t*sedV
v v v

Si permitimos que el volumen ocupe todo el espacio

dR=— \/-gtikééik

porque dV = /gdUdUdU®, dV = +/GdU'dU?dU®. Ahora, en un proceso
reversible se tiene dU = TdS —dR = TdS + /Zt*de;x, donde U es la energia
interna . Introduciendo la energia libre de Gibbs como W = U —T'S se tiene

que
dW = —8dT + \/gti*de,-k.
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- a“-‘lk

a temperatura constante. De tal forma, si conocemos una expresién para la
energia libre de Gibbs en términos del tensor de deformaciones (2.3) podemos
recuperar el tensor de esfuerzos internos con la ecuacién anterior.

Por lo que se concluye

2.2. Estimaciones del Tensor de Esfuerzos

En el articulo de John [John], se aplican técnicas de la teoria de las
ecuaciones elipticas para obtener estimaciones a priori de los esfuerzos y sus
derivadas, es decir, se calcula el orden de magnitud para las derivadas de
tensor de esfuerzos

Lkyka,iviz...in

A continuacién se enuncian los resultados obtenidos por John para dichas
estimaciones. En la tesis no se demuestran sus estimaciones, debido a que el
estudio general de las ecuaciones elipticas se encuentra fuera de los propésitos
de esta tesis.

Se define el pardmetro @ de la siguiente manera

0= max("l \/E,\/_) (2.1)

donde h es la distancia de la superficie media en direccién normal a una
de las caras de la cdscara, D es la distancia minima de un punto sobre la
superficie hasta la frontera de la superficie media, € es la magnitud maxima
de la deformacién que pueda sufrir el cascarén, R es el radio de curvatura
media de la superficie en el punto en cuestién . El término % es una medida
de los efectos de borde, si estamos lejos de la frontera se espera que los
efectos de borde sean pequefios. El térmmo es pequefio por el hecho que la
placa es delgada. El término /¢ sera pequefio bﬂ.JO la suposicién que tenemos

deformaciones pequenas. Se define el pardmetro A como

h
,\—a_mmD\/ v/_
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Se asocia a las derivadas del tensor de esfuerzos ty,, i,i,..i, la cantidad
p=_0p + 68, — 03 =68 — ... -8
donde &7 es el simbolo de Kronecker. Y definimos el exponente
wef o By % E20
(1) —=1) st u<0
Entonces la regla general para la derivada de los esfuerzos es
bhykaigiz..in = O(EAT A7) (2.2)
o bién
ki knsirinnia = O(EAT™OT).
Respecto a las coordenadas de las superficie media y por el hecho que el
espesor de la cdscara es pequeno, podemos hacer un desarrollo de Taylor en

la coordenada u normal a la superficie media, de tal forma que el tensor de
esfuerzos se escribe como

lag = Tap + Oaptt + 0(692)

donde 7op = taglu=0, Oap = tapalu=o. Para las derivadas de orden mas alto
se usa la regla de John para t,533 con p = -2 , 7 =0, n =2y por lo tanto
O(tag‘mhz] = hzo(f;) = O(Eﬂz)

Se observa que el tensor de esfuerzos y su derivada calculada sobre la
superficie media, estan relacionados con los esfuerzos y momentos totales
que actian sobre una placa de espesor 2h, como se muestra a continuacién

h
Naf = [ tapdu = 2h7apg + O(Ehﬂz)
N

h
Mag = fh tapudu = %hsamg + O(eh®?).

Lo que implica que a primera aproximacién, suponiendo que ¢, 8, h son pe-
quenos
Tlag = ZhTaﬂ

2
Mg = ghscf‘,g.

Este resultado se utilizard para hacer la conexién con las ecuaciones obte-
nidas por Koiter [Koiter] por métodos variacionales, las cuales sirven de base
para obtener las ecuaciones de deformacion, utilizadas en esta tesis para la
deformacién del cascaron esférico.
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2.3. Ecuaciones Constitutivas

A continuacién se derivan las ecuaciones constitutivas que relacionan los
tensores de esfuerzo 7,3 y momento o,z con los tensores de deformacién ¢,
y curvatura p,g.

Como en el articulo de John [John] suponemos una expansién en serie
de Taylor de la energia libre de Gibbs W. Utilizaremos indistintamente las
representaciones covariantes y mixtas de los tensores involucrados en las de-
ducciones, es decir, emplearemos t,5 0 su representacién mixta tﬁ = Pt on.
Consideraremos que el estado no deformado del cuerpo corresponde al estado
en el cual no hay fuerzas externas, entonces cuando el tensor de deformacién
es idénticamente cero £,4 = 0, los esfuerzos internos también son cero. Como

th = \/— aeF Por lo dicho anteriormente se tiene que las derivadas de la

energia libre de Gibbs son cero 2% = 0. Y por lo tanto en el desarrollo de la

a
serie de Taylor de W no apa.recen potencias de £¥, es decir, no hay términos
lineales . Ademds, como la energia libre es un escalar, cada término del desa-
rrollo de Taylor también debe ser un escalar. Con las componentes del tensor
e¥ se pueden formar dos escalares de segundo orden s? = (!)? y s, = £ief.
Por lo tanto el desarrollo en serie debe ser de la forma

W = 2(el)? + pelel +O(&)

W= %s? + psy + O(e%)

donde se tomé Wy = 0, la energia de referencia. Las cantidades A, p se llaman
coeficientes de Lamé. Dichos coeficientes se pueden expresar en términos del
médulo de Young E yel mddulo de Poisson v, dados por u = Eii!::i-?) y

T 3“ 53 = 1o 2»)(1 7 Véase [Landau, ec 5.9]. Si escogemos las
umdacies Je fuerza tales que £ = 1, se encuentra que la energia libre se

escribe como
_ 1
T2l +v)(1—-20)

donde s, = €i, 55 = & el gy =¢ Eis y v es el médulo de Poisson. El tensor
de esfuerzos se puede expresar como

G\ aw
= (E) Bt (2.4)

(vs? + (1 — 2v)sy) + O(%). (2.3)




2.3. ECUACIONES CONSTITUTIVAS 17

y utilizando la regla de la cadena se tiene que

1/2
= (9) (W O  w, 9% Ly 383) (2.5)

P “6—5’; 23_6‘; 835&5

Teorema 2.1 La ecuacidn constitutiva que relaciona el tensor de deforma-
cion con el tensor de esfuerzos se encuentra dado a primer orden por la
siguiente ezpresion

1 m
Eap = hE [(1 4+ v)Tag — v Gagl - (26)

Prueba. La prueba consiste en calcular cada término de la ecuacién (2.5).

1/2

El término (%) se aproxima al calcular el determinante de g, esto es por
que det(g]") = det(G'*gy;) = det(G'*)det(gi;) = &, la primera igualdad se
sigue porque g;; es un tensor de orden dos en la métrica G;; y se Ipueden
aplicar las reglas para subir y bajar los indices al multiplicar por G’*. Para

calcular el determinante anterior, se nota que

1
Ei; = 5(91‘;‘ - Gij).

Para tener un tensor mixto respecto a la métrica sin deformar, multiplicamos
por el tensor métrico por lo que
ik

. _ G 1.
£] = Gy = T(gik - Gy) = 5(9}’ - &)

donde la primera igualdad vale por las propiedades del tensor métrico. Por
lo que g7 = 2(el + 6{'—) En forma matricial

ei+3 € el

i 1 341 3
gl =2 £ E+3 ezl
&l et e3+1

calculando el determinante de la matriz

1 ; 1 1 1
gdet(g") = (E{ + 5’) ((Eg + E) (&'g -+ 5) i Eg&'g)
of a3, 1 1.3 55 4 2, 1\
—&] (€2 | €3+ 5 —E3Ep | +E) | Exf3— | &3+ 5 €3
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desarrollando los productos

det(g?) = 1+ 2(el + &2 +3) + 4(ele? + eled + 26 — 363 — €36} — e2e))

+(ele2ed + eleled + elele? — ederel — e2een)
y por lo tanto
det(gl) = % =1+0(e)
y

(%) P VIT0@ =140() @2.7)

A partir de las definiciones de los escalares s, 59, 53 en términos de s;’ , 5
pueden calcular sus derivadas, es decir

38‘1 _ 3&"; ‘:5{5’-":5?
Oei,  Oei, "
03y 0 a B aaeg ,ﬁaeg ach B sasm m
F=y = Eg—.;(sﬂsa) =£j Bt eh Bt = €30; Oy + L0705 = 2€]
de manera similar P
3,3 :3&;‘.&'?.
Oel,

Las derivadas de la energia libre se calculan de la serie de Taylor para W
(2.3) por lo que

Vs

Yo =Tna-)

+0(e%)
(1-2v)
2(1+w)(1 —2v)
Por lo tanto la expresién para el tensor de esfuerzos a orden 2 se obtiene
al sustituir estos resultados en la ecuacién (2.5)

Ws, = +0(€?%)

1

"= m@vslﬁ? +2(1 — 2v)e™) + 0{52)
m o__ v j 1 m
ST Tt TOE) 48
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Resolviendo para £[*, multiplicamos por ", se tiene, sumando sobre m =
1,2,3 ,
o v ; 1 £l

=____._._Jm C'?: J

L .
1 (1+u)(1—2v}€3"‘+1+v-’ 1-2v
y por lo tanto

P = (1 + V)t — vE™™ + O(e?)

o bien valuando sobre la superficie media
€ap = (1 4 V)Tap — VTG op + O(€?).

Que escrita en términos del tensor de esfuerzos 7,5 = 2h7,5 y desprecian-
do los términos O(e?) por el hecho que son pequefos se tiene el resultado

1 -
Eap = ShE (1 + ¥)1ag — vInGagl ,

donde se multiplicé por el médulo de Young E para recuperar las unidades
de fuerza convenientes.

]

A continuacién deduciremos otra ecuacién constitutiva que relaciona el
tensor de momentos m.g con el tensor de curvatura p,g = bag — bag-

Se requiere de la siguiente observacién, donde se muestra como se conec-
tan los simbolos de Christoffel de la esfera deformada con los de la esfera no
deformada.

Observacién 2.1 Sean f‘}k los simbolos de Christoffel de la superficie de-
formada, si

i 1,
k= 59"(9r5:r= + 9rkij — Gikir) (2.9)

donde la derivada covariante se toma respecto a la superficie sin deformar,
y gij es el tensor métrico de la superficie deformada, entonces

f‘;k — F;k + CJ‘k

Prueba.
La prueba de este resultado se sigue al desarrollar las derivadas covarian-
tes en la definicién de C3,, es decir, ver (B.15)

U8
Cie = 59“ (9rik = 9viT7k — 9T
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+Grkj — g"rkr.:j = yr-rl“l’j
~ikr + GykL5r + 957 T%)

Por la simetria del tensor métrico y la de los simbolos de Christoffel en sus
dos primeros indices, se cancelan varios términos y por lo tanto

i _ 1 i, Y
Cl = 59" rik + 9rkg = Gikr) = 979 Tj-

Usando el hecho que el primer término es la definicion del simbolo de Chris-
toffel en la métrica g, ver (B.10), y que g" g,, = 0}, se tienen que

i T i
Cie = Tk = T

Lema 2.1 Sea gos la métrica en términos de la superficie media deformada,
entonces del tensor de curvatura p,g = bap — bap, donde bag, bag son las
segundas formas fundamentales en los sistemas de la superficie deformada y
la no deformada respectivamente, entonces

Pas = —(Eapi3)u=0

Prueba. Por la expresién que se demuestra en el apéndice (B.25) , que en el
caso de la superficie deformada se escribe como

bap =134
Con esta observacion se tiene que
Emg = Fiﬂ + ng - baﬁ + C:g (2'10)

donde se usé (B.25) para la superficie no deformada. El término C3, =
%er{gm;ﬁ + 9rp:a — Jap:r), Se reduce observando que en las coordenadas de la
superficie media, se tiene que g** =0 paraa=1,2y g® =g3 =1lenu=0,
ver (B.24). Entonces

1 1
Cf,’, == 5(930;3 + 9380 — Gap3) = _§{gaﬁ;3)|u=0

y por lo tanto al sustituir en (2.10) se obtiene

_ 1
Pag = bap = bap = =7 gap3 = —(€ap3)lu=0 (2.11)
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donde se usa el hecho que 03 = ;(gap — Gap) ¥ que la derivada covariante
de G,z es cero, ver (B.18). m
Con esto tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.2 Simg,g es el tensor de momentos y pap el tensor de curvatura
entonces la ecuacion constitutiva que relaciona dichos tensores estd dadae a
orden dos por

—2h%E
Mas = 30 = %) (1 = v)pap + ]G ag) (2.12)

Prueba.

Sustituyendo la ecuacién (2.6) en (2.11) y haciendo uso del desarrollo en
Taylor para el tensor de esfuerzos

tag = Tap + Oapll + 0(592]
para obtener la derivada t,g3 = 0,g, Se tiene la ecuacién constitutiva

Pap = —(1+ v)0ap + v0]Gag (2.13)

Esta ecuaci6n se puede invertir para obtener o,5 en funcién de p,z. Para
ello multiplicando por G*?, se tiene

pr = —(1+v)o) + ualﬂé
Si multiplicamos por 4%
P4 = —(1+v)og +vol2
donde se usé el hecho que §$5) = 2. De donde se obtiene

=

(v—-1)

o) =
Sustituyendo en (2.13) se tiene
-1
Oap = ﬁ((l — V)pap + vP3Gap)

o multiplicando por %—Eha, en términos del tensor de momentos

—2h3E
Mag = m((1 —V)pap + VpyGas)
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donde se multiplicé por médulo de Young E para recuperar las unidades
de fuerza apropiadas. m

Nota: En lo sucesivo se tendran cuatro tipos de derivadas covariantes,
; serd la derivada covariante en la representacién del espacio respecto a la
superficie sin deformar, ; ; sera la derivada covariante respecto a la métrica de
la superficie deformada, | serd la derivada covariante sobre la superficie media
sin deformar y || la derivada covariante sobre la superficie media deformada.

2.4. Ecuaciones de Equilibrio

Requerimos del teorema de la divergencia en sistemas generalizados de
coordenadas. La idea bdsica es el darse cuenta que cualquier cantidad in-
variante es independiente del sistema de coordenadas utilizado. El teorema
de la divergencia involucra precisamente una relacion integral entre dos in-
variantes, la divergencia A%, y el producto escalar A%n,. En coordenadas
cartesianas se expresa como

/V-A'dV=[A’-ﬁdS
v 5

En un sistema arbitrario el resultado es vilido por el hecho de ser invariantes

/ A% odV = / A®nadS.
v S

Los esfuerzos internos estdn dados por f* = t*# 4 . La interpretacién de la
cantidad t*ng es la componente de fuerza por unidad de area en direccién
Xq, sobre el elemento de superficie con normal n. Después de la deformacién
la suma de fuerzas tanto externas como internas debe ser cero, por lo tanto

[ t*ngdS — / pn®dS =0
5 s

donde p es la presién externa uniforme. Al aplicar el teorema de la divergen-
cia, el segundo término del balance de fuerzas es cero, puesto que el gradiente
de una constante es cero, por lo tanto

/ £ 5dV =0
v
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donde las derivadas covariantes se toman respecto a la superficie deformada.
Se obtienen las ecuaciones de equilibrio

l"ﬂ'a:;ﬁ =0.

Desarrollando las derivadas covariantes en términos de las simbolos de Chris-
toffel (ver B.16 )

0 =t g+t + 12T,
Usando la conexién para los sfmbolos de Christoffel I, = I, + Cj; se tiene
que
1% 5 + (05 5 + C) + 1% (T + Cls) =0
y por lo tanto las ecuaciones de equilibrio respecto a la métrica de la superficie
sin deformar son

t%8 5 4+ 0% + 12 C, = 0. (2.14)

Estas ecuaciones se pueden escribir de manera compacta, tal y como se de-
muestra en el siguiente teorema

Teorema 2.3 Si se define el pseudo tensor de esfuerzos en sus tres formas

equivalentes debidas a las propiedades del tensor métrico de subir y bajar
indices (B.2)

T = (8)" trgt — wop (2.15)
T = (8)*tmog — WP

las ecuaciones de equilibrio toman la forma

™ — (%)”2 tm — War

In=0.
Prueba. Se tiene por las propiedades del tensor métrico de subir y bajar

indices que tTg{ = gxst*™gf = t*™gy;, cambiando el indice mudo se puede
escribir como t*™g;. Por lo tanto

.= ((8) " e wr)

3

12 ms g 1/2 ms ms
) t Gsi -+ (E) (t smUsi + gsi‘,m) = VV;i {2'16)
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El término W, se calcula de la siguiente manera: Como W (e,m) depende
del tensor de deformacién, su derivada covariante con respecto a u; vale
ow
"V;s‘ = 5__53311;:':
sm
por el hecho que la derivada covariante de un campo escalar coincide con la
derivada parcial ordinaria.
De la ecuaci6én (2.4) escrita de la forma
aW _ ( g ) 1/2 tm
O€ sm

G
se tiene que

Wom (§) o= (8) " "hous

donde se usa el hecho que ény = 3(gms — Gms) ¥ la derivada covariante
Gima = 0 (B.18). Ademds

L) =L{0" (2 Ep_)

G T 2\G g G
Como se muestra en el apéndice de geometria diferencial (B.11) g, = 29I7,,,,
G m = 2GT},, y por lo tanto

(V&)= ()" €= ()"

Usando el hecho que ™ satisface la ecuacién de equilibrio, (2.14):
tmﬁ‘rm — _t"SC:f:n o) ter:m'

Sustituyendo estas expresiones en (2.16)

1/2 1
T;?n = (%) (C;-xrtmsgsi - t"C,Tngsi == ter:mgai + tm"gsi;m = 'itmgsm;i)

Los dos primeros términos se cancelan por el hecho que estédn sumando indices
mudos, es decir CI, .t™ = Ck t™ = Ckt™ = C™.t™, y notando que de la
definicién para los coeficientes C7,

. 1 .
c}k s 59"(9!‘_‘.‘* + Orkj — gjk;r)
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renombrando indices

1
C:m = Egs'\ (g/\r;rn + Gamir — grm;,\)
multiplicando por el factor g,;

1
C:mgai = Eéf(gh;m + Gamyr — grm‘,;\)

. 1
Crmgsi = a{gs'r;m + Gimir — grm;i)

contrayendo por —t™" se tiene que los indices r, m se pueden permutar y por
lo tanto

1
-C:mgsitmr = _tmrgir;m + Etmrgrm;i

se obtiene el resultado
1/2 1 g
Ti';a = (%) (_tmrgir:m + Etmrgrm;i + tmg.si;m . ’itm'.gsm;i) ={.

]

Es un buen momento para dar las condiciones de frontera sobre la su-
perficie deformada en el interior. Es decir, no se consideran las condiciones
de frontera en los bordes, estas serdn consideradas en el siguiente capitulo .
Suponemos que la unica fuerza externa que actua sobre el cascardn es la pre-
sion, la cual supondremos uniforme. Por lo tanto las condiciones de frontera
son de la forma

P¥= =0,"=8=—p
a=1,2,u=h (2.18)
t™ =0 para u= —h.

Para el tensor de pseudo esfuerzos (2.15) se tiene
T} = (%)t - W5
implica

T2 =0, T§ = —(£)2p— W
a=12,u=h (2.19)
T2 =0,Tf = -W para u= —h.
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Para obtener las ecuaciones que describen la deformacion de la superficie
media, se consideran como variables independientes €43, Pag, Tag, Oap defini-
dos sobre la superficie deformada, dando un total de doce variables. Las doce
ecuaciones que daran el sistema cerrado son las seis ecuaciones constitutivas,
tres ecuaciones de balance de fuerzas y las tres ecuaciones de compatibili-
dad. A continuacién derivamos las ecuaciones de equilibrio. De la ecuacién
de balance en términos del pseudo tensor de esfuerzos T7;, = 0, tomando la
convencién que los indices con letra griega toman los valores 1, 2, las primeras
dos ecuaciones de equilibrio se pueden reescribir como

B =T 4T =T+ T3 5 3T, =0,

donde en la dltima igualdad se usé la definicién de derivada covariante para
el término T2 ; = T2 ; — T3T%; (Apendice B.14). Por otro lado, se tiene la
férmula para los simbolos de Christoffel, ver apéndice(B.10)

1
Fﬁ-f = §gﬂA(gla,'r + 9y — gcn,-\)

Como se muestra en el apéndice de geometria (B.24), la métrica referida a la
superficie media est4 dada por

Jaf = €af — Zubﬂg + uzmag

donde eyg, bag, Mags son las primera, segunda, tercera formas fundamen-
tales de la superficie deformada. y go3 = 0 para o = 1,2 y g33 = 1. Esto
implica que
9ap3 = Japjs = —2bap
Sustituyendo esta expresién en la definicién de los simbolos de Christoffel
sobre la superficie media se tiene que

BA A
o= %‘(gm,s + gara — Ja3p) = g%(—?bm) =—bf

del hecho que g33 o = ga3 ) = 0y gap;zs = —2bag. Por lo que las ecuaciones de
equilibrio valuadas sobre la superficie media se escriben como

T2 p+Tas+ T30 =0 (2.20)

El siguiente teorema da una ecuacién aproximada a la ecuacién de equilibrio
(2.20) en términos del tensor de esfuerzo sobre la superficie media 7,4.
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Teorema 2.4 Sea 7o €l tensor de esfuerzos valuado sobre la superficie me-
dia y teniendo en cuenta que T? = t% + O(t?) , entonces los términos de la
ecuacion (2.20) tienen los siguientes ordenes

T2 )5 = 78,5 + O(e6?/2) (2.21)
T3 =73 + 0(e?) = O(ef) (2:22)
T3b5 = O(e6?/A) (2.23)

T3 5 = O(e6?/2) (2:24)

Y por lo tanto la ecuacidn de equilibrio (2.20) a primer orden en € sobre la
superficie media es

85 = O(e6*/))

44

En términos del tensor de esfuerzos sobre la cdscara 1,5 = 2h7ag, y del hecho
que €,0 son pequenios se pueden despreciar el lado derecho de la ecuacidn
anterior, es decir

s =0 (2.25)

Prueba. En el articulo de John [John, ec (20)] se encuentra la siguiente
representacién para el tensor de pseudo esfuerzos

]

TP = 7 4+ 2(1+ )t + (1 — )thtn — %((1 FU)EE — V)™ + O(F)
Este resultado muestra que a primer orden
" =" + O(t?). (2.26)

En particular para u = 0,m = 3,7 = a y recordando (2.8), donde se ve que
O(t) = O(g), se tiene la primera parte de (2.22)

T3 =73 + O(€?). (2.27)

(2.21) se obtiene al derivar (2.26) y valuar sobre la superficie media, por
el hecho que Tglﬁ = Tgw +20(t)O(tax;s)- De la regla de John con p = 0,7 =
0,n = 1 se tiene to.5 = O(g/A) y por la relacién constitutiva (2.8) se tiene
que O(t) = O(e), y por lo tanto T2 ; = 72,5 + 20(¢*/X). De la definicién
para 8 (2.1) se tiene que 6 = O(e) implicando (2.21).

Para obtener la segunda parte de (2.22) , tenemos de las condiciones
de frontera (2.18), tg3 = 0 para u = —h. Se puede aplicar el teorema del
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valor intermedio, con lo cual tg3 = O(tgs3)h y de la regla de John para
tgas con p = 0,m = 0,n = 1 se tiene tg33 = O(e/)) y como consecuencia
tss = O(e/A)h = O(eb), y sobre la superficie media 73 = O(gf). Y como
T3 = O(73) se tiene que

T3 = O(ef). (2.28)

La primera y segunda formas fundamentales para la esfera se calculan en el
apéndice (B.28),(B.29), donde se observa que dependen de R tinicamente

gag = O(}?’)
bos = 0L ()

b = §bax = O(}) = O(0/)
donde se usé la definicién de @, véase (2.1), para encontrar el orden de R,
6> = O(h/R) y por lo tanto 1/R = O(6?/h) = O(8/)).
Para probar (2.23) se usan (2.22) y (2.29), por lo que
T3b2 = O(6%/X).

Para estimar el segundo término 77 , (2.24), utilizamos las condiciones de
frontera T3 = 0 para u = +h (2.19), escritas en términos de serie de Taylor

h? h®
Ti‘ = (Tc::)n=0 + h(Tg.s)u=0 + g(Tg,aa)wﬂ ¥ E(T:,ssa)uﬂ: =0
3 3 h? 3 h
I, = (Ta)u=ﬂ = h(ﬁ,a)mo + ?(Ta,ss)u:u - “é'(Tg,aas)uvu =0

valuadas en h, —h respectivamente y algunos valores intermedios v;,vz. Con
esto se tendrian dos ecuaciones en h y —h que al restarlas implican que

B3
h(Tg,s)mu + E(Tua,aaa}wﬂ +0(h®) =0

Utilizando la regla de John para t3, 333 con p = —2,m = 0,n = 3 se tiene
RT3 333 = O(h%A~3) = O(6?/)), y por lo tanto
(Ta3)u=o = O(K*|T3 33]) = O(e6%/2)

Sustituyendo estas estimaciones en la ecuacién (2.20) se obtiene la prime-
ra ecuacién de equilibrio , la cual se puede interpretar como el balance de
esfuerzos tangenciales a la superficie media.

7815 = O(6?/)) (2.30)
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Con lo que se prueba el teorema m
Para obtener la otra ecuacién, que tiene la interpretacién de balance de
momentos respecto a la superficie media, consideremos la tercera ecuacién

de balance
T3 =T5,;+ Tl — TiTy = 0, (2.31)

donde el lado izquierdo se desarrollé usando la definicién de derivada
covariante para un tensor mixto de orden 2 (B.17).

Si usamos la convencién de que los indices con letra griega toman los
valores 1,2, y los indices con letras latinas toman los valores 1,2, 3, entonces
la ecuacién se escribe como

T3 o+ T3 g + Tsllo + T3 — T T — TiT35 = 0.
Los simbolos de Christoffel con indice 3 doble se anulan (B.27) , por lo tanto
T3 o+ T3 3+ Tsli — Ti'Te = 0
Usando nuestra convencién de indices griegos para 1,2 se tiene
T3l = TTha + T3T5a

¥
T, =TT TeTE ..

Como consecuencia
T3 o + T3 5+ 4TS, + T3S, — TgTS, — TsT3, = 0.
Cancelando el iiltimo término por tener indice 3 doble y notando que T3, =
T§ o+ TiT5,
T3 o+ T3 s + T3S, — TgThs =0.
Usando el hecho que I'?; = —b8 valuado sobre la superficie media
T9\, + T3 5 — Tob3 + Tgbl = 0. (2-32)

Esta es la ecuacién de balance de momentos valuada sobre la superficie media
u = 0. De esta ecuacién se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.5 Sean o°?, 7°# los tensores de momento y esfuerzo respecti-
vamente, calculados sobre la superficie media. Los términos de la ecuacidn
(2.32) sobre la superficie media tienen las siguientes estimaciones
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1. T§ = O(e6?)

2. T§ = 18 + O(e6?)

3. T3h2 = O(e6h/)2)

4. T§j, = 5h%0"5a + O(e6%h/X?)

5. T3y = —2055, + 7% pog — & + O(6°h/\?)

Con estas estimaciones se obtiene la ecuacidn aprozimadae de momentos
1
30" e - 235 + 7% pog + TSE = O(c6%h/N2).

En términos de los esfuerzos y momentos totales se tiene la ecuacidn de
momento

M 0 + 1% (pap + bap) = p. (2.33)

Prueba.

Prueba 1. Para probar la estimacién (1) utilizamos la relacién (2.26) lo
que implica T§ = £ + O(t?) y por lo tanto 7§ = O(t3) . Como 3 = 0 para
u = —h, por el teorema del valor intermedio implica que t§ = O(ts33)h, de
la regla de John con = 1,7 = 1,n = 1 se tiene t333 = O(ef/A) y por lo
tanto t§ = O(e6h/)) = O(c6?). m

Prueba 2. La estimacién (2) se prueba de (2.26), es decir, T? =t +
O(t?). Por la relacién (2.8), O(t) = O(e), y por la definicién de 6, (2.1),
O(g) = O(8?) y por lo tanto T? = t? + O(c6?). m

Prueba 3. La estimacién (3) se sigue de (1) y del hecho que para la
esfera (B.29), b3 = O(%) = O(6/)) = O(h/A?), por la definicién de 6 (2.1).
[

Prueba 4. Para la estimacién (4) usamos las condiciones de frontera
(2.19) escritas en términos de su serie de Taylor, es decir

1
Tg = (T3)u=0 + u(T} 3)u=0 + Q“E(Tg,aa)u=o+

1 1
E“S(Tg.m)wﬂ + ‘2—4-114(1‘;‘3333)“:0 + O(hﬁ) =0

para u = h,—h. Si sumamos estas dos ecuaciones sélo quedan las potencias
pares y por lo tanto
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L

1

h* (T 3333)u=0 + O(h®)

Notamos que T3 = G3;T* por la propiedad del tensor métrico de subir
indices, y por (B.24) G33 =1 y G3, = 0, implica T = T3 y de hecho sobre
la superficie media (T§)u=0 = (T%)u=0 = (G**T})u=0 = E**(T})u=o donde
E.p = (Gag)u=o. Multiplicando la ecuacién anterior por E*? y usando el
hecho que (T§)u=o = E*#(T}3).=o se tiene que

(T)omo = —3H G (Thas)umo ~ 3G (Thgumhumo  (234)

Primero se requiere la siguiente observacién

Observacién 2.2 Las estimaciones de John valen lo mismo para las deri-
vadas parciales como para las derivadas covariantes, en particular

e0*h
T§,33 o Tg;aa g O(T)

Es decir
Tg;aa = O(TE,ss)
Prueba. Calculamos Tg;aa de la definicién de la derivada covariante
T5; = Tj; + TiTs;

lo que implica

T3s = T3s + TT%s.
Por otro lado la derivada covariante de un tensor de orden dos se calcula en
el apéndice (B.15) y por lo tanto

T3 = (T5:)s = (Tha)s + TesThs + Thals

En el caso particular que : = j = 3 se tiene
Tg;aa = (Tg;a).s + Tf;sI‘g;, + Tﬁ;kf'ga

Por el hecho que la métrica est4 dada respecto a la superficie media, los
términos I'}; con indice 3 repetido al menos dos veces son cero (B.27),
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Thas = (T35 + Tal'3s)3 + Taal'hs
Tias = Thas + Ta(T3s) s + TasThs + (Tos + TyTas)Ths
Usando el hecho que (I'§3) s = —(b§),s = 0 para u = 0 por la férmula (B.26)
T533 = T 33 — 2T2 3b5 + TIb7b5.

valuada sobre la superficie media u = 0. Utilizando los hechos que en el caso
de la esfera

» B = 0(z) = 0(%)
=0(3) =0(9)

= T3 = O(eh)

= T35 =0(F)

Las primeras dos estimaciones valen por (B.28) y (B.29), la tercera por
(2.22) y la cuarta por (2.24), por lo tanto

2 2
T8 =T ~ 20 (5'9 ) ) G) +0(6e) O (22)

de donde se concluye que

563

u

Para estimar E®?h*(T3 335:)u=0 = O(h*(Tps;3333)) en la ecuacién (2.34),
usamos la regla de John (2.2) con p = —3,7 = —1,n = 4 y por lo tanto
O(h*(Tps,3333)) = 24 de aqui que la ecuacién (2.34) se escribe como

(T )uso = —§h’E“‘*(T§;33)u=a + O(6%h/ ).

Por otro lado, del par de ecuaciones de equilibrio en la forma TJ_ + T3, =0,
tomando la derivada covariante respecto al indice 3, multiplicando por E®,
se tiene que E*°T3 , = —E°*Ty_5 y por lo tanto

1
(T$)um0 = 5h*E*(T],,)um0 + O(e6°h/N).
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Por el hecho que T3 = T 3 + O(t?),,3 que se obtiene al derivar (2.26),
ademés O(t?),,3 = O(t)O(tayiys) = O(€)O(gh/A?) al utilizar la regla de John
con p=—1,m=—1,n =2y de la definicién de  mostrando que &£ = O(6?).

(T;)u:ﬂ == %thaﬁ (tgn@)!i:ﬂ + O(Egzh//\}

(T§)um0 = SHE E™(typ8)um0 + O(ePh/ ).

que es equivalente por la propiedad (B.2) aplicada al indice x. Dado que
(tus;3)u=0 = Opp implica t,p.03 = 08,4

1
(T:?)u=ll = ‘Q‘thnﬁE?'“Uﬁgh + O(Eﬁzh/)t).

Usando la propiedad del tensor métrico tanto que su derivada covariante vale
cero (para poder entrar o salir de la derivada covariante como constante),
asi como su propiedad de subir y bajar indices (B.2) se tiene que

1
(T5)u=0 = Ehza""‘h + O(e6h/N).
Tomando la derivada covariante y contrayendo respecto a « se obtiene
(THa)u=0 = %h%mha + 0(e6%h/N2). (2.35)

Ya que la derivada covariante de los términos en h* estdn representados por
hAT3® 3333, v por las estimaciones de John con p = —3,7 = —1,n = 5 se tiene
RAT3 33530 = h*O(eA~5A/h) = O(heh?/?). Con esto se prueba la estimacién
(4) m

Prueba 5. Para probar ( 5) utilizamos las condiciones de frontera (2.19)
en la definicién del tensor de pseudo-esfuerzos T/" = (g.-)m tm — Wér | se

tendria que T3 + (é)mp + W = 0 del hecho que t3 = —p para u = h
y T2+ W = 0 para u = —h. Tenemos los siguientes desarrollos de Taylor
valuados en h, —h respectivamente

1 1 1/2
Z 'E!"(T:g(s,k})wﬂhk + z H(W&(&k})uﬂhk o (%) p =0

—

_1)k
¥ B0 + 5 S W gp)ucatt =0
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Si restamos el par de ecuaciones sélo quedan las potencias impares y divi-
diendo por 2h se tienen la siguiente ecuacién

h2
(T:?,;’. + Wa)u=o + ?(Tg‘asa + W 333)u=o+

1 rg\\/2
%6
Las estimaciones del iiltimo término se calculan con la férmula de John
con,u— —3,m = —1,n = 5 de tal forma que h*T33 33333 = h‘O(s— = iiis—
62
&

+ B (T3 33353 + W33333)u=0 + O(h®) = 0 (2.36)

u=h

ef?h
h*(Tss,33333 )u=0 = BYE

Para W 33333 se usa el hecho que W3 = (%) e t’““smklg dada en (2.17) y
la relacién lineal entre £,5 y tas (2.8) , se tiene que W3 = O(t™)O(emx3) =
O(€)O(tmx3) implica h*W 33333 = h*O(€)O(t33,33333), donde utilizando la re-
gla de John con p = —-3,7 = —1,n = 5 implica

2h3 E?B‘Eh
B (Wassaa)amo = O(57) = O(7~

El mismo argumento utilizado anteriormente implica que
h*W 333 = h*0(€)O(t33,333)

con la regla de John con y = —1,7 = —1,n = 3 implica t33 333 = O(5%;) por
lo que

. hz(w,:;aa).po = O(Egzhfz\zl
con ello (2.36) se escribe como

2
(T35 + Wa)u=o = _%(T;333).,=0 = % + O(ef?h/)?). (2.37)

A continuacién mostramos que podemos cambiar las derivadas parciales
por derivadas covariantes en la ecuacién anterior. Se tiene que h®Tj,3; =
h?T3 555 + O(gzgh/'\z) porque T3a55 = Tiass + O(T5a5)O(T), pero or) =
O(1/R) = ( ) y de la regla de John con g = 0,7 = 0,n = 2 implica
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O(T}3) = O(5), se concluye que Tl = T35 + O(55)0(2) y del hecho
que A = h/f se obtiene el resultado, por lo que la ecuacién anterior toma la
forma

! B
(T35 + W3)uso = —E(T-};m)m = % + O(e6h/\?). (2.38)

El término T34, se manipula como sigue. De las ecuaciones de equilibrio
T, = 0, usando la convencién que los indices con letra griega toman los
valores 1, 2, y las letras latinas los valores 1,2, 3, se tiene que

ET] +E*T3,=0

Por estar sobre la superficie media , E*? sube los indices en cada término de
la ecuacién anterior dado que entra en la derivada covariante como constante,
ya que E*?. =0, por lo tanto

TP+ T =D
Tomando la derivada covariante respecto a y contrayendo
T+ T%3, =0
Si a*® es un tensor simétrico entonces

ﬂaﬁ:mﬂ = anﬁ;ﬁn

Por el hecho que se estd sumando sobre ambos indices. Con esto la ecuacién
de equilibrio se puede escribir como

an:"rﬂ + (Tsa:a)::i =0
T'm:'ra *+ (T:h:a + 163:3):3 = T33:33 =0
El segundo término es la ecuacién de equilibrio y vale cero, por lo tanto
T™ e = T%3s = GP*T’j53 = Tis

del hecho que la métrica con respecto a la superficie media es cero excepto
para j = 3. Por lo que la ecuacién (2.37) se escribe como
h?

(T33,3 + WS)U:IJ = _F(iﬂuﬁa:i)u:l] - ‘2";_1 % 18 O(Egzh/Az)
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usando el hecho que (T7.,43)u=0 = 07%ya + O(t%)|ag3 al derivar (2.26) y
que h?0(t?)japs = 2h*0(t)0(t°%) ap3 = h*O()O(tasaz,8:8:3) = h*O(e)O(e/N*h) =
O(g6%h/)?) por la regla de John con u = —1,7 = —1,n = 3, y por lo tanto
2

(T3 + Waleoo =~ ™o~ L4 OH/X).  (239)

El término (W3)u=o de la ecuacién (2.39) se estima por medio de las
formulas (2.11) y (2.17) y de la estimacién para (£)Y? = 1+ O(e) (2.7),
como se ilustra a continuacién: Por (2.17)

Wahoo = ((5)" t7hemes)

notando que el término t™ ¢, 3 se puede escribir como

u=0

imksmk 3= t“’asaﬁ‘a + 2t3u530'3 + t33€33'3.
De la relacién (2.8), €;; = O(ty) y O(t) = O(e) por lo que t*®€3,3 =
O(£**)O(t3a3) = O(e8)O(g/)\) = O(6?h/)?) donde se usé (2.22) y la re-
gla de John con p = 0,7 = 0,n = 1. El término #3333 = O(t3)0(t333) =
O(e6%)0(£8/)) = O(£%0?h/N?) donde se usé la estimacién (1) enunciada en
este teorema. Y por lo tanto

1™ e 3 = t%e0p3 + O(£6%h/)?).
Usando (2.11)
(W 3)uzo = —(t°? pag)u=o + O(0?h/)?).
Al estar valuada sobre la superficie media (t°? pag)u=0 = 7*? pas, por lo que
(Wa)uzo = =7 pag + O(6%h/N?).

Sustituyendo en (2.39) implica que
2

(T )eeo = —%a‘”ﬁm - % + 7% pog + O(e6%h/)?). (2.40)

Con lo que se prueba la estimacién (5). m
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Sustituyendo las estimaciones (2),(3),(4),(5), en la ecuacién (2.32) y des-
preciando los términos en O(ef%h/)?) se tiene la ecuacién

P
370 = —0" gy — ot 7% poag + TSHS = 0.

1
ghzﬂmha = 2%1 + T“‘ch.p + Tﬁubg =0.

Multiplicando por 2h y usando el hecho que 7,s = 2h7,g, Map = %h%mg.

M e + qaﬁ(Paﬁ + bag) = p,

donde en este caso b,gs es el tensor métrico de la superficie sin deformar. Con
esto se prueba el teorema m
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2.5. Ecuaciones de Compatibilidad

Hasta el momento disponemos de 6 ecuaciones constitutivas, y 3 ecuacio-
nes de balance de fuerzas y momentos. Las variables que estamos conside-
rando sobre la superficie son: €44, pag, Tas, Tap, cada tensor con 3 variables
independientes, dando un total de 12 ecuaciones. Para completar el sistema
de ecuaciones se requieren 3 ecuaciones mas. Las cuales serdn obtenidas de
consideraciones geométricas. Tanto la superficie deformada como la superfi-
cie no deformada, deben satisfacer la ecuacién de Gauss (B.20) asi como la
de Mainardi (B.19)

De la ecuacién de Mainardi (B.19) se tiene que

bagiix — baxjs =0

Lapiy = Lgagr =0

para la superficie deformada y la superficie no deformada respectivamente.
Trabajando la primera ecuacién y expresando las derivadas covariantes con
respecto a los simbolos de Christoffel (B.15) se tiene

bogiis = Dagp — bxsl'sr — banl ha-

Sustituyendo la conexion para los simbolos de Christoffel f‘}k = [‘},‘ + C}k en
la ecuacién anterior se obtiene

Baﬁ”A = Baﬁ‘k — EK,SF:A —_ BC!KFBA = ENBC:A _— EMCEA'

Identificando los primeros tres términos del lado derecho de la ecuacién
anterior como la derivada covariante del tensor b,z respecto a la superficie
no deformada, se tiene

Bnﬂllh . Eaﬂb\ - E’nﬁc:x - BD!NC;A
y de manera analoga permutando indices se tiene que

Deali = baris — bxrCaag — baxCis
tomando la diferencia e igualando a cero

Dapir — barjs — bxgCax + beaCag = 0.
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Usemos el hecho que el tensor de curvatura se define como pas = bag — Lag
donde hemos llamado L, la segunda forma fundamental de la superficie no
deformada. Entonces bos = pog + Lag, por lo que

Papir + Lapin — Paris — Larig — (Pxp + Lrg)Car + (Pax + Lax)Cag = 0.
Usando el hecho que Lygp — Lors =0
Papir — Parip = (Pxp + Lep)Car — (Pax + Lax)Cap
Papir — Poris = bxpClx — baxCag
Por (2.29) se tiene que b.s = O(R). Por la definicién (2.9)

= 0(9)0(0a35) = O(5)0(easr) = Ol75)0ltas) = Ol 7)0(e/N)

donde se usa el hecho que gos = 2645 — Gop ¥ la relacién lineal entre el
tensor de esfuerzos i,4 y el tensor de deformacién €, y la regla de John
con p = 0,7 = 0,n = 1. Por lo tanto el término del lado derecho de la
ecuacién anterior vale O(4)O(e/)) = O(6%/h)), donde se usé el hecho que
O(1/R) = O(6#?/h). Por lo tanto

Pasir — Parig = O(e6*/hA)

Sélo hay dos ecuaciones no triviales para § # ), usando la propiedad del
tensor de permutacién dada en la observacién (B.1) se pueden escribir como

€ poup =0
Contrayendo esta ecuacién por %7 se obtiene
€€ pyyyp = 0. (2.41)
Finalmente de la ecuacién de Gauss para la curvatura dada en la forma (B.23)
biiba — bizbr2 = %(912.21 + ga12 — 22 — g22.1) + G (szré\l . f‘?lf'é\'z)
Usamos el hecho que T%; = T4, + C%; = T'as + 35" (9xalp + 96xla — Jasix)

donde §"*geq = 8 es el tensor reciproco, y después de sustituir se encuentra
que (véase [John])

= = - = 1
bi1bgs — byobiz = 5(912[21 + ga1p12 — Guij22 — 9’22|11)
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1
+"2'9?.(L11L22 — LiaLn) + gxu (C15C3, — C1CY) - (2.42)

Se tienen las siguientes estimaciones
O(9ap) = O(e)
0(¢*%) = O(1/e)
O(9asr) = O(tas) = O(8/A)
O(Css) = O(g"")O(gap,2) = O(6/1)

0(9a5)0(C?) = O(e6?/X?)

La primera vale porque gos = 2c45+Gas , la segunda porque g** Gks = Opa

es el tensor reciproco y por lo tanto O(g*®) = 0(;*5} = O(2). La tercera

por las estimaciones de John con ¢ = 1,7 = 1,n = 1, la cuarta por la
definicién (2.9), la quinta se obtiene haciendo el célculo y usando los hecho
que bu.B = Pag+ Lcﬁ YEaf = Yap = %(gn.ﬁ = Gaﬁ) Y que Guﬁ]-r = 0 por (B].S),
la ecuacién (2.42) se escribe como

(P11 + L11)(p22 + La2) — (pr2 + La2)(p21 + Lan)
= Map1 + Yaipz — Yajzz — Yaopun + 398 (L Loz — LiaLay) + O(e6%/2?)

pup2 — p1zpa1 + puLloy + Liipee — praLlar — Lizpar + L Loy — LiaLay
= Yizj21 + Y2112 — Y22 — Ye2qu + %Qg(Lllez — LiaLn) + O(e6?/)?)

PP — przpar + pr1Lae + Lipzs — praloy — Lizpn
= Mo + Yaipz — Tz — Yoo + (393 — 1)(EnLas — LiaLay) + O(e6?/)?).

En términos del tensor de permutacién se observa que
1 ao _fu
PPz — P12Pn = EE € PagPap

priLas + Lupe — proLoy — Lzpor = €27 Logpoy

Yazar + Yaipz = Mz — Yoz = —€* € Yoo
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Del hecho que (%gg —1) = 0 y despreciando los términos de orden O(£6%/)?),
se obtiene la forma final de las ecuaciones de compatibilidad

oo 1
€ 6&“ |:‘Yﬂﬁ|a'p * Laﬂﬂgu + §Paﬂparp:| =, (2-43)

Los términos en O(¢6?) han sido omitidos en la forma final de las ecua-
ciones, por lo que el sistema es una aproximacion valida siempre y cuan-
do €,0 sean pequenos. De la definicién del pardmetro 8 se tiene que 8 =
maz (%, \/%, \/E), aqui se ve que tres cosas tienen que pasar, primero que

el término % sea pequeiio, y como D es la distancia del punto de la superficie

a la frontera, entonces la aproximacién vale lejos de la frontera, segundo, h/R
pequeinio implica que estamos considerando un cascarén delgado, y por ilti-
mo /¢ pequeino implica que consideramos deformaciones pequenas. Si estas
tres cosas suceden, entonces con seguridad podemos despreciar los términos
en O(e6?).

Si en las ecuaciones constitutivas consideramos cascarones de espesor h
en lugar de 2h como se ha hecho hasta el momento, se encuentra que (2.6) y
(2.12) se pueden escribir como

1
af =15 (14 v)7ap — v7 Gagl

Mag = —Eh*y? [(1 = v)pas + vp1Gas)

donde 7? = priry. Si llamamos deg,bes a la primera y segunda for-

mas fundamentales de la esfera sin deformar respectivamente, el sistema de
ecuaciones completo se vera como sigue

g¥eht ['Yaﬁlcr.u g Baﬁﬂau W %Paﬂpnr_u] =0
£2ePrp,up =0

M ya + 0% (pas + bag) = P

i = 0

€ap = jp (1 +¥)Tag — VT Gap)

3 -
Map = ‘_ﬁﬁ'_%ﬁ [(1 — V)pap + VP'-T,GGB]
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Capitulo 3

Ecuaciones de Deformacion

A continuacién se hace una deduccién de las ecuaciones de deformacién
para el problema de una esfera sometida a un campo de presién uniforme.
Originalmente se tiene un sistema de 4 ecuaciones tensoriales, el primer par
de ellas son las llamadas ecuaciones de compatibilidad Mainardi-Codazzi,
que son condiciones que deben satisfacer la primera y segunda formas fun-
damentales, con el fin de que estas representen una superficie. El otro par
corresponde al balance de esfuerzos obtenidas en el capitulo anterior. Di-
cho sistema es reducido a dos ecuaciones por el hecho de que las ecuaciones
(3.2),(3.3) pueden ser resueltas en términos de la funcién de curvatura Wy la
funcién de esfuerzos F. Junto con las ecuaciones constitutivas que relacionan
los esfuerzos con las deformaciones , el sistema de ecuaciones se reduce a dos
ecuaciones para W, F.

3.1. Deduccion

Partimos de las ecuaciones de John de orden mas bajo planteadas como
en el capitulo anterior

E% & | Yuplon + bap oy + %paﬂpau =0 (3.1)
£%7 &P poyp = 0 (32)

Mm% + (bap + pap)n™ = p (3.3)

iy =0 (3.4)

43
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y las ecuaciones constitutivas

1 5
Yep = Ty (1 + )hag — vapT]] (3:5)
m® = B [(1- 1)p™ + 0], (36)

El tensor de deformacién y el tensor de curvatura se definen respectiva-
mente como

1 -
Yap = 5(Gap — Gap) (3.7)
PaB = Baﬂ - Baﬂ (38)

donde hemos llamado @, bsg 12 primera y segunda formas fundamentales

de la esfera deformada y @ag, bag de la esfera sin deformar y 7% = mll_Tg)

Teorema 3.1 Las ecuaciones (3.2) y (3.4) tienen por solucidn

Pop = W|aﬁ + KWagg (3.9)

0 = g*oefp,, + KFa*? (3.10)

respectivamente y donde W, F' son dos funciones dos veces derivables, K =

1
R

Prueba. Verificamos que son soluciones al sustituir y recordando que las
derivadas covariantes para d,p y £, Son cero como se muestra en el apéndice
de geometria (B.18),(B.32). Primero para (3.2) se tiene que

E%EPH pyuip = E%EP (Wigus + KW giday) = 0.
Para a = 6 tenemos
0~ . - - 1 . -
EVEH (Wigus + KW pig,) = % (5% (W|¢¢o + R?W"’a"") + 5¢0W|¢0¢)
= (%)% (Wigs + sen’0W g — Wiggy) = 0

por la férmula de Ricci demostrada en el caso de la esfera (B.34). Para oo = ¢
tenemos

VP (Wigup + Ko Wg) = €% (8" Wigge + € (Wiags + KW 4iep))
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= (E*)2(~Wipgs + Wy + Wigay) = 0
Sustituyendo la férmula para 7°? en la ecuacién(3.4) se tiene que
iy = E%&P Fop + KF .
Para o = 6 se tiene que
= EMEM Fipup + KFpa" = 8% Flypo + &% Figoy + K Foa®

1

~ Risent (F|d>¢0 — Flgop + Eg) =0.

Para a = ¢ se tiene que

- o i 1
= M54 Foyg + KF 4% = £ (6% Fogo + €% Floog) + -
1
Fieeag (~Flooa + Foos + Fp) = 0

donde se utilizaron las identidades
Wiser = Wiges — KageW,s

Wiess = Wiggs — KageW 4
y por lo tanto
nﬁ,ﬂ =0.
]

Si derivamos estas expresiones, la primera respecto a § y a ¢ la segunda,
y sumando se tiene que

Wiseoo + Wisoss = Wigsso + Wiases — K (GpeWies + a6 Wigs) -

Si definimos
W = 6% 8" Wy a8,

utilizando el hecho que en el caso de la esfera sélo a%?, @#? son diferentes de
cero por lo tanto desarrollando la suma para indices repetidos se tiene

0

&aa&ﬂﬁwwuaﬂ — (&90)2m0000+

(@2)*Wipgppp + @76 (Wiggns + Wiangg) + K (@ Wigg + a**Wipy)

y por lo tanto N N
SW = AW + KAW.
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Lema 3.1
m® g = —~ERSY? (AW + 2KAW)
Prueba. Partimos de la ecuacién constitutiva (3.6)
moP = cp* + d,ozd"”"3

donde ¢ = —Eh3y%(1 — v),d = —Eh3y*v. Calculando la segunda derivada
covariante del primer término

ko~ ~ko~l ~
Cpaﬂ|aﬁ = ci**a'f (Px1)ap = @ aaﬁ(WUclaﬂ + KauWag)

donde se pasé el tensor p*# a su forma covariante (indices abajo) al contraer
por el tensor métrico (B.2), luego estos salen de la derivada covariante como
constantes por el hecho que su derivada covariante es cero (B.18).

cph = (W + K@ Wiag) = c(A°W + 2K AW)

tenemos
4@ (p2)jap = dar@ (Wiky + KW ks ) ap

donde se usa el hecho que p] = @*7 py. Por lo tanto se tiene
di*" @ (Wikyap + K Wiapi,) = d(@78% Wikyap + 2K Wiap)
= d(A?W + 2KAW)
donde se usé el hecho que @y, = 2, y por lo tanto
m o5 = (c+ d) (AW + 2KAW) = —ER** (AW + 2KAW)

n

Lema 3.2
~ao =B, 1 < 2 A
EXTE Y ogion = ﬁ(A F+2KAF)

Prueba. De la ecuacién constitutiva (3.5), tenemos

Yof = CNap + dnll:&ﬂﬂ
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— 1 _ 1 . -
con ¢ = gr(1+v),d = ~g;v. Queremos calcular lo siguiente

E27EP Y aplon = E%7EPH (Caplon + A(TTE) jouliap)- (3.11)

Para calcular el primer término notamos que 7,5 = Guk@an*™ que se con-
sige por las propiedades del tensor métrico (B.2) para obtener una expre-
sién contravariante (indices arriba) para 7,s. Por (3.10) se tiene que ¥ =
gkog R, + KFak lo que implica

Nag = &ak&ﬂ[(&:kié‘jﬂij + KFELH)
= é:;é;ﬂ,'j + K&agF
Nap = @F &' Exaip Flij + KdapF (3.12)
donde se us6 el hecho que Gé* = &, agat = 6% y por lo tanto
énaéﬂ“nama# = éaafﬂ“(&ik&jlgkaémﬂijg# + K&aﬁF]g“).
Usando el hecho que &g, = 5@, gkegg, = —ég y ademas
e anp = E587H = aTFEp e = a7MO) = @

en la primera igualdad se nota que el tensor métrico G.p estd contrayendo
la primera componente del tensor €27 y por lo tanto baja el indice , es decir
€%%a,5 = €3. Con estas simplificaciones se tiene que

éaagﬂ#naﬂldm = ‘SZ‘S;‘&ik&lelijﬂ# + &”"KF[,”
£t Blow = GT8* Fijou + 7" K Fop = A’F + 2K AF.
Por otro lado
13 = Gap™ = Gap (277 Fiou + KFa*)
= @ F,, + 2KF = 07 F;; + 2KF

78 = a""F,, + 2KF = &7 F;; + 2KF. (3.13)

Por lo tanto -
&aﬂ(nf)w = p(8"7 Flijou + QKFIW)



48 CAPITULO 3. ECUACIONES DE DEFORMACION

y por lo tanto
£ P a0 () o = 67449 Flijo, + 2K&°* Fyy,, = A’F + 2KAF.

Sustituyendo estos resultados en (3.11) se prueba que

L (A’F +2KAF)

oo cbn —
705“’[-‘ Eh

]

A continuacién hacemos la reduccién de las 12 ecuaciones de John a sdlo
dos en términos de la funcién de curvatura W y la funcién de esfuerzos F.
Del lema(3.2) la ecuacién (3.1) se escribe como

Teorema 3.2 La ecuacidn (8.1) se escribe como

1 . 1,
——(A? -= K
Eh( F +2KAF) R(AW+2 W)+

1 -
55“55%1/,05%0,, + KWAW + K*W? =0 (3.14)
Prueba.
1 % 2 A ~ao zBu &05 1
E—h(A F 4+ 2KAF) +&%% — g Pou + PosPou| = 0
donde se usé el hecho que en el caso de la esfera 505 = —lRELa,g (véase B.29).

Trabajando el término

1._ 1 .-
_Eaa#pau + 55005}3#/)&5/)0#

1 1 -
= __&a#(Wlau + KWag,) + 550055,‘(W'05 + KW&aﬂ)(Wla# + KW”’U#)

R(AW+2KW) L oo B (W s Wio + KWW apiiot KW Wioliag+ K2W 2iapiisy)

1 -
R(AW+2KW) ~‘*"gﬂﬂv1/|u,3w|,,,,+ (KWvv,aﬂa"ﬂjul{wwI L07H)+ §K2W255,,65

R(AW +2KW) + 2e W asWiow + KWAW + K*W?
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donde se usaron los hechos

googhug,, = a%h
Wiagd®® = AW
EguE =9

Por lo tanto (3.1) se reduce como

1 - < 1 - 1 x
E(A2F+2KAF)—E(AW+2KW)+Eéaaéﬂ“maﬂma#+KWAW+K2W2 =0.
|

De igual forma para la tercera ecuacién de John(3.3)

Teorema 3.3 La ecuacidn (3.3) se escribe como
ERYH AW + 2KAW) + %(AF +2KF)—
K(FAW + WAF) — %P1 F, Wag — 2K*WF = —p. (3.15)
Prueba. Se tiene a partir de la ecuacién (3.3) y el lema (3.1),
—ERY (AW +2KAW) + (—%aaﬂ + pag)n®? =p
Trabajando el término
_(%&aﬂ — Pap)(E*EP* By, + K Fa®?)

1
= ~(glas =~ Wiag — K Wiias)(E27E% By + K Fa®P)
= —%(&"“Ea#ﬁLZKF)+§"”€‘3“F|a,,W|a,g+KF&"‘3W|aﬂ+KW&‘”‘F|a,,+2K2WF.

Por lo tanto la ecuacién completa después de multiplicar por un signo menos,
se escribe como

ER (AW + 2KAW) + %(AF +2KF)—
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K(FAW + WAF) — &P F, ,Was — 2K*WF = —p.
| |

Estas ecuaciones serdn manipuladas un poco mas. Para ello se requieren
las siguientes observaciones. Tomando la ecuacién (3.4) se tiene que

nllzﬁ = éaaéﬁ#FIa#ﬂ + KF,ﬂa'aﬁ =0

£°0eH oy = —KF5a”

de igual forma tomando la ecuacién (3.2)
éaaéﬁﬂﬂanlﬁ = 5aaéﬁ#(w/|a#ﬁ + KW o) =0

EXEMWious = 0P KW g
Con esto se pueden hacer las siguientes observaciones:

Observacién 3.1

1.
EVEHWinaW,a)ip + S KW oW 5 =

EXEPH(WinugWoa + WinuWiag) + %K aPW W g = EEW 3 Wiap
Observacién 3.2
ENEPH(FpuFa)is + %K&aﬂF,aF,ﬂ = £ By Fiag
Observacién 3.3
éa/\gﬂ#(Fl/\#W,a)lﬁ + %K&aﬂF,aWﬂ = éal\éﬂﬁFlf\#Wlaﬁ

Con esto las ecuaciones (3.14), (3.15) se escriben como

L
Eh

- %(AW +2KW)+

(A’F + 2KAF)
-;-(5“55#WWW,Q)|5 + %K@W VW + KWAW + K’'W?=0  (3.16)

- - 1 -~
ER* (AW + 2KAW) + —é(AF +2KF)—
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K(FAW+W AF)— (W5, F o) js— KVW -VF-2K*WF = —p. (3.17)

Donde se us6 el hecho que *?u ,v g = Vu- V. Se pueden obtener ecuaciones
adimensionales si hacemos

F = ER*¥f, W =hvyo (3.18)

definidas sobre la esfera unitaria. En ese caso (3.16) se escribe como
2,2(A2F AR L YA ~
hey*(A°f + 2KAf) — E(Aw+2Kw)+

h2 2 - ~ ~
- [(§°*§ﬂ“wu,‘w,a)|ﬂ + KV -V + 2KoAw + 2K 02| = 0.

Recordando que a®® = %a*? y multiplicando por R*

(A2F + 20 f) — B (A + 20)+

by

1
5 [(e**eP#W)pt a) g + VB - VI + 204 + 20%] = 0.

Si llamamos
{0, W} = (e**ePWru1,0) 18 + VU - VO + 20AD + 20°

entonces

(A%f +2Af) R(Aw+2w)+%{w,w} =0.

by
De igual forma para (3.17)

h ER3y% . -

Eh372R—Z(A21D +2AT) + R—;Y(Af +2f)—

ER3~%hy
R

. Eh3y%h

Multiplicando por ==ZF=X

[(eﬂ*eﬂ“wwﬁa)w + FAG+ DA+ Vi -V + 2wf] — _p

8 R P
(A% + 2AW) + h_'y(Af +2f)-

R

(e b, fos + FAG + A+ Vi VF +20f] = -p Ehiy2hy’
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st definimos

3
_ PR (3.19)
2Eh3+?
R
= — 3.20
o= (3.20)
Las ecuaciones de deformacion serdn:
" - 1
(A%f + 2Af) — a(AW + 20) + 5 {w,®} =0
(A0 + 2810) + a(Af +2f) — {fw} = —2a)
donde
{fw} = (P i, fa)p + AW+ DAS + Vi - Vi + 20 f
Se tiene que w = 0,~f = —\ son soluciones a dichas ecuaciones, por lo tanto
si hacemos w = w,f = —A + f y usando el hecho que

{2+ f,w} = -MAw + 2w) + {f,w}
las ecuaciones toman la forma
(A2f 4 2Af) — a(Aw + 2w) + % fwwh=0  (3.21)
(A% + 28w) + a(Af + 2f) + MAw + 2w) — {f,w} = 0. (3.22)

El propdsito de la siguiente seccion es tratar de convencer al lector que
las condiciones sobre la frontera w = Aw = f = Af = 0 corresponden al
caso en que el cascarén se encuentra soportado sobre un plano horizontal.

3.2. Soluciones Triviales
Las soluciones triviales corresponden al caso

" PR3
[==2="ggpp v=0
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Y como F = Eh3y2f y W = hyw se tiene que F = —Lg—G,W = 0. Estas
soluciones constantes permiten obtener el tensor de esfuerzos. De la ecuacién
(3.10) y usando el hecho que Fj,, = 0 para F constante , se tiene que

af __ pR~aﬂ
=—-"—a
K 5
o bien su versién covariante
pR .
Nap = _T%ﬂ

donde @*# es el tensor métrico de la esfera sin deformar de radio R. Por la
relacién constitutiva (3.5) y usando el hecho que 7] = —pR, se encuentra el
tensor de deformaciones

1 pR . -
Yap = o (—(1 + 1/)7%,3 + l/pRaaﬂ)

es decir .
4 .
Yap = —m(l — V)ap
Por la definicién (3.7) 2y, = Gup — @ap, siendo d,p la métrica de la superficie
deformada, la cual puede ser encontrada realizando el despeje, es decir

_ PR
Qop = R2(1 — ﬁ(l —V))aup

donde aqg es la métrica de la esfera unitaria. La métrica resultante corres-
ponde a una esfera de radio R dado por

R=R (1 - 2—2(1 - u)) v (3.23)

Si suponemos presiones pequeiias, podemos aproximar este radio como

La solucién W = 0 en (3.9) implica que p,5 = 0, y por la relacién constitutiva
(3.6) mqg = 0, implica que el tensor de momentos es cero en cada punto de
la céscara, en cierto sentido el cascarén se comporta como una membrana
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al no oponer resistencia a momentos externos. Por la definicién del tensor
de curvatura (3.8), se tiene que l_wag = Bms, es decir, el tensor de curvatura
no sufre cambios y corresponde al de una esfera de radio R sin deformar. Se
sabe que si la solucién es una esfera entonces bos = —lag.

Ciertamente la primera y segunda forma fundamentales encontradas pa-
ra la superficie deformada no satisfacen las condiciones de compatibilidad
exactas (B.19),(B.23). Esto se debe a que las soluciones encontradas satis-
facen ecuaciones de compatibilidad aproximadas (3.1),(3.2) y la superficie
representan una solucién a O(£6?).

Esta observaci6n estd senalada en el articulo de Koiter [Koiter, pag 360-
364]. Sin embargo, las ecuaciones encontradas deben ser validas para una
esfera completa, e intuitivamente se espera que esta se contraiga, es decir la
solucién serd una esfera de radio menor. Para comprender mejor la fisica del
problema, a continuacién estudiaremos la solucién a nuestro problema en el
caso de la teoria lineal de membranas.

3.3. Solucién en la Teoria Lineal

Si nos reducimos al caso de la teoria lineal, se tiene que el tensor de mo-
mentos es despreciable en comparacién al tensor de esfuerzos. Supondremos
ademds simetria con respecto al eje z. En ese caso la ecuacién (3.3) se reduce
a

1% bap = p

donde suponemos que p,s = 0, y por lo tanto Eaﬁ = 50,3. Para una cascara
de espesor h , radio R, y escritas en términos de una base de vectores unitarios
se tiene que

h

Esta ecuacion es aniloga a la conocida ecuacién de Laplace que determina
la diferencia de presién entre dos medios, debida a la tensién superficial que
actdia en la superficie de separacién. Ademads, si la cdscara estd soportada
sobre un plano horizontal, llamaremos @,(#) a la resultante dirigida segin
el eje z de todas las fuerzas externas que actian sobre la parte de la cdscara
situada por encima del paralelo § = 6,. Esta fuerza deberd compensarse
con la proyeccién sobre el eje z de la tensién 2w Rsenfhtyy ejercida sobre la
circunferencia 27 Rsenf correspondiente al 4ngulo 8 de la esfera, es decir

27FRS€n20hT99 = QZ(H) (325)
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Las ecuaciones (3.24), (3.25) determinan los esfuerzos resultantes. Una
vez conocidos estos, se puede encontrar el tensor de deformaciones por medio
de las relaciones constitutivas escritas en términos de una base de vectores
unitarios en coordenadas esféricas (son equivalentes a (3.5))

1 1
uoo = (700 = vTg4), g = 7 (Top — VTo0), usp =0 (3.26)

En la teoria lineal se tiene que el tensor de deformaciones vale
1
Uik = §(Ui,k + Uk,i)
donde u; son las componentes del vector de desplazamientos. El tensor de
deformaciones se puede escribir en coordenadas esféricas en términos de des-

plazamentos (ver[Landau, ec (1.17)]) , como

Ug Uy
Up o + —cotd + —,
X r r

U,
Urr = Urr, Ugg = Ugg + T Ues =

Ug 1
Ugg, 2Urg = Ugy — - + ~Urp,

1
2ugy = — (ugp — ugcotd) +
s

end

r
1 U¢
2Urp = ——Upp + Upr — —-

T rsend TP TP

Con simetria en ¢ se tiene que

1/d 1
Ugp = — (ﬂ + ur) , Upp = E(ugcotﬁ +u,) (3.27)

R\ df

Con lo que se obtiene una ecuacién diferencial para los desplazamien-
tos. A continuacién derivamos la ecuacién correspondiente a una membrana
simplemente soportada. Hay dos casos que nos son de interés, el primero es
cuando tenemos una esfera completa, en este caso se supone que hay simetria
tanto en ¢ como 8, implica que Jos unicos desplazamientos distintos de cero
son u,. El otro caso corresponde a un segmento de esfera soportado . Primero
haremos la esfera completa. Calculando las cargas totales externas debidas a

la presién en la componente z, y despreciando los efectos de la gravedad, se
tiene que

21 /] 20
Q:(8) = - / / pcosR2senfdfdp = —2npR? Se’;
0 0
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Por lo que la ecuacién (3.25) implica que

R
hToo = _pT
y por la ecuacién (3.24) se tiene que
PR
hrge = ——
) 2

Estas dos expresiones son independientes de si trata de una esfera completa
o sblo un cascarén, ademads, equivalen a pedir que

PR .
Nag = _7(1&/3-

El tensor de deformacién se calcula con (3.26) y por lo tanto

1 PR

Ugy = U¢¢ = —‘E(l - I/)%, U0¢ = 0
Denotemos por g al factor de la ecuacién anterior
1 pR
B=50-v)5,

En una esfera completa ug = 0, y no hay dependencia en 8 por lo tanto de
la ecuacién (3.27) se tiene que

u, = Rugg = —Rf3
por lo que el radio de la esfera deformada es

~ 1 pR
R=R+u,=R(1-—=(1-v)=—)=R(1l -
(1= 51 -»E) =R1-8)
que coincide con (3.23) para presiones pequefias. En el caso de un cascarén
de esfera soportado sobre un plano horizontal, ya no se pide la simetria en 8,
por lo que las ecuaciones (3.27) se escriben como

dug
do
—Rf = ugcotf + u,

—R:B = + U,
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Figura 3.1: Dependencia del radio de Ja esfera deformada R respecto al pardmetrof para
la teoria lineal y para la solucién trivial.

Estas ecuaciones tienen por solucién
ug = Csenfl, u, = —RB — Ccosb

Para hallar la constante de integracién, usamos la condicién que sélo hay
desplazamiento horizontal en # = 6, lo cual equivale a pedir que

U, cos § — ugsenf = 0 para 6 = 6.
Por lo que se encuentra que C = —Rf cosé, Por lo tanto
ug = —Rp cosfysend
ur = —RB(1 — cos by cos h).
La superficie deformada se encuentra con la expresién
x = Ré, + ugéy + u,é,
donde después de algunos célculos se encuentra que vale
x = R(1 - B)é, + RBcosbyz

Esta es la ecuacién de una esfera con radio R = R(1 — ) y centro
z = Rfcosfy. Podemos concluir que el dnico efecto que causé poner una
condicién al desplazamiento, fue la de provocar una traslacién rigida. De
esta manera, decir que una cédscara esférica estd soportada, equivale sélo a
pedir que se cumpla la condicién (3.25) y por otro lado, hecho implicito en
la teoria de membranas, que los momentos resultantes en la frontera de la
cdscara sean cero. En la figura (3.1) se muestran las gréficas de los radios
predichos por la teoria lineal y la solucién trival calculada.
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3.4. Condiciones de Frontera

Para obtener las condiciones de frontera (la cdscara soportada por un
plano horizontal) para las ecuaciones de deformacién, procedemos de manera
analoga al caso lineal. El equilibrio entre la componente vertical de la fuerza
total sobre el cascarén debera compensarse con la componente vertical del
tensor de esfuerzos sobre la circunferencia 8 = 6y, es decir, se tiene la ecuacién
(3.25)

QWRSanothg = QZ(O)

donde o o ,
Q:(0) = —/ / pcosOR*senfdfdp = —2mpR? se;z 4
o Jo
por lo que
R
thg = —%.

Si tomamos la ecuacién (3.3), es decir , mﬁﬁg + (bag + Pap)®® = p , al
suponer que la cdscara se encuentra simplemente soportada, entonces no hay
momentos resultantes en la frontera, es decir, m*® = 0 y por la relacién
constitutiva (3.5) pas = 0 se tiene que bagn®® = p, usando el hecho que para
la esfera by = Fdop y escritas en una base de vectores tangentes unitarios

se tiene que % (g9 + T4p) = —p y por lo tanto
R
hT¢¢ = —p?.

Por lo que obtenemos que el tensor de esfuerzos sobre la frontera debe
valer

pR
ap = — 5 Gap
En nuestras ecuaciones, una manera de pedir que 7,5 = —%&aﬁ y que
Mep = Pog = 0 en la frontera del cascardn, por las ecuaciones (3.9),(3.10) es

que
W:0) VV|D!ﬂ = 0

a0 F|aﬁ =0

En particular
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Figura 3.2: Esfera Deformada

pR?
2 b
O en términos de las funciones adimensionales f =w = Af = Aw = 0.
Estas condiciones dan los esfuerzos correctos para mantener el balance
siempre y cuando @Q,(f) sea mas o menos constante, esto depende de que
ni el area de la cascara ni la direccién de la normal varien mucho. También
satisface la hipdtesis de que no hay momentos en la frontera. Como vimos en
la solucién utilizando la teoria lineal, la condicién sobre los desplazamientos
s6lo produce una traslacién rigida de la superficie, por lo que esperamos que
la solucién trivial a nuestro problema sea una esfera de radio R = R(1—28)!/?
y centro z = R(1 — (1 — 28)/2) cos §y ( ver figura [3.2]). Sin embargo para
conocer la forma anilitica de la superficie deformada esperaremos hasta el
capitulo (6).

F=- AF =0.
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Capitulo 4

Analisis del problema

En este capitulo se toman las ecuaciones de deformacién encontradas en
el capitulo anterior y enunciadas mas adelante como (4.1), (4.2), con condi-
ciones de Dirichlet en la frontera y la condicién inestable que el laplaciano
también es cero en la frontera que corresponden al caso de un cascarén sopor-
tado, llamada formulacién clasica y utilizando las técnicas usuales del andlisis
funcional, se encuentra la formulacién débil del problema, esto es integrando
las ecuaciones sobre el cascaron. El par de ecuaciones definen un operador de
energia, el cual tiene asociado el espacio de energia , se muestra que es equi-
valente al espacio de Sobolev H2(Q) (| H}(f2). Sobre este espacio de energia
se tiene definido un producto escalar. Se definen el operador lineal A y el
operador bilineal B obtenidos al aplicar el lema de Riesz al funcional lineal y
bilineal de la formulacién débil. Se demuestra la existencia y la unicidad de
los operadores A, B, ademds se prueba que son autoadjuntos. Se estudia el
espectro del operador A y se muestra que p es un valor propio si —pAu =u
y viceversa. Se prueba que el funcional B(u,v,w) = (B(u,v),w) es simétrico
para funciones suaves u, v, w.

4.1. Ecuaciones de Deformaciéon, una breve
introduccion

El problema de un cascarén esférico inmerso en un campo de presién
uniforme, tal como se pretende estudiar, estd gobernado por las ecuaciones
de orden mds bajo de John [John], las cuales se reducen al siguiente par de

61
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ecuaciones. 1
A2f+2Af — o(Aw + 2w) + 5{1{:, w} =0 (4.1)

A%w + 20w + a(Af +2f) — {w,-A+ f} =0 (4.2)
definidas sobre el dominio §2 que es un cascarén esférico unitario. Estas ecua-
ciones son de cardcter adimensional. Como condiciones de frontera se pide
que tanto w como f valgan cero en la frontera, asi como Aw,Af = 0. Por

estar definidas sobre una superficie , los operadores se definen en términos
de la métrica de la superficie.

w estd relacionado con la segunda forma fundamental de la esfera deformada
y se le llama funcién de curvatura. f se relaciona con el esfuerzo sobre dicha
esfera unitaria y recibe el nombre de funcién de esfuerzos. « es un pardmetro
geométrico que supondremos constante.

A es el parametro libre relacionado con la presion
W
T hy’ 77 2ER3?

Ademds
{u, v} = (e ulv,0)|p + Vu - Vo + uAv + vAu + 2uy
El operador de Laplace-Beltrami estd dado por
Aw = a®wjap
Vu- Vv =a"uqvgs

E es el médulo de Young y p es la presién externa.
Tomemos la siguiente representacion de la esfera unitaria

senfl cos ¢
r= | senfsen¢d
cos @

: ; p 1 0
Entonces los coeficientes del tensor métrico serdn a;; = ( 0 sen? 9) o

bien la matriz inversa a¥ = ({1] ? ) El laplaciano sobre dicha esfera
sen?l

toma la forma

1 1
Au= g ((senﬂu‘g).g + (mu,¢)_¢)
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para una funcién u definida sobre la esfera. Se ve claramente que A(f +g) =
Af + Ag, es decir, es lineal.

Por definicién Vu - Vv = a®u 404, donde se toma en cuenta la sumatoria
sobre indices repetidos. En el caso particular de la esfera unitaria se tiene

1
Vu-Vv=ugug+ ——uy4v
Y. 38“29 @Y

A continuacién expresaremos este problema cldsico como un problema en
espacios de Hilbert. Para ello serd necesario realizar integraciones sobre la
esfera y disponer de un teorema de integracion por partes.

4.2. Integracion por partes en la esfera

Teorema 4.1 Sean u,v dos funciones definidas sobre el cascaron esférico
con valor cero en la frontera, entonces

fAudez/AvudQ
Q Q

/Aude=—fVu-Vde
0 n

Prueba. Nuestro dominio es un cascar6én esférico. Por la representacion
adoptada tenemos que 0 < 8 <y y 0 < ¢ < 27 y por lo tanto las inte-
grales de superficie se pueden expresar como integrales en el plano en una
regién rectangular.

fn Atudhy = fo " fu HDU% ((seneu,,},,) +(ﬁu.¢.).¢) Jadodé

Como estamos en el plano vale el teorema de Green considerandolo en el caso
especial de regiones rectangulares

fa 2 fo 27 27 6=6g
[ / vu pdfdg = — / / wv,9d0de + f uu] d
o Jo o Jo 0 =0
fg 2 g 2w o =0
f / vu gdfdp = — / / wv ydfde — / uul df
€ 0 € 0 € o=2%
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Integrando el primer término de la integral respecto a 6 y el segundo
respecto a ¢ se obtiene

80 p2x 1
/{; AupdQ = — /; fn (senﬂu.gv.a + = nﬂu,¢v_¢) dfde

2 0=0q o 1 $=2r
=+ / Senﬁ'u_gv| . deop — / | de
0 €

—— U yV
o= senf ® =0

En la primera integral el término vsen# vale cero en § = 0 asi como en
6 = By debido a la condici6n de frontera u, v = 0. La segunda integral tomada
de § = € a § = 6, vale cero por periodicidad y por lo tanto se puede tomar el
limite cuando € = 0, debido a esto las integrales simples son cero y se tiene
que

fAu‘udQ = —f Vu - Vud2
Q a

repitiendo el argumento se llega a

/ Auvd() = / uAvdQ)
Q Q

4.3. Formalismo de Hilbert

Las soluciones cldsicas pertenecen al espacio C3(S2) . Para construir un
espacio de Hilbert es necesario definir un producto interno sobre un espacio
de Banach, y con ello una métrica. Otra forma de construir espacios que con-
tengan las funciones que son solucién a nuestro problema es considerar un
operador en un espacio de Hilbert y definir una norma de energia asociada a
ese operador, luego completar nuestro espacio, es decir, hacerlo cerrado. El
camino que seguiremos sera via los espacios de Sobolev, los cuales se definen
a partir de una norma tipo energia. Demostraremos que los operadores aso-
ciados a nuestro problema clésico, son equivalentes en norma a cierto tipo de
espacio de Sobolev. Por el momento hemos de pasar de un formalismo clésico
a uno en espacios de Hilbert.



4.3. FORMALISMO DE HILBERT 65

Definicién 4.1

(u,v) = / (AulAv + 2ulv) dQ (4.3)
a
(i s f (Vu- Vo — 2uv) 92 (4.4)
Q
(B(u,v),w) = f{u, v}wdQ (4.5)
a

La primera ecuacién estd definiendo un producto interno, la segunda y
tercera definen operadores en forma integral que surgiran de manera natural
de nuestras ecuaciones cldsicas.

Ahora tomemos la ecuacién (4.1) multipliquemos por una funcién ¢ en el
espacio de trabajo que serd H%(Q) () H}(Q) e integremos sobre el cascarén.
Se tendria

/ (A(Af +2f)p — a(Aw + 2w)¢ + %{w,w}cﬁ) d=0
1]
Notamos el siguiente hecho

(£,0) + alAw, ) + 5(Blw,w), ) =

f ((Af +2f)A¢ + a(Vw - Vo — 2we) + %{w, w}¢) dQ
1]

De donde se ve que al aplicar los teoremas de integracién por partes en
la esfera , la primera ecuacién cldsica implica

() + alAw, ¢) + 5(Bw,u), ) =0 (45)

Donde ademds de f,w = 0 se pide también que Af, Aw =0, en 6.
Ahora tomemos la ecuacién (4.2) y realicemos el mismo procedimiento

[ (8w +20)6+a(df +20)6 - {w,~2+ [})d2 =0
1]

Notamos que

{w,=A+ [} ={w, f} - MAw + 2w)
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=>/(A(Aw+2w)¢+cx(Af+2f)¢—{w,f}qb—/\(Aw+2w)¢)dQ:0
o

De una observacién andloga a la utilizada en la ecuacién (4.1), ya que
f=w=Af =Aw=0en 0 = f y la periodicidad de todas las funciones
en ¢

(w,¢) — a(Af, ¢) — MAw, ¢) — (B(w, f),¢) =0 (4.7)
es la formulacién débil al problema cldsico.

A continuacién haremos evidentes ciertas propiedades de nuestros ope-
radores A, B, definidos en forma integral sobre un espacio de funciones .
Quedan, ademés, por verificar detalles formales, como que el producto in-
terno que definimos satisface las propiedades de producto escalar asi como
la existencia de los operadores A, B. Se probara que la norma definida para
(4.3) es equivalente a la norma de H*(02)

Teorema 4.2 (u,v) = [, (Aulv + 2ulv)dQ es un producto escalar sobre
el espacio de funciones C‘Q(Q) y valor cero en la frontera (6 = 0,).

Prueba.
1. Es bilineal porque A es lineal

2. De los teoremas de integracién por partes
= (u,v) = [, (AuAv — 2Vu - Vv ) dQ. Es decir es simétrico.
3. (u,u) = [, (Ju* + 2uAu) dQ2 > 0 y es cero < u = 0.

]
Para ver la propiedad (3) se prueba lo siguiente.

Lema 4.1 Sobre un casquete esférico y para u € C§°(Q)) se cumplen las
desigualdades de Poincaré

f u?dQ < pi! / |Vul? d2 (4.8)
0 0

/ |Vul* dQ < 7! f |Aul* dQ (4.9)
a N

donde 1, es el primer valor propio de —A, con condiciones de Dirichlet en
la frontera.
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Prueba. Sean u, tales que Au, = —\,u, funciones propias del laplaciano
en un segmento de esfera Q, n # 0. Sobre H2(Q2) [ Hy(S2) el operador —A es
autoadjunto y positivo, y por lo tanto sus funciones propias forman una base
completa en la norma L? [Canavati, pag 195, X.3]. El producto en la norma L?
se define como (u,v)12 = [, uvdQ . = u = 3 (up, 1) 2Un. Ademas el teorema

de Parseval nos dice lo siguiente, Jqu?dQ = Y (un,u)? véase[Canavati, pig

37, 1.29).
Utilizando los teoremas de integracién y la expansion de u en la base {u,}
tenemos que

f|Vu|2 = _/u&u = /Z(uﬂ,u)u,. %(um, U) AmUm

Y como estamos en una base ortogonal se reduce a Y (un, u)?\,, es decir
n

[ 19ult = o m wh

Sea y1; el valor propio mds pequefio, lo que permite acotar la integral por
abajo.

[ 196 2 Y =g [ 42

#/¥<waﬁ,

con esto se prueba la primera desigualdad de Poincaré. De manera similar
[ |Auf* se puede escribir como

/|Au|2 sz/[Z(um u)A“uﬂ}(Z(um, ) AU ) dY

— Z(umuJ?A: > py Z(“m u)z)‘n =M f Ivulz

de donde se sigue la segunda desigualdad de Poincaré, es decir

[mﬁzﬁ[ﬁ
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®
De las desigualdades de Poincaré (4.8),(4.9) tendriamos que [ |Aul® +
2ulu = [|Au)? = 2|Vaf* > (u — 2]f|V’u.[2 > i — 2) [u? De las
propiedades del espectro de —A, pu, > 2 véase el apéndice (A.6), y por lo
tanto la siguiente desigualdad es vilida,
/]Au}z + 2ulu > py (g — 2)fu’ (4.10)

De esta desigualdad se sigue que (u,u) > 0y es cero > u =0 en L(Q).
Por lo tanto (u,v) = [, (AuAv + 2uAv) dQ2 es un producto escalar.

A continuacién veremos la equivalencia entre la norma
lul* = /‘; (|Am|2 + 2ulAu) dQ (4.11)
y la norma de Sobolev
2, = /ﬂ (0™ ulagtlo + Vul? + u?) dO2 (4.12)

Pero antes enunciemos la siguiente observacion que se demuestra en el apéndi-
ce B referente a la parte de geometria diferencial (B.31).

Observacién 4.1 sea w una funcién al menos C* sobre la esfera , entonces
sus derivadas covariantes de orden dos respecto a las variables 0,¢ estdn
dadas por:

1. wlgg = wgg
2. wlpp = w94 — w gcotl
3. w|gp = W44 + wgsend cos O
Lema 4.2
fn (|Au|* +u?) dQ < C; fn (|Auf* + 2ulu) dQ

Prueba. Se utilizard repetidamente la desigualdad (4.9) y el teorema de
integracién por partes. Se tiene que

f|Au|2=f(|Au|2+2uAu)+2/|Vu|2
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< f (1A + 2ulu) + #3 f (1Auf + 2uAu) + Ep—"" / Vuf
1 1

< (1+ i) [ (|Au)? + 2ulu) + (,—f;)z f |Aul®

repitiendo el argumento =

2 2 2., 2
f|Au| <o+ () +...)/(|Aul + 2ulu)

=>fmu|'*’g 1_11[[Lm12+2um)

H1

utilizando (4.10)

1
:1’/|Au|2 +u? <
@

1 —

1
(1 +—) quui’ + 2ulu)
2 3!
Se puede mejorar esta desigualdad notando lo siguiente,
1 H1 — 1
C s g 2 + 1 S L *s2
T - 2)m (i +1) (#1 = 2)
Porque
(W +1)(n—2) < plp—1)

Con esto se prueba la desigualdad m
Lema 4.3

27

lulla = [ (A0 +42) a0~ cotty [ ua(6u, &) do
1] 0

donde do = senbydd.
Prueba. Como

ol = [ (@0 ulagulos + [V + 1) d2
Q

69

(4.13)

- j{; ((a”)zulgg + 2a"’"’a¢“ui§¢ + (a""“]zuli“s + a”u?, + a‘”ui + uz) dQ
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y por otro lado
|Aul® = (a%)?ul2, + 2a®a®®ulgeulss + (a%°)?ul?,
completando cuadrados dentro de la integral, esta se puede escribir como
/; (|Au)* + u? + 2a%a%® (ul}, — ulogulgs) + |Vul?) d2

Consideremos el término

I= / 20%a%® (ul}, — ulsgu|se)dQ (4.14)
.

donde Q, = {e € 0 < 6),0 < ¢ < 27}. Ademds u|g—g, = 0 y u periddica en
¢.

Desarrollando todo en términos de la métrica explicita para la esfera y
las derivadas covariantes dadas por la observacion 4.1, con esto el término
(4.14) se puede escribir como

2x  pho I
/0 / senf (ug“’ — ungtge — coth(u})o + cot’Ouj — 5[“3)936118 cos B) dfde

Ahora hacemos las siguientes observaciones

UgpUgy __ (UooUsy _ Upgalis cosf
1 send ( senfl ) senfl + sen’ﬂu"u‘w

2. uggtips = (Ugpty)s — Ugoolis

entonces

e (Lastisy (ugottg)s cos®, ug
e f / ( sen8 T senf 2 (38?129 * u“)g) dods

El tercer término dentro de la integral es la derivada con respecto a # de la
norma del gradiente y por lo tanto se puede integrar por partes respecto a @
con términos no nulos en la frontera. El primer término se integra respecto
a 0, y el segundo respecto a ¢. Las integrales respecto a ¢ valuadas en la
frontera valen cero por periodicidad. Ademads en § = 0 tanto u|g,, uglg, = 0
lo que implica |Vu|* = u2 en = . Por lo tanto

2w 8 2
N o 2 Ugplly cosf Tu =to
.[o /; ¥ Sen9d9d¢+2fu (Smﬁ’ Il ) ’ 0=¢ a#
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2m
= - |Vu|2 dSl — cos b / uﬁ(ﬂo, ¢)do + (Términos en 8 = ¢)
Q. 0

y por lo tanto
27
Hu”%_z = /(|f.\u[2+u2] dQ—catﬁof |u.g(B0,9)|> do+(Términosent = e)
Q 0

Donde do = senfyde, y el término en § = ¢ es

/021 (L‘“i)‘ — cose lVﬂiz) lo=cdd

SENE

que se puede escribir como

2n
-[o (~1— (sen0 IV“P)..«; - ﬁ (sen®u;) , — cose [Vu{z) d¢

SENE

2
= /0 (cos € |Vul* — 2cose (u3) + sene (|Vui2)3 — sene (ug),) do

2w 2r
= cose/ (IVul® — 2u3) do + senef ((1Vul®), = (uf),) dé
0 0

Para ver que los términos en e valen cero consideramos lo siguiente. Para
u € C? se tendria que tanto |Vu|? como u2 son diferenciables respecto a
6. Lo que implicaria que la segunda integral es finita y sen(e) — 0 cuando
¢ — 0. Para la primera integral hacemos las siguientes expansiones de Taylor
a primer orden

= [Vul*(e, 6) = |Vul*(0,¢) +¢(...)
= uj(e, ¢) = uj(0, ) +¢(...)

Ug
En el polo norte, es decir en # =0, (Vu) = ( uy ) ya que sélo se toma
0
la parte tangencial sobre la superficie. Ademas como ug = u.Tg + uyys +
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U li!
u.zp = ug(0, ) = (send)u; — (cos d)u, = [;" 2u3(0, ¢)do = 4“(2—;"‘] =
2r|Vul*(0,6) = [ |Vul?dg. Por lo tanto el término en 6 = € tiende a cero
Y

2r
f (a0 ujaguyox + |Vul? + u?) d2 = / (|Auf? + u?) dQ—cos Bn/ uy (6o, )do
Q o 0
&

Lema 4.4 la desigualdad de traza es la siguiente

[ (4 0los0)? do < Co 2,
an

Prueba. Primero probaremos que

f udeEC(a/|Vu]2+l/u2dn).
a 0 @ Jo

Sean V; una cubierta de la frontera del cascarén. Para ello consideremos una
particién de la unidad definida sobre la esfera unitaria {p;(X)}{ tales que

1. ¢;(X) = 0si X no pertenece a V;.
2. ¥, pi(X) =1 para todo X en Q.
Y por lo tanto

uldo = / X)u?dQ.
/an Z‘: anny; (P( )

Consideremos una familia de transformaciones o; : Vi — U; € R? Donde
U; es el hemisferio superior de un disco con centro en el origen, tal como se
muestra en la figura(4.1).

En ese nuevo espacio se tiene que

u(z) — u(a) = ]:n Uz, dT,

tomando cuadrados

u*(a) <2 (f:” u,"dzn)2 + 2u*(z).
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1 >
adQnV,) R"™!

Figura 4.1: Desigualdad de traza

Utilizando la desigualdad de Schwarz que afirma que ([ fdz)® < [ f2dz [ 1%dz
se tiene que

u?(a) < 2a/ u?_dz, + 2u*(z).
0
Integrando sobre z de 0 a o

o 4]
au’(a) < 20:2./. w2 dz, + 2/ u?(z)dz.
0

']

Integrando sobre la proyeccién del disco, es decir a;(8Q2 N V;)

f u*(a)da < 2&/ w2 dU; + —%f u?dU;
ai(90nV;) Ui(a) @ Jui(a)

/ u*(a)da < 20:] |V ul?dU; + Ef u?dU;
o (890V;) Ui(a) Q@ JUi(a)

donde U; () es el segmento de disco definido de 0 a a.. Con este resultado
podemos hacer lo siguiente: al regresar a la esfera cada una de las integrales
y sumarlas implica que

2
2 2

E iU adaSE 20/ iVudV}-i——f
i o/;annm) (@) i ( u‘-_lU,-{n]w| xti @ Ja

el resultado es vélido porque |[Vu|? es invariante bajo cambios de coordena-
das. Por lo tanto

/uzdc <2 (af |Vu|?dQ + a / uzdﬂ) .
] Q2 @ Ja

cpiuzdl”;)

TlUi(a)
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En el caso que u = uy se tiene que

fn wido < 2 (a /ﬂ V(up) - V(ug)dQ + cl-‘ /‘; uﬁgdﬂ)

1.
fu?ada <2 (af a"‘gu'lau.mdﬂ+-/ u?,dﬂ)
0 0 @ Jq

Usando el hecho que u 45 = ujap + u,;,F’;ﬂ de la definicién de derivada cova-
riante (B.14)

1
/nu?eda <2 (a/ a® (ujia +usl%,) (ups + uil'ts) dQ + a./;u?,dﬂ) :
Q

En el lado derecho todos los miembros son elementos de la norma de Sobolev
y por lo tanto

./r;u?ado' <C “3"32
]
Teorema 4.3 |[ul® y [|u]i§‘2 son equivalentes, es decir
i llullyz < Ilull* < 2(1 + Cocotfy) [lull; ,
Prueba. Del lema (4.2) se tendria
c? [|u||§‘2 <0 -/.(|A‘u.!2 +u?) d < / |Aul® + 2ulu = [|u||?

Q Q

Del lema (4.3) se tiene que

2n
f{muf‘ +u?) dQ = ||ull;, + catf)o/ [u,0(60, 8)|” do.
Q 0

La desigualdad de traza nos dice que [, (uglo=8,)* do < Co ||u||§’2. Lo que
implicaria

f (IAu? +2) df < [[ull2, (1 + Cocotdy)
0
Ademas

[lull® :f]m|’+2mu < 2/|Au|2+u2 < 2(1 + Cycotby) |[ull3 , -

De donde podemos concluir que las normas || ||,, ¥ || || son equivalentes y
que el espacio de trabajo es H(Q) [ Hj(2) debido a que es el espacio que
se obtiene al completar el espacio de funciones C*(2) con valor cero en la
frontera, bajo la norma || ||, o la norma || ||. =
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4.4. Propiedades de los operadores A,B

La formulacién débil de las ecuaciones de deformacién, define de mane-
ra implicita dos operadores en términos de funcionales lineales dados en las
definiciones (4.4),(4.5). Para probar la existencia y la unicidad de los opera-
dores A, B, se hace uso del lema de Riesz [Canavati, pag 67, IIL.4]. En esta
seccion se prueba ademds, que dichos operadores son acotados, el operador
A es lineal autoadjunto y compacto. Ademds el espectro de este operador
esta relacionado con el espectro del laplaciano de tal manera que si y es un
valor propio del operador Laplaciano —A, entonces jl‘ es un valor propio del
operador A.

4.4.1. Existencia de A,B

El operador B fué definido por un funcional bilineal dado en el espacio
de trabajo por (B(u,v),w) = [{u,v}wdS), donde el término en corchetes es

u, v} = (7% u| v )| + a7 u pv . + uAv + vAU + 2uv.
By B -

No obstante requerimos de una férmula diferente para probar sus propieda-
des, misma que se enuncia en el siguiente lema

Lema 4.5

{u,v} = AulAv — a””a"ﬁu]wvl,ﬁ + ulv + vAu + 2uv

Prueba.

{u,v} = (6™ upuv,) , + a7 u v, + ulv + vAu + 2uv

18

El tensor antisimétrico es tal que sélo £% = —¢%’ = L son diferentes
de cero y todas sus derivadas covariantes son cero, es decir Ef,'f = 0 como se

muestra en el apéndice (B.32). Para el tensor métrico se tiene a? = 1,a%¢ =
—; ¥ cero las demds componentes. Si expandemos todas las sumas del
primer término teniendo en cuenta que un cambio de indices produce un

cambio de signo se tiene

(Ea-n&.ﬁ#uln#v'a) =



76 CAPITULO 4. ANALISIS DEL PROBLEMA

2
(%) (v.o(ip0 — wiese) + v.6(wiaoe — Uiass) + iooVise — 2UigaVi00 + Ujosvis0)

Usando las definiciones para la derivada covariante se tienen los siguientes
hechos demostrados en el apéndice de geometria (B.34)

" Ujggp — Uigop = —Sen>Gu g

" Ujggy — Ujogs = —Ug
et =L (sents g0ty -+ ipstse)
(E £ U|,“,’U‘¢)lﬁ = sen? (—SCH Uglp — UgV g + UjpgU)pp — £U|paV|p8 T Ujppl|pe

1
oK _Bu — s oz
(E € u[,mv,,)lﬂ aPugv, + ey (umtﬂw 2u4qv)g0 + mwl.’raa)
Notamos los siguientes hechos
a’ a*? UluVlop = a‘”a”uwmga Es 2a“’a”u|g¢v1g¢ 4 a“a“uwmw.
Como Au = a®ujgp + a*®uj44 tenemos que

Aulv = a”a‘”umvm + a”a”(umvlw + vlﬂﬁulw) + a”a“uwvm

= Aulv — a‘“‘a"ﬁmwv‘,g =T (‘umaviw + VjgpUipg — 2u|a¢.‘b‘(s¢)

y por lo tanto
(Ea“sﬁ“umvl,,)l 5 = —a" ugv, + Aulv — a”* a"Puy,vi0p

de donde se concluye que

{u,v} = Aulv — a™a"Pu)v)05 + uAv + vAu + 2uv
u

Para ver que el funcional (B(u, v), w) es acotado requerimos ver que |u|, <
C ||ufl, ; lo cual se puede ver de los teoremas de encaje de Sobolev [Ize 2, nota

2.3] H™?(Q) C C*(Q) param > k + 2. A continuacién lo enunciamos:
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Definicién 4.2 Se dice que ) tiene la propiedad del cono si existen nimeros
1,h> 0 tales que para todo y € Q existe wy, C S™ ! (esfera de dimension n-
1) con Area(w,) > p tal que y +t€ € Q cuando £ € w, yt € [0,h] . En
particular si 8Q € C'entonces Q tiene la propiedad del cono.

En espacios de Sobolev con norma L? | con las definiciones de espacios
de Sobolev v espa.cms r dadas por H™?(Q) = {u: [(D*u)? < oo, |a| < m}

y LP(Q : &f vP) ’ < oo} y ©Q con la propiedad del cono se tiene
que H'“'P C*(Q) con |u|, < C|lul,,, si m > k+ 2. En particular
con p = 2 m = 2, n = 2 se tendria que k debe ser cero. Por lo tanto
|uly <C IIHsz <C |lﬂ|ln

Se tiene lo necesario para probar que el funcional (B(u,v), w) es acotado.

Lema 4.6
[t owde < cul o ol
Prueba. Se tiene que
/ﬂ{u, v}wdQ = fn (AuAv — a™aPup s + uAv + vAU + 2uv) wdQ
Ahora
|fn{u,u}wdn| e |w|f]{u,v}|dﬂ < [w}of \{u, v}| dO

Por el teorema de encaje de Sobolev se tendria

‘ /ﬂ . )i

<c [ o, 0} d2 ]

Por otro lado

/ﬂ!{u,u”dﬁgf]Au[|Au|+/n]a°”“a"ﬂui,‘,,v|,5|dﬂ+

fn lullAv] + |o]|Au] + 2Jullo])d®
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Las desigualdades (4.10) y (4.13) equivalen a decir

[mwsaww

[ﬁsaww

Aplicaremos la desigualdad de Hélder en cada uno de los términos.

=¢/uv5(fuﬂ%(/&)%scmmmm

1 1

]mu < (/ nz) ' (f m@) ' ,Scz [l
JESE ( / Au”)i ( / sz)i < Gy lull ol

Ahora el término

1 1
3 H
j,; Iaﬂ'a"‘suluuwaﬂl dQ < ( / (aﬂ‘)z ulzn.u) ( / (GKB)Z 0;2,5)

El lado derecho de esta desigualdad son elementos de la norma de Sobolev
(4.12) y por lo tanto

/n |0 @™ ujevy08| dQ < CoJfullyy [[V]l,, < Ca |[ull Jv]]

v por lo tanto

| [ ohuds| < € ul ol i

Para la cuestion de la existencia de los operadores A,B es necesario enun-
ciar y aplicar el lema de Riesz [Canavati, pag 67, II1.4].

Lema 4.7 Sea H espacio de Hilbert y sea ¢ un funcional lineal y acotado
@ : H = R entonces ezxite un tnico y € H tal que p(z) = (y,z) para todo
z € H y ademds || = [ly].
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Teorema 4.4 El operador B(u,v) existe, es bilineal en u,v y acotado.

Prueba.

Consideremos ¢, ,(w) = [{u,v}wd < C(u,v)||w|. El lema de Riesz
implica que ¢,,(w) = (B(u,v),w) para B(u,v) € H y es inico debido
al lema (4.5). Se ve que (B(u,v),w) es bilineal en u,v. Como|p,,(w)| =
|| B(u, v)|| entonces

1B, )l = supputa [(Ba, ),0)] < € [ w0} < Clul ol
tenemos que B : H x H — H es acotado m

Teorema 4.5 El operador A definido por medio de
(Au,v) = f (Vu - Vv — 2uv) dQ
Q

A: H — H eziste y es lineal y acotado, es decir,(Au,v) < C ||ul|||v||.
Prueba.
Se tiene lo siguiente

[(Au,v)| < [ (IVu| | V| + 2 |ul [v]) d2 5/ (1&“'8'&‘0,‘!)‘3] + 2 |u| |v|) dQ
o Q

Utilizando la desigualdad de Holder

s (o) (o) (/)" ()

De la definicién del tensor métrico se tiene que a®® > 0. El primer término
de la tltima desigualdad es parte de la métrica de Sobolev || ||2,2 que ya se
probé es equivalente a la norma definida en (4.11) y el segundo término se
sabe que es acotado y por lo tanto

|(Au, )| < C|lulf[|o]

Sea ¢u(v) = [(Vu- Vv —2uv)d , es un funcional lineal tanto en u
como en v y acotado. Por el lema de Riesz se tiene que @, (v) = (A(u),v) y
por ser lineal en u se tiene que A es lineal. Ademds

()] = |A()]| = supyj=1(A(u),v) < Cllul.
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Haremos las siguientes observaciones

Observacién 4.2 A: H — H es un operador compacto y autoadjunto.
(Au,v) = f (Vu- Vv — 2uv) dQ
Q

Prueba. Este funcional visto como un producto escalar define una norma de
energia, la cual se vé que es equivalente a la norma del espacio Hj(f2) dado
que el primer valor propio de A es mayor que 2 y por lo tanto el producto
escalar es positivo . Es decir, la norma est4 definida para elementos u,v €
H{(82). De los teoremas de encaje de Sobolev se tiene que H%(Q) ¢ H(Q) de
manera compacta. Las soluciones a nuestro problema pertenecen a H%().
Si tomamos una sucesién acotada en H?(2) al aplicar el operador A hay una
subsucesién que serd a su vez convergente porque H%(Q2) C H'(Q2) de manera
compacta. Por lo tanto A es compacto en H?(£2). De la definicién de A se ve
(Au,v) = (u, Av) y por lo tanto es autoadjunto. m

Con esta informacién podemos utilizar el teorema espectral para opera-
dores compactos y autoadjuntos [Canavati, pag 195]. El conjunto de valores
propios de A forman una sucesién creciente.

Observacién 4.3 Si pgAv = v es decir, un problema de valores y funciones
propias del operador A, entonces (g, v) es solucidn del problema —~Av = pgv
con condiciones de Dirichlet, e inversamente.

Prueba. Sea ppAv = v y tomemos el producto escalar con una ¢ en el
espacio de trabajo

p’ﬂ(‘q‘ur ¢) = {'U, ¢}
Desarrollando los productos escalares

i f (Vo - Vo — 2v4) dQ = f (AvAG + 20Ad) 2
Aplicando los teoremas de integracién por partes
pgf (—vA¢ — 2ug) d2 = / (AvA¢ + 29Av) dQ2

por lo tanto
f (Av + pov) (A¢ + 2¢)dQ2 = 0.
Q
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De las propiedades del espectro del Laplaciano sabemos que -2 no es un
valor propio. Por lo tanto el operador (A + 2I) es uno a uno y sobre. Si
¢ € H*(Q) () H)(Q) entonces (Av + pov) es ortogonal a todo el espacio de
trabajo y por lo tanto debe ser cero.

Inversamente si —Av = v, entonces se tiene

(Av, ¢) = /[Vv V¢ —2v8)dQ = / (—Avg — 2v¢) dQ = (po — 2) [qudQ
(v,9) = / (AvAg + 2vA¢) dQ) = quS(Zv — pov)dQ = —(2— pp) [(;bAde

= tolya - 2) [ $vao.

Por lo tanto pg(Av, ¢) = (v, ¢) para toda ¢ en el espacio de trabajo, lo cual
implica que pgAv =v. =

El siguiente teorema nos dice que el funcional (B(u,v),w) es simétrico
en u,v,w. Da una férmula explicita para calcular dicho funcional en términos
de los operadores A,A? y un término de frontera en derivadas respecto a f.
La demostraci6n es un poco larga y requiere algo de manipulacién algebréica
basada en argumentos de simetria. La idea consiste en dividir el funcional
original en varios términos, probar que cada término es simétrico y realizar
las integraciones por partes correspondientes.

Definicién 4.3 Dado el funcional B(u,v,w) = [,{u,v}wdQ

/ﬂ{u,v}wdﬁ = /n ((e”'"s‘s“ui,mv‘,)w + " u v, + uAv +vAu + ‘th) wd()
se definen

1. By(u,v,w) = [, (5“"5‘9“31,“‘1:‘,)]3 wdS

2. By(u,v,w) = [, (a™u v, + uldv + vAu + 2uv) wd

3. Ba(u,v,w) = [, (uAv + vAu + 2uv) wdQ

4- By(u,v,w) = [, a™u v ,wdQ

Observacién 4.4 B(u,v,w) = By(u,v,w) + Ba(u,v,w). Ba(u,v,w) ya es
simélrico en u,v, lo que es evidente de su definicion dada en(4.3.2)
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Lema 4.8 El funcional By(u,v,w) es simétrico en u,v,w y de hecho

By (u,v,w) = f

(-;— (wvAw + vwAv + vwAu) + Zuuw) dQ
Q

y en particular

Bas(u,v,w) = f % (vvAw — vwAv — vwAu) d§

n

Prueba.
Consideremos el término de By,

2 pho 1
/ a®Pu 4v gwdQ) = / / (senﬂu_gv.gw + —u,¢v‘¢w) dfdep
Q 0 0

senf

Si integramos el primer término respecto @ y el segundo respecto ¢

2x  pbo 2r 0=0,
=— / / (vgpwsend + w gv gsenl + cos Ov pw) udfdp+ f (senbugwu) ia . do+
o Jo 0 =

/2"/"0 1 ( ) tl!l?t:l’<b+f‘kI 3 VWU |¢=2xd8
) ;s oD VoW + W gV g ) U s ey ) s

El segundo término de frontera es cero por periodicidad en ¢, y el primer
término es cero porque u, v, wlg-g, = 0y senf|s—p = 0. Recordando que sobre
una esfera unitaria Av = vgy + 5Fv g + Ve ¥ que dQ = senfdfde
la integral se escribe como

2 fo
=- f uwAvdQ — / / (senﬂw‘gv,g + Lw@v‘ﬁ) udfd¢
Q o Jo senfl

y por lo tanto

/a"ﬂu.av_gwdﬂz H/uw&vdﬁ—/aﬁw‘av‘gudﬂ
Q o 0]

By (u,v,w) = —/ uwAvdQ — Bap(w, v, u) (4.15)
Q

Por la simetria entre u, v tendriamos
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f a®u v gwdQ = — f vwAud() — f a®®u qw gvdQ
Q Q 2

By (u,v,w) = — f vwAud) — By (u, w,v) (4.16)
1]

Por lo que tenemos tres formas distintas de escribir B,

By (u,v,w) = 2/ uvwdﬂ+[ (uAv + vAu) wdQ—/ uwAde—-/ a®Pv qw gudQ
Q Q 0 Q

By (u,v,w) = 2/uvwdﬂ+/ (uAv + vAu) wdQ—[ vaudQ—/ a“”u_awlgvdﬂ
Q Q Q Q

By(u,v,w) = 2/ uuwdQ+/

Q Q
Sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera se tendria

(uAv + vAu) wdQ + f a®Pu 4 gwdQ
a

By(u,v,w) = 2[

wvwdS) — f a®? (u v pw + Uaw gV + VU ow gu) d
a Q

y por lo tanto By(u, v, w) es simétrico.
De la definicién (4.3) y usando el hecho que B, es simétrico en u,v,w se
tiene
Bas(w,v,u) = By(w, v,u) — By (w,v,u) = By(u,v,w) — By (w,v,u) =
Boy (u, v, w) + Bag(u, v, w) — By (w, v, u)

Y usando (4.15)

—Bas(u, v, w) — f uwAvdS) = By, (u, v, w) + Ba(u, v, w) — By (w,v,u)
Q
lo que implica

2By (u, v, w) = — / wwAvdQ + By (w, v, u) — By (u, v, w)
a

y de (4.3.3)
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Boy(u,v,w) = E/ (vvAw — uwAv — ywAu) dQ (4.17)

y como By (u, v, w) = By (u,v,w) + Baz(u,v,w) se tiene que

By (u,v,w) = / (% (wvAw + vwAv + vwAu) + 2uvw) dQQ (4.18)
Q
®

Lema 4.9 Sea

(u, v, w) f (e ‘a“u],,#v 5 wdS
entonces B, es simétrico en u,v,w y de hecho, para funciones lisas

By(u,v,w) = %/(u&mﬁw + vAulAw + wAuldv)dQ—
a

%/(uvAzw + uwA% + vwAu)dQ+
Q

1
= f u g gw pSenbyod
2 Jon

Prueba. Primero veremos que en efecto B, es simétrico en u,v,w. Sea
e7*ePhuy v, = AP entonces de la definicién de derivada covariante tenemos
que

By (u,v,w) = fn AfywdQ = fn (A% + A*T}5)wdQ
2n  pbp
‘:/ / (Afg-l-AecotB)wseanﬂd(ﬁ
o Jo

Ahora realizaremos una integracién por partes con respecto a cada indice
del primer término de la integral

2r  phy
/ AfwdQ = —/ / (APw gsend + AP (senb) sw) dﬂdqb-i—/ wsenfddSds,
0 0 Mg
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donde estamos usando la siguiente notacién: J; son los segmentos de
recta 0 < ¢ < 27 para § = 0 y § = 6, respectivamente y por lo tanto
do; = +d¢ con el signo mas o menos dependiendo del sentido en que
se recorra la curva. De igual manera 02, son las rectas 0 < 6 < 6y en
¢ = 0,¢ = 2w respectivamente, y dd<); = +d#.

El término de frontera es cero por lo siguiente: en f# = 0 se tiene que
senf =0, en f = 6, se tiene que w = 0, y por lo tanto no hay integrales en
d¢, ademads es cero por periodicidad para las integrales en df. Y por lo tanto

B (u,v,w) =/Aﬁgwdﬂ= —/ APy pdQ) = —fe'"‘sﬁ“uh‘,,v‘,w_gdﬂ
Q Q Q

(4.19)
y por lo tanto B, es simétrico en v, w. Ahora veremos que es simétrico en
u,w y se seguira la simetria en u, v, w. Desarrollando la derivada covariante
del lado derecho de la igualdad anterior,

27 plo ;
By (u,v,w) = —[ f g7xePL (upn— u_,-l"fw) v ,w gsenfdfde.
o Jo

Si llamamos T™* = e?*ePhy ,w 4

2r fo
By(u,v,w) = / f T (—-u‘,p + u._,-[‘f;n) senfdfda. (4.20)
o Jo

Integrando por partes, el primer término se puede escribir como

27 fo 2 fg
f f ~T**y ., senfdfdp = / f (T**(sen#) . + senfT*) u dOde—
o Jo o Jo

T* senfu ,dOQ,
Ny
Haremos las siguientes manipulaciones en los términos de la primera integral,
del lado derecho de la ecuacién (4.20). Despejando la derivada del tensor T"*
de la expresién para su derivada covariante (B.16) se tiene que T se puede
escribir como

Rp 12775 ol ko
i el e RN
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por lo que
2r  plg
f / (T (senf) . + send(T* — T#T;, ~ TT4,)) u,cdfdg—
0 0

T"*senbu ,doQY,
o0y

El término senfT**T'; ,u . se cancela con el segundo término de (4.20), por
lo que B, se escribe como

27 ]
/ f (T (sen6)  + send(Ti — T*T4,) ) udBdg—
0 0

[ T" senfu . doS),
a0,

El término T"*(senf) , es distinto de cero sélo cuando pu = 1 y vale
T*! cos 6. Usando el hecho que en el caso de la esfera se tiene que Fﬁﬁ #0
solo si B =2, =1 (ver (B.31)) y F& = I'g, = cotfl , implica que T*°T'%, =
T*cotf con p = 2, = 1. Asi que B, se escribe como

2r  plo
B (u,v,w) = f f (T“ cos @ + senﬂ(ﬂf‘“ - T"Icotﬂ)u,‘) dod¢—
0 0

/ T senfu, .o,
a0,

27 fo
/ Ty ) = —/ T uxsenfdfdg + T senfu, ,doSY, (4.21)
Q o Jo M,

El término de frontera es cero por el siguiente argumento: Las integrales
en df son cero por periodicidad, para las integrales en d¢ tenemos que en

# = 0, senf = 0. Resta por ver que pasa en # = 6, para la integral en d¢ que
corresponde al valor del indice u = 2. Ahora,

2
Tu, = (%) wa(viuz — vaou,)

que al valuarlo en 6 notamos que u(fy) = 0, en particular no depende de ¢,
por lo cual u ; = v, = 0. Por lo tanto T"zu,g = 0 en @ = 6y y no hay término
de frontera.



4.4. PROPIEDADES DE LOS OPERADORES A,B 87

Recordando que
T = ™ Py u g,

usando la regla del producto para la derivada covariante, teniendo en cuenta
que siff = 0 como se muestra en el apéndice (B.32), y el resultado anterior
de integracién por partes se tiene

B (u,v,w) = — / 7Pt yw gy, dS) = / (s"‘e""‘v,aw_g)lﬂu,kdﬂ
Q

— / R cBu (ﬂ,ﬂ‘w|ﬂ# + ﬂlﬂ‘#m‘ﬂ) u_de.
1]

Si observamos que 4wz, = £% (w4 — w)49) = 0 entonces

By (u,v,w) = f s“‘.‘:ﬁ"v},‘,wlgu'kdﬂ
0
y por lo tanto es simétrico en w, u y como ya era simétrico en v, w es simétrico
en u, v, w.
Ahora veremos como encontrar la expresion enunciada en el teorema.
p
De (4.19)

By (u,v,w) = f (E“s‘ﬁ“up,_,,v‘,)m wdf) = ~/5"5‘5“u|mv,gw,ﬁdﬂ.
a Q

Usaremos la identidad e7%¢%# = a?%ak# — a7#a*? que se prueba en el apéndice
(B.33). Por lo que tenemos,

B\ (u,v,w) = [ (a™a*Puyv ow g — a”P v ow g) dQ
Q

= f (a”*a*Puyev 0w 5 — a”Pv w g Au) dQ.
Q

El segundo término de la integral ya lo conocemos y es By (v, w, Au) que
de hecho ya sabemos como expresarlo en términos de A. El primer término lo
definimos como By (u,v,w) = [, a" a*u,v,wp y buscaremos expresarlo
en términos de A. El primer paso serd integrar por partes a By;.

Sea T** = a“*a*Py ,w g, entonces

By (u,v,w) = By (u,v,w) — Baa(v,w, Au) (4.22)
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2r  pbo
Bll(u; v, U-’) = / T"”uik,,dﬂ = - / / I]t”u_ksenﬂdﬂd¢+
0 0 0

[ T*senfu ,doS,.
o9,

Con los mismos argumentos que usamos en (4.21)

=— f a”a*? (v wigy + Viouw s) ukdQ + f T** senfu ,dOS),
(2} oy,

donde se usé el hecho que afk" = 0, ver apéndice (B.18), y por lo tanto sale
de la derivada covariante. Entonces

Bu(u,v,w) = —f (a”a*Pwig,v gu k + aPw gu xAv) dQ+[ T**senfu xdoQ,
Q an,

n
By (u,v,w) = =By (w,v,u) — Bag(u, w, Av) + T""“.fs.e'n(?u‘;,d'(":PQ,Ll (4.23)
aa,

Sabemos que B)(w,v,u) = B;(u,v,w)por la simétria de B, y ademds que
By (u,v,w) = By(u,v,w) — Bya(v,w, Au) = By(w,v,u) = By(u,v,w) —
Ba (v, w, Au) + By (v, u, Aw). Sustituyendo en (4.23) tenemos que

2By (u, v, w) = Ba(v, w, Au) — By (v, u, Aw) — Baa(u, w, Av)+

/ T"“sen@u‘kdﬁﬂ‘,
an,
y sustituyendo en (4.22) tenemos que
By (u,v,w) = —% (Bag (v, w, Au) + Bas(v, u, Aw) + Ba(u, w, Av)) +
1 k
— T senfu ,dos,
2 Jan, '

El término de frontera estd dado por

/ a™a*y ;w gu xsenfdoq),
0y
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Las integrales en dfl son cero por periodicidad en ¢, las integrales en d¢ para
8 = 0 se tiene que sen(f = 0) = 0 y por lo tanto sélo queda ver cuando
6 = 6. Evaluando este término cuando yu =@

2
/ a%v gaPPw gu gsenbodd
0

como en la frontera u 4(f) = 0 se tiene que el término de frontera se escribe
como

2% 21
/ a®a®v gw gu gsenbodp = f VU gw gsentyde
0 0

Tenemos todo para calcular B;. Aplicando el resultado de la ecunacién (4.17)
se tendria que B, vale para funciones u, v, w suaves

1
By (u,v,w) = = / (vuld?w + uwA?v + vwA®u) dO+
)

% f (vAuAw + wAuAv + uAvAw) dQ+
o

1 2
= / v gu gw gsenbyde
2Jo

Con los lemas (4.9) y (4.8) podemos probar el siguiente resultado
Teorema 4.6

/{u, viwdQ = / (Qtww + %(U‘UAH} + vwAu + u'wA‘u]) dQ+
Q Q

1
E/(‘uAvAw+v&qu+wAuAv)dQ—%/(uvA2w+uwAev+va2u)dQ+
Q Q

1
- f u gv gw gsenbydd
a0

2
Prueba. Como [, {u,v}wdQ = B(u,v,w) = By(u,v,w) + By(u, v, w) de los
lemas anteriores se tiene el resultado para funciones suaves y por densidad,
para funciones en el espacio de trabajo, y se tiene también la simetria de
B(u,v,w). m
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Capitulo 5

Las ecuaciones de bifurcacion

En este capitulo se pretende resolver la ecuacion Lyw+aQ(w)+C(w) =0
para w en el espacio de trabajo H. Se hace un estudio de la parte lineal, en
particular se prueba que si —Av = pwv entonces v € KerL,, el cual es de
dimenson finita. Se encuentra el valor critico A, valor para el cual existe
el combamiento. Se muestra que A, es funcién del espectro del laplaciano
y del parametro . Se aplica el método de Liapunov-Schmidt para obtener
las ecuaciones de bifurcacion. Se aplica la teoria del grado topoldgico para
demostrar la existencia de soluciones a las ecuaciones de bifurcacién. El caso
m = 1, donde m = dimKer(L,,), se desarrolla completamente puesto que
dichas soluciones representan los casos genéricos al problema de la esfera
deformada.

5.1. La ecuaciones de bifurcacién
De las ecuaciones (4.6) y (4.7) hemos reducido el problema a dos ecuacio-

nes en espacios de Hilbert en términos del operador lineal y acotado A(u), y
el operador bilineal y acotado B(u,v) dadas a continuacién

f+adw+ %B(w,w) =0 (5.1)
w—adf — Aw — B(w, f) =0 (5-2)

donde A y B estén dados implicitamente por las definiciones (4.4) y (4.5). Ba-
jo este formalismo es posible reducir el par de ecuaciones a una sola ecuacién

91
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como se hace a continuacién. Despejando f de(5.1): f = —aAw — 1B(w,w)
y sustituyendo en (5.2) se tiene que

w— aA(—adw — %B(w, w)) — Muw — B(w, —aAw — %B(w, w)) =0
que se reduce a

w — Mw + o* A%w+

a (%A(B(w, w)) + B(w, Aw)) +3B(w,Bw,w) =0 (53)
Si hacemos las siguientes definiciones
Definicién 5.1 Sea w € H (H el espacio de trabajo), entonces definimos
1. Lyw = w— MMw + o?A%w
2. Q(w) = $A(B(w, w)) + B(w, Au)
3. C(w) = 1B(w, Bw,v))
Entonces se tiene que la ecuacién (5.3) se escribe como
Lyw + aQ(w) + C(w) = 0 (5.4)

De hecho se observa que Lyw es la parte lineal de la ecuacién , Q(w) es de
orden O(||w||2) la parte cuadratica y C(w) de orden O(||w|]*) la parte ciibica.
Ademds se nota que A(w),@(w),C(w) son el gradientes de los funcionales
a(w) = 3(A(w), w), g(w) = 3(Q(w),w), e(w) = }(C(w), w) respectivamente.

Algunas propiedades de estos operadores se enuncian en el siguiente teo-
rema

Teorema 5.1 Sean Q,C definidos como arriba, entonces

1. Q es el gradiente del funcional q(w) = 3(Q(w), w) = 3(B(w,w), Aw) y
su dertvada de Fréchet vale

Q' (w)h = AB(w, h) + B(w, Ah) + B(h, Aw)

ademds

Q(w + h) - Q(w) = Q'(w)h + Q(h).
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2. C es el gradiente del funcional c(w) = }(C(w), w) = 3(B(w, w), B(w,w))
y su derivada de Fréchet vale

C'(w)h = B(w, B(w, b)) + -;—B(h, Bl w)}

ademds
C(w+ h) — C(w) = C'(w)h + C'(h)w + C(h).

Prueba.

A continuacién calcularemos las derivadas de Fréchet para los operadores
Q(w),C(w). Suponemos por el momento que h € H, ||h|| < & pequefio. Se
usa el hecho que B(u, v) es simétrico en u, v, bilineal y acotado, y para A(w)
que es lineal y acotado.

Q(w + h) — Q(w) = Q'(w)h + O(||A|*)
De las definiciones de Q(w) y C(w) se tiene que
Q(w + h) — Q(w) =

(%AB(w +h,w+h) +Blw-+h, AQw + h))) " %A{B(w,w)) = B, Aw)
Simplificando tenemos
Q(w+h)—Q(w) = AB(w, h)+B(h, Aw)+ B(w, Ah)+ %AB(h, h)+B(h, Ah)
y por lo tanto

Q'(w)h = AB(w, k) + B(w, Ah) + B(h, Aw)
¥ se observa que
Q(w + h) — Q(w) = Q' (w)h + Q(h).

De manera similar

Clw+h) - C(w) = %B{w +h, B(w+ h,w+h)) — %B(w, B(w,w))

Expandiendo las formas bilineales y simplificando se tiene

= B(w, B(w, b)) + %B(h, B(w, w)) + B(h, B(w, h))+
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3B(w, Bk, 1)) + 3 B{h, B(h, )
Los términos de orden O(]|A||) dan la derivada de Fréchet y por lo tanto
C(w)h = B(w, Bw, b)) + 3 B(h, B{w, w))
y ademas se observa que
C(w+ h) - C(w) = C'(w)h+ C'(h)w + C(h)

Que tanto @, C son el gradiente de los funcionales enunciados en el teorema
(5.1) se prueba como sigue: Como 3¢(w) = (Q(w), w), es decir

3q(w) = (%AB(w,w],w) + (B(w, Aw), w)

= %(B{w, w), Aw) + (B(w, w), Aw) = g(B(w, w), Aw)

donde se usé el hecho que A es autoadjunto y (B(u,v),w) es simétrico. La
derivada de Fréchet de g(w) seran los términos lineales en h de la cantidad
q(w+ h) = 3(B(w+ h,w + k), A(w + h)) es decir

¢ (w)h = 5 [(AB(w,w), b) + (AB(w, ), w) + (AB(h,w),w)]

¢ (w)h = 3(AB(w, w), h) + (B(w, Aw), h)
y por lo tanto
Q(w) = ¢(w) = 5AB(w,u) + Blw, Au).

Mismo argumento para C(w) . Se tiene que ¢(w) = (3 B(w, B(w,w)),w) =
§(B(w,w), B(w,w)) donde se usé el hecho que (B(u,v),w) es simétrico. La
derivada de Fréchet de c(w) serdn los términos lineales en h de la cantidad

c(w+ h) = }(B(w+ h,w + h), B(w+ h,w + h)), es decir

cd(w)h = %[2[3(10, w), B(w, h)) + 2(B(h, w), B(w, w))]
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donde se uso la simetria de B(u,v). Y por la simetria del producto escalar
se tiene que

¢(w)h = %(B(w,w},B(w,h)) - %(B(w,B(w, ), h)
y por lo tanto

c'(w) = C(w)

5.2. Propiedades de la parte lineal L)

A continuacién se observa en que manera se relaciona el espectro de la
parte lineal Ly con el espectro del operador A y este a su vez con el espectro
del laplaciano.

Lema 5.1 Sea Lyv = v — Muv + o? A%y entonces Ly es un operador lineal
autoadjunto. Ademds si Ly, v =0 A\, = pp + ﬁ; donde pm € o(—A) y con
las mismas funciones propias.

Prueba. De la observacién (4.4.1) sabemos que el operador A es compac-
to y autoadjunto. Notamos que Ly puede ser escrito de la siguiente manera

A 4a? — )\?
Lyv = - 1) ———T
Y ((QA 2an K 402 )*u

Y utilizando el hecho que A es autoadjunto tenemos que

2
402 — N2
+ ———v?

i =
(Lxv,v) 4o

A
(aAd — éa-f]v

Ademés observamos que si A2 < 4a? entonces (Lyv,v) > Co||v||* por lo que
L, es uno a uno. En ese caso, como A es compacto, entonces Ly es invertible.
A autoadjunto implica que A? también es autoadjunto y por lo tanto Ly es
autoadjunto. Ademds, L es de la forma I-compacto, y por lo tanto el nicleo
de L) es de dimension finita y Ly es un operador de Fredholm satisfaciendo la
alternativa de Fredholm. Por otro lado, para |A| > 2a, Lyv = v—AAv+a® A%
se puede factorizar de la forma

Lyw=(I—-utA)(I—-p A (5.5)
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+ - =
con { ##Jr-;f‘ = ;2)\ Lo que implica > — A\ +0a? = 0 y la misma ecuacién
para pu~. Entonces

+ — )2 2
{ ;ﬁ" B ; t \/iz_% y despejando A en funcién de u se tiene que

Supongamos que Lyv = 0 < (Lyv,¢) = 0 entonces de la factorizacién
(5.5) se tiene que

{ ff—ﬂ+A)v: 41}{ ptAv=v

+40- L
opAv=v S oneal-A)
debido a la observacién 2. m

Lema 5.2 Sea A = min{Aa|An = in + £, i € 7(—4)}
entonces

1. 81 pp_ypin < a?< Pnfinsl = Ae = An
2. sia? = fingifin = Ae = App ='\n=“‘n+::_: = pn + nt1
Prueba. Por definicién de los valores propios 0 < pp—1 < fin < fint1
para n = 2,3,.... Ahora sea
o? 2 1

~ == = (Hins = Hn) (Hnjbin — 0%)
= 8 T T
Mot I 7 5 Hntjbin

donde j € J*UJ~ talesque J* = {1,2,3,..} y J- = {-1,-2,...,—(n—1)}.
Para encontrar el minimo definido como arriba sobre un conjunto discreto de

1n's , tenemos las siguientes desigualdades que son vélidas porque p, < iy
por definicion de los valores propios.

Anti = An = Hngj+ (5.6)

Hn-1ftn < & < finpini1
Hn—2ftn < Q% < infini2

Hn—jln < o? < Hon ntj

En la dltima desigualdad del lado izquierdo 1 < j < n — 1 y para el lado
derecho j =1, 2,.... Como i, — oo cuando n — 0o, entonces siempre existe
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[>

Figura 5.1: 2 = £ 4 =

una n tal que pn_1pn < 0 < pippingr. La ecuacién (5.6) siempre tiene un
n.n'nimo, lo cual es evidente al ver la grafica 2 = £ + % (figura(5.1)) que
siempre tiene un minimo para p = « .

Notamos lo siguiente: en la ecuacién (5.6) si j € J*las dos diferencias
son positivas 6 cero si pin4; = pin y por lo tanto Any; — Ay > 0sij € J*. Si
j € J7, las dos diferencias son negativas ¢ cero y su producto positivo y por
lo tanto A,4; —An > 0. Por lo tanto A, < Ay para j € JYUJ™ si pin_1ptn <
a? < pnjinys, es decir, A, es un minimo. En el caso que a? = finy1/tn, €sto
mismo implica la serie de desigualdades

pin—jbin < 0% < pinfing;

La ecuacién (5.6) implica que A,y = A,. Podemos aplicar el argumento
utilizado en el otro caso teniendo en cuenta que j # 1 y con esto acabamos
de probar el lema

L. i pip_1in < @2 < pipftnir => Ao =My

L 2
2. Slazzﬂn+l“n=>/\c=/\n+1=An=f-"ﬂ+:_,,:ﬂn+ﬂn+l

5.3. Método de Liapunov-Schmidt

Lo que se ha hecho hasta el momento es tomar el par ecuaciones (5.1),(5.2)
y reducirlas a una sola ecuacién en un espacio de Hilbert. La ecuacién consta
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de la parte lineal que depende del parametro libre A. Hemos visto cémo
su espectro estd relacionado con el espectro de A, el operador de Laplace-
Beltrami.

En los problemas eldsticos, en particular en el combamiento de estruc-
turas, lo que se tiene es una ecuacién diferencial compuesta de un operador
lineal mds términos no lineales y un parametro libre que se asocia con car-
gas externas. Se conoce la solucién trivial al problema eldstico, en el cual la
estructura es capaz de resistir todas las cargas externas en virtud que estas
son compensadas por los esfuerzos internos. Pero a medida que aumenta la
carga, puede suceder, y de hecho sucede en la elasticidad no lineal, que la es-
tructura se comba. A la presién donde sucede el combamiento le llamaremos
presion critica. Para resolver las ecuaciones de deformacién en la vecindad
de la presion critica utilizaremos el método de Liapunov-Schmidt que resuel-
ve un problema no lineal en la vecindad del parametro donde se sucede el
combamiento. En el apéndice A se demuestra que las funciones

uy = cg Pjn(cos B)cosme

vp' = di Pjn (cos 0)senm¢

forman una base el espacio de trabajo

= {w]w = Z aud + Z(a:‘uz‘ + bg'v},“)} } (5.7)
k=1 m=1

donde cf' y d* son tales que (uf',ul") = éi'ﬁ;“,(ug‘,v;") = 6167, ademés
(uy,v}) = 0 para enteros (m,n,k,j > 0) . En particular

(ugt, ugt) = /(Aul"):2 + 2uf AupdQ =1
Q

que después de algunos célculos y considerando que Auf'
cuentra que

—pguy se en-

= 5.8
© T (mupup - 2)f ™. (2)2dz) /2 o

donde zy = cos .
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5.4. Equivariancia de las Ecuaciones

Para probar la equivariancia de la ecuacién (5.4) se requieren algunos
resultados previos acerca de la teoria de representaciones de grupos.

Lema 5.3 Sea g — T, una representacion unitaria de un grupo G en un
espacio de Hilbert W con producto interior (-, ) y sea F' un operador continuo
en W. Suponga que F' es el gradiente de un funcional f : W — R y que f
es invariante bajo G en el sentido que f(T,w) = f(w) para todo g € G y
todo w € W. Entonces F es equivariante bajo la representacion g — G en el
sentido que T,F(w) = F(T,w).

Prueba.

Como F es el gradiente de f se tiene que f(w + h) — f(w) = (Fw,h) +
O(h?) = (T,Fw, T,h) donde se usé el hecho que la representacién es unitaria
(Tyw, Tyh) = (w, k). Por la invariancia f(w) = f(T,w), la derivada de Fréchet
vale f(Ty(w + h)) — f(Tyw) = (F(T,w), T,h) + O(h?) y como la derivada de
Fréchet es tnica, se tiene que T, F(w) = F(T,w). =

Consideraremos el grupo de rotaciones que dejan fijo al eje z, junto con la
reflexién (¢ — —¢) en R%. Este grupo de simetrias se llama O(2). Sea g —+ G
la representacién de O(2) en H (5.7), dada por

(Tw)=w(g™'z), reQuweH (5.9)

donde g~' representa el inverso de g en O(2). De hecho en L?(92)
f[Tgu] (Tv)dQ = f uvdQQ (5.10)
Q Q

es decir, la representacién es unitaria en L?(Q2). De hecho es unitaria en la
norma dada por el teorema (4.2), como se prueba a continuacién: Como
w € H implica que w, Aw € L?(Q), es facil ver que

T(Aw) = A(T,w), we H (5.11)

Si la rotacién asociada a cierto g estd dada por 1, entonces en coordenadas
esféricas Tow(0, ) = w(r,0,¢ — 1) y para la reflexion Kw(0, ¢) = w(f, —¢).
Sobre la base de H dada por u}', v se tiene T uy* = cos myuy' + senmypv}’
y Kuj = ujl’. Por lo tanto, T,uf" es funcién propia de A y lo mismo para v}
Sea uy, funcién propia del Laplaciano Auy = —peuy v sea i = Tyu, entonces
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To(Aflg) = —pptixy = Aty = A(Tyug) y como las ui generan H se tiene el
resultado. Como la norma (4.2) es (u,v) = [ Aulv + 2ulvd(, y estd dada
en términos del Laplaciano, se sigue que la representacion ¢ — G es unitaria
en la representacién H con norma (-,-), es decir

[Tg‘h‘., Tgt") = (u! U)- (5'12)

También se tiene que todas las funciones son periédicas en ¢, por lo que el

. 2% . . . - .
funcional [” u v, wed¢ en @ = 6, es invariante bajo el grupo de simetrias
utilizado.

Lema 5.4 Los operadores A,Q,C son equivariantes bajo la representacidn
g = G en H definido por (5.7), es decir T,Q(w) = Q(Tyw) para todo g €
O(2) y todo w € H (con relaciones similares para A,C).

Prueba. Utilizaremos el lema (5.3) para la representacién unitaria dada
n (5.9). Como A es autoadjunto, A es el gradiente del funcional a(w) =
1(Aw,w). Por (5.10),(5.12) se tiene que

a(T,w) = - /Q[A(Tgw) + 2T,w|T,wdQ = —/r;Tg[A{w) + 2w|T,wd

- f [A et -+ el = o)
a
es decir, a(w) es invariante, entonces por el lema (5.3) A(T}) = T,A(w). Por
otro lado, como ((B(u,v),w) es simétrico, entonces B(w,w) es el gradiente
del funcional b(w) = 3(B(w,w), w). Si llamamos

1
N(w) = 74[8192 + 6wAw + 6(Aw)? — 3wA’w]

entonces para funciones suaves el teorema (4.6) y la propiedad (5.11), junto
con la invariancia de la medida d2 da como resultado

b(Tyw) = %/H(Tgw)(z}N(Tgw)(x)dQ+ %/; 1r(T'gu,;“,)i’-af@

2w
=§fnw(g"‘$)N(w[g_lz))dQ+ %/ﬂ (wg)*de

= 3 [unan+ 3 [ wads = ow)
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y por lo tanto b(w) es invariante y, por el lema (5.3), B(T,w, Tyw) = Ty B(w, w).
Finalmente por el teorema (5.1), @ es el gradiente de g(w) = 3(B(w,w), Aw)
y C es el gradiente de c(w) = }(C(w),w) = L||B(w,w)|* los resultados
anteriores implican la invariancia de g(w) y ¢(w) y por lo tanto @,C son
equivariantes. m

Con estos resultados se sigue el siguiente teorema

Teorema 5.2 La ecuacidn (5.4) es equivariante bajo la accidn de grupo
0(2), es decir

Ty(Lyw + aQ(w) + C(w)) = Ly(Tyw) + aQ(Tyw) + C(T,w).
Esto quiere decir que si w es solucidn, también T,w lo es.

Buscaremos soluciones con cierta simetria. Se observa que la ecuacién
(5.4)
Lyw+ aQ(w) + C(w) =0

es equivariante bajo representaciones g — T, de O(2) el grupo de rotaciones
con el eje z fijo, donde T,w = w(g~'z), o en términos de (0, ¢) se tiene
que (Tw)(¢,0) = w(¢ — 7,0), para ¢ € O(2) y w € H. La equivariancia
implica que cada solucién sin simetria respecto al eje z genera una familia
de soluciones dependientes de un parimetro. Para evitar este problema se
considera que la soluciones se encuentran en el espacio

W={wweHw= iia:‘u:‘}.

m=0 k=0

La ecuacién (5.4) es equivariante bajo reflexiones (¢ — —¢), en particular
manda funciones pares en ¢ a funciones pares en —¢@, por lo tanto puede
restringirse a W. Lo que implica que buscamos soluciones con un plano de
simetria.

Sea N = {u|Ly,u = 0,u € W}, N es el nicleo del operador y for-
ma un subespacio lineal de W. Dicho subespacio estd generado por la base
{21, 22, ..2m}, es decir N = [z, 2y, ..., 2, N tiene dimensién finita debido al
hecho que L, es un operador de Fredholm. Los {z;} son tales que L,z = 0.
Entonces se tiene la siguiente descomposicién del espacio: W = N & N*.
El método de Liapunov Schmidt, consiste en descomponer la ecuacién en el
nicleo y el complemento del nicleo. Si w € W entonces w = u + U donde
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u € N,U € N*. Tomemos la ecuacién (5.4) y reescribamosla como se ilustra
a continuacién
Lyw = w — Muw + o? A%w

Ly, w = w — A\ Aw + o* A’w
Tomando la diferencia
Lyw— Ly w=—(A— A\)Aw.
Sea n = A — A, lo que implica
Lyw = Ly, w — nAw (5.13)

Definimos los operadores de proyeccién ortogonal S: W - Ny I—-S: W —
N* sobre el niicleo y su complemento respectivamente. Con esto la ecuacién
(5.4) se escribe como

Ly,(u+U)—nA(u+U)+aQu+U)+C(u+U) =0

Ly U—-nA(u) —nA(U) +aQ(u+U) +Clu+U) = 0. (5.14)
Hacemos las siguientes observaciones

1. Ly,U € N*, porque para todo v € N se tiene que (L, U,v) = (U, Ly,v) =
0 porque L, es autoadjunto y por lo tanto Ly U_LN. Por lo que al pro-
yectar en N sucede que S(Ly,U) = 0.

2. A(U) € N*, por lo siguiente: Sea v € N y consideremos (v, AU) =
(Av,U) porque A es autoadjunto. Pero si v € N , entonces Av = p~'v
(lema 5.1) y por lo tanto (Av,U) = p~'(v,U) = 0 es decir AU € N*.
Por lo que al proyectar en N sucede que S(AU) = 0.

3. A(u) € N. Sea u € N, entonces p,Au = u y por lo tanto pu,A%u = Au
y por lo tanto Au € N. Por lo que al proyectar en N sucede que
S(Au) = Au.

Proyectando la ecuacién (5.14) sobre N y teniendo en cuenta las observacio-
nes hechas anteriormente tenemos lo siguiente.

—nAu+ S[aQ(u+U)+C(u+U)]=0 (5.15)
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Y proyectando la ecuacién (5.14) sobre el complemento de N

L,U-nAU + (I - S) [aQ(u+U) + C(u+ U)] =0. (5.16)

A continuacién mostraremos que la ecuacién (5.16) define una contrac-
cién, y entonces por el teorema de contraccién de Banach, tiene un iinico
punto fijo, lo que es equivalente a encontrar U(u) tal que satisface la ecua-
cién (5.16).

Teorema 5.3 Teorema de contraccion de Banach

1. Sea H : B — B un operador H definido sobre un espacio de Banach
B, entonces si |H(z) - H(z')|| < K ||z —2'| y |H(z)| <Ry K < 1
para ||z||, ||z'|| < R se tiene que H posee un tnico punto fijo T = H(Z)
en la bola de radio R.

2. Sea H(z,y) : BXE — B, B espacio de Banach. Si||H(z,y) — H(2',y)|| <
Kl|lz—2'|| con K <1, ||z||,||z'|| < R para todo y € 6, 8 C E se tiene
entonces que eriste un inico Z(y) con T(y) = H(Z(y),y) continua en y
y ademds es Lipchitz.

Teorema 5.4 La ecuacidn
Ly U-nAU + (I - S) [aQ(u+U) +C(u+U)] =0

define una contraccién, si n es pequeno.

Prueba. Como U € N* se tiene que Ly, U es un operador lineal e inver-
tible. L' es lineal y acotado. En adelante se usara el hecho que ||A(w)|| <
C |lw|| y que |[|B(u,v)|| < C||lu|| |lw]||- Por lo mencionado arriba, la ecuacién
(5.16) se escribe como

U =Ly (nAU — (I - S) [eQ(u + U) + C(u+U)))

y se puede ver como el problema U = H(U,u) con H(U,u) dado por el
lado derecho de la ecuacién anterior. Que H sea contraccién quiere decir que
|H({U) - H(U")|| < C||U—U||. Desarrollando los operadores Q(u + U) y
C(u+ U) en términos de sus derivadas de Fréchet enunciadas en el teorema
(5.1) se tiene

H(U)=L; (nAU ) [aQ(u) +aQ (W)U + aQ(U)+
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Clu) + C'(w)U + %B{u, B(U,U)) + B(U, B(w,U)) +C(U)) ).
Calculando lo anterior para una U’ y tomando la diferencia se tiene

H(U)-HU'") = L} (nAU-U")-(I-8) [aQ () (U-U')+aQ(U) ~aQ(U)+

ClW(U -U") + %B(u, B(U,U) - B(U', U"))+

B(U, B(u,U)) — B(U', B(u,U')) + C(U) - C(U‘)D

y por lo tanto
IH(U) - HU)| < Cinl U = U]+

Cz( U = U|||1Q'(u) + C'(u)|| + [|QU) — QU + |C(U) — C(U")|| +
% IB(u, BQU - U",U + U"))|| +

IBW, B(w,U)) - BWU', Blu, U] )-

El término
I1B(U, B(w,U)) = B(U', B(v, U)|| =

\B(U - U", B(u,U) + B(U', B(u,U) — B(u,U"))||
< CIU =T (ull 1T+ 1T el
El término ||B(u, B(U — U",U + U"))|| < Cs ||lu|| |U = U'|| |U + U'|\.
Ahora Q(U) = 3A(B(U,U)) + B(U, AU) y por lo tanto
QRU) -QU") = %A(B(U, U) - B(U',U")) + B(U, AU) — B(U', AU")

1
= SABU -UU+U") + %(B(U —U', A(U+U") +BU+U', AU -U")
y por lo tanto

W) — QW < ClU+ U lU-TU"||.
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Para acotar el término C(U)-C(U') = 1B(U, B(U,U))—3B(U', B(U'",U"))
consideramos que

B(U -U',B(U,U) + B(U',U")) =

B(U, B(U,U)) + B(U, B(U',U")) - B(U", B(U,U)) - B(U', B(U",U"))
B(U +U',B(U,U) - B(U',U")) =

B(U, B(U,U)) - B(U, B(U',U")) + B(U', B(U,U)) — B(U", B(U",U"))

la suma
= 2(B(U, B(U,U)) — B(U", B(U'",U")))

y por lo tanto

C)-CU") = % [BW-U', BW,0)+BW',v)+BU+V', BU-U', U+0"))]

lc@) - e < Cs U = U (IUI1 + IU"I17) + C2 1T + U"|1* U - U")|
Y como pedimos que ||U]], [|U'|| < R, |n| < no, ||ul| < r entonces
H(U,n,u) = L;! (nAU — (I - 8) [Q(u + U) + C(u +U)))

define una contraccién y por el teorema de contraccién de Banach existe una
tinica U = U(u,n) tal que U(u,n) = H(U(u,n),u,n)) =

En el curso de la demostracién de ciertas desigualdades se requiere de la
siguiente observacién

Observacién 5.1 Si z,y son dos nimeros reales y positivos y z,y < R, R
una constante positiva entonces

(z+y)" < C(z" +y")

para alguna C,y z,y € R*.

Si tomamos la familia de rectas z = ay con 0 < e < ococenz > 0,y > 0,
se tendrd que la desigualdad que nos interesa toma la forma (1 + a)"z" <
C(1 + a™)z™ , por lo que basta tomar C > iiz,." para todo a € [0, o).
Observamos que el lado derecho de esta desigualdad tiene un méximo para

a =1y por lo tanto basta tomar C > 2"~! para tener la desigualdad.
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Como u € N, el nicleo del operador , se tiene que u puede expresarse como
combinacién lineal de los vectores base de N. Es decir u = ) &z; lo que
i=1

implica ||u/|® = (u,u) = {i.f,-z,-,i{iz‘-) = i.{f = |¢]>. Con esto en mente
=1 =l i=1

tenemos el siguiente resultado

Teorema 5.5 Si U = U(€,n) es tal que U(E,n) = H(U(E,n),&,m)) entonces
Ul < Ky [€]* es decir U = O([lul/®)
Prueba. Tenemos que
IHU, &)l = ||L3) (AU — (I - S) [eQ(u + U) + C(u+ V)])|
y por lo tanto

IUII < Cn||U]| + G (@]lQ(u + V) + IC(u+ U)I)).  (5.17)

Ahora como
Qu+U) = %A(B(u +U,u+U)) +B(u+U,A(u+U))
= %A (B(u,u) + 2B(u,U) + B(U,U))+B(u, Au)+B(u, AU)+B(U, Au)+B(U, AU)
implica que
IR+ V)l < Co (Ilull® + 2 lull U]l + V1) -
De la observacién (5.1) se llega al siguiente resultado
IR + V)l < Cq (Ilull® + +IU]7) -

A continuacién realizamos un procedimiento andlogo para C(u+ U)

C(u+U) = %B{u+U, B(u+U,u+U)) = %B(u+U, B(u,u)+2B(u,U)+B(U,U))

" %B(u, B(u,u)) + B(u, B(u,U)) + %B(u, B(U,U))+

%B(U, B(u,u)) + B(U, B(u, U)) + %B(U, B(U,U))

y por lo tanto
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IC(+ V)|l < Ca (llull® + 3 [ull® U] + 31wl 1UI* + 1U]I*)
IC@+ )|l < Gy (llull* + 1UI).-
Aplicando estas desigualdades a la desigualdad (5.17) se tiene
Ul < Cunl|U|| + Ca (aC, (llull* + 1UN) + Cs (Ilull® + UI1))
y por lo tanto
U]l (1 = Cin — aCaCy |U|| = G4 [UI1%) < Cs(1 + llul) [lul?

Cs(1 + [Jul)
(1= Cin—aCeC,y |U|| - G IU])

Y como ||U|| € Ry |n| € ny podemos acotar por una constante, lo que nos
da el resultado

IUll < .

U1l < K llull®-

u
El teorema (5.5) implica que U(u) = O(||u||*). Junto con el hecho que
Qu+U) = Q(u) +Q'(v)U +Q(U)
Cu+U)=C(u) +C'(u)U +C'(U)u+C(U)

permite hacer la siguiente observacién
Observacién 5.2 1. Q(u) = O(|lul*), @ (@)U = O(||ul1*), Q) = O(llu]")
2. C(w) = O([[ul®), C'(w)U = O(||ul*), C"(U)u = O(|[ull*), C(U) = O(|lull*)

Ahora pasemos a obtener las ecuaciones de bifurcacién. Tomemos la ecua-
cién en el nicleo de la parte lineal (5.15). Sabemos que A es lineal y todo
u € N es una funcién propia , es decir pAu = u

—Eu+S[GQ(u+U)+C(H+U)] =0 (5.18)

LU —(I-5)[aQ(u+U) +Clu+U)] =0 (5.19)
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Lo que implica que

U=-L;'((I - S)(aQ(u+U) + C(u+U))
Con [|U|| < ki [[ull®. Sea

Up = —L;'e(I — S)Q(u)
y por lo tanto ||Up|| = O(||u/|*). Esto implica que
U-U=-L;'(I - 8)(eQ'(u)U + aQ(U) + C(u + U))
donde observamos que ||U — Up|| = O(JJu||*) y notando que
Qu+U)=Qu+U+U —U))
= Q(u+Up) + Q'(u+ Up)(U — Us) + QU — Us) = Q(u + Up) + O(|lu|*)
=Q(u) + Q (w)Uo + O(||u]I*)

tenemos que la ecuacién de bifurcacién (5.18) se puede escribir como

—Eu + S [aQ(u) + aQ (u)lo + C(w)] + O(Jlull') =0 (5:20)

5.5. Existencia de las soluciones

A continuacién se utilizara la teoria del grado topoldgico para probar la
existencia de soluciones a la ecuacién de bifurcacién (5.20).

5.5.1. Grado topolégico

Definicién 5.2 Sea {2 C R™ una regidn del espacio euclidiano de dimension
n. Pedimos que §) sea abierta y acotada. Sobre ) tomamos una funcién f :
2 = R" continua y tal que f | # 0. Sea {z;} el conjunto de puntos tales
que f(z;) =0, supongamos que f es C' y que Df(z;), la matriz jacobiana
de f, es invertible para cada z;. Si esto se cumple, entonces se define el grado
topolégico de f en la region Q2 como

deg(f,Q) = Z sign(detD f(z;)).
f(zi)=0



5.5. EXISTENCIA DE LAS SOLUCIONES 109

St Df(z;) no es invertible, se toma € tal que Df(x) sea invertible para toda
z tal que f(z) = €, (lema de Sard), véase [Dubrovin, pdg 79, §10]. En ese
caso se puede definir deg(f; ) como deg(f — €;52). Si f es continua se toma
una aprozimacién C* de f.

Tenemos la siguientes propiedades del grado topolégico, véase [Dubrovin, pig
103,§13).

Propiedades

1. Si deg(f, ) # 0 entonces existe un 2z, € Q tal que f(zp) = 0.

2. Se dice que dos funciones f, y f, son homotdpicas si y sélo si existe
f(t,z) : [0,1] x @ = R" continua tal que f(t,z) # 0 en 8%, con
£0,z) = fi(z) y f(1,2) = fa(z), entonces deg(f1;Q?) = deg(f» ).

3.8 Q) C Q es tal que f(z) # 0 en Q) £y, entonces deg(f,)
deg(f,ﬂ;).

4. SiQ = QU y ?NQ, = 0, con f(z) # 0 en A entonces deg(f; )
deg(f; ) + deg(f; Q).

5. 851 Q=0 x, donde Q; € R* y Oy € R™ . Sea f(z) = (fi(z), f2(z)),
entonces deg(f; 1 x Q2) = deg(fr; S)deg(f2; §2).

Supongamos que tenemos la ecuacién
A.T]_ s N(Il) e H(A, 31) =0 (5.21)

donde z; € R", N es una funcién homogénea de grado s, es decir N(tz,) =
t*N(z,) siendo ¢ un escalar, s > 1, |[H(A,z1)|| = o(||z:]|*). El problema
consiste en saber si tal ecuacién (5.21) tiene soluciones o no.

Definicién 5.3 Sea Uy con ||Up|| = 1. Decimos que Up es un rayo carac-
teristico si existe p € R y N(Up) = pls.

Con esta definicién podemos construir la siguiente curva paramétrica que
; EASET
llamaremos rayo. Si { st

[0,1].

entonces Az, — N(z,) = 0 para todo t €
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Figura 5.2: Rayo caracteristico (p, Up)

Se puede probar que la solucién, si la hay, se encuentra en la vecindad
de los rayos caracteristicos. Por la propiedad (1) el problema de que existan
soluciones a la ecuacién (5.21) diferentes de cero en una vecindad del rayo
caracteristico, equivale a demostrar que el grado del siguiente par de funciones
es diferente de cero, si dicho grado estd definido:

deg(N? + ||z, ||* = 72, Az, — N(zy) — H(), z,); vecindad cénica del rayo).

Supongamos que (u,Up) es un rayo aislado. Tomemos R* = (Up) @ (Up)*.
Sea el operador de proyeccién ortogonal P : R* — (Up)™*. Para la regién
AL+ ||lz1|[* < 72+ p?, una bola con centro en el origen, y tomando r, p << 1,
el par de funciones

(AP + llz[|* = 7%, Azy — N(z1) — H(A, z1))
no tienen ceros en la frontera de la regién U, donde
U = vecindad del rayon Bola

por lo tanto el grado del par estd definido en la regiéon Y. Como hemos
supuesto que ||H(\,z1)|| = o(N(z1)), entonces para r << 1, ||z,|| pequefio,
se tiene que H es despreciable frente a N, lo que reduce el cédlculo del grado
a

deg(A? + ||z, ||* — 2, Azy — N(z1); U)

ademads
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p F 3 c 1
A= pup>~

'y
iy
B

A

Figura 5.3: Indice alrededor de U

I I -1 I
Azy — N(z,) = —P,,N(z EB(A—N(—)-—]:M ) || —=
V() Terll) T 120 ) il iz
donde P, es la proyeccién sobre el complemento ortogonal de "%“ Aplicando

la propiedad (2) y observando el hecho que ||z;|| > 0, podemos realizar las
siguientes deformaciones

Azy = N(z:) % =PN(U) & (A — gt [l [I*™")

con U € (vecindad de Uy en S™') y ||U|| = 1. Y por lo tanto el grado que
debemos calcular se reduce a

deg (A + ||z1||* = r?, =PN(U), (A = pllz1]I*"); A, U)

p = ||z1]] y donde A es un cuadrado alrededor de la interseccién de las curvas
A = pp*! y la circunferencia A2 + p? = r2. Vease figura(5.3). Utilizando la
propiedad (5), sobre las variables A, p = ||z, ||, se tiene que el jacobiano es

d
‘;{;: ﬁ) et ( 211‘ 2—‘0;.1(5 —1)p*~2 ) = —p(s = 1)20p*"2 — 2p.

El grado definido en una vecindad de un punto recibe el nombre de indice,
y se reduce al signo del determinante jacobiano. En este caso se observa que
su signo es siempre negativo para p # 0 y para p = 0, la razén es que A es
vecino a p, es decir Ay > 0, es decir

Indice(\* + ||z |* — 1%, A — |z 5 4) = —1
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por lo que
deg(A? + ||z |* — 72, 21 — N(z1) — H(\, z1);U) = —Indice(—P(N(U)); Uo).

Por lo tanto si el indice es diferente de cero hay solucién a la ecuacién
(5.21). Calculemos el indice en varios casos cuyos resultados se enuncian en
los teoremas (5.6), (5.7),(5.8), (5.9).

El caso mas sencillo es cuando se puede usar el teorema de la funcién
implicita (Como es el caso del articulo de Baginski, véase [Baginski 1] ).

Miés precisamente, retomando las consideraciones anteriores, sea r = ||z, ||
y U definido por z; = rU, U € (vecindad de Uy en S™!), podemos proyectar
la ecuacién (5.21) sobre la direccién U y su complemento ortogonal, obte-
niendo

—~PN(rU) — PH(\,rU) ® Ar — N(+U) - U — H(A,7U) - U.

Si definimos p por la relacién A = r*~ !y, y dividiendo por r*, la ecuacién se
vuelve

PH(),rU)

nr.l

_HW\rU)-U

s

F(r,U,pu) = —PN(U) - @u—NU)-U

Se estudia esa ecuacién en la vecindad de Uy tal que N(Uy) = polp, por lo
tanto para p vecino a pp y r tan chico que ﬂi,ﬂl sea pequeiio comparado
a los otros términos. Supongamos que DPN(Up), la matriz Jacobiana de
PN(U) en Uy, sea invertible, entonces, como PN (Up) = 0, se tiene

F(r,U, ) = =DPN(Up)(U — Up) — o(r) — o(||U — Up||")&®
k= po— (N(U) = N(Up)) - U — N(Uy) - (U = Up) + ofr).
Por lo tanto
D(U.#)F(O,Uu,p.o) = —DPN(U()](U = Uu)$

1= o — DN(Uo)(U = Us) - U — poUs - (U — Uh).

Con la suposicién DP N (Uy) invertible se tiene que la matriz D(y,,) F(0, Uy, po)
es invertible. Por el teorema de la funcién implicita se tiene por lo tanto una
tinica solucién U = U(r), p = p(r) en el cono U dando una curva vecina al
rayo .
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Teorema 5.6 Dada la ecuacion Az, — N(z,)—H (), z,) =0, donde =, € R™,
N(tz)) = t*N(z,) siendo t un escalar, s > 1, ||[H(\,z1)|| = o(||z:1||°). Sea
Up tal que N(Up) = polUs. Si la matriz DPN(Up) es invertible entonces la
ecuacién (5.21) tiene una tnica solucién U = U(r), p= p(r).

Ahora calculemos otros casos. Se tiene que P(N(U)) € R*! porque P
es una proyeccién. Supongamos que N(x) es el gradiente de alguna funcién
¢ al menos diferenciable. Como N(tz) = t°N(z) = V¢(tz) = t°V¢. Si
hacemos una integracién de linea sobre la curva C teniendo en cuenta que N
es homogénea de grado s

2 fc Vo(tz)tds = fc Vé(z)dz

lo que implica que

$tz)| =t"""¢(z)

para dos puntos cualesquiera ry,7, y por lo tanto ¢(tz) = t**¢(z) y si
derivamos esta iltima expresién respecto a t y valuamos en £ = 1 se tiene
que Vé(z) - z = (s + 1)¢(z), es decir

ra
mn

2
T

X

o) =

Supongamos que U es un extremo aislado de ¢, entonces P(N(Up)) =0
sobre los U tales que ||U|| = 1. Si examinamos la matriz Hessiana de ¢

o 2%
Erz‘tl R Y
: : | = Dz(PN(Us))
a2 2
B e

dicha matriz da el cardcter de un punto critico, es decir, si se trata de un
minimo o de un maximo. Para ello se diagonaliza la matriz y si todos sus
valores propios son positivos tenemos un maximo de —PN(U) y ademas

sign detD,(PN(Up)) = 1.
Si todos sus valores propios son negativos se tiene un minimo de —PN(U) y
sign detD,(PN(Up)) = (—1)"%.

En ambos casos el indice es diferente de cero y por lo tanto existe una solu-
cién. Por lo tanto tenemos el siguiente teorema
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Teorema 5.7 Dada la ecuacion Azy— N(z,)—H (A, z,) = 0, donde z, € R",
N(tz,) = t*N(z;) siendo t un escalar, s > 1, ||[H(A, z1)|| = o||z:||°). Si
N(z)=Vo y ¢(z) = N@yz  ontonces

341 !

‘ =1 n—1 U 719
Indice(—P(N(U)); Up) = { ( 1) Ugﬁ;ﬁ:ﬁz

En todos los casos se tiene que el indice es diferente de cero en un punto
critico aislado y por lo tanto el grado también, entonces la ecuacion (5.21)
tiene solucidn.

Hay otro caso de interés en el cual no sabemos que N = V¢. En este caso
hacemos el siguiente andlisis. Buscaremos soluciones en toda la bola

deg (||;r:||2 +22 -2 Az - N(z) — H(\ z); “3"2 +2 <2t pz)_

Este grado es cero por lo siguiente: Para la primera ecuacién se nota que
llz” + A2 — 7r* # 0 sobre ||z]|* + X2 = r? + p* para 7 € [0, 1]

lz||* + X2 4+ €2 # 0 en ||z||* + A2 < r2 + p? para 7 € [0,1] y por lo tanto
podemos hacer las siguientes deformaciones

2]* + A2 = r? = l2]® + A% = ||z + A2 + €

donde se ve que esa primera componente es siempre diferente de cero en la
bola, por lo que el grado es cero. Como (z = 0,A = =+r) es una solucién
aislada y tomamos r, p suficientemente pequenos entonces solo los términos
lineales son importantes en la ecuacién de bifurcacién y por lo tanto el calculo
del grado se reduce a

deg (|]x||2 + 22— rmUn {|z]* + X% < % + %))

donde U es una vecindad cénica de (0,A) con A > 0 y donde se hizo la
deformacién Az — rz, que es validasi A > 0. Tenemos la siguiente homotopia

deg (7 |z|* + A2 — 22, ez U 0 {|z]|* + N2 < 72+ p*}) =

deg (N 1% X € (0,7 +¢)) - deg (rz; Jol| <€) = 1.
Enel caso A <0

deg (7 ||z|* + X2 = r?, —rz; U 0 {Jlz|* + N2 < 12+ p%}) =
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deg (A2 — 1% -\ € (=1 —¢, 0)) - deg (—rz; ||z|| <€) = (—1)"+.

Ahora veamos que pasa con el grado respecto a toda la bola

deg (||z||> + A% — 12, Az — N(z) — H(\ 2); ||z])* + A% < 12 + p) =

— " Indice(~PN(U); Us) + 1+ (-1)*" =0

U;

donde Uj; son todos los posibles conos caracteristicos, y como dicho grado es
cero se tiene que

S (<1)"Undice(-PN(U); Uj) = 1+ (-1)*".
Uj

y por lo tanto si n, la dimensién del espacio, es impar la suma de indices es
diferente de cero y por lo tanto hay solucién a la ecuacién (5.21).

Teorema 5.8 Dada la ecuacion Az, —N(z1)—H(A, 1) =0, donde z, € R",
N(tz,) = t*N(z,) siendo t un escalar, s > 1, |H(), z1)|| = of||z1][°). Sin es
impar entonces la ecuacidn (5.21) tiene solucion.

Hay otro caso més que se puede analizar: Supongamos que N(z;) = 0
implica z; = 0, es decir A = 0 es un rayo caracteristico. Entonces

Teorema 5.9 Si N(z,) = 0 implica z, = 0 y s es par, entonces hay bifur-
cacion para A >0 y A < 0.
Prueba. Tomando una bola B, = {||z;]| < €}, entonces

deg(Azy — N(z1) = H(A,71); Be)

estd bién definido si € es pequefio: en efecto, para ||z;|| = €, A = 0, la parte
dominante es N(z;) el cual tiene ceros sélo en z; = 0. Por lo tanto para A
pequeiio , el grado estd definido. El hecho que s sea par implica que ese grado
es par [Ize 1, pag 356]. Para A # 0 y pequefio, el indice de la solucién trivial
es deg(Azy; Be) = (signoA)" = +1 el cual no es par. Esta diferencia implica
que hay otra solucién (ademds de z; =0) =

Con los teoremas (5.6), (5.7),(5.8), (5.9), podemos probar el siguiente
teorema
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Teorema 5.10 la ecuacidn de bifurcacién (5.20)
“E“ + 5 [aQ(u) + aQ'(u)Us + C(u)] + O([lull*) =

Tiene soluciones distintas de cero, si SQ(u) # 0 parau # 0, 0 si SQ(u) =0
y m es impar.

Prueba. Se tiene que u € N, Uy = —Lj'a(I — S)Q(u). Sustituyendo
u =Y &z, y tomando el producto ( , z;) se tienen las siguiente ecuaciones

=1
paral <j<m

_ggﬁa( (Zg‘z,) v (Zf,z,) v+ Lo (zs.z.) e )+0 ") =

Recordando que Q(u) = $A(B(u,u)) + B(u, Au), C(u) = ;B(u, B(u,u)), A
lineal, B bilineal se tiene que

Q(Zfizi) r2y = kz.l&‘& (%A(B(Zk‘ z)) + iB(zk.Z:),zj)

si definimos
1 1
Oy = (FA(B(Gt,20) + 1 Blan 2.5

Observacién 5.3 Se puede ver que Cyy; es simétrico respecto a los tres indi-
ces por lo siguiente

(A(B(zk, @), 25) = (Blzx, 2), Azj) = %(B(Zk,a),zj)
7

La simetria se sigue por el teorema(4.6), ya que aqui z; € N = kerL,,,
con A, = pj + = ; para todo j = 1,2,...,m. Por lo tanto p; = px = y
Cuj = B(Zrn 3'h zj).

Tenemos que

(SQ(u), z;) = kaf:cuj-

K
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Los términos ciibicos, incluyendo Q'(u)Up, se tratan de manera similar, por
lo que las ecuaciones de bifurcacién quedan como

—-Hf_, e aka&C;,b 2 Z kaIEmCHmJ 4k O(l&l ) =0.

klm

Sea £ € R™ | entonces se puede escribir como una ecuacién vectorial
1
M - aN(€) - 5M(€) +O(lg[) =0,

donde N(£) es homogénea de grado 2 y M(£) es homogénea de grado 3. En el
caso SQ(u) # 0 para todo u # 0 se tiene que el término que domina es N(§),
que por ser de grado 2, para tener bifurcacién basta probar que N(£) = V¢
con ¢ = ﬂ?—f Si

2 S Ciim
Entonces

a& Zaa& (&86iEm) Coim = 3. 3 (67 + n8}) + £nEi3%) Catm

Hm

= % (Zf&fkau + ZékfmC‘kjm + ZE;&mC_ﬁm) = Z&&‘C’rﬁ
kt km T i

La iltima igualdad se siguid por la simetria de Cly, y por lo tanto N(€) =
lo que implica que en el caso que SQ(u) # 0 se tiene bifurcacién. En el caso
SQ(u) = 0, domina el término M (), que es homogénea de orden 3, y por
el teorema (5.8) si m = dim(KerL,,) es impar y hay bifurcacién.

n
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En el apéndice A se muestra que el espectro del laplaciano para el cascarén
esférico, los primeros 11 valores propios tienen multiplicidad uno (Teorema
A.14), es decir m = 1 donde m es la dimensién de N = KerLy, . Puede
suceder que para un A dado existan simultaneamente pu*, p~ dados por las
formulas

2ﬂ+ =)+ (A2 _ 402)1{2
2u~ = A—(A? — 4a?)'/?

tales que ambos sean valores propios del laplaciano, y puede ser que el lapla-
ciano tenga un valor propio de multiplicidad mayor que uno. Ademds como
se muestra en el articulo de Baginski [Baginski 2, pig 301], puede ser que
para ciertos dngulos z = cos f existan valores propios tales 1" = v}', como
por ejemplo para zg = 1/v/5 se tiene v3(z) = v}°(2) = 14. En tales casos la
existencia de las soluciones es garantizada por los teoremas (5.6), (5.7),(5.8),
(5.9).

A continuacidn se estudia el caso m = 1 con detalle, puesto que es el caso
genérico al problema de la esfera deformada.

5.6. Soluciones en el caso que KerLyn = [u]']

En el caso que la dimensi6n del niicleo de L), sea uno, la solucién esta da-
da a primer orden por u = £u}* con SQ(u) = 0 como se muestra mas adelante,
sim > 0. Up = —L;'a(I — S)Q(u) depende de 7. Ahora sean entonces

Uy = -L'a(I - S)Q(u)

Uy, = *L)_.gl-a’(f - 9)Q(u).
Tomando la diferencia
Uy-Uy, = —(L;I - L;:I.]a(f - 9)Q(u).

Ahora de la expresién (5.13) sabemos que Ly = Lyp — nA. Ademds, como
Ly, ka- conmutan, se tiene que

Ly' = Lyp = Lyp Ly (Lap — Ln) = —nLyp Ly'A

y por lo tanto
UBh-U, = —anL;lL;;.l.AQ(u).
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En este caso las ecuaciones de bifurcacién quedan como
—n§Auy’ + S[aQ' (Euf)Us + C(Eui)] + O(|[ul[*) = 0
Y como
Uo = —L;'a(I - 5)Q(u) = —aL;'Q(u),
con esto y omitiendo los término de O(||u||*) se tiene que
—nAu + £ S[~a’Q (u) L3 ' Q(uf') + C(uf)] = 0

Tomando el producto escalar con (,u]") y recordando que (uf',uj') =1 se
tiene

€ [~aQ LT Q) ) + (O, up)] =0

—n€ +ag’ +o([¢) =0
donde a
=~ QWL QW) uf) + (CluD), uf)
+a®n(Q (uf) Lip Ly AQ(uy), uy).-

De la ecuacién n = a€% + O(£®) implica que n = O(£?) y el término o?uf*n()
en a es de orden £2 y en la ecuacién puede juntarse con los términos O(£%). A
continuacién nos disponemos a calcular estos productos, para ello hacemos
la siguiente observacién

(Q'(w)h,w) = (AB(w, h) + B(w, Ah) + B(h, Aw), w)

utilizando el hecho que A es autoadjunto y que (B(u,v),w) = B(u,v,w) es
simétrico implica

(Q'(w)h, w) = (B(w, Aw), h) + (B(w,w), Ah) + (B(w, Aw), h)

= 2(B(w, Aw), k) + (AB(w, w), h) = 2(%AB(m, w) + Bluw, Aw), h).

Por lo tanto
(Q'(w)h, w) = 2(Q(w), k)

Y en nuestro caso usando el hecho que A es autoadjunto

(Q' () Lip Q(u?), uy’) = 2(Q(uy), LipQ(uf") = 2L Q(uy"), Q(uy))
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1 m m
=2 (L ( AB(uf',uy') + B(u}', Aup' )) ,§AB(u:‘, uy') + B(uy', Auj ))
1 = m 1 — m m m
=2 ZAL,\;;I-AB(“& .ui"),B(ui“,uL")) +2 (_2;11" LA;;l' AB(uit, ui), Buy', u )) +
1 R m m .m
2 (2 mALA B(u®, wy), B(uy', uy ))"‘2 ((WEL;\E‘B(H:‘!“I: ), Blug', ug ))

= 2 2 -
se puede realizar la 31gulente factonzacnon

= (364+ 2L 4+ B, BOF D))

Por otro lado

(Clup), uf) = S(B(uF, Buf, uf)), uf)

1 m 1 m m m m
= 3B, ul, BP, uf)) = 3B, up), B, uf))

y por tanto la constante a se expresa como:
a? 2. 2 1
a=up (- G+ A+ 2+ 3 ) B D), BOE. ).

Para evaluar esta expresién necesitamos saber un poco mds del espectro y
funciones propias del operadorLA... lo que se hace a continuacién. Sean y un
valor propio del problema Lynv = yv. Se tiene que

kan‘v =V - A:‘A‘U + O:ZAZ‘U

y por lo tanto

de donde se concluye que las u] que no pertenecen al niicleo del operador
son las funciones propias con valores propios dados por

1
Lypuj = E(A;‘ = AU} = 7juj
i
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y por lo tanto

-1,.n #.!'; n

Ul = —L—u’.

AT A — g
Regresando a nuestro operador y aplicandolo a las u} que no estén en el
micleo de Lym

o? - J— > JU |

1f 41 1 2 )
== — o e +1 u = ot}
2( (,uJ uh) (u;' k) 7
donde
1 m o) (u + 2u7
o {_a2(ouk pi)(:kz ) +'r}‘}
2’}’_,' (ﬂj#k)
1 R+ e + 405 1 o
e 2l ;i,;::z w1 it __)
2v] (13ud) Ih4 u} s

_j_{u:‘2~4a2 up 50 }_an
27 U oW W mger)

El problema de eucont.rar la presmn critica era equivalente a encontrar
Ae = min{Ap|An = p,,+" y ltn € 0(—A)}, y al aplicar el método de Liapunov-
Schmidt en la vecindad de la presién critica se tiene que AJ' es un minimo.
Como dim(KerLyp) = 1 el operador Ly» no es invertible y por lo tanto

AF' > 2a. De hecho el minimo para p, 4 B 2® sucede en p = a. Esto implica
que p esta en la vecindad de o y se espera que g < 2a . Esto implica que
7} > 0si A" es un minimo y por lo tanto a < 0. El signo de a determina el
sentido de la bifurcacién, si @ > 0 hay que subir la presién partiendo de la
presion critica. Si a < 0 hay que disminuir la presién partiendo de la presién
critica.

Lema 5.5 (Identidades integrales) Sean u,v,w funciones propias del La-

placiano con valores propios dados por iy, pn, 1ty entonces la forma bilineal
B(u,v,w) se puede ezpresar como

1 2
B(u,v,w) = 7(lm, finy fir) / uvwd() + 5/ u gU gw gsenfdl
) 0
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donde

1 1 1
7 (s ims pir) = 2= 5 (ot it )+ 5 (mbint - i) = 7 (B i 127)-

Prueba. Usando el teorema(4.6) y el hecho que —Au = puu, se obtiene el
resultado. m
Se puede hacer una simplificacién més considerando que

27
f cosng cosng cosTodo =
0

%{6(m+n—r)+5(m+r—n)+6(n+r—m)+5(m+n+r)}.

Tomando u = u,v = u},w = u] con sus respectivos valores propios
Hi's 47, pi , donde recordando que

up =P (cosB)cosmep z = cos() dS2 = senfdfdo P;:{a(zu) =

entonces
B(u, uj,u]) =

1
(ot i) [ PR3P )iz~ 30~ 2P ) (P ) (B e |

Zo

Xy c:c‘;Q {d(m+n-r)+dém+r-n)+dé(n+r—m)+dm+n+r)}.

En el caso que n = m el factor
{0(2m —r) + 20(r) + 6(2m + 1)}
se puede analizar como sigue: nunca es cero sim > 0,7 =2m 6 r = 0 en
todos los demés casos es cero, es decir
B(u, up',uf) #0=>pf = p2™ 6 43 , j € N.

y si m =0 es diferente de cero si r = 0, en particular B(u}, uJ,uJ) # 0. En
particular (B(u}*, uf*),ul*) = 0 si m > 0. Ahora como

(Q(w), 1) = 5(AB(w ), 1) + (Bl Au), ) = 5= (Bluy ), )+ (Blu ), )

2u

si pAu = u. En ese caso (Q(u),u) = %B(u, u,u). Tomando |jul| = 1y

dim(KerLyp) = 1 se tiene que SQ(u) = (Q(u), u)u = 5. B(u,u,u)u y por lo

tanto si m > 0, se tiene que SQ(u) = 0 y si m = 0 entonces SQ(u) # 0.
Esto prueba el siguiente lema
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Lema 5.6 Si la dimensidn del kernel de Lxm es uno, entonces
= SQuP)=0sim>0
. SQuY) #0

Con el lema (5.5) se prueba lo siguiente:

Lema 5.7 Sim > 0 entonces
B(up', uy’) Ea ug + amui™

donde

a?m == B(ur! u}:“! u?m)

0 __ m .m 0
a; = B(up', uy', uj).

S 0,0y _ S0 0 0 - 0
Sim = 0, entonces B(up,u}) = Zj aju] con el mismo a;.

Prueba. Se tiene que B(ul*,ul') € W y por lo tanto tiene la siguiente

representacién
[+ <IN <]
Blup,up) =YD afup.
m=0 k=1
Ahora consideremos los productos escalares (B(u}*, ul*), uf) = B(u, ul*, ul),
entonces por la observacién anterior y el hecho que (uf',u}') = 1 se prueba
el lema.
En el caso qee m = 0 entonces B(ul,ul,ul) = 0sir > 0, por lo tanto
B(u},u}) = 3, aju] y se cumple el lema de igual manera. m
Prosegimos con el célculo de a, ahora que sabemos que B(uf',uj') =
37 a%ud + a?™u?™, podemos considerar el problema

((-5+ Zomas 20+ 3) Bupp. Bop.)
(T (@) B(u, ), Bf, o)

donde T*(a) = (—M(A+ }LA,..{A+ ) %) es tal que T"(a)u} =
ojuj, y por lo tanto

oo
(E T (o) (ajuf + aj™u5™), ajuj +*”“’“)
J
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n o> m =10

f\f /\ / /\t‘ '1\

L 4

Figura 5.4: Bifurcacién en A,

utilizando la ortogonalidad de las funciones propias implica

o0

a
_,u = E (a?)20?+(a§m)2ofm
k =
j

con a, a?’“ definidas como en el lema (5.7). Por lo tanto para el caso KerLyp =
[uf"], suponiendo que o}, 0™ < 0, se tiene que a < 0 por lo que la ecuacién
de bifurcacién se ve como
—n€+&a=0
—€(n+€%al) =0
se puede aplicar el teorema de la funcién implicita para n < 0. Buscamos
2 &
soluciones distintas de cero, por lo tanto £ # 0y £ = :I:EB—'}, lo que quiere

decir que hay dos soluciones para A < A, ver figura(5.4).
Estos resultados implican el siguiente teorema

Teorema 5.11 En el caso que KerLyp = [uf'] de dimensién uno, m > 0,
SQ(uy*) =0, las ecuaciones (5.1) y (5.2) tienen solucidn y son tales que en
la vecindad de la presién critica se encuentran dadas a primer orden por

w = §uy’
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1
f=—aAw - §B(w, w)

donde £ = :EEH;; yn <0 si A< A, donde A\ es el valor critico mds
chico. En el caso \ # . se tiene que n = O(€2).

En el caso que m = 0 y SQ(u}) # 0 la ecuacién de bifurcacién es de la forma
—Eu +0SQ(u) + O(u®) =0
si u = fu) y tomamos el producto escalar con (,u}) se tiene
-n€ +ag? + 0(€%) = 0
donde a = pla(Q(u)), uf) por lo que la ecuacién reducida de bifurcacién es

€(ag—n) =0

Existe solucién distinta de cero si £ = 1 y la bifurcacién es transcritica y por
lo tanto tenemos el siguiente teorema

Teorema 5.12 En el caso que KerLy = [u}] de dimensién uno, m =0,
SQ(uf) # 0, las ecuaciones (5.1) y (5.2) tienen solucién y son tales que en
la vecindad de la presién critica se encuentran dadas a primer orden por

w = §uy’

f=—alAw - %B(w,w)

donde £ = 1 y se tiene una bifurcacidn transcritica.
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5.7. Regularidad de las soluciones

Probaremos que las soluciones débiles encontradas en el curso del capitulo
son soluciones cldsicas. Notamos lo siguiente

A: H(Q) N HYQ) = L*(Q)

A : H¥(Q)n H(Q) — HY(Q)

son invertibles, donde (2 es el cascardn . El operador A + 21 tiene las mismas
propiedades (ver el espectro de A + 27, y el hecho que A es un operador de
Fredholm de indice cero) ver [Ize 2, §6.3]. Por lo tanto si u|sn = 0 se tiene
que Au + 2u = v si v|pn = 0 entonces Aulsq = 0, es decir

HY*(Q) N {ulsq = 0, Aulag = 0} 25 H(Q) N {ulsq = 0} 3 H*(Q)
son operadores que se pueden invertir y también si se toma C*#(Q) con

k>0,0<pu<1en lugar de H¥(Q).
Las ecuaciones (4.1) y (4.2) se pueden escribir como:

A(A+2)f — a(A+ 2w+ %{w,w} =0

A(A + 20w+ (A + 21 f + MA + 2w — {w, f} =0

ya que {A\,w} = A(Aw + 2w), con f = w = Aw = Af = 0 en la frontera.
Como A(A + 21) es invertible, estas ecuaciones son equivalentes a

F= oA+ %A"(A +20) " w, w} = 0

w4+ aA f + AAw — AN A + 21w, f} =0

y por lo tanto

w+AA—‘w+a2A—2w—%aa-?(awn-‘{w, w}—aA~ N (A+21) w, A w}

+%ﬂ‘1(A+21)‘1{w,A“(A+2!)“{w,w}} =0 (5.22)

Notas:
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L. (A(A + 2@)u,v) = (u,v)y es la norma de energia para el operador
A(A + 2I): esa es la norma usada para H = {v € H*(Q),v|sn = 0}
(u|an = 0 es la tinica condicién de frontera estable para la norma || ||3)

2. El operador A es la formulacién variacional de —A~! (con el espectro
de la observacién (4.3)).

3. Los términos cuadraticos y cilibicos de esta ecuacién corresponden a los
términos de la formulacién variacional B y C (el problema aqui es que
no se ve claramente la simetria).

En el capitulo (5) se prueba la existencia de w € H solucién débil de la
ecuacién anterior.

Teorema 5.13 La solucidn débil es C™ y es solucion fuerte.

Prueba. De los teoremas de encaje de Sobolev se tiene que H*(2) C C*-2#(Q)
con p < 1 (ver notas de parciales [Ize 2, nota 2.2]).

Del lema (4.5) :{u,v} = AuAv + .... Por lo tanto si u,v € H? entonces
{u,v} € L) c H~? ver lema (4.6). Entonces si w € H? se concluye
que {w,w} € L' y como consecuencia A~'(A + 2I)"'{w,w} € H*(Q).
El teorema de encaje de Sobolev dice que si (2 es de dimensién 2 entonces
H™(Q) C C¥(Q)sij+p=m- % y sim— % es un entero entonces
H™?(Q) C C7° esto quiere decir C7~! con derivadas acotadas (en particular
C%9 son las funciones acotadas ).

En particular H?! C {funciones acotadas} = Cp de donde podemos
concluir que si w € H%(), v € H*}(Q) entonces Av € H*'(2) C Cp y como
consecuencia {w,v} € L? y por lo tanto A~'(A + 2I)"'{w,v} € H*(Q). Si
w es una solucién de (5.22) con w € H?, entonces A~'w, A~*w € H'(R),
{w,w} € L' por lo que A~*(A +2I)"Y{w,w} € H*'(Q) C H*(Q), A~ (A+
2I){w, A~ 'w} € HY(Q), A~ (A+21) {w, A~ (A+2I) " {w, w}} € HY(Q)
donde (A + 2I)"Yw,w} € H*'(Q). Por lo tanto w € H*(Q) € C**(Q)
para todo u < 1. Esto implica que {w,w} € C™ y como consecuencia
A~YA + 2I) {w,w} € C*¥(Q) por lo tanto la solucién de (5.22) estd en
C*(Q) por lo que {w,w} € C** implicando que A~*(A + 2I)""{w,w} €
C®#(Q) de esto se sigue que la solucién (5.22) estd en C%*(Q) y repitiendo
el argumento w € C* con lo que se prueba el teorema.

L]
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Capitulo 6

Grafica de las soluciones

A continuacién se describe como a partir de la solucién w, f es posible
recuperar la primera forma fundamental y la segunda forma fundamental de
la superficie deformada. También se indica como resolver las ecuaciones de
Gauss y Weingarten para encontrar la expresién paramétrica de la superficie
deformada z*(6, ¢) y con ello hacer las graficas de las distintas soluciones. El
sistema que se pretende resolver es el siguiente

Xap = ChgX, + bagn
ng = —Ez""Eﬁ,,x,c

Tomaremos como variables independientes las componentes de los vecto-
res tangentes x;,Xp y el vector normal n, dando un total de 9 variables. El
nimero de ecuaciones es de 12 para la ecuacién de Gauss y 6 para la ecuacién
de Weingarten, dando un total de 18, el doble de las ecuaciones necesarias.
Por lo tanto no todas las ecuaciones son independientes, por el hecho que la
primera y segunda formas fundamentales satisfacen las ecuaciones de com-
patibilidad.

A continuacién reescribiremos este par de ecuaciones para encontrar la
informacién necesaria acerca de la superficie deformada.

Usando la conexi6n para los simbolos de Christoffel dada por la observa-
cién (2.1)

% =Ths + Chy =Ths + & (Yralp + oxla — Yasix)

Puede escribirse de esa forma por el hecho (2.9) que Chy = 3@ (Gxa;s +
@8x;a — Gapy) Y como la derivada covariante de la métrica sin deformar es

129
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cero (B.18) y que @ap = 27as + @ap. Ademds, de la definicién del tensor
de curvatura p,s = bag — bag, haciendo estas sustituciones y escribiendo las
ecuaciones en forma adimensional (si R es radio de la esfera sin deformar y
hacemos =’ = z/R , entonces una distancia de z' = 1 corresponde a R) se
tiene que

_ 1
Xaf = Pzﬁxn + bopn + a"'"('}fm!p + VBxla — 'Yaﬂ|n)X# + Epa,en- (6.1)

donde se llama b, la segunda forma de la esfera unitaria. Los primeros dos
términos corresponderian a las ecuaciones para una esfera de radio uno.
De manera andloga la ecuacién de Weingarten

ng = —Ra™ (bso + ppo)Xi (6.2)

En este caso todavia es demasiado pronto como para decir cuanto vale
el segundo término, antes requerimos calcular la primera y segunda formas
fundamentales de la superficie deformada.

6.1. Ecuaciones de Gauss y Weingarten

Tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones encontradas en el capitulo

(3)

1 -

Yas = T [(1 + V)Nap — vaagnﬂ (6.3)
Nap = EafpFlij + KaapF (6.4)
ne = @’ Fy;; + 2KF (6.5)
Gap = 2Vap + Gap (5.6)
Pap = hy(Wjap + Kwa,g) (6.7)
bap = Pap + bas (6.8)
F=ER¥(f—)) (6.9)
W = hyw (6.10)

_ _PR

R

o (6.13)
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con las siguientes correspondencias (6.3) es (3.5), (6.4) es (3.10), (6.5) es
(3.13), (6.6) es (3.7), (6.7) es (3.9), (6.8) es (3.8), (6.9) y (6.10) son (3.18),
(6.11) es (3.19), (6.12) es (3.20).

Se deduce de manera inmediata que

R? 3 ; R?
Yog = ? [[1 + V)E:,E“’th'j + (—Vﬂ“_ﬁi_;‘ -+ {1 - v)f)uaﬁ] - EA(I T V)a,_,g

por el hecho que los términos mixto de &/, no dependen de radio se reempla-
zaron por los de la esfera unitaria J,.

Una observacién es que el tensor de deformacién depende inversamente del
parametro . Este hecho es notable puesto que para cascarones a es grande,
lo que implica que tendremos deformaciones pequenas como se demuestra
mas adelante. Ademds la derivada covariante de 7,3 no depende de A por el
hecho que aapx = 0 (B.18). El término ;% fj;; se calcula usando el hecho
que /g = R%senf lo que implica que

Eap = R%send ( _01 {1] )

Y usando el hecho (B.28) &/ = a’*¢;; se encuentra que

P 0 ﬁ
E{_(~aen9 0 )

2 .. S22
faﬂ = E:]E"’Bflu — ( EITT!? -'flﬂl )

“f|12 Seﬂggf[u

v con ello

donde hemos introducido como definicién fas. Si ademds hacemos
f=(vafii+ (1= v)f) = (-vAf + (1= )f) = (1 = v(1 + p))f

donde se usa el hecho que en primera aproximacién f es funcion propia del
Laplaciano. Entonces el tensor de deformacién se ve como

2 - -
Yap = % [(1+V)fu.3 + fa‘uﬁ - A(I - V)aaﬁ]

donde a,4 es la métrica de la esfera unitaria. Una consecuencia inmediata
es que la derivada covariante no depende del pardmetro A, ya que la derivada
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del tensor métrico es cero (B.18). El tensor métrico de la superficie deformada
€omo consecuencia es

2R? P z 2
Gap = - [(1+ 1) fag + faas] + B2(1 = ZA(1 = 1))aap.

Si R? = R?(1 — 2 (1 — v)) ver (3.23) entonces

_ 2R? P = «
Gap = —7 [(1 + V) fap + fa,,g] -+ Rga.aﬁ.

Es facil calcular su determinante, usando el hecho que det(A + B) =
detA + detB + ay1bay + byyage en el caso que B es diagonal, por lo que

_ 2R? 2 Ry
det Gap = (?(1 + V)) (flefin — fiaafp2) + (?f + R?)%sen’0+

2R? 2R? ;-
(;2—(1 + v)) (?f + R?)(sen®0f11 + fiz2)
se ve claramente que
g = det Go = R'sen?0 + —S;O(f)

y el tensor reciproco

qo8 _ 12R?(1+v) ( finsen®0  fin ) + (%[ +R) ( sen’d 0 )
g a? f||2 é‘,% g9 0 1

por lo que a primera aproximacién, para f pequeio,
ﬁ“ﬁz_i(l ? ):I?—zﬁaﬂZG—ff
rR\0 o R? R?

Con estas aproximaciones la ecuacién de Gauss se ve como

2

_ _ _ 1._
Xap = [hgX, + bapn + " (Yxalg + Vxla — Vabix)Xu + —Pasn.

R?2a?

donde A B
Yap = (1 + ”)faﬁ + faaﬂ: ﬁaﬁ = Wjap + Waap
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Nota: En la ecuacién de Gauss, los términos en ,4 son de orden O(1/0?) =
O(e6?), por lo que podrian despreciarse, con ello la ecuacion de Gauss toma
la forma Xap = [y 5%, +bagn + L fagn. Los cdlculos numéricos confirman que
la solucién a esta ecuacién simplificada, no difiere cualitativamente al omitir
los términos en O(£6?).

Si usamos el hecho que fos, = €i€)fiijy ¥ que la derivada del tensor
métrico es cero lo que implica que (faqg)jy = fGag, se tiene el sistema

‘{"22 (] +V)f|221

Xu=ont Rza?( sen?f +fax-
R 1 (. 1
T2a? sen?l (f‘z + (14 v)(2fpa + ;;llﬁ)) Xz + ‘c—!(wm + w)n

R ([ fo  ;
X2 = Xg1 = cotfxs + a2 (sen29 + f2 | x1+

R? " 1 1
Batsor?d ((1 + v)sen®0 fli + —sen28f'l) X2 + —wjan

2

Xgz = —senfcosfx; — sen’fn — (2fi212 + sen®0fju + f1sen®0)x,+

R2a?
Rz

= 1
W(.ﬁm + fa)x2 + S (wp + sen’fw)n

donde

Sfim = fan

fjiz = 2cot®@f o — 2cotf 12 + fa12

fpz1 = fian = (cot?@ + csc?6) f » — 2cotbf 12 + frrz

fnoe = fiziz = —2cotff o5 — coszﬂﬁ + f122 + cosBsenff 1y
fen = —2cot@f a5 — f1 + f 120 + cosBsenff 1y

fizze = —c05*0f 5 + f222 + 3cosfsenff 1z

Wi =W

HJ|12 =w)2 — cotﬂw'g

Wiay = W29 + cosBsenfuw

Ademas la solucién encontrada por el método de Liapunov-Schimidt, teo-
remas (5.11) (5.12) implica
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o
w=E&up, f= —Ew, up = cg Pym(cost) cosme
k

donde se desprecian los término en &2 en el desarrollo de f. Por lo tanto
cp
Xap = Ty, + bogn + SEO(P").
De manera similar para la férmula de Weingarten

ng = “ﬁUKS‘BgRXk e ﬁ“pg,ka

2 2
B = 0ok — 2—a” (wipe + azo )% (6.14)
donde cada ecuacién es de la forma
R? R? R?

n = ﬁxl — }—2-2;(11)111 + w)xl = W12X2

R2asen?d

n —Ex ——R—Qw x +—L(w + sen*fw)
2T R Ria PV Rigsen?f 2 hew xa
Por lo tanto . R gam
Ny = —-a™bgex; + -:—%O(P,f)

donde llamamos b, la segunda forma de la esfera unitaria. Para £ = 0,
se observa qua la esfera de radio (1 — 2}(1 — v)) satisface la ecuacién de
Weingarten, por desgracia no satisface la ecuacién de Gauss para £ =0 (6.1)
cuya solucién para £ = 0 corresponde a la esfera de radio 1.

Las ecuaciones totalmente desarrolladas toman la forma

X1 = -n+ fix; + foixe

Xg1 = cotfxs + fax) + fixo

Xgo = —senflcosfx; — sen’fn + fsx; + fexo
oy

o = %fxl + frx1 + fax2
2

n; = %fx'z + fox1 + froxz

donde
_ R*cos(mg)c,™

2 2
T (2m*(1 + v) cot fcsc 0° P(z)+

fi=
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donde

—R2g.m
fi= iixig::l‘i (2m=(1 + v)cotesc?0P(0) — (v(2 + p) + (1 + v)cot?8 + m2(1 + v)esc26) P'(6)+

(1+ u}mwp"{s))

fa= m_wc—’:'ef;%m (P(O)(—1 + v + (m? = 2)(1 + v)esc?8 + pv) + (1 + v)(cot8P' () — 2P (6)))

fi= :"ié%‘:"_ﬂl (P(8)(—=1 + v +2(1 + v)cot?@ + m?(1 + v)esc? + pv) — 3(1 + v)cotd P! (8))
_ R’E:osmﬁ:‘" t 3
fa= =g (14 v+ vp)P'(6) - (1 +v)PE)(9))
Is= R—‘;‘f,%’i (4m’(1 +v)cotdP(8) — 1 (1 4+ 4m? 4 3v + dm?v + (3 + v)cos20 + 2vnsen28) P'(8)
+(1 + v)senf(2cos0P" (0) + senﬂPm(O}))
fo= "““—‘-—-;;:“‘2& (P(6) (1 — v + 2(1 + v)cot®d — uv) — (1 +v)(2cot0P'(0) — P"(8)))
fr= i‘g‘i;.:ﬁﬂ (P{s)(—z +2(u+ 1) + Bz 4+ 2m2(1 + v)esc20) — 2(1 + v)cotfP' (6) + ;‘.}me"(ﬂl)

fo = ISt Al (B2 1+ 201 +1)(cot8P(6) ~ P'(6)

fo= TREeenméc (B2 4 21+ ))(cotP(6) — P'(60))
] 2 m ¥
fio= &E’;—WL (P{G] ((%;,u +2(1-v+ w:)) sen?0 — ngi,u) +

sen?d (%;mwp'(s) —21+ u)P”(ﬂ}) )

donde P(6) = Py (cost) y las primas indican derivadas respecto al 4ngulo
0. Las constantes de normalizacién ci* son en general bastante pequena.s como
se muestra en los calculos numéricos. £ es la perturbacién, o = h'r’ v =

T 2{11-:;2)’ v es el médulo de Poisson y v € (0,3). Para cascarones o es

M

grande y por lo tanto los efectos de la deformacién f—f}-‘i- apenas si deberian
ser apreciables.

Por otro lado sabemos que A = —2%&3'7 yque A= p+ 9‘#3 donde pu valor
propio del Laplaciano. Por el lema (5.2) pr—1pk < &% < pptess = Ae = A,
por lo que p = a se sigue que )\, =~ 2« y entonces p. & :Tffr, por lo que el
efecto del pardmetro a es el de abatir la presién critica para cdscaras cada
vez mas delgadas. Tenemos por lo tanto las siguientes observaciones
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Observacién 6.1 Efectos del pardmetro « en la geometria de la deforma-
cion

A medida que construimos cascarones cada vez mas delgados, las defor-
maciones que sufren estos cascarones respecto a la solucion trivial son
cada vez menos visibles y caen a lo menos como E—Z‘"L‘, y de hecho, ng—R
es el orden de los desplazamientos con respecto a la solucion trivial.
Como corolario una cdscara infinitamente delgada no presenta estados

de deformacidn segqin el modelo de John.

= A medida que construimos placas cada vez mds delgadas, la presion
critica donde se esperan las deformaciones cae como p, = f{% y de

a? )
hecho p. = %:'::' (ﬂk + ”—k) para o € (pg—1fik, Prbiks1)

» La curvatura media de la superficie deformada es cada vez menor a
medida que aumentamos la presién y va como R* = R*(1— %\(1-v))
y cerca de un estado deformado R* ~ R*(1— £(1 —v))

= Cualquier posible aprozimacion a la superficie deformada dada por las
ecuaciones de Gauss y Weingarten es a lo mds de orden O(%) = O(6?)
donde 0 es el pardmetro de John (2.1) inclusive las soluciones triviales.

Esto es curioso, porque la presién critica es menor para cascarones mas del-
gados, los estados deformados son cada vez menos visibles. Tal y como lo
demuestra [Ciarlet], la solucién a las ecuaciones del modelo de Koiter, existe
en el limite cuando o — 0, y es independiente de c. De hecho no hay estados
deformados.

Calculos algebraicos hechos por computadora muestran que los simbolos
de Christoffel dados por (B.10) de la superficie deformada estan dados por

T} = a0 cosmefi(0)¢

]_-__‘%1 = R2T2 sen m¢f2(9)£

i T R,I > sen m¢f3( )€

5 —cot9+ 73 cosme f(0)€

L= Rz gz el m¢'f5 0)¢

I3, = cot 6 — 7 cos m¢f5(9)

T}y = — cos fsen 6 + = cosma f7(6)¢

FZ‘Z == Rz 7 SNl méfﬁ(g)f
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Para £ = 0 se recuperan los simbolos de Christoffel de una esfera cualquie-
ra (tratandose de una esfera son independientes del radio). Por lo que toda
la informacién correspondiente al radio de la esfera deformada deberé estar
contenida en la segunda forma fundamental. f,(6),...fs(f) son funciones de
los polinomios de Legendre c}* P)"(cosf) y sus derivadas hasta tercer orden.

Se sigue por (B.29) y (B.30) que las ecuaciones de Gauss para £ = 0 son

Xg9 = —M
X¢¢ = —senbcosfxy — sen’dn
Xgg = cotfxy

en particular la esfera radio uno sera solucién, y Weingarten

_ R?
Ng = X9
_ R
Ng = 5Xs

que tiene por solucién la esfera de radio (1 — %}(1 — v)). Si consideramos el
caso en el que las integraciones numéricas sélo se tomen respecto a la variable
0, en el caso de las soluciones triviales se tendria el sistema

X1 =-—1n

_ R
m = 75X
Xo1 = cotfxs

Con las condiciones iniciales xj3=9 = (0,0,1),n9=0 = (0,0,1), Xp=0 =
(cos¢, seng, 0), xz8—0 = (0,0,0). Dicho sistema se puede integrar como sigue:
del primer par de ecuaciones se encuentra que (x;) 1 = —%;xl la cual tiene
por solucién x; = Acos%ﬂ + Bsin%ﬂ, de la condicién inicial se encuentra
que A = (cos¢, seng, 0). Integrando x; y usando la segunda ecuacién para el
vector normal se tienen n = AZsen 6 — B%cos-%&, y por la condicién inicial

se encuentra que B = (0,0, -%) por lo que la solucién serd

5 cosr,bsen%&
x== | singsenzf

R. .R
Ecos}tgﬁ‘
Que no es precisamente la ecuacién de una esfera de radio

2X0(1 - v))m
o ’
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si no més bien una esfera achatada en la coordenada z (elipsoide) por el
hecho que £ < 1. La tercera ecuacién no da informacién nueva, de hecho al
integrarla se encuentra x; = Csenfl, donde C una funcién arbitraria en ¢
que se encuentra una vez que se conoce X.

Hemos encontrado tres soluciones distintas a las ecuaciones de Weingar-
ten, lo que demuestra que en el momento en que la primera y segunda formas
fundamentales no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad, deja de exis-
tir unicidad en la solucién del sistema formado por las ecuaciones de Gauss
y Weingarten, donde podemos considerar que cada posible superficie, puede
considerarse una aproximaci6n a la superficie deformada a orden O(6?). Entre
las distintas aproximaciones posibles, en esta tesis se pretende encontrar la
superficie generada por la familia de curvas caracteristicas correspondientes
a los meridianos de la esfera deformada.

Pese a que sabemos que las formas fundamentales de la superficie defor-
mada no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad exactas y por ende no
representan una superficie, intentaremos resolver el sistema de ecuaciones re-
duciendo el mimero de ecuaciones a 9, la cual consideraremos que aproxima
a la esfera deformada.

Hay varias maneras de resolver el sistema

1. Se consideran sélo las ecuaciones que dependen de @ es decir (B.4)

ik
a0
y la férmula de Weingarten (B.3)

'y = T2,2', + bagn’

—n' = —a"* g,y
donde @ =8, ei=1,2,3. Implica que tenemos un sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias para cada valor de ¢ € (0,2w). Lo que per-

mite recuperar el campo de vectores tangentes x,, para todo ¢ € (0, 2w).

Se realiza una segunda integracién para encontrar z*(6, ¢) de igual for-
ma solo considerando la dependencia en #, es decir, integrando :cf, (6, 9)
respecto a § . Este procedimiento se repite para ¢ € (0, 27), encontrando-
se una familia de curvas las cuales generan la superficie deformada. Lo
linico que se requiere es conocer las condiciones iniciales. El hecho que
para la esfera, todas las curvas caracteristicas salen del punto 8 = 0,
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sugiere que la esfera deformada tiene un comportamiento similar. Su-
pondremos que en una vecindad de radio £ alrededor de # = 0 de la
superficie deformada, esa region es la misma que para la de una esfera
de radio 1 con centro en el origen en una vecindad de radio ¢ alrede-
dor de @ = 0, puesto que la superficie que se encuentra al resolver las
ecuaciones da una superficie médulo rotaciones y traslaciones rigidas,
tenemos que las condiciones iniciales se obtienen a partir de la esfera
de radio uno en una vecindad del polo.

2. Otra alternativa para encontrar la condicién inicial, consiste en encon-
trar una curva caracteristica para un ¢ dado, utilizando las ecuaciones
en ¢, ésta a su vez requiere una condicién inicial, que consiste en un
punto , los vectores tangentes y la normal en dicho punto. Al resolver
el sistema, se tienen condiciones iniciales sobre la curva caracteristica
para un # dado y se puede encontrar la familia de curvas caracteristicas
en @ para ¢ € [0, 2n].

3. La iltima alternativa es construir las curvas caracteristicas en ¢, pa-
ra ello se consideran las ecuaciones en ¢, que se resuelven para cada
9 € (0,6), al conocer las condiciones iniciales sobre la curva ¢ = ¢ en-
contrada al resolver las ecuaciones en 6 para ¢, con condiciones iniciales
en un punto.

6.2. Calculos Numéricos

Para los cdlculos numéricos se toman las siguientes constantes

Médulo de Poisson | v =0,25
Apertura del cascarén | 8y = 7/3

Cuadro 6.1: Constantes utilizadas

Cabe hacer notar que el valor a € (8,98) correspondiente al valor § = 7/3,
no es un valor adecuado para las aplicaciones, pero a fin de ilustrar el com-
portamiento de los estados deformados serd de utilidad y permitird apreciar
claramente la geometria de la esfera.
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b @ € [ox, 0x41] | @ Promedio | 2 x 10~%4 | ¢f x 10~
&5 4.93604
u! 13.40813 | 8.1353 18.3719 13 118.3997 417.7341
pu?  25.1733 | 18.371 26.285 22 41.6971 38.4366
py  27.4468 | 26.285 33.181 29 23.8172 847.2804
pd  40.1132 | 33.181 42.440 37 14.6569 2.8572
py  44.9021 | 42.440 51.100 46 9.4545 86.3213
ui  58.1551 | 51.100 61.820 56 6.3821 0.1768
p% 65.7172 | 61.820 66.823 64 4.8845 6.7045
ud  67.9488 | 66.823 73.381 70 4.0834 419.2978
Wy 79.2485 | 73.381 84.371 78 3.2877 0.00935
u3  89.8252 | 84.371 92.084 88 2.5832 0.4228

Cuadro 6.2: Esta tabla contiene en la primera columna el valor propio uj* correspon-
diente al espectro del laplaciano para el cascarén # = 7/3. La segunda columna indica en
que intervalo de valores del pardmetro a se espera una bifurcacién para el modo uf'. La
tercera columna contiene el valor de @& utilizado para hacer la graficas, el cual se tomé como
el punto medio del intervalo . La cuarta columna contiene el valor de la presién critica
para &. La quinta columna contiene la constante de normalizacién ¢}’ para las distintas
funciones propias.
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Los valores para uf* dados en el cuadro (6.2) se calcularon al encontrar
numéricamente la k-ésima raiz correspondiente al modo m de la ecuacion
P*(z) = 0 donde zy = cos /3. Las constantes de normalizacién se hallaron
mediante la expresién (5.8)

6.3. Resultados

A continuacién mostramos los resultados numéricos encontrados para los
distintos modos de bifurcacién, recuperadas a partir de las primera y segun-
da formas fundamentales de la esfera deformada, al resolver las ecuaciones
de Gauss y Weingarten correspondientes a las curvas caracteristicas de los
meridianos. En realidad, la mayoria de los célculos se hacen si ser muy con-
cientes de que es lo que esta pasando, de una manera préctica se calculan las
funciones f, w dadas en términos de las funciones de Legendre, las cuales son
aproximadas mediante una interpolacién en las variables 0, ¢. Posteriormente
se calcula la primera y segunda formas fundamentales como se indicé anterior-
mente. Posteriormente se construyen las ecuaciones de Gauss y Weingarten
para los meridianos y se resuelve el sistema al introducirlo a la computadora
(Todo este proceso algebraico numérico es realizado por la computadora) .
La familia de meridianos representa la aproximacién al cascarén de esfera
deformada y apertura 6 = /3.

El tensor métrico tiene la siguiente forma a primer orden

agy = R? — cosmofy(0)€
Ggp = g9 = —senme fo(0)¢
dgg = R?sen? 0 + cosma f3(0)€

donde fi, f, f3 son funciones de P (cos) y sus derivadas. Esto pone en
evidencia las distintas simetrias de lakprimera. forma fundamental en su parte
diagonal y la parte mixta.

En lo sucesivo s6lo presentamos el término agy y ags de la superficie
deformada porque son los que tienen mas detalles interesantes. El término
age s para todo propésito practico sen’f en todos los casos.
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Figura 6.1: Es esta gréfica se muestra la dependencia de la presién critica como funcién
del pardmetro a, para los distintos modos de bifurcacién, en la parte de arriba se muestran
los 3 primeros modos de bifurcacién, y en la parte de abajo los restantes 8. Esta grafica
ha sido pensada con el siguiente proposito préactico: dada alguna cdscara de espesor a, a
que presiones debo buscar los estados deformados y que modo se espera observar
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Primera forma fundamental Ggg, @gp = Gyo-

Superficie deformada modo i, a=13, £=15

Se aprecia un plano de simetria. Puesto que la superficie encontrada se puede
trasladar y rotar, vemos que en este caso el plano horizontal que soporta al
cascarén queda inclinado.
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Superficie deformada modo p?.

modo p?, =22, £=30

En este caso se observa que la superficie deformada tiene un plano de
simetria en ¢ = /2.
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Primera forma fundamental modo p3, £ > 0.

Superficie deformada modo y3, € > 0.

modo 4, a=29, £=35

En este caso existe bifurcacién transcritica y arriba se tienen los resultados
para £ > 0. En este caso el término mixto es identicamente cero, por lo que
la superfficie tiene simetria azimutal, con una concavidad negativa.
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ool
. * "

Superficie deformada modo u3, £ < 0.

modo ul, a=29, £=-35

Aqui se hace el caso £ < 0 para la bifurcacién transcritica del modo z3,
se observa una concavidad positiva en el polo.
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Primera forma fundamental modo 3.

Superficie deformada. Modo p}, =37, £€=55

En este caso la superficie deformada muestra una simetria triangular.
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Primera forma fundamental modo pl.

Superficie deformada Modo ul, a=46, £€=175.

La superficie muestra un plano de simetria para un dngulo ¢ > /2. Ademés
la superficie aparece inclinada respecto al plano horizontal.
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Primera forma fundamental modo p? .

Superficie deformada Modo pf, o =56, £=150.

Soluciones con simetria cuadrada.
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Primera forma fundamental modo 3 .

Superficie deformada Modo p2, o =64, £=200.

Caso andlogo al modo p!, dos planos de simetria.
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Modo p), a=70, £=200

Caso analogo al modo 4 en el caso de bifurcacion transcritica para £ > 0.
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Modo 1, =70, £=—200

Caso andlogo al modo 43 en el caso de bifurcacién transcritica para £ < 0.
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Superficie Deformada Modo p, o =78, £=230

Caso anélogo a los modos 1 sélo que ahora tenemos una simetria penta-
gonal.
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modo u3, «=388, &=200

Caso andlogo al modo pj simetria triangular.
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6.3.1. Comentarios Finales

Se han cometido graves faltas en lo que consiste en recuperar las superfi-
cies de los distintos modos. Esto ha sido de manera mas o menos intencional.
En primer lugar, el valor de la perturbacidén es demasiado grande, esto se hizo
con el fin de resaltar la geometria de la superfiie deformada, pero al hacer
esto evidentemente violamos la hip6tesis del modelo de John en el cual se
pide que el tensor de deformaciones sea pequefio .

En segundo lugar, se sabe que los valores del espectro del laplaciano
depende del tamaiio de la la apertura, mismos que a su vez determinan el
valor del pardmetro . Si como se pretende en esta tesis, queremos que los
modos deformados correspondan a los primeros once valores propios, entonces
debe pedirse cascarones con una apertura mucho menor (Baginski propone
cascarones con = 7 /30 [Baginski 1]).

Una céscara de estas dimensiones es bastante plana, por lo que opté por
trabajar con céscaras mas grandes para apreciar la geometria de manera mas
clara. Las graficas por ende, no son mds que una caricatura del fenémeno,
donde se espera lograr alguna comprensién cualitativa de las deformacio-
nes. Sin embargo la inconsistencia de las ecuaciones de Gauss y Weingarten
es un hecho inevitable, intrinseco a la formulacién del problema, donde las
superficies encontradas son aproximaciones O(6?).
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Capitulo 7

Conclusiones

A lo largo de la tesis se pudo observar la manera en que se plantea y resuel-
ve un problema no lineal en ecuaciones diferenciales parciales. Las principales
herramientas mateméticas utilizadas son el uso del anlisis funcional, teoria
espectral, grado topoldgico y célculos numéricos, teniendo una base firme en
geometria diferencial y andlisis tensorial. El principal resultado teérico fue
demostrar la existencia de estados deformados.

Hay todavia varios temas en los que se puede profundizar: respecto a
los estados deformados, queda por resolver la cuestién de su estabilidad. En
[Baginski 1] se demuestra que los estados deformados correspondiente a los
primeros once estados son inestables. En [Baginski 3], utilizando una apro-
ximacién de céscaras poco profundas, encuentra que los modos con simetria
azimutal son estables.

Es posible ademés, encontrar teoremas de bifurcacién global, que respon-
den a la pregunta de que pasa con las soluciones no triviales para valores
grandes del pardmetro libre una vez que aparecen. En [Ize 1, teorema Rabi-
novitz, 1971] se encuentra que la ecuacién F(\,z) =z — AKz — g(A,z) =0
de R x H — H con K compacto y g(A,z) = O(||z|[?). Si Ao es un valor
propio de K, de multiplicidad impar entonces se tiene un continuo de ceros
no triviales C empezando en (g, 0), los cuales o van a infinito en R X H o
bien, regresan a cero por un punto de bifurcacién diferente.

Este teorema muestra lo que puede pasarle a las soluciones después que
aparece la bifurcacién, o bien son no acotadas o bien regresan a cero por otro
valor propio. Como trabajo futuro, se podria encontrar un equivalente de ese
teorema para la ecuacién (5.4}, lo que corresponde a demostrar los teoremas
de bifurcacién global.

157
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Los resultados del capitulo (5) muestran que las soluciones poséen distin-
tas simetrias, todas con un plano de simetria. Esto es evidente del hecho que
las funciones propias de —A en H estdn dadas por u]! = cZ‘P;En(cos 6) cos me,
las cuales tienen distintas simetrias respecto al eje polar. Los resultados
numéricos confirman en parte esta simetria, en especial para los modos con
simetria azimutal.

La literatura reporta resultados experimentales para cascarones, donde
se hace énfasis en las simetrias de los estados deformados [Berger|. Experi-
mentalmente se observa que el combamiento de cascarones ( completos en el
caso de [Berger]) es de naturaleza violenta. Se cree sin embargo que el comba-
miento comienza con la fomacién de una pequena concavidad rotacionalmen-
te simétrica. Fotografias de alta velocidad muestran que el combamiento no
ocurre hasta que la presion alcanza 80 — 90 % de la presi6n critica de comba-
miento, la cual podria decirse es rotacionalmente simétrica, posteriormente
muestra otras configuraciones de equilibrio (simetrias, eliptica, triangular y
pentagonal). Experimentalmente se busca comparar la presién critica y la
forma del cascarén deformado.

El problema de la esfera completa, se encuentra resuelto para los prime-
ros doce modos en el articulo [Knightly&Sather|, donde se hace evidente la
dificultad de tomar la esfera completa, donde la dimensién del espacio nulo
KerL)y para las aplicaciones se halla en el rango 20 < dimkerLy < 400. En
este caso los métodos locales de Liapunov-Schmidt requieren resolver un sis-
tema de k ecuaciones cuadréticas (6 ctibicas) en R* donde 20 < k < 400. Al
restringir el problema a cascarones no sélo garantizamos que dimKerLy =1
para los primeros estados deformados, sino ademéas predecimos las simetrias
encontradas experimentalmente.

El pardmetro o = % es un factor importante en el fenémeno del comba-
miento del cascarén por el hecho que ), esté dada por el lema (5.2), es decir
Ac = main{ A, An = pn + z—:, Un € o(—A)} entonces se tiene que

LSt 1 < @ < pnfingy = Ae = An
2. sia? = Hatibn = Ac = Aqy1 = Mg = pin + z_: = fn T+ Pnt1

Esto pone de manifiesto la importancia de entender y poder calcular el
espectro de operadores del tipo de Laplace Beltrami. Como se demostrd, las
soluciones débiles encontradas por el método de Liapunov-Schmidt, son C*°
y de hecho son soluciones al problema clésico.
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En lo que corresponde a los resultados numéricos, nos topamos con dificul-
tades de consistencia en el modelo de John, es decir, al recuperar la primera
y segunda formas fundamentales de la superficie deformada, estas no satis-
facen las ecuaciones de compatibilidad exactas. Sin embargo restringiendo
el numero de ecuaciones fué posible recuperar cierta informacién acerca de
la superficie deformada, en particular se observa que la superficie asi ge-
nerada es una aproximacién a O(6?), siendo 8 el pardmetro de John (2.1).
Estos resultados son la principal aportacién de la tesis e independientes de
[Baginski 4], donde resuelve las ecuaciones de deformacién por un método
numérico de Galerkin con la intencién de continuar las ramas bifurcadas, y
posteriormente recuperar la superficie deformada, en esencia se topa con las
mismas dificultades que aparecen en esta tesis.

Resulta de interés hacer una comparacién de los resultados encontrados
con el modelo de John, con los resultados encontrados con modelos exac-
tos, en particular se tienen resultados para la esfera completa con simetria
azimutal. Estos modelos llamados cascarones de Cosserat no consideran un
desarrollo en Taylor para la energia libre de Gibbs permitiendo modelar una
gama mas amplia de materiales. Tienen como base la elasticidad tridimensio-
nal, ademds no suponen que el tensor deformacion sea pequefio. En [Iglesias]
se hace un estudio detallado acerca de la existencia de bifurcaciones para
la esfera completa deformada usando estos modelos, bajo la suposicién de
simetria azimutal. Incluye calculos numéricos de los primeros modos de de-
formacién que pueden dar pauta a comparaciones con otros modelos .

Es de interés ademads, probar el modelo en otras geometrias en particular
a paneles cilindricos, puesto que en la literatura abundan resultados acerca
de estas estructuras.

Uno podria cuestionarse acerca de que es lo que queda por hacer no sélo
en el problema de la esfera, sino en la teoria de céscaras. Como todo modelo,
existen limitaciones en sus aplicaciones. ; Hasta que punto es aplicable el

modelo de John? . Se espera que el modelo de John funcione bien si se
cumple que:

» Las deformaciones se den lejos de los bordes de la cdscara o bien se
tenga una superficie cerrada.

= El espesor de la cdscara sea pequefio comparado con la curvatura media
de la superficie.
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= La métrica de la superficie deformada no difiera de manera significativa
con la métrica de la superficie no deformada.

Una ventaja de este modelo es que se requieren pocos pardmetros (cons-
tantes de elasticidad) para tener la energia libre de Gibbs en funcién del
tensor de deformacién. Dichos pardmetros pueden encontrarse de manera
experimental. La desventaja es su inconsistencia para recuperar la superfi-
cie deformada. Las condiciones de frontera fueron impuestas, a mi forma de
ver, de manera un poco forzada, porque, ; Como es que pido que mi mo-
delo sea valido lejos de los bordes, y al final doy condiciones precisamente
en los bordes?. El argumento que permitié obtener condiciones de frontera
con credibilidad, se basé en lograr el equilibrio estatico y tratar que las co-
sas se tornen matematicamente manejables. Pese a esto, es posible que el
modelo de John prediga con exactidud las presiones a las cuales se dan los
combamientos, esto todavia queda por comfirmarse experimentalmente.



Apéndice A
El Espectro del Laplaciano

E] tema que trata éste apéndice es el estudio del espectro del operador
Laplaciano —A definido sobre un cascarén esférico con condiciones de Di-
richlet en la frontera. El principal resultado es demostrar que si p es un
valor propio entonces p > 2. Otro resultado de importancia es el orde-
nar los primeros 11 valores propios de este operador. Los valores propios
estan dados por v(v + 1) y ordenados segin las siguientes desigualdades,

0 1 2 0 3 1 4 2 0 5 3 q ,m
vy <y <y <y < v <y < <vy <y <wpp <y St para
Jj =1,2,..., son las soluciones a la ecuacién P*(z) = 0 como funcién de v

para zp € [0,1], donde P]* son las funciones de Legendre, entonces las fun-
ciones e™? P™(cos ) son funciones propias del operador , si P™(cos ) = 0,
donde 6, es la apertura del cascarén .

A.1. Espectro de —A

Si Q es la porcién de la esfera unitaria dada, en coordenadas esféricas
por {¢ < 27,0 < 6 < 6 < %}, entonces el espacio de trabajo que contiene
las soluciones es HJ(2) N H%(2). Se tiene que el operador laplaciano —A :
HY{Q)NH?(Q) — L*(Q) es un operador autoadjunto con respecto a L2(Q2) y
positivo, por lo tanto p > 0 [Weinberger, cap 7]. Aqui L?(Q2) = L*([0, 27] x
(0, 8); sen(6)dfd¢), con respecto a la esfera unitaria y por el teorema de
encaje de Sobolev [Ize 2, nota 2.3], H? C C%(Q). Se toma U(¢, ) periddica
en ¢, es decir

U6, ¢) = \Zj Up(8)e™

161
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con U_,, = Uy, y por lo tanto el problema de valores propios —AU = puU se
escribe como

©© 2

1 1 1 . m o _
e e gl = = 2 {semgoenot) - U ¢ =0

Lo que implica que para estudiar el espectro del laplaciano corresponde a
estudiar las ecuaciones

m2

1
——(senfU. ) + (u —

m = 07
senf )U

sen?f
con U, (9) continua en 6 = 0, por lo que, [Un(8)] <coen B =0,u >0y
Un(fp) = 0. Si p = v(v+ 1) con v > 0, y hacemos el cambio de variable
2z =cosf = senf = V1 - 22 y ademés % = —senf, con esto la ecuacién se
escribe como

. 2y N/ 7'77.2
((1-2%0) + (u(u+1)—— 1_22>y=0

con la condicién y(zp) = 0 donde z; = cosfy. Dicha ecuacién tiene por
soluciones a las funciones de Legendre P™(z), si se pide que |y(1)] < oo.
Sea por reduccién de orden ( es decir una solucién de la forma a(z)y(z)}) o
directamente, se puede ver que y,(2z) = y(z) f; W es otra solucién de
la ecuacidén . Si |y(1)| < oo, entonces y;(z) no es acotada cuando z — 1, es
decir P/*(z) es tnica.

A continuacién se desarrollan algunas propiedades de dichas funciones,
en particular que

PM0)=0cv=m+2k—1

y por lo tanto para 6 = 7 los valores propios son y = v(v + 1), con v*(0) =
m+ 2k — 1.
A.2. Funciones Hipergeométricas

Las funciones Hipergeométricas son soluciones a la ecuacién diferencial

Z(l=-2u"+(y—(a+B+1)2)v —afu=0
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Se propone una solucién de la forma u = 2°3 72, cx2* y sustituyendo en la
ecuacion se tiene

2(1-2) Y cr(s+k)(s+k—1)2 24 (y— (a+B+1)2) D cels+k)2" 71—
k=0 k=0

oo
aﬁ E :Ckzk+s —
k=0

Por lo tanto

o0

2 (s k) s+ B +y = 1) =2 als +k+a)(s+ k+8) =0,
k=0

Para que esto suceda se debe cumplir
cps(s+v—1) =0,
c(s+tk)(s+k—1+7)=ca(s+khk-1+a)(s+k—-1+8)=0.

Una solucién sucede con s = 0y pedimos y # 0, —1, —2, ... para poder dividir.
Entonces se tiene la siguiente relacién de recurrencia

(k-1+a)(k—-1+5)
= (k -1+ 7k

Normailizando con ¢y = 1, implica que la relacién de recurrencia se re-

Suelve como
_ () (8)x
kYY)
donde se define (&), = (e +1)...(a+k—1)}, (¢)o =1, para k = 1,2, ... Para
ver la convergencia de la serie notamos que

Ck—1-

o) () (e)
ot (1 ) (14 )

. k . . .
si k = co, y por lo tanto f‘—lj_ﬁ ~+ |z| si k — oo y por lo tanto el radio

de convergencia es |z| < 1.
De modo que una solucién eS U = Y pop "z:gf)‘ Zopara z] < lyoa>
08 >0,y+#0,— . La otra solucién, con s = 1 — v, define una serie

con ¢ = k+° ) k+’9 7 Ck_1, 817 # 1,2, ..., con radio de convergencia |z| < 1.

E(k+1— ﬁg . sz
Si > 1 esta serie d4 una solucxon smgular en 2 = (. También por reduccién

; ., ki y-a—f .,
de orden o directamente, la funcién u(z) [ t—-(-l—fg-(t—)mdt es solucion .
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Definicién A.1 se define la funcién hipergeométrica como

Pl g s) — S (@8 2
R (e K
Propiedad A.1
—1\ym _ ,2\m/2 _
P;"(z)=( D"l +m + 1){A = 2 F(m—u,u+m+1;m+1;——1 Z)

™I(m+ DIy —m+1) 2

Prueba. De la ecuacidn
(j—z ((1 — z2)—y) +v(v+1y=0

hacemos el cambio de variable t = (1 — z) y por lo tanto 1 — 2* = 4t(1 — t)
la ecuacién queda como

d? dy
t(l —-t)— 1-2t)-—= 1y =0
(1= 025y + (1 -2 4o+ 1)y
es la ecuacién de una funcién hipergeométricacon o = —v, f=v+1,v=1,

F(—v,v 4+ 1,%2) es acotada en z = 1(por la serie) mientras que la otra

solucién u,(z) = u(z) f: W diverge como In(z) cuando z tiende a 0.
Por lo tanto P,(z) = F(—~v,v +1;1;15%) definiendo P,(z) de esta manera,
es decir tomando la constante de normalizacién igual a 1. M4s adelante se
demuestra la formula de Rodrigues dada en la ecuacién (A.9) que afirma lo
siguiente

dm

Pl(z) = (-1)™(1 - z"’)m”d—mPu(Z)-

z

Ademais

4 o) = o (@B k2 N (@1 (B 2*
2, F e B )—; (e K _; (M1 k!

y por lo tanto

d
—F (o, B;7; 2) = a—ﬂF( +1,8+ 1,7+ 1;2)
dz v

porque (A)gs1 = A(A+ 1), por definicién. Aplicando estos resultados se tiene
que:
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4" iy (@) (B)m
dzan(a’ﬁ)’}’z) - _W

Fla+m, g+ m;v+m;z)

param=20,1,2,... Por lo tanto

(1 - Z2)m/2 (_V)m(y + 1)111

PP(e) = S o

1-=z
F(—u+m,u+1+m;m+1; 5 )

Como (Mg = Fr’\;:)k se tiene que
(1-225T(m-v) Tw+m+1)

F(z) = 2m I(=v) Tv+1I'(m+1

1-
)F(—u+m,u+1+m;m+1; 22>.

Utilizando la identidad ['(1 — 2) =
implica que

véase [Landau, pag 3,1.2.2],

—r
sen{mz)I'(z)’

fl-(v=m+1) I'(v+ )senm(v + 1) D+ (—1)™
Ml-(v+1) ~ Tw—m+lsena(v—m+1) Tlx-m+1)

y por lo tanto

(1)1 = 2™ T (v +m+1)
22y —m+ 1) m + 1)

Pz} =

1-—
F(—u+m,u+l+m;m+1§ 3 z)

v 2T(v —m+ Dlm+ 1) (m + 1):k! 2
(A1)

Pm(z)z(—l)"‘(l— 22T (v +m+ 1) i —v+ml(v+ 1+ mh (1—2:)"
=0

Propiedad A.2 Las funciones hipergeométricas tienen la siguiente repre-
sentacton integral,

F(ry) : -1 y—8-1 —&
ﬁm/; tB (l—t) a (l—Zt) dt

para 2] <lyy>f8>0.

Fla,Biv2) =
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Prueba. Utilizando el hecho que (), = %)ﬂ se tiene

B _L(B+k) T() Ty-8
(x LB) Ty+k)T(y-05)

Ahora por las propiedades de la funcién beta, véase [Lebedev, pag 13, 1.5.2]

F(I)F(y) _ : z—1 _ -l

para Re(z) > 0, Re(y) > 0. Por lo tanto se tiene que para v > 8 > —k,

TB+KT(=B) Y frkerss  nrmpor
Ty 1 8) _/Otﬁ (1 —t)?1dt

y por lo tanto

@fz F(’Y) lﬁ+k—1 _ p\r—B-1
D F(ﬂ)m—ﬁ)/ot (== a

F(ayﬁv’yvz) = —Li _(a._)kzk/oltﬂﬂ—k—l(l _ t)»y_ﬁ_ldt

— F(’Y) 1 ey _ 7;5100% z
- S5 (tﬁ R R )dt

k=0

siy > f# > 0> —k. Ahora, notamos lo siguiente a partir del teorema del
binomio o

o al(—a) z*
(1+2)7 = ; @+ hl—a_k) R

y utilizando la identidad, véase [Lebedev, pag 3, 1.2.2]

-

Flza) = al'(a)sen(ra)

con eso el teorema del binomio se puede expresar como

(1+ 1) i - (a + k)T{a + k)sent(a + k) z*
“ (a+ k) ol'(a)sen(ra) - k!
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y como senm(c + k) = (—1)*sena, 1a expresion se reduce a

(1+m) =Y M(—nk%

¥ por lo tanto

I U
Q- = Z(Q)kﬁ
k=0
para |z| < 1. Se concluye que
'(y) /' _ e _
Fla,Bivi2) = ————t—0 | 9711 =) P11 — 22)dL
@I = v g f, £

para [z < 1,y >8>0 =

Propiedad A.3 Sta+ 3>

L
2
11

F (a,ﬁ;a+[3+ %;Z) = (2a»2ﬁ;a+ﬂ+2'2

(1- \/T:“E))

Prueba. Tomemos la ecuacion diferencial que define a las funciones hiper-
geométricas

2(l-20u"+(y—(e+ 5+ 1)) —afu=0
y hagamos el cambio de variable 2/ = 1(1 — /1 — 2) lo que implica 1 — z =

(1-22)?, z = 42'(1-2') y dz = 4(1—22")dz". Con esto la ecuacién diferencial
se escribe como

Z(1- 2"

(1-2)/ 1 du du 2
4 (1 —-22)dz"*  d2’ (1—22')?

1 du—~aﬂu:0

(7—(C¥+B+1)4Z(1—Z))m@

1 d*u 1 du 1
= 21~ )t [y - B+ 2)42(1—2) ] —afu=0.
4.4( z)dz’2+4(1—2z’)dz‘ (7 (+ +2)z( z)) afu
Si hacemos v = (@ + f + }) esta relacion se reduce a:
d?u
dz"*

d
+% ((a+ﬁ+%)—(2a~+25+l)z') —u—ab’u:@,

l Fe [
ZZLI—Z) e
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Esta es la ecuacién diferencial de u = F(20, 28; 0+ 8+ 3; 3(1— /1 - 2)}.
Por tratarse de una ecuacidén singular de orden dos, sabemos que existen
dos soluciones linealmente independientes, pero sélo una solucién es acotada
para z € [0, 1], mds precisamente, la otra solucién u(z) f: %dt se
comporta como z77+!n(z) para z vecino a 0 y por lo tanto no es acotada si
v 2> 1,es decir aquisi o+ 3 > % Como toda solucién debe ser combinacién
lineal de esta funcién, implica que

1 11
Flo, Bia+ 8+ 5;2) =_CF (2a,2ﬁ;a+ﬁ +§;§(1 — /1 —z)) .
Para hallar la constante C evaluamos en z = 0 y utilizamos la serie, con
cg=lyporlotantoC=1. B
El propésito de utilizar las funciones hipergeométricas es para demostrar
que para las funciones de Legendre, P7{(0) =0siysflosiv=m+ 2k - 1.

Propiedad A.4 Param > 0, se tiene
T(m+ 1I(3)

(m—2v+l )F(u+r;+2) .

1
F(7n—v,v+m+1;m+1;§)= 5

Prueba. De la observacion anterior, tomando ¢l limite cuando z — 1

11 1
F(Za,2f3;a+[)’+§;5)=F(a,ﬁ;a+5+§;z - 17)

_ Dla+ 0+ 3)
T(AT(a+ 1)

Haciendo 20 = m — v, 20 = v+ m+ 1 y por consiguiente o + 5+
se tiene la propiedad. =

! 1 r
/ 9711 - )73 (1 - t)"0dt =
]

Por la propiedad (A.1) se tiene que

(D" Tr+m+1) I(m+ DI(}

pm = :
U0 = o+ )T — 1 1) (=t ()

utilizando el hecho que

F(lﬁ(u~m+l)): T

2 senf(v —m +1)I (=2t
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considerando que F(%) = /7, sustituyendo y simplificando se tiene que

V(=) T +m+ 1) D=2y o
P™(0) = 2 - —_ +1).
v ( ) om F(l/ —m4+ 1) I-\(u+1;+2)38’n,2 (l/ m )

Tenemos entonces la siguiente propiedad, un resultado importante para el
estudio del espectro del laplaciano.

Propiedad A.5
Pr'0)=0ev=m+2k-1

Las funciones de Legendre P(cos 8)e™? son las funciones propias de —A so-
bre un cascarén esférico. Los valores propios seran dados por los vJ" tales que
P,fz,}t(zo) = 0 y que dependen de zy = cosfy. Dichas funciones formaran una
base del espacio de trabajo. Por lo que las representaciones de las funciones
propias seran

up = ¢ Pon(cos #) cosme
7

vt = d’,ZlP;;,‘,.(cos 8)senme

La teoria de Sturm-Liouville puede dar varias de las propiedades de los va-
lores propios. Un resultado que se probara es que los valores propios vistos
como funcién de 2y, es decir v}*(z) son funciones analiticas y crecientes. A
continuacién haremos una presentacién breve de la teoria de Sturm-Liouville
para probar el resultado

m m41 m
vy < vy < Viiy

Los resultados de esta seccién y la anterior implicardn que las v[*{2,) son
funciones crecientes como funcién de zg, ¥ que la cota minima para cualquier

valor propio del laplaciano —Au = pu es p > 2 para cualquier 8, € (0, %).

A.3. Teoria de Sturm-Liouville

Consideremos el problema

(1= 22) + (u(u +1) - m , ) u=0.

1 — 22
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Buscamos u(z) tales que u(1) sea acotado, y u(z) = 0. El par de soluciones
son las funciones de primera especie y segunda especie de Legendre, P*(2) y
@7(2). Se sabe que @7 (z) en z = 0 no estd definido véase [Lebedev, pag 199,
7.12.29]. Por lo tanto las soluciones son de la forma P}*(z) para v € {]*}
tales que Plm(z) = 0. El problema se puede reescribir en términos de la
teoria como

(pv') —qu+Iu=0 (A.2)

2

p(z) = (1= 2),u(z0) = 0,q(2) = 77—

u(2) acotada.
El espacio de trabajo es H'{zg,1] N {u(z0) = 0} C Clz0,1] (Sobolev) y la
energia asociada es leo (pu'? + qu?)dz. Si Lu = —(pu')’ + qu implica que

1 1
(Lu,v) = / (Lu)vdz = / pu'v' + quudz — pu'v

20 20

\ 1
= / pu'v' + quudz
20 20

(va que v(z) =0y p(1) = 0) y por lo tanto L es autoadjunto y el principio
de minimax funciona. Ademas, dado que Ay < oo entonces es necesario que
ug(l) = 0, (para que le0 qui < o0). Se utilizara el principio Rayleigh y
minimax

fzt) (pg” + q#?) dz

Al = min
l o le0 $?dz
1
A = Ming fzo ( ¢’2 + q¢2) dz
R

donde A; es el minimo valor propio, A el k-ésimo,
Ey = {¢]é(20) = 0,6(1) < o0},
Ek = {¢|¢(Zo) = Oy ¢(1) < o0, (¢! u]) = O) [.7 = 1v21 k - |]}a

donde u; es la j-ésima funcién propia. Vease [Weinberger, cap 7]. Se supone
P(z) > 0 en [2,1), p, ¢ continuas. En el caso no singular se utilizarfan las
condiciones de Dirichlet en los extremos del intervalo. Nétese que al ser la
solucién de (A.2) con u(z) = 0, hay a lo mas una solucién no trivial de
(A.2). Por lo tanto Ay < Ay < ...
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Teorema A.1 (Comparacién de valores propios) Sien la ecuacidn (pu') —
gu + Au = 0, incrementamos p ¢ ¢ ¢ disminuimos el tamasio del inlervalo,
entonces el minimo valor propio A, aumenta.

Prueba. Sea @ solucién al problema

(Y - qu+Aa =0
a(a) = 0,5(8) = 0

donde (e, 8) € [20,1], 7> p, 7 > ¢. Queremos saber como es A comparado
con A; . Si en el principio de minimax tomamos la funcién de prueba

rfi(’l?) — { ﬁl(x) S (amﬁ)

0 otro

donde @, es la funcién propia correspondiente a A;, entonces por el principio
de minimax se tiene que

[ (87 + g¢) d f‘5 frﬁ’f‘+qu dz
fodde T [lud

y esto demuestra el teorema ( la segunda desigualdad es estricta si § # p o
si § # ¢). Si {&, ) # {2, 1) entonces la primera desigualdad es estricta, Si

p=p,d=qpara (&, 3) # {25,1) y A\ = A, entonces ¢(z) es un minimo de
2 u‘Z
iﬂ-(?;;dd para u € H'{zg,1), u(zp) = 0. Por célculo de variaciones [Ize 3,
0
cap 4, teo 1.1] ¢ es C? en (z, 1) y satisface la ecuacién de Euler(A.2). Pero
#(z) no es C* en « 6 . Ver figura(A.1). m

Al

IN

=X

Teorema A.2 (Separacién de ceros) sean u, v, soluciones al siguiente
par de problemas

(pu') —qu+ Au =10 (A.3)

(Y — qu+ 2 =0 (A.4)

con A > A entonces entre dos ceros de v existe al menos un cero de u y se
dice gue los ceros de u separan a los ceros de v, o bien que u oscila mds
rapido que v. Fn el caso singular, con p(z) > 0, p(1) =0, z = 1 cuenta como
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N
Vs 4,’){ ‘,)
SN
d
) ]

Figura A.1: ¢{z) funcién de prueba en el principic de minimax

cero de v, por lo tanto si en (zp,1), v tiene k ceros entonces u tiene en (2zg,1)
por lo menos k ceros.

Prueba. Si v(a) = v(§) = 0, ceros consecutivos. Cambiando eventual-
mente v a —v se puede suponer que v(z} > 0 en (o, B). Si u(z) # 0 en
(@, B, se puede suponer también u{z) > 0 en [a, 8]. Como la ecuacién es
homogénea, se tiene v'(z) # 0 en a y A ( si no se tendria v(z) = v'(z) =0en
a 6 Gy por lo tanto v(z) = 0). Entonces v'(a) > 0, v'(§) < 0. Multiplicando
(A.3) por v y (A.4) por u e integrando sobre(w, 2) se tiene que

B
/ (((pw') = qu+ v — (') — qu + Av) u) dz

y B
=plu'v —ut)| + (A= A) / uudz = 0,

&

lo cual lleva a una contradiccidn. El argumento es valido si hay ceros en a
6 5.
|

Teorema A.3 Sea uy la funcidn propia asociade al primer valor propio A
del problema (A.3) entonces dicha funcidn no cambia de signo en el intervalo
[Z[), I.]

Prueba. Supongamos que existe un nimero o € [z, 1] tal que u(a) = 0,
entonces u, es solucién al problema (A.3) con u{z) = 0, u(a) = 0 lo que
implicaria que A es un valor propio del problema en (zg, @), es decir A, = Ag,
para algin k > 1. Si k > 1, entonces Ay < A pero si regresamos el intervalo
a su tamaiio original implica que A; debe disminuir, pero no lo puede hacer
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porque Ay ya era el valor propio minimo, esto es una contradiccién . Por lo
tanto no existe a, y por lo tanto u; no cambia de signo. B

Teorema A.4 La funcién uy correspondiente ol k-ésimo valor propio tiene
exactamente k — 1 ceros en el intervalo(2p, 1).

Prueba. De los teoremas (A.1),(A.3) se sigue que como A, > A; entonces
1y tiene al menos un cero en {z;, 1). Repitiendo el argumento y tomando en
cuenta que A, > Ax_p, entre dos ceros de ux_; tenemos al menos un cero
de uk y por lo tanto u, tiene al menos k — 1 ceros en (z,1). Para ver que
tiene exactamente £ — 1 ceros hacemos lo siguiente : Suponemos que uy tiene
€OmG Ceros a Ty, Ty, ..., Ti—1 € (2p,1), haciendo zp = 2p, z; = 1 y recordando
la condicién u(1) acotado y p(1) = 0. Definimos u™ (z) una funcién C* por
tramos
U(m)(l‘-) - { 'U.k(SL') S (zm—laxm) )
0 otro

!
Sea ¢(z) = Y C,ul™(z) con las C,, tales que
=1

1 1
/ $(z)ur(z)dz = 0, / $(2) iy (z)dz = 0.

Las Cy, existen porque hay [ — 1 ecuaciones lineales con { incégnitas y por lo
tanto hay una solucién no trivial. Ademas u™ - v = 0 para m # n. Con
esto en mente se tiene lo siguiente

Z0

1 ! Tm
[ o8 vad)de =30k [ (o + ) o
m=1 Tm-1

m

T Tm
- / uk[(puy)’ — quk]d:r}
Tm—1 Tm-1

! T
=X\ Z C12n /
m=1 z

m—

!
= Z C,%I {kauk

m=1

1
wldz = Ay / ¢*(z)dz
1 Zg
y por lo tanto
A = . (087 + q¢")) ds.
[}, #*(z)dz
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Ademés (¢,u;) =0paraj=1,2,...,l—1yporlotanto Ay > Ay = k > [. Con
lo anterior tenemos que k —1 </ —1 < k— 1y por lo tanto hay exactamente
k — 1 ceros. m

Teorema A.5 (Monotonia de los valores propios) Si se incrementa p
G q entonces todos los valores propios Ay aumentan, es decir, si

(pus) — que + Mup =0

(PU) — Gl + Axtlg =0
con z € (20,1), P> p, § > q, entonces Mg > Ag.

Prueba. Utilizaremos un argumento por contradiceién. Supongamos que
Ax < Ax ¥ sean ay, 3 € (2,1] dos ceros consecutivos de ug, p(1) = 0. El
argumento de la prueba del teorema (A.2) implica que 4, tiene por lo menos
un cero en [a), §;]. Nétese que se puede tomar f = 1. Entonces A es el
minimo valor propio para el problema con u{a;) = u(f) = 0. Si 4k tuviera
dos ceros comsecutivos en (o, 3;) entonces Ay > Ax lo que contradice la
suposicién inicial y por lo tanto u, tiene un sélo cero en {(ay, 4;). Por lo tanto
entre cada dos ceros de ui hay uno v uno solo de 4. Esto implica que g
tiene k ceros en |2y, 1). Pero por el teorema (A.4) @ tiene exactamente k -1
ceros, esto es una contradiccién y por lo tanto Ax > M. B

Teorema A.6 Sean {v'} las raices a la ecuacion PJn (z0) =0, v el k-
ésimo cero para m fijo, entonces

m . m+l ™m
Vg <V <y
Prueba.

Para la primera desigualdad : Se tiene que P}*(2) es solucién a la ecuacidn
diferencial

1-22

((1-24y) + (u(u +1) - 1m2 ) y=0

con las condiciones PJ*(z9) = 0 y es la Gnica solucién acotada en z = 1.

. i . . 2 .
Visto como un problema de Sturm-Liocuville, con ¢ = ;™5 que es creciente

— ( 12 ’
en m, y por lo tanto § = %‘4— > ¢, del teorema de monotonia todos los
2 =vvl + 1) aumentan si aumentamos m .
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Para la segunda desigualdad usaremos el teorema de separacién para va-
lores propios. Sean u, v tales que

(pv') —qu+du=10
(') — qu+ v =
con u(zp) = v(20) = 0, p(1) = 0, u, v acotadas, p(z) = (1 — 2%), ¢ = (l’f—zz),
2
qg= g(’;%% En nuestro caso sabemos de la formula de Rodrigues que se
demuestra mas adelante(A.9) que

2

% ((1 _ i?)m/Z P;n(z)) = ﬁpf“(z) = (—1)'"%&(2:).

Por el teorema de oscilacién u,y, tiene k ceros y vy tiene £ — 1 ceros en
el intervalo o € (2q,1). Por la férmula de Rodrigues entre dos ceros de P
hay uno de P™*! porque entre dos ceros de WP (z) existe un punto

donde la derivada es cero, por lo tanto, dado que P o l(2:0) = (), se tiene que
i}

s (2) = ug41(2) tiene k+1 ceros en [z, 1) ¥ P,Z,i.:l(zo) tendrd por lo menos
k ceros en (2p,1) ( notamos que no puede ser 0 en zp ya que sino se tendria
que Uiy ((20) = w'xt1(20) = 0, lo cual no es cierto). Si v, < v+ entonces
por el teorema (A.2), entre dos ceros de P’"+1 hay un cero de P",‘,,ﬁlly uno
mas entre el ultimo cero de P'"+1 dando un total de por lo menos k —-1+1,
lo cual es una contradiccién .

Con esto se prueba que

m m+1 m
Vi < Uk < Uk.+l‘
B

Teorema A.7 Sean {v"}i2, las raices a la ecuacidn Pjn(zo) =0, v el
k-ésimo cero para m fijo, entonces v*(z) vistas como funciones de zy son
crecientes y ademds v es un cero simple de la ecuacidn Pjh(z) = 0 para
toda z € (0,1).

Prueba. Consideremos el problema a partir de su ecuacién diferencial

(u—£m7+<qa+m— m?)u=o

1—22
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(1 -2 + (5(5+ 1) - 1’:‘2 )vz 0

22

con u(z) = P*(z) acotada, u(z9) = 0,es decir o es solucién a la ecuacién
P} (20) = 0. v(z) acotada y por lo tanto v(z) = P7*(2), tal que v(2+dz) =0,
es decir f es una raiz de la ecuacién P§*(2o+dz) = 0. Multiplicando la primera
ecuacion por v y la segunda por u y restando implica que

v(pu) — (') + (ala+1) = BB+ 1) uv =0
integrando de z; a 1 y tomando en cuenta que p(1) =0

(1 - 2%)(u'v — w) 1 +(a-B)a+B8+1) /l wudz = 0.

20 20
Por lo tanto
1
—(1 = 2! (z0)v(z0) + (= B+ B+ 1) / uvdz = 0,
Z0
es decir

~(1- )5 P a0) (PR (z0) P ao)) +la—B) et 9+1) [ PP (a)PT(a)d = 0

porque P™(z) = 0. Dividiendo por f—a y tomando el limite cuando § — a*

(P*(z0) ~ Py*(=0)) _ (a+5+1)/‘Pén(z)P;"(z)dz,

ZE m(,
~(0 = )5 P o) s )

o0z ¢

por lo tanto

~(1 = R) g Pa) 5 Pa) = @a+ 1) [ PRGP: (A

(por la propiedad A.1, P2 es analitica en a). Como u(z) # 0 con u solucién de
una ecuacién diferencial de segundo orden, u(zp) = 0, implica que u'(2) #
0 porque de otra forma u = 0. Por lo tanto —%P‘;"(m) # 0 y por (A.5)
(,%P‘:"(zo) # 0,y st «es tal que P*(z) = 0 entonces a es un cero simple
de dicha ecuacién. Por otro lado del teorema de la funcién implicita para
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F(a,z) = P*(z) implica si F(a, ) =0y Fa(a, z) # 0 entonces existe una
o = o(z) tal que
da 2 prz)

_ 8z «a

dz %Pg‘(z)

z en una vecindad de zp. Sustituyendo en(A.5)

da (20 + 1) [} P(2)%dz o

—I\2y) = .

277 (1= ) (ZPp(=)’
Por lo tanto si « es solucién de P*(z5) = 0 se tiene que a(z) es creciente en
una vecindad de zy como funcién de z y por lo tanto u}"(z) crece para toda
J € N en una vecindad de zy. =

Ahora probaremos que para toda k existe una tnica funcién v{(z) = vj*(2)

analitica que satisface P;*(z) = 0 para z € (0, 1). Sea v;(z) = v*(2) para z €
{vecindad de z;} con z; € [¢,1 — €]. Ahora, para toda z; existe una g;(z) y
una vecindad U; = {2z : |z~ 2| < &} tal que {U;} es una cubierta de [¢,1 —¢]
v gi(z) = v(z:), g; es Gnica y analitica para z; € U; y Pg"‘i(z)(z) = 0 para
toda z € U;. Como g; es unica en U; entonces g;(z) = g;(z) si z € U;NU;. Si
definimos

vi(z) = {vi(2) = gi(2) siz € U;}}L,

es solucién de P(z) = 0 para z € (0,1). Ademds como vJ*(z) crece junto
con la propiedad (A.5) v7*(0) = m + 2k — 1 tenemos que v*(2) > m+2k — 1.
En particular para m = 0,j = 1, v*() > 1 y por lo tanto

A=v(v+1)>2. (A.6)

A.4. Los primeros once valores propios

A continuacién se enuncian otras propiedades de las funciones de Legendre
con el fin de encontrar los primeros once valores propios 1 < vl < v <1 <
Vi <wy < vl <vi<v§ <v? <} Los resultados y propiedades que aqui se
demuestran se encuentran en el articulo [Baginski 2].

Propiedad A.6
PI2(z) + 2(m+ 1)2(1 = 22) 2P (2) 4+ (v = m)(v +m + 1)P(2) =0
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Prueba. Sea u funcién de Legendre que satisface la ecuacién

(1= 2 + (V(u +1) - l’f;) u =0

Si hacemos el cambio de variable u = (1—22)™/?v y llamando f = (1—22)™?2,
entonces f' = —mz(l — 22)™27L f" = —m(1 - )™ 1 - (m - 1)2%) y
teniendo en cuenta que u = fv, v’ = flv+ fo', v’ = ffu+ 2f'Y + fo" se
tendria que

u = U"(l _ Z'l)m/‘z _ 2mzv'(1 _ Z?)m/2—1 _ m(l _ 22)m/2_2(1 - (m _ 1)22)1}-

Sustituyendo en la ecuacién diferencial para u y cancelando los factores
(1 — 22)™? se tiene que

1-—- —1)22 Izl 2
wv—?zv'—kl)v—k (l/(l/ +1) - m—) v=>0

1— 2 //_2 [
(1-2%)v"—2mzv'—m 0= T

(1—.22)11"—2(m+1)zv'+1 i (~1+(m-1)22+22" —m)v+v(v+1)v =0

- 52
simplificando un poco
(1-220" = 2m+ Dzv' + (v +1) —m(m+1))v =0
es decir
(1 =20 ~2(m+ 120"+ (v—m)(v+m+1)v=0. (A7)
Sea w = P%(z), w satisface la ecuacién
(1 - 2w" ~ 220" + (v(v + 1)) w=0. (A.8)
Si derivamos m veces la ecuacién(A.8), notando el hecho que
an “/m
=2 ( e ) for=Rg® = M g fmh gy

k=0

m(m — 1)

5 fim=2g"y

En el caso que g =1 — 22 se truncaen k =2y g =z en k = 1. Por lo tanto

(1—22)w™ ) —2m 2™+ —m (m—1)w™ 220 —2mw™ 4 (b (v+1))w'™ = 0
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o sea
(1 = 2w —9(m + Dzw™ ™ + (v + 1) - m(m + 1)uw™ =0

v por lo tante w{™ es solucién de (A.7). A la solucién de dicha ecuacién se le
pide que sea acotada. Por ser una ecuacion singular sélo queda una funcién
linealmente independiente como solucién. Otra solucidn serd una constante
por la funcién. La constante se conoce al decir el valor que toma la funcién
en algiin punto o bien que esta esté normalizada, es decir (v,v) = 1, para un
producto escalar definido sobre C?[z,1] por ejemplo. Las funciones Hiper-
geométricas no se necesitan normalizar porque al encontrar la solucién por
el método de Frobenius se toma ¢y = 1 en su serie de potencias. Ast que en
esta tesis se dird que toda solucidn a una ecuacién tipo Legendre su solucién
serd inica (mddulo una constante) si pedimoes que sea acotada. Con esto en
mente se tiene que

) LAt

PRI 2 B P,
¥ (1 _ z2)m/‘2 dzm !

z)

Por convencidn, se tomara la constante C = (~1)™, definiendo comple-
tamente de esa forma a PJ*(z).

BI(a) = (-1 (1 = 2R ) (A9)
para 7 real. Si hacemos v = 25 P, y multiplicamos por (—1)™(1 — 22)™/% la

ecuacion (A.7) se tendria que
(—1)7"(1 _ x’z)m/2+1PISm+~2) +2(m+ 1)1}(—1)m+1(1 _ xZ)m/2P:rn+l)+
(v =m)(v +m+1)(=1)"(1 = )P = 0.
Utilizando la férmula de Rodrigues

P2(z) + 2(m + 1) s P () 4 (v — m) (v + m + 1) PP (z) = 0.

(1 z2)/2
]
Propiedad A.7

i (2) = P (2) = (2v + 1)1 - zz)‘”PT‘I(Z)

con z = cos .
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Prueba. Tomemos la representacién integral véase [Lebedev]

2 (% cos(v+3)0
Fuleos f) = —/0 (2c0s8 — 2cosB)1/?

ki

entonces

Foii(cosf)— P, q(cos 8) = dé

2 /5 cos(v + 3)8 — cos(v — 1)0
0

7 (2cos8 — 2cos3)'?

T

2 /ﬂ —2sen(v + 3)fsend
o (2cosf — 2cosB)1/2

Integrando por partes,la diferencia es

4 1 8 ?
}sen(v+§)9(2w39—2cosﬂ)1/2| _2 (2v+1) / cos(u+%)B(Qcos&—2wsﬁ)md9
[L I ]

8
_2(21/ + 1)/ cos(v + %)0(2 cos @ — 2cos 8)2d0
4]

iy

Derivando respecto al parametro 2 utilizando la regla de Leibniz que enun-
ciamos a continuacidn

dF B
o= [ 1eow="E=[" 2 g.0m+ 6.0

en nuestro caso f(8,8) =0y como z = cos 3, & = —senf, entonces

5 dﬂ
dr 2 7 cos(v + §)fsenf
= f : =df
4B ( P} 1(cosB) — (Cosm) 7r(21/+1)/D (2050 — 2c038)V/?
y por lo tanto
Pplz) = Piy(2) = (20 + 1)B(2). (A.10)

Derivando m veces, multiplicando por (—1)™+!(1—z2)(m*1/2 y ytilizando
la férmula de Rodrigues (ecuacion (A.9) ) implica que
PI(2) - PIe) = —(v + 1)(1 - E0()
=

A continuacidn enunciamos la dltima propiedad que se demostrard en
est4 seccidn
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Propiedad A.8

(v=m)(v—m+1)P7,(2)=(v+m)(v+m+1) P2 | (2) = (20+1)(1=22) 2P (2)
con z = cos 3.

Prueba. Primero se requiere probar que

(v+ DPl2) +vP, 1(z) = (2v+ 1)zP.(z)

e

P,11(cos f) + Pyoy(cos B) = 2 -/Oﬁ cos(v + )8 + cos(v — )8

T (2cos8 — 2cosB)1/?

dé

4/5 cos(v + 3)f cos 6
7t Jo (2cos8 — 2cos B)V/?

que se puede escribir como

4/5 cos(v + 3)8cosf3
]

2 [P 1
9+ = 5 - — 2e053)1/2dA.
(Zcost 20035)”2d8+ W./a cos(v + 2)9(20059 c0s3)

m

Integrando por partes el segundo término

4 /ﬂ cos(v + 3)f cos 2 sen(v + §)8
9

§
—— 2c059 — 2c0sB)/?| +
(2cos8 — 2cosB)V/? ta (v+1) (2cos cosf) 0

e

/ senfsen(v + 3)0 &,
(v+3) (2cost) — 2cosﬁ)‘/2

El dltimo término se expresa como

-1 /‘9 cos(v + 3)8 — cos(v — %)Qde
v+ 3) (2cos8 — 2c0s3)1/2
y por lo tanto
Poyy+ Py = 2cos 8P, - (Pos1— Poy)

2v+1

entonces
(v+ 1) Popr(2) + P, 1(2) = (2v + 1)2P,(2). (A.11)
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Derivando esta tltima ecuacién con respecto a z
(v+ 1P (2) +vP,_,(2) = (2v + 1)zP,(2) + (2v + 1) P,(2)

Utilizando (A.10) para eliminar P,_, : P,_, = —(2v + 1)P, + P}, y sustitu-
yendo en la ecuacién anterior se llega a

v+ 1P, —z(2v+1)P, = (2v+ 1)(1+V)P,.
Con esto, tenemos el siguiente par de relaciones

Pl(z) = P y(2) = (v + 1)P.(2) (A.12)

v

P, —zP,=(1+v)P, {A.13)

Derivando m veces (A.12) y usando la férmula de Rodrigues (A.9) se tiene

que

d, . d
e (kP3) — -
_'lm

donde k£ = (1(_22;,,,/2, kK= (1T§2)k' Desarrollando el producto de las derivadas
y cancelando el factor comin _g—_xg_

(1_22)1-" 2

(kPZ) = (20 + DEPI(2)

d 5
4 pm ipnl1+m_z2(pm
z

dZ v+l T dZ v 1 . v+l P:ll) = (21/ + 1)P‘:ﬂ (A]‘4)

Ahora derivando m veces (A.13) y usando la férmula de Rodrigues (A.9) se
tiene que

d { (-)» . m

d i d 111 m
o (kP) — i (kPT) = (v+m+ 1)kP]{(2)

d
k (EPJ’L - ZdizPJ") +K(P — 2P = (v+m + 1)kP](2)

d m d m mz m m m
EPV*J_ZEPV +1_722(Pu+1—zpu)=(u+m+l)P‘, (Z) (A15)
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Restando a la ecuacién (A.14) la ecuacién (A.15)

d . d . mz m m oy _ m
ZEP” - EPV—I + W(ZPV - Pu—l) - (U - ’ITL)P,, (A16)

Si hacemos v — v — 1 en la ecuacién (A.15)

d d mz
—P,:n — Z—P,:'ll + 1_—z2

7 B (P =2zP )= (w+m)P, (A.17)

Multiplicando por z la ecuacién (A.16) y restando la ecuacién (A.17)

(2% - I)EP" + m(z2 —-1O)P'=(v-m)eP' - (v+m)P,

y por lo tanto

d
(2% - 1)d—P,:" =vzP" -~ (v+m)P,. (A.18)
z

Como P = (—1)™(1 — 22)™/2P{™ y si derivamos con respecto a z se tiene
que

d 2\m/2 am! +1 gym=2 @7
~pm_ (_1\™m _ m _1\ym _ > P,,
dzP" (—1)™(1 - 2%) dz’"“P" + (-1)""'mz(1 - 2°) =
y por lo tanto
i m _ -1 pmtl mz m
dz"" (1= (1—22)""
iPm: -1 ((1 _22)1/2Pm+1+mzpm).
dz” " (1-2%) Y v
Sustituyendo en la ecuacién (A.18) se obtiene
(1= 222+ = (v — m)zP™ — (v + m)P™,. (A.19)

Ahora expresamos P;" en términos de PJ%, y P, como se hace a conti-
nuacién: si derivamos m veces la ecuacién (A.11) se tiene que

(v + V)P + P = (20 + 1)2P™ + m(2v + 1) P
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s . . —1y™
Usando la formula de Rodrigues , es decir P™ = (1(_12),,, ;P se tendria
que la expresién anterior se escribe como

(v+ 1P, +vP™ | = (2v+1)2P™ — m(2v + 1)(1 — 22)2Pm=1 (A.20)
usando la propiedad (A.7), P, — P, = (2v + 1)(1 — 22)Y2PP) | se tiene
que la ecuacion (A.20) se escribe como

(v+ VDPS, +vPR = (2w + 2P —m (P — Py)

W=—m+1Ph, +(v+m)P, =2+ 1)2P]
y sustituyendo en {A.19)

(1 _ z?)l/?]);n-‘:—l - (y - Tn)

=@ - DEL + e mBL) — (b m BT,

y por lo tanto
Quv+1(1-2)PrH = (v -m)(v —m+ D)L, — (v+m)(1+v+m)PR,

como se queria demostrar. ®

En la siguiente seccién se obtienen desigualdades en las que se encuen-
tran los ceros de los polinomios de Legendre P™(z) para n entero. Como se
demuestra mas adelante para n > m, P*(z) tiene n — m ceros los cuales de-
notaremos como zp son tales que PP (27, ) = 0 para k = 1,2,...,n—m. Por
convencion zzh < z,;. De esta manera podemos saber los valores propios
cuando cos(fy) = z = zy- Recordando v*(zg) son los valores propios tales
que P (z) = 0 se tiene que vf*(z][) = n.

Observacmn A.1 Las funciones P (z) tienen n — m ceros en el intervalo
€ (—1,1), donde n,m son enteros positives.

Prueba. Fsto es una consecuencia de las propiedades de los polinomios orto-
gonales. Para los polinomios de Legendre se tiene que satisfacen la ecnacién
diferencial

(@ = APTEY + (nln+ )+ 75 ) P =0

(= AP + (W + 1+ 175 ) PR =
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siendo las soluciones acotadas en el intervalo (—1,1) . Haciendo el procedi-
miento usual de la teoria de Sturm-Liouville se obtiene

(=) (P ()PP () =P (2) P (2)) +(n(nt 1) =0/ (' +1) P (2) P (2) = 0

integrando de [~1, 1] se tiene que

(n{n+1) —n'(n' + 1)) fl PMz)Py(2)dz = 0.

-1

Utilizando la formula de Rodrigues (A.9)

1
/ (1 - 22)"PM(2) P (2)dz = 0
-1

por lo tanto P{™ para m fijo son ortogonales con la funcién de peso (1—2%)™,

Como son polinomios de grado n — m ( de la férmula A.1 se tiene que P es
un polinomio de grado n ya que (—n)g = 0 para £ > n) satisfacen

1
/ (1= 22)m2* P (2)dz = 0

1

para k < n-1mn.: esto debido al hecho que P son linealmente independientes
y 2* se puede expresar como combinacién lineal de los F{™ En particular
ha- 22)™P™(2)dz = 0 en el intervalo (—1, 1) implica que P{™(z) cambia
de signo al menos una vez en (—1,1). Sean 21, 23, ...z, los puntos donde pi™
cambia de signo, donde 1 < p < n — m. Consideremos el polinomio

El polinomio P{™(z)@(z) no cambia de signo en (—1,1), y por lo tanto

1
[ a-2rQepm e £ 0
-1
pero esto es imposible si p < m — m y por lo tanto p = n — m. Esto implica
que P™(z) tiene n — m ceros en el intervalo (—1,1) m

Requerimos de la siguiente versién del teorema de oscilacién propic de la
teoria de Sturm-Liouville
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Lema A.1 sean f, g dos funciones tales que
(pf) +alz)f =0
(pg') + B(z)g =10

conp(x) = 0 y o) > Blx) para toda x € [0, b] entonces f oscila mds rdpido,
es decir entre dos ceros de g hay al menos un cero de f.

Prueba. Como en Sturm-Liouville (pf'g — pfg') + fola—8) =0y g(a) =
g(b) = 0. Supongamos que f(z) no tiene ceros en (a,b), esto implica que el
producto fg no cambia de signo y es positive por ejemplo, f > 0,9 > 0.
Integrando de (a, b)

b
( +/ fgla—B)dz =0

Se sabe que g'(a), g'(h) # 0 para que g(z) # 0 debido a la unicidad de la
solucion , esto implica ¢’(a) > 0, ¢'(b) < 0, por lo tanto

p(8) F(9)]' ()] + pla) f (@) ¢' () /fga B)dz

El lado izquierdo es una cantidad positiva mientras el lado derecho una
negativa, esta es una contradiccién y por lo tanto [ tiene un cero en (z,b).
L]

Lema A.2 La funcidn g(f) = (senf)"/? Fy(cos8) tiene los mismos ceros que
Fi(cos ) para 6 € (—m,7) y 9(6) satisface la ecuacidn

1 1
"§ I+-) - —— g =0
26+ (437~ oz ) 90)
Prueba. la ecuacién diferencial para Pi(z) es ((1 — 22)F))' + (1 + )P, =0,
si hacemos z = cos#, dz = —senddf, con lo que la ecuacidn diferencial se
escribira como ! J
t
— (senf—- P =
enﬁ(senﬁdﬂﬂ) +I{l+1)F=0
y por lo tanto
n cosf

{ .59 nd

Pl+Il+1)P=0 (A.21)
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las derivadas calculadas respecto a 8. Si hacemos el cambio de variable

Pi(cos8) = (S—egf%%; implica que

cosf _, cosf , cosf

senf ' (seng)3/? g~ 2sen99)

" 1 " cos ’

LT (senf)V/? (9" - senf’ " Isen?d

(cos?8 + 2)g).

Sustituyendo en (A.21) y cancelando el término ﬁenla)‘ 3

"

g" + g( (2 —cos?@) +1(l+1))=0

1
4sen?0

1 1
g"+g((z+§)2+ ):0

4sen?f

Teorema A.8 Una estimacidn de las raices de la funcidn de Legendre P,(cos 6) =
0 para v fijo estd dada por la desigualdad de Bruns en el intervalo 6 € (0, )

k—Dn kn
%<6[:k<—l
l+§ I+5

Prueba.
Usando el teorema de oscilacidon con las funciones

70)+ (043 + gy ) 96) =0

" 1
J(0) + (1 +3)*/(8) = 0
donde la segunda ecuacién tiene por solucién f = sen{l + 2%)9, entonces
entre dos ceros de f(6) hay uno de g(8), donde g(8) = (send)*/?P,(cos8) y si
6 € (0, 7). Por lo tanto el teorema de oscilacién implica que

k-1 k
( 1)7r<91,k<—7r1
l+§ l+§
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u+l E=0 _H'h

{ E

Hris b: o

Figura A.2: Simetria de las raices

donde cosfx = zx. Tenemos la siguiente observacion: como P(—zo) =
(=1)!'Pi(zo) = O si zy es raiz entonces —z; también lo es y por lo tanto
tenemos simetria respecto a § = 7.

Como se observa en la figura (A.2) se tiene que 8,4 = 7 — 41—k ¥ POr
lo tanto
(I+1-k) ™ (k- 1)

>
I+ 3 I+1 2

Oy =T =01 >m —

de donde se tiene la desigualdad de Bruns. m
Se puede obtener una estimacién mas precisa para las raices de P,(cos§) =
0 en el intervalo 6 € (0, 3)

Teorema A.9 Las raices Ox; tales que P(cosfc;) = 0 en el intervalo § €
(0, %) satisfacen las siguientes desigualdades

Jk
< 9[_/; < 1
(+52+c I+3

donde ji Taices de Jo(z) funcidn de Bessel de orden cero y ¢ = i(] - ;47)

Prueba. La ecuacién diferencial u”+ u'+ (1 u = 0 tiene por solucién

la funcién de Bessel J, (z), véase [Lebedev, pag 98, 5.1.1]. Lo que implica que
u = Jiy1(kz) es solucién de la ecuacién

I+3)?
u”+iu’+<l—( 2)>u:0

kx k222
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Si hacemos el cambio de variable v = 11/2 (kz), u(kz) = 7%, ku'(kz) =

u(kz
g2V = 32), k' (kz) = 27!/2 (v - ; +3%). Sustituyendo en la ecuacién
anterior se tiene que

=12 v 3w V2 1w C+32\ 1 o
%) (’U ——+Z—2'>+W(’U-§;)+(l— 22 )l‘ 12yk? =0
(1+3)?

1w 5
" 2 —
’U+—4—4+(k— 2 )’U—O

’U”-f—(kZ_l-(l;_Tl))v:O

donde v = z'/2J, 1 (k).

Si hacemos las sustituciones k — [ + %,l - —% se tiene la nueva ecuacién
diferencial para v

1 1
I l - — 0
v +v((+2) +42)
con v = z'/2Jy((l + 1)z). Podemos aplicar el teorema de oscilacién con las
siguientes funciones

” 1 1
v +v((l+2) +W)=0

1 1
g"+g((l+§)2+—>=0

4sen?f

en el intervalo 8 € (0,m). Como sen®d < 6% entonces 1z > gz, por lo
tanto g oscila mas rapido: del teorema de oscilacién, entre dos ceros de v =
z'/2Jo((l + 1)6) hay un cero de g = sen'/20P(cos8). Si (I + 1)8 = ji ceros
de v, se tiene que

e

O < ——
gl

ya que el k-ésimo cero de g estd antes del k-ésimo cero de v . Para obtener
una cota inferior consideramos la ecuacién diferencial

l
II_+_(k2_l( tl))vzo
T
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con v = II/QJH,%(ICI). Si hacemos las siguientes sustituciones
2
1
k— (Z+%> +c,l—>—§

. 1/2 - .
se tiene que v = z'/2J, (((1 + %)2 + c) 0) satisface la ecuacion diferencial

" 1 1 B
+((l+2) +c+402>v—0

1 1
g I+ 2)? =0
§+e (( * 2) * 4sen?f
donde g = sen!'/29P,(cos ), para 6 € (0, %). La funcién v oscilara mas rdpido
que ¢ si se encuentra una ¢ tal que

n 1 S 1
402 © 4sen?0

en 0 € ( ,5)- La minima cota superior para ¢ ocurre en § = 7 porque
1
Lo — 402 es creciente y positiva para 6 € (0, 7). Para verlo mds claramente

sea

1 1 1 6% 26 1
T sen20 92 02561120(0 — senf) (0 + senf) ~ 66 3

en el limite cuando  — 0 y por lo tanto f(0) = % Ademsds f es creciente ya
que su derivada es

2 2co0s0 2 (sen30
3 sen30  sen3: 63

10 =

— cosf).
Esta dltima expresién es positiva , ya que tanto = *6 como cosf tienen
derivada cero y valor uno en # = 0, son funciones contmuas y decrecientes
¥y no se intersectan en (0, 1r) y de su desarrollo de Taylor en la vecindad
3
de cero se tiene %% =1 — 2 4 B2 4 O(38) y cosz =1 — L + L + O(z°)
se ve claramente que e 2 > cosf para 6 € (0,7/2) ver ﬁgura (A. 3)
Por lo tanto f' es posmva y f creciente. De tal forma si

1 4

e>4(1-=)
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Figura A.3: Grificas de *%? y cos ¢

se tendrfa que entre dos ceros de g = sen!/?0P,(cos #) hay uno de v =
/2 = dh -
Jip1 (kz), para 8 € (0,Z) y por lo tanto § = i raiz de v im

plica _
91,): > _L
Vil+D2+c
y por lo tanto
Jk Jk
<O <
e S %

Teorema A.10 si zp € (0, 1] entonces se tienen las siguientes desigualdades

mA+1 m2 m+1
p T <y < v

Prueba. La primera y la Gltima desigualdad valen por la teoria de Sturm-
Liouville teorema (A.6). Sélo queda por demostrar que v7*** < v/ . De (A.1)
se tiene que

(=11 — 2221 u+m+1 (m—vh(v+1+m)

o
(1-2)°
Py —m+1I(m+1) (m + 1)ki2%

PI(z) =
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por lo tanto

PRa(e) =

m+1

(=1)™(1 = 23)™’T(2m + 2) i —1)x(2m + 2)¢

2T (2)T(m + 1) e +1)kk'2'¢( -2

Como (—1)¢ = (=1)(1 = 1)...(k — 2), el vnico término que queda en la
serie es para & = (.
(=1 (1 = 22)™°T'(2m + 2)
2mm!

Pralz) =

m+1

Como v;(z) > m+2j — 1 se tiene que vJ* > m+ 1 y por lo tanto sig(F") =
(—1)m para v € [m+1,u). Tenemos el siguiente arreglo en orden creciente

m+1 m+2
para vj*, v
m +3 (_1)m+2 U]m+2 é‘n+2 V;n+2
m+2 (—1)m! el uprt A 2
m+1 (=)™ P 17/ S vt Vit

La segunda columna da el signo de P77 antes del primer valor propio. Que-
remos saber quien va primero si 173, 6 v7**?. De la teorfa de Sturm-Liouville
(teorema A.6) sabemos que v* < 1/’“+1 < v}, por lo tanto P m+,(z0) # 0.

Como cada vez que se cruza un valor propio hay un cambio de 91gn0 se tiene
lo siguiente:

sig(Py+?) = (=)™ D41 sy € (32,07
Sig(P;"H) — (_1)(m+l)+j si ve (V;n+1’ V;:ﬁ]»l
sig(PM) = (=1)ym+i+1 st v E (VL vl

Si vy, < vI'** entonces la interseccion de los intervalos es (v73,,1]**%) en

donde sig(P+%) = sig(PM*!) = sig{P™). Ahora veremos que esto es una
contradiccién. Por la propiedad (A.6)
PP2(2) 4 2(m 4+ 1)z(1 = 2 2P ) + (v = m) (v +m+ DE™(2) =0

valuada en 1T}, se tiene que

PRt +2(m+1)2(1 - 22PN = 0

J+l
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y por lo tanto P"‘“ y P"""1 tienen signos contrarios lo que es una contra-

diecién y por lo tanto U;’-:—l g u"‘“ E

Ademaés se tiene la sxgmente observacién

Observacién A.2 Si queremos que v7* = vpt" entonces k< jyn>2(j -
k) y por lo tanto n > 3 para enieros (3, k,m,n > 0)

Prueba. Si k > j y n > 0 tenemos que ¥* < "™ < y*" en ese caso

no pueden ser iguales y por lo tanto k < j. Esto 1mphca u’"*‘" < y;“*"“ <

ik
vih™t ¥ si escogemos [ = j — k entonces vptt < ,,"‘+" 68 < u7. La

iltima desigualdad es posible sélo si n < 2(5 — k). Sl estas hlpotesw se
cumplen entonces es posible que vJ* = y**" para (j,k,m,n > 0) con k < j
yn>2(5—k), en particularnZB B

Lema A.3 siz € (0,1) entonces vi(z) > 13(z) + 1

Prueba. Como 1*(0) = m + 2j — 1 entonces 14(0) = 4, §(0) = 3. Primero
veremos que vi(z) # v§ + 1. Supongamos que existe un z € (0,1) tal que
v3(20) = 12 (z9) + 1. Se tiene que
Pril(2) — PP = (20 + 1)(1 = 2%) V2P (2).

Sea v = 13(zp), ¥ + 1 = vd{2z). Esto implica que P} = 0, PL,, = 0 por lo
que al sustituir ¥ en la ecuacidn anterior implica que P,}_1 = 0y por lo tanto
vj{z) = v — 1 para algin j. Pero se tiene que »3(20) = 1+ v y por lo tanto
7 =1, es decir, v{(z) =v — 1y P!_, = 0. Se tiene que

(v-m)v—m+1)P%, — (v+m)(L+v+m)P, = 2v+1)(1—2%) V2P
si hacemos m = 1 entonces
(v—1)wP, — (v +1)2+ )P, = (2w + 1)(1 — 24)'/2P}

y por lo tanto P2 =0 y u}(zo) = v = 1 lo que contradice la observacién
(A.2) y se concluye v (zp) # vi(z) + 1.

S6lo pueden pasar dos cosas 6 v (z) > ¥2(z0) + 1 6 v} (z) < 1¥g(z0) + 1.
Para saberlo calcularemos las raices de P (z ) y P{(z). Utilizando la frmula
de Rodrigues para F*(z) de la forma

1 dm+n
mf2_~
211! drmtn (I

Pie) = (-1)"(1 - 2%) ‘-1
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se encuentra gue

1/2
Pz =22 C i i) (z — 1)(1 — 142% + 212%)

Pliz) = é(s ~ 302 + 352%)

con raices en el intervalo (0, 1) dadas por

S 42 1/2 7_o/7 1/2
W7 ' 21

(3\/5 + 2\/6) 2 (15 - NE) .

V5 35

para P}(2) y PY(z) respectivamente. Numéricamente se hallan los valores

para sus segundas raices en el intervalo (0,1), 2, = 0,2852 , 2, = 0,339

respectivamente . Por lo tanto como uj’.‘(z) es creciente se tiene que

”[2](25:,2) < Vg(zg,z) =4

vy(251) = 5.

Si restamos estas desigualdades implica que v}(z},) > v§(25,) + 1y por lo
tanto

vi > 19+ 1
=

Para continuar con el estudio de los primeros valores propios se requieren
de algunas desigualdades.

Desigualdad A.1

2V2 9v/3 ( 3 )
< < sen | —
nn+1)+6 2(2n+3) 2n+3

para n > 3.
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Prueba. Verificando la primera desigualdad 22v2(2n + 3) < 3%3(n(n +
1) +6)2 y por lo tanto 2°(4n? + 12 4+ 9) < 3%(n® + n + 6) por lo que se
tiene n2((3)° — 4) +n((3)* — 12) + 6(3)° — 9 > 0 lo cual siempre tiene raices
imaginarias y en n = 0 es positivo por lo tanto la desigualdad es valida. Para
probar la segunda desigualdad notamos que para z € (0, %) se tiene que
W3 3n

3v3 ‘ g ol 3v3 3r s
Vip < senz. Ademds 720 < Isin > 3 implica que 32 3% < sen (53%)

lo que prueba la segunda desigualdad. m
Con este resultado se prueba lo siguiente

Desigualdad A.2

Prueba. De la desigualdad de Bruns se sabe que z,5 < cos (;}i—ﬂ) Si
2

hacemos n — n + 1, k = 2 entonces 2,413 < COS (%), para n > 3. Por lo
tanto

2V2 ’ 3 8 3

) P y T
P <l-c¢
( n(n+1)+6) < sen (2n+3) = n(n+1)+6 608 (2n+3)

y por lo tanto
2 ( 3 ) n{n+1) —.
cos e P e

2n+3 n{n+1)+6
Y 1/2
nn+1) -2
n 23
Sata (n(n+ ) +6) "
B

Desigualdad A.3

n{n+1)—6 12
y g K| e e n>5

n2 (n(n+1)+18> =
Prueba. Primero se pruebs que

26 J2

< sen | —— | 2D

n(n+1)+18 f(n+%)2+c



196 APENDICE A. EL ESPECTRO DEL LAPLACIANO

donde j; = 5,52008 es la segunda raiz de la funcién de Bessel de orden cero.

sen(JL) = 0,71509. Ahora

sen(]—21)>sen ]72 > sen (]Az)
n+; (n+1)2+c n(n+1)+18

Por lo tanto

J2 Ja V48 72
sen | ———— > sen( )—
n(n+1)+18 V48" 12 n{n+ 1)+ 18

__ 4943 26
CVnn+1)+18 ~ /a(n+1)+ 18

Por lo tanto

) 24
1 — cos? )2 > 1 18
(ntip+c) mrED+

Jo n(n+1)—6 1/2
cos ( (n+%)2+c> < (n(n+l)+18>

por el teorema (A.9) se tiene
. 16\ 2
PR ) — — <<M> n>s.
: (n+%)2+0 n(n+1)+ 18
]

Desigualdad A.4

n{n+1) - 12)1/2

P+l < (n(n +1)+ 56

Prueba. Primero demostraremos que

2\/ﬁ < sen 4j3
(n(n+1)+56)1/2 ( 3)2+C
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Ja
1 4 P .
c = (1 - 1. Sea v = ——&—
il — 7)) < 1. Seawu T e invirtiendo para n se tiene
n=—3+ 1(52 - 42)1/2 Sustituyendo en la desigualdad
2+4/17
< sen(u)

(=3 + 208 — w2 (=5 + 305 — w?)?) + 56)'/2

Ja
(a+ 3P +e

< SeM

es decir
4\/ﬁu
(223u? — Bu(j% — u?)1/2 + 453)1/2
para n = 6, ug = (774%7 = 1,1437 y ademas u — 0 sin — oo y por lo
tanto u € (0,1,1437]. Vemos que la desigualdad se cumple por lo siguiente
sem W az)
u (22802 — Bu(jf — u?)V/? + 43$)1/2

< sen(u)

tomando cuadrados

(senu)‘z S 272
u 223u? — 8u(j§ — u?)l/2 + 452

: S 272 _
Pero como se muestra a continuacién 1 T > T8 (-0 AT Des

73
pués de un poco de algebra esta desigualdad se escribe como

2 arl
; )(223u? + 452) — 272)? — 64u?(j2 — 1u2)(1 — -”3,—)2 >0

[

!

((1-

Es un polinomio de grado 8 P{u), cuyas unicas raices reales valen u =

1,23888, u = 1,42937 y como P(0) = 758,902 es positivo, se tiene que la
desigualdad se cumple para u € (0, 1,23888) ver figura (A.4)

.Y como a su vez (’—T—“)Z >1-— % por su desarrollo de Taylor, se verifica

la desigualdad (A.22).
Y por lo tanto

2V17 csen | ——38
(n(n+1)+56)12 "7\ iy 8y y e

2
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b

2
.. " o . e e 7. ue s
L= =237 4 430 — 27207 = 6?5 — vl 1 - T,.—' A0

3000 3

2080 p

0.2 0.4 0.5 0.8 1 32 1
-1000 < (1, 123888

Figura A.4: Polinomio de grado 8

lo que implica

68

nin+1) - 12) 12
n{n+1) + 56

1- 2 08
< cos“ 8 = cosf < (n(n+1)+56

v por lo tanto

] nin+1)-12 12
Znira < €O /3 <( ( ) ) n>6

Teorema A.11 Stz € (0, 1) entonces v3(z0) < v{(20)

Prueba. Supongamos que existe un z, € (0,1) tal que v9(zo) = 3(zq) y sea
n un entero tal que n < v < n+ 1. Como vJ*(0) = m + 25 — 1 implica que
v3(0) = 3, ¥}(0) = 4. Como v§(zy),3(2) son crecientes en zp se tiene que
n 2> 4. De la igualdad

P2 (z) +2(m+ Dzo(l — 28) V2P (29) + (v —m) (v + m+ 1) P (29) = 0
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conm=1m=20
P3(2) + 420(1 — 28) ™V P2 (z) + (v = 1){v + 2)P}(20) = 0
P(zg) + 220(1 — 22)~ 2P} (20) + v{v + 1) P(%) = 0
Como P2(z) = P3(zp) = 0, estas ecuaciones se pueden escribir como

(=l LV ) (B -0

Si la matriz es invertible entonces P2 (z) = P}(z) = 0y v = v}(zn) =
vi(20) = v§(z) = v3(z0) pero esto es imposible porque se necesita que para

ue v = ™™ entonces n > 3. Por lo tanto el determinante debe ser cero
& i 2

2
825

2
1=z

~r-)r+2) =0

2B+ -Dr+2)=r-1(r+2)
Zv+v+6) =1 +v-2
y por lo tanto usando el hecho que n < v, paran > 3

- v +1) -2 1/2> n(ﬂ+1)—2)1/2>‘z
"TAvlv+1) +6 “An(n+1)+6 L2

y por lo tanto zg > z,412. Como v(z) crece, entonces v2(zq) > V2 (zpq12) =
7+ 1 lo que es una contradiccién y se concluye que

Vi (20) > 13 (z).-

]
Teorema A.12 si 2y € (0,1) entonces
va(20) < 14 (z0).

Prueba. Supongamos que existe un v = v (z) = v}(2) vy sea n tal que
n<v<n+1 Como vJ*(0) = m+2j — 1 se tiene que v{ > 4, ¥{ > 5y por
lo tanto n > 5. De la propiedad

P;""'z(zo) +2(m+1)2z(1 - zg)_lng:"’Ll(zg) + W —-m){r+m+1)Pz) =0
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conm=2m=1
P}(z0) + 620(1 — )" /2P}(20) + (v = 2)(v + 3) P} (2) = 0
P}(z0) + 420(1 = 2) "2 P2 {z0) + (v = 1) (v + 2) P} (20) = 0
Utilizando el hecho que P}(2) = P}(2) =0

ba(1— )7 (v =2(w+3) | ( Piao) \ _,
1 dzo(1 =282 )\ P2z) ) T

Si el determinante es diferente de cero entonces v} = vi = v} = v}, lo cual
no es cierto, por el mismo argumento usado en el teorema anterior. Entonces
el determinante debe ser cero

2422
I—_Z(%Z(V_Q)(U+3)
, Vi+v-6
L i S ——

v+ v +18

y por lo tanto usando el hecho que n < v, paran > 5
vw+1) =62 nn+1) -6\
H=| """ 2| > Zn2
viv+1)+18 n(n+1) + 18 ‘

lo que implica
ve(z0) > 13(2n2) = 1

del lema (A.3) v} > v +1, implica ¥; > n + 1 lo que es una contradiccion,
por lo tanto

vh(z0) < v ().
B
Teorema A.13 Si z € (0,1) entonces v3(z) < vi(z)
Prueba. Supongamos que existe un zy € (0,1) tal que v = 12(2) = v7(20),
y sea n un entero tal que n < v <n+1. Como v*(0) = m+ 2j — 1, entonces
v =5, 18 =6y por lo tanto n > 6. De la propiedad

P2 (20) +2(m + 1)zl — zg)"l/zP;"“(zo) +(v—m)(v+m+1)P () =0
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conm=3,2,1,0

Pllz0) +820(1 — 23) 2P} {20) + (v = 3)(v + 4)P) () = 0

P} (20) + 620(1 — 23) 7"/ P} (z0) + (v = 2){v + 8)P}(20) = 0

P{z0) + 4201 = 28) 2P} (z0) + (v = D (v + 2) P} (20) = 0

P2(20) + 220(1 = 28)7 2P} (2) + (V){(v + 1)PY(20) = 0

Usando el hecho que Pfgzo) = P%(z) = 0 y nombrando o = z(1 — 22)" /2 e

T

invirtiendo para z§ = Z7.

8¢ (v—3)(v+4) 0 0 P4
1 it (v-2)(r+3) 0 P} 0
0 1 4 w-Dw+2) || P2 |~
0 0 1 2 pl
80 w(v+1)—12 0 0 P
1 ifes viv+1)—6 0 Py 0
0 1 4o vv+1)-2 || B2 | T
0 0 1 %0 P!

Haciendo A = v(v + 1)

8¢ A-12 0 0 P

1 6o A-6 0 Pl 0
0 1 de A-2 P2~
0 0 1 20 P!

El mismo argumento usado anteriormente implica que el determinante es
Cero.

80(480° + o(—6A + 12 =20 +12)) +8(12 — Mol + (A = 12)(A - 2) =0
3840 — T2(A - 4)a® + (A= 12)(A = 2) = 0.

Las soluciones para o son

1 .
0% = g5 (900 — ) £ V3192 - 1043 + 240) /%)
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Hacemos st = 02. Siv > 6 = ) > 42. Como 19A? — 104\ + 240 > 153
para A > 42 entonces sT > 0. s~ < 0 si y s6lo si 24(A? — 14X + 24) < 0
st y s6lo si 2 < A < 12 y por lo tanto s > s~ > 0. Por lo tanto 2z €

(73_ 1/2 o2 1/2 .
(ﬁ+o+) ) (‘TH;_) , se tiene que

st - 5~ 1
zg > min{ > } =1

145t 14s ) 1+s 145
96
22>1 - :
® =7 9A+60— v/3(19A2 — 104X + 240)1/2

Antes de continuar la demostracién requerimos probar la siguiente desigual-
dad

1 96 A1z L 68
9X +60 — V/3(19)2 — 104\ + 240)/2 © A+ 56 A+ 56
es decir
24 17
9X + 60 — V/3(19A% — 104 + 240)1/2 < X156
si y sdlo si

129\ — 324 — 17v/3v/240 — 104X + 1922 > 0
3(43X — 108) > 17v/3v/240 — 104X + 192

—4996 + 274X\ + 7TA% > 0

es creciente y para A = 42 positiva, por lo que la desigualdad es vélida. Por

lo tanto
/\—12_ viv+1)—12

> =
OTNT56 v(r+1)+56

S n(n+1) —12\"? S
z —_— z
’ n(n+1) + 56 s

como n < v

y por lo tanto v9(zg) > v3(za313) = n + 1 lo cual contradice la suposicién
inicial. Se tiene entonces v (zp) < v7(z) para z € (0,1). ®

Con los teoremas (A.10), (A.11), (A.12),(A.13) se tiene el siguiente teo-
rema
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Teorema A.14

W< < vl < <P <ud <ut <0 <o < < min(d, f).
Para probar que son los primeros once, basta notar que v* > v} param > 5,
v, > V3 en j >3, vh > v3 por el teorema (A.4), ¥4 > v) paral > 1, > 12

por el teorema (A.10), v > v paral > 1, vl > ) > 2 > 08 > 15 y vl > vg
para k > 5. Numéricamente ( ver [Baginski 2| ) se prueba que v3 < v{.
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Apéndice B
(Geometria Diferencial

En este apéndice se hacen las pruebas de los distintos resultados de geo-
metria diferencial utilizados en el curso de la tesis. Se utiliza Ja notacién y
terminologia tal y como se hace en el libro [Kreyszig).

B.1. Tensores, covariantes y contravariantes

Consideremos una superficie dada en forma paramétrica por las ecua-
ciones x(u), donde o = 1,2, x es el vector de coordenadas cartesianas
x = (z',2%,2%) y u* son las coordenadas curvilineas. En un punto de esta
superficie definimos los vectores tangentes por la relacidn

ox
ous’

Xa =
Las segundas derivadas se denotardn como

_ Fx
Xap = Ao

El elemento diferencial de longitud de arco esta dado en términos de la pri-
mera forma fundamental

ds? = dx - dx = (x,du®) - (xgdu’) = (X, - xp)dudv’ = gogdu®du®

con la definicién

Jap = Xa " Xp

205
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donde se utiliza la convencién de indices repetidos. Sobre una superficie, se
pueden definir distintas cantidades, las cuales pueden tener distintos signifi-
cados dependiendo del contexto en que se hable. Si se trata de una superficie
material, podemos hablar de la densidad en cada punto de la superficie, de su
temperatura, dichas cantidades corresponden a campos escalares. También
podemos definir un campo vectorial, que podria ser un campo de fuerzas
actuando sobre la superficie, o un campeo de velocidades etc. Las cantidades
mas generales que se pueden asociar a una superficie son los tensores. Los es-
calares, tales como la densidad o la temperatura o la longitud de arco, deben
tener el mismo valor independientemente de la parametrizacién utilizada, por
ello se llaman invariantes. Los vectores y tensores en cambio, dependen de
la base de vectores utilizada (en el caso de superficies de dimensién dos, en
cada punto de la superficie se puede definir un plano tangente y por lo tanto
una base que expanda dicho subespacio).

La forma en que se expresa esta idea matematicamente, en el caso de
vectores es la siguiente: Sean

o=l =2

u® = uu, u*)

—ay, 1,2

% = a%(u, u?)
un cambio de coordenadas, y definido sobre la superficie un campo vectorial
= a“X,, donde se utiliza como base, los vectores tangentes. Bajo el cambio

> vector se reescri mo v = a°xga, A = Fal:
de coordenadas este vecto be como aﬂxﬁ donde x; %

5 3ab
Usando la regla de la cadena x, = 5‘“—Bx5 y por lo tanto v = a%x, = a”%x‘g

Sue
de donde se puede concluir que

b
af = o2 —.
Ous

Toda cantidad que se transforme bajo un cambio de coordenadas de esta ma-
nera, se dice que a® son las componentes contravariantes de un vector. Existe
otra forma de representar vectores sobre una superficie. La construccién de
esta otra representacidn es como sigue: Podemos proyectar el vector sobre
los vectores tangentes, entonces se define la cantidad 6, = %, - v como la
componente covariante del vector v. Con el cambio de coordenadas podemos
ver 1o que pasa usando la regla de la cadena

ou® du

éﬂ=x5-v=xaﬁ-v
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y por lo tanto

ou®

'é?‘_L.Ew

Es la regla de transformacién para componentes covariantes de vectores. Es-
tos resultados se pueden generalizar para tensores, los cuales pueden ser
puramente covariantes, contravariantes ¢ mixtos.

De los primeros resultados que notaremos es que el tensor métrico sirve
para pasar de las representaciones covariantes a contravariantes y vicever-
sa. Como antes sea a, = X, -V = X, - a’xg, tomando la representacién
contravariante de v, y por lo tanto

ag = Qg

= gaﬁaﬁ-

Sea g°? el inverso de g,z tal que g™ gyz = 65. Esto implica que
= gaﬁ

En particular ¢2 = g,,9%° = 2. Si g = det(gap), al invertir el tensor, cada
componente de g*¥ debe tener la forma
922 : : g12 gu
g“ = gu:gn:‘_iv !]22: T (Bl)
g g g
Por la definicién del tensor métrico, se ve que es simétrico. Resumiendo y
generalizando para tensores de orden mas alto

9T, 5, =T°p, .5,
gasTsﬂl...ﬁ,. — Ta.ﬂl»-ﬂn (BQ)
95 =42

A continuacién definimos la segunda forma fundamental. Para su cons-
truccién consideremos una curva definida sobre la superficie parametrizada
en términos de la longitud de arco, x(ul(s),uz( )). Usando la regla de la
cadena podemos hallar la derivada x = x,4* y tomar la segunda derivada
% = X08u%uP + x,ii®. Sea n el vector normal, con la propiedad x, -n = 0,
por lo que X - n = Xqg - U o3P definimos el tensor de curvatura como

baﬂ =Xag' D

por lo tanto

% -0 = bogucu’
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De la teorfa de curvas se sabe que el vector principal vale p = %, donde « es
la curvatura. La cantidad X - m = kp - n es una medida de la curvatura, ya
que en el caso que p-n = 0 se trata de un plano. Derivando la relacién de
ortogonalidad x, - n = 0 se obtiene que

bag = Xep * Dl = —X, - Tig

Ahora, supongamos que queremos expresar las derivadas del vector normal,
en términos de los vectores tangentes

Ny = 1%,

Queda por calcular los coeficientes ¢X. Si tomamos el producto escalar en
ambos lados de la ecuacién anterior por x, se encuentra que

Ny Xo = CQXy " Xo = ClGr0
usando el hecho que n, - X, = —bay ¥ 910977 = 47, encontramos que
—brwgm‘ = Cg
por lo que se obtiene la férmula de Weingarten

Np = _ngﬁ (BS)

B.1.1. Simbolos de Christoffel

Estos surgen al plantear el problema de querer expresar las segundas
derivadas del vector de coordenadas x,s, como combinacidn lineal de los
vectores tangentes y el vector normal. Consideremos

Xog = FZ:BX’Y + bapnn (B4)

conocida como férmula de Gauss. Esta expresién permite recuperar la su-
perficie si son conocidas la primera y segunda formas fundamentales. Si to-
mamos el producto interior Xq.g - n = bag en la ecuacién (B.4), coincide con
la definicién del tensor de curvatura. Ahora, de la relacién de ortogonalidad
Xq + 1 =0, se tiene el producto interior Xag - Xx = [lgx, - Xy = T250 en
la ecuacién (B.4). Multiplicando por g** se tiene que F’;a = Xof * Xag™
decir, definiendo x* = ¢**x,

, €8
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Thg = Xa5-x* (B.5)
o de igual forma

LCape = Xag " X,
que sirve como definicién de los simbolos de Christoffel. Se observa que es

simétrico en los dos primeros indices. Del hecho que g,y = X, X3, si derivamos
con respecto a uP se tiene que

Gor B = Xag " X+ Xo - Xog

Gor8 = Faﬂ)\ + F,\ﬁa (Bﬁ)
Dsa = Drag + Tgar (B.7)
9o = Ipra + Lang (B.8)

donde se permutaron los indices. Sumando las dos primeras y restando la
tiltima recordando la simetria en los dos primeros indices se tiene

gor8 + P8,a — 98ax = 2Lagr
y por lo tanto

1
Cogy = 5(9(1,\,,3 + grg.0 — 9B (B.9)
Multiplicando por g**

1
Ity = Egk/\(ga/\,ﬁ + Orga — GBar)- (B.10)

A continuacién enunciamos la siguiente propiedad que conecta los simbo-
los de Christoffel con el determinante del tensor métrico. Si tomamos la
derivada de dicho determinante

0 2y Ogn D2, 02
= — - = =0y + ——g11 — 2012 —
G~ ur (911922 — (912)°) A 922 D g1 g12 u
usando (B.1)
99 1, 9922 x 129912 af
9r =9 |59 + 5 +2 Sy | = 997 Goby

usando (B.8)
9y = 99°%(Tpra + Targ) = 9(T5, + TS,) = 29T, (B.11)

Esta propiedad sigue valida en el caso de espacios con dimensién mayor
que 2.
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B.1.2. Transformacién de los Simbolos de Christoffel

Consideremos el cambio de coordenadas
u®* = ua(ﬁl,ﬂ2)
% = a*(ul, u?).
A continuacién denotaremos las derivadas respecto a la nuevas variables , del
vector de posicién como
_ Ox
%o = B
Entonces en cada sistema de coordenadas tenemos la formula de Gauss
Xof = Fzﬂx,v + baﬂn
X5e = [, X5 + byen0.
Utilizando Ja regla de la cadena
o
Xo = X3 _aua
on* oue N 0w
= Xyem— s + Xo———
ol = X5 e guB T 7 Juedul
Sustituyendo para X,g
ou* ot o*u’
— X
Ju® Juf Ou*ous
Por el hecho que los vectores x,, n son linealmente independientes, se pueden
igualar las componentes y por lo tanto
_, 0w oue 0*u°
Y —Te ~ - e
Faﬁx"/ - Fz\exd Su® Oub X5 Oucoub

Xag = [f‘;exa + 1_),\511]

Usando el hecho que

ou’

= X050
implica i o .
, 0U7 - 0u Ou i

BGur X gus ouP | Gusdu
que es |a regla de transformacién para los simbolos de Christoffel. Despejando
las segundas derivadas parciales se concluye que

%’ , 0w’ -, 0u 0uf

Guadaf = b5~ e gua oup (B.12)
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B.2. Derivada Covariante

El propdsito de definir la derivada covariante, es porque notamos que el
proceso de derivar por ejemplo el vector contravariante a%, no es un tensor,
es decir no cumple las reglas de transformacién para tensores bajo cambios
de coordenadas. Por ejemplo si tenemos el vector contravariante a® tal que

i — b ou”
oub
tomando la derivada parcial con respecto a #4? se obtiene
o0a®  0adf Bu’ Gu° e 0%ue Gu’
= ——t
dur  Qu” dur ouf Ousdu’ ouP
Utilizando (B.12) para las segundas derivadas se tienen que

oo _owfowone [, 0w, o v o
ouP  Qu® 0P dub

i1}
ou  TEOu~ Gu° | OuP

Usando el hecho que a*%% =" y J£27% — 4 implica

= — &
our duf ™

0a* daf Ou’ Bu” _
bl sf — T
= Lo + T

por lo tanto

0a™ - Oaf Ou’ 9a™
ATPe [ 7 nFﬁ el .
aw T8 (au” e ) 0w b

Si usamos la notacién

1ad

—a __ —TTa

0, = 70 +a’l'7,
0a®

8

ao=5-+ a T4,

observamos que la cantidad aﬁ, se transforma como un vector mixto de orden
dos ~
g Ou® 0u*
a.p = a'a—_—:——g
’ 7 0ur Ouf
De esta manera se ha encontrado una manera de obtener tensores de
orden mas alto mediante el proceso de derivacién. La expresién

1ed

ab =df +a'TL, (B.13)
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se llama derivada covariante del vector @®, en notacién mas compacta. De
igual forma se puede demostrar que

ag;g = QB — a,J‘ga (B14)
Para tensores de orden 2 se tiene que
Gapic = GaBo — Gyl 0y — Gayl '3, (B.15)
a®®, =a* , +a"TS, + a""’an (B.16)
al, =af  +ajls, —alT},. (B.17)

Estas expresiones se pueden generalizar para tensores de orden més alto,
pero para propdsitos de la tesis estas nos bastan. Entre las propiedades de
la derivada covariante, se tienen que cumple con las reglas del producto y la
suma de manera analoga a la derivada del cdlculo diferencial.
Notamos que la derivada covariante del tensor métrico vale cero por lo
siguiente:
Gapix = JoBx — Gyl 0 — ga’yrg,( = GaBx — (Foucﬁ +gra) =0
GaBix = 0 (B18)

Donde se us6 la férmula (B.8).

B.3. Parametros Diferenciales de Beltrami

Si definimos dos funciones escalares sobre la superficie, f(u!,u?), w(u!, u?),
entonces sus derivadas covariantes coinciden con las derivadas parciales,

fa=fa Wa=wa
son un par de vectores covariantes. Luego entonces la expresion
Vf-Vw=g" fawg
forma un invariante con respecto a cambios de coordenadas. Ademas
IVFI* = g% fafs

es el cuadrado del gradiente. Se puede generalizar el Laplaciano para sistemas
de coordenadas arbitrarios.

Af = (gaﬁf;a);ﬁ = gaﬁf;aﬁ
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B.4. Formulas de Mainardi-Codazzi

Surge la siguiente pregunta, si conocemos gag(u', u?), bag(ul,v?) la pri-
mera y segunda formas fundamentas, ;, Existira siempre una solucién al siste-
ma de ecuaciones diferenciales parciales dadas por la férmula de Weingarten
(B.3) y la férmula de Gauss (B.4)?. La respuesta es no , a menos que se
impongan ciertas condiciones de integrabilidad. La primera de ellas es la
férmula de Mainardi-Codazzi. La otra es la férmula de Gauss para la cur-
vatura. La teoria de las ecuaciones en derivadas parciales dice que si estas
condiciones se cumplen , entonces la solucién existe en una vecindad de un
punto del dominio.

Si suponemos que las soluciones son al menos C°, entonces se debe teer
que

3’(:}5 - OxXa
our AP

Estas relaciones se pueden escribir de la forma

Xapr = Xarg-
Determinando X, al derivar (B.4) encontramos que
are Obgap
af
Kagh = T T K +1"~3x~,\+ Fu .
Usando el hecho que ny = —b1x;, y Xex = ['7,X, +b.am, la expresion anterior
se escribe como

l‘l+b gn,\

'sg

abaﬂ
Xpfr = au/\

— B + T 5 [TiaXs +baan] + —n — baghlx,

Intercambiando términos y cambiando algunos mdlces se obtienen

8 ﬂfﬁ 13 (4 ab
Xafr = 0 S +T BF bmgbA Xy + C) 3 +Faﬁbﬂl\

Si intercambiamos los indices J, A

ore o
Ko = [ Zia s, baxbg} X, + [aoﬁx + rgAbPﬂ}

Si queremos que Xagx — Xaag = 0, ¥ COMO X,, 11 son linealmente indepen-
dientes, entonces la diferencia de cada coeficiente debe ser cero. En el caso

den Obay  Ob
] o af ar _
ballg — byl + 55 = =55 = 0.
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El hecho que las derivadas covariantes del tensor de curvatura estdn dadas
por

bagin = bapr — bpal'ty — ba,pf")"/3
barg = barg = bpaLag — baplhy

implica que la ecuacién anterior es equivalente a
baﬂ;/\ - baz\;ﬂ =0 (Blg)

que es la ecuacién de Mainardi-Codazzi. Igualando a cero los coeficientes de
X, se obtiene

R oxg = bogh — barb

o bien si multiplicamos por el tensor métrico g,, se tiene

Rrorg = bagbar — barbsr (B.20)

donde ‘
e _ O,
Ju? Juf
es el llamado tensor mixto de curvatura de Riemman, y la ecuacién como
férmula de curvatura de Gauss.

De la ecuacién (B.20) se nota que el primer par de indices y el segundo par
de indices pueden ser intercambiados sin alterar el valor de las componentes,
es decir

R7oxg = + Ioalin — Taal'ss

Rrang = Hapra

Ademas el tensor debe ser antisimétrico respecto a los primeros indices
R,—a/\ﬂ = _ch'r/\ﬁ

asi como con respecto a los iltimos dos
R,—az\ﬂ = _RTQBA

Las ecuaciones (B.19) y (B.20) constituyen las ecuaciones de compatibilidad,
y son las condiciones necesarias para que las férmulas de Gauss (B.4) y
Weingarten (B.3) sean integrables. La ecuacién (B.20) se necesita reescribir,
para ello definiremos el tensor de permutacién

1/2 -1z
€ap = ( 01/2 g ) e = ( —01/2 g )
-9 0 g 0
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Multiplicando por gq- la ecuacién (B.20)

org, are
ﬁ (a1 1 13
Gor aufi\ - gm-_au; + I‘aﬁ[‘m\f — ra)Fnﬁr = buﬁbx, - bﬂxbﬂf (BZl)

y notando que

apgﬁ ago‘rrgﬂ - I e
gUT—%\_ = EIE - gﬂga-r,)\ = a‘::f - Fgﬁ(rm\r + I“rAa)

donde se usé {B.7), ademas

oreg,  dla
o7 3up = "Bl
sustituyendo en (B.21)

araﬁr _ aPaz\T
out oup

— Loa(Tapr + Trgo)

+ FZ,\FTaG - FzﬁFTAU - baﬁb)cr - ba;\bﬂ‘r (B22)

Tenemos la siguiente observacidén

Observacién B.1 Sea la ecuacidn Tos — Ty, = 0 para o # 3, entonces
dicha ecuacidn es equivalente a £°9T,5 = 0.

Prueba. Desarrollando se tiene
EaﬂTaﬁ =Ty + 2Ty, = 512(Tu -Ty) = —512(T21 —Tp) =10
v por lo fanto
Tog —Tpa =10

para c # 3. &

Por las propiedades de antisimetria del tensor R, qxg, implica que es cero
siT=a 68 =\, por lo tanto la tnica ecuacién no trival es cuando 7 £ a'y
B# A

Multiplicando (B.22) por £°7¢%* se escribe la tnica ecuacién no trivial
como

g0 [8_F“ﬁ"

A + [oal7p0 + barbgr | =0

Expandiendo las sumas

iz = Tiazg — Tonnz + Foon + Tolaie = el e = I l220 + Polizs
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+hiabyg — bribas — byabyy + boyby =0

Por (B.9) se pueden calcular los simbolos de Chirstoffel en cada caso

Capra = 5(98rar + Gra,or — Gap,ra)
Tiize = %(912,12 + 92112 = G11,22)
Log = %(921,21 + 12,21 — 922,11)
—Ta21 = —%(9-22,11 + 21,21 — G1221)

_ 1
—lang = —3(g11.22 + 91202 — gor,12)

y la suma vale
G221 + g21,12 — 22 — Gaa,11-

Por lo que la ecuacién de compatibilidad toma la forma

2biibas — bizbia) = G121 + Gara2 — G122 — Goon + 20as (Dol — T5TS)

1
biiby ~ biabyy = 5(912,21 + goraz — G2z — Gz + Gan (DT — I T)
(B.23)

B.5. Meétrica de la Superficie Media

El sistema de coordenadas utilizado en la descripcién de cascaras consta
de los pardmetros que describen la superfice media (u!, %) y una componente
que es perpendicular a la superficie media u. Llamaremos E,4, Log, la primera
y segunda formas fundamentales de la superficie media. Se quiere demostrar
que la métrica en este sistema de coordenadas esta dada por

Gap = Eop — 2ulyp + uz_fwﬂg, Gia=0Gp =0, Gyy=1 (B.24)

Sea y = x + un, que es la descripeion del sistema de coordenadas.
Encontrando los vectores tangentes

Yo =Xq +ung + Jgn
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Y5 = Xg +ung + 30
porque u , = 5. Tomando el producto
Yo 'Y= Xa -x,3+u(xa 'nﬂ+x5'na) +u2nn'nﬁ'+
- (§5%e + 65%g) + un - (na3 + 03n5) + 6283
Por la ortogonalidad n - x, = 0, la férmula de Weingarten n, = ¢2x, y el
hecho que —L,p = 1, - X, la ecuacién anterior se reduce a
ya-yﬂ:xa-x5+u(xﬁ~ng+xﬁ-na)+u2na-nﬂ+5263

Gﬂg = FEu — 2ulyp + ’LL2M03 + 6‘;52

donde M,s = n, - ng. Del hecho que x,n no dependen de u se sigue el
resultado.

Una consecuencia inmediata es para los simbolos de Christoffel con un
indice igual a 3

1 ~
Tas = 3G (Gars + Grga = Gpan)-

del hecho que G** = &3 se tiene

1
Fiﬁ = E(Gaa'ﬁ + Ggﬁ,a - Gﬁarg).

Los dos primeros términos son cero por ser constantes y la derivada
(Gapslu=o = —2Las , por loqueen u =0

(T38)u=0 = Lagp- (B.25)

De igual forma

1 1
Ths = §G5'\(GQA,3 + Gz~ Gaap) = EGﬂAGa,\,S

implica
(T8s)uo = (Theumo = — L& (B.26)

Con esta métrica los simbolos de Christoffel con indice 3 doble son cero:
la demostracion se sigue de la férmula para los simbolos de Christoffel(B.10)
calculados con la métrica de la superficie media (B.24)

1

[ = gG“(GjA,k + Gy — Gijp)
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con k=3 |
Fgg = EGs’\(Gj,\,s + G — st,A)

Y del hecho que sélo G** = 1 es diferente de cero y constante, sus derivadas
se anulan y por lo tanto

. 1
3 _
Tjs = 5(Gaa + Gagy — Gajp) =0
Por la simetria en los indices inferiores
3
Iy =0.

De igual forma
1 .
I = §G“(Gm +Gajg — Giin)
con =23
1

Iy = EGk/\(GS,\,J +Gayp— Gaap) =0

porque (33 = 1 una constante. Por lo tanto

P =T5 =% =0 (B.27)

B.6. Geometria de la Esfera

Tomemos la representacién en coordenadas esféricas dada por

gend cos ¢ cos B cos ¢ —senfsend
x=FR | senfisend | xg=R | cosOsengd | xy =R | senfcose
cosf —senf 0

y el vector normal dado por n = ﬁx vy por lo tanto n, = _%%xa. La métrica

es gop = Xp - Xp = R%, gy = Xy - X, = Rsen?d, ademds ggy = 0. En forma
matricial
(1 0 w_ 11 0
_ - 28
Gap = B ( 0 sen2d )7 TR0 (B.28)

El determinante vale
g = R'sen’.
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Se observa que la segunda forma fundamental

-1 -1 1 0 ‘
bag = ~Ds* Xg = - Xa Xg = “lap = —R( 0 sen2d ) . (B29)

Los simbolos de Christoffel los calculamos con la férmula (B.10), en el
Caso qUE gog = 0 para o # 8

Q =
5
s =

1
2
Fcﬁm = ';,‘)gﬁﬁ (9apa + Gpaa — Goas) = _%gﬁﬁgaa,ﬂ
2
1
i
e = 28%%%a0,0

En el caso de la esfera, Ia tnica dependencia es respecto a 6 en gyp y por lo
tanto

o = 59" 9006 = 0

T4y = 50060 = 0

Fﬁg = —lgw.«?am =0

ng, =T = %Qﬁggae,cb =0

Ths = 36" ggs0 = —senfcos§

(B.30)

Para una funcién definida sobre la esfera w € CZ(92) su derivada covarian-
te sobre la superficie media se puede calcular por (B.14) como se hace a
continuacion

y — y (9 Y
Wiag = (uia)l,ﬁ‘ = (w\a)ﬂ - w,‘rraﬂ
Como la derivada covariante de un campo escalar coincide con su derivada

parcial, y desarrollando las sumas de indices repetidos para v = 8, ¢ se tiene
que

g ¢
Wag = Wag — wﬁl—‘aﬁ - w#’raﬂ

Por la simetria de los simbolos de Christoffel en sus {ndices inferiores, se sigue
que Wiag = Wige- LN particular

Wypg = Wes — w_gl"gg - w_&“% = W pg

. a 4 A
w|g¢. = ’{U,gé - 'wlgF9¢ - w‘¢1 86 — w,% - ’LU‘,pCOf.g (B31)
Wipe = Wop — Wolhy — wel's, = W e + wgsent cosf.
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El tensor de permutacién sera titil para escribir las ecuaciones de deformacion
de manera compacta y realizar varias manipulaciones algebriicas. Se define

comao
_ 0 g N 0 1
Eaf = ( IV Rsent | | g

Y la derivada covariante del tensor métrico vale
—_ _ I‘l _ 1-\2
Erzjk = E124 — €12l jp — C12l 9

con k=1
o 2
€1zl = €121 — €120

1z = Rcosf — R?senfeotd = 0

porque [}, = 0,2, = cotf y €1 = R%send.
Con k=2

_ _ 1 2 _
&322 = &2 — eralyy — €1l =0
porque I'l, = I'%, = £125 = 0. Por lo tanto

Engly =0 (B.32)

Una identidad atil es la siguiente
goreBu — goBgrn _ gougnB (B.33)

Lo cual se comprueba término por término. Primero el caso que ¢ = &, 8 =,
entonces £7%¢f4 = 0 = a™#a™ — g*a™ = 0, por lo que los dnicos términos

isti ‘ 12,12 _ 1
d:.sl:tmztos de cero son para 0"?1: K, F# i, en ese caso € _6 = Ten®
a''a® — a'%0? = a'a?? = -l dado que el tensor métrico es diagonal en
el caso de la esfera. De manéra similar para cada componente se llega a la

identidad.

A continuacién mostramos el lema de Ricci en el caso particular de la
esfera. Si w € C? definida sobre la esfera, entonces

Wigpn = Wiggs — Sen’Bw g = wiggy — sen’fuw,g

(B.34)
Wgsy = Wigge — W = Wiggs — We.
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Los resultados se siguen al desarrollar las derivadas covariantes. Sea w;; un
tensor de segundo orden (que después serd wjy;), entonces su derivada cova-
riante es

(i) ik = Wijh — Wa; 5 — Wig Sk
Para cuestiones de célculo, tenemos la correspondencia entre los indices 1
para la variable 8 y el indice 2 para la variable ¢. Ademas de (B.31),

Wi = W
w12 — Wacotd
“Wop = W oy + w1 8enf cos d

Wie

y de (B.30)
Iy =Th =T, =T,=Ty=0
I}, = —senf cos 0
2, =T% = cotf.

En particular

Wzl = Wa2) — Waal'9) — wael'

— 1 2 1 2
’LU2-2|1 = (w,22 + senf cos Ow,l),l — w12T21 — w22F21 - ’LUQ]F21 - w22r‘21

Il

Wazp1 = W1 + senf cos Bwy; + (cos? 6 — sen?F)w — 2(w 22 + send cos dw ) cotd

W = Wa2 + senf cos Bw,” —wp— 2w_22cot9

donde se usé el hecho I'}, =T'l, =0 . Por otro lado

W2 = Woy,2 — Wa1l'9) — wael'y

— 1 1 2 2
Way2 = (’LU’21 - COt()’tU’z),z o U}11F22 - ’LU21F12 - w21F22 - w22F12
Wa1z = W1z — COtOW 22 + wiysend cos 6 — (w o + send cos w, ) cottd

Warjz = W12 — 2¢0t0w 22 + w11 senf cos & —~ cos?w

donde se us6 el hecho que I'4, = '}, = 0 . Tomando la diferencia

wie2r — W21z = —(1 — cos’ Nw, = —senQGw,l.
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De manera similar

J— 24 1#3
wz = Wi = Warl' Ty — Wial'Ty

— s 1 2
Wiz = wip — 2(wnly +wally)

e = W12 — 2(1(),12 — 1U’QCOt0)COt9

1l

wig = W2 — 2w acotd + 2cot29w,2

donde se usé6 el hecho que T'}, = 0. Por otro lado
Wiz = W21 — waarfﬁ — wialg,
wiz = (w2 — wecotd) | — wiel}, — weal? — w T3 — winl,
wpa = (w101 + w,zm — cotbw g ) — (w s — cotbw o) cott

W21 = W21 +Wa (ﬁ -+ COﬁ@) - 2(30t9'w'21

donde se us6 el hecho que I'}} =T}, =T'%, = 0. Si restamos se tienen

Wiz — W = 2c0t?wy — wa (o + cot*h)

— 2 1
Wi — W = W (COt & — _ﬂ)

sen

. _ cos?g—1\ _ ,
Whiz — Wiy = W ( eond ) = "Wz

Por la simetria de wy; = wj; se sigue que Wigsg = Wigge ¥ Wiggs = Wigse- Con
lo que se prueba el resultado.



Apéndice C
Programa

En este apéndice se muestra el funcionamiento y cédigo empleado en la
obtencidn de las grificas. Decidi incluir el programa por €l hecho de que no es
demasiado extenso y es sencillo conceptualmente, el cual podria ser de interés
para las personas que quieran verificar los cdleulos. El programa estd escrito
en Mathematica v.5.

C.1. Descripcion de Funciones

v [k, m_, 20, esta funcién calcula las constantes de normalizacién da-
dos un dngulo z = cosfy v enteros k,m donde 9, es la apertura del
cascardn, k, m son los modos de las funciones de Legendre.

= Generatelkf_,mf.,60], esta funcién calcula los valores propios p[k, m|
para valores de k,m en el intervalo k € [L,kf],m € [0,mf]. La idea
que se usa para construir los valores propios consiste en empezar para
zp = cosfy = 0 es decir a un dngulo de 7/2 puesto que se sabe que a
dicho 4ngulo los valores propios estdn dados por v[k,m| =m+ 2k —1.
después se varia z; y se calculan las raices de la funciones de Legendre
con la condicién inicial de la raiz anterior hasta llegar al valor del dngu-
lo de inierés. Los valores propios son guardados en la matriz plk, m]
de dimensién kf, mf + 1, posteriormente se utilizard un algoritmo para
ordenar este arreglo en orden creciente.
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w afn_, kf_,mf.], esta funcién tiene como entrada n indicando que se pi-

de informacidn respecto al n-ésimo valor propio de la matriz de valores
propios |k, m]. Tiene como salida el valor de « y el modo que corres-
ponde al n-ésimo valor propio, es decir los enteros k, m. Para lograr su
propdsito se auxilia de la funcién Modes(z., kf_].

Definitionsial_, €8, £ tiene como propdsito encontrar las ecuaciones
de Gauss y Weingarten en la variable 8 para la esfera deformada. To-
ma como argumentos el parametro a correspondiente al espesor de la
placa y 0, que representa la vecindad alrededor del polo de la esfera,
donde se dan las condiciones iniciales del sistema, £ que es el valor de
la perturbacién. En lo que respecta a las variables internas, = son las
coordenadas de la esfera unitaria, w, f son las funciones de curvatura y
esfuerzos respectivamente dadas por las funciones de Legendre, Ak, m]
es la presién critica en el modo correspondiente, afa, 8], ai{a, 8] son el
tensor métrico y su reciproco de la esfera no deformada, g|c, 8], gila, A
son el tensor métrico y su reciproco de la esfera deformada, Iefa, 8, &
son los simbolos de Christoffel de la esfera unitaria , I"[ev, §, x| son los
simbolos de Christoffel de la esfera deformada, Fley, 8] = fas-

Solve Equations|80., €0_], esta funcion resuelve las ecuaciones de Gauss
en la variable #. Tiene como entrada la apertura del cascardn 8, y el
didmetro de la vecindad en el polo €8 y como salida da la superficie
paramétrica x(8, ¢) = (', 2%, 2%)

A continuacién se presenta el cédigo.
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C.2. Cédigo

. 3 12
e[k ,m , 20 J:= (1/ (n’u[k, n] (uk, m] - 2) H[LLeqendreP[v[k, nl, m, 2] dz]])
benerate[kf , mf , 88 ) := Block[{v8, dv, r, A ={}, 20, x, m, k},
Ie[ee > x,
11

dvs=.5, dv=.25];
28 = Cos [807] ;
Dol
vi=m+2k-1;
Ba{
v = v + dv;
While] LegendreP[vl, m, 207 LegendreP[v0 « dv, m, 20] > 6, v8 = v8 + dv]:
r = FindRoot [ LegendreP[x, m, 20}, {x, v0)}, ReowracyGoal —» 5, MaxTterations —» 1008];
\LES ¥ &
vk, m] = vi;
plk, m] = v@ {v@+1):
s (K, 1, RE}], {(m, 0, mE}]:
Dofcik, m) = cf[k, m, 20], {(k, X£}, {(m, &, mL}]:
Print [Table[plk, m], {k, k£}, {m, 0, m£}]]:
]
dlfafn ,kf ,mf ]:a Block[{ll, B, oxd},
R=Table[ulk, m], {m, 0, mE€}, {k, 1, k£}]1:
B = Sort[Flatten[R]]:
ord = Ordering[Flatten{A]]:
It[n « Length[{B] - 1,
{!‘loor[; (‘\fn[[n]] B[[n+1]] + ¥ B[[n+1]1 B[[n+2]1] 1] ¥odos[oxd[[r + 1]], kt}}]
1
Hodos{z , kf_] := BRock[{n, m},
B = Modfz, kKf]:
m = Quotient [z, kE ]
{n+kf DiscreteDeltaln], m - Discretebeltalnl}
IE
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Definitionsfal , 280 , £ ]:a
Block[{r, Legint, w, £, 2, G, a, ai, Te, I, DexCov?, F, g, b, Gi, eq, Bt, v, a8},
x{8] « R{Sinfuf1]] Cosfu[2]], Sin[u[1]] Sinfuf2]], Com{uii]]};
r[1) = B[r[8], w[1]):
r[2] = D[ri0], wi2l]}:
LegInt » FunctionIntexpolation[Legendra?[v[k, m], m, Cos(P1 1, (9, @, BB}1:
¥[8 , & ]:e § cik, m] LegInt (6] Cosim¢l;

e , ¢ 1:=

8. 8]
i,y Lo

vy
uld, m]
6= {{1, 8}, {8, Sinfu[1]1)*}}:
ala_, 8 ] :=&f[al1[L21):;
alla_, B )~ Inverse[G1[{=]11C[£]1:

A[_,n Ji=pfd, ]

Tefa , 8,3 J:= Zaillr 1} % {p[Evaluato[a[f, A]], ulal] +P[Evaluate[al2, all, w[f]] -
biEvaluate[ala, #]1]1, u[211);

Ta,B k] gqilly k] -; (D{Evaluate[g(#, A1), ula}] «P{Evaluata(g[A, al], uiB]} -
D[Evaluate[gla, £]1, w[2]1);

2
DerCov2[w_, §_, ¢_]:=D[w, s[p], uisl] - 3,DLw, u(31ITels, v, 31;
by

DexCovz[f[n[1], u[2]], 2, 2]
sim[u[1]? :

Fi2, 2] = Sinfa[1]]? DerCov2{£[u{1], w{2]], 1, 11:

F[1, 2] = - PexCav2[£[u[1}, w[2]], 1, 2];

PLz, 1] = F[4, 2]:

Fi{i,1] =

Ftia (1-vB{1+p[k, m]1)) £[ufl], u[2}1;
2
Dofgla, 8= %— { {1+v0) F[a, A + ala, Bl Fti) » R afa, 81, la, 1, 2}, (B, 1, 2}|:

R
bo[bla, ] = o (ala, 3 {-a® + W[}, w2]]) « DerCovRwlull}, ui2]], « B, {a, 2}, {8, 2}];

51 = TnverseTeble[g{i, 31, (1, 2}, {3}, 2}]11:
Dofgifa, A} =G4 [[a310181], {a, 2}, {8, 21]:
ed = Flatten{Join]

Table [DExfi, a)[u[1}], u[1]] s

SwmiTla, 1, yI=(L, yJ(w[il], {¥, 2}] « Bla, L] nld]{wi1}) ; {a«, 2§, (i, 3}],

Table [DmfiT[a{1]], »{1]] :« Swa[-gife, k] b[1, #] x[i, ki[w{i]], {k, 2}, (&, 2}], {1, 3}],

Table[x{i, al(e®] « ela][[1]] /. (w[1] - 0, w[2] - ¢}, {1, 3), {a, 2}],

Table[n{i][e8) «= e [8][{1]] /R /. {u[l] - &, e[2] - @}, {1, 3}]

1:
ea/l. {¥0->.25, R 1, Rt (1-2A[K, n] L3-v0) a2

a?

}:

s &, E‘—bal}
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SolveEquatim[eo__, € ]:= Block[( faup, Superficie, ey, var, sol, eyg?2, var2, s0l2, r}, :
r[0] = {Sirn[u[1]] Cos{u[2]], Sin{u{1]] Sin{u[2]], Cos[u{1]]}:
rf1] = Dr[0], u(1]]:
r[2] = DI{r[0], u[2}}:

feup = {8, 6, 0}:

Swperficie = {{}, {}, {}):

Do[
eq = Equa /. {u{2] - ¢}:
var = Flatter{Join[Table(x[i, «f, {i, 1, 3}, {«, 1, 2}], Table(n{i], {1, 1, 3}11]:
80l » HDSolve[eq, vaxr, {u{l], 0, 60}];

eqg?2 = Flatten[Join[Table [D[x[L1]1[6]1., €] == {(x[i, 2]1{6] /. =01 [[1]11}. {1, 1, 3}]1.
Tahle[x[1][€6] == r{61{{11]1 /. {u[1l] —» €9, u[2] - ¢}, {4, 1, 3}11]:

var? = Tahle[x[1], {1, 1, 3}]:

2012 = ¥DSolve[eq2, var2, {8, @, 60)}]:

Table[fsup[{i]] = x[i] /. sol2[[1]], {i, 1, 3}]:
Do[

RppendTo[Superficie[[1]], (@, ¢, tsup[[i]](@] /. sed2[[1]])} ]:
T

I er el ' — ’ ’ ’ H

{e, 8, 80 N[ﬁo]] {1, 1, 3}]

, {¢, 8, 2m, 27"’30)]?

Do[fsup[[i]] ~ Interpolation[Superticie[[1]]1], (i, 1, 3}]:
tsup

ik

C.3. Ejemplo

Aqui se muestra un ejemplo de como se coordinan las funciones para
encontrar la superficie deformada. Se define el valor de la apertura del cas-
carén 90, se da el tamano de la matriz de valores propios km, mf, se llama a
Generatelkf, mf,80] para que genere la matriz de valores propios, se define
la vecindad en el polo €8, a[7, kf, mf] encuentra un valor de « apropiado que
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presente bifurcacién, y el modo que le corresponde, en este caso en particu-
lar se busca el séptimo modo bifurcado. De finitions|a, €6, 100} obtiene las
ecuaciones de Gauss para una perturbaciéon & = 100. Finalmente se resuelven
las ecuaciones y se mandan graficar.

N
9= —:
3

28 = Coz[60]:

kf=6;

mf < 7;

Generate{kf, mf, 60);
feable[alfall, kf, m£}, (i, 1, 18}]
€@ = 107;

{a, {k, m}}=alfa[?, ki, mf)

Equa = Definitions[a, €2, 108];
501 [1] = SolveEquations {506, e&] :

ParametricPlot D [({Sed [1][[111[6, ¢], Seod [1]1[[2]1(&, ¢], Sol [1][[311(6, ¢1},
{8, €8, 68}, {¢, 0, 2m}]
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