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Capítulo 1 

Introducción 

El propósito de esta tesis es el de hacer un estudio sobre los posibles es­
tados deformados de un cascarón esférico cuando lo sometemos a UD campo 
de presión externo. Este tema se encuentra ampliamente estudiado en los 
artículos [Baginski 1], [Baginski 3], [John], [Knightly&Sather], [Koiter] . Con­
ceptualmente no existe ninguna dificultad para entender el problema, sim­
plemente se tiene un cascarón esférico soportado sobre un plano horizontal 
sobre el cual actúa un campo de presión uniforme. 

Históricamente, Euler plantea el problema de una barra sobre la cual 
actúa una tensión horizontal. Se encuentra que para valores de la tensión 
menores a un cierto valor crítico, la barra no sufre deformaciones verticales, 
a dicho estado se le llama la solución trivial. Pero a medida que la tensión 
aumenta más allá de la tensión crítica, aparecen nuevos estados en los que 
la barra se puede encontrar, donde se tiene deformación vertical. 

Desde esta perspectiva, una parte importante del problema es saber cual 
es la tensión crítica que la estructura puede soportar sin que se presente 
el combamiento. La otra parte consiste en saber como son los estados de­
formados. En nuestro caso tenemos varios objetivos en mente. Por un lado 
construir un modelo para los cascarones elásticos lo suficientemente elabo­
rado como para que permita la existencia de estados deformados. Por otro 
lado, encontrar la presión crítica donde se esperan cambios de estructura, 
y posteriormente conocer la forma que tomará la superficie después de la 
deformación. 

En esta tesis se utilizan las ecuaciones de John de orden más bajo [John], 
las cuales son deducidas y manipuladas en los capítulos (2),(3). Esto se hace 
de manera autocontenida, a excepción de las estimaciones de John, puesto 

5 



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 

que para su deducción son necesarios elementos de la teoría de ecuaciones 
elípticas, tema que se encuentra fuera de los objetivos de la tesis. Se deducen 
bajo la suposición de que hay deformaciones pequeñas, pero a diferencia de 
los modelos para placas delgadas tales como los modelos de Von Kármán 
[Ciarlet], no se hacen suposiciones acerca del tamaño de los desplazamientos, 
ni se supone una simetría con respecto al eje z. 

Las ecuaciones de John se deducen a partir de la elasticidad tridimensio­
nal. Para ello se hace uso del concepto de superficie media, lo que permite 
reducir el problema de un cuerpo tridimensional a uno bidimensional. Las 
ecuaciones de John forman un sistema de cuatro ecuaciones tensoriales que 
junto a las ecuaciones constitutivas (que relacionan las tensiones con las de­
formaciones), forman un sistema cerrado de doce ecuaciones. 

El primer par de las ecuaciones de John corresponden al balance de esfuer­
zos y momentos, y el otro par son las llamadas ecuaciones de compatibilidad. 
Estas surgen de consideraciones geométricas; es decir, son las ecuaciones de 
Gauss y Mainardi-Codazzi, condiciones necesarias para que dadas la primera 
y segunda formas fundamentales de una superficie, estas en efecto representen 
una superficie. 

Cabe mencionar que el sistema de ecuaciones es aproximado, inclusive las 
ecuaciones de compatibilidad. Esto tiene la consecuencia desagradable, que 
la primera y segunda formas fundamentales de la superficie deformada, al 
ser soluciones aproximadas, no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad 
exactas y por ende no representan una superficie. Este hecho es observado 
en el artículo [Koiter, pág 21, ec 5.13]. 

En el capítulo (3) se demuestra que es posible reducir el sistema de doce 
ecuaciones, a sólo dos en términos de la función de esfuerzos f y la función 
de curvatura w junto con las condiciones de frontera apropiadas para un 
cascarón simplemente soportado sobre un plano horizontal. Este estudio se 
encuentra en el apéndice del artículo [Knightly&Sather, pág 360-364]. 

Para obtener las condiciones a la frontera, se hace un balance de fuer­
zas entre la componente total en la dirección z de las fuerzas externas y las 
tensiones internas en la dirección z sobre la frontera. Las ecuaciones de defor­
mación tienen soluciones triviales, las cuales se encuentra que corresponden 
a una esfera de radio menor al de la esfera no deformada. 

En el capítulo (4), utilizando las técnicas usuales del análisis funcional, 
es posible encontrar la formulación débil de las ecuaciones de deformación. 
Se hace un estudio del espacio de energía H y de los operadores abstrac­
tos encontrados en el transcurso de la formulación y se encuentra que las 
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ecuaciones en el espacio abstracto H toman la forma 

1 
f + aAw + 2B(w ,w) = O 

w - aAf - >"Aw - B(w, J) = O 

donde la existencia de los operadores A y B está garantizada por el lema de 
lliesz. El operador lineal A : H -+ H es compacto y autoadjunto, además 
el espectro de A está relacionado con el espectro -~, en el sentido que si 
-~u = J.Lu entonces J.LAu = u. El operador bilineal B : H x H -+ H tiene 
la propiedad que (B(u , v),w) es simétrico para el producto escalar definido 
en el espacio H. El parámetro a es constante y vale :!:r donde h es el espesor 
de la cáscara y R el radio de la esfera. La variable>.. es el parámetro libre 
relacionado con la presión externa. 

En el capítulo (5), se reduce el problema de encontrar estados de defor­
mación a encontrar bifurcaciones de la ecuación 

L;..w + aQ(w) + C(w) = O 

donde L;..w es un operador de Fredholm y lineal, Q( w) es la parte cuadráti­
ca y C(w) es la parte cúbica. Sabemos que las posibles soluciones no triviales 
de la ecuación anterior se dan para los valores de >"k tales que el opera­
dor L;"k es no invertible es decir dimK er L;"k = n =f:. O. Se demuestra que 
la presión crítica donde es posible la existencia de estados deformados es 
>"c = min{>..nl>"n = J.Ln + ,,2, J.Ln E a( -~)}, que pone de manifiesto la relación 
entre el operador lineal .L; y -~, es decir, L;"k w = O si -~w = J.LkW. 

En este mismo capítulo se aplica el método de Liapunov-Schmidt para ob­
tener las ecuaciones de bifurcación: esencialmente se propone que la solución 
es la combinación lineal w = u EB U donde u E K er L;"k y U al complemento, 
hecho que da una ecuación en el núcleo y otra en el complemento. El princi­
pio de contracción de Banach garantiza la existencia de U. De esta manera 
demostrar la existencia de estados deformados, se reduce a demostrar la exis­
tencia de soluciones a un sistema de ecuaciones de dimensión n en el núcleo 
del operador. 

Para demostrar la existencia de estados deformados se aplica la teoría 
del grado topológico, la cual da resultados de existencia en función de la 
dimensión del kernel y las propiedades de la parte cuadrática y cúbica . Se 
encuentra que las soluciones genéricas están dadas cuando dimKerL;"k = 1; 
este caso es estudiado con detalle. Una vez demostrada la existencia de la 
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solución débil, se demuestra que es Coo y es solución fuerte, estos son los 
llamados teoremas de regularidad. 

Finalmente, en el capítulo (6) se realizan cálculos numéricos para en­
contrar las superficies de los distintos estados deformados. Del hecho que el 
método de Liapunov-Schmidt encuentra la solución en la vecindad de la pre­
sión crítica, es posible recuperar la primera y segunda formas fundamentales 
de la superficie deformada. 

Es un hecho conocido en geometría diferencial, que es posible recuperar la 
superficie x(O, cP), si se satisfacen las ecuaciones de compatibilidad. Aquí en­
contramos el problema que las formas fundamentales de la esfera deformada 
satisfacen ecuaciones de compatibilidad aproximadas y no las exactas; como 
consecuencia, el sistema de ecuaciones que recupera el campo de desplaza­
mientos no es consistente (las ecuaciones de Gauss (B.4)) . Sin embargo, lo 
que se propone en esta tesis es considerar sólo la mitad de las ecuaciones, las 
cuales son consistentes, y dan toda la información geométrica para encon­
trar lo que podría pensarse es la superficie deformada, de hecho la superficie 
encontrada es una aproximación a O(e:02). 

Los cálculos numéricos son originales, pese a la dificultad conceptual de no 
poder recuperar el campo de desplazamientos, de manera formal a través de la 
primera y segunda formas fundamentales. En [Baginski 4], Baginski utiliza un 
método numérico de Galerkin para hallar la solución exacta de las ecuaciones 
de deformación, con ello pretende continuar las ramas de bifurcación más alla 
de la presión crítica, de igual manera recupera la superficie deformada de las 
ecuaciones de Gauss y Weingarten. 

Nuestros calculos numéricos son independientes, y sólo recuperan la su­
perficie en la vecindad del parámetro partiendo de un analisis a primer orden, 
lo que permite apreciar con más claridad la simetría de las soluciones. 

Se incluyen tres apéndices, en el apéndice (A) se hace un estudio detallado 
del espectro dellaplaciano -b. sobre cascarones esféricos. Los valores propios 
son solución a la ecuación P::'(zo) = O, que son las funciones de Legendre 
como función de v. Este tema se encuentra ampliamente discutido en el 
artículo [Baginski 2]. El principal resultado de este apéndice es el siguiente: 
si ví: es la k-ésima raíz de la ecuación P::'(zo) = O, entonces las 11 primeras 
raíces son simples y están ordenadas por las desigualdades 

1 o 1 2 o 3 1 4 2 o 5 . (3 6) < VI < VI < VI < V2 < VI < V2 < VI < V2 < V3 < VI < mm V2 , VI . 

La consecuencia es que para cascarones, la dimensión del K er L>. es uno para 
los primeros once estados deformados. 
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El apéndice (B) toca los temas de análisis tensorial y geometría diferencial 
utilizados a lo largo de la tesis, aplicados en particular a la geometría de la 
esfera. En estos apéndices se puede encontrar todo lo necesario para entender 
la tesis. 

El apéndice (C) contiene el código utilizado en la obtención de las gráficas. 
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Capítulo 2 

Ecuaciones de J ohn a primer 
orden 

En este capítulo se hace una deducción de las ecuaciones de John a primer 
orden. El orden de exposición es el siguiente: En la primera parte se obtienen 
las ecuaciones constitutivas, para ello se requieren estudiar las propiedades 
termodinámicas de las deformaciones, esta parte se hace con poco detalle 
pero sirve para justificar la relación que existe entre los esfuerzos, la energía 
libre de Gibbs y el tensor de deformación. A continuación se obtienen las 
ecuaciones de equilibrio bajo la suposición que los esfuerzos varían de manera 
lineal en la dirección normal a la superficie media. Y por último se obtienen 
las ecuaciones de compatibilidad que es una condición necesaria que debe 
satisfacer toda superficie. 

2.1. Termodinámica de las deformaciones 

Consideremos un cuerpo elástico que parte de un estado inicial sin de­
formación a otro con deformación. El propósito de esta sección es calcular el 
trabajo realizado por una deformación infinitesimal. 

El sistema de coordenadas, utilizado en la descripción de cáscaras, consta 
de los parámetros que describen la superfice media (u1

, u2 ) y una componente 
que es perpendicular a la superficie media u. Llamaremos EafJ , Lar), la primera 
y segunda formas fundamentales de la superficie media. Como se demuestra 
en el apéndice de geometría (B.24) la métrica del sistema de coordenadas 

11 
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referido a la superficie media está dada por 

donde se toma la convención que las letras griegas toman valores 1,2 Y las 
latinas 1,2,3. Una forma de escribir la expresión anterior es 

Gij = ÓfÓ1Go:/3 + óN; 
donde ó1 es la delta de Kronecker. Cualquier punto en la vecindad de la su­
perficie media puede ser localizado dando un punto sobre la superficie y la 
coordenada u en la dirección normal. Sea gij la métrica del cascarón defor­
mado y Gij la métrica del cascarón sin deformar. Sean Ui las coordenadas 
curvilíneas, Xi las coordenadas espaciales en el estado no deformado y Xi las 
coordenadas espaciales del estado deformado. 

Definimos el tensor de deformación como 

1 
éij = 2(gij - Gij ) 

Del hecho que la métrica define la longitud de arco , ds2 = gijdUidUj y 
dS2 = GijdUidUj para el estado deformado y el no deformado respectiva­
mente, entonces ds2 - dS2 = (9ij - Gij)dUidUj . 

En el caso de tratarse de deformaciones infinitesimales hacemos el si­
guiente análisis. Sea Ui = Xi - Xi , se llama vector de desplazamientos de 

3 3 

la cáscara. En este caso dS2 = ¿ dX¡, ds2 = ¿(dXi + dUi)2. Usando el 
i=1 i=1 

3 
hecho que dUi = ¿ Ui,kdxk implica que a primer orden en Ui,k se tiene 

k=1 
3 

ds2 - dS2 2 ¿ éikdxidxk donde hemos llamado al tensor de deforma-
k,i=1 

ciones éik 

1 
é -k = -(u -k + Uk -) '1 2 '1, ,1 

Supongamos que el cuerpo no deformado sufre una deformación ÓUi. Supone­
mos que las fuerzas internas están dadas por Fi = tik;k' Esta última expresión 
sirve como definición del tensor de esfuerzos, el cual tiene una interpretación 
de fuerzas actuando sobre elementos diferenciales de area. Ahora el trabajo 
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SupC'rfid(' media 

Figura 2.1: Superficie media 

realizado por las tensiones internas por unidad de volumen vale tik;kJUi' y la 
suma total de trabajos internos está dada por 

Iv JRdV = Iv tik ,kJUidV 

Integrando por partes, y considerando que los términos de supeficie se pueden 
hacer cero al mandar la superficie al infinito y pedir que el tensor de esfuerzos 
sea cero, se tendría 

Iv JRdV = -Iv tikJUi,kdV = -Iv ekJE;ikdV 

Si permitimos que el volumen ocupe todo el espacio 

JR = _¡-{;tikJéik 

porque dV = y'gdU1dU2dU3 , dV = ..JGdU1dU2dU3 . Ahora, en un proceso 
reversible se tiene dU = TdS - dR = TdS + Pctikdéik' donde U es la energía 
interna. Introduciendo la energía libre de Gibbs como W = U - T S se tiene 
que 
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Por lo que se concluye 

a temperatura constante. De tal forma, si conocemos una expresión para la 
energía libre de Gibbs en términos del tensor de deformaciones (2.3) podemos 
recuperar el tensor de esfuerzos internos con la ecuación anterior. 

2.2. Estimaciones del Tensor de Esfuerzos 

En el artículo de John [John), se aplican técnicas de la teoría de las 
ecuaciones elípticas para obtener estimaciones a priori de los esfuerzos y sus 
derivadas, es decir, se calcula el orden de magnitud para las derivadas de 
tensor de esfuerzos 

A continuación se enuncian los resultados obtenidos por John para dichas 
estimaciones. En la tesis no se demuestran sus estimaciones, debido a que el 
estudio general de las ecuaciones elípticas se encuentra fuera de los propósitos 
de esta tesis. 

Se define el parámetro () de la siguiente manera 

()=max (~,Ii,ve) (2.1) 

donde h es la distancia de la superficie media en dirección normal a una 
de las caras de la cáscara, D es la distancia mínima de un punto sobre la 
superficie hasta la frontera de la superficie media, € es la magnitud máxima 
de la deformación que pueda sufrir el cascarón, R es el radio de curvatura 
media de la superficie en el punto en cuestión . El término ~ es una medida 
de los efectos de borde, si estamos lejos de la frontera se espera que los 
efectos de borde sean pequeños. El término ~ es pequeño por el hecho que la 
placa es delgada. El término Vi será pequeño bajo la suposición que tenemos 
deformaciones pequeñas. Se define el parámetro ). como 

h h 
). = 7i = min(D, VhR, Vi)· 
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Se asocia a las derivadas del tensor de esfuerzos tk¡k2,i ¡i2 ... i n la cantidad 
_ r3 r3 r3 r3 r3 

J.L - uk¡ + Uk2 - Ui¡ - Ui2 - . . . - Uin 

donde óf es el símbolo de Kronecker. Y definimos el exponente 

{ 
J.L si J.L ~ O 

7r= ~((-1)1'-1) si J.L<O· 

Entonces la regla general para la derivada de los esfuerzos es 

(2 .2) 

o bién 
t k¡k2 ,i¡i2 ... i n = O(eA -no"} 

Respecto a las coordenadas de las superficie media y por el hecho que el 
espesor de la cáscara es pequeño, podemos hacer un desarrollo de Taylor en 
la coordenada u normal a la superficie media, de tal forma que el tensor de 
esfuerzos se escribe como 

toP = Top + aopu + O(e02
) 

donde Top = top\u=o, aop = toP,3\u=O. Para las derivadas de orden más alto 
se usa la regla de John para top,33 con J.L = -2 , 7r = O, n = 2 Y por lo tanto 
O(top,33h2) = h20(-[2) = O(e02

) . 

Se observa que el tensor de esfuerzos y su derivada calculada sobre la 
superficie media, están relacionados con los esfuerzos y momentos totales 
que actúan sobre una placa de espesor 2h, como se muestra a continuación 

r¡oP = r topdu = 2hTop + O(eh02) 
J-h 

j h 2 3 (2 2) mop = topudu = -h aop + O eh O . 
-h 3 

Lo que implica que a primera aproximación, suponiendo que e, O, h son pe­
queños 

r¡oP = 2hTop 

2 3 
mop = 3h aop· 

Este resultado se utilizará para hacer la conexión con las ecuaciones obte­
nidas por Koiter [Koiter] por métodos variacionales, las cuales sirven de base 
para obtener las ecuaciones de deformación, utilizadas en esta tesis para la 
deformación del cascarón esférico. 
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2.3. Ecuaciones Constitutivas 

A continuación se derivan las ecuaciones constitutivas que relacionan los 
tensores de esfuerzo Tof3 Y momento C7of3 con los tensores de deformación cof3 

y curvatura Pof3. 

Como en el artículo de John [John] suponemos una expansión en serie 
de Taylor de la energía libre de Gibbs W. Utilizaremos indistintamente las 
representaciones covariantes y mixtas de los tensores involucrados en las de­
ducciones, es decir , emplearemos t of3 o su representación mixta t~ = gf3l<tol< . 

Consideraremos que el estado no deformado del cuerpo corresponde al estado 
en el cual no hay fuerzas externas, entonces cuando el tensor de deformación 
es idénticamente cero cof3 = 0, los esfuerzos internos también son cero. Como 

tf = 'ª ~ por lo dicho anteriormente se tiene que las derivadas de la V 9 vE¡ 

energía libre de Gibbs son cero ~ = O. Y por lo tanto en el desarrollo de la 

serie de Taylor de W no aparecen' potencias de ef, es decir, no hay términos 
lineales. Además, como la energía libre es un escalar, cada término del desa­
rrollo de Taylor también debe ser un escalar. Con las componentes del tensor 
cf se pueden formar dos escalares de segundo orden s? = (ci)2 y S2 = c~cf· 
Por lo tanto el desarrollo en serie debe ser de la forma 

W = ~(c:? + ¡.tC~c~ + O(c3
) 

A 
W = 2s~ + J.1.S2 + O(c3

) 

donde se tomó Wo = 0, la energía de referencia. Las cantidades A, J.1. se llaman 
coeficientes de Lamé. Dichos coeficientes se pueden expresar en términos del 
módulo de Young E y el módulo de Poisson 1/, dados por J.1. = 2(1!V) Y 

A = 3(1~2V) - 3(1!V) = (1-20(1+v) véase [Landau, ec 5.9]. Si escogemos las 
unidades de fuerza tales que E = 1, se encuentra que la energía libre se 
escribe como 

1 2 3) W = 2( )( ) (l/SI + (1 - 21/)S2) + O(c . 
1 + 1/ 1 - 21/ 

(2.3) 

donde SI = el, S2 = e;ci, S3 = e;c{cf y 1/ es el módulo de Poisson. El tensor 
de esfuerzos se puede expresar como 

tm = (G) 1/2 8W 
t 9 8c:r, 

(2.4) 
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y utilizando la regla de la cadena se tiene que 

(2.5) 

Teorema 2.1 La ecuación constitutiva que relaciona el tensor de deforma­
ción con el tensor de esfuerzos se encuentra dado a primer orden por la 
siguiente expresión 

é o f3 = 2~E [(1 + v)rof3 - vr:,'Gof3 ]. (2.6) 

Prueba. La prueba consiste en calcular cada término de la ecuación (2.5). 

El término (~) 1/2 se aproxima al calcular el determinante de gr' , esto es por 

que det(gr') = det(Gjkgki ) = det(Gjk)det(gki) = ~, la primera igualdad se 
sigue porque gik es un tensor de orden dos en la métrica Gij y se pueden 
aplicar las reglas para subir y bajar los Índices al multiplicar por Gjk. Para 
calcular el determinante anterior, se nota que 

Para tener un tensor mixto respecto a la métrica sin deformar, multiplicamos 
por el tensor métrico por lo que 

" k Gjk 1 "" 
t:1 = GJ éik = T(gik - Gik ) = 2(gf - óf) 

donde la primera igualdad vale por las propiedades del tensor métrico. Por 
" "Ói 

lo que gf = 2(t:1 + t) . En forma matricial 

calculando el determinante de la matriz 
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desarrollando los productos 

y por lo tanto 

y 

det(gf) = ~ = 1 + O(é) 

(~) 1/2 = JI + O(é) = 1 + O(é) (2.7) 

A partir de las definiciones de los escalares SI, S2, S3 en términos de d, se 
pueden calcular sus derivadas, es decir 

de manera similar 
aS3 m {3 
at;i = 3é{3éi · 

m 

Las derivadas de la energía libre se calculan de la serie de Taylor para W 
(2.3) por lo que 

VSl 2 

WS 1 = (1 + v)(l _ 2v) + O(é ) 

W
S 2 

= (1 - 2v) + O(é2) 

2(1 + v)(l - 2v) 

Por lo tanto la expresión para el tensor de esfuerzos a orden 2 se obtiene 
al sustituir estos resultados en la ecuación (2.5) 

(2.8) 
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Resolviendo para cf', multiplicamos por Ói' , se tiene, sumando sobre m = 
1,2, 3 

v . l · ~ tm = ¿Óm + __ ¿ = __ J _ 

m (1 + v)(l - 2v) J m 1 + V J 1 - 2v 

y por lo tanto 
ci' = (1 + v)ti' - vt:Ói' + 0(c2

) 

o bien valuando sobre la superficie media 

Que escrita en términos del tensor de esfuerzos r¡a{3 = 2hTa{3 Y desprecian­
do los términos 0(c2) por el hecho que son pequeños se tiene el resultado 

ca{3 = 2~E [(1 + v)r¡a{3 - vr¡:Ga{3] , 

donde se multiplicó por el módulo de Young E para recuperar las unidades 
de fuerza convenientes . 

• 
A continuación deduciremos otra ecuación constitutiva que relaciona el 

tensor de momentos ma{3 con el tensor de curvatura Pa{3 = ba{3 - bafJ . 
Se requiere de la siguiente observación, donde se muestra como se conec­

tan los símbolos de Christoffel de la esfera deformada con los de la esfera no 
deformada. 

Observación 2.1 Sean t;k los símbolos de Christoffel de la superficie de-
formada, si 

C i 1 ir( ) 
jk = 29 9rj ;k + 9rk ;j - 9jk;r (2.9) 

donde la derivada covariante se toma respecto a la superficie sin deformar, 
y 9ij es el tensor métrico de la superficie deformada, entonces 

t;k = r;k + C;k 
Prueba. 

La prueba de este resultado se sigue al desarrollar las derivadas covarian­
tes en la definición de C;k, es decir, ver (B.15) 

Ci _ 1 ir( r 'Y r 'Y 
jk - 29 9rj,k - 9'Yj rk - 9r-y jk 
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+grk,j - g-ykr;j - gr-yr7cj 

-gjk,r + g-ykr]r + gj-yr7cr) 

Por la simetría del tensor métrico y la de los símbolos de Christoffel en sus 
dos primeros índices, se cancelan varios términos y por lo tanto 

Ci 1 ir ( ) ir r 'V jk ="2g grj,k + grk,j - gjk,r - 9 gr-y lej · 

Usando el hecho que el primer término es la definición del símbolo de Chris­
toffel en la métrica gik, ver (8.10), y que gir gr-y = o~ se tienen que 

C;k = r;k - r;k· 
• 
Lema 2.1 Sea go{J la métrica en términos de la superficie media deformada, 
entonces del tensor de curvatura Po{J = b{Jl{J - bO{J, donde bO{J, b{Jl{J son las 
segundas formas fundamentales en los sistemas de la superficie deformada y 
la no deformada respectivamente, entonces 

PO{J = -(éo{J;3)u=O 

Prueba. Por la expresión que se demuestra en el apéndice (B.25) , que en el 
caso de la superficie deformada se escribe como 

- - 3 
bO{J = ro{J 

Con esta observación se tiene que 

(2.10) 

donde se usó (B.25) para la superficie no deformada. El término C!{J = 
!g3r(gro;{J + gr{J;o - gO{J;r) , se reduce observando que en las coordenadas de la 
superficie media, se tiene que g30 = O para Q = 1,2 Y g33 = gg = 1 en u = O, 
ver (B.24) . Entonces 

C!{J = ~(930;{J + g3{J;0 - 90{J;3) = -~(go{J;3)lu=o 
y por lo tanto al sustituir en (2.10) se obtiene 

(2.11) 
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donde se usa el hecho que co./3 = Hgo./3 - Go./3) y que la derivada covariante 
de Go./3 es cero, ver (B.18) . • 

Con esto tenemos el siguiente teorema 

Teorema 2.2 Si mo./3 es el tensor de momentos y Po./3 el tensor de curvatura 
entonces la ecuación constitutiva que relaciona dichos tensores está dada a 
orden dos por 

(2.12) 

Prueba. 
Sustituyendo la ecuación (2.6) en (2.11) y haciendo uso del desarrollo en 

Taylor para el tensor de esfuerzos 

to./3 = To./3 + ao.{3u + O(dP) 

para obtener la derivada to./3 ,3 = ao.{3, se tiene la ecuación constitutiva 

Po./3 = -(1 + /I)ao.{3 + /la~Go.{3 (2.13) 

Esta ecuación se puede invertir para obtener ao.{3 en función de Po./3' Para 
ello multiplicando por GA/3, se tiene 

PA = -(1 + /I)a A + /la'Yl/ o. o. 'Y o. 

Si multiplicamos por c5~ 

P~ = -(1 + /I)a~ + /la~2 

donde se usó el hecho que c5~c5~ = 2. De donde se obtiene 

'Y_~ 
a'Y - (/1 - 1) 

Sustituyendo en (2.13) se tiene 

-1 
ao./3 = --2 ((1 - /I)Po.{3 + /lp~Go./3) 

1-/1 

o multiplicando por ~ Eh3 , en términos del tensor de momentos 
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donde se multiplicó por módulo de Young E para recuperar las unidades 
de fuerza apropiadas. _ 

Nota: En lo sucesivo se tendrán cuatro tipos de derivadas covariantes, 
; será la derivada covariante en la representación del espacio respecto a la 
superficie sin deformar, ; ; será la derivada covariante respecto a la métrica de 
la superficie deformada,j será la derivada covariante sobre la superficie media 
sin deformar y jjla derivada covariante sobre la superficie media deformada. 

2.4. Ecuaciones de Equilibrio 

Requerimos del teorema de la divergencia en sistemas generalizados de 
coordenadas. La idea básica es el darse cuenta que cualquier cantidad in­
variante es independiente del sistema de coordenadas utilizado. El teorema 
de la divergencia involucra precisamente una relación integral entre dos in­
variantes, la divergencia AQóQ Y el producto escalar AQnQ. En coordenadas 
cartesianas se expresa como 

Iv \7 . AdV = fs 1· ñdS 

En un sistema arbitrario el resultado es válido por el hecho de ser invariantes 

Los esfuerzos internos están dados por ¡o: = tOl{:J ó{3 • La interpretación de la 
cantidad tOl{:Jn{:J es la componente de fuerza por unidad de area en dirección 
X Q, sobre el elemento de superficie con normal n. Después de la deformación 
la suma de fuerzas tanto externas como internas debe ser cero, por lo tanto 

donde p es la presión externa uniforme. Al aplicar el teorema de la divergen­
cia, el segundo término del balance de fuerzas es cero, puesto que el gradiente 
de una constante es cero, por lo tanto 
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donde las derivadas covariantes se toman respecto a la superficie deformada. 
Se obtienen las ecuaciones de equilibrio 

Desarrollando las derivadas covariantes en términos de las símbolos de Chris­
toffel (ver B.16 ) 

o = tOfJ,fJ + tkfJf'~fJ + tOkf'~fJ' 

Usando la conexión para los símbolos de Christoffel f'jk = qk + c;k se tiene 
que 

tOfJ,fJ + tkfJ(r~,fJ + CffJ) + tOk(r~fJ + cffJ) = O 

Y por lo tanto las ecuaciones de equilibrio respecto a la métrica de la superficie 
sin deformar son 

(2.14) 

Estas ecuaciones se pueden escribir de manera compacta, tal y como se de­
muestra en el siguiente teorema 

Teorema 2.3 Si se define el pseudo tensor de esfuerzos en sus tres formas 
equivalentes debidas a las propiedades del tensor métrico de subir y bajar 
índices (B.2) 

Tm = (J..)1/2 tm _ WJm , G , , 

Tm = (J..)1 /2 tmgs _ WJm 
1 G s 1 1 

Tm = (J..)1 /2 tmSg . _ WJm 
1 G s'Z 1 

(2.15) 

las ecuaciones de equilibrio toman la forma 

Ti';. = O. 

Prueba. Se tiene por las propiedades del tensor métrico de subir y bajar 
índices que t';'gt = gkstkmgt = tkmgki, cambiando el índice mudo se puede 
escribir como tsmgsi' Por lo tanto 

(2.16) 
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El término W;i se calcula de la siguiente manera: Como W(c.m) depende 
del tensor de deformación, su derivada covariante con respecto a Ui vale 

8W 
W·i = --Csm·i, 

I 8é sm ' 

por el hecho que la derivada covariante de un campo escalar coincide con la 
derivada parcial ordinaria. 

De la ecuación (2.4) escrita de la forma 

8W = (1. f/2 t"m 
8csm G 

se tiene que 

(2.17) 

donde se usa el hecho que Cm. = H9ms - G ms ) y la derivada covariante 
Gsm;i = O (B.18). Además 

Como se muestra en el apéndice de geometría diferencial (B.ll) 9,m = 29f~m' 
G ,m = 2Gr~m y por lo tanto 

Usando el hecho que tms satisface la ecuación de equilibrio, (2.14): 

Sustituyendo estas expresiones en (2.16) 

m _ (9) 1/2 ( r ms rs m mr s ms 1 m. ) 
Ti;m - G Cmrt 9si - t Crm9si - t Crm9.i + t 9si;m - 2t 9.m;i 

Los dos primeros términos se cancelan por el hecho que están sumando índices 
mudos, es decir C;"rtm. = C~ktms = C:ktTS = C;::,.trs , y notando que de la 
definición para los coeficientes Cjk 

C i 1 ir( ) jk = 29 9rj;k + 9rk;j - 9jk;r 
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renombrando índices 

es 1 ~( ) 
rm ="2g g>.r;m + g>.m;r - grm;>. 

multiplicando por el factor gsi 

contrayendo por _tmr se tiene que los índices r, m se pueden permutar y por 
lo tanto 

Cs tmr tmr + 1 tmr 
- rmgsi = - gir;m "2 grm;i 

se obtiene el resultado 

Tm ( g ) 1/2 ( t mr 1 t mr t ms 1 t ms ) i;m = G - gir;m + "2 grm;i + gsi;m - "2 gsm;i = O . 

• 
Es un buen momento para dar las condiciones de frontera sobre la su­

perficie deformada en el interior. Es decir, no se consideran las condiciones 
de frontera en los bordes, estas serán consideradas en el siguiente capítulo. 
Suponemos que la única fuerza externa que actua sobre el cascarón es la pre­
sión, la cual supondremos uniforme. Por lo tanto las condiciones de frontera 
son de la forma 

t"3 = t~ = O, t 33 = t~ = -p 

Q = 1,2, u = h 
tm3 = O para u = - h. 

Para el tensor de pseudo esfuerzos (2.15) se tiene 

r.3 = (!!...)1/2t3g~ - W 153 
t G s t , 

implica 
T3 = O r3 = _(~)1/2p - W 

" , 3 G 
Q = 1,2, u = h 
T! = O, T] = -W para u = -h. 

(2.18) 

(2.19) 
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Para obtener las ecuaciones que describen la deformación de la superficie 
media, se consideran como variables independientes éo.f], Po.f], To.{J, ao.{J defini­
dos sobre la superficie deformada, dando un total de doce variables. Las doce 
ecuaciones que darán el sistema cerrado son las seis ecuaciones constitutivas, 
tres ecuaciones de balance de fuerzas y las tres ecuaciones de compatibili­
dad. A continuación derivamos las ecuaciones de equilibrio. De la ecuación 
de balance en términos del pseudo tensor de esfuerzos 1'l!'m = O, tomando la 
convención que los índices con letra griega toman los valores 1,2, las primeras 
dos ecuaciones de equilibrio se pueden reescribir como 

T i - T{J T 3 - T{J T 3 T 3rfJ - O o.-i - o. -fJ + 0.-3 - o. -fJ + o. 3 - (J 0.3 - , 
) I J , I 

donde en la última igualdad se usó la definición de derivada covariante para 
el término TJ;3 = TJ,3 - Tgr!3 (Apendice B.14) . Por otro lado, se tiene la 
fórmula para los símbolos de Christoffel, ver apéndice(B.lO) 

fJ _ 1 fJ>. ) r 0.-, -"29 (9).0. ,-, + 9-,>. ,0. - 90.-, ,>' 

Como se muestra en el apéndice de geometría (B.24), la métrica referida a la 
superficie media está dada por 

donde eo.fJ, bo.fJ , mo.{J son las primera, segunda, tercera formas fundamen­
tales de la superficie deformada. y 90.3 = O para Q = 1,2 Y 933 = 1. Esto 
implica que 

90.fJ,3 = 90.fJI3 = - 2bo.{J 

Sustituyendo esta expresión en la definición de los símbolos de Christoffel 
sobre la superficie media se tiene que 

9fJ >' 9{J>' 
r!3 = 2(9)'0.,3 + 93>' ,0. - 90.3,>') = 2( -2b>.0.) = -~ 

del hecho que 93>',0. = 90.3,>' = O Y 90.{J;3 = -2bo.{J. Por lo que las ecuaciones de 
equilibrio valuadas sobre la superficie media se escriben como 

(2.20) 

El siguiente teorema da una ecuación aproximada a la ecuación de equilibrio 
(2.20) en términos del tensor de esfuerzo sobre la superficie media To.fJ. 
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Teorema 2.4 Sea TofJ el tensor de esfuerzos valuado sobre la superficie me­
dia y teniendo en cuenta que Tt = t~ + O(e) , entonces los términos de la 
ecuación (2.20) tienen los siguientes ordenes 

Tt 1fJ = Tt 1fJ + O(é02 / >.) 

T! = T! + O(é2) = O(éO) 

Ti"" = O(é0
2
/>.) 

T! 3 = O(c02/>.) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

y por lo tanto la ecuación de equilibrio (2.20) a primer orden en é sobre la 
superficie media es 

T!lfJ = O(é02/ >.) 

En términos del tensor de esfuerzos sobre la cáscara TlofJ = 2hTofJ' Y del hecho 
que é, O son pequeños se pueden despreciar el lado derecho de la ecuación 
anterior, es decir 

(2.25) 

Prueba. En el artículo de John [John, ec (20)] se encuentra la siguiente 
representación para el tensor de pseudo esfuerzos 

Este resultado muestra que a primer orden 

(2.26) 

En particular para u = O, m = 3, i = a y recordando (2.8), donde se ve que 
O(t) = O(é), se tiene la primera parte de (2.22) 

(2.27) 

(2.21) se obtiene al derivar (2.26) y valuar sobre la superficie media, por 
el hecho que Tt 1fJ = Tt 1fJ + 20(t)O(tol<;fJ). De la regla de John con /-L = 0, 7f = 
0, n = 1 se tiene tOI<;fJ = O(é/ >.) y por la relación constitutiva (2.8) se tiene 
que O(t) = O(é), Y por lo tanto Tt 1fJ = Tt 1fJ + 20(é2 / >.). De la definición 
para O (2.1) se tiene que 02 = O(é) implicando (2.21). 

Para obtener la segunda parte de (2.22) , tenemos de las condiciones 
de frontera (2.18), tfJ3 = ° para u = -h. Se puede aplicar el teorema del 



28 CAPÍTULO 2. ECUACIONES DE JOHN A PRIMER ORDEN 

valor intermedio, con lo cual tP3 = O(tP3.3)h Y de la regla de John para 
tP3.3 con J.L = 0,7r = O, n = 1 se tiene tP3.3 = O(cj'\) y como consecuencia 
tP3 = O(cj '\)h = O(cO), y sobre la superficie media T~ = O(cO). Y como 
T~ = O(T~) se tiene que 

TJ = O(dJ). (2.28) 

La primera y segunda formas fundamentales para la esfera se calculan en el 
apéndice (B.28),(B.29), donde se observa que dependen de R únicamente 

gap = O(R2) 
gaP = O(~) 
bap = O(R) 
~ = gKPbaK = O(~) = O(Oj'\) 

(2.29) 

donde se usó la definición de O, véase (2.1), para encontrar el orden de R, 
02 = O(hjR) Y por lo tanto 1jR = O(02jh) = O(Oj'\). 

Para probar (2.23) se usan (2.22) y (2.29), por lo que 

TJ~ = O(c02 j ,\). 

Para estimar el segundo término T~ 3 (2.24), utilizamos las condiciones de 
frontera T~ = O para u = ±h (2.19), ~scritas en términos de serie de Taylor 

3 (3) ( 3 ) h
2 

3) h
3 
(3 ) Ta = Ta u=o + h Ta.3 u=o + "2 (Ta.33 u=o + "6 Ta.333 U=V¡ = O 

3 (3) ( 3 ) h
2 

( 3) h
3 
(3 ) Ta = Ta u=O - h Ta.3 u=O + "2 Ta.33 u=O - "6 Ta.333 U=V2 = O 

valuadas en h, -h respectivamente y algunos valores intermedios Vi, V2. Con 
esto se tendrían dos ecuaciones en h y -h que al restarlas implican que 

( 3 ) h
3 

3 ( 5) h Ta •3 u=o + "6 (Ta •333 )u=0 + O h = O 

Utilizando la regla de John para t3a.333 con J.L = -2,7r = O, n = 3 se tiene 
h2T~.333 = O(h2c,\-3) = O(c02j>..), y por lo tanto 

(T!.3)u=0 = O(h2IT!.3331) = O(dP j>..) 

Sustituyendo estas estimaciones en la ecuación (2.20) se obtiene la prime­
ra ecuación de equilibrio , la cual se puede interpretar como el balance de 
esfuerzos tangenciales a la superficie media. 

(2.30) 
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Con lo que se prueba el teorema _ 
Para obtener la otra ecuación, que tiene la interpretación de balance de 

momentos respecto a la superficie media, consideremos la tercera ecuación 
de balance 

i _ i I i . I _ 
T3;i - T3,i + T3r 1i - r¡r 3i - O, (2.31) 

donde el lado izquierdo se desarrolló usando la definición de derivada 
covariante para un tensor mixto de orden 2 (B .17) . 

Si usamos la convención de que los índices con letra griega toman los 
valores 1,2, Y los índices con letras latinas toman los valores 1,2,3, entonces 
la ecuación se escribe como 

Tf,O; + Ti,3 + T~rfO; + TJr~3 -7tr~0; -7?r~3 = O. 
Los símbolos de Christoffel con índice 3 doble se anulan (B.27) , por lo tanto 

Tf,O; + Ti,3 + T~rfO; - 7tr~0; = O 

Usando nuestra convención de índices griegos para 1,2 se tiene 

TJrfO; = TfrpO; + Tir~O; 

y 

Como consecuencia 

Tf,O; + Ti,3 + TfrpO; + Tir~O; - T;r~O; - Tfr~O; = O. 

Cancelando el último término por tener índice 3 doble y notando que Tf ;O; = 

Tf,O; + Tfr'fiO; 

Tf;O; + Ti,3 + Tir~O; - T;r~3 = O. 

Usando el hecho que r~3 = -~ valuado sobre la superficie media 

Tf!O; + Ti ,3 - Tib~ + T;lf! = o. (2.32) 

Esta es la ecuación de balance de momentos valuada sobre la superficie media 
u = O. De esta ecuación se tiene el siguiente teorema 

Teorema 2.5 Sean aO;{J, TO;{J los tensores de momento y esfuerzo respecti­
vamente, calculados sobre la superficie media. Los términos de la ecuación 
(2.32) sobre la superficie media tienen las siguientes estimaciones 
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1. T] = O(dP) 

2. T; = T; + O (dJ2) 

3. T]b~ = O (f:02hj A2) 

4. Tf¡o = ~h2u"7I"Yo + 0(f:02hj A2) 

5. Tl,3 = -~0",B"Y1,B"y + T°,BPo/J - f¡¡ +0(f:02hjA2) 

Con estas estimaciones se obtiene la ecuación aproximada de momentos 

1h2 O"f P 0,B 0,B_0(02hj\2) 3 O" l"Yo - 2h + T Po/J + T/J cr;, - f: A. 

En términos de los esfuerzos y momentos totales se tiene la ecuación de 
momento 

(2.33) 

Prueba. 
Prueba 1. Para probar la estimación (1) utilizamos la relación (2.26) lo 

que implica T] = fa + O(e) y por lo tanto T] = O(tD . Como t~ = O para 
u = -h, por el teorema del valor intermedio implica que t~ = 0(t33,3)h, de 
la regla de John con /-L = 1,1r = 1,n = 1 se tiene t33,3 = O(f:OjA) y por lo 
tanto t~ = O(f:OhjA) = 0(f:02) . • 

Prueba 2. La estimación (2) se prueba de (2.26), es decir, T! = t~ + 
0(t2). Por la relación (2.8) , O(t) = O(f:), Y por la definición de O, (2.1), 
O(f:) = O((P) y por lo tanto T! = t~ + 0(f:02) .• 

Prueba 3. La estimación (3) se sigue de (1) y del hecho que para la 
esfera (B.29), ~ = O(~) = O(Oj>..) = 0(hjA2), por la definición de 0(2.1) . 

• 
Prueba 4. Para la estimación (4) usamos las condiciones de frontera 

(2.19) escritas en términos de su serie de Taylor, es decir 

Ti = (TJ)u=o + U(TJ,3)U=O + ~u2(TJ,33)U=O+ 

1 3( 3 1 4 3) ( 5) 6U T,B,333)u=O + 24 u (T/J,3333 u=o + O h = O 

para u = h, -h. Si sumamos estas dos ecuaciones sólo quedan las potencias 
pares y por lo tanto 
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( 3) 1 2 3 1 4 (3) ( 6) Tp u=O = -"2h (Tp,33)u=O - 24 h Tp,3333 u=o + O h 

Notamos que Tl = G3jToj por la propiedad del tensor métrico de subir 
índices, y por (B.24) G33 = 1 Y G30 = O, implica Tl = T o3 y de hecho sobre 
la superficie media (Tl)u=o = (T03)u=o = (GoPTJ)u=o = EOP (TJ)u=o donde 
Eop = (Gop)u=o. Multiplicando la ecuación anterior por EOP y usando el 
hecho que (Tl)u=O = EOP(TJ)u=o se tiene que 

(Tl)u=o = _~h2GOP(TJ.33)U=O - 214h4GOP(TJ,3333)u=o (2.34) 

Primero se requiere la siguiente observación 

Observación 2.2 Las estimaciones de John valen lo mismo para las deri­
vadas parciales como para las derivadas covariantes, en particular 

Es decir 
TJ;33 = O(TJ,33) 

Prueba. Calculamos Tl33 de la definición de la derivada covariante 

lo que implica 

TJ;3 = TJ,3 + T:r~3 ' 
Por otro lado la derivada covariante de un tensor de orden dos se calcula en 
el apéndice (B.15) y por lo tanto 

TJ;ij = (TJ;ib = (TJ;i),j + T:;ir~j + TJ;krfj 
En el caso particular que i = j = 3 se tiene 

Por el hecho que la métrica está dada respecto a la superficie media, los 
términos r:p con índice 3 repetido al menos dos veces son cero (B.27), 



32 CAPÍTULO 2. ECUACIONES DE JOHN A PRIMER ORDEN 

T$;33 = (T$.3 + T~rp3),3 + T~;3rp3 

T$;33 = T$.33 + T~(rp3),3 + T~,3rp3 + (T~,3 + T;r~3)rP3 
Usando el hecho que (rp3),3 = -(bp),3 = O para u = O por la fórmula (B.26) 

TJ;33 = T$.33 - 2T~,3bp + T;b~bp. 
valuada sobre la superficie media u = O. Utilizando los hechos que en el caso 
de la esfera 

• E",8 = 0(~2) = O(~) 

• ~=O(~)=O(~) 

• TJ = O(cB) 

• T3 = 0(0{12) 
a,3 A 

Las primeras dos estimaciones valen por (B.28) y (B.29), la tercera por 
(2.22) y la cuarta por (2.24), por lo tanto 

TJ;33 = TJ,33 - 20 (c~2) O (~) + O (Oc) O (~:) 
de donde se concluye que 

3 3 (c03
) T,8;33 = T,8,33 + O ~ 

• 
Para estimar Ea,8h4 (Tg,33du=o = 0(h4 (T,83,3333)) en la ecuación (2.34), 

usamos la regla de John (2.2) con f.L = -3, 'Ir = -1, n = 4 y por lo tanto 
0(h4 (T,83,3333)) = h~2E. de aquí que la ecuación (2.34) se escribe como 

(Ta"')u=o = _~h2 Ea¡3(TJ;33)U=O + 0(c02hj >.). 

Por otro lado, del par de ecuaciones de equilibrio en la forma 11;"1 + T$;3 = O, 
tomando la derivada covariante respecto al índice 3, multiplicando por Ea,8, 
se tiene que Ea,8T$;33 = - Ea,811;'Y3 y por lo tanto 

(Ta"')u=o = ~h2 Ea,8(11;'Y3)u=o + 0(cB2hj>.). 



2.4. ECUACIONES DE EQUILIBRIO 33 

Por el hecho que T'YCl ;'Y3 = T'YCl ,'Y3 + O(t2b3 que se obtiene al derivar (2.26), 
además O(eb3 = O(t)O(tCl'Y;'Y3) = O(c)O(chj .>.2) al utilizar la regla de John 
con ¡.L = -1,71" = -l,n = 2 Y de la definición de () mostrando que e = O(()2). 

(Tf)u=o = ~h2 ECl~(t;;'Y3)u=o + O(c()2hj .>.). 

(Tf)u=o = ~h2 ECl~ E'Y/J(t/J~ ;'Y3)u=O + O (c()2hj .>.). 

que es equivalente por la propiedad (B.2) aplicada al Índice ¡.L. Dado que 
(t/J~;3)u=O = a/J~ implica t/J~;'Y3 = a/J~;'Y 

Usando la propiedad del tensor métrico tanto que su derivada covariante vale 
cero (para poder entrar o salir de la derivada covariante como constante) , 
así como su propiedad de subir y bajar Índices (B.2) se tiene que 

Tomando la derivada covariante y contrayendo respecto a a se obtiene 

(2.35) 

Ya que la derivada covariante de los términos en h4 están representados por 
h4T 3Cl;3333Cl Y por las estimaciones de John con ¡.L = -3,71" = -1, n = 5 se tiene 
h4T3Cl ;3333Cl = h40(c.>.-s.>.jh) = O(ht()2j.>.2). Con esto se prueba la estimación 
(4) • 

Prueba 5. Para probar ( 5) utilizamos las condiciones de frontera (2.19) 

en la definición del tensor de pseudo-esfuerzos Tt = (Z;) 1/2 t;" - W 8;" , se 

tendría que T; + (z;) 1/2 p + W = O del hecho que t~ = -p para u = h 
y T; + W = O para u = -h. Tenemos los siguientes desarrollos de Taylor 
valuados en h, -h respectivamente 
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Si restamos el par de ecuaciones sólo quedan las potencias impares y divi­
diendo por 2h se tienen la siguiente ecuación 

( 
3 h

2 
3 ) T3,3 + W,3)u=O + 3! (T3,333 + W,333 u=O+ 

1 (g) 1/2 I 6 
2h G P u=h + h4

(Tt,33333 + W,33333)u=O + O(h ) = ° (2.36) 

Las estimaciones del último término se calculan con la fórmula de John 
h4'T' h40( A-

4
) h3 

con l' = -3,7r = -1, n = 5 de tal forma que .L33,33333 = éh =);4é = 
l!..82c 
A2 <;. 

dJ2h 
h4(T33 ,33333)u=O = y 

Para W,33333 se usa el hecho que W,3 = (f;)1/2tmkémk,3 dada en (2.17) y 
la relación lineal entre éofJ Y tofJ (2.8) , se tiene que W,3 = O(tmk )O(émk,3) = 
O(é)O(tmk,3) implica h4W,33333 = h40(é)O(t33,33333), donde utilizando la re­
gla de John con l' = -3,7r = -1, n = 5 implica 

é2h3 é282h 
h4(W,33333)u=O = O( y) = O( ~) 

El mismo argumento utilizado anteriormente implica que 

con la regla de John con l' = -1, 7r = -1, n = 3 implica t33 ,333 = O(~) por 
lo que 

. 2 2 2 
h (w'333)u=O = O(é8 hj). ) 

con ello (2.36) se escribe como 

A continuación mostramos que podemos cambiar las derivadas parciales 
por derivadas covariantes en la ecuación anterior. Se tiene que h2Tt333 = 

h2T:'333 + O(82éhj ).2) porque Tt;333 = T:'333 + O(Tt;33)O(r), pero O(r) = 

O(ljR) = O(~) y de la regla de John con l' = 0,7r = 0, n = 2 implica 
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O(Tl;33) = O({2), se concluye que Tl;333 = Tt,333 + O({2)O(~) y del hecho 
que .x = h/O se obtiene el resultado, por lo que la ecuación anterior toma la 
forma 

(2.38) 

El término Tl;333 se manipula como sigue. De las ecuaciones de equilibrio 
T;'(m' = O, usando la convención que los índices con letra griega toman los 
valores 1,2, y las letras latinas los valores 1,2,3, se tiene que 

E"/JT];"( + E"/JT5;3 = O 

Por estar sobre la superficie media, E"/J sube los índices en cada término de 
la ecuación anterior dado que entra en la derivada covariante como constante, 
ya que EofJ;"( = O, por lo tanto 

']"'10 ;"( + T 30 ;3 = O 

Tomando la derivada covariante respecto a y contrayendo 

Si ao/J es un tensor simétrico entonces 

o/J _ o/J 
a ;o/J - a ;/Jo 

Por el hecho que se está sumando sobre ambos índices. Con esto la ecuación 
de equilibrio se puede escribir como 

']"'10 ;"(0 + (T30 ;ob = O 

']"'10;"(0 + (T30
;0 + T 33

;3b - T
33

;33 = O 

El segundo término es la ecuación de equilibrio y vale cero, por lo tanto 

rp-yo T 33 - Gj3T 3 - T3 
.L . ;"(0 = ;33 - j;33 - 3;33 

del hecho que la métrica con respecto a la superficie media es cero excepto 
para j = 3. Por lo que la ecuación (2.37) se escribe como 
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usando el hecho que (T'Y'';-y03)u=o = a'Y°bo + O(e)loI'i3 al derivar (2.26) y 
que h20(e)loI'i3 = 2h20(t)O(t°I'i)loI'i3 = h20(c)O(t0102,l'ilI'i23) = h20(c)O(cj>..2h) = 
O (dJ2hj >..2) por la regla de John con J.L = -1,11" = -1, n = 3, Y por lo tanto 

(Tt,3 + W,3)u=O = - ~ a'Y°I'Yo - :h + O (dPhj >.2). (2.39) 

El término (W,3)u=O de la ecuación (2.39) se estima por medio de las 
fórmulas (2.11) y (2.17) Y de la estimación para ([;)1/2 = 1 + O(c) (2.7), 
como se ilustra a continuación: Por (2.17) 

( ( 
9 )1/2 mk ) 

(W,3)u=O = G t Cmk,3 u=O 

notando que el término tmkcmk,3 se puede escribir como 

De la relación (2.8), Cij = O(tij ) Y O(t) = O(c) por lo que t30c30,3 
O(t3o)O(t30,3) = O(dJ)O(cj >') = O (dJ2hj >.2) donde se usó (2.22) y la re­
gla de John con J.L = 0,11" = O, n = 1. El término t33c33,3 = O(t33 )O(t33,3) = 
O(dJ2)O(dJ j >') = O(c2(J2hj ),.2) donde se usó la estimación (1) enunciada en 
este teorema. Y por lo tanto 

Usando (2.11) 

Al estar valuada sobre la superficie media (t°l'i POI'i)u=o = T°l'i Pol'i, por lo que 

Sustituyendo en (2.39) implica que 

(T3 ) _ h
2 

0'1 P ol'i O( ()2hj'2) 3,3 u=O - - (fa 10'1 - 2h + T Pol'i + cA . 

Con lo que se prueba la estimación (5) . • 

(2.40) 
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Sustituyendo las estimaciones (2),(3),(4),(5), en la ecuación (2.32) y des­
preciando los términos en O(dJ2hj )..2) se tiene la ecuación 

lh2 0l'Y h
2 

0l'Y P OlfJ Ol'¡¡ - O 2 () 1'Y0l - 6(} 10l'Y - 2h + T POlfJ + TfJ u;. - . 

lh2 0l'Y P OlfJ Ol,R - O 3 () !-rOl - 2h + T POlfJ + TfJ u;. - . 

Multiplicando por 2h y usando el hecho que r¡Olfj = 2hTOlfj, mOlfj = ~h3()Olfj. 

donde en este caso bOlfj es el tensor métrico de la superficie sin deformar. Con 
esto se prueba el teorema _ 
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2.5. Ecuaciones de Compatibilidad 

Hasta el momento disponemos de 6 ecuaciones constitutivas, y 3 ecuacio­
nes de balance de fuerzas y momentos. Las variables que estamos conside­
rando sobre la superficie son: Ea!], Pa!], Tap, aap, cada tensor con 3 variables 
independientes, dando un total de 12 ecuaciones. Para completar el sistema 
de ecuaciones se requieren 3 ecuaciones más. Las cuales serán obtenidas de 
consideraciones geométricas. Tanto la superficie deformada como la superfi­
cie no deformada, deben satisfacer la ecuación de Gauss (B.20) así como la 
de Mainardi (B.19) 

De la ecuación de Mainardi (B.19) se tiene que 

bapll>. - ba>'IIP = O 

LaPI>' - Lpal>' = O 

para la superficie deformada y la superficie no deformada respectivamente. 
Trabajando la primera ecuación y expresando las derivadas covariantes con 
respecto a los símbolos de Christoffel (B.15) se tiene 

bapll >. = bap,>. - bKpr~>. - baKr~>.. 

Sustituyendo la conexión para los símbolos de Christoffel r;k = r;k + C;k en 
la ecuación anterior se obtiene 

Identificando los primeros tres términos del lado derecho de la ecuación 
anterior como la derivada cQvariante del tensor bap respecto a la superficie 
no deformada, se tiene 

y de manera análoga permutando índices se tiene que 

tomando la diferencia e igualando a cero 
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Usemos el hecho que el tensor de curvatura se define como POt{3 = bOt{3 - LOt{3 
donde hemos llamado LOt{3 la segunda forma fundamental de la superficie no 
deformada. Entonces bOt{3 = POt{3 + LOt{3, por lo que 

POt{3loX + LOt{3loX - POtoXl{3 - LOtoXl{3 - (PI<{3 + LI<(3)C~oX + (POlI< + LOtI<)C~{3 = O. 

Usando el hecho que LOt{3loX - LOtoXl{3 = O 

POt{3loX - POtoXl{3 = (PI<{3 + LI<(3)C~oX - (POI< + LOI<)C~{3 

Po{3loX - PooXl{3 = bl<{3C~oX - bOI<C~{3 
Por (2.29) se tiene que bl<{3 = O(R). Por la definición (2.9) 

C~oX = O(90 {3)O(90t{3(Y) = O(~2)O(éo{3,..,) = O(~2)O(t0{3,..,) = O(~2)O(é/A) 
do~de se usa el hecho que 9o{3 = 2éo{3 - Go{3 y la relación lineal entre el 
tensor de esfuerzos to{3 y el tensor de deformación éo{3 y la regla de John 
con JL = 0,1r = O, n = 1. Por lo tanto el término del lado derecho de la 
ecuación anterior vale O(*)O(é/A) = O(dJ2/hA), donde se usó el hecho que 
O(l/R) = O((}2/h) . Por lo tanto 

Po{3loX - PooXl{3 = O(dP /hA) 

Sólo hay dos ecuaciones no triviales para f3 =1- A, usando la propiedad del 
tensor de permutación dada en la observación (B.1) se pueden escribir como 

f{3lJ puIJ1{3 = O 

Contrayendo esta ecuación por éOU se obtiene 

€OU€{3lJ p = O '- '- ulJl{3 . (2.41 ) 

Finalmente de la ecuación de Gauss para la curvatura dada en la forma (B.23) 

b11~2 - b12b12 = ~(912,21 + 921,12 - 911,22 - 922,11) + 90XIJ (ri2r~1 - ri1r~2) 

Usamos el hecho que r:{3 = r:{3 + C:{3 = r:{3 + ~91J1«9/t01{3 + 9{3l<lo - 9o{3ll<) 
donde 91J1<91<o = ó~ es el tensor recíproco, y después de sustituir se encuentra 
que (véase [John]) 

b11b22 - b12b12 = ~(912121 + 921112 - 911122 - 922111) 
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+~9~(L11L22 - L12L21 ) + g>.1' (Ci2C;1 - CiP;2) . (2.42) 

Se tienen las siguientes estimaciones 

O(go{3) = O(é) 

O(g°{3) = O(l/é) 

O(go{3,>.) = O(to{3,>.) = 0(é8/)") 

O(C~{3) = O(gl<>')O(go{3,>.) = 0(8/),,) 

0(go{3)0(C2) = 0(é82 / )..2) 

La primera vale porque go{3 = 2éo{3+Go{3 , la segunda porque gkogk {3 = J{3Q 
es el tensor recíproco y por lo tanto O(yk°) = -O( 1 ) = 0(1). La tercera 

9kfl ' 

por las estimaciones de John con J..L = 1,7f = 1, n = 1, la cuarta por la 
definición (2.9), la quinta se obtiene haciendo el cálculo y usando los hecho 
que bO {3 = Po{3 + LO {3 Y é o{3 = 'Yo{3 = ~(go{3 - GO(3) Y que GO{3h' = O por (B.18), 
la ecuación (2.42) se escribe como 

(P11 + L11 )(P22 + L22 ) - (P12 + L I2 )(P21 + L21 ) 
= "112121 + "121112 - "111122 - "122111 + ~g~(L11L22 - L 12 L2¡) + O(dJ2 / )..2) 

P11P22 - P12P21 + Pll L22 + L11 P22 - P12 L21 - L 12 P21 + L 11 L22 - L12 L21 
= "112121 + "121112 - "111122 - "122111 + !g~(LllL22 - L12 L21 ) + 0(é82 

/ )..2) 

PllP22 - P12P21 + Pll L22 + L11 P22 - P12 L21 - L12P21 
= "112121 + "121112 - "111122 - "122111 + (!g~ - 1) (L 11 L22 - L 12 L21 ) + O(dJ2 / )..2). 

En términos del tensor de permutación se observa que 

+ 0<1 {31' 
"112121 "121112 - "111122 - "122111 = -( ( 'Yo{3I<1JL' 



2.5. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD 41 

Del hecho que (~g~ -1) ~ O Y despreciando los términos de orden O(dJ2 / >..2), 
se obtiene la forma final de las ecuaciones de compatibilidad 

fOU f(31-' [¡O(3IO"I-' + Lo(3PO"I-' + ~ PO(3PO"I-'] = O. (2.43) 

Los términos en O(dJ2) han sido omitidos en la forma final de las ecua­
ciones, por lo que el sistema es una aproximación válida siempre y cuan­
do é, 8 sean pequeños. De la definición del parámetro 8 se tiene que 8 = 

max (~, ¡¡, yÍC), aquí se ve que tres cosas tienen que pasar, primero que 

el término ~ sea pequeño, y como D es la distancia del punto de la superficie 
a la frontera, entonces la aproximación vale lejos de la frontera, segundo, h/ R 
pequeño implica que estamos considerando un cascarón delgado, y por últi­
mo yÍC pequeño implica que consideramos deformaciones pequeñas. Si estas 
tres cosas suceden, entonces con seguridad podemos despreciar los términos 
en O(é82). 

Si en las ecuaciones constitutivas consideramos cascarones de espesor h 
en lugar de 2h como se ha hecho hasta el momento, se encuentra que (2.6) y 
(2.12) se pueden escribir como 

é o (3 = h~ [(1 + V)To(3 - VT;:Go(3] 

m o (3 = _Eh3
¡2 [(1 - v)Po(3 + vp~Go(3] 

donde ¡2 = 12(¿1I2 . Si llamamos aO(3,bo(3 a la primera y segunda for­
mas fundamentales de fa esfera sin deformar respectivamente, el sistema de 
ecuaciones completo se verá como sigue 

é°O"é(31-' [¡O(3IO"I-' + bo(3PO"I-' + ~Po(3PO"I-'] = O 
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Capítulo 3 

Ecuaciones de Deformación 

A continuación se hace una deducción de las ecuaciones de deformación 
para el problema de una esfera sometida a un campo de presión uniforme. 
Originalmente se tiene un sistema de 4 ecuaciones tensoriales, el primer par 
de ellas son las llamadas ecuaciones de compatibilidad Mainardi-Codazzi, 
que son condiciones que deben satisfacer la primera y segunda formas fun­
damentales, con el fin de que estas representen una superficie. El otro par 
corresponde al balance de esfuerzos obtenidas en el capítulo anterior. Di­
cho sistema es reducido a dos ecuaciones por el hecho de que las ecuaciones 
(3.2),(3.3) pueden ser resueltas en términos de la función de curvatura W y la 
función de esfuerzos F . Junto con las ecuaciones constitutivas que relacionan 
los esfuerzos con las deformaciones, el sistema de ecuaciones se reduce a dos 
ecuaciones para W, F. 

3.1. Deducción 

Partimos de las ecuaciones de John de orden más bajo planteadas como 
en el capítulo anterior 

-Otu -fi/-' [ b 1 ] - O ¡=; ¡=; lOtfilu/-, + OtfiPu/-, + 2POtfiPu/-, -

E
OtU 

Efi /-' Pu/-'Ifi = O 

m~fi + (bOtfi + POtfi)r¡Otfi = p 

Otfi O 
r¡lfi = 

43 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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y las ecuaciones constitutivas 

"IofJ = ;h [(1 + 1I)r¡ofJ - lIaofJ 7)~ ] 
mofJ = _Eh3"12 [(l_lI)pofJ + lIaofJp~] . 

(3.5) 

(3.6) 

El tensor de deformación y el tensor de curvatura se definen respectiva­
mente como 

1 (_ _) 
"IofJ = 2" aofJ - aofJ 

PofJ = bofJ - bofJ 

(3.7) 

(3.8) 

donde hemos llamado ü'ofJ, bofJ la primera y segunda formas fundamentales 
de la esfera deformada y aofJ, bofJ de la esfera sin deformar y "12 = 12(LI/2)" 

Teorema 3.1 Las ecuaciones (3.2) y (3.4) tienen por solución 

(3.9) 

(3.10) 

respectivamente y donde W, F son dos funciones dos veces derivables, K = 
1 

W · 

Prueba. Verificamos que son soluciones al sustituir y recordando que las 
derivadas covariantes para aofJ y fofJ son cero como se muestra en el apéndice 
de geometría (B.18),(B.32). Primero para (3.2) se tiene que 

fO"ffJJlATlllfJ = fO"ffJll (W¡"llfJ + KW,fJa"ll) = Q. 

Para a = () tenemos 

f°<PffJll (W¡<PllfJ + Kw'fJa<Pll) = f°<P (fO<P ( WI<p<PO + ~2 w ,oa<p<p) + f<P9W¡<P9<p) 

= (f°<P?(W¡<p<po + sen2()W,o - W¡<po<P) = Q 

por la fórmula de Ricci demostrada en el caso de la esfera (B.34) . Para a = rP 
tenemos 



3.1. DEDUCCIÓN 

= (g<P8)2(-W¡Iit/>1i + w't/> + W¡lilit/» = O 

Sustituyendo la fórmula para r¡oP en la ecuación(3.4) se tiene que 

r¡oP - gou gP¡J. F1 + K F aOP 
¡P - ¡U¡J.fJ ,fJ' 

Para a = () se tiene que 

= glit/> gP¡J. F¡t/>¡J.fJ + K F.paliP = glit/> gOt/> F¡t/>t/>Ii + glit/> gt/>Ii F¡<P8t/> + K F,lialili 

1 
= R4sen2(} (F¡t/>t/>Ii - F¡<P8t/> + F,Ii) = O. 

Para a = <p se tiene que 

1 
= gt/>ligfJ¡J. F¡lilJfJ + KF,t/>at/>t/> = gt/>Ii(glit/>F¡lit/>Ii + gt/>Ii F¡lilit/» + R4

sen
2(}F.t/> 

1 
R4 2(} (-F¡1i<P8 + F¡1i8t/> + F,t/» = O sen 

donde se utilizaron las identidades 

y por lo tanto 

• 

W¡t/>t/>8 = W¡t/>8t/> - Kat/>t/> W,8 

W¡88t/> = W¡8t/>8 - Ka88 W,t/> 

Op O 
r¡¡P = . 

45 

Si derivamos estas expresiones, la primera respecto a () y a <p la segunda, 
y sumando se tiene que 

W¡t/>t/>88 + W¡88t/>t/> = W¡t/>8t/>8 + W¡8t/>8t/> - K (at/>t/> W¡88 + 0,88 W¡t/>t/» . 

Si definimos 
"W -ou-P¡J.Wi 
u = a a ¡U¡J.OP' 

utilizando el hecho que en el caso de la esfera sólo 0,88, at/>t/> son diferentes de 
cero por lo tanto desarrollando la suma para Índices repetidos se tiene 

aouaP¡J.W¡u¡J.oP = (a88?W¡8888+ 

(at/>t/»2W¡t/>t/>t/>t/> + a88at/>t/>(W¡t/><P88 + W¡88t/>t/» + K(a88W¡88 + at/>t/>W¡t/>t/» 

y por lo tanto 
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Lema 3.1 

Prueba. Partimos de la ecuación constitutiva (3.6) 

donde e = -Eh3'Y2(1 - /I),d = -Eh3'Y2/1. Calculando la segunda derivada 
covariante del primer término 

Otp -kOt-IP() -kOt-IP(Wi K- Wi ) cp IOtP = ca a Pkl IOtP = ca a IklOtP + akl IOtP 

donde se pasó el tensor pOtP a su forma covariante (índices abajo) al contraer 
por el tensor métrico (B.2), luego estos salen de la derivada covariante como 
constantes por el hecho que su derivada covariante es cero (B.18). 

tenemos 
diiOtP(P~)IOt,B = diik-riiOt,B(Wjk-r + KWiik-r)IOt,B 

donde se usa el hecho que P~ = iik-r Pk-r. Por lo tanto se tiene 

= d(Li2W + 2K LiW) 

donde se usó el hecho que iik-riik-r = 2, Y por lo tanto 

• 
Lema 3.2 

-OtU -,B¡.t. - l (N F 2K LiF) 
é é 'YOt,Blu¡.t. - Eh + 

Prueba. De la ecuación constitutiva (3.5), tenemos 
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con c = ih (1 + v), d = - ihv. Queremos calcular lo siguiente 

(3.11) 

Para calcular el primer término notamos que T/ap = iiaA:iípIT/kl que se con­
sige por las propiedades del tensor métrico (B.2) para obtener una expre­
sión contravariante (índices arriba) para T/ap. Por (3.10) se tiene que T/kl = 
fku f/Jj F¡uJj + K Fiikl lo que implica 

_ - - ( -ki-IjD KF-kl) 
T/ap - aakapI 10 10 r lij + a 

T/ap = iiikiij/fkaf/pF¡ij + KiiapF 

donde se usó el hecho que iiakfki = ~, (¡,PI(¡,kl = b~ Y por lo tanto 

-au-pJj -au-PJj(-ik-jl- - D K- D ) 
10 10 T/aPluJj = 10 10 a a ékaélprlijuJj + aaf3rluJj. 

Usando el hecho que fakfpk = b~, fkafpk = -b~ Y además 

(3.12) 

en la primera igualdad se nota que el tensor métrico iiafl está contrayendo 
la primera componente del tensor é au y por lo tanto baja el índice, es decir 
fau aap = f~ . Con estas simplificaciones se tiene que 

-au-pJj ,u,Jj - ik-jlD -uJjKD 
10 10 T/aPluJj = UkUI a a rlijuJj + a rluJj 

-au-pJj _ -iu-jJjD -uJjKD - A2F+2KAF 
10 10 T/aPluJj - a a rlijuJj + a rluJj - u u . 

Por otro lado 

Por lo tanto 

a - ap - (-au -PI' D KF-afl) 
T/a = aapT/ = aap 10 10 rluJj + a 

= (¡,uJj F¡uJj + 2K F = (¡,ij F¡ij + 2K F 

T/~ = iiuJj F¡uJj + 2K F = (¡,ij F¡ij + 2K F. (3.13) 



48 CAPÍTULO 3. ECUACIONES DE DEFORMACIÓN 

y por lo tanto 

Sustituyendo estos resultados en (3.11) se prueba que 

-au -{JJJ _ 1 (A 2F 2K AF) 
é é ra{JluJJ - Eh u + u 

• 
A continuación hacemos la reducción de las 12 ecuaciones de John a sólo 

dos en términos de la función de curvatura W y la función de esfuerzos F. 
Dellema(3.2) la ecuación (3.1) se escribe como 

Teorema 3.2 La ecuación (3.1) se escribe como 

;h (í5.?F + 2KliF) - ~(liW + 2KW)+ 

~gaug{JJJWja{JWjuJJ + KW liw + K 2W 2 = O (3.14) 

Prueba. 

donde se usó el hecho que en el caso de la esfera ba{J = -~aa{J (véase B.29). 
Trabajando el término 

= - ~aUJJ(WjUJJ + KWauJJ ) + ~gaug{JJJ(Wla{J + KWaa{J)(WluJJ + KWauJJ ) 

= - ~(liW+2Kw)+~gaug{JJJ(Wja{JWjuJJ+KWWla{JauJJ+KWWjuJJaa{J+K2w2aa{JauJJ) 

= -~(liW+2Kw)+~gaug{JJJWla{JWluJJ+~(KWWja{Jaa{J+KWWjuJJaUJJ)+~K2W2g{JJJg{J 

1- 1 (J - 22 
= -R(t1W + 2KW) + 2gaug JJWja{JWluJJ + KW t1W + K W 
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donde se usaron los hechos 

Por lo tanto (3.1) se reduce como 

• 
De igual forma para la tercera ecuación de John(3.3) 

Teorema 3.3 La ecuación (3.3) se escribe como 

Eh3'Y2(L5.2w + 2KL5.W) + ~(L5.F + 2KF)-

K(FL5.W + WL5.F) - gaug.8l'F¡uI'Wja.8 - 2K2WF = -p. (3.15) 

Prueba. Se tiene a partir de la ecuación (3.3) y el lema (3.1), 

Trabajando el término 

_ 1 - _ -00" -.81' -a.8 - -(Raa.8 - W¡a.8 - KWaa.8)(é é F¡UI' + KFa ) 

= _~(iiUI' F¡ul'+2K F)+gOO" g.81' F¡UI' W¡a.8+ K Fiia.8W¡a.8+KWiiUI' F¡ul'+2K2W F. 

Por lo tanto la ecuación completa después de multiplicar por un signo menos, 
se escribe como 
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• 
Estas ecuaciones serán manipuladas un poco más. Para ello se requieren 

las siguientes observaciones. Tomando la ecuación (3.4) se tiene que 

af3 -au -f31' D KF -af3 O 1]1f3 = 10 10 rlUI'f3 + ,f3a = 

gau gf31' F]ul'f3 = -K F,f3aaf3 

de igual forma tomando la ecuación (3.2) 

gaugf3l'pul'lf3 = gaugf3I'(Wlul'f3 + KW,f3aul') = O 

-au -f3I'Wi - -af3KW 
10 10 IUI'f3 - -a ,f3 

Con esto se pueden hacer las siguientes observaciones: 

Observación 3.1 

gaAgf3I'(WjAI'W,a)lf3 + ~Kaaf3W,aW,f3 = 

gaAgf3I'(W1AI'f3W,a + WjAI'Wjaf3) + ~Kaaf3w,aW,f3 = gaAgf3I'WIAI'Wlaf3 

Observación 3.2 

gaAgf3I'(F]AI'F:a)lf3 + ~ Kaaf3 F:aF,f3 = gaAgf31' F]AI'F]af3 

Observación 3.3 

gaAgf31' (F]AI'W,a)lf3 + ~Kaaf3 F:aW,f3 = gaAgf31' F]AI'W1af3 

Con esto las ecuaciones (3.14), (3.15) se escriben como 

;h (b.2F + 2Kb.F) - ~(b.W + 2KW)+ 

~(€aA€f3I'WjAI'W,a)lf3 + ~K'\7W . '\7W + KW b.W + K 2W 2 = O (3.16) 

- - 1-
Eh3,2(Ó?W + 2K~W) + R(~F + 2KF)-



3.1 . DEDUCCIÓN 51 

K(F Li W + W LiF)- (gaAgP¡'¡WIA¡.¡F,a)IP- K'V'W· 'V' F - 2K2W F = -p. (3.17) 

Donde se usó el hecho que a,aPu,av,p = V'u · V'v . Se pueden obtener ecuaciones 
adimensionales si hacemos 

(3.18) 

definidas sobre la esfera unitaria. En ese caso (3.16) se escribe como 

h2'Y2(Li2] + 2K Li]) - ~ (Liw + 2Kw)+ 

h2t [(e"AgP¡'¡WIA¡.¡W,a)IP + K'V'w · 'V'w + 2KwLiw + 2K2w2] = O. 

Recordando que aap = ~2 aap y multiplicando por R;1 

- - R 
(~2 f + 2~f) - h'Y (~w + 2w)+ 

1 2 [(eaAeP¡,¡wIA¡.¡W,a)IP + V'W · V'w + 2w6w + 2w2] = O. 

Si llamamos 

entonces 

(62]+26])- ~(6W+2W)+~{W,w}=o. 
De igual forma para (3.17) 

Eh3'Y2~~ (~2W + 26w) + E~/ (6j + 2])-

Eh3'Y2h'Y [ A P - - - --] R4 (ea e ¡'¡WIA¡.¡f,a)IP + f~w + w6f + V'W· \1 f + 2wf = -p. 

Multiplicando por Eh~1.I?1. 

R - -
(~2W + 2~w) + h'Y (~f + 2f)-

[(eaAeP¡'¡WIA¡.¡!,a)IP + ] ~w + w6] + V'w . V'] + 2W]] = -p Eh~2h'Y' 
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si definimos 

(3.19) 

R 
0'= -

h'Y 
(3.20) 

Las ecuaciones de deformación serán: 

2 - - 1 
(~ 1 +2~J) - O'(~üí +2üí) +"2 {üí,üí} = O 

(~2üí + 2~üí) + O'(~J + 2J) - {J, üí} = -20''\ 

donde 

Se tiene que üí = O, J = -A son soluciones a dichas ecuaciones, por lo tanto 
si hacemos w = üí'¡ = -,\ + 1 y usando el hecho que 

{-,\ + I,w} = -'\(~w + 2w) + {J,w} 

las ecuaciones toman la forma 

1 
(~21 + 2~J) - O'(~w + 2w) +"2 {w,w} = O (3.21) 

(~2W + 2~w) + O'(~I + 2/) + A(~W + 2w) - {J, w} = O. (3.22) 

El propósito de la siguiente sección es tratar de convencer al lector que 
las condiciones sobre la frontera w = ~w = 1 = ~I = O corresponden al 
caso en que el cascarón se encuentra soportado sobre un plano horizontal. 

3.2. Soluciones Triviales 

Las soluciones triviales corresponden al caso 
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y como F = Eh3
,,/2 J y W = h,,/w se tiene que F = -~, W = O. Estas 

soluciones constantes permiten obtener el tensor de esfuerzos. De la ecuación 
(3.10) y usando el hecho que F]UI' = O para F constante, se tiene que 

afj pR_afj 1/ = --a 
2 

o bien su versión covariante 

pR_ 
1/afj = -Taafj 

donde aafj es el tensor métrico de la esfera sin deformar de radio R. Por la 
relación constitutiva (3.5) y usando el hecho que 1/~ = -pR, se encuentra el 
tensor de deformaciones 

"/afj = ;h ( -(1 + /I)P:aa/3 + /lpRaa/3 ) 

es decir 

"/a/3 = - :~ (1 - /I)aa/3 

Por la definición (3.7) 2"/a/3 = aa/3 -aa/3, siendo aa/3 la métrica de la superficie 
deformada, la cual puede ser encontrada realizando el despeje, es decir 

donde aa/3 es la métrica de la esfera unitaria. La métrica resultante corres­
ponde a una esfera de radio R dado por 

( 
R ) 1/ 2 

R = R 1 - ~h (1- /1) (3 .23) 

Si suponemos presiones pequeñas, podemos aproximar este radio como 

_ pR2 

R = R - -(1 - /1) 2Eh . 

La solución W = O en (3.9) implica que Pa/3 = O, Y por la relación constitutiva 
(3 .6) m a /3 = O, implica que el tensor de momentos es cero en cada punto de 
la cáscara, en cierto sentido el cascarón se comporta como una membrana 
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al no oponer resistencia a momentos externos. Por la definición del tensor 
de curvatura (3.8), se tiene que bafl = bafl , es decir, el tensor de curvatura 
no sufre cambios y corresponde al de una esfera de radio R sin deformar. Se 
sabe que si la solución es una esfera entonces bafl = -~iiafl' 

Ciertamente la primera y segunda forma fundamentales encontradas pa­
ra la superficie deformada no satisfacen las condiciones de compatibilidad 
exactas (B.19),(B.23) . Esto se debe a que las soluciones encontradas satis­
facen ecuaciones de compatibilidad aproximadas (3.1),(3.2) y la superficie 
representan una solución a O(dJ2) . 

Esta observación está señalada en el artículo de Koiter [Koiter, pág 360-
364]. Sin embargo, las ecuaciones encontradas deben ser válidas para una 
esfera completa, e intuitivamente se espera que esta se contraiga, es decir la 
solución será una esfera de radio menor. Para comprender mejor la física del 
problema, a continuación estudiaremos la solución a nuestro problema en el 
caso de la teoría lineal de membranas. 

3.3. Solución en la Teoría Lineal 

Si nos reducimos al caso de la teoría lineal, se tiene que el tensor de mo­
mentos es despreciable en comparación al tensor de esfuerzos. Supondremos 
además simetría con respecto al eje z. En ese caso la ecuación (3.3) se reduce 
a 

r¡aflba/J = P 

donde suponemos que Pa/J = O, Y por lo tanto ba/J = ba/J' Para una cáscara 
de espesor h , radio R, y escritas en términos de una base de vectores unitarios 
se tiene que 

(3.24) 

Esta ecuación es análoga a la conocida ecuación de Laplace que determina 
la diferencia de presión entre dos medios, debida a la tensión superficial que 
actúa en la superficie de separación. Además, si la cáscara está soportada 
sobre un plano horizontal, llamaremos QzUl) a la resultante dirigida según 
el eje z de todas las fuerzas externas que actúan sobre la parte de la cáscara 
situada por encima del paralelo () = ()o. Esta fuerza deberá compensarse 
con la proyección sobre el eje z de la tensión 211' Rsen()hT99 ejercida sobre la 
circunferencia 211' Rsen() correspondiente al ángulo () de la esfera, es decir 

211'Rsen2()hT99 = Qz(()). (3.25) 
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Las ecuaciones (3.24), (3.25) determinan los esfuerzos resultantes. Una 
vez conocidos estos, se puede encontrar el tensor de deformaciones por medio 
de las relaciones constitutivas escritas en términos de una base de vectores 
unitarios en coordenadas esféricas (son equivalentes a (3.5)) 

1 1 
UDD = E (TDD - IITtf>tf», utf>tf> = E (Ttf>tf> - IITOO), UDtf> = O (3.26) 

En la teoría lineal se tiene que el tensor de deformaciones vale 

1 
U'k = -(u -k + Uk -) '& 2 1, ,1 

donde Ui son las componentes del vector de desplazamientos. El tensor de 
deformaciones se puede escribir en coordenadas esféricas en términos de des­
plazamentos (ver[Landau, ec (1.17)]) , como 

U rr = ur,r, 
Ur 1 UD Ur 

UDD = UOD + - , u"-"- = --OUtf>tf> + -cotO +-, , r '+"1' rsen 'r r 

1 1 Uo 1 
2uOtf> = - (U"-O - u,,-cotO) + --Ouo"-' 2uro = UO r - - + -UrO, r '1', '1' r sen , '1' 'r r' 

1 utf> 
2ur ,,- = --Our "- + U"-r --. 

'1' rsen ,'1' '1', r 

Con simetría en rP se tiene que 

UOO = ~ (dd~ + ur), utf>tf> = ~(uocotO + Ur) (3.27) 

Con lo que se obtiene una ecuación diferencial para los desplazamien­
tos. A continuación derivamos la ecuación correspondiente a una membrana 
simplemente soportada. Hay dos casos que nos son de interés, el primero es 
cuando tenemos una esfera completa, en este caso se supone que hay simetría 
tanto en rP como O, implica que los únicos desplazamientos distintos de cero 
son Uro El otro caso corresponde a un segmento de esfera soportado. Primero 
haremos la esfera completa. Calculando las cargas totales externas debidas a 
la presión en la componente z, y despreciando los efectos de la gravedad, se 
tiene que 
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Por lo que la ecuación (3.25) implica que 

pR 
hree =--

2 

y por la ecuación (3.24) se tiene que 

pR 
hr",,,, =--

2 

Estas dos expresiones son independientes de si trata de una esfera completa 
o sólo un cascarón, además, equivalen a pedir que 

El tensor de deformación se calcula con (3.26) y por lo tanto 

Denotemos por 13 al factor de la ecuación anterior 

1 pR 
13 = -(1 - 11)-

E 2h 

En una esfera completa Ue = O, Y no hay dependencia en 8 por lo tanto de 
la ecuación (3.27) se tiene que 

U r = Ruee = -Rf3 

por lo que el radio de la esfera deformada es 

- 1 pR 
R = R+ur = R(1- E{1-1I) 2h) = R{1- 13) 

que coincide con (3.23) para presiones pequeñas. En el caso de un cascarón 
de esfera soportado sobre un plano horizontal, ya no se pide la simetría en 8, 
por lo que las ecuaciones (3.27) se escriben como 

dUe 
-Rf3 = do +ur 

- Rf3 = uecot8 + Ur 
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j{ 

. ~ 

Figura 3.1: Dependencia del radio de la esfera deformada Él respecto a! parámetro{:/ para 
la teoría linea! y para la solución trivial. 

Estas ecuaciones tienen por solución 

U(J = Csen(J, Ur = -R(3 - Ccos(J 

Para hallar la constante de integración, usamos la condición que sólo hay 
desplazamiento horizontal en (J = (Jo, lo cual equivale a pedir que 

Ur cos (J - u(Jsen(J = O para (J = (Jo. 

Por lo que se encuentra que e = - R(3 cos (Jo Por lo tanto 

U(J = - R(3 cos (Josen(J 

U r = - R(3(l - cos (Jo cos (J). 

La superficie deformada se encuentra con la expresión 

x = Rer + u(Je(J + urer 

donde después de algunos cálculos se encuentra que vale 

x = R(l - (3)er + R(3 cos (Joz 

Esta es la ecuación de una esfera con radio R = R(l - (3) y centro 
z = R(3 cos (Jo. Podemos concluir que el único efecto que causó poner una 
condición al desplazamiento, fue la de provocar una traslación rígida. De 
esta manera, decir que una cáscara esférica está soportada, equivale sólo a 
pedir que se cumpla la condición (3.25) y por otro lado, hecho implícito en 
la teoría de membranas, que los momentos resultantes en la frontera de la 
cáscara sean cero. En la figura (3.1) se muestran las gráficas de los radios 
predichos por la teoría lineal y la solución trival calculada. 
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3.4. Condiciones de Frontera 

Para obtener las condiciones de frontera (la cáscara soportada por un 
plano horizontal) para las ecuaciones de deformación, procedemos de manera 
análoga al caso lineal. El equilibrio entre la componente vertical de la fuerza 
total sobre el cascarón deberá compensarse con la componente vertical del 
tensor de esfuerzos sobre la circunferencia (J = (Jo, es decir, se tiene la ecuación 
(3.25) 

donde 

1211" lO sen2(J 
Qz((J) = - o o pcos(JR2 sen(Jd(Jd</> = -27rpR2

-
2

-

por lo que 
pR 

h700 = --o 
2 

Si tomamos la ecuación (3.3), es decir , m~tJ + (botJ + PotJ)'rJotJ = P , al 
suponer que la cáscara se encuentra simplemente soportada, entonces no hay 
momentos resultantes en la frontera, es decir, m°tJ = O Y por la relación 
constitutiva (3.5) PotJ = O se tiene que botJ'rJ°tJ = p, usando el hecho que para 
la esfera botJ = Ji aotJ y escritas en una base de vectores tangentes unitarios 
se tiene que ~(7(J(J + 7q,q,) = -p y por lo tanto 

Por lo que obtenemos que el tensor de esfuerzos sobre la frontera debe 
valer 

pR_ 
'rJotJ = - TaotJ 

En nuestras ecuaciones, una manera de pedir que 'rJotJ = - P2
R aotJ y que 

motJ = PotJ = O en la frontera del cascarón, por las ecuaciones (3.9),(3.10) es 
que 

En particular 

W = O, WjotJ = O 

pR3 

F = -2' FlotJ = O 

W = O, ó.W = O 
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Figura 3.2: Esfera Deformada 

F = _ p~3 , /:::.F = O. 

O en términos de las funciones adimensionales 1 = w = /:::.1 = /:::.w = O. 
Estas condiciones dan los esfuerzos correctos para mantener el balance 

siempre y cuando Qz(Bo) sea más o menos constante, esto depende de que 
ni el area de la cáscara ni la dirección de la normal varíen mucho. También 
satisface la hipótesis de que no hay momentos en la frontera. Como vimos en 
la solución utilizando la teoría lineal, la condición sobre los desplazamientos 
sólo produce una traslación rígida de la superficie, por lo que esperamos que 
la solución trivial a nuestro problema sea una esfera de radio R = R(1-2(3)1/2 
y centro z = R(l - (1 - 2(3)1/2) cosBo ( ver figura [3.2]) . Sin embargo para 
conocer la forma análitica de la superficie deformada esperaremos hasta el 
capítulo (6). 
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Capítulo 4 

Análisis del problema 

En este capítulo se toman las ecuaciones de deformación encontradas en 
el capítulo anterior y enunciadas más adelante como (4.1), (4.2), con condi­
ciones de Dirichlet en la frontera y la condición inestable que el laplaciano 
también es cero en la frontera que corresponden al caso de un cascarón sopor­
tado, llamada formulación clásica y utilizando las técnicas usuales del análisis 
funcional, se encuentra la formulación débil del problema, esto es integrando 
las ecuaciones sobre el cascarón. El par de ecuaciones definen un operador de 
energía, el cual tiene asociado el espacio de energía , se muestra que es equi­
valente al espacio de Sobolev H2(n) nHJ(n). Sobre este espacio de energía 
se tiene definido un producto escalar. Se definen el operador lineal A y el 
operador bilineal B obtenidos al aplicar el lema de Riesz al funcional lineal y 
bilineal de la formulación débil. Se demuestra la existencia y la unicidad de 
los operadores A, B, además se prueba que son autoadjuntos. Se estudia el 
espectro del operador A y se muestra que J.L es un valor propio si -J.L6.u = u 
y viceversa. Se prueba que el funcional B(u, v, w) = (B(u, v), w) es simétrico 
para funciones suaves u, v , w. 

4.1. Ecuaciones de Deformación, una breve 
introducción 

El problema de un cascarón esférico inmerso en un campo de presión 
uniforme, tal como se pretende estudiar, está gobernado por las ecuaciones 
de orden más bajo de John [John], las cuales se reducen al siguiente par de 
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ecuaciones. 
1 

ll2 f + 2llf - a(llw + 2w) + "2{w, w} = O (4.1) 

ll2W + 2llw + a(llf + 2J) - {w, -A + J} = O (4.2) 

definidas sobre el dominio n que es un cascarón esférico unitario. Estas ecua­
ciones son de carácter adimensional. Como condiciones de frontera se pide 
que tanto w como f valgan cero en la frontera, así como llw,llf = O. Por 
estar definidas sobre una superficie , los operadores se definen en términos 
de la métrica de la superficie. 
w está relacionado con la segunda forma fundamental de la esfera deformada 
y se le llama función de curvatura. f se relaciona con el esfuerzo sobre dicha 
esfera unitaria y recibe el nombre de función de esfuerzos. a es un parámetro 
geométrico que supondremos constante. 
A es el parámetro libre relacionado con la presión 

R pR3 
a = h"(' A = 2Eh3"(2 

Además 

{u , v} = (é<Tl<é ,8l'ull<l'v,<T H8 + V'u . V'v + ullv + vllu + 2uv 

El operador de Laplace-Beltrami está dado por 

llw = a°,8wlo ,8 

V'u · V'v = a°,8u,ov,,8 

E es el módulo de Young y p es la presión externa. 
Tomemos la siguiente representación de la esfera unitaria 

r = ( ::~~~~~: ) 
cos (} 

Entonces los coeficientes del tensor métrico serán aij - (1 O2 ) o - O sen (} 

bien la matriz inversa a ij = (0
1 ~). El laplaciano sobre dicha esfera 

sen2IJ 
toma la forma 

llu = ~(} ((sen(}u IJ) IJ + (~(}u .. ) 4» sen "sen ,.,., 
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para una función u definida sobre la esfera. Se ve claramente que ,0.(f + g) = 
,0.f + ,0.g, es decir, es lineal. 
Por definición V'u· V'v = aOtf3 u,Otv,{J, donde se toma en cuenta la sumatoria 
sobre Índices repetidos. En el caso particular de la esfera unitaria se tiene 

1 
V'u· V'v = UoVo + -2Bu.l.v.I. 

J I sen I"Y,OY 

A continuación expresaremos este problema clásico como un problema en 
espacios de Hilbert. Para ello será necesario realizar integraciones sobre la 
esfera y disponer de un teorema de integracion por partes. 

4.2. Integración por partes en la esfera 

Teorema 4.1 Sean u,v dos funciones definidas sobre el cascarón esférico 
con valor cero en la frontera, entonces 

In ,0.u vdD = In ,0.v udD 

In ,0.u vdD = - In V'u · V'vdD 

Prueba. Nuestro dominio es un cascarón esférico. Por la representación 
adoptada tenemos que O ~ B ~ Bo Y O ~ cjJ ~ 27r Y por lo tanto las inte­
grales de superficie se pueden expresar como integrales en el plano en una 
región rectangular. 

{ 1271- {OO 1 ( 1) Jn ,0.uvdD = o Jo v,¡g (senBu,o),o) + (senB u,<I» ,<1> JgdBdcjJ 

Como estamos en el plano vale el teorema de Green considerando lo en el caso 
especial de regiones rectangulares 

1
9

0 12" 1°0 12" 12" 0-00 vU,odBdcjJ = - uV,odBdcjJ + uvl = dcjJ 
o o o o o o-o 

l
Oo 12" lOO 12" lOO <1>-0 vU,<I>dBdcjJ = - uV,<I>dBdcjJ - uvl = dB 

• o • o • <1>_2" 
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Integrando el primer término de la integral respecto a () y el segundo 
respecto a </J se obtiene 

+ {27f sen()u,ov I 0=00 d</J _ [0
0 ~()u,q,vlq,=2" d() 

Jo 0=0 < sen q,=o 

En la primera integral el término vsen() vale cero en () = O así como en 
() = ()o debido a la condición de frontera u, v = O. La segunda integral tomada 
de () = f a (J = (Jo vale cero por periodicidad y por lo tanto se puede tomar el 
límite cuando f = O, debido a esto las integrales simples son cero y se tiene 
que 

In /luvdO = - In 'Vu · 'VvdO 

repitiendo el argumento se llega a 

In /luvdO = In u/lvdO 

• 

4.3. Formalismo de Hilbert 

Las soluciones clásicas pertenecen al espacio CÓ(O) . Para construir un 
espacio de Hilbert es necesario definir un producto interno sobre un espacio 
de Banach, y con ello una métrica. Otra forma de construir espacios que con­
tengan las funciones que son solución a nuestro problema es considerar un 
operador en un espacio de Hilbert y definir una norma de energía asociada a 
ese operador, luego completar nuestro espacio, es decir, hacerlo cerrado. El 
camino que seguiremos será via los espacios de Sobolev, los cuales se definen 
a partir de una norma tipo energía. Demostraremos que los operadores aso­
ciados a nuestro problema clásico, son equivalentes en norma a cierto tipo de 
espacio de Sobolev. Por el momento hemos de pasar de un formalismo clásico 
a uno en espacios de Hilbert. 
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Definición 4.1 

(u, v) = L (,6.u,6.v + 2u,6.v) dn 

(Au, v) = L (\7u· \7v - 2uv) dn 

(B(u,v),w) = L {u,v}wdn 
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(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

La primera ecuación está definiendo un producto interno, la segunda y 
tercera definen operadores en forma integral que surgirán de manera natural 
de nuestras ecuaciones clásicas. 
Ahora tomemos la ecuación (4.1) multipliquemos por una función </J en el 
espacio de trabajo que será H2(n) n HJ(n) e integremos sobre el cascarón. 
Se tendría 

Notamos el siguiente hecho 

1 
(1, </J) + a(Aw, </J) + 2(B(w, w), </J) = 

L ((,6.f + 2f),6.</J + a(\7w . \7</J - 2w</J) + ~{w, w}</J ) dn 

De donde se ve que al aplicar los teoremas de integración por partes en 
la esfera, la primera ecuación clásica implica 

1 
(1, </J) + a(Aw, </J) + 2(B(w, w), </J) = O (4.6) 

Donde además de f, w = O se pide también que ,6.f,,6.w = O, en 80 , 

Ahora tomemos la ecuación (4.2) y realicemos el mismo procedimiento 

L (,6.(,6.w + 2w)</J + a(,6.f + 2f)</J - {w, -A + j}</J) dn = O 

Notamos que 
{w, -A + j} = {w, j} - A(,6.w + 2w) 
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=} In (~(~w + 2w)4J + a(~f + 21)4J - {w, J}4J - A(~W + 2w)4J) dn = O 

De una observación análoga a la utilizada en la ecuación (4.1), ya que 
f = w = ~f = ~w = O en 0= 00 y la periodicidad de todas las funciones 
en 4J 

(w,4J) - a(Af, 4J) - A(Aw, 4J) - (B(w, 1), 4J) = O (4.7) 

es la formulación débil al problema clásico. 
A continuación haremos evidentes ciertas propiedades de nuestros ope­

radores A, B, definidos en forma integral sobre un espacio de funciones . 
Quedan, además, por verificar detalles formales, como que el producto in­
terno que definimos satisface las propiedades de producto escalar así como 
la existencia de los operadores A, B. Se probará que la norma definida para 
(4.3) es equivalente a la norma de H2 (n) 

Teorema 4.2 (u, v) = In (~u~v + 2u~v) dn es un producto escalar sobre 
el espacio de funciones C2 (n) y valor cero en la frontera (O = 00 ), 

Prueba. 

1. Es bilineal porque ~ es lineal 

2. De los teoremas de integración por partes 
=} (u, v) = In (~u~v - 2\7u' \7v ) dn. Es decir es simétrico. 

3. (u, u) = In (JUJ2 + 2u~u) dn ~ O y es cero {::} u = o . 

• 
Para ver la propiedad (3) se prueba lo siguiente. 

Lema 4.1 Sobre un casquete esférico y para u E cij'(n) se cumplen las 
desigualdades de Poincaré 

In u2
dn ::; MIl InJ\7uJ2 dn 

InJ\7u J2 dn ::; MIl InJ~uJ2 dn 

(4.8) 

(4.9) 

donde MI es el primer valor propio de -~, con condiciones de Dirichlet en 
la frontera. 
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Prueba. Sean Un tales que ~un = -AnUn funciones propias del laplaciano 
en un segmento de esfera O, n i= o. Sobre H 2 (O) n HJ(O) el operador -~ es 
autoadjunto y positivo, y por lo tanto sus funciones propias forman una base 
completa en la norma L2 [Canavati, pág 195, X.3] . El producto en la norma L2 

se define como (u, v)L2 = Jn uvdO. => u = ~]un, U)L2Un. Además el teorema 
n 

de Parseval nos dice lo siguiente, Jn u2dO = ¿(un, U)2 véase[Canavati, pág 
n 

37, 1.29]. 
Utilizando los teoremas de integración y la expansión de u en la base {un} 

tenemos que 

J lV'ul2 = - J u~u = J ¿)un, U)Un I)um, U)AmUm 
n m 

y como estamos en una base ortogonal se reduce a ¿(Un,U)2An, es decir 
n 

J lV'ul2 
= ¿)Un,U?An 

n 

Sea !-ll el valor propio más pequeño, lo que permite acotar la integral por 
abajo. 

J lV'ul2 ~ !-ll ¿)un, u? =!-ll J u2 

n 

=> J u2 < !-lll J lV'ul2 , 

con esto se prueba la primera desigualdad de Poincaré. De manera similar 
J l~ul2 se puede escribir como 

J l ~ul2 dO = J (~)Un, U)AnUn)(¿)Um, u)Amum)dO 
n m 

= ¿)Un,U)2A~ ~!-ll I)un,uf.\n =!-ll J lV'ul2 
n n 

de donde se sigue la segunda desigualdad de Poincaré, es decir 

J l~ul2 ~ !-li J u2 
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• 
De las desigualdades de Poincaré (4.8),(4.9) tendríamos que I l~ul2 + 

2u~u = I l~ul2 - 21Y'u12 ~ (J-LI - 2) I lY'ul2 ~ J-Ll(J-Ll - 2) I u2
• De las 

propiedades del espectro de -~, J-Ln ~ 2 véase el apéndice (A.6), y por lo 
tanto la siguiente desigualdad es válida, 

(4.10) 

De esta desigualdad se sigue que (u, u) > O Y es cero {:} u = O en L2(n). 
Por lo tanto (u, v) = In (~u~v + 2u~v) dn es un producto escalar. 

A continuación veremos la equivalencia entre la norma 

(4.11) 

y la norma de Sobolev 

Ilull;,2 = In (a°¡SauI<ulo¡suluI< + lY'ul2 + u2
) dn (4.12) 

Pero antes enunciemos la siguiente observación que se demuestra en el apéndi­
ce B referente a la parte de geometría diferencial (B.31). 

Observación 4.1 sea W una función al menos C 2 sobre la esfera, entonces 
sus derivadas covariantes de orden dos respecto a las variables B, <1> están 
dadas por: 

1. wloo = w,oo 

2. wloq, = w,oq, - w,q,cot() 

3. wlq,q, = w,q,q, + w,osen()cos() 

Lema 4.2 

In (l~uI2 + u2
) dn:::; CI In (l~uI2 + 2u~u) dn 

Prueba. Se utilizará repetidamente la desigualdad (4.9) Y el teorema de 
integración por partes. Se tiene que 

f l~ul2 = f (l~uI2 + 2u~u) + 2 f lY'ul2 
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~ (IÓul + 2uÓu) + - (IÓul + 2uÓu) + - IVul / 
2 2/ 2 2.2/ 2 

~l ~l 

~ (1 + :1) /(IÓUI2 + 2uÓu) + (:1) 2 / IÓul2 

repitiendo el argumento ::::} 

/ 
IÓul2 ~ (1 + ~ + (~? + ... ) /(lóuI2 + 2uÓu) 

~l ~l 

utilizando (4.10) 

::::} / IÓul2 + u2 ~ _1_(~1 + ~) /(IÓUI2 + 2uÓu) 
~l - 2 ~l 

Se puede mejorar esta desigualdad notando lo siguiente, 

1 2 ~l - 1 2 
el = ( 2) (~l +1) ~ (--2) 

~l - ~l ~l -

Porque 
(~2 + 1)(~ - 2) ~ ~(~ - 1? 

Con esto se prueba la desigualdad _ 

Lema 4.3 

Ilull;,2 = l (IÓuI2 + u2
) dD. - cot(}o 12

" IU ,e((}o , <p)1
2 

da 

donde da = sen(}od<p. 
Prueba. Como 
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(4.13) 
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y por otro lado 

l~ul2 = (aOO?ul~o + 2aooa"''''uI00ul",,,, + (a"''''?ul;", 

completando cuadrados dentro de la integral, esta se puede escribir como 

Consideremos el término 

( 4.14) 

donde D< = {€ ~ () ~ ()o, O ~ cjJ ~ 271"}. Además ulo=oo = O Y u periódica en 
cjJ . 

Desarrollando todo en términos de la métrica explícita para la esfera y 
las derivadas covariantes dadas por la observación 4.1, con esto el término 
(4.14) se puede escribir como 

Ahora hacemos las siguientes observaciones 

1 Uoe-'o; - (~) _ U;OOU; coso U U 
. senO - senO O senO + sen20 '" 4>9 

entonces 

1 = (21r ¡Oo (( u",ou",)o _ (uoou",)", _ cos () (~ + u2 )0) d()dcjJ 
Jo < sen() sen() 2 sen2() o 

El tercer término dentro de la integral es la derivada con respecto a () de la 
norma del gradiente y por lo tanto se puede integrar por partes respecto a () 
con términos no nulos en la frontera. El primer término se integra respecto 
a (), y el segundo respecto a cjJ . Las integrales respecto a cjJ valuadas en la 
frontera valen cero por periodicidad. Además en () = O tanto uloo, u",loo = O 
lo que implica l\i'ul2 = u~ en () = ()o . Por lo tanto 

1211" ¡Oo 12
11" ( ()) 0-00 1 = - l\i'ul2 sen()d()dcjJ + 2 u",ou", _ cos l\i'ul2 1- dcjJ 

o E o sen() 2 O=E 
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= -1\'VU\2dn-COS(}0121T u~((}o,cP)dcP+(Términosen(}=t:) 
fl, o 

y por lo tanto 

Donde da = sen(}odcP, y el término en (} = t: es 

que se puede escribir como 

Para ver que los términos en t: valen cero consideramos lo siguiente. Para 
u E C2 se tendría que tanto \'Vu\2 como u~ son diferenciables respecto a 
(}. Lo que implicaría que la segunda integral es finita y sen(t:) ~ O cuando 
t: ~ o. Para la primera integral hacemos las siguientes expansiones de Taylor 
a primer orden 

• \'VU\2(t:, cP) = \'VU\2(O, cP) + t:( . . . ) 

• u~(t:, cP) = u~(O, cP) + t:( ... ) 

En el polo oo,te, " deci, eo 9 ~ 0, (V.) ~ ( ~ ) y. que sólo se toma 

la parte tangencial sobre la superficie. Además como Uo = UxXo + UyYo + 
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211" u2 +u2 

UzZe ::::} Ue(O, if» = (senif»ux - (cosif»uy ::::} Jo 2u~(O, if»dif> = 47r(~) = 
27rIVuI2(O, if» = J0211"IVuI 2dif>. Por lo tanto el término en () = E tiende a cero 
y 

In (a°tlaultulotlUlult + IVul2 + u2) dO. = In (l~uI2 + u2) dn-cos()o 12
11" U~(()o, if»dif> 

• 
Lema 4.4 la desigualdad de traza es la siguiente 

Prueba. Primero probaremos que 

Sean Vi una cubierta de la frontera del cascarón. Para ello consideremos una 
partición de la unidad definida sobre la esfera unitaria {<Pi(X)}f" tales que 

1. <Pi(X) = O si X no pertenece a Vi. 

2. ¿i <Pi(X) = 1 para todo X en n. 

y por lo tanto 

Consideremos una familia de transformaciones ai : Vi ~ Ui E R2 . Donde 
Ui es el hemisferio superior de un disco con centro en el origen, tal como se 
muestra en la figura( 4.1). 

En ese nuevo espacio se tiene que 

(Xn 
u(x) - u(a) = Jo uxndxn 

tomando cuadrados 
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(l¡ (¿)n () ~'~) 

Figura 4.1: Desigualdad de traza 

U tilizando la desigualdad de Schwarz que afirma que (J f dx ) 2 ~ J P dx J 12 dx 
se tiene que 

u2(a) ~ 2a 1
0l 

U;ndxn + 2u2(x) . 

Integrando sobre x de O a a 

au2(a) ~ 2a210l u;n dxn + 21
0l 

u2(x)dx. 

Integrando sobre la proyección del disco, es decir ai(aO n Vi) 

r u2(a)da < 2a 1 u; dUi + ~ 1 u2dUi 
}Oli{&nnv,) - Ui{Ol) n a Ui{Ol) 

r u2(a)da ~ 2al l'V x ul2dUi + ~ 1 u2dUi 
}Oli{&nnv,) Ui{Ol) a Ui{Ol) 

donde Ui(a) es el segmento de disco definido de O a a . Con este resultado 
podemos hacer lo siguiente: al regresar a la esfera cada una de las integrales 
y sumarlas implica que 

el resultado es válido porque l'Vul2 es invariante bajo cambios de coordena­
das. Por lo tanto 

10 u2
dCT ~ 2 (a 10 l'Vul

2
dO + ~ 10 U2

dO) . 
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En el caso que u = u,o se tiene que 

In u~oda:S 2 (Q In 'V(u,o)· 'V(u,o)dD + ~ In u~odD) 
In u~oda :S 2 (Q In ao{Ju,IOU,I{JdD + ~ In u~odD ) 

Usando el hecho que u,o{J = ulo{J + U,kr~{J de la definición de derivada cova­
riante (B.14) 

In u~oda :S 2 (Q In a°{J (UIIO + U,kr~o) (UII{J + U,kr~{J) dD + ~ In u~odD) . 
En el lado derecho todos los miembros son elementos de la norma de Sobolev 
y por lo tanto 

• 
Teorema 4.3 lIuI12 y Ilull;,2 son equivalentes, es decir 

Cl l Ilull;,2 :S IIuI12 :S 2(1 + Cocot(}o) Ilull;,2 
Prueba. Del lema (4.2) se tendría 

Cl l Ilull;,2 :S Cl l In (l~uI2 + u2) dD:S In l~ul2 + 2u~u = lIuII2 

Del lema (4.3) se tiene que 

In (l~uI2 + u2) dD = lIulI;,2 + cot(}o 127r 
Iu,o((}o, c,i»12 

da. 

La desigualdad de traza nos dice que Jan (u ,/JIO=oo)2 da :S Co lIulI;,2. Lo que 
implicaría 

Además 

lIuII2 = J l~ul2 + 2u~u :S 2 J l~ul 2 + u2 :S 2(1 + Cocot(}o) lIulI;,2· 

De donde podemos concluir que las normas 111122 Y 1111 son equivalentes y 

que el espacio de trabajo es H2 (D) n HJ (D) debido a que es el espacio que 
se obtiene al completar el espacio de funciones C2 (D) con valor cero en la 
frontera, bajo la norma 11 lb o la norma 1111· • 
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4.4. Propiedades de los operadores A,B 

La formulación débil de las ecuaciones de deformación, define de mane­
ra implícita dos operadores en términos de funcionales lineales dados en las 
definiciones (4.4),(4.5). Para probar la existencia y la unicidad de los opera­
dores A, B, se hace uso del lema de Riesz [Canavati , pág 67, 111.4]. En esta 
sección se prueba además, que dichos operadores son acotados, el operador 
A es lineal autoadjunto y compacto. Además el espectro de este operador 
esta relacionado con el espectro del laplaciano de tal manera que si ¡;. es un 
valor propio del operador Laplaciano -~, entonces 1 es un valor propio del 

¡.t. 

operador A. 

4.4.1. Existencia de A,B 

El operador B fué definido por un funcional bilineal dado en el espacio 
de trabajo por (B(u,v),w) = f{u,v}wdn, donde el término en corchetes es 

No obstante requerimos de una fórmula diferente para probar sus propieda­
des, misma que se enuncia en el siguiente lema 

Lema 4.5 

Prueba. 

El tensor antisimétrico es tal que sólo é 94> = _é4>9 = se~ 9 son diferentes 
de cero y todas sus derivadas covariantes son cero, es decir é~ = O como se 
muestra en el apéndice (B.32). Para el tensor métrico se tiene a99 = 1, a4>4> = 

se~29 Y cero las demás componentes. Si expandemos todas las sumas del 
primer término teniendo en cuenta que un cambio de índices produce un 
cambio de signo se tiene 
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(€O<P)2 (v,O(uIHO - ul<po<p) + v,<p(uIOO<P - ulo<po) + uloovl# - 2ul<POvl<PO + ul#vloo) 

Usando las definiciones para la derivada covariante se tienen los siguientes 
hechos demostrados en el apéndice de geometría (B.34) 

• uloo<p - ulo<PO = -u,<p 

Notamos los siguientes hechos 

aO'l'a"'.8u1"'I'VI0'.8 = aooaooulooVloo + 2a#aooulo<pvlo<p + a<P<Pa#ul<p<pvl#' 

Como Llu = aoouloo + a#ul# tenemos que 

LluLlv = aooaoouloovloo + aOOa#(ulooVI# + vlooul#) + a#a<P<Pul<p<pvl# 

y por lo tanto 

de donde se concluye que 

• 
Para ver que el funcional (B(u, v), w) es acotado requerimos ver que lulo ~ 

e Ilulb 2 lo cual se puede ver de los teoremas de encaje de Sobolev [Ize 2, nota 
2.3] H;",p(n) e Ck(n) para m > k + !!. A continuación lo enunciamos: 

p 
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Definición 4.2 Se dice que n tiene la propiedad del cono si existen números 
j.L,h? ° tales que para todo y E n existe wy e sn-l (esfera de dimensión n-
1) con Area(wy ) ? j.L tal que y + t~ E n cuando ~ E wy y t E [O , h] . En 
particular si ()n E el entonces n tiene la propiedad del cono. 

En espacios de Sobolev con norma V , con las definiciones de espacios 
de Sobolev y espacios V dadas por Hm,p(n) = {u: J(DQu)P S 00, lal S m} 

1 

y V(n) = {v : (J vp
) ¡; < oo} y n con la propiedad del cono se tiene 

que Hm,p(n) e ek(ñ) con lulk S e Ilullm,p si m > k + ~. En particular 
con p = 2, m = 2, n = 2 se tendría que k debe ser cero. Por lo tanto 
lulo S e Ilulb S CllullH" 

Se tiene lo necesario para probar que el funcional (B(u, v), w) es acotado. 

Lema 4.6 

In {u, v}wdn S e lIullllvllllwll 

Prueba. Se tiene que 

In {u, v}wdn = In (~u~v - aU'"aKPU¡K,"V¡UP + u~v + v~u + 2uv) wdn 

Ahora 

IIn {u, v}wdnl S maXn Iwl J I{u, v}1 dn S Iwlo J I{u, v}1 dn 

Por el teorema de encaje de Sobolev se tendría 

Por otro lado 
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Las desigualdades (4.10) y (4.13) equivalen a decir 

/ Illul2 ~ C¡ IIul12 

/ U
2 ~ C2 11ul1 2 

Aplicaremos la desigualdad de Holder en cada uno de los términos. 

* / uv ~ (/ u
2

) ~ (/ v
2

) ~ ~ C¡llullllvll 

/ ullv ~ (/ u2
) ~ (/ llv

2
) ~ ~ C2 11ullllvll 

/ llullv ~ (/ llu2
) ~ (/ llV

2
) ~ ~ C3 11ullllvll 

Ahora el término 

El lado derecho de esta desigualdad son elementos de la norma de Sobolev 
(4.12) y por lo tanto 

i lau/-'al<.Bu1l</-,vlu.B1 dO. ~ C4 11ulb IIv11 2,2 ~ 64 lIullIlvll 

y por lo tanto 

li {u, v }wdo.l ~ C Ilullllvllllwll 

• 
Para la cuestion de la existencia de los operadores A,B es necesario enun­

ciar y aplicar el lema de Riesz [Canavati, pág 67, III.4J. 

Lema 4.7 Sea H espacio de Hilbert y sea ep un funcional lineal y acotado 
ep : H -+ R entonces exite un único y E H tal que ep(x) = (y, x) para todo 
x E H Y además lepl = Ilyll· 
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Teorema 4.4 El operador B(u, v) existe, es bilineal en u,v y acotado. 
Prueba. 
Consideremos 'Pu,v(w) = f{u,v}wdn ~ C(u,v) Ilwll. El lema de Riesz 

implica que 'Pu,v(w) = (B(u, v), w) para B(u, v) E H Y es único debido 
al lema (4.5) . Se ve que (B(u, v), w) es bilineal en u,v. Comol'Pu,v(w)I = 
IIB(u, v)11 entonces 

IIB(u,v)11 = sUPllwlI=ll(B(u,v),w)1 ~ C f l{u,v}ldn ~ Cllullllvll 

tenemos que B : H x H -+ H es acotado _ 

Teorema 4.5 El operador A definido por medio de 

(Au, v) = In (Vu· Vv - 2uv) dO. 

A: H -+ H existe y es lineal y acotado, es decir, (Au, v) ~ C Ilullllvll. 
Prueba. 
Se tiene lo siguiente 

I(Au, v)1 ~ In (IVuIIVvl + 21ullvl) dO. ~ In (la°.Bu ,oV,.B1 + 2lu llv l) dO. 

Utilizando la desigualdad de Holder 

De la definición del tensor métrico se tiene que a°.B ~ o. El primer término 
de la última desigualdad es parte de la métrica de Sobolev 111122 que ya se 
probó es equivalente a la norma definida en (4.11) y el segundo' término se 
sabe que es acotado y por lo tanto 

I(Au , v)1 ~ Cllullllvll 

Sea 'Pu(v) = f (Vu· Vv - 2uv) dO. , es un funcional lineal tanto en u 
como en v y acotado. Por el lema de Riesz se tiene que 'Pu(v) = (A(u), v) y 
por ser lineal en u se tiene que A es lineal. Además 

-
l'Pu(v)1 = IIA(u)11 = sUPllvll=l(A(u), v) ~ Cllull· 

ESTA TESIS NO SAlJ¡ 
UE LA BIBlIOTECA 
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Haremos las siguientes observaciones 

Observación 4.2 A: H -+ H es un operador compacto y autoadjunto. 

(Au, v) = In (Vu· Vv - 2uv) dn 

Prueba. Este funcional visto como un producto escalar define una norma de 
energía, la cual se vé que es equivalente a la norma del espacio HJ(n) dado 
que el primer valor propio de A es mayor que 2 y por lo tanto el producto 
escalar es positivo. Es decir, la norma está definida para elementos u, v E 
HJ(n). De los teoremas de encaje de Sobolev se tiene que H 2(n) e H1(n) de 
manera compacta. Las soluciones a nuestro problema pertenecen a H 2(n). 
Si tomamos una sucesión acotada en H 2 (n) al aplicar el operador A hay una 
subsucesión que será a su vez convergente porque H 2 (n) e H1(n) de manera 
compacta. Por lo tanto A es compacto en H 2 (n). De la definición de A se ve 
(Au, v) = (u, Av) y por lo tanto es autoadjunto. _ 

Con esta información podemos utilizar el teorema espectral para opera­
dores compactos y autoadjuntos [Canavati, pág 195]. El conjunto de valores 
propios de A forman una sucesión creciente. 

Observación 4.3 Si 110Av = v es decir, un problema de valores y funciones 
propias del operador A, entonces (110, v) es solución del problema -D.v = 110V 
con condiciones de Dirichlet, e inversamente. 

Prueba. Sea 110Av = v y tomemos el producto escalar con una 4> en el 
espacio de trabajo 

110(Av,4» = (v, 4» 

Desarrollando los productos escalares 

110 f (Vv · V4> - 2v4» dn = f (D.vD.4> + 2vD.4» dn 

Aplicando los teoremas de integración por partes 

110 f (-vD.4> - 2v4» dn = f (D.vD.4> + 24>D.v) dn 

por lo tanto 

In (D.v + 110v) (D.4> + 24» dn = o. 
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De las propiedades del espectro del Laplaciano sabemos que -2 no es un 
valor propio. Por lo tanto el operador (b. + 21) es uno a uno y sobre. Si 
e/> E H2 (n) n HJ(n) entonces (b.v + /10v) es ortogonal a todo el espacio de 
trabajo y por lo tanto debe ser cero. 

Inversamente si -b.v = /1ov, entonces se tiene 

(b.v, e/» = f ('''Vv· \le/> - 2ve/» dn = f (-b.ve/> - 2ve/» dn = (/10 - 2) f ve/>dn 

(v, e/» = f (b.vb.e/> + 2vb.e/» dn = f b.e/>(2v -/1ov)dn = -(2 -/10) f e/>b.vdn 

= /10(/10 - 2) f e/>vdn. 

Por lo tanto /10 (b. v, e/» = (v, e/» para toda e/> en el espacio de trabajo, lo cual 
implica que /1oAv = v. • 

El siguiente teorema nos dice que el funcional (B(u , v), w) es simétrico 
en U,V,w. Da una fórmula explícita para calcular dicho funcional en términos 
de los operadores b.,b.2 y un término de frontera en derivadas respecto a (J. 

La demostración es un poco larga y requiere algo de manipulación algebráica 
basada en argumentos de simetría. La idea consiste en dividir el funcional 
original en varios términos, probar que cada término es simétrico y realizar 
las integraciones por partes correspondientes. 

Definición 4.3 Dado el funcional B( u, v, w) = In {u, v}wdn 

In {u,v}wdn = In ((eUKeP/lullt/lV,U) IP + aU/lu ,Uv,/l + ub.v + vb.u + 2UV) wdn 

se definen 

1. B1(u,v,w) = In (eUlteP/luIK/lV,u)lpwdn 

2. B2 (u, v, w) = In (aU/lu ,Uv,/l + ub.v + vb.u + 2uv) wdn 

3. B21 (u, v, w) = In (ub.v + vb.u + 2uv) wdn 

4· B22 (U , v , w) = In aU/lu,uv,/lwdn 

Observación 4.4 B(u,v,w) = B 1(u,v ,w) + B2(u,v,w). B2(u ,v,w) ya es 
simétrico en u, v , lo que es evidente de su definición dada en(4 .3.2) 
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Lema 4.8 El funcional B2(u,v,w) es simétrico en u,v ,w y de hecho 

B2 (u, v, w) = In (~(UV6.W + uw6.v + vw6.u) + 2UVW) dD. 

y en particular 

B22 (U, v, w) = r ~ (uv6.w - uw6.v - vw6.u) dD. Jn 2 

Prueba. 
Consideremos el término de B22 

In aaPu,av,pwdD. = 127r 

1°0 (senBu,ov,ow + se~B U,q,V,<pW ) dBdcP 

Si integramos el primer término respecto B y el segundo respecto cP 

El segundo término de frontera es cero por periodicidad en cP, y el primer 
término es cero porque u, v, wlo=oo = O Y senBlo=o = O. Recordando que sobre 
una esfera unitaria 6.v = v 00 + coslov o + ~l OV AoAo y que dD. = sen()d()dcP 

I sen I sen J'P'f' 

la integral se escribe como 

= -In uw6.vdD. - 127r 

1°0 (sen()w,ov,o + se~() w,<pv,<P) udBdcP 

y por lo tanto 

In aaPU,aV,{JwdD. = -In uw6.vdD. -In aa{JW,av,pudD. 

B22 (U, v, w) = -In uw6.vdD. - B22 (W, v, u) 

Por la simetría entre u, v tendríamos 

(4.15) 
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B 22 (U,V,W) = - L vw6.udrl - B22 (U,W,v) (4.16) 

Por lo que tenemos tres formas distintas de escribir B2 

B2 (u, v, w) = 2 L uvwdrl+ L (u6.v + v6.u) wdrl-L uw6.vdrl- L aaPv,aw,pudrl 

B2 (u, v, w) = 2 L uvwdrl+ L (u6.v + v6.u) wdrl-L vw6.udrl-L aaPu,aw,pvdrl 

B2 (u, v, w) = 2 L uvwdrl + L (u6.v + v6.u) wdrl + L aaPu,av,pwdrl 

Sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera se tendría 

y por lo tanto B2 (u,v,w) es simétrico. 
De la definición (4.3) Y usando el hecho que B2 es simétrico en u , v, w se 

tiene 

y usando (4.15) 

-B22 (U,V,w) - L uw6.vdrl = B21 (U,V,w) + B22 (U ,V, w) - B21 (W,V ,u) 

lo que implica 

y de (4.3.3) 
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B22 (U,V,W) = ~ r (uvLlw-uwLlv-vwLlu)do. (4.17) 
2 Jn 

y como B2(u, v, w) = B2l (U, V, w) + B22 (U, v, w) se tiene que 

B2(u, v, w) = In (~(UVLlW + uwLlv + vwLlu) + 2UVW) dO. (4.18) 

• 
Lema 4.9 Sea 

entonces Bl es simétrico en u, v, w y de hecho, para funciones lisas 

Bl (u, v, w) = ~ r (uLlvLlw + vLluLlw + wLluLlv)do.-
2 Jn 

~ r (uvLl2w + uwLl2v + vwLl2u)do.+ 
4 Jn 

~ r u OV OW osenBodA. 
2 Jan' " '1' 

Prueba. Primero veremos que en efecto Bl es simétrico en u, v, w. Sea 
é

U
l<é/3/lou1 I</loV,U = A/3 entonces de la definición de derivada covariante tenemos 

que 

= 121T 
lOO (A~/3 + AOcotB)wsenBdBd<jJ 

Ahora realizaremos una integración por partes con respecto a cada índice 
del primer término de la integral 
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donde estamos usando la siguiente notación: &n1 son los segmentos de 
recta ° ~ 4> ~ 211" para (J = ° y (J = (Jo respectivamente y por lo tanto 
d&n1 = ±d4> con el signo más o menos dependiendo del sentido en que 
se recorra la curva. De igual manera &n2 son las rectas ° ~ (J ~ (Jo en 
4> = 0,4> = 211" respectivamente, y d&n2 = ±d(J. 

El término de frontera es cero por lo siguiente: en (J = O se tiene que 
sen(J = O , en (J = (Jo se tiene que w = 0, y por lo tanto no hay integrales en 
d4>, además es cero por periodicidad para las integrales en d(J. Y por lo tanto 

B1(u,v,w) = In Af,Bwdn = -In A,Bw,,Bdn = -In é(lI<é,B¡'¡'U!I<¡.¡.v,uw,,Bdn 

(4.19) 
y por lo tanto BI es simétrico en v, w. Ahora veremos que es simétrico en 
u, w y se seguirá la simetría en u, v, w. Desarrollando la derivada covariante 
del lado derecho de la igualdad anterior, 

Integrando por partes, el primer término se puede escribir como 

r T k¡.¡. sen(Ju,kd&n¡.¡. 
Jan" 

(4.20) 

Haremos las siguientes manipulaciones en los términos de la primera integral, 
del lado derecho de la ecuación (4.20) . Despejando la derivada del tensor TI<¡'¡' 
de la expresión para su derivada covariante (B.16) se tiene que T,";i se puede 
escribir como 
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por lo que 

1
21T

1
110 

( TKIJ.(senO) + senO(T,KIJ. - T°IJ.rK - TKOrIJ. )) u dOd4J-o o ,IJ. IIJ. OIJ. OIJ.,K 

{ TKIJ. SenOU,KdanIJ. 
Joo,. 

El término sen()TOIJ.r~IJ.U,K se cancela con el segundo término de (4.20), por 
lo que B1 se escribe como 

121T 1110 

(TKIJ.(senO),IJ. + senO(T¡';: - TKQr~)) u,KdOd4J-

{ TKIJ. senOU,KdanIJ. 
Jan,. 

El término TKIJ.(senO),IJ. es distinto de cero sólo cuando ¡¡, = 1 Y vale 
TK1 cos O. Usando el hecho que en el caso de la esfera se tiene que r~tl =/: O 

sólo si f3 = 2, Q = 1 (ver (B.31)) y rt", = r:11 = cotO, implica que TKOr~IJ. = 
T K1 cotO con ¡¡, = 2, Q = 1. Así que B1 se escribe como 

B1 (u, v, w) = lh 1110 

(Tk1 cos O + senO(T¡~ - T K1 cotO)U,K ) dOd4J-

{ TKIJ.senOU,KdanIJ. 
Jan,. 

El término de frontera es cero por el siguiente argumento: Las integrales 
en dO son cero por periodicidad, para las integrales en d4J tenemos que en 
O = O, senO = o. Resta por ver que pasa en O = 00 para la integral en d4J que 
corresponde al valor del Índice ¡¡, = 2. Ahora, 

T k2u,K = ((12) 2 W,1 (V,1 U,2 - V,2U,¡) 

que al valuarlo en 00 notamos que u(Oo) = O, en particular no depende de 4J, 
por lo cual U,2 = V,2 = O. Por lo tanto TK2U,2 = O en O = 00 y no hay término 
de frontera. 
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Recordando que 

usando la regla del producto para la derivada covariante, teniendo en cuenta 
que él: = O como se muestra en el apéndice (B.32), y el resultado anterior 
de integración por partes se tiene 

B1(u, v, w) = - f éU"é{J"'v,uW,{JUlk,..d0. = lo (éU"é{J"'V,UW,{J) 1,.. u,kd0. 

= lo éU"é{J,.. (v,uwl{J,.. + vlu,..w,{J) u,kd0.. 

Si observamos que é{Jl-'wl{J,.. = é 84>(wI84> - wl4>8) = O entonces 

y por lo tanto es simétrico en w, u y como ya era simétrico en v, W es simétrico 
en U,V,W. 

Ahora veremos como encontrar la expresión enunciada en el teorema. 
De (4.19) 

Usaremos la identidad éuké{J,.. = au{J ak,.. - aU"'ak{J que se prueba en el apéndice 
(B.33) . Por lo que tenemos, 

B ( ) - r ( u,.. k{J u{J k,.. ) dA 
1 u, V, W - in a a UI",..V,uW,{J - a a UI",..V ,uW ,{J H 

_ r ( u,.. k{J u{J A ) dA - in a a UI",..V,uW ,{J - a V,uW,{JuU H. 

El segundo término de la integral ya lo conocemos y es B 22 (V, W, D.u) que 
de hecho ya sabemos como expresarlo en términos de D. . El primer término lo 
definimos como Bu (u, v, w) = In aU"'ak{J u l",..v,uw,{J y buscaremos expresarlo 
en términos de D.. El primer paso será integrar por partes a Bu. 

Sea T k,.. = aU"'ak{Jv,uw,{J, entonces 

B1(u,v,W) = Bu(u, v,w) - B 22 (V,w,D.u) ( 4.22) 
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Bll (U, v, W) = In Tk/lUlk/ldn = _1 21r 

lOO 1I~u,ksen(}d(}d<P+ 

r Tk/l sen(}U,kdanw 
Jan" 

Con los mismos argumentos que usamos en (4.21) 

= - r aU/lakfJ (v,uWlfJ/l + VIU/lW,fJ) U,kdn + r Tk/lsen(}U,kdan/l 
Jn Jan" 

donde se usó el hecho que af: = O, ver apéndice (B.18), y por lo tanto sale 
de la derivada covariante. Entonces 

Bll(u,v,W) = -Bll (w ,v,u)-B22 (U,W,D.v) + r Tk/lsen(}u,kdan/l (4.23) 
Jan" 

Sabemos que Bl(w,v,u) = Bl(u,v,w)por la simétria de Bl y además que 
Bl(u,v,w) = Bll(u,v,w) - B22 (V,W,D.u) =} Bll(w,v,u) = Bll(u,v,w)­
B22 (V, W, D.u) + B22 (V, U, D.w). Sustituyendo en (4.23) tenemos que 

2Bll (u, V, w) = B22 (V, W, D.u) - B22 (V, u, D.w) - B22 (U, w, D.v)+ 

r Tk/lsen(}u,kdan/l 
Jan" 

y sustituyendo en (4.22) tenemos que 

~ r Tk/l sen(}u,kdan/l 
2 Jan" 

El término de frontera está dado por 
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Las integrales en dO son cero por periodicidad en cjJ, las integrales en dcjJ para 
O = O se tiene que sen(O = O) = O Y por lo tanto sólo queda ver cuando 
O = Oo. Evaluando este término cuando f.l = O 

12

" aOO v,oaf3f3 W,f3U,f3senOodcjJ 

como en la frontera u,4>(Oo) = O se tiene que el término de frontera se escribe 
como 12

" aOO a89 V,oW,ou,osenOodcjJ = 12

" V,ou,ow,osenOodcjJ 

Tenemos todo para calcular Bl' Aplicando el resultado de la ecuación (4.17) 
se tendría que Bl vale para funciones u , v, W suaves 

• 

B1(u, v, w) = -~ r (vu ,6?w + uwLl2v + vwLl2u) dn+ 
4 in 

~ r (vLluLlw + wLluLlv + uLlvLlw) dn+ 
2 in 

112

" - V OU OW gsenOodcjJ 
2 '" o 

Con los lemas (4.9) Y (4.8) podemos probar el siguiente resultado 

Teorema 4.6 

1n {u,v}wdn = 1n (2UVW + ~(UVLlW + vwLlu + UWLlV)) dn+ 

~ r (uLlvLlw+vLluLlw+wLluLlv)dn- ~ r (uvLl2w+uwLl2v+vwLl2u)dn+ 
2 in 4 in 

~ r u OV OW osenOodcjJ 
2 Jan ' , , 

Prueba. Como fn{u,v}wdn = B(u,v,w) = B1(u,v,w) + B2 (u,v,w) de los 
lemas anteriores se tiene el resultado para funciones suaves y por densidad, 
para funciones en el espacio de trabajo, y se tiene también la simetría de 
B(u,v,w) . • 
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Capítulo 5 

Las ecuaciones de bifurcación 

En este capítulo se pretende resolver la ecuación L>.w+aQ(w) +C(w) = O 
para w en el espacio de trabajo H. Se hace un estudio de la parte lineal, en 
particular se prueba que si - t:. v = f.Lv entonces v E K er L >., el cual es de 
dimensón finita. Se encuentra el valor crítico .Ac , valor para el cual existe 
el combamiento. Se muestra que .Ac es función del espectro del laplaciano 
y del parámetro a. Se aplica el método de Liapunov-Schmidt para obtener 
las ecuaciones de bifurcación. Se aplica la teoría del grado topológico para 
demostrar la existencia de soluciones a las ecuaciones de bifurcación. El caso 
m = 1, donde m = dimKer(L>.J, se desarrolla completamente puesto que 
dichas soluciones representan los casos genéricos al problema de la esfera 
deformada. 

5.1. La ecuaciones de bifurcación 

De las ecuaciones (4.6) y (4.7) hemos reducido el problema a dos ecuacio­
nes en espacios de Hilbert en términos del operador lineal y acotado A(u) , y 
el operador bilineal y acotado B(u, v) dadas a continuación 

1 
f + aAw + 2B(w,w) = O 

w - aAf - .AAw - B(w, J) = O 

(5.1) 

(5.2) 

donde A Y B están dados implicitamente por las definiciones (4.4) y (4.5) . Ba­
jo este formalismo es posible reducir el par de ecuaciones a una sola ecuación 

91 
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como se hace a continuación. Despejando f de(5.1): f = -aAw - ~B(w, w) 
y sustituyendo en (5.2) se tiene que 

1 1 
w - aA( -aAw - "2B(w, w)) - >'Aw - B(w , -aAw - "2B(w, w)) = O 

que se reduce a 

a (~A(B(W, w)) + B(w, AW)) + ~B(w, B(w, w)) = O (5.3) 

Si hacemos las siguientes definiciones 

Definición 5.1 Sea w E H (H el espacio de trabajo), entonces definimos 

1. L>.w = w - >'Aw + a2A2w 

2. Q(w) = ~A(B(w, w)) + B(w, Aw) 

3. C(w) = ~B(w, B(w, w)) 

Entonces se tiene que la ecuación (5.3) se escribe como 

L>.w + aQ(w) + C(w) = O (5.4) 

De hecho se observa que L>.w es la parte lineal de la ecuación, Q(w) es de 
orden O(llwI12

) la parte cuadrática y C(w) de orden O(llwI13
) la parte cúbica. 

Además se nota que A(w),Q(w),C(w) son el gradientes de los funcionales 
a(w) = ~(A(w), w), q(w) = HQ(w), w), c(w) = t(C(w), w) respectivamente. 

Algunas propiedades de estos operadores se enuncian en el siguiente teo­
rema 

Teorema 5.1 Sean Q, C definidos como arriba, entonces 

1. Q es el gradiente del funcional q( w) = l( Q( w), w) = HB( w, w), Aw) y 
su derivada de Fréchet vale 

Q'(w)h = AB(w, h) + B(w, Ah) + B(h, Aw) 

además 
Q(w + h) - Q(w) = Q'(w)h + Q(h). 
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2. C es el gradiente del funcional c(w) = i(G(w), w) = HB(w, w), B(w, w)) 
y su derivada de Fréchet vale 

C'(w)h = B(w, B(w, h)) + ~B(h, B(w, w)) 

además 
C(w + h) - G(w) = C'(w)h + G'(h)w + C(h). 

Prueba. 
A continuación calcularemos las derivadas de Fréchet para los operadores 

Q(w), C(w). Suponemos por el momento que h E H, Ilhll ::; é pequeño. Se 
usa el hecho que B(u, v) es simétrico en u, v, bilineal y acotado, y para A(w) 
que es lineal y acotado. 

Q(w + h) - Q(w) = Q'(w)h + O(llhI12
) 

De las definiciones de Q( w) y C( w) se tiene que 

Q(w+h)-Q(w)= 

(~AB(W + h,w + h) + B(w + h,A(w + h))) - ~A(B(W,w)) - B(w,Aw) 

Simplificando tenemos 

1 
Q(w+h) -Q(w) = AB(w, h)+B(h, Aw)+B(w, Ah)+"2AB(h, h)+B(h, Ah) 

y por lo tanto 

Q'(w)h = AB(w, h) + B(w, Ah) + B(h, Aw) 

y se observa que 

Q(w + h) - Q(w) = Q'(w)h + Q(h). 

De manera similar 

1 1 
C(w + h) - C(w) = "2B(w + h, B(w + h, w + h)) - "2B(w, B(w , w)) 

Expandiendo las formas bilineales y simplificando se tiene 

1 
= B(w, B(w, h)) + "2B(h, B(w, w)) + B(h, B(w, h))+ 

-- -- -----------------
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1 1 
"2B(w, B(h, h)) + "2B(h, B(h, h)) 

Los términos de orden O(llhll) dan la derivada de Fréchet y por lo tanto 

C'(w)h = B(w, B(w, h)) + ~B(h, B(w, w)) 

y además se observa que 

C(w + h) - C(w) = C'(w)h + C'(h)w + C(h) 

Que tanto Q, C son el gradiente de los funcionales enunciados en el teorema 
(5.1) se prueba como sigue: Como 3q(w) = (Q(w), w), es decir 

3q(w) = (~AB(W,w),w) + (B(w,Aw),w) 

1 3 
= "2(B(w, w), Aw) + (B(w, w), Aw) = "2(B(w, w), Aw) 

donde se usó el hecho que A es autoadjunto y (B(u, v), w) es simétrico. La 
derivada de Fréchet de q( w) serán los términos lineales en h de la cantidad 
q(w + h) = ~(B(w + h, w + h), A(w + h)) es decir 

q'(w)h = ~ [(AB(w, w), h) + (AB(w, h), w) + (AB(h, w), w)] 

q'(w)h = ~(AB(w, w), h) + (B(w, Aw), h) 

y por lo tanto 

Q(w) = q'(w) = ~AB(W, w) + B(w, Aw). 

Mismo argumento para C(w) . Se tiene que c(w) = H~B(w, B(w, w)), w) = 
HB(w, w), B(w, w)) donde se usó el hecho que (B(u, v), w) es simétrico. La 
derivada de Fréchet de c( w) serán los términos lineales en h de la cantidad 
c(w + h) = HB(w + h, w + h), B(w + h, w + h)), es decir 

c'(w)h = ~[2(B(w, w), B(w, h)) + 2(B(h, w), B(w, w))] 
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donde se usó la simetría de B(u, v). Y por la simetría del producto escalar 
se tiene que 

c'(w)h = ~(B(W, w), B(w, h)) = ~(B(w, B(w, w)), h) 

y por lo tanto 
c'(w) = C(w) 

• 

5.2. Propiedades de la parte lineal LA 

A continuación se observa en que manera se relaciona el espectro de la 
parte lineal LA con el espectro del operador A y este a su vez con el espectro 
del laplaciano. 

Lema 5.1 Sea LAv = v - AAv + a 2A 2v entonces LA es un operador lineal 
autoadjunto. Además si LA v = O {:} An = J-Ln + 0

2 
donde /-ln E CJ(-Ll) Y con 

n Iln 

las mismas funciones propias. 
Prueba. De la observación (4.4.1) sabemos que el operador A es compac­

to y autoadjunto. Notamos que LA puede ser escrito de la siguiente manera 

y utilizando el hecho que A es autoadjunto tenemos que 

Además observamos que si A2 < 4a2 entonces (LAv , v) ~ Co IIvl12 por lo que 
LA es uno a uno. En ese caso, como A es compacto, entonces LA es invertible. 
A autoadjunto implica que A2 también es autoadjunto y por lo tanto LA es 
autoadjunto. Además, LA es de la forma [-compacto, y por lo tanto el núcleo 
de LA es de dimensión finita y LA es un operador de Fredholm satisfaciendo la 
alternativa de Fredholm. Por otro lado, para IAI > 2a, LAv = v-AAv+a2 A 2v 
se puede factorizar de la forma 

(5.5) 
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con { J-L+++!- = / Lo que implica 11+2 - >'J-L+ + a 2 = O Y la misma ecuación 
J-L J-L = a t'" 

para J-L-. Entonces 
~-~ 

{ 
2J-L+=>.+V>.2-4a2 
2J-L- = >. _ V>.2 _ 4a2 y despejando>. en función de J-L se tiene que 

a 2 

>. = J-L± +-. 
J-L± 

Supongamos que L)..v = O {:? (L)..v,4J) = O entonces de la factorización 
(5.5) se tiene que 

{ 
(I-J-L+A)v=O {J-L+Av=v {:?J-L+óJ-L-Ea(-6) 
ó(I - J-L- A)v = O {:? ÓJ-L- Av = v 

debido a la observación 2. • 

Lema 5.2 Sea >'c = min{>.nl>'n = J-Ln + 0
2

, J-Ln E a( -6)} 
/-In 

entonces 

1. si J-Ln-lJ-Ln < a 2 < J-LnJ-Ln+l => >'c = >'n 

2. si a 2 = J-Ln+lJ-Ln => >'c = >'n+l = >'n = J-Ln + 0
2 

= J-Ln + J-Ln+l 
/-In 

Prueba. Por definición de los valores propios O < J-Ln-l :::; J-Ln :::; J-Ln+l 
para n = 2, 3, .. .. Ahora sea 

~ ~ 2 1 
>'n+j - >'n = J-Ln+j + -- - J-Ln - - = (J-Ln+j - J-Ln)(J-Ln+jJ-Ln - a )--- (5.6) 

~~ ~ ~~~ 

donde j E J+ U J- tales que J+ = {1, 2,3, ... } Y J- = {-1, -2, .. . , -(n -1)}. 
Para encontrar el mínimo definido como arriba sobre un conjunto discreto de 
J-Ln'S , tenemos las siguientes desigualdades que son válidas porque J-Ln :::; J-Ln+l 
por definición de los valores propios. 

J-Ln-lJ-Ln < a 2 < J-LnJ-Ln+l 
J-Ln-2J-Ln < a 2 < J-LnJ-Ln+2 

En la última desigualdad del lado izquierdo 1 :::; j :::; n - 1 Y para el lado 
derecho j = 1,2, .... Como J-Ln --* 00 cuando n --* 00, entonces siempre existe 



5.3. MÉTODO DE LIAPUNOV-SCHMIDT 97 

+---------------------~~ 
n 

Figura 5.1: ~ = ~ + f! 
o o ¡.t 

una n tal que I-Ln-ll-Ln :::; a 2 
:::; I-LnI-Ln+l' La ecuación (5.6) siempre tiene un 

mínimo, lo cual es evidente al ver la gráfica ~ = ~ + ~ (figura(5.1)) que 
siempre tiene un mínimo para I-L = a . 

Notamos lo siguiente: en la ecuación (5.6) si j E J+las dos diferencias 
son positivas ó cero si I-Ln+i = I-Ln Y por lo tanto An+i - An ~ O si j E J+. Si 
j E J-, las dos diferencias son negativas ó cero y su producto positivo y por 
lo tanto An+i - An ~ O. Por lo tanto An :::; An+i para j E J+ U J- si I-Ln-ll-Ln < 
a 2 < I-LnI-Ln+l, es decir, An es un mínimo. En el caso que a 2 = I-Ln+lI-Ln , esto 
mismo implica la serie de desigualdades 

La ecuación (5.6) implica que An+l = An . Podemos aplicar el argumento 
utilizado en el otro caso teniendo en cuenta que j -¡:. 1 Y con esto acabamos 
de probar el lema 

• 

1. si I-Ln-ll-Ln < a 2 < I-LnI-Ln+l ~ Ac = An 

2. si a 2 = I-Ln+ll-Ln ~ Ac = An+l = An = I-Ln + 0

2 

= I-Ln + I-Ln+l 
¡.tn 

5.3. Método de Liapunov-Schmidt 

Lo que se ha hecho hasta el momento es tomar el par ecuaciones (5.1),(5.2) 
y reducirlas a una sola ecuación en un espacio de Hilbert. La ecuación consta 
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de la parte lineal que depende del parámetro libre A. Hemos visto cómo 
su espectro está relacionado con el espectro de ll, el operador de Laplace­
Beltrami. 

En los problemas elásticos, en particular en el combamiento de estruc­
turas, lo que se tiene es una ecuación diferencial compuesta de un operador 
lineal más términos no lineales y un parámetro libre que se asocia con car­
gas externas. Se conoce la solución trivial al problema elástico, en el cual la 
estructura es capaz de resistir todas las cargas externas en virtud que estas 
son compensadas por los esfuerzos internos. Pero a medida que aumenta la 
carga, puede suceder, y de hecho sucede en la elasticidad no lineal, que la es­
tructura se comba. A la presión donde sucede el combamiento le llamaremos 
presión crítica. Para resolver las ecuaciones de deformación en la vecindad 
de la presión crítica utilizaremos el método de Liapunov-Schmidt que resuel­
ve un problema no lineal en la vecindad del parámetro donde se sucede el 
combamiento. En el apéndice A se demuestra que las funciones 

u,!: = c,!: P:;" (cos O)cosmif> 
k 

v,!: = ct;: P:;" (cos O) senmif> 
k 

forman una base el espacio de trabajo 

donde c'!: y d,!: son tales que (u,!:, uj) = ótó;:, , (Vk' vj) ótó;:, , además 
(uk,vj) = O para enteros (m,n,k,j > O) . En particular 

que después de algunos cálculos y considerando que llu'!: = -/l-kUk se en­
cuentra que 

c,!: 
1 

(5.8) 

donde Zo = cos Oo. 
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5.4. Equivariancia de las Ecuaciones 

Para probar la equivariancia de la ecuación (5.4) se requieren algunos 
resultados previos acerca de la teoría de representaciones de grupos. 

Lema 5.3 Sea 9 -+ Tg una representación unitaria de un grupo G en un 
espacio de Hilbert W con producto interior (', .) y sea F un operador contínuo 
en W. Suponga que F es el gradiente de un funcional f : W -+ R Y que f 
es invariante bajo G en el sentido que f(Tgw) = f(w) para todo 9 E G y 
todo w E W. Entonces F es equivariante bajo la representación 9 -+ G en el 
sentido que TgF(w) = F(Tgw). 

Prueba. 
Como F es el gradiente de f se tiene que f(w + h) - f(w) = (Fw, h) + 

0(h2
) = (TgFw, Tgh) donde se usó el hecho que la representación es unitaria 

(Tgw, Tgh) = (w, h). Por la invariancia f(w) = f(Tgw), la derivada de Fréchet 
vale f(Tg(w + h)) - f(Tgw) = (F(Tgw), Tgh) + 0(h2

) Y como la derivada de 
Fréchet es única, se tiene que TgF(w) = F(Tgw) .• 

Consideraremos el grupo de rotaciones que dejan fijo al eje z, junto con la 
reflexión (1jJ -+ - 1jJ) en R2 . Este grupo de simetrías se llama 0(2). Sea 9 -+ G 
la representación de 0(2) en H (5.7), dada por 

(5.9) 

donde g-l representa el inverso de 9 en 0(2). De hecho en U(n) 

(5.10) 

es decir, la representación es unitaria en L2 (n) . De hecho es unitaria en la 
norma dada por el teorema (4.2), como se prueba a continuación: Como 
w E H implica que w,,0.w E L2(n), es fácil ver que 

(5.11) 

Si la rotación asociada a cierto 9 está dada por '!/J, entonces en coordenadas 
esféricas Tgw((), 1jJ) = w(r, (), ljJ - '!/J) y para la reflexión Kw((), 1jJ) = w((), -1jJ). 
Sobre la base de H dada por uk', vk' se tiene Tguk' = cosm'!/Juk' + senm'!/Jvk' 
y Kuk' = uk'. Por lo tanto, Tguk' es función propia de,0. y lo mismo para vk'. 
Sea Uk función propia del Laplaciano ,0.Uk = -f../,kUk y sea Ük = TgUk entonces 
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Tg(~Ük) = -l-'kÜk = ~Ük = ~(TgUk) y como las Uk generan H se tiene el 
resultado. Como la norma (4.2) es (u, v) = J ~u~v + 2u~vdD., y está dada 
en términos del Laplaciano, se sigue que la representación g -+ G es unitaria 
en la representación H con norma (., .), es decir 

(Tgu, Tgv) = (u, v) . (5.12) 

También se tiene que todas las funciones son periódicas en qy, por lo que el 
funcional J027r 

u,ov,o, w,odqy en () = ()o es invariante bajo el grupo de simetrías 
utilizado. 

Lema 5.4 Los operadores A, Q, C son equivariantes bajo la representación 
g -+ G en H definido por (5.7), es decir TgQ(w) = Q(Tgw) para todo g E 
0(2) Y todo w E H (con relaciones similares para A, C). 

Prueba. Utilizaremos el lema (5.3) para la representación unitaria dada 
en (5.9). Como A es autoadjunto, A es el gradiente del funcional a(w) = 
HAw, w). Por (5.10) ,(5.12) se tiene que 

a(Tgw) = -l[~(TgW) + 2Tgw]TgwdD. = -l Tg[~(w) + 2w]TgwdD. 

= -l[~(w) + 2w]wdD. = a(w) 

es decir, a(w) es invariante, entonces por el lema (5.3) A(Tg) = TgA(w) . Por 
otro lado, como ((B(u, v), w) es simétrico, entonces B(w, w) es el gradiente 
del funcional b(w) = HB(w, w) , w). Si llamamos 

1 
N(w) = :¡[8w2 + 6w~w + 6(~w? - 3W~2W] 

entonces para funciones suaves el teorema (4.6) y la propiedad (5.11), junto 
con la invariancia de la medida dD. da como resultado 

11 1127r 

= - wN(w)dD. + - (w,o)3dqy = b(w) 
3 n 3 o 
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y por lo tanto b(w) es invariante y, por el lema (5.3), B(Tgw, Tgw) = TgB(w, w). 
Finalmente por el teorema (5.1), Q es el gradiente de q(w) = HB(w, w), Aw) 
y C es el gradiente de c(w) = HC(w), w) = ~ IIB(w, w)11 2 los resultados 
anteriores implican la invariancia de q(w) y c(w) y por lo tanto Q, C son 
equivariantes. _ 

Con estos resultados se sigue el siguiente teorema 

Teorema 5.2 La ecuación (5.4) es equivariante bajo la acción de grupo 
0(2), es decir 

Esto quiere decir que si w es solución, también Tgw lo es. 

Buscaremos soluciones con cierta simetría. Se observa que la ecuación 
(5.4) 

L>.w + aQ(w) + C(w) = O 

es equivariante bajo representaciones 9 -+ Tg de 0(2) el grupo de rotaciones 
con el eje Z fijo, donde Tgw = W(g-lX), o en términos de (e, if;) se tiene 
que (Tw)(if;, e) == w(if; - T, e), para 9 E 0(2) y w E H. La equivariancia 
implica que cada solución sin simetría respecto al eje Z genera una familia 
de soluciones dependientes de un parámetro. Para evitar este problema se 
considera que la soluciones se encuentran en el espacio 

00 00 

W={wlwEH,w= L:I>;:,u;:'}. 
m=O k=O 

La ecuación (5.4) es equivariante bajo reflexiones (if; -+ -if;), en particular 
manda funciones pares en if; a funciones pares en -if;, por lo tanto puede 
restringirse a W. Lo que implica que buscamos soluciones con un plano de 
simetría. 

Sea N = {uIL>'nu = O,u E W}, N es el núcleo del operador y for­
ma un sub espacio lineal de W. Dicho subespacio está generado por la base 
{Zl, Z2, "zm}, es decir N = [Zl' Z2, . . . , Zm], N tiene dimensión finita debido al 
hecho que L>. es un operador de Fredholm. Los {z¡} son tales que L>'nz¡ = O. 
Entonces se tiene la siguiente descomposición del espacio: W = N EB NJ... . 
El método de Liapunov Schmidt, consiste en descomponer la ecuación en el 
núcleo y el complemento del núcleo. Si w E W entonces w = u + U donde 
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u E N , U E N1.. Tomemos la ecuación (5.4) y reescribamosla como se ilustra 
a continuación 

Tomando la diferencia 

LAw = W - AAw + a?A2w 

LAnW = W - AnAw + a?A2w 

Sea r¡ = A - An lo que implica 

(5.13) 

Definimos los operadores de proyección ortogonal S : W -7 N Y 1 - S : W -7 

N 1. sobre el núcleo y su complemento respectivamente. Con esto la ecuación 
(5.4) se escribe como 

LAn (u + U) - r¡A( u + U) + aQ( u + U) + C( u + U) = O 

LAnU - r¡A(u) - r¡A(U) + aQ(u + U) + C(u + U) = O. (5.14) 

Hacemos las siguientes observaciones 

1. LAn U E N 1. , porque para todo v E N se tiene que (LAn U, v) = (U, LAn v) = 
O porque L An es autoadjunto y por lo tanto LAn U J..N . Por lo que al pro­
yectar en N sucede que S(LAn U) = O. 

2. A(U) E N1., por lo siguiente: Sea v E N Y consideremos (v,AU) = 
(Av, U) porque A es autoadjunto. Pero si v E N , entonces Av = J1. - IV 
(lema 5.1) y por lo tanto (Av, U) = J-L- I(V, U) = O es decir AU E N1. . 
Por lo que al proyectar en N sucede que S(AU) = o. 

3. A(u) E N. Sea u E N, entonces J-LnAu = u y por lo tanto J-LnA2u = Au 
y por lo tanto Au E N. Por lo que al proyectar en N sucede que 
S(Au) = Au. 

Proyectando la ecuación (5.14) sobre N y teniendo en cuenta las observacio­
nes hechas anteriormente tenemos lo siguiente. 

-r¡Au + S [aQ(u + U) + C(u + U)] = O (5.15) 
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y proyectando la ecuación (5.14) sobre el complemento de N 

L>'n U - r¡AU + (1 - S) [aQ(u + U) + C(u + U)] = O. (5.16) 

A continuación mostraremos que la ecuación (5.16) define una contrac­
ción, y entonces por el teorema de contracción de Banach, tiene un único 
punto fijo, lo que es equivalente a encontrar U(u) tal que satisface la ecua­
ción (5.16). 

Teorema 5.3 Teorema de contracción de Banach 

1. Sea H : B -+ B un operador H definido sobre un espacio de Banach 
B, entonces si IIH(x) - H(X')II ~ K Ilx - x'II y IIH(x)11 < R Y K < 1 
para Ilxll , Ilx/ll < R se tiene que H posee un único punto fijo x = H(x) 
en la bola de radio R. 

2. Sea H(x, y) : BxE -+ B , B espacio de Banach. Si IIH(x, y) - H(x' , y)1I ~ 
K Ilx - x'II con K < 1, Ilxll, Ilx/ll ~ R para todo y E (), () e E se tiene 
entonces que existe un único x(y) con x(y) = H(x(y),y) continua en y 
y además es Lipchitz. 

Teorema 5.4 La ecuación 

L>'nU - r¡AU + (1 - S) [aQ(u + U) + C(u + U)] = O 

define una contracción, si r¡ es pequeño. 
Prueba. Como U E NJ.. se tiene que L>'nU es un operador lineal e inver­

tibIe. L>.: es lineal y acotado. En adelante se usará el hecho que IIA(w)11 ~ 
C Ilwll y que IIB(u, v)11 ~ C Ilullllwll. Por lo mencionado arriba, la ecuación 
(5.16) se escribe como 

U = L>.: (r¡AU - (I - S) [aQ(u + U) + C(u + U)]) 

y se puede ver como el problema U = H(U, u) con H(U, u) dado por el 
lado derecho de la ecuación anterior. Que H sea contracción quiere decir que 
IIH(U) - H(U')II ~ C IIU - U'II. Desarrollando los operadores Q(u + U) y 
C(u + U) en términos de sus derivadas de Fréchet enunciadas en el teorema 
(5.1) se tiene 

H(U) = L>.: (r¡AU - (I - S) [aQ(u) + aQ'(u)U + aQ(U)+ 
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C(u) + C'(u)U + ~B(U, B(U, U)) + B(U, B(u, U)) + C(U)]). 

Calculando lo anterior para una U' y tomando la diferencia se tiene 

H(U)-H(U') = L>.~ (17A(U-U')-(I-S) [aQ'(u)(U-U')+aQ(U)-aQ(U')+ 

C'(u)(U - U') + ~B(U, B(U, U) - B(U', U'))+ 

B(U, B( u, U)) - B(U', B( U, U')) + C(U) - C(U')]) 

y por lo tanto 

IIH(U) - H(U') 11 ~ C1117IIIU - U')II + 

C2 ( IIU - u'IIIIQ'(u) + C'(u) 11 + IIQ(U) - Q(U')II + IIC(U) - C(U')II + 

El término 

~ IIB(u, B(U - U', U + U'))II + 

IIB(U, B(u, U)) - B(U', B(u, U'))II) . 

IIB(U, B(u, U)) - B(U', B(u, U')) 11 = 

IIB(U - U', B(u, U) + B(U', B(u, U) - B(u, U'))II 
~ C Ilu - u'll (1lullllulI + IIU'lllIull)· 

El término IIB(u, B(U - U', U + U'))II ~ CallullllU - U'IIIIU + U'II. 
Ahora Q(U) = ~A(B(U, U)) + B(U, AU) y por lo tanto 

Q(U) - Q(U') = ~ A(B(U, U) - B(U', U')) + B(U, AU) - B(U', AU') 

= ~A(B(U - U', U + U')) + ~(B(U - U', A(U + U')) + B(U + U', A(U - U')) 

Y por lo tanto 

IIQ(U) - Q(U')II ~ C4 11U + U'IIIIU - U'II· 
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Para acotar el término C(U)-C(U') = ~B(U, B(U, U))-~B(U', B(U', U')) 
consideramos que 

B(U - U', B(U, U) + B(U' , U')) = 

B(U, B(U, U)) + B(U, B(U', U')) - B(U', B(U, U)) - B(U', B(U', U')) 

B(U + U', B(U, U) - B(U', U')) = 

B(U, B(U, U)) - B(U, B(U', U')) + B(U', B(U, U)) - B(U', B(U', U')) 

la suma 
= 2(B(U, B(U, U)) - B(U', B(U', U'))) 

y por lo tanto 

C(U)-C(U') = ~ [B(U-U', B(U, U)+B(U', U'))+B(U+U', B(U-U', U+U'))] 

IIC(U) - C(U')II ::::; C6 11U - U'II (11U112 + IIU'112) + C7 11U + U'I1211U - U'II 

y como pedimos que IIUII , IIU'II ::::; R, 11]1 < 1]0, Ilull ::::; r entonces 

H(U, 1], u) = LÁ: (1]AU - (1 - S) [Q(u + U) + C(u + U)]) 

define una contracción y por el teorema de contracción de Banach existe una 
única U = U(u,1]) tal que U(u,1]) = H(U(u, 1]), u, 1])) • 

En el curso de la demostración de ciertas desigualdades se requiere de la 
siguiente observación 

Observación 5.1 Si x, y son dos números reales y positivos y x, y ::::; R, R 
una constante positiva entonces 

para alguna C,y x, y E R+ . 
Si tomamos la familia de rectas x = ay con O ::::; a ::::; 00 en x 2: O, y 2: O, 

se tendrá que la desigualdad que nos interesa toma la forma (1 + a)nxn ::::; 

C(l + an)xn , por lo que basta tomar C > ¡~!~~~ para todo a E [0,00] . 
Observamos que el lado derecho de esta desigualdad tiene un máximo para 
a = 1 Y por lo tanto basta tomar C > 2n-l para tener la desigualdad. 
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Como u E N, el núcleo del operador, se tiene que u puede expresarse como 
m 

combinación lineal de los vectores base de N. Es decir u = 2: €iZi lo que 
i=1 

2 m m m 2 
implica Ilull = (u, u) = (2: €iZi, 2: €iZi) = 2: €l = I€I . Con esto en mente 

i=1 i=1 i=1 
tenemos el siguiente resultado 

Teorema 5.5 Si U = U(€, r¡) es tal que U(€, r¡) = H(U(€, r¡), €, r¡)) entonces 
11U11 ~ k1 1€12 es decir U = O(lluI12) 

Prueba. Tenemos que 

IIH(U, €, r¡)11 = IIL~: (r¡AU - (I - S) [aQ(u + U) + C(u + Umll 

y por lo tanto 

11U11 ~ C1r¡ IIUII + C2 (a IIQ(u + U) 11 + IIC(u + U)ID· (5.17) 

Ahora como 

1 
Q(u + U) = 2"A(B(u + U, u + U)) + B(u + U, A(u + U)) 

1 
= "2A (B(u, u) + 2B(u, U) + B(U, U))+B(u, Au)+B(u, AU)+B(U, Au)+B(U, AU) 

implica que 

De la observación (5.1) se llega al siguiente resultado 

A continuación realizamos un procedimiento análogo para C(u + U) 

1 1 
C(u+U) = "2B(u+U, B(u+U, u+U)) = "2B(u+U, B(u, u)+2B(u, U)+B(U, U)) 

1 1 
= "2B(u, B(u, u)) + B(u, B(u, U)) + "2B(u, B(U, U))+ 

1 1 
2"B(U, B(u, u)) + B(U, B(u, U)) + "2B(U, B(U, U)) 

y por lo tanto 
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IIC(u + U) 11 ::::; Cs (11u113 + 311ul1211UII + 311ullllUI12 + 11U113) 

IIC(u + U)II ::::; Cb (11u113 + 11U113) . 
Aplicando estas desigualdades a la desigualdad (5.17) se tiene 

y por lo tanto 

11U11 (1 - C1Tl - o:C2Cq 11U11 - Cb 11U112) ::::; C3(1 + lIulD IIul12 

II UII < C3 (1 + IlulD II 112 
- (1 - C1Tl - o:C2Cq IIUII- Cb IIUI12) u . 

107 

y como IIUII ::::; R y ITlI ::::; Tlo podemos acotar por una constante, lo que nos 
dá el resultado 

• 
El teorema (5.5) implica que U(u) = O(lluI12). Junto con el hecho que 

Q(u + U) = Q(u) + Q'(u)U + Q(U) 

C(U + U) = C(u) + C'(u)U + C'(U)u + C(U) 

permite hacer la siguiente observación 

Observación 5.2 1. Q(u) = O(lluI12), Q'(u)U = O(lIuIl3), Q(U) = O(lluIl4
) 

2. C(u) = O(lIuI13), C'(u)U = O(lluI14
) , C'(U)u = O(lIuI1 5

), C(U) = O(lIuIl6
) 

Ahora pasemos a obtener las ecuaciones de bifurcación. Tomemos la ecua­
ción en el núcleo de la parte lineal (5.15). Sabemos que A es lineal y todo 
u E N es una función propia, es decir J-IAu = u 

_!!'u + S [o:Q(u + U) + C(u + U)] = O (5.18) 
f.l 

L>.U - (I - S) [o:Q(u + U) + C(U + U)] = O (5.19) 
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Lo que implica que 

U = _L):l((I - S)(aQ(u + U) + C(u + U)) 

Con JlUII :::; k1 Ilu11 2
• Sea 

Uo = -L):la(I - S)Q(u) 

y por lo tanto JlUol1 = O(lluI12
). Esto implica que 

U - Uo = _L):l(I - S) (aQ'(u)U + aQ(U) + C(u + U)) 

donde observamos que IIU - UoJl = O(lluI13
) y notando que 

Q(u + U) = Q(u + Uo + U - Uo) 

= Q(u + Uo) + Q'(u + Uo)(U - Uo) + Q(U - Uo) = Q(u + Uo) + O(JluJl4) 
= Q(u) + Q'(u)Uo + O(JluI14) 

tenemos que la ecuación de bifurcación (5.18) se puede escribir como 

_'!J.u + S [aQ(u) + aQ'(u)Uo + C(u)] + OOluJl4) = O (5.20) 
J.L 

5.5. Existencia de las soluciones 

A continuación se utilizará la teoría del grado topológico para probar la 
existencia de soluciones a la ecuación de bifurcación (5.20). 

5.5.1. Grado topológico 

Definición 5.2 Sea n e Rn una región del espacio euclidiano de dimensión 
n. Pedimos que n sea abierta y acotada. Sobre n tomamos una función f : 

n -+ Rn continua y tal que fi i= O. Sea {Xi} el conjunto de puntos tales 
8f! 

que f(Xi) = O, supongamos que f es C 1 y que Df(Xi), la matriz jacobiana 
de f, es invertible para cada Xi. Si esto se cumple, entonces se define el grado 
topológico de f en la región n como 

deg(f,n)= L sign(detDf(xi)). 
!(Xi)=O 
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Si D f (xd no es invertible, se toma E tal que D f (x) sea invertible para toda 
x tal que f(x) = E, (lema de Sard), véase [Dubrovin, pág 79, §10j. En ese 
caso se puede definir deg(J; n) como deg(J - E; n). Si f es continua se toma 
una aproximación C1 de f . 

Tenemos la siguientes propiedades del grado topológico, véase [Dubrovin, pág 
103,§13] . 

Propiedades 

1. Si de9(J, n) =f. O entonces existe un Xo E n tal que f(xo) = O. 

2. Se dice que dos funciones f¡ y 12 son homotópicas si y sólo si existe 
f(t , x) : [0,1] x ñ -+ R" continua tal que f(t,x) =f. O en 8n, con 
f(O,x) = f¡(x) y f(l,x) = 12(x), entonces deg(f¡;n) = deg(12;n). 

3. Si nI e n es tal que f(x) =f. O en ñ \ !11, entonces deg(J,n) = 
deg(J, nI). 

4. Si ñ = ñ1 uñ2 y n1nn2 = 0, con f(x) =f. O en 8n; entonces deg(J; n) = 
deg(J ; nI) + deg(J; n2). 

5. Si n = nI x n2 donde nI E Rn y n2 E Rm . Sea f(x) = (f¡(x), 12(x)), 
entonces deg(J; nI x n2) = deg(f¡ ; n 1)deg(h; n2). 

Supongamos que tenemos la ecuación 

AX¡ - N(x¡) - H(A , Xl) = O (5.21) 

donde Xl E Rn, N es una función homogénea de grado s, es decir N(tX1) = 
tS N(X1) siendo t un escalar, s > 1, IIH(A, x ¡)1I = O(IIX11IS) . El problema 
consiste en saber si tal ecuación (5.21) tiene soluciones o no. 

Definición 5.3 Sea Uo con IlUoll = 1. Decimos que Uo es un rayo carac­
terístico si existe p, E R y N(Uo) = p,Uo. 

Con esta definición podemos construir la siguiente curva paramétrica que 

{ 
A=tS-1p, 

llamaremos rayo. Si _ tu, entonces AX1 - N(Xl) = O para todo t E 
Xl - o 

[0, 1] . 
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Figura 5.2: Rayo característico (J-L, Uo) 

Se puede probar que la solución, si la hay, se encuentra en la vecindad 
de los rayos característicos. Por la propiedad (1) el problema de que existan 
soluciones a la ecuación (5.21) diferentes de cero en una vecindad del rayo 
característico, equivale a demostrar que el grado del siguiente par de funciones 
es diferente de cero, si dicho grado está definido: 

deg(>.2 + IIxll12 - r2, >'XI - N(x¡) - H().., Xl); vecindad cónica del rayo) . 

Supongamos que (J-L , Uo) es un rayo aislado. Tomemos Rn = (Uo) EB (Uo)1.. 
Sea el operador de proyección ortogonal P : Rn --+ (Uo)1.. Para la región 
1>'12 + IIxll12 :::; r2 + p2, una bola con centro en el origen, y tomando r, p < < 1, 
el par de funciones 

no tienen ceros en la frontera de la región U, donde 

U == vecindad del rayo n Bola 

por lo tanto el grado del par está definido en la región U. Como hemos 
supuesto que IIH(>', xI)11 = O(N(XI))' entonces para r « 1, IlxIII pequeño, 
se tiene que H es despreciable frente a N, lo que reduce el cálculo del grado 
a 

además 
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Figura 5.3: Índice alrededor de Uo 

donde PXl es la proyección sobre el complemento ortogonal de~. Aplicando 
la propiedad (2) y observando el hecho que IlxI11 > 0, podemos realizar las 
siguientes deformaciones 

con U E (vecindad de Uo en sn-l) y IIUII = 1. Y por lo tanto el grado que 
debemos calcular se reduce a 

p = IlxI11 y donde A es un cuadrado alrededor de la intersección de las curvas 
A = J.LpS-1 y la circunferencia A2 + p2 = r2. Vease figura(5.3). Utilizando la 
propiedad (5), sobre las variables A, p = IlxIII, se tiene que el jacobiano es 

o(J¡,h) (2A 2p ) ( ) .-2 
O(A, p) = det 1 -J.L(s _ l)pS-2 = -J.L S - 1 2Ap - 2p. 

El grado definido en una vecindad de un punto recibe el nombre de índice, 
y se reduce al signo del determinante jacobiano. En este caso se observa que 
su signo es siempre negativo para J.L =f:. ° y para J.L = 0, la razón es que A es 
vecino a J.L, es decir AJ.L > 0, es decir 
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por lo que 

deg().2 + IIxdl 2 
- r2, Xl - N(x¡) - H().., XI);U) = -Indice( -P(N(U)); Uo). 

Por lo tanto si el índice es diferente de cero hay solución a la ecuación 
(5.21). Calculemos el índice en varios casos cuyos resultados se enuncian en 
los teoremas (5.6), (5 .7),(5.8), (5.9). 

El caso más sencillo es cuando se puede usar el teorema de la función 
implícita (Como es el caso del artículo de Baginski, véase [Baginski 1] ). 

Más precisamente, retomando las consideraciones anteriores, sea r = IIXIII 
y U definido por Xl = rU, U E (vecindad de Uo en sn-l), podemos proyectar 
la ecuación (5.21) sobre la dirección U y su complemento ortogonal, obte­
niendo 

-PN(rU) - PH(A, rU) EB Ar - N(rU) . U - H(A, rU) . U. 

Si definimos J.L por la relación A = rs- l J.L, y dividiendo por rS
, la ecuación se 

vuelve 

F(r, U, J.L) = -PN(U) - PH(~, rU) EB J.L _ N(U) . U _ H(A, r~). U. 
r r 

Se estudia esa ecuación en la vecindad de Uo tal que N(Uo) = J.LoUo, por lo 
tanto para J.L vecino a J.Lo Y r tan chico que H(~:U) sea pequeño comparado 
a los otros términos. Supongamos que DP N(Uo), la matriz Jacobiana de 
PN(U) en Uo, sea invertible, entonces, como PN(Uo) = 0, se tiene 

F(r, U, J.L) = -DPN(Uo)(U - Uo) - o(r) - o(IIU - UoIl 2 )EB 

J.L - J.Lo - (N(U) - N(Uo)) . U - N(Uo) . (U - Uo) + o(r). 

Por lo tanto 

D(u./J)F(O,Uo,J.Lo) = -DPN(Uo)(U - Uo)EB 

J.L - J.Lo - DN(Uo)(U - Uo) . U - J.LoUo . (U - Uo). 

Con la suposición DP N(Uo) invertible se tiene que la matriz D(u./J)F(O, Uo, J.Lo) 
es invertible. Por el teorema de la función implícita se tiene por lo tanto una 
única solución U = U(r), J.L = J.L(r) en el cono U dando una curva vecina al 
rayo. 



5.5. EXISTENCIA DE LAS SOLUCIONES 113 

Teorema 5.6 Dada la ecuación >'xI-N(Xl)-H(>',Xl) = O, donde Xl E Rn, 
N(tXl) = t'N(x¡} siendo t un escalar, s > 1, ¡¡H(>',Xl)¡¡ = o(lIxl¡¡S)' Sea 
Uo tal que N(Uo) = J-loUo. Si la matriz DPN(Uo) es invertible entonces la 
ecuación (5.21) tiene una única solución U = U(r), J-l = J-l(r). 

Ahora calculemos otros casos. Se tiene que P(N(U)) E Rn-l porque P 
es una proyección. Supongamos que N(x) es el gradiente de alguna función 
cjJ al menos diferenciable. Como N(tx) = t' N(x) ~ VcjJ(tx) = t·VcjJ. Si 
hacemos una integración de línea sobre la curva e teniendo en cuenta que N 
es homogénea de grado s 

~! VcjJ(tx)tdx = t'! VcjJ(x)dx 
t e e 

lo que implica que 

para dos puntos cualesquiera rl, r2 Y por lo tanto cjJ(tx) = t·+l<t>(x) y si 
derivamos esta última expresión respecto a t y valuamos en t = 1 se tiene 
que VcjJ(x)· x = (s + l)cjJ(x), es decir 

cjJ(x) = N(x) . x. 
s+l 

Supongamos que Uo es un extremo aislado de cjJ, entonces P(N(Uo)) = O 
sobre los U tales que IIUII = 1. Si examinamos la matriz Hessiana de cjJ 

82xl 

( 

ft 

82", 
8Xn _18Xl 

dicha matriz da el carácter de un punto crítico, es decir, si se trata de un 
mínimo o de un máximo. Para ello se diagonaliza la matriz y si todos sus 
valores propios son positivos tenemos un máximo de -PN(U) y además 

sign detDx(PN(Uo)) = 1. 

Si todos sus valores propios son negativos se tiene un mínimo de -PN(U) y 

sign detDx(PN(Uo)) = (-lt-l
. 

En ambos casos el índice es diferente de cero y por lo tanto existe una solu­
ción. Por lo tanto tenemos el siguiente teorema 
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Teorema 5.7 Dada la ecuación 'xXI - N(x¡) - H('x, x¡) = 0, donde Xl E Rn, 
N(tXI) = tSN(x¡) siendo t un escalar, s > 1, IIH('x,x¡)1I = o(llxIIIS). Si 
N(x) = Y' cP y cP(x) = N}~);x, entonces 

Indice(-P(N(U));Uo) = {(_l)n-1 Uominimo 
1 Uomáximo 

En todos los casos se tiene que el índice es diferente de cero en un punto 
crítico aislado y por lo tanto el grado también, entonces la ecuación (5.21) 
tiene solución. 

Hay otro caso de interés en el cual no sabemos que N = Y' cP. En este caso 
hacemos el siguiente análisis. Buscaremos soluciones en toda la bola 

Este grado es cero por lo siguiente: Para la primera ecuación se nota que 
IIxll2 +,X2 - Tr

2 =1- ° sobre IIxl12 +,X2 = r2 + p2 para 7 E [0,1] 
IIxl12 + ,X2 + 7(2 =1- ° en IIxll2 + ,X2 ~ r2 + p2 para 7 E [0,1] y por lo tanto 
podemos hacer las siguientes deformaciones 

donde se ve que esa primera componente es siempre diferente de cero en la 
bola, por lo que el grado es cero. Como (x = O,,x = ±r) es una solución 
aislada y tomamos r, p suficientemente pequeños entonces sólo los términos 
lineales son importantes en la ecuación de bifurcación y por lo tanto el cálculo 
del grado se reduce a 

donde U es una vecindad cónica de (O,,x) con ,x > ° y donde se hizo la 
deformación ,xx --+ rx, que es válida si ,x > O. Tenemos la siguiente homotopía 

deg (7 IIxl12 +,X2 - r2, rx; Un {llxl12 +,X2 < r2 + p2}) = 

deg (,X2 - r2;,X E (O, r + €)) . deg (rx; Ilxll ~ €) = 1. 

En el caso A < O 
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deg (A2 
- r2

; -A E (-r - €, O)) . deg (-rx; IlxlI ::; €) = (_1)n+1. 

Ahora veamos que pasa con el grado respecto a toda la bola 

- LJndice(-PN(U); Uj ) + 1 + (-lt-1 = O 
Uj 

donde Uj son todos los posibles conos característicos, y como dicho grado es 
cero se tiene que 

¿) _1)n-1 Indice( -PN(U); Uj ) = 1 + (-lt- l . 

Uj 

y por lo tanto si n, la dimensión del espacio, es impar la suma de índices es 
diferente de cero y por lo tanto hay solución a la ecuación (5.21). 

Teorema 5.8 Dada la ecuación AXI-N(XI)-H(A,XI) = O, donde Xl E R!', 
N(tx¡) = tSN(XI) siendo t un escalar, s> 1, IIH(A,XI) II = o(llxIIIS). Si n es 
impar entonces la ecuación (5.21) tiene solución. 

Hay otro caso más que se puede analizar: Supongamos que N(x¡) = O 
implica Xl = O, es decir A = O es un rayo característico. Entonces 

Teorema 5.9 Si N(x¡) = O implica Xl = O Y s es par, entonces hay bifur­
cación para A > O y A < O. 

Prueba. Tomando una bola B. = {lIxIII ::; €}, entonces 

está bién definido si € es pequeño: en efecto, para IlxIII = €, A = O, la parte 
dominante es N(x¡) el cual tiene ceros sólo en Xl = O. Por lo tanto para A 
pequeño, el grado está definido. El hecho que s sea par implica que ese grado 
es par [Ize 1, pág 356J. Para A .¡. O Y pequeño, el índice de la solución trivial 
es deg(AxI; B.) = (signoA)n = ±1 el cual no es par. Esta diferencia implica 
que hay otra solución (además de Xl = O) • 

Con los teoremas (5.6), (5.7),(5.8), (5 .9), podemos probar el siguiente 
teorema 
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Teorema 5.10 la ecuación de bifurcación (5.20) 

_'!lu + S [aQ(u) + aQ'(u)Uo + C(u)] + O(\luI14
) = O 

J.L 

Tiene soluciones distintas de cero, si SQ(u) f. O para u f. O, o si SQ(u) == O 
Y m es impar. 

Prueba. Se tiene que u E N, Uo = -L-;1a(I - S)Q(u). Sustituyendo 
m 

U = E ~iZi, y tomando el producto ( , Zj) se tienen las siguiente ecuaciones 
i=1 

para 1 ~ j ~ m 

Recordando que Q(u) = ~A(B(u, u)) + B(u, Au), C(u) = ~B(u, B(u, u)), A 
lineal, B bilineal se tiene que 

si definimos 

Observación 5.3 Se puede ver que Ck1j es simétrico respecto a los tres índi­
ces por lo siguiente 

La simetría se sigue por el teorema(4.6), ya que aquí Zj E N = kerL>'n ' 
con An = J.Lj + {t; para todo j = 1, 2, ... , m. Por lo tanto J.Lj = J.Lk = J.L1 Y 

Ck1j = 2:; B(Zk, zl, Zj). 

Tenemos que 

(SQ(u), Zj) = ¿ ~k~ICklj . 
k,l 
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Los términos cúbicos, incluyendo Q'(u)Uo, se tratan de manera similar, por 
lo que las ecuaciones de bifurcación quedan como 

Sea ~ E Rn , entonces se puede escribir como una ecuación vectorial 

donde N(~) es homogénea de grado 2 y M(~) es homogénea de grado 3. En el 
caso SQ(u) =f. O para todo u =f. O se tiene que el término que domina es N(~), 
que por ser de grado 2, para tener bifurcación basta probar que N(~) = 'Vc/J 
con c/J = N(;H. Si 

Entonces 

La última igualdad se siguió por la simetría de Ck1m Y por lo tanto N(~) = 'Vc/J 
lo que implica que en el caso que SQ(u) =f. O se tiene bifurcación. En el caso 
SQ(u) == O , domina el término M(~), que es homogénea de orden 3, y por 
el teorema (5.8) si m = dim(KerL>.J es impar y hay bifurcación . 

• 
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En el apéndice A se muestra que el espectro dellaplaciano para el cascarón 
esférico, los primeros 11 valores propios tienen multiplicidad uno (Teorema 
A.14), es decir m = 1 donde m es la dimensión de N = KerL>'n . Puede 
suceder que para un >. dado existan simultaneamente p,+, p,- dados por las 
fórmulas 

2p,+ = >. + (>.2 _ 40?)1/2 

2p,- = >. _ (>.2 _ 40?)1/2 

. tales que ambos sean valores propios del laplaciano, y puede ser que el lapla­
ciano tenga un valor propio de multiplicidad mayor que uno. Además como 
se muestra en el artículo de Baginski [Baginski 2, pág 301], puede ser que 
para ciertos ángulos Zo = cos ()o existan valores propios tales vi = vj, como 
por ejemplo para Zo = 1/,;5 se tiene v~(zo) = v}O(zo) = 14. En tales casos la 
existencia de las soluciones es garantizada por los teoremas (5.6), (5.7),(5.8), 
(5 .9). 

A continuación se estudia el caso m = 1 con detalle, puesto que es el caso 
genérico al problema de la esfera deformada. 

5.6. Soluciones en el caso que KerLNJ: = [u'k] 

En el caso que la dimensión del núcleo de L>'k sea uno, la solución está da­
da a primer orden por u = ~uk con SQ( u) = O como se muestra más adelante, 
si m > O. Uo = -L>..la(I - S)Q(u) depende de r¡ . Ahora sean entonces 

U>. = -L>..la(I - S)Q(u) 

y 

Tomando la diferencia 

Ahora de la expresión (5.13) sabemos que L>. = L>.r - r¡A. Además, como 
L>., L>.r conmutan, se tiene que 

L - 1 L-l L-1 L-1(L L ) L - 1 L-1A >. - >.m = ,m, >.m - >. = -r¡ >.m >. 
k "k" k k 

y por lo tanto 
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En este caso las ecuaciones de bifurcación quedan como 

-r¡~Au'k + S[o:Q'(~u'k)uO + C(~u'k)] + O(lluW) = O 

y como 
Uo = _L-;lo:(I - S)Q(U) = -o:L-;lQ(U), 

con esto y omitiendo los término de O(lluI14) se tiene que 

-r¡~Au'k + e S[ _o:2Q' (u'k)L-;lQ( u'k) + C( u'k)] = O 

Tomando el producto escalar con (,u'k) y recordando que (u'k,u'k) = 1 se 
tiene 

donde 

-:~ + e [-o:2(Q'(u'k)L-;lQ(u'k), u'k) + (C(u'k), u'k)] = O 
J.Lk 

-r¡~ + ae + o(I~14) = O 

: = -o:2(Q'(u'k)L-;~Q(u'k),u'k) + (C(u'k),u'k) 
J.Lk k 

+o:2r¡(Q'(u'k)L-;~L-;1 AQ(u'k), u'k). 
k 

De la ecuación r¡ = ae + O(e) implica que r¡ = O(e) y el término o:2J.L'kr¡() 
en a es de orden e yen la ecuación puede juntarse con los términos O(~4). A 
continuación nos disponemos a calcular estos productos, para ello hacemos 
la siguiente observación 

(Q'(w)h, w) = (AB(w, h) + B(w, Ah) + B(h, Aw), w) 

utilizando el hecho que A es autoadjunto y que (B(u,v),w) = B(u,v,w) es 
simétrico implica 

(Q'(w)h, w) = (B(w, Aw), h) + (B(w, w), Ah) + (B(w, Aw), h) 

1 
= 2(B(w, Aw), h) + (AB(w, w), h) = 2(2AB(w, w) + B(w, Aw), h). 

Por lo tanto 
(Q'(w)h, w) = 2(Q(w) , h) 

y en nuestro caso usando el hecho que A es autoadjunto 
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= 2 (LAr (~AB(Uk',Uk') + B(Uk',AUk')) , ~AB(uk',uk') + B(Uk',AUk')) 

= 2 (~ALArAB(Uk',Uk'),B(Uk',Uk'))+2 (2~k'LArAB(Uk',Uk'),B(Uk',Uk')) + 

2 C~k'ALArB(Uk', uk'), B(uk' , Uk')) +2 (((J-L~)2LArB(Uk', uk'), B(uk', Uk')) 

((
l AL- 1A 1 -1 1 A -1 2 -1) B( m m) B( m m)) = .2 Ar + J-Lk' LAr A + J-Lk' LAr + (J-Lk')2LAr uk ,uk' uk ,uk 

se puede realizar la siguiente factorización 

= (~(A + .2.. ) LA;' (A + .2.. )B(uk', uk'), B(uk', Uk')) . 
2 J-Lk' k J-Lk' 

Por otro lado 

(C(uk') , uk') = ~(B(uk', B(uk' , uk')), uk') 

= ~B(Uk' , uk', B(uk' , uk')) = ~(B(uk', uk'), B(uk', uk')) 

y por tanto la constante a se expresa como: 

a = J-Lk' (( - ~2 (A + J-L~)LAr(A + J-L
2
k') +~) B(Uk',Uk'),B(Uk',Uk')). 

Para evaluar esta expresión necesitamos saber un poco más del espectro y 
funciones propias del operadorLA;, lo que se hace a continuación. Sean "f un 

k 

valor propio del problema LArv = "fV. Se tiene que 

LArv = v - >'k'Av + o?A2v 

y por lo tanto 

n ( >'k' 0:
2

) n 
LAruj = 1 - J-L'J + J-L'J2 uj 

de donde se concluye que las u'J que no pertenecen al núcleo del operador 
son las funciones propias con valores propios dados por 

L n 1 (>.n >.m) n n n Ar uj = J-L'J j - k Uj = "fj Uj 
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y por lo tanto 
-1 n J.L'J n 

LAruj = A'J _ Aí:' uj . 

Regresando a nuestro operador y aplicandolo a las u'J que no estén en el 
núcleo de LAr 

donde 

( 
a2 ( 2) 1 ( 2) 1 ) n -- A+- L-m A+- +- u· 
2 J.Lí:' Ak J.Lí:' 2 J 

(Jn = _1_ {-o? (J.Lí:' + 2J.L'J)(J.Lí:' + 2J.L'J) + ,n} 
J 2,,] (J.L'J J.Lí:')2 J 

__ 1_ {_a2(J.Lí:'2 + 4J.L'JJ.Lí:' + 4J.L'J2) ~(n a
2 

_ m _ ~)} 
- 2,,] (J.L'J J.Lí:')2 + J.L'J J.Lj + J.L'J J.Lk J.Lí:' 

1 {J.Lí:'2 - 4a
2 

J.Lí:' 5a
2

} n 
= 2,,] J.Lí:'2 - J.L'J - J.L'JJ.Lí:' = (Jj 

El problema de encontrar la presión crítica era equivalente a encontrar 
Ac = min{AnlAn = J.Ln+ ,,2, J.Ln E (J( -~)}, y al aplicar el método de Liapunov-

!-'n 
Schmidt en la vecindad de la presión crítica se tiene que Aí:' es un mínimo. 
Como dim(K er LAr) = 1 el operador LAr no es invertible y por lo tanto 

Aí:' > 2a. De hecho el mínimo para J.Ln + ,,2 sucede en J.L = a. Esto implica 
!-'n 

que J.L está en la vecindad de a y se espera que J.L < 2a . Esto implica que 
,'] > O si Aí:' es un mínimo y por lo tanto a < O. El signo de a determina el 
sentido de la bifurcación, si a > O hay que subir la presión partiendo de la 
presión crítica. Si a < O hay que disminuir la presión partiendo de la presión 
crítica. 

Lema 5.5 (Identidades integrales) Sean u, v, w funciones propias del La­
placiano con valores propios dados por J.Lm, J.Ln, J.Lr entonces la forma bilineal 
B( u, v, w) se puede expresar como 

{ 1 (21r 
B(u, v, w) = r(J.Lm, J.Ln, J.Lr) Jn uvwdo' + "2 Jo u,9v,9w,9sen(}d(} 
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donde 

( ) 1( 1 1 2 2 2 
T J.lm, J.ln, J.lr = 2-"2 J.lm+J.ln+J.lr)+"2(J.lmJ.ln+J.lmJ.lr+J.lnJ.lr)-¡(J.lm+J.ln+J.lr) ' 

Prueba. Usando el teorema(4.6) y el hecho que -~u = J.lU, se obtiene el 
resultado. _ 

Se puede hacer una simplificación más considerando que 

127r 

cosmcp cosncp cosrcpdcp = 

7r "2 {Ó(m + n - r) + Ó(m + r - n) + Ó(n + r - m) + Ó(m + n + r)} . 

Tomando u = uk', v = u'J, w = ui con sus respectivos valores propios 
J.lk' , J.l'J, J.li , donde recordando que 

uk' = ck'P;;' (cos O)cosmcp z = cos(O) dO = senOdOdcp P;;'(zo) = O 
k k 

entonces 
B(uk', u'], uD = 

{T(J.lk', J.l'], J.lD 1: p.:r (Z)P:j (z)P:[ (z)dz - ~(1 - z~)2(P.:r (zo) )'(P':;' (zo))'(P:[ (zo))'} 

7r 
X c~ c']c~ "2 {ó( m + n - r) + ó( m + r - n) + ó( n + r - m) + Ó (m + n + r)} . 

En el caso que n = m el factor 

{Ó(2m - r) + 2Ó(r) + Ó(2m + r)} 

se puede analizar como sigue: nunca es cero si m > O, r = 2m ó r = O en 
todos los demás casos es cero, es decir 

B( m m r)...J. O r 2m' O . N uk , uk ,ui r =:} J.li = J.lj O J.lj , J E . 

Y si m = O es diferente de cero si r = O, en particular B(u~, u~, u~) i= O. En 
particular (B(uk', uk'), uk') = O si m > O. Ahora como 

1 1 1 
(Q(u), u) = "2(AB(u, u) , u) + (B(u , Au), u) = 2J.l (B(u, u) , u) + ;(B(u, u), u) 

si J.lAu = u. En ese caso (Q(u), u) = 2~B(u, u, u) . Tomando Ilull = 1 Y 

dim(K erL),¡;,) = 1 se tiene que SQ(u) = (Q(u), u)u = 23"B(u, u, u)u y por lo 
tanto si m > O, se tiene que SQ(u) = O Y si m = O entonces SQ(u) i= O. 

Esto prueba el siguiente lema 
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Lema 5.6 Si la dimensión del kernel de L)..m es uno, entonces 
k 

• SQ(uk') = O si m > O 

• SQ(u2) # O 

Con el lema (5.5) se prueba lo siguiente: 

Lema 5.7 Si m > O entonces 

donde 

00 

B( uk , Uk) = ¿ a~u~ + a;mu;m 
j 

a2m = B(um um u2m ) J k' k' J 

o B( m m O) aj = Uk , Uk , Uj . 

Si m = O, entonces B( u2, u2) = E'; a~u~ con el mismo aJ. 

123 

Prueba. Se tiene que B(uk', uk ) E W y por lo tanto tiene la siguiente 
representación 

00 00 

B(Uk,Uk) = ¿¿akuk' 
m=O k=l 

Ahora consideremos los productos escalares (B(uk', uk'), un = B(uk , uk', un, 
entonces por la observación anterior y el hecho que (uk', uk') = 1 se prueba 
el lema. 

En el caso que m = O entonces B(u~, U~, un = O si r > O, por lo tanto 
B(u2, u~) = Ej aJuJ y se cumple el lema de igual manera. -

Prosegimos con el cálculo de a, ahora que sabemos que B(uk' , uk') 
E'; aJuJ + a~mu~m, podemos considerar el problema 

(( - ~ (A + JL~)L:\r(A + :k') +~) B(Uk' Uk), B(Uk' Uk)) 

como 
(Tf:(a)B(Uk, Uk), B(Uk, Uk)) 

donde Tf:(a) = (- ~2 (A + /ir )L:\r (A + /ir) + ~) es tal que Tf:(a)u,] 
(J'Ju,], y por lo tanto 
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m > O m =0 

Figura 5.4: Bifurcación en Ac 

utilizando la ortogonalidad de las funciones propias implica 

con a~, aJm definidas como en el lema (5.7). Por lo tanto para el caso K er L Ák' = 
[urL suponiendo que aJ, a;m < O, se tiene que a < O por lo que la ecuación 
de bifurcación se ve como 

-r¡€ + ea = O 

-€(r¡ + elal) = O 

se puede aplicar el teorema de la función implícita para r¡ < o. Buscamos 

soluciones distintas de cero, por lo tanto € .¡. O Y € = ± ::::~: lo que quiere 

decir que hay dos soluciones para A < Ac, ver figura(5.4). 
Estos resultados implican el siguiente teorema 

Teorema 5.11 En el caso que KerLÁk' = [url de dimensión uno, m > O, 
SQ(ur) = O, las ecuaciones (5.1) y (5.2) tienen solución y son tales que en 
la vecindad de la presión crítica se encuentran dadas a primer orden por 

W=~Uk 
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1 
f = -aAw - 2B(w, w) 

donde ~ = ± I:I:~: y r¡ < O si >. < >'c, donde >'c es el valor crítico más 

chico. En el caso>. =f. >'c se tiene que r¡ = O(e)· 

En el caso que m = O Y SQ( uz) =f. O la ecuación de bifurcación es de la forma 

_'!Lu + aSQ(u) + O(u3
) = O 

J.L 

si u = ~uz y tomamos el producto escalar con ( ,uZ) se tiene 

donde a = J.LZa( Q( uZ), uZ) por lo que la ecuación reducida de bifurcación es 

~(a~-r¡)=O 

Existe solución distinta de cero si ~ = ~ y la bifurcación es transcrítica y por 
lo tanto tenemos el siguiente teorema 

Teorema 5.12 En el caso que K er L>.~ = [uZ] de dimensión uno, m = O, 
SQ(uí:') =f. O, las ecuaciones (5.1) y (5.2) tienen solución y son tales que en 
la vecindad de la presión crítica se encuentran dadas a primer orden por 

1 
f = -aAw - 2B(w, w) 

donde ~ = ~ y se tiene una bifurcación trans críti ca. 
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5.7. Regularidad de las soluciones 

Probaremos que las soluciones débiles encontradas en el curso del capítulo 
son soluciones clásicas. Notamos lo siguiente 

!:::J. : H 2 (n) n Ht(n) -t L 2(n) 

!:::J. : H 2+k(n) n Ht(n) -t Hk(n) 

son invertibles, donde n es el cascarón. El operador !:::J. + 2I tiene las mismas 
propiedades (ver el espectro de !:::J. + 2I, Y el hecho que !:::J. es un operador de 
Fredholm de índice cero) ver [Ize 2, §6.3] . Por lo tanto si ul an = O se tiene 
que !:::J.u + 2u = v si vlan = O entonces !:::J.ulan = O, es decir 

son operadores que se pueden invertir y también si se toma c k ,l'(n) con 
k 2: O, O < j.L ~ 1 en lugar de Hk(n) . 

Las ecuaciones (4.1) y (4.2) se pueden escribir como: 

1 
!:::J.(!:::J. + 21)f - a(!:::J. + 2I)w + 2"{w,w} = O 

ll(!:::J. + 21)w + a(!:::J. + 21)f + A(!:::J. + 21)w - {w , j} = O 

ya que P,w} = A(!:::J.W + 2w), con f = w = !:::J.w = !:::J.f = O en la frontera. 
Como !:::J.(!:::J. + 21) es invertible, estas ecuaciones son equivalentes a 

1 
f - a!:::J.-lw + 2"!:::J. -1(!:::J. + 2I)-I{W, w} = O 

w + a!:::J. -1 f + A!:::J. -IW -!:::J. -1(!:::J. + 21)-I{W, j} = O 

y por lo tanto 

1 
W+A!:::J. -lw+a2 !:::J. -2w-2"a!:::J.-2(!:::J.+21)-I{w, w }-a!:::J. -1(!:::J.+21)-1{W,!:::J. -IW} 

1 
+2"!:::J. -1 (!:::J. + 2I)-I{ w,!:::J. -1(!:::J. + 21)-1{ W, w}} = O (5.22) 

Notas: 
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1. (~(~ + 2I)u,v) = (U,V)H es la norma de energía para el operador 
~(~ + 21): esa es la norma usada para H = {v E H 2 (fl) , vlan = O} 
(ulan = O es la única condición de frontera estable para la norma Illh) 

2. El operador A es la formulación variacional de _~-1 (con el espectro 
de la observación (4.3)). 

3. Los términos cuadráticos y cúbicos de esta ecuación corresponden a los 
términos de la formulación variacional B y C (el problema aquí es que 
no se ve claramente la simetría) . 

En el capítulo (5) se prueba la existencia de w E H solución débil de la 
ecuación anterior. 

Teorema 5.13 La solución débil es coo y es solución fuerte. 

Prueba. De los teoremas de encaje de Sobolev se tiene que Hk(fl) e Ck- 2,/,(fl) 
con ¡.t < 1 (ver notas de parciales [Ize 2, nota 2.2]) . 

Del lema (4.5) :{ u, v} = ~u~v + .... Por lo tanto si u, v E H2 entonces 
{u,v} E U(fl) e H- 2 ver lema (4.6). Entonces si w E H 2 se concluye 
que {w,w} E L1 y como consecuencia ~-I(~+21)-l{W , w} E H4,I(fl) . 
El teorema de encaje de Sobolev dice que si fl es de dimensión 2 entonces 
Hm,p(fl) e Cj'/'(fl) si j + ¡.t = m - ~ y si m - ~ es un entero entonces 

p p 

Hffi,P(fl) e Cj,O esto quiere decir Cj-l con derivadas acotadas (en particular 
CO,O son las funciones acotadas ). 

En particular H 2,1 e {funciones acotadas} = CB de donde podemos 
concluir que si w E H2(fl), v E H4,I(fl) entonces ~v E H2,I(fl) e CB y como 
consecuencia {w,v} E L2 y por lo tanto ~-1(~ + 2I) - I{W,V} E H4(fl). Si 
w es una solución de (5.22) con w E H2 , entonces ~ -IW , ~ -2W E H4(fl), 
{w, w} E U por lo que ~ -2(~ + 2I)-I{W, w} E H6,I(fl) e H4 (fl), ~ -1(~ + 
2l)-I{W,~-lw} E H4(fl),~-I(~+21)-I{w,~-1(~+2I)-I{W,W}} E H4 (fl) 
donde (~+ 2I)-I{W,W} E H4,I(fl). Por lo tanto w E H4 (fl) E C2'/'(fl) 
para todo ¡.t :S 1. Esto implica que {w, w} E Ca,/' y como consecuencia 
~-1(~ + 2I)-I{W,W} E C4'/'(fl) por lo tanto la solución de (5.22) está en 
C4'/'(fl) por lo que {w,w} E C2,/, implicando que ~-1(~ + 2I)-1{W ,W} E 
C6'/'(fl) de esto se sigue que la solución (5.22) está en C6'/'(fl) y repitiendo 
el argumento w E coo con lo que se prueba el teorema. 

• 



128 CAPÍTULO 5. LAS ECUACIONES DE BIFURCACIÓN 



Capítulo 6 

Gráfica de las soluciones 

A continuación se describe como a partir de la solución w, f es posible 
recuperar la primera forma fundamental y la segunda forma fundamental de 
la superficie deformada. También se indica como resolver las ecuaciones de 
Gauss y Weingarten para encontrar la expresión paramétrica de la superficie 
deformada xi(O, cp) y con ello hacer las gráficas de las distintas soluciones. El 
sistema que se pretende resolver es el siguiente 

xa/J = t~/JX/L + ba/Jll 

-<n<, -b ll/J = -a /JqXI< 

Tomaremos como variables independientes las componentes de los vecto­
res tangentes Xl, X2 Y el vector normal ll, dando un total de 9 variables. El 
número de ecuaciones es de 12 para la ecuación de Gauss y 6 para la ecuación 
de Weingarten, dando un total de 18, el doble de las ecuaciones necesarias. 
Por lo tanto no todas las ecuaciones son independientes, por el hecho que la 
primera y segunda formas fundamentales satisfacen las ecuaciones de com­
patibilidad. 

A continuación reescribiremos este par de ecuaciones para encontrar la 
información necesaria acerca de la superficie deformada. 

Usando la conexión para los símbolos de Christoffel dada por la observa­
ción (2.1) 

t~/J = r~/J + C~/J = r~/J + O,/LI<(-yl<al/J + 'Y¡'Jl<la - 'Ya¡'Jll<) 

Puede escribirse de esa forma por el hecho (2.9) que C~/J = ~O,I'I«o'l<a;/J + 
o'¡'Jl<;a - o'a/J;I<) Y como la derivada covariante de la métrica sin deformar es 

129 
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cero (B.18) Y que iio {3 = 2'Yo{3 + ao{3. Además, de la definición del tensor 
de curvatura Po{3 = bO {3 - bO{3, haciendo estas sustituciones y escribiendo las 
ecuaciones en forma adimensional (si R es radio de la esfera sin deformar y 
hacemos x' = x / R , entonces una distancia de x' = 1 corresponde a R) se 
tiene que 

- r¡J b -¡JI< ( ) 1 
x o {3 - o{3x¡J + o{3n + a 'Yl<ol{3 + 'Y{3l<lo - 'Yo{311< xI' + JiPo{3n. (6.1) 

donde se llama bO {3 la segunda forma de la esfera unitaria. Los primeros dos 
términos corresponderían a las ecuaciones para una esfera de radio uno. 

De manera análoga la ecuación de Weingarten 

(6.2) 

En este caso todavía es demasiado pronto como para decir cuanto vale 
el segundo término, antes requerimos calcular la primera y segunda formas 
fundamentales de la superficie deformada. 

6.1. Ecuaciones de Gauss y Weingarten 

Tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones encontradas en el capítulo 
(3) 

'Yo{3 = ;h [(1 + 1I)17o{3 - lIao{317~] 
17o{3 = ~~F¡ij + Kao{3F 

17~ = aij 
F¡ij + 2K F 

iio{3 = 2'Yo{3 + ao{3 

Po{3 = h'Y( wlo{3 + K wao{3) 

bO {3 = Po{3 + bO {3 
F = Eh3'Y2(f - ,X) 

W = h'Yw 

pR3 

,X = 2Eh3'Y2 

R 
a =-

h'Y 
1 

K= R2 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 
(6.7) 

(6.8) 
(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 
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con las siguientes correspondencias (6.3) es (3.5), (6.4) es (3.10), (6.5) es 
(3.13), (6.6) es (3.7), (6.7) es (3.9), (6.8) es (3.8), (6.9) Y (6.10) son (3.18), 
(6.11) es (3.19), (6.12) es (3.20) . 

Se deduce de manera inmediata que 

w [ . . .. ] W 
"(ofJ = 2 (1 + v)E~0dlij + (-va"flii + (1- v)f)aofJ - 2>'(1- v)aofJ 

a a 

por el hecho que los términos mixto de e~ no dependen de radio se reempla­
zaron por los de la esfera unitaria E~. 

Una observación es que el tensor de deformación depende inversamente del 
parámetro a2 . Este hecho es notable puesto que para cascarones a es grande, 
lo que implica que tendremos deformaciones pequeñas como se demuestra 
más adelante. Además la derivada covariante de "(ofJ no depende de >. por el 
hecho que aofJlI< = O (B.18). El término E~~flij se calcula usando el hecho 
que yg = R2 senO lo que implica que 

eofJ = R
2
senO (~1 ~) 

y usando el hecho (B.28) if = ií,jkEik se encuentra que 

d = ( O se~9 ) 
, - senO O 

y con ello 

lofJ = E~~ flij = (S~~~9 -[121 ) 
fJ - fl12 sen O flu 

donde hemos introducido como definición lofJ . Si además hacemos 

1 = (_vaii flii + (1 - v)f) = ( - vÓ.f + (1 - v)f) = (1 - v(l + ¡..t))f 

donde se usa el hecho que en primera aproximación f es función propia del 
Laplaciano. Entonces el tensor de deformación se ve como 

R
2 

[ A _ ] 

"(ofJ = a 2 (1 + v)fofJ + faofJ - >.(1 - v)aofJ 

donde aofJ es la métrica de la esfera unitaria. Una consecuencia inmediata 
es que la derivada covariante no depende del parámetro>., ya que la derivada 
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del tensor métrico es cero (B.18). El tensor métrico de la superficie deformada 
como consecuencia es 

_ 2R
2 

[ A -] 2 2 ao;{3 = a 2 (1 + /I)fo;{3 + fao;{3 + R (1 - a2A(1- /I))ao;{3. 

Si k 2 = R2 (1 - ~A(l - /1)) ver (3.23) entonces 

_ 2R
2 

[ A -] -2 ao;{3 = a 2 (1 + /I)fo;{3 + fao;{3 + R ao;{3. 

Es fácil calcular su determinante, usando el hecho que det(A + B) 
detA + detB + all b22 + bll a22 en el caso que B es diagonal, por lo que 

_ ( 2R
2 

) 2 2R2 
- - 2 2 2 

det ao;{3 = a 2 (1 + /1) (J122flll - f12d112) + ( a 2 f + R ) sen 0+ 

se ve claramente que 

y el tensor recíproco 

ao;{3 = 1 2R (1 + /1) flllsen O fl21 Q2 f + R sen O 0
1 

2 ( 2 ) (2R2 - -2) ( 2 ) 

9 a 2 fl12 S~~;9 + 9 . O 

por lo que a primera aproximación, para f pequeño, 

Con estas aproximaciones la ecuación de Gauss se ve como 

donde 
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Nota: En la ecuación de Gauss, los términos en 70fJ son de orden 0(1/0.2
) = 

0(éB2), por lo que podrían despreciarse, con ello la ecuacion de Gauss toma 
la forma xotl = r~fJXJl +bofJn + ~pofJn . Los cálculos numéricos confirman que 
la solución a esta ecuación simplificada, no. difiere cualitativamente al omitir 
los términos en 0(éB2). 

Si usamos el hecho que fofJl-y = é~~llij-y Y que la derivada del tensor 

métrico es cero lo que implica que (laofJ)l-y = f,-yaofJ, se tiene el sistema 

R? (1 + 11)11221 -
X11 = -n + R2 2 ( 2B + 1,¡)X1-

a. sen 

R? 1 ( - 11ll2) 1 
R2 2~B h+(1+1I)(211121+~B) x2+-(wl11+ w)n 

a. sen ' sen a. 

R? (11222 - ) X12 = X21 = cotBX2 + R2 2 ~B + h X1+ a. sen ' 

R? ( 1 ) 1 R2 2 2B (1 + lI)sen2BIIlll + ~BI 1 X2 + -W112n 
a. sen sen' a. 

R2 

X22 = -senBcosBx1 - sen2Bn - R2o.2(211 212 + sen2BIIlll + f,1sen2B)x1+ 

donde 

R2 
- 1 2 

R2o.2 (l1ll2 + h)X2 + -; (WI22 + sen Bw)n 

Illll = I,lll 
11112 = 2coeB 1,2 - 2cotB 1,12 + 1,112 
1[121 = 1[2l1 = (coeB + csc2B)/,2 - 2cotBI,12 + 1,112 
1[122 = 11212 = -2cotBI,22 - cos2BI,1 + 1,122 + cosBsenBl,ll 
1[221 = -2cotBI,22 - 1,1 + 1,122 + cosBsenB1,l1 
1[222 = -cos2B 1,2 + 1,222 + 3cosBsenB 1,12 
W[l1 = W,l1 
W[12 = W,12 - cotBW,2 
W[22 = W,22 + cosBsenBw,1 

Además la solución encontrada por el método de Liapunov-Schimidt, teo­
remas (5.11) (5.12) implica 
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w = l;uk', 
a 

f~-mw, 
Jlk 

uk' = ck' P:;" (cos()) cos m</> 
k 

donde se desprecian los término en e en el desarrollo de f. Por lo tanto 

De manera similar para la fórmula de Weingarten 

-U"'b- Ex -u", R np = -a pu k - a PPu Xk 

R
2 

u"'b R
2 

U"'( ) np = -~a puXk - -_-a WIPu + apuw Xk 
R2 R 2a 

(6.14) 

donde cada ecuación es de la forma 

Por lo tanto 
R

2 
u"'b R

2 
l;Ck'O(Pk) np=-~a puXk+~- 11 

R2 R2 a 

donde llamamos bap la segunda forma de la esfera unitaria. Para € = O, 
se observa qua la esfera de radio (1 - ~(1 - /.1)) satisface la ecuación de 
Weingarten, por desgracia no satisface la ecuación de Gauss para € = O (6.1) 
cuya solución para € = O corresponde a la esfera de radio l. 

Las ecuaciones totalmente desarrolladas toman la forma 

donde 

XIl = -n + f¡Xl + hX2 
X21 = COt()X2 + hXl + f4X2 
X22 = -sen()cos()xl - sen2()n + f5Xl + f6X2 

-2 

nI = ~Xl + h Xl + fSX2 
R2 

n2 = W-X2 + f9Xl + flO X2 

R2€cos(m</»Ckm 
2 

f¡ = - 2 (2m2(1 + /.1) cot()csc() P(z)+ 
Rt aJl 
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donde 

(1 + v)eotOPII(lJ)) 

mR
2 ~csc28senm<pc~ ( 2 2) ( ) I ) 12= 2 • P(O)(-l+v+(m -2)(1+v)eseO+¡LV + 1+v(eotOP(0)-2PII (0)) 

Rol-' 

mR2 ~8enmcPcfn 2 h = - R2ol-' • (P(O)(-l + v + 2(1 + v)eot20 + m2 (1 + v)ese o + ¡.LV) - 3(1 + v)eotOpl(O)) 

14 = R.2~;;m<pc. (-1 + v + V¡L)PI(O) - (1 + v)p(3l(0)) 
01-' 

R2~cosm<pc~ (( ) Is = R2ol-" 4m2 (1 + v)eotOP(O) -! 1 + 4m2 + 3v + 4m2 v + (3 + v)eos20 + 2v¡.tsen20 PI(O) 

+(1 + v)senO(2cosOPII(0) + senOp(3l (0))) 

16 = mR2~;nm<pc. (P(O) (1 - v + 2(1 + v)cot2 0 - ¡Lv) - (1 + v)(2cotOPI(0) - PII(O))) 
01-' 

h = -R4~~::<pc. (P(0)(-2 + 2v(¡L + 1) + *¡L + 2m2 (1 + v)ese20) - 2(1 -+- v)cotOPI(O) + *¡.tPII(O)) 

18 = -mR4~c;;:!:enm<pc. (*¡.t + 2(1 + v))(eotOP(O) - P' (O)) 

R4~ <p ~ '2 
fg = -m R:::m 

c. (~¡L + 2(1+ v))(cotOP(O) - P' (O)) 

I - -mR4~csc28cosm4>c. (P(O) (( ii' + 2(1 + )) 20 2 R2 
) + 10 - R401-' lfI¡.t - v vIL sen - m lfI¡L 

sen20 (*¡LcotOPI(O) - 2(1 + v)PII(O)) ) 

donde P( O) = P:;" (cosO) y las primas indican derivadas respecto al ángulo 
k 

O. Las constantes de normalización cr son en general bastante pequeñas como 
se muestra en los cálculos numéricos. ~ es la perturbación, a = :!-r, ,= 
V 1 ,ves el módulo de Poisson y v E (O, ~). Para cascarones a es 

12(1-v2 ) 

grande y por lo tanto los efectos de la deformación ~ apenas si deberían 
ser apreciables. 

Por otro lado sabemos que A = fEa3, y que A = J.L + : donde J.L valor 

propio del Laplaciano. Por el lema (5.2) J.Lk-1J.Lk < a2 < J.LkJ.Lk+1 ~ Ae = Ak, 
por lo que J.Lk ~ a se sigue que Ae ~ 2a y entonces Pe ~ ;~, por lo que el 
efecto del parámetro a es el de abatir la presión crítica para cáscaras cada 
vez más delgadas. Tenemos por lo tanto las siguientes observaciones 
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Observación 6.1 Efectos del parámetro a en la geometría de la deforma­
ción 

• A medida que construimos cascarones cada vez más delgados, las defor­
maciones que sufren estos cascarones respecto a la solución trivial son 

{cm {cm R 
cada vez menos visibles y caen a lo menos como ~, y de hecho, 7 
es el orden de los desplazamientos con respecto a la solución trivial. 
Como corolario una cáscara infinitamente delgada no presenta estados 
de deformación según el modelo de John. 

• A medida que construimos placas cada vez más delgadas, la presión 
crítica donde se esperan las deformaciones cae como Pe ~ ;~ y de 

hecho Pe = 2~ (f.lk + (2
) para a2 E (f.lk-If.lk, f.lkf.lk+l) o J1.k 

• La curvatura media de la superficie deformada es cada vez menor a 
medida que aumentamos la presión y va como R2 = R 2 (1 - ;2 ),(1 - v)) 
y cerca de un estado deformado R? ~ R2(1 - ~(1 - v)) 

• Cualquier posible aproximación a la superficie deformada dada por las 
ecuaciones de Gauss y Weingarten es a lo más de orden O(±) = O(fP) 
donde O es el parámetro de John (2.1) inclusive las soluciones triviales. 

Esto es curioso, porque la presión crítica es menor para cascarones más del­
gados, los estados deformados son cada vez menos visibles. Tal y como lo 
demuestra [Ciarlet], la solución a las ecuaciones del modelo de Koiter, existe 
en el límite cuando a -+ O, Y es independiente de a. De hecho no hay estados 
deformados. 

Calculas algebráicos hechos por computadora muestran que los símbolos 
de Christoffel dados por (B. 10) de la superficie deformada están dados por 

f~l = R2
1 

2 cosm</>J¡(O)~ 
-2 -'f r n = R2 2 senm</>h(O)~ 
- 10 
r}2 = Ji.2¿;2 sen m</>h(O)~ 
-2 1 r 12 = cot 0+ R.2 2 cos m</>f4(O)~ 
-1 1 o r 21 = Ji.2¿;2 sen m</> f5 (O)~ 
-2 1 ( ) r 21 = cotO - R-2 2 cosm</>f6 O ~ 
- o 1 q2 = -cosOsenO+ R.202 cosm</>h(O)~ 
-2 1 ) r 22 = Ji.2¿;2 sen m</> f8 (O ~ 
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Para ~ = O se recuperan los símbolos de Christoffel de una esfera cualquie­
ra (tratandose de una esfera son independientes del radio). Por lo que toda 
la información correspondiente al radio de la esfera deformada deberá estar 
contenida en la segunda forma fundamental. JI (8), .. .f8 (8) son funciones de 
los polinomios de Legendre c'k'P::'(cos8) y sus derivadas hasta tercer orden. 

Se sigue por (B.29) y (B.30) que las ecuaciones de Gauss para ~ = O son 

X88 =-n 

xq,q, = -sen8cos8x8 - sen28n 
X8q, = cot8xq, 

en particular la esfera radio uno será solución, y Weingarten 

que tiene por solución la esfera de radio (1- !~(1- v)). Si consideramos el 
caso en el que las integraciones numéricas sólo se tomen respecto a la variable 
8, en el caso de las soluciones triviales se tendría el sistema 

Xll =-n 
R2 

nI = ]l2XI 

X21 = cot8X2 

Con las condiciones iniciales X[I1=O = (O, O, l),n[l1=o = (O, 0,1), XI[I1=O = 
(cos<fJ, sen<fJ, O), X2[8=O = (O, O, O). Dicho sistema se puede integrar como sigue: 

del primer par de ecuaciones se encuentra que (XI) ,ll = -~:XI la cual tiene 

por solución Xl = Acos~8 + Bsin~8, de la condición inicial se encuentra 
que A = (cos<fJ, sen<fJ, O). Integrando Xl y usando la segunda ecuación para el 
vector normal se tienen n = A ~sen~8 - B ~cos~(), y por la condición inicial 

se encuentra que B = (O, O, -~) por lo que la solución será 

- ( cos<fJsenj8 ) 
X = ~ si,,!<fJsen7i 8 

!icosB8 
R R 

Que no es precisamente la ecuación de una esfera de radio 

R = ( _ 2.x(1 - V))1/2 
R 1 a2 ' 
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si no más bien una esfera achatada en la coordenada z (elipsoide) por el 
hecho que ~ < 1. La tercera ecuación no da información nueva, de hecho al 
integrarla se encuentra X2 = CsenO, donde C una función arbitraria en cp 
que se encuentra una vez que se conoce x. 

Hemos encontrado tres soluciones distintas a las ecuaciones de Weingar­
ten, lo que demuestra que en el momento en que la primera y segunda formas 
fundamentales no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad, deja de exis­
tir unicidad en la solución del sistema formado por las ecuaciones de Gauss 
y Weingarten, donde podemos considerar que cada posible superficie, puede 
considerarse una aproximación a la superficie deformada a orden 0(02 ). Entre 
las distintas aproximaciones posibles, en esta tesis se pretende encontrar la 
superficie generada por la familia de curvas caracteristicas correspondientes 
a los meridianos de la esfera deformada. 

Pese a que sabemos que las formas fundamentales de la superficie defor­
mada no satisfacen las ecuaciones de compatibilidad exactas y por ende no 
representan una superficie, intentaremos resolver el sistema de ecuaciones re­
duciendo el número de ecuaciones a 9, la cual consideraremos que aproxima 
a la esfera deformada. 

Hay varias maneras de resolver el sistema 

1. Se consideran sólo las ecuaciones que dependen de O es decir (B.4) 

y la fórmula de Weingarten (B.3) 

8 i -uk-b i 
80 n = -a oux,k 

donde a = O, cp e i = 1,2,3. Implica que tenemos un sistema de ecuacio­
nes diferenciales ordinarias para cada valor de cp E (0,211) Lo que per­
mite recuperar el campo de vectores tangentes Xl> para todo cp E (O, 27r). 

Se realiza una segunda integración para encontrar xi(O, cp) de igual for­
ma sólo considerando la dependencia en O, es decir, integrando Xio(O , cp) 
respecto a O • Este procedimiento se repite para cp E (O, 27r), encontrándo­
se una familia de curvas las cuales generan la superficie deformada. Lo 
único que se requiere es conocer las condiciones iniciales. El hecho que 
para la esfera, todas las curvas características salen del punto O = 0, 
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sugiere que la esfera deformada tiene un comportamiento similar. Su­
pondremos que en una vecindad de radio € alrededor de () = ° de la 
superficie deformada, esa región es la misma que para la de una esfera 
de radio 1 con centro en el origen en una vecindad de radio € alrede­
dor de () = 0, puesto que la superficie que se encuentra al resolver las 
ecuaciones da una superficie módulo rotaciones y traslaciones rígidas, 
tenemos que las condiciones iniciales se obtienen a partir de la esfera 
de radio uno en una vecindad del polo. 

2. Otra alternativa para encontrar la condición inicial, consiste en encon­
trar una curva característica para un () dado, utilizando las ecuaciones 
en <P, ésta a su vez requiere una condición inicial, que consiste en un 
punto , los vectores tangentes y la normal en dicho punto. Al resolver 
el sistema, se tienen condiciones iniciales sobre la curva característica 
para un () dado y se puede encontrar la familia de curvas características 
en () para <P E [0, 27r] . 

3. La última alternativa es construir las curvas características en <P, pa­
ra ello se consideran las ecuaciones en <p, que se resuelven para cada 
() E (0,00 ), al conocer las condiciones iniciales sobre la curva <p = <Po en­
contrada al resolver las ecuaciones en O para <Po con condiciones iniciales 
en un punto. 

6.2. Cálculos Numéricos 

Para los cálculos numéricos se toman las siguientes constantes 

Módulo de Poisson 
Apertura del cascarón 

Cuadro 6.1: Constantes utilizadas 

Cabe hacer notar que el valor a E (8,98) correspondiente al valor () = 7r /3, 
no es un valor adecuado para las aplicaciones, pero a fin de ilustrar el com­
portamiento de los estados deformados será de utilidad y permitirá apreciar 
claramente la geometría de la esfera. 
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¡.¿~ 4.93604 
¡.¿t 13.40813 8.1353 18.3719 13 118.3997 417.7341 

¡.¿i 25.1733 18.371 26.285 22 41.6971 38.4366 
¡.¿g 27.4468 26.285 33.181 29 23.8172 847.2804 

¡.¿~ 40.1132 33.181 42.440 37 14.6569 2.8572 

¡.¿~ 44.9021 42.440 51.100 46 9.4545 86.3213 

¡.¿t 58.1551 51.100 61.820 56 6.3821 0.1768 

¡.¿~ 65.7172 61.820 66.823 64 4.8845 6.7045 
¡.¿g 67.9488 66.823 73.381 70 4.0834 419.2978 

¡.¿f 79.2485 73.381 84.371 78 3.2877 0.00935 

¡.¿~ 89.8252 84.371 92.084 88 2.5832 0.4228 

Cuadro 6.2: Esta tabla contiene en la primera columna el valor propio J.Lf,' correspon­
diente al espectro dellaplaciano para el cascarón 9 = 71'/3. La segunda columna índica en 
que intervalo de valores del parámetro a se espera una bifurcación para el modo J.Lf,' . La 
tercera columna contiene el valor de a utilizado para hacer la gráficas, el cual se tomó como 
el punto medio del intervalo . La cuarta columna contiene el valor de la presión crítica 
para a. La quinta columna contiene la constante de normalización cf,' para las distintas 
funciones propias. 
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Los valores para J.L'k dados en el cuadro (6.2) se calcularon al encontrar 
numéricamente la k-ésima raíz correspondiente al modo m de la ecuacion 
P:;'(Zo) = O donde Zo = cos 1f /3. Las constantes de normalización se hallaron 
mediante la expresión (5.8) 

6.3. Resultados 

A continuación mostramos los resultados numéricos encontrados para los 
distintos modos de bifurcación, recuperadas a partir de las primera y segun­
da formas fundamentales de la esfera deformada, al resolver las ecuaciones 
de Gauss y Weingarten correspondientes a las curvas características de los 
meridianos. En realidad, la mayoría de los cálculos se hacen si ser muy con­
cientes de que es lo que está pasando, de una manera práctica se calculan las 
funciones f, w dadas en términos de las funciones de Legendre, las cuales son 
aproximadas mediante una interpolación en las variables O, <p. Posteriormente 
se calcula la primera y segunda formas fundamentales como se indicó anterior­
mente. Posteriormente se construyen las ecuaciones de Gauss y Weingarten 
para los meridianos y se resuelve el sistema al introducirlo a la computadora 
(Todo este proceso algebráico numérico es realizado por la computadora) . 
La familia de meridianos representa la aproximación al cascarón de esfera 
deformada y apertura Bo = 1f /3. 

El tensor métrico tiene la siguiente forma a primer orden 

aoo = R? - cosm<pJ¡(O)~ 
aoq, = aq,o = - sen m<ph(O)~ 
aoo = R? sen2 O + cos m<ph(O)~ 

donde J¡, 12, h son funciones de P:;" (cosO) y sus derivadas. Esto pone en 
k 

evidencia las distintas simetrías de la primera forma fundamental en su parte 
diagonal y la parte mixta. 

En lo sucesivo sólo presentamos el término aoo Y alJq, de la superficie 
deformada porque son los que tienen más detalles interesantes. El término 
aq,q, es para todo propósito práctico sen20 en todos los casos. 
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Figura 6.1: Es esta gráfica se muestra la dependencia de la presión crítica como función 
del parámetro a, para los distintos modos de bifurcación, en la parte de arriba se muestran 
los 3 primeros modos de bifurcación, y en la parte de abajo los restantes 8. Esta gráfica 
ha sido pensada con el siguiente proposito práctico: dada alguna cáscara de espesor a, a 
que presiones debo buscar los estados deformados y que modo se espera observar 
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Primera forma fundamental al)l), al)~ = a~l). 

Superficie deformada modo ¡.t~, Q' = 13, ~ = 15 

Se aprecia un plano de simetría. Puesto que la superficie encontrada se puede 
trasladar y rotar, vemos que en este caso el plano horizontal que soporta al 
cascarón queda inclinado. 
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Primera forma fundamental modo f-Li . 

Superficie deformada modo f-Li . 

modo f-Li, o: = 22, ~ = 30 

En este caso se observa que la superficie deformada tiene un plano de 
simetría en <p = 'Ir /2. 
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.05 
:~S 

Primera forma fundamental modo ¡.tg, ~ > o. 

Superficie deformada modo ¡.tg, ~ > O. 

modo ¡.tg, Q = 29, ~ = 35 

145 

En este caso existe bifurcación transcrÍtica y arriba se tienen los resultados 
para ~ > O. En este caso el término mixto es identicamente cero, por lo que 
la superfficie tiene simetría azimutal , con una concavidad negativa. 

5 
.5 
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Primera forma fundamental modo fLg, ~ < o. 

Superficie deformada modo fLg, ~ < O. 

modo fLg, ex = 29, ~ = -35 

Aquí se hace el caso ~ < O para la bifurcación transcrítica del modo fLg , 
se observa una concavidad positiva en el polo. 
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Primera forma fundamental modo J.L~ . 

Superficie deformada. Modo J.L~, a = 37, ~ = 55 

En este caso la superficie deformada muestra una simetría triangular. 
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Primera forma fundamental modo ¡.t~. 

Superficie deformada Modo ¡.t~, Q = 46, ~ = 75 . 

La superficie muestra un plano de simetría para un ángulo <p > 'Ir /2. Además 
la superficie aparece inclinada respecto al plano horizontal. 
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.05 
.,95 
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Primera forma fundamental modo 14 . 

Superficie deformada Modo ¡.¡,i, Q = 56, .; = 150 . 

Soluciones con simetría cuadrada. 

149 
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.05 
.85 
: 8'5 

Primera forma fundamental modo J.L~ . 

Superficie deformada Modo J.L~, a = 64, ~ = 200 . 

Caso análogo al modo J.L~ , dos planos de simetría. 
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Modo ¡.tg, a = 70, ~ = 200 

Caso análogo al modo ¡.tg en el caso de bifurcación transcrítica para ~ > o. 
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Modo ¡tg, a = 70, ~ = - 200 

Caso análogo al modo ¡tg en el caso de bifurcación transcrítica para ~ < O. 
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Superficie Deformada Modo f.Lr, a = 78, ~ = 230 
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Caso análogo a los modos f.Li sólo que ahora tenemos una simetría penta­
gonal. 
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modo J.t~, a = 88, ~ = 200 

Caso análogo al modo J.t~ simetría triangular. 
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6.3.1. Comentarios Finales 

Se han cometido graves faltas en lo que consiste en recuperar las superfi­
cies de los distintos modos. Esto ha sido de manera más o menos intencional. 
En primer lugar, el valor de la perturbación es demasiado grande, esto se hizo 
con el fin de resaltar la geometría de la superfiie deformada, pero al hacer 
esto evidentemente violamos la hipótesis del modelo de John en el cual se 
pide que el tensor de deformaciones sea pequeño . 

En segundo lugar, se sabe que los valores del espectro del laplaciano 
depende del tamaño de la la apertura, mismos que a su vez determinan el 
valor del parámetro a. Si como se pretende en esta tesis, queremos que los 
modos deformados correspondan a los primeros once valores propios, entonces 
debe pedirse cascarones con una apertura mucho menor (Baginski propone 
cascarones con (}o = 7f /30 [Baginski 1]). 

Una cáscara de estas dimensiones es bastante plana, por lo que opté por 
trabajar con cáscaras más grandes para apreciar la geometría de manera más 
clara. Las gráficas por ende, no son más que una caricatura del fenómeno, 
donde se espera lograr alguna comprensión cualitativa de las deformacio­
nes. Sin embargo la inconsistencia de las ecuaciones de Gauss y Weingarten 
es un hecho inevitable, intrinseco a la formulación del problema, donde las 
superficies encontradas son aproximaciones O((}2). 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

A lo largo de la tesis se pudo observar la manera en que se plantea y resuel­
ve un problema no lineal en ecuaciones diferenciales parciales. Las principales 
herramientas matemáticas utilizadas son el uso del análisis funcional, teoría 
espectral, grado topológico y cálculos numéricos, teniendo una base firme en 
geometría diferencial y análisis tensorial. El principal resultado teórico fue 
demostrar la existencia de estados deformados. 

Hay todavía varios temas en los que se puede profundizar: respecto a 
los estados deformados, queda por resolver la cuestión de su estabilidad. En 
[Baginski 1] se demuestra que los estados deformados correspondiente a los 
primeros once estados son inestables. En [Baginski 3], utilizando una apro­
ximación de cáscaras poco profundas, encuentra que los modos con simetría 
azimutal son estables. 

Es posible además, encontrar teoremas de bifurcación global, que respon­
den a la pregunta de que pasa con las soluciones no triviales para valores 
grandes del parámetro libre una vez que aparecen. En [Ize 1, teorema Rabi­
novitz, 1971] se encuentra que la ecuación F().,x) = x - >'Kx - g(>.,x) = O 
de R x H ~ H con K compacto y g()., x) = O(llxW). Si >'0 es un valor 
propio de K, de multiplicidad impar entonces se tiene un contínuo de ceros 
no triviales e empezando en (>'0, O), los cuales o van a infinito en R x H o 
bien, regresan a cero por un punto de bifurcación diferente. 

Este teorema muestra lo que puede pasarle a las soluciones después que 
aparece la bifurcación, o bien son no acotadas o bien regresan a cero por otro 
valor propio. Como trabajo futuro, se podría encontrar un equivalente de ese 
teorema para la ecuación (5.4), lo que corresponde a demostrar los teoremas 
de bifurcación global. 
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Los resultados del capítulo (5) muestran que las soluciones poséen distin­
tas simetrías, todas con un plano de simetría. Esto es evidente del hecho que 
las funciones propias de - ~ en H están dadas por u¡;' = c¡;' P:;' (cos O) cos m4J, 

k 
las cuales tienen distintas simetrías respecto al eje polar. Los resultados 
numéricos confirman en parte esta simetría, en especial para los modos con 
simetría azimutal. 

La literatura reporta resultados experimentales para cascarones, donde 
se hace énfasis en las simetrías de los estados deformados [Berger] . Experi­
mentalmente se observa que el combamiento de cascarones ( completos en el 
caso de [Berger]) es de naturaleza violenta. Se cree sin embargo que el comba­
miento comienza con la fomación de una pequeña concavidad rotacionalmen­
te simétrica. Fotografías de alta velocidad muestran que el combamiento no 
ocurre hasta que la presión alcanza 80 - 90 % de la presión crítica de comba­
miento, la cual podría decirse es rotacional mente simétrica, posteriormente 
muestra otras configuraciones de equilibrio (simetrias, eliptica, triangular y 
pentagonal) . Experimentalmente se busca comparar la presión crítica y la 
forma del cascarón deformado. 

El problema de la esfera completa, se encuentra resuelto para los prime­
ros doce modos en el artículo [Knightly&Sather], donde se hace evidente la 
dificultad de tomar la esfera completa, donde la dimensión del espacio nulo 
K er L>. para las aplicaciones se halla en el rango 20 ~ dimker L>. ~ 400. En 
este caso los métodos locales de Liapunov-Schmidt requieren resolver un sis­
tema de k ecuaciones cuadráticas (ó cúbicas) en Rk donde 20 ~ k ~ 400. Al 
restringir el problema a cascarones no sólo garantizamos que dimK er L>. = 1 
para los primeros estados deformados, sino además predecimos las simetrías 
encontradas experimentalmente. 

El parámetro a = !::r es un factor importante en el fenómeno del comba­
miento del cascarón por el hecho que Ac está dada por el lema (5.2), es decir 
Ac = min{AnlAn = J.Ln + a

2 
,J.Ln E C/( -~)} entonces se tiene que 

J1n 

2. si 0.2 = J.Ln+1J.Ln => Ac = An+l = An = J.Ln + a
2 

= J.Ln + J.Ln+l· 
J1n 

Esto pone de manifiesto la importancia de entender y poder calcular el 
espectro de operadores del tipo de Laplace Beltrami. Como se demostró, las 
soluciones débiles encontradas por el método de Liapunov-Schmidt, son Coo 
y de hecho son soluciones al problema clásico. 



159 

En lo que corresponde a los resultados numéricos, nos topamos con dificul­
tades de consistencia en el modelo de John, es decir, al recuperar la primera 
y segunda formas fundamentales de la superficie deformada, estas no satis­
facen las ecuaciones de compatibilidad exactas. Sin embargo restringiendo 
el número de ecuaciones fué posible recuperar cierta información acerca de 
la superficie deformada, en particular se observa que la superficie así ge­
nerada es una aproximación a 0(02 ), siendo O el parámetro de John (2.1). 
Estos resultados son la principal aportación de la tesis e independientes de 
[Baginski 4)' donde resuelve las ecuaciones de deformación por un método 
numérico de Galerkin con la intención de continuar las ramas bifurcadas, y 
posteriormente recuperar la superficie deformada, en esencia se topa con las 
mismas dificultades que aparecen en esta tesis. 

Resulta de interés hacer una comparación de los resultados encontrados 
con el modelo de John, con los resultados encontrados con modelos exac­
tos, en particular se tienen resultados para la esfera completa con simetría 
azimutal. Estos modelos llamados cascarones de Cosserat no consideran un 
desarrollo en Taylor para la energía libre de Gibbs permitiendo modelar una 
gama más amplia de materiales. Tienen como base la elasticidad tridimensio­
nal, además no suponen que el tensor deformación sea pequeño. En [Iglesias] 
se hace un estudio detallado acerca de la existencia de bifurcaciones para 
la esfera completa deformada usando estos modelos, bajo la suposición de 
simetría azimutal. Incluye cálculos numéricos de los primeros modos de de­
formación que pueden dar pauta a comparaciones con otros modelos. 

Es de interés además, probar el modelo en otras geometrías en particular 
a páneles cilíndricos, puesto que en la literatura abundan resultados acerca 
de estas estructuras. 

Uno podría cuestionarse acerca de que es lo que queda por hacer no sólo 
en el problema de la esfera, sino en la teoría de cáscaras. Como todo modelo, 
existen limitaciones en sus aplicaciones. ¿ Hasta que punto es aplicable el 
modelo de John? . Se espera que el modelo de John funcione bien si se 
cumple que: 

• Las deformaciones se den lejos de los bordes de la cáscara o bien se 
tenga una superficie cerrada . 

• El espesor de la cáscara sea pequeño comparado con la curvatura media 
de la superficie. 
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• La métrica de la superficie deformada no difiera de manera significativa 
con la métrica de la superficie no deformada. 

Una ventaja de este modelo es que se requieren pocos parámetros (cons­
tantes de elasticidad) para tener la energía libre de Gibbs en función del 
tensor de deformación. Dichos parámetros pueden encontrarse de manera 
experimental. La desventaja es su inconsistencia para recuperar la superfi­
cie deformada. Las condiciones de frontera fueron impuestas, a mi forma de 
ver, de manera un poco forzada, porque, ¿ Como es que pido que mi mo­
delo sea válido lejos de los bordes, y al final doy condiciones precisamente 
en los bordes? El argumento que permitió obtener condiciones de frontera 
con credibilidad, se basó en lograr el equilibrio estático y tratar que las co­
sas se tornen matemáticamente manejables. Pese a esto, es posible que el 
modelo de John prediga con exactidud las presiones a las cuales se dan los 
combamientos, esto todavía queda por comfirmarse experimentalmente. 



Apéndice A 

El Espectro del Laplaciano 

El tema que trata éste apéndice es el estudio del espectro del operador 
Laplaciano -6 definido sobre un cascarón esférico con condiciones de Di­
richlet en la frontera. El principal resultado es demostrar que si Ji es un 
valor propio entonces Ji > 2. Otro resultado de importancia es el orde­
nar los primeros 11 valores propios de este operador. Los valores propios 
están dados por v(v + 1) Y ordenados según las siguientes desigualdades, 

o 1 2 o 3 1 4 2 o 5 3 S· m 
~ < ~ < ~ < ~ < ~ < ~ < ~ < ~ < ~ < ~ <~. 1 ~ pMa 
j = 1,2, ... , son las soluciones a la ecuación P;:(zo) = O como función de v 
para Zo E [0,1], donde P;: son las funciones de Legendre, entonces las fun­
ciones eim4>p;:(cosO) son funciones propias del operador, si P;:(cosOo) = O, 
donde 00 es la apertura del cascarón. 

A.lo Espectro de - ~ 

Si D es la porción de la esfera unitMia dada, en coordenadas esféricas 
por {cjJ S 271", O S O S 00 S ~}, entonces el espacio de trabajo que contiene 
las soluciones es HJ(D) n H2(D). Se tiene que el operador laplaciano -6 : 
HJ(D) nH2 (D) --+ L2 (D) es un operador autoadjunto con respecto a L2(D) y 
positivo, por lo tanto Ji > O [Weinberger, cap 7]. Aquí L2 (D) = L2 ([0, 271"] X 

(0,00 ); sen(O)dOdcjJ), con respecto a la esfera unitaria y por el teorema de 
encaje de Sobolev [Ize 2, nota 2.3], H2 e CO(D). Se toma U(cjJ, O) periódica 
en cjJ, es decir 

00 

-00 

161 
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con U-m = Um y por lo tanto el problema de valores propios -tlU = J.1U se 
escribe como 

-~O(senOUo)o-~OU<I><I> = - f {~o(senou;,,)' - m:oUm } eim<l> = J.1U 
sen sen sen sen 

-00 

Lo que implica que para estudiar el espectro del laplaciano corresponde a 
estudiar las ecuaciones 

1 ( ')' ( m
2

) --O senOUm + J.1- ~O Um = O, sen sen 

con Um(O) continua en O = O, por lo que, IUm(O) I < 00 en O = O, J.1 > O Y 
Um(Oo) = O. Si J.1 = v(v + 1) con v > O, Y hacemos el cambio de variable 
z = cos O :::} senO = v"f=Z2 y además ~ = - senO, con esto la ecuación se 
escribe como 

((1 - z2)y')' + (v(v + 1) - m
2 

2) y = O 
1 - z 

con la condición y(zo) = O donde Zo = cosOo. Dicha ecuación tiene por 
soluciones a las funciones de Legendre P;:'(z), si se pide que ly(l)1 < oo. 
Sea por reducción de orden ( es decir una solución de la forma a(z)y(z)) o 
directamente, se puede ver que y¡(z) = y(z) foz y2(t)(~-t2) es otra solución de 
la ecuación. Si ly(l)1 < 00, entonces y¡(z) no es acotada cuando z -+ 1, es 
decir P;:'(z) es única. 

A continuación se desarrollan algunas propiedades de dichas funciones, 
en particular que 

P;:'(O) = O {o} v = m + 2k - 1 

y por lo tanto para O = ~ los valores propios son J.1 = v(v + 1), con vk'(O) = 
m + 2k - l. 

A.2. Funciones Hipergeométricas 

Las funciones Hipergeométricas son soluciones a la ecuación diferencial 

z(l - z)u" + h - (a + {3 + l)z)u' - a{3u = O 
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Se propone una solución de la forma u == ZS I:%"=o CkZk Y sustituyendo en la 
ecuación se tiene 

00 00 

z(l-z) L ck(s+k)(s+k-1)zk+s-2+ (,- (0:+/3+ 1)z) L c,,.(s+k)zsH-l_ 
k=O k=O 

00 

0:/3 L CkZk+s = o. 
k=O 

Por lo tanto 
00 

L zsH-ICk(S + k)(s + k + ,- 1) - zS+kCk(S + k + o:)(s + k + (3) = O. 
k=O 

Para que esto suceda se debe cumplir 

C08(s+,-1)=0, 

Ck(S + k)(8 + k - 1 + ,) = Ck-l (8 + k - 1 + 0:)(8 + k - 1 + (3) = O. 

Una solución sucede con 8 = O Y pedimos, #- O, -2, ... para poder dividir. 
Entonces se tiene la siguiente relación de recurrencia 

(k - 1 + o:)(k - 1 + (3) 
Ck = (k _ 1 + ,)k Ck-l· 

Normailizando con Ca = 1, implica que la relación de recurrencia se re­
suelve como 

(0:)k(,8h 
Ck = k!(¡h 

donde se define (o:h = 0:(0: + 1) ... (0: + k -1), (0:)0 = 1, para k = 1,2, ... Para 
ver la convergencia de la serie notamos que 

I ~I = (1 + 6) (1 + 6) -t 1 
Ck-l (1 + 6) (1 + k~l) 

si k -t 00, Y por lo tanto 1.-SL::f-rI-t Izl si k -t 00 Y por lo tanto el radio 
Ck-l Z 

de convergencia es Izl < 1. 

De modo que una solución esu = I:%,,=ü (a¡~;:h t- para Izl < 1 yo:> 
0,/3 > O" #- 0, -1, -2, .... La otra solución, con 8 = 1 -" define una serie 

- (k+a-l)(k+¡9-¡) . -'- 1 2 ' d· d . 1 1 1 con Ck - k(k+l-¡) Ck-b SI ,r , , ... , con fa 10 e convergenCia z < . 
Si, > 1 esta serie dá una solución singular en z = O. También por reducción 

z CO{l tp-a- i3 -1 
de orden o directamente, la función u(z) fa -,,2(t) dt es solución. 
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Definición A.l se define la función hipergeométrica como 

~ (ah (eh zk 
F(a,e;,;z) = ~ () k! 

k=O ' k 

Propiedad A.l 

m (-1)mr(v+m+1)(1-z2)m/2 1-z 
Pv (z) = 2 r( )r( ) F(m - v, V + m + 1; m + 1; -2-) 

m m+1 l/-m+1 

Prueba. De la ecuación 

hacemos el cambio de variable t= &(1- z) y por lo tanto 1 - Z2 = 4t(1- t) 
la ecuación queda como 

d2 dy 
t(1 - t)-d 2 Y + (1 - 2t)- + v(v + 1)y = Q 

t dt 

es la ecuación de una función hipergeométrica con a = -v, e = 1/ + 1, , = 1, 
F(-v,v + 1, I;Z) es acotada en z = 1(por la serie) mientras que la otra 
solución U1 (z) = u(z) faz t(I-~u2(t) diverge como ln(z) cuando z tiende a Q. 

Por lo tanto Pv(z) = F( -v, 1/ + 1; 1; I;Z) definiendo Pv(z) de esta manera, 
es decir tomando la constante de normalización igual a 1. Más adelante se 
demuestra la fórmula de Rodrigues dada en la ecuación (A.9) que afirma lo 
siguiente 

Además 

y por lo tanto 

d ae 
-d F(a., e;,; z) = -F(a. + 1, e + 1;, + 1; z) 

z , 

porque (Ah+1 = A(A + lh por definición. Aplicando estos resultados se tiene 
que: 
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+ m, f:J + m; r + m; z) 

para m = 0,1,2, ... Por lo tanto 

P~'(z) = -'----'---'--.....:..:.:,~-....:.= 
( 

1 Z 
-11 + m, 11 + 1 + m; m + 1, 2 . 

Como (Ah = se tiene que 

---'---'--:--~ ---;---'-----;-__ .:-,_ l' ( - V + m, v + 1 + m; m + 1; 1 ; Z 

U tilizando la identidad r( 1 z) 
que 

y por lo tanto 

véase [Landau, 

r(v + 1) 
r(v m + 1) 

1 
+m,v+ 1 +m;m+ 1; 

2 

~~~--~-~~--~~ 
00 (-v + mh(v + 1 + mh 

111 

Pr,opiedlad A.2 Las funciones n,i1l,p.T(J,p.mnp.l:n 

sentación integral, 

(1 

para 1 Y r > (3 > O. 

(m+ lhkl 

tienen la siguiente repre-

(1 -

k 
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Prueba. Utilizando el hecho que (Ah = r¡~~:) se tiene 

(jJh r(jJ + k) r(¡) r(¡ - jJ) 
(¡)k r(jJ) r(¡ + k) r(¡ - jJ)" 

Ahora por las propiedades de la función beta, véase [Lebedev, pág 13, 1.5.2] 

r(x)r(y) = t tx-1(l- t)y-1dt 
r(x + y) Jo 

para Re(x) > O, Re(y) > O. Por lo tanto se tiene que para, > jJ > -k, 

r(jJ + k)r(¡ - jJ) = t tll+k-l(l _ tyr-Il-1dt 
r(,+k) Jo 

y por lo tanto 

(jJh = r(,) t tll+k-I(l _ t)"I-1l-1dt 
(¡h r(jJ)r(¡ - jJ) Jo 

=} F(a (.l. 'V. z) = r(¡) ~ (ah zk t tfJ+k-l(l _ t)"I-fJ-1dt 
,1-', " r(jJ)r(, - ,8) ~ k! Jo 

= r(,) t (tll-1(1 _ W-fJ-1 ~ (ah (tZ)k) dt 
r(jJ)r(¡ - jJ) Jo ~ k! ' 

si '1 > jJ > O > -k. Ahora, notamos lo siguiente a partir del teorema del 
binomio 

_Q ~ o:r( -o:) Xk 

(l+x) =L..(o:+k)r(-o:-k)"k! 
k=O 

y utilizando la identidad, véase [Lebedev, pág 3, 1.2.2] 

con eso el teorema del binomio se puede expresar como 

( )
-a ~ o: -lT (o: + k)r(o: + k)senlT(O: + k) Xk 

l+x = L.. 
k=O (o: + k) o:r(o:)sen(lTO:) -lT k! 
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y como sen'lr( a + k) = (-I)k sena, la expresión se reduce a 

00 

(1 +x)-U = L~~ 
k=O 

y por lo tanto 

(1 - x)-u = 
/;;=0 

para < L Se que 

I;z) = 1
1 

(1 (1 

para < 1, Y 1 > f3 > Q. 11 

Pr()pijedald A.3 Si a + f3 2: ~ 

F (a, f3; a + f3 + ~; z) = F (2a, 2,8; a + f3 + ~; ~ 
Prueba. Tomemos la ecuación diferencial que define a las funciones 

+ (a+f3+ o 
y uo,¡:',<:Hil'Ui;> el cambio de variable z' = lo que 1 z 
(1- Y dz . Con esto la ecuación diferencial 
se escribe como 

J2u du 2 
-,-----+ + 

dz,2 dz' (1 -

b - (a + f3 + 1)4z'(1 - Zl)) 4(1 ~ 2Z I ):; af3u O 

=> ~z'(1- ZI)_J2_U + --:-_1_-:- du (1 - (a + f3 + ~ )4z'(1 - z/)) 
4 dZl2 dz' 2 

Si hacemos 1 = (a + f3 + ~) esta relación se reduce a: 

1 '( -z 1-
4 

1 
+ ) 

du 
+2f3+1)z' dz

'
-

o. 

O. 
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Esta es la ecuación diferencial de u o: + {3 + t; t (1 
Por tratarse de una ecuación de orden dos, sabemos que existen 
dos soluciones linealmente independientes, pero sólo una solución es acotada 
para z E [0,1], más precisamente, la otra solución u(z) f: t-~(!-:~~z~"-IJ-l dt se 

comporta como z-I'+lln(z) para z vecino a O y por lo tanto no es acotada si 
I 2:: 1, es decir si o: + {3 2: ~. Como toda solución debe ser combinación 
lineal de esta función, implica que 

o: + (3 + ~;z) = CF (20:, 

Para hallar la constante C evaluamos en z 
Co = 1 Y por lo tanto e = 1. 111 

El de utilizar las funciones 
que para las funciones de Legendre, P:;'(O) 

I:"'flQOlleaaa AA Para m 2: 0, se tiene 

1 
F(m - v, v + m + 1; m + 1; 

o y utilizamos la con 

es para demostrar 
O si y sólo si v = m + 2k - L 

Prueba. De la observación tomando el límite cuando z -+ 1 

1 1 
o: +.8 + 2; 

= --;-..,---:-----,,_101 

ttl-1(1_ t)'~-~(l 

Haciendo 20: m 1/, 2(3 = 1/ + m + 1 Y por 
se tiene la 111 

Por la prC)pUoda,d (A.l) se tiene que 

utilizando el hecho que 

0:+(3+~ =m+l 
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considerando que rO) = .¡ir, sustituyendo y simplificando se tiene que 

Tenemos entonces la siguiente propiedad, un resultado importante para el 
estudio del espectro del ¡aplaciano. 

Propiedad A.5 

P,:"(O) = O {:} v = m + 2k - 1. 

Las funciones de Legendre p,:"(cose)eim1> son las funciones propias de -L\ so­
bre un cascarón esférico. Los valores propios serán dados por los vj tales que 
P:Jn (zo) = O Y que dependen de Zo = cos eo. Dichas funciones formarán una 

J 

base del espacio de trabajo. Por lo que las representaciones de las funciones 
propias serán 

ur¡: = cr¡: P:;" (cos e) cos mcP 
J 

La teoría de Sturm-Liouville puede dar varias de las propiedades de los va­
lores propios. Un resultado que se probará es que los valores propios vistos 
como función de Zo, es decir vj(zo) son funciones analíticas y crecientes. A 
continuación haremos una presentación breve de la teoría de Sturm-Liouville 
para probar el resultado 

Los resultados de esta sección y la anterior implicarán que las vÍcn(zo) son 
funciones crecientes como función de zo, y que la cota mínima para cualquier 
valor propio clellaplaciano -L\u = ¡tu es 11 > 2 para cualquier eo E (O, ~). 

A.3. Teoría de Sturm-Liouville 

Consideremos el problema 

((1- Z2)·U')' + (v(v + 1) - m
2 

2) u = O. 
1 - z 
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Buscamos u(z) tales que u(l) sea acotado, y u(zo) = O. El par de soluciones 
son las funciones de primera especie y segunda especie de Legendre, P:;'(z) y 
Q:;'(z). Se sabe que Q:;'(z) en z = O no está definido véase [Lebedev, pág 199, 
7.12.29]. Por lo tanto las soluciones son de la forma P:;'(z) para 11 E {lIj} 
tales que ~ (zo) = O. El problema se puede reescribir en términos de la 

1 

teoría como 

u(z) acotada. 

(pu')' - qu + AU = O 

m 2 

p(z) = (1 - z2), u(zo) = O, q(z) = --2 
1 - z 

(A.2) 

El espacio de trabajo es HI[zo, 1] n {u(zo) = O} e C[zo, 1] (Sobolev) y la 
energía asociada es Iz~(pU,2 + qu2)dz. Si Lu = -(pu')' + qu implica que 

11 11 1 11 
(Lu, v) = (Lu)vdz = pu'v' + quvdz - pu'vl = pu'v' + quvdz 

~ ~ ~ ~ 

(ya que V(Zo) = O y p(l) = O) y por lo tanto L es autoadjunto y el principio 
de minimax funciona. Además, dado que Ak < 00 entonces es necesario que 
uk(l) = O, (para que Iz~ qUk < 00). Se utilizará el principio Rayleigh y 
minimax 

donde Al es el mínimo valor propio, Ak el k-ésimo, 

El = {4>I4>(zo) = 0,4>(1) < oo}, 

Ek = {4>I4>(zo) = 0,4>(1) < 00, (4), Uj) = O, [j = 1,2, ... k - I]}, 

donde Uj es la j-ésima función propia. Vease [Weinberger, cap 7]. Se supone 
P(z) > O en [zo, 1), p, q continuas. En el caso no singular se utilizarían las 
condiciones de Dirichlet en los extremos del intervalo. Nótese que al ser la 
solución de (A.2) con u(zo) = O, haya lo más una solución no trivial de 
(A.2). Por lo tanto Al < A2 < .... 
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Teorema A.l (Comparación de valores Si en la ecuación 
qu + AU = 0, incrementamos p ó q ó disminuimos el tamaño del 'ln¡",,'¡',¡,run 

entonces el mínimo valor propio Al at/'menta, 
Prueba. Sea u solución al problema 

(pu')' - + O 

u(a) = O, O 

donde (a,tJ) E [zo, 1], ji 2:: p, q 2:: q. saber como es 
con Al . Si en el principio de minimax tomamos la función de prueba 

<I>(x) = { O 
x E (a, 
otro 

donde u¡ es la función propia correspondiente a , entonces por el principio 
de minimax se tiene que 

y esto demuestra el teorema ( la es estricta si 15 i= p o 
si ti i= q). Si (a,j1) i= (zo,l) entonces la 
15 = p,ij = q para (a,j1) i= (zo,1) y Al 

es estricta. Si 
entonces <I>(z) es un mínimo de 

t (puI2+qu2)dz 
LQ J,~ u 2 dz para u E Hl [zo, 1), O. Por cálculo de variaciones 

cap 4, teo 1.1] <1> es C 2 en 1) Y satisface la ecuación de 
q\{z) no es el en a Ó Ver figura(A.l). l1li 

3, 

Pero 

Teorema A.2 (Separación de 
par de problemas 

sean 1J" V, soluciones al SU/,I/,zp.'rue 

- qu AU O 

qv + O 

con A > >. entonces entre dos ceros de v existe al menos un cero de u y se 
dice que los ceros de u separan a los ceros de v, bien que u oscila más 
rápido que v. En el caso con O, :;:::: O, 1 cuenta como 
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'; ) 

Figura A.l: función de en el de minimax 

cero de v, por lo tanto si en (zo, 1), v tiene k ceros entonces u tiene en (zo, 1) 
por lo menos k ceros. 

Prueba. Si v(a) v(ti) O, ceros consecutivos. Cambiando eventual-
mente v a -v se suponer que v(z) > O en ti). Si u(z) # O en 

se puede suponer también u(z) > O en Como la ecuación es 
n01TIO¡iI;en,ea, se tiene # O en a y ti ( si no se tendría = O en 
a ó ti y por lo tanto O). Entonces > O, v'(ti) < O. Multiplicando 
(A.3) por v y (A.4) por u e integrando sobre(a, se tiene que 

¡/3 (((puT qu+Au)v- ((pv' )' qv+Xv)u)dz 

1: + (A - X) ¡/3 uvdz O, 

lo cual lleva a una contradicción. El argumento es válido si hay ceros en a 
Ó 

11 

Teorema A.3 Sea Ul la función propia asociada al primer valor propio 
del (A. 3) entonces dicha función no cambia de en el intervalo 

1]. 

Prueba. Supongamos que existe un número C! E 1] tal que ul(a) = 0, 
entonces Ul es solución al con 0, u(a) = O lo 

que Al es un valor del problema en a), es decir Al = 
para k :::: 1. Si k :::: 1, entonces Xl :s:: Al pero si regresamos el intervalo 
a su tamaño original implica que debe disminuir, pero no lo puede hacer 
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porque Al ya era el valor propio mínimo, esto es una contradicción. Por lo 
tanto no existe a, y por lo tanto U¡ no cambia de signo. l1li 

Teorema AA La función 1Lk correspondiente al k-ésimo valor propio tiene 
exactamente k - 1 ceros en el intervalo(zo, 1). 

Prueba. De los teoremas (A.1),(A.3) se sigue que como A2 > Al entonces 
1L2 tiene al menos un cero en (zo, 1). Repitiendo el argumento y tomando en 
cuenta que Ak > Ak-b entre dos ceros de 1Lk-l tenemos al menos un cero 
de 1Lk y por lo tanto 1Lk tiene al menos k - 1 ceros en (zo, 1). Para ver que 
tiene exactamente k - 1 ceros hacemos lo siguiente: Suponemos que Uk tiene 
como ceros a Xl, X2, ... , X¡_I E (zQ, 1), haciendo Xo = zo, Xl = 1 y recordando 
la condición 1L(1) acotado y p(l) = O. Definimos u(ml(x) una función C I por 
tramos 

I 

Sea if>(x) = I:: Cm'u(ml(x) con las Cm tales que 
m=J 

t if>(x)u¡(x)dx = O, ... , t if>(X)Ul-) (x)dx = O. lzo lzo 
Las Cm existen porque hay l - 1 ecuaciones lineales con l incógnitas y por lo 
tanto hay una solución no trivial. Además u(m) . u(n) = O para m =f. n. Con 
esto en mente se tiene lo siguiente 

t 1 ¡Xm 

1, (pif>'2 + qif>2)) dx = L C~ (pu~ + qUk) dx 
ZO m=l Xm-l 

y por lo tanto 
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Además (4), Uj) = O para j = 1,2, ... ,1 1 Y por lo tanto Ak ~ A¡ k ~ l. Con 
lo anterior tenemos que k - 1 S; l - 1 S; k - 1 Y por lo tanto exactamente 
k 1 ceros. 111 

Teorema A.5 (Monotonía de los valores propios) Si se incrementa p 
ó q entonces todos los valores propios Ak aumentan, es decir, sí 

(pu~)' - ¡¡ü" + ),"Ü" = O 

con x E (zo, 1), P > p, q> q, entonces ),k > AA:. 

Prueba. Utilizaremos un argumento por contradicción. que 
S; AA: Y sean al, E 1] dos ceros consecutivos de u", p(l) O. El 

de la del teorema (A.2) implica que tiene por lo menos 
un cero en Nótese que se puede tomar (JI = 1. Entonces Ak es el 
mínimo valor para el problema con u(a¡) = = O. Si Ük tuviera 
dos ceros consecutivos en entonces ),,, > Ak lo que contradice la 
"' ..... t'v"'."", .. inicial y por lo tanto u" tiene un sólo cero en (al) fh). Por lo tanto 
entre cada dos ceros de Uk uno Y uno sólo de Ü". Esto implica que 
tiene k ceros en Pero por el teorema (A.4) Ük tiene exactamente k 1 
ceros, esto es una contradicción y por lo tanto ).k > Ak· JI 

Teorema A.6 Sean {!Jk'} las raíces a la ecuación P;';'(zo) = O ) vk' el k-
k 

ésimo cero para m fijo, entonces 

Prueba. 
Para la 

diferencial 
uo,:;.,.",uaJ'ua.u : Se tiene que P;:'(z) es solución a la ecuación 

((1 + (v(v + 1) y O 

O Y es la única solución acotada en z = l. 
m 2 • 

con q = \_",2 que es creciente 

en m, y por lo tanto q > q, del teorema de monotonía todos los 
Ak' vk'(ví:' + 1) aumentan 
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Para la segunda desigualdad usaremos el teorema de separación para va­
lores propios. Sean u, v tales que 

(pU'), - qu + Au = O 

(pv' )' - ijv + ).v = O 

con u(zo) = v(zo) = O, p(l) = O, u, v acotadas, p(z) = (1 - Z2), q = (1:;2)' 
q = (r;~;J;. En nuestro caso sabemos de la fórmula de Rodrigues que se 

demuestra más adelante(A.9) que 

d ( 1 m( )) -1 m+l () ( )m ~+l p ( ) 
dz (1- z2)m/2 P" Z = (1- Z2)~ PI' Z = -1 dzm+l v z . 

Por el teorema de oscilación Uk+ I tiene k ceros y Vk tiene k - 1 ceros en 
el intervalo x E (zo, 1). Por la fórmula de Rodrigues entre dos ceros de P:: 
hay uno de P;:+l, porque entre dos ceros de (l_z;)m/2 P::(z) existe un punto 

donde la derivada es cero, por lo tanto, dado que P:;:" (zo) = O, se tiene que 
k+l 

P:;:" (z) = Uk+l(Z) tiene k+ 1 ceros en [zo, 1) y p,:;:,+l(zo) tendrá por lo menos 
k+l k+l 

k ceros en (zo, 1) ( notamos que no puede ser O en Zo ya que sino se tendría 
que Uk+l(ZO) = U'k+l(ZO) = O, lo cual no es cierto). Si Vk+1 :::; V;:+l entonces 
por el teorema (A.2), entre dos ceros de p':;:'+l hay un cero de P",;,-t;.~y uno 

k+l "k 

más entre el último cero de p':;:'+I, dando un total de por lo menos k - 1 + 1, 
k+l 

lo cual es una contradicción 
Con esto se prueba que 

111 

Teorema A.7 Sean {vk}~l las raíces a la ecuación p:r(zo) = O I v;; el 
k-ésimo cero para m fijo, entonces v;;(zo) vistas como funciones de Zo son 
crecientes y además vk es un cero simple de la ecuación P:;:" (zo) = O para 

k 

toda Zo E (0,1). 

Prueba. Consideremos el problema a partir de su ecuación diferencial 

1¿ = O 
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((1 - Z2)V')' + (13(13 + 1) - 1 :2Z2) v = O 

con u(z) = F:;'(z) acotada, u(zo) = O,es decir a es solución a la ecuación 
F:;'(zo) = O. v(z ) acotada y por lo tanto v(z ) = Fg'(z) , tal que v( zo+dz) = O, 
es decir 13 es una raíz de la ecuación Pg'(zo+dz) = O. Multiplicando la primera 
ecuación por v y la segunda por u y restando implica que 

v(pu')' - u(pv')' + (a(a + 1) - 13(13 + 1)) uv = O 

integrando de Zo a 1 y tomando en cuenta que p(l) = O 

1 11 

(1 - z2)(U'V - uv') I + (a - ¡3)(a + 13 + 1) uvdz = O. 
ZQ zo 

Por lo tanto 

es decir 

-(1 - z~)u'(zo)v(zo) + (a - ¡3)(a + 13 + 1) t uvdz = O, izo 

-(I-Z~)aa F:;'(zo)(Fg'( zo)-F:;'(zo))+(a-¡3)(a+¡3+1) t Fg'(z)F::(z)dz = O 
z Lo 

porque P:;'(Zo) = O. Dividiendo por 13 -a y tomando el límite cuando 13 --+ a+ 

por lo tanto 

(por la propiedad A.l, F:;' es analítica en a) . Como u(z ) :j:. O con u solución de 
una ecuación diferencial de segundo orden, u(zo) = O, implica que u'(zo) :j:. 
O porque de otra forma u == O. Por lo tanto :zP:;'(zo) :j:. O Y por (A.5) 
:aF::(zo) :j:. O , Y si a es tal que F:;'(zo) = O entonces a es un cero simple 
de dicha ecuación. Por otro lado del teorema de la función implícita para 
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F(a, Z) = p~n(z) implica si F(a, zo) = O Y Fa(a, zo) =1 O entonces existe una 
a = a(z) tal que 

da -ª- pm(z) {jz a 

dz -ª-- pm (z) 
{jo a 

Z en una vecindad de Zo. Sustituyendo en(A.5) 

da (2a + 1) fzl P;:(z)2dz 
-(zo) = o > O. 
dz (1 - z5) (;a Pg>(zo))2 

Por lo tanto si a es solución de P;:(zo) = O se tiene que a(zo) es creciente en 
una vecindad de Zo como función de z y por lo tanto vj(z) crece para toda 
j E N en una vecindad de Zo. l1li 

Ahora probaremos que para toda k existe una única función v(z) = v;:'(z) 
analítica que satisface P;:'(z) = ° para z E (0,1). Sea Vj(z) = v;:'(z) para z E 

{vecindad de Zj} con Zj E [E,l - El. Ahora, para toda Zi existe una g;(z) y 
una vecindad Ui = {z : Iz - zil < o¡} tal que {Ud es una cubierta de [E, 1- lO] 
Y g,(Zi) = V;:'(Zi) , gi es única y analítica para Zi E Ui y P;:(z)(z) = O para 
toda z E Ui' Como gi es única en Ui entonces gi(Z) = gj(z) si z E Ui n Uj . Si 
definimos 

Vj(Z) =: {v;:'(z) = g,(z) si x E U'}~l 

es solución de P:;'(z) =: O para Z E (0,1). Además como v;:'(z) crece junto 
con la propiedad (A.5) v;:'(O) = m + 2k -1 tenemos que v;:'(z) > m + 2k-1. 
En particular para m = 0, j = 1, vj (zo) > 1 y por lo tanto 

A = v(v + 1) > 2. (A.6) 

Á.4. Los primeros once valores propios 

A continuación se enuncian otras propiedades de las funciones de Legendre 
con el fin de encontrar los primeros once valores propios vp < vi < V[ < vg < 
V{ < v1 < V{ < vi < vg < V{ < v~. Los resultados y propiedades que aquí se 
demuestran se encuentran en el artículo [Baginski 2]. 

Propiedad A.6 

p;:+2(Z) + 2(m + 1)z(1 - z2)-1/2 p;:+l (z) + (v - m) (v + m + l)P;:(z) = O 
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Prueba. Sea u función de Legendre que satisface la ecuación 

Si hacemos el cambio de variable u = (1- z2)m/2v y llamando f = (1- z2)m/2, 
entonces l' = -mz(l - z2)m/2-1, 1" = -m(l - z2)m/2-2(1 - (m - 1}z2) Y 

teniendo en cuenta que u = fv, u' = 1'v + fv', u" = f"U + 2f'v' + fv" se 
tendría que 

Sustituyendo en la ecuación diferencial para u y cancelando los factores 
(1 - z2)m/2 se tiene que 

( 2) 11 ,(1 - (m - 1)z2) ,2mz2 (( ) m
2

) 
1-z v -2mzv -m ( 2) v-2zv + ( 2) v+ v v + 1 - --2 V = O 1-z 1-z 1-z 

(1_Z2)V" - 2(m+ l)zv' + ~(-1 + (m -1)z2 +2Z2 -m)v+v(v+ l)v = O 
l-z 

simplificando un poco 

(1 - z2)v" - 2(m + l)zv' + (v (v + 1) - m(m + 1))v = O 

es decir 

(1 - Z2)V" - 2(m + l)zv' + (v - m)(v + m + l)v = O. (A.7) 

Sea w = P~(z), w satisface la ecuación 

(1 - Z2)W" - 2zw' + (v(v + 1)) w = o. (A.8) 

Si derivamos m veces la ecuación(A.8), notando el hecho que 

En el caso que 9 = 1 - Z2 se trunca en k = 2 y 9 = z en k = 1. Por lo tanto 

(1-z2)w(m+2)-2mzw(m+l) -m(m-1)wm -2zw(m+l) -2mw(m)+(v(v+ l))w(m) = O 
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o sea 

(1 + + + 1) + :=0 

y por lo tanto es solución de (A.7). A la solución de dicha ecuación se le 
pide que sea acotada. Por ser una ecuación singular sólo una función 
linealmente como solución. Otra solución será una constante 
por la función. La constante se conoce al decir el valor que toma la función 
en algún punto o bien que esta esté normalizada, es decir (v, v) 1, para un 
producto escalar definido sobre C2 [zo, 1] por ejemplo. Las funciones Hiper­
geométricas no se necesitan normalizar porque al encontrar la solución por 
el método de Frobenius se toma Co = 1 en su serie de Así que en 
está tesis se dirá que toda solución a una ecuación tipo su solución 
será única una constante) si pedimos que sea acotada. esto en 
mente se tiene que 

v 
á'" 

-=--,:--'-:-:- = C-P" (z) 
dzm 

Por COIlve:nClon, se tomará la constante e = UC'cUU'ClR1U comple-
tamente de esa forma a 

para x real. Si hacemos v 
ecuación (A.7) se tendría que 

y multiplicamos por 

+ 2(m + l)x( -1)m+1(1 -

(v (v + m + 1)( -1)"'(1 - x2)m/2 p¿m) = O. 

Utilizando la fórmula de 

111 

Propiedad A.7 

P::-1(Z) -

con z = cosO. 

+ +m+ o. 
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Prueba. Tomemos la represlent:aci()n integral véase 

P,,(cos (3) 

entonces 

(cos(3) -

= ~ 1{3 -;----::'--"-'-::-.:-;;::-
7f o 

Integrando por partes,la diferencia es 

isen(v+~ )B(2cosB-2COS(3)1/2I
fJ 

7f 2 o 7f 

1 
+ 

cos(v+- )B(2cosB-2cos(3)1/2dB 1
{3 1 

o 2 

cosB - 2cos 

Derivando L\O''I'''",,''''V al """">T"O (3 utilizando la regla de Leibniz que enun-
ciamos a continuación 

F((3) = 1/3 1((3, B)dB =? dF 

en nuestro caso 1((3, (3) = O Y como x 

dx 
d(3 

y por lo tanto 

(z) - P~-l 

Derivando m veces, multiplicando por 
la fórmula de (ecuación (A.9) ) 

(z) - (z) = -(2v + 
II1II 

O)dO + f((3, (3) 

-sen(3, entonces 

1) 1(j ----"-----c;:-:-;:;-

(A.lO) 

x2)(m+1)/2 y utilizando 

A continuación enunciamos la última pr()PH~da,d que se demostrará en 
está sección 
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Propiedad A.8 

(v-m)(v-m+1)P~1 (z)- (v+m+l)P;':'¡ (z) (2v+1) (z) 

con z = cos{J. 

Prueba. Primero se probar que 

(v+ + (z) = (2v + l)zPI/(z) 

que se puede escribir como 

4 {f3 cos(v + DOcos{J 2 ftJ 1 
;;: Jo (2cosO - 2COS{J)1/2 dO + 1f Jo cos(v + 2)O(2cosO-

por partes el uv>,-uu •• v término 

41tJ cos(v + ~)Ocos{J 8 2 sen(v + ~){:I( () 
- d + - 2cos -
1f o (2cos8 - 2COS{J)1/2 1f + ~) 

El último término se expresa como 

__ -_l~ {otJ ---...-:.'-----.c.,--:-=-"'-

1f(v + Jo 

y por lo tanto 

Pv +1 + P"-l = 2 cos 

entonces 
(2v + l)zP,,(z). (A.ll) 
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Derivando esta última ecuación con respecto a z 

(11 + l)P~+l (z) + IIP~-l (z) = (211 + l)zP~(z) + (211 + l)P,,(z) 

Utilizando (A.lO) para eliminar P~-l : P~-l = -(211 + I)P" + P~+l'Y sustitu­
yendo en la ecuación anterior se llega a 

(211 + 1)P~+l - z(211 + l)~ = (211 + 1)(1 + II)P". 

Con esto, tenemos el siguiente par de relaciones 

(A.12) 

P:+l - zP: = (1 + II)P" (A.13) 

Derivando m veces (A.12) y usando la fórmula de Rodrigues (A.9) se tiene 
que 

i. (kP~l) - i. (kP~l) = (2v + l)kP':"(z) 
dz dz 

donde k = (i~~q:12' k' = (1:;2) k. Desarrollando el producto de las derivadas 

l d I f t ,( -1)'" 
y canee an o e ac or comun (1_z2)m/2 

d pm d pm mz (m pm) (2 )pm -d v+l - -d v-l + --2 Pv+l - 1.'-1 = V + 1 ti 
Z z 1 - z 

(A.14) 

Ahora derivando m veces (A.13) y usando la fórmula de Rodrigues (A.9) se 
tiene que 

i. ( (_1)m pm) _ (zp(m+ll + mp(m») = (v + l)kpm(z) 
dz (1 _ z2)m/2 v+l v ti v 

d d 
-d (kP~I) - z- (kP;:) = (11 + m + l)kP;:(z) 

z dz 

d p m d m mz 
dz v+l - z dz Pv + 1 _ (P~l - zP;:) = (11 + m + l)P;:(z) (A.15) 
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Restando a la ecuación (A.14) la ecuación (A.15) 

d pm d pm mz (m m) ( )pm z-d v - -d v-1 + --2 ZPv - Pv- 1 = 1/ - m v z z 1-z 
(A.16) 

Si hacemos 1/ -+ 1/ - 1 en la ecuación (A.15) 

(A.17) 

Multiplicando por z la ecuación (A.16) y restando la ecuación (A.17) 

d mz 
(Z2 - l)-P; + --2 (Z2 - l)P; = (1/ - m)zP; - (1/ + m)P::'-1 dz 1- z 

y por lo tanto 

(A.18) 

Como P;:' = (_l)m (1 - z2)m/2 pSm) y si derivamos con respecto a z se tiene 
que 

d ~+l m-2 ~ 
_pm = (-l)m(l _ z2)m/2 __ p' + (-l)m+lmz(l _ z2)-2- --p. 
dz v dzm+1 v dzm v 

y por lo tanto 

d pm _ -1 p m+1 mz pm 
dz v - (1 _ z2) 1/2 v - (1 _ Z2) v 

'!!:'-pm = -1 ((1- z2)1/2pm+l +mzpm). 
dz v (1 _ Z2) v v 

Sustituyendo en la ecuación (A.18) se obtiene 

(1 - Z2)1/2 p;+1 = (1/ - m)zP; - (1/ + m)P::'-1. (A.19) 

Ahora expresamos P;:' en términos de P~1 y P::'-l como se hace a conti­
nuación: si derivamos m veces la ecuación (A.ll) se tiene que 

(1/ + l)p(m) + I/p(m) = (21/ + l)zp(m) + m(21/ + 1)p(m-1) v+1 v-l v v 
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Usando la fórmula de Rodrigues, es decir p¿m) = -¡:-'-~::;:-ro , se tendría 

que la expresión anterior se escri be corno 

(11 + 1)P~1 + 

usando la propiedad (A.7), P:::"¡ - P~~l = (211 + 1)(1 - Z2)1/2p;:-I, se tiene 
que la ecuación (A.20) se escribe como 

+ + = (211 + l}zP; - m (P:::'-l - ~1) 

(v - m + 1)P~1 + (11 + m)P:::'- l = (2v + 1)zP; 

y en (A.19) 

y por lo tanto 

+ m+ + +v+m)P::"1 

como se 
En la sección se obtienen en las que se encuen-

tran los ceros de los de P::'{z) para n entero. Como se 
demuestra más adelante para n m, tiene n-m ceros los cuales de-
notaremos como son tales que = O para k = 1,2, ... , n-m. Por 

. De esta manera podemos saber los valores propios 
Recordando son los valores propios tales 

que =n. 

Observación A.l Las l1J.neU)n~8 m ceros en el intervalo 

Prueba. Esto es una consecuencia de las 
gonales. Para los polinomios de 

",'I::'l'''.11::'' de los polinomios orto­
se tiene que satisfacen la ecuación 

diferencial 

((1 - Z2)p l ;:'(z))' + (n(n + 1) + 1 

((1 - z2)p':;(Z))' + (n'(n' + 1) + 1 

=0 

=0 
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siendo las soluciones acotadas en el intervalo 1) . Haciendo el Df()Cedl-
miento usual de la teoría de Sturm-Liouville se obtiene 

(( 1 - P,:"(z)P':'(z))' +( n( n+ 1) -nI (nI + 1) )P,:"(z)P::;(z) O 

integrando de 1] se tiene que 

(n(n + 1) - n'(n' + 1)) l: =0. 

Utilizando la fórmula de Rodrigues (A.9) 

l: (1 - z2)m p~m)(z)p~;n) = O 

por lo tanto oftü>[()nadeSCon la función de peso (1_z2)"n. 
Como son pOllIlO,mlC)S de grado n m ( de la fórmula A.1 se tiene que p~ es 
un polinomio de n ya que (-n)k O para k > n) satisfacen 

1: (1- O 

para k < n-m: esto debido al hecho que son independientes 
y zk se como combinación lineal de los . En particular 
J~l(l- :::::Oenelintervalo 1) quep~m)(z)cambia 
de signo al menos una vez en (-1,1). Sean Z¡, Z2, ... zp los puntos donde pám

) 

cambia de donde 1 ::; p ::; n-m. el polinomio 

11 

Q(x) = II(z 
;=1 

no cambia de en 1,1), Y por lo tanto 

pero esto es si p < n-m y por lo tanto p n m. Esto .... ," .. ~'-
que P;:'(z) tiene n m ceros en el intervalo ,1) 111 

Requerimos de la versión del teorema de oscilación propio de la 
teoría de Sturm-Liouville 
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Lema A.l sean f, 9 dos funciones tales que 

(p!'Y + a(x)f O 

(pg')' + ¡3(x)g = O 

con p(x) ~ O Y a(x) > ¡3(x) para toda x E [a, b] entonces f oscila más rápido, 
es decir entre dos ceros de 9 hayal menos un cero de f· 

Prueba. Como en Sturm-Liouville (pf'g - pfg')' + fg(a ¡3) O Y g(a) 
g(b) = O. Supongamos que f(x) no tiene ceros en (a, b), esto implica que el 
producto f 9 no cambia de signo y es positivo por ejemplo, f > O, 9 > O. 

de (a, b) 

(p!'g pfg') 1: + lb fg(a - ¡3)dx = O 

Se sabe que g'(a), g'(b) # O para que g(x) # O debido a la unicidad de la 
solución, esto implica g'(a) > O, g'(b) < O, por lo tanto 

p(b)f(b)lg'(b)1 + p(a)f(a)Ig'(a)1 = -lb fg(a - ¡3)dx 

El lado es una cantidad mientras el lado derecho una 
esto es una contradicción y por lo tanto f tiene un cero en (a, b). 

lB 

Lema A.2 La T71'TII'?FlTI 

O) para O E 

+ 

Prueba. la ecuación diferencial para 
si hacemos z cos O, dz 
escribirá como 

y por lo tanto 

O) tiene los mismos ceros que 
la ecuación 

g(O) = O 

es - Z2)P[)' + l(l + l)Pt O, 
con lo que la ecuación diferencial se 

+l(l+l)Pt O 

pI! 
i +l(l+l)Pt O (A.21) 
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las derivadas calculadas respecto a O. Si hacemos el cambio de variable 

PI (cos O) = (se~:l172 implica que 

cos O p' _ cos O I COS O 
senO 1 - (senOp/2 (g - 2senO g) 

p" _ 1 (" cos () I 1 ( 2 O 2)) 
1 - (senO)1/2 9 - sen()g + 4sen20 cos + g. 

Sustituyendo en (A.21) y cancelando el término (sen~)172 

• 

1 
g" + g(--20(2 - cos2 O) + l(l + 1)) = O 

4sen 

Teorema A.8 Una estimación de las raíces de la función de Legendre Pv ( cos O) = 
O para 1/ fijo está dada por la desigualdad de Bruns en el intervalo O E (O, ~) 

(k-!)1I" h 
_----'2;.-- < O <--

l + ! l,k l + ! 
2 2 

Prueba. 
Usando el teorema de oscilación con las funciones 

g"(O) + ((l + ~)2 + 4se~20) g(O) = O 

1"(0) + (l + ~)2 f(O) = O 

donde la segunda ecuación tiene por solución 1 = sen(l + &)0, entonces 
entre dos ceros de 1(0) hay uno de g(O), donde g(O) = (senO)1/2p¡(cosO) y si 
O E (0 , 11"). Por lo tanto el teorema de oscilación implica que 

(k-1)1I" O k1l" 
-'------;'-< lk<--

l+! ' l+! 2 2 
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(JU+J-k = .¡¡ - Hu.. 

~. O,.., 

--t----'------1 ---
HU+l 

Figura A.2: Simetría de las raíces 

donde cos O¡ ,k = ZI,k' Tenemos la siguiente observación: como P1( -xo) = 
(_1)1 P1(xo) = O si Xo es raíz entonces -Xo también lo es y por lo tanto 
tenemos simetría respecto a O = ~. 

Como se observa en la figura (A.2) se tiene que Ol,k = 7r - OI,I+l-k Y por 
lo tanto 

(l+l-k) 7r 1 
Olk = 7r - Oll+l-k > 7r - 7r> --(k --) 

" l+1 l+1 2 2 2 

de donde se tiene la desigualdad de Bruns. _ 
Se puede obtener una estimación más precisa para las raíces de PII ( cos O) = 

O en el intervalo O E (O,~) 

Teorema A.9 Las raíces Ok,1 tales que PI (cos Ok,l) = O en el intervalo O E 
(O, ~) satisfacen las siguientes desigualdades 

jk <O < ~ I I,k l 1 
V(l+~)2+c +2" 

donde jk raíces de Jo(x) función de Bessel de orden cero y c = ~(1 - ~) 

Prueba. La ecuación diferencial u" + ~u' + (1 - 5-) u = O tiene por solución 

la función de Bessel JII(x), véase [Lebedev, pág 98, 5.1.1J. Lo que implica que 
u = J1+1 (kx) es solución de la ecuación 

2 

u" + ~u' + (1 _ (l + ~)2) U = O 
kx k2x2 
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Si hacemos el cambio de variable v = Xl/2u(kx), u(kx) = X- 1/ 2V, ku'(kx) = 
Xl/2(V I 

- ~~), k2u"(kx) = X-l/2 (VII - ~ + ~:?). Sustituyendo en la ecuación 
anterior se tiene que 

-- v" - - + -- + __ (Vi - --) + 1 - 2 X-l/2vk2 = O X- 1
/
2 

( v' 3 v) X- 1
/
2 1 v ( (l + ! )2) 

k2 X 4 X2 k2x 2 X k2x2 

v" + (k2 _ l(l; 1)) v = O 

donde v = X1
/
2J¡+1(kx). 

2 

Si hacemos las sustituciones k -t l + ~, l -t - ~ se tiene la nueva ecuación 
diferencial para v 

v" + v ((l + ~)2 + 4~2) = O 

con v = Xl/2 Jo ((l + ~)x). Podemos aplicar el teorema de oscilación con las 
siguientes funciones 

v"+v ((l+~)2+ 4~2) =0 

en el intervalo O E (0,1f). Como sen20 < 02 entonces se~26 > -b, por lo 
tanto 9 oscila más rápido: del teorema de oscilación, entre dos ceros de v = 
Xl/2Jo((l + ~)O) hay un cero de 9 = senl/20P¡(cos O). Si (l + ~)O = jk ceros 
de v, se tiene que 

jk 
O¡,k < l + ! 

2 

ya que el k-ésimo cero de 9 está antes del k-ésimo cero de v . Para obtener 
una cota inferior consideramos la ecuación diferencial 

v" + (k2 _ l(l; 1)) v = O 
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con v = Xl/2JI+dkx). Si hacemos las siguientes sustituciones 
2 

k-t ( 1)2 1 l+- +cl-t--
2 ' 2 

se tiene que v = XI/2 Jo ( ( (l + ~)2 + e) 1/2 O) satisface la ecuación diferencial 

v" + ((l + ~)2 + e + 4~2 ) V = O 

gil + 9 ((l + ~)2 + 4se~20) = O 

donde 9 = senl/20PI(COSO), para O E (O, ~). La función v oscilará más rápido 
que 9 si se encuentra una c tal que 

1 1 
c+->---

402 4sen20 

en O E (O, ~). La mínima cota superior para e ocurre en O = ~ porque 
4se~20 - 4~2 es creciente y positiva para O E (O, ~). Para verlo más claramente 
sea 

1 1 1 03 20 1 
f(O) = sen20 - 02 = 02 sen20(0 - senO)(O + senO) ~ 6' 04 = :3 

en el límite cuando O -t O Y por lo tanto f(O) = &. Además f es creciente ya 
que su derivada es 

Esta última expresión es positiva, ya que tanto se;lo como cos O tienen 
derivada cero y valor uno en O = O, son funciones continuas y decrecientes 

y no se intersectan en (O,1f) Y de su desarrollo de Taylor en la vecindad 
d . 3 2 13 4 6 2 4 6 e cero se tIene sen x = 1 - ~ + _x_ + O(x ) y cos X = 1 - ~ + ~ + O(x ) 

x3 2 120 2 24 

se ve claramente que se~30 > cosO para O E (O,1f/2) ver figura (A.3). 
Por lo tanto l' es positiva y f creciente. De tal forma si 

1 4 
e> -(1 - -) 4 1f2 
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A.3: Gráficas de y cos () 

se tendría que entre dos ceros de 9 
X

1
/
2JI+!(kx), para () E (O, Y por lo tanto () = --¡=~= 

2 

plica 

()¡,k > --;:===== 

y por lo tanto 

--;:====== < <1+ 

l1li 

Teorema A.IO si Zo E (0,1] entonces se tienen las q.Il, .... ''''t,P. desigualdades 

< < < 

Prueba. La primera y la última valen por la teoría de Sturm-
Líouville teorema Sólo por demostrar que < . De (A.1) 
se tiene que 
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por lo tanto 

Como (-l)k = 1)(1 - l) ... (k - 2), el único término que queda en la 
serie es para k = O. 

m (-l)m(1- z2)m/2f(2m + 2) 
Pm+1 (z) = 2m m! 

Como Vj(zo) > m+ 2j -1 se tiene que vr > m + 1 Y por lo tanto sig(P:;') 
para v E [m + 1, vr). Tenemos el siguiente arreglo en orden creciente 

Para /1m /1,:,,+1 vm +2 
J ) J ) J . 

m+3 
m+2 
m+ 1 

(_1)m+2 
(_1)m+1 
( _l)m 

/l
m+l 
2 

La segunda columna da el signo de p:;,+j antes del primer valor 
remos saber quien va primero si v;'.:.l ó . De la teoría de 
(teorema A.6) sabemos que /lj < por lo tanto 

Como cada vez que se cruza un valor propio hay un cambio de 
lo siguiente: 

sig(P:;,+2) = (_1)(m+2)+j-1 si v E 

si v E 

sig(P:;') si /1 E 

Si /1;'.:.1 :::; vj+2 entonces la intersección de los intervalos es en 
donde sig(P:;,+2) = Ahora veremos que esto es una 
contradicción. Por la vnmH~GlJLG 

+ +(v m)(/I+m+ o 
valuada en se tiene que 

+2(m+ o 
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y por lo tanto 

dicción y por lo tanto 
Además se tiene la 

tienen signos contrarios lo que es una contra­

.BII 

Observación A.2 Si queremos q/le I/j I/;:+n entonces k < j y n > 2(j 
k) Y por lo tanto n 2 3 para enteros (j, k, m, n 2 O) 

Prueba. Si k 2 j y n 2 O tenemos que < vj+n < v;:+1o en ese caso 
no pueden ser y por lo tanto k < j. Esto implica I/;:+n < vj+n+2 < 
!/M-11O+21 si escogemos l j k entonces < v;'+1O-2(j-l<) :5 l/jo La 
última < - k). Sí estas hipótesis se 

para (j, k, m, n 2 O) con k < j 
yn> 

Lema A.3 si Zo E (0,1) entonces > +1 

m + 1 entonces v¿ = 4, vg(O) = 3. Primero 
+ 1. que existe un Zo E (0,1) tal que 

Sea v = vg(Zo), 11 + 1 vJ O, O por lo 
que al sustituir 1/ en la ecuación anterior P!-¡ = O Y por lo tanto 
vJ(zo) 1/ - 1 para j. Pero se tiene que 1 + 1/ Y por lo tanto 
j = 1, es vi (Zo) v 1 y O. tiene que 

(1/ - m)(v - m + l)P~l - (v + (1 + v + 

si hacemos m = 1 entonces 

(v l)VP;+1 - (v + 1)(2 + 

Y por lo tanto O y v](zo) v 
(A.2) y se concluye vi(zo) =1 IIJ(ZO) + lo 

Sólo pueden pasar dos cosas ó vJ(zo) > 
Para saberlo calcularemos las raíces de 
de Rodrigues para P:;'(z) de la forma 

lo que contradice la observación 

+ 1 ó vHzo) < vg(zo} + l. 
U tilizando la fórmula 

1) 
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se encuentra que 

pJ(z) = 15 
8 

1/2 

(z 1)(1 

+ 

con raÍCes en el intervalo (O, 1) dadas por 

(
-17 + 2) 1/2 

3-17 ' 

1/2 

1/2 

1/2 

respectivamente. Numéricamente se hallan los valores 
''':;5UHlJo.:> raíces en el intervalo (O, , z~ 2 = 0,3399 

. Por lo tanto como vj (z) es se tiene q~e 

Si restamos estas 
tanto 

11 

5. 

+ 1 Y por lo 

Para continuar con el estudio de los primeros valores se 
de algunas desigualdades. 

",,,.¡;u.euU,<1U A.l 

--;=;::==;::== < -,---..,.. < sen 

para n 3. 
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Prueba. Verificando la desigualdad + 3) < 32J3(n(n + 
1) + 6)1/2 Y por lo tanto 25 (4n2 + 12 + 9) < + n + 6) por lo que se 
tiene n 2

( (~)5 - 4) + n( ( 12) + 6( ~)5 - 9 > O lo cual siempre tiene raíces 
O es positivo por lo tanto la desigualdad es válida. Para 

notamos que para x E ~) se tiene que 

que < sen 

<¡;u.a.nJ,au A.2 

(
n(n + 1) - 2) 1/2 

Zn+l.2 < n(n + 1) + 6 n ~ 3 

Prueba. De la ~~U"5Y'~'~'~~ de Bruns se sabe que Zn,k < COS • Si 

hacemos n -+ n + 1, k 2 entonces Zn+l,2 < cos , para n :::: 3. Por lo 
tanto 

2 

< 

y por lo tanto 
-2 < -7----'---~ 
+6 

y 

(
n(n + 1) - 2) 1/2 

Z < n> 3. 
n+l,2 n(n+1)+6 -

Desigualdad A.3 

1/2 

Zn,2 < n::::5 

Prueba. Primero se prueba que 

2J6 
--;:=;===,=== < sen 
y'n(n + 1) + 18 



196 APÉNDICE A. EL ESPECTRO DEL LAPLACIANO 

donde 12 = 5,52008 es la segunda raíz de la [unción de Bessel de orden cero. 
sen(~) = 0,71509. Ahora 

"n (n ~ ¡) > .en C(n ;'¡)' +c) > "n (Jn(n ~'1) + 18) 
Por lo tanto 

( 12 » (12)V48 12 sen sen - - ----¡::.:::::;=====c=:::::::=::= 
Jn(n + 1) + 18 V48 12 Jn(n + 1) + 18 

Por lo tanto 

• 
Desigualdad A.4 

4,9543 > 2V6 
Jn(n + 1) + 18 - Jn(n + 1) + 18 

( 
n( n + 1) - 6 ) 1/2 

< n(n+1)+18 

(
n(n+1)-6)1/2 

< n > 5. 
n(n+1)+18 -

(
n(n + 1) - 12) 1/ 2 

Zn+l,3 < n(n + 1) + 56 n ~ 6 

Prueba. Primero demostraremos que 

-,--(n....,.(-n-+_2~...,...)_1:-5-6....,.)l-=I' < .en ( J(n ;'¡)' + e) 
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donde 13 = 8,65373 es la tercera raíz de la función de Bessel de orden cero, 
e Hl - ;\-) < 1. Sea u que invirtiendo para n se tiene 

n = + t< - u2)1/2. 

< sen 

es decir 
4Jf7u 

(223u2 - 8u(j~ - U2 )1/2 + 4j~)1/2 < sen (u) 

para n = 6, Uo :::; (7,52~1)¡/2 = 1,1437 Y además u -+ O sí n -+ 00 y por lo 
tanto u E (0,1,1437]. Vemos que la desigualdad se por lo v.,... ... _uv_ 

(A.22) 

tomando cuadrados 

(
SenU)2 272 
-u- > 223u2 - 8uU§ U2 )1/2 + 4jE 

Pero como se muestra a continuación 1 - ~ > ==-.."---:~<,-"-,,,,,¡;-:--:"7'f Des-

de un poco de esta se escribe como 

+ 4j;) - o 

pVJlIH'Jll11cV de grado 8 P( u), cuyas únicas raÍCes reales valen u 
1,42937 y como P(O) = 758,902 es positivo, se tiene que la 

UC"'¡;U':t'U(LU se para u E (0,1,23888) ver (A.4) 
. Y como a su vez (se:t<)2 > 1- ~ por su desarrollo de TayIor, se verifica 

la (A.22). 
y por lo tanto 

-;-(n-:(n-+_2~-;-/-:-5-6-:-:)1-;::-/' < sen (v(n :'W + e) 
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(( 1 
2 ti .-, 

¡- ;> 11 

'000 

0.2 0.4 0.6 0.8 

11 

Figura A.4: Polinomio de 8 

lo que 

1/2 

f) =} cos f) < 

y por lo tanto 

Zn+l,3 < cos ( h ) < v(n +~)2 + e 

11 

Teorema A.u Si Zo E (0,1) entonces vg(zo) < vf(zo) 

Prueba. que existe un Zo E (0,1) tal que vg(zo) ::::: vr(zo) y sea 
n un entero tal que n ~ v ~ n + 1. Como 117'(0) m + 2j - 1 implica que 
IIg(O) 3, IIr(O) = 4. Como IIg(ZO) , IIr(Zo) son crecientes en Zo se tiene que 
n ~ 4. De la '¡;U""LC"U,U 

+ + m + l)P;(zo) = O 
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con m = 1,m::::: O 

P:(zo) + 4zo(1 -

P;(zo) + 2zo{l 

+ (v l)(v + 2)P;(zo) = O 

(zo) + v(v + l)P~(Zo) = O 

Como P~(Zo) == P:(zo) ::::: 0, estas ecuaciones se pueden escribir como 

Si la matriz es invertible entonces 

199 

v~(zo) = vg(Zo) pero esto es porque se necesita que para 
que vk" :::: vj+n entonces n 3. Por lo tanto el determinante debe ser cero 

(v-1)(v+2) O 

+(v l)(v+ =(v-l)(v+2) 

z5 + v + 6) v2 + V - 2 

Y por lo tanto usando el hecho que n ~ v, para n 2: 3 

Zo 
_21/2 (n(n+l)-2)1/2 

-.:...._.....:......+- 2: n(n + 1) + 6 > Zn+l,2 

y por lo tanto Zo > Z,.+I,2. Como v(zo) crece, entonces vg(zo} > 
n + 1 lo que es una contradicción y se concluye que 

Teorema A.12 sí Zo El) entonces 

vJ < vi(zo). 

Prueba. que existe un v = vHzo} = vt(zo) y sea n tal que 
n ~ v < n + 1. Como vj(O) = m + 2j - 1 se tiene que ;:: 4, ;:: 5 Y por 
lo tanto n 2: 5. De la propiedad 

o 
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con m = 2,m = 1 

P;(zo) + 6zo(1- z~tl/2P:(ZO) + (v - 2)(1/ + 3)P:(zo) = O 

P:(zo) + 4zo(1 - Z~)-1/2p;(zO) + (v - l)(v + 2)P,;(zo) = O 

Utilizando el hecho que P;(zo) = P;(zo) = O 

Si el determinante es diferente de cero entonces vJ = v2 = vi = vt, lo cual 
no es cierto, por el mismo argumento usado en el teorema anterior. Entonces 
el determinante debe ser cero 

24z2 

--°2 = (v - 2)(v + 3) 
1 - Zo 

2 v2 + V - 6 z - -;::-----,-
o - v2 + V + lS 

y por lo tanto usando el hecho que n ::; v, para n ::::: 5 

( 
v(v + 1) - 6) 1/2 ( n(n + 1) - 6) 1/2 

zo= v(v+l)+lS :::: n(n+l)+lS >Zn,2 

lo que implica 
v~(zo) > V~(Zn,2) = n 

del lema (A.3) vi > vg + 1, implica v~ > n + 1 lo que es una contradicción, 
por lo tanto 

Teorema A.13 Si Zo E (0,1) entonces v~(zo) < vf(zo) 

Prueba. Supongamos que existe un Zo E (0,1) tal que v = vg(zo) = vr(zo), 
y sea n un entero tal que n ::; v < n + 1. Como vj(O) = m + 2j -1, entonces 
vg = 5, vf = 6 Y por lo tanto n :::: 6. De la propiedad 
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con m = 3, 2, 1, O 

+ 3)(v + 4)P;(zo) = O 

P;(Zo) + 6zo(1 + (v + 3)P;(zo) = O 

P:(zo) + 4zo(1 - z5t 1
/
2 P;(zo) + (v l)(v + 2)P~(zo) = O 

P;(zo) + 2zo(1 (zo) + (v)(v + l)P~(zo) O 

ys~n~o el hecho ~ue P:(Jzo) P~(zo) O y nombrando a 
mVlrtlendo para Zo = l+c:r2 ' 

201 

(8" (v-3)(v+4) O O 

+2) )( ~) ~O 1 60' (v - 2)(v + 3) O 
O 1 40' 1) 
O O 1 20' 

(8" v(v + 1) -12 O 

V(V)I) - 2 ) ( ) 1 60' v(v+1)-6 
O 

O 1 40' 
O O 1 20' 

Haciendo .-\ v(v + 1) 

(8U ,\ - 12 O 

'\~2 ) ( ) 1 60' .\ 6 
O O 1 40' 

O O 1 20' 

El mismo argumento usado anteriormente 
cero: 

que el determinante es 

80'(480'3 + 0'( -6.-\ + 12 - 2.-\ + 12)) + 8(12 .-\)0'2 + (.-\ 2) O 

3840'4 - 72('\ - 4)0'2 + (,\ 12)('\ 2) O. 

Las soluciones para a son 
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Hacemos s± = al. Si v ::= 6 :::} ). ::= 42. Como 19,\2 - 104), + 240 > l~~6 
para). > 42 entonces s+ > O. s- < O si y sólo si 24(,\2 - 14,\ + 24) < O 
si y sólo si 2 :::; ,\ < 12 Y por lo tanto s+ > s- > O. Por lo tanto Zo E 

{ ( 
<12 ) 1/2 ( 2 ) 1/2} I+;¡ , l:~: ' se tiene que 

Z >mzn -- -- =--=1---2 . {s+ s-} s- 1 
o - 1 + s+' 1 + s- 1 + s- 1 + s-

Z2 > 1 _ 96 
o - 9,\ + 60 - J3(19,\2 - 104), + 240)1/2 

Antes de continuar la demostración requerimos probar la siguiente desigual­
dad 

96 ). - 12 68 
1- >--=1---

9>' + 60 - J3(19,\2 - 104,\ + 240)1/2 >. + 56 ). + 56 

es decir 

si y sólo si 

24 17 
-----=---------<--
9,\ + 60 - J3(19).2 - 104,\ + 240)1;2 ,\ + 56 

129,\ - 324 - 17J3J240 - 104>. + 19,\2 > O 

3(43), - 108) > 17J3J240 - 104). + 19,\2 

-4296 + 274,\ + 7,\2 > O 

es creciente y para ,\ = 42 positiva, por lo que la desigualdad es válida. Por 
lo tanto 

,,\-12 v(1I+1)-12 
Zo > -,\ -+-5-6 = -1I(-'-1I-+-1'-) -+-5-6 

como n:::; v 

(
n(n + 1) - 12) 1/2 

Zo > n(n + 1) + 56 > Zn+l,3 

y por lo tanto lIg(zo) > lIg(Zn+l,3) = n + 1 lo cual contradice la suposición 
inicial. Se tiene entonces lI~(zo) < vf(zo) para Zo E (0,1). l1li 

Con los teoremas (A.IO), (A.ll), (A.12),(A.13) se tiene el siguiente teo­
rema 
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Teorema A.14 

Para que son los primeros once, basta notar que vr > vf para m > 5, 
~ > en j > 3, vj > vi por el teorema (AA), /I~ > /lj para l > 1, v2 > vi 
por el teorema (A. lO), vi > para l ~ 1, v; > /lg > v¡ > v~ > vi y vk > v~ 
para k > 5. Numéricamente ( ver [Baginski 2] ) se prueba que vi < vr. 
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Apéndice B 

Geometría Diferencial 

En este se hacen las de los distintos resultados de geo-
metría diferencial utilizados en el curso de la tesis. utiliza la notación y 

llUUU1.U¡<"¡,,, tal y como se hace en el libro 

Tensores, covariantes y contravariantes 

Consideremos una superficie dada en forma por las ecua-
ciones x(uCl

), donde a =: 1,2, x es el vector de coordenadas cartesianas 
,x3 ) y UCl son las coordenadas curvilíneas. En un punto de esta 

definimos los vectores tangentes por la relación 

&x 
x", = auc<' 

Las derivadas se denotarán como 

a2x 
X a {3 = 

El elemento diferencial de longitud de arco está dado en términos de la pri­
mera forma fundamental 

con la 
9a/3 = Xa ,xfJ 

205 
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donde se utiliza la convención de índices Sobre una se 
pueden definir distintas las cuales pueden tener distintos signifi-
cados del contexto en que se hable. Si se trata de una superficie 
material, hablar de la densidad en cada punto de la de su 
temperatura, dichas cantidades a campos escalares. También 
podemos definir un campo vectorial, que ser un campo de fuerzas 
actuando sobre la superficie, o un campo de velocidades etc. Las cantidades 
más generales que se pueden asociar a una superficie son los tensores. Los es-
calares, tales como la densidad o la o la de arco, deben 
tener el mismo valor de la parametrización por 
ello se llaman invariantes. Los vectores y tensores en cambio, de 
la base de vectores utilizada (en el caso de de dimensión en 
cada punto de la se puede definir un plano tangente y por lo tanto 
una base que dicho subespacio). 

La forma en que se expresa esta idea matemáticamente, en el caso de 
vectores es la Sean 

u'" = 

un cambio de y definido sobre la superficie un campo vectorial 
v = a"'x", , donde se utiliza como base, los vectores tangentes. Bajo el cambio 
de coordenadas este vector se reescribe como v o,fJ x{1, donde lJX 

Usando la regla de la cadena x'" = ~~ x{1 y por lo tanto v = aUx", 
de donde se concluir que 

= a'" 8u"" 

Toda cantidad que se transforme bajo un cambio de coordenadas de esta ma­
nera, se dice que a'" son las componentes contravariantes de un vector. Existe 
otra forma de representar vectores sobre una La construcción de 
esta otra representacíón es corno sigue: Podemos el vector sobre 
los vectores tangentes, entonces se define la cantidad aa. = x ..... v como la 
componente covaríante del vector v. Con el cambio de coordenadas pOClenllOS 
ver lo que pasa usando la de la cadena 

8u'" 
·v =X",--'v = 

8f¿(3 
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y por lo tanto 
GUo 

af! = aQGuf!' 

Es la regla de transformación para componentes covariantes de vectores. Es­
tos resultados se pueden generalizar para tensores, los cuales pueden ser 
puramente covariantes, contravariantes o mixtos. 

De los primeros resultados que notaremos es que el tensor métrico sirve 
para pasar de las representaciones covariantes a contravariantes y vicever­
sa. Como antes sea ao = X o . v = X o . af!xf!' tomando la representación 
contravariante de v, y por lo tanto 

Sea go/3 el inverso de gofJ tal que g0>-'g>-'/3 = J~. Esto implica que 

En particular g~ = gosgsfJ = Ó~. Si 9 = det(gofJ), al invertir el tensor, cada 
componente de gofJ debe tener la forma 

11 g22 12 21 gl2 
9 = -, 9 = 9 = --, 

9 9 

22 gil 
9 =-

9 
(B.l) 

Por la definición del tensor métrico, se ve que es simétrico. Resumiendo y 
generalizando para tensores de orden más alto 

(B.2) 

A continuación definimos la segunda forma fundamental. Para su cons­
trucción consideremos una curva definida sobre la superficie parametrizada 
en términos de la longitud de arco, x(u l (S),U2(s)). Usando la regla de la 
cadena podemos hallar la derivada x = xQuo y tomar la segunda derivada 
x = XofJUouf! + xoüo. Sea n el vector normal, con la propiedad Xc; . n = O, 
por lo que x . n = xofJ . nuQ u/3, definimos el tensor de curvatura como 

por lo tanto 
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De la teoría de curvas se sabe que el vector vale p = " donde K es 
la curvatura. La cantidad x . n = KP . n es una medida de la curvatura, ya 
que en el caso que p . n O se trata de un Derivando la relación de 
ort.og~[)n!tllCLacI Xc< n O se obtiene que 

Ahora, supongamos que queremos expresar las derivadas del vector normal, 
en términos de los vectores tangentes 

Queda por calcular los coeficientes cZ. Si tomamos el IJILIUULev escalar en 
ambos lados de la ecuación anterior por X(1 se encuentra que 

. X., = 

usando el hecho que no . X" encontramos que 

= c~ 

por lo que se obtiene la fórmula de Weingarten 

(B.3) 

B.1.1. Símbolos Christoffel 

Estos surgen al el de querer expresar las seg,uw:,¡as 

derivadas del vector de coordenadas Xo¡J, como combinación lineal de los 
vectores tangentes y el vector normal. Consideremos 

conocida como fórmula de Gauss. Esta expresión permite recuperar la su-
si son conocidas la y formas fundamentales. Si to-

mamos el producto interior xa¡J . n bc<fi en la ecuación (B.4), coincide con 
la definición del tensor de curvatura. de la relación de on;oglommclau 
Xc< • n = O, se tiene el producto interior x at3 • X), = r:t3 x.,. . x), 
la ecuación (B.4). Multiplicando por se tiene que r!t3 = x QP • 

definiendo x k = 
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r k k 
a/J =Xa/J'X (B.5) 

o de igual forma 
r afJk = Xa/J . Xk, 

que sirve como definición de los símbolos de Christoffel. Se observa que es 
simétrico en los dos primeros índices. Del hecho que 9a>. = Xa'X>" si derivamos 
con respecto a ufJ se tiene que 

9a>',/J = x a{3 . X>. + Xa . x>.{3 

9a>.,{3 = r a{3>' + r >'{3a 

9>'/3,0 = r>.o/3 + r /30>' 

9(30,>' = r (3).0 + r a>'/J 

(8.6) 

(8.7) 

(B.8) 

donde se permutaron los índices. Sumando las dos primeras y restando la 
última recordando la simetría en los dos primeros índices se tiene 

9a>.,(3 + 9>'(3,a - 9/Ja,>' = 2r a/J>' 

y por lo tanto 

1 
r Q(3). = 2 (9a>.,(3 + 9>'/3,a - 980,>.) (B.9) 

Multiplicando por l>' 

k 1 k>' 
r afJ = 29 (90).,(3 + 9>.fJ,0 - 9/30,>.). (B.lO) 

A continuación enunciamos la siguiente propiedad que conecta los símbo­
los de Christoffel con el determinante del tensor métrico. Si tomamos la 
derivada de dicho determinante 

o 2 Og11 0922 Og12 
g,'Y = ou'Y (911g22 - (912) ) = ou"! 922 + ou"! 911 - 2912 ou"! 

usando (B.l) 

_ [0911 11 + 0922 22 + 2 12 0912J _ ofJ 
9,"! - 9 ou'Y 9 ou"! 9 9 ou"! - 99 90/3,"! 

usando (B.8) 

g,"( = 9g°(3(r(3"(0 + r 0"((3) = 9(r~"( + r~'Y) = 29r~0' (B.11) 

Esta propiedad sigue válida en el caso de espacios con dimensión mayor 
que 2. 



210 APÉNDICE B. GEOMETRÍA DIFERENCIAL 

B.1.2. Transformación de los Símbolos de Christoffel 

Consideremos el cambio de coordenadas 

uo = uo(ül,ii?) 

üo = Üo(ul, u2 ). 

A continuación denotaremos las derivadas respecto a la nuevas variables, del 
vector de posición como 

&x 
X ó == (}üo 

Entonces en cada sistema de coordenadas tenemos la fórmula de Gauss 

xo{3 = r:{3x.., + bofJn 

X>.t = f~,x¿y + b>.,n. 

U tilizando la regla de la cadena 

8ü>' 
xo =x>'-8 

UO 

8ü>' 8ü' 82ü" 
XofJ = xx, 8uo 8ufJ + X¿y 8u0 8ufJ 

Sustituyendo para xofJ 

_ _ 8ü>' 8ü' 82ü" 
xofJ = [r~,X¿y + b>..n] 8uo 8ufJ + X¿y 8uo 8u{3 

Por el hecho que los vectores x"' n son linealmente independientes, se pueden 
igualar las componentes y por lo tanto 

_ 8ü>' 8ü' 82ü" 
r:px.., = r~,X¿y 8uo 8u{3 + X¿y 8u0 8uP 

Usando el hecho que 

implica 
8 _" 8->' 8-' 82 -" r')' ~-f"~~+ u 

ofJ 8u')' - >.. 8uo 8u{3 8u0 8ufJ 
que es la regla de transformación para los símbolos de Christoffel. Despejando 
las segundas derivadas parciales se concluye que 

(B.12) 
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B.2. Derivada Covariante 

El propósito de definir la derivada covariante, es porque notamos que el 
proceso de derivar por ejemplo el vector contravariante afi, no es un tensor, 
es decir no cumple las reglas de transformación para tensores bajo cambios 
de coordenadas. Por ejemplo si tenemos el vector contravariante aO tal que 

-o _ f:l oil'" 
a - a ouf:l 

tomando la derivada parcial con respecto a ilP se obtiene 

oa'" oaf3 ouu oil'" -=---+ oilP ou" oilP ouf3 

Utilizando (B.12) para las segundas derivadas se tienen que 

oa" oaf3 oul7 oil'" [OilC> - oilT OiléJ ou" 
oilP = ou" oilP ouf3 + a" f~l7 ouf3 - f~€ out< ou" oilP 

Usando el hecho que al< 8ü' = (y y aü' ~" = Jo implica 
ljUIi 8u" GUP p' 

por lo tanto 

Si usamos la notación 
-C> oii'" -7"-01 

a;p = oilP + a rTP 

fJ _ oafJ 
"fJ 

a' l7 - ~+a ft«f , uul7 
observamos que la cantidad a~CT se transforma como un vector mixto de orden 
dos 

ouCT oil" a"'=af3 --,p ," oilP ouf3 
De esta manera se ha encontrado una manera de obtener tensores de 

orden más alto mediante el proceso de derivación. La expresión 

(B.13) 
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se llama derivada covariante del vector (jf), en notación más compacta. De 
igual forma se puede demostrar que 

af);CJ = af),CJ - a Kr;9CJ 

Para tensores de orden 2 se tiene que 

(B.14) 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

Estas expresiones se pueden generalizar para tensores de orden más alto, 
pero para propósitos de la tesis estas nos bastan. Entre las propiedades de 
la derivada covariante, se tienen que cumple con las reglas del producto y la 
suma de manera análoga a la derivada del cálculo diferencial. 

Notamos que la derivada covariante del tensor métrico vale cero por lo 
siguiente: 

9af);K = 9af),K - 9,f)r~K. - 9a,r~K. = 9af),K - (r aKf) + r f)Ka) = O 

9af);K. = O (B.18) 

Donde se usó la fórmula (B.8). 

B.3. Parámetros Diferenciales de Beltrami 

Si definimos dos funciones escalares sobre la superficie, f( u 1 , u2 ), w( u1
, u2

), 

entonces sus derivadas covariantes coinciden con las derivadas parciales, 

fa = f,a w;a = w,a 

son un par de vectores covariantes. Luego entonces la expresión 

V' f . V'w = 9 a
f) faw;f) 

forma un invariante con respecto a cambios de coordenadas. Además 

es el cuadrado del gradiente. Se puede generalizar el Laplaciano para sistemas 
de coordenadas arbitrarios. 
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B Mainardi-Codazzi 

si conocemos 9ü.8(U1,U2), ba .8(ul,u2) la pri­
mera y formas ¿ Existirá siempre una solución al siste­
ma de ecuaciones diferenciales parciales dadas por la fórmula de Weingarten 
(B.3) y la fórmula de Gauss (B.4)? La respuesta es no , a menos que se 
lUll~Vll",<I,H ciertas condiciones de integrabilidad. La primera de ellas es la 
fórmula de Mainardi-Codazzi. La otra es la fórmula de Gauss para la cur­
vatura. La teoría de las ecuaciones en derivadas parciales dice que si estas 
condiciones se , entonces la solución existe en una vecindad de un 

del dominio. 
Sí suponemos que las soluciones son al menos C3 , entonces se debe tener 

que 

Estas relaciones se escribir de la forma 

Xcx{J). xü).p· 

Determinando xcx{J).. al derivar encontramos que 

Usando el hecho que n). 

se escribe como 

+ 

la "Vl"r~""rm anterior 

Intercambiando términos y cambiando índices se obtienen 

+ (J] [8bü p P b ] büpbA X(J + 8v/' + r cxfj pA n. 

Si intercambiamos los Índices f3,,\ 

[ 8r~).. X ü Af3:::: 8u f3 + 

Si queremos que Xa.8A - xa ),.8 O, y como X(J, n son linealmente indepen-
dientes, entonces la diferencia de cada coeficiente debe ser cero. En el caso 
de n 

+ o. 
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El hecho que las derivadas covariantes del tensor de curvatura están dadas 
por 

bo:(3;>. = bcx{j,>. - bp(3r~>. - bcxpr~(3 

bcx>';{j = bo>.,(3 - bp>.r~fl - b<>pr~>. 

implica que la ecuación anterior es equivalente a 

(B.19) 

que es la ecuación de Mainardi-Codazzi. Igualando a cero los coeficientes de 
x" se obtiene 

K o>.{j = bo{jb~ - bo>.b~ 

o bien si multiplicamos por el tensor métrico 9UT se tiene 

(B.20) 

donde 
(7 Gr~{j Gr~>. '" (7 '" u 

R <>)..(3 = GU), - GUfl + rcx{:lrl<>. - r o ),r",(3 

es el llamado tensor mixto de curvatura de Riemman, y la ecuación como 
fórmula de curvatura de Gauss. 

De la ecuación (B.20) se nota que el primer par de índices y el segundo par 
de índices pueden ser intercambiados sin alterar el valor de las componentes, 
es decir 

~Q),{:l = RÁ,8m 

Además el tensor debe ser antisimétrico respecto a los primeros Índices 

así como con respecto a los últimos dos 

Las ecuaciones (B.19) y (B.20) constituyen las ecuaciones de compatibilidad, 
y son las condiciones necesarias para que las fórmulas de Gauss (BA) y 
Weingarten (B.3) sean integrables. La ecuación (B.20) se necesita reescribir, 
para ello definiremos el tensor de permutación 
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Multiplicando por gU1' la ecuación (B.20) 

ar~ti 
9(n au>' -

y notando que 

gU1' 

donde se usó 

+ 

además 

sustituyendo en (B.21) 

= + 

ar atiT ar 0>.1' 

au>" - + r~¡3r r>"". = batib>'T - bo>.b(:JT 

Tenemos la observación 

Observación B.l 
dicha ecuación es pm"."Mp'ntp a 

Prueba. Desarrollando se tiene 

y por lo tanto 

para Q: =f (3. l1li 

- Tfia = O para Q: =f 
Q. 

o 

215 

(B.21) 

entonces 

Por las propiedades de antisimetría del tensor Rra>'{31 implica que es cero 
si T = Q: Ó (3 = A, por lo tanto la única ecuación no trival es cuando T =f Q: Y 
(3 =f A. 

Multiplicando (B.22) por se escribe la única ecuación no trivial 
como 

+ =0 

DJl.W1.lH""HlHJ las sumas 

- r 122,1 - + 
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+b¡2b12 - b1¡ b22 - [¡.22b¡1 + O 

Por (8.9) se pueden calcular los símbolos de Chirstoffel en cada caso 

r ",{3r,>' = H9{3r,a>. + 9ra,{J>' 90{3,r>.) 

-r211 ,2 = -H911,22 + 912.12 - 921.12) 

y la suma vale 
912,21 + 921.12 - 911.22 922,11' 

Por lo que la ecuación de compatibilidad toma la forma 

2(bll b22 b12 b12) 912,21 + 921,12 - 911.22 - 922,11 + 29)¡¡.r. (rf2r il -

de la Superficie Media 

El sistema de coordenadas utilizado en la de cáscaras consta 
de los que describen la media (uf, y una CUIIIIJUllCIH,C; 

peJ:penOlCU.lar a la media u. Llamaremos Eafj , La {3, la primera 
""'r.UUUa. formas fundamentales de la superficie media. Se quiere demostrar 

que la métrica en este sistema de coordenadas está dada por 

Sea y x un, que es la 
Encontrando los vectores 

del sistema de coordenadas. 

(B.24) 
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porque u,a = o~_ Tomando el 

Ya- Y ¡3 = Xa . Xp + ·n¡3+xfj- + -n,8+ 

n - (O~xa + O!X,8) + un - + 

Por la ortogonalidad n . Xa O, la fórmula de na = c~xO" Y el 
hecho que -Lafj = na -xf), la ecuación anterior se reduce a 

Ya - Y ¡3 = Xa - X,8 + u{xa - n,8 + x¡3 

Ga{J == Eaf3 + 
donde Ma{3 = na . n{3- Del hecho que x, n no UtaJt:J"ut:1l de u se sigue el 
resultado. 

Una consecuencia inmediata es para los símbolos de Christoffel con un 
Índice igual a 3 

3 1 3A( r af3 = 2G GaA ,,8 + 

del hecho que G3A = ó~ se tiene 

Los dos primeros términos son cero por ser constantes y la derivada 
= -2La {J , por lo que en u = O 

De igual forma 

{3 1 {J>. r a3 = 2G (Ga>.,3 + G>'3,a G3a ,>.) 

(r!3)""'O = (r~a)""'O = -L~ 
Con esta métrica los símbolos de Christoffel con índice 3 doble son cero: 

la demostración se sigue de la fórmula para los símbolos de 
calculados con la métrica de la superficie media 

k 1 k>' 
rJk = 2G (Gp.,k + 
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con k = 3 

+ 

y del hecho que sólo G33 = 1 es diferente de cero y constante, sus derivadas 
se anulan y por lo tanto 

=0 

Por la simetría en los índices inferiores 

o. 

De forma 

con j 3 
1 kA = -G (G3A3 + 2 . o 

porque 1 una constante. Por lo tanto 

=0 (B.27) 

B.6. Geometría de la Esfera 

Tornemos la rep,res,enl~aClon en coordenadas esféricas dada por 

x 
R ( senO cos I/J ) 

cos O ( 

cos ecos I/J ) ( 
XI! = R cos OsenI/J X<f> = R 

-senO 

y el vector normal dado por n = *x y por lo tanto na = 
es g99 Xe • Xe , g</>4> = X</> • XI/> = R2 sen2(), además go</> 

matricial 

ga13 (010) afJ_ 1(1 
sen2(} , 9 - R2 O 

o 

El determinante vale 

) 

La métrica 
O. En forma 
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Se observa que la segunda forma fundamental 

-1 1 
-na o X{3 = -x" . X{3 = -9a/3 R R 

Los súnbolos de Christoffel los calculamos con la fórmula (BolO), en el 
caso que gQB O para a f= f3 

= ~9K>'(9aA,fl + 9>.{J,Q 
- !gfl/J(g 9 - r ,,{I,OI /3n,n 

'igno.(g<>n,/J + 90.{J,,, 

= ~gPP(gcri3,i3 + 9{3p,cr 9!30:,{3) 
_ 1

9
o.o.g 

- 2" aOjO: 

En el caso de la esfera, la única dependencia es respecto a e en 91>1> y por lo 
tanto 

= - senO cos (j 

~g4>1>g4>1>,O = =-'--". cos () = cotO 

Para una función definida sobre la esfera W E cJ(n) su derivada covarian­
te sobre la media se puede calcular por (B.14) como se hace a 
continuación 

W!c./3 (W!c.)!/3 = 

Como la derivada covariante de un campo escalar coincide con su derivada 
parcial, y desarrollando las sumas de Índices para ~I = 0, 4J se tiene 
que 

W,OIfJ-

Por la simetría de los símbolos de Christoffel en sus Índices inferiores, se 
que w¡crp w¡fiOlo En 

WIOII =w,OI) 

wl0q, w,eq, 

=w,# 

(B.31) 

(J. 
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El tensor de permutación será útil para escribir las ecuaciones de deformación 
de manera compacta y realizar varias manipulaciones algebráicas. Se define 
como 

( o 

y la derivada covaríante del tensor métrico vale 

con k = 1 

- R2 sen()cotB =: O 

porque ri¡ = 0, r~1 cotO y el:! 

Con k = 2 

porque rtz = 1012,2 O. Por lo tanto 

=0 

Una identidad útil es la '''"U',"U''v 

Lo cual se comprueba término por término. Primero el caso que (J K., fJ ¡.,t, 
entonces gukEJ3{L O a"{La"JI. a"Jl.a"t' =: O, por lo que los únicos términos 
distintos de cero son para (J r;;, fJ I ¡.,t, en ese caso é

l2
é

12 

al - a12a21 
=: dado que el tensor métrico es UH¡'1'.U.Uo.> 

el caso de la esfera. De similar para cada componente se 
identidad. 

A continuación mostrarnos el lema de llicci en el caso 
esfera. Sí W E e3 definida sobre la entonces 

= WI9t/>if; - sen2(Jw,1J 

w,t/>. 

de la 
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Los resultados se siguen al desarrollar las derivadas covariantes. Sea Wij un 
tensor de segundo orden (que después será Wlij), entonces su derivada cova­
riante es 

(wiJ)lk = Wij,k - wajffk - w;afjk' 

Para cuestiones de cálculo, tenemos la correspondencia entre los índices 1 
para la variable () y el Índice 2 para la variable ify. Además de (B.31), 

y de (B.30) 

En particular 

Wll = W,ll 

W12 = W,!2 - W,2 COte 

Wn = W,22 + w,lsen()cos() 

fJ¡ = ni = n2 = fl2 = ni = o n2 = -senO cos O 

fi2 = nI = cot(). 

W2211 = W,22I + sen() cos ()W,ll + (cos2 () - sen2())w,1 - 2( W,22 + sen() cos ()W,l)cot() 

W2211 = W,221 + sen() cos BW,ll - W,l - 2W,22cotB 

donde se usó el hecho ni = fl2 = o . Por otro lado 

W2112 = W,212 - COtOW,22 + wllsenO cos () - (W,22 + senO cos OW,¡)cot() 

W2112 = W,212 - 2cotOW,22 + W,lI senO cos () - cos2 
W,I 

donde se usó el hecho que n2 = fh = O . Tomando la diferencia 

WI221 - WI212 = -(1 - coS
2

0)W,1 = -sen
2
0w,1' 
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De manera sÍmÍlar 

WUl2 = Wll,2 

WlII2 WIl,2 - W,2 COtO)COtO 

WI1l2 W,1l2 - 2W,12 COtO + 

donde se usó el hecho que rb o. Por otro lado 

WI121 = 

(W,121 + 

WI121 = W,121 + W,2 + coeO) -

donde se usó el hecho que r¡ I = O. Si restamos se tienen 

WI1l2 WIl2l = + 

- WI121 = W,2 

Por la simetría de Wlij = W¡ji se 
lo que se prueba el resultado. 

-W,2· 

que WI1>81> = y WI81>O wl,poo· Con 



Apéndice e 
Programa 

En este se muestra el funcionamiento y código empleado en la 
Decidí incluir el programa por el hecho de que no es 

demasiado extenso y es sencillo el cual podría ser de interés 
para las personas que verificar los cálculos. El programa está escrito 
en Mathematica v.5. 

C.l. 

lO c[k_, m_, zO-L esta función calcula las constantes de normalización da-
dos un ángulo Zo coseo y enteros k, m donde eo es la apertura del 
cascarón, k, m son los modos de las funciones de Legendre . 

.. Generate[kf _, 00_], esta función calcula los valores propios tt[k, m] 
para valores de k, m en el intervalo k E [1, m E [O, La idea 
que se usa para construir los valores consiste en empezar para 
Zo = coseo = O es decir a un de que se sabe que a 
dicho ángulo los valores están dados por v[k, m] = m + 2k - l. 
después se varía Zo y se calculan las raices de la funciones de Legendre 
con la condición inicial de la raíz anterior hasta al valor del 
lo de interés. Los valores 
de dimensión kf, + 1, nr.,otar.r.rrncmtQ 

ordenar este en orden creciente. 

223 
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.. a[n_, kf _, esta función tiene como entrada n indicando que se 
de información al n-ésimo valor propio de la matriz de valores 
propios ¡.t[k, m]. Tiene como salida el valor de a y el modo que corres­
ponde al n-ésimo valor propio, es decir los enteros k, m. Para lograr su 
propósito se auxilia de la función Modos[z_, kf _l. 

lO Definitions[aL, tiene como propósito encontrar las ecuaciones 
de Gauss y en la variable B para la esfera deformada. To-
ma como argumentos el parámetro a correspondiente al espesor de la 
placa y fe, que la vecindad alrededor del de la 
donde se dan las condiciones iniciales del sistema, t; que es el valor de 
la perturbación. En lo que a las variables r son las 
coordenadas de la esfera w, f son las funciones de curvatura y 
esfuerzos respectivamente dadas por las funciones de "\[k, 
es la presión crítica en el modo correspondiente, ala, p] son el 
tensor métrico y su de la esfera no p] 
son el tensor métrico y su de la esfera 1\:] 
son los símbolos de Christoffel de la esfera unitaria, r[a, 11:1 son los 
símbolos de Christoffel de la esfera deformada, F[a, Pl 

lO SolveEquations[BO_, esta función resuelve las ecuaciones de Gauss 
en la variable B. Tiene como entrada la del cascarón 
diámetro de la vecindad en el eB y como salida da la 

x(B, = (Xl, 

A continuación se presenta el código. 
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Código 

: .. (1/ (7{ ",[It, JI\] (",rlt, JI\] - 2) B[ r LegeJldl'eP [y[lt, JI\], JI\, zi IIII.Z]) )1./2 
fieJl.erate[U_, mi_, 7{ : .. Dlock[ (yO, dv, r I 1. .. ( ), zO, X, JI\, k) I 

,. 11' 

dY=.5,dY ... 

zO ,. <:Os [80] ; 

De[ 

YO .. JI\+ 2 k - 1: 

De[ 

'110" '110 + d'if; 

While[Lege:adreP[YO, a, zl] L~P[v8 +dv, a, zO])o O, vD "vi +dv]: 

r" FindRoot[LegendreP[x, JI\, zO], {x, vD}, Jk:cuacJGoal-+ 5, HaxIteratiou -+ 1101]; 

yO. xl. r; 

v[k, JI\] .. yO; 

1J[!t, al " vi (VI + 1): 

, (k, 1, Un, (a, O, mi)]: 

De[c[k, JI\] '" c[k, JI\, zl], (!t, kf" (JI\, 1, JI\f)]: 

Prbt[Table[l-l[k, JI\], (k, kf" {JI\, O, JI\f))]: 

]: 
___ ._ •.. __ ' U_, : .. DIOCk[tl., D, om}, 

Jl .. Table[lJ[k, al, {JI\, O, mi}, (k, 1, :kf)]: 

D " Sort [Flattea[l.]]: 

arel" Orderiag[Flattea[l.] 1: 
If[a" Length[B] - 1, 

1 
{Floor[ '2 + 

]: 

a" Jmd[z, kf]; 

JI\ .. Quotieat [z, U]: 

{a + kf D1screteDelta[a], JI\ - DiscreteDelta[a]} 

J: 

)], Ho!:Iu[ord[[a + 1]], U]}] 
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Oef:l.Jd.tio",,[«1_, ee_, '_1 :. 
1..egIJlt, v, f,.l., G, a, ai, re, f, DerCov2, P, 91 b" Gi, 841, Itt, vi, al), 

r[e] • R (SiJo.[lIU]] Cos[ .. [2]] , 51 .. [ .. [1]] 51"[11[2]], Cos[ .. [l]}): 

r[1] -P[r[I], 11[1]): 

r(2). D[r[I), 11[2]]: 

Le4¡¡IlII.t .ll!'uct:lolll.Illterpolatioll[~[y[k, 1IIl}, 1IIl, Cos[!t] J, {!t, ee, 1tI}J: 

'111'[8_, ._] :. f c[k, al LeqIllt[6] Cos[lIIl.]; 

f[!t ,'1:. ~'III'[e, '1; 
- - "p., ... ] 

, JI] 

(;. {tl, II}, {e, SiJo.[U[lll'}}; 

a[Cl_,IIJ :.G[[ClJ][[JI]]; 

Ú[Cl_, tU :.IlI"","",[6][[Cl]]WI]]; 

2 1 
re[Cl_, 11_, i_l:· L:a:i[~, j] '2 (D[ED.1u.te[a[JI, ~]], lI[a]] .D[Eva1ute[a[~, a)J, .. [JI]] 

>d 

D[EDl.ute[a(a, PH, u[Al]). 

2 1 
r[Gl_, P_, ¡'U:· L:!Ii[~, xl '2 (D[EDl.ute[II[P, ~n, .. [a]] +D[Evalute[g[A. GlJ], .. [JI]) 

;w. 

.. [i]]r.,[JI. '1,:l]: 

FU, 1] • Dm:Cov2[f[1l{1], .[2]]. 2, 2] : 
5111.[u[1]]2 

1'[2,2]. S1lo(1l[1]]2 DerCoY2(f[.(l), 11[2]],1,1]: 

1'[1, 2]. - h!:Co'W2 [f [u U] , 11[2]], 1, 2]: 

1'[2, 1] .1'[1, 2]; 

FU. (1-Yl{l+Il[I<, a]» t( .. [l] , u[2]]: 

2R' 
»O[II[a, P]. «lJ2 ( (1. vI) Ha, Pl • &-[a, Pl FU) • Rt' a[a, P], (a, 1, 2 ¡ I (JS, 1, 2) 1; 

R 
»O [lo [a, P]. lid (&-[a, JI] (-lid. 'III'[1I[1), .. [2]). DerCoY2[1I[1I[1] , .. [2]], a, ji]), {II, 2}, liS, 2)J: 

171. IIU, .. ue[hl>1"[g'(l, j], {1, 2}, U. 2']]: 

»O[!Ii(a, Pl.G1[[a]][[Pl]. (a. 2l. (P. 2)]: 

"'1- Flattelll[iIiIIiJo.[ 

); 

Tabl.,[D[x(i. a1[1I.[1]] , 11.[1]]" 

S-[r[", 1, l'lx[l, l'][1I.[1]], {l', :U. b[a, l]a[lJ[lI.[l]J , (a, 2., (1. 3n, 
'l'able[D[Il[iJ[11[1]], .. [1]] .. S-[-{I1[., JI] 10[1, .J xli, x][1l[1]], (Ir., 2), (., ~n , ti, 3)], 

Table[x[i,a][ee] .. r[a][[1]J/. (1I[1] ... e:6, 11.[2] .... ), (i,3), (a, 2)), 

Table[n[l}[ee] .. r[I][[1]J IR/. { .. (1)-H8, .. (:t) .... ,), (i, 3)] 

J): 

2.:t[1<. 111.) 
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SolveEq1latiOUl[80_, 1E8_] := Bloclt[(bUP, Superficie, eq, var, sol, eq2, var2, so12, r}, 

rEO] = {Sin[u[1]] Cos[u[2]], Sin[lI[1]] Stn[1I[2]], COB[u[1]]}; 

r [1] .. D [r [O], u[l]]: 

r[2] m »[r[O], u[2]]; 

fsvp = (11, O, O); 

Superficie = {O, O, O}; 

Do[ 
eq" Equa/. (u[2] ..... '; 

var .. Flatte:a[Join[Table[x[t, a], ti, 1, 3J, {a, 1, 2}], Table[lII[i], (1, 1, 3l]]): 

sol. lIDSolw[eq, var, {u[1], 1E8, 80}]: 

eq2 m Flatten[Join['l'able[D[x[1][8], 8] .. (x[i, 1][8] l. sol[[l]]), (1, 1, 3)], 

'l'able[x[i] [1E8] "" rEO] [[1]] l. {u[l] .... EfI, .[2] .... "J, {1, 1, 3}]1l: 

var2 .. 'l'able[x[t], (t, 1, 3)]; 

so12" HDSolw[eq2, var2, {8, 1E8, 80}]; 

Table[fsvpUi]] = xli] 1.8012[[1]], ti, 1, 3}]; 

Do[ 

Jllppend'l'o[Svperficie[[t]], {8, ~, fsvp[[i] H8] l. so12[[1]]} ]; 
7'f 

, {e, ee, 80, s[ -]J, (t, 1, 3']: 
60 

,(., O, 2n, 2n/30l]: 

Do[fsvp[[i]]" Interpolation[SuperficieUi]]], ti, 1, 3}]; 

fsvp 

] ; 

C.3. Ejemplo 

Aquí se muestra un ejemplo de como se coordinan las funciones para 
encontrar la superficie deformada. Se define el valor de la apertura del cas­
carón eo, se da el tamaño de la matriz de valores propios km, mf, se llama a 
Generate[kf, mf, BOl para que genere la matrÍz de valores propios, se define 
la vecindad en el polo ce, a[7, kf, mIl encuentra un valor de a apropiado que 
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presente bifurcación, y el modo que le corresponde, en este caso en particu­
lar se busca el séptimo modo bifurcado. Definitions[a, (e, 100] obtiene las 
ecuaciones de Gauss para una perturbación ~ = 100. Finalmente se resuelven 
las ecuaciones y se mandan graficar. 

1T 
fJ8=-; 

::1 

zO : COB[OO]: 

Ilt = 6; 

lIlf = 1: 

(;enerate[itf, mf, 60]; 

fable[alfa[i, U, mf], ti, 1, 10)] 

elh 10-1; 

(a, {it, m.}} .. al fa [1 , U, mf] 

EqW:h De HnitioJ1llll [a, E6, 100]; 

Sol[1] = SolwEqutiou[60, E6] 

ParilllllletrícPlot:mUSol [1][[1]][8, ~], Sol [1][[2]][6, ~], Sol [1][[3]][8, ~H, 

(8, E8, 60), (~, O, 21TH 
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