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Introduccion

Cuando se habla de un experimento de dispersién o cuando se estudia
un sistema que presenta dispersion, se tienen que tomar en cuenta dos com-
ponentes esenciales, uno es algin tipo de proyectil y el otro es un blanco u
objetivo con el cual va a interactuar. En este caso hablaremos de particulas,
que se acercan a una regién determinada del espacio, zona de interaccion,
la cual abandonardn eventualmente, para entrar a la regidn asintotica, en
donde la fuerza de interaccién es practicamente nula y disminuye asintética-
mente. Para cada condicién inicial, como la velocidad y/o momento angular,
habra una correspondiente condicién final o de salida, la cual puede ser me-
dida en la regién asintética. Con el resultado de las mediciones asintoticas,
para los diferentes valores de concidiciones iniciales, se puede construir lo que
se conoce como una funcién de dispersién, la cual relaciona los pardmetros
del estado final de las particulas con los de su estado inicial.

Existen situaciones en las cuales, el estudio de la dindmica durante la
interaccidn resulta inaccesible y no se tiene conocimiento alguno de la zona
de interaccién. En esta situacién la funcién de dispersién puede resultar de
gran utilidad, si a partir de ella se logra reconocer el potencial que produce
la interaccidn, esto se conoce en mecéanica cldsica como el problema inverso
de dispersion. Este no es, en general, un problema sencillo y menos para los
sistemas que estudiamos aqui, los sistemas no integrables.

Los sistemas no integrables, tipicamente se caracterizan por presentar
comportamientos dindmicos complejos. Sus 6rbitas en el espacio de configu-
racién o las trayectorias en el espacio fase aparentan ser curvas totalmente
irregulares. A este tipo de comportamiento se le conoce como caos dindmico.
Debido a la complejidad de su comportamiento, la idea de resolver el proble-
ma inverso de dispersién, para estos sistemas, parece poco prometedora.

En los ultimos afios, el estudio de la estructura del espacio fase de los sis-
temas no integrables ha abierto un amplio panorama para su entendimiento.
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En particular se han estudiado ampliamente los sistemas hamiltonianos de
un grado de libertad con dependencia periédica explicita del tiempo, pues
en estos casos resulta sencillo definir una superficie de seccién en el espacio
fase, asi como el mapeo de Poincaré correspondiente para las intersecciones
de las trayectorias con ella. En este trabajo nos enfocamos en los sistemas
de este tipo, que son abiertos en el espacio de configuracién y que presentan
procesos de dispersién. En estos casos, la dinamica en la superficie de seccion
puede ser representada por lo que se conoce como una herradura de Smale.
Debido a que la herradura proporciona la mas completa informacién, que
se conoce para este tipo de sistemas [1, 3], se reformula el problema inverso
de dispersion, al problema de reconstruir las propiedades de la herradura a
partir de mediciones asintéticas.

En esta tesis nos enfocamaos al estudio numérico de sistemas descritos
por herraduras de Smale ternarias o de orden tres. Para esto, el mapeo de
Poincaré correspondiente habra de poseer tres puntos fijos. En otros trabajos
[3], se ha visto que las herraduras pueden ser caracterizadas por un pardme-
tro que define su grado de desarrollo. En el caso de desarrollo completo el
sistema es totalmente hiperbdlico. Nuestro interés es para casos descritos por
herraduras incompletas y de bajo grado de desarrollo, donde el sistema pre-
senta pocas zonas de caos. A este nivel, el espacio fase presenta trayectorias
acotadas, que rodean al punto fijo interior. Rodeando estas trayectorias las
variedades estables e inestables de los puntos fijos exteriores forman una capa
de dispersién de trayectorias caéticas, que se extiende hasta donde la inte-
raccién es nula, la regién asintética. Para tal situacién, existe una relacién
entre el grado de desarrollo del sistema y el periodo orbital promedio con el
que las trayectorias, sobre la capa de dispersién, rodean al punto fijo interior.
Ademi4s, se ha mostrado en otros trabajos [1, 2] , que si en un proceso de
dispersién de muchas particulas, las condiciones iniciales son las adecuadas,
se presentard un retorno a la region asintética en forma de pulsos periédicos,
que se conocen como ecos de dispersion y cuyo periodo coincide con el perio-
do orbital promedio. Este efecto ya ha sido probado experimentalmente en
billares de microondas superconductores [8], lo que refuerza la importancia
de su estudio teérico.

El objetivo de esta tesis, es medir el periodo de los ecos de dispersién,
primero para un sistema analogo a los estudiados en [1]. Luego se introduce
un sistema, donde la interaccién es totalmente atractiva. Ecos de dispersién
no habian sido estudiados en este tipo de sistemas. En este caso se presentan
dificultades adicionales para medir [4] el periodo de los ecos. Para resolver este
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problema, se propone un nuevo planteamiento del concepto de medicién en
la regién asintética, donde se involucra el uso de transformaciones candnicas
para definir un nuevo detector en el espacio fase. El estudio para los dos
sistemas se realiza, tanto en mecanica clasica, como en mecanica cuantica.

La tesis esta dividida en cuatro capitulos, el primero explica las gene-
ralidades del sistema clasico. El segundo explica el experimento numérico
necesario para detectar los ecos y se presentan resultados para los dos siste-
mas en estudio. El tercer capitulo explica el sistema cudntico y su evolucién.
El dltimo capitulo presenta los resultados de la parte cudntica, también para
los dos sistemas en estudio.



Capitulo 1

Sistema Clasico

1.1. Mapeo

Para nuestro estudio hemos elegido un sistema hamiltoniano con un grado
de libertad y periddicamente dependiente del tiempo. En este sistema una
particula es libre excepto a ciertos instantes, separados periédicamente, a los
cuales interactia con un potencial y se dice que es pateada. El hamiltoniano
que describe a este tipo de sistemas para una particula de masa unitaria es

2 00

Hig,pt) =5 +AV(9) 3. 6(t- (n+1/2) (1)
n=—0o
En este caso la dindmica es de evolucién libre, excepto a tiempos t = n +
1/2, donde recibe una patada de intensidad A y con la forma del potencial
V(g). La evolucién temporal del sistema queda descrita por las ecuaciones
de Hamilton

. oH
1=%, =P (1.2)
p==G = AV(@ ¥ 8- (n+1/2) (13)

Vemos que p(t) = dp(t)/dt tiene la forma de una serie de pulsos delta cen-
trados en valores de tiempo de la forma n + 1/2, donde su valor diverge,
mientras que a cualquier otro tiempo es cero. Por lo tanto p(t) toma valores
constantes que cambian abruptamente cada periodo, por lo que ¢(t) evolucio-
na con velocidad constante, que cambia despues de cada periodo. La Figura
1.1 ilustra un ejemplo de esta dependencia temporal.

6
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dp/dt
(-3

Figura 1.1: Evolucién temporal de coordenada, momento y su derivada. Re-

cordemos que ¢ = p
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Para obtener una relacidén explicita, tenemos que integrar las ecuaciones
de movimiento. Dado que el sistema es periddico, conviene realizar la inte-
gracion a lo largo de un periodo, que en este caso es igual a uno. La eleccion
de tomar e] instante de la patada a tiempos ¢t = n+1/2, se debe a que de esta
manera se tiene una simetria temporal explicita si se considera la evolucién
en un periodo, de t = n — ¢t = n + 1. Tomando estos tiempos como limites
de integracidn, el proceso habré de seguir tres pasos, de n — n+1/2_, donde
se sigue un movimiento libre, de n + 1/2_ — n + 1/24, el momento de la
patada, y de n+1/2, — n+1, donde de nuevo se sigue un movimiento libre.
n + 1/2_ representa el instante previo a la patada y n + 1/2, el inmediato
siguiente.

. n>n+1/2_

"V AV S 5t~ (n41/2))dt =0

n=-—0o0

Dn+1/2- — Pn = _/

n

= Pn+1/2_ = Pn

p es constante en este intervalo de tiempo e igual a p,, como era de
esperarse en una evolucién libre.

n+l/2._ D
Gnyr/2. —Gn = '/'; pdt= '211'
D
= qnti/2. = 4n t ?n

2. n+1/2_ - n+1/2,
Este es el instante infinitesimal de tiempo donde se da la patada.

n+1/24

n — qn = dt=20
Gn+1/23 — Gn+1/2- /1;+1/'2._ 4

j/
= Gn+1/2, = Gnt1/2- = Gn + gn

g es constante en este proceso; el cambio en el tiempo es infinitesimal.

AV S st (n+1/2))dt =

n=—oco

DPny1/24 — Patlj2. = — ~/n+l/2_
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n+1/2+ el

= —AV{Guriya. / 2 8= (n+1/2)dt = ~AV'(n + 22)

Dn

2

p cambia; aunque el instante es infinitesimal, recibe un patada con
intensidad infinita. En el segundo renglén la integracién resulta uno,
pues es una funcién delta de Dirac.

= Pni1/2, = DPn — A V’(Qn

3. n+1/2_ sn+1/2,
Este proceso es andlogo al primero, pero vale la pena calcularlo para
no perder detalle en el resultado final.

n+l1 o0
Prtl — Pnt1/2, = —f AV'(q) > 6(t—(n+1/2))dt=

n41/2_ s

D
= Pnt1 = Dntijay =0n— AV (a + ?n

Nuevamente p es constante.

ntl Pr+1/2

Gnt1 = Gntrj2, = /n+1/2 dt = == 2/ +
+

Pnyi/2,

1
5 =t §(pn + Pnt1)

= gnt1 = Gn+1/24 +
donde termina el procedimiento.

Resumiendo, notamos que todo el desarrollo que resuelve la evolucién tem-
poral se reduce a tres transformaciones, una lineal seguida de una puntual y
una finalmente lineal [9].

P =D

L :
b=y v
p”:p’-‘AV’

P , 1.4
S =¢ a4
Py =D

L: 1

{Qn+1=q”+%

Uniendo estas transformaciones, legamos a una expresién que relaciona coor-
denada y momento de la particula, del tiempo n — n+ 1, el conocido mapeo
estroboscopico

Doyl = DPn — AV’(Qn + PQ_n)

1.5
Qn+1 = gn + %(pn +pn+l) ( )




CAPITULO 1. SISTEMA CLASICO 10

1.2. Puntos fijos y estabilidad

En general un mapeo de dos dimensiones tiene la forma

Qnt1 = f(gn, Pn)
1.6
Pns1 = 9(Gn, Pn) (1.6)

Un punto fijo x* = (¢*,p*) en el mapeo bidimensional es un punto tal que
cumple con lo siguiente
q* = f(X*) (1 7)
p* = g(x*) '
Para encontrar el tipo de estabilidad lineal de un punto fijo cualquiera se
recurre a una expansién a primer orden alrededor de él, esto es

Qo1 = q" + 8—(—1{9;" A s —(—Hé;:

LAps
(1.8)

9g(xn)
Pnt1 = P* + =57

89(xn)
JAgn + =5

Apy
X

X

donde Ag, = q, ~ ¢* y Ap, = p, — P*. Lo anterior puede ser expresado mas
facilmente en notacién matricial

Q.g(xn) 8f(xa)
( Agni ) _ o Ix BpnIx ( Ag, ) _ L( Agqn ) (1‘9)
Apniy Ba(xa)|  Bg(xn) Apn Apn
8qn x* 8p,, xX*

La estabilidad del punto quedara determinada por los eigenvalores A de la
matriz L, que por ser una matriz de 2 x 2, estdn dados por

Mo = L) \I (“(TL))Q _ det(L) (1.10)

2

En el caso de 1.5,

- A0 AV (x)
L= (1.11)
1 _ AVII(X.) 1 _ Avll(xl)
4 2
donde es claro que det{L) = 1, lo que implica que el mapeo conserva érea.

Esta es una caracteristica de los sistemas hamiltonianos, donde el volumen
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del espacio fase es conservado. Méas adelante veremos que el mapeo al que
llegamos en 1.5 estd intimamente relacionado con el espacio fase del sistema.
Con el resultado anterior 1.10 queda como

AV (x* AV (x*))?
Ao=1- (") + \/( (<)) — AV (x*) (1.12)
2 4
Entonces, para nuestro sistema, los eigenvalores se dividen en tres tipos
1. |tr(L)| <2
En este caso los eigenvalores son complejos conjugados

)\1,2 = eii“’ (113)

Las trayectorias rodean al punto fijo. A este tipo de puntos se les llama
punto eliptico o centro, pues las trayectorias en una vecindad rodean al

punto.
2. te(L) > 2
En este caso los eigenvalores resultan ser reales y tales que
Mz = e*
’ _ 1.14
/\1 — )‘21 ( )

Este caso corresponde a un punto hiperbélico H, que se caracteriza por
ser el punto limite de cuatro curvas invariantes o variedades. Dos que se
acercan a él, variedades estables H*, y dos que se le alejan, variedades
inestables H~. En una vecindad del punto, siguen la direccién de los
eigenvectores de la matriz L, para los cuales se puede mostrar, que
estan dados por

1 1
4 AVI(x¥) ) (1.15)

V1,2 = (1 s +
Al iterar el mapeo, puntos que se encuentren sobre la variedad H™
se acercardn exponencialmente a H y puntos sobre H~ se alejardn

exponencialmente de él.

3. [tr(L)|=2
En este caso los dos eigenvalores son iguales, Ay = Ay = 1. Esta es una
situacion de transicién entre los dos tipos anteriores y corresponde a
un punto parabolico.
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o

o= L ' B I D}
-

9

Figura 1.2: Potencial que define al primer sistema.

1.3. Potenciales

En esta tesis usamos dos potenciales, el primero lo usamos para ilustrar
algunas propiedades importantes del modelo. El segundo presenta un caso
de interés particular, que se explora en este trabajo.

1.3.1. Potencial 1

El potencial que usamos para ilustrar el modelo es el siguiente

2

V(g) = ¢%¢™* (1.16)
Este potencial tiene un minimo entre dos maximos, como se muestra en 1.2,
lo que da lugar, de acuerdo a la seccién anterior, a tres puntos fijos en el
mapeo.

Py
P; = (0,0) (1.17)
P

Un célculo de la estabilidad de cada punto determina como hiperbdlicos al
primero y al tercero y como eliptico al segundo para 0 < A < 2, mientras
que para A > 2 su estabilidad cambia a hiperbdlico.
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|

-

wia)

Figura 1.3: Potencial para el segundo sistema.

1.3.2. Potencial 2

Un caso de gran interés es el que se presenta con potenciales puramente
atractivos. Para estudiar este caso utilizamos una gaussiana negativa

V(g) = —e7* (1.18)

En este caso un punto critico se encuentra en el origen. Los maximos estdn
en ¢ = oo, esto da los siguientes tres puntos fijos del mapeo

(—00,0)
(0,0) (1.19)
(c0,0)

El punto fijo interior es de tipo eliptico, para 0 < A < 2, mientras que para
A > 2 su estabilidad cambia a hiperbdlico. Los puntos exteriores son de tipo
parabdlico para toda A > 0.

SYny Y
I
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1.4. Retrato fase

El hamiltoniano con el que se construye el sistema 1.1 es unidimensional
y dependiente del tiempo, por lo tanto el espacio fase extendido es tridimen-
sional. Aun asi el estudio se puede reducir a dos dimensiones, si se toma
en cuenta que la dependencia temporal es periédica (de periodo uno), por
lo tanto las trayectorias cruzan una misma superficie de seccion del espacio
fase extendido después de cada periodo, a tiempos n (enteros). De esta ma-~
nera, la dindmica puede ser estudiada en términos de las intersecciones de
las trayectorias con la superficie de seccién, las cuales estardn representadas
por puntos en un plano. Como el flujo hamiltoniano es determinista, cada
interseccién esta univocamente determinada con la anterior, relacionadas por
el mapeo estroboscépico 1.5, que se encontré anteriormente. A esta seccién o
rebanada del espacio fase extendido se le conoce como seccidon de Poincaré.
Representa el espacio fase reducido del sistema, que también se le conoce
como retrato fase del mapeo estroboscépico o simplemente retrato fase.

En la figura 1.4 se muestran algunos de los retratos fase generados por
este mapeo para distintos valores del parametro A. Se usa el sistema definido
por el potencial 1.16, el cual serd utilizado en lo que resta del capitulo para
llustrar algunas propiedades que presentan este tipo de sistemas. En cada
figura, se puede observar que el retrato fase de este sistema presenta tres
puntos fijos, dos hiperbdlicos y uno eliptico!, que corresponden a los que se
habian encontrado con el andlisis de estabilidad. En negro se muestran las
trayectorias acotadas del retrato fase, que llamaremos isla central. Algunas
corresponden a trayectorias que viven sobre toros invariantes del espacio fase,
que en acuerdo con la teorfa de KAM [6) persisten para pequefias perturba-
ciones y coexisten con trayectorias mas complicadas, trayectorias cadticas. La
estructura de la isla central es fractal, dentro de ella existen islas secundarias.

Las variedades estables e inestables de los puntos hiperbélicos son mostra-
das en azul y rojo respectivamente. Construirlas de manera numérica resulta
muy sencillo, pues en una vecindad del punto siguen la direccién de los ei-
genvectores 1.15. De esta manera sélo hace falta poner condiciones iniciales
cerca del punto hiperbdlico y sobre la recta que define el eigenvector de al-
guna de las variedades inestables, para después iterarlas con el mapeo 1.5.
Al realizar los cdlculos para alguna de las variedades, podemos facilmente

lexcepto para €l caso en que A = 5.6, donde la estabilidad del punto fijo central ha
cambiado a hiperbélico
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A=193 . v\‘\ ﬁ A=S5.6
; : w7

Figura 1.4: Retrato fase para distintos valores del pardmetro A. Nétese como
al aumentar el pardmetro las islas estables van desapareciendo.
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determinar las otras, pues por la simetria espacial y la temporal, con la que
fue construido el mapeo, las otras son sélo las reflexiones en los ejes g y p de
la ya calculada.

Una vez dibujadas, se puden apreciar intersecciones entre las H* y H~
de distintos puntos, situacién tipica de sistemas perturbados. A cada punto
en donde se intersectan las variedades de dos puntos distintos se le conoce
como punto heteroclinicoy a toda la compleja estructura que se forma, debida
a las intersecciones, como marafia heteroclinica. Esta va creciendo a medida
que el pardmetro A aumenta, mientras que la parte acotada disminuye, corno
muestran las figuras. Las trayectorias que pertenecen a esta marana, tienden,
eventualmente, a salir de esta region del retrato fase para no volver mas. De
esta manera se genera el comportamiento que se conoce como dispersién
cadtica. En este sentido a toda la regién que cubre la marana heteroclinica,
que como se verd mis adelante, se extiende hasta infinito, se le conoce como
capa de dispersién [2].

Como se muestra en la figura 1.4 al aumentar A, las variedades penetran
mas la regidn central, hasta que la atraviesan por completo, como es el caso
para A = 5.6 donde ya no existen més trayectorias estables acotadas, la isla
central ha desaparecido.

1.5. Mapeo de Smale y herraduras

El comportamiento de este tipo de sistemas dindmicos y sus intersecciones
heteroclinicas, puede ser estudiado usando un simple modelo de transforma-
ciones, el cual ilustra su complejidad.

Consideremos el cuadrado unitario S = [0, 1] x (0, 1], el mapeo de Smale
f : R? = R? consiste en tres transformaciones, una expansion en un sentido,
una contraccién en €] otro, seguido de un doblamiento, que devuelve parte
del cuadrado deformado nuevamente en el cuadrado unitario. La forma en
que se dobla el rectiangulo resultante para devolverlo al cuadrado unitario,
sigue en general una serie de doblamientos, que asemejan herraduras de ca-
ballo pegadas. Existen muchas maneras de definir un mapeo de Smale. En
nuestro caso, estamos interesados en uno muy simple, donde el doblamiento
tiene la forma de una S, o dos herraduras pegadas. Adem4s estamos inte-
resados en una versién del mapeo que conserva el drea, es decir donde los
coeficientes de expansién y contraccién son reciprocos, por lo tanto la imagen
no quedard contenida en S.
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Figura 1.5: Aplicacién del mapeo de Smale al cuadrado unitario.
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Figura 1.6: Aplicacién del mapeo de Smale inverso al cuadrado unitario.
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Figura 1.7: Estructura fractal que se genera bajo la aplicacién del mapeo de
Smale y su inversa.

La figura 1.5 muestra la aplicacién del mapeo de Smale. E] cuadrado
unitario ha sido dividido en cinco rectdngulos horizontales, tres negros y dos
blancos, con el simple propdsito de ilustrar la accién del mapeo. Al estirar y
comprimir, S se convierte en un rectdngulo vertical, angosto y largo. Después
se le dobla de tal manera que los rectangulos negros queden una vez més
dentro de S, pero ahora quedan de forma vertical. Los rectangulos blancos
quedan fuera de S, doblados. Aunque su forma es distinta, el drea que cubren
sigue siendo la misma, la. que quedé descubierta en S.

La figura 1.6 muestra el mapeo de Smale inverso. En este caso se sigue el
mismo procedimiento, s6lo que estirando y comprimiendo en sentidos opues-
tos. Ahora los rectdngulos verticales se mapean en los horizontales.

Aplicando repetidamente el mapeo de Smale y su inverso, restringidos
al cuadrado unitario y tomando la interseccién de los rectdngulos que per-
manecen en S, se obtiene la estructura que se muestra en la figura 1.7 y al
aplicar el mapeo de manera indefinida sélo quedara un conjunto de puntos
de medida cero en S. A este conjunto se le conoce como silla cadtica del
mapeo. Su estructura es fractal, con dimensién fracccionaria de Hausdorf [7]
D =log9/log s ~ 1.36521.

Ahora, veamos la similitud con nuestro sistema. Consideremos la situacion
en la que el sistema es totalmente hiperbdlico, especificamente el caso de la
figura 1.4 donde A = 5.6. Este es un ejemplo de un espacio fase en donde
no hay mas islas estables. Las variedades inestables que rodean el punto
fijo interior intersectan las variedades estables que salen del mismo punto y
viceversa.
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Figura 1.8: Rectangulo fundamental, formado por las variedades de los puntos
hiperbdlicos hasta la primer intersecién heteroclinica.

Para poder hacer una anlogia con el mapeo de Smale, construyamos con
el mapeo 1.5, las variedades estables ¢ inestables, que rodean al punto fijo,
hasta el momento en que sucede la primera interseccién heteroclinica. Tal
situacién se muestra en la figura 1.8. El resultado es el llamado rectdngulo
fundamental R y es el andlogo a S en el mapeo de Smale. Si ahora, se aplica
el mapeo estroboscdpico, una vez maés, pero sélo a las variedades inestables,
se obtiene la figura 1.9a. Ahi se puede ver ya la similitud con el mapeo de
Smale. Tres franjas son las que quedan dentro del rectangulo fundamental
y unos dobleces fuera, cuya &rea corresponde a la de la regién entre las
franjas. Si ahora hacemos lo mismo atrds en el tiempo con las variedades
estables, se obtiene la figura 1.9, en donde se ven otras tres franjas, que son
transversales a las de 1.9a. Aqui se ve ya una correspondencia entre nuestro
mapeo estroboscopico 1.5 y el mapeo de Smale.

Ahora, fijemos algunas ideas. La figura 1.9¢ muestra un sistema, en el
cual las variedades inestables cruzan el rectdngulo fundamental e intersectan
a las variedades estables del mismo punto. A esta parte de las variedades
inestables, se le conoce como tentdculo de primer nivel inestable o simple-
mete ,,). Sucesivas intersecciones heteroclinicas daran lugar a tentculos de
niveles superiores, en general a t,,. También se puede definir el tenticulo
de nivel cero inestable, el cual serd la preimagen del tentdculo de primer
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Figura 1.9: Primera iteracion del mapeol.5 a a) las variedades inestables
y b) atrds en el tiempo a las variedades inestables que forma el rectangulo
fundamental

nivel, y formard parte del rectingulo fundamental en la respectiva variedad
inestable. Andlogamente y con perfecta simetria para la figura 1.9b, se ve
como el tentdculo de nivel uno estable ¢, ,, corta a la variedad inestable del
mismo punto, en particular, corta al tentdculo t,0. En este caso se dice que
el sistema estd caracterizado por una herradura de Smale ternaria comple-
ta. Ternaria por el hecho de tener tres puntos fijos (una binaria tiene dos).
Cuando el tentaculo ¢, no alcanza al t,, o sea, cuando el primer tenticu-
lo no cruza completamente el rectangulo fundamental, en ese caso se tiene
una herradura incompleta. Tal situacién serd discutida con mas detalle en la
siguiente seccion, cuando se introduzca el pardmetro formal de desarrollo.

La figura 1.10, muestra dos de las iteraciones del mapeo estroboscépico,
adelante en el tiempo para las variedades inestables y atrds en el tiempo para
las estables. En esta figura se puede ver la similitud con el fractal de la figura
1.7. Ademds se aprecia la estructura de los tentdculos, que en este caso, se
mezclan unos con otros.

Es importante senalar lo siguiente: el mapeo conserva area, por lo tanto
el drea que rodea un tentdculo de nivel n, serd la misma que la que cubre
uno de nivel n + 1 o n — 1, de tal manera que estos tentdculos habrin de
estirarse de manera indefinida, a medida que las intersecciones heteroclinicas
vayan sucediendo. Existen dos razones, por la cuales se considerd importante
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Figura 1.10: a) Primera iteracién del mapeo 1.5 a las variedades inestables
v atras en el tiempo a las estables que forman el rectdngulo fundamental. b)
Segunda, iteracién

presentar esta breve explicacién de herraduras de Samle. La primera fue
para mostrar que dentro de la marana heteroclinica se presenta un proceso
de dispersién, en donde todas los puntos, bajo la accién del mapeo, son
expulsados del rectangulo fundamental, excepto un conjunto de medida cero,
cuya estructura es fractal. La segunda tiene que ver con la seccién que se
presenta a continuacidn, donde se explicard como se puede caracterizar el
sistema por el grado de desarrollo de su herradura.
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1.6. Parametro formal de desarrollo y perio-
do orbital

Una manera de caracterizar al sistema, es catalogando el desarrollo de
su herradura, en particular comparandola con una herradura completa. Para
esto se introduce un pardmetro v € [0, 1], tal que para el caso completo se
tenga v = 1. En ese caso se tiene que el tentdculo ¢, corta al tentdculo t,,
perteneciente a ]a variedad estable del mismo punto. Para el caso incompleto,
el valor de pardmetro se determina a partir de la longitud relativa de los
tentaculos i, respecto al caso completo, por ejemplo, cuando el tentdculo
t.,1 intersecta en dos puntos al £, 1, el valor del pardmetro es y = 371. Cuando
corta al t,9, ¥ = 372. En general cuando ¢, corta al t,,, pardmetro formal
vale y =37

Esto se puede generalizar para cuando se identifica el corte entre dos
tentéculos de cualquier nivel, correspondientes a las variededas estables e
inestables del mismo punto. La imagen del tentdculo t,,, es el t, my1 ¥y la
imagen de tentdculo t,, es el ¢,,-,. Entonces, cuando ¢, , intersecte en dos
puntos? ¢, ,, el pardmetro formal de desarrollo queda definido por

N = 3=(rtm=1) (1.20)

En la figura 1.11 vemos varios ejemplos de herraduras, desde una completa
hasta una con pardmetro de desarrollo vy = 373,

La definicién del pardmetro que se ha presentado, sélo considera grados
de desarrollo que son el inverso de miiltiplos de tres, que son los unicos casos
que se contemplan en este trabajo. Existe una manera mds general de definir
el parametro, de la forma 737", para cualquier nimero real r. La manera
de llegar a esa definicién es més detallada y rebasa las pretenciones de esta
tesis.

Un resultado importante [2, 1], es el que nos relaciona el parametro formal
de desarrollo, con el periodo orbital, es decir con el tiempo promedio que le
toma a una trayectoria sobre la herradura para completar una revolucién al-
rededor de la isla. El resultado para una herradura ternaria con un desarrollo
y=3""es

T=—2logzy+ g (1.21)

o podria intersectar en cuatro puntos, situacién en la que lo hubiese atravesado por
completo.
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Figura 1.11: Una herradura completa y tres incompletas generadas por el

mapeo estroboscépico 1.5 para valores seleccionados del pardmetro A.
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Figura 1.12: Trayectoria tipica alrededor de la isla para una herradura con
pardmetro de desarrollo v = 373.

En la figura 1.12 se muestra una trayectoria tipica que ejemplifica este
resultado para una herradura con grado de desarrollo v = 372, lo cual segiin
1.21 corresponde a un periodo 7 = 7.5. Esto se ve reflejado en la figura,
donde después de ocho iteariones, la trayectoria ha dado poco més de una
vuelta completa.

En esta tesis estamos interesados en resolver el problema inverso de
dispersion. Para estos sistemas cadticos, eso significa poder caracterizar la
dinamica en la zona de interaccidén a través de mediciones asintéticas. Hemos
visto una forma de caracterizar la dindmica en términos de herraduras de
Smale y ademés hemos visto como se relaciona con el periodo orbital. Es de
esperarse, que esta caracteristica se vea reflejada con la informacién disper-
sada, si se logra idear un experimento adecuado. En eso se basa el resto del
trabajo.




Capitulo 2

Resultados Clasicos

En este capitulo se presenta el estudio de dispersion y resultados para los
dos sistemas que definen los potenciales presentados en el capitulo 1.

2.1. Primer sistema

En esta seccién se trata el proceso de dispersion cldsico para el sistema
definido por el potencial 1.16. Sistemas con condiciones similares ya han sido
estudiados més ampliamente en [2, 1], mas no para el mismo potencial. El
andlisis que aqui se presenta abrira el panorama para abordar el problema
que presenta el sistema que define el potencial 1.18.

2.1.1. Region asintética

En el capitulo anterior nos concentramos en la dindmica de la zona de
interaccion. El objetivo es resolver el problema inverso de dispersion, que
como lo hemos definido consiste en medir el periodo orbital en la region
asintOtica. Por lo tanto es conveniente poner atencién en el estudio de esta
zona del retrato fase.

La regién asintética es la zona del espacio fase, donde el potencial es
practicamente cero. Para todo fin préctico, en esa zona se tiene un movi-
miento libre, es decir, las particulas se mueven con velocidad uniforme. Su
estudio es de importancia, pues es ahi donde se llevan a cabo todas las me-
diciones y ademds, como veremos mas adelante, su estructura definird que
tipo de experimentos se necesitan realizar para medir el periodo orbital.

25
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Figura 2.1: Retrato fase mostrando sus diferentes regiones. Corresponde a un
grado de desarrollo v = 377, para un pardmetro A = 0.435 y definido por el
potencial 1.16
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Figura 2.2: Amplificacién de una de las variedades inestables de la figura 2.1
en dos intervalos de la regién asintética.
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En la figura 2.1 se muestra el retrato fase para un parametro A = 0.435,
que corresponde a un grado de desarrollo v = 377. En ella se muestra la zona
de interaccién, representada por la isla central. En azul y rojo se muestran
las variedades estables e inestables, respectivamente. En la regién asintética,
donde las trayectorias siguen un movimiento con velocidad uniforme, las
variedades estables e inestables cubren una franja Ap. Esta franja separa
dos tipos de movimiento distintos. Trayectorias reflejadas, que no alcanzan
la zona de interaccidn y trayectorias inmediatamente transmitidas, que pasan
sin rodear a la isla.

La figura 2.2a¢ muestra una amplificacién de una de de las variedades
inestables en la regién asintética. Aqui se aprecia su estructura, formada por
una secuencia de tentdculos', donde cada uno es la preimagen del que estd a
su derecha. Para este caso la variedad inestable no es una curva como lo es
el caso de la separatriz para sistemas no perturbados, pero tampoco llena
densamente la franja de ancho Ap en el retrato fase, pues es parte de la
herradura y como se vié anteriormente, su estructura es fractal. Por ejem-
plo, una condicién inicial entre dos de los tentdculos de la variedad estable
no entrard en la regién de interaccion, dicha trayectoria corresponde a una
trayectoria inmediatamente transmitida.

La figura 2.2b es también una amplificacién de la misma variedad en
un intervalo de posicién de la misma longitud, pero a una distancia mucho
mayor que en la anterior. Debido a la diferencia de velocidad que existe,
los tentdculos se estiran, las trayectorias con mayor velocidad avanzan una
distancia mayor que las otras. Este efecto sera mas marcado, si la razén entre
la méxima velocidad y la minima alcanzada aumenta. Las consecuencias
de este comportamiento se discutirdn mas adelante, cuando se estudie el
sistema, definido por el potencial 1.18. Por lo pronto sélo anticipamos, que
este fenémeno dificulta la mediciones.

2.1.2. Experimento numérico

El experimento de dispersién asociado con el sistema en estudio, consiste
en medir el tiempo en que las particulas pasan por un cierto punto de la
regién asintética, al salir de la region de interacién. Como el tiempo estd me-
dido en pasos discretos, en realidad esto no representa un sélo punto sino

'En la seccién anterior sélo se hablé de los gue penetran el rectdngulo fundamental.
En este caso nos referimos a los tentdculos que salen del él.
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una regién en el espacio de configuracion. Por lo tanto, definimos al detector
como el intervalo (gg, g + Pmaz), donde g4 es algiin punto del espacio de con-
figuracion en la regién asintética y pyq. es el maximo valor de |p|, que toman
las variedades, también en la regién asintética. Por supuesto, necesitamos
dos detectores, pues se tienen dos variedades inestables. El otro quedara en
(_th == pma::)-

Para estudiar el proceso de dispersidn, se inicia con un paquete de particu-
las concentradas en un pequefio intervalo de la region asintética y con dife-
rentes velocidades. Esto serd representado en el retrato fase por una mancha
de condiciones iniciales contenidas dentro de la franja Ap que cubre algu-
na de las variedades estables en la regién asintGtica. Al dejar evolucionar el
sistema, las particulas llegardn a la zona de interaccién. Muchas de ellas pre-
sentaran un proceso directo de dispersién y saldrdn transmitidas®. El resto
empezara a rodear la isla sobre la marafa heteroclinica. Durante la rotacién
y cada vez que se acerquen a alguna de las variedades inestables, algunas de
ellas dejardn la zona de interaccidn y saldrdn a la regién asintética forman-
do un pulso periédico, mientras que otras seguiran rotando y eventualmente
saldrédn, repitiendo el proceso. A esta serie de pulsos se le conoce como ecos
de dispersion. La diferencia temporal entre ecos estara determinada por el
tiempo que le tome a las trayectorias dar una vuelta alrededor de la isla,
que a su vez estd relacionado con el grado de desarrollo de la herradura por
1.21. De manera, que una buena medicién del periodo de los ecos, resuelve
el problema inverso de dispersiéu para este tipo de sistemas.

Para estudiar la forma en la que son emitidos los ecos de la zona de
interaccion, se usa una distribucion de densidad cldsica. Esto corresponde al
ndmero de particulas alrededor de una posicién ¢ al tiempo t. En la figura
2.3 se muestra esta distribucién de densidad para un paquete de particulas
que evoluciona con el tiempo desde condiciones iniciales alrededor de una
posicién inicial ¢;, = 8, dentro de la vartedad estable. Se muestra para cuatro
grados de desarrollo distintos. En todos los casos es posible apreciar como
el paquete de particulas se acerca a la zona de interccién y después oscila
alrededor de ella, mientras emite ecos de manera periédica, los cuales pueden
ser detectados en la regién asintética. Ademas se observa como el periodo
disminuye para mayores grados de desarrollo o valores de A. Las grédficas se
muestran en escala de colores del azul al rojo, que se reescala a cada tiempo

%se consideran condiciones iniciales para las cuales no existe una primera o inmediata
reflexién
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Figura 2.3: Distribucién de densidad clésica para distintos valores del parame-
tro A y correspondiente grado de desarrollo y. Nétese el cambio en la escala
del eje temporal.
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para una mejor apreciacién.

En las figura 2.4, se muestra la sefial medida por un detector en la posicién
ga = 20 de la region asintética. La senal en azul es la de un detector sobre la
variedad estable de la regién de configuracién negativa (a la izquierda de la
isla). La senal en rojo es la de un detector en [a region positiva del espacio
de configuracién (a la derecha de la isla). Se muestran resultados para cuatro
grados de desarrollo, los mismos que en en la figura 2.3. Las senales estdn en
contrafase, reproduciendo resultados anteriores [2, 1]. Ademds el periodo de
los ecos 7, para cada grado de desarrollo es cercano al que se esperaba de la
ecuacién 1.21, como lo muestra la siguiente tabla

Y T Te
3-'1 12352294
379 1195 19.05
37 1155 14.93
375 | 11.5 | 10.93

Estos resultados muestran la utilidad de los ecos de dispersion para poder
caracterizar el grado de desarrollo de la herradura del sistema.
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Figura 2.4: Senal obtenida por los dos detectores en la region asintética para
los mismos casos considerados en la figura 2.3
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2.2. Segundo sistema

En esta seccién se muestra el trabajo realizado para estudiar al sistema
definido por el potencial 1.18. La propuesta para el estudio de este sistema
resulta ser la mayor contribucién de esta tesis, pues ecos de dispersién en
sistemas de este tipo, con potenciales puramente atractivos, no habian sido
estudiados ni medidos anteriormente.

2.2.1. Regién asintética

Como en el caso anterior, el primer paso para abordar el problema serd en-
focado al estudio de la regién asintética del espacio fase del sistema. Como
ya se mencioné anteriormente, el potencial que define al sistema da lugar
a un punto fijo de tipo centro en (0,0) del retrato fase. En este caso los
puntos fijos externos se encuentran en (+o0,0). Estos puntos corresponden
al tipo parabdlico, sin embargo la estabilidad global esta gobernada por las
nolinealidades, que coiciden con la de un punto hiperbdlico y dan lugar a las
variedades estables e inestables, que alcanzan la zona de interaccién, por lo
que podemos tratar al sistema como uno con dos puntos fijos hiperbélicos en
mas y menos infinito.

La figura 2.5 muestra el retrato fase para un pardmetro A = 0.554, que
corresponde a un grado de desarrollo de la herradura de v = 3~7. En azul
y rojo se muestran las variedades estables e inestables, respectivamente. En
negro se muestran las trayectorias atrapadas dentro de la marana heteroclini-
ca, asi como las que pasan transmitidas por la zona de interaccién. La linea
verde marca la frontera del rectangulo fundamental R, que se extiende hasta
infinto para momento cero. Una pequena franja entre la linea de momento
cero y las variedades, pertenece a R, ain para ¢ — £o00. Debido a esto, se
define la regién asintética, para este sistema, como la regién alejada en el es-
pacio de posicion, tal que el potencial es practicamente cero y tal que el valor
absoluto de momento es grande comparado con los valores de la frontera de
R.

Para medir los ecos, la diferencia més importante con el sistema anterior,
es la estructura de las variedades. En este sistema la diferencia entre el maxi-
mo momento y el minimo es mayor. Mas ain la franja Ap, que cubren las
variedades en el espacio fase llega a valores de momento que tienden a cero.
La razén entre momentos queda fuera de todo limite. Lo anterior se refleja
en que, ahora, los tentaculos se ven doblados a una distancia notablemente
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mas cercana, que en ¢l caso anterior; basta comparar la figura 2.5 con la 2.2.

Esto se traduce en el siguiente problema. Cada eco consiste en un grupo de
particulas a diferentes velocidades, por lo tanto habran de separarse conforme
aumente su distancia de la region de interacién. Para potenciales atractivos
el problema es mas dramatico, pues la razén relativa entre ecos estd fuera de
todo limite. Es asi como se puede anticipar para este caso, que las particulas
no seguiran su camino como paquetes de particulas compactos, sino que
habrdn de distanciarse. Las mads lentas serdn alcanzadas por particulas mds
rapidas de ecos subsecuentes. La medicién de los ecos en estos casos resulta
més complicada.

2.2.2, Experimento numérico

Tomando en cuenta lo dicho anterioromente, en este caso el paquete ini-
cial de particulas sera tal que sus condiciones iniciales queden concentradas
dentro de un sélo tentdculo de la varidad estable. Con esto se intenta evitar,
que se separen demasiado antes de entrar a la zona de interaccién. El sistema
que vamos a estudiar, es el que se corresponde con el retrato fase de la figura
2.5, 0 sea con un grado de desarrollo v = 377. La figura 2.6, muestra en azul
la evolucién temporal, en el retrato fase, de tales condiciones iniciales. En
gris se muestra la herradura y en rojo se muestra un paquete més grande de
condiciones iniciales, que ilustra la manera en que las particulas con distintas
velocidades se van dispersando sobre las variedades, en particular sobre una
inestable. La figura 2.7, muestra la distribucién de densidad correspondiente,
donde se observan algunas oscilaciones alrededor de la zona de interaccion,
pero fuera de ella, la dispersién entre particulas impide cualquier apreciacién
de los ecos.

En cuanto al detector en la regién asintdtica, la medicién se hace préctica-
mente igual que en el caso definido por el potencial 1.16, pero con la diferencia
de que ahora no se mide en todo el intervalo Ap que cubren la variedades,
sino que se limita la sensibilidad del detector a un intervalo de momento, co-
mo se muestra en la figura 2.8¢. En este caso ¢ = 7. La figura 2.8) muestra
en rojo la senal obtenida por dicho detector y en azul la de su andlogo en la
otra variedad inestable (a la izquierda de la isla central en el retrato fase). La
limitacion no afecta el resultado, pues con la sensibilidad en todo Ap la senal
correspondiente no tiene ninguna diferencia significativa ni mejoria alguna,
al menos en el sentido que nos interesa, el cual es medir una senal periddica.
Esto se hace \inicamente para poder hacer una comparacién con el detector
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t =20 t =10

Figura 2.6: Evolucién temporal de un paquete inicial de particulas entrantes
(azul) y salientes (rojo)
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Figura 2.7: Distribucién de densidad cldsica para la secuencia de la figura 2.6

que definiremos mas adelante. De hecho, las pruebas dieron como resultado,
que las variaciones de la sensibilidad del detector a intervalos de momento
distintos no mejoran los resultados para poder medir el periodo de los ecos.

De la figura 2.8, resulta evidente, que la forma convencional de medir no
resuelve el problema. En el sistema anterior, los tentaculos son practicamente
verticales en la zona en la que se suele medir (ver fig. 2.2a), por lo que un
detector sensible sélo a posicién atraviesa en la mayor parte del intervalo Ap
un sélo tentaculo. Para el problema en cuestién, el detector atraviesa a varios
de ellos, atin cerca de la region de interacién (ver fig. 2.8a).

Para resolver el problema se propone generalizar el concepto de medi-
cién en la regién asintética a un detector, cuya sensitividad dependa de una
adecuada combinacién de posicién y momento. En este sentido, la mejor ma-
nera de hacerlo es construir un detector, que siga la forma de los tentdculos,
de tal manera que no atraviese a varios de ellos como lo hace el detector
convencional.

2.2.3. Detector canénicamente transformado

La propuesta es transformar canénicamente el detector convencional en
uno que siga la forma de los tentdculos en la regidn asintotica. Esto equivale a
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Figura 2.8: Detector y su correspondiente senal detectada en rojo. En azul
la del detector del otro lado de la isla central.

encontrar un transformacién canénica, que transforme rectas paralelas al eje
de momento en curvas, que aproximadamente sigan la forma de los tentdculos.
Una transformacién candnica, que resulta ser 1til para tal propésito es la

siguiente
B=p
. 2.1
Q = g+ sign()f (») 3
donde
: 1 g>0
sign(g) = { _, ) <0

Cabe mencionar, que esta transformacién no serd usada en el origen, pues
sélo la necesitamos usar en la regién asintética. Dicho esto, se pude probar
que es candnica, pues tiene como funcién generadora a

P
F(q,P)=qP + / sign(q) f(s)ds (22)
que no es singular, pues Q’;qu‘Tpl =1 # 0. En términos de la funcién genera-
dora, la transformacién queda como
_ 8F(g,P)
p==y
8F(g,P)
Q=35

y se puede verificar que es equivalente a 2.1.
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Figura 2.9: Detector canénicamente transformado y la correspondiente seiial
detectada en rojo. En azul la del dectector a la izquierda de la isla central.

Para el problema en cuestidn, se encuentra que la siguiente funcién apro-
xima bien la forma de uno de los tentdculos en la regién asintética, para al
menos los grados de desarrollo de la herradura de 3=7 a 3710

f(p) = (7Ip])"* + 16Jp| — 4.6 (2.3)

La transformacion nos lleva del detector de la figura 2.8a al de la figura
2.9a. Al lado, en la figura 2.9b, se muestra en rojo la senal obtenida con ¢l y
en azul la que se obtiene con el detector andlogo en la otra variedad inestable.
Ahora, la sefial muestra al menos tres ecos de cada lado y en contrafase,

La figura 2.10 muestra las sefiales que se obtienen utilizando el mismo
detector para otros grados de desarrollo de la herradura. En estos las condi-
ciones iniciales se modifcaron, de tal manera que estuvieran aiin mas concen-
tradas dentro de un tentdculo de la variedad estable. Vemos como ahora no
existe ninguna trayectoria directamente transmitida; las condiciones iniciales
quedaron todas contenidas en un intervalo de continuidad de la estructu-
ra fractal del tentdculo. La siguiente tabla muestra el valor aproximado del
periodo de los ecos medidos a partir de las figuras 2.10 y 2.9b. El valor es
cercano al esperado por 1.21.

Y T Te
310191512225
3% 119.5 | 19.83
3= 1175 | 17.78
3-7 |1 15.5 | 15.54
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Figura 2.10: Sefiales obtenidas para distintos grados de desarrollo utilizando
los mismos detectores candnicamente transformados.
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De esta manera vemos como las mediciones candénicamente transforrmadas
resultan de gran ayuda para medir el periodo de los ecos y por ende resolver
el problema inverso de dispersién para este sistema con un potencial pu-
ramente atractivo. Cabe mencionar, que estos resultados fueron publicados
recientemente [4], pues como se dijo anteriormente este método no habia sido
probado en este tipo de sistemas.




Capitulo 3

Sistema Cuantico

3.1. Evolucidon cuantica

En el caso de la mecanica cuéntica, el objetivo es estudiar la evolucién de
paquetes de onda bajo el mapeo cuédntico correspondiente. Ahora la dindmica
estd gobernada por la ecuacién de Schrédinger

., 0 -

donde H es el operador hamiltoniano, correspondiente a 1.1, que depende de
los, ahora, operadores ¢, p y del tiempo. En analogia con la mecanica clésica,
lo que buscamos es un operador cudntico de evolucién temporal, que nos lleve
de un estado del sistema al tiempo n a otro al tiempo n + 1. Este operador
lo obtenemos de integrar 3.1 en ese periodo y resulta ser

[ = ¢ : 27 =iP2/4h =iV ()/h o i /4h (3.2)
Y esto es el operador de evolucién temporal, que nos relaciona dos estados,
a diferentes tiempos

U(g,n+1) =U¥(q,n) (3.3)

Como estamos interesados en el desarrollo numérico del sistema, nos convie-
ne trabajar en la representacién donde el operador tome su expresiéon mas
simple. Esta es en la base donde el operador sea diagonal. El operador de
evolucion tiene tres factores. Podemos ver que el primero y el tercero toman
su forma mas simple en la base de momento, donde p se reduce a una mul-
tiplicacién por p, mientras que el segundo la toma en la base de posicién,

41
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donde ¢ se reduce a la multiplicacién por g. Para poder aplicar este operador
en su forma mas simple, tendremos que ir cambiando de representacion inter-
caladamente al aplicar cada uno de los factores. En este caso el operador se
reduce a transformaciones de fase, intercaladas por un operador que cambie
de la representaciéon ¥(q,t) a otra ®(p,t). Pero esto sabemos que no es mas
que una transformada de Fourier de la representacién de posicién a la de
momento

1 00 ,
®(p, 1) = / U(q, 1) e~ ™/Pdg = F(U(q, ¢ 3.4
pt) = o= | Vot g =F(¥(g,1)) (3.4)
La transformada inversa nos devuelve a la representacion de poscién
1 00 :
U(g, 1) = / ®(p, 1) /M dp = F-(D(p, t 3.5
(q)\/ﬁ_m(p) P (®(p, 1)) (3:5)

Usando la nomenclatura F para el operador que transfoma de Fourier y F~!
para el inverso, podemos escribir el operador de evolucién, en el espacio de
configuracién, como

U(ql, q) — f—1e—ip2/4ﬁfe~iV(q)/ﬁf—le—ip2/4ﬁf (36)

y nos lleva del estado ¥(q,n) — ¥(q,n+ 1). Para fines practicos, uno podria
pensar que conviene mas escribir el operador en la representacién de momen-
to, pues en ese caso se puede prescindir de una F y una F~! en el proceso
de computo. Sin embargo conviene escribirlo de esta manera, pues mas ade-
lante se introducira el concepto de potencial de absorcién, el cual afhade otro
término al operador, que se aplica en el espacio de configuracion. Asi, la evo-
lucién en un periodo de tiempo, bajo la accién de este operador, involucra
dos transformadas de Fourier y dos inversas. De tal suerte que un eficiente
cédigo de transformada rapida de Fourier (FFT) [5] se vuelve indispensable,
su uso en la elaboracién de esta tesis resulta fundamental. La FFT no es mas
que un eficiente cédigo de computo para calcular una transformada discreta
de Fourier, que explicaremos méas adelante.

3.2. Paquetes de minima incertidumbre

Para estudiar la dindmica cuéntica, se toman como condiciones iniciales
paquetes gaussianos de minima incertidumbre en la representacién de posi-
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cién, definidos como
1 (g—gqmn)® | i

¥(q,0) = —=——==exp ( - _4511;_ + 'ﬁpinQ) (3.7)
\VaVir 9q
Gin Y Din Tepresentan la posicion y el momento en donde se encuentra cen-
trado el paquete; los valores medios en cada representacién. g, representa la
varianza con respecto a ¢;,. Resulta relevante, que estos paquetes toman la
misma forma tanto en la representacién de posicién, como en la de momento

1 (p - pin)2 1
®(p,0) = —=exp|( — ——=— + QP (3.8)
opV 21 ( 4o; h )

Uno puede probar que, salvo una fase irrelevante, una transformada de Fou-
rier nos lleva de 3.7 a 3.8.
Estos paquetes estan sujetos al principio de incertidumbre de Heisenberg,

que en este caso, por ser paquetes de minima incertidumbre, se tiene una
igualdad
I3

090y = 3 (3.9)
De hecho, se puede mostrar [10], que los paquetes de minima incertidum-
bre son el resultado de restringir el principio de incertidumbre o0, > % ala
igualdad y buscar la forma de que un paquete de ondas cumpla tal condicién.
La igualdad 3.9 nos restringe la forma en que construimos las condiciones ini-
ciales. Un cambio en la varianza del paquete en la representacién de posicién
afecta la varianza en la de momento.

3.3. Transformada discreta de Fourier

Analizar numéricamente este sistema implica una discretizacién del siste-
ma. Las funciones ¥(q,t) y ®(p, t) habran de ser representadas por funciones
discretas definidas sobre intervalos acotados. Por lo tanto, habra de elegirse
un intervalo en la representacién de posicién y dentro de él un nimero N de
puntos a los que asociaremos un valor ¥(g,,) = ¥,,. En este trabajo se usan
intervalos simétricos al origen [—@mqz, @maes), donde se hace una particién de
N puntos separados por A, = 2¢e,;/N. Esto define la siguiente relaciéon
entre ¢, y m.

2m

am = (W B 1)qmaz = DgM — Qmaz m=0,2,..,.N-1 (3.10)
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Una vez establecida esta relacién, automaticamente se relaciona a ¥, con
m. Anélogamente se puede definir para p una relacién con un indice k, que
se usa para distinguirlo del de ¢, pero el niimero de particiones sigue siendo
el mismo, N. En este caso tendremos A, = 2pe, /N y

2k
P = (ﬁ ~ )Pmazr = Dok — oz k=0,2,..,N =1 (3.11)
Ahora ¥ y & son funciones discretas representadas por N entradas, en-
tonces necesitamos hacer una transformada de fourier discreta. Esto consiste

en aproximar la integral en 3.4 por la serie

1 N-1 »
= \/ﬁ ZO \I;me Qmpk/hAq

al s(lilbstituir Dk Y ¢m por 3.10 y 3.11 y hacer C = %ei(4ma’+pm"’)/h, nos
queda

P(pr) =@

N-1
P =C Y Ve Aambrk/h (3.12)
m=0
Como @, es la transformada discreta de Fourier de ¥,,,, entonces el exponente
en 3.12 debe ser
AgmAyk/h =21 mk/N

lo que conduce a
AN, =27h/N (3.13)

Esto quiere decir que la resolucién en p no es independiente de la q. Una vez
definido un intervalo y su particién en alguna de las representaciones, en la
otra quedan automdaticamente determinados.

3.4. Potencial de absorcion

Consideremos un experimento numérico, con un estado inicial ¥(q,0), en
el cual no estemos interesados en todos los estados ¥(gq,t), sino sélo en su
estado final ¥(q,T). En este caso, uno podria pensar que el primer F y el
ultimo F~!, que aparecen en el operador de evolucién 3.6, salen sobrando
para los tiempos 1 — T — 1, es decir en estos tiempos sélo iriamos del
estado ®(p,t) —» ®(p,t + 1) y llegando al tiempo T sélo pasariamos de
®(p,T) — ¥(q,T). Esto reduciria el tiempo de cémputo. Sin embargo hay
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una razén fundamental por la cual no conviene hacerlo. El uso de la (FFT)
implica soluciones periddicas a la frontera, por lo que es necesario introducir
un potencial de absorcién. En este caso utilizamos

Vars(q) = —ia(g — ¢.)*  la] > lgc| (3.14)

donde « es una constante, que define de alguna manera, que tan rapida
es la absorcién y ¢, representa un punto cercano al limite del intervalo de
posicién en el que se estd trabajando, donde inicia la absorcién. Si tuviéramos
la disponibilidad de esperar un tiempo infinito, este limite seria también
infinito, como en teoria deberia de ser, pero en este caso no tendriamos que
preocuparnos por las condiciones periddicas a la frontera.

El potencial de absorcion se suma al original en 3.6, pero ademas actia
después de cada evolucién libre. En realidad lo que se hace es multiplicar
la parte cercana al limite del intervalo de ¢ de la funcién ¥(q,t), por una
gaussiana, de tal suerte que en esta parte se desvanezca suavemente. En la
representacion de momento no hace falta hacer algo similar, pues debido a
las caracteristicas del sistema, es de esperarse que el paquete permanezca
acotado en la representacién de momento.

3.5. Distribucion de Husimi

Hasta ahora, tenemos todas la herramientas necesarias para calcular la
dindmica cudntica. Podemos seguir la evolucién temporal de un estado inicial
en cualquiera de las dos representaciones. Ahora, lo que resulta conveniente
es construir una herramienta que nos permita trabajar en las dos represen-
taciones de manera simultanea. Es decir, seria deseable trabajar este sistema
en el espacio fase, como se hace en mecénica cldsica, ya que en él se puede
analizar de una manera pictorica la evolucién del sistema. Una herramienta,
util para este propdsito, resulta ser la distribucién de Husimi, la cual es una
distribucién de densidad definida en el espacio fase y que podemos escribir

como
2

0.0, = | [ oila W (3.19)

donde ¢gp(¢') es un paquete de minima incertidumbre centrado en g y p

y con varianza oy = 4/h/2, de manera que resulte la misma en las dos
representaciones (3.9). Esta distribucién puede verse como el traslape de la
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funcién de onda ¥(q,t) con paqutes de minima incertidumbre en cada punto
de la particién del espacio fase.

En el célculo numérico la transformada rapida de Fourier nos resulta otra
vez de gran utilidad y ayuda a resover este problema, pues permite programar
un c6digo de computo mas eficiente. Para, ver esto, sélo hace falta desarrollar
3.15 como sigue

2

1 © 1 (Q’ - q)2 i ) ] ]
pu(g,p,t) = / exp | — ——— — —pd' )¥(¢,t)dq'| =
27rh —00 ‘/UH /271' ( 40’?_1 h )

2

! )2 .
(q q) )\I,(ql’t)e—zpq’/hdql

1 /00 1
= exp| —
‘ VA R /UH o ( 40?,{

: : ’ _ 1 _ (d—q)* ’
Si se introduce ¥,(¢',t) = onexp( KEQ—HL)\I'(q ,t), entonces 3.15 se

reduce tan solo a )

P (0 p,1) = | F(h(q, 1)) (3.16)
en este caso F transforma de ¢’ — p. Por lo tanto, para calcular la dis-
tribucién de Husimi sélo hace falta calcular v,(¢’,t) para cada valor q y
transformar de Fourier, lo que se puede hacer de manera eficiente con la
FFT. Este procedimiento devuelve pg (g, p,t) para todos los valores de p y se

tiene que repetir para cada valor de gq.



Capitulo 4

Resultados Cuanticos

En este capitulo se explican los experimentos numéricos asociados con el
caso cuantico para los sistemas que hemos definido. Ademés se presentan y
discuten los resultados. Para el sistema que determina el potencial 1.18 se
muestra la utilidad de las mediciones canénicamente transformadas.

4.1. Primer sistema

Una vez mas utilizaremos este sistema, definido por el potencial 1.16, para
mostrar la existencia de ecos, esta vez en mecanica cdantica. Empecemos por
definir el experimento.

El proceso de dispersién cudntico se estudia con la evolucién temporal de
paquetes de onda bajo la accién de el operador 3.6. En analogia con el caso
cldsico, el experimento consiste en preparar un paquete de minima incerti-
dumbre en la regién asintética centrado en una posicién g;; y momento pi,.
Al construir el paquete también han de considerarse otros dos parametros,
la varianza o, para la representacién de posicién y o, para la de momento.
Fijar el valor de una determina la otra, pues esta relacionadas por 3.9, en la
cual se involucra la constante de Planck, pardmetro adicional que introduce
la mecanica cudntica y que define el limite cldsico cuando h — 0.

El valor de p;, deberd ser tal que quede dentro del intervalo Ap que
cubre la variedad estable, en el retrato fase cldsico. Las mediciones ha realizar
son sensibles a la posicién y al tiempo, por lo que debemos considerar una
varianza o, pequena en relacién con el tamano de la regién de interaccion. De
esta manera, el paquete evolucionara libremente hacia el centro del potencial,
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hasta que alcance la zona de interaccién, donde empezara a deformarse.

Ahora centremos el estudio al retrato fase donde la distribucién de Husi-
mi’ serd de gran ayuda para visualizar la evolucién temporal del paquete de
ondas, ademds de un fenémeno que se distingue en la mecédnica cudntica de
la clasica. Este fenomeno se conoce como efecto tunel, que se manifiesta en
que parte de la densidad de probabilidad cuéntica penetra (tunelea) a zonas
inaccesibles para las trayectorias clésicas.

La figura 4.1 muestra la distribucién de Husimi, para distintos valores del
tiempo, de un paquete de ondas que incide en la regién de interaccién. El pa-
quete inicial fue construido de minima incertidumbre con varianza o, = 0.5
a una distancia ¢;; = 10 del origen y centrado en un valor de momento
Pin = —.567. El sistema se definié con una intensidad de la patada A = 0.435
y para la constante de Planck? un valor A = 0.05. La escala de colores va del
azul al rojo y es renormalizada en cada cuadro para una mejor apreciacion.
Al tiempo ¢ = 14, se muestra como el paquete de ondas comienza a entrar a
la zona de interaccién, deformdndose de acuerdo a la estructura de la capa
de dispersién que muestra el retrato fase clasico 2.1. En t = 17, empieza a
seguir dos caminos distintos; una parte es frenada y comienza su regreso a la
regién asintOtica como probalidad reflejada, la otra parte comienza a seguir
la forma de la capa de dispersién alrededor de la isla. En ¢ = 24 se ve la
parte reflejada en su camino de regreso a la regién asintética, mientras que
el resto del paquete ha llegado cerca de la variedad inestable de la izquierda,
un eco comienza a ser emitido. En ¢ = 31, la mayor parte de la distribucién
de densidad llega a la variedad inestable de la derecha para empezar a emitir
un eco, mientras que sobre la otra variedad inestable se ve ya un eco en pleno
regreso a la region asintética. Como se muestra en los siguientes cuadros, este
proceso continda de manera periddica con un periodo aproximado, a juzgar
por la separaciéon temporal entre cada cuadro, de 7 = 14 o menor. En cada
cuadro es posible ver como la probabilidad penetra a la isla y poco a poco
se hace homogénea alredor de ella. El anédlogo cldsico para esta secuencia
corresponderia a un grado de desarrollo de la herradura de v = 377, El pe-
riodo orbital predicho por 1.21 para el periodo de rotacién de las trayectorias
cldsicas, es de 7 = 15.5, mayor al obtenido en este caso cudntico. Esta dife-
rencia es consecuencia del efecto tinel, propio de la mecanica ondulatoria y
ge explica a continuacion.

ldistribucién de densidad definida en el espacio fase
h=h/2n
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Figura 4.1: Distribucién de Husimi para distintos valores del tiempo de un
paquete de ondas que incide en la region interaccion.
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Figura 4.2: Distribucién de probabilidad para el paquete incidente.

En sistemas hamiltonianos el periodo de rotacién de las trayectorias al-
rededor de un punto fijo eliptico, rodeado por una separatriz, tipicamente
aumenta con la distancia. Debido a esto es de esperarse, que la densidad
de probablidad que penetre dentro de la isla, tendrd un periodo de rotacién
menor a la que se queda en la capa de dispersién. En cada revolucién del
centroide de la densidad de probabilidad alrededor de la isla, parte de la
densidad que gira alrededor de la isla tunelea de regreso a la capa de disper-
sién y sale por alguna de las variedades inestables. Debido a este fenémeno,
la separacién temporal entre ecos consecutivos es menor que en mecanica
clasica. Si miramos de nuevo la distribucién de Husimi, se puede observar
como parte de la probabilidad penetra al interior de la isla.

La figura 4.2 muestra la densidad de probabilidad |¥(g,¢)|*> del mismo
paquete que incide en la regién de interaccion. Se puede apreciar una parte
reflejada una transmitida y después se observa como el paquete empieza a
oscilar emitiendo ecos cudnticos de dispersion. Es interesante observar como
hay dos oscilaciones presentes en la figura una de menor amplitud que oscila
entre la otra, que representa a la amplitud de probabilidad que ha tuneleado
a zonas prohibidas para las trayectorias clasicas.

Una senal andloga a la obtenida en el caso cldsico en la region asintética,
es la que se obtiene al medir la densidad de probabilidad a cada tiempo a
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Figura 4.3: Senal obtenida midiendo la amplitud de probabilidad en la regién
asintdtica. En rojo midienda a la derecha y en azul a la izquierda. a muestra
la primera parte y b a tiempo més largo.

una distancia fija g4, lejos del origen. Esta es una manera sencilla de poder
medir el periodo de los ecos. La figura 4.3a muestra esta senal a una distancia
gq = 10. Aqui se ven claramente las oscilaciones que representan a los ecos
cudnticos de dispersién. La senal en rojo corresponde a |¥(qgq,t)| y en azul
a |¥(—qgq,t)|. A tiempos mayores, los ecos ain persisten y son de periodo
menor, pues a tiempos largos la mayor parte de la probabilidad sobre la capa
de dispersion, ya ha salido. La que queda estd atrapada dentro de la zona
donde se encontraria la isla estable cldsica y va saliendo a cada periodo por
efecto tunel hacia la regién asintética. Esto da lugar a la senal mostrada en
la figura 4.3b.

Una novedad que aporta este trabajo es mostrar, que en este sistema
el traslape con un paquete de minima incertidumbre ¢(gq) igual al que se
usé para la evolucién temporal, sélo que fijo sobre alguna de las variedades
inestables de la regién asintética, es tan efectivo para medir los ecos, como
lo es medir tan sélo la amplitud de probabilidad en el punto donde se centra
el paquete. El traslape definido como

< ole@) > [P =| [ 4 (a)¥(g,)dgl” (41)

Ahora, el paquete ¢(q) representa al detector. Para el caso en cuestién,
utilizamos dos paquetes con varianza o, = 0.5, centrados en una posicién
gq = +10 y momento® p; = +0.567; cada uno sobre una de las variadades

3en este caso qq ¥ pg son las respectivas ¢;, ¥ pin de la definicién 3.7
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Figura 4.4: Senal obtenida midiendo el traslape con dos paquetes preparados
en la regién asintética. En rojo midienda a la derecha y en azul a la izquierda.
a) muestra la primera parte y b) a tiempo mds largo.

inestables.

La figura 4.4 muestra el traslape con los dos paquetes de minima incer-
tidumbre centrados en +q4, 4.4a es para tiempos cortos y 4.4b a tiempos
largos. Para los dos métodos el periodo aproximado de los ecos para tiempos
cortos y largos fue de

Te(corto) | 13.65
T.(largo) | 9.9

Es evidente, que en este caso los dos métodos proporcionan la misma
informacion.

4.2. Segundo sistema

Para el segundo sistema, los parametros fueron cambiados para una mejor
apreciacién de los ecos. En este caso utilizamos una desviacién o, = 0.25 y
h = 0.01; mas cerca del limite clasico que el caso anterior. Para la intensidad
de la patada se usa el pardmetro A = 0.554.

Fijemos nuestra atencién en el espacio fase. La figura 4.5 muestra una
secuencia de la distribucién de Husimi a diferentes instantes de tiempo del
paquete de ondas que entra a la zona de de interaccién. Una vez més se
reescala en cada cuadro. En ¢ = 15 el paquete apenas va llegando. En ¢ = 22
se ve como comienza a salir la parte transmitida. No se ve senal reflejada, de
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haberla serfa practicamente nula. En ¢ = 30 la mayor parte de la probabilidad
va ya sobre la variedad inestable de la izquierda. La mayor parte de la que
permanece, llega a la vecindad de la otra variedad inestable. En t = 37 un
eco va de salida por la derecha. Lo que queda sigue rotando alrededor de la
isla. En ¢t = 44 sale un eco por la izquierda y el resto sigue en su rotacion.
Este proceso sigue en las siguientes figuras de manera periddica. A juzgar
por los cuadros, medio periodo de rotacién corresponde a un valor de 8, por
lo que para este caso el periodo aproximado es de 7 = 16, mayor al del caso
anterior. Esto se corresponde con los pardmetros escogidos, pues en este caso
h es menor que en el anterior. El sistema estd mas cerca del limite clasico,
por lo que el tunelaje es menor. De hecho, en este caso se puede ver como,
en lugares donde la probabilidad es pequena, hay agujeros que corresponden
a posibles islas del retrato fase clasico.

A diferencia de su contraparte cldsica, en este caso los ecos se ven muy
claros en la distribucién de probabilidad cudntica en la figura 4.6. El paque-
te entra a la regién de interaccién, una parte sale transmitidad y después
comienza a oscilar. En este caso no se ve ninguna parte reflejada, pues el po-
tencial es completamente atractivo; si la hay, es practimanete nula. Ademas
es interesante observar, como sélo hay una oscilacién alrededor de la isla y no
dos como en el caso anterior. Esto se debe a que este sistema estd mds cerca
del limite clasico y el tunelaje es menor, pero ain asi se notan los efectos
cuanticos, pues los ecos salen a la region asintética sin seguir la forma de las
variedades inestables del caso clasico.

En cuanto a medir ecos en la regién asintética se refiere, para este sistema
se busca una medicién andloga a la que mostré dar buenos resultados en el
caso clasico, donde se usé una transformacién candnica con el propésito de
poder aplicarla también en la mecdnica cudntica. En este caso se mostrara que
para el sistema cuantico, que define el potencial 1.18, el traslape con un
paquete fijo en la regién asintética y transformado con la transformacion
canénica usada en la parte clisica, resulta eficiente y ayuda a mejorar los
resultados obtenidos cuando se usa tinicamente el traslape o la amplitud de
probabilidad.

El paquete deformado, que serd usado como detector, se transforma de
uno de minima incertidumbre usando la funcién generadora 2.2 de la trans-
formacidn canoénica 2.1 y queda expresado en la representacién de momento
como

1 o 2 :
®(P) = N /_ ~¥(ge FlaP)/h g (4.2)
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Figura 4.5: Distribucién de Husimi para el paquete de ondas incidente.
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Figura 4.6: Distribucién de probabilidad para el paquete incidente .

Si lo desarrollamos, sustituyendo a F(q, P)

1
V2rh

(I)(P) i €xXp (_Z fP f(S)dS/h) /oo \I}(q)e—iqP/hdq

V2rh —0
Esto quiere decir, que para que el paquete tome la forma deseada sdlo
se necesita transformarlo de la representacién de posicién a la de momen-
to con una transformada de Fourier. Después multiplicar por la expresion
exp (—i [¥ f(s)ds/h). Finalmente y para poder calcular el traslape, sélo se
necesita pasar a la representacion de poscién usando una transformada de
fourirer inversa.

La figura 4.7 muestra las tres figuras que corresponden a medir a) con la
amplitud de probabilidad en los puntos g; = 7 de la regi6n asintética, b) dos
paquete de minima incecrtidumbre centrados en +gq4 y ¢) los dos paquetes
anteriores deformados usando 4.2. Se puede ver una mejoria al pasar de
un método de medicién a otro, siendo el més efectivo el propuesto con la
transformacion canénica. Contrastantemente con el caso anterior el periodo
para este caso fue de 7, = 16.54.

®(P) = /_0:0 U(q) exp (—i /P f(s)ds/h)e 9P " dq
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Figura 4.7: Senial obtenida, midiendo a) la amplitud de probabilidad en la
regién asintotica (izquierda en azul, dercha en rojo), b) el traslape con dos
paquetes de minima incertidumbre, ¢) el traslape con dos paquetes candmni-
camente transformados.




Conclusiones

En este trabajo se ha tratado el problema inverso de dispersiéon para sis-
temas no integrables. El estudio se ha realizado en mecdnica cldsica y en su
contraparte cuantica. De manera numérica se ha podido verificar la relacién
que se guarda entre el grado de desarrollo y el periodo orbital de la trayec-
torias. Para el primer sistema clésico, los resultados obtenidos, reproducen
algunos obtenidos en trabajos previos. Su estudio fue de gran importancia
pues permitié el entendimiento de los métodos necesarios para abordar el
problema de dispersion.

Para potenciales atractivos, esta es la primera vez que se intenta medir
ecos. En este caso las mediciones convencionales no dieron resultados sa-
tisfactorios y no fue posible extraer informacién de ellas. Para resolver el
problema se propuso generalizar el concepto de medicién al espacio fase, lo
cual cambio sustancialmente los resultados de las mediciones. Las mediciones
canonicamente transformadas en mecénica clasica dieron buenos resultados
y gracias a ellas se pudo extraer el periodo de los ecos.

En la parte cudntica, los resultados obtenidos para el primer sistema die-
ron los resultados esperados, obteniéndose un periodo de los ecos menor al
de su contraparte clasica, esto debido al tunelaje hacia el interior de la isla,
zona prohibida para las trayectorias cldsicas. Ademds se mostrd, que medir el
traslape con paquetes preparados en la regién asintética, proporciona la mis-
ma informacién que la que se obtiene midiendo la ampltitud de probabilidad
a una distancia fija del origen, en la region asintética. Esto ayudé como base
para abordar el problema desconocido que representaba el segundo sistema.

A diferencia de su analogo clasico, el segundo sistema cuantico no pre-
senté dificultades en la observacién y en la medicién de los ecos. En este caso,
el traslape con un paquete preparado en la regién asintética demostrd ser
superior para medir los ecos, que medirlos tan sélo con la ampltitud de pro-
babilidad. Las medidas canénicamente transformadas, aunque no fueron de-

a7
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terminantes en la medicién de los ecos, ayudaron a mejorar la senal.

Mas pruebas han de ser realizadas con este sistema para su mejor enten-
dimiento. Por lo pronto se estd en platicas con el grupo de éptica atémica
de Rio de Janeiro, en particular con el Dr. L. Davidovich para proponer un
experimento de este tipo, donde laseres emulan el potencial pulsado. Estos
experimentos son factibles en el dominio clasico, pero al parecer la tecnologia
actual de grupos como el de Paris ya permite llegar al dominio cuéntico.
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