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Introducción

La propagación de ondas y su difracción son cent rales en el mundo que nos
rodea y su medición aporta elementos para desen trañar los secre tos de la na
turaleza . Estos fenómenos implican muchas in teracciones y por ello las obser
vaciones suelen complicarse. Una manera de entender una amplia variedad
de fenómenos en distintas escalas es por medio del estudio de la propagación
de ondas elást icas.

El presente t rabajo ini cia con la teoría de la propagación de ondas planas
y cilíndricas. En el capít ulo 1 se aplica el método del número de onda ho
rizont al discreto para generar fuentes cilíndricas SH (problema anti-p lano) .
También se estudia la Ley de Snell y el fenómeno de la reflexión y la re
fracción de ondas elásti cas planas incidentes en una interfaz plana, y en la
superficie libre en donde las tracciones son nulas. Por medio de la matriz
global, que es un método basado en la separación de variables, se obtienen
las funciones de transferencia en cualquier punto del dominio espacial. Se
muestran comparaciones ent re los métodos de Haskell -Thompson ver (Aki ,
K. , y P.G. Ri chards, 2002) y el de la matriz global para ondas SH y P-SV
con diversos ángulos de inc idencia, de polarización (entre las ondas SH y
SV) y de azimuth. Los resultados en el dominio del ti empo se presentan
hacien do uso de la ondícula o pulso de Ricker que es frecuentemente ap licada
en problemas de sismología.

Las soluciones analíti cas están restringidas a problemas con configura
ciones de geometría simple. Por esta razón , para estudiar dominios de
geometrías realistas se hace uso de métodos numéricos, que aunque son
aproximados dan resultados que represen tan la física del problema. En
t re los métodos numéricos se cuenta con : "elementos finitos" , "elementos
de contorno" (BEM, IBEM), "diferencias finitas" , entre ot ros. Se dec idió
t rabajar con el método de las diferen cias fini tas ya que es relativamente sen
cillo simular geometrías complejas . Existe una gran vari edad de esquemas
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de diferencias finitas , por ejem plo aquellas que se formulan en coordenadas
cilíndricas o esféricas, pero las más socorridas son las que se cons t ruyen en
coordenadas rectangulares. Debido a que existen distintas configuraciones
de mallado, como las rectangulares y las triangulares , la obtención de los
distintos operadores diferenciales como el Laplaciano se realizan de distin
tas maneras. Por ejem plo, este está formado por derivad as parciales que
son aproximadas con el uso de diferencias fini t as de órdenes superiores . Para
ilustrar esto consideramos la primera o segunda derivada de una función; esta
puede obtenerse de manera aproximada considerando puntos adyacentes al
lugar geométrico de la derivada, por lo que si se considera un punto atrás
y otro adelante del lugar de la derivad a , se dice que se t rata de dife rencias
finitas de segundo orden; ya que usa dos puntos, y así suces ivamente para
órdenes superiores . En este trabajo se utilizan configuraciones simét ricas,
es decir el mismo número de puntos hacia at rás que hacia adelante. Exis
ten configuraciones sólo hacia adelante o sólo hacia at rás en inglés (forward
y backward) , y otras combinadas. Se exploran y desarrollan programas de
cómputo para mallas rectangulares (para esquemas centrados y alternados) y
para mallas triangulares con un esquema alternado en problemas homogéneos
y heterogéneos. En estos casos se suponen fuentes puntuales SH y P -sv
y se muestran resultados numéri cos. Las diferencias fini tas son una ma
nera eficiente de simular la propagación de ondas elásticas . No obstante,
para m an tener la duración de los cálculos den tro de límites razonables la
dimensión del modelo deb e acotarse y las condiciones de frontera apropiadas
deberían simular la irradiación al exterior.

Las fronteras absorbentes son un recurso matemático que busca dar solu
ción a un problema físico (la irradiación al infinito) . Las fronteras absorbentes
son ap licadas en campos muy diversos como en la sismología, óptica, electro
magnetismo, et c., pero a la vez afines ya que todos estudian el fenómeno de la
propagación de ondas de distintas característ icas . Existen también las capas
absorbentes, que comparadas con las condiciones de fronteras ab sorbentes
son mucho más fáciles de aplicar ya que toman una banda de N puntos en la
vecindad del límite del dominio interno en la que se modifican las propiedades
del medio para amortiguar parte de la energía. En las fronteras absorbentes.
sólo se utilizan los puntos del límite del dominio interno y en ellos se ap lican
las propiedades de l dominio exter ior. En las fronteras absorbentes espec
t rales se ap lica el último concepto y se busca obtener la rigidez (propiedades
del medio) que simule las característi cas del dominio exterior y así, cuando
la onda llegue a la frontera se simulará la irradiación de la energía al exte-



INTRODUCCIÓN IV 

rior. En el capítulo 3 se formula la teoría de un tipo de frontera absorbente, 
llamadas "fronteras absorbentes espectrales" ya que utilizan el par de trans
formadas de Fourier para pasar de un dominio a otro, del dominio f - "', al 
de f - x, o al t - '" y luego al t - x . Se obtienen resultados fundamentales 
para una frontera de forma plana y una circular. Debido a que el desarrollo 
de la teoría de las fronteras absorbentes espectrales está en sus inicios sólo 
se presentan resultados teóricos en el dominio de la frecuencia. 

Finalmente se explora un esquema de diferencias finitas alternado de 
malla triangular en el problema de una inclusión circular 2D. Se busca estu
diar el comportamiento de una onda compresional generada en el fluido , que 
pasa a través del mismo alcanzando la interface fluido-sólido y la del sólido 
exterior. 

Objetivos 

El presente trabajo tiene los siguientes objetivos: 

1. Estudiar las bases del fenómeno de la propagación de ondas elásticas a 
través de estratos planos. 

2. Estudiar diversos esquemas de diferencias finitas de órdenes superiores , 
específicamente los esquemas centrado y alternado con malla rectangu
lar y el alternado con malla triangular. 

3. Desarrollar programas de cómputo en Fortran 90/95 (Chapman, S.J. , 
2004) (Ellis, T.M.R. , LR. Philips, y T.M. Lahey, 1994) para los tres 
esquemas indicados. 

4. Desarrollar la teoría de una frontera absorbente espectral que utilice el 
par de transformadas de Fourier como fundamento, y se pueda aplicar 
de manera sencilla en diversos métodos numéricos en el dominio de la 
frecuencia. 

Los programas de cómputo fueron desarrollados en el programa Salford 
Fortran 90/95, las gráficas en MATLAB 7, Y el texto fue escrito con ~'IEX 
(Lamport, L., 1994). 



Capítulo 1 

Ondas planas y cilíndricas 

La teoría de la elasticidad ver (Fung, Y.C. , 1965) , nos muestra que la solución 
de la ecuación de movimiento describe dos tipos de ondas elásticas, las 
compresionales y las de cortante. En este capítulo se verá que estas on
das se propagan de manera diferente, con velocidades que dependen de 
las propiedades elásticas del material. Se consideran medios homogéneos , 
isótropos y elásticos. Durante la propagación de las ondas a través del medio , 
la relación entre los esfuerzos y los desplazamientos está dada por la ecuación 
de movimiento homogénea, que no incluye el término de fuerzas de cuerpo, 
así que la segunda Ley de Newton F = ma puede ser expresada como: 

OCTij ( ) _ 02U¡ (x, t) 
ox . x, t - P ot2 

J 

(1.1 ) 

La ecuación de movimiento también puede ser expresada y/o resuelta en 
términos de los desplazamientos, ya que los esfuerzos están relacionados con 
las deformaciones , y los esfuerzos se pueden obtener derivando los desplaza
mientos. La ecuación de movimiento relaciona las derivadas espaciales del 
tensor de esfuerzos con la derivada temporal del vector de desplazamientos, 
expresando la ecuación (1.1) en coordenadas cartesianas (x, y, z), comen
zando con la componente x se tiene: 

para expresar la ecuación (1.2) (y las correspondientes a las direcciones y e 
z) en términos de los desplazamientos se utiliza la ley constitutiva de Hooke 
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para un medio homogéneo, isótropo y elástico que está en función de las 
constantes de Lamé (A Y J1): 

(1.3) 

donde e es la dilatación y se representa como e = eii = ~aafj + ~aau + ~aau = \7 . U 
Xl X2 xa 

que es la divergencia del campo de desplazamientos u(x). La dilatación mues-
tra el cambio de volumen por unidad de volumen asociado con la deformación. 
eij es el tensor de deformación que describe las deformaciones internas del 
medio y puede expresarse usando los componentes de los vectores de des
plazamiento (u x , U y, uz ): 

e · · = r .1 ¡~a~ auxj OJ 2 ax ay 
.1 auz + aux 
2 ax az 

.1 (au x +~) 
2 ay ax 
~ ay 

.1 (8uz +~) 
2 ay az 

.1 ¡au
x + auzj 1 2 az ax 

.1 ~ + auz 
2 az ay 

auz 
fu 

Así los esfuerzos en términos de los desplazamientos están dados por 

8ux 
O" xx = Ae + 2J1 exx = Ae + 2J1 8x 

(
8ux 8Uy) 

O"xy = 2J1 exy = J1 8y + 8x 

(
8ux 8uz) 

O"xz = 2J1 exz = J1 8z + 8x 

Las derivadas espaciales de las componentes de los esfuerzos son: 

80" xx A 8e 82ux 
fu = 8x + 2J1 8X2 

80" xy = J1 (82ux + 82
Uy ) 

8y 8y2 8y8x 

80"xz = J1 (82ux + 82
uz ) 

8z 8 z2 8z8x 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

pues para un material homogéneo las constantes elásticas no varían con la 
posición. Finalmente, sustituyendo las derivadas en la ecuación de movimiento 
y utilizando las definiciones de la dilatación e y del Laplaciano \72( ux ) = 
a2 a2 a2 . 
~ + ~ + ~ se obtIene: 8x2 8y2 8z2 

(1.7) 



CAPÍTULO 1. ONDAS PLANAS Y CILÍNDRICAS 3 

para la componente x de la ecuación de movimiento (1.1) . De igual forma 
se pueden encontrar ecuaciones similares para las componentes del desplaza
miento y y z. Las tres ecuaciones pueden combinarse, utilizando el operador 
Laplaciano del campo de desplazamientos que en coordenadas cartesianas 
adquiere la siguiente forma: 

(1.8) 

de manera que se tiene la ecuación vectorial: 

que es la ecuación de movimiento para un medio isótropo elástico, escrita en 
términos de los desplazamientos. La ecuación anterior puede escribirse en 
función de la identidad 

\72u = \7(\7 . u) - \7 x (\7 x u) (1.10) 

para obtener: 

82 u(x, t) 
(A + 2p)\7\7 . u(x, t) - p\7 x \7 x u(x, t) = P 8t2 

(1.11) 

Para dar solución a la ecuación anterior se puede expresar el campo de des
plazamientos en términos de otras dos funciones , <jy y 'l1 , que son conocidas 
como potenciales: 

u(x, t) = \7<jy(x, t) + \7 x 'l1(x, t) (1.12) 

En esta representación, el desplazamiento es la suma del gradiente del poten
cial escalar <jy(x, t) y del rotacional del potencial vectorial 'l1(x, t). La parte 
asociada con el potencial escalar no tiene rotacional \7 x (\7 <jy) = O por lo que 
representa las ondas compresionales P. y la parte asociada con el potencial 
vectorial tiene divergencia igual a cero \7 . (\7 x 'l1) = O, esto significa que 
no hay cambio de volumen, y representa a las ondas de corte S, ver (Aki , 
K., y P.G. Richards, 2002). Sustituyendo los potenciales en la ecuación de 
movimiento (1.11) y ordenando los términos, da: 

(1.13) 



Capítulo 1 

Ondas planas y cilíndricas 

La teoría. de la elasticidad ver (Fung, Y.C. ) 1965), nos muestra que la solución 
de la ecuación de movimiento describe dos tipos de ondas elásticas, las 
compreswnales y las de cortante. En este capltulo se verá que estas on
das se propagan de manera diferente, con velocidades que dependen de 
las propiedades elásticas del material. Se consideran medios homogéneos, 
isótrapas y elásticos. Durante la propagación de las ondas a través del medio, 
la relación cntre los esfuerzos y los desplazamientos está dada por la ecuación 
de movimiento homogénea, que no incluye el término de fuerzas de cuerpo. 
así que la segunda Ley de NewtoD F = ma puede ser expresada como: 

OU;; ( ) _ 02u; (x, t) 
ox . x ,t -p iJt2 , (1.1 ) 

La ecuación de movimiento también puede ser expresada y/o resuelta en 
términos de los desplazamientos, ya que los esfuerzos están relacionados con 
las deformaciones} y los esfuerzos se pueden obtener derivando los desplaza
mientos. La ecuación de movimiento relaciona las derivadas espaciales del 
tensor de esfuerzos con la derivada temporal del vector de desplazamientos, 
expresando la ecuación (1.1 ) en coordenadas cartesianas (x) y} z), comen
zando con la componente x se tiene: 

Ou • .(x , t ) ou.,(x , t ) ou .. (x , t ) 02u.(X , t) () 
ox + oy + oz = P iJt2 1.2 

para expresar la ecuación (1.2) (y las correspondientes a las direcciones y e 
z) en términos de los desplazamientos se utiliza la ley constitutiva de Hooke 
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CAPÍTULO 1. ONDAS PLANAS Y CILÍNDRICAS 2 

para un medio homogéneo, isótropo y elástico que está en función de las 
constantes de Lamé (,\ y 1'): 

ffij = >. e J;.I;: éij + 2p eij ;:::: MM;j + 2jl eij (1.3) 

donde (} es la dilatación y se representa como 8 = ej¡ = ~." + =.Bu + ~.u = V . U 
I1 rr .. 

que es la divergenciaclel campo de desplazamientos u (x). La di atación mues-
tra el cambio de volumen por unidad de volumen asociado con la deformación. 
e i j es el tensor de deformación que describe las deformaciones internas del 
medio y puede expresarse usando los componentes de los vectores de des
plazamiento (tt:rl1tYl 'U,:): 

e .. ; [l~~~~l H~~~) Í(~:::)l 
1) 28z 8y lJy 2(8% élY) 

! ~ + ~ ! (!h!.t + ~) º'" lar 8:: lay 8: a, 

Así los esfuer.lOs en términos de los desplazamientos están dados por 

() OU z 
CT r:r = >. + 21' ez:.- = )..(} + 2" ox 

. (au. au.) 
G'ry = 21' e:¡[1I = Jl ay + ax 

(au. au,) 
O':n = 2Jl Crz = Jl éJz + ax 

Las derivadas espaciales de las componentes de los esfuerzos son: 

a"" ; ,\ ao + 21' a'u. 
ax ax ax' 

8ax/J (8'1.uz {J'1. UIJ ) 
--= JL --+--ay ay' ayax 
a"" (a'u. a'u, ) - ;1' -+--az az' azax 

( 1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

pues para un material homogéneo las constantes elásticas no varían con la. 
posición. Finalmente, sustituyendo las derivadas en la ecuación de movimiento 
y utili1..ando las definiciones de la. dilatación fJ y del Laplaciano V'1. ( uz ) = 
02u{ + lflu" + lflu" se obtiene" 
8z a,; 8:' " 

(1.7) 
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para la componente x de la ecuación de movimiento (1.1) . De igual forma 
se pueden encontrar ecuaciones similares para las componentes del desplaza
miento y y z. Las tres ecuaciones pueden combinarse, utili zando el operador 
Laplaciano del campo de desplazamientos que en coordenadas cartesianas 
adquiere la siguiente forma: 

(1.8) 

ele manera que se tiene la ecuación vectorial: 

a'u(x, t) 
P + ~ ) '17 ('17 . u(x , t)) + ¡,v'u(x, t) = p Ot' (1.9 ) 

que es la ecuación de movimiento para un medio ¡sótropo elástico, escrita en 
términos de los desplazamientos. La ecuación anterior puede escribirse en 
función de la identidad 

'I7'u = '17('17. u) - '17 x ('17 x u) 

para obtener: 

a' u(x, t) 
P + 2~)'17'17 . u(x, t ) - IN x '17 x u(x, t) = P at' 

(1.10) 

(1.11) 

Para dar solución a la ecuación anterior se puede expresar el campo de des
plazamientos en términos de otras dos funciones, <p y W 1 que son conocidas 
como potenciales: 

u(x, t) = 'l7q,(x, t ) + '17 x <I>(x, t ) (1.12) 

En esta representación, el desplazamiento es la suma del gradiente del poten
cial escalar ¡fJ( x , t) y del rotacional del potencial vectorial w(x , t ). La parte 
asociada con el potencial escalar no tiene rotacional V' x (V'f/J) = O por lo que 
representa las ondas compresionales P _ y la parte asociada con el potencial 
vectorial tiene divergencia igual a cero \1 . (\1 x q¡ ) = O, esto significa que 
no hay cambio de volumen, y representa a las ondas de corte S, ver (Aki , 
K. , y P.G. llichards, 2002). Sustituyendo los potenciales en la ecuación de 
movimiento (1.11 ) y ordenando los términos, da.: 

a' 
(>. + 2~)'I7( 'I72q,) - 1''17 x '17 x ('17 x 'li ) = P at,(\1q, + \1 x <1» (1.13) 
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Utilizando la ecuación (1.10), el segundo término de la ecuación (1.13) queda 
COlDO: 

v x V x (V x <1' ) = -V'(V x <1' ) + V(V· (V x <1' )) = -V'(V x <1' ) (1.14) 

debido a que la divergencia del rotacional es cero. Por lo que la ecuación 
(1.14) queda como: 

V [(H 21' )V'q,(x, t) - P 8'~~, t) 1 = - V x [1' V'<I'(x , t ) - P 8'~;~, t ) 1 
(1.15 ) 

Se obtiene una solución de la ecuación cuando ya sea el gradiente de la parte 
izquierda de la ecuación (1.15) o el rotacional de la parte derecha de la misma 
ecuación vale cero. El potencial escalar satisface: 

V' -"( ) = 2.. 8'4>(x , t) 
'f' X , t 0'2 8t 2 

(1.16) 

donde Q es la velocidad de propagación de las ondas compresiona les p ) 

(1.17) 

De igual forma, el potencial vectorial satisface: 

V'<I'( ) = 2.. 8'<I' (x, t) 
X , t f32 fJt2 (1.18) 

donde f3 es la velocidad de propagación de las ondas de corte S , 

(1.19) 

y estas son las ecuaciones de onda. 
Las direcciones de polarización de la onda de corte son definidas como 

SV para ondas de corte con desplazamiento en el plano vertical (X-Z), y las 
SH. para las ondas de corte polarizadas horizontalmente con desplazamiento 
en la dirección y que es paralela a la superficie terrestre. 
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1.1 Reflexión de ondas planas SH, P y SV en
superficie libre

Utilizando la teoría mostrada anteriormente, se pueden determinar los valores
de desplazamiento y de t racción para ondas in cidentes P y S en un medio
con est ratos horizontales.

P ara las ondas SR no es necesario recurrir a los potenciales y el desplaza
miento antip lano v satisface la ecuación (1.18) de mane ra que una onda inci

dente plana est á dada por v = f (t - ~ sin I + ~ cos 1 ) . Es posib le demostrar
que para sat isface r tracciones nulas en z = O se requiere una onda reflejada
dada por v = f (t - ~ sin I - ~ cos 1) . Es decir J.L ~~ = o. En este caso

T(u) = O Y v = 2f (t - ~ sin 1) en z = O. Siendo f3 la veloci dad de propa
gación de las ondas de corte y I el ángulo de inciden cia de la onda plan a .
Usualmente se utiliza el término de lenti tud hori zontal sip"Y que es el recíproco
de la velocidad horizon tal aparente. Una vez con los desplazamientos se ob
ti ene la tracción ya que ambos conceptos están relacionados entre sí, de la
siguiente m an era:

(1.20)

donde ( Tzx , Tyz , Tzz ) representan las componentes de la t racción o los esfuerzos
de las direcciones or togonales, y J.L el módulo de cortante.

r zx = r yZ = r zz = 0
x

y

z

Fi gura 1.1: Incidencia y reflexión de una onda plana SH en la superficie libre de un
semiespacio con los ángulos de incidencia y de reflexión , .

P ara el caso de la in cidencia de ondas planas P se t iene n dos com ponentes
de desplazamiento U x o u y U z o w que dep enden del po ten cial escalar cP, u
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y w son los desplazamientos en las direcciones x y z respectivamente:

y las tracciones en una superficie horizont al están dadas por:

6

(1.21)

(1.22)

A Y f1 son las constantes de Lamé.
Al igual que las ondas P , las ondas SV t ienen dos componentes de des

plazamiento u y w , pero dependen del potencial vect orial Wy no del escalar
C/>, por lo qu e el campo de desplazamiento está dado por:

(1.23)

y las tracciones son:

(1.24)

Para las ondas P el potencial escala r c/> está formado por la suma de los
potenciales escalares , el incidente c/>inc y el reflejado c/>re f, ambos son ondas
planas armónicas que sati sfacen la ecuación de la onda (1.16) . c/> = c/>inc +c/>re f l .

A..inc A [0 ( sin B cos B )]
'+' = exp u» -;-x-~z- t

A..re f l B [ . ( sinB cos B )]'f' = exp zw --x +--z - t
a a

(1.25)

(1.26)

y para las ondas S suce de lo mismo sólo que se utiliza el potencial vectorial
W que sati sface la ecuación (1.18), 'ljJ = 'ljJ inc + 'ljJ reJI .

• /,inc e [0 ( sm 1 cos 1 )]
'f/ = exp ua -¡¡-x - ----¡¡- z - t

.(,re! 1 D [0 ( sin 1 cos 1 )]'f/ = exp zw - - x +--z - t
(3 (3

(1.27)

(1.28)
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r :;;x = t: vz = t: zz = O

z reflejada SV

x

x

y~ff'j'd'P
./7 reflejada SVzincidente SV

Figura 1.2: Incidencia de una onda plana P en la superfic ie libre (por lo que Tz i = 0,
i = x, y, z) de un sólido elástico. Los ángulos () y I están definidos en fun ción de las
trayectorias de las ondas planas reflejadas, ya sean P o SV respecti vamente.

t: zr = T yz = T zz = O

Fi gura 1.3: Ondas planas P y SV reflejadas como consecuencia de una onda plana SV
inc idente en la superfici e libre (por eso Tz i = 0, i = x , y, z) de un semiespacio , con sus
respectivos ángulos de incidencia y de reflexión .

donde I Y () son los ángulos de inciden cia para ondas S y P respectivamente,
¡3 y O:' corresponden a las velocidades de propagación, t es el t iempo, w es la
frecuencia y A , B , e,D son las amplitudes de las ondas inciden tes y reflejadas
en las interfaces de los estratos.

En estas ecuaciones , como en el caso SH se han empleado argumentos
espacio-tem porales que describen ondas planas pero además se ha parti cu

larizado el tratamien to con exponenciales complejos de la forma e[iw( :r~n -t )].
Así de esta manera la variable ti empo puede manejarse de m anera algebraica
considerando a la frecuencia w como un parámetro. La solución en tiempo
será materia de la síntesis de Fourier.

Las ecuaciones anteriores pueden simplificarse utilizando los términos de
número de onda horizon tal y ver ti cal. Debido a que los medios con los que
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se trabaja presentan estratos horizontales y, utilizando la Ley de Snell , 

sm "Y 

fJ 
sin e 

a 
(1.29) 

el número de onda horizontal K.% permanece uniforme en todo el sistema de 
estratos 

w W . tl 
liz = -Sln "(:;: -SlDu 

fJ a 
(1.30) 

contrariamente a lo que pasa con el número de onda vertica1 "':: o r¡ para 
ondas P y v para. ondas S, que cambia en cada. estrato dependiendo de su 
velocidad de propagación y del ángulo de incidencia de las ondas: 

w~ 
li z = 1/ = f3 COS"'1 = V 7fi - K,;, 

w ~' "':: = V = -cos (J = 2 - "'i· 
a a 

(1.31) 

(1.32) 

Estas ecuaciones paIa los números de onda verticales ticnen una forma que 
garantiza que la ecuación e {i (K.~- ... t)1 sea una solución genérica de las ecua
ciones (1.16) o (1.18), dependiendo del tipo de onda considerada. Cuando 
el número de onda horizontal es cero 1i'Z = 0, el número de onda vertical es 
1] = ¡ lo que significa que la propagación de las ondas planas se da sólo en el 
eje z. Cuando K% = ¡ el número de onda vertical es T} = O Y no hay propa.
gación en la dirección z, solo en la x . En el caso de que el número de onda 
horizontal varíe de O < K.z < ~) el número de onda vertical tendrá valores 
entre O < '1 < ~ y los frentes de onda tendrán ángulos de O~ < i < 3600 simu
lando una fuente cilíndrica formada por ondas planas . Y cuando ~ < K. % < 00 

el número 7J será complejo 10 que significa que las ondas se propagarán a lo 
largo de la interface disminuyendo su amplitud con respecto a la profundidad 
del estrato. 

Para comprender mejor el fenómeno de la reflexión de ondas se obtienen 
los coeficientes de reflexión ante ondas incidentes P y SV en la superficie 
libre (z = O) ,ver figura 1.2 y 1.3, de un semiespacio. Estos coeficientes son 
el cociente entre la amplitud de la onda reflejada y la amplitud de la onda 
incidente. 

En el caso de una onda. incidente P , los valores de las tracciones en planos 
horizontales dentro del semiespacio son: 

T .. = 2pfJ' iw p ;~ + p( 1 - 2fJ' p' )w"IJ"/1 (1.33) 
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(1.34) 

si se sustit uyen los valores de los potenciales evaluados en z = O y se impone 
que alú T: z = Tu ;:::: O, se obtienen las siguientes ecuaciones: 

2(3'p <os O (Al _ .4,) + (1 - 2(3' p')B, = O 
Q ' 

"( 'leos,,! (1 - 2(3 p ) At+ A,) + 2(3 ¡'TB, = O 

donde Al corresponde la onda incidente P , Al es la ampli tud de la onda 
reflej ada. P y 8 '2 lo es de la onda. reflejada S, p es la densidad de masa, i 
es la unidad imaginaria y p = sinO/a:;::: siu ¡/f3. Resolviendo el sistema. de 
ecuaciones formado por las ecuaciones anteriores, se obtienen los coeficientes 
de reflexión para una. onda. plana P incidente, ver figura 1.4. Estos son: 

Al 4.B4p'2~T - (1_2fj'lpl)2 sin28 sin2')'- J{'lcos2 2¡ 

Al = 4f34p2co;9 cp' + (1 - 2jPp2)2 = sin 2fJ sin 2'1 + K 2 cos'l 2; 

B, -4(3'¡,~' (1 - 2(3'p') -2 sin 20 <os 2, 
A, = 4(3'1" ",;; ' "i' + (1 - 2(3'1")' = -'si-n""2"'0-'si'-'nC:2C-,"+'--';¡':':(2;"co"-cs'''2'--, 

donde [(' = a'f(3', (1 - 2(3'p') Y 2sinO<os O = sin28. 

(1.35) 

(1.36) 

En la figura 1.4 e) se aprecia que para una onda !>lana incidente P , se 
reflejan dos ondas planas, una P y una SV. A este fenómeno se le conoce 
como conversión de modos. Un caso especial que se puede observar en las 
figuras 1.4 a) y b) , es cuando se presenta un ángulo de incidencia f) = O°. 
Esta situación corresponde a una onda incidente compresiona! y una onda 
reflejada de tensional , ya que no se presenta una onda SV reflejada.. Un 
segundo caso especial ocurre cuando no se presenta una onda P reflejada, 
es to sucede para algunos valores de la razón de Poisson, como por ejemplo 
/1 = 0.25 los ángulos de incidencia en los que no se presenta reflexión de onda 
P son 8 = 60·, 77.5" y estos ángulos son llamados ángulos de reflexión total. 

En el caso de una onda incidente plana SV reflejada en la superficie libre 
(z = 0), ver figura 1.3, se tiene que: 

D",,,/I 
T,. = 2pfJ'iw p-----¡¡-;- + p(1 - 2fJ'¡,')w' ,¡, = O (1.37) 

T" = - p(1 - 2(3'p')w'",,· /1 + 2p(3' iw p :~ = O (1.38) 
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O .L-'-t-~+-'--t-...........,,-'--t-.L-,.~-+-'--+--'-'I

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0.8

- 0.6

~. 0.4..
.g

0.2-e

.ª9- O - v= I/3
~ - ",=0.3

-0.2 = 0.25
- v=O.2

-0.4 - v=0.15
-0.6 +---'---+-~t-'--+--'-+~-t-'-r-~;=o"~-'--1

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0.8 1
0.7 ~

t-0.6 1
~
C1:¡ ' 0.5

~ 004 1
l 0.3 {

~ 0.2 ";:

0.1

- v= I/3
- v=0.3

v=O.25
- v=O.2
- v=O. 15

a) Angulo de incidencia1l (grados) b) Angulo de incide ncia. El (grados)

e) z

Figura 1.4: Relaciones de amplitud para una onda incidente P , considerando distintos
cocientes de Poisson v . La figura a) mu estra la relación entre los coefic ientes de la onda
P reflejada y la onda P incident e, b) y los coeficientes de la onda SV reflejada y la onda
P incident e y c) esquema de las ondas incidente y reflejadas.

y sustit uyendo los valores de los potenciales escalar y vectorial evaluados en
z = O, se obtiene:

(
2 2 2 ces -y )- 1 - 2(3 P )A2 + 2(3 p(3(B I - B2 = O

los coeficientes de reflexión ante una onda plana SV in cidente, ver figura 1.5,
son:

B2 _ 4(34p2~T - (1 - 2(32p2)'2

B I - 4(34 p2 co;O CO;I'+(1 -2(32 p2)2

.4.2 4(32p~(1 - 2(32p2)
BI - 4(34p2Co; 0CO; 1' + (1 - 2(32p2)2

sin 28 sin 2, - 1<2cos22,

sin 28 sin 2, + 1<2cos? 2,

2]{2 sin 2, cos 28

sin 28 sin 2, + ]{2 cos- 2,

(1.39)

(1.40)
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-2.4 
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- _113 

- "'.3 
'""" - ,.o, 

- V=O.IS 

o , 10 15 E n ~ » ~ 45 

b) Ángulo de iltCldencilo,}' I¡rados) 

Figura 1.5: Relaciones de amplitud paro UIIO onda incidente S V . COrl,idcr(lndo distintos 
C'OCicntes de Po;sson v. lA figuro a) muestro la re/oció" de lo. coefici01lcll de la onda SV 
" flejada y la orlda S V incidente, b) y los coeficitnle, de ¡" andcl P rfftcjada y fa ondo 
S V incidente ye) esquema de Jas ondas incidente y reflejados. 

De igual forma que en la incidencia de ondas p , existe conversión de 
modos cuando se t iene una. onda incidente SV. En la figur" 1.5 se aprecian 
varios casos, 1) cuando el ángulo de iucidcncia l' = O· existe una onda SV 
que se refleja con el mismo ángulo y la. misma. magnitud, no se presenta 
reflexión de onda P , 2) es posible tener incidencia SV y reflexión P y esto 
ocurre cuando sin 28 sin 21' = [(2 cos2

,)" 3) existe un ángulo crítico')' en 
el que la onda P reflejada será paralela a la. superficie, y esto es cuando 
sinO = h" sin'")' = 1 Y A" > 1. Información detallada sobre el tema se puede 
eucoutrar eu (Alci , K. , Y P.G. Richards, 2002) y (Graf[, K.F., 1975). 

El cociente de POiSSOD puede obtenerse por medio de la siguiente ecuación: 
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102 Reflexión y t ran sm isión de ondas planas
SH, P y SV

En la figura 1.6 se presen ta un esquema de dos estratos unidos entre sí y se
aprec ian las ondas refiejadas y transmitidas (refractadas) por la presencia de
la interface entre dos medios. El ángulo de reflex ión de una onda SR es igual
al de la in cidencia , sin embargo el ángulo de la onda transm it ida depender á
de las velocidades de propagación de ambos medios y del ángulo con que
incide la onda. La len ti tud horizontal de la onda incidente se preserva en las
ondas convertidas. A esta condición se le llama "Ley de Snell" y se expresa
mediante sin ~ = sin j . Esta expres ión es ap licable de igual forma en las
ondas P y SV con sus respectivas velocidades de propagación. La figura 1.7
muestra la refiexión y la transmisión generadas por la incidencia de ondas
planas P y SV.

tr:lUsmitld.....SH

7°

po, ¡lo, QO

p,¡I ,Q

incidenleSH

T= T' , U=U '

reflejada SH

Figura 1.6: Reflexión y transmisión de una onda plana incidente SH en la int erface de
dos estratos con propiedades diferentes.

Como resumen se muestran a continuación los valores de desplaz amiento
y de la tracción en términos de los poten ciales </> y wen las t res dir ecciones
ortogonales:

{
desplazam iento

p =
tracción

{
desplazamiento

SV =
tracción

(itex</>, 0, - il/ {</>ine - </>reJI})
(2p{P texl/ {</>ine - </>reJI} ,0, - p (w2 - 2{32te;,,) </>)

(1.41)
(ir¡ {1/Jine _ 1/JreJI} ,0, itex1/J)
(p (w2 - 2{32te; )1/J, 0, 2p{32texr¡ {1/J ine _ 1/JreJI})

(1.42)
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tmnsminda Sv transuuu da S'v'

retlejada r
incidente SV

p.p.Q

x X

reflejada P

reflejada SV

incidente P

trnn:.milidaP

P', P', Q* P' , P' , Q*

z z

Fi gura 1.7: Reflexión y transmisión de una onda plana incident e P y de una SV en la
interface de dos estratos con propiedades diferent es, se aprecian los ángulos de incidencia,
de reflexión y de tran smisión.

Cu ando una onda se propaga a t ravés de materiales reales, las am plitudes
se atenuan como resultado de diversos procesos in ternos. En los cálculos se
incluye un factor Q de amortiguam iento o factor de calidad, ver (Knopoff,
L., 1964) y (Aki, K. y P.G. Ri char ds, 1980), que modifica las velocidades de
propagación de la siguiente m aner a: f3 2 = f3 2{ 1 - i/Q}, 02 = 02{1 - i/ Q}
dando así valores de velocidad complejos.

1.3 Ejemplo de aplicación de las ondas planas

En las secciones anteriores se mostrar on algunos conceptos de la reflexión y
la refracción de la propagación de ondas planas armónicas que pasan de un
medio a otro y a su vez se examinaron estas ondas en presencia de una super
ficie libre. Con estos conce ptos es posible obtener la respuest a en cualquier
punto de un sistema de N estra tos planos con distintas propi edades. Ad emás ,
la in ciden cia de las ondas planas puede variar de Oa 90 grados y la respuesta
puede proyectarse en una dirección específica con un ángulo cP (azimu th ).

Se realizó un programa de cóm puto que obtiene la respuest a de un sis
te ma de N estratos ante una onda pl ana origi nada en el semiespacio con un
ángulo de inciden cia , . Cada est rato tiene propiedades diferen tes de factor
de calidad Q, de densidad del medio p y de velocidad de propagación de
ondas P (a) o S (f3) . Es necesario considerar la polarización de las ondas S
para saber que peso tienen las ondas SR y las ondas SV. Finalmente a este
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programa se le incluye un áng ulo de azimuth </> para ob tener la respuesta en
distintas direcciones. La figura 1.8 mu estra un diagrama represen t ativo del
sistema de N estratos con sus resp ectivas propi ed ad es.

Z'~h'9
z 2=Z1+h2 -

SH

z

x

Figura 1.8: Sis tema de 2 estratos y el semiespacio con sus respectiv as propiedades.

Se establece n las condiciones de frontera de desplazamien tos y de trac
ciones en las in terfaces de los estratos así como en la superficie libre en donde
las tracc iones son cero , posteriormente se resuelve un sistema de ecuaciones
lineales represen tado por la matriz global y se obtienen los coeficientes de
am plificación de cada onda reflejada o refractada en el sistema. Con los coe
ficientes se puede obtener la función de transferencia de desplazamiento en
cualquier punto del sistem a. A este método se le ha denominado en est a tesis
como el m étodo de la. matriz qlobol.

La respuesta ad emás de est ar en función con la geometría y las propiedades
del sistema, dep ende también del tipo de onda in cidente que puede ser una
de las tres siguientes op ciones:

1. Onda plan a SH in ciden te

Para obtener la respuest a en la supe rficie libre z
SH in cidente, se utiliza la siguiente ecuación :

o ante un a onda

en donde Al y B I corresponden respecti vamente a la am plitud de la
onda ascendente y a la onda reflej ada en el estrato 1. Debido a que se
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trata de ondas SH la respuesta mostrará am plitudes en la dirección v
o y .

2. Onda plana SV y/o P incidente

Cu ando in ciden ondas SV u ondas P la respuesta está dada en dos
direcciones, una en la dirección u o x y ot ra en la w o z . La solución
está en función de las am plit udes de las ondas SV y P reflejadas y re
fractadas del es trato en el que se enc uentra la ubicación de la respuest a.
La respuest a se ob ti enen con :

u¡ iJix {B¡ e - iv¡(z- z¡) + D ¡ e - iV¡(z - zol} + i vx {A¡ e-ir¡¡ (z-z¡) + C¡ e-ir¡¡(z- zol}

W ¡ -ivx {B¡ e - iv¡(z-z¡) + D¡ e - iV¡( z- zol} + iJix {A¡ e - ir/i (z- z¡) + C¡ e-ir¡¡(z- zol}

Un a vez con la respuesta en las direcciones u y W, esta se divide entre
un factor que depende del t ipo de onda in ciden te, si se t rata de una

onda SV incidente el factor es VJi;' + 1Jk, y en el caso de una onda P

V-Ji; - v'f;;.

3. Onda plana S incidente

Cuando se t rata de una onda S in cidente con polarización arbitrat ia,
se determinan sus proyecciones obteniendo las ondas SH y la s SV y se
trabaja como en los puntos anteriores.

La respuesta que en este caso denota la función de t ransferencia se en
cuent ra en el dominio de la frecuencia (w). Si se interpreta al conjunto de
es t ratos como el sistema, entonces las funciones de transferencia representan
las propiedades del sistema en su conj unto, debido a una entrada (pulso, hi s
toria de desplazamiento , velocidad o aceleración, etc.) en un lugar del medio,
con una salida también en un lugar específico del medio.

A con tinuación se muestran resultados (funciones de transferencia) del
programa de cómputo par a distint as ondas incidentes con respuestas en dis
t intos puntos.

1. Se trabaja con un estrato cuyas características son las del primer est rato
y del semiespacio de la t abla (1.1), para incidencia normal (cero grados)
de ondas SH, P-SV, y se obti enen los res ultados de la figura 1.10.
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l' u

11

Fi gura 1.9: Se aprecia el ángulo de polarización O de las ondas S , la rotación de los ejes
u y v con un ángulo <P (azimuth) y un ángulos de incidencia 1 de las ondas S y P .

Estrato H p a ~ Op Os
1 25 1 86.6 50 100 100
2 30 1.5 130 75 100 100
3 25 1 86.6 50 100 100

S.E. 2 173 100 1000 1000

Tabla 1.1: Propiedades de un sis tema de 3 estra tos planos y el semiespacio. Donde H
es el peralte de los estratos, {J, a son las velocidades de las ondas S y P respectiv ame nte,
y los factores de calidad Qs, Qp.

2. Consider ando una onda SH incidente en un sistema de 3 estratos con
propied ades como las presentadas en la tabla 1.1, e involucrando dis
tintos ángulos de in cidencia y de azimuth, se ob ti enen los resultados de
la figura 1.11.

3. Si se ti ene una onda SV con las propiedades de la tabla 1.1 , se ti enen
los resultados de la figura 1.12.

4. Las gráficas corres pondientes a una onda P in cidente son las de la figura
1.13.

Las gráficas de las figuras 1.10 a 1.13 muestran los result ados obtenidos con
el método de la matriz global y están comparadas con el método de Haskell
Thompson en líneas negras, ver (Aki, le , y P.G. Richards, 2002).
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Onda SV incidente
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Figura 1.10: Funcion es de transferencia para ondas SH, SV y P con incidencia I = O'
en la superficie libre en un estrato con semiespacio con el método de la matriz global.
Cuando se trat a de un estrato y semiespacio la f recuencia f o donde se encuent ra n fas

valores máxim os de amplitud se puede obtener con fo = c/4 H, donde c indi ca la velocidad
de la onda, f3 o Q' dependiendo del t ipo de onda y H es el espesor del estrato. Las amplitudes
máximas dism inuyen conforme aum enta la frecuencia, debido a que se incluyó el factor
de calidad Q para amortiguar las amp litudes. Si no se utiliza el factor de calidad, las
amplitudes máximas son iguales y su valor se encuentra con A = ~RPR, donde R es el

,- E PE
est rato y E el semiespacio, Las lín eas neqras mu estran los resultados usando el método de
Ilaskell.
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Figura 1.11: Funcion es de transferencia en la superficie libre para ondas SH con in
cidenc ias "Y = 0·,30·,45·,60· y azimuth 4J = 0·,45·,60· en un medio con 3 estratos y el
semiespacio. Por tratars e de una onda SH incidente , la respuesta se encuentra en la
dirección u independient em ent e del ángulo de incidencia, sin em bargo cuando se rota la
respuesta con una ángulo 4J (azimuth) se obtienen las proyecciones en los ejes u y v .
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Figura 1.12: Funcion es de tran sfe rencia en la superficie libre para ondas SV con dis
tintos ángulos de incidencia I en un sistema de 3 estratos con el semiespacio, aquí la
respuesta está en las direcciones u y W , excepto en el caso de incidencia normal que se
presenta la respuesta unicament e en u. Cuando se usa un ángulo <P [azim uth} la respuesta
se encuentra en las 3 direccion es ortogonales. Por tratars e de una onda SV, el ángulo de
polar ización es () = 90°.
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Figura 1.13: Funcion es de transferencia en la superficie libre para ondas P con inc iden
cias I y azimu tli <P diversos en un sistema de 3 estratos con el semiespacio.
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Una vez con las funciones de t ransferencia H (w) en el dominio de la fre
cuencia w que represent an las propiedades del sistema en su conjunto, se
puede obtener la respuest a 1'(t ) en un punto en el dominio del t iempo (lla
mados aquÍ sismogramas sintéticos ) para una excitación f (t ) en el dominio
del tiempo dada en otro punto de l sistema. Para ello es necesario transfor
mar al dominio de la frecuencia F (w) la señal de entrada j(t) , multiplicarla
por la función de t ransferencia H (w) y al resultado R(w) antitransformarlo
al dominio del tiempo r(t) . P ara realizar lo anterior se utiliza el par de
transformadas de Fourier:

F(w) = i:j (t )e-iwtdt

1 100 .f(t) = - F(w)e,wtdw
27r -00

(1.43)

(1.44)

las ecuaciones anteriores serían prácticas para señales continuas, pero como
se trabaja con señales discretas se utiliza la t ransform ada rápida de Fourier ,
ver (Newlan d, n.E. , 1993).
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1.4 Ondas cilíndricas SH
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Una fuente SH cilíndrica puede ser representada numéricamente con la función
de Green como la superposición de ondas planas con distintos ángulos de in
cidencia , ver (Bowman, F ., 1958) Y (Harris, J.G., 2001):

(1.45)

en donde H~l ) denota la función de Hankel de primera especie y orden cero,

esta función se define como H~1) (z ) = Jo( z) + i1ó(z) donde Jo Y 1ó son las
funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectivamente. También
en representación integral, se tiene:

(1.46)

y en forma discreta:

(1.47)

Lll\. es el número de onda horizontal discreto, 11m el número de onda vertical,
Xo y Zo son las coordenadas de la fuente y L es la periodicidad de las fuentes, y

están representadas por las siguientes ecuaciones: Lll\. = 2;; , T/m = J~~ - I\.~

con Im (T/m) 2: OY I\.m = 2;;m donde la T/m es consecuencia del uso de ondas
armónicas y del método de separación de variables , T es la distancia entre la
ubicac ión de la fuente x y la del receptor ~.

Una vez con la representación matemática de la fuente cilíndrica SH se
puede obtener la función de transferencia sumando la fun ción de Green y las
ondas planas reflejadas y refractadas del estrato en el que se encuentre la
fuente, en aquellos estratos sin fuentes sólo se trabaja con las ondas planas
reflejadas y refractadas . El componente m de la función de transferencia
queda como:

(1.48)

El siguiente paso es obtener las condiciones de frontera de un sistema de
N estratos y realizar el mismo procedimiento de solución que se utilizó en el
método de la matriz global.
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1.5 Ejemplo de aplicación de las ondas cilíndricas

Con la teoría presentada anteriormente se pueden realizar varios ejemplos de
aplicación .

1. Se obtiene la respuesta en la superficie libre para un sistema de un
estrato con base rígida, dada una fuente lineal SH en el mismo estrato.
Donde x, z son las coordenadas de la fuente, H es el espesor del estrato
Tp y T, propiedades del pulso de Ricker, ver sección 2.2.1, Dt = ~ t, N
es el núm ero de puntos en el t iempo, ver tabla 1.2 y los resultados se
muestran en la figura 1.15.

x z H
O 5 10

p [3 Q
1 100 100

xmin xmax # esta.
-100 100 41

Tp Ts Dt
0.3 0.5 0.01

L
1000

N
1024

Tabla 1.2: Propiedades de un estrato con las propiedades que definen al pulso de Ricker.
Donde (x, z) es la ubicación de la respuesta , H es el espesor del estrato, L es la periodicidad
de las fuentes, p es la densidad, f3 es la velocidad de ondas 5, Q es el factor de calidad,
xmin,xmax es la ubicación sobre la superficie libre de los receptores extremos, Nest . es el
número de estaciones, Tp, Ts son las propiedades del pulso de Ricker, Dt es el intervalo
de tiempo y N es 'el núm ero de puntos en tiempo. Ver figura 1.14.

2. Par a un sistema de 3 estratos con una fuente lineal SH, determinar la
respuesta en la superficie, ver tabla 1.3 y figura 1.14 y 1.16.
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Nest = Número de estac iones

--:L.-----,....:--+--r.,.-------l~_x

24

al
1.

b)

1.

Figura 1.14: a) Muestra un estrato con base rígida , la representación gráfica de una
fuent e cilíndrica y la ubicación de los receptores en la superfi cie libre, b) sist ema de :3
estratos y el semiespacio con propiedades diferent es.

5
T-.npo(s)

10

Figura 1.15: Sismogramas sintéti cos en la superficie libre de un est rato con base rígida. Sé

aplicó una f uente lineal S H en el interior del medio. Debido a que la fuent e se encuentra
debajo del receptor cero, se aprecia en la figura que el pulso se propaga sim étricam ent e
conforme el tiempo pasa. Para remover el ruido que está present e en los sismogramas, se
pueden usar diversos filtros.
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Estratos H p 13 as
1 5 1 50 100
2 10 2 100 100
3 5 1 50 100

S.E. 2 200 1000
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Xf
O

Tp
0.3

Zf
17.5

Ts
0.5

L
1000

Dt
0.01

Xmin
-100

N
512

Xmax
100

# esta.
21

Tabla 1.3: Propiedades de un sistema de 3 estratos y el semiespacio con una fu ente
lin eal SH. Donde H es el espesor de los estratos, f3 es la velocidad de propagac ión, p
es la densidad, Qs es el factor de calidad, (xf,zf) es la ubicación de la fu ent e. L es la
per iodicidad de las f uentes, xmin,xmax es la ubicación de los receptores extrem os en la
superficie libre, N est es el número de estaciones, Tp, Ts son las propiedades del pulso de
R icker, Dt es el in tervalo de tiempo y N es el número de pun tos en tiempo.

40

30

20

10

I O

.;¡

- 10

-20

-30

-40

o.s 1.S 2.S
T.mpo (sJ

3.S 4.S

F igura 1.16: Sismogramas sintéticos en la superfi cie libre de un sistema de 3 est ratos y el
semiespacio con una f uent e SH en el tercer estrato. Al igual que el eje mplo de un est rato
con fu ent e SH, la repu esta es simétrica en ambos lados del receptor cero, sin em bargo la
forma de la onda que se propaga es dif eren te, debido a las refle xiones y refraccion es en las
interfaces de los estratos.



Capítulo 2

Diferencias finitas

El método de las diferencias fini t as es un método numérico aproximado que
da solución a ecuaciones diferenciales parciales, ya sean de t ipo parabólicas
(e .g. la ecuación de calor ~~ = k ~:~) , las elípticas (e .g. la ecuación de Laplace
8

2
" 8

2
" O) 1 hi bóli ( 1 . , d d 8

2
" 28

2
,, ) P8x2 + 8 y2 = Y as ip er o icas e.g. a ecuacion e on a 8t2 = e 8x2 • 01'

lo que las derivadas parciales de funcion es continuas son remplazadas por
aproxim ac iones, donde el incremento diferencial de la derivada (a x) se sust i
t uye por un incr emento fini to (~x) que corresp onde al intervalo de muestreo
de la función discretizada . La función continua debe ser discretizada ya que
no es posible t rabajar con ella en un sistema de cóm puto. En este caso , la
soluc ión de una ecuación difere ncial parc ial se determina remplazando todas
sus derivadas parciales por diferencias fini t as. La m ayor ventaja de las dife
rencias fin itas es su fácil implantación en problemas de prop agación de ondas,
por esa razón es que desde los años 60s ha ten ido una gran acept ación . Su
caracter íst ica principal es su uso en la solución de prob lemas con geom etrías
com plej as ya que es difícil dar solución analítica a estos problemas.

Las diferencias fin it as son aplicadas en áreas tan diversas como la sis
mología, el electromagnetismo, la acústica, entre otras . En sus comienzos en
los años 60s fueron bien recibidas en la comunidad científica sin embargo la
capacidad de cóm puto era limit ada por lo que tomó algunos años para que
fueran aplicadas.

A principios de los años 70s se reali zaron com paraciones de métodos
analít icos con soluciones dadas por el método de las diferencias fin itas ante
una onda impulsiva SR utilizando un esquema centrado de desp lazamiento
(Alfor d, R. M. , K.R. Kelly, et al, 1974) , los resu ltados fueron alentadores para
esquem as sin di sp ersión y para llegar a ello fue necesario ut ilizar in tervalos

26
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espaciales de mallado lo suficientemente pequeños par a evitar obtener inter
pretaciones erróneas de los sismogramas. El esquema centrado fue práctico
ya que se pudo modelar adecuadamente la propagación de distintas ondas
como las ondas superficiales y además fue sencilla su implantación en mode
los anisótrop os y com plejos (Kelly, K.R. , R .W . Ward, ei al, 1976). También
se represen tó al vacío incorp orando en las ecuaciones la velocidad del medio
igualada a cero. Duran te la década de los 70s se continuó usando el esquema
de difer en cias fini tas centrado principalmente de órdenes infer iores (20 y 40
orden), además se propuso el método pseudoespectral (Kre iss, H.O. y J.
Oliger, 1972) que a diferen cia del método de las diferencias finitas qu e utiliza
aproximaciones de deri vadas de diversos órdenes, éste utiliza la transformada
de Fourier para obtener derivadas de fun ciones. En esta década (Madariag a,
R. , 1976) desarrolló el esquema alternado de diferencias fini t as (por sus siglas
en inglés " Staggered method" ) esquema basado en las ecuaciones elásticas
acopladas de movimiento de primer orden y las leyes constitutivas expresadas
en velocidades y esfuer zos de la partícula , las cuales utilizó para modelar la
propagación de una fractura circular en un medi o elásti co.

En los años 80s se realizaron comparaciones ent re los esquem as de dife
ren cias fini tas de diversos órdenes (Dablain , 1986) con algunos métodos pseu
doespectrales (Fornberg , B., 1987) se llegó a la conclusión de que es prácti co
t rabajar con esquemas que requ ieran un mayor muestreo en el t iempo en
comparación con el muest reo espacial debido a los recursos de cómputo con
los que se contaba. Además se encontró que el muetreo en los métodos pseu
doespectrales es menor al requerido por los esquemas de diferencias finitas.
El método alternado de diferencias fini t as disminuyó el trabajo de cómputo
ya que en vez de trabaj ar con ecuaciones diferen ciales parcial es hiperbólicas
de segundo orden se redujeron un orden , transformando el esquema de des
plazamiento de segundo orden a uno de esfuerzo-velocidad de primer orden
(Virieux, J. , 1984) (Virieux, J. , 1986).

La década de los años 90s se caracterizó por la implan tación de los es
quemas anteriormente mencionados en grandes problemas de modelación
numéri ca , como la m odelación sísmica de una región dada (Furumura T.
y H. Takenaka, 1996), donde se desarrollaron modelos t ridimens ionales que
involucrab an las propiedades físicas del subsuelo del Japón y así modelar la
propagación de ondas sísmicas .

Actualmente se desarrollan métodos de diferen cias fini tas híbridos (Moczo,
P, E. Bystricky, et al, 1997) (Kang, T.-S. y C.-E. Baag, 2004) que si bien
utilizan los mi smos esquemas antes desarrollados, ahora los usan de manera
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combinada, por ejem plo diferencias fini t as alternadas con un muestreo no
uniforme (P it arka, A. , 1999 ), (Hayashi, K ., D.R. Burns y N. Toksóz, 2001).
No solamente se trabaja con esquemas cuadrados o rectangulares, se han
desarrollado esquemas con geometrías diversas como las triangulares que fue
int roducida por (Magnier, S.A ., P. Mora , y A. Tarantola, 1994). Debido
al uso de sistemas de cóm puto avanzados se ha dado gran importancia a
los estudios relacionados a la visualización t ridimensional de la propagación
de ondas (Furumura, T. , B.L.N. Kennett y K . Koketsu , 2003) y se buscan
nuevos métodos matemáticos para optimizar los recursos de la memoria de
cómputo en grandes simulaciones (Moczo, P. , M. Lucká, ei al, 1999).

Este capítulo ti ene por objetivo princip al desarrollar programas de cóm
puto de esquemas tanto centrados com o alternados de diferencias finitas bid i
mensionales de mallas rectangulares para diver sos órdenes , estos esquemas
serán desarrollados en el dominio del ti empo (t) Yel de la frecuencia (w) ante
fuentes de ondas SH y P -SV. Se muestran las formulaciones matemáticas
para desarrollar ambos esquemas en ti empo de 2 dimensiones.

2.1 Diferencias finitas de órdenes superiores

El procedimiento fundamental de los cálculos numéricos de las diferencias
finitas está basado en aproximaciones polinomiales de una función f (x). Una
primera aproximación a la función f (x ) puede estar dada por su t angente
siendo una aproximación lin eal (polinomio de primer orden ),

f( x ) ~ f( xo) + (x - xo) -,--df d--,---Cx---,-o)
'-v----' x

D.x

t am bién puede considerarse una aproximación cuadrát ica,

Entre m ayor sea el orden de las aproximaciones a la función f (x), mayor ser á
la exactitud de dicha aproximación. Est as aproximaciones po linomiales son
las conocidas como las series de Taylor (Haberm an, R., 2004).

Con el uso de la serie de Taylor es posible aproximar las derivadas de una
función f de varias maneras, las más utilizadas se indican a continuación :
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1. Aproximación hacia adelante:

of(x)~ f(x+~x)-f(x)

ox ~ x

2. Aproximación hacia atrás:

of(x) ~ f(x)-f(x-~x)

ox ~x

3. Aproximación centrada:

of (x) ~ f( x +~x) - f(x - ~x)

ox 2~ x

29

La aproximación hacia adelante es llamada así debido a que se necesita
uno o varios puntos adelante de la posición de f( x), en el caso hacia atrás los
puntos están atrás de f (x) y la aproximación centrada es aquella que tiene
igual número de puntos hacia adelante que hacia atrás de f (x).

Es posible obtener las derivadas de primer orden ~~ en un punto, con
siderando los puntos posteriores y anteriores a dicho punto, para ello se puede
utilizar una expansión de series de Taylor o una expansión de polinomios (un
sistema de ecuaciones lineales) como el que se muestra a continuación y que
da como resultado los coeficientes de la aproximación en diferencias finitas
de cuarto orden.

f-2
f-1
I,

12

fa - 2A +4B - SC+ 16D

fa -A+B- C+D

fo+A+B+C+D

fa + 2A + 4B +sc + 16D

(2.1)

se resuelve el sistema de ecuaciones donde el primer coeficiente indica la
primera derivada que se muestra a continuación.

J'(x) = f(x - 2h) - Sf(x - h) + Sf(x + h) - f(x + 2h)
12h
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La exactitud de la diferenciación espacial por el método de las difet'en
cias finitas usualmente es evaluada. por el análisis de Fourier de funciones 
periódicas de un número de onda /t, COIDO sigue: 

La derivada de la función se obtiene analít icamente como 

donde lie es el número de onda efectivo, con Ke = tí. en la diferenciación 
analítica. La aproximación de la primera derivada parcial de una función 
por medio del esquema de diferencias fini tas alternadas de segundo orden 
puede escri birse de la siguiente manera: 

La diferenciación numérica muestra que lie = sin (li t:::,. x/2) j(.ó. x/2). En la 
figura 2.1 se muestra el número de onda efectivo para un esquema centrado de 
órdenes 2,4,6 y 8. Por 10 que se aprecia que el número de onda efectivo de las 
diferencias finitas de orden 8 o superiores es muy cercano a la diferenciación 
exact a. También se muestran los valores para el esquema alternado, ver 
figura 2.l. 

Cuando se habla de diferencias finitas de orden superior significa el número 
de nodos o puntos que se están considerando para obtener la derivada de un 
punto. Por lo que cuando se habla de diferencias finitas de orden 2 se trabaja 
con 2 nodos para obtener la derivada en el punto medio de esos dos nodos, 
de la misma forma para diferencias fini tas de orden 16 se trabaja con 8 nodos 
hacia adelante y 8 nodos hacia atrás de la posición del nodo donde se quiera 
obtener la derivada. A continuación se muestran las ecuaciones para obtener 
diferencias finitas de ordenes 2, 4, 8 Y 16, dicho de otra manera se muestran 
las derivadas de primer orden expandidas en 2, 4, 8 Y 16 puntos, cada punto 
se encuentra a Ó x veces del punto donde se busca la derivada . 

• Orden 2: 
éi! 
éix 

! (x + L'>x ) - !(x - L'> x) 
2L'>x 

(2.2) 
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Figura 2.1: Números de onda efectivo para las aproxima ciones de órdenes 2,4,6 y 8 de
primeras deri vadas, y la diferenciación exacta, con su correspondiente error

• Orden 4: A = 12, B = 8

af f (x - 2.6.x ) - B f (x - .6.x ) + Bf(x + .6.x ) - f (x - 2.6.x )
ax A..6.x

(2.3 )

• Orden 8: A. = 840, B = 3, C = 32, D = 168, E = 672

af 1
a x A..6.x [Bf(x - 4.6.x ) - Cf(x - 3.6.x ) (2.4)

+Df(x - 2.6.x ) - Ef(x - .6.x ) +Ef(x + .6.x )

- Df(x + 2.6.x) + Cf(x + 3.6.x) - Bf(x + 4.6.x)]

(2.5)

• Orden 16: A = 720720, B = 7, C = 128, D = 1120, E = 6272 , G
25480,lf = 81536, 1 = 224224,J = 640640

;~ = A.~x [Bf(x - 8.6.x) - Cf(x - 7.6.x)

--- - --- - --- -
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+Df(x - 6,;x) - Ef(x - Mx) + GJ(x - 4,;x) 

-Gf(x - 3,;x) + lf(x - 2,;x) - J f(x - ,;x) 

+ J f(x + ,;x) - lf( x + 2,;x) + Gf(x + 3,;x) 

- Gf(x + 4,;x) + Ef(x + M x) - Df(x + Mx ) 

+Cf(x + 6,;x) - Bf(x + Mx)1 

32 

Las siguientes ecuaciones muestran las derivadas de primer orden expandi
das en 2, 4 8, Y 16 puntos evaluados en t::.t. 

• Orden 2: 
Elf = f(x + !,;x) - f(x - !,;x) 
Elx ';x 

(2.6) 

• Orden 4, A = 24, B = 8 

Elf _ f(x - ~,;x) - Bf(x - !,;x) + Bf(x + !,;x) - f(x - ~ ,; x) 

Elx - .4';x 
(2.7) 

• Orden 8, A = 107520, B = 75, C = 1029, D = 8575, E = 128625 

Elf 1 [7 5 
Elx - A,;x 8f(x-

2
,;x)-Cf(x-

2
,;x) (2.8) 

3 1 1 
+Df(x - 2';x) - Ef(x - 2';x ) + Ef(x + 2';x) 

3 5 7 1 - Df(x + 2';X) + Cf(x + 2';X) - Bf(x + 2';X) 

• Orden 16, A = 1511459389440,B = 1288287,C = 25727625,D = 
251535375, E = 1628251625, G = 8074798875, H = 34818532749,1 = 
161196910875,J = 1865278540125 

El f 1 [15 13 
Elx - A,;x Bf(x - 2';x) - Cf(x - 2';x) 

11 9 7 
+Df(x - 2';x) - Ef( x - 2';x) + Gf(x - 2';x) 

5 3 1 
- Hf( x - 2';x)+ lf(x - 2';x) - J f(x - 2';x) 

135 
+Jf(x + 2';x) - lf(x + 2';x) + Hf(x + 2';x) 

(2.9) 
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7 9 11
-Gf(x +-~ x ) + E f (x + -~x) - Df(x +-~x )

2 2 2
13 15 ]+Cf(x +2~x) - B f (x + 2~x)
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2.2 Diferencias finitas centradas 2D (Mallas
rectangulares)

2.2.1 Dominio del tiempo

• La ecuación de movimiento para ondas SH está dada por:

en donde:

(2.10)

fJ2v f (x + ~ t ) - 2f(x ) + f( x - ~t)

8t2 ~ t 2

f~-:- l - 2f!' .+ f k+l
I ,J t ,) 1,]

~t2

i ,j = x, y resp ectivamente y k = t sust ituyendo las aproximaciones se
ob ti ene que el des plazamiento en un ~ t futuro es:

n: = ~ 2Q2 { 8
2
v 8

2
v } ~ 2[ 2f~ . _ r::

I,J t fJ 8 x2 + 8 Z 2 + t p + 1,J 1,J

• Las ecuaciones de movimiento para ondas P-SV están dadas por:

1 { 8 [(8 U 8 W) 8 u] 8 [(8 W 8u)] . }- - A - +- + 2¡.t- +- ¡.t - + - + fx
p 8 x 8 x 8 z 8 x 8 z 8 x 8 z

(A+ 2¡.t ) 82u A+ ¡.t 82w ¡.t 82u fx+ + - - +-
p 8 x2 P 8 x8 z p 8 z2 P

2 8
2
u (2 _ Q2) 8

2
w Q 2 8

2
u fx (2 11)

0' 82 +0' fJ 88 + fJ 8 2+ .x x z z P

1 { 8 [(8 u 8 w) 8 w] 8 [(8 w 8u)] }- - A - +- +2¡.t- +- ¡.t - + - + f z
p 8 x 8 x 8 z 8 z 8 x 8 x 8 z
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Esquema Centrado SH Esquema Centrado P-SV

z z

34

11

•
~x

al' al' aZ I' a\,
v - - - ,ax'az' axz'az Z

• •
~x

au au a2u a"u azu
u,-,-,- , , - , ,- -ax az ac az- axaz

aw aw azw a2w azw
W,-,-,- -, , - -, , - -ax az a.e az- axaz

•

Figura 2.2: Discretizacion del medio con una malla centrada. Los valores de desplaza
miento v y las derivadas en el problema SH se ubican en los mismos nodos. Lo mism o
pasa en el problem a P-SV, los desplazamient os u y IV como las deri vadas se enc uent ran
en los mismos puntos. P OI' esta razón es que el esquema se llama "centrado" y hace muy
fácil la visualizació n y ubicación de los operadores.

(A+2f.l ) EPw A+ JL EPu f.l éJ2w f z-'-----'-- - + - - --- + - - + -
p az 2 p axaz p ax2 p

2a2
w (2 Q 2 ) a2

u Q 2 a2
w I,

O' -+ O' - p --+ p -+ -aZ 2 axaz ax2 p
(2.12)

• La configur ación espacial de este esquema se muestra en la figura 2.2.

• El pu lso de Ricker está definido por las siguientes ecuaciones , ver figura
2.3.

(2.13)

(2.14)
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r Frecuencia (ro)
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Tiempo (s) Frecuencia (ro)

Figura 2.3: Representación de un pulso de Ricker y uno triangular en los dominios del
tiempo t y de la frecuencia w .

donde a = 1r(t - ts ) , b W , wp = 21r fp = 2t 1T Y tp es el periodo
Wp p

característ ico del pulso, el intervalo entre los dos máximos es J6!; , i ,
es el tiempo en el que se ub ica el pulso.

• Si se considera .6.x = .6.z , la condición de estabilidad de la malla está
dada por :

.6.x
.6.t = (0'2 + {P )1 /2

2.2.2 Ejemplo de aplicación

(2.15)

• Para un ejemplo con una fuerza en un punto en la direcc ión 'V (simu
lando un a fuen te SH) con las propiedades de la tabla 2.1, se obtienen
los resul tados de las figuras 2.4 y 2.5.

• Para un ejemplo con fuerzas en la direcciones u y w (simulando una
fuente P en un punto) con las propiedades de la tabla 2.2 se obtiene la
figura 2.6.
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J.l e nsx nsz
0.443556 1 126 126

nt nx nz
1200 251 251

dt dx dz
0.001 0.006 0.006

ts tp fac
0.15 0.4 10000

Tabla 2.1: Propi edades del medio con una f uent e lineal SH.

a. 13 e nsx nsz
1 0.666 1 126 126

nt nx nz
420 251 251

dt dx dz
0.001 0.006 0.006

ts tp fac
0.1 0.12 10000

Tabla 2.2: Propiedades del medio con una fuente P y/o sv.

36

• Para un ejemplo con una fuerza en un punto en la dirección w (simu
lan do un a fuente SV ) con las propiedades de la tabla 2.2 se obtiene la
figura 2.7.
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Tie~=0.15s

Tiempo =0.755

Tiempo =0.35

Tiempo =0.95

Tie~o = 0.455

Tie~o = 1.055

Tiempo =0.65

Tiempo =1.25

Fi gura 2.4: Desplazamiento v en un esquema de diferencias finitas de orden 16 dada
una f uente triangular SH.

2.3 Diferencias finitas alternadas 2D (Mallas
rectangulares)

2.3.1 Dominio del tiempo

• La ecuación de movimiento para una onda SH está dada por:

[Pv
P(Jt2

(J 'Ú
Pat

(Jaxy (Jú
- -= 1'-

(J t (J x
(Ja zy (Jú
- - =p-
(Jt (J z

(2.16)

(2.17)
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Tie~ = O_3s---

•

Figura 2.5: Desplazamiento v en un esquem a de diferencias finitas de orden 16 dada
UTW fu ent e de Ricker SH.

a)

-5

100

Desplalamierrt(lll , Tiempo = 028

.-

b) ,
.'0

100

e)
" 0

,

d) 5

r u

W

-5

Figura 2.6: Desplazamiento u y w en un esquema de diferencias finitas de orden 16 dada
una fu ent e de Ricker P. Las grficas a) y c) corresponden a la respu esta en la dirección II

y las figuras b) y d) en la dirección w.
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a)

" 01

001

o

b)

001

o

e)

100

200

w

d)

100

200

.,
"0

Figura 2.7: Desplazamient o u y w en un esquema de diferencias finita s de orden 16 dada
una fu ente de Ricker S V .

Las velocidades futuras son:

. ~+ ~ _ tJ. t{ éJ (axy )L éJ(azy )L ",.} .k-:- t
V I J - o + o + fl J + VI J, P X z ' ,

Los esfuerzos futuros son:

tJ.t

Los desplazamientos se obtienen con :

k+ t A t .k k-t
V · · = L.l V·· + V · .1,) 1,1 I ,}

• Las ecuaciones de movimiento para ondas P-SV están dada.s por:

ou
ot
oÚJ
éJt

1 { OTXX OTxz f.}- --+ - -+ :1'
p OX OZ .

1 { OTXZ OTzz f }- - + - +
p éJ x éJ z z

(2.18)
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aTx x

at
aTz z

at
aTx z

at

ait aw
(.x +2/l )ax + .x az

[hu aü
(.x +2/l ) az + .x ax

{aü aw }
/l -+oz ox (2.19)

Tomando como ejemplo el problema de las ondas SH se pueden obtener
las velocidades, los esfuerzos y los desplazamiento fu turos.

• Las figuras 2.8 y 2.9 muestran la configuración espacial para las ondas
SH y P-SV del esquema alternado.

2.4 Comparación entre el esquema "centrado"
y el "alternado" (Mallas rectangulares)

Para poder distinguir las diferencias entre el esquema de diferen cias finitas
"cent rado" y el "alternado" se muestran resultados a nivel de sismogram as,
es to qui ere decir que de presentarse las fotogr afías o snapshots de las ani 
maciones ambos esquemas se verían idénti cos es por ello que se muestran sis
mogramas de distintos puntos del medio con ambos esquemas para identificar
las pequeñas diferen cias entre ambos métodos.

En las figuras 2.10 , 2.11 Y 2.12 se muestran sismogramas de diver sos
puntos del medi o para ondas SH, P y SV, la línea azul en los sismogram as
muestra los resultados del esquema centrado y los negros los del esquema
alternado. Se utilizan los datos mostrad os en las tablas 2.1 y 2.2.
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e ll
e l\'

1:11

Esquema Alternado P-SV

E."quema Alternado SH

z

I:1tJ2

I:1tJ2

I:1t/2

e l '

• <7".

•
I:1x D <7"

FIgura 2.8: Dis cretizacián del medio con una malla alternada pam el problema anliplauo
SH. En el problema SH, como se aprecia en la figura, los valores de desplazamien to v se
encuentran en valores ente ros en espacio y tiempo , sin embargo los esf uerzos <7zy están
ubicados a ~~z en la dirección z, y los esfuerzos <7x y están recorridos ~~x en la dirección
x y además ambos esf uerzos están ubicados a un i~t de los desplazamientos .

1

}-- ,
z I:1x

I:1xJ2

F igura 2.9: Dis creti zación del medio con una malla alternada para el problema P-SV.
Est e esquema es más complejo ya que la ubicación de los desplazamient os u y IV están
desfasados i~x en la dirección x y i.ó. z en la dirección z pero ambos desplazamientos se
encuent ran en el mismo tiempo . Con respecto a los esfuerzos, Tx x se recorre i~x con
respecto a los desplazamientos u, Tzz se recorre i~z con relación a los desplazamiento
IV y Tx z a i .6. z de los desplzamientos u, todos los esf uerzos están desfasados i .ó.t de los
desplazamientos.
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Desplazamiento u. Tiempo = 0.2s Desplazam iento w. Tiempo = 0.2s

a) b) 2

¡ u
....... ~ ........ ........ 1

~

W

Esquema centrado Esquema centrado

e) 100 d) 1m

.. 50 so
'"c:
o

O o'ü
'"t>
w -50 -so

-100 -im
o 0.2 0.4 0.6 0.6 1.2 o 0.2 0.4 0.6 0.6 1.2

Tiempo (s) Tiempo (s)
Esquema alternado Esquema alternado

e) 100 f) 1m

'" 50 so
Q)
e:
o

O o'ü

'"t>
w -50 -so

-100 -tm
O 0.2 0.4 0.6 0.6 1.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 2.10: Comparación entre los esquem as "centrado" y "alte rnado" de orden 16
con una f uente P . La figura a) mu estra el desplazamiento en la dirección u, la b) el
desmplazamiento en la dirección w, las figu7'as c) y d) mu estran los sismogramas para
receptores ubicados en las lín eas punteadas de las figuras a) y b) respect ivame nte usando
el esquema centrado. Análogamente las figuras e) y f) mu estran los sismogramas para
el esquem a alternado. Se decidió separar los sismogramas de ambos esquem as ya que
son prác ti cam ent e iguales, y de estar unidos no se apreciaría ninguna diferencia. Las
diferencias entre un esquem a y el otro , según los sismogmmas mostrados, radican en la
señal después de ser reflejada en la front era, y esto se debe al esquem a usado.



CA PÍTULO 2. DIFEREN CIA S FINITAS 43

'" '"
N

O

N
N

'" X'"
r

ti .ci.. CIl
ti Cll

"O
Clle
Q).. "E'"1> ai o

~ '" o
oD

r
U

N

i
'"ti.,
'"~

oD
ti

f
.. Ñti

~ N
O

ti

CIl
C"l '"C"l O

ci
11
oo.
E ..
Q) ti¡::
,; '"o

ti
1>

E '" N
Q) ~
"§

f
O

Cll -¡¡¡ O

a.
CIl
Q)

O

~ N

oD ti '"
~

ti

ji - g

I
ti N

~
ji ..
I ti

'"N ti
'"

~
o
~ N

~
Oí ti

'" Iji
ti

I ti
ti

'"ti
.. N

ti ti

J: tien
41-c:
41
::J
lL

Figura 2.11: Compamción entre los esquemas "centrado" y "alternado" de orden 16 con
una fuente SH. Los sismogmmas con lín eas rojas indican el esquema "alternado" y las
azules el "centrado", Los resultados mu estmn ser casi iguales entre ambos esquemas.
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Desplazamiento u. Tiempo = 0.2s
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Figura 2.12: Comparación entre los esquemas "centrado" y "alternado" de orden 16 CO /1

una fu ent e S V . Se muestran resultado similares a los presentados en la figura 2.10 que
compara los esquemas centrado y alternado con una fu ent e P.
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2.5 Diferencias finitas alternadas 2D (Mallas
triangulares)

Las mallas triangulares ofrecen flexi bilidad para modelar configuraciones
cilíndricas que no sucede lo mi smo con los esquemas de mallas cuadradas o
rectangulares. La malla triangular está compuesta de t riángulos equiláteros
y también es conocida como malla hexagonal ver (Káser, M. , y H. Igel , 2001).

A continuación se muestra un diagrama del esquema de diferencias fini tas
t riangular alternado, ver figura 2.13 .

#
# •

# •
# •

# •
# •

# •
# •

# •
# •

•••••········· 0

..............

y

#
#

#
#

~;¡::::::A:r::.:::.~--1"--~--1 U¡ :
#

#
#

#
#

#
#

#
#

Figura 2.13: Esquema de diferencias finitas irianqulares alternadas 2D.

La ecuación de movimiento sigue siendo la misma que la utilizada en el es
quema rect angular, sin embargo las deri vadas parciales son calculadas usando
la aproximación de diferenc ias finit as para mallas triangulares . Tomando en
cuenta la m alla t riangular 2D mostrada, donde PI , P2 Y P3 son los puntos en
el plano xy que define un triáng ulo equilátero de lado .6. x . Sus coordena das
resp ectivas son PI = (- .6. x/2, .6. y/3), P2 = (.6. x/2, .6. y/3), P2 = (O, 2~ Y) en

donde .6. y = V3ó
2

x . Sólo PI y P2 están alineados con el eje x . Sea P = (O, O)
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el centro del t r iángulo donde se desea calcular el gradiente. Con la serie de
Taylor (t runc ada) para cada uno de estos puntos se obtiene un sistema de
ecuaciones lineal es de 5x3 que se resuelve con el método de mínimos cuadra
dos, obteniendo los pesos apropiados para cada uno de los operadores, de la
forma:

8P
8 y

8P P2 - PI
8 x ~ x

2P3 - P2 - PI

~~ x
(2.20)

P ero si se busca calcular la derivada en los puntos blancos (derivad as ele
esfuerzos o deformaciones en lugar de de rivadas de desplazamientos) las
derivadas son las mismas que en las ecuaciones anteriores pero con signos
opuestos, ver (Magnier, S.A. , P. Mora, y A. Tarantela, 1994). Para encon
trar las aproximaciones de cuarto orden para mall as t riangulares con seis
puntos, se calculan seis cons tantes a, b,e, d, e y f:

donde p = x, y y se asume que ~ x = 1.
Nótese que para la derivada en x sólo se necesitan t res puntos mientras

que para la derivad a en y se usan seis . Por lo tanto no se está usando la mi sma
defini ción de orden que los esquemas estándar de diferen cias finit as con m allas
cuadradas . Sin embargo, en términos de número de puntos usados para
calcular las derivadas parciales, estos operadores corresponden al segundo
y cuart o orden de los operadores para las mallas rect angulares. Se t iene
el mismo problema cuan do se consideran los criterios de estabilidad . La
condición clásica de Courant ya no es válida par a mallas triang ulares. La
condición se modifica y queda como:

V
m ax

~ thex < ~ = 0.866
~ x hex 2

(2.21)

donde V m ax represent a la velocidad máxima, ~ thex Y ~ X hex son los in cre
mentos temporales y espaciales en la malla triangular.
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2.6 Esquemas "centrado" y "alternado" en
medios heterogéneos

Las ecuaciones para los esquemas de diferen cias fini t as "centrado" y el "al
te rnado" pueden ser aplicadas en esquemas heterogéneos. Para ello se mo
difican las propiedades del medio: las velocidades de propagación O' y (3, los
parámetros de Lamé J1 y >. o la densidad p. A continuación se muestran
diversos ejemplos de medios heterogéneos.

• Un sistem a de dos estratos con velocid ad es de propagación (3 diferentes
con un pulso t riangular SR.

Tiempo = 0 .155 Tiempo = 0.35 Tiempo = 0 .455

..
• 10
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Tiempo = 0.6.

b)

Tiempo = 0.755

e)

Tiempo = 0 .95

d)
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"<t

e) f)

400
F igura 2.14: Esquema de diferencias finitas centradas de orden 16 en un medio he
terogéneo con una f uente triangular SH. Cuando la onda encuentm la in terface de los
dos estratos. parte de la onda se refleja y la otra se transmite con la velocidad del estrato
respectivo.

• Se incluye un estrato en form a de cuadro dentro de otro estrato con
velocidad menor.
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a)

Tiempo =0.15.

TIempo = 0.65

b)

Tiempo =0.35

TIempo = 0.755

e)

TIempo =0.45.

TIempo = 0.95

d)
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~

400

e)
[JI =1.2

Figura 2.15: Esquema de diferencias finitas centradas de orden 16 en un medio he
terogéneo con una fu ente triangular SH. Se aprecia cómo el frente de onda cambia de
forma cuando entra en un estrato con otras propiedades, en este caso la velocidad aumenta.

• Se simula un a grieta en la mitad del medio y se aprecia la propagación
de la onda cuando se encuentra con ella.
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Figura 2.16: Esquema de diferencias finitas centradas de orden 16 en un medía ho
mogéneo con una fuente triangular SH y una grieta. Cuando la onda alcanza la grieta ,
part e de la onda se refleja y la otra sigue su tmyectoria original y después de haber pasado
la grieta la onda comienza a reconstruirse.



Capítulo 3

Fronteras absorbentes
espectrales

Las fronteras absorbentes son usadas en ingeniería sísm ica, sismología y en
otras dis ciplinas cuando se busca simular la irradiación de energía hacia el
exterior de un dominio que se t rata numéricamente. Est a región se denomina
aquí dominio int erior del problema. Por ejemplo, el estudio de la difracción de
ondas elásticas , acústi cas o electromagnéticas por objetos de forma diversas
(Ihlenburg, F. , 1998) debe hacerse numéricamente y para ello deben tenerse
condiciones de frontera ad ecuadas.

También , ondas en medios sin fronteras aparecen en diversos cam pos de
aplicación, como en la acústica, aero dinámica, geofísica, oceanografía, me
teorología y en el electromagnetismo. Diversos métodos numéricos se han
desarrollado desde los años 70s, los cuat ro métodos princ ipales son: métodos
integrales de contorno, métodos de elementos finitos, métodos de capas ah 
sorbentes y métodos de condiciones de frontera.

El úl timo método puede ser descri to de la siguiente manera. El semi
espacio o el dominio infini to es t runcado utilizan do una frontera artificial ,
por lo que se divide el dominio original en uno fini to y en uno infini to . Una
condición de fronter a ab sorbente especial se impone en la frontera, para de
limitar el problema y así asegurar que no habrá reflexiones espurias. Esta
condición de front er a es llamada de distint as formas "condición de fronter a
absorbente" o "condición de front er a no reflej ante" . Este problema es re
suelt o numéricamente ya sea por algú n método como el de los elementos
fini tos o el de las diferencias finit as.

El problema de construir una fronter a absorbente efect iva pareciera ser

50
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muy simple, ya que to do lo que se necesit a es una condición de borde que
permita que todas las ondas que incidan en la frontera pasen libremente dicha
fron tera sin ocasionar reflexiones. Sin embargo, no es tan sencillo encontrar
una fron tera absorbente que sea lo suficientemente general como para que
después de discretizar el dominio de un esquema sea estable, exacto, eficiente
y fácil de implementar. Por eso, es que en los últimos 25 años se ha puesto
un gran esfuerzo para mejorar las fron teras absorbentes . Actualmente no hay
un consenso en cúal es una frontera absorbente óptima. La literatura en el
tema es abundante. En los siguientes puntos se dan elementos de una reseña
histórica de las condiciones de fronteras absorbentes:

1. Has ta finales de los años 70s el uso de fronteras absorbentes del t ipo
Sommerfeld dominó el campo de las aplicaciones pues la condición de
irradiación al infinito se apli caba en los bordes del dominio est udia
do. Los resultados mostraron la necesidad de más investigación. Est e
método produce una cruda aproximación , por lo que es conocida como
frontera absorbente de orden cero.

2. A fina les de los año s 70s se pueden señalar algunas fronteras ab sorbentes
de bajo orden. Por ejemplo (Lysmer, J. y R. Kuhlemeyer , 1992), (Clay
ton, R. y B. Engquist , 1977), (Reynolds , A. , 1978), (Engquist, B. y A.
Majda, 1979) y (Bayliss, A. y E. Turkel , 1980).

3. El fin de los años 80s y el principio de los 90s se caracterizaron por
el surgimiento de las fron teras absorbentes exactas no locales basadas
en el m ap eo Dirichlet-a-Neumann (DtN) . Para una discusión completa,
ver (Grote, M. y J. Keller , 1995) y (Givoli, D., I. Patlashenko y J .B .
Keller , 1998).

4. A m ediados de los años 90s se desarrolló el método del estrato perfec
tamente acoplado (P ML por sus siglas en inglés: Perfectly Matched
Layer ; (Bérenger, J.P., 1994).

5. Finalmente, desde mediados de los años 90s se ha venido desarro
llando el método de fron teras absorbentes locales de orden superior.
Ver (Givoli, D. y I. Patlashenko, 1998) y (Givoli, D. y B. Neta, 2003a)
(Givoli, D. y B. Neta, 2003b ).

Se han desarrollado otros métodos para t ratar problemas ondulat orios en
dominios infini tos en los que la formulac ión es tal que el problema de bordes
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absorbentes no se presen ta. Por mencionar algunos , se t iene el método de
elementos de contorn o y el método de elementos infinitos.

En este trabajo se presentan cond iciones de borde absorbente para la
propagación de ondas elásticas en dos dimensiones (2D) . Se parte de expre
siones senc illas formuladas en el dominio frec uencia-número de ondas (f-k) y
mediante la t rans formación de Fourier , se obtienen condiciones tanto en el
dominio frecuencia-espacio (f-x) como en el dominio número de onda-t iempo
(k-t) . La condición es un operador de interfaz que da, en el caso escalar,
la derivada normal en términos de los valores de frontera y por ello se le
denomina "operador Dirichlet-a-Neumman (DtN) . En esta condición de ab
sorción, la tracción (vector esfue rzo en el borde) se expresa en términos de
los desplazamientos y se interpreta simplemente como la rigidez de la región
exterior, término que es usado comúnmente en la ingeniería estructural.

:.M~"I
I
I •
I
I I
: r, I
L I

Frotlln .. A.bsol k nlt'

Figura 3.1: Onda s incidentes, fu ent e S H , difrac tar y f ront era absorbent e

3.1 Formulación del problema

Considerando la incidencia o prop agación de ondas ar rnomcas SH en un
medio homogéneo, el despl azamiento anti-plano v(w; x, z) en la dirección del
eje v, satisface la ecuación de onda reducida o la ecuación de Helmholtz:

(3.1)

- -- ------ - -



- -- - ---------------------

CAPÍTULO 3. FRONTERAS ABSORBENTES ESPECTRALES 53 

donde x, z las coordenadas cartesianas, w es la frecuencia angular (rad/ s), y 

(3 es la velocidad de propagación de la onda cortante SH (3 = J J-l/ p, J-l es el 
módulo de cortante, y p es la densidad de masa. La onda plana SH incidente 
armónica es: 

v(w /'i, . x z) = v e-iK-zx-iK-zzeiwt , x, o (3.2) 

donde vo(w, /'i,x) es la amplitud y fase de la onda, /'i,x es el número de onda 

horizontal , /'i,z = Jw2 / (32 - /'i,; es el número de onda vertical, i = .J=I es la 
unidad imaginaria, y t es el tiempo. 

Si se acepta que /'i,x es real la onda plana dada en la ecuación 3.2 se 
propagará o atenuará en la dirección del eje z si Re(/'i,z) > O o Im(/'i,z) < O, 
respectivamente, pues /'i,z es real o imaginario. A partir de la ecuación 3.2 se 
puede calcular la condición de esfuerzo en la frontera mediante la derivada 
de v con respecto a z (en z = O): 

(3.3) 

La ecuación 3.3 representa la condición de absorción en z = O. En el do
minio espectral frecuencia-número de onda (w, /'i,x), la condición de absorción 
está dada por el factor (-i/'i,z). Considérese el semi-espacio con normal n tal 
que nT = (nx,n z ) = (0, - 1). En este caso la tracción en z = O está dada 
por: 

( ) 8v(w,/'i,x;x,0). ( ) () ty w, /'i,x; X = -J-l 8 z = 1,J-l/'i,zV w, /'i,x; x, O 3.4 

la cual hace explícita la relación entre la tracción de la superficie y el desplaza
miento para un número de onda horizontal dada. En diversas aplicaciones 
de ingeniería este operador es conocido como rigidez. De hecho (Kausel, E., 
1992) interpreta la rigidez como "mecánicamente equivalente" a la condición 
de "absorción perfecta" . En este contexto la rigidez se define como: 

(3.5) 

En la figura 3.2 se muestran contornos de K(w, /'i,x) en el dominio (w, /'i,x)' 
Debido a su definición, la rigidez es real (KR ) o imaginaria (K¡). Las líneas 
de los contornos son hipérbolas. La parte real es positiva, se muestra en 
líneas azules y ocupa las regiones en las que está el eje /'i,z y la parte imaginaria 
ocupa la misma región que el eje w y es positiva (para w > O) o negativa (para 
w > O) Y se presenta con líneas rojas. Esta selección de signos no es casual 
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Figura 3.2: Curvas de contorno de K (w, X:x)

y está gobernada por consideraciones físicas . P or ejemplo, para in cidencia
normal (!ix = O) se sabe que la tracción es proporcional a la velocidad de la
par tícula yeso en la frecuencia implica multiplicación por iw .

Usando la t ransformación de Fourier , para pasar de !ix a x es posible
escribir la rigidez en el dominio frecuencia-espacio (w ,x):

(3.6)

En este dominio la t racción t y y el desplazam iento v están relacionadas
por una convoluc ión . Como consecuenc ia, la t racción t y puede expresarse
como:

ty(w, x) = ¡: K (w,x - ()v(w, () d( = ¡: f{ (w, ()v(w, x - () d( (3.7)

que es la contrapar te de la ecuación 3.4. Esta convolución espac ial exhibe a
la tracción como product o de una operación sobre los des plazam ientos en la
frontera. Excep to por la cons tante elástica, la ecuación 3.7 t am bién define
al operador Dt N. La rigidez en este dominio puede ser expresada en forma
matricial K (" '), ecuación 3.8.

t y = [K}v (3.8)

Excep to por la constante elástica, la ecuación 3.7 define al op er ador DtN.
El cual expres a las derivadas normales a la frontera (problema de Neumann)
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Figura 3.3: Separación de la part e real e imaginaria de J((w, ¡';x ) para fr ecuencias posi 
tiv as

en términos de valores del desplazamiento a lo largo de la frontera (problema
de Diri chlet ).

Por simplicidad, se considera primero la parte imaginari a K¡ ver (Abram owitz,
M. y LA. Stegun, 1972):

[(¡ (w , x) = E. ( w/
i3 JW2_ K; = ~wPf3 J1(w xl(3 ) (3.9)

211" Lw/i3 f3 2 2 x

donde J1 ( . )= Función de Bessel de primera especie y orden 1. La parte imagi
naria del operador de rigidez se mu estra con línea roj a en la figura 3.3.

Para la parte real J(R se t iene :

t .: ( ) _ ¡t 1=H2W2 (.) d .l\ R W, X - - K x - -cos KxX K x
11" w/i3 f32

(3.10)

que es un a integral divergente. Consideran do el sigunificado físico de la
rigidez y asociándolo con el conce pto de discretización , es posible ob tener
resultados cambiando el límite superior de la in tegral que es el infinito al
valor de Nyquist (el m áximo valor del número de onda espacial 11" / ~ x , donde
~ x es el intervalo de discretizac ión espacial), ver figura 3.4.



CAPÍTULO 3. FRO NTERAS ABSORBENTES ESPECTRALES 56
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Figura 3.4: Parte real e imaginaria de I\(w, x )

Para w = °se puede escrib ir:

• J1 11r/ f1X J17f • 7fX • 2 7f X
l\ R(O , X) = - I K. x I cos(K.xx)dK.x = - - 2 [2S111 c~ - sin e~]

7f o 26. x u x 2u x
(3.11)

donde sinc = sin x/x . Par a valores discretos x = j 6. x, j = 0, ± 1, ± 2, ... la
parte real de la rigidez [{R(O , j 6. x), tiene una forma semejante a la parte
real mostrad a en la figura 3.4. Susti tuyendo la ecuación 3.11 en la ecuación
3.7 da como result ado:

¡OO r: J1 l oo 1 Ov(O, O
t y = (O, x) = -00 J\ (O, Ov(O, X - Od( = -; -00 x _ ( o( d ( (3.12)

el cual mu estra la t racción como proporcional a la tran sformad a de Hilb ert
de la derivada tangencial del desplazamiento.

Considérese el caso w =/:- °y supóngase una onda armónica plan a dad a
por:

v(w; x , z) = e - iKOx- iqoz (3.13)

donde K.o= número de onda horizontal y qo -:- Jw2 / (32 - K.5 número de
onda vertical con Im(qo) < O.

In troduciendo la ecuación 3.13 , con z = 0, en la ecuación 3.7, se obtiene:

(3.14)
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Considerando la simetría de ]( (w, () con res pecto a (, la última integral en
la ecuación 3.14 puede escribirse como :

(3.15)

(3.16)

(3.17)

que muestra un compo rtam iento discontinuo, tanto de la parte real como de
la imaginaria en la integral de rigidez. Considerando la parte imaginaria de
la ecuación 3.15 se t iene:

f OO rr (i) (i)di = { flJW
2 / /P - 1>:5 si I 1>:0 1::;1 ~ I

1\.[ W ,,> COS 1>:0 '> '> '1 _ 1 1W 1
-00 O SZ 1>:0 > 7i

Este result ado proviene de un caso especial de las integrales de Weber
Schafheitlin (Abramowitz, M. y LA . Stegun, 1972), una ap licación del tem a
ver (Iturraran, U., F.J. S ánchez-Sesma , y F. J anod, 2004) . Por otra parte
se puede demostrar que la parte real nos lleva a:

f OO ," { O si \ 1>:0 \::;\ ~ 1
I\. R(w, O cos (l>:oOd ( = / 2 2/ (.).2 , 1 1 1W 1

- 00 fl V1>:0 - W fJ SZ 1>:0 > 7i

Las integr ales de las ecuaciones 3.16 y 3.17 pueden par ecer obvias ya
que reproducen las t racciones para una onda plana armónica. Sin embargo,
revelan algunas propied ades impor tantes: las t racciones de las ondas plan as
homogéneas se relacionan con la parte imaginari a de la rigidez, mientras
que la parte real se relaciona con las ondas inhomogéneas en el dominio
frecuen cia-espacio. Matemáti camente estas ondas son un artificio relacionado
con un sistema de referen cia Cartesian o. Sin embargo, en algunos casos la
existencia de in terfaces produce ondas superficiales físicas que t ienen una
particip ación significat iva de ondas inhomogéneas.

La estructura del operador de rigidez que estudiamos explica porqué los
amortiguadores viscosos han sido usados con éxit o en distintos problemas,
por el cual es razonable aceptar que una buen a parte de las ondas difractadas
son ondas planas homogéneas. Por otro lado, se sabe que en una región
limitada todas las soluciones de la ecuación de onda admiten represen t aciones
en té rminos de expans iones de ondas planas, (Sánchez-Sesma, F.J ., L Herrer a
y J. Avilés, 1982).

Para pasar al dominio del ti empo-espacio (t, x) se cons idera de nuevo la
transformación de Fourier:

t:« ,x) = ~ f oo ]( (w, x )eiW1dw
2íT - 00

(3.18)
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Para un a fun ción causal , f(t) = O en t < O, la parte real e imagin ari a de
la t rans formada de Fourier forman un par de Hilber t , i.e., cada un a de ellas
es la t ransformada de Hilber t de la otra (Aki, K., y P.G. Richards, 2002 , Aki
y Richards, 1980) . Considerando la transformada inversa del dominio de
la frecuencia al dominio del t iempo , puede mostrarse que para un a fun ción
caus al las contribuciones de la par te real e imaginaria de la t ransformada
de Fourier dan 0.5f(t ) par a t > O mientras que par a t < O dan 0.5f(- t) Y
-0.5f(-t ), respectivamen te. Par a tiempo negat ivo se eliminan y la fun ción
f(t ) para t > Ose reconstruye en dos mi tades. Cada mitad surge de la parte
real e imaginaria de la transformada de Fourier , respectivamente.

Suponiendo, por razones estéticas , que nuestro operador de rigidez sea
causal las cont ribuciones del dominio frecuencia-espacio al dominio del tiempo
espacio son iguales. Por lo tanto, par a t iempos positi vos, sólo se requiere la
contribuc ión de K R o de i K¡ y duplicar el resul tado para t > o. Como K R

es mas difícil de tratar explícitamente (debido a su carácter de distribución,
tiene sentido sólo con una convolución espacial) , preferimos trabajar sólo con
la parte im agin ari a. Por lo tanto, se tiene :

» . .» • pf3 J¡(w x f f3 )
I\. (w, x) = 2zl\. ¡(w, x ) = 2zw--'----'---'--

2 x
(3.19)

donde la derivad a temporal es explícita en el factor iw . Por lo tanto se puede
escribir:

}-"( ) d{ 1 100 r.¡ J1(w:r ff3) ( )d }\. t, x = -d - pfJ cos w t w
t 21l" -00 X

(3.20)

para t > o. Se verifica que este resultado puede escribirse como (Abramowitz,
M. y LA. Stegun, 1972):

K (t x) = _e~ ( H(t - xf(3) ) = e H(t - X
f (3 )3

, 1l" dt (t + J t2 - x2f f32 )Jt2 - x2f3 2 1l" (t2 - x2f(32) "2

(3.21)

{

O t < O
donde H(t ) = la fun ción escalón de Heaviside. H(t ) = t t = O

1 t > O
La relación en t iempo-espacio equivalente a las ecuaciones 3.4 o 3.7 puede

expresarse como :

p Ji H(7 - (f f3)ty(t,x)=- 3 V (t - 7, X - () d7 d(
1l" (72 - (2 f (32)"2

(3.22)
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que exhibe a la condición absorbente como una convolución doble en el do
minio del tiempo-espacio. Lo compacto de este res ultado es llamativo. Se
t rata de un núcleo o kernel simétrico fuertemente singular. Esta es una in
tegral hipersingul ar. Tal vez este result ado permita explicar las dificultad es
para encontrar la solución general de absorción en el dominio del tiempo ,
cosa que continua siendo un desafío.

3.2 Aplicaciones

A cont inuación se trat an dos casos extremos con los que se estudian las
caracterís t icas de la condición de borde absorbente que se propone en el
dominio de la frecuen cia. En estos prob lemas la solución de las t racc iones se
conoce de antemano y le llamaremos "exacta"; se busca calcular la tracción a
partir de dato s en la fronter a y para ello se cons ideran dos configuraciones : un
dominio sem i-infinito con una fuente cilíndrica a una distancia b de la frontera
y una región circular con una fuen te semejante de ondas SH excéntrica.
Las t racc iones en la frontera se calculan mediante el operador de rigidez
correspondiente y se comparan con los valores exactos:

1. Frontera plana. Se aplica una fuente cilíndrica SH a una distan cia b
del centro de la zona discret izada. La longit ud de la frontera plana
est a dada por 2íT a, r es la dist an cia entre la fuen te y un punto en la
frontera plana, x es la distancia entre el centro del borde plano y el
punto de interés. Para los cálculos se utilizan los valores a = 2, b = 2
Y la frecuen cia varía desde 0.5 hasta 4Hz.

2. Frontera con forma circular. Se aplica una fuente cilíndrica SH a una
distancia b del centro de la circunferencia sobre el eje x . El perímetro
de la circ unferenc ia es 2íT a , donde a = distancia del centro a un punto
sobre el borde r = es la distancia entre un punto de interés en el borde
a la fuen te como se muestra en la Figura 3.5. Para los cálculos a = 10,
b = 2.5 Y la frecuencia f varía desde 0.5 hasta 0.9Hz.

En las figuras 3.6 y 3.7 se presentan los resultados obtenidos de rigidez y
de tracc ión en el dominio de la frecuen cia para la frontera plana (figura 3.6 )
y la de forma circular (figura 3.7).

Para el caso pl ano (figura 3.6) , la gráfica superior izquierda muestra las
curvas de la rígidez en el dominio frecuen cia-número de onda K (w, Ii) para
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Figura 3.5: Geometría de las f ront eros en form a, a) plana y b) circular, dada una fu ente
cilíndrica SH

8 frecuencias con ~ f = 0.5Hz . Estas curvas son las mostrad as en la figura
3.3 sólo qu e se muestra la parte positi va de la frecuencias y de la rigid ez.
En la gráfica superior derecha se m uestran las curvas de la rigid ez en el
dominio frecuencia-espacio y se llega a ellas por medio de la ecuación 3.6 qu e
es la transformada de Fourier del operador en el dominio frecuencia-número
de onda J( (w, 1\, ) . Las curvas azules muestran la parte real del op er ador de
rigidez y las verdes la imaginaria. Est as curvas se pueden apreciar con detalle
en la figura 3.4. En las dos gráficas inferiores se muestran los resultados de
la tracción en el dominio (j,x) com parados con los exactos en la parte real e
imaginaria, se aprecia qu e el acuerdo entre ambos resultados es muy bueno
y solamente en frecuencias bajas ti ende a deteriorarse un po co, si bien la
distribución espac ial conse rva la forma.

Para el caso circular (figura 3.7 ), la gráfica superior izquierda muestra el
operador de rigid ez J((w,n/a) para varias frecuencias en función del número
de onda normali zado nla para 8 frecuen cias con ~ f = 0.05Hz . Estas curvas
se obtienen a partir del t ratam iento propuesto por (Givoli, D. y J .B. Keller ,
1990) mediante funciones especiales (de Bessel de tercera especie o de Han
kel ). En la gráfica superior derecha se muestran las curvas de la rigid ez en
el dominio frecuencia- esp acio (ángulo) (j, O) Y se llega a ellas de la mi sma
forma que en el problema plano por medio de la ecuac ión 3.6. En las dos
gráficas inferiores se muest ran los resultados de la t racción en el dominio
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(j, O) com parados con los exactos en la parte real e imaginaria, y se ve que
de igual forma que en el problem a plano los resultados son semejantes a los

exactos.
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Figura 3.6: Resultados en la front era plana
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Capítulo 4

Aplicaciones prácticas

Las diferencias finitas pueden ser aplicadas en diversos problemas de la in
geniería, y uno de ellos es el estudiar los efectos de la difracción causados
por una fuente monopolar dentro de un pozo fluido que está rodeado de un
medio elástico con un porcentaje de fluctuación aleatoria en las propiedades
elásticas (velocidad de las ondas compres ionales a , velocidad de las ondas
de corte (3 y densidad p) de hasta 20% y con inclusiones fluidas de distintos
tamaños y distribuidas aleatoriamente. Para dar solución a este problema
se tomó el esquem a de diferencias fini t as alternadas con m allas t riangulares
que fue int roducido por (Magnier, S.A. , P. Mora, y A. Tarantola, 1994). Se
analiza cómo varía la señal que llega a los receptores cuando cambian las
propiedades del medio exterior , el número y tam año de la inclusiones fluidas.
Se estudia el caso de pozos abiertos y con cemento para ver cóm o se modifica
la forma de la onda por la presencia de la pared recubier t a con cemento.

El tipo de roca que rodea un pozo afect a la propagación de las ondas
acústi cas en el pozo que está lleno de un fluido. Por lo que tanto la am plitud
como la velocidad de fase de las ondas está en relación con las propiedades
de la formación que rodea al pozo. Dicha información es necesaria para
est imar permeabilidad, isotropía transversal , velocidad de la onda de corte
(Ellefsen , K.J. , C.H. Ch eng, y N. Toksoz, 1991) y discontinuidades como
capas o fra cturas (Paillet , F. y C.H. Cheng, 1991). (P lana, T.J ., B.K. Sinha,
et al, 1999), (Gelinsky, S., D. Patterson, et al, 1998), (Par ra, 1999), ent re
otros han usado las características de las relaciones de dispersión como una
herram ienta básica en sus modelos y predicciones. Aquí se est udia el caso de
dos dimensiones obteniendo la respuesta en un a serie de receptores debido a
un a onda compresional emitida por un a fuente que se encuentra en el interior
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del pozo con fluid o.
A continuación se presentan result ados para medios homogéneos, débil

mente heterogéneos donde se añade un 20% de fluctuación en las velocidades,
densidades y atenuación . También se muestran medios donde se incluyen
800 difractares fluidos (aceite) de distinto tamaño que varía entre 5 y 9 veces
.6. x aleatoriamente. Se consideran propiedades de roca de carbonatos (O' =

6.0km/s , (3 = 3.0km/s ,p = 2.5km / m 3 ,Qp = 300 y Qs = 150. Con res
pect o al amort iguamiento se ha tomado el enfoque de (Hestholm , S.O. y R.
Bent , 2000) y (Robertson, J.O. , J. Blan ch , y W.W. Symes, 1994). Se usa
una fuente temporal de excit ación con un an cho de pulso de T = 4f-l s por
lo que la frecuencia máxima es de 245kHz , ver (Herman , R .B. , 1979). El
número de puntos en la m alla por longitud de onda mínima es de 6. La
fuen te está ligeramente fuera del centro . Par a reducir las reflecciones se usa
una capa absorbente del tipo Cerjan (Cerjan, C. , D. Kosloff, et al , 1995) ,
con una zona de absorción de 20 puntos de la malla en las cuatro fronteras
del dominio interno. Se considera un pozo de 10cm de radio, el casquete del
cemento anular es de 2cm de grueso. Las propiedades de la capa de cemento
son (O' = 6.0km/s , (3 = 3.0km/s ,p = 6km/m 3

, Qp = 800 y Qs = 400. Los
resultados se muestran en la figura 4.1 , y se aprec ia la propagación de la
onda atrav és de los distinto s medios, fluido , cemento y sólido.
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(a) Snapshots para un pozo abierto un medio homogéneo en carbonatos
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(b) Sismogramas para un medio homogéneo
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Figura 4.1: Snapshots y sismogramas sintéti cos para carbonatos con distin tas configura
czones
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Método de la matriz global

Se im plan tó esta técnica que tiene la ventaja de la sencillez y no sufre de las
inest abi lidades del método de Haskell en los casos de inciden cia superc ríticas
de ondas SV. Est a m anera de pro ceder puede ser ú til para inferir el cam po
de ondas aparente en vecindad de una estación de registro y para extrapo lar
el movimien to a puntos cercanos.

Diferencias finitas

Se m ostró que los esquemas de diferencias fini t as centradas y alternadas para
m all as rectangulares trabajan eficientemente en el dom inio del t iem po. En
el dominio de la frecuen cia se encontraron muchos problemas, ya que se deb e
resolver un sistema de ecuaciones lineales muy grande que acumula errores ,
por ésta razón los resultados no fueron mostrados. Estos errores se hacen
evidentes al antitransformar los resultados al dom inio del t iem po. Por lo que
es necesario implement ar otros modelos qu e den solución a este problema. La
estructura porosa de la m at ri z de coeficientes que se genera debe explotarse
m ediante esquemas it erati vos eficientes .

Las m allas t riangulares resultaron buena elec ción en el problem a de apli
cación , además de que con su configuración es fá cil sim ular pequeñas inclu
siones .

La m ayor ventaja de las diferencias fini tas es qu e se pueden resolver fácil
y rápidamen te dominios espaciales homogéneos y heterogéneos muy grandes .
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Fronteras absorbentes espectrales 

Existe una gran variedad de condiciones de absorción que generalmente son 
eficientes en el dominio de la frecuencia, sin embargo cuando se trata de 
resolver el problema en el dominio del tiempo surgen dificultades y el asunto 
es de interés en la literatura especializada. Por esa razón, en este trabajo 
se busca aplicar un nuevo método que utiliza el análisis de Fourier para 
resolver el problema de absorción en distintos dominios: frecuencia-número 
de onda (w,II:), frecuencia-espacio (w,x), tiempo-número de onda (t,lI:) y 
tiempo-espacio (t, x). 

El problema de absorción en el dominio de la frecuencia con el método de 
las fronteras absorbentes espectrales está resuelto en lo fundamental. Sin em
bargo, en el dominio del tiempo queda mucho por hacer ya que las ecuaciones 
involucradas tienen integrales hipersingulares. Actualmente, se trabaja en el 
dominio del tiempo y los resultados obtenidos son efectivos únicamente para 
incidencias pequeñas -30 ~ () ~ 30. 

Se ha presentado una nueva condición para simular fronteras absorbentes , 
para ondas planas homogéneas en el dominio de la frecuencia en dos formas 
diferentes (plana y circular) mostrando que los resultados son muy buenos 
ya que prácticamente coinciden con los analíticos. Esto sugiere aplicaciones 
en diversos problemas en el dominio de la frecuencia. Los resultados en el 
dominio del tiempo requerirán esfuerzos adicionales . 

Aplicaciones 

Se han explorado diferentes aspectos de la difracción de ondas en inclusiones 
cilíndricas que se encuentran en medios heterogéneos usando diferencias fini
tas con mallas triangulares. Cuando se comparan los sismogramas sintéticos 
para inclusiones cilíndricas con y sin casquete en medio débil y fuertemente 
heterogéneos se observa que contienen rasgos especiales que pueden reve
lar la naturaleza del medio que rodea a la inclusión. Además se afirma 
que las mallas triangulares ofrecen la flexibilidad de modelar configuraciones 
cilíndricas con coordenadas cartesianas evitando los problemas de las coor
denadas cilíndricas. 



Bibliografía

Abramowit z, M. Y LA. Stegun (1972) . Handbook o] m athem atical fun c
tio ns. Dover.

Aki , K. YP.G. Riehards (1980). Quantitat ive Se iemolotp), th eory and m eth
ods (1st ed.) . W. H. Freeman and Company.

Aki , K. , Y P.G. lliehar ds (2002). Quantitative Seism ology (2t h ed .) . Uni
vers ity Seienee Books.

Alford, R.M. , K.R. Kelly, et al (1974) . Aeeuraey of finite-difference mod
eling of the aeousti e wave equation . Geophysics 39, 834-842.

Bayliss, A. y E. Turkel (1980) . Radiation boundary eondit ions for aeoustie
and elastie ea1culat ions. Comm un. Pure Appl. Math. 33, 707-725.

Bérenger, J.P. (1994). A perfectly matehed layer for the absorpt ion of
eleetromagnetie waves . J. Comput o Ph ys. 114, 185-200.

Bowman , F. (1958) . Introduetion to B essel funetions (1st ed.). Dover Pub
lieations.

Cerjan, C., D. Kosloff, et al (1995). A non-refleeting boundary condit ion
for diseret e acoustie an d elastie wave equation: Geophysics 50, 705
708.

Chapman , S.J . (2004). Fortran 90/95 f or Scientist and Engineers (2nd
ed. ). MeGraw Hill.

Clay ton, R. y B. Engquist (1977) . Absorbing boundary eonditions for
aeousti e and elastie wave equations . Bulletin of the S eism ological Soci
ety of A m eri ca 67, 1529-1540.

Dablain, M. (1986) . The application of high-order differencing to the scalar
wave equation . Geophysics 51 , 54- 66.

68



BIBLIOGRAFíA 69

Ellefsen , K.J. , C.H. Cheng, y N. Toksóz (1991) . Applications ofperturba
tion theory to acoustic logging. Journal of Geophysical R esearck 96 ,
537-549.

Elli s, T.M.R. , I.R. Philips, y T.M. Lahey (1994) . Fortran 90 Programming.
Addison-Wesley.

Engquist , B. y A. Majda (1979). Radiation boundary conditions for
acousti c and elastic ca1culations . Commun. Pure Appl. Math. 3 2 , 313
357.

Fornberg, B. (1987). The pseudospectral method: Comparisons with finit e
differences for the elast ic wave equation. Geophysics 52, 483-501 .

Fung, Y .C. (1965). Fourulations of solid mechanics (1st ed.) . Prentice Hall.

Furumura , T ., B.L.N. Kennet t y K. Koketsu (2003) . Visualization of 3D
wave propagation from the 2000 Tot tori-ken Seibu, J apan, ear thquake :
Observat ion and numerical simulat ion . Bulleiin of th e Seismological
Society of A m erica 93, 870-881.

Furumura T . y H. Takenaka (1996). 2.5-D modelling of elastic waves using
the pseudospectral method. Geophysic Journ al International124, 820
832.

Gelinsky, S., D. Patterson, et al (1998). Anisotropy permeability in fr ac
tured reservoirs from integrated acoustic measurements. 68th Annual
International Meeting Society Exploration Geophysicists , 956-959.

Givoli , D. , 1. Patlashenko y J .B. Kellel' (1998) . Discrete Dirichlet- to
Neumann maps for unbounded domains. ComputoM ethods Appl. Mech.
Engrg. 164, 173-185.

Givoli , D. y B. Neta (2003a) . High-order non-reflecting boundary condi
tions for dispersive waves. W ave Motion 37, 257-271.

Givoli, D. y B. Neta (2003b) . High-order non-reflecting boundary scheme
for time-dependent waves. Journal of Computational Physics 186, 24
46.

Givoli , D. y 1. Patlashenko (1998) . Op timal local non-refiecting boundary
condit ions . Applied Numerical Mathematics 27, 327-384.

Givoli , D. y J .B. Keller (1990) . Non-reflect ing boundary conditions for
elastic waves. Wa ve Motion 12, 261-279.

ESTA TES S I'IO SAl.'
DE IA BIBLIOTECA



BIBLIOGRAFíA 70

Graff, K.F. (1975). W ave m otion in elastic solids (1st ed.). Dover.

Grote, M. y J . Keller (1995). On nonrefiecting boundary conditions. Jour
nal 01 Computational Physic s 122, 231-243.

Haberm an , R. (2004) . Applied partial differential equaiions with Fourier
series and boundary value problems (4th ed.) . Pearson Education.

Harris, J.G. (2001). Linear Elastic Wa ves (1st ed. ). Cambridge Texts.

Hayashi , K ., D.R. Burns y N. 'Ioksóz (2001) . Discontinuous-grid finit e
difference seismic modeling including surface topography. Bulletin 01
the Seismological Society 01 America 91 , 1750-1764.

Herm an, R.B. (1979). SH-wave generation by wave dislocation source - a
numerical study-. Bulletin 01 the S eismological Societ y 01 A m erica 69 ,
1- 15.

Hestholm , S.O. y R. Bent (2000). 2D finite-difference viscoe1astic wave
modeling including surface topogr aphy, Geophys. Prosp. 48 , 341-373.

Ihlenburg, F. (1998). Finit e element analysis 01 acoust ic scattering (1st
ed.). Springer.

Iturraran, U. , F .J. Sánchez-Sesma, y F. Janod (2004). Scattering of e1as
t ic waves in heterogeneous media using the direet solution method.
Geophys. J. Ini. 15 6, 222-236.

Kang , T .-S. y C.-E. Baag (2004). Finite-difference seismic simulation com
bining discontinuous grids with locally variable timesteps. Bulletin 01
th e S eismological Society 01 America 94, 207-219.

Káser , M. , y H. Igel (2001). Numerical simulat ion of "D wave propagation
on unstruetured grids using explicit differential operators. Geophys .
Prosp. 49, 607-619.

Kausel , E. (1992). Physical interpretation and stability of paraxial bound
ary conditions. Bulletin 01 th e Seismological Society 01 America 82 ,
898-913.

Kelly, K.R. , R.W. Ward, et al (1976). Syntheti c seismograms : A finit e
difference approach. Geophysics 41 , 2- 27.

Knopoff, L. (1964). Q. R eviews 01 Geophysics 2 , 625-660.

Kreiss, R. O. y J. Oliger (1972). Comparison of accurate methods for the
integration of hyperbolic equations. Tellus 24, 199-215.



- ------ -

BIBLIOGRAFíA 71 

Lampod, L. (1994). A Document Preparation System Jj'rpy( users guide 
and re/erence manual. Addison Wesley. 

Lysmer, J. y R. Kuhlemeyer (1992) . Finite dynamic model for infinite 
media. Jour. Eng. Mech. Division ASeE 95, 859-877. 

Madariaga, R. (1976). Dynamics of an expanding circular fauIt. Bulletin 
01 the Seismological Society 01 AmeTÍca 66, 639- 666. 

Magnier, S.A., P. Mora, y A. Tarantola (1994). Finite differences on min
imal grids. Geophysics 59, 1435- 1443. 

Moczo, P, E. Bystricky, et al (1997) . Hybrid modeling of P-SV seismic 
motion at inhomogeneous viscoelastic topographic structures. Bulletin 
01 the Seismological Society 01 AmeTÍca 87, 1305- 1323. 

Moczo, P., M. Lucká, et al (1999). 3D displacement finite differences and 
a combined memory pptimization. Bulletin 01 the Seismological Society 
of America 89, 69- 79. 

ewland, D.E. (1993). Introduction to random vibrations¡ spectral and 
wavelet analysis (3rd ed.). Prentice Hall. 

Paillet, F. y C.H. Cheng (1991). Acoustic waves in boreholes. CRC Press. 

Parra, J. O. (1999) . Poroelastic model to relate seismic wave attenuation 
and dispersion to permeability anisotropy. Technical Report 78228-
0510, Southwest Research Institute, San Antonio, Texas, U.S.A. 

Pitarka, A. (1999). 3D elastic finite-difference modeling of seismic motion 
using staggered grids with nonuniform spacing. Bulletin 01 the Seismo
logical Society of America 89 , 54- 68. 

PIona, T.J. , B.K. Sinha, et al (1999). Stress-induced dipole anisotropy: 
Theory, experiment and field data. SPWLA 40th Annual Symposium. 

Reynolds, A. (1978). Boundary conditions for the numerical solution of 
wave propagation problems. Geophysics 63, 1099- 1100. 

Robertson, J.O. , J. Blanch, y W.W. Symes (1994). Viscoelastic finite
difference modeling. Geophysics 59, 1444- 1456. 

Sánchez-Sesma, F.J., 1. Herrera y J. Avilés (1982). A boundary method for 
elastic wave diffraction. Application to scattering of SH waves by sur
face irregularities. Bulletin of the Seismological Society of AmeTÍca 72 , 
473- 490. 



-

BIBLIOGRAFíA 72

Virieux, J. (1984). SH-wave propagation in het erogeneous m edia:
Velocity-stress fini te-difference method. Geophysics 49, 1933-1942.

Virieux, J. (1986). P-SV wave propagation in heterogeneous medi a:
Velocity-stress fini te-difference method. Geophysics 51 , 889-901 .


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Ondas Planas y Cilíndricas
	Capítulo 2. Direfencias Finitas
	Capítulo 3. Fronteras Absorventes Espectrales
	Capítulo 4. Aplicaciones Prácticas
	Conclusiones
	Bibliografía

