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Introduccion

La propagacion de ondas y su difraccion son centrales en el mundo que nos
rodea v su medicion aporta elementos para desentranar los secretos de la na-
turaleza. Estos fenémenos implican muchas interacciones y por ello las obser-
vaciones suelen complicarse. Una manera de entender una amplia variedad
de fenémenos en distintas escalas es por medio del estudio de la propagacion
de ondas elasticas.

El presente trabajo inicia con la teoria de la propagacion de ondas planas
y cilindricas. En el capitulo 1 se aplica el método del nimero de onda ho-
rizontal discreto para generar fuentes cilindricas SH (problema anti-plano).
También se estudia la Ley de Snell y el fenémeno de la reflexion y la re-
fraccién de ondas elasticas planas incidentes en una interfaz plana, y en la
superficie libre en donde las tracciones son nulas. Por medio de la matriz
global, que es un método basado en la separacion de variables, se obtienen
las funciones de transferencia en cualquier punto del dominio espacial. Se
muestran comparaciones entre los métodos de Haskell -Thompson ver (Aki,
K., y P.G. Richards, 2002) y el de la matriz global para ondas SH y P-SV
con diversos angulos de incidencia, de polarizacién (entre las ondas SH y
SV) y de azimuth. Los resultados en el dominio del tiempo se presentan
haciendo uso de la ondicula o pulso de Ricker que es frecuentemente aplicada
en problemas de sismologia.

Las soluciones analiticas estan restringidas a problemas con configura-
ciones de geometria simple. Por esta razon, para estudiar dominios de
geometrias realistas se hace uso de métodos numéricos, que aunque son
aproximados dan resultados que representan la fisica del problema. En-
tre los métodos numeéricos se cuenta con: “elementos finitos”, “elementos
de contorno” (BEM, IBEM), “diferencias finitas”, entre otros. Se decidi6
trabajar con el método de las diferencias finitas ya que es relativamente sen-
cillo simular geometrias complejas. Existe una gran variedad de esquemas
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INTRODUCCION iii

de diferencias finitas, por ejemplo aquellas que se formulan en coordenadas
cilindricas o esféricas, pero las mas socorridas son las que se construyen en
coordenadas rectangulares. Debido a que existen distintas configuraciones
de mallado, como las rectangulares y las triangulares, la obtencién de los
distintos operadores diferenciales como el Laplaciano se realizan de distin-
tas maneras. Por ejemplo, este estda formado por derivadas parciales que
son aproximadas con el uso de diferencias finitas de 6rdenes superiores. Para
ilustrar esto consideramos la primera o segunda derivada de una funcion; esta
puede obtenerse de manera aproximada considerando puntos adyacentes al
lugar geométrico de la derivada, por lo que si se considera un punto atras
y otro adelante del lugar de la derivada, se dice que se trata de diferencias
finitas de segundo orden; ya que usa dos puntos, y asi sucesivamente para
6rdenes superiores. En este trabajo se utilizan configuraciones simétricas,
es decir el mismo numero de puntos hacia atras que hacia adelante. Exis-
ten configuraciones sélo hacia adelante o s6lo hacia atras en inglés (forward
y backward), y otras combinadas. Se exploran y desarrollan programas de
céomputo para mallas rectangulares (para esquemas centrados y alternados) y
para mallas triangulares con un esquema alternado en problemas homogéneos
y heterogéneos. En estos casos se suponen fuentes puntuales SH y P -SV
y se muestran resultados numéricos. Las diferencias finitas son una ma-
nera eficiente de simular la propagacién de ondas elasticas. No obstante,
para mantener la duracién de los calculos dentro de limites razonables la
dimension del modelo debe acotarse y las condiciones de frontera apropiadas
deberian simular la irradiacion al exterior.

Las fronteras absorbentes son un recurso matematico que busca dar solu-
ci6én a un problema fisico (la irradiacién al infinito). Las fronteras absorbentes
son aplicadas en campos muy diversos como en la sismologia, 6ptica, electro-
magnetismo, etc., pero a la vez afines ya que todos estudian el fenémeno de la
propagacién de ondas de distintas caracteristicas. Existen también las capas
absorbentes, que comparadas con las condiciones de fronteras absorbentes
son mucho mas faciles de aplicar ya que toman una banda de N puntos en la
vecindad del limite del dominio interno en la que se modifican las propiedades
del medio para amortiguar parte de la energia. En las fronteras absorbentes
s6lo se utilizan los puntos del limite del dominio interno y en ellos se aplican
las propiedades del dominio exterior. En las fronteras absorbentes espec-
trales se aplica el iltimo concepto y se busca obtener la rigidez (propiedades
del medio) que simule las caracteristicas del dominio exterior y asi, cuando
la onda llegue a la frontera se simulara la irradiacién de la energia al exte-
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rior. En el capitulo 3 se formula la teoria de un tipo de frontera absorbente,
llamadas “fronteras absorbentes espectrales” ya que utilizan el par de trans-
formadas de Fourier para pasar de un dominio a otro, del dominio f — &, al
de f —z,0alt—kyluego al t — x. Se obtienen resultados fundamentales
para una frontera de forma plana y una circular. Debido a que el desarrollo
de la teoria de las fronteras absorbentes espectrales esta en sus inicios sélo
se presentan resultados tedricos en el dominio de la frecuencia.

Finalmente se explora un esquema de diferencias finitas alternado de
malla triangular en el problema de una inclusion circular 2D. Se busca estu-
diar el comportamiento de una onda compresional generada en el fluido, que
pasa a través del mismo alcanzando la interface fluido-sélido y la del sdlido
exterior.

Objetivos

El presente trabajo tiene los siguientes objetivos:

1. Estudiar las bases del fenémeno de la propagacion de ondas elasticas a
través de estratos planos.

2. Estudiar diversos esquemas de diferencias finitas de 6rdenes superiores,
especificamente los esquemas centrado y alternado con malla rectangu-
lar y el alternado con malla triangular.

3. Desarrollar programas de cémputo en Fortran 90/95 (Chapman, S.J.,
2004) (Ellis, T.M.R., L.R. Philips, y T.M. Lahey, 1994) para los tres

esquemas indicados.

4. Desarrollar la teoria de una frontera absorbente espectral que utilice el
par de transformadas de Fourier como fundamento, y se pueda aplicar
de manera sencilla en diversos métodos numéricos en el dominio de la
frecuencia.

Los programas de computo fueron desarrollados en el programa Salford
Fortran 90/95, las graficas en MATLAB 7, y el texto fue escrito con BTEX
(Lamport, L., 1994).



Capitulo 1

Ondas planas y cilindricas

La teoria de la elasticidad ver (Fung, Y.C., 1965), nos muestra que la solucién
de la ecuacién de movimiento describe dos tipos de ondas elasticas, las
compresionales y las de cortante. En este capitulo se verd que estas on-
das se propagan de manera diferente, con velocidades que dependen de
las propiedades elasticas del material. Se consideran medios homogéneos,
1sotropos y elasticos. Durante la propagacién de las ondas a través del medio,
la relacion entre los esfuerzos y los desplazamientos estd dada por la ecuacién
de movimiento homogénea, que no incluye el término de fuerzas de cuerpo,
asi que la segunda Ley de Newton F = ma puede ser expresada como:

Oo;;

8mj

8211.,' (X, t)

(x,1) = ps (L1)

La ecuacién de movimiento también puede ser expresada y/o resuelta en
términos de los desplazamientos, ya que los esfuerzos estan relacionados con
las deformaciones, y los esfuerzos se pueden obtener derivando los desplaza-
mientos. La ecuacién de movimiento relaciona las derivadas espaciales del
tensor de esfuerzos con la derivada temporal del vector de desplazamientos,
expresando la ecuacién (1.1) en coordenadas cartesianas (z,y,z), comen-
zando con la componente z se tiene:

00,4(X, 1)  Qogy(%,1) | 00.(x,t)  0%uz(x,1)
o oy o: T om

(1.2)

para expresar la ecuacién (1.2) (y las correspondientes a las direcciones y e
z) en términos de los desplazamientos se utiliza la ley constitutiva de Hooke
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para un medio homogéneo, isétropo y elastico que estd en funcion de las
constantes de Lamé (X y u):

Oi5 = A ekt (S,']' + 2u €5 = /\95,']' + 2p €45 (13)
donde § es la dilatacién y se representa como 8 = ¢;; = a—“L+ g—;‘f—}— Sus — 7.y

que es la divergencia del campo de desplazamientos u(x ) La dilatacién mues-
tra el cambio de volumen por unidad de volumen asociado con la deformacion.
ei; es el tensor de deformacién que describe las deformaciones internas del
medio y puede expresarse usando los componentes de los vectores de des-
plazamiento (ug, uy, u,):

Oug 1 { Oug B_UH) 1 ((91;1 auz
oz 2 ( + 2 +
| 10wy 8uz “ouy 1 (a_ul )
Cij = 2 EBI + ; dy 2 + ay (14)
1 {Ou, 6uz 1 (Ou, a_ul) Suy
2 + ( Jy + 9z

Asi los esfuerzos en términos de los desplazamientos estan dados por

Oow = M+ 2t epn = M + 2p%“f
T
Ou, Ou
Ou, Ou,
Orz = 2M€p, = 87+ .

Las derivadas espaciales de las componentes de los esfuerzos son:

004y 06 8%,

or /\E 2 0z
00y O?u, 0%,
= 1.6
ady s ( ay? * OyOzx (16)
00, v, 0%u,
oz K 0z2 + 020z

pues para un material homogéneo las constantes elasticas no varian con la
posicion. Finalmente, sustituyendo las derivadas en la ecuacién de movimiento
y, utilizando las definiciones de la dilatacién # y del Laplaciano V?(u,) =
8 u, B%u, 82uy

+ 5,2 + 55 se obtiene:

06 O%u,

(At p)g+ uVi(us) = p a2

(1.7)
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para la componente x de la ecuacién de movimiento (1.1). De igual forma
se pueden encontrar ecuaciones similares para las componentes del desplaza-
miento y y z. Las tres ecuaciones pueden combinarse, utilizando el operador
Laplaciano del campo de desplazamientos que en coordenadas cartesianas
adquiere la siguiente forma:

Vi = (Viug, Vi, Viu,) (1.8)
de manera que se tiene la ecuacion vectorial:

0%u(x,t)

A+ #)V (V- u(x, 1) + pViu(x,t) = p— 2=

(1.9)
que es la ecuaciéon de movimiento para un medio isétropo elastico, escrita en
términos de los desplazamientos. La ecuacién anterior puede escribirse en
funcion de la identidad

Viu=V(V-u)—Vx(V x u) (1.10)
para obtener:

0*u(x,t)

(A+2u)VV -u(x,t) — pV x V x u(x,t) =p 512

(1.11)
Para dar solucion a la ecuacion anterior se puede expresar el campo de des-
plazamientos en términos de otras dos funciones, ¢ y ¥, que son conocidas
como potenciales:

u(x,t) = Vo(x,t) + V x ¥(x,1) (1.12)

En esta representacion, el desplazamiento es la suma del gradiente del poten-
cial escalar ¢(x,t) y del rotacional del potencial vectorial ¥(x,t). La parte
asociada con el potencial escalar no tiene rotacional V x (V¢) = 0 por lo que
representa las ondas compresionales P. Y la parte asociada con el potencial
vectorial tiene divergencia igual a cero V - (V x ¥) = 0, esto significa que
no hay cambio de volumen, y representa a las ondas de corte S, ver (Aki,
K., y P.G. Richards, 2002). Sustituyendo los potenciales en la ecuacién de
movimiento (1.11) y ordenando los términos, da:

2

(A +2u)V(V?0) — uV x V x (V x ¥) Vo+V x¥) (1.13)

= p@(



Capitulo 1

Ondas planas y cilindricas

La teoria de la elasticidad ver (Fung, Y.C., 1965), nos muestra que la solucion
de la ecuacion de movimiento describe dos tipos de ondas elasticas, las
compresionales y las de cortante. En este capitulo se vera que estas on-
das se propagan de manera diferente, con velocidades que dependen de
las propiedades elasticas del material. Se consideran medios homogéneos,
isétropos y eldsticos. Durante la propagacidn de las ondas a través del medio,
la relacidn entre los esfuerzos y los desplazamientos estd dada por la ecuacion
de movimiento homogénea, que no incluye el término de fuerzas de cuerpo.
asi que la segunda Ley de Newton F = ma puede ser expresada como:

00,—,-
Oz;

0%u, (x,1)
ot?

(x,2)=p (1.1)

La ecuaciér de movimiento también puede ser expresada y/o resuelta en
términos de los desplazamientos, ya que los esfuerzos estan relacionados con
las deformaciones, y los esfuerzos se pueden obtener derivando los desplaza-
mientos. La ecuacién de movimiento relaciona las derivadas espaciales del
tensor de esfuerzos con la derivada temporal del vector de desplazamientos,
expresando la ecuacion (1.1) en coordenadas cartesianas (z,y.z), comen-
zando con la componente z se tiene:

0o.o(X,1)  Oogy(x,t) | Oog(x,t) u(x,1)
Oz + Ay + 0z S (12)

para expresar la ecuacidn (1.2) (y las correspondientes a las direcciones y e
z) en términos de los desplazamientos se utiliza la ley constitutiva de Hooke



CAPITULO 1. ONDAS PLANAS Y CILINDRICAS 2

para un medio homogéneo, isotropo y elastico que esta en funcion de las
constantes de Lamé (A y p):

aiy = Xexk 8ij + 2p 5 = ABS; + 2p ey (1.3)

donde 8 es la dilatacion v se representa como 8 = e;; = f’;—:'iL f;:" -+ :—‘;L;f =V-u
que es la divergencia del campo de desplazamientos u(x). La difatacién mues-
tra el cambio de volumen por unidad de volumen asociado con la deformacion.
¢ij es el tensor de deformacion que describe las deformaciones internas del
medio y puede expresarse usando los componentes de los vectores de des-

plazamiento (u,, Uy, u:):

uz du Au, 1 (Ou Ju -
5 dzx %(E:J_:f jﬁ) -2‘('5::&-’-7;%
o 1 [ Buy au, iy 1 [ Fuy du -
Cij = 2 E dx + g iy 2 ( [2E + dy (14)
1 { Qu- Suz 1 { Ou. du, O
S ) i) En
Asi los esfuerzos cu términos de los desplazamientos estin dados por
0
= /\H-L');lfn— = A0+ 2 211 0”:
du, Ou,
Boy = 2U€zy = = - 1.5
)= 2y = p ( o T oz ) (1.5)
5 ity + Ju.
Oz: = £ Tz = A
T T 0 T o
Las derivadas espaciales de las componentes de los esfuerzos sou:
g _ A_ + 21. H
Oz Ox dx?
da O%u, O*u
a’y = U =+ Y (1.6)
y dy*  Oyoux
00 .- O*u, " 0%u.
=
0= dz2 = 9z0z

pues para un material homogéneo las constantes elasticas no varian con la

posicién. Finalmente, sustituyendo las derivadas en la ecuacion de movimiento
g - - A - ]

v utilizando las definiciones de la dilatacion é y del Laplaciano V?*(u.) =

Fu, | & Puz :
5 T 5 + G se obtiene:

0%,
ot?

98
A+ )=+ Vi) = p

3 (1.7)



CAPITULO 1. ONDAS PLANAS Y CILINDRICAS 3

para la componente 2z de la ecuacién de movimiento (1.1). De igual forma
se pueden encontrar ecuaciones similares para las cornponentes del desplaza-
miento y y z. Las tres ecuaciones pueden combinarsc, utilizando €] operador
Laplaciano del campo de desplazamientos que en coordenadas cartesianas
adquiere la siguiente forma:

Viu = (V'Zur, Viu,, V2u:) (1.8)
de manera que se tiene la ecuacion vectorial:

9%u(x,1)

A+ 1)V (V- u(x, 1) + pVu(x.t) = " am

(1.9)
que es la ecuacion de movimiento para un medio isétropo elastico, escrita en
términos de los desplazamientos. La ecuacion anterior puede escribirse en
funcién de la identidad

VZPu=V(V-u)-V x(V x u) (1.10)
para obtener:

0%u(x, 1)

(A4 2u)VV -u(x 1) — uV x V x u(x,t) = p 3¢

(1.11)
Para dar solucidn a la ecuacién anterior se puede expresar el campo de des-
plazamientos en términos de otras dos funciones, ¢ y ¥, que son conocidas
como potenciales:

u(x,t) = Ve(x,t) + V x ¥(x,t) (1.12)

En esta representacion, el desplazamiento es la suma del gradiente del poten-
cial escalar ¢(x,t) y del rotacional del potencial vectorial ¥(x,?). La parte
asociada con el potencial escalar no tiene rotacional V x (V@) = 0 por lo que
representa las ondas compresionales P. Y la parte asociada con el potencial
vectorial tiene divergencia igual a cero V - (V x ¥) = 0, esto significa que
no hay cambio de volumen, y representa a las ondas de corte S, ver (Aki,
K., y P.G. Richards, 2002). Sustituyendo los potenciales en la ecuacién de
movimiento (1.11) y ordenando los términos, da:

2

(A +20)V(V?¢) — uV x V x (V x ¥) (Vo +V x¥)  (113)
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Utilizando la ecuacién (1.10), €l segundo término de }a ecuacidn (1.13) queda
como:

UxVx(Vx¥)=-VIV x )+ V(V-(VxT))=-VHV x ) (1.14)

debido a que la divergencia del rotacional es cero. Por lo que la ecuacion
(1.14) queda como:

9*P(x, 1)
ot?

I (x,1)
ot?
(1.15)
Se obtiene una solucidon de la ecuacién cuando va sea el gradiente de la parte
izquierda de la ecuacién (1.15) o el rotacional de la parte derecha de la misma
ecuacién vale cero. El potencial escalar satisface:

V(A + 2;1,)Vzd)(x, ty—p } = -V X ]:;LV2\I!(x,t) —-p

ic’)%j(x.t)
a?  Of?

V24(x,t) = (1.16)

donde a es la velocidad de propagacién de las ondas compresionales P,

o= JAH2H (1.17)
P

De igual forma, el potencial vectorial satisface:

, 1 9*P(x,t)
2 _ Y
doude 3 es la velocidad de propagacion de las ondas de corte S,
g= [t (1.19)

o

v extas son las ecuaciones de onda.

Las direcciones de polarizacion de la onda de corte son definidas como
SV para ondas de corte con desplazamiento en el plano vertical (z — z), y las
SH, para las ondas de corte polarizadas horizontalmente con desplazamiento
en la direccién y que es paralela a la superficie terrestre.
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1.1 Reflexidn de ondas planas SH, P y SV en
superficie libre

Utilizando la teoria mostrada anteriormente, se pueden determinar los valores
de desplazamiento y de traccidn para ondas incidentes P y S en un medio
con estratos horizontales.

Para las ondas SH no es necesario recurrir a los potenciales y el desplaza-
miento antiplano v satisface la ecuacién (1.18) de manera que una onda inci-

dente plana esta dada por v = f (i — %siny + 5 cos 7). Es posible demostrar
que para satisfacer tracciones nulas en z = 0 se requiere una onda reflejada

dada por v = f (t —gsiny — %cosqt). Es decir pg—‘_j = 0. Ep este caso

T(u) =0y v=2f (t — %si.ny) en z = 0. Siendo S la velocidad de propa-
gacion de las ondas de corte y « el dngulo de incidencia de la onda plana.
Usualmente se utiliza el término de lentitud horizontal L'J'l que es el reciproco
de la velocidad horizoutal aparente. Una vez con los desplazamientos se ob-
tiene la traccion ya que ambos conceptos estan relacionados entre si, de la

siguiente manera:

Tw) = (e 72) = 0.5 0) (120

donde (7., Ty, T:. ) representan las componentes de la traccidn o los esfucrzos
de las direcciones ortogonales, y ¢ el médulo de cortante.

Ty =T, =T, =0

Y/ /Y 77

inculente STI refepwla SH

A 4

z

Figura 1.1: Incidencia y reflezién de una onda plana SH en la superficie libre de un
semiespacio con los dngulos de incidencia y de reflezion ~.

Para el caso de la incidencia de ondas planas P se tienen dos componcentes
de desplazamiento u, o 4 y u. o w que dependen del poteucial escalar @, v
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y w son los desplazamientos en las direcciones z y z respectivamente:

_[9¢ , 99

y las tracciones en una superficie horizontal estan dadas por:

2¢) 02¢I’)

A2+ 2 —F 1.22
axaz,O, ¢+ 2u (1.22)

T(u) = (T::csTyszZZ) = (2u 822

Ay p son las constantes de Lamé.

Al igual que las ondas P, las ondas SV tienen dos componentes de des-
plazamiento u y w, pero dependen del potencial vectorial ¥ y no del escalar
®, por lo que el campo de desplazamiento esta dado por:

NN

v las tracciones son:

0% y¢)ﬂ£ a%) 124

T(I.l) = (TZI)T!]Z)TZZ) - (# ((9_332- - 5.2'_2 MaIL'aZ

Para las ondas P el potencial escalar ¢ estd formado por la suma de los
potenciales escalares, el incidente ¢ y el refiejado ¢™/, ambos son ondas
planas armdnicas que satisfacen la ecuacién de Ja onda (1.16). ¢ = et

- 53 sé
¢ = Aexp [iw <5129.7: — coa z - t)] (1.25)
¢ = Bexp |iw (Slzgl + co;éz —t)] (1.26)

y para las ondas S sucede lo mismo sdlo que se utiliza el potencial vectorial
¥ que satisface la ccuacion (1.18), 3 = "¢ 4 "<

sin 7y Cos 7y
T———z—1t 1.27
- )] (1.27)

P/ = Dexp [iw (sm’yt + ok 8 —t)] (1.28)

P = Cexp liw

I.’fj ' .3
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T:,( =7 vz z-:’,z = O
/777 /7777
AR
wcidente P Y reflegda B
7
v 7
7 P4 relteyada SV

Figura 1.2: Incidenciu de una onda plana P en lu superficie libre (por lo que 7,i = 0,
i = x,y,2z) de un sdlido eldstico. Los dngulos 8 y v estdn defimidos en funcidn de las
trayeclorias de las ondas planas reflejadas, ya sean P o SV respeclivamente.

Ty =T, =7, =0

7 7 X

reficjada P
~

incidenic SV ~ 7 reflejada SV

Figura 1.3: Ondas planas P y SV reflejadas como consecucencia de una onda plana SV
incidente en la superficie libre (por eso 7,; = 0. i — =z,y, z)de un semiespacio. con sus
respectivos dngulos de incidencia y de reflerion.

donde v y 6 son los angulos de incidencia para ondas S y P respectivamente,
B v o corresponden a las velocidades de propagacion, ¢ es ¢l tiempo, w es la
frecuenciay A, B, C, D son las amplitudes de las ondas incidentes y reflejadas
en las interfaces de los estratos.

En estas ecuaciones, como en el caso SH se han empleado argumentos
espacio-temporales que describen ondas planas pero ademas se ha particu-
larizado el tratamiento con exponenciales complejos de la forma elie(Z2=0)].
Asi de esta manera la variable tiempo puede manejarse de manera algebraica
considerando a la frecuencia w como un parametro. La solucién en tiempo
sera materia de la sintesis de Fourier.

Las ecuaciones anteriores pueden simplificarse utilizando los términos de
pumero de onda horizontal y vertical. Debido a que los medios con los que
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se trabaja presentan estratos horizontales y, utilizando la Ley de Snell,
siny  sinf
B«

el mimero de onda horizontal k., permanece uniforme en todo el sistema de
estratos

(1.29)

Ke = Bsin*y = “sind (1.30)
B )

contrariamente a lo que pasa con el numero de onda vertical x, o n para
ondas P y v para ondas S, que cambia en cada estrato dependiendo de su
velocidad de propagacidn v del angulo de incidencia de las ondas:

w w?

l\‘.z‘:q:gcosy= E—fii, (1.31)
w w?

K: =V =—cosf = —-2‘~K§. (1.32)
o o

Estas ecuaciones para los mimeros de onda verticales tienen una forma que
garantiza que la ecuacién el/F7¥8] gea una solucién genérica de las ecua-
ciones (1.16) o (1.18), deperdiendo del tipo de onda considerada. Cuando
el numero de onda horizontal es cero k, = 0, el nimero de onda vertical es
1 = % lo que significa que la propagacion de las ondas planas se da sélo en el
eje z. Cuando Kk, = % el numero de onda vertical es 7 = 0 y no hay propa-
gacion en la direccion z, solo en {a z. En el caso de que el nimero de onda
horizontal varie de 0 < x; < %, el numero de onda vertical tendra valores
entre 0 <7 < %y los frentes de onda tendran angulos de 0°< v < 360° simu-
lando una fuente cilindrica formada por ondas planas. Y cuando % < Ky < &0
el mimero 7 sera complejo lo que significa que las ondas se propagaran a lo
largo de la interface disminuyendo su amplitud con respecto a la profundidad
del estrato.

Para comprender mejor el fenémeno de la reflexidén de ondas se obtienen
los coeficientes de reflexién ante ondas incidentes P y SV en la superficie
libre (z = 0) ,ver figura 1.2 y 1.3, de nn semiespacio. Estos coeficientes son
el cociente entre la amplitud de la onda reflejada y la amplitud de la onda
incidente.

En el caso de una onda incidente P, los valores de las tracciones en planos
horizontales dentro del! semiespacio son:

Ter = 2/»,-3~zwp5—f +p(1 — 287wy (1.33)
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B B 5 prelt
Tee = —p(1 — 2B p* )0 + 2p3%wp = (1.34)
st se sustituven los valores de los potenciales evaluados en z = 0 v se umpone
que ahi 7., = 7.. = 0, se obtienen las siguientes ecuaciones:
" 6 5 -
232 pn (A — Ag) + (1 — 26°p*) By = 0
Y
5 5 L, COS
(1—232%) (A + Ag) + 28%p LB, = 0

donde A corresponde la onda incidente P, 4, es la amplitud de la onda
reflejada P y B; lo es de la onda reflejada S, p es la densidad de masa, ¢
es la unidad imaginaria y p = sinf/a = sinvy//3. Resolviendo el sistema de
ecuaciones formado por las ecuaciones anteriores, se obtienen los coeficientes
de reflexion para una onda plana P incidente, ver figura 1.4. Estos son:

Ay 4B'p* 725t — (1 - 28°p%) _ sin20sin2y — K cos® 2 (1.35)
A 4pipresfoesn 4 (1 — 23%p2)? " sin 20sin 2y + K2 cos? 24 )
B, —45%p==2(1 — 28%p? —2sin 26 cos 21

z P ( p°) _ si 549 (1.36)

Ay 4pypeslon (1 9822)2  sin20sin2y + K2 cos? 27

donde K* = a?/3%, (1 —2B8%p?) y 2sin b cos § = sin 26.

En la figura 1.4 ¢) se aprecia que para una onda plana incidente P, se
reflejan dos ondas planas. una P y una SV. A este fendmeno se le conoce
como conversion de modos. Un caso especial que se puede observar en las
figuras 1.4 a) y b), es cuando se presenta un angulo de incidencia § = 0°.
Esta situacion corresponde a una onda incidente compresional y una onda
reflejada de tensional, ya que no se presenta una onda SV reflejada. Un
segundo caso especial ocurre cuando no se presenta una onda P reflejada,
esto sucede para algunos valores de la razén de Poisson, como por ejemplo
v = 0.25 los angulos de incidencia en los que no se presenta reflexion de onda
P son # = 60°,77.5° y estos angulos son lamados dngulos de reflexion total.

En el caso de una onda incidente plana SV reflejada en la superficie libre
(= = 0), ver figura 1.3. se tiene que:

refl
0z
2 . 7. 0.'!
e = —p(1 — 28°p* )™ + 2;».f*wpa—f: =0 (1.38)

+ p(1 = 28*p" )y =0 (1.37)

T.r = 2pBliwp
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08
0.7 =+
_ =06+
3 5 :
. m 0.5+
i P 1
3 = 044
2 =
= = 03 1 — =] 13
g % F —=)3
: < 02+ v=().25
— v=0.2
01 —=p).15
06 , : 0 R
a) Angulo de incidencin (grados) b) Angulo de incidencia, © (grados)

Figura 1.4: Relaciones de amplitud para una onda incidente P, considerando distintos
cocientes de Poisson v. La figura a) muestra la relacidn enlre los coeficientes de la onda
P reflejada y la onda P incidente, b) y los coeficientes de la onda SV reflejada y la onda
P incidente y ¢) esquema de las ondas incidente y reflejadas.

y sustituyendo los valores de los potenciales escalar y vectorial evalnados en
z = 0, se obtiene:

., cos 8
-253%p

Ay + (1 28°*)(Bi + By) = 0
COS 7
B

—(1 - 28%) Ay + 26%

(By—Bz)=0

los coeficientes de reflexion ante una onda plana SV incidente, ver figura 1.5,
son:

B, 4.34172%% — (1 -28%%)* _ sin26sin2y — K cos® 2y (1.39)
By 4pipreslesy L (12825202 sin20sin2y + K2cos?2y
A 45%pe=8(1 — 23%p?) - 2K? sin 2 cos 26
B, 4,-‘3";)255—25‘%1 + (1 —232%p%)2  sin20sin 2y + K? cos? 2y

(1.40)
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02
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-0.4
0.6
-0.8
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Amplitud de B /8 |
Amplitod de A /B

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
a) Angulo de incidencia 7 (grados) b) Angulo de Incidencia, 7 (grados)

Figura 1.5: Relaciones de amplitud para una onda incidente SV, considerando distintos
cocientes de Poisson v. La figura a) muestra la relacion de los coeficientes de la onda SV
reflejada y la onda SV incidente, b) y los coeficientes de la onda P reflejada y la onda
SV incidente y ) esquema de las ondas incidente y reflejadas.

De igual forma que en la incidencia de ondas P, existe conversion de
modos cuando se tiene una onda incidente SV. En la figura 1.5 se aprecian
varios casos, 1) cuando el dngulo de incidencia 4 = 0° existe una onda SV
que se refleja con el mismo dngulo y la misma magnitud, no se presenta
reflexion de onda P. 2) es posible tener incidencia SV y reflexién P y esto
ocurre cuando sin2fsin2y = RK*cos®7y, 3) existe un dngulo critico v en
el que la onda P reflejada serd paralela a la superficie, v esto es cuando
sinfl = Ksiny =1y K > 1. Informacién detallada sobre el tema se puede
encontrar en (Aki, K., v P.G. Richards, 2002) y (Graff, K.F., 1975).

El cociente de Poisson puede obtenerse por medio de la siguiente ecuacién:

7 — ._(\—
2(A + p)
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1.2 Reflexién y transmisiéon de ondas planas
SH, Py SV

En la figura 1.6 se presenta un esquema de dos estratos unidos entre si y se
aprecian las ondas reflejadas y transmitidas (refractadas) por la presencia de
la interface entre dos medios. El angulo de reflexion de una onda SH es igual
al de la incidencia, sin embargo el angulo de la onda transmitida dependera
de las velocidades de propagacién de ambos medios y del angulo con que
incide la onda. La lentitud horizontal de la onda incidente se preserva en las
ondas convertidas. A esta condicidon se le llama “Ley de Snell” y se expresa
mediante sin% = sin 2. Esta expresiéon es aplicable de igual forma en las
ondas P y SV con sus respectivas velocidades de propagacion. La figura 1.7
muestra la reflexion y la transmisién generadas por la incidencia de ondas

planas P y SV.

ronsmhida SH
™
p=, s, Q*
T=T", u=0" _
r o
nB.Q
1 Y
incufente SH v reflejada SH

Figura 1.6: Reflezién y transmisién de una onda plana incidente SH en la interface de
dos estratos con propiedades diferentes.

Como resumen se muestran a continnacion los valores de desplazamiento
v de la traccién en términos de los potenciales ¢ y ¥ en las tres direcciones
ortogonales:

desplazamiento (ix.6,0, —iv {(;;"’“’ — qi'”"”}>
traccién 203% k.1 {(.a""‘-” — ¢ f’} L0, —p(w? —23%k2) O)
(1.41)

P=

desplazamiento (77 {1;"-""“ — zj‘“”} ,0, iﬁrr_.-:r)
traccion p(w® —28%k2) 15, 0,2p3% 17 {:3""“ — " ﬂ})
(1.42)

SV =
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tro s SV transmtick SV
~h
m
mmsnnteda P o transiitds P
pr. e QT pe, P Q7
T=T" u=u" T, Uuiti™
> X » X
ppQ p.B.Q o
reflejuda P reflejada I
incidente SV ¥ 5 1
incidente P v
reflejada SV V: reflefwta 8V
< Z

Figura 1.7: Reflexién y transmisién de una onda plana incidente P y de una 8V en la
interface de dos estralos con propiedades diferentes, se aprecian los dngulos de incidencia,
de reflerion y de transmision.

Cuando una onda se propaga a través de materiales reales, las amplitudes
se atenuan como resultado de diversos procesos internos. En los calculos se
incluye un factor () de amortignamiento o factor de calidad, ver (Knopoft,
L., 1964) y (Aki, K. y P.G. Richards, 1980), que modifica las velocidades de
propagacién de la siguiente manera: 42 = 3%{1 — i/Q},a* = o*{1 — i/Q}
dando asi valores de velocidad complejos.

1.3 Ejemplo de aplicacién de las ondas planas

En las secciones anteriores se mostraron algunos conceptos de la reflexion y
la refraccién de la propagacion de ondas planas armoénicas que pasan de un
medio a otro y a su vez se examinaron estas ondas en presencia de una super-
ficie libre. Con estos conceptos es posible obtener la respuesta en cualquier
punto de un sistema de N estratos planos con distintas propiedades. Ademds,
la incidencia de las ondas planas puede variar de 0 a 90 grados y la respuesta
puede proyectarse en una direccion especifica con un angulo ¢ (azimuth).
Se realizé un programa de cémputo que obtiene la respuesta de un sis-
tema de N estratos ante una onda plana originada en el semiespacio con un
angulo de iucidencia vy. Cada estrato tiene propiedades diferentes de factor
de calidad @, de densidad del medio p y de velocidad de propagacién de
ondas P (a) o S (). Es necesario considerar la polarizacién de las ondas S
para saber que peso tienen las ondas SH y las ondas SV. Finalmente a este
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programa se le incluye un angulo de azimuth ¢ para obtener la respuesta en
distintas direcciones. La figura 1.8 mmestra un diagrama representativo del
sistema de N estratos con sus respectivas propiedades.

P X
. @ m, By, Qu hs
2=
@ P2, B Q: hz
z=zithe X @
v
pe. B, Qe
SH

Figura 1.8: Sistema de 2 estratos y el semiespacio con sus respectivas propicdades.
- Yy 1 Pt prop

Se establecen las condiciones de frontera de desplazamientos y de trac-
ciones en las interfaces de los estratos asi como en la superficie libre en donde
las tracciones sou cero, posteriormente se resuelve un sistema de ecuaciones
lineales representado por la matriz global y se obtienen los coeficientes de
amplificacion de cada onda reflejada o refractada en el sistema. Con los coe-
ficientes se puede obtener la funcién de transferencia de desplazamieuto en
cualquier punto del sistema. A este método se le ha denominado en esta tesis
como el método de la matriz global.

La respuesta ademads de estar en funcién con la geometria y las propiedades
del sistema, depende también del tipo de onda incidente que puede ser una
de las tres siguientes opciones:

1. Onda plana SH incidente

Para obtener la respuesta en la superficie libre z = ( ante una onda
SH incidente, se utiliza la siguiente ecuacion:

sz .41{_._,-,“(:—:” oI .B] Eim[:—..g) — ‘416}}”!11 s Bl

en donde A; y B, corresponden respectivamente a la amplitud de la
onda ascendente y a la onda reflejada en el estrato 1. Debido a que se
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ot

trata de ondas SH la respuesta mostrara amplitudes en la direccion v

0y.

2. Onda plana SV y/o P incidente

Cuando inciden ondas SV u ondas P la respuesta estd dada en dos
direcciones, una en la direccion u o r v otra en la w o z. La solucion
esta en funcion de las amplitudes de las ondas SV y P reflejadas v re-

fractadas del estrato en el que se encuentra la ubicacién de la respuesta.
La respuesta se obtienen con:

U

Wy

1Ky {B]f-l‘m(:-:t) it D[(.ﬂ'm(:*:n]} + vy {A]f_-_'-'“(:_:l) 4+ Cl{:"fnl(z—=n)}
—iv, {B|(_im(:_:]) + D”_--iu;{:—-:ol} 1K, {Ale-—im(:—:;) 1 le_““{:_:'j)}

Una vez con la respuesta en las direcciones u y w, esta se divide entre

un factor que depende del tipo de onda incidente, si se trata de nua

onda SV incidente el factor es \/s2 4+ 0%, vy en el caso de una onda P

J—K2 — 2
KZ — V.

3. Onda plana S incidente

Cuando se trata de una onda S incidente con polarizacién arbitratia.
se determinan sus proyecciones obteniendo las ondas SH y las SV y se
trabaja como en los puntos anteriores.

La respuesta que en este caso denota la funcién de transferencia se en-
cnentra en el dominio de la frecuencia (w). Si se interpreta al conjunto de
estratos como el sistemna, entonces las funciones de transferencia representan
las propiedades del sistema en su conjunto, debido a una entrada (pulso, his-

toria de desplazamiento, velocidad o aceleracion, etc.) en un lugar del medio,
con una salida también en un lugar especifico del medio.

A continuacién se muestran resultados (funciones de transferencia) del
programa de cdmputo para distintas ondas incidentes con respuestas en dis-

tintos puntos.

1. Se trabaja con un estrato cuyas caracteristicas son las del primer estrato
v del semiespacio de la tabla (1.1), para incidencia normal (cero grados)
de ondas SH, P-SV, v se obtienen los resultados de la figura 1.10.
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Figura 1.9: Se aprecia el dngulo de polarizacion 0 de las ondas S, la rotacion de los ejes
u y v con un dngulo ¢ (azimuth) y un dugulos de incidencia ~ de las ondas S y P.

Estrato H p {7} B Qp Qs
1 25 1 86.6 50 100 100

2 30 1.5 130 75 100 100

3 25 1 86.6 50 100 100
S.E. 2 173 100 1000 1000

Tabla 1.1: Propiedades de un sistema de 3 estratos planos y el semiespacio. Donde H
es el peralte de los esiratos, 3, son las velocidades de las ondas 8 y P respectivamente,
u los factores de calidad Qs, Qp.

2. Considerando una onda SH incidente en un sistema de 3 estratos con
propiedades como las presentadas en la tabla 1.1, e involucrando dis-
tintos angulos de incidencia y de azimuth, se obtienen los resultados de
la figura 1.11.

3. Si se tiene una onda SV con las propiedades de la tabla 1.1, se tienen
los resultados de la figura 1.12.

4. Las grdficas correspondientes a una onda P incidente son las de la figura
1.13.

Las graficas de las figuras 1.10 a 1.13 muestran los resultados obtenidos con
el método de la matriz global y estan comparadas con el método de Haskell-
Thompson en lneas negras, ver (Aki, K., y P.G. Richards, 2002).
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Onda SH incidente Onda P incidente
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Onda SV incidente

b
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Figura 1.10: Punciones de transferencia para ondas SH, SV y P con incidencia v = 0°
en la superficie libre en un estrato con semiespacio con el método de la matriz global.
Cuando se trata de un estrato y semiespacio la frecuencia fy donde se encuentran los
valores mdrimos de amplitud se puede obtener con fy = ¢/AH, donde ¢ indica la velocidad
de la onda, B o a dependiendo del tipo de onda y H es el espesor del estrato. Las amplitudes
mdzimas disminuyen conforme aumenta la frecuencia, debido a que se incluyé el factor
de calidad Q) para amortiguar las amplitudes. Si no se utiliza el factor de calidad, las
amplitudes mdzimas son iguales y su valor s¢ encuentra con A = %’—ﬁf donde R es el
estrato y F el semiespacio. Las lineas negras muesiran los resultados usando el método de

Haskell,
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Figura 1.11: Funciones de transferencia en la superficie libre para ondas SH con in-
cidencias v = 0°,30%45%,60° y azimuth ¢ = 0°.45°,60° en un medio con 3 estratos y el

semiespacio.

Por tralarse de una onda SH incidente, la respuesta sc encuenira en la

direccion u independientemente del dangulo de incidencia, sin embargo cuando se rota la
respuesta con una dngulo ¢ (azimuth) se oblienen las proyecciones en los ejes u y v.
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Onda SV incidente Onda SV incidente
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Figura 1.12: Funciones de transferencia en la superficie libre para ondas SV con dis-
tintos dngulos de incidencia v en un sistema de 3 estratos con el semiespacio, aqui la
respuesta estd en las direcciones u y w, exceplo en ¢l caso de incidencia normal que se
presenta la respuesta unicamente en u. Cuando se usa un dngulo ¢ (azimuth) la respuesta
se encuentra en las 3 direcciones ortogonales. Por tralarse de una onda SV, el dngulo de
polarizacidn es 0 = 90 °.
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Figura 1.13: Funciones de transferencia en la superficie libre para ondas P con inciden-
cias v y azimuth ¢ diversos en un sistema de 3 esiralos con el semiespacio,
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Una vez con las funciones de transferencia H(w) en el dominio de la fre-
cuencia w que representan las propiedades del sistema en su conjunto. se
puede obtener la respuesta r(t) en un punto en el dominio del tiempo (lla-
mados aqui sismogramas sintéticos) para una excitacién f(t) en el dominio
del tiempo dada en otro punto del sistema. Para ello es necesario transfor-
mar al dominio de la frecuencia F(w) la sefal de entrada f(t), multiplicarla
por la funcion de transferencia H(w) y al resultado R(w) antitransformarlo
al dominio del tiempo r(¢). Para realizar lo anterior se utiliza el par de
transformadas de Fourier:

[e
F(w) = /

f@) = 2%/:0 F(w)e™ dw (1.44)

f(t)e “tdt (1.43)

a0

las ecuaciones anteriores serian practicas para sefales continuas, pero como
se trabaja con senales discretas se utiliza la transformada rapida de Fourier,
ver (Newland, D.E., 1993).
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1.4 Ondas cilindricas SH

Una fuente SH cilindrica puede ser representada numéricamente con la funcion
de Green como la superposicién de ondas planas con distintos angulos de in-
cidencia , ver (Bowman, F.; 1958) y (Harris, J.G., 2001):

= t oy [T -
G2(Z, €)= — — 1.45
2(Z, €) 4#-0(.3) (1.45)
en doude Hél) denota la funcién de Hankel de primera especie y orden cero,
esta funcién se define como Hél)(z) = Jo(z) + 1Yo(2) donde Jy y Y son las
funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectivamente. También
en representacion integral, se tiene:

Hé!) (%) _ l/c’o l eixm(:-ro)+i’7m|z_zo|d,c (146)
T Jm=-co 7}
y en forma discreta:
Hé]) (%T) - l i ﬁ emm(.r-—xo)-i-")mlz-loi“'.wl + R (147)
m=—co 'Im

Ak es el namero de onda horizontal discreto, 7,, el nimero de onda vertical,
To ¥ 2o son las coordenadas de la fuente y L es la periodicidad de las fuentes, y
estan representadas por las siguientes ecuaciones: Ak = ZT", T = /% — K2,
con Im(nm) > 0y xm = ¥m donde la 1, es consecuencia del uso de ondas
armoénicas y del método de separacién de variables, r es la distancia entre la
ubicacién de la fuente T y Ja del receptor €.

Una vez con la representacion matematica de la fuente cilindrica SH se
puede obtener la funcidn de transferencia sumando la funcion de Green y las
ondas planas reflejadas y refractadas del estrato en el que se encuentre la
fuente, en aquellos estratos sin fuentes sélo se trabaja con las ondas planas
reflejadas y refractadas. El compounente m de la funcién de transferencia
queda como:

Uy = [A c"rnm(z-z)') + Bel'nm(f—zj—l]] + G'n(f, E) (1,48)

El siguiente paso es obtener las condiciones de frontera de un sistema de
N estratos y realizar ¢l mismo procedimiento de solucion que se utilizé en el
método de la matriz global.



CAPITULO 1. ONDAS PLANAS Y CILINDRICAS 23

1.5 Ejemplo de aplicacién de las ondas cilindricas

Con la teoria presentada anteriormente se pueden realizar varios ejemplos de
aplicacion.

1. Se obtiene la respuesta en la superficie libre para un sistema de un
estrato con base rigida, dada una fuente lineal SH en el nusmo estrato.
Donde z, z son las coordenadas de la fuente, H es el espesor del estrato
T, y T, propiedades del pulso de Ricker, ver seccién 2.2.1, Dt = At, N
es el numero de puntos en el tiempo, ver tabla 1.2 y los resultados se
muestran en la figura 1.15.

X z H L
0 5 10 1000
p B Q
1 100 100
Xmin Xxmax # esta.
-100 100 41
Tp Ts Dt N
0.3 0.5 0.01 1024

Tabla 1.2: Propiedades de un estralo con las propiedades que definen al pulso de Ricker.
Donde (z,z) es la ubicacién de la respuesta, H es el espesor del estrato, L es lo periodicidad
de las fuentes, p es la densidad. f3 es la velocidad de ondas S, Q es el factor de rulidad.
zmin,xmaz ¢s la ubicacion sobre la superficie libre de los receptores exiremos, Nest. es el
numero de estaciones, Tp,Ts son las propiedades del pulso de Ricker, DL es el inlervalo
de liempo y N es el nimero de punlos en tiempo. Ver figura 1.14.

2. Para un sistema de 3 estratos con una fuente lineal SH, determinar la
respuesta en la superficie, ver tabla 1.3 v figura 1.14 y 1.16.
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Nesl = NOmero de estaciones

Yoy T X
4 v A 4 x
H
z
a) b)

Figura 1.14: a) Muestra un estrato con base rigida, la representacion grdfica de una
Juente cilindrica y la ubicacién de los receptores en la superficie libre, b) sistema de 3
estratos y el semiespacio con propiedades diferentes.
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Figura 1.15: Sismogramas sintéticos en la superficie libre de un estrato con base rigida, se
aplici una fuente lineal SH en el interior del medio. Debido a que la fuenie se encuentra
debajo del receptor cero, se aprecia en la figura que el pulso se propaga simétricamente
conforme el liempe pasa. Para remover el ruido que estd presente en los sismogramas, se
pueden usar diversos filtros.




CAPITULO 1. ONDAS PLANAS Y CILINDRICAS

Estratos H p B Qs
1 5 1 50 100
2 10 2 100 100
3 S 1 50 100
S.E. 2 200 1000
Xt Zf L Xmin Xmax
0 175 1000 -100 100
Tp Ts Dt N # esta.
0.3 0.5 0.01 512 21

[V}
(&3]

Tabla 1.3: Propiedades de un sistema de 3 estratos y el semiespacio con una fuente
lincal SH. Donde H es el espesor de los estratos, 7 es la velocidad de propagacion, p
es la densidad, Qs es el factor de calidad, (zf.zf) es la ubicacion de la fuente, L es la
periodicidad de las fuentes, zmin,xmaz es la ubicacidn de los receplores extremos en la
superficie libre, Nesl es el nimero de estaciones, Tp,Ts son las propiedades del pulso de
Ricker, Dt es el inlervalo de tiempo y N es el numere de puntos en tiempo.

- -
£ =~ —— — ——
===V > E=S=———= —
—_— % = = e
'& &= T ————
g P= Y, N W ——
LR —————— ————
B “,- w b—4 —_—
= Jj’ == = —
e — /é = == ——
EZ == % e

\
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)
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Figura 1.16: Sismogramas sintéticos en la superficie libre de un sistema de 3 estratos y el
semiespacio con una fuente SH en el tercer estrato. Al igual que el ejemplo de un estrato
con fuente SH, la repuesta es simétrica en ambos lados del receptor cero, sin embargo la
forma de la onda que se propaga es diferente, debido a las refleriones y refracciones en las
interfaces de los estratos.



Capitulo 2

Diferencias finitas

El método de las diferencias finitas es un método numérico aproximado que
da solucion a ecuaciones diferenciales parciales, ya sean de tipo parabolicas
(e.g. la ecuacidn de calor %—'; = k%zté}), las elipticas (e.g. la ecuacion de Laplace
g% + g% = 0) y las hiperbdlicas (e.g. la ecuacion de onda i};—:‘ = CQ%}'}). Por
lo que las derivadas parciales de funciones continuas son remplazadas por
aproximaciones, donde el incremento diferencial de la derivada (0 ) se susti-
tuye por un incremento finito (A z) que corresponde al intervalo de muestreo
de la funcion discretizada. La funcién continua debe ser discretizada ya que
no es posible trabajar con ella en un sistema de cémputo. En este caso, la
solucidn de una ecuacién diferencial parcial se determina remplazando todas
sus derivadas parciales por diferencias finitas, La mayor ventaja de las dife-
rencias finitas es su facil umplantacion en problemas de propagacién de ondas,
por esa razdn es que desde los afios 60s ha tenido una gran aceptacidn., Su
caracteristica principal es su uso en la solucién de problemas con geometrias
complejas va que es dificil dar solucion analitica a estos problemas.

Las diferencias finitas son aplicadas en 4reas tan diversas como la sis-
mologia, el electromagnetismo, la acustica, entre otras. En sus comienzos en
los atios 60s fueron bien recibidas en la comunidad cientifica sin embargo la
capacidad de cdmputo era limitada por lo que tomé algunos anos para que
fueran aplicadas.

A principios de los afios 70s se realizaron comparaciones de métodos
analiticos con soluciones dadas por el método de las diferencias finitas ante
una onda impulsiva SH utilizando un esquema centrado de desplazamiento
(Alford, R.M., K.R. Kelly, et al, 1974), los resultados fueron alentadores para
esquemas sin dispersion v para llegar a ello fue necesario utilizar intervalos

26
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espacilales de mallado lo suficientemente pequefios para evitar obtener inter-
pretaciones erréneas de los sismogramas. El esquema centrado fue practico
ya que se pudo modelar adecuadamente la propagacion de distintas ondas
como las ondas superficiales y ademas fue sencilla su implantaciéon en mode-
los anisétropos v complejos (Kelly, K.R., R.W. Ward, et al, 1976). Tambien
se represento al vacio incorporando en las ecuaciones la velocidad del medio
igualada a cero. Durante la década de los 70s se continud usando el esquema
de diferencias finitas centrado principalmente de érdenes inferiores (20 y 4o
orden), ademads se propuso el método pseudoespectral (Kreiss, HO. y J.
Oliger, 1972) que a diferencia del método de las diferencias finitas que utiliza
aproximaciones de derivadas de diversos ordenes, éste utiliza la transformada
de Fourier para obtener derivadas de funciones. En esta década (Madariaga,
R., 1976) desarroll$ el esquema alternado de diferencias finitas (por sus siglas
en inglés "Staggered method”) esquema basado en las ecuaciones elasticas
acopladas de movimiento de primer orden y las leyes constitutivas expresadas
en velocidades y esfuerzos de la particula, las cuales utilizé para modelar la
propagacion de una fractura circular en un medio elastico.

En los anos 80s se realizaron comparaciones entre los esquemas de dife-
rencias finitas de diversos drdenes (Dablain, 1986) con algunos métodos pseu-
doespectrales (Fornberg, B., 1987) se lleg a la conclusién de que es practico
trabajar con esquemas que requieran un mayor muestreo en el tiempo en
comparacion con el muestreo espacial debido a los recursos de computo con
Jos que se contaba. Ademas se encontr6 que el muetreo en los métodos pseu-
doespectrales es menor al requerido por los esquemas de diferencias finitas.
El metodo alternado de diferencias finitas disminuy6 el trabajo de cdmputo
ya que en vez de trabajar con ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas
de segundo orden se redujeron un orden, transformando ¢l esquema de des-
plazamiento de segundo orden a uno de esfuerzo-velocidad de primer orden
(Virieux, J., 1984) (Virieux, J., 1986).

La década de los anos 90s se caracterizé por la mnplantacién de los es-
quemas anteriormente mencionados en grandes problemas de modelacion
numeérica, como la modelacién sismica de una region dada (Furumura T.
y H. Takenaka, 1996), donde se desarrollaron modelos tridimensionales que
involucraban las propiedades fisicas del subsuelo del Japon y asi modelar la
propagacion de ondas sismicas.

Actualmente se desarrollan métodos de diferencias finitas hibridos (Moczo,
P, E. Bystricky, et al, 1997) (Kang, T.-S. y C.-E. Baag, 2004) que si bien

utilizan los mismos esquemas antes desarrollados, ahora los usan de manera
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combinada, por ejemplo diferencias finitas alternadas con un muestreo no
uniforme (Pitarka, A., 1999), (Haysshi, K., D.R. Burns v N. Tokséz. 2001).
No solamente se trabaja con esquemas cuadrados o rectangulares, se han
desarrollado esquemas con geometrias diversas como las triangulares que fue
introducida por (Magnier, S.A., P. Mora, y A. Tarantola, 1994). Debido
al uso de sistemas de computo avanzados se ha dado gran importancia a
los estudios relacionados a la visualizacion tridimensional de la propagacion
de ondas (Furumura, T., B.L.N. Kennett y I{. Koketsu, 2003) y se buscan
nuevos métodos matematicos para optimizar los recursos de la memoria de
computo en grandes simulaciones (Moczo, P., M. Lucka, et al, 1999).

Este capitulo tiene por objetivo principal desarrollar programas de com-
puto de esquemas tanto centrados como alternados de diferencias finitas bidi-
mensionales de mallas rectangulares para diversos ordenes, estos esquemas
seran desarrollados en el dominio del tiempo () y el de la frecuencia (w) ante
fuentes de ondas SH y P-SV. Se muestran las formulaciones matematicas
para desarrollar ambos esquemas en tiempo de 2 dimensiones.

2.1 Diferencias finitas de érdenes superiores

El procedimiento fundamental de los cdlculos numéricos de las diferencias
finitas estd basado en aproximaciones polinomiales de una funcidn f(z). Una
primera aproximacién a la funcidn f(z) puede estar dada por su tangente
siendo una aproximacidn lineal (polinomio de primer orden),

f(x0)

fla) = flzo) + (2 — 7o) ==

Ax

también puede considerarse una aproximacion cuadratica,

f”(-TO)
2!

flz) = f(zo) + Az f'(zo) + (Az)*

Entre mayor sea el orden de las aproximaciones a la funcién f(z), mayor sera
la exactitud de dicha aproximacién. Estas aproxdmaciones polinomiales son
las conocidas como las series de Taylor (Haberman, R., 2004).

Con el uso de la serie de Taylor es posible aproximar las derivadas de una
funcion f de varias maneras, las mas utilizadas se indican a continuacidn:
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1. Aproximacién hacia adelante:

3_f( - flz+Az)— f(2)
Oz 2) ™ Az

2. Aproximacion hacia atras:

Qi(qj) _f(z)— flz —Ax)
az~ " Az

3. Aproximacién centrada:

r+Azx)~ flz — Az)
20 x

of . fl
E(l)w

La aproxuinacion hacia adelante es llamada ast debido a que se necesita
uno o varios puntos adelante de la posicidn de f(z), en el caso hacia atrés los
puntos estan atras de f(z) y la aproximacidn centrada es aquella que tiene
igual numero de puntos hacia adelante que bacia atras de f(z).

Es posible obtener las derivadas de primer orden g—i en un punto, con-
siderando los puntos posteriores y anteriores a dicho punto, para ello se puede
utilizar una expansion de series de Taylor o una expansién de polinomios (un
sistema de ecuaciones lineales) como el que se muestra a continuacion y que
da como resultado los coeficientes de la aproximacion en diferencias finitas

de cuarto orden.

f = fo+ Az + Bz* + Cz® + Ds*

for = fo—24+4B—8C +16D
foo = fo—A+B-C4+D

fi = fo+A+B+C+D (2.1)
fo = fo+2A+4B+8C+16D

se resuelve el sisterna de ecuaciones donde el primer coeficiente indica la
primera derivada que se muestra a continuacion,

, Fz —2h) — 8f(x — h) + 8f(z -+ h) — f(z + 2h)
filz) = 1ok
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La exactitud de la diferenciacion espacial por el método de las diferen-
clas finitas usuvalmente es evaluada por el analisis de Fourier de funciones
periddicas de un nimero de onda &, como sigue:

f(nAT) - ei:{nAa:

La derivada de la funcion se obtiene analiticamente como
d A
— f(nAx) = ke
e (nAz)

donde k. es el nimero de onda efectivo, con k. = Kk en la diferenciacién
analitica. La aproximacién de la primera derivada parcial de una funcién
por medio del esquema de diferencias finitas alternadas de segundo orden
puede escribirse de la siguiente manera:

sin (kA z/2)

d ) T _
el V= = |o(rAx+)/2Az) _ ix(nAz-1/2Ax)| A
d:r.f(nAa) Az[e e ] 0 Azl f(nAz)

La diferenciacién numérica muestra que &, = sin (kA x/2)/(Ax/2). En la
figura 2.1 se muestra el nimero de onda efectivo para un esquema centrado de
ordenes 2,4,6 y 8. Por lo que se aprecia que el niimero de onda efectivo de las
diferencias finitas de orden 8 o superiores es muy cercano a la diferenciacidn
exacta. Tambicn se muestran los valores para el esquema alternado, ver
figura 2.1.

Cuando se habla de diferencias finitas de orden superior significa el numero
de nodos o puntos que se estan considerando para obtener la derivada de un
punto. Por lo que cuando se habla de diferencias finitas de orden 2 se trabaja
con 2 nodos para obtener la derivada en el punto medio de esos dos nodos,
de la misma forma. para diferencias finitas de orden 16 se trabaja con 8 nodos
hacia adelante y 8 nodos hacia atris de la posicion del nodo donde se quiera
obtener la derivada. A continuacion se muestran las ecuaciones para obtener
diferencias finitas de ordenes 2, 4, § y 16, dicho de otra manera se muestran
las derivadas de primer orden expandidas en 2, 4, 8 y 16 puntos, cada punto
se encuentra a Az veces del punto donde se busca, la derivada.

e Orden 2:
of _ flz+Az) — f(z — Az)

oz 20z

(2.2)
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Rar AR Rag &%
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Figura 2.1: Nimeros de onda efectivo para las aprozimaciones de érdenes 2,4.6 y 8 de
primeras derivadas, y la diferenciacion exacla, con su correspondienle error

e Orden 4: A=12,B=8
af _ f(z—2Aw)— Bf(z — Az) + Bf(x + Az) — f(z — 282)

Ox AN
(2.3)
¢ Orden 8: A =840,B =3,C =32,D =168, E = 672
af 1 .
% = A—A.‘B ‘Bf(:l: - 4AI) - Cf('t - 3A.‘II> (24)

+Df(x —2Az)— Ef(z — Az) + Ef(z + Ax)
~Df(z 4+ 2Az)+ Cf(z +3Az) — Bf(z + 4Az)]

o Ocden 16: A = 720720,B = 7,C = 128,D = 1120,E = 6272,G =
25480, H = 81536, ] = 224224, J = 640640

of

1
5. = ang|Bfle—882)— Cf(z —7Az) (2.5)
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+Df(c — 6Az) — Ef(zc ~5Az) + Gf{z —4Ax)
—Gf(z — 3Az)+ I f(e — 2A7) — J f(z — Az)
+Jf(z+ Az)—~ [ f(z +2Ar)+ Gf(z + 3Ax)
—-Gf(z +4Az) + Ef(z +30z) — Df(x + 6Ax)
+C f(z + 6Az) — Bf(z + 8Axz)]

Las siguientes ecuaciones muestran las derivadas de primer orden expandi-

das en 2, 4 8, y 16 puntos evaluados en %5

e Orden 2:
of _ flz=+ iAz) — f(z ~ ;Az)
oz Ar

e Orden 4: A =24, B =8§

(2.6)

df  flx —3Az)— Bf(r —1Az)+ Bf(z + 1Az) — f(z — 2Axz)

Or AAzx

(2.7)
e Orden 8: A =107520,B =75,C =1029, D = 8575, E = 128625

9z AAx
+Df(z ~ %Az) — Bf(x — %A:c) + Ef(zx + —i—L\l)

of L {Bf(:n -~ ZA’L) —Cf(a - §Aa:) (2.8)

7
S Az) - Bf(z + SAz)

—Df(z+ §Ax) +Cf(r+ 3

2

o Orden 16: A = 1511459389440, B = 1288287,C = 25727625,D =
251535375, F = 1628251625, G = 8074798875, H = 34818532749,[ =
161196910875, J = 1865278540125

9 1 13
zTi = [Bf(r——Ar) Cf(x o A) (2.9)

+Df(x — 7Ar Ef(z - 93,)+ Gf(z -

Ax)

|.\3| -J

—Hf(x — gAI) + If(z— %Az) —Jf(z — %Aw)

+J fla + %Ar) —1f(c+ %AI) + Hf(z + gﬁz)
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—Gf(z + ;Az) + Ef(z + %Al) Df(z + U Am)

+C f(z + 1‘)—3A1) - Bf(z+ %BAJ:)]

2.2 Diferencias finitas centradas 2D (Mallas
rectangulares)

2.2.1 Dominio del tiempo
e La ecuacion de movimiento para ondas SH esta dada por:

0%

o = BVt
0% O?
- {32 ”}+fJ (2.10)
en donde:
O e+ A = 2f(z) + flz — AY) fu —2f,"_’ —i—j”l
ot? A §2 - A g2

1, = 2,y respectivamente y k = t sustituyendo las aproximaciones se
obtiene que e] desplazamiento en un At futuro es:

2
f‘*’—AtW{av 2 }+At’f+‘>f.‘, £

e Las ecuaciones de movimiento para ondas P-SV estan dadas por:

Bu 1[0 ] (0u, du) ,0u] 0] (0w ow)]
2t p oz dz 0z + Mozl "oz |"\oz " a2 i
22, 20 2
()\+2/.L)0u+)\-|-/.t0 +u0u+£
p 0z? p OQzdz pdz*t p
, 0%u 8w 0211. fI

= gt Ayt

o
32'20 — l i A @_}_?_’tf +2 a_u +i @4‘% +f
212~ pl0=z dxz Oz Y 8. |\ " B2 *

(2.11)
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Esquema Centrado SH Esquema Centrado P-SV
. 5 JEEEl =y
z z
Az Az

- i 7 1

AX AX
- - -3 =3 pa — "3: A2 22
ov év @y By cu ou Cu c¢'u Cu
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ox Oz Ox Oz - ox 0z cx~ Oz a4xoz
-~ - ~7 -7 2
ow ow 0w d°w é°w
LS e eyl
ox 8z oOx° Oz7 oxoz

Figura 2.2: Discretizacidn del medio con una malla centrada. Los valores de desplaza-
miento v y las derivadas en el problema SH se ubican en los mismos nodos. Lo mismo
pasa en el problema P-SV, los desplazamientos u y w como las derivadas se encuentran
en los mismos puntos. Por esta razén es que el esquema se llama “centrado” y hace muy
Jicil la visualizacion y ubicacion de los operadores.

p 02 p 0z0=  pda? + p
, 0%w 0*u dw  f.
2 2%
Jz2 BJ:(’):+ 022 i p

(A+21)0%w  A+p 0% LB O*w .

+ (o = %) 32 (2.12)

= a

e La configuracion espacial de este esquema se muestra en la figura 2.2.

e El pulso de Ricker esta definido por las siguientes ecuaciones, ver fignra

2.3.
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Figura 2.3: Representacion de un pulso de Ricker y uno triangular en los dominios del
tiempo 1 y de la frecuencia wo.

- — W i == o 2 < 16 =
doude a = =w(t —1,), b = = wp = 2 fp = oY t, es el periodo
N . ’ 1
caracteristico del pulso, el intervalo entre los dos maximos es \/g-f &

es el tiempo en el que se nbica el pulso.

o Si se considera Ar = Az, la condicion de estabilidad de la malla estd
dada por:
Ax
Al = oy
(a? + 32)1/2

2.2.2 Ejemplo de aplicacién

e Para un ejemplo con una fuerza en un punto en la direccion v (simu-
lando una fuente SH) con las propiedades de la tabla 2.1, se obtienen
los resultados de las figuras 2.4 y 2.5.

¢ Para un ejemplo con fuerzas en la direcciones u y w (sumulando una
fuente P en un punto) con las propiedades de la tabla 2.2 se obtiene la

figura 2.6.
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u p nsx nsz
0.443556 1 126 126
nt nx nz
1200 251 251
dt dx dz
0.001 0.006 0.006
ts tp fac
0.15 0.4 10000

Tabla 2.1: Propiedades del medio con una fuente lincal SH.

i) p nsx nsz
0.666 1 126 126
nt nx nz
420 251 251
dt dx dz
0.001 0.006 0.006
ts tp fac
0.1 0.12 10000
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Tabla 2.2: Propiedades del medio con una fuente P y/o SV.

e Para un ejemplo con una fnerza en un punto en la direccidon w (simu-
lando una fuente SV) con las propiedades de la tabla 2.2 se obtiene la
figura 2.7.
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Tiempo = 0.155 Tiempo =0.3s Tiempo = 0.45s Tiempo = 0.6s
Tiempo = 0.75s Tieinpo = 0.9s Tiempo = 1.05s

oJojojo

Figura 2.4: Desplazamiento v en un esquema de diferencias finilas de orden 16 dada
una fuente triangular SH.

2.3 Diferencias finitas alternadas 2D (Mallas
rectangulares)

2.3.1 Dominio del tiempo

¢ La ecuacién de movimiento para una onda SH esta dada por:

J'"—" = uViu+f,

90 _ o [ vl 9 | 0v -
Pt = 9z 1Poz( "oz e[

0oy, 0oy

= T By, (2.16)
9ory 0
ot —“3.1'
do., av
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Thempa = 0.6

Figura 2.5: Desplazamiento v en un esquema de diferencias finitas de orden 16 dada
una fuente de Ricker SH.

Tiempo = 034
TieToo =095

a) b) i Desphuzarisato w, Tiamipo = 029
0
o
am
X0 l=1}
[
T !ﬁ-'
c)

Figura 2.6: Desplazamiento u y w en un esquema de diferencias finitas de orden 16 dada
una fuente de Ricker P. Las grficas a) y ¢) corresponden a la respuesta en la diveccion u
y las figuras b) y d) en la direccion w.
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Desplazumienio u. Tempe =029 Deplazarueilo w, Tiempe = 02
a) b)

c) d) 3

/i \ U r"\

Figura 2.7: Desplazamiento u y w en un esquema de diferencias finitas de orden 16 dada
una fuente de Ricker SV,

Las velocidades futuras son:
gk _ At [Bom)t, | 20wt
W T p ox dz

Los esfuerzos futuros son:

k+} k-4
(Ony)iy s — (O f; (ai’>k
e = =HE| 575
At 8 1 |+%.}
k41 k-1 !
(0':51),-_1-:15 - (o‘zy),'_j:!; (04‘,‘)‘
2=pl—
At a.o’ i ,+_1§

Los desplazamientos se obtienen con:

J -k k-
“=A 'z)'-k'j +v; ;2

Vii =

e Las ecnaciones de movimiento para ondas P-SV estin dadas por:

gu 1 3Tz;-+0rn+f
at  p| Ox 0z !

31;’.‘ 1 6?1— a'r:::
— = - = . 2.
a1 p{ B | B2 +f~} (2.18)
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OTer ou Ow

i ()\+2,u)5:+)\;

Ier o 1

a9t (/\+2N)3: +/\f):r

0= du  Ow :

c’;t = ;l{bii-{—a—j} (2.19)

Tomando como ejemplo el problema de las ondas SH se pueden obtener
las velocidades, los esfuerzos y los desplazamiento futuros.

o Las figuras 2.8 y 2.9 muestran la configuracion espacial para las ondas
SH v P-SV del esquema alternado.

2.4 Comparacién entre el esquema “centrado”
y el “alternado” (Mallas rectangulares)

Para poder distinguir las diferencias entre el esquema de diferencias finitas
“centrado” y el “alternado” se muestran resultados a nivel de sismogramas,
esto quiere decir que de presentarse las fotografias o snapshots de las ani-
maciones ambos esquemas se verian idénticos es por ello que se muestran sis-
mogramas de distintos puntos del medio con ambos esquemas para identificar
las pequenas diferencias entre ambos métodos.

Eu las figuras 2.10, 2.11 y 2.12 se muestran sismogramas de diversos
puntos del medio para ondas SH, P y SV la linea azul en los sismogramas
muestra los resultados del esquema centrado y los negros los del esquema

o

alternado. Se utilizan los datos mostrados en las tablas 2.1 y 2.2.
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t
Esquema Alternado SH
L’ X

z
'Y
Al
AU2
o~
l/? |

AU2 Ay .

v
- N -
Ax .

Figura 2.8: Discretizacion del medio con una malla alternada pura el problema antiplano
SH. En ¢l problema SH, como se aprecia en la figura, los valores de desplazamiento v se
encuentran en valores enteros en espacio y liempo, sin embargo los esfuerzos o, esldn
ubicados a 15&:: en la direccion z, y los esfuerzos oy estdn recorridos %Aa: en la direccion
x y ademds ambos esfuerzos estdn ubicados a un %Ai de los desplazamientos.

(

Esquema Alternado P-SV

z Ax

&
L 4

Az

A2

Az/2

| e ¥

Ax/2
Figura 2.9: Discretizacion del medio con una malla alternada para el problema P-SV.
Este esquema es mds complejo ya que la ubicacidn de los desplazamientos u y w estdn
desfasados —,_I;A:r en la direccion z y %Az en la direccion z pero ambos desplazamientos se
encuentran en el mismo liempo. Con respecto a los esfuerzos, tpr sc recorre %Ar con
respecto a los desplazamientos u, 1.. se recorre %Az con relacion a los desplazamiento

Wy Tee @ %;_\z de los desplzamientos u, todos los esfuerzos estdn desfasados %AI de los
desplazamientos.
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Desplazamiento u, Tiempo = 0L.2s

a)
.1
Esguema centrado
e e
——
— S
SR =
e ——
.
= e
o 02 04 a6 0.8 1 1.2
Tiempo (s)
Esquema alternado
_“/i"-
g —
d-L-ﬁ-s‘___ -
e
— T
K X e ———
o 02 04 06 ne | 12
Tiempa (s)

f)
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Desplazamiento w, Tiempo = 0.2s

b) Q o

Esquema centrado

100 —— g
- —
50 ﬂ_/},;'
e —
50 —_— T
—
—— ——
13 = : e S
o 02 0.4 06 08 1 12
Tiempo (3)
Esquema semado
100 =" e
50 e
QO
__"f_
sk —
e
== %
‘1m T ' e e —————
0 02 0.4 06 08 1 el
Tiempo (s)

Figura 2.10: Comparacién entre los esquemas “centrado”™ y “alternado” de orden 16
con una fuente P. La figura a) muestra ¢l desplazamiento en la direccion u, la b) el
desmplazamiento en la direccion w, las figuras ¢} y d) muestran los sismogramas para
receptores ubicados en las lineas punteadas de las figuras a) y b) respectivamente usando
el esquema centrado. Andlogamente las figuras ¢) y f) muestran los sismogramas para
el esquema alternado. Se decidié separar los sismogramas de ambos esquemas ya gue
son prdcticamente iguales, y de estar unidos no se apreciaria ninguna diferencia. Las
diferencias entre un esquema y el otro , seqin los sismogramas mostradoes. radican en la
senal después de ser reflejada en la frontera, y eslo se debe al esquema usado,




CAPITULO 2. DIFERENCIAS FINITAS 43

Coordenadas (z.x)

— 126, 180}
—— 58,94

—i126,158)

Desplazamiento v, Tiempo=0.33s
—— | 180,62}

— | 128,222
anawr

(128,190}
— (100, 62)

05 08

— i 158.04)

Fuente SH
— ol 126, 158)

Figura 2.11: Comparacién entre los esquemas “centrado” y “alternado” de orden 16 con
una fuente SH. Los sismogramas con lineas rojas indican el esquema “alternado” y las
azules el “centrado”. Los resultados muestran ser casi iguales entre ambos esquemas.
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Desplazamiento u, Tiempo = 0.2s5 Desplazamiento w, Tiempo =0.2s
a) b)
A 1 u
w
Esquems centrado Esquema centrado
100 ——=a—— d) 1
50 F soE —
50| = = e e
2N , . o H};:-H: Hp = . = ——
o 0.2 0.4 0B 08 1 12 a 02 0.4 06 08 1 32
Tiempo (s) Tierapa (s)
Esquema allemado Esquema altemnado
100 o= ) m
” :&?}A‘—~ e
& — P e
“100 . e “100 . : e

a 02 04 06 08 i 12 1] 02 04 EITB a8 1 12
Tiemnpo (s) Tiempo ()

Figura 2.12: Comparacién entre los esquemas “centrado” y “alternado™ de orden 16 con
una fuente SV. S¢ muestran resultado similares a los presentados en la figura 2.10 que
compara los esquemas centrado y alternado con una fuente P,
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2.5 Diferencias finitas alternadas 2D (Mallas
triangulares)

Las mallas triangulares ofrecen flexibilidad para modelar configuraciones
cilindricas que no sucede lo mismo con los esquemas de mallas cuadradas o
rectangulares. La malla triangular estd compuesta de triangulos equildteros
v también es conocida como malla hexagonal ver (Késer, M., v H. Igel, 2001).

A continuacion se muestra un diagrama del esquema de diferencias finitas
triangular alternado, ver figura 2.13.

€;j Oy

x L W

Y;

€

Figura 2.13: Esquema de diferencias finitas triangulares alternadas 2D.

La ecuacién de movimiento sigue siendo la misma que la utilizada en el es-
quema rectangular, sin embargo las derivadas parciales son calculadas usando
la aproximacién de diferencias finitas para mallas triangulares. Tomando en
cuenta la malla triangular 2D mostrada, donde Py, P, y P; son los puntos en
el plano zy que define un tridngulo equilatero de lado A z. Sus coordenadas
respectivas son Py = (—Az/2,Ay/3), P, = (Az/2,Ay/3), P, = (0, 5%—!} en
donde Ay = \/5-"\7‘5 Sélo Py y P, estan alineados con el eje 2. Sea P = (0.0)
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el centro del triangulo donde se desea calcular el gradiente. Con la serie de
Taylor (truncada) para cada uno de estos puntos se obtiene un sistema de
ecuaciones lineales de 5x3 que se resuelve con el método de minimos cuadra-
dos, obteniendo los pesos apropiados para cada uno de los operadores, de la
forma:

oP P, —P

a;l" N Az
DP 2Py —P,— P i
dy V3A .

Pero si se busca calcular la derivada en los puntos blancos (derivadas de
esfuerzos o deformaciones en lugar de derivadas de desplazamientos) las
derivadas son las mismas que en las ecuaciones anteriores pero con signos
opuestos, ver (Magnier, S.A., P. Mora, y A. Tarantola, 1994). Para encon-
trar las aproximaciones de cuarto orden para mallas triangulares con seis
puntos, se calculan seis constantes a,b,c,d, ey f:

'aa—f:' :f.lp] —l—ng—l—CP:;-}-(L’Rl -|—6P5+fPG
donde p = &,y y se asume que Az = 1.

Nétese que para la derivada en z sélo se necesitan tres puntos mientras
que para la derivada en y se usan seis. Por lo tanto no se esta usando la misma
definicién de orden que los esquemas estandar de diferencias finitas con mallas
cuadradas. Sin embargo, en términos de numero de puntos usados para
calcular las derivadas parciales, estos operadores corresponden al segundo
v cuarto orden de los operadores para las mallas rectangulares. Se tiene
el mismo problema cnando se consideran los criterios de estabilidad. La
condicién clasica de Courant ya no es valida para mallas triangulares. La
condicion se modifica y queda como:

A thr: \/§

Vppar———— < — = 0.80 2l
Umax 'y e hex 2 D550 ( )

donde v,,,, representa la velocidad maxima, Atper v A 2per son los incre-
mentos temporales y espaciales en la malla triangular.
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2.6 Esquemas “centrado” y “alternado” en
medios heterogéneos

Las ecuaciones para los esquemas de diferencias finitas “centrado” y el “al-
ternado” pueden ser aplicadas en esquemas heterogéneos. Para ello se mo-
difican las propiedades del medio: las velocidades de propagacion a y 3, los
parametros de Lamé p y A o la densidad p. A continuacién se muestran
diversos ejemplos de medios heterogéneos.

o Un sistema de dos estratos con velocidades de propagacion 3 diferentes
con un pulso triangnlar SH.

Tiernpo = 0.15s Tiernpo =0 3s Tiempo = 0.45s

Tiempo = 0.6s Tiempo = 0.75s Tiempa =093

¢ -+
400
Figura 2.14: Esquema de diferencias finitas centradas de orden 16 en un medio he-
lerogéneo con una fuente (riangular SH. Cuando la onda encuentra la inlerface de los

dos eslratos, parte de la onda se reflcja y la otra se transmite con la velocidad del estrato
respeclivo.

e Se incluye un estrato en forma de cunadro dentro de otro estrato con
velocidad menor.,
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Tiampo =03s Tampo = 0.45s

Tiempo = 0155

Tiempo = 0.75s Tiermpo =0.9s

Tiempa =065

d)

400

e
—&

¢

400

Figura 2.13: Esquema de diferencias finitas centradas de orden 16 en un medio he-
terogéneo con una fuente riangular SH. Se aprecia cémo el frente de onda cambia de
forma euando entra en un estralo con otras propicdades, en este caso la velocidad aumenta.

e Se simula una grieta en la mitad del medio y se aprecia la propagacion

de la onda cuando se encuentra con ella.
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Tiempe = D45z

Tiempo = 0.38

Tiempo = 0. 15

a) c)

Tlempo = 0. 78s Timrnpo = O O

Tiempn = 0O &

o)

»
L

Figura 2.16: FEsquema de diferencias finitas centradas de orden 16 en un medio ho-
mogéneo con una fuente triangular SH y una grieta. Cuando la onda alcanza la grieta,
parte de la onda se refleja y la otra sigue su trayectoria original y después de haber pasado
la gricta la onda comienza a reconstruirse.




Capitulo 3

Fronteras absorbentes
espectrales

Las fronteras absorbentes son usadas en ingenieria sismica, sismologia y en
otras disciplinas cuando se busca simular la irradiacién de energia hacia el
exterior de un dominio que se trata numéricamente. Esta region se denomina
aqui dormninio interior del problema. Por ejemplo, el estudio de la difracciéon de
ondas elasticas, acusticas o electromagnéticas por objetos de forma diversas
(Ihlenburg, F., 1998) debe hacerse numéricamente y para ello deben tenerse
condiciones de frontera adecuadas.

También, ondas en medios sin fronteras aparecen en diversos campos de
aplicacién, como en la actstica, aerodinamica, geofisica, oceanografia, me-
teorologia y en el electromagnetismo. Diversos métodos numéricos se han
desarrollado desde los afnios 70s, los cuatro métodos principales son: métodos
integrales de contorno, métodos de elementos finitos, métodos de capas ab-
sorbentes y métodos de condiciones de frontera.

El dltimo método puede ser descrito de la siguiente manera. El semi-
espacio o el dominio infinito es truncado utilizando una frontera artificial,
por lo que se divide el dominio original en uno finito y en uno infinito. Una
condicién de frontera absorbente especial se impone en la frontera, para de-
limitar el problema y asi asegurar que no habra reflexiones espurias. Esta
condicién de frontera es llamada de distintas formas “condicién de frontera
absorbente” o “condicién de frontera no reflejante”. Este problema es re-
suelto numéricamente ya sea por algin método como el de los elementos
finitos o el de las diferencias finitas.

El problema de construir una frontera absorbente efectiva pareciera ser

50
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muy simple, ya que todo lo que se necesita es una condicion de borde que
permita que todas las ondas que incidan en la frontera pasen libremente dicha
frontera sin ocasionar reflexiones. Sin embargo, no es tan sencillo encontrar
una frontera absorbente que sea lo suficientemente general como para que
después de discretizar el dominio de un esquema sea estable, exacto, eficiente
y facil de implementar. Por eso, es que en los iltimos 25 afios se ha puesto
un gran esfuerzo para mejorar las fronteras absorbentes. Actualmente no hay
un consenso en cial es una frontera absorbente éptima. La literatura en el
tema es abundante. En los siguientes puntos se dan elementos de una reseria
histérica de las condiciones de fronteras absorbentes:

1. Hasta finales de los afios 70s el uso de fronteras absorbentes del tipo
Sommerfeld dominé el campo de las aplicaciones pues la condicién de
irradiacién al infinito se aplicaba en los bordes del dominio estudia-
do. Los resultados mostraron la necesidad de mas investigacién. Este
método produce una cruda aproximacién, por lo que es conocida como
frontera absorbente de orden cero.

2. A finales de los afios 70s se pueden senalar algunas fronteras absorbentes
de bajo orden. Por ejemplo (Lysmer, J. y R. Kuhlemeyer, 1992), (Clay-
ton, R. y B. Engquist, 1977), (Reynolds, A., 1978), (Engquist, B. y A.
Majda, 1979) y (Bayliss, A. y E. Turkel, 1980).

3. El fin de los afios 80s y el principio de los 90s se caracterizaron por
el surgimiento de las fronteras absorbentes exactas no locales basadas
en el mapeo Dirichlet-a-Neumann (DtN). Para una discusién completa,
ver (Grote, M. y J. Keller, 1995) y (Givoli, D., 1. Patlashenko y J.B.
Keller, 1998).

4. A mediados de los afios 90s se desarrollé el método del estrato perfec-
tamente acoplado (PML por sus siglas en inglés: Perfectly Matched
Layer; (Bérenger, J.P., 1994).

5. Finalmente, desde mediados de los afios 90s se ha venido desarro-
llando el método de fronteras absorbentes locales de orden superior.
Ver (Givoli, D. y L. Patlashenko, 1998) y (Givoli, D. y B. Neta, 2003a)
(Givoli, D. y B. Neta, 2003b).

Se han desarrollado otros métodos para tratar problemas ondulatorios en
dominios infinitos en los que la formulacion es tal que el problema de bordes
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T
N}

absorbentes no se presenta. Por mencionar algunos, se tiene el meétodo de
elementos de contorno y el método de elementos infinitos.

En este trabajo se presentan condiciones de borde absorbente para la
propagacion de ondas eldsticas en dos dimensiones (2D). Se parte de expre-
siones sencillas formuladas en el dominio frecuencia-niimero de ondas (f-k) v
mediante la transformacion de Fourier, se obtienen condiciones tanto en el
dominio frecuencia-espacio (f-x) como en el dominio nimero de onda-tiempo
(k-t). La condicién es un operador de interfaz que da, en el caso escalar,
la derivada normal en términos de los valores de frontera y por ello se le
denomina “operador Dirichlet-a-Neumman (DtN). En esta condicién de ab-
sorcion, la traccion (vector esfuerzo en el borde) se expresa en términos de
los desplazanuentos y se interpreta simplemente como la rigidez de la region
exterior, término que es usado cominmente en la ingenieria estructural.

[hiracros

Fromters Absorbenie

O
Incidenes
Oy  Regicn Euerior

Figura 3.1: Ondas incidentes, fuente SH, difractor y frontera absorbente

3.1 Formulacion del problema

Counsiderando la incidencia o propagacién de ondas armonicas SH en un

medio homogéneo, el desplazamiento anti-plano v(w;z, z) en la direccion del

eje v, satisface la ecuacion de onda reducida o la ecuacion de Helmholtz:
Pv v WP

2 3.1
92 T2 T = 31)
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donde z, z las coordenadas cartesianas, w es la frecuencia angular (rad/s), v
3 es la velocidad de propagaciéon de la onda cortante SH 3 = (/u/p, i es el
moédulo de cortante, y p es la densidad de masa. La onda plana SH incidente

armonica es:
IKe T—ikzz _twl o
€ (3.

N]

)

donde vg(w, £,) es la amplitud y fase de la onda, #, es el nimero de onda

v(w, Ky} T,2) = Vo€~

horizontal, k. =

unidad 1maginaria, y t es el tiempo.

Si se acepta que k, es real la onda plana dada en la ecuaciéon 3.2 se
propagara o atenuara en la direccion del eje z st Re(s.) > 0 o Im(x.) < 0,
respectivamente, pues k, es real o imaginario. A partir de la ecuacion 3.2 se
puede calcular la condicion de esfuerzo en la frontera mediante la derivada
de v con respecto a ¢ {en z = 0):

dv(w.r,:2.0)

N —iKzaw twt ' ‘
= —ik.vg(w, Ky )e " e = —ikv(w, k2, 0) (3.3)
La ecuacién 3.3 representa la condicién de absorcion en z = 0. En el do-

minio espectral frecuencia-nimero de onda (w, £, ), la condicién de absorcién
esta dada por el factor (—ik.). Considérese el semi-espacio con normal n tal
que n¥ = (n.,n.) = (0,—1). En este caso la traccién en z = 0 estd dada
por:

dv(w, K 2,0)

dz

la cual hace explicita la relacion entre la traccion de la superficie y el desplaza-
miento para un numero de onda horizontal dada. En diversas aplicaciones

ty(w, k3 2) = —p = jur;v(w, ke 2,0) (3.4)

de ingenieria este operador es conocido como rigidez. De hecho (Kausel. E..
1992) interpreta la rigidez como “mecanicamente equivalente” a la condicion
de “absorcion perfecta”. En este contexto la rigidez se define como:

K(w,ky) = tuk, = Kp(w,k,.) + i Kp(w, £2) (3.5)

En la figura 3.2 se muestran contornos de A (w, k;) en el dominio (w, x, ).
Debido a su definicién, la rigidez es real (A'g) o imaginaria (A7). Las lineas
de los contornos son hipérbolas. La parte real es positiva, se muestra en
lineas azules v ocupa las regiones en las que esta el eje &, y la parte imaginaria
ocupa la misma regién que el eje w v es positiva (para w > 0) o negativa (para
w > 0) v se presenta con lineas rojas. Esta seleccién de signos no es casual
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F‘igura 3.2: Curvas de contorno de K (w, k)

y esta gobernada por consideraciones fisicas. Por ejemplo, para incidencia
normal (k, = 0) se sabe que la traccion es proporcional a la velocidad de la
particula y eso en la frecuencia implica multiplicacion por iw.

Usando la transformacién de Fourier, para pasar de x, a = es posible
escribir la rigidez en el dominio frecuencia-espacio (w, r):

1 e - !
K{w,z)= 2—/ K(w, k. )e"™" di, (3.6)
T J—x )

En este dominio la traccion t, y el desplazamiento v estan relacionadas
por una convolucion. Como consecuencia, la traccion t, puede expresarse
) y
como:

tylw, a) = /_% K(w.v — )v(w, () d( = /_ K(w,v(w,e—=C)d¢  (3.7)

que es la contraparte de la ecuacién 3.4. Esta convolucion espacial exhibe a

la traccién como producto de una operacién sobre los desplazamientos en la

frontera. Excepto por la constante eldstica, la ecuaciéon 3.7 también define

al operador DtN. La rigidez en este dominio puede ser expresada en forma
matricial K(+,-), ecnacién 3.8.

ty, = [K]v (3.8)

Excepto por la constante elastica, la ecnacién 3.7 define al operador DtN.

El cual expresa las derivadas normales a la frontera (problema de Neumann)
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Figura 3.3: Separacién de la parte real e imaginaria de K(w, ,) para frecuencias posi-
tivas

en términos de valores del desplazamiento a lo largo de la frontera (problema
de Dirichlet).
Por stmplicidad, se considera primero la parte imaginaria Ky ver (Abramowitz.

M. y L.A. Stegun, 1972):

N L [w/B w2 , 1 Jilwz/p) ,
[x,(w,i-):é‘?/_w,/d—g—uﬁ:§wp;i% (3.9)

donde J; (-)=Funcién de Bessel de primera especie y orden 1. La parte imagi-
naria del operador de rigidez se muestra con linea roja en la figura 3.3.
Para la parte real h'p se tiene:

Kp(w,z) = £ [lx ‘(h‘f_ — ﬂ(‘OS{HI.E‘)dh‘I (3.10)
T Jw/p _."fg

que es una integral divergente. Considerando el sigunificado fisico de la
rigidez y asociandolo con el concepto de discretizacion, es posible obtener
resultados cambiando el limite superior de la integral que es el infinito al
valor de Nyquist (el maximo valor del ndmero de onda espacial ©/A x. donde
Az es el intervalo de discretizacion espacial), ver figura 3.4.
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Figura 3.4: Parte real ¢ imaginaria de K{w. r)

Para w = 0 se puede escribir:

N 1 r/Ax T . T PR - -
LKgr(0.2) = /;/0 | £ | cos (kez)d K, = 22 = [2sin (.3.7 — sin (132_\..1']
(3.11)

donde sinc= sin x/x. Para valores discretos + = jAz, 7 =0.£1,.+2,... 1a
parte real de la rigidez K'g(0,7A ), tiene una forma semejante a la parte
real mostrada en la figura 3.4. Sustituyendo la ecuacién 3.11 en la ecuacion
3.7 da como resultado:

» 0O e o 1 9v(0,(),.
fyz(,U-:r)=/_ “IA(O,L‘)'U(O.:I‘—C)JQ:%/I"Iﬁ {é;g-u“'@ (3.12)

el cual muestra la tracciéon como proporcional a la transformada de Hilbert
de la derivada tangencial del desplazamiento.
Considérese el caso w # 0 y supdngase una onda armoénica plana dada

por: _ ‘
oy, 2) = e~ VO 02 (3.13)

donde ko= mimero de onda horizontal y ¢, = /w?/3?% — k% = nimero de

onda vertical con Im(¢gy) < 0.
Introduciendo la ecuacién 3.13, con z = 0, en la ecuacion 3.7. se obtiene:

O

fy(w‘. )= / . v(w,z — (,0)d( = 6‘_“”'1‘/ K{w. (e J.“"L_ll'g- (3.14)

o o0
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Considerando la simetria de K (w, () con respecto a (, la iltima integral en
la ecuacion 3.14 puede escribirse como:

- -

/ K(w,()cos (koC)d( = / (Kp + i1Ky)cos (ke )d ¢ = piqo (3.15)

—ac —o0
que muestra un comportamiento discontinuo, tanto de la parte real como de
la imaginaria en la integral de rigidez. Considerando la parte imaginaria de
la ecuacion 3.15 se tiene:

T 2132 — 2 il ke
/_ ) Ki(w, ) cos (koC)d( = pyfw?[B* — w5 si| ko |<]

|
3.16
O S] ’ H‘U '>| ( )

Este resultado proviene de un caso especial de las integrales de Weber-

LI @k

Schatheitlin (Abramowitz, M. y I.A. Stegun, 1972), una aplicacion del tema
ver (Iturraran, U., F.J. Sdnchez-Sesma, v F. Janod, 2004) . Por otra parte
se puede demostrar que la parte real nos lleva a:

0 st | ke |<| 2 |

pyfr2—w?/B? si| ko |>] % |

Las integrales de las ecuaciones 3.16 y 3.17 pueden parecer obvias ya

/ Batio D conlusl I E = (3.17)

que reproducen las tracciones para una onda plana armonica. Sin embargo.
revelan algunas propiedades importantes: las tracciones de las ondas planas
homogéneas se relacionan con la parte imaginaria de la rigidez, mientras
que la parte real se relaciona con las ondas inhomogéneas en el dominio
frecuencia-espacio. Matematicamente estas ondas son un artificio relacionado
con un sistema de referencia Cartesiano. Sin embargo, en algunos casos la
existencia de interfaces produce ondas superficiales fisicas que tienen una
participacion significativa de ondas inhomogéneas.

La estructura del operador de rigidez que estudiamos explica porqué los
amortiguadores viscosos han sido usados con éxito en distintos problemas,
por el cual es razonable aceptar que una buena parte de las ondas difractadas
son ondas planas homogéneas. Por otro lado, se sabe que en una region
limitada todas las soluciones de la ecuacion de onda admiten representaciones
en términos de expansiones de ondas planas, (Sanchez-Sesma, F.J.. . Herrera
v J. Avilés, 1982).

Para pasar al dominio del tiempo-espacio (¢, x) se considera de nuevo la
transformacion de Fourier:

1 e ’
K(t,z)= — K(w,z)e“" dw (3.18)

27[' o —ox0
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Para una funcion causal, f(t) = 0 en ¢ < 0, la parte real e imaginaria de
la transformada de Fourier forman un par de Hilbert. i.e.. cada una de ellas
es la transformada de Hilbert de la otra (Aki, K., y P.G. Richards, 2002, Aki
v Richards, 1980) . Considerando la transformada inversa del dominio de
la frecuencia al dominio del tiempo, puede mostrarse que para una funcion
causal las contribuciones de la parte real e imaginaria de la transformada
de Fourior dan 0.5f(t) para t > 0 mientras que para t < 0 dan 0.5f(—1) v
—0.5f(—1), respectivamente. Para tiempo negativo se eliminan y la funcion
f(t) para t > 0 se reconstruye en dos mitades. Cada mitad surge de la parte
real e imaginaria de la transformada de Fourler, respectivamente.

Suponiendo, por razones estéticas, que nuestro operador de rigidez sea
causal las contribuciones del dominio frecuencia-espacio al dominio del tiempo-
espacio son iguales. Por lo tanto, para tiempos positivos, sélo se requiere la
contribucion de Kp o de 1Ky v duplicar el resultado para t > 0. Como Kp
es mas dificil de tratar explicitamente (debido a su caracter de distribucion.
tiene sentido sélo con una convolucion espacial), preferimos trabajar solo con
la parte imaginaria. Por lo tanto, se tiene:

pB Ji(wz/B)

K(w,z) = 2iKj(w,z) = 2:}»‘7—~—' (3.19)
Z .xr

donde la derivada temporal es explicita en el factor iw. Por lo tanto se puede

”,- 1 re0 g w.xr 5]
K(t,z)= g {Z_T/— ,«_;_.'i—]l(—;/—)—('os [wt)(lw} (3.20)

escribir:

parat > 0. Se verifica que este resultado puede escribirse como (Abramowitz,

M. y LA. Stegun, 1972):

K(t.a _pd _ P Hf—.r/_.iq
T dt (t + 2/32)3
(3.21)
0 t<0
donde H(t) = la funcién escalén de Heaviside. H(t) = % t=10
1 t>0

La relacion en tiempo-espacio equivalente a las ecuaciones 3.4 o 3.7 puede
eXpresarse Corno:

H(r —(/B) _
f!/ L IO // U L/ T TR '(f — T — g)r}T JL (323)
- Q2B
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que exhibe a la condicion absorbente como una convolucion doble en el do-
minio del tiempo-espacio. Lo compacto de este resultado es llamativo. Se
trata de un nicleo o kernel simétrico fuertemente singular. Esta es una in-
tegral hipersingular. Tal vez este resultado permita explicar las dificultades
para encontrar la solucién general de absorcion en el dominio del tiempo,
cosa que continua siendo un desafio.

3.2 Aplicaciones

A continuacion se tratan dos casos extremos con los que se estudian las
caracteristicas de la condicién de borde absorbente que se propone en el
dominio de la frecuencia. En estos problemas la solucién de las tracciones se
conoce de antemano y le llamaremos “exacta”; se busca calcular la traccién a
partir de datos en la frontera y para ello se consideran dos configuraciones: un
dominio semi-infinito con una fuente cilindrica a una distancia b de la frontera
y una region circular con una fuente semejante de ondas SH excéntrica.
Las tracciones en la frontera se calculan mediante el operador de rigidez
correspondiente v se comparan con los valores exactos:

1. Frontera plana. Se aplica una fuente cilindrica SH a una distancia b
del centro de la zona discretizada. La longitud de la frontera plana
esta dada por 27 a, r es la distancia entre la fuente v un punto en la
frontera plana, r es la distancia entre el centro del borde plano y el
punto de interés. Para los calculos se utilizan los valores a = 2, b = 2
y la frecuencia varia desde 0.5 hasta 4Hz.

2. Frontera con forma circular. Se aplica una fuente cilindrica SH a una
distancia b del centro de la circunferencia sobre el eje . El perimetro
de la circunferencia es 27 a, donde a = distancia del centro a un punto
sobre el borde r = es la distancia entre un punto de interés en el borde
a la fuente como se muestra en la Figura 3.5. Para los calculos a = 10.
b= 2.5 v la frecuencia f varia desde 0.5 hasta 0.9Hz.

En las figuras 3.6 y 3.7 se presentan los resultados obtenidos de rigidez v
de traccion en el dominio de la frecuencia para la frontera plana (figura 3.6)
v la de forma circular (figura 3.7).

Para el caso plano (figura 3.6), la grafica superior izquierda muestra las
curvas de la rigidez en el dominio frecuencia-nimero de onda A(w,x) para
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Figura 3.5: Geometria de las fronteras en forma, a) plana y b) circular, dada una fuente
cilindrica SH

8 frecuencias con A f = 0.5Hz. Estas curvas son las mostradas en la figura
3.3 sblo que se muestra la parte positiva de la frecuencias y de la rigidez.
En la grafica superior derecha se muestran las curvas de la rigidez en el
dominio frecuencia-espacio y se llega a ellas por medio de la ecuacién 3.6 que
es la transformada de Fourier del operador en el dominio frecnencia-nimero
de onda K'(w,x). Las curvas azules muestran la parte real del operador de
rigidez y las verdes la imaginaria. Estas curvas se pueden apreciar con detalle
en la figura 3.4. En las dos graficas inferiores se muestran los resultados de
la traccién en el dominio (f, #) comparados con los exactos en la parte real e
Imaginaria, se aprecia que el acuerdo entre ambos resultados es muy bueno
y solamente en frecuencias bajas tiende a deteriorarse un poco, si bien la
distribucién espacial conserva la forma.

Para el caso circular (figura 3.7), la grifica superior izquierda muestra el
operador de rigidez K(w,n/a) para varias frecuencias en funcién del numero
de onda normalizado n/a para 8 frecuencias con A f = 0.05H=. Estas curvas
se obtienen a partir del tratamiento propuesto por (Givoli, D. y J.B. Keller.
1990) mediante funciones especiales (de Bessel de tercera especie o de Han-
kel). En la griafica superior derecha se muestran las curvas de la rigidez en
el dominio frecuencia-espacio (angulo) (f,#) y se llega a ellas de la misma
forma que en el problema plano por medio de la ecuacion 3.6. En las dos
graficas inferiores se muestran los resultados de la traccién en el dominio
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(f,0) comparados con los exactos en la parte real e imaginaria. y se ve que
de igual forma que en el problema plano los resultados son semejantes a los

exacrtos.
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Figura 3.6: Resultados en la frontera plana
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Figura 3.7: Resultados en la frontera circular




Capitulo 4

Aplicaciones practicas

Las diferencias finitas pueden ser aplicadas en diversos problemas de la in-
genieria, y uno de ellos es el estudiar los efectos de la difraccién causados
por una fuente monopolar dentro de un pozo fluido que esta rodeado de un
medio eldstico con un porcentaje de fluctuacién aleatoria en las propiedades
elasticas (velocidad de las ondas compresionales a, velocidad de las ondas
de corte 3 y densidad p) de hasta 20% y con inclusiones fluidas de distintos
tamafios y distribuidas aleatoriamente. Para dar solucién a este problema
se tomd el esquema de diferencias finitas alternadas con mallas triangulares
que fue introducido por (Magnier, S.A., P. Mora, y A. Tarantola, 1994). Se
analiza como varia la sefial que llega a los receptores cuando cambian las
propiedades del medio exterior, el nimero y tamano de la inclusiones fluidas.
Se estudia el caso de pozos abiertos y con cemento para ver como se modifica
la forma de la onda por la presencia de la pared recubierta con cemento.

El tipo de roca que rodea un pozo afecta la propagacién de las ondas
acusticas en el pozo que esta lleno de un fluido. Por lo que tanto la amplitud
como la velocidad de fase de las ondas esta en relaciéon con las propiedades
de la formacién que rodea al pozo. Dicha informacion es necesaria para
estimar permeabilidad, isotropia transversal, velocidad de la onda de corte
(Ellefsen, K.J., C.H. Cheng, y N. Toksoz, 1991) y discontinuidades como
capas o fracturas (Paillet, F. y C.H. Cheng, 1991). (Plona, T.J., B.K. Sinha,
et al, 1999), (Gelinsky, S., D. Patterson, et al, 1998), (Parra, 1999), entre
otros han usado las caracteristicas de las relaciones de dispersion como una
herramienta bésica en sus modelos y predicciones. Aqui se estudia el caso de
dos dimensiones obteniendo la respuesta en una serie de receptores debido a
una onda compresional emitida por una fuente que se encuentra en el interior
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del pozo con fluido.

A continuacion se presentan resultados para medios homogéneos. débil-
mente heterogéneos donde se anade un 20% de fluctuacion en las velocidades,
densidades y atenuaciéon. También se muestran medios donde se incluyen
800 difractores fluidos (aceite) de distinto tamafio que varia entre 5 y 9 veces
A r aleatoriamente. Se consideran propiedades de roca de carbonatos (o =
6.0km/s, 8 = 3.0km/s,p = 2.5km/m>,Qp = 300 y Qs = 150. Con res-
pecto al amortiguamiento se ha tomado el enfoque de (Hestholm, S.O. y R.
Bent, 2000) y (Robertson, J.O., J. Blanch, y W.W. Symes, 1994). Se usa
una fuente temporal de excitacién con un ancho de pulso de 7' = 4u s por
lo que la frecuencia méaxima es de 245kHz, ver (Herman, R.B., 1979). El
nimero de puntos en la malla por longitud de onda minima es de 6. La
fuente estd ligeramente fuera del centro. Para reducir las reflecciones se usa
una capa absorbente del tipo Cerjan (Cerjan, C., D. Kosloff, et al, 1995),
con una zona de absorcién de 20 puntos de la malla en las cuatro fronteras
del dominio interno. Se considera un pozo de 10cm de radio, el casquete del
cemento anular es de 2cm de grueso. Las propiedades de la capa de cemento
son (a = 6.0km/s, B = 3.0km/s,p = 6km/m* Qp = 800 y Qs = 400. Los
resultados se muestran en la figura 4.1, y se aprecia la propagacion de la
onda através de los distintos medios, fluido, cemento y sélido.



CAPITULO 4. APLICACIONES PRACTICAS 65

S0ELY

T

r
e

OLE +O0F g1

(c) Snapshots para un medio debilmente heterogéneo en carbonatos 4y Sismogramas para un medio debilmente heterogéneo

S

(g) Snapshots para carbonatos, pozo con (h) Sismogramas para un medio fuertemente heterogéneo
casquete y 800 inclusiones con aceite

Figura 4.1: Snapshots y sismogramas sintéticos para carbonatos con distintas configura-
ciones



Conclusiones

Método de la matriz global

Se implanté esta técnica que tiene la ventaja de la sencillez y no sufre de las
inestabilidades del método de Haskell en los casos de incidencia supercriticas
de ondas SV. Esta manera de proceder puede ser util para inferir el campo
de ondas aparente en vecindad de una estacién de registro y para extrapolar
el movimiento a puntos cercanos.

Diferencias finitas

Se mostro que los esquemas de diferencias finitas centradas y alternadas para
mallas rectangulares trabajan eficientemente en el dominio del tiempo. En
el dominio de la frecuencia se encontraron muchos problemas, ya que se debe
resolver un sistema de ecuaciones lineales muy grande que acumula errores,
por ésta razon los resultados no fueron mostrados. Estos errores se hacen
evidentes al antitransformar los resultados al dominio del tiempo. Por lo que
es necesario implementar otros modelos que den solucién a este problema. La
estructura porosa de la matriz de coeficientes que se genera debe explotarse
mediante esquemas iterativos eficientes.

Las mallas triangulares resultaron buena eleccion en el problema de apli-
cacion, ademas de que con su configuracion es facil simular pequenas inclu-
siones.

La mayor ventaja de las diferencias finitas es que se pueden resolver facil
y réapidamente dominios espaciales homogéneos y heterogéneos muy grandes.
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Fronteras absorbentes espectrales

Existe una gran variedad de condiciones de absorcion que generalmente son
eficientes en el dominio de la frecuencia, sin embargo cuando se trata de
resolver el problema en el dominio del tiempo surgen dificultades y el asunto
es de interés en la literatura especializada. Por esa razdn, en este trabajo
se busca aplicar un nuevo método que utiliza el andlisis de Fourier para
resolver el problema de absorcion en distintos dominios: frecuencia-nimero
de onda (w, k), frecuencia-espacio (w,z), tiempo-nimero de onda (¢,x) y
tiempo-espacio (¢, z).

El problema de absorcidon en el dominio de la frecuencia con el método de
las fronteras absorbentes espectrales esta resuelto en lo fundamental. Sin em-
bargo, en el dominio del tiempo queda mucho por hacer ya que las ecuaciones
involucradas tienen integrales hipersingulares. Actualmente, se trabaja en el
dominio del tiempo y los resultados obtenidos son efectivos inicamente para
incidencias pequenas —30 < 6 < 30.

Se ha presentado una nueva condicién para simular fronteras absorbentes,
para ondas planas homogéneas en el dominio de la frecuencia en dos formas
diferentes (plana y circular) mostrando que los resultados son muy buenos
ya que practicamente coinciden con los analiticos. Esto sugiere aplicaciones
en diversos problemas en el dominio de la frecuencia. Los resultados en el
dominio del tiempo requerirdn esfuerzos adicionales.

Aplicaciones

Se han explorado diferentes aspectos de la difraccién de ondas en inclusiones
cilindricas que se encuentran en medios heterogéneos usando diferencias fini-
tas con mallas triangulares. Cuando se comparan los sismogramas sintéticos
para inclusiones cilindricas con y sin casquete en medio débil y fuertemente
heterogéneos se observa que contienen rasgos especiales que pueden reve-
lar la naturaleza del medio que rodea a la inclusion. Ademds se afirma
que las mallas triangulares ofrecen la flexibilidad de modelar configuraciones
cilindricas con coordenadas cartesianas evitando los problemas de las coor-
denadas cilindricas.
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