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Prefacio

Los origenes

Resulta muy natural imaginar en los origenes de la humanidad al hombre que
mira a su alrededor, distingue entre la diversidad del entorno las formas y las
cantidades y se pregunta respecto de ellas. Observar e interpretar son rasgos esen-
ciales de la naturaleza humana y de estas incipientes observaciones y preguntas
surgieron, mds adelante, lo que hoy conocemos como geometria y aritmética.

Distinguir qué atrap$ primeramente su atencidn, si la cantidad o la forma, nos
llevarfa a la formulacién de una pregunta que por supuesto carece de sentido en
este contexto, no s6lo no tenemos -y me atrevo a afirmar que no tendremos nunca
- una respuesta certera sino, ademds, su biisqueda nos llevarfa lejos del terreno de
las ciencias exactas para adentrarnos mds en el de la filosoffa y otras disciplinas
que estudian la mente humana y la formacién del pensamiento y las ideas. Desde
el punto de vista del historiador cientifico un hecho que resulta mucho maés inte-
resante consiste en estudiar y analizar cémo estos dos principios fundamentales
de la matemdtica, forma y cantidad, que surgieron de modo tan natural, se apar-
tan y desconocen en algunos momentos a lo largo de la historia y se entrelazan y
complementan en tantos otros. ; Cémo fue la transicién de la curiosidad y la fasci-
nacion, a la negacién -incluso repudio en muchos casos- o a la simple utlilizacién
mecénica de estas ramas esenciales del conocimiento?.

Conforme la humanidad iba encontrando respuestas a sus preguntas, hallaba
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también maneras de facilitar el desarrollo de su vida cotidiana. Poco a poco se fue
dando el proceso al que llamamos civilizacion. Sin embargo deben haber pasado
varios siglos antes de que el ser humano pasara de simples problemas particulares
a observar interconexiones entre ellos y advertir relaciones generales. Cuando la
inteligencia humana fue capaz de extraer de un problema concreto, una propiedad
genérica que contuviese al problema dado como un caso particular, empez6 la

ciencia como tal.

La descripcién histérica ha establecido que la enumeracién o acto de contar
objetos resulté ser un gran paso en la formacién del hombre civilizado. La abs-
traccién requerida para llegar al concepto de nimero y a su representacién grafi-
ca suponen un avance neurolégico importante. En nuestros dias esto pareciese
un proceso obvio que se identifica con la ensefianza elemental y al que después
se presta muy poca atencién. Asi, la enumeracién, como parte fundamental de
la aritmética, ha sido muchas veces relegada y tratada como rama de poca im-
portancia de las mateméticas. No obstante no se puede ignorar la inmensidad de
aplicaciones que esta drea ha tenido en tantos campos del conocimiento huma-
no. La Combinatoria, como se denomina a la rama de la aritmética que se ocupa
-principalmente- de contar objetos habia sido considerada hasta hace muy poco
como simple recreacién matemdtica. La actitud generalizada indicaba que sélo
contar objetos era un asunto ademds de ocioso muy poco formal como para ser

tomado en serio.

De manera similar la geometria elemental fue *“olvidada™ en otros tiempos pe-
ro con ella pasa algo muy peculiar: ha surgido y decaido varias veces en la historia.
En la antigiiedad la geometria cldsica ocupaba un lugar preponderante dentro del
saber cientifico. Con su magnifica obra “Los Elementos”, Euclides, construyé los
cimientos de la Geometria Cldsica. Asombra todavia que, sin menoscabo de la
profundidad del trabajo, no se deje de lado la sencillez y claridad de exposicién.
Pero Euclides no sélo inici6 la geometria como tal. El defini6 en su obra lo que

habria de ser la manera de “hacer matemadticas”. Esta fue la aportacién maxima



de su trabajo, y su influencia marcé todas las dreas de la matemitica.

Muchas razones, dificiles de analizar en esta tesis, llevaron a la geometria
cldsica a una suerte de decaimiento dentro del quehacer matemético posterior a
los griegos. Durante los siglos XVI{ y X VIII la revolucién encabezada por New-
ton y Leibnitz de la cual surge el cédlculo infinitesimal, provoca una actitud ge-
neralizada de rechazo hacia las matemaéticas discretas de los antiguos (aritmética
y geometrfa) y su reemplazo por las nuevas mateméticas del continuo. Asi, la
geometria es opacada por el cdlculo y sustituida por la geometria analitica: estu-
diar curvas definidas mediante ecuaciones algebréicas se volvié més comin que
estudiar curvas construidas geométricamente.

Durante la segunda mitad del siglo XIX la geometria cldsica revive enérgi-
camente con el trabajo de mateméticos no muy contentos con el rol dominante
que habian tomado los cdlculos algebriicos y analiticos en la geometria. Es en
ese momento en el que se construye y da forma ai edificio magnifico de lo que
conocemos como Geometria Moderna. Paradéjicamente, mientras su desarrollo
motivé la aparicién de nuevas formas de hacer geometria (la topologia, las geo-
metrias no euclidianas, etc.) llevé también -una vez mas- al decaimiento de la
investigacién en geometria clésica o elemental durante la primera parte del siglo
XX.

La época reciente

En los inicios del siglo XX, los teoremas de Godel -tema candente en el 4mbi-
to cientifico de la época- desataron la crisis de los fundamentos mateméticos aca-
rreando, al mismo tiempo, espectaculares descubrimientos que alimentaron vas-
tas dreas de la ciencia. En esta vorgine la geometria elemental fue uno de los
perdedores. Pricticamente fue ignorada mientras 4reas “mds abstractas” como la
topologia o la geometria diferencial florecieron aceleradamente dejando un gran

impacto sobre nuestra interpretacién del universo fisico. Daba la impresién de que
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los problemas geométricos en dos y tres dimensiones estaban agotados.

Sin embargo, si algo caracteriz6 a ese siglo fue el cambio y los cambios se
sucedieron precipitadamente. Pronto se reparé en un hecho importante: el entorno
que nos rodea es més bien de naturaleza discreta, esto es, la gran mayoria de los
objetos que nos rodean se pueden contar. Se establecié entonces otra manera de
interpretar y analizar problemas. El enfoque combinatorio, brind6 alternativas dis-
tintas a preguntas cldsicas estudiadas por Newton, Gauss y Hilbert entre otros. Si
bien la cantidad de célculos requeridos al intentar solucionar un problema puede
ser inmensa, es finita y aunque una vida humana no sea suficiente para realizarlos
si lo es para crear herramientas capaces de hacerlos eficientemente. Con Ia lle-
gada de las computadoras las ramas discretas de las matemadticas se reconsideran
seriamente y se retoman, al mismo tiempo, las conveniencias del conocimiento

geométrico elemental.

En ese momento la palabra clave es optimizacién. Hay que optimizar en con-
juntos discretos, incluso finitos, la mayoria de las veces. Se estudian colecciones
de puntos, rectas, circulos, poligonos, esferas, poliedros, es decir, se examinan
los objetos mas fundamentales de la geometria euclidiana. Surgen un sinnime-
ro de problemas en el plano y el espacio de tres dimensiones que le dan nueva
vida al estudio de propiedades que parecian totalmente dominadas. También la
combinatoria toma importancia como eficaz instrumento para solucionar estos
problemas. Se dispone, entonces, de dos herramientas poderosas y una apoya a
la otra: se estudian objetos geométricos pero distinguiendo también sus propieda-
des combinatorias para encontrar configuraciones 6ptimas en algtn sentido. Surge
asi la Geometria Combinatoria sostenida esencialmente del renacimiento de las
matemaéticas discretas y de la conmocién causada por el acelerado avance de la

tecnologfa computacional.

Los problemas en esta drea son inquietantes, a veces incluso engafiosos. Con
frecuencia tienen una apariencia fuertemente intuitiva y pueden ser explicados

al comtin de las personas de manera sencilla. No obstante, también pueden ser



Xl
increfblemente dificiles de resolver. Un ejemplo caracteristico es el siguiente:

Si en un conjunto finito de puntos en el plano, se cumple que en la rec-
ta determinada por cualquier par de ellos, siempre existe un tercero del

conjunto, entonces todos los puntos son colineales.

Este resultado se conoce como el Teorema de Sylvester. Originalmente pro-
puesto por J.J. Sylvester en 1893, [20], no se encontré una demostracion satis-
factoria hasta 1944 (una resefia detallada de este resultado y otros afines a él se
encuentra en [6]).

En la ultima parte del siglo anterior se llevé a cabo otro advenimiento no me-
nos importante. Se trata de la Geometria Computacional, cuyo origen se asocia
con la publicacién de la tesis que, con este nombre, escribiera M.I. Shamos en
1978. Podemos definirla inicialmente como la conjuncién de la Geometria Com-
binatoria y el Andlisis de Algoritmos. En principio se desenvolvia alrededor de
problemas de bisqueda y clasificacién. Al encontrar una solucién a un problema
dado se procedia a la elaboracién de un algoritmo con objeto de ser llevado a
cabo por una computadora. Problemas cldsicos en esta drea son por ejemplo, la
localizacién de puntos bajo algin criterio dado -el més cercano, el més distante-,
encontrar la cerradura convexa de una coleccién de puntos, la obtencién del dia-
grama de Voronoi, triangular poligonos, etc. Todos estos se obtienen facilmente
como casos particulares, en dos dimensiones, de bisquedas y clasificaciones.

Poco a poco, el campo de accién de la Geometria Computacional se ha ido
extendiendo para incluir problemas cuya solucién requiere cada vez mas de la
aplicacién de poderosos resultados de otras 4reas de las matemdticas (Topologia,
Teoria de Niimeros, Grupos, etc.) En nuestros dias la diferencia entre Geometria
Computacional y Combinatoria se ha vuelto muy sutil. En muchos problemas
las preguntas combinatorias y algorftmicas se encuentran tan entrelazadas que es
précticamente imposible separar una de la otra; el progreso de una de ellas lleva a

obtener soluciones satisfactorias en la otra.
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El trabajo elaborado en esta tesis cae dentro del objeto de estudio de esta 4rea.
Una de sus més grandes fuentes de inspiracién radica en el estudio de objetos
geométricos “simples” en el plano se buscan caracteristicas que determinen a estos
objetos y relaciones entre familias de objetos distintos.

Este tipo de problemas han sido abordados desde varios puntos de vista. Por
ejemplo las relaciones de incidencia entre colecciones de puntos, rectas y circu-
los. Estudiadas desde los griegos y retomadas por Hilbert cuando establecié los

Axiomas de Incidencia:

(Ay) Pordos puntos pasa exactamente una recta que los contiene a ambos, y toda

recta contiene al menos dos puntos.
(As) No todos los puntos est4n en una sola recta.

(A3) Para toda recta ! y cualquier punto p, fuera de ella, hay exactamente una

recta que pasa por p y no tiene puntos en comin con .

En términos conjuntistas las relaciones de incidencia representan relaciones de
contencién entre conjuntos. El asunto central de esta tesis es justamente encontrar
relaciones de contencién en ciertas familias de circulos. El Teorema de Sylvester,

mencionado anteriormente, tiene la siguiente versién para circulos:

Si en un conjunto finito de puntos no colineales en el plano, se tiene que
en el cfrculo determinado por cualquier terna de ellos hay otro punto del

conjunto, entonces, todos los elementos del conjunto estdn en un circulo.

Aqui analizaremos relaciones de contencién entre circulos y puntos en el pla-
no. Empezaremos estudiando colecciones de puntos aunque después revisaremos

otros conjuntos.
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Nuestra contribucion

Dada una coleccién de puntos en el plano siempre es posible encontrar dos de
modo que cualquier circulo que pase por ellos contenga “muchos puntos” de la
coleccidn, es decir, una fraccién grande del total. Este problema ha sido estudiado
antes por lo que comenzamos el primer capitulo con la historia de lo que se ha
hecho hasta ahora. Incluimos también ]a resefia de los resultados relevantes en la

literatura, asi como su relacién con otros problemas.

En el segundo capitulo inicia propiamente nuestra investigacién presentando
una variante del problema original. Consideramos ahi colecciones de puntos bico-
lores balanceadas, es decir, colecciones en las que los puntos han sido coloreados
con dos colores de manera que las clases crométicas tengan la misma cardinalidad.
Ahi demostraremos que para puntos en posicién circular es posible encontrar una
pareja bicolor de puntos tales que cualquier circulo que pase por ellos contiene al

menos a la mitad de los puntos de la coleccién.

Pasamos enseguida a estudiar colecciones bicolores balanceadas en posicién
convexa no circular. A diferencia del caso anterior cuya solucién es muy sencilla,
el problema ahora se complica sustancialmente. Para este caso demostramos la
existencia de alguna pareja bicolor de puntos por la que cualquier circulo que los
contenga, cubre un octavo del total de puntos. Usando técnicas de otros autores es
posible incrementar un poco este valor (aproximadamente a un séptimo), aunque
conjeturamos que la cota exacta para este caso es un cuarto. Demostramos que
en ciertas coloraciones esta fraccién es precisamente un cuarto y presentamos un
ejemplo de una coleccién bicolor balanceada en posicién convexa en la que no
hay alguna pareja bicolor por la que cualquier circulo cubra més de la cuarta parte
de la coleccién. ‘

Posteriormente analizamos el caso en posicién general en el que damos una
cota inferior de 5 del total, para alguna pareja bicolor, y usando las técnicas de

otros autores la incrementamos hasta aproximadamente un onceavo.
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Motivados por estos problemas introduciremos el concepto de Cobertura Circu-
lar de conjuntos en el plano. Veremos que el planteamiento en colecciones de
puntos es un caso particular de este concepto que se extiende de manera natural a
otras clases de conjuntos y medidas.

En el capitulo 3 continuamos la investigacién en conjuntos convexos. Aqui usa-
remos dos medidas en particular, el drea y el perimetro del conjunto, para poder
medir que tanto cubre un circulo dado. Iniciamos demostrando que en los conjun-
tos centralmente simétricos es posible encontrar una pareja de puntos en él, tales
que cualquier circulo por ellos cubra al menos la mitad del 4rea y el perimetro.
Después confirmamos que un medio es precisamente el mejor valor que podemos

esperar, usando estas medidas, en cualquier conjunto plano.

En el extremo opuesto de la simetria estudiamos a los tridngulos. Primeramen-
te el caso en que la medida es el drea. Ahi demostraremos que siempre es posible
encontrar un par de puntos tales que todo circulo por ellos contenga un subcon-
junto de drea mayor o igual que la mitad del 4rea del tridngulo. Relacionamos este
resultado con las propiedades de otras cuerdas del tridngulo para encontrar més
parejas que realizan el mdximo de cobertura por 4rea. Finalmente cambiamos la
medida por el perimetro y demostramos que es posible encontrar dos puntos tales
que todo circulo por ellos cubra al menos la mitad del perfmetro del tridngulo.
Observaremos que las parejas que “cubren mucha 4rea” no necesariamente son
las mismas que sirven para el perimetro, pero mostramos una familia de tridngu-
los en las que si es posible encontrar una pareja que sirva simultdneamente para
ambas medidas. En este caso también se cumple que un medio es el mejor valor
que podemos esperar. Demostramos que las parejas que maximizan la cobertura
circular para estas medidas en un poligono convexo tienen un extremo en alguno

de sus vértices.
Hemos establecido la conjetura de que en cualquier conjunto convexo siempre

es posible encontrar una pareja de puntos tales que cualquier circulo por ellos,

contenga al menos las mitad del 4rea o del perimetro del poligono.
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En el dltimo capitulo explicamos nuestras conclusiones asi como las posibles

lineas de interés para futuras investigaciones.

Pilar Valencia
México D.F.,, Marzo de 2005
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

Dado un conjunto parcialmente ordenado, (X, <). decimos que una familia,
F, de conjuntos en el plano es una representacién geométrica asociada a (X, <)
si a cada elemento de X se asocia uno de la familia F y la relacién de contencién
preserva el orden definido por <. La representacién de érdenes parciales mediante
conjuntos en el plano y sus relaciones de contencién es un problema que ha resul-
tado de gran interés, ha sido revisado y estudiado desde muy diversos enfoques
[14], [15], [21]. Cada orden parcial tiene una representacién geométrica por lo
que resulta natural considerar ciertas restricciones a los conjuntos y preguntarse
si un orden dado sigue siendo representable. Determinar, por ejemplo, qué tipos
de 6rdenes parciales tienen una representacion usando segmentos, regiones angu-
lares, poligonos convexos, circulos o alguna familia de conjuntos dada [16], [22].

Por supuesto tales representaciones no sélo se consideran en el plano sino en
general en RY el espacio euclidiano d-dimensional. Asf por ejemplo, las represen-
taciones que asignan a cada elemento de X una esfera en R son llamados érdenes
esféricos.

Si d = 1 una esfera es solo un intervalo en R y la clase de 6rdenes parciales
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1.2. COBERTURA CIRCULAR 3

tal que cualquier elemento de la familia contiene, en el interior o en la frontera, al
menos {7 puntos de la coleccién (por supuesto 0 < 1 < ¢ < 1).

Con este trabajo se inici6 el estudio de lo que hemos denominado, la Cober-
tura Circular en colecciones de puntos.

La intencién de esta tesis es estudiar la cobertura circular en objetos geométri-
cos planos. Dados un conjunto en el plano y un par de puntos en €l, observamos
la familia de todos los circulos determinados por la pareja de puntos para estimar
cudnto cubre cada uno de estos circulos en el conjunto original. Para esto, consi-
deramos la coleccién de todos los subconjuntos que se obtienen de la interseccién
de los circulos con el conjunto dado. Luego, medimos el tamaiio minimo de cual-
quiera de estos subconjuntos usando alguna medida establecida previamente. A
este minimo, es al que llamaremos cobertura circular de la pareja de puntos to-
mada. Queremos encontrar una pareja de puntos con cobertura circular mdxima y

estimar este valor.

Definicién 1.1,1 Un circulo C cubre al punto u, si u pertenece al interior o la
frontera del circulo.

En [18] el conjunto estudiado es una coleccién finita de puntos en el plano y la
medida utilizada es la cardinalidad. El objetivo ahf era encontrar un par de puntos
para los que todo circulo por ellos cubriera “muchos™ puntos de la coleccién. En
ese articulo se demostré que siempre es posible encontrar un par de puntos en la
coleccién de modo que todo circulo por ellos cubra una fraccién lineal del total y
probaron que tal fraccién es al menos ;.

En este trabajo, estudiaremos la cobertura circular en colecciones de puntos
con colores y en otros conjuntos en el plano con otras medidas asociadas a ellos.

1.2. Cobertura Circular

Enunciamos aqui la definicién formal de este concepto.
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Definicién 1.2.1 Sea j1 una medida definida en los conjuntos de R%. Sean S C R?
un conjunto medible respecto de ju tal que 0 < p(S) < 00 y p,q € R? dos puntos
distintos.

La cobertura circular de p,q en S respecto a j1, es el niimero
ce(p, q) = min{u(Cpy N S)|C,pyq circulo por py q}.

Cuando indicamos como C,, a un circulo por p y g nos referimos a cualquiera
de los circulos coaxiales cuyo eje radical es el segmento pg.
Si e es la cardinalidad definida en los conjuntos finitos de [R2, la fraccién lineal

a que se refieren en [18] queda determinada por el cociente

ce(p,q)
15|
donde p, ¢ es un par de puntos que maximiza la cobertura circular.

Nos referiremos a este cociente como la fraccién de cobertura. El articulo
citado demuestra que para colecciones finitas de puntos en el plano esta fraccién
es > .

Posterior a la publicaci6n de este resultado, aparecieron varios mas mejorando
esta fraccién. Asi, en [5] se increment6 a 7;: después a 3= en [10]; a & en [9]

y finalmente a 4—‘.., en [12]. Este dltimo, es el mejor valor que se conoce hasta el

1

momento. Las observaciones han llevado a conjeturar que el valor exacto es 5.

Definicién 1.2.2 Una coleccidn de puntos en el plano estd en posicion general si
no hay tres de ellos en una recta ni cuatro en un circulo,
Llamamos a una coleccién colineal si todos los puntos se encuentran sobre

una recta y circular si todos ellos estdn sobre un circulo.

Con esta terminologia, la conjetura seria:

Conjetura 1 Si P, es una coleccion de n puntos en posicion general en el plano

existen p, q € P, tales que cc(p,q) > §.
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En la introduccién mencionamos como un problema cldsico de la Geometria

Combinatoria el Teorema de Sylvester, que en su versién para circulos establece:

Si en una coleccién finita no colineal se tiene que en el circulo determinado
por cualquier terna de puntos hay otro punto de la coleccidn entonces la

coleccidn es circular.

Observemos que si P, no es colineal cualquier pareja de puntos hace terna
con otros n — 2 puntos y define con cada uno de ellos un circulo que cubrir4 al
menos a estos tres puntos. A la luz del concepto de cobertura circular, el Teorema
de Sylvester dirfa:

Si para todo par de puntos p.q € P, se tiene que cc(p, q) > 4, entonces,
la coleccion P, es circular. (%)

La forma contrapuesta de este enunciado afirmaria que en colecciones de puntos
finitas no colineales y no circulares hay pares de puntos cuya cobertura circular es
a lo més tres. Es decir en tales colecciones siempre podemos encontrar una terna
de puntos por la que pase un circulo vacfo (que no contiene algiin otro punto de la
coleccién).

Resulta interesante, entonces, analizar las colecciones para las que si es posible
encontrar pares de puntos con cobertura “grande”.

El problema para colecciones en posicién circular es muy sencillo. Conside-
ramos una pareja p, q¢ € P, que defina una recta bisectora es decir, una recta que
divida a P, en dos subconjuntos con la misma cantidad de puntos. Sabemos que
siempre es posible encontrar tal pareja. Entonces en el circulo que contiene a la
coleccidn, el segmento pg determina dos subconjuntos, uno de los cuales tiene al
menos [%52] +2 > [%] + 1 puntos (ambos conjuntos contienen a la pareja). Co-
mo cualquier otro circulo por p y ¢ contiene alguno de estos conjuntos, tenemos
entonces el resultado siguiente:

Teorema 1.2.3 Si P, es una coleccién circular de puntos, existen p,q € P, tales
que ce(p,q) > [3] +1.
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En orden de dificultad el siguiente caso a estudiar es, naturalmente, el de co-
lecciones en pesicién convexa no circular. Es decir cuando los elementos de P,
son los vértices de un poligono convexo. En [10], se demuestra que para este caso
la fraccién de cobertura es } y es exacta. Este resultado fue obtenido también, de
manera independiente, en [3]. Daremos aqui la demostracién de [10].

Teorema 1.2.4 Sea F, una coleccién de n puntos en posicién convexa sin que

haya tres colineales, entonces existen p,q € F, tales que cc(p.q) > [%] +1:

Demostracién. Consideremos todas las ternas p, ¢, r € P, que definen un circu-
lo cubriente, es decir, un circulo C tal que P, C C. Cada uno de los lados del
tridngulo formado por la terna determina un subconjunto de F,, el formado por
todos los puntos en el interior del arco que tal lado determina en C. En la Fi-
gura 1.1 (a), estos conjuntos se denotan como C,,, Crq y Cgp. Notemos que los

vértices del tridngulo pertenecen cada uno a dos de estos conjuntos (por ejemplo
Cop N Cpr = {p}).

q
qu C ¥
r w Cpq
G
P

(b)
Figura 1.1: De la demostraci6n del Teorema 1.2.4.

Definimos la funcién f sobre estas ternas, asociéndoles el méximo de las car-
dinalidades de los subconjuntos que generan en F,. Esto es,

flgpr) = mm{lcqu: [Cpr|v |erl}-
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Sea g, p,r unaternaen la que f es minima. Es claro que el subconjunto que realiza
f(gpr) tiene al menos [’3—‘] -+ 1 puntos. Supongamos que tal subconjunto es C,.

Demostraremos que en C,, U Cy, también hay al menos [%] + 1 puntos. Pro-
cedamos por contradiccién y supongamos entonces que |Cpy U Crg| < [2].

Elegimos un punto w € Cy, \ {p, ¢} que minimice el 4ngulo formado con pg.
Laterna ¢, w, p define un nuevo circulo cubriente C' y los subconjuntos C;.w, C;_,F
y Cpy- Como Cpr U C = Cy,,, entonces |Cpy| = |Cpr U Crg| = |Cpr N Crg| y por
tanto [Cyo| < [4] — 1. De aqui obtenemos que f(qup) # |Cp,|-

O sea que f(qwp) es realizada por la cardinalidad de cualquiera de los otros
dos conjuntos inducidos en C’ pero ambos, Cy,, y C,,,, son subconjuntos propios
de Cy, asi que cada uno contiene una cantidad menor de puntos que €l y por lo
tanto f(qwp) < f(gpr), contradiciendo la minimalidad de gpr. La situacién se
muestra en la Figura 1.1 (b).

Asi, C es un circulo por p y g que contiene al menos [2] + 1 puntos en cada
una de las regiones determinadas por pg. Claramente, cualquier otro circulo por
ellos, contiene alguna de estas regiones y por tanto cc(p, ¢) > f-g—] + 1L [ |

Otra prueba del mismo resultado puede obtenerse utilizando el siguiente re-
sultado, conocido como el Teorema del 1/3 2/3:

Teorema 1.2.5 Si T es un drbol binario de orden n entonces existe una arista e
de T tal que cada una de las componentes de T — e tiene orden al menos %.

Aqui la idea serd obtener un 4rbol binario a partir de F,. Para ello, construimos
primeramente la gréfica G p en la que los puntos de la coleccién son sus vértices
y dos son adyacentes si existe un circulo que pasa por ellos y contiene a todos los
elementos de F,. Por ejemplo todos los pares de puntos consecutivos en el cierre
convexo, tienen esta propiedad.

Es un hecho conocido que las aristas de G p forman una triangulacién del cie-
rre convexo de F,, y como la colecci6n esté en posicién convexa esta triangulacién
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tiene exactamente n — 2 tridngulos. Al considerar la grifica dual de G p lo que se
obtiene es precisamente un drbol binario de orden n — 2. Llamamos T a este drbol.
Por el Teorema del 1/3 2/3, se sabe que T contiene una arista e tal que cada una de
las componentes de T’ — e tienen al menos '-‘-5—" vértices. Estos vértices representan
3;—"’ tridngulos en Gp y, ya que la colecci6n es convexa, representan también el
mismo niimero de puntos en P,.

Supongamos que los extremos de e corresponden a los tridngulos 7, y 7,
adyacentes en la triangulacion, y sea pq la arista que tienen en comiin. Por la
construccién de G p sabemos que p, ¢ es una pareja por la que pasa un un circulo
C y contiene a toda la coleccién P,. Entonces en cada una de las regiones que
el segmento pq determina en C, hay al menos "T"" puntos de P, y por lo tanto
cualquier otro circulo que pase por p y ¢ cubre al menos % elementos de F,.

Esta cota es justa. Es posible construir una coleccién en pcsicién convexa para
la cual este valor no pueda ser mejorado, o sea, en la que por cualquier pareja de
puntos haya un circulo por ellos con a lo més [2] + 1 puntos.

Tomemos como base un tridngulo equildtero de vértices a, b, ¢ y lados de lon-
gitud 1. Consideremos tres conjuntos con k puntos cada uno: a = {ay, as, ..., a },
b= {bi,by...bx} y € = {e1,¢2,...,cx}. Colocamos los puntos de @ en el lado
ab, de modo que estén cercanos al vértice a (distancia menor que % es suficien-
te). Los colocamos en el orden de los subindices. De la misma manera colocamos
los puntos de b en el lado be, cercanos al vértice b y los puntos de ¢ en el lado
ca, cercanos a ¢. Los vértices del tridngulo no necesariamente forman parte de la
coleccion. Tenemos entonces n = 3k puntos en posicién convexa.

Demostraremos que cualquier par de puntos de esta coleccién tiene cobertura
circular a lo més [%] + 1 = k + 1. Mediante una leve perturbacién de los puntos
podemos obtener una coleccién en posicién estrictamente convexa (no tres coli-
neales) en la que se cumple el mismo resultado. La situacién se presenta en la
Figura 1.2.
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Figura 1.2: Una coleccién convexa que realiza la cota minima de cobertura circu-
lar.

Es evidente que hay parejas para las cuales la cobertura circular es muy pe-
quefia, por ejemplo todas las consecutivas en el cierre convexo o las que estdn
sobre el mismo lado del tridngulo. Basta entonces analizar pares de puntos en
lados distintos del tridngulo.

Consideremos los puntos a;, b;. Por la simetria de la configuracién, para pun-
tos en otro par de lados el andlisis es el mismo. Sea C,,, €l circulo que pasa por
a; y b; y es tangente al lado be. Este circulo iinicamente interseca al conjunto ben
el punto b;.

Notemos ademds, que C,,, no cubre al punto ¢ que estd a distancia § de ¢
sobre el lado ca (Figura 1.3), pues este punto estd en la interseccién de ca con el
circulo D, -el diametral por la mediana incidente en a-, y el centro de Cy 5, estd en
el otro semiplano que la mediana determina (el que contiene a b). Entonces el
circulo deja fuera a todos los elementos de & cubriendo a lo més a los k puntos de
ay ab;, por lo que cc(a;, by) < [2] + 1.

Como mencionamos, el resultado permanece vilido si los puntos se encuen-
tran en posicién estrictamente convexa. De hecho, siempre es posible construir
una curva muy cercana al segmento dado y colocar sobre ella los puntos de modo
que por cada uno pase un circulo tangente.
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Figura 1.3: El circulo C,,, cubre a lo mds un tercio de los puntos.

También en [10] se presenta un ejemplo de una coleccién finita de puntos en
posicién general en el que por toda pareja de puntos pasa un circulo que cubre a
lo més la cuarta parte del total. Describiremos aqui este ejemplo.

Partiendo de la construccién para ¢l caso convexo tomamos como base un
tridngulo equilétero con lados de longitud uno, vértices a, b, ¢, y m el punto medio
del lado ac.

Consideramos el circulo de centro ¢ y radio uno, observemos que la mediatriz
de ab lo cruza en dos puntos, uno en cada uno de los semiplanos que la recta por
ab determina. De estos puntos, sea f el punto en el mismo semiplano que contiene
a c. Ahora, sea e el punto en que la recta a por fm, cruza al lado ab.
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:f_
; \_
Ic
me
\\ Y
ey ———%
(a) (b)

Figura 1.4: Una coleccién en posicién general de cobertura circular a lo més un
cuarto.

Como antes, consideramos los conjuntos @, by ¢y sea f = {f1, fa, ..., f}. Co-
locamos los 3k puntos de los tres primeros de la misma manera que en la construc-
cién anterior, s6lo que ahora estarén a distancia menor que & = d(a, ) del vértice
que les corresponda. Los tiltimos k puntos los ponemos sobre el segmento fe cer-
canos a f (a distancia menor que §). En esta coleccion los puntos estdn sobre los
segmentos indicados aunque, sabemos, es posible realizar una leve perturbacién
para evitar que haya tres puntos colineales y el resultado se seguird cumpliendo.

Tenemos asi , una coleccién de n = 4k puntos que podemos suponer en posi-
cién general. La situacion se muestra en la Figura 1.4 (a).
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Siguiendo la estrategia anterior, el objetivo es mostrar que para cualquier pa-

reja de puntos es posible encontrar un circulo que pase por ellos y cubra a lo més

k + 1 puntos. Para parejas de puntos en el tridngulo sabemos que esto siempre es

posible. Para las parejas formadas por algtin punto en f tenemos tres casos, sean

fiefy:

b; € b. En este caso consideramos el circulo C 1,0, POr fi y bj, tangente a
la recta que pasa por be, o sea que sélo la toca en el punto b;. De los dos
semiplanos que esta recta determina, Cy,s, estd en el que contiene a f por lo
que no interseca a ninguno de los conjuntos @ y  (Figura 1.4 (a)). Asi, a lo
mis cubrird al conjunto f U {b;}.

¢; € €. Ahora consideramos el circulo Cy,, que pasa por la pareja dada y
es tangente a la recta por ca, o sea que linicamente toca al conjunto ¢ en el
punto ¢;. De los dos semiplanos que la recta determina, Cy,., estd en el que
contiene al punto f por lo que no cruza a los conjuntos @ y b (Figura 1.4 (a)).
Entonces, a lo més cubrird a f U {¢;}.

a; € a. Como en los casos anteriores tomamos el circulo Cy,,; que pasa
por el par de puntos y es tangente a la recta que pasa por f y e. Como
todos los puntos de @ estdn a distancia menor que & de a, si es posible tomar
este circulo. Notemos que (inicamente toca al conjunto f en el punto f;
y no cruza a los conjuntos ¢ y b, por lo que a lo més cubrird a @ U {f;}
(Figura 1.4 (a)).

La Figura 1.4 (b) muestra algunos ejemplos de circulos con este tipo de parejas.

1.3. Cobertura Circular en colecciones de puntos

Presentamos aqui el resultado principal de [18]. Este fue el primer resultado

que se obtuvo sobre cobertura circular. La medida utilizada en este caso es la
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cardinalidad y se trabaja en colecciones finitas de puntos en el plano. Iniciaremos
con un poco de notacién y algunas observaciones de utilidad.

Si a es vértice de un poligono, <ta denota el 4ngulo incidente en €l y también
su magnitud. Dados dos puntos z,y € R?, zy denota el segmento que los une y,
mientras no haya confusién, denotard también la longitud de tal segmento. Para
la terminologia y resultados concernientes a la Teoria de Gréficas usaremos como
referencia [8].

El siguiente es un resultado geométrico simple pero muy iitil, como veremos
a lo largo de este trabajo.

Lema 1.3.1 Sean vy, vs.v3 y vy cuatro puntos en el plano que forman un cua-
drildtero convexo. Si vy y v3 son vértices opuestos en él y la suma de sus dngulos
incidentes es a lo mds w, entonces todo circulo que pasa por ellos cubre alguno
de los otros dos puntos.

Demostracién. Sean A = v,vv304 el cuadrilitero convexo formado por los pun-
tos dados y C un circulo que pase por v y v3. Notemos que v2 y v4 Se encuentran
en lados opuestos del segmento vy v;.

Figura 1.5: A = vyvov3vs, B = v1 703y
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SiC no los cubriera entonces v2v3 y v41 cruzarian a C.en los puntos z, y, que
formarian con v, y vy un cuadrilatero circular B = vyzvyy. Claramente B C Ay
por tanto los dngulos incidentes a v; y v3 en A son ambos mayores a los dngulos
que forman en B. De igual manera <z y <{y son ambos mayores que <{v; y <{vy
respectivamente y por tanto <xr + <y > <ty + <v4. Por hipétesis tenemos que
<y + <wz < 7 por lo que <ty + vy > . pues la suma de los dngulos interiores
de cualquier cuadriltero es 27. Sin embargo, B es un cuadrilétero circular por lo
que <z + <y = 7 lo cual nos lleva a una contradiccién. |

Una consecuencia inmediata de este lema en el contexto de la cobertura circu-
lar es el siguiente

Corolario 1.3.2 Si cuatro puntos en P, forman un cuadrildtero convexo entonces
alguno de los pares de vértices opuestos en él tiene cobertura circular, respecto
de lu cardinalidad, al menos 3.

Observemos también que si en un cuadrildtero convexo A = v vv3Yy, S€
cumple que < + <v3 < 7 entonces hay una infinidad de circulos que pasan por
v, Y v3 ¥ cubren a los cuatro puntos dados.

Recordemos que el Teorema de Sylvester para circulos afirma que si en P, to-
do par de puntos tuviese cobertura circular al menos cuatro, entonces la coleccién
seria circular. Desde luego este es un caso peculiar pero, podemos preguntarnos
por las condiciones que garanticen la existencia de alguna pareja de cobertura
circular cuatro (o mas). El corolario anterior y la observacién posterior, nos ase-
guran que puede haber muchas parejas por las que pasen infinidad de circulos que
cubran al menos cuatro puntos en colecciones arbitrarias. Queremos, entonces,
asegurar la existencia de una pareja que cubra “muchos” puntos de la coleccién.
Para esto, segiin afirma el Lema 1.3.1, resulta muy 1itil saber cudntos cuadrildteros
convexos puede haber.

Dada una coleccién P, de n puntos en el plano, consideramos la grifica,
G(P,), inducida por la coleccidn, es decir, la grifica cuyos vértices son los puntos
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de P, y cuyas aristas son todos los segmentos entre pares de puntos. Observemos
que contar los cuadrildteros convexos en F,, es equivalente a contar los pares de
aristas que se cruzan en G(F,).

Sea I(P,) el nimero de pares de aristas que se cruzan en G(F,). La grdfica
completade ordent, K,,esaquellacon t vértices y todas las adyacencias posibles
entre ellos ([8]). El Teorema de Kuratowskii asegura que en cualquier dibujo en el
plano de Kj -la gréfica completa de orden cinco- hay al menos un par de aristas

que se cruzan. Esto nos proporciona de manera inmediata una estimacién para
I(Py).

Lema 133 I(F,) > ;E—%

Demostracién. Por cada conjunto de cinco puntos tenemos al menos un par de
aristas que se cruzan. Hay (}) de ellos, pero cada cruce pertenece exactamente
a n — 4 subconjuntos de cinco elementos de P,. Dividiendo por este mimero
eliminamos las repeticiones y obtenemos el resultado. |

Definicién 1.3.4 Una pareja de puntos a,b domina a la pareja c, d, y denotamos
ab — cd, si los segmentos ab y cd se cruzan y cada circulo que pasa por ab cubre
alguno de los puntos ¢ 6 d.

Partiendo de P, construimos /a digrdfica de dominacidn, 6'"}, de la coleccién
de puntos, como aquella en la que cada vértice representa una pareja cualquiera
de puntos y dos vértices son adyacentes si los segmentos correspondientes a tales
parejas se cruzan. Después la orientamos de acuerdo a la relacién de dominaci6n
entre parejas: pondremos la flecha del vértice que representa al par a, b hacia el
vértice que representa al par ¢, d si y s6lo si ab — cd. En caso de que los puntos
a, b, ¢, d formen un cuadrildtero circular elegimos arbitrariamente una direccién.

En los términos del Lema 1.3.1, si cuatro puntos en el plano vy, s, 3 ¥ ¥4
forman un cuadrildtero convexo en el que v, y vz son vértices opuestos y la suma
de sus dngulos incidentes es a lo mas 7 entonces v,v3 — Va4,
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Evidentemente en cualquier coleccién de cuatro puntos en posicién convexa
hay dos parejas de vértices opuestos y alguna de ellas domina a la otra. Unica-
mente si los puntos se encuentren en posicién circular la relacién de dominacién

es simétrica.
i
Notemos que G| tiene exactamente I(F,) aristas y (};) vértices, entonces exis-
te un vértice con exgrado al menos I(P,)/(;) = :(I.(;f =

Por el lema anterior,

nn—1) — n(n- l)a(n —4)
2(n —2)(n—3) _(n- 2)(n—23)
5! 60

2AqA(P) 2(2)

ey
La existencia de tal vértice en (G; representa en P, a dos puntos p, ¢ que dominan
al menos otros I“"“ﬁ;.&] pares de puntos de la coleccién. Esto es, p y g forman
cuadrildteros convexos con tales pares y cada circulo por ellos cubre al menos a

un punto de cada uno de estos pares. Tenemos entonces el resultado siguiente:
Teorema 1.3.5 Hay un par de puntos p,q € P, tal que cc(p,q) > [-’%3—2-] + 2.

Demostracion. Sabemos que existen dos puntos p, g € P, tales que todo circulo
por ellos cubre al menos [Qiﬁg‘ﬁl-l de los puntos restantes de la coleccion.
Cada uno de los puntos cubiertos es miembro de a lo mds n — 3 parejas, por lo
que, todo circulo por p, g cubre al menos [("—"zﬁg‘dl [(n— 3)] = I-L’%zl] puntos

de la coleccién. Contando también a p y g obtenemos el resultado. |

En este mismo orden de ideas, es posible mejorar levemente la cota mediante
la utilizacién del resultado principal de [2], que establece que el nimero de cruce
de una gréifica geométrica completa de orden n, estd acotado inferiormente por
i3 7 R 1)

Aplicando este resultado a la grifica que construimos a partir de F,, que tam-
bién es una geométrica completa, tenemos una mejor aproximacién para I(P,)
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que la que obtuvimos en el Lema 1.3.3:

LRl ey

—
Procediendo de la misma manera que antes, garantizamos en G la existencia de

un vértice cuyo exgrado es al menos,

a3 1% 1252 125
nn—-1) ~ 2n(n—1)
L (=) -2 -3)(n=4) _(n-2a-3)n-1)
32n(n—-1) 32n

con el mismo razonamiento usado para demostrar el teorema anterior, afirmamos
que:
Hay un par de puntos p,q € P, tal que cc(p,q) > [@—"—;g:;‘"-l +2= .

1.4. Algunos resultados relacionados

El estudio de las relaciones de contencién entre colecciones de puntos y circu-
los que generd el surgimiento del concepto de cobertura circular, ha dado pie a
la realizacion de interesantes investigaciones. A partir de la publicaci6én de [18],
en donde se estableci6 la Conjetura 1, se publicaron varios articulos mejorando la
cota que ahf se dié pero también ha habido otros acercamientos distintos. Asi por
ejemplo en [5] y [4], se dan dos generalizaciones para colecciones de puntos en es-
pacios euclidianos de dimensién mayor que dos. Nuevamente la medida utilizada
es la cardinalidad.

El siguiente es el resultado principal de [5]:

Teorema 1.4.1 Para cada entero n > 1, existe ¢, > 0 tal que si X C R", es un
conjunto finito de puntos entonces existe A C X, |A| < in+ 3, con la propiedad
de que,

si B es una n-bola tal que B D A, entonces |BN X| > ¢, | X|.
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En este caso, ¢, seria la fraccidn de cobertura'y A el subconjunto de X que la
maximiza. Se usa como medida la cardinalidad, pero ahora sobre los conjuntos
obtenidos de la interseccién de X con todas las bolas n-dimensionales que con-
tienen al conjunto A. Notemos que en el caso n = 2, estamos en el problema de
cobertura circular en colecciones de puntos respecto de la cardinalidad. El teore-
ma estima también el tamano méximo que A puede alcanzar. Por ejemplo, para el
caso n = 2, dirfa que cualquier coleccion finita de puntos -el conjunto X-, con-
tiene un subconjunto A, de tamafio a lo més 4. y que existe una constante ¢; > 0,
(claramente también ¢, < 1) tal que todo circulo que contenga a A, contiene al
menos ¢, | X | elementos de X. En este contexto, ¢, representa la fraccién de co-
bertura que nosotros buscamos y aunque en el articulo no se brinda una estimacién
de su valor, su existencia queda definida para toda dimension. Para la cobertura
circular en colecciones finitas de puntos en R* sabemos que el conjunto A podria
constar tinicamente de dos puntos.

Posteriormente, en [4], el resultado anterior se generaliza para elipsoides.

Teorema 1.4.2 Para cada entero n > 1, existe ¢, > 0 tal que si X C R"™, es un
conjunto finito de puntos entonces existe A C X, |A| < |in(n+3)| + 1, con la
propiedad de que,

si E es un elipsoide tal que E 2 A, entonces |[ENX| > ¢q | X|.

Aqui tampoco se da una estimacion de la fraccién de cobertura, aunque se
reduce el tamaiio de A (en el caso de dos dimensiones, |A| < 3).

En [10] se establece una mejor cota inferior de la fraccién de cobertura dada
en [18]. La cota dada ahi es 5‘; El articulo incluye también la demostracién de %
como cota exacta para el caso convexo (Teorema 1.2.4 de esta tesis).

Casi simultdneamente a la publicacién de este resultado, en [9] se publicé una
nota proponiendo una leve mejoria de la cota. Si bien este incremento no fue muy
grande, la demostraci6n utilizada presenta un argumento bastante original e inge-
nioso. Se trata de identificar en la gréfica de interseccién asociada a la coleccién
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de puntos, una subgréfica inducida por los pares de puntos que no son buenos can-
didatos para maximizar la cobertura. Esto es, al considerar todas aquellas parejas
de puntos por las que pasa un circulo vacio y luego observar la gréfica que ellos
inducen, se encuentra que se trata de una gréfica plana y por tanto se puede esti-
mar fécilmente su tamafio. Tras eliminar esta subgréfica se obtiene la reduccién
deseada subiendo de + a &.

En [1], se presenta un resultado también en el plano que generaliza para co-
lecciones de conjuntos. Definamos primero algunos conceptos esenciales para la
presentacién del resultado.

Definicion 1.4.3 Dos conjuntos convexos compactos S y T, se cruzan entre si, si

los conjuntos S\ T y T'\ S no son conexos.

Definicion 1.4.4 Un conjunto se llama estrictamente convexo, si es convexo y no

tiene segmentos rectilineos en la frontera.

En este articulo se demuestra que,

Teorema 1.4.5 Si © es una familia de n conjuntos convexos compactos que no
se cruzan entre s dos a dos y S es un conjunto compacto estrictamente convexo
entonces hay dos elementos S;, S; € ® tales que cualquier conjunto S' homotético

a S, que contenga a S; y S;, contiene al menos [ %52 | elementos de ®.

Contrariamente a los resultados anteriores (Teoremas 1.4.1 y 1.4.2), aqui se
demuestra que no es posible generalizar este resultado para dimensiones mayores
que 2, presentan una familia de n conjuntos convexos ajenos en R? con la propie-
dad de que para cualquier subcoleccién de ellos, existe una esfera que los contiene
y no contiene algiin elemento més de la familia.

Regresemos a la cobertura circular en colecciones de puntos. Como habiamos
mencionado en la Seccién 1.2 hasta ahora, el mejor valor para la fraccién de co-
bertura en colecciones de puntos es de ;5. Este resultado estd publicado en [12] y
lo incluimos a continuacién.
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Teorema 1.4.6 En cualquier coleccion F,, existe un par de puntos para los que

todo circulo por ellos cubre al menos [ %] puntos de la coleccion.

La demostracién se realiza usando un poderoso argumento de conteo y la cons-
truccién, a partir de la coleccién de puntos, de los diagramas de Voronoi de orden
k. En el articulo se obtiene también la cota de un tercio para el caso convexo como
consecuencia de este resultado.

Presentaremos aqui un resumen de la demostracién, para lo cual necesitaremos
algunas definiciones.

El diagrama de Voronoi de primer orden es el més conocido y estudiado
en Geometria Computacional. Se define con respecto a cierto conjunto finito de
objetos en algiin espacio euclidiano (en nuestro caso, R?). El objetivo es obtener
una descomposicién del plano en regiones maximales ajenas, de modo tal que dos
puntos pertenecen a la misma regidn, si estdn mds cercanos a un cierto objeto del
conjunto que a cualquier otro.

Por ejemplo, si P es un conjunto finito de puntos en el plano, y p € P, este
punto determina una regién I?,, formada con los puntos mds cercanos a €, es
decir, R, = {z € R? | d(z,p) < d(z,q),Yq € P}.

Estas regiones se encuentran delimitadas por segmentos de recta: algin in-
tervalo de las mediatrices entre los pares de puntos a menor distancia. Se tiene
entonces una descomposicién poligonal del plano, en la que existen también al-
gunas regiones no acotadas. Cada regién del diagrama, corresponde a un objeto
del conjunto y contiene a todos los puntos para los cuales este objeto es el més
cercano (Figura 1.6).

El diagrama de Voronoi presenta en una forma explicita y manejable la in-
formacién respecto de la proximidad del conjunto de objetos. La idea de cercania
queda claramente determinada pues, como apuntdbamos, se trabaja en colecciones
finitas de objetos en espacios euclidianos. Es posible también, definirlo en térmi-
nos del més alejado (o el dominante mediante algiin tipo de relacién previamente
establecida).
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Figura 1.6: Diagrama de Voronoi de una coleccién de once puntos en posicién
general.

Ahora bien, una generalizacién de este concepto, la proporcionan los diagra-
mas de Voronoi de drdenes mayores. La definicién que presentamos aqui espara
colecciones finitas de puntos en el plano en posicién general.

Definicién 1.4.7 Si P es un conjunto finito de puntos en el plano, el diagrama
de Voronoi de orden k, es la descomposicion del plano en regiones maximales
tales que para cualquier par de puntos t,y en una regién, los k puntos de P, mds
cercanos a t, son los k puntos de P, mds cercanos a y.

Hay que aclarar que x y y son puntos en la regién pero no necesariamente
en P. Por supuesto, esta definicién sélo tiene sentido si k toma valores enteros
entre 1y |P| — 1. Intuitivamente, dado el pardmetro k, se asocia a cada Sy, C P
-subconjunto de P de cardinalidad k- con la regi6n de todos los puntos z € R?,
tales que los k puntos de P més cercanos a z, son precisamente los k elementos
de S;. (Figura 1.7).

Una presentacién mds completa acerca de este concepto y sus aplicaciones,
se encuentra en [11]. Ahi, se muestra que los diagramas de Voronoi de 6rdenes
mayores generan una descomposicién del plano en regiones poligonales ajenas
cuyas aristas son algunos intervalos de las mediatrices de las parejas de puntos de
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Figura 1.7: Diagramas de Voronoi de segundo y tercer orden para la misma colec-
cién de puntos dada en la Figura 1.6.

P. Este es precisamente el hecho que se usa en la construccién de [12] y que a
continuacién exponemos.

Sea P, una coleccién de n puntos en el plano en posicidn general. Por cada
pareja de puntos p, ¢ € P,, consideremos su mediatriz [, y la familia de circulos
coaxiales cuyo eje radical es el segmento pg. Todo circulo de esta familia tiene su
centro precisamente sobre /,,.

Como estamos suponiendo que los puntos estdn en posicién general entonces
hay exactamente n — 2 circulos de la familia que pasan por un tercer punto de
P,,. Marcamos el centro de cada uno de ellos en [;,. Estos centros definen una
coleccién de n—1 intervalos abiertos en la recta, dos de los cuales no son acotados.
Ahora etiquetamos cada intervalo I € I, con un valor entero positivo que indique
el nimero de puntos de P, que cubre todo circulo que pasa por pg y tiene su centro
en /. Observemos (Figura 1.8):

= todas las etiquetas tienen un valor mayor o igual que dos,

= en intervalos adyacentes, la diferencia entre las etiquetas es exactamente

uno,
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= la etiquetacién incrementa sus valores conforme se aleja del circulo de
didmetro pq.

Figura 1.8: Etiquetacién de la mediatriz de p, g.

En [19] y [11] se demuestra que uno de estos intervalos es una arista del dia-
grama de Voronoi de orden  si y s6lo si su etiqueta es k + 1. Asi por ejemplo si
en una mediatriz sucede que todas sus etiquetas son mayores que 2 ninguno de sus
intervalos es arista del diagrama de Voronoi de primer orden. Andlogamente, para
una mediatriz en la que todas sus etiquetas son mayores que algiin cierto valor
t € N sus intervalos Gnicamente podrén ser aristas de los diagramas de Voronoi
de 6rdenes mayores que ¢ — 1.

Lo que se pretende es obtener el méximo valor de k para el cual haya alguna
mediatriz que no contenga aristas de ninguno de los diagramas de Voronoi de
6rdenes 1 a k. Para esto, en [12], los autores utilizan el resultado de [17] (también
en [11]) que enunciamos aquf sin demostracién.

Definicién 1.4.8 P’ C P, es un i-conjunto de P, si se obtiene de la interseccion
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de P, con algiin semiplano y tiene cardinalidad i. El mimero de i-conjuntos de

P, se denota por e;(P,).

Teorema 1.4.9 Si P, es un conjunto de n puntos en el plano, en posicién general,
el niimero de aristas del diagrama de Voronoi de orden k es
k-1

(6k — 3)n — 3k — ex(P,) =3 es( )

i=l1

paral<k<n-1.

Asi, para maximizar el niimero de aristas del diagrama de Voronoi de orden &
habrd que minimizar el nimero de i-conjuntos de la coleccién para 1 < i < k.

En la tltima seccién de [12] obtienen el resultado mds fuerte del articulo que
brinda una cota inferior para este nimero, ellos demuestran ahi que

k
> a(r)23(*77)

i=1
y, tras hacer las cuentas, concluyen que el mimero de aristas de la unién de todos
los diagramas de 6rdenes 1 a k, asociados a una coleccién de n puntos en posicién

general es a lo més
3kn — 3k* — 3k (1.1

Ahora, en P, hay () mediatrices por lo que habré que obtener el valor de k para
el cual

3kn — 3k% — 3k < (’2‘)

Es decir se busca el intervalo de valores de k£ € [1,n] en los cudles la funcién
¢1(k) = 3kn — 3k* — 3k — (}}) es menor que cero. Los autores obtienen en [12]
que esto sucede siempre que

1
n—1 (n—-22 1\? n
k< — - —
2 ( 12 12)
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Asf, mientras k sea menor que 2] las aristas de los primeros k diagramas
de Voronoi no alcanzardn para tener representante en cada una de las mediatri-
ces de la coleccién P,, existiendo, entonces, al menos una pareja de puntos cuya
mediatriz no tenga ningin intervalo que sea arista de los diagramas de Voronoi
de 6rdenes 1 a k, o, dicho de otra manera, todas sus etiquetas tendrdn valores
mayores o iguales que k.

En términos de cobertura circular, esto indica que cualquier circulo que pase
por la pareja descrita, cubrir al menos k puntos de la coleccion.

Si la coleccién estd en posicién convexa, pero sin tres colineales, entonces

y por tanto la cota superior para el niimero de aristas de la unién de los diagramas
de Voronoi estd dada por

2kn — %(k2 + k), (1.2)

y entonces, para este caso, se busca k tal que

3,4 n
2kn E(k +k) < (2)

Es decir, se busca el intervalo de valores de k € [1,n] en los cudles la funcién
¢2(k) = 2kn — 3(k® + k) — (}) es menor que cero. Esto e cierto siempre que
k<[5l
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Capitulo 2

Colecciones de puntos bicoloreados

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiamos una versién modificada del problema original de
cobertura circular en colecciones de puntos en el plano. Consideraremos ahora
colecciones de puntos a los que se ha asignado una 2-coloracion balanceada, esto
es, los puntos son coloreados con dos colores de modo que las clases crométicas
tengan el mismo nimero de puntos. Nuevamente la medida a utilizar sera la car-
dinalidad y nos preguntamos por la existencia de una pareja de puntos que realice
la cobertura circular maxima pero ahora con la restriccién de que esta pareja sea
bicolor.

Demostraremos que para puntos en posicion circular es posible encontrar una
pareja bicolor de cobertura circular mayor o igual que un medio. Después estudia-
remos las colecciones bicolores en posicidén convexa no circulary demostraremos
la existencia de alguna pareja bicolor de puntos de cobertura circular al menos un
octavo. Mediante la utilizacién de las técnicas de [12] es posible incrementar un
poco este valor, aproximadamente a un séptimo. Conjeturamos que la cota exac-
ta para este caso es un cuarto. Demostraremos que en ciertas coloraciones esta

fraccién es exactamente un cuarto y presentaremos un ejemplo de una coleccién

27
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bicolor balanceada en posicién convexa en la que no hay alguna pareja bicolor de
cobertura circular mayor a un cuarto.

Por dltimo analizaremos el caso en posicién general en el que daremos una co-

25 del total, para alguna pareja bicolor y, mediante el procedimiento

usado en [12], la incrementamos hasta aproximadamente un onceavo.

ta inferior de

Dados dos puntos a. b, denotamos por C,;, a un circulo que pasa por ellos y
é;b para referirnos al circulo y su interior. En el caso particular de que se trate del
circulo de didmetro ab, lo denotamos como D;.

La recta p,,, definida por dos puntos a y b, divide al plano en dos semipla-

nos: X(ab) y X(ba) (ninguno contiene a p,;). En un circulo Cy, €l segmento ab

Si(ab)

S(ba)

Figura 2.1: Las regiones definidas por un circulo Cy.

determina dos regiones (Figura 2.1) que denotaremos como sigue:

C(ab) = (Cap N B(ab)) U {a, b} y C(ba) = (Cay N 2 (ba)) U {a, b}

Como definimos en la seccién 1.3, un circulo cubre a un punto, si éste pertene-
ce al circulo o a su interior. De la definicién de C(ab) y C(ba) es claro que ambas

regiones cubren a los puntos a y b.
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2.2. Puntos en posicion convexa

Sea P,, una coleccién de 2n puntos en el plano, n rojos, n azules, en posicidn
estrictamente convexa, esto €s, los puntos estdn en posicién convexa y sin que
haya tres colineales.

Etiquetaremos los puntos de la siguiente manera: tomamos un punto cualquie-
ra en la coleccién y lo llamamos ag. Recorriendo el cierre convexo en sentido
positivo, el siguiente punto encontrado serd a;. Seguimos avanzando en esta di-
reccién y etiquetamos los puntos encontrados incrementando el subindice hasta
llegar al a,_;. Al punto siguiente lo llamamos by y seguimos etiquetando hasta
bn_1.

La siguiente observacién es evidente, como puede comprobarse al examinar
la Figura 2.2.

Figura 2.2: Cota inferior para cc(a, b). Aqui |C{ab)NPay| > Ay [C{ba)NPon| > A

Observacion 2.2.1 Sean a,b € Py, si existe un circulo Cyp tal que cada una de

las regiones C(ab) y C(ba) cubre al menos X puntos de Py, entonces cc(a,b) > .
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Es evidente que cualquier otro circulo que pase por a y b contiene alguna de
las regiones definidas por Cy,.
Si a,b € P,,, definimos los conjuntos siguientes:
P(ab) = (P, N 2(ab)) U {a,b} y P(ba) = (Pay N L(ba)) U {a, b}.

Nota 1 Con frecuencia abusaremos de la notacién, usando simplemente C(ab) al

referirnos al conjunto C(ab) N P(ab), para algiin circulo Cgp.

Iniciamos calculando la cobertura circular en el caso mas sencillo, cuando

todos los puntos se encuentran sobre un circulo.

Teorema 2.2.1 Si P, es una coleccién circular existenp, q € P,,, un par bicolor

de puntos tales que cc(p. q) > n.

Demostracion. Sea( el circulo que cubre a Ps,,. Si ag y a,,_ tienen distinto color,
terminamos. Esta serfa una pareja bicolor y cada una de las regiones C(apan_1) ¥
C(an-1a0), cubre al menos n puntos. Por la Observacién 2.2.1, cc{ag, an—1) > n.

Supongamos entonces que estos puntos son del mismo color y consideremos
ahora la pareja ag, bp. Usando el mismo razonamiento observamos que si es bico-
lor, hemos terminado. Si no, consideramos ahora la pareja a;, by y si fuese bicolor
terminamos. Continuamos con este proceso verificando las parejas a;, b;—1 y a;, b;.

Eventualmente llegaremos a una bicolor y por la Observacién 2.2.1 concluimos.
]

Como en la seccién 1.2, llamamos fraccién de cobertura al cociente %”—’,ﬁl,
cuando p, g es un par de puntos que realiza la cobertura circular maxima.

Analicemos ahora el caso en que la colecci6én estd en posicién convexa pero
no es circular. Para el caso sin colores, presentamés en el capitulo anterior el
resultado de [10] que demuestra que la fraccién de cobertura es % y es exacta.
Vimos un ejemplo en el que no es posible encontrar una pareja de cobertura mayor

a un tercio (Figura 1.2). Por supuesto esta fraccién no puede ser mayor al agregar
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colores. Como consecuencia del Teorema 1.2.4, podemos dar ficilmente una cota

inferior de 3 para este caso.
Teorema 2.2.2 Hay una pareja bicolor p,q € Pin, tal que cc(p,q) > [3] + 1.

Demeostracion. De la demostracién del Teorema 1.2.4 sabemos que existen una

Figura 2.3: De la demostracién del Teorema 2.2.2.

pareja p,q € P, y un circulo C,, que cubre a la coleccién y tal que |C(pg)| >
[%"-I +1y|Clgp)| = [%’rl + 1. Evidentemente si p, g es bicolor, hemos terminado.

Supongamos entonces que ambos puntos son rojos. Como Cp, cubre a Py,
alguna de las regiones, C(pg) 6 C(gp) cubre al menos [2]| + 1 puntos azules,
digamos que tal regién es C(gp) y tomemos ahi el punto azul & que minimice el
dngulo formado con pq (Figura 2.3).

Sea (', el circulo que pasa por p, ¢ y a. Alguno de los segmentos ga 6 ap,
determina en C’ una regién en la que hay al menos [ﬂ + 1 puntos azules. La otra
regién contiene a C(pq). Por la Observacién 2.2.1 concluimos que alguna de las

parejas ¢, a 6 a, p cumple el resultado. |

Hay algunas coloraciones para las que es posible mejorar este valor hasta un



32 CAPITULO 2. COLECCIONES DE PUNTOS BICOLOREADOS

cuarto y conjeturamos que este sea el valor exacto para toda bicoloracién balan-
ceada en una coleccién convexa.

Es claro que si hubiese muy pocos puntos encontrar una pareja de cobertura al
menos un cuarto resulta trivial pues f%"] > 2 & n > 5, es decir, las colecciones
interesantes tienen al menos cinco puntos en cada clase cromética. En lo sucesivo
supondremos que este es el caso y también que no hay cuatro puntos en posicion
circular.

En la Seccién 1.3 definimos la digréifica de dominacion, (7;, de una coleccién
de puntos en el plano. Denotamos por G/, a la grafica subyacente a esta digréfica
(la gréfica no orientada con los mismos vértices y adyacencias de 5;).

El siguiente lema nos proporciona una cota inferior para la cobertura circular.

Es vélido también para colecciones no coloreadas.

Lema 2.2.3 Sean P una coleccién de puntos en el plano y 5; su digrdfica de
dominacién. Si G; D K,,t > 3, entonces existe en P una pareja p, q tal que
celp,q) > 5] +2.

Demostracién. La grifica K, representa en G, un conjunto de ¢ parejas indepen-
dientes tales que los segmentos que definen se cruzan dos a dos. Es fécil verificar
que son independientes ya que si hubiera dos de ellas compartiendo un punto sus
segmentos correspondientes no se cruzarian entre si.

En K, se tiene la orientacién inducida por la digrdfica de dominacién. No es
dificil constatar que existe en K, un vértice cuyo exgrado es al menos f%] . Este
vértice representa una pareja p,¢ € P tal que pg cruza al menos a otros f%]
segmentos y domina a las parejas formadas por sus extremos.

Esto quiere decir que todo circulo C,,, cubre al menos uno de los puntos de

=1
2

contados doblemente.

cada una de las [ -| parejas y como estas son independientes no hay puntos

Contando a p y ¢ se tiene el resultado. |

—
Para la demostracién de los siguientes resultados consideraremos By, la sub-
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digréfica de C_J}, inducida por los segmentos bicolores de Ps,. Es decir, aquella
digréfica en la que cada vértice representa un segmento bicolor de Poy,, dos vérti-
ces son adyacentes si provienen de dos segmentos que se cruzan y tiene la orienta-
cién inducida por la relacién de dominacién entre parejas: si pg — p'¢, entonces
en E; estard la flecha del vértice que representa a pg hacia el correspondiente a
p'q’ (indicando con esto que todo circulo por pg cubre alguno de los extremos de
P'q).

Como supusimos que en P, no hay cuatro puntos en un circulo entonces no
hay flechas simétricas en esta orientacién. El siguiente es un corolario inmediato

del lema anterior.

Corolario 2.2.4 Si B; D K,, t > 3, entonces hay en P,,, una pareja p, q bicolor
tal que cc(p.q) > [F] + 2.

Revisaremos la cobertura circular en una clase particular de coloraciones. Demos-

traremos que en ellas la fraccién de cobertura es al menos un cuarto.

Definicién 2.2.5 Una coloracién de P, es separada si es posible encontrar una
recta tal que en cada uno de los semiplanos que define hay puntos de un sélo

color.

Definicion 2.2.6 Una pareja a,b € Py, es bisectora si los conjuntos que define

contienen la misma cantidad de puntos, es decir, si |P(ab)| — |P{ba)| = 0.

Teorema 2.2.7 Sien Py,, n > 5, la coloracién es separada entonces existe una

pareja bicolor p, q € Py, tal que cc(p, q) > |—§-| + 1

Demostracion. Como las clases cromdticas estdn separadas, hay exactamente dos
parejas bicolores de puntos consecutivos en el cierre convexo. Supongamos que
una de estas parejas es bpa,_1. Entonces, todas las parejas a;b;, ¢ = 1, ...,n son

bicolores. Notemos que estas parejas son independientes y ademés bisectoras por
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by by a,, a
O 0 -2
o " '".

*
n-l a,
Figura 2.4: De la demostracion del Teorema 2.2.7.

lo que, de la convexidad de la coleccién, los segmentos que definen se cruzan 2 a
2 y son independientes (Figura 2.4).

Hay exactamente n de estas parejas entonces ellas inducen una grafica com-
pleta de orden n en Bj. Por el corolario anterior (2.2.4) se tiene que existe una
parejap, q € P, tal que ce(p, q) > [252] +2 > [2] + L. [ ]

En este tipo de coloraciones existen “muchas” parejas bicolores bisectoras
que se cruzan entre si. Esto induce una subgréfica completa grande en la gréfica
de dominacién y de ahf se sigue el resultado. Sin embargo, no siempre podemos

asegurar la existencia de tales parejas (Figura 2.5).

I
o | | e
o——_'..\':
| o
| I
| |
o |
| | o
L N
<] .

Figura 2.5: Una colecci6n bicolor sin parejas bicolores bisectoras
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Trabajaremos entonces con el concepto de pareja bicolor casi-bisectora.

Definicion 2.2.8 Una pareja de puntos a,b € P, es casi-bisectora, si la diferen-
cia entre las cardinalidades de los conjuntos que define en Py, es a lo mds dos, es
decir ||P(ab)| — |P(ba)|| < 2.

Evidentemente cualquier pareja bisectora es casi-bisectora.
Enseguida presentamos otro tipo de coloracién para la que también es posible

demostrar que la fraccién de cobertura es al menos un cuarto.

Definicién 2.2.9 Una bicoloracion de P, es alternada si todas las parejas con-

secutivas en el cierre convexo son bicolores.

Teorema 2.2.10 Sien Py,,n > 5, la coloracion es alternada, entonces existe una

pareja bicolor, p. q € Poy, 1al que cc(p, q) 2 [%1 + 1
Demostracién. Supongamos que ag es azul. Tenemos dos casos posibles:

= npar,n=2k k>3

Como ay es azul, entonces ag, @z, Ay, ---, Tak—1), b2(0), b2(1), -+, bogk—1y sON
todos los puntos azules de P,,, y por lo tanto el conjunto de todos los puntos

10jos s {aziy1,boit1 | i =0,..,k —1}.

Entonces todas las parejas de 1a forma ag;bg;11,7 = 0, ..., k—1 son bicoiores

y también lo son las parejas as;y 109542, 2 =0, ...,k — 2.

Es fécil verificar que el conjunto
A= {ag,-bz,-ﬂ ' 1= 0, ,.IC - 1} U {a2i+1b2i+2 | 1= 0, ,/C — 2}

forma una coleccién de aristas independientes en B;. Los tinicos puntos que
no pertenecen a alguna de estas parejas son by y az—1 (Figura 2.6 (A)). O

sea que A U {boaz—, } es un emparejamiento perfecto en Pp,.

Notemos ademds que todas estas parejas son casi-bisectoras:
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cada pareja ag;boi, 1 define los conjuntos P(agibeiy) ¥ P(beit1az:). El pri-
mero tiene 2k = n puntos y el segundo 2k +2=n+2,vi =0,...,k — 1.

Para |as parejas ay;41 0242 tenemos que
‘P((12,1+1b2i+2)| =ny [P(b-21+-2(12;+1)| =n-+ 2,2 = 0, ey k—2.

Por la convexidad de la coleccién se tiene que los elementos de A definen

(A) (B)
n=2k, k>I n=2k-1, k>1

Figura 2.6: De la demostracién del Teorema 2.2.10.

segmentos que se cruzan dos a dos. Tenemos entonces 2k — 1 parejas bico-

lores independientes casi-bisectoras y cuyos segmentos se cruzan dos a dos.

Entonces en la grifica B;, estas parejas generan una gréfica completa de

orden 2k — 1y por el Corolario 2.2.4 se tiene que existe una pareja bicolor
2k—2

de cobertura circular al menos |—T-| +2=k+1= [g'l + 1.

= nimpar,n=2k— 1,k > 3.
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En este caso, tenemos una coleccién con 2k —1 puntos de cada color. El con-
junto de puntos azules es {ap, as, ..., Gok_2, b1, b3, ...., bag—3} y €l de puntos
rojos {ay, as, ..., azk—3,bo, b, ... bop_2}.

Ahora sucede que todas las parejas de la forma a;b;, i = 0,...,2k — 1 son
bicolores y forman una coleccién de aristas independientes en B, de hecho

forman un emparejamiento perfecto de los puntos de P», (Figura 2.6 (B)).
Se cumple ademds que todas estas parejas son bisectoras:

cada pareja a;b;, define los conjuntos P(a;b;) y P(b;a;). Ambos tienen 2k =
n+ 1puntos, Vi =0,..,k— 1.

Nuevamente, la convexidad de la coleccién garantiza que los segmentos
inducidos por estas parejas se cruzan entre si. Tenemos ahora 2k parejas

bicolores independientes bisectoras que se cruzan dos a dos y que en la

gréfica By, generan una gréfica completa de orden 2k.
Por el Corolario 2.2.4 se tiene que existe una pareja bicolor de cobertura
circular al menos [%T_l-l +2=k+1= [Pz‘-l +1

Conjeturamos que para coloraciones separadas y alternadas el valor exacto
para la fraccion de cobertura es, como en el caso convexo sin color, un tercio
(Figura 2.7).

-]

-
OO
o

Py

soe s
s0eo0

Figura 2.7: Una coloracién alternada y una separada de cobertura minima.
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Como vimos, en estas coloraciones el hecho importante fue el de encontrar
muchas parejas casi-bisectoras ajenas entre si. Demostraremos enseguida que en
cualquier coloracién balanceada de P»,, siempre es posible encontrar al menos
dos parejas bicolores casi-bisectoras. De hecho, como consecuencia del Teorema
del Ham-sandwich ([11]), podemos asegurar la existencia de una de estas parejas
de modo que sea casi-bisectora para ambas clases cromadticas; es decir, una pareja
tal que los subconjuntos que determina en la colecci6n tengan casi la misma can-
tidad de puntos de cada color, donde casi significa una diferencia menor o igual a
dos.

Este resultado es vélido para colecciones con al menos cuatro puntos (dos en
cada clase cromdtica). Los casos més pequeiios se deducen facilmente como se

observa en la Figura 2.8 paran =2y n = 3.

’ a r a
° e
o e G °
a r r a

Figura 2.8: Las tnicas bicoloraciones balanceadas para 4 y 6 puntos

Se indica con una arista cada pareja bicolor casi-bisectora en la coleccién.
Cada una de las parejas mostradas es casi-bisectora en cada clase cromética. De-

mostraremos entonces el resultado para coloraciones con al menos ocho puntos.
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Teorema 2.2.11 En P,,, n > 4, existen al menos dos parejas bicolores que son

casi-bisectoras en ambas clases cromdticas.

Demostracién. Por el Teorema del Ham-sandwich sabemos que existe una recta
I que biseca la coleccién. Si n es par entonces es posible garantizar ademés que
[ biseque simultineamente ambas clases cromadticas, es decir, que [ defina en P,
dos subconjuntos cada uno de ellos con la misma cantidad de puntos rojos y azules
(Figura 2.9). Analicemos primero este caso y después el impar.

Entonces, n = 2k,k > 2. La recta [ estd localizada entre cuatro puntos
de P», colocados en posicién convexa y que forman dos parejas consecutivas
en la etiquetacién definida sobre la coleccién. Supongamos que tales puntos son

bn1,a0, a1,y bo.

k rojos

k azules

.aO l

* bn-l

k azules k rojos

Figura 2.9: Una recta bisectora en P, para n par.

Existen, salvo simetrfas, tres maneras en las que estos puntos podrian estar

coloreados:

1. Hay exactamente tres puntos del mismo color.

Todas las coloraciones de este tipo son andlogas a la que se observa en
la Figura 2.10. Digamos que by, b,—; y @o son azules y a,_; es rojo. En

este caso, hay dos parejas bicolores casi-bisectoras (en la figura se indican
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Figura 2.10: La recta bisectora entre tres puntos del mismo color.

mediante aristas). La pareja a,_1, ao separa a la coleccién en los conjuntos
P(an—1a0) y P(apa,—1). El primero tiene 2k puntos: k azules y k rojos; en
el segundo hay 2k + 2 puntos: k£ + 1 azules y k£ + 1 rojos.

La otra pareja es la formada por los puntos a,_1, b,—1 que determinan los
conjuntos P(b,_1a,_1) ¥ P(a,_1bn—1). Ambos tienen 2k + 1 puntos: en el
primero hay k + 1 azules y k rojos, en el otro hay k azules y k + 1 rojos.

Hay dos puntos de cada color.

(a) (b)

Figura 2.11: La recta bisectora entre dos puntos del mismo color.

La Figura 2.11, muestra las iinicas dos opciones distintas, salvo simetrfa,
para una coloracién de este tipo. También se indican con aristas las parejas

bicolores casi-bisectoras.
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No es dificil comprobar que cualquiera de estas parejas se comporta como
alguna de las descritas en el caso anterior. Asi, en ambos casos hay al menos

dos parejas bicolores casi-bisectoras.

3. Los cuatro puntos son del mismo color (azules).

Digamos que agby biseca simultdneamente ambas clases crométicas, enton-
ces | P(agho)| = | P(boag)| = 2k + 1 puntos, k rojos y £ + 1 azules. Aqui la
intencién serd ir revisando una a una las parejas casi-bisectoras hasta en-
contrar alguna bicolor.

Los sucesores de los puntos ag, by, en el orden dado por la etiquetacién, son

a,

., #af’ B 1

by

Figura 2.12: La recta bisectora entre cuatro puntos del mismo color.

los puntos ay, b;. Si alguno de ellos es rojo, terminamos pues estaremos en
alguno de los dos casos anteriores, de otra manera, tendremos nuevamente

dos parejas monocrométicas -azules- de puntos sucesivos en el orden dado.
La nueva cuarteta estd formada por los puntos ay, by, b1, ag (Figura 2.12).

No es muy dificil comprobar que la pareja a,b;, tiene el mismo “compor-
tamiento” que la pareja aghy. Es decir, es una pareja casi-bisectora: al cam-
biar de agbg a a;b; perdemos un punto azul de P(agho), el a;, pero agre-

2amos otro punto azul, el by, para obtener P(a;b;) (y lo mismo sucede con
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P(bia;)). Asi, tenemos que | P(a1bg)| = |P(boa1)| = 2k + 1. En cada sub-

conjunto hay & puntos rojos y k + 1 azules.

A lo més existen k parejas azules de este tipo: {aobo, 2181, ..., @k-1bx_1},
eventualmente llegaremos a un cambio de color y por tanto a alguno de los

casos precedentes.

Ahora veamos el caso en que n es impar. Supongamos que n =2k + 1, k > 2.
Nuevamente por el Teorema del Ham-sandwich sabemos que hay una recta [ que
biseca Ps, dejando en cada uno de los subconjuntos casi la misma cantidad de
puntos de cada color. Esencialmente se usa el mismo razonamiento que en el caso
impar, analizando las coloraciones posibles de los puntos entre los que se encuen-

tral.

k rojos
k+1 azules

oao l

* bn-l

k azules k+1 rojos

Figura 2.13: Recta bisectora para P,, con n impar.

1.  Si hay exactamente tres puntos del mismo color (Figura 2.10).

Como antes, bp, b,_; ¥y ap son azules y a,,_; es rojo. Hay dos parejas bicolo-
res casi-bisectoras. La pareja a,,_;, ag define P{a,_1ag) con 2k + 1 puntos:
k+ 1 azules y k rojos; y P(apan—1) con 2k + 3 puntos: k + 1 azules y k + 2

r0jos.
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La otra pareja es a,_1,b,_ que determina los conjuntos P(b,_1an_,) y
P(ay_1b,—1). Ambos tienen 2k + 2 puntos: en el primero hay k + 2 azules
y k rojos, en el otro hay k azules y k& + 2 rojos.

2. Hay dos puntos de cada color (Figura 2.11).

En este caso, como habfamos observado, hay dos parejas bicolores casi-
bisectoras y cualquiera de ellas se comporta como alguna de las descritas

en el caso anterior.

3. Los cuatro puntos son del mismo color (azules) (Figura 2.12).

Digamos que apby biseca simult4neamente ambas clases crométicas, enton-
ces | Plaghy)| = |P(boag)| = 2k + 2 puntos, k rojos y k -+ 2 azules en el
primer conjunto y £ + 1 de cada color en el segundo. Otra vez la idea es ir
revisando una a una las parejas casi-bisectoras hasta llegar a un cambio de

color y por tanto a alguno de los casos precedentes.

En cada caso se exhiben al menos dos parejas bicolores que separa la coleccién

en dos subconjuntos con al menos n puntos cada uno. |

Definicion 2.2.12 Si P es una coleccion de puntos en el plano, una pareja de
puntos a,b € P es 3-divisora si i 1P@b)] > ¢y ﬁ |P(ba)| > 3.

Recordemos que P(ab) y P(ba) contienen, ambos, a los puntos a y b. Notemos
que las parejas bisectoras y casi-bisectoras son también %-divisoras.

En estos términos, una consecuencia inmediata del teorema anterior, es el si-

guiente resultado.

Corolario 2.2.13 En P,,,n > 4, existen al menos cuatro parejas bicolores %— di-

visoras.
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Demostracion. Separamos P, en dos subcolecciones, Py, P, bicolores balan-
ceadas con n puntos cada una. Evidentemente ambas colecciones estdn en posi-
cién convexa. Si n es par, entonces cada una de estas colecciones tendréd 5 puntos
de cada color y como n > 4, entonces % > 2. Asl, porel Teorema 2.2.11, se tiene
que en cada una de las colecciones P, %, hay dos parejas bicolores cada una de
las cuales separa a la coleccidn a que pertenece en dos subconjuntos con al menos
% puntos. Estas parejas son }-divisoras en la coleccidn total.

Si por el contrario, n es impar, aunque nuevamente |Py| = |P,| = n, en cada
coleccién habrd [g] puntos de un color y L%J del otro. Aqui completaremos am-
bas colecciones de manera conveniente: si en P, hay L%J puntos rojos, tomamos
en P, el punto rojo “més cercano” a P, (en el cierre convexo) y lo agregamos a
P;. Andlogamente a P, hemos de agregar de P, el punto azul mds cercano a P.
Ahora ambas colecciones cumplen con el teorema y por tanto en cada una hay
al menos dos parejas bicolores, cada una de las cuales separa a la coleccién que
pertenece en dos subconjuntos con al menos 3 puntos, por lo que son i-divisoras

en la coleccion total. |

Hemos conjeturado que siempre es posible encontrar una pareja bicolor de
cobertura circular al menos un cuarto dada cualquier coloracién balanceada de
una coleccién convexa. Observemos que tal pareja debe ser %-divisora y de ahi la
importancia de este dltimo resultado.

Nuestras observaciones nos llevan a pensar, adem4s, que esta cota es justa. El
siguiente ejemplo muestra una coleccién bicolor convexa balanceada en la que no
hay parejas bicolores de cobertura circular mayor que }1—

Consideremos un cuadrado de vértices a,b,c,d y lados de longitud uno y
sea k un entero positivo. Sean @ = {a1,a2,...,ar}, b = {b1,bo, ..., 0s}, € =
{e1,¢0y vk} y d = {d},da, ..., di }, cuatro conjuntos de k puntos cada uno. Los
puntos de @ y ¢ son rojos y los de ¢ y d azules. Colocamos los puntos de a en el
segmento ab, de modo que estén mds cercanos al vértice a, distancia menor que

% es suficiente. De la misma manera colocamos los puntos de b, Z y d en los seg-
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Figura 2.14: No hay parejas bicolores de cobertura circular mayor que ;11.

mentos be, cd y da respectivamente y de modo que estén més cercanos al vértice
que corresponde con el nombre del conjunto. Notemos que los vértices del cua-
drado no necesariamente forman parte de la coleccién. Tenemos entonces n = 4k
puntos en posicién convexa. La situacién descrita se muestra en la Figura 2.14.

Veremos que por cada pareja bicolor siempre es posible encontrar un circulo
que pase por ella y cubra a lo més &£ + 1 puntos. Notemos que las tnicas parejas
bicolores son aquellas formadas por pares de puntos en lados consecutivos.

Desde luego hay parejas para las cuales la cobertura circular es muy pequeiia,
por ejemplo las cuatro formadas por puntos consecutivos en el cierre convexo.
Tomemos entonces la pareja bicolor a;,b;,1 < 7,7 < k -por la simetrfa de la
configuracién, los otros casos posibles son totalmente andlogos- y consideremos el
circulo C,,p; que pasa por a; y b; y es tangente al lado be. Este circulo Gnicamente
interseca al conjunto b en el punto b; y por la distancia a la que colocamos los
puntos de los vértices del cuadrado, no interseca a los conjuntos ¢ y d por lo que
a lo més cubrird al conjunto @ U {b;}.

Mediante una leve perturbacién colocamos los puntos en posicién estricta-

mente convexa (no tres colineales) y el resultado se sigue cumpliendo.
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En el capitulo anterior mencionamos que hasta ahora el mejor valor para la
fraccién de cobertura en colecciones de puntos en posicién general es de ﬁ, y
en la Seccién 1.4, describimos el procedimiento usado en [12] para obtener este
valor. Usando una versién modificada de este procedimiento es posible mejorar
un poco la cota del Teorema 2.2.2.

Se trata de construir ciertos diagramas de Voronoi asociados a la coleccién de
puntos. A diferencia del caso sin colores, en que considerdbamos las mediatrices
de todas las parejas de puntos de la coleccién, en este caso tomaremos Gnicamente
Jas mediatrices de parejas bicolores.

Descomponemos cada una de estas rectas en una coleccién de intervalos aje-
nos. Recordemos que los puntos estin en posicién estrictamente convexa y supon-
gamos que no hay cuatro de ellos en un circulo. Entonces para cada par bicolor
D,q € P»,, hay exactamente 2n — 2 circulos de la familia de circulos coaxiales de
eje radical pg que pasan por un tercer punto de la coleccién. Marcamos el centro
de cada uno de ellos en la mediatriz de p, ¢ obteniendo una coleccién de 2n — 1
intervalos abiertos, dos de los cuales no son acotados. Después se etiqueta cada
intervalo I con un valor entero positivo que indique el nimero de puntos de P,
que cubre todo circulo con centro en [.

Como vimos en el primer capitulo el diagrama de Voronoi de orden k genera
una descomposicién del plano en regiones poligonales ajenas cuyas aristas son
precisamente aquellos intervalos a los que les corresponde la etiqueta k + 1.

La intencidn es dar una estimacién del nimero maximo de aristas que puede
tener la unién de los primeros & diagramas de Voronoi, es decir, los de érdenes
1 a k. Segtn el conteo dado en [12], y que presentamos en la expresién 1.2 de la
Seccién 1.4, se tiene que para una coleccién de 2n puntos en posicién convexa

una cota superior para el total de estas aristas es:
3,2

Hay exactamente n? parejas bicolores en Ps,. Entonces hay que encontrar la
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maéaxima k tal que 4kn — %(k2 + k) < n®. Es decir, se busca el intervalo de valores
de k € [1,n] en los cudles la funcién ¢(k) = 4kn — 3(k? + k) — n? es menor que
cero. Resolviendo numéricamente obtenemos que esto es cierto siempre que

4 1 1
b < - - = — = — —D+1=¢,
k< 377 3 6\/(8n 8)Ybn—1)+1=¢,

Observemos que
En 4 40 7
—_— e — — ——— Y ——
2n 6 12 50
cuando n — o0, por lo que tenemos entonces que la relacién requerida se tendrd

n
k< {%-’ .

Esto quiere decir que, para estos valores de k, las aristas de la unién de los pri-

siempre que

meros k diagramas de Voronoi no alcanzan para cubrir todas las mediatrices entre
pares bicolores de la coleccién. Entonces existe una pareja bicolor de puntos er:
P, para la cual los intervalos de su mediatriz no son aristas de ninguno de los
primeros k — 1 diagramas de Voronoi pues todas sus etiquetas tienen valores ma-
yores o iguales que £. O sea que todo cfrculo por esta pareja cubriré al menos &
puntos de P, es decir al menos f;—g] (aproximadamente un séptimo del total de

los puntos).

2.3. Puntos en posicion general

Analicemos ahora el caso en que los puntos estdn en posicién general, si-
guiendo un andlisis similar al caso sin colores. Nuevamente consideramos E, la
subdigréfica de la digréfica de dominacién inducida por los segmentos bicolores
de P2n.

Como antes, queremos contar los cruces de estos segmentos e indicaremos
con I (Py,) el nliimero de pares de segmentos que se cruzan. La diferencia esencial

para este caso, €s que la grafica que estudiamos es bipartita.
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n 2 2
Lema 2.3.1 I(Py,) > (g) - (ze0)

Demostracién. Por el Teorema de Kuratowskii, sabemos que en cualquier
dibujo de K33 hay al menos un cruce de aristas. Por cada tres puntos rojos y
tres puntos azules de P,,, tenemos una de estas grificas. En total hay (’3‘)2 Cada
cruce pertenece exactamente a (n — 2)? subgréficas K3 3, una por cada segmento
restante. Dividiendo por este nimero eliminamos las repeticiones y obtenemos el

resultado. | |

Teorema 2.3.2 Hay un par bicolor de puntos p, q € Py, tal que
ce(p,g) > [%5H] + 2.

—
Demostracién. Notemos que B; tiene I(Py,) aristas y n? vértices por lo que

existe un vértice con exgrado al menos ﬂ%ﬁ. Aplicando el lema anterior, tenemos
I(Pm) _ (n—1Y\°
>
n? 6

Es decir, hay dos puntos p, ¢ en la coleccién, uno de cada color, tales que el seg-

6
es extremo de a lo mds n — 1 segmentos, entonces todo circulo por este par de

puntos cubre al menos [(1‘—‘—1)2( 1 )] = [22L], de los puntos restantes de la

6 n-1

coleccién. Contando también a p y ¢ y tenemos el resultado. |

n—1)2
mento que los une, cruza al menos otros (—) segmentos. Como cada punto

O sea que la fraccién de cobertura para este caso, es de aproximadamente %2
del total de los puntos.

Usemos nuevamente el procedimiento presentado en [12], ahora tomamos la
expresion 1.1 de la Seccién 1.4, que establece que para una coleccién de 2n puntos

en posicién general una cota superior para el total de estas aristas es:

6kn — 3k* — 3k.
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Como hay n? parejas bicolores en Py, entonces hay que encontrar la maxima k tal
que 6kn —3k? —3k < n?. Es decir, se busca el intervalo de valores de k € [1,n] en
los cudles la funcién ¢(k) = 6kn — 3k? — 3k —n? es menor que cero. Resolviendo

nimericamente obtenemos que esto es cierto siempre que
1 1
k<n—§—g (6bn—6)(4n — 2) = ¢,

Observemos que
En 1 1 23

20 27 6 250

cuando n — oo, por lo que tenemos entonces que la relacion requerida se tendrd

23n
k< {ﬁ] .

Que es aproximadamente un onceavo del total de los puntos.

siempre que
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Capitulo 3

Cobertura circular en conjuntos

convexos

3.1. Introduccion

En este capitulo damos una generalizacién de la cobertura circular para otros
conjuntos en el plano. En adelante, siempre que nos refiramos a un conjunto plano,
estaremos suponiendo que es un conjunto en R2, compacto, conexo y de interior
no vacio.

Un conjunto plano es convexo si para cualquier par de puntos en €l se tiene que
el segmento que los une estd totalmente contenido en el conjunto, lo llamaremos
simplemente conjunto convexo.

En los conjuntos planos las medidas que usaremos para cuantificar la cober-
tura circular, serdn el drea y el perimetro. Esencialmente seguiremos utilizando la

misma notacién de los capitulos anteriores.

Como antes, dados un conjunto y una medida, nos interesa encontrar un par de
puntos que maximice la cobertura circular y estimar este valor en términos de la
medida del conjunto. Es decir, si S es un conjunto plano y x una medida definida

51
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en €l, queremos localizar dos puntos a, b € S, en los que el cociente

ec(a, b)
“u(S)
sea maximo. Si a, b realizan tal méaximo este cociente es la fraccién de cobertura.
Iniciaremos exponiendo los resultados que se pueden inferir ficilmente de los
que presentamos para colecciones de puntos. Veremos después que en algunos
conjuntos planos la fraccién de cobertura es un medio y ademds éste es el mejor
valor que se puede esperar al usar como medida el 4rea o perimetro.

3.2. Notacion y resultados preliminares

En el primer capitulo hemos presentado los resultados concernientes a colec-
ciones finitas de puntos cuando j es la cardinalidad de la coleccién. Observemos
que estos resultados proporcionan, de forma inmediata, cotas inferiores a la co-
bertura circular para el caso en que yu sea el 4rea o el perimetro de un conjunto
plano.

Si S es un conjunto plano, es fécil observar que una particién de S induce
una coleccién de puntos en el conjunto al tomar un punto en cada elemento de la
particién. Podemos elegir una particién que induzca una coleccién uniformemente
distribuida en S.

Consideremos, por ejemplo, el rectdngulo ortogonal que encierra a S y en
cada uno de los intervalos que lo generan, una particién uniforme. Obtenemos
asi una cuadricula que cubre totalmente a S y lo particiona. Eligiendo un punto
en cada cuadrado obtenemos la coleccién deseada. Mostramos este proceso en la
Figura 3.1.

Para cada cuadricula asf definida y cada S’ C S, denotamos por II(S’) a la
coleccién de puntos que induce en S’. Ahora bien, una vez que obtuvimos de
esta manera una coleccién de puntos I1(.S), podemos obtener una nueva coleccién
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Figura 3.1: Una colecci6n uniforme de puntos en un conjunto plano.

uniformemente distribuida en S y que contenga a I1(S) mediante un refinamiento
uniforme de la particién original.
La siguiente observacion es evidente.

Observacion 3.2.1 Sean p el drea o el perimetro, S' C S y I1(S) la coleccién de
puntos en S inducida por una cuadricula como la descrita antes. Haciendo tender
a cero la norma de la particién en cada intervalo del rectdngulo que circunscribe
a S se tiene que |I1(S)| — ooy

syl u(s)

ms) - w(s)

Como vimos anteriormente, el mejor valor que se ha obtenido para la fraccién
de cobertura en colecciones de puntos -usando como medida la cardinalidad- es
4—%. Este es el resultado principal de [12] (Teorema 1.4.6 de esta tesis), que en
términos de cobertura circular afirmarfa que en cualquier coleccién P, -n puntos
en posicién general en el plano- existen dos puntos a,b € P, cuya cobertura
circular respecto a la cardinalidad es al menos [ﬁ] O sea que si a,b es una
pareja que maximiza la cobertura circular en F,, entonces

ce(a,b) _ [5] o 1

| Pal n 4T

Tenemos entonces, una cota inferior para la fraccién de cobertura respecto al
drea y perimetro en un conjunto plano.
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Denotaremos con A(S) al 4rea del conjunto S y con P(S) a su perimetro.
Recordemos que ab indica el segmento que une a los puntos a y b, en ocasiones,
lo designamos con una sola letra, por ejemplo | = ab, Cy; es un circulo que pasa
por los puntos a y b y nos referimos a €l simplemente como un circulo por ab. Al
cfrculo de didmetro ab, lo designamos como D, (6 Dy si l = ab).

Corolario 3.2.1 (del Teorema 1.4.6) En cualquier conjunto plano la fraccién de

cobertura respecto al drea es al menos 5.

Demostracién. Sean S un conjunto plano, IT;(S) = II(S) una coleccién unifor-
memente distribuida de puntos en S inducida por una cuadricula como la descrita
antesyn, = |II;(S)|.

Por el Teorema 1.4.6 sabemos que existen dos puntos ay, by € II,(S) tales que
VCa,s,  circulo por ellos, se tiene que |I1;(Cayp, N S)| > 35 = L'%%gﬂ, o dicho de

otra manera, }M‘. > 1

mE) = a7
Refinando la particién inicial se obtiene una nueva coleccién de puntos a la
que denotamos como I15(S) que cumple que I13(S) D II;(S) y, obviamente,

ny > n;. Nuevamente, del Teorema 1.4.6, sabemos de la existencia de a,, by €
11,(S) que cumplen que J%l > 151 YCasty-

Considerando una sucesién de refinamientos uniformes -por ejemplo dividien-
do en cada paso a la mitad los intervalos de la particién- obtenemos una familia
{IT;(S)} de colecciones de puntos en S, cada una de ellas uniformemente distri-
buida y tales que I1;11(S) D II;(S).

Sabemos que para cada colecci6n de estas existe una pareja a; b; que reali-
za el teorema, por lo que se obtienen dos sucesiones de puntos en S. Como es
compacto cada una de las sucesiones contiene una subsucesién que converge a un
cierto limite al hacer tender a cero la norma de la particién. Digamos que tales
subsucesiones son {aj} y {b;} y sus limites respectivos son los puntos a y b. La
compacidad de S garantiza ademds que ambos limites sean puntos en el conjunto.

Consideremos ahora, C, un circulo por estos puntos. Como lim; .o a; = ay
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lim;_., b; = b, entonces existen algiin k € Ny Cy,p, un circulo por el par ay, by
tales que I1;(Coy N S) 2 I1;(Cypp, N S) Vi = k.Y como

|TLj (Cayt, N S)] L

>—,Vi=>k
mSr ="’
entonces también m,(c s)| y
e N S)| > —.sij >k
e —artl =

De la Observacién 3.2.1:
1 L ICanS)| | AlCanS)

— cuando j — oo
47 = (S]] A(S) ’
de donde ﬂ%&%@, > . para cualquier circulo por a y b. [ ]

Cuando la medida utilizada es el perimetro del conjunto es posible obtener la
misma fraccién usando un razonamiento semejante: colocamos ahora los puntos
uniformemente en la frontera del conjunto. Sin embargo, en este caso es posible
obtener una mejor aproximacién si el conjunto es convexo. Usando el resultado
principal de [10] para puntos en posicién convexa (Teorema 1.2.4 de esta tesis) y
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.2 (del Teorema 1.2.4) En cualquier conjunto convexo la fraccién

1

de cobertura respecto del perimetro es al menos

En este trabajo demostraremos que la cota inferior para la fraccion de co-
bertura respecto de ambas medidas es un medio y exhibiremos conjuntos que la
realizan. La terminologia utilizada se resume en la Figura 3.2. Los dos semiplanos
abiertos definidos por la recta p,; son £(ab) y (ba).

En C,, el segmento ab determina las regiones:

C(ab) = Gy N B(ab) y C(ba) = Cop N X(ba),
donde 6@ indica el circulo C,; y su interior. Definimos también:

S(ab) = SN X(ab) y S(ba) = S N Z(ba).
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Z(ba)

Figura 3.2: Los conjuntos definidos por aben Sy Cpp.

Enunciamos aqui un lema muy 1itil que se usa con frecuencia en este capitulo.
Se deduce inmediatamente de la observacién de la Figura 3.3.

Lema 3.2.3 Dado un circulo C'yy, se cumple la siguiente condicidn:

VCas, se tiene que C(ab) > C'(ab) 6 C(ba) D C'(ba).

Figura 3.3: Cualquier circulo por ab contiene a C’(ab) 6 a C’(ba)

Asf, al estimar la cobertura circular de a,b en S respecto a j, dado algiin
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circulo C,s, tendremos una cota inferior:
ce(a, b) = min{u(S(ab) N Cap), p(S(ba) N Cap)},

pues cualquier otro circulo contendré a S(ab) N Cy 6 a S(ba) N Cap.
También es posible dar una cota superior, segin se establece en el lema si-
guiente, Este es consecuencia inmediata de la definicién de cobertura circular.

Lema 3.2.4 Si existe un circulo Cq, que cubra una cierta cantidad py de S, es
decir py = p(Cap N S), entonces ce(a, b) < po.

Recordemos que una cuerda de un conjunto plano es un segmento cuyos ex-
tremos son, ambos, puntos en la frontera del conjunto.

Definicién 3.2.5 Sea S un conjunto plano. Una cuerda p-bisectora es una cuerda
que divide a S en dos conjuntos Sy, Sy tales que pu(S,) = p(Sz).

Las parejas de puntos que buscamos para maximizar la cobertura circular en
un conjunto plano S son justamente las que determinan cuerdas p-bisectorasen S.
La razén se hace evidente en el siguiente resultado que es consecuencia inmediata
del lema anterior.

Teorema 3.2.6 Si S es un conjunto plano y u el drea o perimetro entonces para
todo par de puntos a,b € S se tiene que cc(a,b) < 3p(S).

Demostracién. Al considerar todos los circulos que pasan por una cuerda ab de S
estamos estudiando la familia de cfrculos coaxiales con eje radical ab. En el limite
de ésta familia -cuando el radio tiende a infinito- estos circulos son los semiplanos
Y(ab) y E(ba) que, evidentemente, cubren la mitad (del 4rea o perimetro) del
conjunto S.

Si ab es p-bisectora, tendremos que p(S(ab)) = p(S(ba)) = 1u(S)y como
en el limite la cobertura circular es 3.(S) entonces, del Lema 3.2.4 se tiene que
ce(a,b) < u(S). ]
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Asi, el mejor valor que podemos esperar para la fraccién de cobertura -tanto
respecto al drea como al perimetro- es precisamente un medio. Demostraremos
que este valor es exacto en los conjuntos centralmente simétricos y en los tridngu-

*los. Estas familias de convexos representan los extremos bajo cualquier medida
de simetria ([24]).

Conjeturamos que este mismo valor acota inferiormente a la fraccién de co-
bertura para estas medidas en cualquier conjunto convexo.

3.3. Cobertura circular en conjuntos centralmente
simétricos

Iniciamos con el estudio de la cobertura circular en conjuntos planos central-
mente simétricos. La notacién y terminologia de la Teorfa de Convexidad ha sido
tomada de [24].

Definicién 3.3.1 Un conjunto plano, S, es centralmente simétrico si tiene un cen-
tro de simetria, esto es, un punto O € S que biseca a todas las cuerdas que pasan

por él.

Es inmediato que el centro de simetria es un punto interior de S. Una recta
p, es llamada recta soporte de S si pasa por al menos un punto en la frontera de
S y el conjunto queda totalmente contenido en uno de los dos semiplanos que p
determina. Dos puntos en la frontera de S son antipodas si por ellos pasan dos
rectas soporte paralelas. Observemos para cada punto en un circulo corresponde
otro tinico punto con el cual se forma una pareja de antipodas. Estos pares son
precisamente los extremos de las cuerdas de longitud médxima.

El didmetro de un conjunto plano S es la mixima distancia entre pares de
puntos de S. Es evidente que si un par de puntos realiza el didmetro entonces

ambos puntos se encuentran en la frontera del conjunto.
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Si S es un conjunto centralmente simétrico con centro de simétria O, para
cualquier punto @ € S se define el punto simétrico de a de la siguiente manera:
consideramos el circulo con centro O y radio Oa, el punto antipoda de a en este
circulo es el simétrico de a.

Notemos que un par de puntos simétricos que pertenecen a la frontera de un
conjunto centralmente simétrico es también un par de antipodas (pero no al revés).

No es dificil verificar que si a, b son dos puntos que realizan el didmetro de
un conjunto centralmente simétrico entonces ab es una cuerda que pasa por O
(pues de otro modo habria otro par de puntos a mayor distancia) y por lo tanto O
biseca a ab (Figura 3.4). Ademds, en los conjuntos centralmente simétricos todas

8

\s

Figura 3.4: Todo didmetro pasa por el centro de simetria.

las cuerdas que pasan por el centro de simetria son drea-bisectoras y perimetro-
bisectoras ([24]).

Volviendo a nuestro objetivo inicial, recordemos que nos interesa encontrar en
S una pareja de puntos que maximice la cobertura circular cuando y es el 4rea o
el perimetro del conjunto. El siguiente resultado es vilido para cualquier conjunto
plano centralmente simétrico atin si no es convexo. Funciona para ambas medidas.

Teorema 3.3.2 Sea S un conjunto plano centralmente simétrico. La fraccion de

1

cobertura en S respecto del drea y el perimetro es al menos 5.
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Demostracién. Sean a, b dos puntos que realicen el didmetro de S, ab es una
cuerda drea-bisectora y perimetro-bisectora de S.

El circulo D,; cubre a S pues, si hubiera un punto fuera, también estaria fuera
su respectivo punto simétrico con lo que tendriamos un par de puntos a distancia
mayor que ab contradiciendo que ésta es la mdxima distancia posible en S.

Entonces D(ab) D S(ab) y D(ba) D> S(ba), cubriendo asi, la mitad del 4rea
y la mitad del perimetro de S. Finalmente, por el Lema 3.2.3, dado cualquier otro
circulo Cy se tiene que D(ab) C C(ab) 6 D(ba) C C(ba) y por tanto cubre al
menos la mitad del drea y perimetro de S. |

Como consecuencia inmediata de este teorema y el Teorema 3.2.6, tenemos el
siguiente resultado que se infiere al observar la cobertura circular de las cuerdas

que realizan el didmetro.

Corolario 3.3.3 La fraccién de cobertura en un conjunto centraimente simétrico

respecto al drea y el perimetro es un medio.

No sabemos si habrd més parejas de puntos con esta propiedad en estos con-
juntos. Sabemos que tales parejas deben definir cuerdas bisectoras y resulta intui-
tivamente claro que son més convenientes aquellas que son “suficientemente lar-
gas”, como los didmetros, pues si la cuerda es muy pequeria, podria haber algin
circulo que no cubriese suficiente como mostramos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1 Consideremos el rectdngulo R, de ancho d y didmetro 2d (Figura 3.5).
Sea w la cuerda drea-bisectora que realiza el ancho (la distancia minima entre
pares de rectas soporte paralelas).

Consideremos el circulo D,,. Es evidente que este circulo no cubre en absoluto
al perimetro de R. Para revisar la cobertura respecto del drea observemos que
D,, C R por lo que:

ce(w) < A(D, NR) = A(D,) = w§
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Mo T~

|

{

F

r
1

Figura 3.5: Un conjunto centralmente simétrico y una cuerda de cobertura circular
pequeiia.

entonces, la proporcion del drea de R que es cubierta por D,, estd dada por el
cociente:
A(Dy)
AR) "
La base del rectdngulo es 2b, como se indica en la Figura 3.5, donde
2b = /3d por lo que A(R) = v/3d2.

Tenemos que,

2

ADy) _ 75 _ 7 _
A(R) 32 43

Del Lema 3.2.4, se sigue que cc(w) < 1A(R).

(SR

3.4. Cobertura circular en triangulos

3.4.1. Respecto al drea

En los tridngulos también se tiene que la fraccién de cobertura respecto al drea
es un medio. Nuevamente haremos uso del Lema 1.3.1.
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Teorema 3.4.1 Sea T un tridngulo, la fraccion de cobertura respecto del drea en

T es al menos .

Demostracién. Sean a, b, ¢ los vértices de T', supongamos que <tb es el dngulo de
menor magnitud y sea m el punto medio del lado ca (Figura 3.6). Notemos que

Figura 3.6: Una mediana del tridngulo T incidente en el dngulo minimo.

bm es una mediana de T y por tanto lo divide en dos tridngulos de la misma érea.
Demostraremos que los puntos b y m cumplen que ce(b,m) > %A(T). Para ello
veremos que todo circulo por ellos cubre al menos A(T).

Sea Cy, un circulo por bm. Si Cy,, contiene alguno de los vértices a 6 ¢, termi-
namos, pues A(Aabm) = A(Abem) = 3 A(T). Supongamos entonces que éste
no es el caso.

Sean k y [ los puntos medios de los lados ab y be respectivamente. Sabemos
que para cada par de puntos medios, el segmento que los une es paralelo al la-
do en que se encuentra el tercer punto medio. Entonces, mediante un sencillo
argumento de semejanza podemos comprobar que los tridngulos definidos por es-
tos segmentos son congruentes y por tanto tienen la misma 4rea (Figura 3.7 (A),
Ablk, Alem,Akma y Almk).

Entonces, el cuadrildtero kblm es un paralelogramo y tiene drea %A(T}. En él
los dngulos incidentes a b y m son iguales y como <tb es el minimo de T entonces
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Cbm

(A) (B)

Figura 3.7: De la demostracién del Teorema 3.4.1.

<b + <m < w por lo que del Lema 1.3.1 sabemos que C, cubre a k 6 [. Si
cubriese a ambos contiene al cuadrildtero kblm y terminamos (Figura 3.7 (A)).

Si sélo cubre a uno de ellos, digamos a [ pero no a k, consideramos el cua-
drildtero kbern. Como km y be son paralelos, entonces

db+<am=<ab+n—<dc=2<ab+<a < T,

por la minimalidad de <b. Nuevamente el Lema 1.3.1 asegura que Cp,, cubre a k
6 ¢ que son opuestos en este cuadrilétero, sin embargo, supusimos que no cubria
a k por lo que cubre a c y por tanto al tridngulo Abemn (Figura 3.7 (B)).
Andlogamente, si Cpy, cubriese a l y no a k se considera el cuadrilitero blma
y mediante un razonamiento similar se concluye que Cj,, debe cubrir al vértice
a y por tanto al tridngulo Aabm. En ambos casos se obtiene el resultado con los
puntos by m. _ |

Como consecuencia inmediata de este resultado y del Teorema 3.2.6, tenemos
el siguiente.
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Corolario 3.4.2 La fraccidn de cobertura en un tridngulo respecto al drea es un
medio.

En los conjuntos centralmente simétricos, los puntos que maximizan la cober-
tura determinan cuerdas drea-bisectoras y perimetro-bisectoras de longitud méxi-
ma. Este hecho no es casual pues para los tridngulos los puntos que exhibimos
también son extremos de una cuerda drea-bisectora y, como veremos, también es
de longitud maxima.

Sean a € (0, ) y £ el rayo que parte del origen y forma el 4ngulo a con el eje
z. Dado un nimero real positivo, A, definimos 7,(A) como la familia de todos
los tridngulos de vértices ,a,b y drea A, donde 3 es el origen, a un punto en la
parte positiva del eje z y b € £ (Figura 3.8).

a
o a

Figura 3.8: 7,(A), cada terna (3, a, b), define un tridngulo de dngulo a y drea A.
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Lema 3.4.3 Sia € (0,7), en T,(A) el tridngulo cuyo lado lado opuesto a o tiene
longitud minima es el isésceles de lados oa = Gb.

Demostraciéon. Sean s = d(5,a) y t = d(0,b), entonces las coordenadas de
los puntos a y b estdn dadas como a = (s,0), b = (tcosa,tsina), y en estos
términos A = %st sin «. La longitud del segmento ab estd dada por la expresién

d(a,b) = \/(s —tcosa)? +t?sin’a
por lo que,

d(a.b)? = (s—tcosa)?+t’sin’a
= §?—2stcosa+ticos’a+?sin’a

= s?—2stcosa+1t*

Notemos que ¢ = —22— sustituyendo, tenemos

ssina?

2 24 \?
d(a,b)2=32—2(,—'4cosa)+( .A )
sSin o SS8in o

Consideremos la funcién f(s) = d(a,b)? y observemos que % = 24, De
donde f'(s) =2s—2 (—55-’3;-)

sdsin® o

Igualando a cero,

fi(s) = 0& s'sina—4A2=0

, 44
& s'=—3
smT o

2A

& 8= —
Sin

Como en este contexto, s > 0, entonces f tiene un tnico punto critico. Luego
" — 2447 P
f"(s) =2+ & 77 > 0y por tanto es un minimo.

. 2 -
Asi, sis= /24 = t=124 — % — 5 Porloque este minimo se

alcanza cuando s = t es decir cuando tenemos un tridngulo isoscéles con lados
Ba = Bb. |
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Sabemos que en cualquier paralelogramo hay una diagonal que es una cuerda
drea-bisectora de longitud méxima. Usamos este hecho en la demostracién del
resultado siguiente.

Teorema 3.4.4 Sea Pun poligono convexo en el plano y u, v, los extremos de una
cuerda drea-bisectora de longitud mdxima, entonces al menos uno de estos puntos
es vértice de P.

Demostracién. Supongamos que el resultado es falso, es decir, u y v son extre-
mos de una cuerda drea-bisectora de longitud méxima y ambos son puntos inte-
riores de dos aristas de P a las que llamaremos e, y e, respectivamente. Hay dos
caso posibles.

1. Las aristas son paralelas.

Moviendo continuamente uv de modo que se preserve la propiedad de bi-
seccion del drea obtenemos una coleccién infinita de cuerdas drea-bisectoras.
Si o es el punto medio de uv, podemos entender este movimiento como fijar
el punto o y girar el segmento. Detenemos este proceso al llegar a alguno de
los vértices de e, 6 €,. Sean ' el extremo de esta cuerda en e, y v’ el que
estd en e,. No es dificil comprobar que Auou’ = Av'vo lo cual comprueba
que efectivamente u'v’ es drea-bisectora en P (Figura 3.9 (A)).

Consideremos la recta paralela a uv que pasa por el punto «' y se v” el punto
en que cruza a e,. Andlogamente, sea u” el punto en que cruza a e,, una recta

paralela a uv y que pasa por v'.

Tenemos entonces que el cuadrildtero u”v'v"u’ es un paralelogramo del cual
uv es cuerda drea-bisectora y u'v’ es una de sus diagonales. La otra diagonal
es u"v" que evidentemente también biseca al paralelogramo pero, no es muy
dificil constatar que esta también es una cuerda 4rea-bisectora de P pues
Aov'v" = Aou't”. Como observamos antes del teorema, alguna de las dos
diagonales es cuerda drea-bisectora de longitud médxima en el paralelogramo
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(A) (B)
Figura 3.9: De la demostracién del Teorema 3.4.4

por lo que tiene longitud mayor que uv y como ya vimos que también biseca
el drea de P, estariamos exhibiendo una cuerda drea-bisectora de mayor
longitud contradiciendo la maximalidad de uv.

Si las aristas no son paralelas.

Entonces las rectas que las contienen se cruzan en un punto ¢ y forman-
do un tridngulo con uv. Moviendo continuamente uv de modo que se pre-
serve la propiedad de biseccién de érea, se obtiene una familia infinita de
tridngulos de la misma é4rea y todos con el mismo dngulo incidente en ¢
(Figura 3.9 (B)).

Por el Lema 3.4.3 sabemos que hay un tinico minimo para la longitud del
segmento uv. Asi, existe alguna direccién hacia la cual podemos mover
uv para obtener una cuerda édrea-bisectora de mayor longitud. En cualquier
direccién elegida, eventualmente se llega a un vértice de P y se obtiene una
cuerda 4rea-bisectora més larga, contradiciendo la maximalidad de uv.
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Entonces, en un tridngulo tinicamente las medianas son las posibles cuerdas

area-bisectoras de longitud méxima. El siguiente corolario es evidente.

Corolario 3.4.5 Una mediana de longitud mdxima en un tridngulo, es una cuerda

drea-bisectora de longitud mdxima.

Por tanto si queremos encontrar otros pares de puntos en el tridngulo que rea-
licen la cobertura méxima respecto al 4rea es natural que revisemos las medianas.

En la demostracién del Teorema 3.4.1 usamos los extremos de la mediana mds
larga o sea la cuerda drea-bisectora de longitud maxima. En tridngulos equilateros
e is6sceles hay longitudes repetidas pero, atn si las tres medianas tienen longitu-
des distintas ;habrd otra que sirva, ademds de la mds larga? es decir ;cudndo una
mediana es suficientemente larga? ;cudl es la longitud que debe tener para que
sus extremos tengan una gran cobertura circular respecto del drea?.

Demostraremos que en cualquier tridngulo las medianas que miden al menos
la mitad del didmetro -esto es, la longitud del lado més grande- son cuerdas cuyos
extremos tienen cobertura circular respecto al 4rea, mayor o igual que la mitad.
Para esto es de gran utilidad el lema siguiente.

Lema 3.4.6 Sean u, v dos puntos, Cy, C, dos circulos por ellos y p,,p,, un par de
rectas paralelas que pasan respectivamente por u. y v y no son ortogonales a uv,
existen dos trapecios de igual drea y con diagonal uv, inscritos uno en Cy y otro
en Cs.

Demostracién. Supongamos primero que ninguna de las rectas es tangente a
alguno de los circulos dados, entonces cada recta cruza a cada circulo en dos
puntos. Sean u,, u, los puntos de interseccién, distintos de u, de la recta p, con
Cy y C; respectivamente. Andlogamente vy, v, son los puntos que corresponden a
py (Figura 3.10).

En el circulo C; hay un cuadrildtero inscrito, (); = vv,uu;, que es un trape-
cio is6sceles: los lados uu, y vv; son paralelos por lo que los dngulos <vuu y
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Figura 3.10: Los dos circulos cruzan ambas rectas

<uyuv, son iguales. Entonces las diagonales de este trapecio, uv y u,v;, tienen la
misma longitud.

En Cs identificamos otro trapecio isésceles, Q2 = vvouus, que también tiene
como una de sus diagonales uv, la otra es el segmento uzv,. Por transitividad
U3y ¥ Ug¥, tienen la misma longitud ademds se encuentran entre rectas paralelas
por lo que son paralelos también y por tanto usu; = v;v,. Finalmente notemos
que u;v = VU Y tott = upv pues son los pares de lados iguales de @, y Q2
respectivamente. De aqui obtenemos que Avyvau & Avusu, y por tanto los dos

A

Figura 3.11: La regién sombreada es el cuadrildtero K.
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tienen la misma drea.

El cuadrildtero K = vv,uus es la interseccién de los dos trapecios mostrados:
Q) = KU Avuguy y Q3 = K U Avywou, y asi A(Qy) = A(Q2) (Figura 3.11).
Ahora veamos el caso en que alguno de los circulos es tangente a alguna de las

Ci

Figura 3.12: La recta p, es tangente al circulo C,

rectas dadas. Digamos que C, es tangente a p,,, por lo que la cruza sélo en el punto
u (Figura 3.12). Entonces C; contiene inscrito el tridngulo Avwvyu, en él, uno de
sus lados iguales es precisamente uv. Basta demostrar que este tridngulo tiene la

Figura 3.13: Uno de los trapecios degenera en tridngulo.

misma drea que ;.
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Esto es consecuencia del argumento de semejanza que usamos antes haciendo
notar que ahora u; = u. De aqui vy = uvs, Uy = YV, Yy ¥ = wyu, porlo
tanto Avuu, = Awvyveu por lo que los dos tienen la misma érea.

Notemos que @, = Avvyu U Avuuy y Avvgu = Avvyu U Awvywau, por lo
tanto A(Q,) = A(Awvwqu) (Figura 3.13). [ |

Denotaremos por F,, a la familia de circulos coaxiales con eje radical uv.
Como consecuencia de este lema, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.7 Dados u, v, p, y p, como en el lema anterior, F,,, induce una
coleccion infinita de trapecios isésceles de drea constante. Cada uno de ellos tiene
como una de sus diagonales al segmento uv.

En la demostracién del lema anterior vimos que no todo circulo de F,,, contie-

Figura 3.14: Los circulos extremos de F,,,

ne un trapecio como los descritos en el corolario. Hay dos circulos “distinguidos™
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en la familia: los tangentes a p,, y p, respectivamente ambos tienen el mismo radio
pues son simétricos respecto a uv (Figura 3.14).

Estos son los circulos extremos de la familia pues, como vimos, cada uno
de ellos induce precisamente el caso “extremo” de trapecio: cuando degenera en
un tridngulo is6sceles en que uno de sus lados iguales es el segmento uv. Estos
tridngulos también tienen la misma 4rea de los trapecios. Los circulos de radio
mayor no tienen més de estos trapecios.

La siguiente es una titil observacion que es cierta para cualquier tridngulo y se
deduce fécilmente al revisar la Figura 3.15.

Figura 3.15: La mediana incidente a un d4ngulo agudo.

En lo sucesivo, denotaremos por 7" a un tridngulo de vértices a, b, c y en el que
el didmetro, d, es la longitud del lado ab.

Observacién 3.4.1 Una mediana incide en un dngulo agudo (es decir, de mag-
nitud a lo mds %) st y sélo si mide al menos la mitad de la longitud del lado
opuesto.

Ahora pasemos al resultado acerca de las medianas suficientemente largas en
tridngulos.
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Teorema 3.4.8 Los extremos de una mediana de longitud al menos %d tienen

cobertura circular, respecto del drea, mayor o igual que L A(T).

Demostracién. Sean k, [, m los puntos medios de ab, be y ca respectivamente
(Figura 3.16). Supongamos que ck > %d -esto se indica en la figura con el se-
micirculo de didmetro ab- entonces por la Observacion 3.4.1 se tiene que <c < %.

Figura 3.16: Una mediana de longitud al menos la mitad del didmetro de 7.

Queremos demostrar que todo circulo de Fi., cubre al menos la mitad del drea
deT.

SeaC € Fi., yaque <c < 7 y en el paralelogramo klcm <c = <k, entonces
<c+ <k < 7y por el Lema 1.3.1 se tiene que C cubre alguno de los puntos m
6 l. Hay dos situaciones que se resuelven de inmediato:

A Si el circulo cubre a ambos puntos, m y [, entonces contiene al paralelogra-
mo klem que tiene drea 3.A(T) y terminamos.

B Si s6lo cubre a uno de ellos pero cubre alguno de los vértices a 6 b enton-
ces cubrirfa alguno de los tridngulos Aake 6 Akbe cuya drea es %A(T) y
también se tendria el resultado.
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Si no se cumple ninguna de estas condiciones, entonces solamente quedan dos

€asos por revisar:
1. Ccubrealperonocubreamniabé
2. Ccubream peronocubrealniaa.

Como ambos casos son totalmente andlogos haremos la demostracion sélo para
el primero de ellos. Veremos que, en los circulos que cumplen (1.), hay inscrito
un trapecio isésceles de drea al menos %A(T} totalmente contenido en T (Figu-
ra3.17).

Figura 3.17: Un circulo que cubre a [ pero no a m ni a b.

La familia Fj, es cruzada por dos pares de rectas paralelas: p,.; y oy las que
pasan respectivamente por m, k y por b, ¢ (Figura 3.18 (A)) y también py; y pea
que pasan por k, [ y ¢, a respectivamente (Figura 3.18 (B)).

Notemos que estas rectas no son ortogonales a ke, entonces por el Corola-
rio 3.4.7 sabemos que, con cada uno de estos pares, . determina una coleccién
de trapecios isdsceles de drea constante. Para el caso que analizamos, los circulos
que cumplen (1.) cruzan a las rectas pmg ¥ e
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c C
l l
b
(Y P
o) e ki
@A) ®)

Figura 3.18: Los dos pares de rectas que cruzan a los elementos de Fp,.

Sea 4 el 4rea de cada uno de los trapecios inducidos por las rectas gk ¥ fpe
en Fi.. Como vimos en la demostracién del Lema 4.1.2, § es también el 4rea de
los tridngulos is6sceles de los casos extremos. Asi, demostrando que el drea de
alguno de estos tridngulos es al menos 3.4(T") habremos terminado.

En la Figura 3.19 los tridngulos extremos de esta familia de trapecios son
Ak'ek y Aked . El primero es el inscrito en el circulo tangente a pp,;. y el segundo
el inscrito en el tangente a pj,..

Sean n el punto mds cercano a k en py. y r el més cercano a ¢ en pp;. No-
temos que Akne es precisamente la mitad de uno de estos tridngulos por lo que
A(Aknc) = 38.

Ahora demostraremos que Akne 2 Akle. En efecto, este hecho se sigue de
observar que klcm y kner son paralelogramos. Como <c < 7, entonces <rcm >
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Figura 3.19: Akne D Akle.

0. Mediante un argumento de semejanza es posible verificar que Aknl =~ Acrm,
de donde <clk > <enk y por tanto Akne D Akle (Figura 3.19).
Es claro que
A(Akle) = %A(T)
pues [ es el punto medio de be y como Akne 2 Akle entonces,

%5 = A(Akne) > A(Akle)

de donde concluimos que § > 3 A(T).

Asi, tenemos que cualquiera de estos trapecios tiene més de la mitad del 4rea
del tridingulo. Notemos ademéds que cada trapecio estd contenido en C N T pues el
circulo no cubre a los otros vértices del tridngulo (Figura 3.17). |
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Teorema 3.4.9 Todo tridngulo tiene al menos dos medianas de longitud mayor o
igual a la mitad de su didmetro.

Demostracién. Sean T’ como lo definimos anteriormente, m y [ los puntos medios

T

Figura 3.20: De la demostracién del Teorema 3.4.9.

de los lados be y ca y t y u los puntos en ab mds cercanos a m y [ respectivamente.
Ya que ab es el lado de mayor longitud del tridngulo entonces <a y <tb son agudos
y por tanto a # ¢ y b # u. (Figura 3.20).

El segmento m! es paralelo a ab y mide exactamente la mitad de su longitud
entonces ml = tu = 3d. La mediana bm es la hipotenusa del tridngulo Atbm por
lo que b > tb > tu. Del mismo modo la mediana al es hipotenusa de Aaul y
por tanto al > au > tu. =

Concluimos entonces que en todo tridngulo hay al menos dos medianas cuyos
extremos tienen cobertura circular por drea mayor o igual que la mitad.

3.4.2. Respecto al perimetro

Recordemos que denotamos el perfmetro de un conjunto S, por P(S) y para
referirnos a la longitud de una curva < en el plano, usaremos £(). Iniciaremos
con una lema util.
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Sean 7,73 dos rayos que parten del punto a formando el 4ngulo a € (0, ).
Sean p la bisectriz de a y ¢ € p, un punto distinto de a. Definimos la familia de
circulos §2,(ag) como la coleccién de todos los circulos por a y ¢ que cruzan a ry
y ro. Hay dos circulos extremos en esta familia: el tangente a 7, y el tangente a r,.
El lema siguiente excluye a estos circulos.

Lema 3.4.10 Sean C,D € ,(aq), tales que cada uno cruza a vy y o en dos
puntos distintos entonces £(C N 1y) + €(CNry) = LD Nry) + (D Nry)

Demostracién. Sean ¢y, ¢, los puntos de interseccién de C con 'y 73 respecti-
vamente, y di, ds los que corresponden a D, segiin se muestra en la Figura 3.21.
En estos términos, hay que demostrar que ac; + acs = ad + ady. Como pes la

Figura 3.21: C y D cubren la misma longitud de los rayos r; y 2.
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bisectriz de a, entonces ¢;q = gc, pues son dos cuerdas de C que subtienden el
mismo arco. De forma andloga en D sucede que d,q = gd». Se tiene que

ac, = ady+dyeyy
ady = acy+ cody

de donde

ady — cad, y por tanto
ady + dy¢) + ady — cods,

acy

Il

acy + acs

Asi, lo que queremos demostrar es que dy¢; — cod; = 0, es decir que dyc; = cads.
Observemos que se tienen las siguientes relaciones entre dngulos:

I

qqcya + <dacaq Ty

<gd,a + <adyq b

pues corresponden a parejas de dngulos opuestos en cuadriléteros circulares y
también

Il

qacyq + ddycag Ty

‘qqd]ﬂ + dqd;c;

Il
e

por que son dngulos suplementarios.
De aqui <(qc;a = <ddscq y <adzq = <qd,¢;. Evidentemente <ge,a = <(ge,dy y
dadyq = <cadaq, por lo tanto <daceq = <geid) y <gdicy = <teodag.

Asi, concluimos que Age,d; y Agead, son congruentes y entonces dyc; = Cady.
|

En otras palabras, hemos demostrado que cualquier circulo de §2,(ag) cubre
una longitud constante de los rayos que definen a . Este hecho nos serd de gran
utilidad en el préximo resultado.
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Teorema 3.4.11 Sea T un tridngulo, la fraccidn de cobertura respecto del perime-
tro en T es al menos 3.

Demostracién. Sean a, b, ¢, los vértices de T' y supongamos que <(a es el dngulo
de menor magnitud, entonces estd definido por los lados de mayor longitud de T.
Digamos que el lado de longitud médxima es ab.

Consideremos la cuerda perimetro-bisectora por a y llamemos k a su extremo
en el lado be. Sea f el punto en que la bisectriz de <(a cruza a be. Finalmente, sea

(A) (B)

Figura 3.22: De la demostracién del Teorema 3.4.11.

G el circulo definido por los puntos a, b y k. Como <ta < <b entonces G cruza al
lado ca, llamemos e al punto de interseccién y sea ¢ = G Naf. La situacién se
muestra en la Fgura 3.22 (A).

El circulo G cubre § = ea + ab, de los lados ab y ca. Observemos que si
tomamos un rayo r que parta de a y forme con ab un dngulo igual a <tb, entonces
el punto s en que el rayo cruza a G, forma un trapecio isésceles con a, by k, y por
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tanto sa = bk (Figura 3.22 (B)). Los puntos s y e coincidirdn en el caso en que T’
sea isdsceles. Como <ta < <b se tiene que ea > bk, por lo que § = ea + ab >
ab + bk = 3P(T).

Por el Lema 3.4.10, sabemos que todo circulo por aq cubre una cantidad cons-
tante de la longitud de los lados aby ca. En el circulo G tal cantidad es § que como
vimos es al menos la mitad del perimetro de T'. Asi, se tiene que todo circulo por
aq cubre al menos 3P(T") en los lados ac y ab.

Consideremos ahora, C,, un circulo por ak. Como ak > ag, siempre es posi-
ble encontrar un circulo por ag contenido en C,, (Figura 3.23) y, por lo tanto Cup
también cubrird al menos la mitad de P(T"). Concluimos entonces que los puntos
a y k realizan la fraccién de cobertura buscada. |

Figura 3.23: El circulo C, cubre mds de la mitad del perimetro de T

Como consecuencia inmediata de este resultado y del Teorema 3.2.6, tenemos

el siguiente.

Corolario 3.4.12 La fraccién de cobertura en un tridngulo respecto al perimetro

es un medio.
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Para algunos tridngulos isésceles podemos encontrar una pareja de puntos que
realice simultdnemente la fraccién de cobertura méxima respecto del drea y el
perimetro.

Teorema 3.4.13 Si T es un tridngulo issceles de dngulo desigual a lo mds %,
entonces los extremos de la mediana incidente a tal dngulo realizan la fraccién

de cobertura respecto de drea y perimetro.

Demostracién. Sean a, b, c los vértices de T, supongamos que <(c es el dngulo
desigual. Si k es el punto medio del lado ab, entonces kc es la mediana por c.
Claramente kc biseca 4rea y perimetro de 7. Llamemos [ y m a los puntos medios
de los lados bc y ca respectivamente.

ke

(a) (b)

Figura 3.24: Una pareja que maximiza simultineamente cobertura circular respec-
to de drea y perimetro en un tridngulo isdsceles.

Analicemos primero el caso en que <¢ = %, que serfa el primer tridngulo
is6sceles que cumple la hipGtesis. Entonces 7" es equildtero y podemos suponer
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que la longitud de sus lados es 1(en tal caso la longitud de ke es -\?- y para cual-
quier otro isésceles tal que <tc < 7, el vértice c se encuentra en la mediatriz de ab
a distancia mayor que -‘55 de k).

Consideremos el circulo Dy, el de didmetro kc. Este, es tangente a ab y cruza
ortogonalmente a los lados be y ca. Llamemos a los puntos de interseccién corres-
pondientes f y g. Como kl||ca, se tiene que Akbl ~ T. Asi, como bl = l¢, en-
tonces bf = fly portanto ¥ = L. Andlogamente Akma =~ T'y por tanto £ = 1
(Figura 3.24 (a)). Por lo que el cfrculo D, cubre fe+ cg = 2(2) = 1P(T) y por
el Lema 3.4.10 cualquier otro circulo por ke, cubrird esta misma longitud de los
lados be y ca.

Por otro lado, el cuadrilitero k& fcg obtenido de la interseccién de Dy, con
T contiene al paralelogramo klcm de drea 3 A(T), entonces A(k fcg) > FA(T).
Cualquier otro circulo por kc, contiene un cuadrilétero de la misma drea que & fecg.
En efecto, si Cy, es otro cfrculo por k¢ y f' y g’ los correspondientes puntos en
los que cruza a los lados be y ca, no es dificil comprobar que Akf'f = Akg'g,
usando la misma argumentacién de la demostracién del Lema 3.4.10 pues kc es
la bisectriz de <c (Figura 3.24 (b)).

Ahora bien, notemos que el tridngulo equilétero es el que tiene menor cubri-
miento en ambas medidas. En los demds isésceles que cumplen con la hipétesis
la cobertura es mucho mayor. El hecho importante usado en esta demostracion es
que el circulo diametral por la mediana exhibida, cubre a los puntos medios de
los otros lados del tridgngulo. Si <c < §, y <c — 0, los puntos f y g tenderén
respectivamente hacia by a y por tanto el circulo Dy, cubrird a £ y [, manteniendo
esta condicién y, por tanto, cumpliendo el resultado. n

De hecho, como se demostré en en el Teorema 3.4.1 para el caso de érea
se puede reducir la hipétesis a que el dngulo desigual sea agudo (a lo méds %)
y la cobertura del 4rea es al menos un medio: el caso extremo es el tridngulo
rectdngulo isGsceles en el que el circulo diametral por la mediana en el dngulo
recto, cruza a los otros lados exactamente en sus puntos medios y por tanto ahi el
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cuadrildtero k f cg coincide con el paralelogramo klcm. En el caso del cubrimiento
del perimetro si disminuye cuando <(c > 7, en el equildtero es cuando se alcanza
exactamente la mitad,

Sabemos que las cuerdas drea-bisectoras de longitud méxima en un poligo-
no convexo tienen un extremo que es vértice del poligono (Teorema 3.4.4). ;Y
qué sucede con las cuerdas perfmetro-bisectoras de longitud maxima?

No es dificil comprobar que no puede suceder que sus dos extremos sean,
ambos, puntos interiores de aristas paralelas, pues podriamos encontrar otra de
longitud mayor (consideramos un paralelogramo con las aristas y en él alguna
diagonal seria una cuerda mds larga).

Si hubiese una cuerda perimetro bisectora cuyos ambos extremos fueran pun-
tos interiores de dos aristas no paralelas, entonces las rectas que contienen a tales
aristas se cruzan y forman un tridngulo con la cuerda dada. Demostraremos que,
bajo estas hip6tesis, como el caso en que usdbamos el 4rea, es posible encontrar
una cuerda perimetro-bisectora de longitud mayor que la dada en la que uno de
los extremos es vértice del poligono. Siempre es posible mover continuamente la
cuerda dada sobre las aristas que contienen a sus extremos de modo que se pre-
serve la condicién de bisecar el perimetro. Este movimiento también preserva la
condicién de mantener constante la suma de las longitudes de los otros dos lados
del tridngulo que se forma. Esto es porque la distancia que avanzamos sobre una
de las aristas, es la misma que retrocedemos sobre la otra.

Asi pues, supongamos que la interseccién de las rectas definidas por las aristas
es el origen y sea o € (0, ) al dngulo formado por ellas. Sean a, b los extremos
de la cuerda, a es un punto en la parte positiva del eje z y b en la recta que define
al dngulo «, ambos distintos de 3. Si s = |a| yt = [b|, entonces seap = s + ¢
un valor real positivo fijo y las coordenadas de los puntos a y b estdn dadas como
a = (s,0) y b = (tcose,tsina). Consideremos entonces la familia 7, (p) de
todos los tridngulos de vértices 3, a, b, tales que o« = <<adby p = s+t es constante.



3.4. COBERTURA CIRCULAR EN TRIANGULOS 85

Lema 3.4.14 En T, (p) el tridngulo cuyo lado opuesto a « tiene longitud minima,
es el isésceles de lados a = ob.

Demostracién. Sean d = d(a,b) y, como especificamos antes, s = d(5,a),
t = d(G,b) y p=s+t. Entonces, d = \/(s — tcosa)? + t2sin’ a.
Elevando al cuadrado y simplificando se tiene que d? = s° — 2stcosa + %, y

como { = p — s, entonces

d® = s* — 2s(p — s)cosa + (p — s)?

= % — 2spcosa + 252 cosa + p? — 2sp + §*

= 2s* — 2sp(cosa + 1) + 2s?cosa + p*

Consideremos la funcién f(s) = 2s* — 2sp(cosa + 1) + 2s?cosa + p* y
obtengamos su derivada:

f'(8) =4s — 2p(cosa + 1) + 4scosa = (45 — 2p)(1 + cos ).

Asi f'(s) =0 (45— 2p)(1 +cosa) =0 1+cosa=064s—2p=0.

Si 1+cosa = 0 implica que cos &« = —1 pero en el contexto del problema esto
es imposible pues @ € (0, 7). Entonces sélo se puede tener la segunda alternativa,
por lo que f'(s) = 0 <> s = §. Ahora, como f”(s) = 4 > O entonces s = £ es un
minimo y ademds es el tinico. Finalmente, si s = B, entoncest =p— s = § = s,
es decir, Ga = ob. =i

Asi, la distancia minima del lado opuesto a « se alcanza cuando el tridngulo
es isésceles y entonces, como en el caso del drea, siempre es posible encontrar
una direccién de crecimiento al mover continuamente la cuerda preservando la
condici6n de biseccion del perimetroy obteniendo en cada instante una cuerda de
mayor longitud. Eventualmente se llegard a un vértice del poligono.
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Capitulo 4

Conclusiones

4.1. El camino recorrido

Y finalmente, ;qué podemos concluir de la realizacién de este trabajo? El ob-
jetivo de este apartado no es dar un resumen de la investigacion realizada, eso
lo hicimos en el prefacio y al introducir cada capitulo resefiabamos brevemente
los resultados contenidos en él. El deseo de esta parte de la tesis es describir so-
meramente cudl fue el itinerario que seguimos y delinear un poco cuales podrian
ser los caminos a seguir en otras direcciones. Al iniciar este trabajo revisamos el
problema de cobertura circular en coiecciones de puntos cuando la medida es la
cardinalidad. En aquél momento no habia una senda clara para seguir, las posibi-
lidades eran muchas y de hecho intentamos en varias.

Cuando analizamos el problema de las colecciones bicolores de puntos en el
plano estimamos las cotas que podiamos establecer para la fraccion de cobertura
e hicimos uso de la digrafica de dominacion asociada a la coleccion (Seccidn 1.3).
Esta digrafica tiene propiedades interesantes como apenas se presume al revisar
el resultado del Lema 2.2.4. Podriamos buscar relaciones entre la dominacion es-
tablecida entre pares de puntos y carcteristicas estructurales de la digréfica, como

existencia de ciclos o subgraficas inducidas de algun tipo.

87
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Posteriormente analizamos la cobertura circular en conjuntos planos usando
como medidas area y perimetro. Animados por la idea de que para cualquier de-
finicion de simetria los casos extremos son los conjuntos centralmente simétricos
y los tridngulos, (una muy buena resefia sobre algunas de las definiciones més
comunes de simetria se encuentra en [24]), después de obtener que la fraccién de
cobertura en ellos es un medio respecto de ambas medidas, conjeturamos que tal
valor debe ser el correcto para cualquier poligono convexo.

En ambos casos advertimos que las parejas de puntos de cobertura circular
“grande” respecto de la medida u (en este caso area y perimetro) presentan las

siguientes propiedades:

1. la cuerda que el par define en el conjunto es p-bisectora, es decir, divide al

conjunto en dos subconjuntos de igual medida en términos de p.

2. lacuerda es “suficientemente larga” (representa una fraccion mayor que un

medio del diametro del conjunto).

Las rectas que bisecan figuras planas respecto de alguna medida dada (una
medida usual, de esas en las que las rectas miden cero), han sido estudiadas des-
de varios puntos de vista y se les han encontrado propiedades interesantes (ver
por ejemplo [8], [9], [22], [25], [29], [37]). Se ha demostrado que en cada con-
junto convexo acotado, existe un punto por el que pasan al menos tres diferentes
cuerdas 4rea bisectoras. Se sabe también que un punto es el centro de simetria
de un conjunto convexo acotado si y sélo si es €l Gnico punto por el cual pasan
al menos tres cuerdas area bisectoras distintas. Estos puntos de concurrencia han
llamado mucho la atencion, asi por gjemplo se sabe que es posible encontrar un
punto en cada conjunto plano de modo que en €l concurran tres cuerdas bisectoras
que dividan al conjunto en seis pedazos de la misma medida. Las rectas bisectoras
han sido tomadas como base para la clasificacion de familias mas generalizadas de

rectas que han sido estudiadas en otros contextos ([10], [23], [36]. Se podrian ana-
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lizar nuevos planteamientos de problemas en torno a estos conceptos y abordados
desde el concepto de cobertura circular.

Nosotros, al querer caracterizar los puntos que maximizan la fraccién de co-
bertura, buscamos propiedades que describieran a las cuerdas que ellos inducen
asi por ejemplo, vimos que las cuerdas p-bisectoras de longitud maxima en un
poligono convexo, tienen un extremo en un vértice del poligono por lo que lo-
calizarlas seria un problema sencillo. La localizacion de cuerdas que corten un
poligono imponiendo ciertas restricciones al corte, es un problema que ha sido
ampliamente estudiado (ver por ejemplo [11], [26]).

También notamos que en los conjuntos estudiados las parejas que alcanzan el
maximo de cobertura posible respecto a ambas medidas estan alejadas, es decir,
inducen cuerdas largas en el conjunto, entonces, buscando otras cuerdas y-bisectoras
distintas para revisar su cobertura circular, quisimos descubrir que tan largas de-
ben ser y las comparamos con el didmetro del conjunto. Asi fue como encontramos
la caracterizacion de las medianas suficientemente largas en tridangulos.

En los conjuntos centralmente simétricos revisamos el caso del conjunto con-
vexo centralmente simétrico de area maxima con didmetro y ancho dados (el pro-
blema en general parece complicado). En la Seccién 3.3 vimos que hay conjuntos
centralment simétricos con cuerdas de cobertura por area muy pequefia (Figu-
ra 3.5). El ejemplo que presentamos en esa seccion se trataba de los extremos de
la cuerda p-bisectora de longitud minima de un rectangulo. En general, esta cuer-
da en un conjunto centralmente simétrico, es la que realiza el ancho (la minima
distancia entre pares de rectas soporte) asi que revisamos la longitud que requie-
re tener el ancho para que sus extremos cubran al menos la mitad del 4rea en el
conjunto.

Nuestra intencion es determinar una cota inferior para la longitud del ancho.
Dados w, d € R¥, se sabe ([35]), que el convexo centralmente simétrico de ancho
w y didmetro d en que el area es maxima, es el conjunto mostrado en la Figu-

ra 4.1 (A). Nos referimos a €] como M,, 4. Es una banda de un circulo de radio -g,
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D C

%

g

(A) B)

Figura 4.1: El conjunto centralmente simétrico de drea méxima con ancho w y

diametro d.

acotada por dos rectas equidistantes del centro y separadas a distancia w. Gracias
a la simetria de la figura podemos facilmente calcular su area mediante la division

mostrada en la Figura 4.1 (B). Tenemos que

drea(Myq) = 4(dreaABCO) +2s
1d? 12 1
= 4(§Zsena) + 2(51(1 - 5Tsena)

2
= T(sena + a)

Buscamos la fraccién ¥ y, segiin podemos observar, sen(§) = %/g =z,
por lo que, para este caso, la fraccion que estamos buscando esté determinada por
sen($). Recordemos que D,, denota el circulo de didmetro w y F,, la familia de
circulos por el segmento w.

Lema. D, es el circulo de cubrimiento minimo en F,,,.

Demostracion. Observemos que D, C M,, 4, pues w es una cuerda area-bisectora
de longitud minima. Sea C,, € Fy, Cu # Dy, entonces radio( Cy,) > ¥ y por tan-
to, existe un circulo de radio ¥ totalmente contenido en Cy, N M, 4, €5 una copia
de D, trasladada sobre la mediatriz de w y asi el 4rea que cubre C,, en M, 4 €5

mayor que la que cubre D, |
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Queremos ahora encontrar la longitud de w que garantice que la cobertura de
cualquier circulo en F,, es mayor o igual que area( M, 4). Por la proposicién

anterior, basta con revisar la cobertura de D,

1
areuD, > 5&/‘(:(1(.-\11“41)
an?
w
& > —(seno + o)

. p

8
R (lQSen)(g) > —(sena + a)
2778

0 seno + o
54 WSEYI-_(E) > #

iPara qué valores se cumple esta desigualdad? Resolviendo numéricamente,
. _ 2
obtenemos que la igualdad se alcanza en ag = 1.27835 = £ (en grados es un
poco mas de 73°).
Sia = %, entonces wsen?(Z) = 1.085 < Lisen(Z) + & = 1.104. O sea
5 E 2 2 5
que o > *%. Como notamos anteriormente, % = sen($), calculando sen(%®) =
597 < £, por lo que se concluye de inmediato que,
Proposicién. Siw > %d, entonces, los extremos de w tienen cobertura circular

por area mayor o igual que jdrea (i, 4).

Seguiria revisar las cuerdas mas grandes que w, aunque ahi el 4rea cubierta ya
no se calcula tan facilmente. Un camino a recorrer serfa precisamente este: car-
caterizar las cuerdas de cobertura grande respecto de alguna medida, en términos
de otros invariantes asociados al conjunto. Cuando estudiamos las medianas de un
triangulo encontramos que Ja de mayor longitud mide al menos %d, (d el diametro
del tridngulo) aunque esto no tiene nada de original pues en [18] Eggleston de-
muestra que de hecho en cualquier conjunto convexo, una cuerda area bisectora
tiene al menos tal longitud (demuestra también que las cuerdas perimetro bisecto-
ras miden al menos gr, donde r es el circunradio del conjunto). En [6] se revisa el
problema de la reduccion del diametro en un conjunto convexo. Podria estudiarse

una version dual: cuerdas que preservan el didmetro de un conjunto. Las cuerdas
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u-bisectoras de longitud méxima preservan el didmetro del conjunto.

Para los tridngulos isdsceles encontramos que si el angulo desigual es a lo més
%, la mediana incidente en él realiza la fraccién de cobertura méxima tanto para el
area como para el perimetro. Las cuerdas que inducen diametros en centralmente
simétricos también realizan la fraccion simultineamente, una pregunta interesante
seria tratar de encontrar mas parejas con esta propiedad. ’

Otra pregunta natural después de estudiar los conjuntos centralmente simétri-
cos, era preguntarse por las figuras de ancho constante, ahi, ancho y didmetro
coinciden y parece evidente que cualquier pareja de antipodas deberia servir, sin
embargo, no tenemos una manera precisa de calcular el 4rea de la figura, Gnica-
mente tenemos cotas (cuadraticas) que dependen del ancho. El caso del perimetro
pareciera mds tratable. Se sabe que cualquier figura de ancho constante de ancho
h, tiene perimetro 7h, por lo que quiza podria decirse més acerca de la cobertura
circular respecto de esta medida.

Estuvimos revisando también los poligonos regulares, parecia €l paso evidente
a seguir dado que nuestra intencidn era establecer resultados para convexos en
general y por tanto habia que dirigirse hacia los poligonos convexos (es sabido que
un convexo cualquiera puede aproximarse mediante una sucesién de poligonos
convexos), aunque ahi el problema se complicé sustancialmente. Desde luego si
‘el poligono tiene un niimero par de vértices, no hay nada que hacer pues se trata de
un centralmente simétrico, pero, el caso impar no result6 tan simple como parecia

al inicio.

4.2. Nuestro objetivo alcanzado....

(Conclusiones? ;qué es investigar? el Diccionario de la Lengua Espafiola en su
vigésima segunda edicién dice: Investigar. (del latin investigdre). 1. Hacer diligen-
cias para descubrir algo (es decir, hacer las actividades necesarias para descubrir

algo). 2. Realizar actividades intelectuales y experimentales de modo sistematico
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con el proposito de aumentar los conocimientos sobre una determinada materia.

En este sentido, este trabajo ha cumplido entonces con el objetivo de realizar
investigacion en matematicas, mas especificamente en el area de Geometria Com-
putacional: descubrimos algunas cosas interesantes y aumentamos nuestros cono-
cimientos en la materia. Sin embargo, quiza ninguna de las dos acepciones descri-
ba fielmente todo lo que este proceso ha conllevado Investigar es como abrir puer-
tas, como explorar con los pies en la arena de la playa. Buscas algo y finalmente
hallas mucho. Investigar es averiguar, indagar, escudrifiar, mirar, revisar,...Implica
esfuerzos grandes de disciplina, de desapego, de humildad. Es como como estar
parado sobre la playa, buscando algo con los pies entre la arena ;Qué buscamos?
un tesoro....podemos encontrar muchos y de diversos tipos: conchas o caracoles,
algun pequefio cangrejo, lombrices o pulgones de playa, enormes escarabajos en-
tre otros cientos de bichos, (restos de basura...) Hallar no uno, dos, decenas de
ellos, discernir, elegir cudles son mas bellos, cuales mas interesantes, cual mas
colorido que los otros. Finalmente se disfruta -y a veces se sufre- durante el pro-
ceso. Hubo, desde luego también, montones de preguntas que al principio parecian
lindas o interesantes pero cuyas respuestas eran triviales o increiblemente compli-
cadas de encontrar (hay que descartar las piedritas feas y no pretender encontrar
la estrella azul). Y en esta seleccion algunos caminos quedaron por recorrer, de
algunos sélo anduvimos unos cuantos pasos y regresamos si encontrabamos una
pared o sefiales confusas que nos desviarian del objetivo inicial, aunque en ocasio-
nes advertimos que el camino era bello o interesante pero que andarlo nos tomaria
mucho mas tiempo o esfuerzo del que podiamos realizar por ahora, quedd pen-
diente de ser recorridos en otro momento.

Como esto apenas es el inicio de aqui en adelante ;que sigue? ;como saberlo?

,cudl es nuestra conclusion? la unica: hay mas preguntas que respuestas.

* % % fin * * *
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