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Prefacio 

Los orígenes 

Resulta muy natural imaginar en los orígenes de la humanidad al hombre que 

mira a su alrededor, distingue entre la diversidad del entorno las formas y las 

cantidades y se pregunta respecto de ellas. Observar e interpretar son rasgos esen

ciales de la naturaleza humana y de estas incipientes observaciones y preguntas 

surgieron, más adelante, lo que hoy conocemos como geometría y aritmética. 

Distinguir qué atrapó primeramente su atención, si la cantidad o la forma, nos 

llevaría a la formulación de una pregunta que por supuesto carece de sentido en 

este contexto, no sólo no tenemos -y me atrevo a afirmar que no tendremos nunca 

- una respuesta certera sino, además, su búsqueda nos llevaría lejos del terreno de 

las ciencias exactas para adentramos más en el de la filosofía y otras disciplinas 

que estudian la mente humana y la formación del pensamiento y las ideas. Desde 

el punto de vista del historiador científico un hecho que resulta mucho más inte

resante consiste en estudiar y analizar cómo estos dos principios fundamentales 

de la matemática, forma y cantidad, que surgieron de modo tan natural, se apar

tan y desconocen en algunos momentos a lo largo de la historia y se entrelazan y 

complementan en tantos otros. ¿Cómo fue la transición de la curiosidad y la fasci

nación, a la negación -incluso repudio en muchos casos- o a la simple utlilización 

mecánica de estas ramas esenciales del conocimiento? 

Conforme la humanidad iba encontrando respuestas a sus preguntas, hallaba 
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también maneras de facilitar el desarrollo de su vida cotidiana. Poco a poco se fue 

dando el proceso al que llamamos civilización. Sin embargo deben haber pasado 

varios siglos antes de que el ser humano pasara de simples problemas particulares 

a observar interconexiones entre ellos y advertir relaciones generales. Cuando la 

inteligencia humana fue capaz de extraer de un problema concreto, una propiedad 

genérica que contuviese al problema dado como un caso particular, empezó la 

ciencia como tal. 

La descripción histórica ha establecido que la enumeración o acto de contar 

objetos resultó ser un gran paso en la formación del hombre civilizado. La abs

tracción requerida para llegar al concepto de número y a su representación gráfi

ca suponen un avance neurológico importante. En nuestros días esto pareciese 

un proceso obvio que se identifica con la enseñanza elemental y al que después 

se presta muy poca atención. Así, la enumeración, como parte fundamental de 

la aritmética, ha sido muchas veces relegada y tratada como rama de poca im

portancia de las matemáticas. No obstante no se puede ignorar la inmensidad de 

aplicaciones que esta área ha tenido en tantos campos del conocimiento huma

no. La Combinatoria, como se denomina a la rama de la aritmética que se ocupa 

-principalmente- de contar objetos había sido considerada hasta hace muy poco 

como simple recreación matemática. La actitud generalizada indicaba que sólo 

contar objetos era un asunto además de ocioso muy poco formal como para ser 

tomado en serio. 

De manera similar la geometría elemental fue "olvidada" en otros tiempos pe

ro con ella pasa algo muy peculiar: ha surgido y decaído varias veces en la historia. 

En la antigüedad la geometría clásica ocupaba un lugar preponderante dentro del 

saber científico. Con su magnífica obra "Los Elementos", Euclides, construyó los 

cimientos de la Geometría Clásica. Asombra todavía que, sin menoscabo de la 

profundidad del trabajo, no se deje de lado la sencillez y claridad de exposición. 

Pero Euclides no sólo inició la geometría como tal. El definió en su obra lo que 

habría de ser la manera de "hacer matemáticas". Esta fue la aportación máxima 
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de su trabajo, y su influencia marcó todas las áreas de la matemática. 

Muchas razones, difíciles de analizar en esta tesis, llevaron a la geometría 

clásica a una suerte de decaimiento dentro del quehacer matemático posterior a 

los griegos. Durante los siglos XVII y XVIII la revolución encabezada por New

ton y Leibnitz de la cual surge el cálculo infinitesimal, provoca una actitud ge

neralizada de rechazo hacia las matemáticas discretas de los antiguos (aritmética 

y geometría) y su reemplazo por las nuevas matemáticas del continuo. Así, la 

geometría es opacada por el cálculo y sustituida por la geometría analítica: estu

diar curvas definidas mediante ecuaciones algebráicas se volvió más común que 

estudiar curvas construidas geométricamente. 

Durante la segunda mitad del siglo XIX la geometría clásica revive enérgi

camente con el trabajo de matemáticos no muy contentos con el rol dominante 

que habían tomado los cálculos algebráicos y analíticos en la geometría. Es en 

ese momento en el que se construye y da forma ai edificio magnífico de lo que 

conocemos como Geometr{a Moderna. Paradójicamente, mientras su desarrollo 

motivó la aparición de nuevas formas de hacer geometría (la topología, las geo

metrías no euclidianas, etc.) llevó también -una vez más- al decaimiento de la 

investigación en geometría clásica o elemental durante la primera parte del siglo 

XX. 

La época reciente 

En los inicios del siglo XX, los teoremas de GOdel -tema candente en el ámbi

to científico de la época- desataron la crisis de los fundamentos matemáticos aca

rreando, al mismo tiempo, espectaculares descubrimientos que alimentaron vas

tas áreas de la ciencia. En esta vorágine la geometría elemental fue uno de los 

perdedores. Prácticamente fue ignorada mientras áreas "más abstractas" como la 

topología o la geometría diferencial florecieron aceleradamente dejando un gran 

impacto sobre nuestra interpretación del universo físico. Daba la impresión de que 
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los problemas geométricos en dos y tres dimensiones estaban agotados. 

Sin embargo, si algo caracterizó a ese siglo fue el cambio y los cambios se 

sucedieron precipitadamente. Pronto se reparó en un hecho importante: el entorno 

que nos rodea es más bien de naturaleza discreta, esto es, la gran mayoría de los 

objetos que nos rodean se pueden contar. Se estableció entonces otra manera de 

interpretar y analizar problemas. El enfoque combinatorio, brindó alternativas dis

tintas a preguntas clásicas estudiadas por Newton, Gauss y Hilbert entre otros. Si 

bien la cantidad de cálculos requeridos al intentar solucionar un problema puede 

ser inmensa, es finita y aunque una vida humana no sea suficiente para realizarlos 

sí lo es para crear herramientas capaces de hacerlos eficientemente. Con la lle

gada de las computadoras las ramas discretas de las matemáticas se reconsideran 

seriamente y se retoman, al mismo tiempo, las conveniencias del conocimiento 

geométrico elemental. 

En ese momento la palabra clave es optimizaci6n. Hay que optimizar en con

juntos discretos, incluso finitos, la mayoría de las veces. Se estudian colecciones 

de puntos, rectas, círculos, polígonos, esferas, poliedros, es decir, se examinan 

los objetos más fundamentales de la geometría euclidiana. Surgen un sinnúme

ro de problemas en el plano y el espacio de tres dimensiones que le dan nueva 

vida al estudio de propiedades que parecían totalmente dominadas. También la 

combinatoria toma importancia como eficaz instrumento para solucionar estos 

problemas. Se dispone, entonces, de dos herramientas poderosas y una apoya a 

la otra: se estudian objetos geométricos pero distinguiendo también sus propieda

des combinatorias para encontrar configuraciones óptimas en algún sentido. Surge 

así la Geometría Combinatoria sostenida esencialmente del renacimiento de las 

matemáticas discretas y de la conmoción causada por el acelerado avance de la 

tecnología computacional. 

Los problemas en esta área son inquietantes, a veces incluso engañosos. Con 

frecuencia tienen una apariencia fuertemente intuitiva y pueden ser explicados 

al común de las personas de manera sencilla. No obstante, también pueden ser 
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increíblemente difíciles de resolver. Un ejemplo característico es el siguiente: 

Si en un conjunto finito de puntos en el plano, se cumple que en la rec

ta determinada por cualquier par de ellos, siempre existe un tercero del 

conjunto, entonces todos los puntos son colineales. 

Este resultado se conoce como el Teorema de Sylvester. Originalmente pro

puesto por 1.J. Sylvester en 1893, [20], no se encontró una demostración satis

factoria hasta 1944 (una reseña detallada de este resultado y otros afines a él se 

encuentra en [6]) . 

En la última parte del siglo anterior se llevó a cabo otro advenimiento no me

nos importante. Se trata de la Geometría Computacional, cuyo origen se asocia 

con la publicación de la tesis que, con este nombre, escribiera M.l. Shamos en 

1978. Podemos definirla inicialmente como la conjunción de la Geometría Com

binatoria y el Análisis de Algoritmos. En principio se desenvolvía alrededor de 

problemas de búsqueda y clasificación. Al encontrar una solución a un problema 

dado se procedía a la elaboración de un algoritmo con objeto de ser llevado a 

cabo por una computadora. Problemas clásicos en esta área son por ejemplo, la 

localización de puntos bajo algún criterio dado -el más cercano, el más distante-, 

encontrar la cerradura convexa de una colección de puntos, la obtención del dia

grama de Voronoi, triangular polígonos, etc. Todos estos se obtienen fácilmente 

como casos particulares, en dos dimensiones, de búsquedas y clasificaciones. 

Poco a poco, el campo de acción de la Geometría Computacional se ha ido 

extendiendo para incluir problemas cuya solución requiere cada vez más de la 

aplicación de poderosos resultados de otras áreas de las matemáticas (Topología, 

Teoría de Números, Grupos, etc.) En nuestros días la diferencia entre Geometría 

Computacional y Combinatoria se ha vuelto muy sutil. En muchos problemas 

las preguntas combinatorias y algorítmicas se encuentran tan entrelazadas que es 

prácticamente imposible separar una de la otra; el progreso de una de ellas lleva a 

obtener soluciones satisfactorias en la otra. 
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El trabajo elaborado en esta tesis cae dentro del objeto de estudio de esta área. 

Una de sus más grandes fuentes de inspiración radica en el estudio de objetos 

geométricos "simples" en el plano se buscan características que determinen a estos 

objetos y relaciones entre familias de objetos distintos. 

Este tipo de problemas han sido abordados desde varios puntos de vista. Por 

ejemplo las relaciones de incidencia entre colecciones de puntos, rectas y círcu

los. Estudiadas desde los griegos y retomadas por Hilbert cuando estableció los 

Axiomas de Incidencia: 

(Al) Por dos puntos pasa exactamente una recta que los contiene a ambos, y toda 

recta contiene al menos dos puntos. 

(A2 ) No todos los puntos están en una sola recta. 

(A3) Para toda recta 1 y cualquier punto p, fuera de ella, hay exactamente una 

recta que pasa por p y no tiene puntos en común con l. 

En términos conjuntistas las relaciones de incidencia representan relaciones de 

contención entre conjuntos. El asunto central de esta tesis es justamente encontrar 

relaciones de contención en ciertas familias de círculos. El Teorema de Sylvester, 

mencionado anteriormente, tiene la siguiente versión para círculos: 

Si en un conjunto finito de puntos no colineales en el plano, se tiene que 

en el cfrculo determinado por cualquier terna de ellos hay otro punto del 

conjunto, entonces, todos los elementos del conjunto están en un círculo. 

Aquí analizaremos relaciones de contención entre círculos y puntos en el pla

no. Empezaremos estudiando colecciones de puntos aunque después revisaremos 

otros conjuntos. 
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Nuestra contribución 

Dada una colección de puntos en el plano siempre es posible encontrar dos de 

modo que cualquier círculo que pase por ellos contenga "muchos puntos" de la 

colección, es decir, una fracción grande del total. Este problema ha sido estudiado 

antes por lo que comenzamos el primer capítulo con la historia de lo que se ha 

hecho hasta ahora. Incluimos también la reseña de los resultados relevantes en la 

literatura, así como su relación con otros problemas. 

En el segundo capítulo inicia propiamente nuestra investigación presentando 

una variante del problema original. Consideramos ahí colecciones de puntos bico

lores balanceadas, es decir, colecciones en las que los puntos han sido coloreados 

con dos colores de manera que las clases cromáticas tengan la misma cardinalidad. 

Ahí demostraremos que para puntos en posición circular es posible encontrar una 

pareja bicolor de puntos tales que cualquier círculo que pase por ellos contiene al 

menos a la mitad de los puntos de la colección. 

Pasamos enseguida a estudiar colecciones bicolores balanceadas en posición 

convexa no circular. A diferencia del caso anterior cuya solución es muy sencilla, 

el problema ahora se complica sustancialmente. Para este caso demostramos la 

existencia de alguna pareja bicolor de puntos por la que cualquier círculo que los 

contenga, cubre un octavo del total de puntos. Usando técnicas de otros autores es 

posible incrementar un poco este valor (aproximadamente a un séptimo), aunque 

conjeturamos que la cota exacta para este caso es un cuarto. Demostramos que 

en ciertas coloraciones esta fracción es precisamente un cuarto y presentamos un 

ejemplo de una colección bicolor balanceada en posición convexa en la que no 

hay alguna pareja bicolor por la que cualquier círculo cubra más de la cuarta parte 

de la colección. 

Posteriormente analizamos el caso en posición general en el que damos una 

cota inferior de :h del total, para alguna pareja bicolor, y usando las técnicas de 

otros autores la incrementamos hasta aproximadamente un onceavo. 
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Motivados por estos problemas introduciremos el concepto de Cobertura Circu

lar de conjuntos en el plano. Veremos que el planteamiento en colecciones de 

puntos es un caso particular de este concepto que se extiende de manera natural a 

otras clases de conjuntos y medidas. 

En el capítulo 3 continuamos la investigación en conjuntos convexos. Aquí usa

remos dos medidas en particular, el área y el perímetro del conjunto, para poder 

medir que tanto cubre un círculo dado. Iniciamos demostrando que en los conjun

tos centralmente simétricos es posible encontrar una pareja de puntos en él, tales 

que cualquier círculo por ellos cubra al menos la mitad del área y el perímetro. 

Después confirmamos que un medio es precisamente el mejor valor que podemos 

esperar, usando estas medidas, en cualquier conjunto plano. 

En el extremo opuesto de la simetría estudiamos a los triángulos. Primeramen

te el caso en que la medida es el área. Ahí demostraremos que siempre es posible 

encontrar un par de puntos tales que todo círculo por ellos contenga un subcon

junto de área mayor o igual que la mitad del área del triángulo. Relacionamos este 

resultado con las propiedades de otras cuerdas del triángulo para encontrar más 

parejas que realizan el máximo de cobertura por área. Finalmente cambiamos la 

medida por el perímetro y demostramos que es posible encontrar dos puntos tales 

que todo círculo por ellos cubra al menos la mitad del perímetro del triángulo. 

Observaremos que las parejas que "cubren mucha área" no necesariamente son 

las mismas que sirven para el perímetro, pero mostramos una familia de triángu

los en las que sí es posible encontrar una pareja que sirva simultáneamente para 

ambas medidas. En este caso también se cumple que un medio es el mejor valor 

que podemos esperar. Demostramos que las parejas que maximizan la cobertura 

circular para estas medidas en un polígono convexo tienen un extremo en alguno 

de sus vértices. 

Hemos establecido la conjetura de que en cualquier conjunto convexo siempre 

es posible encontrar una pareja de puntos tales que cualquier círculo por ellos, 

contenga al menos las mitad del área o del perímetro del polígono. 
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En el último capítulo explicamos nuestras conclusiones así como las posibles 

líneas de interés para futuras investigaciones. 

Pilar Valencia 

México D.F., Marzo de 2005 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1. Introducción 

Dado un conjunto parcialmenle ordenado. (X , ~) . decimos que una familia, 

r. de conjuntos en el plano es una representación geométrica asociada a (X, ~) 

si a cada elemento de X se asocia uno de la familia:F y la relación de contención 

preserva el orden definido por ~. La representación de órdenes parciales mediante 

conjuntos en el plano y sus relaciones de contención es un problema que ha resul

tado de gran interés, ha sido revisado y estudiado desde muy diversos enfoques 

[14], [15J, [21]. Cada orden parcial tiene una representación geométrica por lo 

que resulta natural considerar ciertas restricciones a los conjuntos y preguntarse 

si un orden dado sigue siendo representable. Determinar, por ejemplo, qué tipos 

de órdenes parciales tienen una representación usando segmentos. regiones angu

lares, polígonos convexos, círculos o alguna familia de conjuntos dada [16], [22]. 

Por supuesto tales representaciones no sólo se consideran en el plano sino en 

general en Rd el espacio euclidiano d-dimensional. As( por ejemplo. las represen

taciones que asignan a cada elemento de X una esfera en ad son llamados órdenes 

esféricos. 

Si d = 1 una esfera es solo un intervalo en R y la clase de órdenes parciales 
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tal que cualquier elemento de la familia contiene, en el interior o en la frontera, al 

menos in puntos de la colección (por supuesto 0< ;. < i < 1). 

Con este trabajo se inició el estudio de lo que hemos denominado, la Cober

/lira Circular en colecciones de pumos. 

La intención de esta tesis es estudiar la cobertura circular en objetos geométri

cos planos. Dados un conjunto en el plano y un par de puntos en él, observamos 

la familia de todos los clrculos determinados por la pareja de puntos para estimar 

cuánto cubre cada uno de estos clrculos en el conjunto original. Para esto, consi

deramos la colección de todos los subconjuntos que se obtienen de la intersección 

de los clrculos con el conjunto dado. Luego, medimos eltnmaño mínimo de cual

quiera de estos subconjuntos usando alguna medida establecida previamente. A 

este mínimo, es al que llamaremos cobertura circular de la pareja de puntos to

mada. Queremos encontrar una pareja de puntos con cobertura circular máxima y 

estimar eSle valor. 

Definición 1.1.1 Un cfrculo e cubre al punto 11, si tt pertenece al imerior o la 

¡romera del círculo. 

En [18] el conjunto estudiado es una colección fini ta de puntos en el plano y la 

medida uti lizada es la cardinalidad. El objetivo ahí era encontrar un par de puntos 

para los que todo círculo por ellos cubriera "muchos" puntos de la colección. En 

ese artículo se demostró que siempre es posible encontrar un par de puntos en la 

colección de modo que todo círculo por ellos cubra una fracción lineal del total y 

probaron que lal fracción es al menos k. 
En este trabajo, estudiaremos la cobertura circular en colecciones de puntos 

con colores y en otros conjuntos en el plano con otras medidas asociadas a ellos. 

1.2. Cobertura Circular 

Enunciamos aquí la definición formal de este concepto. 
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Definición 1.2.1 Sea JI uno medida definida en los cOI/junios de R2• Sean S f; a1 

un conjunto medible respecto ,le /1 /al que O < ¡;(S ) < 00 y p,q E R2 dos punJos 

distinlos. 

ÚJ cobertura circular de p. q en S respecto (1 /J-, es el número 

cc(p, q) = mínfJ/ (C,.., 11 S)ICpq círculo por p y q}. 

Cuando indicamos como Cp<¡ a un cfrculo por p y q nos referimos a cualquiera 

de los círculos coaxiales cuyo eje radical es el segmento pq. 

Si JI. es la cardinalidad definida en [os conjuntos fi ni tos de R2, la fracción lineal 

a que se refieren en [J 8] queda detenninada por el cociente 

l'c(p. q) 

!SI 
donde p, q es un par de pumos que maximilllla cobertura circular. 

Nos referiremos a este cociente como la fracción de cobertura. El artículo 

citado demuestra que para colecciones fi nitas de puntos en el plano esta fracción 

es ;::: 6k. 
Posterior a la publicación de este resultado. aparecieron varios más mejorando 

esta fracción. Así. en [5] se incrementó a io: después a /¡ en (lO); a f:¡ en [9] 

y fina lmente a b en (12). Este último, es el mejor valor que se conoce hasta el 

momento. Las observaciones han llevado a conjeturar que el valor exacto es ~ . 

Definición 1.2.2 Una colección de puntos en el plano está en posición general si 

no hay tres de ellos en una reCIa ni cuatro en un cfrculo. 

llamamos a una colección colineal si lodos los puntos se encuentran sobre 

una recta y circular si todos ellos están sobre un cfrculo. 

Con esta terminología, la conjetura sería: 

Conjetura I Si Pn es una colección de n puntos en posición general en el plano 

existen p, q E Pn tales que cc(p , q) ;::: ¡ . 
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En la introducción menciooamos como un problema clásico de la Geometría 

Combinatoria el Teorema de Sylvester. que en su versión para círculos establece; 

Si en una coleccidnfinita no cofineal se tiene que en el circulo determinado 

por cualquier terna de puntos hay otro punto de la coleccidn entonces la 

coleccidn es circular. 

Observemos que si P" no es colineal cualquier pareja de puntos hace tema 

con otros n - 2 puntos y define con cada uno de ellos un círculo que cubrirá al 

menos a estos tres puntos. A la luz del concepto de cobertura circular, el Teorema 

de Sylvester dirfa: 

Si poro todo por de plintos p, q E P" se tiene que cc(p, q) ~ 4, entonces, 

la co/eccidll P" es circular. (*) 

La forma contrapuesta de este enunciado afirmarfa que en colecciones de puntos 

finitas no colineales y no circulares hay pares de puntos cuya cobertura circular es 

a lo más tres. Es decir en tales colecciones siempre podemos encontrar una tema 

de puntos por la que pase un circulo vaclo (que no contiene algún otro punto de la 

colección). 

Resulta interesante, entonces, analizar las colecciones para las que sí es posible 

enconU'ar pares de puntos con cobertura "grande". 

El problema para colecciones en posición circular es muy sencillo. Conside

ramos una pareja p, q E P" que defina una recta bisectora es decir, una recia que 

divida a P" en dos subconjuntos con la misma cantidad de puntos. Sabemos que 

siempre es posible encontrar tal pareja. Enlonces en el círculo que contiene a la 

colección, el segmento pq determina dos subconjuntos. uno de los cuales tiene al 

menos r";'l + 2 2: r~ 1 + 1 puntos (ambos conjuntos contienen a la pareja). Co

mo cualquier otro círculo por p y q contiene alguno de estos conjuntos. tenemos 

entonces el resultado siguiente: 

Teorema 1.2.3 Si P" es una coleccidn circular de pUnJos, existen p, q E P" tales 

que cc(p,q) 2: r~ l + L 
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En orden de d ificultad e l siguiente caso a eSlUdiar es, naturalmente, el de co+ 

lecciones en posición cOIII"e.m no circular. Es decir cuando los elementos de P" 
son tos vénices de un polígono convexo. En [101, se demuestra que para este caso 

la fracción de cobertura es 4 y es exacta. Este resullado fue obtenido también, de 

manera independiente. en (3). Daremos aquí la demostración de [101. 

Teorema 1.2.4 Sea Pn ¡lila cofecciólz de 11 puntos en posición convexa sin que 

haya tres colineales, entonces existen p,q E Pn tales que cc(p,q) ~ ri l + l. 
Demostraci6n. Consideremos todas las temas p, q, r E Pn que definen un círcu

lo cubriente. es decir, un círculo e tal que P" e C. Cada uno de [os lados del 

triángulo formado !XlT la tema determina un subconjunto de p,,, el formado por 

todos los puntos en el interior del arco que tal lado determina en C. En la Fi· 

gura 1.1 (a), estos conjuntos se denotan como Cpr, Crq y Cq¡¡. Notemos que los 

vértices del triángulo pertenecen cada uno a dos de estos conjuntos (por ejemplo 

cqp n Cpr = {p}). 

q 

(b) 

Figura l . l : De la demostración del Teorema 1.2.4. 

Definimos la función f sobre estas temas, asociándoles el máximo de las car· 

dinalidades de los subconjuntos que generan en P". Esto es, 

f (q",) ~ max{le"l, le,. l, l e~ll· 
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Sea q, p, Tuna tema en laque j es mfnima. Es claro que el subconjunto que realiza 

j (qpr-) tiene al menos r~l + 1 puntos. Supongamos que tal subconjunto es e"". 
Demostraremos que en e",. ve..., también hayal menos fj l + 1 puntos. Pro

cedamos por conlradicción y supongamos entonces que le",. v e...,1 ~ r~l . 

Elegimos un punto w E eqp \ {p, q} que minimice el ángulo formado con pq. 

La tema q, w, p define un nuevo cfrculo cubriente O' y los subconjuntos 0'"". e:." 
y e~. Como e"". v e..., = e~, entonces IO'pql = IC"". v C...,I - le",. n e...,1 y por 

tanto jO'pql ~ r~l - 1. De aquf obtenemos que j (qwp) i jO'pq l. 

O sea que f (qwp) es realizada por la cardinalidad de cualquiera de los otros 

dos conjuntos inducidos en e' pero ambos, e~ y 0'"",. son subconjuntos propios 

de e'lP así que cada uno contiene una cantidad menor de puntos que él y por lo 

tanto f(qwp) < j(qpr ), contradiciendo la minimalidad de qpr. La situación se 

muestra en la Figura 1. 1 (b). 

Así, e es un círculo por p y q que contiene al menos f~l + 1 puntos en cada 

una de las regiones detenninadas por pq. Claramente, cualquier otro cÚ"Culo por 

ellos. contiene alguna de estas regiones y por tanto cc(p, q) 2: r ~ 1 + 1. • 

Otra prueba del mismo resultado puede obtenerse utilizando el siguiente re

sultado. conocido como el Teorema del Jl32/3: 

Teorema 1.2.5 Si T es un árbol binario de orden n entonces existe una arista e 

de T tal que cada una de las componentes de T - e tiene orden al menos j. 

Aqu¡ la idea será obtener un árbol binario a partir de P" . Para ello, construimos 

primeramente la gráfica G p en la que los puntos de la colección son sus vértices 

y dos son adyacentes si existe un círculo que pasa por eltos y contiene a todos los 

elementos de P". Por ejemplo todos los pares de puntos consecutivos en el cierre 

convexo, tienen esta propiedad. 

Es un hecho conocido que las aristas de G p fonnan una triangulación del cie· 

rre convexo de P" y como la colección está en posición convexa esta triangulación 
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tiene exactamente 11 - 2 triángulos. Al considerar la gráfica dual de G l' lo que se 

obtiene es precisamente un árbol binario de orden n - 2. Llamamos T a este árbol. 

Porel Teorema del 1/3 213. se sabe que T contiene una arisla e tal que cada una de 

las componentes de T - e lienen al menos "3"' vértices. Estos vértices representan 

";2 triángulos en Gp y. ya que la colección es convexa, representan también el 

mismo número de pumos en P". 

Supongamos que los extremos de e corresponden a los triángulos TI y T2 , 

adyacentes en la triangulación. y sea pq [a arisla que tienen en común. Por la 

construcción de C p sabemos que p, q es una pareja por la que pasa un un círculo 

e y contiene a toda la colección P". Entonces en cada una de las regiones que 

el segmento pq determina en C. hayal menos ";2 puntos de Pn y por lo tanto 

cualquier otro círculo que pase por p y q cubre al menos ~ elementos de Pn . 

Esta cOla es justa. Es posible construir una colección en posición convexa para 

la cual este valor no pueda ser mejorado. o sea, en la que por cualquier pareja de 

puntos haya un círculo por ellos con a 10 más r~l + 1 puntos. 

Tomemos como base un triángulo equilátero de vértices a, b, c y lados de lon

gitud L Consideremos tres conjuntos con k puntos cada uno: ti = {a¡,a2 , ... , u,¡, }, 

TI = {b¡ ,bz, .. . ,bk } Y e = {c¡ , 14, ... ,Ck}' Colocamos los puntos de ii en el lado 

ah, de modo que estén cercanos al vértice a (distancia menor que 1 es suficien

te). Los colocamos en el orden de los subfndices. De la misma manera colocamos 

los puntos de b en el lado be, cercanos al vértice b y los puntos de e en el lado 

ca, cercanos a c. Los vértices del triángulo no necesariamente forman parte de la 

colección. Tenemos entonces n = 3k puntos en posición convexa. 

Demostraremos que cualquier par de puntos de esta colección tiene cobertura 

circular a lo más r~ 1 + 1 = k + 1. Mediante una leve perturbación de los puntos 

podemos obtener una colección en posición estrictamente convexa (no tres coli

neales) en la que se cumple el mismo resultado. La situación se presenta en la 

Figura 1.2. 
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Figura 1.2: Una colección convexa que realiza la cota mfnima de cobertura circu

lar. 

Es evidente que hay parejas para las cuales la cobertura circular es muy pe

quena, por ejemplo todas las consecutivas en el cierre convexo o las que están 

sobre el mismo lado del triángulo. Basta entonces analizar pares de puntos en 

lados distintos del triángulo. 

Consideremos los puntos a¡, bj • Por la simetría de la configuración, para pun

tos en otro par de lados el anál isis es el mismo. Sea Co,!)j el círculo que pasa por 

a; y bj y es tangente al iado be. Este círculo únicamente interseca al conjunto ti en 

el punto bj • 

Notemos además, que CO ;!)j no cubre al punto q que está a distancia t de e 

sobre el lado ca (Figura 1.3), pues este punto está en la intersección de ca con el 

círculo V o -el diametral por la mediana incidente en a-, y el centro de COi!)j está en 

el o/ro semiplano que la mediana determina (el que contiene a b). Emonces el 

círculo deja fuera a todos los elementos de e cubriendo a lo más a los k puntos de 

ii y a bj , por lo que cc(a;,bj ) :::; fil + 1. 

Como mencionamos, el resultado permanece válido si los puntos se encuen

tran en posición estrictamente convexa. De hecho, siempre es posible construir 

una curva muy cercana al segmento dado y colocar sobre ella los puntos de modo 

que por cada uno pase un círculo tangente. 
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¡ {\\ 
q ,' \\ 
, 

.: 
.1 \ 

Figura 1.3: El círculo C a¡bj cubre a lo más un tercio de los puntos. 

También en [10] se presenta un ejemplo de una colección finita de puntos en 

posición general en el que por toda pareja de puntos pasa un círculo que cubre a 

lo más la cuarta parte de! total. Describiremos aquí este ejemplo. 

Partiendo de la construcción para el caso convexo tomamos como base un 

triángulo equilátero con lados de longitud uno, vértices a, b, e, y m el punto medio 

del lado ae. 

Con~ideramos el círculo de centro e y radio uno, observemos que la mediatriz 

de ab lo cruza en dos puntos, uno en cada uno de los semiplanos que la recta por 

ab determina. De estos puntos, sea f e! punto en el mismo semiplano que contiene 

a e. Ahora, sea e el punto en que la recta a por fm, cruza alIado abo 
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f 

\. 
\ 

\ /' ---,-
-" b b 

(.) (b) 

Figura 1.4: Una colección en posición general de cobertura circular a lo más un 

cuarto. 

Como antes, consideramos losconjunlos 1i,by cy sea ¡ = {JI , 12, ... ,!A} Co

locamos los 3k puntos de los tres primeros de la misma manera que en la construc· 

ción anterior, sólo que ahora estarán a distancia menor que ó = d(a, e) del vértice 

que les corresponda. Los últimos k puntos los ponemos sobre el segmento fe cero 

canos a f (a distancia menor que ó). En esta colección los puntos están sobre los 

segmentos indicados aunque, sabemos. es posible realizar una leve perturbación 

para evitar que haya tres puntos colineales y el resultado se seguirá cumpliendo. 

Tenemos así . una colección de 11 = 4k puntos que podemos suponer en posi

ción general. La situación se muestra en la Figura 1.4 (a). 
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Siguiendo la estrategia anterior. el objetivo es mostrar que para cualquier pa

reja de puntos es posible encontrar un cfrculo que pase por ellos y cubra a lo más 

J.: + 1 puntos. Para parejas de puntos en el triángulo sabemos que esto siempre es 

posible. Para las parejas formadas por algún punto en J tenemos tres casos, sean 

/;E l,' 

1. bj E b. En este caso consideramos el cfrculo CI, ~j por t¡ y bj , tangente a 

la recta que pasa por be, o sea que sólo la toca en el punto bj • De los dos 

semiplanos que esta recta determina, e J;bj está en el que contiene a f por lo 

que no illlerseca a ninguno de los conjuntos a y e (Figura lA (a». Así. a lo 

más cubrirá al conjunto 7 U {bj }. 

2. Cj E C. Ahora consideramos el círculo e/,Cj que pasa por la pareja dada y 

es tangente a la recIa por ca, o sea que únicamente toca al conjunto e en el 

punto Cj . De los dos semiplanos que la recta determina, C/; cJ está en el que 

contiene al punto f por lo que no cruza a los conjuntos a y b (Figura 1.4 (a». 

Entonces, a Jo más cubrirá a 7 U { Cj}. 

3. aJ E Q. Como en los casos anteriores tomamos el círculo Cf¡aJ que pasa 

por el par de puntos y es tangente a la recta que pasa por f y e. Como 

todos los puntos de a están a distancia menor que ó de a, sf es posible tomar 

este círculo. Notemos que únicamente toca al conjunto 7 en el punto f¡ 

y no cruza a los conjuntos e y b, por lo que a lo más cubrirá a a u {J¡} 

(Figura 1.4 (a». 

La Figura lA (b) muestra algunos ejemplos de círculos con este tipo de parejas. 

1.3. Cobertura Circular en colecciones de puntos 

Presentamos aquf el resultado principal de [18]. Este fue el primer resultado 

que se obtuvo sobre cobertura circular. La medida utilizada en este caso es la 
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cardinalidad y se trabaja en colecciones finitas de puntos en el plano. Iniciaremos 

con un poco de notación y algunas observaciones de utilidad. 

Si a es vfrtice de un polígono. <fa denota el ángulo incidente en f l y también 

su magnitud. Dados dos puntos x , y E R2, xy denota el segmento que los une y. 

mientras no haya confusión. denotará también la longitud de tal segmento. Para 

la tenninología y resultados concernientes a la Teoóa de Gráficas usaremos como 

referencia [8). 

El siguiente es un resultado geométrico simple pero muy útil. como veremos 

a lo largo de este trabajo. 

Lema 1.3.1 Sean UI,1.'"2. V3 Y U~ cuatro puntos en el plano que forman U/I cua

drildlero convexo. Si ·VI Y t.'3 son vértices opuestos en él y la sl/ma de sus dnglllos 

incidentes es a lo más 11". entonces lodo círculo que pasa por ellos cubre alguno 

de los otros dos puntos. 

Demostración. Sean A = VI '-'2t-'3V4 el cuadrilátero convexo rormado por los pun

tos dados y e un círculo que pase por VI y L'3 . Notemos que V:z y V4 se encuentran 

en lados opuestos del segmento VIV:l. 

"4 

Figura 1.5: A = VIV:!V:3V4. B = VIXVaY 
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Si e no los cubriera entonces ¡;21':l Y V4 !"\ cru7.arían aC,en los puntos x , y. que 

formarían con VI y 1'3 un cuadri látero circular B = V¡ X U3Y. Claramente B e A y 

por tanto los ángulos incidentes a VI y V:! en .-1. son ambos mayores a los ángulos 

que forman en B. De igual manera <Ix y <ly son ambos mayores que <[1I2 y 4 U4 

respectivamente y por lanlO <u + <ly > <I:¡ '2 + <1U4_ Por hipótesis tenemos que 

<1ul + <tI/;¡ :::; 11" por lo que <lt)z + <lV4 ~ ¡r. pues la suma de los ángulos interiores 

de cualquier cuadrilátero es 211". Sin embargo. B es un cuadrilátero circular por 10 

que <tx + <ly = 11" lo cual nos lleva a una contradicción. • 

Una consecuencia inmediata de este lema en el contexto de la cobertura circu

lar es el siguiente 

Corolario 1.3.2 Si cuatro pUIIIOS en Pn ! orlllofl un cuadrilátero convexo en/ol/ces 

u/gil/lO de los pares de vtrtices Opllestos en II tiene cobertura circular, respecto 

de la cardinalidad, al mellos 3. 

Observemos también que si en un cuadrilátero convexo A = V It12V:lV4 , se 

cumple que <fVI + <f1,.) < 'Ir entonces hay una infinidad de círculos que pasan por 

VI . y t.'3 Y cubren a los cuatro pumos dados. 

Recordemos que el Teorema de Sylvester para círculos afinna que si en Pn to

do par de pumos tuviese cobertura circular al menos cuatro, entonces la colección 

sería circular. Desde luego este es un caso peculiar pero, podemos preguntarnos 

por las condiciones que garanticen la existencia de alguna pareja de cobertura 

circular cuatro (o más). El corolario anterior y la observación posterior, nos ase

guran que puede haber muchas parejas por las que pasen infi nidad de círculos que 

cubran al menos cuatro puntos en colecciones arbitrarias. Queremos, entonces, 

asegurar la existencia de una pareja que cubra "muchos" puntos de la colección. 

Para esto, según afinna el Lema 1.3.1. resulta muy úti l saber cuántos cuadriláteros 

convexos puede haber. 

Dada una colección P" de n puntos en el plano, consideramos la gráfica , 

G( P',), inducida por la colección, es decir. la gráfica cuyos vértices son los puntos 
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de p .. y cuyas aristas son todos los segmentos entre pares de puntos. Observemos 

que contar los cuadriláteros convexos en Pn , es equivalente a contar los pares de 

aristas que se cruzan en C{Pn ). 

Sea I{Pn) el número de pares de aristas que se cruzan en C(P,,). La 8ráfica 

completa de orden t, K" es aquella con t vértices y todas las adyacencias posibles 

enlre ellos ([81). El Teorema de Kuratowsk.ii asegura que en cualquier dibujo en el 

plano de Ks -la gráfica completa de orden cinco- hayal menos un par de aristas 

que se cruzan. EsIO nos proporciona de manera inmediala una eslimación para 

¡ (P.). 

Lema 13.3 I(P"l';:: 8 
Demostración. Por cada conjunto de cinco puntos tenemos al menos un par de 

ariSlas que se cruzan. Hay (;) de ellos, pero cada cruce pertenece exaclamente 

a n - 4 subconjuntos de cinco elementos de p ... Dividiendo por este número 

eliminamos las repeticiones y obtenemos el resultado. • 

Definición 1.3.4 Una pareja de puntos a, b domina a la pareja c,d, y denotamos 

ab ..... cd, si los segmentos ab y cd se cruzan y cada drculo que pasa por ah cubre 

a/8l1no de los puntos c ó d. 

~ 

Partiendo de P" construimos la di8rájica de dominación, G [, de la colección 

de puntos, como aquella en la que cada vértice representa una pareja cualquiera 

de punlos y dos vértices son adyacentes si los segmentos correspondientes a tales 

parejas se cruzan. Después la orientamos de acuerdo a la relación de dominación 

entre parejas: pondremos la flecha del vértice que representa al par a, b hacia el 

vértice que representa al par c, d si Y sólo si ah ..... cd. En caso de que los puntos 

a, b, c, d formen un cuadrilátero circular elegimos arbitrariamente una dirección. 

En los términos del Lema 1.3.1. si cuatro puntos en el plano VI, til, ti3 Y V4 

forman un cuadrilátero convexo en el que V I y Va son vértices opuestos y la suma 

de sus ángulos incidentes es a lo más 'ir entonces VIVa ..... lI2V4 . 
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Evidentemente en cualquier colección de cuatro puntos en posición convexa 

hay dos parejas de vértices opuestos y alguna de ellas domina a la otra. Única

mente si los puntos se encuentren en JXlsición circular la relación de dominación 

es simétrica. 
~ 

Notemos que G I tiene exactamente 1 (Pn ) aristas y e) vértices, entonces cltis-

te un vértice con exgrado al menos I (P,, )/G) "'" !:r~~i. 
Por el lema anterior, 

2/ (1',,) 
71(11 1) 

> 
n{n l )(n 4) 
2(" - 2)(" - 3) (u - 2)(" - 3) 

"" = 5' 60 

La existencia de tal vértice en C; representa en p .. a dos puntos p, q que dominan 

al menos otros r (n-2jbn-a) 1 pares de puntos de [a colección. Esto es, p y q forman 

cuadriláteros convexos con tales pares y cada cfrculo por ellos cubre al menos a 

un punto de cada uno de estos pares. Tenemos entonces el resultado siguiente: 

Teorema 1.3.5 Hay un par de puntos p, q E P" tal que cc(p, q) ::: r";/l + 2. 

Demostración. Sabemos que existen dos puntos p, q E P" tales que todo círculo 

por ellos cubre al menos r("-2~"-3)1 de los pumos restantes de la colección. 

Cada uno de los puntos cubienos es miembro de a lo más n - 3 parejas, por lo 

que, todo círculo por p, q cubre al menos r (,,-2~,,-3)/(n - 3)1 = r("~2)1 pumos 

de la colección. Contando también a p y q obtenemos el resultado. • 

En este mismo orden de ideas, es posible mejorar levemente la cota mediante 

la utilización del resultado principal de (2), que establece que el número de cruce 

de una gráfica geométrica completa de orden n, está acotado inferionneme por 

¡ l,J l";'J l";'J lO;']' 
Aplicando este resultado a la gráfica que construimos a partir de F ... que tam

bién es una geométrica completa, tenemos una mejor aproximación para I(F,,} 
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que la que obtuvimos en el Lema 1.3.3: 

--> 
Procediendo de la misma manera que antes, garantizamos en G 1 la existencia de 

un vértice cuyo exgrado es al menos, 

2I{Pn ) 

n(n - 1) 
> lIJ l~J l~J l~J 

2n{n - 1) 
(n - l)(n - 2)(n - 3)(n - 4) 

> 
32n(n - 1) 

(n - 2)(n - 3){n- 4) 

32n 

con el mismo razonamiento usado para demostrar el teorema anterior, afirmamos 

que: 

Hay un par de puntos p, q E Pn tal que cc(p, q) 2 r (n-;~~-4) 1 + 2 ~ f2. 

1.4. Algunos resultados relacionados 

El estudio de las relaciones de contención entre colecciones de puntos y CÍrcu

los que generó el surgimiento del concepto de cobertura circular, ha dado pie a 

la realización de interesantes investigaciones. A partir de la publicación de [18], 

en donde se estableci6la Conjetura 1, se publicaron varios artículos mejorando la 

cota que ahí se dió pero también ha habido otros acercamientos distintos. Así por 

ejemplo en [5] y [4], se dan dos generalizaciones para colecciones de puntos en es

pacios euclidianos de dimensión mayor que dos. Nuevamente la medida utilizada 

es la cardinalidad. 

El siguiente es el resultado principal de [5]: 

Teorema 1.4.1 Para cada entero n 2 1, existe Cn > O tal que si X ~ ]Rn, es un 

conjunto finito de puntos entonces existe A ~ X, IAI ::; !n + 3, con la propiedad 

de que. 

si E es una n-bola tal que E 2 A. entonces lE n XI 2 Cn IXI. 
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En este caso. en seña la fracción de cobertura y A el subconjunto de X que la 

maximiza. Se usa como medida la cardinalidad, pero ahora sobre los conjuntos 

obtenidos de la intersección de X con todas las bolas n-dimensiona1es que con

tienen al conjunto A. Notemos que en el caso n = 2, estamos en el problema de 

cobertura circular en colecciones de puntos respeclo de la cardinalidad. Elteore

roa estima también ellamaño máximo que A puede alcanzar. Por ejemplo. para el 

caso TI = 2, dirfa que cualquier colección finita de puntos -el conjunto X" con

tiene un subconjunto A, de tamaño a lo más 4. y que existe una constante ~ > 0, 

(claramente también ~ :5 1) tal que todo círculo que contenga a A. contiene al 

menos c21XI elementos de X. En este contexto. C2 representa la fracción de co

bertura que nosotros buscamos y aunque en el artículo no se brinda una estimación 

de su valor, su cllistencia queda definida para toda dimensión. Para la cobertura 

circular en colecciones finitas de puntos en IR:? sabemos que el conjunto A podría 

constar únicamente de dos puntos. 

Posterionnente, en [41, el resultado anterior se generaliza para elipsoides. 

Teorema 1.4.2 Para cada entero n 2:: 1, e.risle c.. > O tal que si X ;; R", es un 

conjunto finito de puntos entonces existe A !;;; X , IAI :5 ltn(n + 3)J + 1, COI! la 

propiedad de que, 

si E es un elipsoide tal qlle E ;2 A, entonces lE n XI 2:: c..IX I· 

Aquí tampoco se da una estimación de la fracción de cobertura, aunque se 

reduce el tamaño de A (en el caso de dos dimensiones, IAI ::5 3). 

En [10] se establece una mejor cota inferior de la fracción de cobertura dada 

en [18]. La cota dada ahí es iT. El artículo incluye también la demostración de 4 
como cota exacta para el caso convexo (Teorema 1.2.4 de esta tesis). 

Casi simultáneamente a la publicación de este resultado, en [9] se publicó una 

nota proponiendo una leve mejoría de la cota. Si bien este incremento no fue muy 

grande. la demostración utilizada presenta un argumento bastante original e inge

nioso. Se trata de identificar en la gráfica de intersección asociada a la colección 
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de pUnlOS, una subgráfica inducida por los pares de puntos que 11() son buenos can

diootos para maximizar la cobertura. Esto es, al considerar todas aquellas parejas 

de puntos por las que pasa un cfrculo vado y luego observar la gráfica que ellos 

inducen, se encuentra que se tnlla de una gráfica plana y por tanto se puede esti

mar fácilmente su tamaño. Tras eliminar esta subgráfica se obtiene la reducción 

deseada subiendo de ~ a j;¡. 
En [1 l. se presenta un resultado también en el plano que generaliza para co

lecciones de conjuntos. Definamos primero algunos conceptos esenciales para la 

presenlación del resul tado. 

Definición 1.4.3 Dos conjuntos cO/wexos compactos S y T, se cruzon entre s(, si 

los conjuntos S \ T y T \ S no son conexos. 

Definición 1.4.4 Un conjunto se llama es/rictamenu convexo, sj es conve.to y 110 

¡iene segmentos recti/{neos en lo frontera. 

En este artículo se demuestra que, 

Teorema 1.4.5 Si 41 es Uflll familia de n conjuntos convexos compactos que no 

se cruzan en/re s( dos a dos y S es un conjunto compacto estrictamente convexo 

entonces hay dos elementos Si, Sj E 41 lales que cualquier conjunto S' homoré/jco 

a S, que contenga a Si y Sj, contiene al menos r";.21 elementos de 41. 

Contrariamente a los resultados anteriores (Teoremas 1.4.1 y 1.4.2), aquí se 

demuestra que no es posible generalizar este resultado para dimensiones mayores 

que 2, presentan una familia de n conjuntos convexos ajenos en R3 con la propie

dad de que para cualquier subcolección de ellos, existe una esfera que los contiene 

y no contiene algún elemento más de la familia. 

Regresemos a la cobertura circular en colecciones de puntos. Como habíamos 

mencionado en la Sección 1.2 hasta ahora, el mejor valor para la fracción de co

bertura en colecciones de puntos es de 4~7' Este resultado está publicado en [12] y 

10 incluimos a COnlinuaciÓn. 
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Teorema 1.4.6 En cualquier colección p" . exisle un par de pUlllas para los que 

todo cfrcu{o por ellos cubre al menos r 4~? 1 puntos de la colección. 

La demostración se realiza usando un poderoso argumento de conteo y la cons

trucción, a partir de la colección de pumos, de los diagramas de Varona; de orden 

k. En el artículo se obtiene también la cota de un tercio para el caso convex.o como 

consecuencia de este resultado. 

Presentaremos aquí un resumen de la demostración. para lo cual necesitaremos 

algunas definiciones. 

El diagrama de Varona; de primer orden es el más conocido y estudiado 

en Geomerna Computacional. Se define con respecto a cierto conjunto finito de 

objetos en algún espacio euclidiano (en nuestro caso, R2). El objetivo es obtener 

una descomposición del plano en regiones maximales ajenas, de modo tal que dos 

puntos pertenecen a la misma región, si están más cercanos a un cierto objeto del 

conjunto que a cualquier otro. 

Por ejemplo. si P es un conjunto finito de puntos en el plano, y p E P, este 

punto determina una región R,., formada con los puntos más cercanos a él, es 

decir, R" = {x E IRz I d(x,p):5 d(x,q), 'Vq E P} . 

Estas regiones se encuentran delimitadas por segmentos de recta: algún in

tervalo de las mediatrices entre los pares de puntos a menor distancia. Se tiene 

enlonces una descomposición poligonal del plano, en la que existen también al

gunas regiones no acotadas. Cada región del diagrama, corresponde a un objeto 

del conjunto y contiene a todos los puntos para los cuales este objeto es el más 

cercano (Figura 1.6). 

El diagrama de Voronoi presenta en una forma explícita y manejable la in

fonnaci6n respecto de la proximidad del conjunto de objetos. La idea de cercanía 

queda claramente determinada pues, como apuntábamos, se trabaja en colecciones 

finitas de objetos en espacios euclidianos. Es posible también, definirlo en térmi

nos del más alejado (o el dominante mediante algún tiJXl de relación previamente 

establecida). 
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Figura 1.6: Diagrama de Voronoi de una colección de once puntos en posición 

general. 

Ahora bien, una generalización de este concepto, la proporcionan los diagra

mas de Varona; de órdenes mayores. La definición que presentamos aquí espara 

colecciones fi nitas de puntos en el plano en posición general. 

Definición 1.4.7 S; P es un conjunto finito de puntos en el plano, el diagrama 

de Voronoi de orden k, es la descomposición del plano en regiones maximales 

ItJlesque para cualquier par de puntos x,y en una región, los kpunlos de P, nufs 

cercanos a x, son los k puntos de P, más cercanos a y. 

Hay que aclarar que :t y Y son puntos en la región pero no necesariamente 

en P. Por supuesto, esta definición sólo tiene sentido si k toma vaJores enteros 

entre 1 y IPI - L Intuitivamente, dado el parámetro k, se asocia a cada S" e P 
-subconjunto de P de cardinalidad k- con la región de todos los puntos x E R2, 

tales que [os k puntos de P más cercanos a x, son precisamente los k elementos 

de Sk (Figura 1.7). 

Una presentación más completa acerca de este concepto y sus aplicaciones, 

se encuentra en [ ll }. Ahr, se muestra que los diagramas de Voronoi de órdenes 

mayores generan una descomposición del plano en regiones poligonales ajenas 

cuyas aristas son algunos intervalos de [as mediatrices de las parejas de puntos de 
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• • 

• 

Figura 1.7: Diagramas de Voronoi de segundo y tercer orden para la misma colec

ción de pumos dada en la Figura 1.6. 

P. Este es precisamente el hecho que se usa en la construcción de [12] y que a 

continuación exponemos. 

Sea Pn una colección de n puntos en el plano en posición general. Por cada 

pareja de puntos p, q E Pn• consideremos su mediatriz 1"" y la familia de círculos 

coaxiales cuyo eje radical es el segmento pq. Todo círculo de esta familia tiene su 

centro precisamente sobre lpqo 

Como estamos suponiendo que los puntos están en posición general entonces 

hay exactamente n - 2 círculos de la familia que pasan por un tercer punto de 

Pn . Marcamos el centro de cada uno de ellos en IPII' Estos centros definen una 

colección de n-l intervalos abiertos en la recta, dos de los cuales no son acotados. 

Ahora etiquetamos cada intervalo 1 E lpq con un valor entero positivo que indique 

el número de puntos de P" que cubre todo círculo que pasa por pq y tiene su centro 

en l. Observemos (Figura 1.8): 

• todas las etiquetas tienen un valor mayor o igual que dos . 

• en intervalos adyacentes, la diferencia entre las etiquetas es exactamente 

uno, 
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• la etiquetación incrementa sus valores conforme se aleja del CÍrculo de 

diámetro pq. 

Figura 1.8: Etiquetación de la mediatriz de p , q. 

En [19] Y [11] se demuestra que uno de estos intervalos es una arista del dia

grama de Voronoi de orden k si y sólo si su etiqueta es k + 1. Así por ejemplo si 

en una mediatriz sucede que todas sus etiquetas son mayores que 2 ninguno de sus 

intervalos es arista del diagrama de Voronoi de primer orden. Análogamente, para 

una mediatriz en la que todas sus etiquetas son mayores que algún cierto valor 

t E N sus intervalos únicamente podrán ser aristas de los diagramas de Voronoi 

de órdenes mayores que t - 1. 

Lo que se pretende es obtener el máximo valor de k para el cual haya alguna 

mediatriz que no contenga aristas de ninguno de los diagramas de Voronoi de 

órdenes 1 a k. Para esto, en [12], los autores utilizan el resultado de [17] (también 

en [11]) que enunciamos aquí sin demostración. 

Definición 1.4.8 p' ~ Pn , es un i-conjunto de Pn , si se obtiene de la intersecci6n 
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de P" con algún semiplallo y tiene cardinalidad i . El número de i-conjulltos de 

p .. se denota por e¡(P,,). 

Teorema 1.4.9 Si Pn es un conjunto de n puntos en el plano. en posición general. 

e/ número de aristas del diagrama de Voronoi de orden k es 

.-, 
(6k - 3)n - 3k' - "(P") - 3 L ' ;(p" ) 

¡ ... 1 

paral :5 k :5n- l. 

Asf. para maximizar el número de aristas del diagrama de Voronoi de orden k 

habrá que minimizar el número de i-conjumos de la colección para 1 :$ i :5 k. 

En la última sección de [12] obtienen el resultado más fuerte del artículo que 

brinda una cota inferior para este número, ellos demuestran ahí que 

y. tras hacer las cuentas, concluyen que el número de aristas de la unión de todos 

los diagramas de órdenes 1 a k, asociados a una colección de n puntos en posición 

general es a lo más 

3k n - 3k2 
- 3k (1.1) 

Ahora, en Pn hay m mediatrices por lo que habrá que obtener el valor de k para 

el cual 

3kn - 3k2 
- 3k < G). 

Es decir se busca el intervalo de valores de k E [1, n] en los cuáles la func ión 

tP¡(k) = 3kn - 3k2 - 3k - (;) es menor que cero. Los autores obtienen en [ 121 

que esto sucede siempre que 

k < n- l _ ( (n _ 2)2 _ 2:.) ~ :;::: ~. 
2 12 12 4.7 
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Asf, mientras k sea menor que r f¡ 1 las aristas de. los primeros k diagramas 

de Voronoi no alcanzarán para tener representante en cada una de las mediatri

ces de la colección P" , existiendo. entonces, al menos una pareja de puntos cuya 

mediatriz no tenga ningún intervalo que sea arista de los diagramas de Voronoi 

de órdenes 1 a k, o, dicho de otra manera, todas sus etiquetas tendrán valores 

mayores o iguales que k. 

En términos de cobertura circular, esto indica que cualquier círculo que pase 

por la pareja descrita, cubrirá al menos k puntos de la colección. 

Si la colección está en posición convexa, pero sin tres colineales, entonces 

• 
~ ,,(Po) ~ "n 
jo: ! 

y por tanto la cota superior para el número de aristas de la unión de los diagramas 

de Voronoi está dada por 

3 
2kn - 2(1" + k), (1.2) 

y enlonces, para este caso, se busca k tal que 

Es decir, se busca el intervalo de valores de k E [1, nJ en los cuáles la función 

~(k) = 2kn - Hk2 + k) - e) es menor que cero. Esto es cierto siempre que 

k< rn 
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Capítulo 2 

Colecciones de puntos bicoloreados 

2.1. Introducción 

En este capítulo estudiamos una versión modificada del problema original de 

cobertura circular en colecciones de puntos en el plano. Consideraremos ahora 

colecciones de puntos a los que se ha asignado una 2-coloración balanceada, esto 

es, los puntos son coloreados con dos colores de modo que las clases cromáticas 

tengan el mismo número de puntos. Nuevamente la medida a utilizar será la car

dinalidad y nos preguntamos por la existencia de una pareja de puntos que realice 

la cobertura circular máxima pero ahora con la restricción de que esta pareja sea 

bicolor. 

Demostraremos que para puntos en posición circular es posible encontrar una 

pareja bicolor de cobertura circular mayor o igual que un medio. Después estudia

remos las colecciones bicolores en posición convexa no circulary demostraremos 

la existencia de alguna pareja bicolor de puntos de cobertura circular al menos un 

octavo. Mediante la utilización de las técnicas de [12] es posible incrementar un 

poco este valor, aproximadamente a un séptimo. Conjeturamos que la cota exac

ta para este caso es un cuarto. Demostraremos que en ciertas coloraciones esta 

fracción es exactamente un cuarto y presentaremos un ejemplo de una colección 

27 
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bicolor balanceada en posición convexa en la que no hay alguna pareja bicolor de 

cobertura circular mayor a un cuarto. 

Por último analizaremos el caso en posición general en el que daremos una co

ta inferior de 12 del total, para alguna pareja bicolor y, mediante el procedimiento 

usado en [12J,la incrementamos hasta aproximadamente un onceavo. 

Dados dos puntos a. b, denotamos por Cab a un círculo que pasa por ellos y 

Cab para referimos al círculo y su interior. En el caso particular de que se trate del 

círculo de diámetro ab, lo denotamos como 'Vab . 

La recta Pab, definida por dos puntos a. y b, divide al plano en dos semipla

nos: E(ab) y E(ba.) (ninguno contiene a Pab). En un círculo Cab , el segmento ab 

'L(ab) 

'L(ba) 
b 

Cab 

Figura 2.1: Las regiones definidas por un círculo Cabo 

determina dos regiones (Figura 2.1) que denotaremos como sigue: 

C(ab) = (Cab n E(ab)) U {a , b} y C(ba) = (Cab n E(ba)) U {a, b} 

Como definimos en la sección 1.3, un círculo cubre a un punto, si éste pertene

ce al círculo o a su interior. De la definición de C(ab) y C(ba) es claro que ambas 

regiones cubren a los puntos a y b. 
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2.2. Puntos en posición convexa 

Sea P2n una colección de 2n puntos en el plano, n rojos, n azules, en posición 

estrictamente convexa, esto es, los puntos están en posición convexa y sin que 

haya tres colineales. 

Etiquetaremos los puntos de la siguiente manera: tomamos un punto cualquie

ra en la colección y lo llamamos aQ. Recorriendo el cierre convexo en sentido 

positivo, el siguiente punto encontrado será al. Seguimos avanzando en esta di

rección y etiquetamos los puntos encontrados incrementando el subíndice hasta 

llegar al an-l ' Al punto siguiente lo llamamos be y seguimos etiquetando hasta 

bn- l • 

La siguiente observación es evidente, como puede comprobarse al examinar 

la Figura 2.2. 

Figura 2.2: Cota inferior para cc(a, b). Aquí IC(ab)nP2n l ~ Ay IC(ba)nP2nl ~ A. 

Observación 2.2.1 Sean a, b E P2n, si existe un círculo Cab tal que cada una de 

las regiones C(ab) yC(ba) cubre al menos A puntos de P2n, entonces cc(a, b) ~ A. 
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Es evidente que cualquier otro círculo que pase por a y b contiene alguna de 

las regiones definidas por Cabo 

Si a, b E P2n , definimos los conjuntos siguientes: 

P(ab) = (P2n n ¿; (ab)) U {a, b} y P(ba) = (P2n n ¿;(ba)) U {a, b}. 

Nota 1 Con frecuencia abusaremos de la notación, usando simplemente C(ab) al 

referimos al conjunto C(ab) n P(ab), para algún círculo Cabo 

Iniciamos calculando la cobertura circular en el caso más sencillo, cuando 

todos los puntos se encuentran sobre un círculo. 

Teorema 2.2.1 Si P2'I es una colección circular existen p, q E P2n , un par bicolor 

de puntos tales que cc(p, q) 2:: n. 

Demostración. Sea C el círculo que cubre a P2n . Si ao y an-l tienen distinto color, 

terminamos. Esta sería una pareja bicolor y cada una de las regiones C(aoan-l) y 

C(an- laO), cubre al menos n puntos. Por la Observación 2.2.1 , cc(ao , an-l) 2:: n. 

Supongamos entonces que estos puntos son del mismo color y consideremos 

ahora la pareja ao, bo. Usando el mismo razonamiento observamos que si es bico

lor, hemos terminado. Si no, consideramos ahora la pareja al , bo Y si fuese bicolor 

terminamos. Continuamos con este proceso verificando· las parejas a; , bi - l y a i , bi . 

Eventualmente llegaremos a una bicolor y por la Observación 2.2.1 concluimos . 

• 
Como en la sección 1.2, llamamos fracción de cobertura al cociente 1'7.:1)' 

cuando p, q es un par de puntos que realiza la cobertura circular máxima. 

Analicemos ahora el caso en que la colección está en posición convexa pero 

no es circular. Para el caso sin colores, presentamos en el capítulo anterior el 

resultado de [10] que demuestra que la fracción de cobertura es ~ y es exacta. 

Vimos un ejemplo en el que no es posible encontrar una pareja de cobertura mayor 

a un tercio (Figura 1.2). Por supuesto esta fracción no puede ser mayor al agregar 
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colores. Como consecuencia del Teorema 1.2.4, podemos dar fácilmente una cota 

inferior de ~ para este caso. 

Teorema 2.2.2 Hay una pareja bicolor p, q E P2n , tal que cc(p, q) ~ r¡l + 1. 

Demostración. De la demostración del Teorema 1.2.4 sabemos que existen una 

Figura 2.3: De la demostración del Teorema 2.2.2. 

pareja p, q E P2n Y un círculo Cpq que cubre a la colección y tal que IC(pq)1 > 
r~l + 1 Y IC(qp) I ~ r~l + 1. Evidentemente si p, q es bicolor, hemos terminado. 

Supongamos entonces que ambos puntos son rojos. Como Cpq cubre a P2n , 

alguna de las regiones, C(pq) ó C(qp) cubre al menos r~l + 1 puntos azules, 

digamos que tal región es C(qp) y tomemos ahí el punto azul a que minimice el 

ángulo formado con pq (Figura 2.3). 

Sea C', el círculo que pasa ·por p, q y a. Alguno de los segmentos qa ó ap, 

determina en C' una región en la que hayal menos r:il + 1 puntos azules. La otra 

región contiene a C(pq). Por la Observación 2.2.1 concluimos que alguna de las 

parejas q, a ó a, p cumple el resultado. • 

Hay algunas coloraciones para las que es posible mejorar este valor hasta un 
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cuarto y conjeturamos que este sea el valor exacto para toda bicoloración balan

ceada en una colección convexa. 

Es claro que si hubiese muy pocos puntos encontrar una pareja de cobertura al 

menos un cuarto resulta trivial pues f~l > 2 <=> n 2: 5, es decir,las colecciones 

interesantes tienen al menos cinco puntos en cada clase cromática. En lo sucesivo 

supondremos que este es el caso y también que no hay cuatro puntos en posición 

circular. 
--> 

En la Sección 1.3 definimos la digráfica de dominación, G 1, de una colección 

de puntos en el plano. Denotamos por G 1 , a la gráfica subyacente a esta digráfica 
--> 

(la gráfica no orientada con los mismos vértices y adyacencias de G 1). 

El siguiente lema nos proporciona una cota inferior para la cobertura circular. 

Es válido también para colecciones no coloreadas. 

--> 
Lema 2.2.3 Sean P una colección de puntos en el plano y G 1 su digráfica de 

dominación. Si G 1 ~ Kt , t 2: 3, entonces existe en P una pareja p, q tal que 

cc(p, q) 2: ft-;11 + 2. 

Demostración. La gráfica Kt representa en G 1 un conjunto de t parejas indepen

dientes tales que los segmentos que definen se cruzan dos a dos. Es fácil verificar 

que son independientes ya que si hubiera dos de ellas compartiendo un punto sus 

segmentos correspondientes no se cruzarían entre sí. 

En Kt se tiene la orientación inducida por la digráfica de dominación. No es 

difícil constatar que existe en Kt un vértice cuyo exgrado es al menos f t-;11 . Este 

vértice representa una pareja p, q E P tal que pq cruza al menos a otros ft-;11 
segmentos y domina a las parejas formadas por sus extremos. 

Esto quiere decir que todo círculo Cpq , cubre al menos uno de los puntos de 

cada una de las ft-;11 parejas y como estas son independientes no hay puntos 

contados doblemente. 

Contando a p y q se tiene el resultado. • 
-+ 

Para la demostración de los siguientes resultados consideraremos B 1, la sub-
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--+ 
digráfica de G 1 , inducida por los segmentos bicolores de P2n . Es decir, aquella 

digráfica en la que cada vértice representa un segmento bicolor de P2n , dos vérti

ces son adyacentes si provienen de dos segmentos que se cruzan y tiene la orienta

ción inducida por la relación de dominación entre parejas: si pq -+ p' cf, entonces 
--+ 

en B 1 estará la flecha del vértice que representa a pq hacia el correspondiente a 

p' q' (indicando con esto que todo círculo por pq cubre alguno de los extremos de 

p'q'). 

Como supusimos que en P2n no hay cuatro puntos en un círculo entonces no 

hay flechas simétricas en esta orientación. El siguiente es un corolario inmediato 

del lema anterior. 

Corolario 2.2.4 Si B 1 :J K t , t ~ 3, entonces hay en P2n una pareja p , q bicolor 

talque cc(p , q) ~ rt;ll + 2. 

Revisaremos la cobertura circular en una clase particular de coloraciones. Demos

traremos que en ellas la fracción de cobertura es al menos un cuarto. 

Definición 2.2.5 Una coloraci6n de P2n es separada si es posible encontrar una 

recta tal que en cada uno de los semiplanos que define hay puntos de un s6lo 

color. 

Definición 2.2.6 Una pareja a, b E P2n es bisectora si los conjuntos que define 

contienen la misma cantidad de puntos, es decir, si IP(ab)I-IP(ba)1 = O. 

Teorema 2.2.7 Si en P2n , n ~ 5. la coloraci6n es separada entonces existe una 

pareja bicolor p, q E P2n tal que cc(p , q) ~ r~l + 1. 

Demostración. Como,las clases cromáticas están separadas, hay exactamente dos 

parejas bicolores de puntos consecutivos en el cierre convexo. Supongamos que 

una de estas parejas es bOan-l' Entonces, todas las parejas G.ibi , i = 1, ... , n son 

bicolores. Notemos que estas parejas son independientes y además bisectoras por 
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Figura 2.4: De la demostración del Teorema 2.2.7. 

lo que, de la convexidad de la colección, los segmentos que definen se cruzan 2 a 

2 y son independientes (Figura 2.4). 

Hay exactamente n de estas parejas entonces ellas inducen una gráfica com

pleta de orden n en Bl. Por el corolario anterior (2.2.4) se tiene que existe una 

pareja p, q E P2n tal que cc(p, q) 2 fn211 + 22 f%l + 1. • 

En este tipo de coloraciones existen "muchas" parejas bicolores bisectoras 

que se cruzan entre sí. Esto induce una subgráfica completa grande en la gráfica 

de dominación y de ahí se sigue el resultado. Sin embargo, no siempre podemos 

asegurar la existencia de tales parejas (Figura 2.5). 

'? 
\ . 

i+ o • 

Figura 2.5: Una colección bicolor sin parejas bicolores bisectoras 
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Trabajaremos entonces con el concepto de pareja bicolor casi-bisectora. 

Definición 2.2.8 Una pareja de puntos a, b E P2n es casi-bisectora, si la diferen

cia entre las cardinalidades de los conjuntos que define en P2n es a lo más dos, es 

decir IIP(ab)1 - IP(ba)1I ::; 2. 

Evidentemente cualquier pareja bisectora es casi-bisectora. 

Enseguida presentamos otro tipo de coloración para la que también es posible 

demostrar que la fracción de cobertura es al menos un cuarto. 

Definición 2.2.9 Una bicoloración de P2n es alternada si todas las parejas con

secutivas en el cierre convexo son bicolores. 

Teorema '2.2.10 Si en P2n , n ~ 5, la coloración es alternada, entonces existe una 

pareja bicolor, p, q E P2n tal que cc(p, q) ~ r~l + 1. 

Demostración. Supongamos que ao es azul. Tenemos dos casos posibles: 

• n par, n = 2k, k ~ 3, 

Como ao es azul, entonces ao, a2, a2(2), ... , a2(k- l), b2(o), b2(l ), .. .. , b2(k-l) son 

todos los puntos azules de P2n , Y por lo tanto el conjunto de todos los puntos 

rojos es {a2i+1 , b2i+l I i = O, .. , k - l} . 

Entonces todas las parejas de la forma a2ib2i+l , i = O, .. . , k-l son bicolores 

y también lo son las parejas a2i+1 b2i+2, i = O, ... , k - 2. 

Es fácil verificar que el conjunto 

A = {a2ib2i+l I i = O, ... , k - l} U {a2i+lb2i+2 I i = O, .. . , k - 2} 

forma una colección de aristas independientes en B l. Los únicos puntos que 

no pertenecen a alguna de estas parejas son bo Y a2k- l (Figura 2.6 (A». O 

sea que A U {bOa2k-¡} es un emparejamiento perfecto en P2n. 

Notemos además que todas estas parejas son casi-bisectoras: 
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cada pareja a2ib2i+l define los conjuntos P(a2i~i+l) Y P(~i+la2i). El pri

mero tiene 2k = n puntos y el segundo 2k + 2 = n + 2, Vi = 0, ... , k-lo 

Para las parejas a2i+l~i+2 tenemos que 

Por la convexidad de la colección se tiene que los elementos de A definen 

(A) 

n=2k, k>l 
(B) 

n=2k-l, k>l 

Figura 2.6: De la demostración del Teorema 2.2.10. 

segmentos que se cruzan dos a dos. Tenemos entonces 2k - 1 parejas bico

lores independientes casi-bisectoras y cuyos segmentos se cruzan dos a dos. 

Entonces en la gráfica Bl. estas parejas generan una gráfica completa de 

orden 2k - 1 Y por el Corolario 2.2.4 se tiene que existe una pareja bicolor 

de cobertura circular al menos r2k;21 + 2 = k + 1 = r~l + 1. 

• n impar, n = 2k - 1, k ~ 3. 
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En este caso, tenemos una colección con 2k-l puntos de cada color. El con

junto de puntos azules es {ao , a2 , ... , a2k-2, b1 , b3 , .... , b2k- 3 } Y el de puntos 

rojos {al, a3, ... , a2k-3 , bo, b2, ... . , b2k- 2}. 

Ahora sucede que todas las parejas de la forma aibi, i = O, ... , 2k - 1 son 

bicolores y forman una colección de aristas independientes en B I, de hecho 

forman un emparejamiento perfecto de los puntos de P2n (Figura 2.6 (B». 

Se cumple además que todas estas parejas son bisectoras: 

cada pareja aibi, define los conjuntos P(aibi) Y P(biai)' Ambos tienen 2k = 
n + 1 puntos, Vi = O, ... , k - 1. 

Nuevamente, la convexidad de la colección garantiza que los segmentos 

inducidos por estas parejas se cruzan entre sí. Tenemos ahora 2k parejas 

bicolores independientes bisectoras que se cruzan dos a dos y que en la 

gráfica B I , generan una gráfica completa de orden 2k. 

Por el Corolario 2.2.4 se tiene que existe una pareja bicolor de cobertura 

circular al menos r2k;11 + 2 = k + 1 = r~l + 1. 

• 
Conjeturamos que para coloraciones separadas y alternadas el valor exacto 

para la fracción de cobertura es, como en el caso convexo sin color, un tercio 

(Figura 2.7). 

. 
o . 

o 

.... 

o 
.0 . 

Figura 2.7: Una coloración alternada y una separada de cobertura mínima. 
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Como vimos, en estas coloraciones el hecho importante fue el de encontrar 

muchas parejas casi-bisectoras ajenas entre sí. Demostraremos enseguida que en 

cualquier coloración balanceada de P 2n> siempre es posible encontrar al menos 

dos parejas bicolores casi-bisectoras. De hecho, como consecuencia del Teorema 

del Ham-sandwich ([ 11)), podemos asegurar la existencia de una de estas parejas 

de modo que sea casi-bisectora para ambas clases cromáticas; es decir, una pareja 

tal que los subconjuntos que determina en la colección tengan casi la misma can

tidad de puntos de cada color, donde casi significa una diferencia menor o igual a 

dos. 

Este resultado es válido para colecciones con al menos cuatro puntos (dos en 

cada clase cromática). Los casos más pequeños se deducen fácilmente como se 

observa en la Figura 2.8 para n = 2 Y n = 3. 

r • ¡ 
I 

I 
o 

a 

¡' 
• 
r 

*
_"" a 

a r 

"". r a 

a~lr 
r a 

.:J 
r a 

Figura 2.8: Las únicas bicoloraciones balanceadas para 4 y 6 puntos 

Se indica con una arista cada pareja bicolor casi-bisectora en la colección. 

Cada una de las parejas mostradas es casi-bisectora en cada clase cromática. De

mostraremos entonces el resultado para coloraciones con al menos ocho puntos. 
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Teorema 2.2.11 En P 2n, n ~ 4, existen al menos dos parejas bicolores que son 

casi-bisectoras en ambas clases cromáticas. 

Demostración. Por el Teorema del Ham-sandwich sabemos que existe una recta 

1 que biseca la colección. Si n es par entonces es posible garantizar además que 

1 biseque simultáneamente ambas clases cromáticas, es decir, que 1 defina en P2n 

dos subconjuntos cada uno de ellos con la misma cantidad de puntos rojos y azules 

(Figura 2.9). Analicemos primero este caso y después el impar. 

Entonces, n = 2k, k ~ 2. La recta 1 está localizada entre cuatro puntos 

de P2n colocados en posición convexa y que forman dos parejas consecutivas 

en la etiquetación definida sobre la colección. Supongamos que tales puntos son 

bn- b ao , an-l , Y bo. 

k azules 

b • o 
k azules 

k rojos 

k rojos 

Figura 2.9: Una recta bisectora en P2n para n par. 

Existen, salvo simetrías, tres maneras en las que estos puntos podrían estar 

coloreados: 

1. Hay exactamente tres puntos del mismo color. 

Todas las coloraciones de este tipo son análogas a la que se observa en 

la Figura 2.10. Digamos que bo, bn- l Y ao son azules y an-l es rojo. En 

este caso, hay dos parejas bicolores casi-bisectoras (en la figura se indican 
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~
an_J a0.-l-----

bn_J 

bo• 

Figura 2.10: La recta bisectora entre tres puntos del mismo color. 

mediante aristas). La pareja Cln-¡, ao separa a la colección en los conjuntos 

P(an-laO) y P(aoan-¡). El primero tiene 2k puntos: k azules y k rojos; en 

el segundo hay 2k + 2 puntos: k + 1 azules y k + 1 rojos. 

La otra pareja es la formada por los puntos lln-¡, bn - 1 que determinan los 

conjuntos P(bn-¡an- d Y P(an_¡bn-¡). Ambos tienen 2k + 1 puntos: en el 

primero hay k + 1 azules y k rojos, en el otro hay k azules y k + 1 rojos. 

2. Hay dos puntos de cada color. 

(a) (b) 

Figura 2.11: La recta bisectora entre dos puntos del mismo color. 

La Figura 2.11, muestra las únicas dos opciones distintas, salvo simetría, 

para una coloración de este tipo. También se indican con aristas las parejas 

bicolores casi-bisectoras. 
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No es difícil comprobar que cualquiera de estas parejas se comporta como 

alguna de las descritas en el caso anterior. Así, en ambos casos hayal menos 

dos parejas bicolores casi-bisectoras. 

3. Los cuatro puntos son del mismo color (azules). 

Digamos que aobo biseca simultáneamente ambas clases cromáticas, enton

ces IP(aobo) I = IP(boao) I = 2k + 1 puntos, k rojos y k + 1 azules. Aquí la 

intención será ir revisando una a una las parejas casi-bisectoras hasta en

contrar alguna bicolor. 

Los sucesores de los puntos ao . bo, en el orden dado por la etiquetación, son 

Figura 2.12: La recta bisectora entre cuatro puntos del mismo color. 

los puntos al, bl • Si alguno de ellos es rojo, terminamos pues estaremos en 

alguno de los dos casos anteriores, de otra manera, tendremos nuevamente 

dos parejas monocromáticas -azules- de puntos sucesivos en el orden dado. 

La nueva cuarteta está formada por los puntos al, bo, b¡, ao (Figura 2.12). 

No es muy difícil comprobar que la pareja albl • tiene el mismo "compor

tamiento" que la pareja aobo. Es decir, es una pareja casi-bisectora: al cam

biar de aobo a albl perdemos un punto azul de P(aobo), el ah pero agre

gamos otro punto azul, el bo, para obtener P(alb1) (y lo mismo sucede con 
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P(bla¡) . Así, tenemos que IP(albo) 1 = IP(boal)1 = 2k + 1. En cada sub

conjunto hay k puntos rojos y k + 1 azules. 

A lo más existen k parejas azules de este tipo: {aObO ,albl , ... ,ak-lbk-d, 

eventualmente llegaremos a un cambio de color y por tanto a alguno de los 

casos precedentes. 

Ahora veamos el caso en que n es impar. Supongamos que n = 2k + 1, k 2': 2. 

Nuevamente por el Teorema del Ram-sandwich sabemos que hay una recta l que 

biseca P2n dejando en cada uno de los subconjuntos casi la misma cantidad de 

puntos de cada color. Esencialmente se usa el mismo razonamiento que en el caso 

impar, analizando las coloraciones posibles de los puntos entre los que se encuen

tra l. 

k rojos 
k+J azules 

k azules k+l rojos 

Figura 2.13: Recta bisectora para P2n con n impar. 

1. Si hay exactamente tres puntos del mismo color (Figura 2.10). 

Como antes, bo, bn- l y ao son azules y an-l es rojo. Hay dos parejas bicolo

res casi-bisectoras. La pareja an-l, ao define P(an-laO) con 2k + 1 puntos: 

k + 1 azules y k rojos; y P(aOan- l) con 2k + 3 puntos: k + 1 azules y k + 2 

rojos. 
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La otra pareja es an-l , bn- 1 que detennina los conjuntos P(bn- 1an-l) y 

P(an-1bn- 1). Ambos tienen 2k + 2 puntos: en el primero hay k + 2 azules 

y k rojos, en el otro hay k azules y k + 2 rojos. 

2. Hay dos puntos de cada color (Figura 2.11). 

En este caso, como habíamos observado, hay dos parejas bicolores casi

bisectoras y cualquiera de ellas se comporta como alguna de las descritas 

en el caso anterior. 

3. Los cuatro puntos son del mismo color (azules) (Figura 2.12). 

Digamos que aobo biseca simultáneamente ambas clases cromáticas, enton

ces IP(aobo)1 = IP(boao )I = 2k + 2 puntos, k rojos y k + 2 azules en el 

primer conjunto y k + 1 de cada color en el segundo. Otra vez la idea es ir 

revisando una a una las parejas casi-bisectoras hasta llegar a un cambio de 

color y por tanto a alguno de los casos precedentes. 

En cada caso se exhiben al menos dos parejas bicolores que separa la colección 

en dos subconjuntos con al menos n puntos cada uno. • 
Definición 2.2.12 Si P es una colección de puntos en el plano, una pareja de 

puntos a, bE P es ~-divisora si 1~IIP(ab)1 ~ ~ y I~I IP(ba)1 ~ ~ . 

Recordemos que P( ab) y P( ba) contienen, ambos, a los puntos a y b. Notemos 

que las parejas bisectoras y casi-bisectoras son también ~-divisoras. 

En estos ténninos, una consecuencia inmediata del teorema anterior, es el si

guiente resultado. 

Corolario 2.2.13 En P2n , n ~ 4, existen al menos cuatro parejas bicolores ~- di

visoras. 
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Demostración. Separamos P2n en dos subcolecciones, PI , P2 , bicolores balan

ceadas con n puntos cada una. Evidentemente ambas colecciones están en posi

ción convexa. Si n es par, entonces cada una de estas colecciones tendrá l' puntos 

de cada color y como n ~ 4, entonces ~ ~ 2. Así, por el Teorema 2.2.11 , se tiene 

que en cada una de las colecciones PI , P2 , hay dos parejas bicolores cada una de 

las cuales separa a la colección a que pertenece en dos subconjuntos con al menos 

~ puntos. Estas parejas son ~-divisoras en la colección total. 

Si por el contrario, n es impar, aunque nuevamente IPII = IP2 1 = n, en cada 

colección habrá r ~ 1 puntos de un color y l1 J del otro. Aquí completaremos am

bas colecciones de manera conveniente: si en PI hay l1 J puntos rojos, tomamos 

en P2 el punto rojo "más cercano" a PI (en el cierre convexo) y lo agregamos a 

PI . Análogamente a P2 hemos de agregar de PI el punto azul más cercano a P 2. 

Ahora ambas colecciones cumplen con el teorema y por tanto en cada una hay 

al menos dos parejas bicolores, cada una de las cuales separa a la colección que 

pertenece en dos subconjuntos con al menos ~ puntos, por lo que son ~-divisoras 

en la colección total. • 

Hemos conjeturado que siempre es posible encontrar una pareja bicolor de 

cobertura circular al menos un cuarto dada cualquier coloración balanceada de 

una colección convexa. Observemos que tal pareja debe ser ~-divisora y de ahí la 

importancia de este último resultado. 

Nuestras observaciones nos llevan a pensar, además, que esta cota es justa. El 

siguiente ejemplo muestra una colección bicolor convexa balanceada en la que no 

hay parejas bicolores de cobertura circular mayor que ~. 

Consideremos un cuadrado de vértices a, b, e, d y lados de longitud uno y 

sea k un entero positivo. Sean a = {a¡ ,a2, ... ,ak} , b = {b¡ ,b2, .. . ,bk } , e = 
{el, e2, ... , ek} Y d = {di , d2, ... , dd , cuatro conjuntos de k puntos cada uno. Los 

puntos de a y e son rojos y los de e y d azules. Colocamos los puntos de a en el 

segmento ab, de modo que estén más cercanos al vértice a, distancia menor que 

~ es suficiente. De la misma manera colocamos los puntos de b, e y d en los seg-
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d 6- --------...... e 

I 
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o 
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a b 

Figura 2.14: No hay parejas bicolores de cobertura circular mayor que ~. 

mentos be, cd y da respectivamente y de modo que estén más cercanos al vértice 

que corresponde con el nombre del conjunto. Notemos que los vértices del cua

drado no necesariamente forman parte de la colección. Tenemos entonces n = 4k 

puntos en posición convexa. La situación descrita se muestra en la Figura 2.14. 

Veremos que por cada pareja bicolor siempre es posible encontrar un círculo 

que pase por ella y cubra a lo más k + 1 puntos. Notemos que las únicas parejas 

bicolores son aquellas formadas por pares de puntos en lados consecutivos. 

Desde luego hay parejas para las cuales la cobertura circular es muy pequeña, 

por ejemplo las cuatro formadas por puntos consecutivos en el cierre convexo. 

Tomemos entonces la pareja bicolor ai,bj , 1 :::;; i , j :::;; k -por la simetría de la 

configuración, los otros casos posibles son totalmente análogos- y consideremos el 

círculo Caibj que pasa por ai Y bj y es tangente alIado be. Este círculo únicamente 

interseca al conjunto b en el punto bj y por la distancia a la que colocamos los 

puntos de los vértices del cuadrado, no interseca a los conjuntos e y d por lo que 

a lo más cubrirá al conjunto a u {bj } . 

Mediante una leve perturbación colocamos los puntos en posición estricta

mente convexa (no tres colineales) y el resultado se sigue cumpliendo. 
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En el capítulo anterior mencionamos que hasta ahora el mejor valor para la 

fracción de cobertura en colecciones de puntos en posición general es de ¿, y 

en la Sección lA, describirnos el procedimiento usado en [12] para obtener este 

valor. Usando una versión modificada de este procedimiento es posible mejorar 

un poco la cota del Teorema 2.2.2. 

Se trata de construir ciertos diagramas de Voronoi asociados a la colección de 

puntos. A diferencia del caso sin colores, en que considerábamos las mediatrices 

de todas las parejas de puntos de la colección, en este caso tomaremos únicamente 

las mediatrices de parejas bicolores. 

Descomponemos cada una de estas rectas en una colección de intervalos aje

nos. Recordemos que los puntos están en posición estrictamente convexa y supon

gamos que no hay cuatro de ellos en un CÍrculo. Entonces para cada par bicolor 

p, q E P2n, hay exactamente 2n - 2 CÍrculos de la familia de CÍrculos coaxiales de 

eje radical pq que pasan por un tercer punto de la colección. Marcamos el centro 

de cada uno de ellos en la mediatriz de p, q obteniendo una colección de 2n - 1 

intervalos abiertos, dos de los cuales no son acotados. Después se etiqueta cada 

intervalo l con un valor entero positivo que indique el número de puntos de P2n 

que cubre todo CÍrculo con centro en l. 

Como vimos en el primer capítulo el diagrama de Voronoi de orden k genera 

una descomposición del plano en regiones poligonales ajenas cuyas aristas son 

precisamente aquellos intervalos a los que les corresponde la etiqueta k + l. 
La intención es dar una estimación del número máximo de aristas que puede 

tener la unión de los primeros k diagramas de Voronoi, es decir, los de órdenes 

I a k. Según el conteo dado en [12], y que presentamos en la expresión 1.2 de la 

Sección lA, se tiene que para una colección de 2n puntos en posición convexa 

una cota superior para el total de estas aristas es: 

3 
4kn - _(k2 + k). 

2 

Hay exactamente n2 parejas bicolores en P 2n• Entonces hay que encontrar la 
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máxima k tal que 4kn - ~(k2 + k) < n2. Es decir, se busca el intervalo de valores 

de k E [1 , nJ en los cuáles la función </>(k) = 4kn - ~(k2 + k) - n2 es menor que 

cero. Resolviendo numéricamente obtenemos que esto es cierto siempre que 

411 
k < 3n - "2 - 6V(8n - 8)(5n - 1) + 1 = Cn · 

Observemos que 
Cn 4 J40 7 
------t----~-

2n 6 12 50 

cuando n -> 00 , por lo que tenemos entonces que la relación requerida se tendrá 

siempre que 

k r7nl. < 25 

Esto quiere decir que, para estos valores de k, las aristas de la unión de los pri

meros k diagramas de Voronoi no alcanzan para cubrir todas las mediatrices entre 

pares bicolores de la colección. Entonces existe una pareja bicolor de puntos en 

P 2n para la cual los intervalos de su mediatriz no son aristas de ninguno de los 

primeros k - 1 diagramas de Voronoi pues todas sus etiquetas tienen valores ma

yores o iguales que k. O sea que todo círculo por esta pareja cubrirá al menos k 

puntos de P2n , es decir al menos r~l (aproximadamente un séptimo del total de 

los puntos). 

2.3. Puntos en posición general 

Analicemos ahora el caso en que los puntos están en posición general, si-
--+ 

guiendo un análisis similar al caso sin colores. Nuevamente consideramos B 1, la 

subdigráfica de la digráfica de dominación inducida por los segmentos bicolores 

de P2n• 

Como antes, queremos contar los cruces de estos segmentos e indicaremos 

con I(P2n ) el número de pares de segmentos que se cruzan. La diferencia esencial 

para este caso, es que la gráfica que estudiamos es bipartita. 
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Demostración. Por el Teorema de Kuratowskii, sabemos que en cualquier 

dibujo de K 3,3 hayal menos un cruce de aristas. Por cada tres puntos rojos y 

tres puntos azules de P2n ! tenemos una de estas gráficas. En total hay (~) 2. Cada 

cruce pertenece exactamente a (n - 2)2 subgráficas K 3,3' una por cada segmento 

restante. Dividiendo por este número eliminamos las repeticiones y obtenemos el 

resultado. 

Teorema 2.3.2 Hay un par bicolor de puntos p, q E P2n tal que 

cc(p, q) ~ f";611 + 2. 

• 

Demostración. Notemos que B; tiene I(P2n ) aristas y n2 vértices por lo que 

existe un vértice con exgrado al menos I(!Jn). Aplicando el lema anterior, tenemos 

I(P2n) > (n-1)2 
n2 - 6 

Es decir, hay dos puntos p, q en la colección, uno de cada color, tales que el seg

mento que los une, cruza al menos otros r (n;¡l )21 segmentos. Como cada punto 

es extremo de a lo más n - 1 segmentos, entonces todo círculo por este par de 

puntos cubre al menos r ( n;¡l ) 2 (n~ 1 ) 1 = r ";611, de los puntos restantes de la 

colección. Contando también a p y q y tenemos el resultado. • 

o sea que la fracción de cobertura para este caso, es de aproximadamente ~ 

del total de los puntos. 

Usemos nuevamente el procedimiento presentado en [12], ahora tomamos la 

expresión 1.1 de la Sección 1.4, que establece que para una colección de 2n puntos 

en posición general una cota superior para el total de estas aristas es: 

6kn - 3k2 
- 3k. 
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Como hay n2 parejas bicolores en P2n, entonces hay que encontrar la máxima k tal 

que 6kn-3k2 -3k < n2 . Es decir, se busca el intervalo de valores de k E [1, n] en 

los cuáles la función cfJ( k) = 6kn - 3k2 - 3k - n 2 es menor que cero. Resol viendo 

númericamente obtenemos que esto es cierto siempre que 

Observemos que 

1 1 
k < n - - - -J(6n - 6)(4n - 2) = Cn 

2 6 

Cn 1 1 23 
---+---~-

2n 2 v'6 250 

cuando n ---> 00, por lo que tenemos entonces que la relación requerida se tendrá 

siempre que 

k f23nl. < 125 

Que es aproximadamente un onceavo del total de los puntos. 
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Capítulo 3 

Cobertura circular en conjuntos 

convexos 

3.1. Introducción 

En este capítulo damos una generalización de la cobertura circular para otros 

conjuntos en el plano. En adelante, siempre que nos refiramos a un conjunto plano, 

estaremos suponiendo que es un conjunto en R2, compacto, conexo y de interior 

no vacío. 

Un conjunto plano es convexo si para cualquier par de punIesen él se tiene que 

el segmento que los une está totalmente contenido en el conjunto, lo llamaremos 

simplemente conjunto convexo. 

En los conjuntos planos las medidas que usaremos para cuantificar la cober

tura circular, serán el área y el perímetro. Esencialmente seguiremos utilizando la 

misma notación de los capílUlos anteriores. 

Como antes, dados un conjunto y una medida, nos interesa encontrar un par de 

puntos que maximice la cobertura circular y estimar este valor en términos de la 

medida del conjunto. Es decir, si S es un conjunto plano y p. una medida definida 

51 
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en él, queremos localizar dos puntos a, b E S, en los que el cociente 

«(a,b) 
. (8) 

sea má~imo. Si a, b realizan tal máximo este cociente es la fracción de cobenura. 

Iniciaremos exponiendo los resultados que se pueden inferir fácilmente de los 

que presentamos para colecciones de puntos. Veremos después que en algunos 

conjuntos planos la fracción de cobenura es un medio y además éste es el mejor 

valor que se puede esperar al usar como medida el área o perímetro. 

3.2. Notación y resultados preliminares 

En el primer capítulo hemos presentado los resultados concernientes a colec

ciones finitas de puntos cuando JI. es la cardinalidad de la colección. Observemos 

que estos resultados proporcionan, de forma inmediata, cotas inferiores a la co

benura circular para el caso en que JI, sea el área o el perímetro de un conjunto 

plano. 

Si S es un conjunto plano, es fácil observar que una partición de S induce 

una colección de puntos en el conjunto al tomar un punto en cada elemento de la 

panición. Podemos elegir una panición que induzca una colección uniformemente 

distribuida en S. 

Consideremos, por ejemplo, el rectángulo onogonal que encierra a S y en 

cada uno de los intervalos que 10 generan, una panición uniforme. Obtenemos 

así una cuadricula que cubre totalmente a S y lo paniciona. Eligiendo un punto 

en cada cuadrado obtenemos la colección deseada. Mostramos este proceso en la 

Figura 3.1. 

Para cada cuadricula así definida y cada S' ~ S, denotamos por II(S') a la 

colección de puntos que induce en S'. Ahora bien, una vez que obtuvimos de 

esta manera una colección de puntos " (S), podemos obtener una nueva colección 
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Figura 3.1: Una colección unifonne de puntos en un conjunto plano. 

unifonnemente distribuida en S y que contenga a TI (S) mediante un refinamiento 

unifonne de la partición original. 

La siguiente observación es evidente. 

Observación 3.2.1 Sean JI el área o el per{melro, S' e S y IT(S} la colecci6n de 

puntos en S inducida por una cuadrfcula como la descrita antes. Haciendo tender 

a cero la norma de la partici6n en cada intervalo del rectángulo que circunscribe 

a S se tiene que ITI (S)l -o 00 y 

IIT(S')I "(S') 
---~--

IIT(S)I "(S) . 

Como vimos anterionnente, el mejor valor que se ha obtenido para la fracc ión 

de cobertura en colecciones de puntos -usando como medida la cardinalidad- es 

4\' Este es el resultado principal de [12} (Teorema l.4.6 de esta tesis), que en 

ténninos de cobertura circular afinnalÍa que en cualquier colección P" -n puntos 

en posición general en el plano- existen dos puntos a,b E P" cuya cobertura 

circular respecto a la cardinalidad es al menos r ¡; l. O sea que si a, b es una 

pareja que maximiza la cobertura circular en P", enlonces 

",,(n, b) _ r .:, 1 1 ----->-. IP.I n - 4.7 

Tenemos entonces, una cOla inferior para la fracción de cobertura respeclO al 

área y perímetro en un conjunto plano. 
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Denotaremos con A (5) al área del conjunto S y con P(S) a su perímetro. 

Recordemos que ab indica el segmento que une a los puntos a y b, en ocasiones, 

lo designamos con una sola letra. por ejemplo 1 = ab, C~b es un círculo que pasa 

por los puntos a y b Y nos referimos a él simplemente como un clrculo por abo Al 

ch-cuto de diámetro ab, lo designamos como V ,.¡, (ó V I si l = ah). 

Corolario 3.2.1 (del Teorema 1.4.6) En cualquier conjunto plano la fracción de 

cobertura respecto al tirea es al menos 4~7 ' 

Demostración. Sean S un conjunto plano. TI¡ (S) = TI(S ) una colección unifor

memente distribuida de puntos en S inducida por una cuadrícula como la descrita 

antes y ni = ITI ¡(S)I. 

Por el Teorema 1.4.6 sabemos que existen dos puntos al, b¡ E TI¡ (S) tales que 

VC~,b" círculo por ellos. se tiene que ITI ¡(CQ,b, n S )I 2: i!i = ¡n.~s)I, o dicho de 
In,(c.,~,n5}1 I 

otra manera, ¡fi,(5)1 2: 4.7 ' 

Refinando la partición inicial se obtiene una nueva colección de puntos a la 

que denotamos como II2(S) que cumple que TI2(S) :> TI ¡(S) y, obviamente, 

1bJ > ni ' Nuevamente. del Teorema 1.4.6, sabemos de la e:>t istencia de i12, ~ E 

(S) n.le .... r>S) 1 e 
II2 que cumplen que 11I,5¡1 2: 4.7 ' V Q.b,' 

Considerando una sucesión de refinamientos uniformes -por ejemplo dividien

do en cada paso a la mitad los intervalos de la partición- obtenemos una familia 

{II i(S)} de colecciones de puntos en S, cada una de ellas uniformemente distri

buida y tales que II i+¡(S) :> TI¡(S). 

Sabemos que para cada colección de estas existe una pareja Ilt,b¡ que reali

za el teorema. por lo que se obtienen dos sucesiones de puntos en $ . Como es 

compacto cada una de las sucesiones contiene una subsucesión que converge a un 

cierto límite al hacer tender a cero la norma de la partición. Digamos que tales 

subsucesiones son {aj} y {bj} Y sus Ifmites respectivos son los puntos a y b. La 

compacidad de S garantiza además que ambos límites sean puntos en el conjunto. 

Consideremos ahora, Cabo un círculo por estos puntos. Como límj_oo aj = a y 
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Iírnj_ "" bj = b, entonces existen algún k E N Y C4~bl un círculo por el par a"" b", 

tales que n j (C4b n S) 2 n j(C4kbk n S) Vj ;? k. Y como 

ITIj (C .. _b. n S)I > _1 "r > k 
IIT, (5)1 - 4.7 ' J - , 

entonces también 
ITIj (C4b n S)I> 1 . '> k 

ITIj(S)1 - 4.7,SIJ_. 

De la Observación 3.2. 1: 

1 < IIT,(C •• n 5)1 A(C •• n 5) d ' 
4.7 - InAS)1 -. A(S) cuan OJ ---- 00 

de donde A{~fs~) ;::: i;; para cualquier cÚ'Culo por a y b. • 
Cuando la medida utilizada es el perímetro del conjunto es posible obtener la 

misma fracción usando un razonamiento semejante: colocamos ahora los puntos 

unifonnemente en la frontera del conjunto. Sin embargo, en este caso es posible 

obtener una mejor aproximación si el conjunto es convexo. Usando el resultado 

principal de [IOJ para puntos en posición convexa (Teorema 1.2.4 de esta tesis) y 

obtenemos el siguiente resultado. 

Corolario 3.2.2 (del Teorema 1.2.4) En cualquier conjunto convexo la fracción 

de cobertura respecto del per(metro es al menos i. 
En este trabajo demoslnlremos que la cota inferior para la fracción de ca

benura respecto de ambas medidas es un medio y exhibiremos conjuntos que la 

realizan. La tenninología utilizada se resume en la Figura 3.2. Los dos semiplanos 

abienos definidos por la recta P4b son E(ab) y E(ba). 

En C4b. el segmento ab detennina las regiones: 

C(ab) ~ e .. n E(ab) y c(oo) ~ c.. n E(OO), 

donde Col> indica el círculo C4b y su interior. Definimos también: 

5(ab) ~ 5 n E(ab) y 5(00) ~ 5 n E(OO). 
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~(ba) / 

/ ~(ab) 

Figura 3.2: Los conjuntos definidos por ab en S y Cabo 

Enunciamos aquí un lema muy útil que se usa con frecuencia en este capítulo. 

Se deduce inmediatamente de la observación de la Figura 3.3. 

Lema 3.2.3 Dado un círculo C'ab se cumple la siguiente condición: 

VCab , se tiene que C(ab) :J C'(ab) ó C(ba) :J C'(ba). 

' e' .' 1 ab 

Figura 3.3: Cualquier círculo por ab contiene a C'(ab) ó a C'(ba) 

Así, al estimar la cobertura circular de a, b en S respecto a !J, dado algún 



3.2. NaTACIÓN Y RESULTADOS PRELIMINARES 57 

círculo Cabo tendremos una cota inferior: 

pues cualquier otro círculo contendrá a S{ab) nc"" ó a S(/Io.) OC"". 

También es posible dar una cota superior. según se establece en el lema si

guiente. Este es consecuencia inmediata de la definición de cobertura circular. 

Lema 3.2.4 Si aiste un cfrculo Cabo que cubra una cierta cantidad lJo de S, es 

decir JJo = II{C"" n S), entonces cc(a, b) ::; 1Jo. 

Recordemos que una cuerda de un conjunto plano es un segmento cuyos el(

tremos son. ambos, puntos en la frontera del conjunto. 

Definiclón 3.2.5 Sea S un conjunto plallo. Una cuerda Il-·bisecrora es una cuerda 

que dh¡jde a S en dos conjunros SI, S2 rafes que Jl (S¡) = ¡'.I(S2). 

Las parejas de puntos que buscamos para maximizar la cobertura circular en 

un conjunto plano S son justamente las que detenninan cuerdas Jl-bisectoras en S. 

La razón se hace evidente en el siguiente resultado que es consecuencia inmediata 

del lema anterior. 

Teorema 3.2.6 Si S es un conjunto plano y Jl el área o perfmetro entonces poro 

todo par de puntos a, b E S se tiene que reta, b) :5 !Jl(S). 

Demoslración. Al considerar todos los círculos que pasan por una cuerda ah de S 

estamos estudiando la familia de círculos coaJtiales con eje radical ah. En ellfmite 

de ésta familia -cuando el radio tiende a infinito- estos círculos son los semiplanos 

E(ah) y E(ba) que, evidentemente, cubren la mitad (del área o perímetro) del 

conjunto S. 

Si abes II--bisectora, tendremos que Il-(S(ab)) = II-(S(/Io.)) = ! II- (S) ycomo 

en el límite la cobertura circular es !¡'.I(S} entonces. del Lema 3.2.4 se tiene que 

reta, b) :5 !lt(S). • 
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Asf. el mejor valor que podemos esperar para la fracción de cobertura -tanto 

respecto al área como al perímetro- es precisamente un medio. Demostraremos 

que eSIe valor es exaclO en los conjuntos centralmente simétricos y en los triángu

. los. Estas familias de convexos representan los extremos bajo cualquier medida 

de simetña ([24]). 

Conjeturamos que este mismo valor acota inferiormente a la fracción de co

bertura para estas medidas en cualquier conjunto convexO. 

3.3. Cobertura circular en conjuntos centralmente 

simétricos 

Iniciamos con el estudio de la cobertura circular en conjuntos planos central

mente simétricos. La notación y termil1ología de la Teoña de Convexidad ha sido 

tomada de [24J. 

Definición 3.3_1 Un conjunto plano, S, es centralmeme simétrico si tiene un cen

tro de simelr(a, esto es, un plinto O E S que biseca a lodas las cuerdas que pasan 

por él. 

Es inmediato que el centro de simetría es un punto interior de S. Una recta 

p, es llamada recIa soporle de S si pasa por al menos un punto en la frontera de 

S y el conjunto queda totalmente contenido en uno de los dos semiplanos que p 

determina. Dos puntos en la frontera de S son antfpodas si por ellos pasan dos 

rectas soporte paralelas. Observemos para cada punto en un círculo corresponde 

otro único punto con el cual se forma una pareja de antípodas. Estos pares son 

precisamente los extremos de las cuerdas de longitud máxima. 

El didmetro de un conjunto plano S es la máxima distancia entre pares de 

puntos de S. Es evidente que si un par de puntos realiza el diámetro entonces 

ambos puntos se encuentran en la frontera del conjunto. 
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Si S es un conjunto centralmente simétrico con centro de simétría O , para 

cualquier punto a E S se define el punto simétrico de a de la siguiente manera: 

consideramos el círculo con centro O y radio Oa, el punto antípoda de a en este 

círculo es el simétrico de a. 

Notemos que un par de puntos simétricos que pertenecen a la frontera de un 

conjunto centralmente simétrico es también un par de antípodas (pero no al revés). 

No es difícil verificar que si a, b son dos puntos que realizan el diámetro de 

un conjunto centralmente simétrico entonces ab es una cuerda que pasa por O 

(pues de otro modo habría otro par de puntos a mayor distancia) y por lo tanto O 

biseca a ab (Figura 3.4). Además, en los conjuntos centralmente simétricos todas 

a·~ ________________ ~b 

o 
b' a' 

Figura 3.4: Todo diámetro pasa por el centro de simetría. 

las cuerdas que pasan por el centro de simetría son área-bisectoras y perímetro

bisectoras ([24]). 

Volviendo a nuestro objetivo inicial, recordemos que nos interesa encontrar en 

S una pareja de puntos que maximice la cobertura circular cuando J.L es el área o 

el perímetro del conjunto. El siguiente resultado es válido para cualquier conjunto 

plano centralmente simétrico aún si no es convexo. Funciona para ambas medidas. 

Teorema 3.3.2 Sea S un conjunto plano centralmente simétrico. La fracción de 

cobertura en S respecto del área y el perfmetro es al menos ~. 
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Demostración. Sean a, b dos puntos que realicen el diámetro de 5, ab es una 

cuerda área-bisectora y perímetto-bisectora de 5. 
El círculo V,w cubre a S pues, si hubiera un punto fuera, también estaña fuera 

su respectivo punto simétrico con lo que tendríamos un par de puntos a distancia 

mayor que ab contradiciendo que ésta es la máltima distancia posible en S. 

Entonces V(ab) J 5(ab) y V(ba) ::> 5(00) , cubriendo así, la mitad del área 

y la mitad del perfmetro de 5. Finalmente. por el Lema 3.2.3, dado cualquier otro 

círculo C,w se tiene que V(ab) e C(ab) 6 V(ba ) e C(ba) y por tanto cubre al 

menos la mitad del área y perfmetro de S. • 

Como consecuencia inmediata de este teorema y el Teorema 3.2.6, tenemos el 

siguiente resullado que se infiere al observar la cobertura circular de las cuerdas 

que realizan el diámetro. 

Corolario 3.3.3 Úl fracción de cobertura en un conjunto centraimeme simétrico 

respecto al área y el perfmetro es /111 medio. 

No sabemos si habrá más parejas de puntos con esta propiedad en estos con

juntos. Sabemos que tales parejas deben definir cuerdas biseclOras y resulta intui

tivamente claro que son más convenientes aquellas que son "suficientemente lar

gas", como los diámetros, pues si la cuerda es muy pequeña, podría haber algún 

círculo que no cubriese suficiente como mostramos en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 1 Consideremos el rectdngulo 'R, de ancho d y didmetro 2d (Figura 3.5). 

Sea w la cuerdll área-bisectora que realiza el ancho (la distancia mínima entre 

pares de rectas soporte paralelas). 

Consideremos el círculo V",. Es evidente que este círculo no cubre en absoluto 

al perímetro de 'R. Para revisar la cobertura respecto del área observemos que 

V", e 'R por lo que: 

á' 
oc(w) ~ A(V. n 1?) ~ A(V.l ~ " 



3.4. COBERTURA CIRCULAR EN TRIÁNGULOS 61 

d 

o 

b 

Figura 3.5: Un conjunto centralmente simétrico y una cuerda de cobertura circular 

pequeña. 

entonces, la proporción del área de R que es cubierta por Dw está dada por el 

cociente: 

La base del rectángulo es 2b, como se indica en la Figura 3.5, donde 

2b = .;3d por lo que A(R) = .;3d!. 

Tenemos que, 
d2 

A(Dw) 'lrT 'Ir 1 
A(R) = .;3cf2 = 4.;3 < 2· 

Del Lema 3.2.4, se sigue que cc(w) < !A(R). 

3.4. Cobertura circular en triángulos 

3.4.1. Respecto al área 

En los triángulos también se tiene que la fracción de cobertura respecto al área 

es un medio. Nuevamente haremos uso del Lema 1.3.1. 
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Teorema 3.4.1 Sea T un triángulo, {a fracción de cobertura respecto del área en 

T es al menos ~. 

Demostración. Sean a, b, e los vértices de T , supongamos que <tb es el ángulo de 

menor magnitud y sea m el punto medio del lado ca (Figura 3.6). Notemos que 

T 

a''--------=b 

Figura 3.6: Una mediana del triángulo T incidente en el ángulo mínimo. 

bm es una mediana de T y por tanto lo divide en dos triángulos de la misma área. 

Demostraremos que los puntos b y m cumplen que cc(b, m) ;:::: ~A(T). Para ello 

veremos que todo círculo por ellos cubre al menos A(T). 

Seac"", un círculo porbm. Si C""' contiene alguno de los vértices ti Ó e, tenni· 

namos, pues A(Aabm) = A(Abcm) = kA(T). Supongamos entonces que éste 

no es el caso. 

Sean k Y 1 los puntos medios de los lados ab y be respectivamente. Sabemos 

que para cada par de puntos medios, e l segmento que los une es paralelo al la

do en que se encuentra el tercer punto medio. Entonces, mediante un sencillo 

argumento de semejanza podemos comprobar que Jos triángulos definidos por es

tos segmentos son congruentes y por tanto tienen la misma área (Figura 3.7 (A), 

Ablk, .6.1cm,.6.kma y .6.1mk). 

Entonces, el cuadrilátero kblm es un paralelogramo y tiene área ~A(T). En él 

los ángulos incidentes a b y m son iguales y como <lb es el mínimo de T entonces 
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b 

(A) (B) 

Figura 3.7: De la demostración del Teorema 3.4.1. 

<S.b + <S.m < 7f por lo que del Lema 1.3.1 sabemos que Cbm cubre a k ó l. Si 

cubriese a ambos contiene al cuadrilátero kblm y terminamos (Figura 3.7 (A)). 

Si sólo cubre a uno de ellos, digamos a l pero no a k, consideramos el cua

drilátero kbcm. Como km y be son paralelos, entonces 

<S.b + <S.m = <S.b + 7f - <S.e = 2<S.b + <S.a < 7f , 

por la minimalidad de <S.b. Nuevamente el Lema 1.3.1 asegura que Cbm cubre a k 

ó e que son opuestos en este cuadrilátero, sin embargo, supusimos que no cubría 

a k por lo que cubre a e y por tanto al triángulo t:.bcm (Figura 3.7 (B)). 

Análogamente, si Cbm cubriese a l y no a k se considera el cuadrilátero blma 

y mediante un razonamiento similar se concluye que Cbm debe cubrir al vértice 

a y por tanto al triángulo t:.abm. En ambos casos se obtiene el resultado con los 

puntos by m. • 

Como consecuencia inmediata de este resultado y del Teorema 3.2.6, tenemos 

el siguiente. 
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Corolario 3.4.2 La fraccidn de cobertura el! un triángulo respecto al área es un. 

medio. 

En los conjuntos centralmente simétricos. los puntos que maximizan la cober· 

tura determinan cuerdas área-bisectoras y perimetro-bisectoras de longitud máxi

ma. Este hecho no es casual pues para los triángulos los puntos que exhibimos 

también son extremos de una cuerda área-bisectora y, como veremos, también es 

de longitud máxima. 

Sean Cl E (O, ;r) Y e el rayo que parte del origen y forma el ángulo a con el eje 

x. Dado un número real positivo, A, definimos T,,(A} como la familia de todos 

los triángulos de vértices O, a, b y área A, donde o es el origen, a un punto en la 

parte positiva del eje x y b E f. (Figura 3.8). 

y L 

Figura 3.8: T,,(A) , cada tema (o, a , b), define un triángulo de ángulo Q y área A. 
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Lema 3.4.3 Si a E (0, 11"), en T .. (A) el triangulo cuyo lodo lado opuesto a a tiene 

longitud mfnima es el isósceles de lados Da = oo. 

Demostración. Sean s = d(o, a) y t = d(o, b) , entonces las coordenadas de 

los puntos a y bestán dadas como a = (s, O), b = (tcosa,tsina), y en estos 

ténninos A = !st sino. La longitud del segmento ah está dada por la eltpresión 

por lo que, 

d(n,b) = J(s-tcosa)2+t2 sin2 a 

d(a.W = (s_ tcosa)2+ t2sin2a 

= s2_2stcosa+t2cos2a+t2sin2a 

= s2-2stcosa+ e 

Notemos que t = .;¡: .. , sustituyendo, tenemos 

( ?A ) (2A)' d(a,W=s2-2 -:-coso + -.-
sma ssmo: 

Consideremos la función I(s) = d(a, W y observemos que ~ = ,i;: ... De 

donde ]'(s) = 2s - 2 (.i!~~ .. )' 
Igualando a cero. 

I'(s) = 0~s4sin20:_4A2=0 

4A' 
~ S4= __ 

sin2 o: 

~ s=js~:o: 
Como en este conteltto, 8 > 0, entonces f tiene un único punto crítico. Luego 

1"(8) = 2 + .l~~; .. > O y por tanto es un mínimo. 

Así, si s = .j .1ft..... => t = ~ .~n ..... = ~ = s. Por lo que este mínimo se 

alcanza cuando 8 = t es decir cuando tenemos un triángulo isoscéles con lados 

Da = oo. • 
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Sabemos que en cualquier paralelogramo hay una diagonal que es una cuerda 

área-bisectora de longilUd máxima. Usamos este hecho en la demOSlrllci6n del 

resultado siguiente. 

Teorema 3.4.4 Seo P un pof(gono convexo en el plano y u, v, los extremos de una 

cuerda dreo-bisectoro de longi/ud máxima, entonces al menos uno de estos puntos 

es vértice de P. 

Demostración. Supongamos que el resullado es falso. es decir, u y v son extre· 

mos de una cuerda área-biseclora de longitud máxima y ambos son puntos inte· 

riores de dos aristas de P a las que llamaremos eu y eu respectivamente. Hay dos 

caso posibles. 

1. Las aristas son paralelas. 

Moviendo contírouamente uv de modo que se preserve la propiedad de bi

sección del área obtenemos una colección infinita de cuerdas área·bisectoras. 

Si o es el punto medio de uv, podemos entender este movimiento como fijar 

el punto o y girar el segmento. Detenemos este proceso al llegar a alguno de 

los vértices de eu 6 e". Sean u' el extremo de esta cuerda en eu y v' el que 

está en ev. No es difícil comprobar que !:::'uou' :::::: !:::'v'vo lo cual comprueba 

que efectivamente u'v' es área-bisectora en P (Figura 3.9 (A». 

Consideremos la recta paralela a uv que pasa por el punto u' y se v" el punto 

en que cruza a ev. Análogamente, sea u" el punto en que cruza a e,. una recta 

paralela a uv y que pasa por v' . 

Tenemos entonces que el cuadrilátero u"v'v"u' es un paralelogramo del cual 

uves cuerda área-bisectora y u't! es una de sus diagonales. La otra diagonal 

es u"t!' que evidentemente también biseca al paralelogramo pero, no es muy 

diffcil constatar que esta también es una cuerda área-bisectora de P pues 

!:::'ov't!' :::::: l:::.(JIJ.'u". Como observamos antes del teorema, alguna de las dos 

diagonales es cuerda Mea·bisectora de longitud máxima en el paralelogramo 
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Figura 3.9: De la demostración del Teorema 3.4.4 

por lo que tiene longitud mayor que uv y como ya vimos que también biseca 

el área de P, estaríamos e:thibiendo una cuerda área-bisectora de mayor 

longitud contradiciendo la maximalidad de uv. 

2. Si las aristas no son paralelas. 

Entonces las rectas que las contienen se cruzan en un punto e y forman

do un triángulo con uv. Moviendo contínuamente uv de modo que se pre

serve la propiedad de bisección de área, se obtiene una familia infinita de 

triángulos de la misma área y todos con el mismo ángulo incidente en c 

(Figura 3.9 (B». 

Por el Lema 3.4.3 sabemos que hay un único mínimo para la longitud del 

segmento uv. Así, existe alguna dirección hacia la cual podemos mover 

uv para obtener una cuerda área-bisectora de mayor longitud. En cualquier 

dirección elegida, eventualmente se llega a un vértice de P y se obtiene una 

cuerda área-bisectora más larga, contradiciendo la maximalidad de uv . 

• 

, 
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Entonces, en un triángulo únicamente las medianas son las posibles cuerdas 

área-bisectoras de longitud máxima. El siguiente corolario es evidente. 

Corolario 3.4.5 Una mediana de longitud mtlxima en un tridngulo. es una cuerda 

drea-bisec/ora de 101lgitud mdxima. 

Por tanto si queremos encontrar otros pares de punlOs en el triángulo que rea

licen la cobertura máxima respecto al área es natural que revisemos las medianas. 

En la demostración del Teorema 3.4.1 usamos los extremos de la mediana más 

larga o sea la cuerda área-bisectora de longitud máxima. En triángulos equiláteros 

e isósceles hay longitudes repetidas pero, aún si las tres medianas tienen longitu

des distintas ¿habrá. otra que sirva. además de la más larga? es decir ¿cuándo una 

mediana es suficientemente larga? ¿cuál es la longitud que debe tener para que 

sus extremos tengan una gran cobertura circular respecto del área? 

Demostraremos que en cualquier triángulo las medianas que miden al menos 

la mitad del diámetro -esto es, la longitud del lado más grande- son cuerdas cuyos 

extremos tienen cobertura circular respecto al área, mayor o igual que la mitad. 

Para esto es de gran utilidad el lema siguiente. 

Lema 3.4.6 Sean u, v dos puntoS, el> C2 dos círculos por elfos y p",p". ullpar de 

rectas poralelas que pasan respectivamente por tJ y V Y no son ortogonales a uv, 

existen dos trapecios de igual drea y con diagonal uv, inscritos uno en Cl y otro 

enCz. 

~ostración. Supongamos primero que ninguna de las rectas es tangente a 

alguno de los clrculos dados. entonces cada recta cruza a cada círculo en dos 

puntos. Sean Ul, ll2 los punlos de intersección, distintos de u, de la recta p" con 

e¡ ye2 respectivamente. Análogamente VI, ti:! son los puntos que corresponden a 

Pu (Figura 3.10). 

En el círculo el hay un cuadri látero inscrito, QI = VV¡UU¡, que es un trape

cio isósceles: los lados UU¡ y VVI son paralelos por lo que los ángulos <lVUIU y 
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Figura 3.10: Los dos círculos cruzan ambas rectas 

<l:UI UVI son iguales. Entonces las diagonales de este trapecio, uv y UI VI, tienen la 

misma longitud. 

En C2 identificamos otro trapecio isósceles, Q2 = VV2UU2, que también tiene 

como una de sus diagonales UV, la otra es el segmento U2V2. Por transitividad 

UI VI y U2V2 tienen la misma longitud además se encuentran entre rectas paralelas 

por lo que son paralelos también y por tanto U2UI = VI V2. Finalmente notemos 

que UI V = VI U Y V2U = U2V pues son los pares de lados iguales de QI y Q2 

respectivamente. De aquí obtenemos que 6VIV2U ~ 6VU2UI y por tanto los dos 

Figura 3.11: La región sombreada es el cuadrilátero K. 
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tienen la misma área. 

El cuadrilátero f{ = VV¡ U1t, es la intersección de los dos trapecios mostrados: 

Q! = K U .6.UU2U! y Q, = K U .6.v¡L'2U, y asf A (Q¡) = A(Q,) (Figura 3. 11 ). 

Ahora veamos el caso en que alguno de los cfrculos es tangente a alguna de las 

Figura 3. 12: La recta p., es tangente al círculo C, 

rectas dadas. Digamos que C, es tangente a Pu, por lo que la cruza sólo en el punto 

u (Figura 3.12). Entonces C, contiene inscrito el triángulo .6.tnJ:2u, en él, uno de 

sus lados iguales es precisamente !tv . Basta demostrar que este triángulo tiene la 

Figura 3.1 3: Uno de los trapecios degenera en triángulo. 

misma área que Q¡. 
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Esto es consecuencia del argumento de semejanza que usamos antes haciendo 

notar que ahora U2 = u. De aquí U¡ V¡ = UV2, UU¡ = V¡ V2, Y U¡ v = V¡ u, por lo 

tanto 6vuu¡ :::::: 6V¡V2U por lo que los dos tienen la misma área. 

Notemos que Q¡ = 6vv¡u U 6vuu¡ y 6VV2U = 6vv¡u U 6V¡V2U, por lo 

tanto A(Q¡) = A(6vV2U) (Figura 3.13). • 

Denotaremos por F uv a la familia de círculos coaxiales con eje radical UV. 

Como consecuencia de este lema, tenemos el siguiente resultado. 

Corolario 3.4.7 Dados u, v, Pu Y Pv como en el lema anterior, F uv induce una 

colección infinita de trapecios isósceles de área constante. Cada uno de ellos tiene 

como una de sus diagonales al segmento UV. 

En la demostración del lema anterior vimos que no todo círculo de Fuv contie-

Figura 3.14: Los círculos extremos de Fuv 

ne un trapecio como los descritos en el corolario. Hay dos círculos "distinguidos" 
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en la familia: los tangentes a Pu Y Pv respectivamente ambos tienen el mismo radio 

pues son simétricos respecto a uv (Figura 3.14). 

Estos son los círculos extremos de la familia pues, como vimos, cada uno 

de ellos induce precisamente el caso "extremo" de trapecio: cuando degenera en 

un triángulo isósceles en que uno de sus lados iguales es el segmento uv. Estos 

triángulos también tienen la misma área de los trapecios. Los círculos de radio 

mayor no tienen más de estos trapecios. 

La siguiente es una útil observación que es cierta para cualquier triángulo y se 

deduce fácilmente al revisar la Figura 3.15. 

c 

a ...----+----..,. b 

Figura 3.15: La mediana incidente a un ángulo agudo. 

En lo sucesivo, denotaremos por T a un triángulo de vértices a, b, c y en el que 

el diámetro, d, es la longitud del lado abo 

Observación 3.4.1 Una mediana incide en un ángulo agudo (es decir, de mag

nitud a lo más ~) s( y sólo si mide al menos la mitad de la longitud del lado 

opuesto. 

Ahora pasemos al resultado acerca de las medianas suficientemente largas en 

triángulos. 
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Teorema 3.4.8 Los extremos de uno mediaIUJ de longitud al menos ~ d tienen 

cobertura circular, respecto del área, mayor o igual que ~A{T). 

Demostración. Sean t , l , m los puntos medios de ab, be Y ca respectivamente 

(Figura 3. 16). Supongamos que ck ?: ~d -esto se indica en la figura con el se

micírculo de diámetro ab- entonces por la Observaci6n 3.4.1 se tiene que <le $ i. 

T 

a<---'t-----"b 

Figura 3.16: Una mediana de longitud al menos la mitad del diámetro de T. 

Queremos demostrar que todo círculo de :Ftc , cubre al menos la mitad del área 

deT. 

Sea e E :Flec , ya que <le $ i yen el paralelogramo klcm <te = <tk. entonces 

<te + <tk $ 1r Y por el Lema 1.3.1 se tiene que e cubre alguno de los puntos m 

6 l. Hay dos situaciones que se resuelven de inmediato: 

A Si el círculo cubre a ambos puntos. m y l , entonces contiene al paralelogra

mo klcm que tiene área ! A (T) y terminamos. 

B Si s610 cubre a uno de ellos pero cubre alguno de los vértices a 6 b enton

ces cubriría alguno de los triángulos 6ake 6 L::.kbc cuya área es !A(T) y 

también se tendría el resultado. 
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Si no se cumple ninguna de estas condiciones, entonces solamente quedan dos 

casos por revisar: 

1. e cubre a 1 pero no cubre a m ni abó 

2. e cubre a m pero no cubre a l ni a a. 

Como amoos casos son totalmente análogos haremos la demostración sólo para 

el primero de ellos. Veremos que, en los círculos que cumplen ( 1.), hay inscrito 

un trapecio isósceles de área. al menos !A(T) totalmente contenido en T (Figu

ra 3. 17). 

e 

Figura 3. 17: Un círculo que cubre a 1 pero no a m ni a b. 

La familia F/y: es cruzada por dos pares de rectas paralelas: Pmk y Pk las que 

pasan respectivamente por m, k y por b, c (Figura 3. 18 (A» y también Pk/ y POIl 

que pasan por k, 1 Y e, a respectivamente (Figura 3.18 (B». 

NOIemos que estas rectas no son ortogonales a ke, entonces por el Corola

rio 3.4.7 sabemos que, con cada uno de estos pares, Fkc determina una colección 

de trapecios isósceles de área constante. Para el caso que analizamos, los círculos 

que cumplen (1.) cruzan a las rectas fJ.mJt y PIx.. 



3.4. COBERTURA CIRCULAR EN TRIÁNGULOS 75 

e 

a:"----7..------"!b r--'k----"b 

(A) (B) 

Figura 3.1 8: Los dos pares de rectas que cruzan a los elementos de :F1<c.. 

Sea ó el área de cada uno de los trapecios inducidos por las rectas PmJ,. y Pk 

en :Fkc• Como vimos en la demostración del Lema 4.1.2, ó es también el Mea de 

los triángulos isósceles de los casos eXlremos. Así, demostrando que el área de 

alguno de estos triángulos es al menos ! A(T) habremos tenninado. 

En la Figura 3.19 los triángulos extremos de esta familia de trapecios son 

L:::.k'ck y !::::.kce. El primero es el inscrito en el cÚ"Culo tangente a PmJc y el segundo 

el inscrito en el tangente a Pk. 

Sean n el punto más cercano a k en P~ y r el más cercano a c en PmJ,.. No

temos que !::::.knc es precisamente la mitad de uno de estos triángulos por 10 que 

A(!::::.knc) = !ó. 
Ahora demostraremos que L:::.k1lc 2 L:::.klc. En efecto, este hecho se sigue de 

observar que klcm y kncr son paralelogramos. Como <lc :::; ~, entonces <lrcm ?: 
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e' 

e 

'--_-----;"""_----"b 
k 

Figura 3.19: 6.knc ;;2 6.klc. 

k' 

o. Mediante un argumento de semejanza es posible verificar que 6.knl ~ 6.crm, 

de donde <1.c1k ::: <1.cnk y por tanto 6.Jmc ;;2 6.klc (Figura 3. 19). 

Es claro que 

A(6kk) ~ ¡A(T) 

pues 1 es el punto medio de be y como t::.knc ;;2 6.klc entonces, 

1 "26 = A (t::. knc) ::: A (t::.klc) 

de donde concluimos que 6 ::: 4A(T). 

Así, tenemos que cualquiera de estos trapecios tiene más de la mitad del área 

del triángulo. Notemos además que cada trapecio está contenido en e n T pues el 

círculo no cubre a Jos otros vértices del triángulo (Figura 3.1 7). • 
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Teorema 3.4.9 Todo triángulo tiene al menos dos mediallO.s de longitud mayor o 

igual a la mitad de su diámetro. 

Demostraci6n. Sean T como lo definimos anterionnenle, m y 1 los puntos medios 

e 
T 

a~--~------~u~~b 

Figura 3.20: De la demostración del Teorema 3.4.9. 

de los lados be y ca y t Y u los puntos en ah más cercanos a m y 1 respectivamente. 

Ya que ah es el lado de mayor longitud del triángulo entonces <ta y <tb son agudos 

y por tanto a -::F t Y b -::F u. (Figura 3.20). 

El segmento mi es paralelo a ab y mide exactamente [a mitad de su longitud 

entonces mi = tu = ~d . La mediana bm es la hipotenusa del triángulo .6.tbm por 

lo que bm > tb > tu . Del mismo modo la mediana al es hipotenusa de .6.aul y 

por tanto al > au > tu. • 

Concluimos entonces que en todo triángulo hay al menos dos medianas cuyos 

extremos tienen cobertura circular por área mayor o igual que la mitad. 

3.4.2. Respecto al perímetro 

Recordemos que denotamos el perímetro de un conjunto S, por P (S ) y para 

referimos a la longitud de una curva "( en el plano, usaremos e("(). Iniciaremos 

con una lema útil. 
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Sean TI. TZ dos rayos que parten del punto a fonnando el ángulo a E (O, il. 
Sean p la bisectriz de a y q E p, un punto distinto de a. Definimos la familia de 

círculos Il,,(aq) como la colección de todos los círculos por a y q que cruzan a TI 

y TZ' Hay dos círculos extremos en esta famil ia: el tangente a TI y el tangente a TZ ' 

El lema siguiente excluye a estos círculos. 

Lema 3.4.10 Sean C,V E n,,(aq), tales que cada uno cruza a TI y TZ en dos 

puntos distintos entonces t(C n TI) + t(C n T2) = l(V n T¡) + t(V nrz) 

Demostración. Sean c¡, o,¡ los puntos de intersección de C con TI y T2 respecti

vamente, y dhc4 los que corresponden a V , según se muestta en la Figura 3.21. 

En estos términos. hay que demostrar que acl + ao,¡ = ad¡ + 002 . Como p es la 

r 

el 

e 

Figura 3.21: C y V cubren la misma longitud de los rayos TI y TZ' 
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bisectriz de a, enlonces c¡q = q~ pues son dos cuerdas de e que subtienden el 

mismo arco. De forma análoga en V sucede que d,q = q~. Se tiene que 

de donde 

/le, = ad l + dlc¡ y 

adl = ae, + ~d2 

aC2 ad, - C:!14 Y por tamo 

OC¡ + ~ = MI + di el + ad2 - c,d:2. 

As!, loque queremos demostrar es que dlel -Dlc4 "" O. es decir que di el = ezd2 . 

Observemos que se tienen las siguientes relaciones entre ángulos: 

<lqc¡a + <lac,q = 11" Y 

<lqd¡u + <lad2q = 11" 

pues corresponden a parejas de ángulos opuestos en cuadriláteros circulares y 

también 

<1.llC-2q + <lrh.c,q 11" Y 

<lqd¡a + 4.qd¡c¡ = " 

por que son ángulos suplementarios. 

De aquí 4qc¡a = <lr4C'lQ y <la~q = <lqd¡c¡. Evidentemente 4qc¡a = <lqc¡d¡ y 

<lad,q = <lc,d2q, por lo tanto <l!ho,¡q = <lqc¡d¡ y <lqd¡c¡ = <lc,d2q. 

Asf, concluimos que Óqc¡d¡ y 6qc,d2 son congruentes y entonces dle¡ = C::Ir4 . 

• 
En otras palabras, hemos demostrado que cualquier círculo de l1o(aq) cubre 

una longitud constante de los rayos que definen a 0:. Este hecho nos será de gran 

util idad en el próximo resultado. 
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Teorema 3.4.11 Sea T un triángulo, lafracci6n de cobertura respecto del períme

tro en T es al menos!. 

Demostración. Sean a, b, e, los vértices de T y supongamos que <ra es el ángulo 

de menor magnitud, entonces está definido por los lados de mayor longitud de T. 

Digamos que el lado de longitud máxima es abo 

Consideremos la cuerda perímetro-bisectora por a y llamemos k a su extremo 

en el lado be. Sea f el punto en que la bisectriz de <ra cruza a be. Finalmente, sea 

c 

a~~------------~b a~~------------~b 

(A) (B) 

Figura 3.22: De la demostración del Teorema 3.4.11. 

9 el círculo definido por los puntos a, b y k. Como <ra ~ <rb entonces 9 cruza al 

lado ca, llamemos e al punto de intersección y sea q = 9 n af. La situación se 

muestra en la Fgura 3.22 (A). 

El círculo 9 cubre 8 = ea + ab, de los lados ab y ca. Observemos que si 

tomamos un rayo r que parta de a y forme con ab un ángulo igual a <rb, entonces 

el punto s en que el rayo cruza a g, forma un trapecio isósceles con a, b y k, y por 
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tanto sa = bk (Figura 3.22 (B». Los puntos s y e coincidirán en el caso en que T 

sea isósceles. Como <la $. <lb se tiene que ea 2:: bk, por lo que ó = ea + ah 2:: 
ab+bk=4p(T). 

Por el Lema 3.4. 10, sabemos que todo círculo por aq cubre una cantidad cons

tante de la longitud de los lados ab y ca. En el círculo g tal cantidad es ó que como 

vimos es al menos la mitad del peñmetro de T. Así, se tiene que todo círculo por 

aq cubre al menos 4P(T) en los lados ac y abo 

Consideremos ahora, C"", un círculo por ak. Como ak 2:: aq, siempre es posi

ble encontrar un círculo por aq contenido en e.,¡, (Figura 3.23) y, por lo tanto e.,¡, 
también cubrirá al menos la mitad de P(T). Concluimos entonces que los puntos 

a y k realizan la fracción de cobertura buscada. • 

Figura 3.23: El círculo eak cubre más de la mitad del peñmelIO de T. 

Como consecuencia inmediata de este resultado y del Teorema 3.2.6. tenemos 

el siguieme. 

Corolario 3.4.12 Lafracción de cobertura en un triángulo respecto al perfmetro 

es un medio. 
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Para algunos triángulos isósceles podemos encontrar una pareja de puntos que 

realice simultánemente la fracción de cobertura máxima respecto del área y el 

perímetro. 

Teorema 3.4.13 Si T es un tri6ngulo isósceles de 6ngulo desigual a lo mds i, 
entonces los extremos de la mediana incidente a tal 6ngulo realizan la fracción 

de coberlUTQ respecto de 6rea)' per{metro. 

Demostración. Sean a, b, e los vértices de T , supongamos que <te es el ángulo 

desigual. Si k es el punto medio del lado ab, entonces ke es la mediana por c. 

Claramente ke biseca área y perímetro de T. Llamemos 1 y m a los puntos medios 

de los lados be y ca respectivamente. 

(a) (b) 

Figura 3.24: Una pareja que maximiza simultáneamente cobertura circular respec

to de área y perímetro en un triángulo isósceles. 

Analicemos primero el caso en que <tc = i, que sería el primer triángulo 

isósceles que cumple la hipótesis. Entonces T es equilátero y podemos suponer 
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que la longitud de sus lados es leen tal caso la longitud de kc es:lf y para cual

quier otro isósceles tal que <le < j , el vértice e se eneuentra en la mediatriz de ab 

a distancia mayor que 4- de k). 

Consideremos el cfrculo Vire, el de diámetro ke. Este, es tangente a ab y cruza 

ortogonalmente a los lados be y ca. Llamemos a los puntos de intersección corres

pondientes f y g. Como klllca, se tiene que 6.kbl ~ T. Así, como bl = le, en

tonces bf = fl Y por tanto ~ = i. Análogamente 6kma ~ T y por tanto ~ = t 
(Figura 3.24 (a)). Por lo que el cfrculo Vkc cubre fe + eg = 2(i) = ~P(T) y por 

el Lema 3.4.10 cualquier otro cfrculo por ke, cubrirá esta misma longitud de los 

lados be y ca. 

Por otro lado, el cuadrilátero kfeg obtenido de la intersección de Vtc con 

T contiene al paralelogramo klcm de área 4A (T}, entonces A (kfeg) > 4A (T). 

Cualquier otro círculo por ke, contiene un cuadrilátero de la misma área que kfeg. 

En efecto. si etc es otro cfrculo por kc y f' y 9' los correspondientes puntos en 

los que cruza a los lados be Y ca, no es dific il comprobar que 6.kf'f = 6kr/g, 

usando la misma argumentación de la demostración del Lema 3.4. 10 pues kc es 

la bisectriz de <le (Figura 3.24 (b)). 

Ahora bien, notemos que el triángulo equilátero es el que tiene menor cubri

miento en ambas medidas. En los demás isósceles que cumplen con la hipótesis 

la cobertura es mucho mayor. El hecho importante usado en esta demostración es 

que el círculo diametral por la mediana exhibida, cubre a los puntos medios de 

los otros lados del triángulo. Si <le < j . y <le ..... O, los puntos f y 9 tenderán 

respectivamente hacia by a y por tanto el círculo Vire cubrirá a k y 1, manteniendo 

esta condición y, por tanto, cumpliendo el resul tado. • 
De hecho, como se demostró en en el Teorema 3.4. 1 para el caso de área 

se puede reducir la hipótesis a que el ángulo desigual sea agudo (a lo más j) 
y la cobertura del área es al menos un medio: el caso extremo es el triángulo 

re<:tángulo isósceles en el que el círculo diametral por la mediana en el ángulo 

recto, cruza a los otros lados exactamente en sus puntos medios y por tanto ahí el 
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cuadrilátero k fcg coincide con el paralelogramo klcm. En el caso del cubrimiento 

del perímetro sr disminuye cuando <xc > i , en el equilátero es cuando se alcanza 

exactamente la mitad. 

Sabemos que las cuerdas área-bisectoras de longitud máxima en un poHgo

no convexo tienen un extremo que es vértice del polígono (Teorema 3.4.4). ¿Y 

qué sucede con las cuerdas perímetro-bisectoras de longitud máxima? 

No es difícil comprobar que no puede suceder que sus dos extremos sean, 

ambos, puntos interiores de aristas paralelas, pues podríamos encontrar otra de 

longitud mayor (consideramos un paralelogramo con las aristas y en él alguna 

diagonal sería una cuerda más larga). 

Si hubiese una cuerda perímetro bisectora cuyos ambos extremos fueran pun

tos interiores de dos aristas no paralelas, entonces las recIas que contienen a tales 

ariSlas se cruzan y forman un triángulo con la cuerda dada. Demostraremos que, 

bajo estas hipótesis, como el caso en que usábamos el área, es posible encontrar 

una cuerda perímetro-bisectora de longitud mayor que la dada en la que uno de 

los extremos es vénice del polfgono. Siempre es posible mover continuamente la 

cuerda dada sobre las aristas que contienen a sus extremos de modo que se pre

serve la condición de bisecar el perímetro. Este movimiento también preserva la 

condición de mantener constante la suma de las longitudes de los otros dos lados 

del triángulo que se forma. Esto es (KIrque la distancia que avanzamos sobre una 

de las aristas. es la misma que retrocedemos sobre la otra. 

Asi pues, supongamos que la intersección de las rectas definidas por las aristas 

es el origen y sea a E (0, 11" ) al ángulo formado por ellas. Sean a , b los extremos 

de la cuerda, a es un punto en la pane positiva del eje x y b en la recta que define 

al ángulo a. ambos distintos de o. Si s = lal y t = Ibl, entonces sea p = s + t 
un valor real positivo fijo y las coordenadas de los puntos a y b están dadas como 

a = (s, O) y b = (tcos a ,tsin a). Consideremos entonces la familia 'T., (P) de 

todos los triángulos de vértices o, a, b, tales que ct = <xaOO Y p = s+t es constante. 
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Lema 3.4.14 En T., (P) el triángulo cuyo úuJo opuesto a a tiene longitud mlnima, 

es el isósceles de lados Oa = oo. 

Demostración. Sean d = d(a,b) y. como especificamos antes, s = d(o, a), 

t = d(o, b)yp=s+t.Entonces,d= J(s- tCOSct}2 + t2 sin2a. 

Elevando al cuadrado y simplificando se tiene que á1 = S2 - 2st cos a + t2 . y 

como t = P - s, entonces 

cP = S2 - 2s(p - 5)cosa + (p- sf 
= 8 2 - 2spcosQ + 2s2cosa + p2 _ 2sp+ 52 

= 2s2 - 2sp(cosa + 1) + 282 coso + ¡il 
Consideremos la función 1(s) = 2s2 - 2sp(cosQ + 1) + 2s2 cos a + p2 Y 

obtengamos su derivada: 

1'(8) = 4s - 2p(cosa + 1) + 48cosa = (45 - 2p}(1 + coso). 

Así 1'(5) = O ~ (48 - 2p)(1 + cosa) = O ~ 1 + cosa = OÓ48 - 2p = O. 

Si 1 +cos Q = O implica que cos ct = - 1 pero en el contexto del problema esto 

es imposible pues Q E (0,11'). Entonces sólo se puede tener la segunda alternativa, 

por lo que I' (s) = O$>5 = ~. Ahora, como 1"(5) = 4 > O entonces s = ~ es un 

mínimo y además es el único. Finalmente, si 8 = ~,entonces t = P - s = ~ = s, 

es decir, Oa = oo. • 

Así, la distancia m(nima del lado opuesto a Q se alcanza cuando el triángulo 

es isósceles y entonces, como en el caso del área, siempre es posible encontrar 

una dirección de crecimiento al mover conlÍnuamente la cuerda preservando la 

condición de bisección del perfmetroy obteniendo en cada instante una cuerda de 

mayor longitud. Eventualmente se llegará a un vértice del polígono. 
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Capítulo 4 

Conclusiones 

4.1. El camino recorrido 

y finalmente, ¿qué podemos concluir de la realización de este trabajo? El ob

jetivo de este apartado no es dar un resumen de la investigación realizada, eso 

lo hicimos en el prefacio y al introducir cada capítulo reseñábamos brevemente 

los resultados contenidos en él. El deseo de esta parte de la tesis es describir so

meramente cuál fue el itinerario que seguimos y delinear un poco cuáles podrían 

ser los caminos a seguir en otras direcciones. Al iniciar este trabajo revisamos el 

problema de cobertura circular en colecciones de puntos cuando la medida es la 

cardinalidad. En aquél momento no había una senda clara para seguir, las posibi

lidades eran muchas y de hecho intentamos en varias. 

Cuando analizamos el problema de las colecciones bicolores de puntos en el 

plano estimamos las cotas que podíamos establecer para la fracción de cobertura 

e hicimos uso de la digráfica de dominación asociada a la colección (Sección 1.3). 

Esta digráfica tiene propiedades interesantes como apenas se presume al revisar 

el resultado del Lema 2.2.4. Podríamos buscar relaciones entre la dominación es

tablecida entre pares de puntos y carcterísticas estructurales de la digráfica, como 

existencia de ciclos o subgráficas inducidas de algún tipo. 

87 
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Posteriormente analizamos la cobertura circular en conjuntos planos usando 

como medidas área y perímetro. Animados por la idea de que para cualquier de

finición de simetría los casos extremos son los conjuntos centralmente simétricos 

y los triángulos, (una muy buena reseña sobre algunas de las definiciones más 

comunes de simetría se encuentra en [24]), después de obtener que la fracción de 

cobertura en ellos es un medio respecto de ambas medidas, conjeturamos que tal 

valor debe ser el correcto para cualquier polígono convexo. 

En ambos casos advertimos que las parejas de puntos de cobertura circular 

"grande" respecto de la medida ¡.L (en este caso área y perímetro) presentan las 

siguientes propiedades: 

l . la cuerda que el par define en el conjunto es ¡.L-bisectora, es decir, divide al 

conjunto en dos subconjuntos de igual medida en términos de ¡.L . 

2. la cuerda es "suficientemente larga" (representa una fracción mayor que un 

medio del diámetro del conjunto). 

Las rectas que bisecan figuras planas respecto de alguna medida dada (una 

medida usual , de esas en las que las rectas miden cero), han sido estudiadas des

de varios puntos de vista y se les han encontrado propiedades interesantes (ver 

por ejemplo [8], [9], [22], [25], [29], [37]). Se ha demostrado que en cada con

junto convexo acotado, existe un punto por el que pasan al menos tres diferentes 

cuerdas área bisectoras. Se sabe también que un punto es el centro de simetría 

de un conjunto convexo acotado si y sólo si es el único punto por el cual pasan 

al menos tres cuerdas área bisectoras distintas. Estos puntos de concurrencia han 

llamado mucho la atención, así por ejemplo se sabe que es posible encontrar un 

punto en cada conjunto plano de modo que en él concurran tres cuerdas bisectoras 

que dividan al conjunto en seis pedazos de la misma medida. Las rectas bisectoras 

han sido tomadas como base para la clasificación de familias más generalizadas de 

rectas que han sido estudiadas en otros contextos ([10], [23], [36). Se podrían ana-
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Iizar nuevos planteamientos de problemas en tomo a estos conceptos y abordados 

desde el concepto de cobertura circular. 

Nosotros, al querer caracterizar los puntos que maximizan la fracción de co

bertura, buscamos propiedades que describieran a las cuerdas que ellos inducen 

así por ejemplo, vimos que las cuerdas ¡.t-bisectoras de longitud máxima en un 

polígono convexo, tienen un extremo en un vértice del polígono por lo que lo

calizarlas sería un problema sencillo. La localización de cuerdas que corten un 

polígono imponiendo ciertas restricciones al corte, es un problema que ha sido 

ampliamente estudiado (ver por ejemplo [11 J, [26]). 

También notamos que en los conjuntos estudiados las parejas que alcanzan el 

máximo de cobertura posible respecto a ambas medidas están alejadas, es decir, 

inducen cuerdas largas en el conjunto, entonces, buscando otras cuerdas ¡.t-bisectoras 

distintas para revisar su cobertura circular, quisimos descubrir que tan largas de

ben ser y las comparamos con el diámetro del conjunto. Así fue como encontramos 

la caracterización de las medianas suficientemente largas en triángulos. 

En los conjuntos centralmente simétricos revisamos el caso del conjunto con

vexo centralmente simétrico de área máxima con diámetro y ancho dados (el pro

blema en general parece complicado). En la Sección 3.3 vimos que hay conjuntos 

centralment simétricos con cuerdas de cobertura por área muy pequeña (Figu

ra 3.5). El ejemplo que presentamos en esa sección se trataba de los extremos de 

la cuerda j.L-bisectora de longitud mínima de un rectángulo. En general, esta cuer

da en un conjunto centralmente simétrico, es la que realiza el ancho (la mínima 

distancia entre pares de rectas soporte) así que revisamos la longitud que requie

re tener el ancho para que sus extremos cubran al menos la mitad del área en el 

conjunto. 

Nuestra intención es determinar una cota inferior para la longitud del ancho. 

Dados w, dE \R+, se sabe ([35]), que el convexo centralmente simétrico de ancho 

w y diámetro d en que el área es máxima, es el conjunto mostrado en la Figu

ra 4.1 (A). Nos referimos a él como Mw,d. Es una banda de un círculo de radio ~, 
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d 

w 
2 

(A) (B) 

Figura 4.1: El conjunto centralmente simétrico de área máxima con ancho w y 

diámetro d. 

acotada por dos rectas equidistantes del centro y separadas a distancia w. Gracias 

a la simetría de la figura podemos fácilmente calcular su área mediante la división 

mostrada en la Figura 4.1 (B). Tenemos que 

área(Mw,d) 4(área6BCO) + 2s 
llf llf llf 

4(24sena) + 2(24a - 24sena ) 

d2 

4(sena + a) 

Buscamos la fracción 71 y, según podemos observar, sen(~) = ~/~ = 71, 
por lo que, para este caso, la fracción que estamos buscando está determinada por 

sen(~). Recordemos que 'Dw denota el círculo de diámetro w y Fw la familia de 

círculos por el segmento w. 

Lema. 'Dw es el círculo de cubrimiento mínimo en Fw. 

Demostración. Observemos que 'Dw e Mw,d . pues w es una cuerda área-bisectora 

de longitud mínima. Sea Cw E Fw• Cw i- 'Dw . entonces radio( Cw) > ~ y por tan

to. existe un círculo de radio ~ totalmente contenido en Cw n Mw,d, es una copia 

de 'Dw trasladada sobre la mediatriz de w y así el área que cubre Cw en Mw,d es 

mayor que la que cubre 'Dw. • 
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Queremos ahora encontrar la longitud de w que garantice que la cobertura de 

cualquier círculo en Fw es mayor o igual que ~área(Mw,d). Por la proposición 

anterior, basta con revisar la cobertura de V w : 

1 . 
2 201'ea( ;\Jw,d) 

w2 á!-
<=> 4 1T 2 S (sena + a) 

7T 2 <Ja d2 

<=> ¡el sen- (2) 2 S(sena + a) 

<=> 7Tsen2(~) > sena + a 
2 - 2 

¿Para qué valores se cumple esta desigualdad? Resolviendo numéricamente, 

obtenemos que la igualdad se alcanza en ao = 1.27835 ::::: ~ (en grados es un 

poco más de 73°). 

Si a = ~ , entonces 1Tsen2W ::::: 1.085 < ~sen(~) + ~ ::::: 1.104. O sea 

que ao > ~. Como notamos anteriormente, j = sen(~) , calculando sen(~) = 

.597 < ~ , por lo que se concluye de inmediato que, 

Proposición. Si w > ~d, entonces, los extremos de w tienen cobertura circular 

por área mayor o igual que ~áTea(Mw,d). 

Seguiría revisar las cuerdas mas grandes que w, aunque ahí el área cubierta ya 

no se calcula tan fácilmente. Un camino a recorrer sería precisamente este: car

caterizar las cuerdas de cobertura grande respecto de alguna medida, en términos 

de otros invariantes asociados al conjunto. Cuando estudiamos las medianas de un 

triángulo encontramos que la de mayor longitud mide al menos ~d, (d el diámetro 

del triángulo) aunque esto no tiene nada de original pues en [18] Eggleston de

muestra que de hecho en cualquier conjunto convexo, una cuerda área bisectora 

tiene al menos tal longitud (demuestra también que las cuerdas perímetro bisecto

ras miden al menos ~r, donde r es el circunradio del conjunto). En [6] se revisa el 

problema de la reducción del diámetro en un conjunto convexo. Podría estudiarse 

una versión dual: cuerdas que preservan el diámetro de un conjunto. Las cuerdas 
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j.i-bisectoras de longitud máxima preservan el diámetro del conjunto. 

Para los triángulos isósceles encontramos que si el ángulo desigual es a lo más 

l' la mediana incidente en él realiza la fracción de cobertura máxima tanto para el 

área como para el perímetro. Las cuerdas que inducen diámetros en centralmente 

simétricos también realizan la fracción simultáneamente, una pregunta interesante 

sería tratar de encontrar más parejas con esta propiedad. 

Otra pregunta natural después de estudiar los conjuntos centralmente simétri

cos, era preguntarse por las figuras de ancho constante, ahí, ancho y diámetro 

coinciden y parece evidente que cualquier pareja de antípodas debería servir, sin 

embargo, no tenemos una manera precisa de calcular el área de la figura, única

mente tenemos cotas (cuadráticas) que dependen del ancho. El caso del perímetro 

pareciera más tratable. Se sabe que cualquier figura de ancho constante de ancho 

h, tiene perímetro 7rh, por lo que quizá podría decirse más acerca de la cobertura 

circular respecto de esta medida. 

Estuvimos revisando también los polígonos regulares, parecía el paso evidente 

a seguir dado que nuestra intención era establecer resultados para convexos en 

genera! y por tanto había que dirigirse hacia los polígonos convexos (es sabido que 

un convexo cualquiera puede aproximarse mediante una sucesión de polígonos 

convexos), aunque ahí el problema se complicó sustancialmente. Desde luego si 

. el polígono tiene un número par de vértices, no hay nada que hacer pues se trata de 

un centralmente simétrico, pero, el caso impar no resultó tan simple como parecía 

al inicio. 

4.2. Nuestro objetivo alcanzado .... 

¿Conclusiones? ¿qué es investigar? el Diccionario de la Lengua Española en su 

vigésima segunda edición dice: Investigar. (del latín investigare). 1. Hacer diligen

cias para descubrir algo (es decir, hacer las actividades necesarias para descubrir 

algo). 2. Realizar actividades intelectuales y experimentales de modo sistemático 
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con el propósito de aumentar los conocimientos sobre una determinada materia. 

En este sentido, este trabajo ha cumplido entonces con el objetivo de realizar 

investigación en matemáticas, más específicamente en el área de Geometría Com

putacional : descubrimos algunas cosas interesantes y aumentamos nuestros cono

cimientos en la materia. Sin embargo, quizá ninguna de las dos acepciones descri

ba fielmente todo lo que este proceso ha conllevado Investigar es como abrir puer

tas, como explorar con los pies en la arena de la playa. Buscas algo y finalmente 

hallas mucho. Investigar es averiguar, indagar, escudriñar, mirar, revisar, .. .lmplica 

esfuerzos grandes de disciplina, de desapego, de humildad. Es como como estar 

parado sobre la playa, buscando algo con los pies entre la arena ¿Qué buscamos? 

un tesoro .. .. podemos encontrar muchos y de diversos tipos: conchas o caracoles, 

algún pequeño cangrejo, lombrices o pulgones de playa, enormes escarabajos en

tre otros cientos de bichos, (restos de basura ... ) Hallar no uno, dos, decenas de 

ellos, discernir, elegir cuáles son más bellos, cuáles más interesantes, cuál más 

colorido que los otros. Finalmente se disfruta -y a veces se sufre- durante el pro

ceso. Hubo, desde luego también, montones de preguntas que al principio parecían 

lindas o interesantes pero cuyas respuestas eran triviales o increíblemente compli

cadas de encontrar (hay que descartar las piedritas feas y no pretender encontrar 

la estrella azul). Yen esta selección algunos caminos quedaron por recorrer, de 

algunos sólo anduvimos unos cuantos pasos y regresamos si encontrabamos una 

pared o señales confusas que nos desviarían del objetivo inicial, aunque en ocasio

nes advertimos que el camino era bello o interesante pero que andarlo nos tomaría 

mucho mas tiempo o esfuerzo del que podíamos realizar por ahora, quedó pen

diente de ser recorridos en otro momento. 

Como esto apenas es el inicio de aquí en adelante ¿que sigue? ¿cómo saberlo? 

¿cuál es nuestra conclusión? la única: hay más preguntas que respuestas. 

* * * fin * * * 
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