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Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar el Teorema del Ultraproducto. La
construccion del ultraproducto es una técnica empleada para generar nuevos
modelos a partir de otros, aunque él es de interés por si solo. Fue desarro-
llada inicialmente por Skolem hacia los afios de 1920-1930, y formalmente
enunciada por J. Los en la década de 1950.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 desarrollarcimos las Algol)ras de Boole, filtros v ultrafiltros;
vercimos el Teorema de Representacién de Stone v sus propiedades topolégi-
cas.

En el capitulo 2 estudiaremos los lenguajes de primer orden y desarrollare-
mos una algebra de Boole especial: la Algebra de Lindenbaum.

En el capitulo 3 desarrollaremos el concepto de ultraproducto y algunas de
sus aplicaciones.

Supondremos conocimientos basicos de logica matematica. teoria de conjun-
tos v topologia. El Axioma de Eleccion se usara en este trabajo e indicaremos
su uso, generalmente en demostraciones, con (AE). A lo largo del texto abre-
viaremos “si y sélo si” con syss.



Capitulo 1
Algebras de Boole

“Las matemdticas son la misica de la razén”
SILVESTER

1.1. Redes

Sea COPO la clase de los conjuntos parcialmente ordenados.
Definicién 1.1.1. Sea (X, <) € COPO
a € X es una cota superior para A en X syss Vo € A(x < a).
a € X es una cota inferior para A en X syss Vo € A(a < x).

a € X es el supremo de A (a = sup A) syss a es la minima cota superior
para A.

a € X esel infimo de A (a = inf A) syss a es la maxima cota inferior
para A.

Notacion: Si A = {a; |1 < i < n}. entonces escribiremos:

n

v a; =sup A

i=1

/"\a,- =inf A
i=1

En particular, si A = {z,y}. escribiremos x Vy =sup A, z Ay = inf A.
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Definicién 1.1.2. Sea (R.<) € COPO. (R, <) es una red syss Va,y €
Rlxvye R& xny € R).

Ejemplo 1.1.3. Cnalquier Conjunto Totalmente Ordenado es una red.

Demostracién: Sean (a. <) un conjunto totalmente ordenado, .y € a. Co-
mo < es un orden total sobre a, entonces r < yoy<um.
Sin perder generalidad z < y. Asf,

rAy=rea,

rNy=yeEa.
por lo que (a, <) es red. u

Proposicién 1.1.4. Cualquier subconjunto finito no vacio de una red tiene
supremo e infimo.

Demostracion: Sean (X.<) una red. ) # A C X, A finito. Procedamos por
indnceion sobre n = | A|

= Sin =1, entonces A = {x} para algin r € X. Asi. sup A = r = inf A.

= Supongamos que si |A| = n, entonces A tiene supremo e infimo.

Sea A C X con |A| = n + 1. Definimos a A = A \ {z}. para algin
x € A. Asl, |A| = n y por hip6tesis de induccién, A tiene supremo e
infimo. digamos y =sup A y z = inf A,

Entonces yVae=supAy zAa=infA

Obsérvese que no todo COPO es red: Sea A = {0, {0}.{1}}.
Asi, (A, C) es un COPO pero {0} y {1} no tienen supremo en A.

Proposicién 1.1.5. Si R es una red. A.B C R tienen supremo e infimo
y {sup A.sup B} tiene supremo, {inf A.inf B} tiene infimo, entonces existen
sup(AU B), inf(Au B) y

sup(A U B) = sup{sup A,sup B}. inf(AU B) = inf{inf A, inf B}
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Demostracion: Sea z = sup{sup A, sup B}. Asi, supA < z y sup B < z. Por
lotantoVa ((z € A — z < 2)&(z € B— z < z)). Entonces Vz(zx € AUB —
x < z). Es decir, z es cota superior para AU B.

Si w es cota superior para AU B, entonces w es cota superior para A ypara
B. Asi, sup A < w y sup B < w. Entonces sup{sup A.sup B} < w. esto es
z<w.

Por lo tanto sup(A U B) = sup{sup A,sup B}.

Ahora, sea v = inf{inf A, inf B}. Asi, u < inf A y u < inf B. Por lo tanto
Ve((re A—-u<z)&(r € B— u<z)) Entonces Va(z € AUB — u < ).
Es decir, u es cota inferior para A U B. Si v es cota inferior para AU B,
entonces v es cota inferior para A y para B. Asi, v < infA y v < inf B.
Entonces v < inf{inf A, inf B}, esto es v < u.

Por lo tanto inf(A U B) = inf{inf A, inf B}.

(La proposicion es vilida para cualquier conjunto parcialmente ordenado).

]

Proposicién 1.1.6. Sea (X, <) una red. Para cualesquiera x,y.2 € X:
o) tAr=x, Ve =1
b) r<y=arvz<yVzyzAz<yAz
Demostracién: a) Es claro que z = sup{z, 2}, x = inf{x, x}.
Supongamos que = < y y veamos que cualquier cota superior de {y, 2z} es
cota superior de {z, z}.
Sea w cota superior de {y,z}. Asi, y <wy z < w. Como z < y, tenemos
que z < wy z < w, es decir, w es cota superior de {z,z}. Por lo tanto

'V z<yV ez Andlogamente, Az < y A z. De la misma manera, siz <y y
r<s,entonces rAr<yAsyzrVvVr<yVs. I

Proposicién 1.1.7. En cualquier red R se satisfacen las siguientes igual-
dades. para cualesquiera x,y,z € R:

zVy=yVz, sAy=yAzx (Ry)

tV(yVa)=@VyVz, zAyAz)=(zAy)Az) (Ra)

(xvy)Ay=vy, (zAy)Vy=y (R3)
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Demostracién: Ry: zVy = sup{z,y} = sup{y,z} = yva; 2Ay = inf{z,y} =
inf{y,z} =yAzx
Rs: Por la Proposicion 1.1.7,

sup {z.sup{y, z}}
sup{z,y.z}
sup{sup{z.y}.z}
= (zVy)Vz.

rV(yVz)

Il

I

rA(yAz) = inf{x inf{y,z}}
inf{z.y. z}
inf{inf{zr.y}.z}
= (zAY)Nz.

Rj3: Por la Proposicion 1.1.6, como y < rVy v 2V y < y. tenemos que
(rVy) Ay = y. Las igualdades restantes se prueban de manera andloga. m

Es claro que si un COPO tiene cota superior, esa cota es iinica. Lo mismo
si tiene cota inferior. En particular para cualquier red:

Si una red R tiene cota superior, esa cota es el maximo de R (el 1). si tiene
cota inferior, esa cota es el minimo de R (el 0).

Proposicién 1.1.8. Sea (R.r) una red. Si R tiene maximal. entonces es
tinico.

Demostracion: Sean R unared, z.y € R maximales. Asi, r=xVy=y =

Definicién 1.1.9. Sea (R.r) una red.
R es complementada syss R tiene maximo (1), minimo (0) y

Vre R3ye R((zvy=1)&(zAy=0)) (Ry)
y es un complemento de x, y lo denotaremos como x°.
Proposicién 1.1.10. En cualquier red complementada R, se cumple que

Vee R(zAl=2)&(zVv1=1)&(zA0=0)&(xV0=1)).
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Demostracion: Sea x € R. V1 es cota superior para 1 (1 <zV1)y1es
el maximo de R (V1 <1). Por lo que 2V 1 = 1. Las otras tres igualdades
se prueban de manera andloga. ]

Definicién 1.1.11. Sea (R,r) una red. R es distributiva syss para cua-
lesquiera z,y,z € R

(eVy)Az=(xAz)V(yAz) (Rs)

Proposicion 1.1.12. Si R es una red complementada y distributiva, entonces
cada elemento de R tiene sélo un complemento.

Demostracion: Sean R una red complementada y distributiva, r € R.
Como R es complementada y distributiva, R tiene 0 v 1, y para r hay y € R
tal que (zVy = 1)&(x Ay = 0), es decir y = z°.

Sea z € Rtal que 2z = z°. Asi. (zVz = 1)&(2Az =0), de donde 2Vz = zVy.
Por la Proposicion 1.1.7 tenemos lo siguiente:

rVz=zVy=>(xV2Ay=(axVyYAy=> (zAy) V(zAy) = y=
OV(zAy)=y= zAy=y.y por tanto y < z.

Andlogamente:

rAz=zxAy= (xA)Vy=(zAyY)Vy=(zvyA(zVy =y =

IAN(yvz)=y=yVz=y,yportanto z < y
Por lo tanto z = y
Asi. cada elemento tiene un tinico complemento =

Proposicion 1.1.13. En cualquier red distributiva R, para cualesquiera .y,
zER (xAy)Vz=(xV2)A(yV2).
Demostracion: Sean x.y.z € R. Por la Proposicién 1.1.7 v la Proposicion
1.1.10 tenemos que
(zAy)Vz = (zAyVy)(zAy) V4
= [zAy) V(A V2
= [(eAy)V(zAY]VzVve) Al
Ay VAPV V2)A(2V2)
[(xvz)AyAl(zvz)Az]
A (zVv2)|VIzA(zVz2)
= (yVz)A(zVz)
(xVz)A(yVz)

Il
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Proposicion 1.1.14. Si R es una red complentada y distributiva, entonces
VzeR ((2°)°=x)

Demostracion: Sea v € R. Seay € R tal que y = z°. Asi, sAy =0y
xVy = 1. Por la Proposicion 1.1.12, tenemos que z = y© = (2°)°. L]

Definicién 1.1.15. Sea B una red. B es una dlgebra de Boole syss B es una
red complementada y distributiva con al menos dos elementos.

Observacién 1.1.16. Es posible definir una dlgebra de Boole como una
estructura B = (B.V.A.“,0.1), donde en B son verdaderos los axiomas
[ £ — Rs} v |B| > 2. Las operaciones V,A,¢ corresponden a supremo.
infimo y complemento. respectivamente, mientras que 0 es el minimo de B y
1 el maximo. Al conjunto B se le da un orden de la siguiente forma: r <y
syss x'Vy = x para cualesquiera x, y en B. Con este orden, (B, <) resulta ser
una red complementada vy distributiva.

Ejemplo 1.1.17.

1. Sea X un conjunto vacio. (P(X).C) es una Algebra de Boole. (Toma-
mos A, V.4 0,1 como U.N. complemento relativo a X, 0. X. respecti-
vamente).

2. El conjunto 2 es una Algebra de Boole.

3. Sea X un conjunto infinito. Sean FIN(X) = {Y € P(X)|Y es finito}.
COF(X) = {Y € P| X \ Y es finito}. Asi (FIN(X) UCOF(X).C) es
una Algebra de Boole:

4. Sea (X.7) un espacio topoldgico.

Sea C(X) ={Y € P(X)|Y es cerrado y abierto }.

Al tomar V,A.¢,0.1 como en el ejemplo 1.1.3, (C(X), C) es una Algebra
de Boole.

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Podemos generalizar el ejemplo 4 de
la siguiente manera:

o

Recordemos que A C r es regularmente abierto syss A = (A)°. Sea RA(X) =
{A € P(X)| A es regularmente abierto }. Tomemos V, A, €, 0,1 de la siguien-
te forma:
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AV B = (AUB)".

AAB=ANB.
A = X\ (A).
0=0.
1=X.

El lector puede verificar que (RA(X), C) es una Algebra de Boole.
Teorema 1.1.18. Sea B una Algebra de Boole. Entonces

VoyeB (rAy' =0 < 1 <y).
Demostracion: =) x=xAl =xA(yVy©) = (zAy)V(zAY®) = (zAy) V0 =
TAYy <y

Elr<ysaAy=r=rAyr =AY Ay =2AyAy)=xA0=0.
De manera dual z vV y* =1 < 2 < y. [ |

Teorema 1.1.19. Si B es una Algebra de Boole. entonces para cada .y € B:
a) v <y = y" <a“.
b) (xAy)=aVys, (xVy)=a° Ay

Demostracion: Por el teorema previo, la proposiciéon 1.1.6, tenemos que:

a)x <y = rAr Ay =0 < y* <z

b) i)(x A y)° es cota superior de {2°,y°}, puescomo z Ay < T yxr Ay <y.
por a) tenemos que ¢ < (r A y)°y y° < (x Ay)-.

ii) Si z € Bes tal que 2¢ < z y y° < z, entonces z° < &y z° < y. Asi.
2 < x Ay, y por a) tenemos que (z Ay)° < z.

Por lo tanto (z A y)¢ = z°V y°. Andlogamente (r V y)° = z¢ A y°. ]

1.2. Filtros
Definicién 1.2.1. Sea Runared y F C R, F # (. F es un filtro en R syss

a) Vz,yeF (zAyeF).
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b) VeeF VYyeR (z <y— yeF).
Sea I C R, I #. I esun ideal en R syss
a) Vaz.yel (zvyel).

b) Vxel VyeR (y<x—yel).

Observacién. Si una red tiene 1 (es decir maximo), entonces cada filtro en
ella la tiene.
Si una red tiene 0 (es decir minimo), entonces cada ideal en ella lo tiene.

Ejemplos. 1. Cada red es filtro e ideal.

2. Si R tiene 1, entonces {1} es filtro en R. Si R tiene 0, entonces {0} es
ideal en 2.

3. Sea R una red. Para cada z € R, {y|z < y} es un filtro y le diremos el
filtro principal generado por x.

(Andlogamente {y |y < z} es el ideal principal generado por x).

Proposicion 1.2.2. En toda red finita cada filtro (y cada ideal) es principal.

Demostracién: Sea R una red finita y F un filtro en R.

Por la Proposicion 1.1.4 y las 1iltimas observaciones, F' tiene 1. por tanto.
es no vacio y por la Proposicion 1.1.4 tiene minimo, digamos x. Entonces F
es principal generado por x.

La prueba para ideales es andloga. e

Definicién 1.2.3. Sea R red. Un filtro F en R es filtro propio syss F G R.
Asi, si R tiene 0, entonces un filtro Fes propio syss 0 ¢ F.
Los filtros que no son propios en general son triviales, asi que a partir de
ahora supondremos que los filtros (y los ideales) son propios.

Definicién 1.2.4. Sea B una .ﬁlgebra de Boole. A C B tiene la propiedad
de interseccion finita (pif) syss cada subconjunto finito de A, no vacio, tiene
infimo distinto de cero.

Proposicién 1.2.5. Sea B una Algebra de Boole y A C B un conjunto con
la pif. Para cada x€ B. AU {z} 0 AU {x°} tiene la pif.
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Demostracion: Sean {z,.....x,} C A. 2 € B. Como A tiene la pif, (x; A
s AZn) Az Va®) # 0. Asi,

(@A Az )A (@) V(2 A Az, V] #0

Entonces (z)A...zp) Az # 00 (2)A---Ax, Ax°) # 0. Por lo tanto AU {x}
tiene la pif o AU {z°} tiene la pif. [

Proposicién 1.2.6. Sea B una Algebra de Boole. Sea A = {A;|i€ I} una
cadena de subconjuntos de B.
Si para cada i €1, A; tiene la pif, entonces (J{A;|i€ 1} tiene la pif.

Demostracién: Sea A, = {z1,...,z,} C J{Ai|i€I}. Como A es cadena,
hay j €1 tal que A, C A;. Como A; tiene la pif, tenemos que x; A+ - Az, # 0.
=

Definicién 1.2.7. Sean B una Algebra de Boole. A C B. Definimos los
conjuntos A= y A" como sigue:

1. A ={zeB|3yecA (y<z)}.
2. AM={inf(D)|D C A y D es finito}.
Asi, A C AN C (AM)=.
Lema 1.2.8. Sean B una Aigebm de Boole. A C B,
1. (AMS es un filtro.
2. Cualquier filtro que contiene a A, contiene también a (A™)<.
3. (A™= es un filtro propio syss A tiene la pif.

Demostracién: Sea A C B, B una Algebra de Boole.

1) a) Si x,y € (AM)=, entonces hay D. E subconjuntos finitos de B tales
que inf(D) < x, inf(E) < y. DU E es finito y tenemos inf(D U E) =
inf(D) Ainf(E) < z Ay. Por lo tanto x A y € (AM)=.

b) Si z€(A")S y y€ B es tal que = < y. entonces hay D C B finito tal que
inf(D) < x < y. Asi, ye (A")=.

Por lo tanto (A")= es filtro.
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2) Sea F filtro con A C F. Veamos que (A")= C F. Sea x € (A")<. Entonces
hay D C A finito tal que inf(D) < 2. Como F es filtro, inf(D)€ F y por lo
tanto re F.

3) =] Si A no tiene la pif, entonces hay D C A finito tal que inf(D) = 0.
Entonces 0€ (A")= y por ello (A")= no es un filtro propio.

<] Si (A%)= no es propio, entonces 0 € (A")=. Asi, hay D C A finito tal que
inf(D) <0, es decir inf(D) = 0 v A no tiene la pif. a

Una conclusién importante de esta proposicién es que cualquier subconjunto
A de una Algebra de Boole puede extenderse a un filtro propio si y sélo si A
tiene la pif. Al filtro (A")= le diremos el filtro generado por A.

Observemos que si B es una Algebra de Boole y A C B. no basta que 0¢ A
vaque Vz,yeA (x Ay #0) para que A tenga la pif:

Sea B = P({0.1.2}). Sea B = (B.C). Tomemos A C B como sigue: A =
{{0.1}.{0,2}.{1,}}. Asi, 0 ¢ Ay Va,ye A (ANy # 0). Sin embargo, A es
un subconjunto finito de A y su infimo es (. Por lo tanto A no tiene la pif.

Proposicién 1.2.9. Sean B una A'I_qebm de Boole. A C B. Si0O¢ Ay
Va,ye A (x Ay€A), entonces A tiene la pif.

Demostracion: Sea A, = {x1....,2,} C A Asl, y3 = £ A2 €A, Y1 =
Yn N Tpyy. Para cada i € {1.2...., n}.y€ Aycomo 0 ¢ A y # 0. En
particular y,, # 0, es decir, inf A, = 2y A--- A x, # 0. ]

1.3. Ultrafiltros

Si B es una Algebra de Boole, entonces C es un orden parcial sobre los filtros
en B.

Definicién 1.3.1. Sea B una Algebra de Boole, F filtro propio en B. F es
ultrafiltro syss F es C-méximal.

Lema 1.3.2. Sean B una Algebra de Boole. F un filtro propio en B. F es
ultrafiltro syss para cada x€B. x € F o 2*€ F, pero no ambos.

Demostracién: =] Supongamos que F es ultrafiltro y sea z & F. Sea G el
filtro generado por FU{z}. Asi. G no es filtro propio. Entonces G no tiene la
pif, y por tanto hay D C F finito tal que inf(D) = 0 < z°. Como inf(D)€ F.
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tenemos que z°€ F. Por otro lado z€F y 2°€ F. Asi, 0 =z Az°€F, y esto
es una contradicion (F' es filtro propio). Por lo tanto no pueden ambos estar
en F.

<] Sea F filtro propio tal que para cada 2 € B, v € F o 2°€ F (y no ambos).

Sea G filtro en B tal que F G G. Asi, hay 2€G'\ F. Es decir, hay € B tal
que z€G y ¢ F. Por hipétesis z€G y z°€ F. Como F G G, tenemos que
z€Gyx°€G. Asi, 0 =z A2°€G y G no es un filtro propio. Por lo tanto F
es C-maximal. ™

Corolario 1.3.3. Sea X # 0. Como (P(X).C) es una Algebra de Boole,
para cada r€ X {A€P(X)|xz€ A} es un ultrafiltro:

El ultrafiltro principal generado por {z}.

Definicién 1.3.4. Sea B una Algebra de Boole, F un ultrafiltro en B. F es
ultrafiltro principal syss F es generado por algiin elemento de la dlgebra de
Boole.

Proposicion 1.3.5. Sea X un conjunto no vacio. Un ultrafiltro en (P(X).C)
es principal syss tiene como elemento un conjunto finito.

Demaostracion: Sea X # (.

=] Sea U un ultrafiltro principal en (P(X).C). Como U es generado por
{z}, para algin z€ X, entonces U tiene un elemento finito.

<] Sea U un ultrafiltro principal en (P(X), C) tal que A = {xy,...,zn} €U.

Primero observemos que si algiin zx € A es tal que {z;} € U, entonces U
estaria generado por {z;}, pues si B € U es tal que {r} ¢ B, entonces
0 =Bn{x}el.

Ahora probemos que hay xx € A tal que {x;}€U.

Si{x,} ¢ U, entonces X\{z,}€U. Asi, A; = {z5...., 2.} = AN(X\{m1}) €
U.

Si {2} ¢ U, entonces X\ {z2} €U. Asi, Ay = {z3...., 2.} = AAN(X\{22}) €
U

Asi, si {z;}¢U para 1 <i < n, entonces {z,}€U.

Concluimos que x4 € A tal que {z} €U y por lo tanto U es principal. =

Corolario 1.3.6. Si X es finito, entonces cada ultrafiltro en (P(X),C) es
principal.
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Teorema 1.3.7 (Ultrafiltro). Cada filtro en una Algebra de Boole puede
extenderse a un ultrafiliro.

Demostracién: Sea B una Algebra de Boole y F un filtro en B.

Sea F = {G|G esfiltroen By F C G}. Como BEF, F es no vacio. (F.C)
es un conjunto parcialmente ordenado. Sea D = {D; | i€} una cadena en F.
Veamos que |JD es cota superior para F: Si z,y€|JD. entonces hay i.j€ 1
tales que x€ D;. y € D;, sin perder generalidad ¢ < j. Asi, s AyeD; C | JD.
Size|UD y x < 2, entonces hay i €] tal que z€ D;, de donde ze D; C [JD.
Ademds Vie I 0 ¢ D, por tanto 0 ¢ (JD. Asi. |JD es filtro propio v
F CJD. Por lo tanto UD€ F.

Asi, [JD es cota superior para D en F.

Por el Lema de Zorn (AE), hay un elemento maximal en F. que es un
ultrafiltro que extiende a F'. L]

Corolario 1.3.8. En una A lgebra de Boole. todo subconjunto con la pif puede
ecztenderse a un ultrafiltro

Demostraciéon: Extendemos al conjunto con la pif a un filtro propio v lo
extendemos a un ultrafiltro. o

Corolario 1.3.9. En una Afgebm de Boole. cada elemento distinto de cero
estd en algin ultrafiliro.

Demostracién: Si B es una Algebra de Boole y = € B no es cero, entonces
{z} tiene la pif y podemos extenderlo a un ultrafiltro. [ ]

Corolario 1.3.10. Sea B una Algebra de Boole. Si x.y € B son tales que
x # y, entonces hay un ultrafiliro U tal que vl y y¢U.

Demostracion: Si x # y. entonces —=(x < y) V =(y < x). Sin perder gener-
alidad ~(x < y). Entonces z A y¢ # 0. Como {z A y°} tiene la pif, podemos
extenderlo a un ultrafiltro U. Asf, €Uy y°€U. Entonces reU y y¢U. m

Proposicién 1.3.11. Hay ultrafiltros no principales.

Demostracién: Sea X un conjunto infinito. COF(X) tiene la pif: Veamos que
0 ¢ COF(X) v que para cualesquiera z;.19 € COF(X), 2, N1y € COF(X).
Esto garantizard que COF(X) tiene la pif. § ¢ COF(X) pues X \ 0 = X no
es finito.
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Sean z1, 22 € COF(X). X \ (z; Nxz) = (X \ 21) U(X \ m). Como X \ a1, y
X\ z son finitos, x; N2y € COF (X). Por lo tanto COF(X) tiene la pif. Sea U
un ultrafiltro que extienda a COF(X). Asi, U es un ultrafiltro sin conjuntos
finitos y por tanto no es principal. =

1.4. Homorfismos y Algebras Cociente

Definicién 1.4.1. Sean B una Algebra de Boole, €' un subconjunto de B
no vacio. C' es una subdlgebra de B syss C es cerrado bajo A,V y ©.

Proposicién 1.4.2. Si B es una Algebra de Boole y C' es subdlgebra de B,
entonces 0€C y 1eC.

Demostracién: Como C # 0, hay X € C. Como C es cerrado bajo ¢, 2°€C.
Como C es cerrado bajo A, V, tenemos que

O=zA2€C, 1l =xVviel:
Asi, {0,1} es la minima subdlgebra de B. =

Proposicién 1.4.3. Sean B una Algebra de Boole y F' un filtro en B. Defin-
imos I = {z° € B|x € F}.

a) I es ideal.
b) F U es subdlgebra de B.
¢) F es ultrafiltro en FU I.

Demostracién: a) Sean z,y € I. Asi, € F y y° € F. Como F es filtro,
T Ay €F, de donde (z Vy)°€F, es decir z Vy€el. Sea x€l. yeB tal que
y <z Comozxel, z°eF. Asi, 2° Ay < 2° Az = (. Entonces z° < y° y por
tanto y°€ F', es decir, y € I. Por lo tanto [ es ideal.

(b) FUT es subdlgebra de B:

i) {0,1} C FUICB.

ii) Sea z,ye FUI.

Asi, alguno de {z,y} es elemento de I, o ambos son elementos de F. Si
x,y € F, entonces x A y € F. Si alguno elemento de I. Supongamos sin
perdida de generalidad que x €. Asi, 2°€ F. Como F es filtro, z°V y°€ F.
Es decir (z A y)°€ F y por definicién z A yel.
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En ambos casos concluimos que zAy € FUI. Andlogamente xVy e FUI.Para
ver que z€ € F U I, basta observar que si x € F, entonces 2 € I: si x € I,
entonces z°€ F. En ambos casos tenemos que si z € FUI, entonces 2°€ FU/I.

Por lo tanto F U I es subdlgebra de B.

(¢) Es claro que F es filtro en F'U I. Veamos que es C-maximal:

Si G es filtro en F'U I y extiende propiamente a F, entonces hay y € G tal
que ye (FUI)\ F, esdecir, ye . Asi, y*€ F C G. Como G es filtro. entonces
0=y Ay°eG, que es una contradiceidn .

Por lo tanto F es C-maximal. es decir. F' es ultrafiltro en F U I. =

Definicién 1.4.4. Sean By, B, Algebras de Boole, f: B; — B, funcién. f es
un homomorfismo (de B, en By) syss para cualesquiera x.y € B,

flx A y) = f(x) Aa fly). flxvyiy) = f(z) Va f(y)

f(z) = f(@)”
Si f es biyectiva. diremos que f es isomorfismo.
Proposicién 1.4.5. Si B,. B, son Algebras de Boole y f: By — Bs es un
homomorfismo. entonces:
a) f(I)=12.  f(0;) =02
b) Ve.yeB, (z<,y= f(z) <2 f(y))
¢) fIB] es subdlgebra de B,.
Demostracién: a) Sea € By. f(0,) = f(z Ay ) = f(z) A2 f(x)? = 0,
Asi, f(12) = (03) = F(01) = (02) = 1
b) Sean z,y € Bl. z <y y = a Ay = 0= flz A y®) = f(0h) =
f(@) A2 fy)2 = 02 = f(z) <2 f(y).
c¢) Por (a), f[B] # 0.

f(@). f(y)ef[B) = r,yeB=azNy aV y, 2 €B = f(xAy), f(xrViy).
f@) e f[B] = f(x) Aa f(y). f(z) Va f(y). f(x)=€ f[B]. n

Sea B una Algebra de Boole y F un filtro en B. Definimos ~ C B x B como
sigue: * ~ y syss hay fe F talque z A f =y A f.

Proposiciéon 1.4.6. ~ es de equivalencia.
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Demostracion: a) Seaxze€B.xAl=xz Al Asi, z ~z.

b) Sean &,y € B tales que =z ~ y. Asi, hay f€ Ftalque z A f = y A [.
Entonces y A f = 2 A f, es decir, y ~ .

c) Sean z,y,z € B tales que * ~ yy y ~ 2. Sean f,g € F tales que
cAf=yAfiyng=2Ag.Seah=fAg. Como F es filtro he F.

Asi, eAh =z N (fAg) = (zAf)Ag= (yAfINg=yA(fAg) =yA(gAf) =
WNGANf=(zNg)ANf=2N(gA f)=zAh. Es decir,  ~ 2.

Por lo tanto ~ es de equivalencia. L]

Proposicién 1.4.7. ~ es de congruencia.

Demostracién: Sean z,2’,y,y' € B tales que = ~ 2/, y ~ y'. Veamos que
Ay ~ T Ay, x2Vy ~2'Vy', ¢ ~ (2)°. Sean f, g€ F tales que tAf = 2'Af,
yANg=1y Ag. Asi, fAgeF.

a) (xAYA(fAg) = (Af)A(yAg) = (@ AS)AY Ag) = (@ AY)A(fAg).

b) (xVy)A(fAG) = (xA(FAG)IVWA(fAG)) = (' A(fAGIV(YA(fAG)) =
(VY )YA(fAg).

A Af=2A[(fAZ)V(fA(@))]=[2A(fAZ)]V[z°A(fA(2))] =
(@) A2 A f = [(@)AFAZ) V@A FAZ)] = (@) ALSf AV
(fAx9)]=(2)Af [ ]

Proposicion 1.4.8. Abreviamos: t @y = (xz V y“) N (2°V y)
6) xRy=1 <= z=y

b) r~y &= z0OyeF

Demostracion: a)

(VY IA(z°Vy)=1 <= zVvy'=lyz*vy=1
— rAy=0yaz°vy=1
— yAz*=0yyvz‘=1
= 2=y
= z=y

b) <] Sea f=z 0.
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Asi,
zAf = zA[(zVY)A(z°VY)]
= [eA (@ VY)]A(zVY)
= [(zA2°)V(zAY]A(zVY)
= (@Ay)A(zVY)
= [@Ay)Az]V(@zVy) Ay
= (zAy)
= (yAx)
= [(yrz) A2V [(yAz) Ayl
= (yAz)A(2°Vy)
= [yAz)V(yAy)A(a“Vy)
= [yA@Vy)A(=Vy)
= yAl(zVy) Az Vy)]
= yAf
Entonces a A f =y A f. Por lo tanto x ~ y.
=]z ~y <= hay feFtalquezAf=yAf.
Ademéasa A f<zyyAnf<y
Asi,
yAf<zyznf<y
(WAf)Az=0y (zAf)Ay =0
FAG AY) =0y fA@AY) =0
[< @AYy [ < @AY
f<xVy'yf<aVy
tVy'eFya*VyeF
(zVY )N (2°Vy)eF

R

Por la proposicién 1.4.7, al conjunto B/F = {|z||x € B} podemos darle
estructura de Algebra de Boole.

| A lyl

EARA

|z° = |af|

|z Ayl
|z Vyl
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B/F es la dlgebra cociente de B madulo F.
La funcién h: B — B/F  donde h(z) = |z| es claramente homomorfismo:
el homomorfismo canénico (de B sobre B/F).

Proposicién 1.4.9. |z| =1 en B/F syssz€ F.
Demostracion: |z| =1 syss x ~ 1

syss dfeF(enf=Ff)
syss 3feF (f<z)
SySs reF

Entonces dada B una Algebra de Boole, cada filtro F' tiene asociado un
homomorfismo. ]

Lema 1.4.10. Sean B,. B, Algebras de Boole. Sea f: By, — B, homomor-
fismo.

F={z€By|f(z) =1} es un filtro y [[B\] = B,/F.

Demostracién: a) F es filtro. Sean z,y€ F. Asi, f(z) =1= f(y) = f(z A
Y)= f(2) A f(y) = 1. Por lo tanto t Ay € F.

Seanz € F,y € Btalquex < y. Asi zAy = z. Entonces f(zAy) = f(z) =
l1=xAy€ F=y¢€F. Porlo tanto F es filtro.

b) Por la observacion: |z| = |y| syss @ ~ .

syss r@yeF
syss flz@y)eF
syss f(z)@ fly) =1
syss  f(z) = f(y)

Entonces la funciéon g: B, /F — f|B,] definida como

9(|z]) = f(x)
estd bien definida. La funcién g es 1-1 pues g(|z|) = g(ly|) = f(z) = f(y) =
2] = [yl
Ademas g es sobre:
Sea y € f[Bi] = hay z € B, tal que f(z) = y = hay |z| € B|/F tal que
flzl) = .

¢ es homomorfismo:
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a) gzl Vv ]yl) = g(lzvyl) = flxvy) = flx) vV f(y) = g9(lz]) V 9(ly])-
b) g(lzl Algl) = g(lz Ayl) = flz Ay) = f(z) A f(y) = g(|=]) A g(lyl)-
¢) g(lz]) = g(|z¢]) = f(z) = f(x)°) = g(|z])"-

Por lo tanto B,/F = f[B].

B, —L f(B)]

N

B/

El filtro F' es la coraza de f. (El dual que es el kernel. con un ideal). ]
Lema 1.4.11. Un homomorfismo h es 1-1 syss su coraza es {1}.
Demostracion: =] hes 1-1syss VaVy (h(z) = h(y) = & = y), en particular
Vo (h(x)=1=ax=1)pues h(z) =h(l) =z =1.

<] Observemos que h(zAy°)¢ =1 = h(zVy) = 1= 2°Vy =1 = zAy° = 0.
Asi h(z) = h(y) = h(z) Vh(y) =1y Ma) Ah(y) =0= h(zVy) =1y
hzAy)=0=zVy=lyzAy=0=2=y"=ar=y. ©

Teorema 1.4.12. En un filtro F de una Algebra de Boole B. las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) B/F =2,
b) F es ultrafiltro.
c) F es primo.

d) Para cada r€B, x€F o 2°€F.

Demostracion: b) <= d) Lema 1.3.2).

d) = a) Sea f: B — B/F el homomorfismo canénico. (Sea r€ B y |z| =
f(z)). Sea |z| € B/F. Supongamos |z| # 1. Entonces x ¢ F' (Proposicion
1.4.9). Por hipétesis 2° € F. Entonces |z°| = 1 y por lo tanto |z|° = 1.
Entonces |z| = |z|* = 1¢ = 0. Por lo tanto B/F = {0,1} = 2.
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¢) = a) Definimos h: B — 2 como h(z) = 1 syss x € F. Veamos que h es
homomorfismo

hMxAy)=1syssc AyeF sysst€F y ycF syss h(z) =1y h(y) = 1 syss
h(z) A h(y) = 1. (Andlogo si h(z V y) = 0)

Por lo tanto h(z A y) = h(z) A h(y).

h(xVy)=1syssxVyeF sysst€F oyeF syss h(z) =10 h(y) =1 syss
h(x) Vv h(y) = 1. (Andlogo si h(x V y) = 0).

Por lo tanto h(x V y) = h(z) V h(y).

h(z) = 1 syss x°€ F syss ¢ F syss h(z) = 0 syss h(z)° = 1. (Andlogo si
h(z€) = 0). Por lo tanto h(z°) = h(zx)".

Por lo tanto & es homomorfismo.

Por lo tanto B/F = h[B] = 2.

a)=>d)Seaxe€B. x¢F = |z| #1.
= 2| = 0. Asi. |2°| = |z|]° = 1. = a°€F.

b) = c) Sean r.y€ B tal que x Vye F y ¢ F. Veamos que y€ F.

Sea G el F generado por F'U {z}. Por b), G no es propio. Por lo tanto hay
zeFtalquexAz=0.Como zA(zVy)EF y (2Az)V(zAy) =0V (z2Ay).
tenemos que z A yeF. Por lo tanto ye F (z Ay < y).

¢c)=>d)SeazeB.Comole Fyl=axVa entoncesz€F oaeF. m

Definicién 1.4.13. Sea {A, | n € N} una coleccién contable de subconjuntos
de una Algebrd de Boole, donde cada A, tiene infimo, digamos a,, = inf(A,).

Un ultrafiltro F' en B preserva infimos syss para cada n € N, h(a,) =
inf{h(a)|a€ A,} donde h es el homomorfismo canénico (h: B — B/F = 2).

Teorema 1.4.14 (Lema de Tarski). Si x # 0, entonces hay un ultrafiltro
que pasa por x (tiene a x) y preserva infimos.

Demostracién: Sea B una Algebra de Boole, {A,|n € N} C P(B) con
infimos. a, = inf(A,) para cualquier n € W. Construimos recursivamente
{b, | n € N} donde

a) b, € A, para cualquier n€N y



26 Algebras de Boole

b) {z,agVb,... ,a, v} tiene la pif para cada n€N
Definimos by:

Sabemos que
A (ag V) = (xAag) V(T Abf)

SiagAx # 0, entonces by = ag. Asi, zA(agVb§) = = # 0, = (xAag) V (zAbj).
Si ag Az = 0, entonces hay by € Ag tal que

TA(apV(zAE)=0
(Supongamos Vhe Ay, A (ag V b°) = 0. Asi, (2 Aag) V (2 AD°) =0

TAhag=0yxzAl =0
z<b Vb Ay talquexzAag =0
r<ay talquexAayg=0

¢ du e

r=xANay=0 que es una contradicciéon (x # 0)

Por lo tanto hay by como queremos).
Supongamos que hay b, tal que

y=xA(agVH)A--Alan VIE) #0.

Ahora encontramos b, :
Si y A apg # 0, entonces tomamos b4y = an.1 pues

YA (@i V) = YA (ans V a5py) # 0

Si yAda,r =0, tomamos b, tal que y A (aps1 VI5,,) = 0. b,y existe, pues
VbeA, yNap =0y yAb- =0

= VbeA, yNap =0 yy<b
= YAt =0y y<apt
= YA =0y y=yAatpn
;5' y = U 1
que es una contradiccion.
Ast, {z.ag A by, ... a4, A, ...} tiene la pif.

Por lo tanto puede extenderse a un ultrafiltro F' tal que:
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a)xeF
b) F preserva infimos.
Sea h: B — B/F el h homomorfismo canénico.
Recordemos que
aAb =0+ a<b
Asi,
aVb =1 <= a"Ab=0
= bAa" =1
— b<a,
Es decir, aVb =1 < b<a
Veamos que h(a,) = inf{h(a)|a€ A,}, es decir,
h(inf a,,) = inf{h(a,) |a€ A, }
an VU, EF = h(a, V) =1= h(a,) V h(b,) =1
< h(b,) < h(a,)
= ]Ilf{h(b) | be An} S h-(ﬂ-n)
Por otro lado. a, = inf(A,)
= a,<b VYbeA,
= h(a,) < h(b) VbeA,
= h(a,) < inf{h(b)|beA,}
Por lo tanto h(a,) = inf{h(b) | be A,.} =

1.5. Filtros en Topologia

Es claro que para cada x € X, V; (la familia de vecindades de z) es un filtro

en (P(X),C): el filtro de vecindades de .

Lema 1.5.1. Sean F un filtro en (P(X),C), x€ X, son equivalentes:

a) ren{A| A€ F}.
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b) Para todo A€ F yUeV,, ANU # 0.
¢) hay un filtro propio que contiene a F U V,.

Demostracién: b) = ¢) F UV, tiene la pif:
D¢ {FUV|VeV,}ysi HHGEFUYV,, entonces HNGEFUV,.

Por lo tanto F U V, puede extenderse a un filtro propio.

¢) = b) Sea G el filtro propio que extiende a F'U V.
AeEFyVeV,= AeGyVeG=ANVeG = ANV #0 (G es propio).
a) <= b)

r€N{A|A€F} syss paracada AcF z€A
syss paracada A€ F vy paracada veV, (ANV #0)

Definicién 1.5.2. Sea F un filtro en (P(X), C).
r€X es un punto de adherencia de F syss x satisface alguna de las equiva-
lencias del lema anterior.

Definicién 1.5.3. Sean F filtro en (P(X),C). z€X.
F converge a x syss V,, C F.

Observacién 1.5.4. Un punto es adherente a cada filtro que converge a él.

Demostracion: Sea F convergente a x. Asi. V, € F. por lo tanto Vv €
V. VAeF, Anv # 0. =

Lema 1.5.5. Un ultrafiltro converge precisamente a sus puntos de adheren-
cia.

Demostracion: Sea F un ultrafiltro. Por 1.5.4 F converge s6lo a sus puntos
de adherencia. Veamos que F converge a sus puntos de adherencia. Sea x de
adherencia de F. Por 1.5.1, hay un filtro propio G que extiende a F U V.
Como F es ultrafiltro, entonces G = F. Asi, V, C F. Por lo tanto F' converge
axr. w
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Lema 1.5.6. X es Hausdorff syss cada filtro en (P(X), C) converge a lo mds
a un punto (i.e. syss cada ultrafiltro en (P(X).C) tiene a lo mds un punto
de adherencia).

Demostracién:

=] Sea F un filtro en (P(X), C).

Si x # y, entonces hay U,V abiertos en X tales que U € V,,V € V, ¥
UnNV = 0. Asi, ningiin filtro propio contiene a V, UV, F. Entonces converge
a lo mas a un punto.

4] Sea 2 # y. Como cada filtro converge a lo mas a un punto, V, UV, no
tiene la pif. Asi, hay B C V, UV, finito tal que (B = (). Ademés BNV, # §
yBNV,#0.Sean U=N{be Blbe V,},V={be BlbeV,}. Asi, Uy
V son abiertos en X talesquez € U, ye VyUNV =1{. |

Lema 1.5.7. X es compacto syss cada filtro en (P(X),C) tiene al menos
un punto de adherencia.

Demostracion:

=] Sean X compacto y F un filtro en (P(X).C). F
conjunto de cerrados con la pif. = F # 0. Por 1.5.1
adherencia.

= {A|A€ F} es un
F tiene un punto de

«| Sea F un conjunto de cerrados en X con la pif. F puede extenderse a un
filtro (propio) G. G tiene al menos un punto de adherencia. i.e. [J{A|A €
G} # 0. Ademas

({GlAeG} (Al AeF} =(F
Por lo tanto [ F # (). Por lo tanto X es compacto. ]

Corolario 1.5.8. Un espacio X es compacto syss cada ultrafiltro converge
al menos a un punto.

Demostracion:

=] Si X es compacto. entonces cada ultrafiltro tiene al menos un punto de
adherencia y por el Lema 1.5.5 converge al menos a un punto.

<] Sea F filtro en (P(X), C). Extendemos F a un ultrafiltro G que converge
al menos a un punto z. Asi, x es de adherencia de G y de F.

(z € N{A|AeG} CN{A| A € F}). Entonces cada filtro tiene al menos un
punto de adherencia.

Por lo tanto X es compacto. L
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1.6. Teorema de Representaciéon de Stone

Si X es numerable, entonces (FIN(X) U COF(X).C) es una Alg(-';ln'a de
Boole numerable no isomorfa a P(Y) para cualquier Y. Asi, no toda Algebra
de Boole es isomorfa a una Algebra de Boole en (P(X),C). Sin embargo,
toda Algebra de Boole es isomorfa a una subalgebra de Boole en (P(X). C):

Teorema 1.6.1 (Representacién de Stqne). Sea B una Algebra de Boole.
B es isomorfa a un subconjunto de la Algebra de Boole P(S(B)). donde
S(B) = {UeP(P(B))|U es ultrafiltro en B}.

Demostracion: Construimos la funcion h: B — P(S(B)) como sigue: hi{r) =
{UeS(B)|xeU}.

Afirmacion: h es invectiva.

Sean x,y € B tal que x # y. Por Corolario 1.3.10, hay un ultrafiltro U tal
que xeU vy y ¢ U. Asi, h(z) # h(y) v h es invectiva.

Por lo tanto h: B — h[B] es una biyeccion.

Veamos que h es homomorfismo:

Sean x,y€ B. Para cada filtroen Bx AyeF < reF yyeF.
Alora veamos que i es homomorfismo:

i)
h(zAy) = {UeS(B)|zAnyeU}={UeS(B)|xeUyyelU}
{UeSB)|zeU}n{U e S(B)|lyeV}
= h(z)Nhly)
ii)
h(zf) = {UeS(B)|2*eU}={Ue€S(B)|x¢U}

= S(B)\ h(x)

= [h(2)]°
iii) h(0) ={U e S(B)|0€U} =0
iv)

haVvy) = h((@®Ay))
[h(x€ Ay
[h(x®) N Ay
[R@)° N (BT
h(zx) U h(y)
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v) h(1) = h(0°) = [A(0))° = [0]° = B.

Por lo tanto h es isomorfismo. u

Definicién 1.6.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. (X.7) es un espacio booleano syss (X, 7) es Hausdortf (73), compacto y
tiene una base de conjuntos cerrados y abiertos (cerrados y abiertos).

2. (Xy.m) C (X.T) es conezrosyss X, no es la unién de dos abiertos ajenos
en Ta.

3. (x2.m) C (X, 7) es una componente de X syss (X,. ) es un subespacio
conexo maximal.

4. (X.7) es totalmente disconero syss cada componente de X tiene un
solo punto.

Lema 1.6.3. Todo espacio booleano es totalmente disconezo.

Demostracién: Sea (X.7) un espacio booleano. Sean (X3.73) C (X 7) y
{x.y} € X5 con z # y. Como (X,7) es Ty, hay V € 7 tal que V es cerrado,
r€e€VyygV. Asi, X = (XonNV)U (XN (X2 \ V)). Entonces X; es la
union de dos abiertos ajenos no vacios, es decir, Xy no es conexo. [ ]

1.7. Algebras caracteristicas

Proposicién 1.7.1. Si (X.7) es un espacio topoldgico, entonces {(Ver|V
es cerrado} es una Algebra de Boole.

Demostracién: Sea (X.7) un espacio topologico. Sea C(X) ={V € 7|V es
cerrado}.
i)a,beC(X)=aUbanbe C(X).
ii) C(X) tiene maximo (X) y minimo (0).
iii) Para cada a€C(X), X \a € C(X)yauU(X\a)=X,an (X \a)=0.
Por lo tanto (C(X),C) es una Algebra de Boole. ]

Corolario 1.7.2. C'(X) es subdlgebra de (P(X),C). [

Sabemos que si (X 7) es un espacio booleano, entonces C(X) es una base
para 7. jHabrd otra subélgebra de (P(X).C) que sea base para 77
La respuesta es no.
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Teorema 1.7.3. Si (X,7) un espacio booleano y A es una subdlgebra de
(P(X),C) tal que A es base para T, entonces A= C(X).

Demostracion: Sea (X.7) espacio booleano, A subdlgebra de (P(X).C) y
base para .

ClVeA=>Ver.VeAy Asubdlgehra= X\VeAd=>z\ver.
Por lo tanto los elementos de A son abiertos v cerrados.

D] Sea C € C(X). Como C es abierto, para toda 2 € X hay un bdsico de
A (digamos A;) tal que 2 € A, C C. Como C es cerrado y X compacto. C'
es compacto. Por lo tanto la cubierta {A; |z € C'} de C tiene una subcu-
bierta finita, digamos {A,,..... Ap ). Asi, C = | Az A;, }. Como A
es subdlgebra, J{A,,,.... A;,} € A. es decir, Ce A. -

Sea B una Algebra de Boole. Demos una topologia para S(B): la topologia
generada por h[B] como base. (h[B] = {h(x)|x € B}. donde h(x) = {U €
S(B) |z e U}).

El espacio de Stone para una Algebra de Boole B, sera (S(B), mg))-

Lema 1.7.4. h[B] es base para una topologia en S(B).

Demostracion:

i) S(B) = Unh.(:r).
Te
) Uehz)Nh(y) =>xAyelU=Uech(xAy) C h(z) N h(y). u

Teorema 1.7.5. Si B es una Algebm de Boole, entonces S(B) es un espacio
booleano y h: B — S(B) es un isomorfismo entre B y la dlgebra caracteristica
de S(B):

B ”::‘ C(S(B)).

Demostracidn: Sea B una Algebra de Boole. Veamos que (S(B), Tajm)) es
booleano. Sean V.W € S(B), V # W. Como V y W son ultrafiltros en B,
hay re Btalquezr e Vyr ¢ W. Asi, hayz € Btalquezr e Vyas“e W.
Entonces V' € h(z) y W € h(z°). Ademés h(zx) v h(z®) son abiertos ajenos.
Por lo tanto (S(B). Th(8)) €s Th.

Veamos que (S(B), 7)) es compacto.

Sea U C mjp cubierta de S(B). Para cada u € U, u es la unién de un
conjunto de bésicos. Entonces podemos ver a U como una cubierta de basicos.
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Sea U = {h(x;)|7 € I}. Si U no tiene subcubiertas de finitas, entonces
cualquier subconjunto finito de U no cubre a S(B), es decir, | J{h(z;)|? €
I} # S(B) donde I,, C I es finito. Asi, S(B) \U{h(z:) |i € I} # 0, es decir
N{h(xf) i € I} # 0. Asi, h( A z£) # h(0), por lo tanto A z¢ # 0.

i€ln 1efy,
Asi, {zf|i € I} tiene la pif. Sea V un ultrafiltro en B que extiende a

{251 € I}.

Observemos que para cadai € I, ¢ € V., y por ello para cadai € I, z; ¢ V.
de donde V' ¢ | J{h(x;)|i € I} =U.

Por lo tanto U no es cubierta de S(B), ques es una contradiccion. Por lo
tanto (S(B), Tip)) es compacto.

Para ver que (S(B), 7)) tiene una base de cerrados y abiertos observemos
que los bésicos son cerrados. Para cada x € B. h(x) es un abierto y h(z) =
S(B) \ h(z®). Por lo tanto h(z) es cerrado y h[B] es una base de cerrados y
abiertos.

Por lo tanto (S(B). 7)) es un espacio booleano.

Ahora veamos que h es isomorfismo. Para demostrarlo utilizaremos el teo-
rema previo.

Afirmamos que h[B] es subalgebra de (P(S(B)), C). h[B] C P(S(B)), pues
para cada = € B, h(z) es un conjunto de ultrafiltros. (es decir, h(z) €

P(S(B))).

Veamos que h[B] # (.

Como B es una Algebra de Boole, B tiene dos elementos: z.y. Sin perder
generalidad {x} puede extenderse a un ultrafiltro V' y por lo tanto @ # h(x) €
h|B].

Si h(z), h(y) € h|B], entonces h(z) Uh(y) = h(zVy) € h[B] y h(z)Nh(y) =
h(x Ay) € h[B].

Por lo tanto h[B] es subdlgebra de (P(S(B)).C) vy es base para 7,(z. Por
lo tanto h[B] = C(S(B)) y por lo tanto B%C(S(B)). =

Una lectura topologica de lo que dice el Teorema anterior es la siguiente:

Teorema 1.7.6. Todo espacio booleano es homeomorfo al espacio de Stone
de su dalgebra caracteristica.

Demostracién: Sea (X, ) un espacio booleano. Definimos f: X — S(C(X)),
f(x) = {U € C(X) |z € U} (a cada punto le asociamos el conjunto de ce-
rrados y abiertos que lo tienen).
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Veamos que f es homeomorfismo.

Para cadaz € X ycada U € C(X), 2z € U oz € X \ U, por lo tanto f(x)
es ultrafiltro en C(X), es decir, U € f(z) o U € f(x). (f(x) € S(C(X)).

[ es inyectiva:

z#Fy=>IVWer (zeVyyeWyVnWw=0)

=>3U1U2€C(X) (.'J:EUI CVyyel,C W}’U1HU2=0).

SUef@)yUr€ fly)yad fy)yyé f(z)= fx) # ().

[ es sobre:

Sea IV € S(C(X)), V es ultrafiltro en C(X). Como V es ultrafiltro, V' tienc
la pif (en (P(X),7)). Por lo tanto V puede extenderse a un ultrafiltro 1 en
(P(X).C). Como X es compacto, W converge a algiin x € X.

Afirmacion: V = f(z).

C] z es de adherencia para W. Por lo tanto r € J{A|A€e V} =N{A|A €
V}. es decir, V C f(x).

D] Sea U € C(X) tal que U ¢ V. Como V es ultrafiltro en C(X), U € V.
Ademds x € ({A| A € V}, en particular x € X \ U. Asi, ¢ U y por lo
tanto U ¢ f(x).

Por lo tanto f es biyectiva.

[ es homeomorfismo:

Basta observar que f manda la base de cerrados y abiertos sobre la base
para la topologia de S(C(X)). Afirmamos que para cada A cerrado y abierto
de X:

{UeS(C(X))|AeU} = {f(a)|x € A} = f[A]

C] Sea U un ultrafiltro en C(X) tal que A € U. Veamos que U € {f(x)|x €
A}. Como f es sobre, hay » € X tal que f(z) = U. Ademés A € U, por lo
tanto @ € A. Entonces U € {f(z) |z € A}

O] Sea = € A Entonces f(z) es el conjunto de cerrados y abiertos que tienen
axy f(r) es ultrafiltro en C'(X). Como A es cerrado y abierto y x € A,
A € f(x). Por lo tanto f(z) € {U € S(C(X))| A€ U}.

Recordemos que la base para la topologia de S(C'(X)) es

h[C(X)] = {h(c)|,| c € C(X)}

donde h es hic) = {U € S(C(X))|ce U}. Asi, h(A) ={U € S(C(X))| A€
U}

Como (X, 7) es booleano, la base de cerrados y abiertos es C(X) (los cerra-
dos y abiertos son subdlgebra de (P(X), C).
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Asi, f manda la base de cerrados y abiertos sobre la base para la topologia
de S(C(X)).
Por lo tanto f es un homeomorfismo. u

1.8. Algebras de Boole sin dtomos y espacios
de Cantor

Definicién 1.8.1. Sea (B, <) una Algebra Boole. Sea x € B.
7 es un dltomo syss © # 0y r es <-minimal.

Proposicién 1.8.2. Sea B una Algebra Boole.
(a) € B es dtomo syss [z] (el filtro principal generado por x) es ultrafiltro.
(b) z € B es atomo syss hay exactamente un ultrafiltro en B que pasa por .

Demaostracion:

a) =] Si [z] no es ultrafiltro. entonces hay un ultrafiltro W tal que [z] g W
Sea w € W\ [z]. Como (2 £ w), x # x A w. Ademas {w. 2} C II". de donde
wAz#0. Asi, 0 # w A x < . por lo tanto x no es atomo.

<] Si 2 no es atomo, entonces hay y € Btalquey # 0. y # r v y < ..
Entonces [z] & [y]. Por lo tanto [z] no es ultrafiltro.

b) =] Si z es dtomo, entonces [z] es ultrafiltro. Sea W ultrafiltro tal que
r € W. Asi, [z] C W, es decir [z] g W o [z] = W. Como [z] es ultrafiltro.
no es cierto que [z] & W, por lo tanto [z] = W.

<] Si x no es 4tomo, entonces hay y € B\ {0} tal que y < r. Asi, {z.y} ¥
{x.y°} tienen la pif. Por lo tanto podemos extenderlos a dos ultrafiltros gqne
pasan por r y y y son distintos. u

Definicién 1.8.3. Sea B una Algebra de Boole.
B es dtomica syss Vy € B(y # 0 — 3z (x < y tal que r dtomo)).

Ejemplo 1.8.4. Si X es un conjunto, entonces (P(X),C) es atémica: los
unitarios son atomos.

Proposicién 1.8.5. Si B es una Algebra de Boole finita, entonces B es
atémica e isomorfa a (P(A).C) donde A = {z € B|z es dtomo}.
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Demostracion: Si B no es atémica, entonces hay y € B, y # 0 tal que para
cada x € B, si # < y. entonces = no es atomo. Por lo tanto B no es finita.
Sea A el conjunto de atomos de B. Sea f: B — P(A) definida como

flx)={ye Aly<a}

Afirmacion. f es isomorfismo.

a) f es inyectiva:

Siz#y.noesciertoquer <yyy<z Asi, Ay # 0o yAa® # 0.
Sin perder generalidad z A y© # 0. Como B es atomica. hay z € A tal que
z<x ANy <z Asl. 2 € f(z) y 2 ¢ f(y), pues si z € f(y). tendriamos que
z<yycomoz<z1Ay" entonces z =z Az < (xAy)Ay=0.quees una
contradiccion. Por lo tanto f(2) # f(y). Por lo tanto f es inyectiva.

[ es sobre:

SiY = 0. entonces Y = f(0).

Sea Y € P(A)\ {0}. Como B es finita, Y tiene supremo. Sea r = sup Y.
Afirmamos que f(r) =Y.

DdlyeY=y<ar=ye f(z).

C] Siw ¢ Y. entonces para caday € Y w Ay = 0. Entonces para cada y €
Yy<w'.dedonde r <w esdecirer€dw (puesr<wyr<uw’=ar<w
yvo<a=r<ar'=r=rAr <r°Axr=0.quees una contradiccion).
Por lo tanto w ¢ f(.r).

Por lo tanto f es sobre.

f preserva el orden: Sean z, y € B tales que = < y y veamos que f(z) C f(y).
Seaw € f(z). Asi. w € Ay w < z, como = < y. entonces w < x < y. €s
decir w € f(y).

L f(zAy) = f(x) N f(y).

we flrAy) <= weAyw<zAy
< weAyw<lryw<y

2. flxvy) = flx)U f(y).

C] Sea w € A tal que w ¢ f(x)U f(y). Asi, w £ z y w £ y, de donde
wAx £ 0y wAy #0. Como w es atomo, w A x" = w vy w A y* = w. Asi,
w<zyw <y, de donde w <z Ay = (zVy)
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Asi, w ¢ f(z Ay), pues si w < Ay, tendriamos que w = w A w <
(zVy)A(zVy) =0, que es una contradiccion.

D] Sea w € f(z)U f(y). Asi, w < x o w < y. Entonces w < zVyy
w € f(zVy).

3. f(2%) = A\ f(z9)

we f(2°) <= weAyw<a®
= weAywAhAhz=0
= weAywLz
= we A\ f(x)
4. Es claro que f(0) = 0.
5. f(1) = f(0°) = f(0)* = A. "

Definicién 1.8.6. Sea B una Algebra de Boole.
B es sin atomos syss B no tiene atomos.

Lema 1.8.7. Sea B una Algebra de Boole.
B es sin dtomos syss S(B) es perfecto.

(Recordemos que X es perfecto syss todos sus puntos son de acumulacion).

Antes de probarlo veamos el siguiente lema:

Lema 1.8.8. X es perfecto syss ningiin unitario es abierto.

Demostracion: =] Sea X perfecto. Supongamos que hay un unitario abierto
A. Entonces hay y € X tal que A = {y}. Como X es perfecto. y es de
acumulacién. Asi, cualquier vecindad de y intersecta a X en algin » € X.
x # y. En particular A es vecindad de y y X N (A\ {z}) = 0, que es una
contradiccién. Por lo tanto ningun unitario es abierto.

<] Si X no es perfecto, entonces hay r € X que no es acumulacion, es decir,
hay una vecindad de X, digamos A,, tal que A, \ {z} N X = (. Entonces
A, = {z} y por lo tanto {z} es abierto. ©

Probemos ahora el Lema 1.8.7.
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Demostracion: Sea x € B, = es dtomo syss hay un solo ultrafiltro que pasa
por x syss |h(x)| = 1. donde h es como en 1.6.1 (Teorema de Representacion
de Stone).

Asi, B es sin dtomos syss ningin bdsico de S(B) es unitario syss ningin
abierto en S(B) es unitario syss S(B) es perfecto. u

Lema 1.8.9. Sea (X.7) espacio topologico. Si X es perfecto y Hausdorff.
entonces ningin subconjunto finito no vacio de X es abierto.

Demostracion: Sea Y C X finito tal que Y tiene el menor cardinal para ser
abierto. Como X es perfecto, |V| > 1. Sea Y = {x1.....2,}. Como X es T5,
hay Vi,....V, € T talesque x; € Vi y 2, ¢ V; Vi € {0....,n—1}. Entonces
Y\{z,} =Y N(KU---UV,_) es abierto, que es una contradiccién. pues

Y\ {za}| < [Y].

Por lo tanto X no es perfecto. u

Definicién 1.8.10. Sea (X.7) espacio topologico. X es un espacio de Can-
tor syss X es Hausdorff, compacto con una base numerable de cerrados v
abiertos. Asi, X es de Cantor syss X es un espacio booleano con una base
numerable.

Teorema 1.8.11. Sea (X.7) espacio topoldgico. Si X es un espacio de Can-
tor. entonces X es homeomorfo a (2“.7,). donde 7, es la topologia del pro-
ducto.

Demostracién: Sea B una base numerable de cerrados y abiertos no vacios.
Sea

B!={<UR1VH)EBE|UnnVn=@- HGN}

Por el Lema 1.8.9 los abiertos no vacios son infinitos.
Definimos recursivamenteuna sucesion de conjuntos.
Para cada k € N y cada f € *2, sean:

Sea (Uy, Vy) € B'. Sean

XQIUQ.Xl =X\¢Y{).
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1) Xf(0)...fk+1):

Sean

Xr)t o = Ungetn)

XI(U) ----- flk) = Xf(ﬂ),..,.f(k)\XI(O} ..... fk).0 -

Trp1: Yer1 € Vi N Xp).. sy cOn Trgy # Yar. Como X es Ty, hay
(Un@es1): Vages1)) € B' tal que Tyt € Ungiesrys Yiett € Vaks) ¥ Un(re+1yU
Vatke+1) € Vit N Xpy,....s00)- Sean

.....

Xrwy,ogrn = Vagesn

X0 go = Xpo)sok) \ X0)f o -

Como X es T», hay (U,,(Hl),V,,{H,,) € B tal que xp4 € Un{k+l)-
Ye+1 € Vagesr) ¥ Ungesny U Vagesn) € Xyo).....s0)- Sean

Xy g0 = Unesn
X0 tkr = Xpo)sti) \ X500)... k0.0 -

Asi, para cada k € N y para cada f € ¥2

i) Xg),...00,0 N X500),...p0001 = 0.

iii) Uks1 N Xp0)....s00 € Xr0),os0.0 ¥ Vit N Xp0),....5k) € Xg0)oo st 1

pif: Si tomamos {X(o)....rk1)s Xf(0)....ska)s - -+ Xf(0). k) } = Apin s S€B K =
méx{k;|1 <i<n}.
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Asi, 0 # Xpo)...;00 € Xj)...5k) Para cada i € {1,...,n}. es decir,

(N Afn # 0. como Ay es un conjunto de cerrados con la pif en un compacto.

LS CE
gamos que hay a,b € X; con a # b. Como X es T, hay U,. U, € B tales que

a €U, be U,y U,NU,=0. Asi, hay n € N tal que (U,.Up) = (Uns1, Vies1)-

Por lo tanto a = b.

Asi, para cada f € “2 hay un unico elemento en X. digamos X = {a/}.
Por otro lado, para cada 2 € X hay f € “2 tal que x € X;. Por lo anterior.
la funcién g: X — “2 definida como g(z) = G(H(z)) esta bien definida
(donde H(z) = xy y G(z5) = f). Como H y G son biyectivas, g es biyectiva.
Veamos que es homeomorfismo.

a) g es continua.

Sea

By, ={f €*2|f(k) =1}

donde k € Ny i € 2. Asi By, es subbisico para la topologia de +2.
Para cada k € N, i € 2, sea Yy, = (J Xj0),....f0k-1).i-
fek2

Asi, Y}, es abierto y x € Y}, syss 2y € Y, syss f(k) = i syss f € By,. Por
lo tanto Yy, = ¢7'(By,) y por lo tanto la imagen inversa de cada abierto es
abierto en X. Por lo tanto g es continua.

b) g7! es continua.

Veamos que g es cerrada. Sea E C X cerrrade. Como X es compacto. £
es compacto. Como ¢ es continua, g(E) es compacto. Como “2 es Hausdorff.
g(E) es cerrada.

Por lo tanto ¢ es homeomorfismo. u

Corolario 1.8.12. Cualesquiera dos Algebras de Boole numerables sin dto-
mos son isomorfas.

Demostracién: Sean By, By Algebras de Boole numerables sin atomos. Asi.

S5(By) v S(By) son hooleanos perfectos con bases munerables, por lo tanto
S(By) = S(B).
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Asi, C(S(By)) = C(S(By)) y por Teorema 1.7.5 By = B,
(Bo = C(S(By)) = C(S(B,)) = By). .

Definicién 1.8.13. Sea B una Algebra de Boole.
B es densa syss para cada x,y € B tales que v # y y x <y, hay z € B tal
quer<z<yyr#z#y.

Proposicién 1.8.14. Sea B una Algebra de Boole.
B es densa syss B es sin dtomos.

Demostracion: Abreviaremos r < yyy #x, con x < y.

=] Sea x € B. Asi, 0 < z. Si 2 = 0. entonces  no es dtomo. Si 0 < =,
entonces hay y € B tal que 0 < y < x. es decir, = no es atomo.

<] Sean x,y € B tales que z < y. Asi. 0 < y A 2°. Como B es sin adtomos,
hay z € B tal que 0 < 2 < y A 2% Asi. v < 2V x < y. Por lo tanto B es
densa. [



Capitulo 2

Logica Matematica

2.1. Lenguajes proposicionales.

Aquellos argumentos, proposiciones, enunciados o razonamientos, cuya va-
lidez depende sé6lo de la forma en que estdan elaborados, pueden representarse
con un lenguaje proposicional y estudiar desde la logica matematica.

Definicién 2.1.1. £ es un lenguaje proposicional syss £ consta de:
1. Un conjunto numerable de letras proposicionales

P={P,|n€cw}

2. Un conjunto de conectivos légicos

{_'7&}

3. Un conjunto de simbolos auxiliares
{()}

A los elementos de £ les diremos simbolos de L.

Definicién 2.1.2. Sea £ un lenguaje proposicional. El conjunto de expre-
siones en L es el conjunto de sucesiones finitas de simbolos de L. (Notacion:
EXPR,).
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Dado un lenguaje proposicional £, distinguiremos de EXPR al subconjuuto
de aquellas expresiones que puedan “decir algo”. El conjunto sera el de las
formulas de L.

Ejemplo 2.1.3. Sea £ un lenguaje proposicional. Algunas expresionues de £
Son:
P28:_'_'P351Pﬁ& PS:_'&:POaPI\PQvP:JP‘I

Definicién 2.1.4 (Férmulas de £). Sea £ un lenguaje proposicional
1. Cualquier letra proposicional es una férmula de £.

2. Siay son formulas de £, entonces —a v (o & .3) son formmlas de
L.

3. Sélo son férmulas de £ aquellas expresiones de £ obtenidas cou un
nimero finito de aplicaciones de 1) v 2).

Notacion: FORM,.

Ejemplo 2.1.5. Sea £ un lenguaje proposicional. Algunas formulas de C:
a) ~(Pase —Pys)
b) ~(= P& —Pys)
¢) 2(~(Ro& —~Py) & ——(—~(Puk —Pss) & —=(Py & —Py))).

Ahora introduciremos otros couectivos 16gicos como (V, —, <) abreviaturas
de algunas formulas. a partir de los conectivos definidos.
Sean a, 5,7 € FORM,

(aV p) =-(-a& —8),
(@ = p) = ~(ad& =p),
(= B)=(a— P& (- a).

Definicién 2.1.6. Sea £ un lenguaje proposicional, v es una interpretacion
de £ syss es una funciéon v: P — 2, donde 2 es visto como la dlgebra de
Boole 2.
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A partir de una interpretacién de £, v, extendemos la funcién v a una
funcién v*: FORM; — 2.
Sea a € FORM,

a) Si a = P, para alguna k € w, entonces v*(a) = v(P:).
b) Si a = - para alguna € FORM,, entonces v*(a) = v*(13)°.
¢) Sia = g&y para alguna f4,v € FORM, entonces v*(«) = v() A v* (7).

donde € y A son las operaciones de la dlgebra 2.
Asi. dadas v € P2, o, 8 € FORM,

vilavg) = vi(~(-ad-3))
= v (—ak-3)"

(v*(~0) A v (4))F
(v () Avt(9)°)°
vi(a) Vurr(d).

]

Viia— ) = v {(~{a&-0))

viiae—d) = vVia—-B)Av(d—a)
= [wa) V()] A () Vr(a)
= [[v (@) V(D] AvB)]V [ (e V()] Avi(a)
= [(r (@) AV (B)) vV (v(8) Av(B)TV
[(v* (@) Avt(a)) v (v (3) Avi(a))]
= [V (@)Av(B)V v (a)Av())
Observacién 2.1.7. Por lo anterior. dadas v € 2, a, 3 € FORM

a) v*(-a) = 1syss v*(a) =0,

b) v*{a&d) =1 syss v*(a) =1 =" () syss v*(a) Av*(F) =1
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¢) v*(aVv @) =0syss v*(a) =0=v*(J) syss v (a) Vv (3) =0
d) v(a— 3) =0syss v*(a) =1y v (3) = 0syss v*(a) < v*(J)
e) v(a « ) =1syss v*(a) = v*(3) m
Definicién 2.1.8. Sean a, 3,7 € FORM,, v € 2.
Si a cs Py para alguna k € N, v* satisface a o syss v(P,) = 1,
Si o es =3, entouces v* satisface a =3 svss no es ¢l caso que v* satisface a
i3.
Si o es p&y, entonces * satisface a 3&-y syss v* satisface a § y v* satisface
a .
Notacion: v* satisface a o syss v* | a.
Definicién 2.1.9. Sean o € FORM,. ¥ C FORM .
« es satisfacible syss hay v € 2 tal que v* = o
¥ es satisfacible syss hay v € P2 tal que v* = a para cada o € X.
Proposiciéon 2.1.10. Sean o € FORM .
veP2, v a syss vi(a) = 1.
Demostracion:
La prueba es por inducecién sobre la formaciéon de la formula .
Sean v € "2, a. 3.4 € FORM,.

1. Si @« = P, para algunam € w. v* | a syss v*(a) = 1.
2. a) Si o = —3 entonces v* = —fJ syss no es el caso que v* |= 3

<= o es el caso que v*(J3) =1
— V(B =0

= V(P)r=1

= (=P =1

b) Si o = & 7, entonces v* | (B&y) svss v  Ed v vt E
= V(P)=1lyrv(y)=1
= v(HAav(y)=1
= V(3&y) =1
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Definicién 2.1.11. Sea o« € FORM .
« es una tautologia syss cualquier v € F2 es tal que v*(a) = 1.

Notacion: & a.

Ejemplo 2.1.12. Sean «a, 3 € FORM . Por la Observacién 2.1.7 tenemos
que las siguientes férmulas son tautologfas:

1. o — a(paracadarv e "2, v*(a) < v (). Asl, Fa—a)

2. a— 7y, sia— vy 3 — 1 son tautologias (Sea v € 2. Como v*(a) <
v* () < v*(7), concluimos que = a — )

3. a e a(para cada v € P2, v*(a) = v*(a))

4. o o, sl & [ es tautologia

5. a e ryosia o By 3o yson tautologlas

6. a&id st ay dson tautologlas,
Teorema 2.1.13. Sea o € FORM .

o es una tautologia syss ~« no es satisfacible.
Demostracion: Sea o € FORM .

=»] Si = es satisfactible. entonces hay v € 2 tal que v* |= -a. Asi. no es
el caso que v* = a. Por lo tanto hay v € P2 tal que v*(a) = 0. es decir, o
no es tautologia.

<] Si a 1o es tautologia. cntonces hay v € £2 tal que v*(a) = 0= v*(a)" =

1.
Asi, v*(=a) = 1. Por lo tanto -« es satisfactible. =

Proposicién 2.1.14. Sean ¥ = {qy....,a,} € FORM,, {p.v} C FORNM .
Si cualquier v € 2 que satisface a ¥ U {¢} satisface a v, entonces

(& ... &) — (9 — )
es tautologia.

Demostracion: Si (& ... &a,) — (¢ — ¥) no es tautologia, entonces hay
v e P2 tal que v (& .. &an) = 1y v (¢ — ¥) = 0. Asi, v € P2 tal que
v*(a;) = 1 para cada a; € ¥, v*(¢) = 1y v*(¢) = 0. Entonces hay v € 72
que satisface a X U {¢} y no a . n



48 Légica Matematica

2.2. Algebra de Lindenbaum

Definicién 2.2.1. Sean £ un lenguaje prosicional, a, 5 € FORM,.
a implica ldgicamente a  (a |= 3) syss cualquier v € 2 que satisface a a,
satisface a (.

Ejemplo 2.2.2. Sean ¢,1) € FORM,.

1 p&vkEp
2. pEV—-y
3. p&op =

4 wEVV Y
Lema 2.2.3. Sean «, 3 € FORM.

aEfsyss Ea— .

. Demostracién: o — 3 no es tautologia syss hay v € £2 tal que v*(a) =1 v
v*(8) = 0 syss hay v € P2 tal que v* = a y v* [£ B syss a b 3. =

Es posible leer los lenguajes proposicionales como Algebras de Boole. Para
ello uecesitamos definir una relacién de orden. Lo natural seria pensar en la
siguiente relacion.

Sea £ un lenguaje proposicional. Definimos <C FORMZ como « < {4 syss
a3

Es claro que < es reflexiva y traunsitiva, sin embargo, no es antisimétrica:
Sia = Fy 5 E « entonces @ y 2 son légicamente equivalentes, pero no
iguales.

Definamos, entonces la relaciéon de orden en otro conjunto:

Definiciéon 2.2.4. Sean a, 3 € FORM,.

a 'y 3 son logicaniente equivalentes (o« H3) syssa E 0y 8 E a.
Lema 2.2.5. Sean a, 3 € FORM .

a H syss Ea o f.

Demostracién: Consecuencia del lema anterior. n
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Definicién 2.2.6. Sean «, 5 € FORM/. Definimos ~ C FORM% €omo sigue;
a~ syssaH0.

Proposicién 2.2.7. ~ es de equivalencia.

Demostracién: Por el lema previo y los ejemplos de Tautologias, tenemos lo
siguiente:

a) o Ha para cada o € FORM,.

b) Si a H, entonces ¥ Ha.

¢) StaHg v 3 H~. entonces o H .

Para cada o € FORM¢. sea |a| = {# € FORM; | o H 5}.
Sea FORM /.. = {|a| | @ € FORM_}.
Ahora definimos una relacién de orden < C (FORM /)%

o < 3] syss -
Proposiciéon 2.2.8. < estd bien definida.

Demostracién: Sean a. o', 3,7 € FORM, tales que a ~ o' y 8~ J'.
Asl, Ea— fdsyssaE dsyssa’ |E O syss Eo — F. ]

Lema 2.2.9. (FORM, /., <) es una red.

Demostracion: Sean |al. |5, |v| € FORM, /..
1) Como = a — «, entonces |a] < |a].

Sila| < 18|y |8] < |al, entonces o = 3y 8 a. Es decir, o | 3. Asf,
a ~ 3, es decir |e] = |5].

Sila|< |8y |8] <|yl.entoncesa =Py dEy. As, Fa—=8yE 3 — .
Entonces = o — «y. Por lo tanto |a| < |9|.

Por lo tanto (FORM, /.., <) es un conjunto parcialente ordenado.

2) Veamos que {|a|,|d|} tiene supremo e infimo.
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Sean [a| V|8] =laV 8|, |a| A 8] = |a&p].

Veamos que | V (] es la minima cota superior de {|al.|5|}. Sin perder
generalidad, veamos que [a| < |aV 3|. Sea v € P2 tal que v | a. Asi.
v'(a) = 1y por tanto v*{aV 3) = 1. Entonces a = a V 3 y por tanto
lof < v .

Por lo tanto |a V ] es cota superior para {|al, |d]}.

Supongamos ahora que || es cota superior para {|af,|#|}. Asl, « E vy
B v. Sea p € £2 tal que 1 |= a vV 3. Entonces p*(a) = 10 p*(8) = 1.
En cualquier caso p*(y) = 1 y por tanto p = . Asi ooV 3 = . es decir
lo vV 8| < |v]. Por lo tanto |aV 4| es el supremo de {|a]|4]}

Probemos ahora que |ad:ff] es la mdxima cota inferior de {|af. |]}. Sea
v e P2 tal que v = a&p. Asi. v*(a) = 1y v*(8) = 1. Entonces a&d | a v
a&ed = 3. Por lo tanto |aded| es cota inferior para {|a|. ]3]}

Supougamos que |y| también es cota inferior. Sea pu € ¥2 tal que | 7.
Como |y| < |a] y |y] < |8], tenemos que p = a 'y pu = 3. Es decir, p*(a) =
1 = p*(). Por lo tanto p = & 3. Por lo tanto |y| < |a& 4.

Asi, |ade/| es la maxima cota inferior de {|a|, |3|}. u

Teorema 2.2.10. (FORM /.. <) es una Algebra de Boole.

Demostracion:  Por el Lema (2.2.9) (FORM /. <) ¢s una red. Veamos que:
a) (FORM, /... <) es complementada,

b) es distributiva, y

c) tiene dos elementos.

a) Sea |a] € FORM, /.. Definimos 0 = |a&—a|, 1 = |a V —al. Es claro
que para cualquier |3] € FORM, /., a&—a E §y 3 = aV -a. Entonces
0 < |8] € 1. Por lo tanto 0 y 1 son respectivamente el minimo y el maximo de
(FORM /.. <). Ademds 0 # 1 pues o V ~a ¢ |a&—al. (aV —a [ ak-a).

Veamos ahora un complemento para |a|. Sea |a|® = |-al. Asi, |a|"V [-a| =

laV-al =1y |a|°A|-a| = |a&k-a| = 0.

b) Sean |al,|4],|v| € FORM, /.. Veamos |af A (I8 V [v]) = (laf A 1)) v
(Il A YD 18IV IV = BV A= lal A8V IY]) = el A8V | = a&(3V 7).
También |a| A 5] = |a&d|. |a| A |y = |adey| = (Ja| A |3]) V (la]l A y]) =
(lo&B)) v (la&er]) = (&) v (ake)]

Sea v € 72 tal que v = a&(3V 7). Asi, v*(a) = 1 = v*(3 V 7). Entonces
v'(d) =1lov(y) = 1. Asi. v*(a) = 1 = v*(3) o v'(a) =1 = v (v) =
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v'(a&d) =1o v (a&y) =1= v k= (a&p) V (a&?y). Por lo tanto ade(8V )
E (a&pB) V (ady). Es decir, |a& (5 V 7y)| < [(a&epB) V (a&e?)].

Ahora sea v € P2 tal que v = (a&f) V (a&7). Entonces v*(a&f3) = 1 o
via&y) =1, =v(a)=1yv(f)=1Lov(a)=1lyv'(y)=1= v (e =
Ly (B)=1lov'(y) =1=v*(a) =1y " (8Vy) = 1 = v (a&(BVy)) = 1.
Por lo tanto. (a& ) V (a&y) = a&(FV 7).

Es decir, [(a&f) V (akry)| < |a&(B V v)|. Por lo tanto |a&(7 Vv v)| =
(&) V ()| Por lo tauto |a| A (|3 V y]) = (Jal A 3]V (Ja| A |Y])-

¢) Por a) FORM( /.. tiene dos elementos.
Asi, (FORM¢ /., <) es una Algebra de Boole: la dlgebra de Lindenbaum de
L. ]

Proposicién 2.2.11. (FORM, /., <) es sin dtomos.

Demostracion: Sean a. 3 € FORM,, con |a] # |.3]. Asi. |a] < |3 — o] <
|3l pues a E 8 — ay 3 — a | J. Por otro lado |a| # .3 — af # |:7]. =

Corolario 2.2.12. (FORM /.., <) es la tinica Algebra de Boole sin dtomos
(salvo isomorfimo).

Demostracion: (FORM /., <) es una Algebra de Boole densa y numerable.
Por la Proposicién 1.8.14 y el Corolario 1.8.12, es la 1inica salvo isomorfisimo.
L]

i Qué es un filtro propio en (FORM; /.., <)?

Un filtro propio es un conjunto de enunciados en £ cerrado bajo implicacion
logica.

i Qué es un ultrafiltro en (FORM, /.., <)?

Un conjunto de enunciados cerrado bajo implicacién légica en el que para
cada enunciado o, a estd en el conjunto o —a esta en el conjunto, pero 110
ambos.



Capitulo 3

Ultraproductos

Hemos estudiado a los lenguajes proposicionales y los hemos interpretado
en la dlgebra de Boole 2. Sin embargo, los lenguajes proposicionales carecen
de la riqueza necesaria para escribir argumentos como el siguiente:

“Todo conjunto de conjuntos no vacios tiene un conjunto de representantes.
A= {la.b) CR|a < bya.,b € Z} es el conjunto de conjuntos no vacios y
por tanto tiene un conjunto de representantes. Sea C' un conjunto de repre-
sentantes para A”.

Hay lenguajes suficientemente ricos para tal proposito.

3.1. Lenguajes de primer orden.

Definicién 3.1.1. £ es un lenguaje de primer orden syss £ = VARUpU
{=}UCONECT UCUANTIF UAUX, donde VAR es un conjunto numerable
de variables, CONECT es un conjunto de conectivos logicos, CUANTIF es
un conjunto de cuantificadores, AUX es un conjunto de simbolos auxiliares y
p (el tipo de semejanza) es la uni6én de tres conjuntos: p = CUF U P, donde
C es un conjunto de letras de constantes individuales, (F) es un conjunto de
letras funcionales y (P) es un conjunto de letras predicativas. .

Observacién. De los conjuntos anteriores sélo p puede ser vacio.

Ejemplo 3.1.2. Un lenguaje para la aritmética de Peano: Sea L4 = {v, |n €
N}UpsU{=}U{~&}U{3}U{),,,(} donde ps = CUF UP esta formado
por: C = {co}, F = {fo. f. 3}, P = {wi}-
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Es importante observar que lo que determina un lenguaje de primer orden
es su tipo de semejanza (p), asi que tiene sentido llamar a estos lenguajes
como: “lenguaje de tipo p” (Notacién: L£,). A partir de ahora supondremos
que p es un tipo de semejanza.

Definicién 3.1.3. Sea £ un lenguaje de tipo p. El conjunto de expresiones de
L, es el conjunto de sucesiones finitas de simbolos de £,,. (Notacién: EXPR,,).

Definicién 3.1.4. A continuacién definimos recursivamente al conjunto de
términos de tipo p (TERM,). Los términos serdn los “objetos” de los que
“hablara” el lenguaje.

i) VARUC C TERM,

i) SiffeFyn...., 7 € TERM,. entonces

iii) Solo sin términos de tipo p aquellas expresiones obtenidas de i) o ii)
después de un niimero finito de pasos.

A continuacion construiremos al conjunto de sucesiones simbolos de £, que
“dicen” algo.

Definicién 3.1.5 (Férmulas atémicas de tipo p). @ € EXPR, es una
formula atémica de tipo p syss a es de la forma:

i) (r = o), donde 7,0 € TERM,, o
ii) (pk(1,...,7)) parapf € Py 7,...,7 € TERM,

Notacién: ATON,,.

A continuacién definimos recursivamente al conjunto de formulas de tipo p
(FORM,,).

Definicién 3.1.6 (Férmulas de tipo p).
i) ATOM, C FORM,

ii) Si a.J € FORM, y v € VAR, entonces (—a) € FORM,, (a&J) €
FORM, y (Juy, a) € FORM,.
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iii) Sélo son férmulas de tipo p, expresiones de tipo p obtenidas después
de un nimero finito de pasos entre i) y ii).

Es posible introducir nuevos conectivos y el cuantificador universal de la
siguiente forma:
Sean a, ( € FORM,. v, € VAR

(aV .3) = (-ak ).
(o — 3) = =(ak —j).
(o= 8)=(a— )& (4 — a).
(Vup(a) = (=3 ve(=a))).
Por comodidad cuando sea posible omitir paréntesis sin alterar la lectura de
las formulas. lo haremos.

Definicién 3.1.7. Sean « un formula de tipo p v v una variable.

El alcance del cuantificador Jv, en v es la formula a.

Definicién 3.1.8. Sean v un férmula de tipo p v v, una variable que aparece
@1 0.

iy es acotada en o syss v es la variable de un enantificador 3o en a, o vy
estd en el alcance de un cuantificador 3 v, en a.
v; es libre en « syss vy, no es acotada en a.

Definicién 3.1.9. Sea a un formula de tipo p.
a es un enunciado de tipo p syss a no tiene variables libres.

Notacion: ENUN,,.
Entenderemos por teoria a cada conjunto de enunciados.

3.2. Teoria de modelos

Definicién 3.2.1. Sea £, un lenguaje de tipo p.

2 es una estructura de tipo p syss 2 = (|2|. 7). donde || es un conjunto
no vacio (el universo de ) y 7 es una funcién con dominio p (la funcién de
interpretacién) tal que:
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para cada c € C I(c) € |U|.

para cada f € F de aridad k, I(f): |A|* — ||, ¥
para cada p € P de aridad n, I(p) C |2|".
Notacién: Si ¢ € p, entonces (% = I(£).

Ejemplo 3.2.2. Sea p4 como en 3.1.2. Veamos algunas estructuras de tipo
PAa-

1. A, = (N, I}) es una estructura de tipo pa. donde
Ii{eo) =0
Li(fd): N — N es la funcién sucesor.
Ii(fE): N> — N es la suma.
Li(f3): N2 = N es el producto.
I, (p?) € N? es el orden.

A, puede escribirse asi:

g’l — (N,O.S. -+ % S) .

2. Ay = (Z,I,) es una estructura de tipo p4, donde.
I3 (cg) = 1.
I(f}): Z — Z es 1a funcién predecesor.
I(f}): Z? — 7Z es la resta.
I,(f2): Z* — Z es la suma.
Iy(p?) C Z? es la divisibilidad. Asi.

ng — (Z 15 By |) .
Los ejemplos previos ilustran que es posible interpretar el mismo lenguaje

en universos distintos.

Definicién 3.2.3. Sean 7 € TERM,, 2 = (||, I), es una estructura de tipo
py s € “|2|. La interpretacion de 7 en 2 bajo s es de la siguiente forma:

i) Si 7 es una constante:
As] = * € ||
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ii) Si 7 es una variable, digamos v;, entonces v;. es una variable que corre
en |2|. Para ser mas precisos:

Si s € “|2|, entonces VA[s| = (7).

En general, si v, es variable y s € “|2|, entonces v[s] = s(n). Es decir,
la interpretaciéon de una variable en una sucesion, es el término de la
sucesion correspondiente al indice de la variable.

iii) Si 7 es f(m,...,7), donde f es una letra funcional de aridad k y
Thavors T son términos,

2 % Al
F sy 7)2[s) = F (28], - - -, T 8)) -
A continuacién definimos recursivamente la satisfacibilidad de una férmula
en una estructura, bajo una sucesion.

Definicién 3.2.4. Sean 2 una estructura de tipo p, @ € FORM,,. s € “|2|.
Escribiremos 2 |= als] para denotar: 2 satisface a a en la sucesion s:

1. Sia es atémica:
a) a =71 =a, donde 7 y ¢ son términos de tipo p:
A (r=o)ls] syss 73s]=0a%s].

b) a = p*(,.... ), donde p € P es una letra predicativa de aridad
n, Ty,...,T, son términos de tipo p.

Wb p(rieomlls]  svss (sl ... 72s]) € p°

2. Sia esdela forma =3, 3& . o Ju, donde 3.7 son formulas de tipo
py v es una variable:

a) a=-4
A |= —3[s| syss no es el caso que A |= 3[s] (Notacion: A = 3[s])
b) a=p&y

Al g&qls] syss AEHs] y ARl
e¢) a=3uv4
A = Juvefs] sysshay a€ | tal que A 3[s(k/a)],
a sin=~k

donde s(k/a) =
ds sl s(n) en otro caso
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Sea 20 una estructura de tipo p. Observemos que puede haber una férmula o
de tipo de p tal que 2 |= afs] y A = —als]. Por ejemplo. sea o la formmula
Pi(vo.vy). Sean s = (0,1,2,3,....), s’ = (1.0,1,2,3....). Asi. U, |= als] ¥
2 = —als].

Sin embargo, si a es un enunciado, entonces para cada s € “|A[. A = as]
o A = —als] (pues a no tiene variables libres). Esto nos permite hacer la
siguiente definicion.

Definicién 3.2.5. Sean 2 una estructura de tipo p y ¢ un enunciado de tipo
-
A es modelo de o (2 hace verdadero a o) syss hay s € “|2| tal que 2 = o]s].
Notacion: A = o.

Definicién 3.2.6. Sean 2 y B estructuras de tipo p.

2 es una subestructura de B (B es una extension de ) syss [A| C |B| y
a) Para cadaceC, c® =c®.
b) Paracada f € F, f2 = f® [q.
c¢) Paracada p € P, p? = p® |9

Definicién 3.2.7. Sean 2. estructuras de tipo p y h una funcion de |2|
en |B|. h es un homomorfismo de 2 en B syss:

a) Para cada ¢ € C, h(c®) = c®.

b) Para cada f € F de aridad k y a;....,a: € ||
W 81500} = P21 )< .o h(ay))
c) Para cada p € P de aridad n y a4,....a, € |2|
(a1,...,an) €% syss  (h(a),....h(an)) € p™.

Definicién 3.2.8. Sea h: [2| — |B| homomorfismo
a) h es una inmersién de A en B syss h es inyectiva.

b) h es isomorfismo syss h es biyectiva. Notacién. A = B.
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Proposicién 3.2.9. = es una relacién de equivalencia entre las estructuras
del mismo tipo de semejanza.

Demostracion:

13

= es reflexiva.

Sea 2 una estructura de tipo p. Tomamos h: || — [A| como h(a) = a.
para cada a € |AU|. Asi,  es biyectiva. i es homomorfismo:

a) SiceC, entonces h(c¥) = %,

b) Si f esuna letra funcional de aridad k., y a,..... ay € ||, entonces
h(fMar.....a)) = far.....ax) = [A(h(a)...... h(ax)).

¢) Sip es una letra predicativa de aridad n. v ay..... a, € |U|. en-
tonces

(ay,...,a,) € p* syss (h{a)..... h(a,)) € p*.

Por lo tanto 9 = 2.

= es simétrica. Sean 2, B estructuras de tipo p tales que 2 = B.
Entonces hay h: || — |B| homomorfismo bivectivo.

Asi, h™1: |B| — || es una funcién biyectiva. Veamos que es homo-
morfismo.

a) Sic e C, entonces

h=Y(c®) = k' (h(c?)) = 2.

b) Si f esunaletra funcional de aridad &, y by..... by € |B|. entonces
hay {a,..... ai} C || tal que b; = h(a;) para 1 <i < k.
Asi,

R (2 (... b)) = RTU(FP(R(ar), ... h(ax)))
R (h(f*(ay, ... ax)))
fa({l]..‘..ﬂ.k)

FHE by )i h=" (b))
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¢) Sip es una letra predicativa de aridad n, y by,....b, € |B], en-
tonces hay {a,,...,a,} C |B| tal que b; = h(a;) para 1 < i < n.

syss (ai,..., a,) € p*
syss (h™(ay),....h7 " (a,)) € p

Por lo tanto B = 2.

3. = es transitiva.

Sean 2, B. € estructuras de tipo p. tales que
h: 1% —[B] y g:|B]— €]

son isomorfismos.

Asi, go h: || — |C| es una funcién biyectiva. Veamos que es homo-
morfismo.

a) Sic€C, entonces go h(c?) = g(h(c?)) = g(c®) = .

b) Si f es una letra funcional de aridad k y a;....,a; € ||, entonces

g(h(f(ay.....ax)")
Q(f(h(al )- ceey h(an))m)
flg(h(ar)). ..., g(h(an)))*

goh(f(ay..... a)®)

Il

Il

Por lo tanto 2 = €.
™

Definicién 3.2.10. Sean 2. B estructuras de tipo p. 2 es elementalmente
equivalente a B syss A y B hacen verdaderos a los mismos enunciados.
Notacion: A =B

Proposiciéon 3.2.11. = es una relucion de equivalencia entre estructuras
del mismo tipo de semejanza.
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Demostracion: Sean 2, B, € estructuras de tipo p. Es claro que = es reflexiva
y simétrica,

SiA =By B =C, entonces para cada 0 € ENUN,, A |= o syss B = o
syss € = 0.

Por lo tanto 2 y € son elementalmente equivalentes. a

Lema 3.2.12. Sean A, B estructuras del mismo tipo y h: |A| — |B| isomor-
fismo. Para cada 7 € TERM, y cada s € “|2| se cumple que:

h(r®[s]) = P[h o 5]

Demostracién:
Procedamos por induccién sobre la formacion de términos (7)
1. Si 7 es una variable. digamos u,

h(v2[s]) = h(s(n)) = hos(n) = vE[hos]
2. Si 7 es una constante. digamos ¢
h(c[s]) = h(c® = c® = c®[h o 5]

3. Si 7 es una letra funcional de aridad k, aplicada a & términos, digamos
T=f(m..... )

W(f (7o m))[s]) = h(F¥s), -, 7ils))
= fRA(Rs]). - (T [s])
= fB3rBhos]...., m2[hos)))

s T 7)) 2lh o 3]

Lema 3.2.13. Sean U, B estructuras de tipo p.

Sea h: |A| — |B| una funcién biyectiva. h es un isomorfismo syss para cada
5 € “|U| y cada ¢ € FORM,

A gls] <= B plhos]

Demostracion: =] Sea s € “|2|. Sea ¢ formula y h isomorfismo de || sobre
B
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1. Si ¢ es atomica:

a)

b)

b)

¢ =7; = 75, donde 7;, 7; son términos

AEn=7ls) = 7] =7l
= h(r2s]) = h(}[s])
< 72hos|=r1[hos]
<= BlETr=~rThos]
e =plmn,.... 7). donde p es una letra predicativa de aridad n. v
T oo T, son términos
AEp(n,....w)ls] <= (2s),....770s)) € p*
= (h(rs]).....h(z2]s])) € p®
< (7 lhos],-.., 72hos)) € p®
<= BEpmn,.... Ta)[h o 8]

('9 = —w‘:'

AE wWs] <= A K Y] < B vhos]
B E lhos].

¢ = vkyx.

AR Pxls] <= A YslyLAEXs] <= BEyhos)y
B = x[hos] <= B = y&yx|hos]

@ = du, donde v, es una variable.

A = Jueyls] <= hay a € || tal que A |= ¥[s(k/a)]

<= hay b€ |B| tal que B |= Y[k o s(k/b)] (donde b = h(a))
<= B E=Iuhos]

<] a) Sean ¢ € C, v una variable y 5 € “|9].

sl =c?s] &= AR wu=~c(s)| &= BEu=clhos| <

velhos] = c®hos|.

Ademis c*[s] = c* y c®[hos] = ¢®.
Asi, s(k) = c® <= hos(k) =c2.
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Entonces h(s(k)) = h(c?) <= hos(k) = c®. Por lo tanto h(c®) = c®.

b) Sean f una letra funcional de aridad k, a,,...,a; € || Sea s € “|2| tal
que s(i) = a; para cada i € {1,...,k}. Por hipitesis A = f(v;,...,0) =
Ues[s] <= B E f(v,...,0%) = vglh o s]. Asi, f2(vPs),. ... v[s]) =
vials] &= fB(wRhos],...,v2hos)) = v, [hos].

Esto es, fM(ay.....ax) =s(k+1) <= f2(h(ay),....h(ax)) = hos(k+1).
Entonces

h-(fm(al,. ..ar)) = h(s(k+1)) < f‘B(h{a,). ... hlag)) =hos(k+1).
Por lo tanto

h(f¥ar,... ) = f2(h(as).. .. h(ar))-

¢) Sean p una letra predicativa de aridad n y a,,....a, € [2A|. Sea s € “|Y|
tal que s(i) = a; paracada i € {1,...,n}.

Por hipitesis 2 |= p(vy,...,v,)[s] <= B | p(vr....,v,)[h o s]. Asi,
(vR[s],....v2[s)) € p? < (vP[hos],...,vP[hos]) € pE.

Esto es, (a..... ap) € p <= (h(ay),...,h(a,)) € p®. a

Teorema 3.2.14. Si%A y B son dos estructuras del mismo tipo de semejanza
isomorfas, entonces son elementalmente equivalentes.

Demostracion: Sean 2 y B estructuras de tipo p y h: || — |B| isomorfis-
mo.
Sea o un enunciado de tipo p. Por el Lema anterior, para cada s € “|%|,

A= ofs] &= B=ofhos]
v como g ¢s emmciado, A =0 <= B o ]

Definicion 3.2.15. Sean 2 y B estructuras de tipo p. 2 es subestructura
elemental de B syss || C |B| y para cada ¢ férmula de tipo p y cada
s AEpls] <= B ¢ls].

Notacién: A < B.

Lema 3.2.16. A < B = 2 = B.

Demostracion: Evidente. 2]
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Definicién 3.2.17. Sean 2, B estructuras de tipo p y h una inmersion de
Aen B,
h es un inmersion elemental de 2l en B syss para cada formula ¢ y cada
s € <[]

Al gls) <> B glhos].

Proposicion 3.2.18. Sea A.B dos estructuras de tipo p tales que A C B.

A < B syss Idy es una inmersion elemental de A en B.
(Idy representa a la funcién identidad restringuida en |2|).

Demostracién: =] Es claro que Idg es una inmersion de 2 en B. Veamos
que es una inmersion elemental.

Sea ¢ formula y s € “[2A|. Como A < B y s = Idyos, entonces A =
ool <= B ols] « B F plldaos).

<] Sean ¢ formula y s € #|2|. Como s = Idg 0s. entonces

AEgls] <= B E plldgos] <= B = ¢[s].

Definicion 3.2.19. Sean 2, B estructuras de tipo p.
A es elementalmente sumergible en B syss hay una inmersion elemental de
A en B,

Proposicion 3.2.20. Sean A, B estructuras. A = B = A es elemental-
mente sumergible en B.

Demostracion: Consecuencia del Lema anterior. [ ]

Hemos visto que si 2 v B son dos estructuras tales que 2 < B, entonces
A = B. Deberiamos pensar que si A € B v A = B, entonces A < B. Sin
embargo. no es cierto, aiin cuando A = B,

Sea p el tipo de semejanza que tiene como tinico simbolo la letra predicativa
binaria p.

Sean A = (N\ {0}, <), B = (N, <). donde la interpretacién de p es el orden
irreflexivo < sobre N. Asi, A < B, A=B y A C B.

Sin embargo, para la férmula —Juvg (p(vg.v1)) v la sucesién constante
s(n)= 1.

A = =F va(p(ve. 11))[s]
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y

B |= ~Ivo(p(vo, v1))]s] -
Entonces, ;bajo que condiciones una subestructura es subestructura elemen-
tal?

Lema 3.2.21. Sean A, B dos estructuras de tipo p tales que A C B.

A < B syss para cada formula ¢ y cada s € “|A| con B | Jupp(s], hay
a € || tal que B |= p[s(k/,)].

Demostracién: =>]Supongamos que 2 < B. Sean ¢ una formula y s € “[2
tales que B = Jupp(s]. Asi, A = Jupp(s]. Entonces hay a € || tal que
A = p[s(k/s)]- Como A < B, hay a € || tal que B = ¢[s(k/,)].

«] Supongamos que para cada formula ¢ y cada s € “|2| con B |= Fvppls|,
hay a € || tal que B = ¢[s(k/a)]. Probemos que A < B. Sea a una férmula
v s € “|2|. Veamos que A = als] <= B | als]. Procedamos por induccion
sobre la formacion de a.

1] Si a es atémica. Primero observemos que si 7 es un término, como 2 C B,
tenemos que para cada s € “|2|, 7%[s] = 72[s].

a) a =72 o, donde 7 v ¢ son términos.

AErrols] < 7%s]=0"s
)

< 72s]=0"s]

< BET=os

b) & = p(7,...,7a), donde p es una letra predicativa de aridad n.
Al p(r,....w)s] <= (2s],--..7als]) € P
= (rZs],...,12[s]) € p®

= BEpn.. .. ™)

2] a) Si a es de la forma -3
A b Bls] <= A Bls] < B Hls] <= Bl

b) Si « es de la forma 3&.
AL B&ys] <= AESs|yAEqs] <= BELslyBEs] <
B |= B&A|s).
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¢) Si a es de la forma J v, 4.

A = Jopffs] <= hay a € || tal que A |= B[s(k/a)] < hay a € || tal
que B |= fs(k/a)] <= B = Judls). =

Podemos leer este resultado de la siguiente manera: Una estructura es sub-
estructura elemental syss “los existenciales bajan”.

Corolario 3.2.22. Sean A C B. A < B syss para cada formula ¢ cuyas
variables libres estén entre {vo....,v,} y ag.. ... (n—y elementos de || tales
que para algiin b € |B|. B |= ¢lap. . ... a,_1.0]. entonces hay a € || tal que
B = ¢lag,. ... 8n-1,0].

Demostracion: =>| Si ¢ es una formula cuyas variables libres estdan entre
{vo,..-, vn} ¥ ag, ..., a,_, € || son tales que B | ¢lag.. ... ,_1.b] para
algiin b € |B|, entonces B |= Jv,p[s] para cada s € <|2A| tal que s(j) = a;
(para 0 < j < n). Como 2 < B, por el lema anterior, hay a € || tal que
B k= p[s(n/a)], es decir, hay a € || tal que B |= ¢laq. . ... (p-y.a).

<) Sean ¢ formula y s € “|| tal que B = Jupofs]. Veamos que hay
a € || tal que B |= p[s(k/a)]. Si v no es libre en . entonces no hay nada
que probar.

Supongamos que vy es libre en ¢ y sin perder generalidad que las variables
libres de ¢ estdn en el conjunto {v,...,vx}. Como B = Juppls]. hay b €
[B] tal que B = @[s(0),...,s(k — 1),b]. Por hipotesis hay a € || tal que
B = [s(0),...,s(k —1),a], es decir, hay a € || tal que B |= p[s(k/a)].
Por el lema previo tenemos que 2A < B. L

Proposicién 3.2.23. (Q. <) = (R. <).

Observemos que el tipo de semejanza de estas estructuras sélo tiene una
letra predicativa binaria.

Demostracion: Usaremos el corolario anterior para probar que (Q,<) <
(R, <). Sea ¢ una férmula cuyas varias libres estdn entre g, ....v, v sean
qoy- -y n-1 € Q

Supongamos que hay r € R tal que (R.<) | ¢[qgo..-.- Gn_1,7). Veamos
que hay ¢ € Q tal que (R,<) E ¢[go,---.gn-1.¢]. Sin perder generalidad
supongamos que ¢p < q; < + -+ < gp—1. Supongamos que r E R\ Q (r € Q es
trivial). Tenemos dos casos:
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1) r esta entre i y quyy, par algin 0< k< n — 1.
2)r<@QOoge <7

Caso 1. Elegimos ¢ € QN (qy. ge+1). Definimos h: R — R como sigue:

e SIS QO ST
h(z) = gﬁf)(r—qk)-l‘% siggsz <7
:L:—j) (x—7r)+q sir<z< g

Como h es biyectiva y creciente h: (R, <) — (R, <) es un isomorfismo. Por
la proposicion 3.2.20, I es una inmersion elemental.
Asi, como (R, <) = ¢[q, - - -, ¢n—1.7], tenemos que

es decir, (R, <) E¢[qo, - - - 1 gn-1, q]. Por el corolario anterior, (Q. <) <(R. <).
Por lo tanto (Q. <) = (R, <).

Caso 2. Andlogo al caso 1. (Ejercicio para el lector). ]

3.3. Ultraproductos

Sean J un conjunto de indices y {2, |j € J} un conjunto de estructuras de
tipo p. Construiremos una nueva estructura a partir de las estructuras dadas.
Sean || = [] ||, F C P(J). Por (AE), || # 0.
jed

Definimos ~C || x || como sigue: f ~r gsyss {j € J| f(j) = 9(j)} € F.
Proposicién 3.3.1. Si para cada j € J, |2;| tiene al menos tres elementos.

entonces F' es filtro en (P(J),C) syss ~r es de equivalencia.

Demostracion: =) Sean f,g,h € 2.
a) Como F es filtro, {j € J| f(j) = f(j)} = J € F. Es decir, f ~f f.

b) Si f ~p g, entonces {j € J|g(j) = f()} = {7 € JIJ() = 9(1)} € F.
Es decir, g ~f f.

¢)Sif~pgyg~rh,entonces {jeJ|f(j)=9()}eFy{jeJlgyh) =
h(j)} € F. Como F es filtro en (P(F),C), entonces {j € J| f(j) = h(j)} =
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{(GeJIfG) =9} {je J|g(j) =h(j)} € F, es decir, f ~p h. Asi. ~p
es de equivalencia.

4| a) Sean A,B € F. Veamos que AN B € F. Para cada j € .J sean
aj, bj,c; € |A;]. Sean f, g, h € || como sigue:

fG) = q
{f(j) sijeA

9(4)
en otro caso

Cj €1 otro caso

W) {gu) sij€B

Asl, f ~p gy g ~p h. Como ~p es de equivalencia. f ~p h. Por lo tanto
ANB={j € J| f(j) = h(j)} € F.

b) Sean A € F, B € P(J) tales que A C B. Veamos que B € F.

Sean f.g.h € || como en (a). Asi. f ~r gy [ ~p h. Como ~p es de
equivalencia, h ~¢ g. Por lo tanto B = {j € J | h(j) = g(j)} € F.

Por lo tanto F es filtro en (P(.J). C).

A partir de ahora supondremos que F es un filtro en (P(.J). C). Sabemos
que para cada j € J, cada letra predicativa p € P de aridad k se interpreta en
[2] como una relacién de aridad k. Definimos ahora una relacién S, C (|A*
para interpretar a p.

Proposicién 3.3.2. Para cada letra predicativa p;. ~r es de congruencia
respecto a S,.

Demostracién: Supongamos que p es aridad k. Sean fi,g1,.... fr.gr € ||
tales que

fivrgue oo fe~rae ¥y (oo fr) €Sp.

Veamos que (gy,...,gx) € Sp. Como f; ~p g; para i € {1.....k}, entonces
Ai={j e J|f(j) =g(j)} € F para cada i € {1,....k}. Como F es filtro.
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D:—

13

A,‘ € F. Sean
1

[}

B = {jeJ|{fi(h),..., fu(G)) € P}
C = {jeJ{ai(§)..... fi(§)) € P}.

Por hipétesis B € F. Asi, (h A,-) N B € F. Ademis, (ﬁ A,,) NBCE
pues i=1
k
J€ (ﬂ ‘4") NB={fi(j)...., @) =(@n(d):- - 9x(7))
i=1
(FL()s- - fr(G)) Eep™.

Entonces (g:(j)..... a1(j)) € p%, es decir, j € C.
Como F es filtro C € F. Asi, (g;...., gk) € Sp. L]

Para cada f € [] |;|. definimos:
jed

flr= {§€H|Qlj[|9"‘Ff}-

Sea [T|;l/r ={f/F|f€ _IE—IJMJH-

Para simplificar la notacién, sea |B| = [] |2;|/r. Para cada letra predica-
j€J
tiva p de aridad k. la relacién S, induce una relacién R, sobre |B| definida
por:
(fr/ps---. fe/F) € Ry syss (fi,-... fu) € Sp-

Proposicién 3.3.3. Para cada letra predicativa p, R, estd bien definida.

Demostracion: Proposicion anterior. =

Paracada fe“ | [T 1% (f={(fi,---sfas--vs--.)), SeaN

jed
fle=/pe Jalpe )y FG) = (AG) - falG)s- o) Ast, f/r € |
y £(7) € *[%;].
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Para cada letra funcional g de aridad n y cada j € J, g% es una funcién:
g (2" — |2,

Definimos ¢g%: |B|" — [B| como sigue:

92 (fi/Fsee s ful £) = (@ (F1(3)s oo Sa(9)jes/ F

Para cada letra de constante individual ¢ y cada j € J, ¢® € |2;|. Definimos
ahora c®:
@ = (Mjelr
Asi, ¢® € |B).
Lema 3.3.4. Para cada letra funcional g, g® estd bien definida.

Demostracion: Supongamos que g es de aridad n.

Sean fi,h;..... Jo-hy € T1 19| tales que fi ~p hy..... fu ~F h,. Veamos
jed
que g% (fi..... f)=g2(hy..... h,). es decir.

(g% (HLG): ... I jesl F = (g2 (M (G)- .. .. ha(3))jea/ F -

o equivalentemente

GG ) jes ~F (G2 (Ra (). - - ha(3)))jes

Como f; ~p hy. ..., S ~F h, ¥ F es filtro. entonces
{Ged| ) =m()&...&fG) =@} ={i€ | AHG) =mG)}N...

N{j €| fals) = ha(4)} € F.

Como para cada j € J g% es funcién, entonces

{1 € J1AG) =mG)&.. . &) = ha(i)} C

Como F es filtro, {j € J|gN(fi(§).- - faG)) = g8 (Mi(i).- ... ha(j))} €
F, es decir, (g% (f1(5).- - fu(3))jes ~F (@ (M (7). - ... hn(5)))je0-

En resumen: hemos construido una estructura 8 = (|B|.I), donde |B| =
[T 12;|/F y la funcién de interpretacién I es la siguiente:

ied
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a) Si p es una letra predicativa de aridad k. entonces

I(p) =p® =R, C |B|".

b) Si g es una letra funcional de aridad n, entonces

I(g) = g®: |B|" — [B].

¢) Si ¢ es una letra de constante individual. entonces

I(c)=c® € |B].
o

Definicién 3.3.5. La estructura 9B es un ultraproducto syss F' es un ultra-
filtro.

Lema 3.3.6. Para cada 7 € TERM, y cada f/r € “|B].
T2 /el = (T f()))ies/ F

Demostracién.:
Procedamos por induccién sobre la formacion de los términos (7).
a) Si 7 es una variable. digamos v,,.

I!?[f/p] = fn/F = (fn(j})jEJ/F
= (v [f(i))jes/F
b) Si 7 es una constante, digamos ¢
Blf/r] = ®={M)jeulr
= (M[f(G))jeslF

¢) SiTesdelaforma g(7...., ), donde g es una letra funcional de aridad n
V Ti.....T, son términos. Por hipétesis de induccién, para cadai € {1,...,n}
tenemos que

216l = (2 [f D )ies F
Probaremos que g(71,....7,)2[f/r] = (g(71. .. )2 [f()])ed/ F-
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Por hipétes de induccién y la definicién de ¢, tenemos lo siguiente

PG TR b /7 I o o 7S MR 75 )

= g2 FMies/Fe- - (TBFG)sesl F)
@YD FGD)jeal F
= (g(1se ey, )M FG))jes/F -

il

Teorema 3.3.7 (Teorema del Ultraproducto, Los). Si F' es un ultrafil-
tro en (P.C), entonces para cada férmula ¢ de tipo p y cada f/r € “|B)|.

B = olf/r] syss (€T E elf()]) € F.

Demostracion:

Procedamos por induccion sobre la formacién de la formula ¢

1) Si @ es atémica

l.a) ¢ = 7, = 73, donde 7, 7, son términos de tipo p. Por la definicion de
satisfacibilidad de Tarski y el Lema anterior, tenemos:

B =7y~ Talf/F]  syss T?[I/F]_ ‘Bf/l“]
syss (T [f())jes/r = (T [F()))jes/ F
5yss 2’ [f(.?)]);eJ ~r (T, ﬂ’[fU)]):EJ
syss {J eJ|lfG) =)} e F
syss {jeJ|U Em=mlf()]}EF
1.b) ¢ = p(m1.....7), donde p es una letra predicativa de aridad k y

Tleeuns 71 son términos de tipo p. Por la definicion de satisfacibilidad (Tarski).
el Lema anterior y la construccién de B, tenemos lo siquiente:

B E=p(n,..., mlf/Fl syss (T2[f/F)s---. [f/p]) €p®=R,
syss (" [f( J)J)J-EJ/R.. e lf())seslF) €
syss <<T§“J [FGMess - (n’[f N)jes) € S,
syss {j € I [fG)).--- ' [fG)) €Y} € F
syss {jeJ|U Ep(n.....w)f(H)]} €F

w

2) Si ¢ es de la forma —a, ad 3, Jvpa, donde v es una variable.
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Sean

Jo = {JE€J|YU Ealf()]}
Jg = {ieJ|% B}
Joxsg = {j€J|%; = a&B[f(j)]}
S {7 € J|%; = —~alf(4)]}
Observemos que Jo,NJg = {j € J|YU; Eolf() y Y E B} ={J €
J| % | a&eBf(7)]} = Jases-
I\ Jo={j € J|% Falf()]} ={j € J|Y F —a[f()]} = J

Como F es filtro,

I

Il

.}nerJﬁeF — Jun€F.
Como F es ultrafiltro
Jo ¢ F << J.,€F.

Por hipétesis de induccién, la definicién de satisfacibilidad (Tarski) y la
observacion previa, tenemos lo siguiente:

2.a) p = ~a.
B = alf/F] syss B alf/r]
syss J, & F
syss Joq € F
2.b) ¢ = ak

B |= a&plf/F] syss BEalf/r]y B Bf/F]
syss J,e FyJselF
syss Jagg € F

2.c) ¢ = Jupa, donde vy es una variable.
Sea Jaua = {j € J|%; | Juealf(7)]}-

Recordemos la notacién y hagamos algunas observaciones

Ilr = {fifrseees JofF)
fG) = (fild).--.. fa(d))
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Asi, si a € [] |2, entonces
jed

f(k/a‘)/r == f\/Fr"' fk—l/Fsa/F1fk+IjF|“')
fk/a)(5) = (fi(d), -, fim1(5). a(d), fierr(5), - .. ) = F(5)(K/a(h))
Probaremos lo siguiente: B |= Jvealf/F] syss Jau.q € F.
=]
B = Jualf/F] syss hay a € H ;| tal que B |= alf(k/a)/F].

Sea Jors,) = {j € J |9 = alf {I./a (J)] Por hipétesis de induceion J, ., €
F. Ademés Jo(k/,) € Jauveas PUes si j € Jaw/,). entonces A; = alf(k/a) (]
de donde 2; = aff(7)(k/ay)] v por lo tanto A; |= EI:!;,.rr[f(j)]. es decir
J € J3pq como F es filtro, J3,,a € F.

<] Supongamm que J3ua € F. Si j € Jaya. entonces A; = Jvalf(j)].
y por ello hay a(j) € || tal que ¥; = a[f(j)(k/aii))]: Soa c e [T

Jed
Elegimos b € [] |2;| como sigue:
JEJS

bs) = {“‘*f ) Bk Sy
c(j) en otro caso
(AE).

Asi, U; | off(k/s)(j)), sea Jawsy = {7 € JI% = alf(k/s)(5))- Asi,
J30a € Jagkm). Como F es filtro, Jass) € F y por hipétesis de induccion

B k= a[f(k/b)/F)]. Por lo tanto B |= Ju.alf/Fl. a
Corolario 3.3.8. Si o € ENUN,, entonces B |= 0 syss {j € J|; F o} €
F. =

Corolario 3.3.9. Si T C ENUN,, es una teoria tal que para cada j € .J.
AE=T. entonces B =T

Demostracion: Sea o € T. Por hipétesis, para cada j € J, U; |= 0, es decir
J={j€J|¥ = o} Como F es filtro. J € F. Asi. B |= 0. Por lo tanto
BET. .

Corolario 3.3.10. Si T C ENUN,, es una teoria tal que {j € J|2; =T} €
F, entonces B =T.

Demostracién: Sea o € T. Por hipétesis {j € J|; =0} € F. Asi, B |= 0.
m
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3.4. Ultrapotencias

Definicién 3.4.1. Sean 2 una estructura de tipo py [ 2/ un ultrapro-
j€d
ducto. [] A/F es una ultrapotencia syss para cada j € J, %; = 2.
jed
Como en una ultrapotencia todas las estructuras son iguales, podemos es-
cribirla asi: %/ p.

Sean 2 una estructura de tipo p, J un conjunto de indices. y F' un ultrafiltro
en (P(J).C). Para cada a € || definimos a; = (a) € /A como a,(j) = a.
es decir, a; = (a)jes es la constante a en '?A. Sea B = 'A/p. Definimos
d: |A| — [B| como sigue:

d(a) =ay/r..

Teorema 3.4.2. d es una inmersion elemental.
Demostracion: Primero veamos que d es una inmersion, es decir. un homo-
morfismo inyectivo.

a) Sea ¢ una letra de constante individual. Veamos que d(c2) = ¢®. Por la
definicién de d y la cinstruecciéon de la ultrapotencia:

d(c*) = c}/r = (MjeslF = ®

b) Sean g una letra funcional de aridad n y a;.....a, € |A]. Veamos que
d(g*air.....a,)) = gB(d(ay)....,d(ay,)). Por la definicién de d y la constric-
cidn de la ultrapotencia:

d(g™ay..... a,)) = g*ay;..-s a1/ F
(9%(ar,- -, an))jes/F
gﬁ((ﬂﬂjEJ/Fa caey (tln)jeJ/F}

Il

= g°(d(a),...,d(an))

¢) Sean p una letra predicativa de aridad k y a,....,a; € |2|. Sea s € “||
tal que s(n) = a, paran € {1,.... k}. Veamos que (aj.....a,) € p* syss
(d(ay),....d(a,)) € p®. Mostraremos algo equivalente:

A= p(vy, - ve)[s] syss BEp(v,...,vu)[dos].
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Por el Teorema del ultraproducto, la definicién de d y la construccién de la
ultrapotencia:

AL p(vr,....n)[s] syss {jeJ|AEp(,....v)[s]}=J€F

syss  BE p(v..... v)|d o s].
d) Ahora veamos que d es inyectiva. Como F es ultrafiltro, d(a;) = d(as) =
ary/F = a21/F = a1y ~F Gy

= {j€J|au(j))=ay(j)} €F
= hay j € J tal que a;y(j) = a2(7)
= () =ay.

Por lo tanto d es una inmersién. Ahora veamos que es una inmersion cle-
mental.

Sea ¢ € FORM, y s € “|2|. Mostraremos que A= ¢[s] syss Bl= p[d o 5]

Supongamos que las variables libres estdn entre vy, ..., v,.

Sean ag = s(0)....,a, = s(n). Por el Teorema de ultraproducto y la defini-
cion de d:

Bl ¢ldos| syss Bl pldos(0)..... do s(n)]
syss Bl old(ag). . ...d(a,)]
syss BE @laos/F. - ans/F|
syss {j € J|AE ¢lags(j)..... g (j))} € F
syss {j € J|¥U;E ¢lao,.... a,)} € F
syss AR pls].

En particular, si ¢ es un enunciado. A= o syss BE o, por lo que A = B.
&

Corolario 3.4.3. A<'2/r y A='A/p. [

Hay un resultado importante, cuya demostracién estd fuera de los limites
de este trabajo: el Teorema de Keisler-Shelah:

A="B syss hay J conjunto de indices y F ultrafiltro tales que '2/r=/B /.

El regreso es facil: como Y/r = /B /. entonces 'A/r = 'B/r. Por el
corolario anterior

A='U/r='B/r=B.
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La otra implicacion fue probada por Keisler con la hipdtesis generalizada
del continuo y por Shelah usando cardinales.
Nos preguntamos ahora por la relacién entre un ultraproducto y sus factores:

Proposicién 3.4.4. Si F es el ultrafiltro principal generado por jo € J,
entonces [ 2A;/r = ;.

Jed
Demostracion: Sea B =[], ,;/F. Definimos h: |B| — |;,| como sigue:

h(f/r) = f(do)-

Probaremos:

a) h esta bien definida.

b) h es bivectiva

¢) h es isomorfismo.

a) Sean f ~p g. Veamos que h(f/r) = h(g/r). Como f ~f g, entonces
{7 € J|f(4) =g(j)} € F. Como F es principal generado por jo, jo € {J €
I £(5) = g(3)}- Asi, f(jo) = g(jo), es decir, h(f/F) = h(g/F)-

b) i) h es inyectiva: Sean f/r,g/r € |B|. Si h(f/F) = h(g/r). entonces
f(jo) = g(jo). Como F es ultrafiltro principal generado por jo, {jo} € F.
Asi, {jo} € {j € J1 F3) = 9(3)}. por lo que {j € J| f(j) = g(s)} € F. Por
lo tanto f ~p g. Asi. f/r=g/F.

ii) h es sobreyectiva: Sea b € [] |2;]. Si a € |j,|. definimos ¢ € [ |24;]
Jjed Jjed

cu)={” e

cComo

b en otro caso.

Asi, h(e/r) = e(jo) = a. Por i) y ii), tenemos que h es biyectiva.

¢) Sea ¢ una férmula de tipo p, f/r € “|B|. Por el Lema 3.2.13, para que
h sea isomorfismo basta ver que Bl= ¢[f/r| syss Uj,|= ¢[h o f/F]. Por el
Teorema de ultraproducto y por ser F el ultrafiltro generado por jy.

Bl= o(f/F] syss {j€J|UElf/Fl}EF
syss jo € {7 € J | o[f()]}
syss U, k= ¢[f (o)l

miu|= ‘fg[h(f/f’)]

SVs

w
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Corolario 3.4.5. Si F es ultrafiltro principal, entonces '/ r = 2.

Corolario 3.4.6. Si J es finito y F ultrafiltro en (P(J), C), entonces A/ p =
2. =

El ultraproducto es mds interesante si se construye con un ultrafiltro no
principal.

Sea F un ultrafiltro no principal sobre N. Para cada n € N. Sea 2, = (N. <)
v sea B el ultraproducto [] A,./r. Asi, B es la ultrapotencia “2/r. donde

new

A = (N, <). Sabemos que B = 2. Sin embargo, B # 2A:
Proposiciéon 3.4.7. B % 2.

Demostracién: Afirmamos que B es un COPO que no esta bien ordenado.

a) Sea fi1/r € |B|. Veamos que fi/r.<m fi/r. Para ello, sea g/F € *|B|
tal que g1/ = fi/F (es deciv, g/F = {fi/r.92/F....)) ¥y mostremos que
Bl= vy < v1[g/r]. Como para cada n € w. A, = (N. <). tenemos que para
cada n € w, = v; < vyg(n)], pues en (N, <) se ecnmple que g(n)(1) <
g(n)(1). Entonces N = {n € N|2,|= v; < wg(n)]}. Como F es filtro.
tenemos que N € F es decir,

{neN|A,E v <ufg(n)]} € F.

Por el Teorema de Ultraproducto. Bl vy < vy[g/r].

b) Sea fi/r, fo/F € |B| tales que fi/r <@ fof/r v fo/r <@ fi/r. Veamos
que fi/r = faf

Sea g/r € “|B| tal que g1/F = fi/F, 92/F = f2/F

(9/F = (filF. fol Fr 93/ F G4/ F- ) -

ASi, B v < valo/e] y B v < mlo/r]
Por el Teorema del Ultraproducto. {n € N |2, |z v; < wfg(n)]} € Fy{n €
N[, E v < vi[g(n)]} € F. Como F es filtro, {n € N|2, | v; < vafg(n)]
v U, = v < vylg(n)]} € F, es decir {n € N|, = v| < vo&ewn < vyg(n)]} €
F.

Asi, {n € N| fi(n) = fa(n)} € F, y por tanto f| ~p fao. Asi, fi/r = [2/F-
c) Sean fi/r, fo/r, fs/r € “|B| tales que fi/r <® fo/F ¥ fo/F <® f3/F.
Sea g/ € “|B| tal que g1/r = fi/F, 92/F = fo/ F. 93/F = f3/F

(9/F = fi/F:\ fol Fs f3/F. 98/ F 95/ Fs - - ) -
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Asi, B = v < wolg/r]y B | va < v3]g/F|. Por el Teorema del ultraproduc-
to, {n € N[, = v; < wg(n)]} € Fy {n e N|, v2 <ug(n)]} € F.
Como F es filtro, {n € N|2, | v; < vafg(n)] y An FE va < wifg(n)]} € F. es
decir, {n e N |2, v < welers < 1y [g(n)]} e F.

Como {n € N[, F v; < vp&wy < wv3[g(n)]} C {n € NI, F v, <
vs[g(n)]}, tenemos que {n € N |, }= v; < v3]g(n)]} € F.

Por el Teorema del Ultraproducto, B = v; < vs[g/F], es decir, fi/Fr <

f3/F.

Por a), b) v ¢). B es un conjunto parcialmente ordenado. Para ver que mh B
110 est”a bien ordenado, mostraremos una sucesion infinita estrictamente de-
creciente.

Sea s € “|'B| la sucesion definida por:

sp(n) = (mdx{0,n — k})nen/s -

S = (0.1.2.3.4.5....)/;:‘
s2 = (0,0.0.1,2,3,...)/F

Afirmamos que s es estrictamente decreciente. Sean j,k €' N tales que
J < k. Veamos que s; <a S,

s; =(0,0....,0,0.1,2,3,...)/F.
st =(0,0....,0.0,1,2.3....)/F.

Sea g/r € “|B| tal que g1/F = sj. g/F = sk. Veamos que s; <g< s v que
s; # sk. Observemos que para cada n € N, B, = v; < v2[g(n)]. por lo que
N = {n e N|%, | v; < w]g(n)]}. Como F es filtro, {n € N|, | v; <
u2]g(n)]} € F y por Teorema del Ultraproducto, B |= v < v; [g/F]. es decir,

S; S_g Sk -
Por otro lado s; # s, pues si fueran iguales, entonces

(0,0;..4;0,0; 1,2 5. ) oo (0,0;00050,0: 1,2, 3, 024)
3 ?

v F seria un filtro principal.
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La imagen de s es un conjunto no vacio sin primer elemento. Por lo tanto
P no esta bien ordenado.
Por lo tanto B 2 2. n

B es un modelo no estandar de (N, <).

Haciendo la misma construccion para (N. <, +, -, 0, 1), tendremos un modelo
no estandar para la aritmética. Otra aplicacién del Teorema del Ultraproduc-
to es el Teorema de Compacidad.

Teorema 3.4.8. Sea £ un conjunto de enunciados de tipo p. £ es satis-
factible syss ¥ es finitamente satisfactible.

Demostracion: =] Si ¥ es satisfactible. entonces cada subconjunto finito de
¥ es satisfactible.

<] Sea J = {j € P(X)|j es finito }. Como ¥ es finitamente satisfactible,
para cada j € J hay una estructura 2; de tipo p tal que 2; = j. Ahora
construimos un filtro en (P(.J),C). Para cadac € Esead = {j € J|o € j}.
Sea E = {7 |0 € I}.

Afirmacion: E tiene la PIF. Sea {7,..... o,} CE.
Observemos que {oy,...,0,} € @, para cadai € {1,....n}.

Asl,
(7 #0.
i=l1

Sea F' un ultrafiltro que extienda a E.

Observemos que para cadac € £.7 C {j € J |, |= o} (Si j € 7, entonces
{o} € j vy por lo tanto Y; |= 7).

Como @ € F y F es filtro, {j € J|2; = ¢} € F. Por el Corolario 3.3.8 del
Teorema del Ultraproducto, [ 2;/F |= o. por lo tanto X es satisfactible. m

jed

Concluimos el presente trabajo con la pregunta: ;Qué relacién hay entre el
Teorema de Compacidad y los espacios Topolégicos?

Sea V, la clase de todas las estructuras de tipo p.

Definicién 3.4.9. Sean ¢ € ENUN,,, £ C ENUN,. Mod(o) = {9, |2 = o}.
Mod(X) = {2A € V, |2 |= £}. Sea F = {Mod(c) | 0 € ENUN,}.

Proposicién 3.4.10. F es base para los cerrados de alguna topologia T,.
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Demostracion:

Mod(a), Mod(3) € F, entonces Mod(a) U Mod(8) = Mod(a V ) € F.

Ademds (| Mod(o) =0 (pues Mod(a) N Mod(—a) = 0). @
o€ENUN,

Observacion. Como V,\Mod(o) = Mod(—c) € F, F es una base de cerrados
y abiertos.
Ademas {Mod(X)|X € ENUN,} es la familia de todos los cerrados, pues
Mod(X) = [ Mod(o).
[ {2

Teorema 3.4.11. Son equivalentes:

1. El espacio topolégico (V,.1,) es compacto.
2. El teorema de compacidad.

Demostracion: 1) = 2)
Sea ¥ C ENUN,, finitamente satisfactible.

Sea A = {Mod(o)|o € X}. Asi, A C F. Ademas A tiene la pif: Sean

Mod(a,), ..., Mod(a,) € A. Como I es finitamente satisfactible, hay 2 € V,,

tal que A = ay A --- A g,. En particular A |= o; parai € {1,.... n}. Asi.
1]

A € ) Mod(r).
i=1
Como (V,, 7,) es compacto, [| Mod(co) # 0. Sea 2 € () Mod(e). Asi, para

aeXl aeX
cada o € I, A |= 0, es decir 2 |= X. Por lo tanto ¥ es satisfacible.

2)=1)

Sea F' un conjunto de cerrados con la pif. Por la Proposicién anterior F' C
{Mod(X) | £ C ENUN,}.

Seal’ = {¢ € ENUN, |o € £ y Mod(Z) € F}.

I’ es finitamente satisfacible: Sean ay,...,0, € I'. Sin perden generalidad.
g €L, ..., o, € L, donde Mod(%,)...., Mod(%,) € F.

Como F tiene la pif, hay 2 € (] Mod(Z;). En particular, 2 = oy A~ - Ady,.

i=l1
Por el Teorema de Compacidad I' es satisfacible. Asi, hay 2 € V, tal que
AP
Observemos que para cada Mod(X) € F y cada ¢ € I, 2 |= o, es decir.
para cada Mod(X) € F, 2 |= %.
Por lo tanto 2 € (N F.
Por lo tanto (V,, 7,) es compacto. L]
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