
FACULTAD DE CIENCIAS 
UNA M 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

UNA APLlCACION DE LAS ALGEBRAS DE BOOLE A LA 

TEORIA DE MODELOS: EL TEOREMA DEL ULTRAPRODUCTO. 

T E s I s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

MATEMATICO 
p R E s E N T A 

PAVEL RAMIREZ HERNANDEZ 

DIRECTOR DE TESIS: M. EN C. RAFAEL ROJAS BARBACHANO 

2005 

FA CUt T A D ) '. í" , 
SE' ( . J -\ e: 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



!Jl!1U·{". DA I) fiJ . .:.v · ,I~· ),'i/._:~ 
,\/hl"¡"1A 1 I 

;\\[JI"! ' 

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZÁLEZ 
Jefe de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

ComuIÚcamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: "Una aplicación de las 

AIgebras de Boole a la Teoría de Modelos: el Teorema del Ultraproducto" 

realizado por Pável Ramírez Hernández 

con número de cuenta 09551532-4 • quien cubrió los créditos de la carrera de: 
Matemáticas 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Atentamente 

~ Director de Tesis M. en C. Rafael Rojas Barbachano 
Propietario 

Propietario Dr. Carlos Torres Alcaraz 

D .. id Men Aleánt.,. ~ ' ~Jlfft V/ 
Alexei Eleusis Díaz Vera \JV 

Propietario Mat. 

Suplente Mat. 

Suplente Mat. 

Matemáticas 

M. en C. Alejan r 
f ACUl ¡k', 

CONSllO LJfji,¡{ iAMLI(\Al 



/ 

Una aplicación de las Algebras de Boole a la 
Teoría de Modelos: el Teorema del 

Ultraproducto 

Pável RamÍrez Hernández 



DEDICATORIA 

A Sara ya Rafael: su amor, su amor revolucionario, su lucha, su compromiso 
con la vida y su fuerza son la mejor herencia que pude recibir. 

A Tania, quien me ha compartido su infinita alegría y su enorme esperanza 
desde el buen día en que nació. Su existencia es motor de mi felicidad. 

A A vril , quien con su amor, su alegría y su presencia me da fllerza. lilE' 

enamora, me motiva y me da razones para luchar y construir. 

A Mamá Cuera, Papá Martín, mi abuela Delia (t) , mis tías, tíos, primas. 
primos y sobrinas, quienes como la gran familia que son, han acompañado 
momentos muy difíciles y otros muy felices. Por todo lo que aprendí y por 
los días que vendrán . 

A Pablo, quien ha sabido construir un fuerte lazo de solidaridad, carilio ~; 
fraternidad. 

A lllis amigos: Sole, Eduardo, Yareli , Lucía, Edgar, María Elena, Julia l\laría . 
Leonardo, Jorge, Julia, María, J ano. Alan. Adrián, Jorge, Horacio, Jaime. 
Francisco y Fernando, mis compañeros de siempre. 

A mis amigos de la Universidad: Alexei, Andrés, David, Edgar, Edna. En
rique, Elio, Israel, Juan Pablo, Omar, Oscar , Osvaldo, ¡qué buenos a ños! 

A mis queridas escuelas y sus grandes maestros: Henuinio Almcndros. CC'lltro 
Activo Freire, la Comunidad Educativa Montessori y la Facultad de Ciencias. 
donde supieron darme un espacio para ser. 

A mis maestros Jessica, Paris, Cenaro, André , Francisco, Daniel y Héctor. 

A mis compañeros de trabajo y mis alumnos, por su paciencia. 

Al comité ¡EUREKA! y a los Hijos por la Identidad y la Justicia, contra el 
Olvido y el Silencio, con quienes comparto la sangre y la historia, la alegría 
y el coraje: Rosario, Inti , Celia, Daniel, Laura, Acela. Mario Álvaro, Reyna . 
Lichita, Raúl, Elisa, Mati. Elda, Coni, Faustino. Priscila, Sergio , Valentina. 
Rosaura, Paula, Vane, Federico, Maya, Rocío. Vane, Nati y los demás. 

A las mujeres y los hombres del Ejército Zapatista de Liberación N aciona!. 

A mis tíos María de los Ángeles Sánchez (t) y Juan Manuel Ramírez Duarte (t). 

A Rafael, Jesús, Jacob, César, Valentín, Austreberta, Adolfo , Javier , Violeta, 
Delia, Irma, Artemisa, Teresa, Alicia, ... , a los desaparecidos políticos: ¡Vivos 
los llevaron! ¡Vivos los queremos! 



AGRADECIMIENTOS 

A María Emilia Caballero, Luis Briseño, Renato Iturriaga y Genaro Prado 
por sus consejos a lo largo de mis estudios de Licenciatura. 

A Rafael Roja'3 , Carlos Torres y a Gabriel Ocampo por el acercamiento a la 
Lógica Matemát.ica, la gran amistad con que la saben acompañar y por su 
apoyo para. la elaboración de esta tesis. 

A mis compañeros Alexei Díaz, David I\'1eza, Os'·aldo Téllez, Avril Vázquez, 
Tania Ramírez y Pablo Álvarez por su participación en Jos seminarios, la 
revisión de este trabajo y su solidaridad durante todo el proceso. 

A María Emilia Caballero por su apoyo para la elaboración de esta tesis y 
por el privilegio de seguir sus consejos durante mis estudios de fv'Iaestría. 

A Natalia de Bengoechea por haberme acompañado en el inicio de una in
vestigación de matemáticas en la Sierra Norte de Puebla. 

A Leonardo Espinosa, quien transcribió el presente trabajo a LATEX. 



Contenido 

Introducción 

1. Álgebras de Boole 
1.1. Redes ... 
1.2. Filtros . . . . . 
1.3. Ultrafiltros. . . 
1.4. Homorfismos y Álgebras Cociente 
1.5. Filtros en Topología .. . ... . 
1.6. Teorema de Representación de Stone 
1. 7. Álgebras características. . . . . . . . 
1.8. Álgebras de Boole sin átomos y espacios de Cantor 

2. Lógica Matemática 
2.1. Lenguajes proposicionales. 
2.2 . Álgebra de Lindenbaum 

3. Ultraproductos 
3.1. Lenguajes de primer orden. 
3.2. Teoría de modelos. 
3.3. Ultraproductos 
3.4. Ultrapotencias. 

Bibliografía 

5 

7 
7 

13 
16 
19 
27 
30 
31 
35 

43 
43 
48 

53 
53 
55 
67 
75 

83 



Introducción 

El objetivo de esta tesis es presentar el Teorema del Ultraproducto. La 
construcción del ultra producto es una técnica empleada para generar nuevos 
modelos a partir de otros, aunque él es de interés por sí solo. Fue desarro
llada inicialmente por Skolem hacia los años de 1920- 1930, y formalmente 
enunciada por J. Los en la década de 1950. 

El trabajo está organizado de la siguiente manera: 

En el capítulo 1 desarrollaremos las Álgebras de Boole, filtros" ultrafiltros: 
veremos el Teorel1la de R.epresentación de Stone \' sus propiedades topológi
cas. 

En el capítulo 2 estudiaremos los lenguajes de primer orden y desarrollare
mos una álgebra ne Boole especial: la Álgebra de Lindenbaum. 

En el capítulo 3 desarrollaremos el concepto de ultraproducto y algunas de 
sus aplicacionei'i. 

Supondremos conocimientos básicos de lógica matemática, teoría de conjun
tos y topología. El Axioma de Elección se usara en este trabajo e indicaremos 
su uso, generalmente en demostraciones, con (AE). A lo largo del texto abre
viaremos "si y sólo si" con syss. 



Capítulo 1 
, 

AIgebras de Boole 

"Las matemáticas son la música de la mzón '" 

SILVESTER 

1.1. Redes 

Sea COPO la clase de los conjuntos parcialmente ordenados. 

Definición 1.1.1. Sea (X,::S) E COPO 

a E X es una cota superior para A en X syss Vx E A(x ::; a). 

a E X es una cota inferior para A en X syss Vx E A(a::; x). 

a E X es el supremo de A (a. = sup A ) syss a. es la mínima cota snp¡>rior 
para A. 

a E X es el ínfimo de A (a = ¡uf A ) s"'ss a es la máxima cola inferior 
para A. 

Notación; Si A = {Ui 11 :5 i :'S11}, entonces escribiremos: 

" Va, = supA 
;= 1 

" 
/\ a, = ¡nf A 
i= l 

En particular, si A = {x ,y}, escribiremos xV y=supA. xAy = ¡nf A. 
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Definición 1.1.2. Sea (R::;) E COPO. (R , ::;) es una red syss "Ix, y E 
R(.1: V Y E R & x 1\ y E R) . 

Ejemplo 1.1.3. Cualquier Conjunto Tot.almente Ordenado es una red. 

Demostración: Sean (a,::;) un conjunto totalmente ordenado, .'1;, y E a. Co
mo ::; es un orden total sobre a , entonces x ::; y o y ::; .1:. 

Sin perder generalidad x ::; y . Así, 

x 1\ Y = .1: E a . 

. 1: V .l/ = .lJ E (J. 

por lo que (a , ::;) es red. • 
Proposición 1.1.4. Cualquier subconjunto .finito no vacío de una red tiene 
supremo e ínfimo. 

Demostración: Sean (X , ::;) una red , 0 =1- A ~ X , A finito. Procedamos por 
inducción sobre n = IAI 

• Si n = 1, entonces A = {.1:} para algún .1: E X. Así, sup A = x = iuf A. 

• Supongamos que si IAI = n , entonces A tiene supremo e ínfimo. 

Sea A ~ X con IAI = n + l. Definimos a A = A \ {x} , para algún 
x E A. Así, IAI = n y por hipótesis de inducción, A tiene supremo e 
ínfimo, digamos y = sup A y z = inf A. 
Entouces y V x = sup A y z 1\ x = inf A 

• 
Obsérvese que no todo COPO es red: Sea A = {0, {O} , {l}}. 
Así, (A,~) es un COPO pero {O} y {1} no tienen supremo en A. 

Proposición 1.1.5. Si R es una red, A. B ~ R tienen supremo e ínfimo 
y {sup A , sup B} tiene supremo, {inf A. inf B} tiene ínfimo, entonces existen 
sup(AUB) , inf(AUB) y 

sup(A U B) = sup{sup A, sup Bl, inf(A U B) = inf{inf A, inf B} 
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Demostración: Sea z = sup{ sup A , sup B}. ASÍ, sup A :S z y sup B :S z. Por 
lo tanto \f x ((x E A -+ x :S z)&(x E B -+ x :S z)) . Entonces \f x(x E AUB -+ 

.'r :S z) . Es decir, z es cota superior para A U B . 
Si w es cota superior para A U B, entonces w es cota superior para A ypara 

B . ASÍ, supA :S w y supB :S w. Entonces sup{supA.slIpB} :S W , esto es 
z :S w. 
Por lo tanto sup(A U B) = sup{supA,supB}. 
Ahora , sea u = inf{inf A , inf B}. ASÍ, u :S inf A y u :S inf B. Por lo tanto 

\f.'r((x E A -+ u:S x)&(x E B -+ u:S x)). Entonces\f x (x E AUB -+ u:S .'r). 

Es decir , u es cota inferior para A U B. Si v es cota inferior para A U B, 
entonces v es cota inferior para A y para B. ASÍ, v :S inf A y v :S inf B. 
Entonces v :S inf{inf A, inf Bl, esto es v :S u. 
Por lo t.anto inf(A U B) = inf{inf A, iuf B} . 
(La proposición es válida para cua lquier conjunto parcialmente ordenado) . 

• 
Proposición 1.1.6. Sea (X,:S) una red. Para cualesquiera x, y , z E X: 

a) x /I..'r = x , X V x = x. 

b) :¡; :S y =} .'r V z :S y V z y x /1. z :S y /1. z. 

Demostración: a) Es claro que x = sup{x, x} , x = inf{:c, x }. 
Supongamos que x :S y y veamos que cualquier cota superior de {y , z} es 

cota superior de {x, z}. 
Sea w cota superior de {y, z}. ASÍ, Y :S W y z :S w. Como x :S y, tenemos 

que x :S w y z :S w , es decir, w es cota superior de {x, z}. Por lo tanto 
x V z :S y V z. Análogamente, x /1. z :S y /1. z. De la misma manera, si x :S y y 
r :S s , entonces .r. /1. r :S y /1. s y x V r :S y V s. • 

Proposición 1.1. 7. En cualquier red R se satisfacen las siguientes igual
dades, para cualesquiera x, y, z E R : 

x V Y = Y V x, x /1. y = y /1. x (R¡) 

xV(yVz)=(XVy)Vz, x/l.(y/l.z) = (x/l. y)/l. z) (R2 ) 

(x V y) /1. Y = y, (x /1. y) V Y = Y (R3 ) 
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Demostración: R¡: .1:Vy = sup{ x , y} = sup{y , .1:} = yVx; x/\y = inf {x , 1I} = 
inf{y,x} = y /\ x 
R2 : Por la Proposición 1.1.7, 

XV(yVz) 

x /\ (y /\ z) 

sup {x, sup{y, z }} 
sup{x, y, z} 

sup{sup{x, y},z} 

(.'CVy)V z . 

inf {x , inf{y, z}} 

inf{.'C, y, z} 

inf { inf { x, y} , z} 
(.'C /\ y) /\ z. 

R3 : Por la Proposición 1.1.6, como y ::; x V y Y x V JI ::; y , tenemos que 
(x V y) /\ Y = y. Las igualdades restantes se prueban de manera análoga. -

Es claro que si un COPO tiene cota superior, esa cota es única . Lo mismo 
si tiene cota inferior. En particular para cualquier red: 
Si una red R tiene cota superior , esa cota es el máximo de R (el 1). si tiene 

cota inferior, esa cota es el mínimo de R (el O). 

Proposición 1.1.8. Sea (R, r) una red. Si R tiene maximal. entonces es 
único. 

Demostración: Sean R una red , x , y E R maximales. Así, x = x V y = y -

Definición 1.1.9. Sea (R, r) una red. 
R es complementada syss R tiene máximo (1), mínimo (O) y 

V.1: E R-=jy E R((x Vy = l)&(x!\ y = O)) 

y es un complemento de x , y lo denotaremos como xc. 

Proposición 1.1.10. En cualquier red complementada R , se cumple que 

Vx E R((x /\ 1 = x)&(x VI = l)&(x /\ 0= O)&(x V 0= .1:)). 
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Demostración: Sea :1; E R . . 1; V 1 es cota superior para 1 (1 ::; x V 1) Y 1 es 
el máximo de R (x VI::; 1). Por lo que .1: V 1 = 1. Las otras tres igualdades 
se prueban de manera análoga. _ 

Definición 1.1.11. Sea (R, r) una red. R es distributiva syss para cua
lesquiera x, y , z E R 

(x V y) 1\ z = (x 1\ z) V (y 1\ z) 

Proposición 1.1.12. Si R es una red complementada y distributiva, entonces 
cada. elemento de R tiene sólo un complemento. 

Demostración: Sean R una red complementada y distributiva, x E R. 
Como R es complementada y distributiva, R tiene O y 1, Y para x hay y E R 

tal que (x V y = l)&(x 1\ y = O), es decir y = xc. 
Sea z E R tal que z = xc. AsÍ. (xv z = l)&(xl\z = O), de donde xV z = .1:Vy. 

Por la Proposición 1.1. 7 tenemos lo siguiente: 
x V z = x V y => (x V z) 1\ y = (x V y) 1\ y=> (x 1\ y) V (z 1\ y) = y=> 

O V (z 1\ y) = y=> z 1\ y = V, .Y por t.ant.o V ::; z. 
Allálogament.e: 
:1: 1\ z = x 1\ y => (x 1\ z) V y = (.1: 1\ y) V Y => (x V y) 1\ (z V y) = y => 

1/\ (y V z) = y => y V z = y, y por tanto z ::; y 
Por lo tanto z = y 
Así, cada elemento tiene un único complemento -

Proposición 1.1.13. En cualquier red distributiva R, para cualesquiera x, y , 
z E R. (:¡; 1\ y) V z = (x V z) 1\ (y V z ). 

Demostración: Sean.1:, y. z E R. Por la Proposición 1.1. 7 Y la Proposición 
1.1.10 tenemos que 

(xl\y)V z (x 1\ Y V y) [(z 1\ y) V z] 
[( x 1\ y) V (z 1\ y)] V z 

[(x 1\ y) V (z 1\ y)] V [(x V z) 1\ 1] 
[(.1: 1\ y) V (z 1\ y)] V [(x V z) 1\ (z V z)] 

[(.1: V z) 1\ y] 1\ [(.1: V z) 1\ z] 

[y 1\ (x V z)] V [z 1\ (x V z)] 

(y V z) 1\ (xV z) 

(xV z)l\(yV z ) 

-
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Proposición 1.1.14. Si R es una red complentada y distributiva, entonces 

Demostración: Sea x E R . Sea y E R tal que y = xe. ASÍ, x /\ y O Y 
.1: V Y = 1. Por la Proposición 1.1.12, tenemos que x = ye = (xe)e. • 

Definición 1.1.15. Sea B una red. B es una álgebra de Boole syss B es una 
red complementada y distributiva con al menos dos elementos. 

Observación 1.1.16. Es posible definir una álgebra de Boole como una 
estructura B = (B, v. /\. e, 0. 1), donde en B son verdaderos los axiomas 
{R¡ , . . . , R5} y IBI ;::: 2. Las operaciones V, /\, e corresponden a supremo. 
Ínfimo y complemento, respectivamente, mientras que O es el mínimo de B y 

1 el máximo. Al conjunto B se le da un orden de la siguiente forma: :r. :::; y 
syss x Vy = x para cualesquiera .1: , yen B. Con este orden, (B,:::;) result.a ser 
una red complementada y distributiva. 

Ejemplo 1.1.17. 

1. Sea X un conjunt.o vacío. (P(X).~) es IIna Álgebra de Boole. (To1l1a
mos A, V, e, 0.1 como U. n, complemento relativo a X, 0. X. respecti
vamente). 

2. El conjunto 2 es una Álgebra de Boole. 

3. Sea X un conjunto infinito. Sean FIN(X) = {Y E P(X) I Y es finito} . 
COF(X) = {Y EPI X \ Y es finito}. Así (FIN(X) U COF(X) , ~) es 
una Álgebra de Boole: 

4. Sea (X, T) un espacio topológico . 

Sea C(X) = {Y E P(X) I Y es cerrado y abierto }. 

Al tomar V,/\ ,e,O,l como en el ejemplo 1.1.3, (C(X),~) es una Álgebra 
de Boole. 

5. Sea (X, T) un espacio topológico. Podemos generalizar el ejemplo 4 de 
la siguiente manera: 

Recordemos que A ~ x es regularmente abierto syss A = (:4)0. Sea RA(X) = 
{A E P(X) I A es regularmente abierto }. Tomemos V, /\ , e, 0,1 de la siguien
te forma: 



1.2 Filtros 

A V B = (A U B) o. 

A /\ B = An B. 

AC = X \ (A). 

0 = 0. 

1 = x. 

El lector puede verificar que (RA(X) , ~ ) es una Álgebra de Boole. 

Teorema 1.1.18. Sea B una Álgebra de Boole. Entonces 

't/ x , :ti E B (.T. /\ yC = O ~ .1::S y) . 

13 

Demostración: =}] x = x/\ l = x/\( y V yC) = (x/\ y) V (x/\ yC) = (x/\ y) V O = 
:r:/\y:S y 
~] x :S y =} x /\ y = x =} :1: /\ yC = (x /\ y) /\ yC = :1: /\ (y /\ yC) = x /\ 0= O. 

De manera dual x V yC = 1 ~ x:S y . • 

Teorema 1.1.19. Si B es una Á lgebra. de Boole. entonces para cada .T. y E B : 

Demostración: Por el teorema previo , la proposición 1.1.6, tenemos que: 
a) x :S y ~ x /\ x /\ yC = O ~ yC:S xc. 
b) i)(:r: /\ y)C es cota superior de { XC , yC} , pues como x /\ y :S x y x /\ y :S y . 

por a ) t enemos que .xc :S (:1: /\ yy Y yC :S (x /\ y) c. 
ii) Si z E B es ta l que XC :S z y yC :S z , entonces ZC :S .x y ZC :S y . Así, 

ZC :S x /\ y , Y por a) tenemos que (x /\ y)C :S z. 
Por lo tanto (x /\ y)C = XC V yC. Análogamente (x V yy = XC /\ yC. • 

1.2. Filtros 

Definición 1.2.1. Sea R una red y F ~ R, F =1= 0. F es un filtro en R syss 

a) 't/ x, yEF (x/\ yEF) . 
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b) 't/xEF 't/yER (x :S:: y --+ yEF). 

Sea I ~ R, I =1- 0. I es un ideal en R syss 

a) 't/x , y EI (xV yEI). 

b) 't/.7:E I 't/yER (y :S:: x --+ yE!). 

Observación. Si una red t iene 1 (es decir máximo), entonces cada filtro en 
ella la t iene. 
Si una red tiene O (es decir mínimo) , entonces cada ideal en ella lo tiene. 

Ejemplos. 1. Cada red es fil t ro e ideal. 
2. Si R tiene 1, entonces {1} es filtro en R. Si R t iene O, entonces {O} es 

icleal cn fl.. 
3. Sea Runa recl. Para cada x E R, {y I x :s:: y} es un filtro y le diremos el 

filtro principal generado por X. 

(Análogamente {y I y :s:: x } es el ideal principal generado por x). 

Proposición 1.2.2. En toda red finita cada filtro (y cada ideal) es principal. 

Demostración: Sea R una red finita y F un filtro en R. 
Por la Proposición 1.1.4 y las últimas observaciones, F tiene 1, por tanto. 

es no vacío y por la Proposición 1.1.4 tiene mínimo, digamos X. Entonces F 
es principal generado por X. 

La prueba para ideales es análoga. -

Definición 1.2.3. Sea R red. Un filtro F en R es filtro propio syss F ~ R . 
Así, si R ticne O, entonces un filtro Fes propio syss O 1: F. 
Los filtros que no son propios en general son triviales, así que a partir de 

ahora supondremos que los filtros (y los ideales) son propios. 

Definición 1.2.4. Sea B una Álgebra cle Boole. A ~ B tiene la propiedad 
de intersección finita (pif) syss cada subconjunto finito de A , no vacío, tiene 
ínfimo distinto de cero. 

Proposición 1.2.5. Sea B una Álgebra de Boole y A ~ B un conjunto con 
lap~r Para cada.r EB , Au{.r } o AU{.'ln tienelapif 
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Demostración: Sean {XI , " " Xn } ~ A . . 1: E B. Como A t.iene la pif, (:7:1 /\ 
. . . /\ .xn ) /\ (x V XC) .¡. O. Así, 

Entonces (XI/\ . .. Xn) /\ X .¡. O o (.XI /\ ... /\ Xn /\ XC ) .¡. O. Por lo tanto A U {.r} 
tiene la pif o A U {.XC

} tiene la pif. • 

Proposición 1.2.6. Sea B una Álgebm de Boole. Sea A = {A; I i E I} una 
cadena de snbconjuntos de B . 
Si para cada i El , A; tiene la pi!, entonces U {A; I i E I} tiene la pif. 

Demostración: Sea An = {Xl , ... , Xn } ~ U{ Ai I i E I} . Como A es cadena, 
hay j E I tal que An ~ Aj. Como A j tiene la pif, tenemos que .X I/\· . ,/\ x n .¡. O . 

• 
Definición 1.2.7. Sean B una Álgebra de Boole. A e B. Definimos los 
conjuntos A:S y AA como sigue: 

1. A:S = {xE B 13yEA (y:S .x)} . 

2. AA = {inf(D) I D ~ A y D es finito}. 

Así, A ~ AA ~ (AA):S. 

Lema 1.2.8. Sean B una Álgebra de Boole, A ~ B . 

1. (A A):S es un filtro. 

2. Cualquier filtro que contiene a A, contiene también a (AA):S. 

3. (A A):S es un filtro propio syss A tiene la pif. 

Demostración: Sea A ~ B , B una Álgebra de Boole. 

1) a) Si .1:, Y E (AA):S, entonces hay D. E subconjuntos finitos de B tales 
que inf(D) :S x, inf(E) :S y. D U E es finito y tenemos inf(D U E) = 
inf(D) /\ inf(E) :S X /\ y. Por lo tanto X /\ yE (AA)::;. 

b) Si X E (AA):S y y E B es tal que X :S y, entonces hay D ~ B finito tal que 
inf(D) :S x :S y. Así, yE (AA)::;. 

Por lo tanto (AA):S es filtro. 
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2) Sea F filtro con A ~ F. Veamos que (AI\):S ~ F. Sea x E (A I\ ):S . Entonces 
hay D ~ A finito tal que inf(D) :::; .1; . Como F es filtro, inf(D) E F y por lo 
tanto .7: E F. 

3) =?] Si A no tiene la pif, entonces hay D ~ A finito tal que inf(D) = O. 
Entonces OE (AI\):S y por ello (AI\):S no es un filtro propio. 

~] Si (N'):S no es propio, entonces O E (AI\):S. ASÍ, hav D ~ A finito tal que 
inf(D) :::; O, es decir inf(D) = O Y A no tiene la pif. • 

Una conclusión important.e de esta proposición es que cualquier subconjunt.o 
A de una Álgebra de Boole puede ext.enderse a un filtro propio >;i y sólo si A 
tiene la pif. Al filtro (AI\):S le diremos el filtro generado por A. 
Observemos que si 13 es una Álgebra de Boole y A ~ B , no basta que O~A 

y que I:j x, y E A (x /1. y =f. O) para que A tenga la pif: 
Sea B = P( {O, 1, 2}). Sea 13 = (B, ~). Tomemos A ~ B como sigile: A = 

{ {O, 1} , {O, 2}. {1 , } }. ASÍ, 0 ~ A y I:j x, y E A (A n y =f. 0). Sin embargo, A es 
un subconjunto finito de A y su Ínfimo es 0. Por lo tanto A no tiene la pif. 

Proposición 1.2.9. Sean 13 una Álgebra de Boole. A ~ B. Si O ~ A Y 
I:j x, y E A (x /1. y E A) , entonces A tiene la pif. 

Demostración: Sea An = {Xl ""'Xn } ~ A. ASÍ, Yl = ·7:1 /l. X2EA , Yn+l = 
Yn /1. X n +l' Para cada i E {L 2, ... , n}, Yi E A Y como O ~ A, Yi =f. O. En 
particular Yn =f. O, es decir , inf An = :CI /1. . •. /1. X n =f. O. • 

1.3. Ultrafiltros 

Si 13 es una Álgebra de Boole, entonces ~ es un orden parcial sobre los filtros 
en B . 

Definición 1.3.1. Sea 13 una Álgebra de Boole, F filtro propio en B . F es 
ultra filtro syss F es ~-máximal. 

Lema 1.3.2. Sean 13 una Álgebra de Boole, F un filtro propio en B . F es 
ultrafiltro syss para cada x E B. :r: E F o .T

c E F , pero no ambos. 

Demostración: =?] Supongamos que F es ultrafiltro y sea .T ~ F. Sea G el 
filtro generado por Fu {x}. AsÍ, G no es filtro propio. Entonces G no tiene la 
pif, y por tanto hay D ~ F finito tal que inf(D) = O :::; xC. Como inf(D) E F , 



1.3 Ultrafiltros 17 

tenemos que XC E F. Por otro lado x E F Y XC E F. Así, O = x 1\ XC E F , Y esto 
es una contradición (F es filtro propio). Por lo tanto no pueden ambos estar 
en F. 
~] Sea F filtro propio tal que para cada x E B , .Y E F o .ye E F (y no ambos). 
Sea e filtro en B tal que F ~ e. Así, hay .y E e \ F. Es decir , hay .Y E B tal 

que x E e y x ti: F. Por hipótesis x E e y XC E F. Como F ~ e, tenemos que 
x E e y XC E e. Así, O = x 1\ XC E e y e no es un filtro propio. Por lo tanto F 
es S;;;-maximaL _ 

Corolario 1.3.3. Sea X =1- 0. Como (P(X) , S;;;) es una Álgebra de Boole, 
para cada xE X {AEP(X) I x EA} es un ultrafiltro: 

El ultrafiltro principal generado por {x }. 

Definición 1.3.4. Sea B una Álgebra de Boole, F un ultrafiltro en B. Fes 
ultrafiltro principal syss F es generado por algún elemento de la álgebra de 
Boole. 

Proposición 1.3.5. Sea X un conjunto no vacío. Un ultrafiltro en (P(X) , S;;;) 
es principal syss tiene como elemento un conjunto finito. 

Demostración: Sea X =1- 0. 

=}] Sea U un ultrafiltro principal en (P(X) , S;;;). Como U es generado por 
{x} , para algún x E X, entonces U tiene un elemento finito. 
~l Sea U un ultrafiltro principal en (P(X) , S;;;) tal que A = {Xl ,"" xn } E U. 
Primero observemos que si algún Xk E A es tal que {xd E U, entonces U 

estaría generado por {.yd , pues si B E U es tal que {·yd ti: B, entonces 
!/J = Bn {xd EU. 
Ahora probemos que hay .1:k E A tal que {:rd E U. 

Si{x¡} ti: U,entoncesX\{x¡}EU.Así, A¡ = {X2, .. . , Xn } = An(X\{x¡}) E 
U. 

Si {X2} ti: U, entonces X\ {X2} E U. Así, A2 = {X3,.' ., xn} = A¡n(X\ {X2}) E 
U. 

Así, si {.y;} ti: U para 1:::; i < n, entonces {Xn }EU. 
Concluimos que .Yk E A tal que {Xk} E U y por lo tanto U es principaL -

Corolario 1.3.6. Si X es finito , entonces cada ultrafiltro en (P(X), S;;;) es 
principal. 
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Teorema 1.3.7 (Ultrafiltro). Cada filtro en una Álgebra de Boole puede 
extenderse a un ultrafiltro. 

Demostración: Sea B una Álgebra de Boole y F un filtro en B . 
Sea F = {e I e es filtro en By F ~ e} . Como BEF, F es no vacío. (F~) 

es un conjunt.o parcialmente ordenado. Sea V = {Dí I i E I} una cadena en F. 
Veamos que U V es cota superior para F: Si .1:, Y E U V , entonces hay i. j E 1 
tales que .1: E Di, yEDj , sin perder generalidad i s:: j. Así, x 1\ yED j ~ UV. 
Si .1:E UV y .1: s:: z, entonces hay iEI tal que .TE Dí , de donde z ED; ~ UV. 
Además \j i E 1 O t/:. Dí, por tanto O t/:. U V. Así, U V es filtro propio ~. 
F ~ UV. Por lo tanto UVEF. 
Así, U V es cota superior para V en F. 
Por el Lema de Zorn (AE) , hay un elelllento mRximal en F . que es 1111 

ultrafilt.ro que extiende a F. _ 

Corolario 1.3.8. En una Álgebra de Boole. todo subconjunto con la p~f"puede 
ec.7:tenderse a un ultrafiltro 

Demostración: Extendemos al conjunto con la pif a un filtro propio y lo 
extendemos a un ultrafiltro. -

Corolario 1.3.9. En una Álgebra de Boole. cada. elemento distinto de cero 
está en algún u.ltrafiltro. 

Demostración: Si B es una Álgebra de Boole y x E B no es cero, entonces 
{x} tiene la pif y podemos extenderlo a un ultrafiltro. -

Corolario 1.3.10. Sea B una Álgebra de Boole. Si :r. y E B son tales que 
x #- y , entonces hay un ultra filtro U tal que x E U Y Y t/:. U . 

Demostración: Si .1: #- y , entonces ->(:1: s:: y) V --,(y s:: .T). Sin perder gener
alidad --, (x s:: y) . Entonces x 1\ yC #- O. Como {x 1\ yC} tiene la pif, podemos 
extenderlo a un ultrafiltro U. Así, x E U Y yC E U. Entonces x E U Y Y t/:. U. -

Proposición 1.3.11. Hay ultrafiltros no principales. 

Demostración: Sea X un conjunto infinito. COF(X) tiene la pif: Veamos que 
(/) t/:. COF(X) y que para cualesquiera .TI, X2 E COF(X) , xl n X2 E COF(X) . 
Esto garantizará que COF(X) tiene la pif. (/) t/:. COF(X) pues X \ (/) = X no 
es finito. 
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Sean XI, X2 ECOF(X). X \ (Xl n X2) = (X \ XI) U (X \ X2). Como X \ .1: 1 y 
X \ X2 son finitos , .TI nX2 E COF(X). Por lo tanto COF(X) tiene la pif. Sea U 
un ultrafiltro que extienda a COF(X). Así, U es un ultrafiltro sin conjuntos 
finitos y por tanto no es principal. _ 

1.4. Homorfismos y Álgebras Cociente 

Definición 1.4.1. Sean B una Álgebra de Boole, C Ull subconjunt.o de B 
no vacío. C es una subálgebra de B syss C es cerrado bajo A . V Y c . 

Proposición 1.4.2. Si B es una Álgebra de Boole y C es s1¿bálgebra de B , 
entonces O E C y 1 E C. 

Demostración: Como C =f. O, hay X E C . Como C es cerrado bajo c. XC E C . 
Como C es cerrado bajo A, V, tenemos que 

O = X A xCEC, 1 = .1: V .T
c E C . 

Así, {O, 1} es la mínima subálgebra de B. -
Proposición 1.4.3. Sean B una Álgebra de Boole y F un filt.ro en B. Defin
imos J = {XC E Blx E F} . 

a) J es ideal. 

b) FU J es subálgebra de B. 

c) F es ultrafiltro en F U J. 

Demostración: a) Sean .T, y E J. Así, XC E F y yC E F. Como F es filtro , 
XC A yCEF, de donde (x V y)CEF, es decir X VyEJ. Sea xEJ, yE B tal que 
y ::; x. Como X E J, XC E F. Así, XC A Y ::; XC A X = O. Entonces XC ::; yC y por 
tanto yC E F , es decir, y E J. Por lo t.ant.o J es ideal. 
(b) Fu J es subálgebra de B: 
i) {O, 1} ~ Fu J ~ B . 
ii) Sea x , yEFUJ. 
Así, alguno de {x , y} es elemento de J, o ambos son elementos de F. Si 

x, y E F, entonces X A Y E F. Si alguno elemento de J. Supongamos sin 
perdida de generalidad que X E J. Así, XC E F. Como F es filtro , XC V yC E F. 
Es decir (x A y)" E F y por definición x A y E J. 
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En ambos casos concluimos que x/\y E FUI. Análogamente .'CVy E FUI.Para 
ver que XC E FUI , basta observar que si x E F , entonces XC E l; si x E l , 
entonces xCEF. En ambos casos tenemos que si xE FUI , entonces xC EFUI. 
Por lo tanto FuI es suhálgebra de 8. 
(c) Es claro que F es filtro en F U l. Veamos que es ~-maximal: 
Si G es filtro en FUI Y extiende propiamente a F , entonces hay y E G tal 

que yE (FuI) \ F, es decir , yE l . Así, yC E F ~ G. Como G es filtro , entonces 
O = Y /\ yCEG, que es una contradicción. 
Por lo tanto F es ~-maximal. es decir , F es ultrafiltro en F U l. • 

Definición 1.4.4. Sean 8 1, 82 Álgebras de Boole, f : BI -+ B2 función. f es 
un homomorfismo (de 8 1 en 8 2 ) syss para cualesquiera .'C,yE B 1 

f(x /\ 1 y) = f( x) /\2 f(y) , f( x VI y) = f(·7:) V2 f(y) 

y 

Si f es biyectiva. diremos que f es isomorfismo. 

Proposición 1.4.5. Si El . E2 son Álgebras de Boole y f : B 1 -+ B2 es un 
homomorfismo, entonces: 

a) f(1¡) = 12 : f(O¡) = O2 

b) Vx:yEB I (X::; l y=? f( X)::;2 f(y)) 

c) .f[B¡J es subálgebm de 8 2 , 

Demostración: a) Sea xEB[. f(O[) = f( x /\1 XCI) = f( x ) /\2 f(X) C2 = O2. 

Así, f(1 1) = f(O~!) = f(01 y2 = (02) C2 = 12 
b) Sean x,y E B1. x ::;[ y =? X /\[ yCI = O =? f( x /\[ yC!) = f(O¡) =? 

f( x ) /\2 f(Y) C2 = O2 =? f( x ) ::;2 f(y) · 
e) Por (a), .f[B] =J 0. 
f( x ), f(y)Ef[B ] =? x, y EB =? .7:/\ 1 y , XV I y , XC I EB =? f( x/\ [ y) , f( xV ¡ y) , 

f(xCI) Ef[B] =? f(.7: ) /\2 f(y) , f(·'C) V2 f(y) , f( xy2 Ef[B] . • 

Sea 8 una Álgebra de Boole y F un filtro en B . Definimos rv ~ B x B como 
sigue: x rv y syss hay fE F tal que :¡; /\ f = y /\ f · 

Proposición 1.4.6. rv es de equivalencia. 
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Demostración: a) Sea x E B. x /\ 1 = x /\ l. Así, x rv :r. 
b) Sean .x, y E B tales que x rv y. Así, hay fE F tal que x /\ f = y /\ f. 

Entonces y /\ f = .x /\ f, es decir , y rv x. 
e) Sean x, y , z E B tales que x rv y y y rv z. Sean f , 9 E F tales que 

x /\ f = y /\ f , y /\ 9 = z /\ g. Sea h = f /\ g. Como F es filtro hE F. 
Así, .x /\ h = x /\ (f /\ g) = (x /\ f) /\ 9 = (y /\ f) /\ 9 = y /\ U /\ g) = y /\ (g /\ f) = 

(y /\ .1) /\ f = (z /\ g) /\ f = z /\ (.1 /\ f) = z /\ h. Es decir , x rv z. 
Por lo tanto rv es de equivalencia. _ 

Proposición 1.4.7. rv es de congruencia.. 

Demostración: Sean x, Xl, y , yl E B tales que x rv Xl, y rv yl. Veamos que 
.x /\y rv Xl /\yl, .xVy rv xlVyl, XC rv (XI)C. Sean f , .1 E F tales que x /\f = xl/\f , 
Y /\ 9 = yl /\ g. Así, f /\ 9 E F. 

a) (x /\ y) /\ (f /\ g) = (x /\ f) /\ (y /\ .1) = (Xl /\ f) /\ (yl /\ .1) = (:1;1 /\ yl) /\ U /\ .1 ) . 

b) (:r:Vy) /\ U /\g) = (x/\ U /\g)) V (y/\U /\.9)) = (.r. I
/\ (f /\g)) V (yl /\ (f /\.1)) = 

(:[:1 V yl) /\ (f /\ .1). 

e) XC /\ f = XC /\ [U /\ .Y) V (f /\ (XI)C)] = [XC /\ U /\ x)] V [XC /\ (f /\ (.yl)C)] = 
[(XI)C /\ XC] /\ f = [(XI)C /\ (f /\ Xl)] V [(XI)C /\ (f /\ XC)] (XI)C /\ [U /\ .xl)v 
(f /\ XC)] = (XIY /\ f _ 

Proposición 1.4.8. Abreviamos:.x 8 y = (.x V yC) /\ (XC V y) 

a) .x 8 y = 1 ~ x = y 

b) :r"'y ~ .x8yEF 

Demostración: a) 

(x V yC) /\ (XC V y) = 1 ~ x V yC = 1 y XC V Y = 1 

~ XC /\ Y = O Y XC V Y = 1 

~ Y /\ XC = O Y Y V XC = 1 

~ :rc = yC 

~ x=y 

b) -{:e] Seaf=x8Y. 
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Así, 

x/\f x/\[(xVyC)/\(XCVy)] 

[.7: /\ (.7:c V y)] /\ (x V yC) 

[(x /\ XC) V (x /\ y)] /\ (x V ye) 

(x /\ y) /\ (x VyC) 

[(x /\ y) /\ x] V [(x V y) /\ yC] 

(x/\y) 

(y /\ x) 

[(y /\ x) /\ XC ] V [(y /\ x) /\ y] 

(y/\x)/\(XCVy) 

[(y /\ x) V (y /\ yC)] /\ (.ye V y) 

[y /\ (x V yC)] /\ (XC V y) 

Y /\ [(.7: V yC) /\ (XC V y)] 

y/\f 

Ent.onces :1: /\ f = y /\ f· Por lo tanto x ~ y. 
=?] x ~ y {=} hay fE F tal que x /\ f = y /\ f · 
Además x /\ .f ::; .7: Y Y /\ f ::; y 
ASÍ, 

y/\.f::;xyx/\f::;y 

=? (y /\ J) /\ XC = O Y (x /\ J) /\ yC = O 

=? f /\ (XC /\ y) = O Y f /\ (x /\ yC) = O 

=? f::; (XC /\ y)C y f ::; (x /\ yC)C 

=? f::; x V yC y .f ::; XC V Y 

=? x V yC E F y XC V Y E F 

=? (x V yC) /\ (xcVY)EF 

• 
Por la proposición 1.4.7, al conjunto BjF = {Ixllx E B} podemos darle 

estructura de Álgebra de Boole. 

Ixl /\ Iyl Ix /\ yl 
Ixl V Iyl Ix V yl 

Ixlc Ixc l 
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B / F es la álgebra cociente de B módulo F. 
La función h: B ---7 B/F donde h(x) = Ixl es claramente homomorfismo: 

el homomorfismo canónico (de B sobre B / F). 

Proposición 1.4.9. Ixl = 1 enB/F syssxEF. 

Demostración: Ixl = 1 syss x'" 1 

syss j f E F (.1: A f = f) 
syss j f E F (f ::; x) 

syss xEF 

Entonces dada B una Álgebra de Boole, cada filtro F tiene asociado un 
homomorfismo. • 
Lema 1.4.10. Sean B I, B2 Álgebras de Boole. Sea f: BI ---7 B2 homomoT'
fismo. 
F= {xEB¡lf(x ) = 1} es un filtro y f[B¡J ~ BI / F. 

Demostración: a) F es filtro. Sean x , y E F. Así, f( x ) = 1 = f(y) =? f(x A 

Y) = f( x) A f(y) = 1. Por lo tanto .1: A Y E F. 
Sean x E F , Y E B tal que x::; y. Así xAy = x . Entonces f(·1:Ay) = f(x) = 

1 => x A y E F => Y E F. Por lo tanto F es filtro. 
b) Por la observación: Ixl = Iyl syss .7: '" y. 

syss x0yEF 

syss f( x0y) E F 

syss f( x) 0 f(y) = 1 

syss f(·1:) = f(y) 

Entonces la función g : B¡f F ---7 f[B¡J definida como 

9 (Ixl) = f( x) 

está bien definida. La función 9 es 1-1 pues g(lxl) = g(lyl) =? f( x) = f(y) =? 

Ixl = Iyl· 
Además 9 es sobre: 
Sea y E f[B¡l =? hay x E B¡ tal que f( x) = y => hay Ixl E B¡f F tal que 

f(l x l) = y. 

9 es homomorfismo: 
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a) g(l·xl V Iyl) = g(lx V yl) = f(x V y) = f(x) V f(y) = g(lxl) V g(lyl)· 

b) g(l·xll\ Igl) = g(lx 1\ yl) = f(x 1\ y) = f(x) 1\ f(y) = g(lxl) 1\ g(lyl)· 

c) g(lxW = g(lxcl) = f(xC) = f(xn = g(lxW· 

Por lo tanto BII F ~ J[BJ] . 
.9 

El filtro F es la coraza de f. (El dual que es el kernel. con un ideal) . -

Lema 1.4.11. Un homomorfismo h es 1-1 syss su. comza es {1}. 

Demostmción: =* 1 h es 1-1 syss \1 x \1 y (h( x) = h(y) =* x = y), en particular 
\Ix (h(x) = 1 =*.x = 1) pues h(x) = h(l) =* x = 1. 

~l Observemos que h(.xl\yC)C = 1 =* h(xCVy) = 1 =* .XCVy = 1 =* .xl\yC = O. 
Así h(.r,) = h(y) =* h(x ) V h(y)C = 1 Y h(x) 1\ h(y)C = O =* h(x V ye) = 1 Y 
h(x 1\ yC) = O =* x V yC = 1 Y x 1\ yC = O =* .XC = yC =* :r = y. _ 

Teorema 1.4.12. En un filtro F de una Álgebm de Boole B . las siguientes 
condiciones son equivalentes: 

a) BIF ~ 2. 

b) F es ultrafiltro. 

c) F es primo. 

d) Pam cada x EB, .xEF o xCEF. 

Demostración: b) ~ d) Lema 1.3.2). 
d) =* a) Sea f: B --+ BIF el homomorfismo canónico. (Sea.x E By Ixl = 

f(x)). Sea Ixl E BI F . Supongamos Ix l =1 1. Entonces .x ti. F (Proposición 
1.4.9). Por hipótesis XC E F. Entonces Ixc l = 1 Y por lo tanto l:t lC = 1. 
Entonces Ixl = IxlcC = l e = O. Por lo tanto B I F = {O, 1} ~ 2. 
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c) =? a) Definimos h: B ---+ 2 como h(.y) = 1 syss .y E F. Veamos que h es 
homomorfismo 

h (x /\ y) = 1 syss x /\ y E F syss x E F Y Y E F syss h ( x) = 1 Y h (y) = 1 syss 
h(x) /\ h(y) = 1. (Análogo si h(x V y) = O) 

Por lo tanto h(x /\ y) = h(x) /\ h(y). 

h( x V y) = 1 syss .y V Y E F syss x E F o y E F syss h( x) = 1 o h(y) = 1 syss 
h(3.:) V h(y) = 1. (Análogo si h(x V y) = O). 

Por lo tanto h(.y V y) = h(.y) V h(y). 

h(xC) = 1 syss XC E F syss x ~ F syss h(x) = O syss h(x)C = 1. (Análogo si 
h(xC) = O). Por lo tanto h(.YC ) = h(xY. 

Por lo tanto h es homomorfismo. 

Por lo tanto B j F ~ h[B] = 2. 

a ) =? d) Sea xE B .. T~ F =? I.yl i' 1. 
=? I.TI = O. AsÍ. 1.7:c l = I:rlc = 1. =? XC E F. 

b) =? c) Sean .T. yE B tal que x V yEF Y x~ F. Veamos que yE F. 
Sea G el F generado por F U {x}. Por b) , G no es propio. Por lo tanto hay 

z E F tal que x /\ z = O. Como z /\ (x V y) E F y (z /\ .T ) V (z /\ y) = O V (z /\ y) , 
tenemos que z /\ y E F. Por lo tanto y E F (z /\ y :::; y) . 

c) =? d) Sea x E B. Como 1 E F y 1 = x V .Yc. entonces x E F o .yC E F. • 

Definición 1.4.13. Sea {A n I n E N} una colección contable de subconjuntos 
de una Álgebra de Boole, donde cada An tiene ínfimo, digamos an = inf(An). 

Un ultrafiltro F en B preserva ínfimos syss para cada n E N, h(an ) = 
inf { h( a) I a E An} donde h es el homomorfismo canónico (h: B ---+ B j F ~ 2). 

Teorema 1.4.14 (Lema de Tarski). Si x i' O, entonces hay 1m ultrajiltro 
que pasa por x (tiene a x) y preserva ínfimos. 

Demostración: Sea B una Álgebra de Boole, {An I n E N} ~ P(B) con 
Ínfimos. an = inf(An ) para cualquier n E W. Construimos recursivamente 
{bn In E N} donde 

a) bn E An para cualquier n E N Y 
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b) {x, ao V bij , ... , an V b~} tiene la pif para cada n E N 

Definimos bo: 
Sabemos que 

:r; /\ (ao V bg) = (x /\ ao) V (x /\ bg) 

Si ao/\X -=J O, entonces bo = ao. ASÍ, x/\(aoVbij) = x -=J O, = (x/\ao)V(x/\bij). 
Si ao /\ x = O, entonces hay bo E Ao tal que 

(Supongamos \fbEAo, 1; /\ (ao V be) = O. ASÍ, (.7: /\ ao) V (:.r: /\ be) = O 

=} x /\ ao = O Y x /\ be = O 

=} x:S b \f b E Ao tal que x /\ ao = O 

=} x:S ao tal que x /\ ao = O 

=} x = x /\ ao = O que es una contradicción (.7: -=J O) 

Por lo tanto hay bo como queremos) . 
Supongamos que hay bn tal que 

y = x /\ (ao V bg) /\ ... /\ (an V b~,) -=J O . 

Ahora encontramos bn +1: 

Si y /\ an+l -=J O, entonces tomamos bn+! = an+! pues 

Si y/\an+l = O, tomamos bn+1 tal que y/\(an +l Vb~,+l) = O. bn+1 existe, pues 
\f b E An Y /\ an + 1 = O Y Y /\ be = O 

=} \f b E An Y /\ an+l = O Y Y :S b 

=} Y /\ an + 1 = O Y y:S an +! 

=} y /\ an +! = O Y Y = Y /\ an+ 1 

=} y=O, 

que es una contradicción. 
ASÍ, {x, aO /\ bo, . . . , an /\ b~, ... } tiene la pif. 

Por lo tanto puede extenderse a un ultrafiltro F tal que: 
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a) x EF 
b) F preserva Ínfimos. 
Sea h: B ---+ B / F el h homomorfismo canónico. 
Recordemos que 

ASÍ, 

a V bC = 1 ~ aC 
/\ b = O 

~ b /\ac = O 

~ b~a , 

Es decir , a V bC = 1 ~ b ~ a 
Veamos que h(an) = inf{h(a) I aEAn } , es decir, 

~ h(bn) ~ h(an) 

::;. inf{h(b) I bEAn} ~ h(an) 

Por otro lado, an = inf(An ) 

::;. an ~ b \f b E An 

::;. h(an) ~ h(b) \fbEAn 
::;. h(an) ~ inf{h(b) I bEAn} 

Por lo tanto h(an) = inf{h(b) I bEAn} 
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• 

Es d aro que para cada .L E X , Vx (la familia de vecindades de x) es un filtro 
en (P(X) , ~): el filtro de vecindades de x. 

Lema 1.5.1. Sean F un filtro en (P(X), ~), XEX, son equivalentes: 

a) .1: En{AIAEF}. 
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b) Para todo AEF y UEVx, An U -=1- 0. 

c) hay un filtro propio que contiene a FU Vx ' 

Demostración: b) '* c) F U V" tiene la pif: 
o 1:. {F U V I V E Vx } y si H , G E F U Vx , entonces H n G E F U Vx ' 

Por lo tanto F U V" puede extenderse a un filtro propio. 

c) '* b) Sea G el filtro propio que extiende a Fu VX' 
AEF y VEVx '* AEG Y VEG '* An VEG '* AnV -=1- 0 (G es propio). 
a) <===} b) 

.2:En{A I AEF} syss para cada AEF xEA 

syss para cada A E F y para cada 11 E V,. (A n V -=1- 0) 

• 
Definición 1.5.2. Sea F un filtro en (P(X) , <:;:;) . 

. 2: E X es un punto de adherencia de F syss x satisface alguna de las equiva
lencias del lema anterior. 

Definición 1.5.3. Sean F filtro en (P(X) , <:;:;) , xEX. 
F converge a x syss Vr <:;:; F. 

Observación 1.5.4. Un punto es adherente a cada filtro que converge a él. 

Demostración: Sea F convergente a x. Así, Vx <:;:; F , por lo tanto V v E 

Vr,VAEF,Anv-=l-0 . • 

Lema 1.5.5. Un ultrafiltro converge precisamente a sus puntos de adheren
cia. 

Demostración: Sea F un ultrafiltro. Por 1.5.4 F converge sólo a sus puntos 
de adherencia. Veamos que F converge a sus puntos de adherencia. Sea x de 
adherencia de F. Por 1.5.1, hay un filtro propio G que extiende a Fu VX' 
Como Fes ultrafiltro, entonces G = F . Así, Vx <:;:; F. Por lo tanto F converge 
a J:. • 
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Lema 1.5.6. X es Hausdorfj' syss cada filtro en (P(X),~) converge a lo más 
a un punto (i.e. syss cada ultrafiltro en (P(X) , ~I tiene a lo más un punto 
de adherencia). 

Demostración: 
=}] Sea F un filtro en (P(X) , ~/' 
Si .1: i- y, entonces hay U, V abiertos en X tales que U E Ve, V E Vy y 

U n V = 0. ASÍ, ningún filtro propio contiene a Vx U V1JF. Entonces converge 
él lo más a un punto. 
<=] Sea :r. i- y. Como cada filtro converge a lo más a un punto, V." U V1J no 

tiene la pif. ASÍ, hay B ~ V." U Vy finito tal que n B = 0. Además B n Vx i- 0 
y B n Vy i- 0. Sean U = n{b E B I b E Vx} , V = n{b E B I b E Vy }. ASÍ, U y 
V son abiertos en X tales que x E U, Y E V Y U n V = 0. • 

Lema 1.5.7. X es compacto syss cada filtro en (P(X) , ~I tiene al menos 
un punto de adherencia. 

Demostración: 
=}] Sean X compacto y F un filtro en (P(X), ~/' F = {A I A E F} es un 

conjunto de cerrados con la pif. =} n F i- 0. Por 1.5.1 F tiene un punto de 
adherencia. 

<=] Sea F un conjunto de cerrados en X con la pif. F puede extenderse a un 
filtro (propio) G. G tiene al menos un punto de adherencia. i.e. n{A I A E 

G} i- 0. Además 

n{GI AEG} ~ n{AI AEF} = nF 

Por lo tanto n F i- 0. Por lo tanto X es compacto . • 
Corolario 1.5.8. Un espacio X es compacto syss cada ultrafiltro converge 
al m enos a un punto. 

Demostración: 
=}] Si X es compacto, entonces cada ultrafiltro tiene al menos un punto de 

adherencia y por el Lema 1.5.5 converge al menos a un punto. 
<=] Sea F filtro en (P(X) , ~/' Extendemos F a un ult rafiltro G que converge 

al menos a un punto x. Así, x es de adherencia de G y de F. 
(x E n{A I A E G} ~ n{A I A E F}). Entonces cada filtro tiene al menos un 

punto de adherencia. 

Por lo tanto X es compacto. • 
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1.6. Teorema de Representación de Stone 

Si X es numerable, entonces (F IN(X) U COF(X). <;) es una ÁlgehrA dí' 
Boole lIumerable no isomorfa a P(Y") pam cualquier };. Así, 110 toda ÁIg-chrn 
de Boole es isomorfa a una Álgebra de Boole en (P(X), <;). Sin embargo. 
toda Álgebra de Boole es isomorfa a U!H\ subálgebra de Boole en (P(X), <;): 

Teorema L6_1 (Representac ión de St one). Sm 8 una Álgebra de Boole. 
B es isomorfa a un sllbconjunlo de la Álgebra de Boole P(S(D». donde 
S(B) ~ {U E P(P(B)) [ U " ultmfiltro en B}. 

Dem()<~lmeió1/.: Construímos la fundón f¡: B ---f P(S(D)) romo siguí': f¡(.r) = 
{UES(B) [.TEU}. 
Afinnaci6n: h es inyect iva. 
Sean x, y E B tal que x =1- y. Por Corolario 1.3.10, hay UIl ultrafiltro U tal 

que .r:EU y y 1- U. Así, h(x) #- h(y) Y h es ill.W'Cliva. 

Por lo t.anto h: B - hlB] es una biy/X·dón. 
Veamos que h es homomorhsmo: 
$can x,yED. Para (wlR filtro m D .TI\!JEF {:::::::} .rEF y !lEF. 
Ahora vcamos que h es hOIllOltLorHslIlo: 
í) 

ii) 

h(xAy) ~ {UES(B)[.TAyEU} ~ {UES(B)[xEUyyEU} 

~ {UES(B}[xEU } n{UES(B)[yEV} 
~ h(x) n h(y) 

h(.T.<) ~ {UES(B)[.T.<E U} ~{UES(B) [ .T~U} 

~ S(B)\h(x) 

~ [h(x)]' 

ííí} h(O) ~ {U E S(B)[ OE U} ~ 0 
iv) 

h(xVy) = h«xcl\ycn 

[h(Y< A y<Jr 

~ [h(x<) n h(y<Jr 

~ [[h(xl[< n [h(y)[<1' 

~ h(.x) U h(y) 
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v) h(l) = h(OC) = [h(OW = [0t = B. 
Por lo tanto h es isomorfismo. -

Definición 1.6.2. Sea (X, T) un espacio topológico. 

1. (X, T) es un espacio booleano syss (X , T) es Hausdorff (T2), compacto y 
tiene una base de conjuntos cerrados y abiertos (cerrados y abiertos). 

2. (X2, T2) ~ (X, T) es conexo syss X 2 no es la unión de dos abiertos ajenos 
en T2. 

3. (X2 , T2) ~ (X, T) es una componente de X syss (X2, T2) es un subespacio 
conexo maximal. 

4. (X , T) es totalmente disco nexo syss cada componente de X tiene un 
solo punto. 

Lema 1.6.3. Todo espacio booleano es totalmente disconexo. 

Demostración: Sea (X , T) un espacio booleano. Sean (X2, T2) ~ (X T) Y 
{x , y} ~ X 2 con x'¡' y. Como (X,T) es T2, hay V E T tal que Ves cerrado, 
;/; E V Y Y 1. V. ASÍ, X 2 = (X2 n V) U (X2 n (X2 \ V)). Entonces X 2 es la 
llniÓll de dos abiertos ajenos no vacíos , es decir, X 2 no es conexo. -

1.7. Álgebras características 

Proposición 1.7.1. Si (X. T) es un espacio topológico, entonces {V E TI V 
es cerrado} es una Álgebra de Boole. 

Demostración: Sea (X. T) un espacio t.opológico. Sea C(X) = {V E TI V es 
ccrrado }. 
i) a,bEC(X)::::} aUb,anb E C(X) . 
ii) C(X) tiene máximo (X) y mínimo (0). 
iii) Para cada aEC(X) , X \ a E C(X) ya U (X \ a) = X, a n (X \ a) = 0. 
Por lo tanto (C(X),~) es una Álgebra de Boole. -

Corolario 1.7.2. C(X) es subálgebra de (P(X) , ~). -
Sabemos que si (X T) es un espacio booleano, entonces C(X) es una base 

para T . ¿Habrá otra subálgebra de (P(X) , ~) que sea base para T? 

La respuesta es no. 
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Teorema 1.7.3. Si (X, T) un espacio booleano y A es una subálgebra de 
(P(X) , ~) tal que A es base para T , entonces A = e(X). 

Demostración: Sea (X , T) espacio booleano, A subálgebra de (P(X) , ~) y 
base para T. 

~] V E A =* V E T . V E A y A subálgebra =* X \ V E A =* :1: \ v E T. 

Por lo tanto los elementos de A son abiertos y cerrados. 

::>] Sea e E e(X) . Como e es abierto, para toda x E X hay un básico de 
A (digamos Ax) tal que x E Ax ~ e. Como e es cerrado y X compacto. e 
es compacto. Por lo tanto la cubierta {A x I x E e} de e tiene una subcu
bierta finita, digamos {A"" "" Ax,,}. ASÍ, e = U{Ay,1 ... , A, . ..}, CorllO A 
es subálgebra, U{ AX" .... Ay,,} E A , es decir , e E A. • 

Sea 8 ulla Álgebra de Boole. Demos una topología para S(B): la topología 
generada por h[B] como base. (h[B] = {h(x) l :r E B} , donde h(:I;) = {U E 
S(B) Ix E U}). 
El espacio de Stone para una Álgebra de Boole 8 , será (S(B), ThIBj)' 

Lema 1.7.4. h[B] es base para una topología en S(B) . 

Dem.ostración: 
i) S(lJ) = U h(x). 

xEB 

ii) U E h(x) n h(y) =* x 1\ y E U =* UEh(x 1\ y) ~ h(x) n h(y). • 
Teorema 1.7.5. Si 8 es una Álgebra de Boole, entonces S(B) es un espacio 
booleano y h: B ---7 S(B) es nn isomorfismo entre 8 y la álgebra característica 
de S(B): 

B~e(S(B)) . 
h 

Dem.ostración: Sea 8 una Álgebra de Boole. Veamos que (S(B), TillBj) es 
booleano. Sean V, W E S(B) , V =f. W. Como V y W son ultrafiltros en B , 
hay x E B tal que x E V Y x rf- W. ASÍ, hay x E B tal que x E V Y XC E W . 
Entonces V E h(x) y W E h(xC

). Además h(x) y h(xC
) son abiertos ajenos. 

Por lo tanto (S(B), ThlBj) es T2. 

Veamos que (S(B) , ThlBj) es compacto. 
Sea U ~ Th[B j cubierta de S(B). Para cada 11 E U, 11. es la unión de un 

conjunto de básicos. Entonces podemos ver a U como una cubierta de básicos. 
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Sea U = {h(x;) I i E I}. Si U no tiene subcubiertas de finitas , entonces 
cualquier subconjunto finito de U no cubre a S(B), es decir, U{ h(x;) I i E 

In} =1- S(B) donde In ~ 1 es finito. ASÍ, S(B) \ U{ h(Xi) I i E In} =1- 0, es decir 
n{h(xf) I i E In} =1- 0. ASÍ, h( /\ xf) =1- h(O) , por lo tanto /\ xi =1- O. 

~~ ~~ 

ASÍ, {xi I i E I} tiene la pifo Sea V un ultrafiltro en B que extiende a 
{xf I i E I}. 
Observemos que para cada i El, xf E V , Y por ello para cada i E I , X; 1- V. 

ele donde V 1- U{h(.1:;) I i E I} = U. 
Por lo tanto U no es cubierta de S(B), ques es una contradicción. Por lo 

tanto (S(B),7h[BJ) es compacto. 
Para ver que (S(B) , 7h[B)) tiene una base de cerrados y abiertos observemos 

que los básicos son cerrados. Para cada x E B , h(x) es un abiert.o y h(x) = 

S(B) \ h(xC
). Por lo tanto h(.'1: ) es cerrado y h[B] es una base de cerrados y 

abiertos. 
Por lo tanto (S(B), 7h[B)) es un espacio booleano. 
Ahora veamos que h es isomorfismo. Para demostrarlo utilizaremos el teo

rema previo. 
Afirmamos que h[B] es subálgebra de (P(S(B)) , ~). h[B] ~ P(S(B)) , pues 

para cada x E B, h(x) es un conjunto de ultrafiltros. (es decir , h(x) E 
P(S(B))). 

Veamos que h[B] =1- 0. 
Como B es una Álgebra de Boole, B tiene dos elementos: x, y. Sin perder 

generalidad {:r:} puede extenderse a un ultrafiltro V y por lo tanto 0 =1- 17.(.'1:) E 

h[B]. 
Si h(x) , h(y) E h[B], entonces h(x)Uh(y) = h(xVy) E h[B] Y h(x) nh(y) = 

h(x 1\ y) E h[B]. 
Por lo tanto h[B] es sub álgebra de (P(S(B)),~) y es base para 7h[8). Por 

lo tanto h[B] = C(S(B)) y por lo tanto B ';;:E C(S(B)). • 
h 

Una lectura topológica de lo que dice el Teorema anterior es la siguiente: 

Teorema 1.7.6. Todo espacio booleano es homeomorfo al espacio de Stone 
de su álgebra característica. 

Demostración: Sea (X, T) un espacio booleano. Definimos f: X ---+ S(C(X)), 
f(·'1:) = {U E C(X) I x E U} (a cada punto le asociamos el conjunto de ce
rrados y abiertos que lo tienen). 
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Veamos que f es homeomorfismo. 
Para cada x E X Y cada U E C(X) , .1: E U o .1: E X \ U, por lo tanto f(.T) 

es ultrafiltro en C(X), es decir, U E f(.:c) o uc E f( x). (f(.:c) E S(C(X)). 
f es inyectiva: 
x -=f. y =? :J V, W E T (x E V Y Y E W y V n W = 0) 
=? :J U¡, U2 E C(X) (x E U¡ ~ V Y Y E U2 ~ W y U¡ n U2 = 0). 
=? U, E f(x) y U2 E f(y) Y x tf f(y) y y tf f(x) =? f(x) -=f. f(y)· 
f es sobre: 
Sea V E S(C(X)), V es ultrafiltro en C(X). Como Ves ultrafiltro, V tiene 

la pif (en (P(X), T)). Por lo tanto V puede extenderse a un ultrafiltro vil en 
(P(X), ~). Como X es compacto, W converge a algún .1: E X. 
Afirmación: V = f(x). 
~] x es de adherencia para W. Por lo tanto x E nfAI A E V} = n{A 1 A E 

V} , es decir, V ~ f( .:c ). 

;::¿] Sea U E C(X) tal que U tf V. Como V es ultra filtro en C(X) , UC E V. 
Además .1: E n{A 1 A E V}, en particular x E X \ U. Así, :r tf U y por lo 
tanto U tf f(·T) . 
Por lo tanto f es biyectiva. 
f es homeomorfismo: 
Basta observar que f manda la base de cerrados y abiertos sobre la base 

para la topología de S(C(X)). Afirmamos que para cada A cerrado y abierto 
de X: 

{U E S(C(X)) 1 A E U} = U(x) 1 x E A} = f[A] 

~] Sea U un ultrafiltro en C(X) tal que A E U. Veamos que U E U(·T) 1.7: E 

A}. Como f es sobre, hay x E X tal que f(x) = U. Además A E U, por lo 
tanto .1: E A. Entonces U E U(x) 1 x E A}. 

;::¿] Sea x E A Entonces f(x) es el conjunto de cerrados y abiertos que tienen 
a x y f( x ) es ultrafiltro en C(X) . Como A es cerrado y abierto y x E A, 
A E f(x). Por lo tanto f(x) E {U E S(C(X)) 1 A E U} . 
Recordemos que la base para la topología de S(C(X)) es 

h[C(X)] = {h(c)l , 1 e E C(X)} 

donde h es h(c) = {U E S(C(X)) 1 e E U} . Así, h(A) = {U E S(C(X)) 1 A E 
U}. 
Como (X, T) es booleano, la base de cerrados y abiertos es C(X) (los cerra

dos y abiertos son subálgebra de (P(X), ~). 
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Así, f manda la base de cerrados}' abiertos sobre la base para la topología 
de S(C(X)). 

Por lo 1 anta f es un hOlllcolllorlismo. • 

1.8. Álgebras de Boole sin átomos y espacios 
de Cantor 

D efinición 1.8.1. Sea (B,:5) UIIIl Álgebra noole. Sell .1' E B . 
. T es un átomo syss .1: -::f:. O .Y .1· es :5-millimal. 

Proposición 1.8 .2_ Sea B Ulla Álg('bra Boole. 
(a) x E B es átomo s}'ss [x] (el filtro principal gencrado por:r) es ultrafiltro. 
(b) x E B es átomo syss hay exactamente un ultrafi lt ro en B que pasa pOI" x. 

Demosl.mci6n; 

a ) =>] Si [xl no es ultratiltro. entonces hay un 1I1t.rafiltro 11' I.al que [:1"] ~ W. 
Sf>1l 1IJ E W \ [x]. Como (.1' ~ w), .T -::f:. .c 1\ w. AdCtlllis {w.:I"} <;; Ir. dI' dOlHI(' 
IV 1\ x -::f:. 0. Así, O -::f:. 11) 1\:,. < .1". por lo lanto.'" no es MOlllo. 

<=o] Si x no es átomo, entonces hay y E B tal que y =F o. y =F ./" .v y :5 .1". 

Entonces [x] ~ [y]. Por lo tamo [x] no es ultrafiltro. 

b) ==>] Si x es átomo, entonces [x] es ultrafilt.ro. Sea W ultrafiltro tal que 
:r: E W. Así, [x] <;; IV, es decir [x] ~ Wo [x) = IV. Como [x] es ultrafihro. 
no es cierto que [x] ~ 11' , por lo tanto [x] = 11'. 

<=1 Si x no es át.omo. ellloll('CS hay y E B \ {O} tlll qll(, Y < .r. Así, {:r. y} .\' 
{T·if } tienen la pif. Por lo tanto podellloo ext('JJdcrlos Il. doo ultI"Ilti ltros qtlC 
pas.:1.n por x y y y son disti ntos. _ 

Definición 1.8.3. Sea B una Álgebra de Boole. 
B es átomica 5ys::; Vy E B(y =F O _ 3 x (x ~ y tal que x átomo)). 

Eje mplo 1.8.4. Si X es un conjunto, entonces (P(X), <;;) es atómica: los 
Iluitarios son átomos. 

Proposición 1.8 .5. Si B es ulla Álgebra de Boole fin ita, entonces B es 
atómica e isomorfa a (P (A). <;;) donde A = {x E B I:r; es átomo}. 
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Demostración: Si B no es atómica, entonces hay y E B, Y =1- O tal que para 
cada x E B , si x ::; y, entonces x no es átomo. Por lo tanto B no es finita. 
Sea A el conjunto de átomos de B. Sea f: B --> P(A) definida como 

f(x) = {y E Aly::; :r} 

Afirmación. f es isomorfismo. 
a) f es inyectiva: 
Si :r =1- y, no es cierto que x ::; y y y ::; x. Así, :r /\ yC =1- O o Y /\ XC =1- O. 

Sin perder generalidad x /\ yC =1- O. Como 13 es atómica, hay z E A tal que 
z ::; x /\ yC ::; .T. Así. Z E f(x) Y z ti. f(y) , pues si Z E f(y) , tendríamos que 
z ::; y y como z ::; .T /\ yC , entonces z = z /\ z ::; (x /\ yC) /\ y = O, que es una 
contradicción. Por lo tanto f(.T) =1- f(y). Por lo tanto f es invectiva.. 

f es sobre: 
Si y = 0. entonces Y = f(O). 
Sea Y E P(A) \ {0}. Como B es finita, Y tiene supremo. Sea x = sup Y. 

Afirmamos que f(x) = Y. 
~l y E Y =? Y ::; x =? y E f(x). 

~l Si w ti. Y. entonces para cada y E Y w /\ y = O. Entonces para cada y E 
Y Y ::; W C

• ele donde .¡: ::; W C
• es decir .T 1:. w (pues .1: ::; 111 Y .1' ::; lII

C 
=? .1: ::; 1(1 

V ti' ::; :r c =? .1" ::; .r c =? :r. = X /\ .1: ::; .Te /\ .1: = O. que es una cont.radicción) . 
Por lo tanto w ti. f(.r). 

Por lo tanto f es sobre. 
f preserva el orden: Sean x, y E B tales que x::; y y veamos que f(x) ~ f(y)· 

Sea w E f(x). Así. 'le E A V w ::; .T , como x ::; y , entonces w ::; .1: ::; y , es 
decir w E f(y). 

1. f( .T /\ y) = f(x) n f(y) · 

wEf(:r/\y) {==? wEAyw::;x/\y 

{==? wEAyw::;xyw::;y 

2. f(x V y) = f(x) U f(y). 

~l Sea w E A tal que w ti. f(x) U f(y) . Así, w 1:. x y w 1:. y, de donde 
W /\ .TC =1- O Y w /\ yC =1- o. Como w es átomo, W /\ .Te = W y I/i /\ ye = w. Así, 
w ::; XC Y 111 ::; ye, de donde w ::; xe /\ ye = (.1: V y)C 
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Así, w f/: f(x A y), pues si w :5 x A y, tendríamos que 10 = 1V A w < 
(x Vy) A (x vy)e = O, que es una contradicción . 

21 SCi'I w E f(·'e) U f(y). Así, w :5 x o w :5 y. Entonces 10 < .'e V Y Y 
wEf(xV:IJ)· 

3. f(x<) ~ A \ f (x<) 

ti! E f(·ye) <=::} 11/ E A .Y W :5 xe 

4. Es claro que f(O) = 0. 

<=::} 11) E A y wAx = O 

<=::} WEAywZ;x 

<==> w E A \f(x) 

5. f(l) ~ fW) ~ f(O)< ~ A. • 

D efinición 1.8.6. Sea S una Álgebra de Boole. 
S es sin átomos syss S no tiene átomos. 

Lema 1.8.7. Sea. S una Álgebra de Baole. 
S r,s 8in álom.os syss 5(B) es perfecto . 

(Ill.'(·ordclllos que X es perfecto s"'ss todos sus puntos son de M'ullIulaciólI). 

Antes de probarlo veamos el siguiente lema: 

Lema 1.8.8. X es perfecto syss ningún unitario es abierto. 

Demostración: =>] Sea X perfecto. Supongamos que hay un unitario abierto 
A. Enl.onces hay y E X tal que A = {y}. Como X es perfecto. y es de 
1'1C'Ulmllación. Así, cualquier vccindad de y intersectn a X en algllll x E X. 
:r =F y. En particular A es veci ndad de y y X n (A \ {x}) = 0, que es una 
contradicción. Por lo tanto ningún unitario es abierto. 

<=] Si X no es perfecto, entonces hay x E X que no es acumulación, es decir. 
hay una vecindad de X , digamos Ar , tal que A .. \ {x} n X = 0. Entonces 
Az = {x} y por lo tanto {x} es abierto. _ 

Probemos a hora el Lema 1.8.7. 
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Demostración: Sea.1: E B, .1: es átomo syss hay un solo ult.rafiltro que pasa 
por x syss Ih(x)1 = 1, donde h es como en 1.6.1 (Teorema de Representación 
de Stone). 
Así, 8 es sin átomos syss ningún básico de S(B) es unitario syss ningún 

abierto en S(B) es unitario syss S(B) es perfecto. _ 

Lema 1.8.9. Sea (X , T) espacio topológico. Si X es perfecto y Hausdor.fj; 
entonces ningún s'IJ.bconjunto finito no vacío de X es abieTto. 

Demostración: Sea Y <;;;; X finito tal que Y tiene el \llenor cardinal para ser 
abierto. Como X es perfecto, IYI > 1. Sea Y = { XI . ... . xn }. Como X es T2 , 

hay VI ,"" Vn E T tales que Xi E V; Y .1:n ti- V; Vi E {O . .. . , n -1}. Entonces 
y \ {xn} = y n (Va U ... U Vn- I ) es abierto, que es una contradicción, pues 
IY \ {xn}1 < IYI· 
Por lo tanto X no es perfecto. -

Definición 1.8.10. Sea (X. T) espacio topológico. X es un espacio de Can
tor syss X es Hausdorff, compacto con una base numerable de cerrados '! 

abiertos. Así, X es de Cantor syss X es un espacio booleano con una base 
numerable. 

Teorema 1.8.11. Sea (X, T) espacio topológico. Si X es un espacio de Can
tor, entonces X es homeomorfo a (2 w . Tp ) , donde Tp es la topología del pro
ducto. 

Demostración: Sea 8 una base numerable de cerrados y abiertos no vacíos. 
Sea 

Por el Lema 1.8.9 los abiertos no vacíos son infinit.os. 
Definimos recursivamenteuna sucesión de conjuntos. 
Para cada k E N Y cada f E k2, sean: 

O) X/(o). 

Sea (Uo, Va) E 8'. Sean 

X o = Uo, Xl = X \ X o . 
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1) X/(O) .. ./(HI): 

si U k+ 1 nx/(O) .... ,/(I.") =F 0, ClltOIl(.>(!S sean xH ¡, Yl'+1 E U H1 n X/(O) ... . ./('"), 

con .'l:k+l =F l1k+1' Como X cs T'2, hay (U"(k+l)' \I,,(k+1) E B' tal qlle 
Xk+l E Un(I."+I), Yk+l E V"( /r+1j Y Un(HIj U V"(k+l) ~ U k+l n X /(O), ... ./(k)· 

Sean 

X /(O) •.. ./(1:),O = U"(k+l) 

X /(0) . .. ./(k).1 = X /(0), ... ./(1:) \ X/{O) . ... /(~·),o, 

Sj Uk+1 n X /(O) .... ./(k) = 0 y Vk+1 n X /(n) .... ./(~·) =F 0. (,1l10!lf'{)S SC'all 

Xl'+I'Y~'+I E Vk+l n X/(O) .. /(I."), 0011 Xk+l =F Y1:+I' Como X es T1" hay 
(Un(k+I), V"(k+I» E B' tal q ue X1:+1 E U 7I(k+Ij, YHl E \1,,(1:+1) Y Un(I."+I)U 
Vn(1:+I) ~ VI." + I n X /(O) ..... /(I."). Sean 

\1,'(1:+1) 

X/lO) . ..• f(k).O X IX = /(u), .. .,/(I.") /(0) .... /(1·}1 . 

Si U k+1 n X/(0) .... ./(1.) = 0 y V1-+ 1 n X/{O) ... .,/(~.) = 0. CIlI.oJII'CS ~ml 

Xk+l,Yk+l E X/(O) .... ./{k), COII Xk+1 =F Yk+l' 

Como X es T'2, hay (U7I(k+lj, Vn{1:+i) E 8' tal que xH I E U,,(1:+I)' 

Yk+1 E Vn(k+ll Y U7I{k+1) U V7I (k+ l ) ~ X/(O), ... ./(k)· Sean 

X /(0) .... /(k).O = Un(k+l) 

X /(0) ... ./(k).l X/{Ol .... ./{k) \ X/{O) . ... f(1·).0· 

Así. para cada k E N y para cada / E 1'2 

i) X / (0), ... ./(1.") = X /{O) .... ./(k).O U X / (0), .. ./(1.").1' 

ii)X nX 0 /(O), .. .,/(k),O /(O)".,,/(k),1 = . 

iji) U1:+1 n X/(O)" .. ./(k) ~ X/{O), ... ./(kl.O y Vk+ 1 n X /(0), . .,f{k) ~ X /(0) .... ,/(1:}.1 

iv) X/(0) ... .,/(1.) es cerriabierto y no vacío. 

Observemos: 
Para cada fE '"'2, el conjunto A/ = {Xf{O)./( I ) •. .,/{k) lk E N} tiene la 

pif: Si tomamos {X/(O) .... ./(kl),X/(O) ..... /(k~), ... ,X/(O), .. ./(k,,)} = A/.", sea k = 
máx{k¡ 11 :5 i :5 n}. 
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ASÍ, 0 =1- Xj(o), ... ,f(k) ~ Xj(O) ,. ,f(k¡) para cada 'i E {1 , ... , n}. es decir , 
n Aj,n =1- 0. como Aj es un conjunto de cerrados con la pif en un compacto, 
nAj = n Xj(O) ... ,f(k) =1- 0. 

kEN 

Sea X j = n X j(O) .... ,f(k). Veamos que en X j hay un solo elemento. Supon-
kE N 

gamos que haya, bE X j con a =1- b. Como X es T2 hay U"' Ub E B tales que 
a E Ua, b E Ub Y UanUb = 0. ASÍ, hay n E N tal que (Ua , Ub) = (Un+l ' V,HI)' 
ASÍ, a E Un+ 1 n Xj(O), .. ,f(n) =1- 0, bE V,HI n Xj(O) ,. ,f(n) =1- 0. Por iii) tenemos 
que Un+ 1 n Xj(O) ,.,f(n) ~ Xj(O) , .. ,f(n),O Y Vn+ 1 n Xj(O),.,f(n) ~ Xj (O) . .f(n).I' 

Por ii) Si f(n+ 1) = O, entonces b 1c Xj(o), ... .f(n+l) Y si f(n + 1) = L entonces 
a 1c Xj(O) ... . .f(n+ I). Pero X j ~ X j(O) ... .f(n.+I). Esto es una contradicción. 
Por lo t.anto a = b. 
ASÍ, para cada f E "'2 hay un uilÍco element.o en X j. digamos XI = {:rr}. 
Por otro lado, para cada x E X hay f E "'2 tal que .7: E Xi' Por lo allterior. 

la función g: X ~ w2 definida como g(x) = G(H(x)) está bien definida 
(donde H(x) = Xj y G(Xj) = f). Como H y G son biyect iva8, g es biyectiva. 
Veamos que es homeomorfismo. 
a ) 9 es continua. 
Sea 

donde k E N y i E 2. Así BÁ"¡ es subbásico para la topología de w·2. 
Para cada k E N, i E 2, sea Yk¡ = U Xj(Ol,.,f(k-lJ, i· 

j E¡'2 

ASÍ, Yk¡ es abierto y x E Yk ¡ syss x j E Yk i syss f (k) = i syss f E Bk¡ . Por 
lo tanto Yki = g- l(B~J Y por lo tanto la imagen inversa de cada abierto es 
abierto en X . Por lo tanto 9 es continua. 
h) g-I es continua. 
Veamos que g es cerrada. Sea E ~ X cerrrado. Como X es compacto. E 

es compacto. Como 9 es continua, g(E) es compacto. Como w2 es Hausdorff. 
g(E) es cerrada. 
Por lo tanto 9 es homeomorfismo. -

Corolario 1.8.12. Cualesquiera dos Álgebras de Boole numerables sin áto
mos son isomorfas. 

Demostmción: Sean Bo, Bl Álgebras de Boole numerables sin átomos. AsÍ. 
5(Bo) Y 5(B1) son hooleanos perfectos con bases numerables, por lo tanto 
5(Bo) ~ 5(B1) . 
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Así, C(S(Bo» ~ C(S(B1» y por Teorema 1.7.5 8 0 ~ B, 
(Bo '" C(S(Bo)) '" C(S(B,)) '" B,) . • 

Definición 1.8.13. Sea B una Algcbm de. Boole. 
a es dcnsa Sy8,~ ¡Jaro cada x, y E B lole.~ que :r f:. y y x :s; y, hay z E B tal 

(11Lf' .1' :s; .: :s; !/ Y :r f:. z f:. y. 

Proposición 1.8, 14. Sea B una Algebro de Baolc. 
a es densa syss 8 es sin átomos. 

Demostmci6n: Abreviaremos x :s; y)' y =F:r, <.'011 T < y. 
=>1 ScSI. J' E B. Así, O :s; x. Si T = O. ('uIOIl('($ :ro 110 es Aromo. Si O < x , 

enlonces hay !/ E B tal que O < Y < T. es decir. .r 110 es á lomo. 
<=-J &1111 .1·.!J E B tales que x < y. Así. O < Y A .1" . Como 8 es sin Motllos. 

Imy .: E 8 lal (¡ur O < .: < y A .T". A!'í. .1' < .:: V:r < y. Por lo 1.111110 a es 
densa. _ 



Capítulo 2 

Lógica Matemática 

2.1. Lenguajes proposicionales. 

Aquellos argumentos, proposiciones, enunciados o razonamientos, cuya vá
Iidez depende sólo de la forma en que están elaborados, pueden representarse 
con un lenguaje proposicional y estudiar desde la lógica matemática. 

Definición 2.1.1. L es un lenguaje proposicional syss L consta de: 

1. Un conjunto numerable de letras proposicionales 

P = {Pn In E w} 

2. Un conjunto de conectivos lógicos 

{...., ,& } 

3. Un conjunto de símbolos auxiliares 

{(, )} 

A los elementos de L les diremos símbolos de L. 

Definición 2.1.2. Sea L un lenguaje proposicional. El conjunto de expre
siones en L es el conjunto de sucesiones finitas de símbolos de L . (Notación: 
EXPRú 
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Dado un lenguaje proposicional L, distinguiremos de EXPRe al subconjunt.o 
de aquellas expresiones que puedan "decir algo". El conjunto será el de las 
fórmula..<¡ de L . 

Ejemplo 2.1.3. Sea L un lenguaje proposicional. Algunas expresiones de L 
son: 

Definición 2.1.4 (Fórmulas de L). Sea L un lenguaje proposicional 

1. Cualquier letra proposicional es una fórmula de L. 

2. Si a y ¡3 son fórmulas ele L , ent.onces -'Ú' .Y (Ú' & ,j) son fórlllulas (k 
L. 

3. Sólo son fórmulas de L aquellas expresiones de L obtenidas con un 
número finito de aplicaciones de 1) y 2). 

Notación: FORMe. 

Ejemplo 2.1.5. Sea L un lenguaje proposicional. Algunas .!órl71:/I,ll/,s de L: 

a) -,(P2S& -,P35 ) 

b) -,(-,P2S& -,P35 ) 

c) -,(-,(Po& -,P2S ) & -,-,(-,(P2S& -,P35 ) & -,-,(Po & -,P35 )))· 

Ahora introduciremos otros conectivos lógicos como (v, ---> , +-» abreviaturas 
de algunas fórmulas. a partir de los conectivos definidos. 
Sean 0:,¡3" E FORMe 

(a V ¡3) = -,(-,a& -,¡3) , 

(a ---> (3) = -'(0:& -,¡3), 

(a +-> (3) = (o: ---> (3)& (f:J ---> a). 

Definición 2.1.6. Sea L un lenguaje proposicional, 1/ es una interpretación 
de L syss es una función 1/: P ---> 2, donde 2 es visto como la álgebra de 
Boole 2. 
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A partir de una interpretación de e, v, extendemos la función v a una 
función v*: FORMe -7 2. 
Sea a E FORMe 

a) Si a = Pk para alguna k E tu , ent.onces v*(a) = V(Pk)' 

b) Si a = -.¡J para alguna ¡J E FORMe, entonces v*(a) = I/(¡J)c. 

c) Si a = ¡J&, para alguna {3" E FORM, entonces v*(a) = I/(¡J) ti v* h )· 

donde C y ti son las operaciones de la álgebra 2. 
AsÍ. dadas v E P2 , a , ¡J E FORMe , 

v* (a <-+ ¡J) 

I/(a V ¡J) 

v*(a -7 {3) 

1/ (-.( -.a&-.¡J)) 

v* (-.Ü'&-.dr 
(v*(-.a) ti v*(-.¡J))C 
(v* (a)C ti v* ({3)C)C 

v*(a) V v*({3). 

v* (-.( a&-.¡J)) 

[1/ ((&-. ,:3)]e 

[I/(ev) ti I/(-',.:JW 

[v*(a) ti I/*(¡:wr 
v* (a)C V 1/* (¡J) 

1/* (a -7 ¡J) ti 1/* (¡J -7 a) 

[1/* (a ) C V 1/* (¡J )] ti [1/ UW V 1/* (a)] 

[[I/*(a)C V v*(¡J)] ti l/U])"] V [[I/*(aC V v*( ¡J )] ti I/*(a)] 

[( v* (a y ti v* (¡J)C) V (1/ (¡J) ti 1/* (¡JY] V 

[( I/*(a)C ti v*(a )) V (v*(fJ) ti I/*(a))] 

[v*(a)C ti v*(¡J)C] V [I/(a ) ti v*(¡J)] 

Observación 2.1.7. Por lo anterior, dadas v E P2, a, {3 E FORMe 

a) v*(-.a) = 1 syss I/*(a) = 0, 

h) I/*(o-& IJ) = 1 syss v*(a) = 1 = I/*(I.i) syss I/*(a ) ti v*UJ) = 1 
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c) y' (a V ¡J) = O syss y' (a) = O = y' (¡J) syss y* (a) V y' (¡J) = O 

d) y* (a ~ ¡J) = O syss y* (a) = 1 Y y* ({3) = O syss 1/* (a) ::; y* (¡J) 

e) y' (a f-+ ¡J) = 1 syss 1/ (a) = y* (¡J) • 

Definición 2.1.8. Sean a, ¡J" E FOR~Ie, y E P2. 
Si a es Pk para alguna k E N. 1/ satisface a a syss I/(P..} = 1, 
Si (1' es -,¡J, entonces //* satisface a -,¡J syss no es el c.aso que 1/* sat.isface a. 

¡J. 
Si a es {3&" entonces //* satisface a ¡J&, syss //* satisface a ¡J y 1/* satisfac.e 

a¡. 

Notación: //* satisface a a syss //* 1= a . 

Definición 2.1.9. Sean a E FORMe. ¿ ~ FORJ\Ic

(t es satisfacible syss hay // E P2 tal que //* 1= a. 

¿ es satisfacible syss hay // E P2 tal que //* 1= a paTa cada a E ¿. 

Proposición 2.1.10. Sean a E FORMe 

// E P2, //* 1= a syss 1/'(0') = 1. 

Demostración: 
La prueba es por inducción sobre la formación de la fórmula 0". 

Sean // E P2 , 0'.0" E FORJ\Ie . 
l. Si a = Pm para alguna rn E w, //* 1= a syss //*(0:) = l. 
2. a) Si a = -,¡J entonces //* 1= -,{3 syss no es el caso que //* 1= ¡J 

{::=:} no es el caso que //* (J) = 1 

{::=:} //* ({3) = O 

{::=:} //* (¡J)C = 1 

{::=:} /J* (-,¡J) = 1 

b) Si a = ¡J& "f, entonces 1/* 1= (¡J&"f) syss //* 1= j i Y y* 1= "f 

{::=:} //* (;3) = 1 Y //* (¡) = 1 

{::=:} //* (¡J) 1\ /J* (¡) = 1 

{::=:} //* (;3&,) = 1 

• 
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Definición 2.1.11. Sea a E FOR1'vIe 

a es una tautología syss cualquier v E P2 es tal que v* (a) = l. 

Notación: Fa. 
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Ejemplo 2.1.12. Sean O' J3 E FORMe Por la Observación 2.l.7 tenemos 
que las siguientes fórmulas son tautologías: 

l. O' -> a (para cada 1/ E P2 , 1/(0') ~ v*(o'). Así, Fa -> o) 

2. o -> "(, si a -> ¡i Y ,:1 -> "( son tautología..'l (Sea 1/ E 1'2. Como 1/ (n) ~ 
v* (p) ~ v* h), concluimos que F a -> "() 

3. a f--> a (para cada v E P2, v*(o') = v*(a)) 

4. ,3 f--> (} , si a f--> /3 es tautología 

5. O' f--> "f. si (} f--> P Y ,3 f--> "( son tautologías 

G. O¿¿(J. si n y ,d son tautologías. 

Teorema 2.1.13. Sea a E FORtvIe. 

a es una tautología syss -'0' no es satisfacible. 

Demostración: Sea a E FOR}"Ie 
:::} l Si -,a es satisfactible, entonces hay 1/ E P2 tal que v* F -'0. Así. no es 

el caso que v* F a. Por lo tanto hay v E P2 tal que v*(a) = O. es decir, a 
no es tautología. 

<= l Si a no es tautología. entonces hay 1/ E P2 tal que v* (a) = O :::} v* (o:)C = 
l. 
Así, v* ( -'0:) = l. Por lo tanto -'0: es satisfactible. • 

Proposición 2.1.14. Sean E = {al, . .. , an } ~ FORMe , {cp, w} ~ FORMe· 
Si cualquier v E P2 que satisface a E U {cp} satisface a 'l/J, entonces 

P.8 tautología. 

Demostración: Si (al & ... &an ) -> (cp -> 'Ij.;) no es tautología, entonces hay 
v E P2 tal que v*(al& .. . &an ) = 1 y v*(cp -> 'Ij.;) = O. Así, v E P2 tal que 
1/(O:i) = 1 para cada ai E E, v*(cp) = 1 Y v*( 'Ij.;) = O. Entonces hay v E P2 
que satisface a E U {cp} y no a 'Ij.; . • 
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2.2. Álgebra de Lindenbaum 

Definición 2.2.1. Sean L un lenguaje prosicional, a , ¡3 E FORMe. 
O' implica lógicamente a ¡3 (O' f= ¡3) syss cualquier 1/ E P2 que satisface a 0', 

satisface a (3. 

Ejemplo 2.2.2. Sean cp, 'l/J E FORMe 

1. cp&'1/; f= cp 

2. cp f= ~) ---+ cp 

3. cp&-'cp f= 'l/J 

4· cp f= 1/) V -,'1/) 

Lema 2.2.3. Sean 0' , ¡3 E FORl'vle 

O' f= ¡3 syss f= o: ---+ ¡3 . 

. Demostración: o: ---+ ¡3 no es tautología syss hay 1/ E P2 tal que 1/*(0) = 1 Y 
1/* (¡3) = O syss hay 1/ E P2 tal que 1/* f= O' Y 1/* ~ ¡3 syss O' ~ ¡3. • 

Es posible leer los lenguajes proposicionales como Álgebras de Boole. Para 
ello necesitamos definir una relación de orden. Lo nat.ural sería pensar en la 
siguiente relación. 
Sea L un lenguaje proposicional. Definimos ~~ FORl\1~ como O' ~ ti syss 

o: f= ¡jo 
Es claro que ~ es reflexiva y transitiva, sin embargo, no es antisimétrica: 

Si O' 1= ¡3 y ¡j 1= 0', entonces O' y ¡3 son lógicamente equivalentes, pero no 
iguales. 
Definamos, entonces la relación de orden en otro conjunto: 

Definición 2.2.4. Sean 0:, (3 E FORMe. 

o: y ¡3 son lógicamente equivalentes (O' H ¡3) syss O' f= ¡3 y ¡3 f= 0'. 

Lema 2.2.5. Sean 0', /1 E FORMe . 

O' H {1 syss f= O' +-t (3. 

Demostración: Consecuencia del lema anterior. • 
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Definición 2.2.6. Sean a, {J E FORMe. Definimos rv ~ FORM~ como sigue; 

a rv {J syss a H (3. 

Proposición 2.2.7. rv es de equivalencia. 

Demostración: Por el lema previo y los ejemplos de Tautologías, tenemos lo 
siguiente: 

a) a H a para cada a E FORMe . 

b) Si a H (3, entonces ¡j Ha. 

c) Si a H ¡j y ¡J H T entonces a H T 

Para cada a E FORMe. sea lal = {¡j E FORMe la H ¡J}. 

Sea FORMe / ~ = {Iall a E FORMe}. 

Ahora definimos una relación de orden ::::: ~ (FORMe / ~)2 : 

10,1 ::; I¡il syss F a ----+ ¡j 

Proposición 2.2.8. ::::: está bien definida. 

Demostración: Sean a, a ' , ¡J, ¡j' E FORMe tales que a rv a' y ¡j rv (3'. 

• 

Así, F a ----+ ¡J syss a F ,8 syss a' F (3' syss F a' ----+ ¡j'. • 

Lema 2.2.9. (FORMe /~,:::::) es una red. 

Demostración: Sean lal . I¡JI , Irl E FORMe /~. 

1) Como Fa ----+ a, entonces lal ::; lal· 
Si lal ::::: I{JI y 1(31 ::::: lal, entonces a F ,6 y (3 F a. Es decir, a FI (3. Así, 

a rv (3, es decir lal = 1(31· 
Si lal ::::: 1(31 y 1(31 ::::: 11'1 , entonces a F (3 y ¡j F T Así, F a ----+ ¡j y F ¡j ----+ T 

Entonces Fa ----+ T Por lo tanto lal ::::: Irl· 
Por lo tanto (FORlVle /~, ::;) es un conjunto parcialente ordenado. 

2) Veamos que {Ial , l¡jl} tiene supremo e ínfimo. 
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Sean lal V 1(31 = la V /31, lal/\ 1(31 = la&(3I· 
Veamos que la V (31 es la mínima cota superior de {lal ,I¡jI}. Sin perder 

generalidad , veamos que lal :s: la V ¡JI. Sea v E P2 tal que 1/ ~ a. ASÍ, 

v*(a) = 1 Y por tanto v*(a V ¡j ) = l. Entonces a ~ a V rJ y por tanto 

lal :s: la V ¡JI· 
Por lo tanto la V (11 es cota superior para {Ial , l¡jl}. 
Supongamos ahora que Irl es cota superior para {Ial, l/JI}. Así, a ~ , y 

(3 ~ , . Sea fl E P2 tal que fl ~ a V (3. Entonces fl*(a) = 1 o fl*((3 ) = l. 
En cualquier caso fl*(r) = 1 Y por tanto fl ~ f. Así a V ¡j ~ " es decir 
la V di :s: Irl· Por lo tanto la V ¡JI es el supremo de {lo~ ll í31} 
Probemos ahora que la&¡:il es la máxima cota inferior de {Ial . l¡jl}. Sea 

v E P2 tal que v F a&¡3. Así, v*(a ) = 1 Y v*( (1 ) = l. Entonces a&:J F a y 

a&¡j F ¡jo Por lo tanto la&¡jl es cota inferior para {lo'l· I,JI}· 
Supongamos que Irl también es cota inferior. Sea Ji' E P2 tal que ¡¿ F f. 

Como Irl :s: lal y Irl :s: l¡jl, tenemos que fl F a y p, F ¡jo Es decir, p.*(et) = 

1 = ¡¿*(¡j). Por lo tanto fl F et&,J. Por lo tanto Irl :s: let&¡jl· 
Así, la&¡jl es la máxima cota inferior de {Ial , lti l}· • 

Teorema 2.2.10. (FORIVI[ /~.:S) es una Álgebra de Boole. 

Dem.ostración: Por el Lema (2.2.9) (FORlVI[ /~ . :S ) es Hna red. Veamos qH(': 
a) (FORM[ /~ , :S) es complementada, 
b) es distributiva, y 

c) tiene dos elementos. 

a) Sea lal E FORlVI[ /~. Definimos O = let&.al , 1 = la V . al, Es claro 
que para cualquier 1(31 E FORtvIe /~, a&. a F ¡j y ;3 F a V 'a. Entonces 
O :s: l¡jl :s: l. Por lo tanto O y 1 son respectivamente el mínimo y el máximo de 
(FORlVle /~. :S). Además O =11 pues el' V·a tJ. la&.al . (a V· a lf= a&.a) . 

Veamos ahora un complemento para let l. Sea lal e = 1.0':1- Así, lal e V I·etl = 
la V . al = 1 Y lal e 

/\ I·al = la&.al = O. 

b) Sean lal , 1(31, Irl E FORMe /~. Veamos lal/\ (I¡jl V IrD = (Ial/\ l¡jl) V 
(Ial/\ IrD· 1(31 V Irl = l¡j V,I => lal /\ (1(31 V IrD = lal /\ LB v,1 = la&(¡j V ,)1· 
También lal/\ l¡jl = la&¡jl· lal /\ Irl = let&,1 => (Ial/\ l¡jl) V (Ial/\ IrD = 
(Iet&¡jl) V (la&,1) = I (a&¡j) V (a&,)I· 
Sea 1/ E P2 tal que 1/ F a&(I1 V,). Así, I/*(a) = 1 = v*(¡3 V,·). Entonces 

v*(¡j) = 1 o I/(r) = l. Así. v*(a) = 1 = v*eJ) o v*(et) = 1 = v*(r) => 
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1/* (o:&¡3) = 1 o 1/* (0'&,,) = 1 =} 1/ F (O'&¡J) V (0'&,,). Por lo tanto O'&({3 V,,) 
F (O'&{J) V (0'&,,). Es decir, IO'&({J V ,,)1 ~ 1(0'&,8) V (0'&,,)1· 
Ahora sea 1/ E P2 tal que 1/ F (O'&{J) V (0'&,,). Entonces 1/* (O'&{J) = 1 o 

1/*(0'&,,) = 1, =} 1/*(0') = 1 Y I/*({J) = 1, o 1/*(0') = 1 Y 1/*(')') = 1 =} 1/*(0') = 
1, Y I/*(f}) = lo 1/*(')') = 1 =} 1/*(0') = 1 Y 1/*(,8V,,) = 1 =} 1/*(O'&({3V,,)) = 1. 
Por lo tanto, (O'&¡3) V (0'&,,) F O'&(¡3 V,,). 
Es decir , 1(0'&,8) V (0'&,,)1 ~ 10'&(,8 V ,,)1. Por lo tanto IO'&(¡3 V ,, )1 

I(O'&J) V (0'&,,)1· Por lo tanto 10'1/\ (1¡31 V 11'1) = (Ial/\ IJI) V (10'1 /\ 1,,1) · 

c) Por a) FORMe / ~ tiene dos elementos. 
Así, (FORIVle /~, ~) es una Álgebra de Boole: la á.lgebra de Lindenbaum de 

L. • 

Proposición 2.2.11. (FORMe /~,~) es sin átomos. 

Demostración: Sean 0', ¡3 E FORMe , con 10'1 =1= IJI· Así. lifl ~ l,d -> al ~ 
l.d l· pues O' F /1 -> O' y.d -> Ú' F d. Por otro lado 1(\1 =1= IJ -> (1'1 =1= Idl· • 

Corolario 2.2.12. (FORMe /~,~) es la única Álgebra de Boole sin átomos 
(salvo isomorfimo). 

Demostración: (FORMe /~, ~) es una Álgebra de Boole densa y numerable. 
Por la Proposición 1.8.14 y el Corolario 1.8.12, es la única salvo isomorfismo . 

• 
¿Qué es un filtro propio en (FORMe /~, ~)'! 
Un filtro propio es un conjunto de enunciados en L cerrado bajo implicación 

lógica. 
¿Qué es un ultrafiltro en (FORMe /~, ~)? 
Un conjunto de enunciados cerrado bajo implicación lógica en el que para 

cada enunciado 0', O' está en el conjunto o -'0' esta en el conjunto, pero no 
ambos. 



Capítulo 3 

Ultraproductos 

Hemos estudiado a los lenguajes proposicionales ,Y los hemos interpretado 
en la álgebra de Boole 2. Si n embargo. los lenguajes proposicionales carecen 
de la riqueza necesaria para escribir argumentos como el siguiente: 

"Todo conj unto de conjuntos no vados ticne un coujunto de representantes. 
A = {la, b) <;;; R I (l. s: b y (J., bE Z} es el C'olljunto de conjuntos no vacíos y 
por taulo t iCllf' UIl conjullto de representllllles. Sea e IIU oolljllmo d" rcpre
!;(,llt.!ll!lCS pam A". 

Hay lenguajes suficientemente ricos para tal propósito. 

3.1. Lenguajes d e primer orde n . 

Definición 3. 1.1. e es un lenguaje de primer orden syss e = VARUpU 
{::::: } uCONECT U CUANTIF u AUX , dOllclf> VAR es 111\ conjullto numerflh\(" 
<1(' variables, CONECT es un conj unto de ('()ucctivos lógicos, CUANTIF es 
un conjunto de cuanti fi cadores, AUX es un conjunto de símbolos auxiliares y 
p (el tipo de semejanza) es la unión de t res conjuntos: p:o: e UFU"P, donde 
C es llll conj unto de let ras de constantes individuales, (F) es un conjunto de 
letra." funcionales y (P ) es un conjunto de letras predicativas .. 

Observación. De los conj unt.os anteriores sólo p puede ser vacío. 

Ej e m p lo 3. 1.2. Un lenguaje para la ari t mética de Peano: Sea CA = {11" ! n E 
Pi} UPA uf:::::::} U {-',&} u {3} u{), ,,(} donde PA = CuFuP está formado 
por: e = {eo}, F = {lJ, J~ , Ji}, P = {p&}. 
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Es importante observar que lo que determina un lenguaje de primer orden 
es su tipo de semejanza (p), &"í que tiene sentido llamar a estos lenguajes 
como: "lenguaje de tipo p" (Notación: L p ) . A partir de ahora supondremos 
que p es un tipo de semejanza. 

Definición 3.1.3. Sea L un lenguaje de tipo p. El conjunto de expresiones de 
Lp es el conjunto de sucesiones finitas de símbolos de Lp. (Notación: EXPRp). 

Definición 3.1.4. A continuación definimos recursivamente al conjunto de 
términos de tipo p (TERMp ). Los términos serán los "ohjetos" de los quc 
"hablará" el lenguaje. 

i) VARuC ~ TERM" 

ii) Si .f~' E F Y TI, ... , Tk E TERM", entonces 

iii) Sólo sin términos de tipo p aquellas expresiones obtenidas de i) o ii) 
después de un número finito de pasos. 

A continuación construiremos al conjunto de sucesiones símbolos de L" que 
"dicen" algo. 

Definición 3.1.5 (Fórmulas atómicas de tipo p). a E EXPRp es una 
fórmula atómica de tipo p syss a es de la forma: 

i) (T ~ a), donde T,a E TERMp , o 

ii) (p~(Tl , "" Tn )) para p~ E P Y TI, ... , Tn E TERM" 

Notación: ATO M". 

A continuación definimos recursivamente al conjunto de fórmulas de tipo p 
(FORMp ). 

Definición 3.1.6 (Fórmulas de tipo p). 

i) ATO:tvlp s: FORM" 

ii) Si Ü'"d E FORM" y Vk E VAR, entonces (--,a) E FORMp , (a&¡j) E 
FORl\Ip y (3 Vk , a) E FORMp . 
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iii) Sólo son fórmulas de tipo p, expresiones de tipo p obtenidas después 
de un número finito de pasos entre i) y ii). 

Es posible introducir nuevos conectivos y el cuantificador universal de la 
siguiente forma: 
Sean a , (3 E FORMp . v .. E VAR 

(IX V J) = -0(--'0& -,¡J). 

(a --; (3) = -,( a& -,(3). 

(a <--+ (3) = (a --; ,tJ)& ((3 --; a). 

(Vvda) = (-,(31'd-,a))). 

Por comodidad cuando sea posible omitir paréntesis sin alterar la lectura de 
las fórmulas. lo harC'lllOs. 

Definición 3.1. 7. Sean a un fórmula de tipo p y Vk una variable. 

El alcance del cuantificador 3 Vk en 3 Vka es la fórmula a. 

Definición 3.1.8. Sean a un fórmula de tipo p y VI.; una variable que aparece 
en n. 

/'" es acotada en (l' syss 1h, es la variable de un cuantificador 31'k en Ú', o VI.; 

est.á en el alcance de un cuantificador :3 VI.; en a. 
Vk es libre en a syss u .. no es acotada en a. 

Definición 3.1.9. Sea a un fórmula de tipo p. 

a es un enunciado de tipo p syss a no tiene variables libres. 

Notación: ENUNp . 

Enteneleremos por teoría a caela conjunto de enunciados , 

3.2. Teoría de modelos 

Definición 3.2.1. Sea Lp un lenguaje ele tipo p. 
21 es una estructura de tipo p syss 21 = (1211 , 1) , elonde 1211 es un conjunto 

no vacío (el universo ele 21) y 1 es una función con elominio p (la función ele 
interpretación) tal que: 
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para cada c E e I( c) E 1211 , 
para cada f E :F de aridad k, IU): 121l k 

-> 1211, y 
para cada pE P de aridad n , I(p) ~ 121ln . 

Notación: Si e E p, entonces e2l = I(C). 

Ultraprod uctos 

Ejemplo 3.2.2. Sea PA como en 3.1.2. Veamos algunas estructuras de tipo 

PA· 

1. 21 1 = (N,II) es IIna estructura de tipo PA, donde 

II (c-o) = ° 
II Ud): N -> N es la función sucesor. 

l¡ un: N2 
-> N es la suma. 

I¡ Ui): W -> N es el producto. 

II (P6) ~ W es el orden. 

21¡ puede escribirse así: 

21 1 = (N, 0, s , +,',::; ) . 

2. 212 = (71, 12 ) es una estructura de tipo PA , donde. 

h(eo) = 1. 

12UJ): 7l -> 7l es la función predecesor. 

12Ur) : 712 
-> 7l es la resta. 

hUi) : 71} -> 7l es la suma. 

12 (P6) ~ 712 es la divisibilidad. ASÍ, 

212 = (71, 1, - s, - , + , 1) . 

Los ejemplos previos ilustran que es posible interpretar el mismo lenguaj E' 
en universos distintos. 

Definición 3.2.3. Sean TE TERM p , 2l = (1211 , I) , es una estructura de tipo 
P y s E wl21l. La interpretación de T en 2l bajo s es de la siguiente forma: 

i) Si T es una constante: 
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ii) Si T es una variable, digamos V7, entonces V7 , es una variable que corre 
en 12l1. Para ser mas precisos: 

Si s E wl2ll , entonces V? [s] = s(7). 

En general, si Vn es variable y s E wl2ll, entonces v~[s] = s(n). Es decir, 
la interpretación de una variable en una sucesión, es el término de la 
sucesión correspondiente al índice de la variable. 

iii) Si T es f ( TI, ... , Tk), donde f es una letra funcional de aridad k y 
TI , . .. , Tk son términos, 

A continuación definimos recursivamente la satisfacibilidad de una fórmula 
en una estructura, bajo una sucesión. 

Definición 3.2.4. Sean 2l una estructura de tipo p, Ü' E FORMp , s E wl2l l. 
Escribiremos 2l F Ü'[s] para denotar: 2l satisface a Ü' en la sucesión .'3 : 

l . Si Ü' es atómica: 

a) Ü' = T ~ 0" , donde T y O" son términos de tipo p: 

b) Ü' = pk ( T1 , .. . , T n), donde p E P es una letra predicativa de aridad 
n, TI, . .. , Tn son términos de tipo p. 

2l F p(T¡, ... : Tn)[S] syss (T~[S], . ... T~ [S]) E p'lJ. 

2. Si Ü' es de la forma -./}, ;3& ¡. o "3 vdJ , donde ;3. "( son fórmulas de tipo 
p y Vk es Ulla variable: 

a) Ü' = -.(3 

2l F -.,B[s] syss no es el caso que 2l F ,B[s] (Notación: 2l ~ ,B[s]) 

b) Ü' = ;3& "( 
2l F ;3& "([s] syss 2l F (3[s] y 2l F "([s] 

c) Ü' = "3 vk(3 
2l F "3 vk(3[S] syss hay 

donde s(k/a) = {a 
s(n) 

a E 1211 tal que 

si n = k 

en otro caso 

2l F ¡j[s(k/a)]' 
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Sea Ql una estructura de tipo p. Observemos que puede haber una fórmula o
de tipo de p tal que Ql F o:[s] y Ql F ,o:[s']. Por ejemplo. sea o: la fórmmula 
P6(vo, 'U]). Sean s = (0,1 , 2,3, . .. ,), s' = (1,0,1 , 2,3, ... ). Así, Ql] F o-[s] y 

Ql] F '0'[.'1']. 
Sin embargo, si o: es un enunciado, entonces para cada s E wIQlI , Ql F n[s] 

o Ql F ' o: [s] (pues o: no tiene variables libres) . Esto nos permite hacer la 
siguiente definición. 

Definición 3.2.5. Sean Ql una estructura de tipo p y a 1In enunciado de tipo 
p. 

Ql es modelo de a (Ql hace verdadero a a) syss hay 8 E "'IQlI t.al que Ql F a[8] . 
Notación: Ql Fa. 

Definición 3.2.6. Sean Ql y 23 estructuras de tipo p. 

Ql es una subestructura de 23 (23 es una extensión de Ql) syss IQlI ~ 1231 y 

a) Para cada c E e, c'21 = c'13 . 

b) Para cada f E :F, r = f'13 fl'2ll. 

c) Para cada pE P. P'2I = p'13 fl'2ll . 

Definición 3.2.7. Sean Ql, 23 estructuras de tipo p y h una función de IQl I 
en 1231. h es un homomorfismo de Ql en 23 syss: 

a) Para cada c E e, h(c'2l) = c'13. 

b) Para cada f E F de aridad k ya], ... , ak E IQlI 

h(f'2l( a] , ... , ad) = f'13(1¡·( a.] ) . . .. . h (a,,,)) 

c) Para cada pE P de aridad n Y al,···, an E IQlI 

Definición 3.2.8. Sea h: IQlI ~ 1231 homomorfismo 

a) 11. es una inrner8ión de Ql en 23 syss hes inyectiva. 

b) h es isomorfismo syss hes biyectiva. Notación. Ql 9:! 23. 
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Proposición 3.2.9. ~ es una relación de equivalencia entre las estructuras 
del mismo tipo de semejanza. 

Demostración: 

1. ~ es reflexiva. 

Sea Qt una estructura de tipo p. Tomamos 11.: IQtI --+ IQtI como h( 0.) = 0.. 
para cada a E IQtI. ASÍ, hes biyectiva. h es homomorfismo: 

a) Si c E e, entonces h(c'}1) = c'}1 , 

b) Si f es una letra funcional de aridad k, ya, • . ... al,. E IQt 1, entonces 

c) Si p es lIna letra predicativa de aridad n. y a" . ... an E IQtI , en
tonces 

Por lo tanto Qt ~ Qt. 

2. ~ es simétrica. Sean Qt, lB estructuras de tipo p t.ales que Qt ~ lB. 
Entonces hay 11.: IQtI --+ I<.B 1 homomorfismo hiyect.Ívo. 

ASÍ, h- 1
: IIBI --+ IQtI es una función biyectiva. Veamos que es homo

morfismo. 

a) Si e E e, entonces 

b) Si f es una letra funcional de aridad k, y b, , .... bk E IIBI, entollces 
hay {a" . .. , ad ~ IQtI tal que bi = h( a;) para 1 ::; i ::; k. 
ASÍ, 

h-l(f'1l(h(a¡), ... , h(ak))) 

h-'(h(f'}1(a" ... , ak))) 

r(al, " " ak) 
r(h- 1(b,): . . . , h-l(bAJ) 
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c) Si p es una letra predicativa de aridad n , y b1 , · ··, bn E 11131, en
tonces hay {al, "" an} ~ 1231 tal que bi = h(a;) para 1 S i S n. 
ASÍ, 

(bl , ... , bn ) Ep'13 syss (h(al), ... , h(o,n)) Ep'13 

syss (a1,"" Q.n) E p'lJ. 
syss (h - 1(al), . . . , h- I ((I,,,)) Ep'lJ. 

Por lo tanto 23 ~ 21. 

3. ~ es transitiva. 

Sean 21,23 , <!: estructuras de t.ipo p, tales que 

11.: 1211 -> 1231 y g: 1231 -> I<!:I 

son isomorfismos. 

ASÍ, g oh: 1211 -> ICI es una función biyectiva. Veamos que es homo
morfismo. 

a) Si e E e, ent.onces 9 o h(c'2l) = g(h(c'lJ.)) = g(c'13) = cl!. . 

b) Si f es una letra funcional de aridad k y al , . . . , ak E 1211, ent.onces 

Por lo tant.o 21 ~ <!: . 

g(h(f(al , '" , a~,)'2l)) 
g(f(h(a¡) , ... , h(an))'lJ.) 

f(g(h(al)) "" ,g(h(an)))1!. 

• 
Definición 3.2.10. Sean 21, 113 estructuras de tipo p. 21 es elementalmente 
equivalente a 23 syss 21 y 23 hacen verdaderos a los mismos enunciados. 
Notación: 21 == 23 

Proposición 3.2.11. == es una relación de equivalencia entre estructuras 
del mismo tipo de semejanza. 
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Demostración: Sean 2(, lB , <!: estructuras de tipo p. Es claro que == es reflexiva 
y simétrica. 
Si 2( == ~ y ~ == <!:, entonces para cada a E ENUNp , 2( F a syss lB F a 

syss <!: F a. 
Por lo tanto 2( y <!: son elementalmente equivalentes. _ 

Lema 3.2.12. Sean 2(, lB estructuras del mismo tipo y h: 12(1 --+ IIB 1 'isomor
.fismo. Para cada TE TERMp Y cada s E wl2(1 se cumple que: 

h(T'1l[SJ) = T'll[h o s] 

Demostración: 
Procedamos por inducción sobre la formación de términos (T) 
1. Si T es una variable, digamos Vn 

h(v~[sJ) = h(s(n)) = h o s(n) = v~[h o s] 

2. Si T es una constante. digamos e 

3. Si T es una letra funcional de aridad k, aplicada a k términos, digamos 
T=f(Tl, ... ,Tk) 

h(f2l( T~[S], ... , T~[S])) 
f'll(h(T~[SJ), . . . , h(T([8])) 
f'll(T'¡3[h o s], ... , T~?3[h 08])) 
(f(T¡, ... , Tk))'ll[h o s] 

-
Lema 3.2.13. Sean 2(, lB estructuras de tipo p. 

Sea h : 12(1 --+ IIB 1 una función biyectiva. h es un isomorfismo syss para cada 
s E wl 2(1 y cada <p E FORMp 

2( F cp[s] ~ ~ F cp[h o s] 

Demostración: *] Sea s E wl2(l . Sea <p fórmula y h isomorfismo de 12(1 sobre 
IIBI 
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1. Si <p es atómica: 

a) <p = Ti ~ Tj, donde Ti, Tj son términos 

21 F Ti ~ Tj[S] ~ T?[S] = Tj'2l[S] 

~ h(T?[S]) = h(T;21[S]) 

~ T?[h o s] = T]B[h o s] 
~ 1)3 F Ti ~ Tj[h o s] 

h) <p = p(T¡ , .. . , Tn ), donde p es una letra predicativa de aridacl TI, \' 

TI , .... Tn son términos 

21 F p(T¡ , ... , Tn)[S] ~ (T~[S], ... ,T~[s]) E p'2l 

~ (h(T~ [S]) , . .. , h(T~[S])) E p'13 

~ h'13 [h o s], . .. , T~[h o s]) E p'13 

~ 1)3 FP(T¡ , . .. ,Tn)[hos] 

2. a) <p = -, ~). 

21 F ...,1/) [s] ~ 21 ~ 1/J[s] ~ 1)3 ~ ~,[h o s] ~ 
1)3 F ...,1/J[h o s]. 

b) <P = W&X. 
21 F W&X[s ] ~ 21 F 1/) [s] y 21 F X[s] ~ 1)3 F 1/) [h o s] y 
1)3 F X[h o s] ~ 1)3 F 'I/)&X[h o s]. 

e) <p = j Vk W, donde Vk es una variable. 

21 F j VkW[S] ~ haya E 1211 tal que 21 F w[s(kja)] 

~ hay bE 11)31 tal que 1)3 F 'I/) [h o s(kjb)] (donde b = h(a)) 

~ 1)3 F j Vkw[h o s] 

{=e] a) Sean e E e, Vk una variable y s E W121 1. 

v~ [s] = c21 [s] ~ 21 F Vk ~ e [s] ~ 1)3 F Vk ~ e [h o s] ~ 

v~[h o s] = c'13 [h o s]. 

Además c21 [s] = c21 y c'13[h o s] = c'13. 
Así, s(k) = c21 ~ h o s(k) = c'13. 
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Entonces h(s(k)) = h(c'lJ.) ~ h o s(k) = c'1l. Por lo tanto h(c'lJ.) = c'1l. 
b) Sean f una letra funcional de aridad k, a¡ , . . . ,ak E 1211. Sea s E W 1211 tal 

que s(i) = ai para cada i E {1, ... ,k}. Por hipótesis 21 p f(v¡, ... ,vd ~ 
vk+ds] ~ 23 p f(v¡ , . .. , Vk) ~ vk+dh o s]. Así, P(v~[s], ... , vr[s]) = 

vr+ds] ~ f'1l(vF[h o s], ... , v~[h o s]) = vE:r¡ [h o s] . 
Esto es, r(a ¡ .... , ak) = s(k + 1) ~ r(h(a¡), ... , h(a.,)) = h o s(k + 1). 

Entonces 

Por lo tanto 

e) Sean p una letra predicativa de aridad n y a¡, . . . , an E 1211. Sea 8 E u.J 121 1 
tal que s(i) = ai para cada i E {1 , ... , n}. 
Por hipótesis 21 P P(Vl , ' .. , vn)[s] ~ 23 P P(Vl , "" vn)[h o s]. ASÍ, 

(v~[s], ... , v~[s]) E p'lJ. ~ (vF[h o s], ... , v~[h o s]) E p'1l. 
Esto es, (al, . .. , an ) E p'lJ. ~ (h(a¡) , ... , h(a,,)) E p'1l. • 

Teorema 3.2.14. Si 21 Y 23 son dos estructuras del mismo tipo de seme,janza 
isomorfas. entonces son elementalmente equivalentes. 

Demostración: Sean 21 y 23 estructuras de tipo p y h: 1211 --t 1231 isomorfis
mo. 
Sea (Y un enunciado de tipo p. Por el Lema anterior, para cada s E wl21l, 

21 P (Y[s] ~ 23 P (Y[h o s] 

y como (Y ('s enunciado, 21 P (Y ~ 23 P (Y. • 
Definición 3.2.15. Sean 21 y 23 estructuras de tipo p. 21 es subestructura 
elemental de 23 syss 1211 <;;;; 1231 y para cada cp fórmula de tipo p y cada 
s E wl21l , 21 P cp[s] ~ 23 P cp [s]. 

Notación: 21 --< 23. 

Lema 3.2.16. 21 --< 23 =? 21 == 23. 

Demostm,C"ión: Evidente. • 
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Definición 3.2.17. Sean 2l, lB estructuras de tipo p y h una inmersión de 
2l en 23. 
h es un inmersión elemental de 2l en 23 syss para cada fórmula <p y cada 

s E wl211 

Proposición 3.2.18. Sea 2l, 23 dos estmcturas de tipo p tales que 2l ~ 23. 

2l -< 23 syss Id'2l es una inmersión elemental de 2l en 23 . 
(Id'2l representa a la función identidad restringuida en 121I). 

Demostración: =?] Es claro que Id'2( es una inmersión de 2l en 23 . Veamos 
que es una inmersión elemental. 
Sea <p fórmula y s E w 1211. Como 2l -< 23 Y s = Id'2l os, entonces 2l 1= 

<p[sJ {==} 23 1= 9[8J {==} 23 1= <p[Ich 08j. 

<=] Sean <p fórmula y s E ""1211. Como 8 = Id'2l os , entonces 

• 
Definición 3.2.19. Sean 2l, 23 estructuras de tipo p. 

2l es elementalmente sumergible en 23 syss hay una inmersión element.al ele 
2l 0n 23. 

Proposición 3.2.20. Sean 2l, 23 estructuras. 2l ~ lB =? 2l es elemental
m ente sumergible en 23. 

Demostración: Consecuencia del Lema anterior. • 
Hemos visto que si 2l y lB son dos estructuras tales que 2l -< lB , entonces 

2l == 23. Deberíamos pensar que si 2l ~ 23 y 2l == lB , entonces 2l -< lB. Sin 
embargo. no es cierto, aún cuando 2l ~ 23. 
Sea p el tipo de semejanza que tiene como único símbolo la letra predicativa 

binaria p. 

Sean 2l = (N \ {O} , <) , lB = (N, :S:), donde la interpretación de p es el orden 
irreflexivo < sobre N. ASÍ, 2l -< lB , 2l == 23 y 2l ~ lB. 
Sin embargo, para la fórmula -.3 Vo (p( Vo, VI)) y la sucesión constante 

s(n)= 1, 
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y 

113 ~ -,jvo(p(vo,v¡))[s]. 

Entonces, ¿bajo que condiciones una subestructura es subestructura elemen
tal? 

Lema 3.2.21. Sean 21, ~ dos estructuras de tipo p tales que 21 <;;; 113. 

21 --< ~ syss para cada fórmula tp y cada. s E wl211 con 113 ~ jVktp[S], hay 
a E 1211 tal que 113 ~ tp[s(k/ I1 )]. 

Demostración: ,*]Supongamos que 21 --< 113. Sean tp una fórmula y s E wl211 
tales que ~ ~ j Vktp[S]. ASÍ, 21 ~ j Vktp[s]. Entonces haya E 1211 tal que 
21 ~ tp[s(k/a)]. Como 21 --< 113, haya E 1211 tal que 113 ~ tp[s(k/a)]· 
~] Supongamos que para cada fórmula tp y cada s E wl211 con 113 ~ j v"tp[s], 

haya E 1211 tal que 113 ~ cp[s(k/a)]. Probemos que 21 --< 113. Sea o una fórmula 
.Y s E w1211. Veamos que 21 ~ o[s] ~ 113 ~ o[s]. Procedamos por inducción 
sobre la formación de o'. 

1] Si o es atómica. Primero observemos que si T es un término, como 21 <;;; 113 , 
tenemos que para cada s E w1211, T'21[S] = T'13[S]. 

a) 0= T ~ a , donde T y a son términos. 

21 ~ T ~ a[s] ~ T'21[S] = a'21[s] 

~ T'13[8] = a'13[8] 

~ 113 ~ T ~ a[8] 

b) a = p(Tl,"" Tn ), donde p es una letra predicativa de aridad n. 

21~p(T)"" , Tn)[S] ~ (T~[S], .. . , T~[8])Ep'21 
~ (T)'13[S], ... , T~[8]) E p'13 

~ 113 ~ P(T) 1"" Tn )[8] 

2] a) Si o es de la forma -',d. 

21 ~ -,{:J[s] ~ 21 ~ {:J[s] ~ 113 ~ {:J[s] ~ ~ ~ -',d[8] 

b) Si o es de la forma {:J&-y. 
21 ~ f:J&,. [s] ~ 21 ~ ¡3[s] y 21 ~ ,.[s] ~ 113 ~ p[s] y 113 ~ ,.[8] ~ 

113 ~ f:J&,. [s]. 
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c) Si a es de la forma :J vk,B. 

~ 1= :Jv/,:,B[s] {==} haya. E I~I tal que ~ 1= ,B[8(kja)] {==} hay (/, E I~I tal 
que 23 1= ,B[s(kja)] {==} 23 1= :JVk,B[S]. • 

Podemos leer este resultado de la siguiente manera: Una estructura es sub
estructura elemental syss "los existenciales bajan" . 

Corolario 3.2.22. Sean ~ ~ 23. ~ -< 23 syss para cada fórmula 'P cuyas 
variables libres estén entre {vo, . . . ,vn } yao .... ,an-l elementos de I~I tales 
q7J,e para algún b E 1231 . 23 F 'P[ao , ... , ([.n- l. b]. entonces ha!! (/. E I~I tal que 
23 1= 'P[ao, . .. ,an-I , a]. 

Demostración: *] Si 'P es una fórmula cuyas variables libres están entre 
{vo , ... , vn} Y ao , · .. , an- 1 E I~I son tales que 23 F 'P[ao , · .. ,0.,,_ 1, b] para 
algún b E 1231 , entonces 23 1= :Jvn'P[s] para cada s E ":I~I tal que sU) = aj 
(para O ::; j < n). Como ~ -< 23 , por el lema anterior , haya E I~I tal que 
23 1= 'P[s(nja)], es decir, haya E I~I tal que 23 1= 'P[an . . . . , 17,,-], a]. 

~) Sean 'P fórmula y .., E wl~1 tal que 23 1= :J VkY[S]. Veamos qU0 hay 
a E I~I tal que 23 1= 'P[s(kja)] . Si Vk no es libre en 'P. entonces no hay nada 
que probar. 
Supongamos que Vk es libre en 'P y sin perder generalidad que las variables 

libres de 'P están en el conjunto {vo, .. . ,vd. Como 23 1= :J Vk'P[S], hay b E 
1231 tal que 23 1= 'P[s(O), . .. , s(k - 1) , b]. Por hipótesis haya E I~I tal que 
23 1= 'P[s(O), ... , s(k - 1), a], es decir, haya E I~I tal que 23 1= 'P[s(kja)]. 
Por el lema previo tenemos que ~ -< 23. • 

Proposición 3.2.23. (Q, <) == (IR, <) . 

Observemos que el tipo de semejanza de estas estructuras sólo tiene una 
letra predicativa binaria. 

Demostración: Usaremos el corolario anterior para probar que (Q, <) -< 
(IR, <). Sea 'P una fórmula cuyas varias libres están entre Vo,.··, Vn Y sean 
qo, ... ,qn-I E Q. 
Supongamos que hay T E IR tal que (IR, <) 1= 'P[qo , ·· .. qn-I , r]. Veamos 

que hay q E Q tal que (IR, <) 1= 'P[qo,· .. , qn-l, q]. Sin perder generalidad 
supongamos que qo < ql < .. . < qn-l. Supongamos que T E IR \ Q (r E Q es 
trivial). Tenemos dos casos: 
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1) r está entre qk y qk+ 1, par algún ° ~ k ~ n - 1. 

2) r < qo o qn-I < r 

Caso 1. Elegimos q E Q n (qk , qk+ 1) ' Definimos h: lR --t lR como sigue: 

{

X si x ~ qk o qi;+J ~ :r 

h(x) = 1;::::::) (x - qk) + qk s~ qk ~ X ~ r 

qk+l q) (x - r) + q S I r < x < q. . 
qk+l-r - - k+1 

Como hes biyectiva y creciente h: (lR, <) --t (lR, <) es un isomorfismo. Por 
la proposición 3.2.20, h es una inmersión elemental. 
Así, como (]R, <) F <p[qo, ... , qn- I, r]' tenenlos que 

(lR, <) F <p[h(qo) , · ·· , h(qn-l) , h(r) ] , 

es decir, (lR, <) F<P[qo, ... , qn-l , q]. Por el corolario anterior , (Q, <) -< (lR, <). 
Por lo tanto (Q, <) == (]R, <). 

Caso 2. Análogo al caso 1. (Ejercicio para el lector). • 

3.3. Ultraproductos 

Sean J un conjunto de índices y {2lj I j E J} un conjunto de estructuras de 
tipo p. Construiremos una nueva estructura a partir de las estructuras dadas. 
Sean 1211 = fll2lj l , F ~ P(J). Por (AE) , 1211 -10. 

jEJ 

Definimos "'F~ 1211 x 1211 como sigue: f "'F 9 syss {j E JI f(j) = g(j)} E F. 

Proposición 3.3.1. Si para cada j E J , l2lj l tiene al menos tres elr.mentos. 
entonces F es filtro en (P(J) , ~) syss "'F es de equivalencia. 

Demostración: =}] Sean f, g, hE 2l. 
a) Como F es filtro, {j E JI f(j) = f(j)} = J E F. Es decir, f "'F f. 
b) Si f "'F g, entonces {j E JI g(j) = f(j)} = {j E JI f(j) = g(j)} E F. 

Es decir, 9 "'F f· 

e) Si f "'F 9 Y 9 "'F h , entonces {j E JI f(j) = g(j)} E F Y ti E JI g(j) = 
h(j)} E F. Como F es filtro en (P(F), ~), entonces ti E JI f(j) = h(j)} = 
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{j E JI f(j) = g(j)} n {j E JI g(j) = h(j)} E F , es decir, f "'F h. ASÍ, "'F 

es de equivalencia. 

~l a) Sean A, B E F. Veamos que A n B E F. Para cada j E J sean 
aj,bj,cj E Il.2lj l· Sean f,g,h E II.2lI como sigue: 

f(j) aj 

g(j) 
{

f(j) 

bj 

h(j) = {~j(j) 

si j E A 

en otro caso 

si j E B 

en otro caso 

ASÍ, f '" F 9 Y 9 '" F h. Como "'F es de equivalencia, f '" F h.. Por lo tanto 
A n B = {j E JI f(j) = h(j)} E F. 
b) Sean A E F , BE P(J) tales que A <;;: B. Veamos que B E F. 
Sean f. g, h E II.2lI como en (a). ASÍ, f "'F 9 Y f "'F h . Como "'F es de 

equivalencia, h "'F g. Por lo tanto B = {j E JI h(j) = g(j)} E F. 
Por lo tanto F es filtro en (P(J) , <;;:). 
A partir ele ahora supondremos que F es un filtro en (P( J). <;;:). SaJ)('lllos 

que para cada j E J , cada letra predicativa p E P de aridad k se interpreta ('11 

II.2lI como una relación de aridad k. Definimos ahora una relación Sp <;;: (11.2l1)" 
para interpret.ar a p. 

(JI , ... , fk) E Sp syss {j E JI (f¡(j) , ... .. h(j) E p'llj} E F 

• 
Proposición 3.3.2. Para. cada letra. predicativa Pj, "'F es de congr'll,encia 
respecto a Sp. 

Demostra.ción: Supongamos que p es aridad k. Sean f¡ , gl , ... , fk , gk E II.2l I 
tales que 

fl '" F gl, .. , , Ji. '" F gk Y (JI, ... ,J'k) E Sp . 

Veamos que (g l , . . . , gk) E Sp. Como Ji rv F gi para i E {l , .. . , k}, entonces 
A; = {j E JI fU) = g(j)} E F para cada i E {l , ... , k}. Como F es filtro. 
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k 

n Ai E F. Sean 
i= 1 

B {j E J [(JIU), ... ,idj)) E p21j
} 

e {j E J [ (91U), ... , fk(j)) E p21j
}. 

Por hipótesis B E F. Así, Có Ai) n B E F. Además, Có Ai) n B ~ e, 
pues 

y 

j E (6 A,) n B"" (1. (j), ... Jk(j)) ~ (g, (j), . .. , 9k(j)) 

(f¡ (j) , . .. , .h(j)) Ep21j . 

Entonces (9¡(j), .. · ,9dj)) E p21j, es decir, j E e. 
Como F es filtro e E F. Así, (9¡ , .. . ,9k) ESp. 

Para cada f E TI /2tj /, definimos: 
jE} 

Sea TI [2tj [/F = UI F [f E TI [2tj [}. 
jE.! 

• 

Para simplificar la notación, sea [~[ = TI [2tj [/F. Para cada letra predica
jE} 

tiva p de al'idad k, la relación Sp induce una relación Rp sobre [IB[ definida 
por: 

Proposición 3.3.3. Para cada letra predicativa p, Rp está bien definida. 

Demostración: Proposición anterior. • 
paracada f E W (TI[2tj [) (J=(Jl , ···,fn, ... , ... )),sean 

)E) 

f /F = (f¡/F, ... , f~/F , · .. ) y f(j) = (JI (j) , .. . , fn(j), .··, )· Así, f /F E W[IB [ 
y f(j) E W[2tJi. 
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Para cada letra funcional 9 de aridad n y cada j E J , g'l!j es una función: 
g')J.j: l2!j In ----> l2!j l. 
Definimos g'13: 1231" ----> 1231 como sigue: 

Para cada letra de constante individual e y cada j E J , c')J.j E l21j l. Definimos 
ahora c'13: 

Así, c'13 E 1231. 

Lema 3.3.4. Para cada letra funcional g , g'13 está bien definida. 

Demostración: Supongamos que 9 es de aridad n. 
Sean fl,hl, ... , .t;"hn E TI l2!jl tales que fl ~F hl···· , f" ~F hn . Veamos 

JEJ 

que g'13 (JI . . . . , fll) = g'13 (h l .... , hn ). es decir. 

o equivalentemente 

Como f¡ ~ F h l . . . . , fn ~ F hn Y F es filtro . ei1tonces 

{j E J I hU) = hl(.j)& ... &fn(.j) = h,,(.j)} = {j E JI fl(.j) = h¡(.j)} n . .. 

. . . n {j E JI fn(j) = hn(j)} E F. 

Como para cada j E J g')J.j es función, entonces 

{j E JI fl(.j) = h1(.j)& . . . &fnU) = hll(.j)} ~ 

~ {j E Jlg')J.C.lt(j), ... , fn(.j)) = g')J.(h¡(j) . .... hll(j)} 

Como F es filtro , {j E Jlg')J.j(h(j) , ... , fn(j)) = g'l!J(hl(j), .. . ,h,,(j))} E 
F, es decir, (g')J.j(fl(j) , ... , .t~(j)))jEJ ~F (g')J.j (h¡ U) , ... , hn(j)))jEJ. 

En resumen: hemos construido una estructura 23 = (1231 , I) , donde I~I = 

TI l2!j 1/ F Y la función de interpretación 1 es la siguiente: 
iEJ 
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a) Si p es una letra predicativa de aridad k, entonces 

I(p) = p'13 = Rp <;;; IIB II.: . 

b) Si 9 es una letra funcional de aridad n , entonces 

c) Si c es una letra de constante individual, entonces 

I(c) = c'13 E IIBI. 

• 
Definición 3.3.5. La estructura lB es un ultraproducto syss F es un ultra
filtro. 

Lema 3.3.6. Para cada 7 E TERMp Y cada I/F E wI IBI· 

Demostración: 
Procedamos por inducción sobre la formación de los términos (7) . 
a) Si 7 es una variable, digamos vll • 

In/ F = (fn(j))jEJ/F 
(v~j [f(j)]) jEJ /F 

b) Si T es una constante, digamos c 

c'13 = (C'}J.j)jEJ/ F 

( c'}J.j [f (j) ]) j E J / F 

c) Si 7 es de la forma 9 ( 71 , . . . , T n), donde 9 es una letra funcional de aridad n 
y T1 , "" 7 n son términos. Por hipótesis de inducción, para cada i E {l, ... , n} 
tenemos que 

T;'13[f /Fl = (7i'}J.j[f(j)])jEJ/F 

Probaremos que g( 71, ... ,7n)'13[f / Fl = (g( 71 , ... ,Tn)'}J.j [f(j)])jEJ /F. 
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Por hipó tes de inducción y la definición de g'13, tenemos lo siguiente 

g'13(T~[f I d,···, T~[fl F]) 

g'13( (T~j [f(j) ])jEJ I F, ... , (T~j [f(j)]) jEJ I F) 

(g'2lj(T;j [f(j)], ... , Tl~ j [f(j)]))j EJ/F 

(g( TI , ... , Tn) '2Ij [f(j)]) jE J I F . 

• 
Teorema 3.3.7 (Teorema del Ultraproducto, Los). Si F es 7Ln ultrafil
tm en (P , ~) , entonces para cada fórmula <p de tipo p y cada f l FE wllBl , 

23 F <p[fl F] syss {.j E J l21j F <p[fU)]} E F. 

Demostración: 
Procedamos por inducción sobre la formación de la fórmula <p . 

1) Si <p es atómica 
l.a) <p = Tn ~ Tm , donde Tn , Tm son términos de tipo p. Por la definición de 

satisfacibilidad de Tarski y el Lema anterior, tenemos: 

23 F T" ~ Tm[f/F] syss T~[fIF] = T,~[f/pj 
syss (T~j [f(j)])jEJI F = (T,~J [f(j)])j EJ/ F 
syss (T~j [f(j)]) jEJ rv F (T!j [f(j)]) jEJ 

syss {j E J I T~j[f(j)] = T!j [f(j)]} E F 

syss {j E J l21j F Tn ~ Tm[f(j)]} E F 

l.b) <p = p(T), ... ,Tn), donde P es una letra predicativa de aridad k y 
TI . ... , Tk son términos de tipo p. Por la definición de satisfacibilidad (Tarski), 
el Lema anterior y la construcción de 23 , tenemos lo siquiente: 

23 FP(TI , ... , Tk)[f/d syss (T~[f/F], . .. , T~[f/F]) Ep'13 =Rp 

syss ((T~j [f(j)j)jEJ /F, ... , (T:
j 
[f(j)])jEJ /F) E Rp 

syss ((T~j[f(j)])jEJ," " (T:j[f(j)])jEJ) E Sp 

syss {j E J I (T~j [f(j)], ... , T:J [f(j)]) E p'2Ij} E F 

syss {j E JI21j FP(TI , ... , Tk)[f(j)]} E F 

2) Si <p es de la forma ,a, a& ¡J, :J Vka, donde Vk es una variable. 
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Sean 

Ja {j E J l21j F cx[f(j)]} 

J{3 {j E J l21j F (J[f(j)]} 

Ja&{3 {j E J l21j F cx&(J[f(j)]} 

J~o {j E J l21j F -ocx[f(j)]} 

Observemos que JO' n J{3 = {j E J l21j F cx[fU)l y 21j F ,tJ[fU)]} = {j E 
J l21j F cx&(J[fU)]} = Ja&{3· 

J \ Ja = {j E J l21j ~ cx[f(j)]} = {j E J l21j F -ocx[f(j)]} = J~a 

Como F es filt.ro , 

Ja E F Y J{3 E F ~ JoM E F. 

Como F ('.$ ultrafiltro 

Por hipótesis de inducción, la definición de satisfacibilidad (Tarski) y la 
observación previa, tenemos lo siguiente: 
2.a) <p = -oCX. 

2.b) <p = cx&,tJ 

lB F -oCX [f / F l syss lB ~ n{r; pj 

syss Jo fe F 

syss J~a E F 

lB F cx&,tJ[f / Fl syss lB F cx[f/Fl y lB F j:J[f/Fl 
syss Jo: E F Y J{3 E F 

syss Ja& (i E F 

2.c) <p = :3 VkCX, donde Vk es una variable. 
Sea hVkC>. = {j E JI21 j F :3vkcx[f(j)]}. 
Recordemos la notación y hagamos algunas observaciones 

f/F (f¡/F,· ··, fn/F) 

fU) = (JIU) ,· ·· , fn(j)) 
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ASÍ, si a E TI l2lj 1, entonces 
jEJ 

Ultraproductos 

f(k/a)/ F = (f"¡/ F,· . . , fk-tI F, a/ F, fk+l/ F,· . . ) 

f(k / a)(j) = (f"¡(j), ... , fk-¡(j) , a(j), fk+¡(j) , · ··) = f(j)(k/a(j)) 

Probaremos lo siguiente: lB 1== :3 VkO[f! d syss hv¡et E F. 

=*] 
lB 1== :3v¡"o[f!d syss haya E TI l2lj l tal que lB 1== o[f(k/a)/F]. 

jEJ 

Sea Jet(k /,,) = {j E J l2lj 1== o[f(k/ a)(j)]. Por hipótesis de inducción .10 '(1.- / ,,) E 

F. Además Jet(k /n ) ~ hVket ' pues si j E Jet(k /n ) , entonces 2lj 1== o[f(k/a)(.j)], 
de donde 2lj 1== o[f(j)(k/a(j))] Y por lo tanto 2lj 1== :3v/co[fU)], es decir 
j E hv¡a como F es filtro , hv¡o E F. 

<=] Supongamos que hv¡.et E F. Si j E hv¡o , entonces 2lj 1== :3 'lIk(.l'[f(J)]. 
Y por ello hay a(j) E l2lj l tal que 2lj 1== o[f(j )(k/a(j))]. Sea c E TI l2lj l· 

JE J 

Elegimos b E TI l2lj I como sigue: 
jE.f 

(AE). 

b(j) = {a(j) 
c(j) 

si j E hVka 
en otro caso 

ASÍ, 2lj 1== O[f(k/b)(j)], sea Jet(k/b) = {j E J l2lj 1== O[f(k/b)(j)]. ASÍ, 
h v¡.et ~ Ja(k /b)' Como F es filtro , Jet(k/b) E F y por hipótesis de inducción 
lB 1== Ü'[f(k/b)/F]. Por lo tanto lB 1== :3vko[f/d· • 

Corolario 3.3.8. Si a E ENUN p, entonces lB 1== a syss {j E J l2lj 1== a} E 
F. • 

Corolario 3.3.9. Si T ~ ENUNp es una teoría tal que para cada j E J , 
2l 1== T , entonces lB 1== T 

Demostración: Sea a E T. Por hipótesis, para cada j E J , 2lj 1== a , es decir 
J = {j E J l2lj 1== a} . Como F es filtro , J E F. ASÍ, ll3 1== a. Por lo tanto 
lB 1== T . • 

Corolario 3.3.10. Si T ~ ENUNp es una teoría tal que {j E J l2lj 1== T} E 
F , entonces ll3 1== T. 

Demostración: Sea a E T. Por hipótesis {j E J l2lj 1== a} E F. ASÍ, lB 1== a . 

• 
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3.4. Ultrapotencias 

Definición 3.4.1. Sean 2t una estructura de tipo p y TI 2t/ F un ultrapro
JEJ 

ducto. TI 2t/ F es una ultrapotencia syss para cada j E J , 2tj = 2t. 
JEJ 

Como en una ultrapotencia todas las estructuras son iguales, podemos es-
cribirla así: J2t/ F. 

Sean 2t una estructura ele tipo p, J un conjunto ele índices, y F un lIltrafiltro 
en (P(J). ~). Para cada a E 12t1 definimos aJ = (a) E J2t como a.J(j) = a. 
e~ decir , {/..J = (a)jE .J es la constante a en J2t. Sea 113 = .J2t/ F. Definilllos 
d: 12t1 ~ 11131 como sigue: 

Teorema 3.4.2. d es una inmersión elemental. 

Demostración: Primero veamos que d es una inmersión, es decir , un homo
morfismo illyectivo. 

a) Sea e una letra de constante individual. Veamos que d(c'2l) = c'B . Por la 
definición de d y la cinstrucción de la ultra potencia: 

b) Sean .el una letra funcional de aridad n y al , ... , an E 12t1. Veamos que 
d(g'2l( al . . . . , an )) = g'B( d( al), ... , d(an)) . Por la definición de d y la constrnc
ció n de la ultrapotencia: 

g'2l(al , ' " ,an)J/F 

(g'2l(al " '" an))jEJ/ F 

g'B((al)jEJ/F,···, (an)jEJ / F) 

g'B(alJ /F , ... , anJ /F) 
g'B(d(a¡) , . . . , d(an)) 

(') Sean p IIna letra predicativa de aridad k y al , ... ,ak E 12t1 . Sea s E W 12t1 
tal que s(n) = an para n E {1 , . ... k}. Veamos que (al ,' .. , an ) E p'21 syss 
(d(al) , '" , rl(an )) E p'B. Mostraremos algo equivalente: 
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Por el Teorema del ultraproducto, la definición de d y la construcción de la. 
ultrapotencia: 

Qll=p(V¡ " " ,Vk)[sl syss {j E JIQljl=p(v¡ , ... ,vd[s]} = J E F 

syss '231= p(v¡ , .. . , vk)[d o sl. 
d) Ahora veamos que d es inyectiva. Como Fes ultrafiltro, d(a¡) = d(a2) =} 

aIJj F = a2Jj F =} alJ "'F a2J 

=} {j E JI ai.J(j)) = a2J(j)} E F 
=} hay j E J tal que aiJ(j) = a2J(j) 

Por lo ta.nto d es lIna inmersión. Ahora veamos que es una inmersión clC'-
mental. 
Sea 'P E FORMp y s E wIQlI. Mostraremos que Qll= 'P[s] syss '231= <p[d o s] 
Supongamos que las variables libres están entre Vo , . . . , Vn. 
Sean ao = s(O), . .. , al1 = s(11,). Por el Teorema de ultraproducto y la defini

ción de d: 

'231= 'P[d o s] syss '231= <p[d o 8(0) . ... . d o s( n)] 

syss IBI= <p[d(a.o) . . .. , d(a. I1 )] 

syss '231= <p[aOJjF, . .. ,anJ/F] 

syss {j E JI Qll= 'P[aoAj), ... ,anJ(j)]} E F 

syss {j E JI Qljl= <p[ao,···, a n ]} E F 

syss Qll= <p[s] . 

En particular, si (J es un enunciado. Qll= (J syss '231= (J, por lo que Ql :=: '23 . 
• 

Corolario 3.4.3. Ql --< JQlj F Y Ql:=: JQlj F. • 
Hay un resultado importante, cuya demostración está fuera de los límites 

de este trabajo: el Teorema de Keisler- Shelah: 

Ql:=:1B syss hay J conjunto de Índices y F ultrafiltro tales que JQl/F';;EJIB/F. 

El regreso es fácil: como JQlj F ';;E J'23j F , entonces JQlj F :=: JlBj F. Por el 
corolario anterior 
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La otra implicación fue probada por Keisler con la hipótesis generalizada 
del continuo y por Shelah usando cardinales. 
Nos preguntamos ahora por la relación entre un ultraproducto y sus factores: 

Proposición 3.4.4. Si F es el ultrafiltro principal generado por jo E J, 
entonces Il 2lj / F ~ 2ljo· 

j E] 

Demostración: Sea lB = IljE] 2lj / F. Definimos h: IIB I -> l21jo I como sigue: 

Probaremos: 
a) h está bien definida. 
b) h es biyectiva 
(') h es isomorfismo. 
a) Sean f "'p g. Veamos que hU/ p) = h(g/ p). Como f "'p g, entonces 

{j E JI fU) = g(j)} E F . Como F es principal generado por jo , jo E {j E 

JI f(j) = g(j)}. Así, f(jo) = g(jo), es decir, hU Ir) = h(g/ p). 
b) i) hes inyectiva: Sean flr,glr E IIBI· Si hU/F) = h(g /p), entonces 

f(jo) = g(jo)· Como F es ultrafiltro principal generado por jo, {jo} E F. 
Así, Uo} ~ U E JI f(j) = g(j)}, por lo que {j E JI f(j) = g(j)} E F. Por 
lo tanto f "'p g. Así, flr = glr· 
ii) h es sobreyectiva: Sea b E IlI21j l. Si a E l21jn l. definimos c E IlI21j l 

JEJ jE} 
como 

(.) {a SI]=]O 
e] = 

b en otro caso. 

Así, h(e/ p) = e(jo) = a. Por i) y ii), tenemos que h es biyectiva. 
c) Sea cp una fórmula de tipo p, f / F E wl lBl. Por el Lema 3.2. 13, para que 

h sea isomorfismo basta ver que IBI= cp[f Irl syss 2ljo 1= cp[h o f/ Fl· Por el 
Teorema de ultraproducto y por ser F el ultrafiltro generado por jo , 

IBI= cp[f! Fl syss {j E J l21j l= cp[f Ir]} E F 

syss jo E {j E J l21j l= cp[f(j)]} 

syss 2ljo 1= cp[fUo) 1 
syss 2lj o l=cp[hU/p)] 

• 
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Corolario 3.4.5. Si F es ultmjiltm principal, entonces .J2J./ F ~ 21. 

Corolario 3.4.6. Si J es jinito y F ultmfiltm en (P( J) , ~) , entonces .J2J./ F ~ 
21. • 

El ultraproducto es más interesante si se construye con un ultrafiltro no 
principal. 
Sea F un ultrafiltro no principal sobre N. Para cada n E N. Sea 2J.n = (N, S) 

y sea lB el ultraproducto TI 2J..".! p. Así, lB es la ultrapotcncia w2J./ p. donde 
nEw 

21 = (N, S). Sabep-los que Q3 == 21. Sin embargo , Q3 '1 21: 

Proposición 3.4.7. lB '1 21. 

Demostración: Afirmamos que lB es un COPO que no está bien ordenado. 
a) Sea fl / F E IIBI. Veamos que J¡f F, S'l3 JI/F. Para ello, sea g/FE JJIQ31 

tal q1\e gl/F = .f"¡ /F (Cfi decir, g/F = (f¡/F,g2/F .... )) y mOfitremos que 
IB I= VI S v¡[g/ pj. Como para cada n E w, 21" = (N. S). t.enemos que para 
cada n E w , 2J.n l= v[ S vdg(n)], pues en (N, S) se cumple que g(n)(l) S 
g(n)(l). Entonces N = {n E N 12J.."I= v[ S vdg(n)]} . Como F es filtro . 
tenemos que N E F , es decir, 

{n E N 12J.n F VI S vdg(n)]} E F. 

Por cl Teorema de Ultraproducto, IBF VI S v¡[g/ F]' 
b) Sca fl/F , .!2/F E IIBI tales que fl/F S'l3 h/p y h/F S'l3 f¡fF. Veamos 

que fl/F = h/F. 
Sea g/F E wllBl tal que gd F = f¡ / F, g2/F = h/ F 

(g/F = (JI/F,h/F,g3/F,g4/F , . .. )) . 

Así, lB F VI S V2[g/F] Y lB F V2 S v¡[g/F]. 
Por el Teorema del Ultraproducto, {n E NI2J.n F VI S v2[g(n)]} E F":l {n E 

NI2J.n F V2 S vdg(n)]} E F. Como F es filtro , {n E NI2J.n F VI S 1'2[.17(11,)] 
Y 2J.n F v2 S v¡[g(n)]} E F, es decir {n E N 12J.n F VI S 112&V2 S v¡[g(n)]} E 
F. 
Así, {n E NI JI(n) = h(n)} E F, Y por tanto JI "'F h. Así, ft/F = h/F· 
c) Sean Id F, h/F,fd F E wllBl tales que JI / F S'l3 h/F y h/ F S'l3 h/F· 

Sea g/ FE wl lBl tal que gd F = JI / F, g2/F = h/ F, g3/F = h/F 

(g /F = (f¡ fp, hfp , hfp , g4fp , g5/ F, ... )) . 
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ASÍ, 113 F VI :S V2[g/ F] y 113 F V2 :S V3[g/ F]' Por el Teorema del ultraproduc
to, {n E NI2ln F VI :S v2[g(n)]} E F Y {n E NIQln F V2 :S v¡[g(n)]} E F. 
Como F es filtro, {n E NI Qln F VI :S v2[g(n)] Y Qln F V2 :S v¡[g(n)]} E F, es 
decir, {n E NI Qln F VI :S V2&V2 :S v¡[g(n)]} E F. 
Como {n E NIQln F VI :S V2&V2 :S v3[g(n)]} ~ {n E NIQln F VI :S 

vJ[g(n)]}, tenemos que {n E NI Qln F VI :S v3[g(n)]} E F. 
Por el Teorema del Ultraproducto, 113 F VI :S V3[g/ F], es decir, fd F :S'13 

h/F. 
Por a), b) y c), 113 cs un conjunto parcialmente ordenado. Para ver que rnkB 

no est" a bien ordenado, mostraremos lllJa sucesión infinita estrictamcnte de
creciente. 
Sea s E wl ll3lla sucesión definida por: 

ASÍ, 

So (0.1.2.3 .4,5"")/F 
SI (0.0.1 , 2,3, 4, .. . )/F 
S2 (0 , 0,0, 1,2,3, .. . )/F 

Afirmamos que S es estrictamente decreciente. Sean j , k E' N tales que 
j < k. Veamos que Sj <'13 Sk, 

Sj = (0,0, ... ,0,0,1 , 2,3, ... ) /F . 

Sk = (0, 0, ... , 0,0,1,2,3, ... ) / F . 

Sea g/ F E wlll3l tal que gl/ F = Sj, g/ F = Sk. Veamos que Sj :S'13:S s¡,. y que 
Sj =1=- Sk.· Observemos que para cada n E N, Il3n F VI :S V2 [g(n)], por lo que 
N = {n E NI Qln F VI :S V2 [g(n)]}. Como F es filtro, {n E NI Qln F VI :S 
v2[g(n)]} E F Y por Teorema del Ultraproducto, 113 F VI :S V2 [g/ pj , es decir. 

Por otro lado Sj =1=- Sk, pues si fueran iguales, entonces 

(0,0, ... , 0, O, 1, 2, ... ) "-' F (0,0, ... , 0, O. 1,2,3, ... ) 
"'---v-' "'---v-' 

j k 

y F sería un filtro principal. 
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La imagen de s es un conjunto no vacío sin primer elemento. Por lo tanto 
I.B no está bien ordenado. 
Por lo tanto I.B ~ 2l. _ 

I.B es un modelo no estándar de (N, ::;). 
Haciendo la misma construcción para (N. ::;, +, ., 0, 1) , tendremos un modelo 

no estándar para la aritmética. Otra aplicación del Teorema del Ultraproduc
to es el Teorema de Compacidad. 

Teorema 3.4.8. Sea E un conjunto de enunciados de tipo p. E es satis
factible syss E es jinitamente satisfa.ctible. 

Demostración: =>1 Si E es satisfactible, entonces cada subconjunto finito ele 
E es satisfactible. 
~l Sea J = {j E P(E) I j es finito }. Como E es finitamente satisfactible, 

para cada j E J hay una estructura 2lj de tipo p tal que 2lj F j. Ahora 
construimos un filtro en (P(J) , ~). Para cada a E E sea a = {j E JI a E j}. 
Sea E = {a I a E E}. 

AjiTmación: E tiene la PIF. Sea {al , .. .. an } ~ E. 
Observemos que {al , ... ,an } E ai para cada i E {1, .. . , n}. 
Así, 

n 

i =l 

Sea F un ultrafiltro que extienda a E. 
Observemos que para cada a E E. a ~ {.j E J l2lj Fa} (Si j E a, entonces 

{a} E j Y por lo tanto 2lj Fa). 
Como a E F y F es filtro , {.j E J l2lj Fa} E F. Por el Corolario 3.3.8 del 

Teorema del Ultraproducto, TI 2lj / F F a , por lo tanto E es satisfactible. -
JEJ 

Concluímos el presente trabajo con la pregunta: ¿Qué relación hay entre el 
Teorema de Compacidad y los espacios Topológicos? 
Sea Vp la clase de todas las estructuras de tipo p. 

Definición 3.4.9. Sean a E ENUNp , E ~ ENUNp . Mod(a) = {2lp 12l Fa} , 
Ivlod(E) = {2l E Vp 12l F E}. Sea :F = {Mod(a) I a E ENUNp }. 

Proposición 3.4.10. :F es base paTa. los cerrados de alguna topología Tp . 
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Demostración: 
Mod(a), Mod(,6) E F, entonces Mod(a) U Mod(,6) = Mod(a V (6) E :F. 

Además n Mod(O") = 0 (pues Mod(a) n Mod(-.a) = 0). _ 
aEENUN p 

Observación. Como Vp \ Mod (O") = Mod ( -'0") E F, Fes uua base de cerrados 
y abiertos. 
Además {Mod(E) I E s;.; ENUNp } es la familia de todos los cerrados, pues 

Mod(E) = n Mod(O"). 

Teorema 3.4.11. Son equivalentes: 

1. El espacio topológico (Vp , Tp ) es compacto. 

2. El teorema de compacidad. 

Demostración: 1) =? 2) 
Sea E s;.; ENUN p finitamente satisfactible. 

Sea A = {Mod(O") 10" E E}. Así, A s;.; :F. Además A tiene la pif: Sean 
tvIod( 0"1), ... , Mod( O"n) E A. Como E es finitamente satisfactible, hay 2t E Vp 

tal que 2t F 0"1 /\ . . . /\ 0"". En particular 2t F 0"; para i E {1 , ... , n}. Así, 
" 

2t E n Mod(O"i) ' 
í= ] 

Como (Vp , Tp ) es compacto, n Mod(O") =10. Sea 2t E n Mod(O"). Así, para 
aEL aEL 

cada O" E E, 2t F 0". es decir 2t F E. Por lo tanto E es satisfacible. 
2) =? 1) 
Sea F un conjunto de cerrados con la pifo Por la Proposición anterior F s;.; 

{Mod(E) I E s;.; ENUNp }. 

Sea f = {O" E ENUNp 10" E E y Mod(E) E F} . 
f es finitamente satisfacible: Sean 0"] , ... , O"n E f. Sin perden generalidad, 

(JI E E] "", O"n E En, donde Mod(EI), ... ,Mod(En ) E F. 
" Como F tiene la pif, hay 21 E n 1'l'1od(Ei). Eu particular, 2t F 0"]/\" '/\(J" . 

;=1 
Por el Teorema de Compacidad f es satisfacible. Así, hay 21 E Vp tal que 
2t F f. 
Observemos que para cada Mod(E) E F y cada O" E E, 2t F 0", es decir, 

para cada Mod(E) E F, 2t F E. 
Por lo tanto 2t E n F. 
Por lo tanto (Vp , Tp ) es compacto. _ 
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