FACULTAD DE CIENCIAS

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

“TEOREMA DE RIEMANN - ROCH"

T E S i S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

M ATEMATTITC O
P R E S E N T A

ABRAHAM {MARTIN DEL CAMPO SANCHEZ

DIRECTOR DE TESIS: DR. ENRIQUE JAVIER ELIZONDO HUERTA

2005

2 [ES !



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Abreati Mortin of
C‘Zucﬁgo Saucte &
/& Fed — 2005

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Jefe de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:

"Teorema de Riemann - Roch"

realizado por Abraham Martin del Campo S&nchez

con niimero de cuenta 09954262-3 , quien cubrié los créditos de la carrera de:
Matemdticas.
Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis

Propietario Dr. Enrique Javier Elizondo Huerta ﬁpw ?/Q_A-SUJ‘JO

Sy 1
Propietario Dr. Francisco Portillo Bobadilla .-(‘Li'%‘?we. }
: < N

Propietario Dra. Adriana Ortiz Rodriguez &(L =
Suplente Lic. Eduardo Ocampo Alvarez Q 7
Suplente M. en C. Jesls Rogelio Pérez rBue.ndia S{\/L\_’j’%?f

Consejo Departamental de Ma tf_m_é ticas

Oy

M. en C. Alejandro Br'a"vo_!Mojica

TR T



Teorema de Riemann-Roch

Abraham Martin del Campo Sénchez

[F‘ebrero de 2004



A Mabel



“Fl dlgebra es solo geometria escrita.
la. geometria solo dlgebra hecha figuras.”
—Sophie Germain.

“Mejor que de nuestro juicio, debemos fiarnos del cdlculo algebraico.”
—Leonhard Euler.
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es recopilar los preliininares necesarios para presentar el
Teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas, y su prueba. La importancia de este
teorema radica en la clasificacién de dichas curvas, pues relaciona las propiedades de las
curvas de naturaleza puramente algebraica, con las propiedades de naturaleza topoldgica.

El material que se expone en esta tesis esta basado principalmente en el libro Algebraic
Curves, William Fulton [4], en el que se estudian las curvas algebraicas como introduccién
a la geometria algebraica.

El lector de este trabajo de tesis necesita como prerrequisito, un conocimiento basico
de geometria algebraica, de resultados importantes y fundamentales en ella, como son el
Teorema de los Ceros de Hilbert, y el Teorema de Bézout sobre interseccién de curvas
algebraicas.

Durante el primer capitulo de esta tesis se desarrollan preliminares algebraicos, y de
geometria algebraica en general. El segundo capitulo estd dedicado al estudio de cur-
vas algebraicas planas, en el que se asocian estructuras algebraicas a dichas curvas, y se
relacionan estas estructuras con las propiedades geométricas de las curvas. Dado que
el Teorema de Riemann-Roch se cumple para curvas con puntos no singulares, el tercer
capitulo estd dedicado a mostrar que se pueden tomar modelos no singulares de las curvas,
sin perder la informacién algebraica que asociamos en el segundo capitulo. Por iltimo, el
cuarto capitulo es la presentacion y demostracion del Teorema de Riemann-Roch.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Anillos de Valuacion Discreta

Definicién 1.1.1. Sea B un dominio entero, K su campo de cocientes. Decimos que B es
un anillo de valuacién de K, si para cada ¢ € K no nulo, se tieneque r € Boz™' € B (o
ambos).

Proposicién 1.1.1. Sea B un dominio entero, I su campo de cocientes. Si B es amillo
de valuacion de K, entonces B es un anillo local.

Demaostracion. Sea m el conjunto de los elementos que no son unidades de 3, de manera
quezemerzr=00z""¢ B.Siae Byz € m se tiene que ar € m, de lo contrario
(az) ¢ m = (ax)~! € B, y por tanto 27! = a- (az)™' € B = z= ¢ m. Ahora, si tomamos
1,y elementos no nulos de m, entonces zy~! € B o z7'y € B, por ser B anillo de valuacién
de K. Si zy~' € B entonces z +y = (1 + 2y~ ')y € Bm C m, y andlogamente si 2~ 'y € B.
Por lo tanto m es un ideal y por consiguiente B es un anillo local pues fuera de m sélo hay
unidades de B. ]

Definicién 1.1.2. Sea K un campo. Una valuacidn discreta en K es una aplicacién
suprayectiva v : K* — Z (donde K* = K — {0} es el grupo multiplicativo de K) tal
que

1) v(zy) = v(z) + v(y), es decir, v es un homomorfismo de grupos.
2) v(z +y) = minv(z), v(y)]

El conjunto formado por el 0 y todas las z € K" tales que v(x) > 0 es un anillo de
valuacion, llamado el anillo de valuacion de v. Este es un subanillo del campo K. Algunas
veces es conveniente extender v a todo K poniendo /(0) = +oc.

1



2 1.1. ANILLOS DE VALUACION DISCRETA

Definicion 1.1.3. Un dominio entero A es un anillo de valuacion discreta si existe una
valuacién discreta v de su campo de cocientes K, tal que A es el anillo de valuacién de w.

Proposicion 1.1.2. Sea A un dominio entero, y K su campo de cocientes. S5i A es un
anillo de valuacion discreta, entonces es un anillo local, y su ideal mazimal m es el conjunto
{ze K| v(z)>0}

Demostracién. A es un anillo local en virtud de la Proposicion 1.1.1. Ahora, observemos
que »(1) = 0 v esto es porque v(1) = p(1-1) = (1) +¢(l) = v(1) = 0. Veamos
que v(z7!) = —vy(z), y esto sucede porque 0 = v(1) = v(zz~!) = v(z) + v(z™!) lo
cual implica que v(z™') es el inverso aditivo en Z de v(z) por lo tanto v(z~') = —v(z).
Como A es anillo de valuacién de v, entonces los elementos de A cumplen v(z) > 0.
Asi, si u € A es una unidad de A, entonces v(u) y v(u™!) son mayores o iguales a cero.
Dado que v(u) = —v(u™'), y ambos son enteros positivos o iguales a cero, entonces,
v(u) = v(u™!) = 0. Esto es, todas las unidades de A van a dar al 0 bajo v, y viceversa,
todos los elementos que van al cero bajo v son unidades de A. Esto se debe a que si v(z) =0
con x € A entonces 0 = v(1) = v(zz~!) = v(z) + v(z7!) = 0+ v(27!) = »(z!). Como A
es anillo de valuacién discreta, se tiene que v(z™') = 0 = 2! € A. Esto es, r es unidad
en A. Si definimos m = {z € K | v(z) > 0} entonces en A — m sélo hay unidades de A
por lo que m es el ideal maximal. |

Haremos algunas caracterizaciones de los anillos de valuacion discreta (AVD) en el
siguiente lema.

Lema 1.1.1. Sean A un dominio entero, m su ideal mazimal, y K su campo de cocientes.
Si A es un AVD, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Sidos elementos z,y € A tienen la misma valuacidn, entonces los ideales que generan
son el mismo,

i) Si I # 0 es un ideal de A, entonces existen k € N y z € I tales que v(z) = k y
viy) =2k Vyel.

i1i) A es noetheriano.
i) El ideal m es principal.
v) Cada 1deal no nulo de A es una potencia de m.

Demostracion. La proposicién (i) se debe a que, si z,y € A tales que v(x) = v(y), entonces
v(zy~') = 0, y esto implica que # = zy~! es una unidad de A, y por consiguientes (z) = (y).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

Para la proposiciéon (ii) tomamos I # 0 un ideal de A, y sea $(J) la imagen de I bajo
v; como I C A entonces 3(I) C N, por lo que S(J) tiene un primer elemento. Sea k ese
elemento. Por ser v : K* — Z suprayectiva, entonces 3z € [ tal que v(r) = k. Por la
condicién de minimalidad de &k tenemos que Vy € I, v(y) > k. Observemos que Iy € [
tal que v(y) = k + 1 pues, por ser v suprayectiva, existe un elemento z; € A tal que
v(zp) = 1 v entonces tenemos que y = 29 € [ v v(x29) = v(z) + v(zp) = k + 1. Con esto,
junto con el inciso (i), concluimos que los tnicos ideales distintos de 0 en A son los ideales
my = {y € Alv(y) > k}, que forman una cadena tinica m D ma D ms D ..., y por tanto A
es noetheriano, lo que prueba (ii{).

Demostremos (iv): Nuevamente, como v : K* — Z es suprayectiva, 3t € A tal que v(t) = 1.
Como esta t no puede ser unidad de A, entonces t e m, yt~! ¢ Ay v(t™!) = —1. Sea
y € m entonces v(yt~') = v(y) — 1 > 0, lo cual implica que yt~! € A. Asi, y = at para
algin a € A, y por lo tanto y € (t), entonces m C (t). Como ¢t € m = (t) C m, con lo que
hemos mostrado que (t) = m.

Por 1iltimo, como todo ideal no nulo es de la forma my (k > 1), y m = (t) entonces, por
induccién, supongamos que my_; = (t*~1). Sea y € my, entonces v(y) > k > k — 1. Con
esto y € mg_y, lo cual implica que y = at*~! para algiin « € A. Tenemos que a no puede
ser unidad de A. De lo contrario »(y) = v(at*~!) = p(tk=!) = (k - 1)v(t) = k — 1, lo cual
contradice que v(y) > k — 1. Por tanto a € m lo que nos dice que a = a't con a’ € A. Esto
es, y = a't*, esto implica que my = (t*) = m*, Con lo cual (v) queda demostrado. |

Corolario 1.1.1. Si A es un AVD, entonces A es un Dominio de Ideales Principales.

Demostracidn. Por el Lema 1.1.1, sabemos que todo ideal no nulo de A es potencia del
ideal m, y también que m es principal, por tanto, si m = (t) con t € A, entonces claramente
(t") = m", [ |

Lema 1.1.2. Sit es un elemento de A que va a dar al 1 bajo v, entonces para cualquier
elemento z € A no nulo, podemos escribir de modo inico z = ut™ conn > 0 y u una
unidad en A.

Demostracion. Supongamos que z es unidad en A, entonces hacemos z = zt”. Supong-
amos ahora que z no es unidad, entonces z = 2t para algin z; € A. Si z; es unidad,
aqui terminamos la prueba, si no, tenemos que z; = 2ot para cierto zo € A. Continuando
de esta manera, obtendremos una sucesién infinita zj, z9,... con 2 = 2p4it. Como A es
noetheriano, la cadena (2) C (z3) C ... se estaciona. Esto es, (z,) = (2,41) para un cierto
n. Entonces 2,4, = vz, para algin v € A, y por lo tanto z, = vtz, = vi = 1, pero t no es
unidad, lo que nos hace concluir que no podemos formar dicha cadena y por tanto z = ut™
con u unidad en A v n > 0.



4 1.1. ANILLOS DE VALUACION DISCRETA

Para mostrar la unicidad. supongamos que ut™ = vt con u, v unidades en A, y sin pérdida
de generalidad supongamos que n > m. Entonces ut"™™ = v es unidad, pero como t* no
es unidad para ninguna potencia & > 0, entonces n = m. | |

Definicion 1.1.4. Un elemento ¢ como en el Lema 1.1.2 se denomina pardmetro de uni-
formizacion de A.

Sean t y t' pardmetros de uniformizacién, entonces (#') = m = (t). En virtud del
Lema 1.1.2 tenemos t' = ut" con u unidad en A y n entero no negativo, por lo tanto
(t"y = {t™) = m,,. Pero (t') = m por lo que n = 1 y entonces t' = ut. Con esto tenemos la
siguiente observacion.

Observacién 1.1.1. Cualesquiera dos pardmetros de uniformizacion de A son asociados.

Lema 1.1.3. Sean A un AVD, K su campo de cocientes, y t un parametro de uni-
formizacion fijo. Entonces todo elemento no nulo z € K se puede escribir de manera
unica en la forma z = ut™, donde u es unidad en A yn € Z.

Demostracién. Por el Corolario 1.1.1 sabemos que A es un Dominio de Ideales Principales,
entonces A es un Dominio de Factorizacién Unica (DFU). Sea 2 € K un elemento no nulo,
entonces z = ab~' con a,b € A sin factores comunes. Supongamos que también se tiene
z=-cd™! con ¢,d € A también sin factores comunes, entonces debe pasar que ad = be. Por
un lado esto nos dice que b | ad pero b1 a, y esto implica que b | d. Esto es b = de con e € A.
Por otro lado tenemos también que a | be. Como a t b, debe tenerse que ¢ | a. Esto es,
a=cf con f € A. Tenemos entonces que, cd™! = z = ab™! = (cf)(de)™! = (ed™)(fe™).
Dado que A es DFU entonces, cd~' = (cd~')(fe™!). Esto es, fe ™! = u con u unidad en A.
Por el Lema 1.1.2 sabemos que todo elemento no nulo de A lo podemos escribir como
una potencia del pardmetro de uniformizacién multiplicado por una unidad, entonces z =
ab™! = (ut')(vt™)~! = wt'=™, donde u,v,w son unidadesen A, w=w'yn=1l-me
Z. |

Definicién 1.1.5. Sean A un AVD, K su campo de cocientes, t un parametro de uni-
formizacion fijo v z € K un elemento no nulo. Al exponente n del Lema 1.1.3 se le llama
orden de z y lo denotamos n = ord(z). Definimos también ord(0) = oc.

Observacién 1.1.2. Con el orden definido en la Definicion 1.1.5, tenemos que A = {z €
K |ord(z) >0} ym={z € K | ord(z) > 0}.

Con todo lo estudiado hasta el momento, hemos llegado a una forma sencilla de carac-
terizar a los Anillos de Valuacién Discreta (AVD), como mostramos en la siguiente proposi-
cién.
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Proposicién 1.1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A es un Anillo de Valuacidn Discreta.
it) A es un anillo local noetheriano, y su ideal mazimal m es principal.

u1) Existe un elemento irreducible t € A tal que cada z € A ne nulo se puede escribir de
modo inico en la forma z = ut™, con u unidad en A, n un entero no negativo.

Demostracion. La Proposicién 1.1.2, y el Lema 1.1.1 nos indican que (i) = (ii); el Lema
1.1.2 nos demuestra (ii) = (#ii). Por 1ltimo, si tomamos la funcién de orden como en la
Definicién 1.1.5, entonces ord : K — Z U {occ} nos da una una valuacién discreta, lo que
muestra que (2ii) = (2). |

Ejemplo 1.1.1. Los dos ejemplos tipicos de Anillos de Valuacién Discreta son:

1) K = Q. Tomando un primo fijo p, entonces cada = € Q no nulo se puede escribir de
manera tnica en la forma p®y, donde a € Z y tanto numerador como denominador
de y son ambos primos relativos con p. Se define 1,(z) = a. El anillo de valuacién de
vy es el anillo local Zy.

2) K = k(X), donde k es un campo y X una indeterminada. Se toma un polinomio
irreducible f € k[X] y se define vy como en 1). El anillo de valuacién de vy es
entonces el anillo local de k[X] respecto al ideal primo (f).

Proposicién 1.1.4. Sea R un AVD con campo de cocientes K, y M el ideal mazimal de
R. Si S, es otro AVD, cuyo ideal mazimal contiene a M, y R C S C K, entonces S = R.

Demeostracion. Sea Mg el ideal maximal de S, entonces por hipétesis tenemos que M C Mg,
sea z € S tal que z ¢ R, como z ¢ R pero z € K entonces z~' € M (porque R es anillo
de valuacién de K), y por tanto z~! € Mg, lo cual implica que z € K pero z & S por ser
S anillo de valuacién de K, lo cual es una contradiccién, por lo que z € R y por tanto
R=S. [ |

Proposicién 1.1.5. Sea R un AVD con campo de cocientes K, y se designa con ord, la
funcién orden sobre K.

(a) Siord(a) < ord(b), entonces ord(a + b) = ord(a).

(b) Siay,...,an € K, y para algin i, ord(a;) < ord(a;) (todos los j # i). entonces
ap+...+a, #0
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Demostracion. Como ord(a) < ord(b) entonces ord(a) # oo, conlocual a # 0, puessia =0
entonces ord(a) = oo y como no existe z € Z tal que oc < z, y dado que ord : K* — Z es
sobre, entonces b = 0, por lo que ord(a) = ord(b) = oc y no se tendria ord(a) < ord(b);
por lo tanto a # 0. Ahora, dado que a # 0 entonces a~! € K: como ord(a) < ord(b) se
tiene que 0 < ord(b) — ord(a) = 0 < ord(ba™') y por tanto ba~! € R y no es unidad en R,
por tanto ab™! € K.

Si b = 0, entonces ord(a+b) = ord(a+0) = ord(a), y esta demostrada la igualdad. En
cambio, supongamos b # 0, entonces ord(a+b)—ord(b) = ord((a+b)b™!) = ord(ab™'+1) =
ord(ab~')+ord(1) = ord(ab™?') = ord(a)—ord(b). esto se reduce a que ord(a+b)—ord(b) =
ord(a) — ord(b), por lo tanto ord(a + b) = ord(a).

Para demostrar la segunda parte, tomemos como hipétesis un nimero finito de elemen-
tos aj,....a, € K tal que para alguna 7 se cumple que ord(a;) < ord(a;) si i # j; entonces,
al igual que en la primera parte de esta demostracién, se tiene que ord(a;) # oo = a; # 0,
supongamos sin pérdida de generalidad que a; es tal que ord(a;) < ord(a;) coni = 2,...,n,
y supongamos también que a;+. . .+a, = 0, entonces, al ser a; no nulo, y seab = as+...+a,
entonces b = —ay, pero también se tiene que ord(b) > min{ord(a;)} > ord(a;), y por la
primera parte de esta proposicién, tenemos que ord(ay) = ord(a; + b) = ord(a; — a;) =
ord(0) = oo, con lo cual tenemos que ord(a;) = oc, que es una contradiccién. Por lo tanto
ay+...+ap #0. =]

Proposicion 1.1.6. Sea R un AVD cuyo ideal mazimal es M, y campo de cocientes K.
Supongase que eriste un campo k subanillo de R, tal que la composicién k — R — R/M
es un isomorfismo de k con R/M. Entonces:

(a) Para todo z € R, existe un inico A € k, tal que z — )\ € M.

(b) Sit es un pardmetro de uniformizacion para R, y z € R. Entonces para cadan >0
existen Mg, A1, ..., An € k y 2n € R tinicos, tales que z = Ao+ At +Aat> +. . .+ At™ +
znt'n.+i :

Demostracidn. (a): Sea z € R y tomemos su clase z + M € R/M, como la inclusién
seguida del paso al cociente es un isomorfismo entre k y R/M, entonces existe un 1nico
A€ktalque A\+ M = z+ M, por lo tanto z — X\ € M.

(b): La demostracién de la existencia serd por induccién sobre n, entonces para
n = 0, dado que z € R, gracias al inciso (a) tenemos que existe un unico Ag € k tal
que z — A\g € M, por ser t un parametro de uniformizacioén, entonces z — Ag = zgt con
zp € R, entonces z = Ay + zpt. Supongamos ahora que la proposicién es cierta para n = s,
entonces existen A,...,As € ky zs € R tales que z = Ao + Mt + ... + At® + 255t
como z; € R, por el inciso (a) existe un inico ;41 € k tal que z, — A € M, entonces
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Zs — As+1 = 2s41t con cierta zg4; € R, entonces zg = Asy1 + zs41t, por lo tanto z =
A F Mt 4o At + Dspr + 21t = Ao+ Mt 4.+ At® + A t™H + 20512 0
cual concluye el paso inductivo.

Para demostrar la unicidad: supongamos que existe n tal que Mg+ At + ... + A" +
znt™t =z = My + Mt +. . 4+ A"+ 2L t" ] sea 1 = Ai — AL, y Wa = 24 — 2}, por lo tanto
Yo + Yt + ...+ Yut" + wat™! = 0, donde cada y; € ky w, € R. Si~y; = 0 para toda 1,
entonces wy,t"*! = 0, por ser ¢ pardmetro de uniformizacién, entonces w, = 0, con lo cual
zp =z, ¥ A = Al para toda i, y terminamos.

Ahora haremos el caso en que 7; # 0 para alguna . Primero observemos que por estar
v € k,y k= R/M, si v # 0, entonces ord(y;) = 0, pues y; es unidad; ahora veamos que
ord(wpt™) = ord(wy) + ord(t"*!) = n+ 1 + ord(wn) > n + 1, pues ord(wy) > 0 porque
w, € R. Supongamos que v; # 0 para algunas i, sea A = {y;,,-..,%,} C {70:---+ 7}
tal que ;, # 0 para toda j, y i; < ij43 con j = 1,...,7 — 1, ademds v = 0si v ¢ A.
Entonces 0 = v, t" + ... + 7, t" + w,t"*!, como ord(y;,t") =iy < i; (j = 2,...,7),
entonces ord(vy;, t"') < ord(y;;t') con i; # i1, y también ord(y;,t"*) < n < n + 1, entonces
ord(i,t") < ord(wnt™*!), por la Proposicién 1.1.5 tenemos que 7;,t'* + ... 4 ¥, t'r +
wnt™*! # 0, lo cual es una contradiccién, por lo tanto 4; = 0 para todo i. =]
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1.2. Cambio de Coordenadas

Dado un conjunto cualquiera V' (no vacio), y k un campo, indicaremos por I(V. k) al
conjunto de todas las funciones de V' en k. El conjunto S(V, k) tiene estructura de anillo
con las operaciones usuales: si f, g € (V. k), (f+9)(z) = f(z)+g(z), (f9)(z) = f(z)-9(z),
para todo z € V. Comiinmente se identifica k con el subanillo de $(V, k) formado por
todas las funciones constantes.

Denotemos con A™, al espacio afin de dimension n. A lo largo de esta seccién enten-
deremos por variedad, a una variedad algebraica afin.

Definicién 1.2.1. Si V C A" es una variedad, una funcién f € 3(V,k) se denomina
funcién polinomial si existe un polinomio F € k[X),...,X,] tal que flay,...,an) =
F(ay,....a,) ¥ (ay....,an) € V.

Las funciones polinomiales constituyen un subanillo de S(V, k) que contiene a k. Dos
polinomios F, G determinan una misma funcién si y sélo si (F — G)(ay,...,a,) =0 para
todo (ai,....an) € V, es decir, (F — G) € I(V). Recordemos que el anillo coordenado
para un conjunto algebraico V C A" se define como I'(V') = k[X1,...,Xy]/I(V). Entonces
podemos identificar a I'(V') con el subanillo de S(V, k) formado por todas las funciones
polinomiales de V.

Definicién 1.2.2. Sean V C A", W C A™ variedades. Una funcién ¢ : V — W se
denomina aplicacién polinomial si existen polinomios T, ..., Ty, € k[X1,..., X,] tales que
play,...,an) = (Ti(a1,-..,an), ..., Tm(ay, .., an)) para todo (ai,...,an) € V.

Una funcién ¢ : V — W induce un homomorfismo @ : (W, k) — S(V, k), donde
@(f) = fop. Si g es una aplicacién polinomial, entonces @(I'(W)) < I'(V), por lo
tanto ¢ se restringe a un homomorfismo (también designado por @) de (W) a ['(V); y
si f € T'(W) es la I(W)—clase residual de un polinomio F, entonces §(f) = fop es la
I(V)—clase residual del polinomio F(T1,...,Tn)-

Proposicién 1.2.1. Sean V C A", W C A™ wvariedades afines. Eriste una corresponden-
cia natural uno a uno entre las aplicaciones polinomiales ¢ : V.— W y los homomorfismos
¢ : (W) — (V). Una tal aplicacién p es la restriccion de una aplicacion polinomial
de A™ en A™.

Demostracion. Supdngase que « : I'(W) — I'(V) es un homomorfismo. Elijamos T; €
k[X1,..., Xy tales que a(X;) = Tj, i = 1,...,m y donde X; denota a la I(W)—clase
de X;, y T, denota a la I(V)—clase de T;. Entonces T' = (T},...,Ty;) es una aplicacién
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polinomial de A™ en A™, que induce T : T(A™) — I'(A™), es decir T : k[X1, coey X —
k[Xy,...,Xy). Por lo que tenemos T(I(W)) C I(V), y por lo tanto que T(V) C W, luego
T se restringe a una aplicacién polinomial ¢ : V — W. Y por la construccién tenemos
que @ = a. Dado que conocemos la manera de construir ¢ a partir de ¢, la demostracién
queda terminada. |

SiT = (T1,...,T,) es una aplicacién polinomial de A™ en A™, y F € k[X,,..., Xy,
escribiremos FT = F(T},...,Ty,). Para ideales I y conjuntos algebraicos V de A™, desig-
naremos por I7 al ideal de k[X1, ..., X,] generado por {FT | F € I}y por VT al conjunto
algebraico T-1(V) = V(IT), donde I = I(V).

Definicién 1.2.3. Un cambio de coordenadas afin en A™ es una aplicacion polinomial
T =(T,...,T,) : A™ — A" tal que cada T, es un polinomio de grado 1, y que T es
inyectiva y sobre.

Con esta definicion podemos escribir T; = 3~ a;;X; + ai0, entonces podemos ver a T
como una composicién de una transformacion lineal seguida de una traslacion, es decir,
T=T"oT', donde T’ es de la forma T} = ) a;;X; y T" es de la forma T} = X; + ajo.

Como toda traslacién posee una inversa (que es también una traslacién), es claro que
T es inyectiva y supra si y sélo si T" es invertible.

Sean P = (aj,...,a,) y Q = (by1,...,b,) dos puntos distintos de A". La recta deter-
minada por Py @ se define por

{(al +t(by — a1),...,an +t(bp —an)) | tE€ k}

Proposicién 1.2.2. Sean P, P' € A? y L,, Ly dos rectas distintas que pasan por P; L}, L}
dos rectas distintas que pasan por P'. Entonces eziste un cambio de coordenadas afin T
de A? tal que T(P) =P yT(L;) =L, (i=1, 2).

Demostracion. Sean Q; € L; y Q: € L. (i =1, 2) puntos en cada recta distintos de Py
P', entonces
Li=P+t(Q1—P) v La=P+1(Q2—P)

con t; € k (i =1, 2), andlogamente podemos escribir
Li=P+si(Qi—P) y Ly=P +5(Q;-P)

cons; €k (i=1,2).
Supongamos que las coordenadas de cada punto que elegimos son: Q1 = (by.b), Q2 =
(c1,¢2); @ = (B1,52), @5 = (11,72)- Sea T} el cambio de coordenadas que manda a la
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Figura 1.1: Cambios de coordenadas Ty y T

terna canodnica {(0.0). (1,0), (0,1)}, en la terna {P, Q1. @2}, dicha T} la podemos pensar

como Ty = Az + P, donde
A=(bl—a1 Cl—ar)
bg—ag c2 — az

y z = (X,Y) el vector de indeterminadas; andlogamente, sea T el cambio de coordenadas
que manda a la terna canénica en la terna {P’', @}, @5}, entonces también Tp = Bx + P,

donde
B=(ﬁ1—0f: M- )
Ba—ay m2—m
Como L; # Ly, entonces A es invertible, y también, dado que L{ # L), también B resulta
invertible, entonces el cambio de coordenadas T que buscamos, es la composicion T3 0 Tl'l,
es decir, como 7;! = A~z — A~!(P), entonces T = T o Ty = B(A™'z— A7} (P))+ P' =
BA='z — BA"Y(P) + P'.

Claramente T(P) = P, como Ty '(Q;) = (1,0) y T7(Q2) = (0,1), entonces para
cualquier punto (P + t;(Q; — P)) € L; tenemos que T(P + t,(Qy — P)) = To(Ty (P +
t(Q1 = P))) = To(Ty ' (P) + Ty H(Q1) — 1Ty H(P)) = T2((0,0) + 1(1,0) — £1(0,0)) =
P'+ Q] — t1P' € LY, con lo cual T(L;) = L), y un argumento analogo muestra que
T(Ly) = L. | |
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1.3. Funciones Racionales y Anillos Locales

En adelante, nos referiremos a una variedad algebraica afin irreducible, simplemente
como variedad afin; por tanto, su anillo coordenado siempre lo tomaremos como un dominio
entero.

Definicién 1.3.1. Sea V' una variedad afin, y I'(V') su anillo coordenado. Definimos el
campo de funciones racionales de V como el campo de cocientes de ['(V'), y lo denotamos
con k(V'). Un elemento de k(V) es una funcién racional de V.

Definicién 1.3.2. Sea V una variedad afin, P € V' y f € k(V), diremos que f estd definida
en Psiparaa,be'(V), f=a/b, y b(P)#0.

Notemos que puede haber distintas maneras de escribir f como cociente de polinomios;
f estara definida en P si es posible hallar un “denominador”que no se anule en P.
Si I'(V) es un DFU, entonces la representacién de f sera tinica salvo unidades.

Definicién 1.3.3. Sea P € V. Definimos el anillo local de V' en P, que denotamos con
Op(V), como el conjunto de todas las funciones racionales sobre V que estdn definidas en
P

Observacién 1.3.1. Es claro que Op(V) es un subanillo de k(V) y que se tienen las
siguientes contenciones:

k c T(V) C Op(V) C k(V).

Definicién 1.3.4. El conjunto de puntos P € V en los que la funcién racional f no
estd definida se llama conjunto de polos de f.

Proposicion 1.3.1. (1) El conjunto de polos de una funcion racional sobre V', es un
subconjunto algebraico de V.

() I(V) = N Op(V)

Demostracién. (1): Supongamos V C A™. Para cada G € k[X),...,Xy], designemos por
G la clase de equivalencia de G en I'(V). Sea f € k(V) y consideramos J; = {G €
k[Xi,...,X,] | Gf € I'(V)}. Lo primero que mostraremos es que Jy es un ideal de
k[X1,....Xn] que contiene a I(V).

Sean G y G2 en Jy, entonces G\f y Gof estan en I'(V) y por tanto (G + Ga)f =
(Gy + G2)f = Gif + Gaf que esta en I'(V), lo cual implica que Gy + G2 € Jy;
ahora, sea G € Jy y G' € k[Xy,..., Xy,], entonces G’ € I'(V), observemos que
(G'G)f = (G'G)f = G'(Gf) € I(V), con lo cual G'G € Jy. Que I(V) C Jy es
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inmediato pues en I'(V) tenemos I(V) = 0 v evidentemente IV)f = 0f = 0 que
esta en I'(V).

Los puntos de V (Jr) son exactamente los puntos en los que f no esta definida, porque
si pensamos a f como el cociente ab™! con a,b € I'(V), entonces la clase de los ele-
mentos de J¢ en I'(V') son elementos de la forma be con ¢ € I'(V), pero b € Jy, por
lo que, si P € V(Jy), entonces Vg € Jy se tiene g(P) = 0 = b(P)c(P) = 0 como
I'(V') es dominio entero, y b € Jy entonces b(FP) = 0. Hemos mostrado que V(.Js) es
el conjunto de polos de f y por tanto hemos mostrado (1).

(2): Si f € Npey Op(V), entonces f esta definida en todo V, por tanto V(Js) = @,
por el Teorema de los ceros (Nullstellensatz) de Hilbert débill, 1 € J; = 1f = f €
L(V) = Npey Op(V) € T(V), y como ya habfamos observado, I'(V) € Op(V') para
todo P € V, por lo tanto, (V) = Npey Op(V).

|

La prueba del inciso (1) en la Proposicién anterior nos motiva a la siguiente definicion.

Definicién 1.3.5. Sea f € Op(V), definimos el valor de f en P, que denotaremos f(P).
de la siguiente manera: escribimos f = ab™!, con a,b € I'(V) y b(P) # 0, sea f(P) =
a(P)b~1(P).

Observacién 1.3.2. El valor de f en P estd bien definido, pues en I'(V) se tiene que
a~cea—c€I(V)yb~de b—de I(V), entonces d(a—c)+(—c)(b—d) = ad—be € I(V).

Proposicién 1.3.2. El conjunto Op(V) es un anillo local y mp(V) = {f € Op(V) |
f(P) =0} es su ideal mazimal, ademds, Op(V)/mp(V) = k.

Demostracién. Si nos fijamos en el homomorfismo de valuacion de Op(V) — k que
manda f — f(P), entonces mp(V) es el micleo de éste homomorfismo, por lo tanto
Op(V)/mp(V) = k.

Si tomamos un elemento g € Op(V) — mp(V) entonces g estd definida para todo P € V,
y ademés g(P) # 0 para todo P € V por lo que si escribimos a g como un ab™!, entonces
su inverso seria ba~! que estd bien definido en V. Por lo tanto Op(V) es anillo local y su
ideal maximal es mp(V'). |

Proposicién 1.3.3. Op(V) es un dominio local noetheriano.

'[4) Fulton W., Algebraic Curves, pag. 20.
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Demostracion. Gracias a la Proposicién 1.3.2 bastard sélo con probar que todo ideal [
de Op(V) es finitamente generado. Por el Teorema de la Base de Hilbert?, sabemos que
kX, ..., Xn] es noetheriano, y el N ullstellensatz® nos dice que tenemos una corresponden-
cia biyectiva entre ideales primos de k[X, ..., X;,| v las variedades algebraicas irreducibles,
por lo tanto, I'(V') es noetheriano. Escogemos generadores fi, ..., fr para el ideal INT(V).
Afirmamos que f),..., fr generan a I como ideal de Op(V), puesto que si f € I € Op(V),
existe un b € I'(V) con b(P) # 0y bf € ['(V); por lo tanto bf € I'(V) N I, entonces
bf =Y aifi, cona; € T(V), y por tanto f = 3 (a;/b;)fi, como se afirmaba. | |

Este anillo local juega un papel importante en el estudio moderno de las variedades al-
gebraicas. Todas las propiedades de V' que dependen de una vecindad de P (las propiedades
locales) se reflejan en el anillo Op(V).

Proposicién 1.3.4. Sea T : A™ — A™ un cambio de coordenadas afin, T(P) = Q,
entonces T : Og(A") — Op(A") es un isomorfismo, y ademds, si P € V entonces T
induce un isomorfismo de Oq(VT) a Op(V).

Demostracién. Recordemos que Og(A?) = {f'/g" | f.¢' € k[X,Y],¢'(Q) # O}, y
Op(A%) = {f/lg | f.9 € kIX,Y], g(P) # 0}; y que T es de la forma T = (T1,T3),
con T; aplicaciones polinomiales. Entonces podemos considerar las composiciones f'oT =
f(T1.T2) y ¢'oT = ¢'(T1,T2). Asi, dado f'/¢' € Og(A?), la composicién con T nos define
un nuevo cociente I,T:::, este cociente estd en Op(A2), pues g0 T(P) = ¢'(Q) # 0, entonces
el cociente %‘ estd definido en Op(A?).

Para ver que es inyectivo, sea f'/¢’, f"/g" € Og(A?) tales que L,—f , entonces
(ffoT)g"oT) = (f"oT)(g oT), y por las propiedades de la composmwn tenemos
f'g"oT = f"¢"oT, como T es inyectiva y suprayectiva, entonces f”g" = f'g”, con lo
cual f'/g = f"/¢", y por tanto la composicién con T es inyectiva. Para ver que es
suprayectiva, tomamos f/g € Op(A?), como T es cambio de coordenadas, entonces T es
invertible, por consiguiente 9:1% € Og(A?), pues go T71Q) = g(P) # 0; y claramente

ol Y)oT _ f |
(goT-1)eT g’
Proposicién 1.3.5. Sea {P, ..., P.} un conjunto finito de puntos de A™. Ezisten en-
tonces polinomios F\,..., Fy € k[X1,..., Xy] tales que F;(P;) =0sii# j y F;(P) = 1.

Demostracion. Sea {P, = (au,...,am)}}=, con a;s € k, un conjunto finito de puntos de
n ™
A" Sea f= 3 (H (X5 — au-)), y observemos que f se anula en todos los P, es decir,

2[4] Fulton W., Algebraic Curves, pag. 13.
%[4] Fulton W., Algebraic Curves, pag. 21.
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f(P)=0parat=1,...,r,y basados en esto, definamos

n tl:[l{xj — ;)

WX vsiin) = —_—

y observemos que entonces fi(P;) = 0sii # t, v fi(P) # 0, sea by = fi(P;), entonces
definamos F;j(Xy,..., X,) = br-‘if,-(Xl, ..., Xn). Notemos que con F; asi definida se tiene
que Fi(P;) = b;lf,-(P,-} = hi_lb,- =1y sii#t setiene que Fj(P) = b;l_f,-(Pt} = bi_l ‘0=
0. =

Proposicion 1.3.6. Sean I C J ideales de un anillo R, existe un homomorfismo candnico
de anillos de R/I sobre R/J.

Demostracion. Sea ¢ : R/I — R/J definida por ¢(x + I) = x + J para cada = € R, esta
¢ que damos esta bien definida porque sise tienez+ I =y+ 1=z —y e l,como I CJ
entonces x — y € J, por lo tanto  +.J = y+ J. ¢ es suprayectiva porque si z +J € R/J
entonces sea z’ cualquier representante de z + J, entonces p(z’' +I) =2'+J=z+J. B

Proposicién 1.3.7. Sea I un ideal de un anillo R, y R subanillo de otro anille S; existe
un homomorfismo natural de anillos de R/I en S/IS.

Demostracion. Como en la proposicién anterior, sea ¢ : R/I — S/IS definida por ¢(x +
I) = x+18; sélo hay que ver que ¢ esta bien definida. Siz+1=y+I=z—y € I, como
I C IS entonces ¢ —y € IS, por lo tanto  + IS =y + IS. n

Proposicién 1.3.8. Sean P = (0,...,0) € A", O = Op(A"), m = mp(A"). Sea I
el ideal (X1,...,Xyn) C k[X1....,X,]. Entonces se tiene que IO = w, y por lo tanto
I"O =m", para toda r € Z.

Demostracion. Sea f € k[Xi,....X,] tal que f € I, si descomponemos a f como f = fo+
fi+...+ fq donde los f; son polinomios homogéneos de grado i, entonces f € I = foy =0,
por lo tanto, si F € IO entonces F = f -g con f €Iy h,ge€k[X,....,Xn] y g(P) =0,
como F(P) = f(P) - %E—‘;% =0- ::“’: = 0, entonces IO C M. Sea % € M, entonces
h(P) =0y g(P)#0con h,g € k[X,...,Xp,], por lo tanto h € I, pues h(P) = 0, entonces
g =h- é conhely é € O, por lo tanto M C IO y entonces M = IO. Observemos que
M"™ = (I0)" = I"O", como O es anillo conmutativo con 1, entonces claramente se tiene
que O" C O;seax € @, entonces = 1"z, por lo tanto z € O y entonces O" = O. Por
lo tanto M"™ = (JO)" = I"O" = [7O. B
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Proposicion 1.3.9. Sean I, J ideales de un anillo R. Supdngase que I es de generacion
finita y que I C Rad(J), entonces I C J para un cierto n.

Demostracion. Sean ay,...,am € I los generadores de I, es decir, I = (ay,...,a;). Como

I C Rad(J) entonces Vi € {1,...,m} existe n; € N tal que a]* € J. Sea entonces

r = max{n;} y sean = mr. Entonces I" est4 generado por el conjunto {a{" -a3*-...-a%" |
iz @ =n}.

Sea z = a}"' -a3*-...-af un generador de /™, como y |- @; = n = mr, entonces algin

a; debe ser tal que a; > r, pues si todos los exponentes fueran menores que r, entonces

o < 30, r=mr, lo que implica que af* - ... - a2 no seria generador de I". Por

[2¢ r—rn n Ty o,
lo tanto ey, > r, por lo tanto a‘-u"’ = a;, - at.o"’, y como aiu" € .J, entonces al-a'“ € J,
y por tanto x € J. Como la demostracion fue para cualquier generador de I™, entonces

mc.J. |

Lema 1.3.1. Sean I, J ideales de un anillo R, entonces Rad(I + J) = R si y sélo si
I+J=R.

Demostracion. Si I + J = R, dado que I C Rad([) para cualquier ideal I, entonces
R C Rad(I+J) C R, por lo que Rad(I +J) = R. Supongamos ahora que Rad(I +.J) = R,
esto es equivalente a que Rad(] + J) = (1), de la definicién del radical tenemos que
1=1" € I + J para algin n > 0, por lo tanto I +J = (1) = R. |

Recordemos que dos ideales I, J de un anillo R, son comaximales si y sélosi [+J = R.

Proposicién 1.3.10. Sea k algebraicamente cerrado, y sean I, J C k| X,,..., Xy] ideales.
Entonces I, J son comazimales si y sélo st V(I)(V(J) = @.

Demostracion. Sea R = k[Xy,...,X,|. Supongamos que I, J son comaximales, entonces
VIHNV(J)=V{I+J)=V(R)=@.

Supongamos ahora que V(I)(|V(J) = @, entonces V(I + J) = @, entonces I(V (I +
J)) = I(@) = R, entonces Rad(I + J) = R, por el Lema 1.3.1 tenemos que / +J=R. W

Lema 1.3.2. Sean I, J ideales comarimales de un anillo R, entonces I + J" = R. Mads
ain, I" y J™ son comazimales para toda m, n.

Demostracién. Haremos la prueba por induccién, y para n = 1 entonces I + J = R por
hipétesis. Supongamos que se cumple [+ J™ = R, y necesitamos probar que I +J"*! = R.
Como I + J™ = R entonces (I + J")J = JR = J, entonces I.J + J**! = J, pero con esto
se tiene que I+ J" 4+ [J = J+ T = R, pero I +J*' + IJ = I+ J"*"! porque IJ C I, en
particular IJ € I+ J"*!. Por lo tanto I + J"*! =T+ J""! 4 IJ = R, con lo que I + J"
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son comaximales. Que I™, y J™ sean comaximales se sigue de usar esta primera parte, ya
que I™ y J son comaximales, por tanto I™ y J™ son comaximales. [ |

Proposicién 1.3.11. Sean Iy,..., Iy ideales de un anillo R, supdngase que I; y J; = _ﬂ_f,-

i#]
son comazimales para todo i. Entonces IV (... = (L -...-In)* = (L[)...NIn)"
para todo n.

Demostracién. Primero hay que observar que si [;, J; son comaximales, entonces [; e [;
también son comaximales para toda j # i. Como [; + J; = R, entonces ([; + J;) + I; =
I +{J; + I;) = R+ I; = R para toda j # i, pero en ese caso J; C I; entonces J; + I; = I;
para toda j # i, por lo tanto I; + I; = I; + (J; + I;) = R para toda j # i, por tanto I; y I;

son también comaximales. Por lo tanto, I1(...Inv =11 -...-IN.
Ahora observemos que (It (... In)" = (Iy-...-In)" = I -...- I}, por el Lema 1.3.2
tenemos que Iy -... I =IP ... I} o

Proposicién 1.3.12. Sea I un ideal de k[X,,...,Xy|, (k algebraicamente cerrado), y
supdngase que V(I) = {Py,..., Pn} es finito. Sea O; = Op,(A™). Entonces existe un

N
isomorfismo natural de k[X,, ..., X,]/I en x O;/10;.
=1

Demostracion. Sean I; = I({P;}) C k[X\,...,X,] ideales maximales distintos que con-
tienena I,y R = k[X,,...,X,)/I,y R = O;/I0;. Por la Proposicién 1.3.7, el homomor-

N
fismo candnico ¢; de R en R; induce un homomorfismo p de R en _le,-‘
=

Por el Nullstellenzats tenemos que

N
Rad(I) = I({Py,...,Px}) = L

=1

por lo tanto, de la Proposicién 1.3.9 tenemos que (()1;)? C I para un cierto d. De la

Proposicién 1.3.10 sabemos que () I; e I; son comaximales, entonces de la Proposicién
i#]

OH=-...- N = (L) c I
Por la Proposicién 1.3.5 podemos escoger F; € k[X,,...,Xy], tal que Fi(P;) = 0sii # j,
Fi(P,) =1. Sea E; = 1 — (1 — F#)4, Nétese que E; = F2D; para algiin D;, por lo tanto

Eiclfsii#j,y
1-> Ei=(01-E;)-Y Ee[|lfcL
i i#]

1.3.11 se sigue que
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Si llamamos e; a la clase residual de E; en R, tendremos que e? =ej eej=0sii1#],y
ZE; =13

Afirmacién 1. Si G € k[X,,...,X,), y G(P) # 0, eriste un t € R tal que tg = e;, donde
g es la I—clase residual de G.

Supuesta esta afirmacién por el momento, mostraremos que ¢ es un isomorfismo:

@ es uno a uno: Sip(f) = 0, entonces para cada i existe un Gj con G;(P;) # 0y GiF € 1
(donde f esla I—clase residual de F'). Sea t;g; = e;. Entonces f=13e;f =5 tig;f =0.

¢ es suprayectiva: Como E;(P;) = 1, ¢(e;) es unitario en R;; ademds, ya que p;(e;)pile;)
= yileie;) = 0 si i # j, entonces p;(e;) = 0 para i # j. Ademds pi(e;) = @i(}_e;) =
vi(1) = 1. Supongamos ahora z = (ay/s1,...,an/sy) € xR;. En virtud de la Afirmacién
1, podemos escribir t;s; = e;: entonces a;/s; = a;t; en R;, por lo tanto ;(} tjaje;) =
pi(tiai) = ai/si, y p(3 tjase;) = 2.

Para probar la Afirmacién 1. supondremos que G(F;) = 1. Sea H = 1—-G. Observemos
que (1-H)(E;+HE;+...+H%'E;) = E;— HYE;, entonces H € I;, por lo tanto HYE; € I.
Ademés g(e; + he; + ... + h9le;) = e;, como desedbamos. [ ]

-
Corolario 1.3.1. dimg(k[X1....,X5]/T) = 3 dimy(O;/10;).

Corolario 1.3.2. Si V(I) = {P}, entonces k|X1,...,Xn]/I es isomorfo a
Op(A™)/10p(A™).

Proposicién 1.3.13. Sea V una variedad de A", I = I(V) C k[X1,..., Xy, PE V y
J un ideal de k[X1,...,X5] que contenga a I. Sea J' la imagen de J en I'(V).  Existe
un homomorfismo candnico ¢ : Op(A™)/JOp(A™) — Op(V)/J'Op(V). Ademds ¢ es un
isornorfismo. En particular Op(A™)/IOp(A™) es isomorfo a Op(V).

Demostracién. De la definicién de Op(A”™) y la de Op(V), tenemos el homomorfismo
candnico v entre ellos, que estd dado por el paso al cociente de k[X},...,X,] en [(V), la
Proposicién 1.3.7 nos asegura la existencia del homomorfismo canénico ¢, el cual también
sabemos que es suprayectivo. Es inyectivo, pues si fg~! + JOp(A"™) € Ker(yp), entonces
o(fg ' +JOp(A™) = (f+I/g+1)+J'Op(V) € J'Op(V), entonces f+1/g+1 € J'Op(A™),
como J'=J +1I € T'(V), entonces f/g € JOp(A"). =]

Proposicién 1.3.14. Si @ es un anillo local con ideal mazimal m, ezxiste una sucesion
ezacta natural de O—mddulos

00— mn/mn+1 — O/mn+l —’O/ITI“ —0
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Demostracidn. Sea i : m"/m"t! «— O/m™! la inclusién. Sea ¢ : O/m™1 — O/m"
definida por ¢(z + m™*!) = 2z + m™, que manda a cada representante de una clase en
O/m™*! a su respectiva clase en (9/m", claramente @ es supra, y también i es inyectiva,
pues simplemente es la inclusién. Observemos que Imi = Ker ¢, pues si z+m"*! € Imi,
entonces z € m™, con lo que ¢(z+m"*1) = 0y por lo tanto Imi C Kerp. Ahora tomemos
r+m"t! € Ker g, entonces z € m™, y por tanto  +m"*! € Imi. Por lo tanto tenemos
la siguiente sucesion exacta:

i P mn/mn-l-l LN O/mn+1 o O/m* — 0.

Proposicion 1.3.15. Sea

0 v S v 0

una sucesion exacta de espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo k. Entonces
dim V' +dim V" = dimV .

Demostracion. Sabemos que dim V' = dim (Im(p)) + dim (Ker(p)), como ¢ es suprayec-
tiva, entonces dim (I'm(yp)) = dim V", y por la exactitud de la sucesién tenemos que
Ker(p) = Im(3), por lo tanto dim V = dim V"+dim (Im(z)). Notemos que dim (Im(3)) =
dimV' — dim (Ker(v)), como 1 es inyectiva, entonces Ker(y)) = 0, luego dim (Im(¢)) =
dimV'. Por lo tanto dimV =dim V" +dim V. |

Proposicién 1.3.16. Sea I = (X, Y) C k[X, Y], entonces

_n(n+1)

T2

Demostracién. La demostracién la haremos por induccién. Para n = 1 tenemos que

k[X,Y]/I = k, pues cualquier polinomio f(X,Y) € k[X,Y] lo podemos escribir como

fX,Y) = f(X,Y)— f(0,0)+ £(0,0), pero f(X,Y)— f(0,0) € I, y £(0,0) € k. Por lo tan-

to k[X,Y]/I 2 k, pues la funcién que manda a un polinomio a su término constante resulta

ser el isomorfismo, y como dimy (k) = 1, entonces hemos demostrado la base inductiva.
Ahora supongamos que dimy(k[X,Y]/I"') = 1+2+ ...+ (n— 1), y tomemos la

siguiente sucesion:

dimy(k[X, Y]/I") =1+2+4---+n

=1/ L kX, Y)/I" s k[X,Y]/I" ———0

0

donde i es la inclusion, y ¢ es el homomorfismo canénico que toma un representante de
una clase en k[X,Y]/I" y lo manda a su respectiva clase en k[X,Y]/I""!, que estd bien
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definido dado que I™ C I™!. Esta sucesién es exacta, pues claramente la inclusién es
inyectiva. Tenemos que ¢ es suprayectiva, pues si f + I""' € k[X,Y]/I""!, entonces
o(f+I") = f+I"1. Si f+I" es tal que o(f + I™) € "}, entonces f € I™™!, por lo
tanto f + I € I""1/I™, con lo cual Im(i) D Ker(g), y la otra inclusién es evidente.

Observemos que dimy(I"~'/I™) = n, pues sea A el conjunto de monomios A =
{Xiy"1-" | i=0,1,...,n—1}, y A’ el conjunto de I"—clases de A, es decir, A’ =
{X'y"1=t4 " | i=0,1,...,n— 1} que es una base de /"~!/I"™, pues a un polinomio
f(X,Y) € I, por tener términos de grado al menos n — 1, lo podemos pensar como
fXY) = fat(X,Y) + fu(X,Y) + ... + f(X,Y), donde f;(X,Y) son polinomios ho-
mogéneos de grado i, y m es el grado de f; entonces la I™—clase residual de f(X,Y) es la
clase de f,—1(X,Y), y como los elementos de A generan a f,,—1(X,Y), y claramente son
independientes, entonces A’ es una base para I"~!/I", y cuya cardinalidad es n.

Por la Proposicién 1.3.15 tenemos que

dimy(k[X,Y]/I") = dimy(k[X, Y]/ I 4 dimp (T /I =142+ ...+ (n—1) +n,
lo que concluye el paso inductivo. E

Observacién 1.3.3. Sea R un anillo, y k un campo que es subanillo de R. Si M es un
ideal de R, entonces M™ /M™*) es un R—mddulo, y por lo tanto, también es un k—mddulo.

La observacién anterior justifica la siguiente proposicién.

Proposicién 1.3.17. Sea R un Anillo de Valuacion Discreta con ideal mazimal M, y
campo de cocientes K, y supongamos que existe un campo k subanillo de R, tal que la
composicion k — R — R/M es un isomorfismo de k con R/M. Entonces

(1) dimp(R/M™) = n para todo n > 0.
(2) dimi(M™/M™*1) =1 para toda n > 0.
(3) Sea z € R, si (z) = M™ entonces ord(z) = n, y por lo tanto ord(z) = dimy(R/(z)).

Demostracién. (1): Para n = 1 tenemos que R/M = k, por lo tanto dimy(R/M) =
dimg(k) = 1.

Sean t € M un pardmetro de uniformizacién de R, y z € R. Por la Proposicién 1.1.6,
sabemos que existen tinicos Ag, A1,.... An € ky 2, € R, tales que z = A+ Mt + ... +
Ant™ + zt™ 1. Dado que Apt™ + z,t" ! € M™, entonces la clase de z en R/M™ es la clase
de Ap+Ajt+...+ A1t L, que es la suma de las clases de cada uno de los sumandos, pero
por ser t parametro de uniformizacién, entonces M™ C M,y cada A\it' con 0 <i<n-—1
no pertenecen a M™ = ("), por lo que la clase de A;t' es distinta de )tjtj para i # j. Por
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lo tanto B = {1, £,..., "1} es una base de R/M", donde la barra denota la M"—clase
residual. Como hay n elementos en B, entonces dim(R/M™) = n.

(2): Por la Proposicién 1.3.14, para cada n podemos considerar la sucesién exacta:

0 R/M™ 0.

Mn/Mu+l

R/ﬂ'[’H-]

Y entonces, de la Proposicién 1.3.15, tenemos que
dimg(R/M™) = dimg(R/M™) + dimy(M™ /M™1).
De la primera parte de esta demostracion, tenemos que
dimp(R/M™) = n 41 y dimy(R/M") = n,

por lo tanto
n+1=n+dimg(M" /M),
de lo que tenemos que dimy(M™/M"+1) = 1.
(8): Seaz € Rtalque (z) = M™, seat € M un parametro de uniformizacién, entonces
(z) = (t") = M", por tanto z = ut™, con u € R unidad, por la definicién de ord(z),

tenemos que ord(z) = n. Por el inciso (1) tenemos que ord(z) = n = dimg(R/M™) =
dimy(R/(z)). =

Proposicién 1.3.18. Sea V un espacio vectorial, W un subespacio, T : V — V una
aplicacion lineal uno a uno tal que T(W) € W, y supongamos que V/W y W/T(W) son
de dimension finita. Entonces

i) La aplicacién T induce un isomorfismo de V/W en T(V)/T(W).

1) El cociente T(V)/WNT (V) es isomorfo a W+T(V)/W, y el cociente W/WNT(V)
es isomorfo a W+ T(V)/T(V).

ui) dim(V/(W +T(V))) = dim((W NnT(V))/T(W)).
w) Finalmente, dim(V/T(V)) = dim(W/T(W)).

Demostracién. i) Consideremos el siguiente diagrama

0——W 14 > VW >0
|
T T o
00— T(W) (V) T(V);T{W) =)
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Donde los morfismos horizontales son las inclusiones y el paso al cociente en V/W y
en T'(V)/T(W). Es claro que el primer cuadrado es conmutativo.

Definimos ¢ : V/W — T(V)/T(W), de la siguiente manera. Sea v + W € V/W,
entonces p(v+W) = T'(v)+T(W). Veamos que g estd bien definida. Sean v}, v € V'
tales que v;+W = vo+ W, es decir, v; —vy € W, entonces T'(v) —v;) € T(W), es decir,
T(v1) —T(v2) € T(W), por lo tanto p(vy + W) = T(v)) + T(W) = T(v) + T(W) =
P(v2 + W).

Veamos ahora que ¢ es inyectiva. Sea v+ W € V/W tal que p(v+ W) = 0, es decir,
tal que T'(v) € T(W). Entonces tenemos que existe wy € W tal que T'(wg) = T'(v).
Como T es inyectiva, entonces wg = v € W. Por lo tanto v + W = W, con lo que ¢
es inyectiva.

Mostremos la suprayectividad de . Sea® € T'(V)/T(W), entonces 7 = T (vo)+T' (W)
para cierta vg € V. Es claro entonces que vg + W € V/W es tal que (v + W) =
T(vg) + T(W) =v. Por lo tanto ¢ es suprayectiva. Con esto tenemos que ¢ es un
isomorfismo, y estd inducido por 7. Por lo que V/W = T(V)/T(W).

Consideremos primero el siguiente diagrama

0—sWNT(V) T(V) T(V)/WNT(V) —0
f
0 1% W +T(V) W+T'(V)/W—-=-0

Donde los morfismos estdn dados por las inclusiones, y por el paso al cociente en
T(V)/(WNT(V)),y en (W+T(V))/W.

Sea 7 € T(V)/(W N T(V)), definimos f mediante f(7) = , donde ( ) denota a la
clase residual en T(V)/(WNT(V)), y ( ) denota la clase residual en (W +T'(V))/W.
Notemos que f estd bien definida. Supongamos que vy,v2 € T(V) son tales que
U1 = 3, entonces v; —v2 € WNT(V) y f(v1 —v2) € W. Como f(vyr —v2) =0, es
decir v; — va = 0, con lo que % = ©3. Por lo tanto, f estd bien definida.

Sea v € T(V) tal que 7 € Ker f, entonces v = 0, _lo que implica que v + W €
W+T(V)/W estal quev e W. Comov e W ywveT(V), entoncesv € WNT(V),y
por tanto 7 = 0. Con esto tenemos que Ker f = {0} y concluimos que f es inyectiva.
Sea v € W + T'(V), queremos ahora probar la suprayectividad de f. Tenemos que
v=w;+v conw € W yw €T(V). Observemos que 77 = v; +WnNT(V), entonces
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f(@7) = ©1. Demostrar que 7 = ¥, implica que f es suprayectiva; y esto es claro
pues v — v = w; € W.

Con esto tenemos que f es una biyeccién, y entonces hemos probado que (W +
T(V))/W=T(V)/(WnT(V)).

Ahora consideremos el siguiente diagrama

0— WNT(V) w W/WNT(V)——0

|
I
T
I

Y

0 W+ T(V)/T(V) —=0

(V)

W +T(V)

Podemos definir el morfismo g de una manera andloga a la definicién del morfismo
f. y los argumentos que utilizamos para ver que f es un isomorfismo nos sirven para
ver, de manera analoga, que g es también isomorfismo. Por lo tanto W/ W NT(V) =
W +T(V)/T(V).

iii) Del dlgebra lineal sabemos que, si U’ ¢ W' C V' son espacios vectoriales, con V'/U’

de dimensién finita, entonces dim(V'/U’) = dim(V'/W') + dim(W'/U’). Del inciso
i) tenemos que V/W = T(V)/T(W), por tanto dim(V/W) = dim(T(V)/T(W)).
Como V/W es de dimensién finita, y también se tiene que W ¢ W +T(V) Cc V,
entonces dim(V/W) = dim(V/(W + T(V))) + dim((W +T(V))/W). Anilogamente
tenemos que dim(T(V)/T(W)) = dim(T(V)/(WNT(V)))+dim((WNT'(V))/T(W)).
Escribiendo la igualdad se tiene que

dim(V)(W +T(V))) + dim((W + T(V))/W) = dim(V/W) =

= dim(T(V)/T(W)) = dim(T(V)/(W A T(V))) + dim((W N T(V))/T(W)).

Pero del inciso ii) tenemos que dim(W + T(V)/W) = dim(T(V)/(W NnT(V))), en-
tonces dim(V/(W + T(V))) = dim((W NnT(V))/T(W)).

iv) Dado que W/T (W) es de dimensién finita, entonces, por los incisos ii) y iii) tenemos

dim(W/T(W)) = dim(W/(W NT(V))) + dim((W N T(V))/T(W)) =

= dim((W + T(V))/T(V)) + dim(V/(W + T(V))) = dim(V/T(V)).
Por lo tanto dim(W/T(W)) = dim(V/T(V)).



Capitulo 2

Interseccion de Curvas

2.1. Curvas planas

Definicién 2.1.1. Diremos que dos polinomios F, G € k[X, Y] estdn relacionados si y sélo
si F'= AG para algiin A € k no nulo.

Proposicién 2.1.1. La relacidn de la definicién de arriba es de equivalencia.

Demostracion. Que la relacién es reflexiva es inmediato, pues 1 € ky F = 1-F. La
simetria también es inmediata porque, si F = AG con A € k, entonces G = A~'F donde
A1 € k pues A # 0. Y para la transitividad supongamos que F = \\G y G = A\ H con
F, G, H € k[X,Y]y A1, A2 € k no nulos, entonces sustituyendo tenemos que F = (A A2) H
con lo que F ~ H pues A\jA2 # 0 por ser producto de dos elementos no nulos en un
campo. BE

Definicién 2.1.2. Definimos una curva plana C como una clase de equivalencia de los
polinomios no constantes respecto a la relacién definida en la Definicion 2.1.1.

Pasaremos por alto la distincién de equivalencia, y diremos simplemente “curva plana”.
Denotaremos a las curvas planas por un representante de la clase de equivalencia que
las define, o simplemente nos referiremos a una curva plana C entendiendo que hay un
polinomio que la define.

Definicién 2.1.3. El grado de una curva plana es el grado de cualquiera de los polinomios
que la define.

Notacién: Si F es un polinomio irreducible, V (F') es una variedad en A% o P? depen-
diendo si el polinomio es o no homogéneo. Normalmente escribiremos ['(F), k(F) y Op(F')
en lugar de I'(V(F)), k(V(F)) y Op(V(F)).

23
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Definicién 2.1.4. Sea F una curva, P = (a,b) € F. P se denomina punto simple de
F, si alguna de las derivadas valuada en P es distinta de cero, es decir, si Fx(P) # 0 o
Fy(P) #0.

En este caso, la recta Fx(P)(X —a) + Fy(P)(Y — b) = 0 se denomina recta tangente a F
en P.

Definicién 2.1.5. Un punto que no es simple se denomina muiltiple (o singular).

Definicién 2.1.6. Sea F' una curva plana que se anula en P = (0,0). Consideremos la
descomposicién de F como suma de polinomios homogéneos, F = Fy, + Fipqq + ...+ Fy
con gr(F;) =1,y Fyn # 0; definimos la multiplicidad de F en P = (0,0), que denotaremos
mp(F), como m = min{gr(£;)}-

Extendemos esta definicion a cualquier punto P = (a,b) en la curva, simplemente usando
una traslacién T que manda (0,0) +— P, es decir, T'(x,y) = (z + a,y + b), entonces FT =
F(X + a,Y +b). Definimos mp(F) como m g)(F7).

Proposicién 2.1.2. Sea F una curva, P es un punto simple de F si y sdlo si mp(F) = 1.

Demostracion. Supongamos que P es punto simple de F, entonces Fx (P) # 00 Fy(P) # 0,
por la Definicién 2.1.6 es claro que Fx(P) = F{(0,0) y andlogamente Fy(P) = F%(0,0).
Sin pérdida de generalidad supongamos que F%(0,0) = Fyx(P) # 0, sean F = F, +
Fpg1+ ...+ F y FT = G + Gyt + - .. + Gy las descomposiciones de F y FT en
polinomios homogéneos, entonces mp(F) = mw.m(FT) >0puessi P € F = (0,0) € FT
entonces G;(0,0) = 0 con 7 > 1, puesto que son polinomios homogéneos de grado i, dado
que Gg = A con A € k, siempre se tiene que Gp(0,0) = A € k, pero como queremos que
FT(0,0) = 0 entonces Go(0,0) = 0 lo cual lleva a que m(y)(F”) > 0. Supongamos que
mp(F) > 2 entonces m{u_o][FT) > 2, como sabemos que la derivada baja el grado del
polinomio entonces F¥ = G4,_, + Gl + ... + Gl_, es la descomposicién de la derivada
en polinomios homogéneos, que valuada en (0,0) siempre se anula, pues gr(G;) > 1 para
todo 1, lo cual contradice que la derivada de FT respecto a X no se anula en (0,0). Por
lo tanto mp(F) = 1, que muestra la primera parte de la proposicion.

Supongamos que mp(F) = 1, por la definicién de mp(F) tenemos que mgg)(FT) = 1, sea
FT = (aX 4+ BY) + G2 + ... + Gy la descomposicién de FT en polinomios homogéneos,
dénde a, 3 € k; sabemos entonces que « y 3 no son ambas cero al mismo tiempo, sin
pérdida de generalidad supongamos que a # 0, entonces al derivar F7 con respecto a X,
aparece como término de grado ( justamente , lo cual hace que F?(0.0) # 0, con lo cual
P es un punto simple de F. |
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Es conveniente introducir una notaciéon que nos seré 1til para el resto del capitulo:
Notacién. Sea F' una curva irreducible, para cualquier polinomio G € k[X.Y]. deno-
tamos por g a la clase de equivalencia de G en I'(F) = k[X,Y]/(F).

Teorema 2.1.1. P es un punto simple de F st y sdlo st Op(F) es un anillo de valuacion
discreta. En este caso, si L = aX + bY + ¢ es una recta que pasa por P y no es tangente
a F en P, entonces la imagen ¢ de L en Op(F) es un pardmetro de uniformizacién de
Op(F).

Demostracidn. Supongamos que P es un punto simple de F, y la recta L es una recta que
pasa por P, no tangente a ' en P. Por medio de un cambio de coordenadas adecuado,
gracias a la Proposicion 1.2.2 y la Proposicién 1.3.4, podemos suponer que P = (0,0), que
Y es la recta tangente, y que L = X. En virtud de la Proposicién 1.1.3, es suficiente probar
que mp(F) estd generado por z.

Ante todo observemos que las proposiciones 1.3.8 y 1.3.13, nos dicen que mp(F) =
(z,y), tanto si P es punto simple como si no lo es.

Una vez supuesto lo anterior, sea F' = Y +términos de grados superiores. Agrupando
de momento estos términos con Y, podemos escribir F = YG — X?H, donde G = 1 +
términos superiores, H € k[X]. Entonces yg = z°h € I'(F), por lo tanto y = z2hgl €
(z), va que g(P) # 0. Por lo tanto mp(F) = (z,y) = (z), como se pretendia.

El reciproco se demostrara a partir del Teorema 2.1.2. |

Si suponemos que P es un punto simple sobre una curva irreducible F, sea ord£ la
funcién orden sobre k(F) definida por el anillo de valuacién discreta Op(F'); cuando F
esté fijo, podremos escribir simplemente ordp. Si G € k[X),...,X;], ¥y g es la imagen
de G en I'(F), escribiremos ord5(G) en lugar de ordf(g).

Si P es un punto simple sobre una curva reducible F, escribiremos ordg en vez de
ordg", donde F; es la componente de F que contiene a P.

Supongamos que P es un punto simple de F, y L una recta que pasa por P. Entonces
ord5(L) = 1 si L no es tangente a F en Py ordh(L) > 1 si L es tangente a F en
P. Podemos suponer que las condiciones son las mismas que las de la demostracion del
Teorema 2.1.1; Y es la tangente, y = z2hg™!, y asi, ordp(y) = ordp(z?) +ordp(hg™') > 2.

Teorema 2.1.2. Sea P un punto de una curva irreducible F. Entonces se tiene la igualdad
mp(F) = dimg(mp(F)" /mp(F)"*1) para todo n suficientemente grande. En particular, la
multiplicidad de F' en P depende sdlo del anillo local Op(F).

Demostracién. Para simplificar un poco la notacién, escribamos O, m en vez de Op(F), mp(F)
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respectivamente. De la sucesion exacta
00— m"/m"t —— O/m"! — O/m" — 0

se sigue que es suficiente probar que dimy(OQ/m") = nmp(F)+s, para una cierta constante
s, y para todo n > mp(F) (esto debido a la Proposicién 1.3.14 y la Proposicion 1.3.15).

Podemos suponer que P = (0,0), por lo tanto m® = IO, donde I = (X,Y) C k[X,Y]
(Proposicion 1.3.8). Como V(I") = {P}, en virtud del Corolario 1.3.2 y la Proposi-
cién 1.3.13, tenemos que k[X,Y]/(I", F) = Op(A?)/(I", F)Op(A?) = Op(F)/I"Op(F) =
O/m",

Por lo tanto, hemos reducido el problema a simplemente calcular la dimensién de
k[ X,Y]/(I",F). Sea m = mp(F). Entonces FG € I" siempre que G € I""™™. Existe
un homomorfismo natural ¢ : k[X,Y]/I" — Kk[X,Y]/(I", F}), y una aplicacién k—lineal
¥ k[X,Y]/I"™ — k[X,Y]/I" definida por ¥(G) = FG, donde las barras indican clases
residuales. Es fdcil ver que la sucesidon

0 — k[X, Y]/I"™ L k[X,Y]/I* —5 k[X,Y]/{I", F) —> 0

es exacta. Aplicando la Proposicion 1.3.16 y de nuevo la Proposicién 1.3.15, vemos que
dimg(k[X.Y]/(I",F)) = nm — m para toda n > m, como queriamos demostrar. M

Notemos que si Op(F) es un anillo de valuacién discreta, debido a la Proposicion
1.3.17, el Teorema 2.1.2 implicaria que mp(F) = 1, luego P es simple. Esto completa la
demostracion del Teorema 2.1.1. Motivados por esto, podemos dar una definicién de punto
simple, equivalente a la ya vista.

Definicién 2.1.7. Un punto P € C es simple si Op(C) es un anillo de valuacién discreta.
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2.2. Numeros de Interseccién

Por la Observacién 1.3.1 de la seccién de anillos locales, tenemos las siguientes con-
tenciones:
k c T'(A?) = k[X, Y] C Op(A?) C k(A?)

con lo cual Op(A?) es una k-algebra, pues contiene a k; y si F € k[X,Y] es un polinomio
no constante, entonces & C Op(A?)/(F), lo cual también convierte a Op(A2)/(F) en una
k-algebra. Esto justifica la siguiente definicién:

Definicién 2.2.1. Sean F y G curvas planas, y P € A®. Definimos el niimero de inter-
seccion de F' y G en P, que denotaremos por Ip(F NG), como:

Ip(F N G) := dimy(Op(A?)/(F.G))

Antes de enunciar las propiedades que cumple el niimero de interseccion, es conveniente
hacer un par de definiciones respecto a la interseccién de dos curvas en un punto:

Definicién 2.2.2. Diremos que F' v G se cortan en sentido estricto en P, si F' y G no
tienen ninguna componente comiin que pase por P.

Definicién 2.2.3. Dos curvas F' y G se cortan transversalmente en P, si P es un punto
simple tanto de F como de G, y la recta tangente a F' en P es distinta de la recta tangente
aGenP.

Proposicién 2.2.1. Para todas las curvas planas F,G y todo punto P € A%, el nimero de
interseccion Ip(FNG) de la Definicion 2.2.1 es el unico niumero que satisface las siguientes
propiedades:

i) 8i F y G se cortan en sentido estricto en P, entonces Ip(F N G) es un entero no
negativo; en caso contrario Ip(F NG) = co.

i) Ip(FNG)=0siysélosi P¢g FNG. Con lo que Ip(FNG) depende sélo de las
componentes de F' y G que pasan por P.

iii) Si T es un cambio de coordenadas afin de A2, y T(Q) = P, entonces
Io(FTNGT) = Ip(FNG).

i) Ip(FNG) = Ip(GN F).

v) Ip(FNG) > mp(F)mp(G), verificdndose la igualdad si y sélo si F y G no poseen
rectas tangentes comunes en P.
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vi) SiF=[]F*, yG=[IG}, entonces Ip(F NG) = ¥, ;ris;Ip(F; N G;).
vii) Ip(FNG) = Ip(F N (G + AF)) para cualquier A € k[X,Y).

Demaostracion. (Unicidad):

Es suficiente dar un procedimiento constructivo para calcular Ip(F N G) utilizando sélo
las propiedades (i)-(vii). Gracias a la propiedad (iz), podemos suponer que P = (0, 0),
y que Ip(F N G) es finito por la propiedad (i). El caso en el que Ip(F N G) = 0 ya se
ha considerado en (i), por lo tanto podemos proceder por induccién; supongamos que
Ip(FNG)=n >0y que Ip(AN B) puede ser calculado siempre que Ip(ANB) < n. Sean
F(X,0), G(X,0) € k[X] de grados r, s respectivamente. Por (iv) podemos suponer que
r<s.

Caso I1: r = 0. Entonces Y divide a F, por lo tanto F = Y H y por (vi) se tiene
que Ip(FNG)=Ip(YNG)+Ip(HNG). SiG(X,0)=X(ag+a1 X +---), ag # 0, en-
tonces (por (vii), (i), (vi)y (v)) Ip(YNG) = Ip(YNG(X, 0)) = Ip(YNX™) = m. Como
P e G, m >0, entonces Ip(H NG) < n, yla demostracién por induccién esta acabada.

Caso 2: r > 0. Podemos multiplicar F' y G por constantes que conviertan a F(X, 0)
y a G(X, 0) en ménicos. Sea H = G — X*"F. Entonces Ip(FNG) = Ip(FNH), y
gr(H(X,0)) =t < s. Repitiendo este proceso (intercambiando el orden de F y el de
H sit < r) un nimero finito de veces, obtenemos eventualmente un par de curvas A, B
que caen en el caso 1, y que ademads verifican Ip(F NG) = Ip(AN B). Esto acaba la
demostracion. m

Demostracion. (Eristencia):

De la Definicién 2.2.1 tenemos que Ip(F N G) = dimy(Op(A?)/(F,G)). Debemos de-
mostrar que satisface las propiedades (i)-(vi). Como Ip(F N G) depende sélo del ideal de
Op(A?) generado por F y G, esto dara pie a la demostracion de (i), () y (vii).

(i) Supongamos que dimy(Op(A?)/(F,G)) = 0, entonces Op(A?) = (F,G). Sea pues
f, € Op(A?) tal que ﬁ% # 0, entonces existen Q-L:. g{% € Op(A?) tales que g =
Jg:} F + '9% G, por lo tanto %‘;} = g—ig% F(P) + % G(P) # 0, con lo que tenemos
que F(P)#0 0 G(P) # 0. Con esto tenemos que P ¢ FNG.

Ahora supongamos que P ¢ F NG, entonces F(P) # 0 o G(P) # 0. Sin pérdida
de generalidad supongamos que F(P) # 0, entonces F ¢ mp(A2?). Debido a que
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Op(A?) es un anillo local, tenemos que F' es una unidad. Por lo tanto, Op(A?) =
(F) € (F,G). Con lo que concluimos que Op(A?) = (F.G).

(iv) Es claro, puesto que (F,G) = (G, F).

(vii) Queremos ver que (F,G) = (F,G + AF) para cualquier A € k[X,Y]. Es claro que
(F,G + AF) Cc (F\,G). Sea H € (F,G), es decir, H = £F+ %G, para ciertos
L, L ¢ 0p(A?). Dado que ZAF - LAF=0,sea b—5L_Lg comog(P)#0,
v 92(P) # 0, entonces g3(P) # 0, por lo que _qLi € Op(A%). Observemos que H =
LF+L(G+AF), conlo que H € (F,G + AF). Por lo tanto (F,G) = (F,G + AF).

(iii) Por la Proposicién 1.3.4 sabemos que un cambio de coordenadas afines induce un
isomorfismo de anillos locales, de donde se concluye (iii).

Con lo hasta ahora probado, podemos suponer que P = (0, 0) y que todas las componentes
de F y G pasan por P. En adelante denotaremos simplemente por @ al anillo local Op(A2).

(i) Si Fy G no tienen componentes comunes, Ip(FNG) es finito en virtud del Corolario
1.3.1 de la Proposicién 1.3.12. Si F y G tienen una componente comin H, entonces
(F, G) C (H), por lo tanto, como consecuencia de la Proposicién 1.3.6, existe un
homomorfismo de O/(F, G) sobre O/H, e Ip(FNG) > dimy(O/(H)). Pero O/(H) es
isomorfo a Op(H) por la Proposicién 1.3.13, y también tenemos que Op(H) D I'(H),
y dim'(H) = oc gracias al Nullstellensatz', pues si I C k[X1,..., X,] es un ideal,
entonces V() es un conjunto finito <> k[X\,...,X,|/I es un k—espacio vectorial de
dimensién finita, y ademds, el mimero de puntos de V (I) es < dimy(k[ Xy, ..., X,]/1).

(vi) Para comprobar (vi), es suficiente probar que Ip(FNGH) = Ip(FNG)+Ip(FNH)
para toda terna F, G, H. Podemos suponer que F' y GH no poseen componentes
comunes, ya que, de poseerlas, el resultado seria evidente. Sea ¢ : O/(F, GH) —
O/(F, G) el homomorfismo natural de la Proposicién 1.3.6, y definamos una apli-
cacién k—lineal ¥ : O/(F, H) — O/(F, GH) haciendo ¥(z) = Gz, donde z € O
y las barras indican las clases residuales. En virtud de la Proposicién 1.3.15, es
suficiente probar que la sucesién

0— O/(F, H) —> O/(F, GH) £~ O/{F, G) —= 0

es exacta.
Verificaremos que 9 es inyectiva: Si ¢4(2) = 0, entonces Gz = uF'+vGH, conu,v € O.

'[4] Fulton W., Algebraic Curves, pag. 21.
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(v)

Elijamos S € k[X. Y] tal que S(P) # 0, Su = A, Su = By Sz =C € k[X,Y].
Entonces G(C — BH) = AF en k[X, Y]. Como F y G no tienen factores comunes, F
debe dividira C— BH, por lo tanto C = BH = DF. Como Sz2=CyC = BH+DF,
entonces z = (B/S)H + (D /S)F, por lo tanto Z = 0, con lo que ¥ es uno a uno. Sélo
falta ver que ¢ es epivectiva.

Sean m = mp(F), n = mp(G). Sea I el ideal de k[X, Y] generado por X y
Y. Consideremos el siguiente diagrama de espacios vectoriales y transformaciones
lineales:

k(X Y]/I x k[X, Y]/I —> k[X, Y]/ —£ k[X,Y)/(I"™™, F,G) —> 0

la

O/(F,G) > Of(I™*",F,G)

0

donde @, 7 y a son homomorfismos naturales de anillos, y ¥ estd definido por
(A, B) = AF ¥ BC.

Tenemos que ¢ y 7 son epiyvectivas, pues si f € k[X,Y], ¥ [fl(meny, [flirmen ra)
son sus clases residuales en k[X,Y]/(I™™) y k[X,Y]/(I"™*™, F,G) respectivamente,
entonces se tiene que Q([f](m+ny) = [f](im+n F,G), con lo cual p es claramente epiyec-
tivo, y un argumento andlogo demuestra que 7 también es epiyectivo. Y como
V(™" F,G) C {P}, a es un isomorfismo en virtud del Corolario 1.3.2.

En el diagrama anterior, el primer renglén es exacto, pues ya vimos que g es epiyecti-
va, y de la definicién de ¥ se tiene que (pov)(4, B) = @(¢(4A, B)) = ¢(AF + BG) =
0 € k[X,Y]/(I™™. F,G). Esto prueba que

dim(k[X,Y]/I") + dim(k[X,Y]/I™) > dim(Ker(y)),

verificandose el igual si y sélo si ¥ es uno a uno, y que

dim(k[X,Y]/(I"™*", F,G)) = dim(k[X,Y]/I"™*") — dim(Ker(p)).
Resumiendo todos estos resultados, obtenemos la siguiente lista de desigualdades:
Ip(F N G) = dim(O/(F,G)) > dim(O/(I"*", F,G)) = dim(k[X,Y]/(I"*", F,G))
> dim(k[X,Y]/T"*™) — dim(k[X,Y]/I") — dim(k[X,Y]/I™) (por la Proposicién
1.3.16).
Todo esto prueba que Ip(F NG) > mn, y que Ip(F NG) = mn si y solo si las dos

desigualdades de la lista anterior son igualdades. La primera de dichas desigualdades
es una igualdad si 7 es un isomorfismo, es decir, si /™™™ C (F,G)O. La segunda
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es una igualdad si y sélo si ¥ es uno a uno. La propiedad (v) es, por lo tanto,
consecuencia del Lema 2.2.1, que enunciaremos y demostraremos enseguida.

Lema 2.2.1. (a) Si F y G tienen tangentes distintas en P, entonces I' C (F,G)O para
t>m+n-—1.

(b) ¥ es uno a uno si y sélo si F y G poseen tangentes distintas en P.

Demostracidn. (a):

Sean Ly, ..., L, las tangentes a F en P, M), ..., M, las tangentes a G. Sea L; = L,,
sit>m, Mj = My sij>n,ysea Ajj =Ly-...-Li- My -...- Mj para todo 7,7 > 0
(Ao = 1). {Ay; | i+ j =t} constituye una base del espacio vectorial de todos los

polinomios homogéneos de grado t en k[X,Y].

Por lo tanto, para demostrar (a), es suficiente probar que A;; € (F,G)O para todo
i+j>m+n—1 Peroi+j>m+n—1implicaquei>moj>n Sii>m,es
Ajj = AmoB, donde B es un polinomio homogéneo de grado t =i+ j—m. F = Ay + F',
donde los términos de F” son de grado mayor o igual que m+1. Entonces A4;; = BF — BF',
donde cada uno de los términos de BF' tienen grado mayor o igual que i + j + 1. Habre-
mos terminado si podemos probar que I'* C (F,G) para toda t suficientemente grande.
Este hecho es consecuencia del Teorema Nullstellentsatz: sea V(F,G) = {P, Q1, ..., Qs},
y elijamos un polinomio H tal que H(Q;) = 0, pero H(P) # 0 (por la Proposicién 1.3.5).
HX,HY € I(V(F,G)), por lo tanto (HX)N,(HY)N € (F,G) C k[X,Y] para un cierto N.
HY es unidad en O, luego XN, YN € (F,G)O y por lo tanto I*N c (F,G)O.

Demostracidén (b):

Supongamos que las tangentes son distintas y que (A, B) = AF + BG = 0, es decir, que
AF + BG consta exclusivamente de términos de grado mayor o igual a m +n. Escribamos
A = A+ términos de grado superior y B = Bs+. .., luego AF+BG = A F+ B,Gn+. ..
. Entonces debe ser r +m =s+n y A F,, = —B;G,. Pero F,,, y Gy no tienen factores
comunes, luego F), divide a B;, y G, divide a A,.. Por lo tanto, s > m, r > n, y en
consecuencia (4, B) = (0, 0).

Reciprocamente, si L fuera una tangente comin a F y a G en P, se tendria F,, = LF,,_,,
Gpn = LG,_,. Pero entonces ¥(G},_,;, —F,._,) = 0y por lo tanto ¥ no seria inyectiva. W

Con el fin de simplificar los cdlculos del niimero de interseccién, observemos que se
cumplen las siguientes propiedades que nos ayudaran més adelante.
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Proposicién 2.2.2. Si P es un punto simple de F, entonces Ip(F N G) = ord5(G).

Demostracién. Podemos suponer que F es irreducible. Si g es la imagen de G en Op(F),
entonces ord5(G) = dimi(Op(F)/{g)) (por la tercera parte de la Proposicién 1.3.17).
Como Op(F)/(g) es isomorfo a Op(A?)/(F,G) (por la Proposicién 1.3.13), esta dimensién
es Ip(FNG). ]

Proposicién 2.2.3. Si F' y G no poseen componentes comunes, entonces

> Ip(FNG) = dimi(k[X,Y]/(F,G)).
P

Demostracion. Este resultado es una consecuencia inmediata del Corolario 1.3.1 [ |
Para ilustrar cémo calcular el nimero de interseccion hagamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.1. Calculemos Ip(E N F), donde E = (X2 + Y22 +3X2Y - Y3, F =
(X?+Y?)3-4X?%Y2%, y P = (0, 0). Podemos librarnos de la peor parte de F' reemplazando
F por F — (X2 +Y?)E con lo que tenemos que F — (X2 +Y2)E = Y((X2 + Y?)(Y2 -
3X?)-4X2%Y) = YG. Como no disponemos de ningiin método obvio para calcular Ip(EN
F'), apliquemos el proceso seguido en la demostracién de la unicidad para ahorrarnos los
términos en X. Reemplacemos G por G + 3E = Y(5X2 — 3Y2 +4Y3 +4X?%Y) = YH.
Entonces Ip(ENF) =2Ip(ENY) +Ip(ENH). Pero Ip(ENY) = Ip(X1NY) =4 (por
las propiedades (vii) y (vi) del nimero de interseccion), y Ip(ENH) = mp(E)mp(H) =6
(por la propiedad (v)). Por lo tanto Ip(ENF) = 14.
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Figura 2.1: Gréfica de la curva E y en punteado la curva F
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2.3. Curvas Proyectivas Planas

Se puede extender el concepto de curva afin que aprendimos en la seccidn 2.1, a curvas
proyectivas planas, simplemente tomando polinomios homogéneos en k[X,Y, Z], en lugar
de cualquier polinomio en k[X, Y], pero haciendo la misma relacién de equivalencia.

Una curva proyectiva plana es una hipersuperficie de P2, excepto que, como en el caso
de las curvas afines, queremos admitir componentes muiltiples.

Definicién 2.3.1. Decimos que dos polinomios homogéneos F,G € k[X,Y, Z] son equiva-
lentes si existe un A € k no nulo, tal que G = AF.

Proposicion 2.3.1. La relacién arriba definida es de equivalencia.

Demostracion. La demostraciéon es la misma que la de la Proposicién 2.1.1, sélo hay que
recalcar que multiplicar un polinomio por una constante A no altera el grado ni la homo-
geneidad del polinomio. A

Definicién 2.3.2. Una curva proyectiva plana es una clase de equivalencia de polinomios
homogéneos.

Definicién 2.3.3. Definimos el grado de una curva, como el grado de uno de los polinomios
homogéneos que la define.

Las notaciones y convenios de la Seccién 2.1, referentes a las curvas afines se trasladan
a las curvas proyectivas: de este modo se habla de componentes simples y muiltiples, y se
escribe Op(F') en lugar de Op(V(F)) para un F irreducible, etcétera.

Definicién 2.3.4. Un ideal I C k[X1,..., X,+1] se llama homogéneo si para todo F € I,
m

lo descomponemos como F' = Y F; donde las F; son polinomios homogéneos de grado i,
=0

entonces tenemos que también F; € I.

Definicién 2.3.5. Sea V una variedad proyectiva irreducible de P", entonces I(V) es

un ideal primo, por lo tanto definimos el anillo de coordenadas homogéneas de V, que

denotamos por I'pom(V), como la anillo residual Chom (V) = k[X1,..., Xn41]/I(V); este

anillo por tanto es dominio entero.

Sea F un polinomio homogéneo en k[ X, Y, Z], denotamos con F, a la deshomogeneizacién
de F en la iltima coordenada, es decir, F,(X,Y) = F(X,Y,1). Observemos que estamos
tomando la parte afin de F.

Podemos considerar a A™ como un subconjunto de IP" por medio de la aplicacién @n41 :
A" — Upqy C P*, donde Upyy = {(z1,...,Zn41) € P" | z,41 # 0}, y entonces definimos
@ de la haciendo @n41(ay,...,an) = (ay,...,an,1).
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Ahora tomemos V un conjunto algebraico de A™, [ = I(V) C k[X1,...,Xy]. Sea I" el
ideal de k[X,..., X,41] generado por {F* | F € I} donde F* es la homogeneizacién de
F. I" es un ideal homogéneo, y definimos V* como V(I*) C P". A dicha V* construida a
partir de V' C A" se le denomina la clausura proyectiva de V.

Definicién 2.3.6. Definimos el isomorfismo natural a : k(V*) — k(V) de la siguiente ma-
nera: a( f/g) = f./g. donde f, g son polinomios homogéneos del mismo grado en I'jom (V7).
Si P € V, podemos considerar que P € V* por medio de ¢,4,, y entonces & induce un
isomorfismo de Op(V*) en Op(V). Ordinariamente utilizaremos « para identificar k(1)
con k(V*), y Op(V) con Op(V*).

Observemos que si P = (z,y, 1), entonces Op(F) es canénicamente isomorfo a O, ) (F.),
donde F, es la curva afin correspondiente.

Los resultados de las secciones anteriores de éste capitulo nos aseguran que la multi-
plicidad de un punto de una curva afin depende sélo del anillo local de la curva en dicho
punto, por lo que podemos hacer la siguiente definicién.

Definiciéon 2.3.7. Si F es una curva proyectiva plana, P € U, (i= 1, 2 6 3), podemos
deshomogeneizar F respecto a X;, y definir la multiplicidad mp(F) de F en P, por mp(F.).

Gracias al Teorema 2.1.2 tenemos que la multiplicidad es independiente de la eleccion
de Uj, e invariante frente a cambios de coordenadas proyectivas.

La siguiente notacién nos sera 1til. Si consideramos un conjunto finito de puntos
Pi,...,P, € P?, podemos encontrar siempre una recta L que no pase por ninguno de ellos.
Si F es una curva de grado d, sea F, = F/L% € k(P?). Vemos que F, depende de la eleccién
de L, pero si L' fuera otra eleccién, entonces F/L'® = (L/L')4F., pero L/L' es una unidad
en cada Op, (P?).

De la geometria proyectiva sabemos que siempre es posible encontrar un cambio de
coordenadas proyectivo, tal que la recta L se transforme en la recta Z del infinito; entonces,
por la identificacién natural de k(A?) con k(P?) dada en la Definicion 2.3.6, esta F, es la
misma que la anterior F, = F(X,Y,1).

Si P es un punto simple de F, es decir, mp(F) = 1, y F es irreducible, entonces Op(F)
es un Anillo de Valuacién Discreta. Con ordp, designaremos la correspondiente funcién de
orden sobre k(F). Si G es un polinomio homogéneo de k[X,Y, Z|, G. € Op(P?), denotamos
por G, a la clase residual de G en Op(F), definimos ord5(G) por ord5(G.).

Sean F, G curvas proyectivas planas, P € P2. Definimos Ip(F N G), como antes, por
dimy(Op(P?)/(F,,G.)). Este nimero es independiente del camino seguido para formar
F, y G., y satisface las propiedades vistas en las Proposiciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3, pero
haciendo ver que en la propiedad (7ii), T serd un cambio de coordenadas proyectivo, y en
(vit), A serd un polinomio homogéneo con gr(A4) = gr(G) — gr(F).
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Definicién 2.3.8. Decimos que la recta L es tangente a la curva F en P, si Ip(FNL) >
mp(F). Y decimos que P es un punto miiltiple ordinario de F, si F' tiene mp(F') tangentes
distintas en P.

Lema 2.3.1 (Teorema de Euler?). Si F' es un polinomio homogéneo de grado m en
k[X1,....Xy]. Entonces
n
mF =3 XiFx,.
i=1
Proposicién 2.3.2. Sea F' una curva irreducible de P?. Supongamos que Ip(FNZ) = 1,
y P # (1,0,0), entonces Fx(P) # 0.

Demostracion. Sea F' € k[X.Y, Z] un polinomio homogéneo de grado m, tal que Ip(F N
Z)=1. Sea P € P? tal que P = (a,b,¢) # (1,0,0). Por el Lema 2.3.1 tenemos que

mF =XFx+YFy +ZFz (2.1)
y sabemos que la recta tangente a F' en P tiene la siguiente ecuacion
XFx(P)+YFy(P)+ ZFz(P)=0. (2:2)

Como Ip(FNZ) =1, entonces P € FN Z, ademéas F' y Z se cortan en sentido estricto,
por lo que Z no puede ser tangente a F' en P.
Que P € F, implica que F(P) =0, y al evaluarla la Ecuacién 2.1 en P se obtiene:

aFx(P)+ bFy(P)+ cFz(P) = 0. (2.3)
Como P € Z, entonces P = (a,b,0) y en la Ecuacién 2.3 se tiene simplemente
aFx(P) + bFy(P) = 0. (2.4)

Dado que P # (1,0,0), se tiene entonces que b # 0. Por lo tanto, de la Ecuacién 2.4
obtenemos
—a
Fy(P) = TFX(P). (2.5)

Supongamos que Fx (P) = 0, entonces por la Ecuacién 2.5 tenemos que Fy (P) = 0. Por ser
P un punto no singular de F, esto 1ltimo implica que Fz(P) # 0, con lo que la Ecuacion
2.2 quedaria simplemente

ZFz(P) = 0.
Lo cual implica que, o bien Z es la recta tangente a F en P, lo que contradice el hecho de
que Z vy F se corten en sentido estricto; o bien, que Fz(P) = 0, lo que contradice el hecho
de que P es un punto no singular de F. Por lo tanto, Fx(P) # 0. |

2[4] Fulton W., Algebraic Curves, pig. 6.
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Definicién 2.3.9. Dos curvas F y G se dice que son proyectivamente equivalentes si existe
un cambio de coordenadas proyectivo T tal que G = FT. Todo lo que se diga acerca de
curvas sera lo mismo para dos curvas proyectivamente equivalentes.

Ahora deseamos estudiar todas las curvas de un cierto grado d > 1.

Definicién 2.3.10. Un conjunto V C P" se denomina subvariedad lineal de P" si V =
V(Hy,..., H;), donde cada H; es un polinomio homogéneo de grado 1.

Lema 2.3.2. El nimero de monomios de grado d en R[X,Y, Z], para cualquier anillo R
son 1+2+...+ (d+ 1) = &ldi2)

Demostracion. Queremos contar de cudntas maneras podemos escoger enteros positivos
0 < a,8,7 < d, de tal manera que a +  + 7 = d, pues un monomio en R[X,Y, Z] seria
de la forma X°Y?Z7. La condicién a + # + v = d puede traducirse a a + 8 = d — 7y
cony=0,1,....d. En el caso v = 0, queremos encontrar dos enteros positivos tales que
a+f=d—-0=d, como ay [ pueden variar entre 0 y d, si variamos «, entonces [ queda
determinada por 3 = d—a, v por tanto tenemos d+1 posibilidades de escoger @ y 3 para que
a+f = d. Ahora tomamos 7y = 1, entonces nuestro problema se reduce a contar, de cudntas
maneras podemos tomar dos enteros positivos 0 < e, f < d— 1 talesque o+ =d —1, de
nuevo, al variar o, tenemos que 3 queda determinada por f = d—1—a, con lo que tenemos
d maneras de tomar dichos @ y . Continuando este proceso inductivamente, hasta el caso
en que y = d, entonces buscamos dos enteros positivos a y /3 tales que a + 3 = 0, lo cual
nos obliga a que a = 0 = 3, es decir, sélo tenemos una manera de elegir a y f3, tales que
a+ (3 = 0. Por lo tanto, el niimero de monomios de grado d que hay en R[X,Y, Z] son:

1424 ...+ (d+1) = @HLE4) ]
Sean Mj,..., My una ordenacién prefijada del conjunto de monomios en X,Y, Z de

grado d, donde N = @le(dﬁl. Dada una curva F de grado d es siempre posible escoger
aj,...,an € k, no todos nulos, y escribir F = % a;M;, haciendo la salvedad de que
(a1,...,an) y (Aay, ..., Aay) determinan la misma curva. En otras palabras, a cada curva
F de grado d le corresponde un punto tinico de PN—1 = P34?+3) y cada punto de P39(4+3)
representa una curva tinica. Por ejemplo, si d = 2, la cénica aX? + bXY + cXZ + dY? +
eY Z + fZ* corresponde a (a,b,c, d, e, f) € P% sid =1, a cada recta aX + bY +cZ le
corresponde el punto (a,b,c) € P, entonces las rectas de P? constituyen un P2.

Lema 2.3.3. Sea P € P? un punto fijo. Entonces el conjunto de curvas de grado d que
contienen a P, forman un hiperplano de p3d(d+3)
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Demostracién. Si P = (z,y, z), entonces la curva correspondiente a (ay, . . ., ay) € P3(d+3)d
pasa por P siy sélo si y_ a;M;(z,y,z) = 0. Como no todos los M;(z,y, z) = 0, entonces
los (aj,...,ay) constituyen un hiperplano. |

Lema 2.3.4. Si T : P2 — P? es un cambio de coordenadas proyectivo, entonces la apli-
cacién F +— FT del conjunto {curvas de grado d} en el conjunto {curvas de grado d} es
un cambio de coordenadas proyectivo de P34(4+3),

Demostracién. La demostracién de que F' — FT es lineal, es la misma que la del lema
anterior; y sabemos que es invertible, ya que F' — FT™" es su inversa. B

Esto prueba que para todo conjunto de puntos, las curvas de grado d que los contienen
forman una subvariedad lineal de P2%4+3). Como la interseccién de n hiperplanos de P"
no es vacia, existe una curva de grado d que pasa por %d(d + 3) puntos dados.

Supongamos ahora que fijamos un punto P y un entero r < d + 1. Afirmamos que
las curvas F' de grado d tales que mp(F) > r forman una subvariedad lineal de dimensién
ﬂ@ - ﬂ"2_+!l Por el Lema 2.3.4, podemos suponer P = (0,0, 1). Representamos F' como
suma, F' = ¥ F;(X,Y)Z%", donde F; es un polinomio homogéneo de grado i. Entonces
mp(F) > rsiysélosi Fy = F} = ... = F,_; = 0, es decir, los coeficientes de todos
los monomios X*¥Y7Z¥ con i+ j < r, son ceros. Y hay 1 +2+...4+r1 = r("—;” de tales
coeficientes.

Definicién 2.3.11. Sean Pi,..., P, € P?, y r,...,r, enteros no negativos. Indicamos
con Vy(r1Py,...,mnPy) = {curvas F de grado d tales que mp,(F) >r;, i=1,....n}

Teorema 2.3.1. (1): Vy(riPy,...,rnP,) es un subespacio lineal de P244+3) de dimen-
sién > d(d+3) Z ri(ri+1)
=72 7

(2): Sid> () -1, entonces dim Vy(ry P, ..., raPp) = 2&H3) _ 5~ ralridl)

Demostracién. La afirmacién (1) se sigue de la discusién anterior. Podemos probar (2)
por induccién respecto de m = (3. r;) — 1. Podemos suponer que m > 1y d > 1, ya que
en otro caso es trivial.

Caso 1: Cada r; = 1. Sea V; = Vy(P,...,P;). Es suficiente probar por induccién
que V,, # V,,_1. Escojamos rectas L; que pasen por P; pero no por Pj, j # i, y una Ly que
no pase por ningin P;. Entonces F=1L;-...- Lﬂ_ng_“H € Vp—1, pero F ¢ V.

Caso 2: Algin r; > 1. Llamemos r = r, > 1,y P = P, = (0,0,1). Sea Vj =

=1 . .
Va((r — 1)P,r3Ps,...,mnP,). Para F € Vj sea F. = Y a;X'Y""!"'+términos de grado
i=0
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superiores. Sea V; = {F € Vg | aj = 0 para j < i}. Entonces tenemos V5D V; D ... D
Ve = Vy(r1 P1,m2Ps, ..., 1, Py,), por lo tanto bastara probar que V; # Vg, i=0.....7r — L

Sea Wp = Vy—1((r — 2)P,r2Ps,...,7,P,); para F € Wy, sea F, = ;XY™™ 271 4 ...
Sea W; = {F € Wy | aj = 0 para j <i}. Porinducciéon Wy 2 Wy D Wy 2 --- 2 W,_; =
Vai((r —1)P,raPs,...,r,P,). Si F; € W;, entonces F; ¢ Wiy1, vy entonces Y F; € Vi, con
YE, ¢ Vi, y XFr2€ Vioy, XF,_2 ¢ V.. Luego V; # Viyy parai =0,...,r — 1, lo que
acaba la demostracién. |
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2.4. Teorema fundamental de Max Noether

Definicién 2.4.1. Un cero-ciclo de P2, es un elemento del grupo abeliano libre sobre el

conjunto de puntos de P2, es decir, es una suma formal >~ npP, donde los np son enteros,
PeP?
todos cero salvo un niimero finito.

Definiendo asi a los cero-ciclos, es natural entonces dar las siguientes definiciones.

Definicién 2.4.2. Definimos el grade del cero-ciclo 3~ npP como la suma de sus coefi-
cientes: Y np.

Definicién 2.4.3. Decimos que el cero-ciclo }_ npP es mayor que el cero-ciclo )" mpP,
y lo denotaremos > npP > 5 mpP, si cada np > mp.

Ahora, utilizaremos los conceptos vistos en la seccién anterior para definir el ciclo
interseccion.

Definicién 2.4.4. Sean F y G dos curvas proyectivas planas de grados m y n respectiva-
mente, y sin componentes comunes. Definimos el ciclo interseccion por

F-G= ) Ip(FNG)P.
PeP?

El Teorema de Bézout® nos asegura que F - G es un cero-ciclo positivo de grado mn.

Varias propiedades de los niimeros de interseccion se traducen expresivamente a pro-
piedades de los ciclos interseccion. Por ejemplo: F-G=G - F; F-GH=F-G+F-H,
y F-(G+ AF)= F-G si A es un polinomio homogéneo de grado gr(A) = gr(G) — gr(F).

El Teorema de Max Noether se ocupa del siguiente problema: supongamos que F, Gy
H son curvas, y H-F > G- F, es decir, H corta a F' en un ciclo mayor que el ciclo en que
G corta a F. ;Cuindo existe una curva B tal que B-F = H-F — G - F'? Observemos
que se necesita gr(B) = gr(H) — gr(G).

Para encontrar una curva B, bastaria con encontrar polinomios homogéneos A y B
tales que H = AF + BG, con lo que se tendriaque H - F = BG-F=B-F+G-F.

Definicién 2.4.5. Sean P € P?, F y G curvas sin componentes comunes que pasen por
P,y H otra curva. Diremos que se satisfacen las condiciones de Noether en P (respecto
de F,G y H), si H, € (F..G.) C Op(P?), es decir, si existen a, b € Op(P?) tales que
H, =aF, 4+ bG,.

3(13] Silverman P., Rational Points on Elliptic Curves, Apéndice 4, pag. 242-251.
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Proposicién 2.4.1. Sean F, G, H curvas planas, P € FNG. Las condiciones de Noether
se verifican en P si una de las siguientes afirmaciones es cierta:

(1) F y G se cortan transversalmente en P, y P € H.
(2) P es un punto simple de F, y Ip(HNF) > Ip(FNG).
(3) F y G poseen tangentes distintas en P, ymp(H) > mp(F) +mp(G) — 1.

Demostracion. (2): Ip(HNF) > Ip(FNG) implica que ord5(H) > ordp(G), por lo tanto
H, € (G.) C Op(F). Como Op(F)/(G.) = Op(P*)/(F.,G.) (gracias a la Proposicién
1.3.13), la clase residual de H, en Op(P?)/(F.,G.) es cero, como queriamos.

(3): Supongamos que P = (0,0,1), y mp(H.) = mp(F.) + mp(G.) — 1. Usando el
Lema 2.2.1 con su notacién, tenemos que H, € I, t > m+n—1. Y en dicho lema probamos
precisamente que I C (F.,G.) C Op(P?) sit > mp(F) +mp(G) — 1.

(1): Es un caso particular de (2) y (3). m

Lema 2.4.1. Sean F, G, H curvas proyectivas planas; F y G sin componentes comunes.
Sea I = k[X,Y, Z]/(F,G). La aplicacion o : T' — I' definida por a(H) = ZH (donde las
barras designan las clases médulo (F,G)) es uno a uno.

Demostracién. Tenemos que probar que si ZH = AF + BG, entonces H = A'F + B'G
para ciertos A, B’. Para todo J € k[X,Y, Z], designemos temporalmente a J(X,Y,0)
simplemente por Jy. Como F, G y Z no tienen ceros comunes, entonces Fy y Gy son
primos relativos en k[X,Y].

Si ZH = AF + BG, entonces (ZH)g = 0 = (AF + BG)o = AoFo + ByGy, de donde
AoFy = —ByGo, y por lo tante By = FyC y Ag = GoC para un cierto C € k[X,Y]. Sean
A = A+CG, By = B—-CF. Como (A})y = (B1)o = 0, tendremos que A; = ZA' y
By = ZB' para ciertos A', B'. Como ZH = A;F + B\G, hemos probado entonces que
H=AF+ B'G, |

Ahora estamos provistos de herramientas para enunciar y probar el teorema de Noether,
que relaciona las condiciones locales y las globales.

Teorema 2.4.1 (Fundamental de Max Noether). Sean F, G, H curvas proyectivas
planas. Se supone que F y G no tienen componentes comunes. Eziste una ecuacion
H = AF + BG (con A, B polinomios homogéneos de grados gr(A) = gr(H) — gr(F)
y gr(B) = gr(H) — gr(G) respectivamente) si y sélo si las condiciones de Noether se
satisfacen en cada punto P € FNG.
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Demostracion. Si H = AF + BG, entonces H, = A.F, + B.G, en todo P. Para probar
el reciproco, podemos suponer, mediante un cambio de coordenadas proyectivo, si es nece-
sario, que V(F,G,Z) = @. Las condiciones de Noether dicen que la clase residual de H.
en Op(P?)/(G.,F.,) es cero en todo P € FNG. Esto prueba, en virtud de la Proposicién
1.3.12, que la clase residual H, es cero en k[X,Y]/(F.,G.), es decir, H. = aF. + bG,, con
a,b € k[X,Y]. Entonces al homogeneizar tenemos Z"H = AF + BG para ciertos A, B, r.
Pero en el Lema 2.4.1 hemos visto que la multiplicacién por Z es una aplicacién uno a
uno en k[X,Y, Z]/(F,G), por lo tanto H = A'F + B'G para ciertos A', B'. Si A’ =} A/,
y B' =Y B!, con Al, B! polinomios homogéneos de grado i, entonces H = ALF + B|G,
s=gr(H)—gr(F), t = gr(H) — gr(G). E

Corolario 2.4.1. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones

i) F y G se cortan en un nimero de puntos distintos igual a gr(F) - gr(G), y H pasa
por estos puntos.

1i) Todos los puntos de F NG son puntos simplesde F, y H-F = G- F.
Entonces existe una curva B tal que B- F=H-F -G - F.

Ahora veremos algunas consecuencias interesantes del Teorema de Max Noether. Como
no nos serdn necesarias en capitulos posteriores, las demostraciones seran breves,

9
Proposicién 2.4.2. Sean C, C’ ciibicas, C'-C = Y P;; supongamos que Q) es una conica,
i=1
6
yque Q-C =Y P. SiP,..., P; son puntos simples de C, entonces Pz, P, Py estdn
i=1

alineados.
Demostracidn. Se consideran F = C, G = Q, H = C' en el Corolario 2.4.1. B

Corolario 2.4.2. (Pascal): Si un hezdgono estd inscrito en una cénica irreducible, en-
tonces los lados opuestos se cortan en puntos colineales.

Demostracién. Sean C tres lados, C’ los tres lados opuestos. @ la cénica, y apliquese la
Proposicién 2.4.2. |

Corolario 2.4.3. (Pappus): Sean L, Ly dos rectas; Py, Py, Py € L1, Q1. Qa,

Q3 € L (ninguno de estos puntos se encuentra sobre Ly N La). Sea L;; la recta que une
P; yQ;. Para cada i, j, k con {i,j,k} = {1,2,3}, sea Ry = L;j - Lj;. Entonces Ry, Rz y
R3 estdan alineados.
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o, >
&5

Figura 2.2: Teorema de Pascal

Figura 2.3: Teorema de Pappus

Demostracién. Las dos rectas forman una coénica, y la demostracion es idéntica a la del
Corolario 2.4.2. |



Capitulo 3

Modelos no singulares

3.1. Aplicaciones racionales

Definicién 3.1.1. Sea V un conjunto algebraico irreducible de P*' x --- x P* x A™.
Todo subconjunto abierto X de V se denomina variedad. X posee la topologia de Zariski
inducida por V.

Si U es un subconjunto abierto de X, entonces U es también abierto en V, por lo tanto
U es también una variedad. Diremos que U es una subvariedad abierta de X.

Definicién 3.1.2. Si Y es un subconjunto cerrado de X, diremos que Y es irreducible si
Y no es unién de dos subconjuntos propios cerrados.
Una Y como la definida se denomina simplemente subvariedad cerrada de X.

Lema 3.1.1. Sean cualesquiera subconjuntos abiertos Uy, Ua no vacios de una variedad
V, entonces Uy NU> #£ @.

Demostracidn. Supongamos que U; N Uy = &, entonces los cerrados V — Uy y V — Uy
forman una descomposicion de V en unién de dos subconjuntos propios cerrados, es decir,
(V-U)U(V=U) =V — (U, NUy) =V lo cual contradice que V es irreducible. [ |

Lema 3.1.2. Todo subcongunto abierto no vacio U de una variedad V', es denso en V.

Demostracién. Sea U la cerradura topolégica de U, es decir
U= (] Wa
UCW,y

donde los Wy, son subconjuntos cerrados de V. Entonces el abierto V — U no interseca a U,
pero por el Lema 3.1.1, la interseccién es no vacia, por lo que no puede haber dicho abierto
V-U,entoncesV -U=2=0U=V. |

43
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Definiciéon 3.1.3. Sea X una variedad, U un subconjunto abierto no vacio de X. Desig-
namos por ['(U, Ox), o simplemente I'({/), al conjunto de funciones racionales sobre X que
estdan definidas en cada uno de los puntos P € U : T'(U) = Npey Opr(X).

Observemos que con esta definicién, I'(U) es un subanillo de k(X ), y si U’ C U, entonces
['(U) ¢ T'(U'). Notemos que si U = X es una variedad afin, entonces I['(X) es el anillo
coordenado de X, por lo tanto nuestra notacién es consistente.

Si z € I'(U), z determina una funcién k-valuada sobre U: puessi P € U, z € Op(X),
y z(P) estd bien definido.

Sea (U, k) el anillo de todas las funciones k-valuadas sobre U. La aplicacién que asocia
una funcién a cada z € I'(U) es un liomomorfismo del anillo I'(U) en el anillo (U, k).

Lema 3.1.3. Sea U un subconjunto abierto de una variedad X. Si z € ['(U), y z2(P) =0
para todo P € U, entonces z = 0.

Demostracion. Sea z € T'(U) tal que 2(P) = 0 para todo P € U, entonces el conjunto
V(z) = {P €V | z(P) =0} es un conjunto cerrado en V pues es una subvariedad de V/,
con lo que tenemos que U C V(z) C V; y por el Lema 3.1.2 sabemos que U es un conjunto
denso en V, entonces V es el cerrado mds pequeno que contiene a U pues es su cerradura
topoldgica, por lo tanto, V(z) = V, lo cual implica que z = 0. |

Si¢ : X — Y es una funcién entre conjuntos, componiendo con ¢ se obtiene el
homomorfismo de anillos ¢ : (Y, k) — $(X, k); es decir, 3(f) = f o p. Esto nos motiva a
la siguiente definicién.

Definicién 3.1.4. Sean X, Y variedades. Un morfismo de X en Y es una funcién ¢ :
X — Y tal que:

(1) @ es continua.

(2) Para todo conjunto abierto U de Y, si f € ['(U,Oy), entonces @(f) = fop €
L(e~!(U), Ox).

Un isomorfismo entre X y Y es un morfismo o uno a uno de X sobre Y, tal que ¢! es

un morfismo.

Una variedad isomorfa a una subvariedad cerrada de un cierto A" (o bien P*) se denom-
inaré variedad afin (respectivamente variedad proyectiva). Cuando escribimos “X C A"
es una variedad afin”, querremos indicar que X es una subvariedad cerrada de A™, mien-
tras que si decimos solamente “X es una variedad afin”querremos significar que X es una
variedad en el sentido general de la Definicién 3.1.1, pero que existe un isomorfismo de X
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a una subvariedad cerrada de un cierto A”. Una observacién semejante es valida para las
variedades proyectivas.

Proposicién 3.1.1. Sean X y Y variedades afines. Existe una correspondencia natural
uno a uno, entre morfismos ¢ : X — Y, y homomorfismos de anillos ¢ : I'(Y) — I'(X).
Si X CA™M Y CA™, un morfismo de X en Y coincide con una aplicacion polindmica.

Demostracion. Podemos suponer que X ¢ A", Y C A™ son subvariedades cerradas de un
espacio afin. La proposicién se sigue de las siguientes consideraciones: (i) una aplicacién
polinémica es un morfismo; (ii) un morfismo ¢ induce un homomorfismo ¢ : ['(Y) —
I'(X); (i) todo @ : I'(Y) — I'(X) estd inducido por una aplicacién polinémica tnica de
X en Y gracias a la Proposicién 1.2.1; (iv) y todas estas operaciones son compatibles. W

Proposicion 3.1.2. Sea V una variedad afin, y f € T(V) con f #0. Sea Vy ={P eV |
f(P) # 0}, una variedad abierta de V. Entonces

(1) T(Vy) =TW)1/fl ={a/f* € k(V) | a€T(V), neZ}.
(2) V; es una variedad afin.

Demostracidn. Podemos suponer que V C A™, sean I = I(V), T(V) = k[X,,..., X,|/1.
Tomemos la F' € k[X1,..., Xy tal que su I—clase residual F sea f.

(1): Sea z € I'(Vy): El conjunto de polos de z es V(J), donde J = {G € k[X,..., X,] |
Gz € T(V)} (como en la demostracién de la Proposicién 1.3.1). Como V(J) ¢ V(F),
FY ¢ J para un cierto N, por el teorema de Nullstellensatz. Luego fNz =a € T'(V),
por lo tanto z = a/f" € I'(V)[1/f]. La otra inclusién es obvia.

(2): Deseamos “empujar los ceros de F al infinito”. Consideremos al ideal I’ generado
por I y por Xpi 1 F —len k[Xy,..., Xpy1], sea V/ = V(') C A™TL

Sea o : k[Xy,..., Xpt1] — ['(Vy) definida de la siguiente manera: o X; = X,) si
i< n,ya(Xn,y1) = 1/f. Segin la parte (1) tenemos que « es exhaustiva, y es claro
que Ker{a) = I'. En particular I’ es primo, por lo tanto V' es una variedad, y «
induce un isomorfismo @ : (V') — I'(Vy).

La proyeccién (X1,..., Xnt1) — (X1,..., Xpn) de A®! en A" induce un morfismo
¢ : V' — V;. El morfismo ¢ es uno a uno y exhaustivo, y ¢ = (@)”'. SiW =
V(Ga(X1, ..., Xns1))NV’ es cerrado en V', entonces tenemos que el conjunto p(W) =
V(FNGo(X1,..., Xn, 1/F)) D V¢, es cerrado en Vy, donde N > g¢r(Gg), de donde

1

resulta que ¢~ es un morfismo, y por lo tanto, un isomorfismo.
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Proposicién 3.1.3. Sea X una variedad, P,Q € X, entonces existe un conjunto afin
abierto V de X que contiene a P y a Q.

Demostracion. Sea X una variedad, entonces existe V variedad algebraica tal que X C V,
y X es abierto en V, por lo tanto V'\ X es cerradoen V. P, Q€ Xsi P, Q¢ V\X. Por
la Proposicién 1.3.5 sabemos que existe un polinomio F, tal que F(R) =0si Re€ V \ X,
y F(P)#0, F(Q) #0. Sea f la imagen de F en I'(V).

Sea Vy={PeV | f(P)#0} C X,y P,@ € V;. Por la Proposicién 3.1.2, Vy es
una variedad afin abierta de V', y como estd contenida en X, V; es abierto en X (por la
topologia inducida). [ ]

Proposicion 3.1.4. Sea X una variedad, P, @ dos puntos distintos de X. Eziste una
f € k(X) definida en P y en Q, con f(P) =0, f(Q) # 0. Por lo tanto f € mp(X),
f & Oo(X). Todos los anillos locales Op(X), P € X, son distintos.

Demostracion. Por la Proposicién 3.1.3 sabemos que existe W variedad afin abierta de X

tal que P,Q € W. Dado que I'(W) = () Op(X), si z € I'(W), entonces z esta definida
Pew
en Pyen @, es decir, si z = f/g, entonces g(P) # 0,y g(Q) # 0, con f,g € I'(V), donde

X C V,y V es variedad irreducible. Por la Proposicién 1.3.5 existe H € k[X,,..., Xy]
tal que H(P) =10,y H(Q) # 0, entonces H ¢ I(V).

Sea h = H € T'(V), entonces h/g € k(X), y &(P) = Zéf;) 0,y ’;((8; # 0, es decir,
f=h/gestalque f(P)=0,y f(Q)#0. u

Proposicion 3.1.5. SiV C A, W C B son subvariedades cerradas, entonces V- x W es
una subvariedad cerrada de A x B.

Demostracion. Como V es una subvariedad cerrada de A, quiere decir que V es el conjunto
de ceros de ciertos polinomios (a saber, aquellos que estdn en el ideal I(V')), y ademaés es
irreducible. Lo andlogo para W, con lo cual conciuimos que V' x W es el conjunto de ceros
de los polinomios del ideal (V) x I(W), con lo cual es un conjunto algebraico, sdlo falta
ver que es irreducible.

Supongamos que V x W = Z) U Z, donde Z; es cerradoen A x B. Sea U; = {y e W |
V x{y} € Z;}. Tenemos que V x {y} es irreducible, pues es isomorfo a V', entonces
Uy nU, = @, pero U; es abierto en B pues si Fr(X,Y) es el conjunto de polinomios que
definen a Z;, donde X = X;,..., X, yY =Yi,...,Yn. Siy € U], entonces para algin
ayalginz € V, Fo(z,y) # 0. Sea Go(Y) = Fu(z,Y). Entonces {¢' € W | Ga(y') # 0}
es una vecindad abierta de y en U}, por lo tanto ) es abierto. El mismo argumento sirve
para ver que Us es abierto.

Por lo tanto, como cada U; es abierto y no se intersecan, al ser W una variedad nos implica
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que por lo menos uno de los U; es vacio (sin pérdida de generalidad, digamos que U, = @),
y entonces V x W C Z, con lo cual tenemos que V x W es irreducible. [ |

Proposicién 3.1.6. Sean X, Y abiertos en V. C A y W C B respectivamente, donde
V, W, A, B son como en la proposicién anterior. Entonces se cumplen las siguientes afir-
MAcIones:

(1) Las proyecciones m : X XY — X, ym: X xY — Y son morfismos.

(2) Sif:Z—-X,qg: Z— Y son morfismos, entonces (f,g) : Z — X x Y definida por
(f,9)(z) = (f(2),9(2)) es un morfismo.

3) Sif: X' - X, g:Y' =Y son morfismos, entonces f xg: X' xY' - X xY
definida por (f x g)(z',y) = (f(z'), 9(y')) es un morfismo.

(4) La diagonal Ax = {(z,y) € X x X | y ==z} es una subvariedad cerrada de X x X, y
la aplicacién diagonal 6x : X — Ax definida por dx(z) = (z,z) es un isomorfismo.

Demostracion. (1): Sea U C X un subconjunto abierto de X, entonces 7rl_l(U) =UxY
que es abierto en X x Y, y por tanto 7 es continua, de manera andloga se muestra que
7y también es continua. Ahora sea f € I'(U,Ox), entonces f estd definida en todo U,
queremos mostrar que m,(f) = f o m estd definida en todo 7rl_l(U) =UxY; pero
1)z, y) = (fom)(z,y) = f(x) es una funcién que va de U x Y en k, por lo que 7, (f)
estd definida en todo U x Y porque f lo estd en U, por lo tanto 7 es un morfismo. El
mismo argumento muestra que 7, también lo es.

(2): Sea Uy x Uy un abierto en X x Y, entonces (f,g)" (U, x Ua) = f~HU) U g~} (U2)
que es abierto en Z pues f, g son continuas, por lo tanto (f, g) es también continua. Sea
p € I'(Uy x Uz, Oxxy), entonces ¢ estd d/e\fklida para todo P € U; x Uy, nos fijamos en un
punto Py € f~1(U1)Ug™(Ua), entonces (f, 9)(¢)(Po) = (po(f,9))(Po) = ¢((f(Po), 9(F)))
y como ¢ estd definida en (f(Pp),g(Py)) € U, x Uz entonces (f,g)(p) € T(f~1(U) U
g~} (U),0z), por lo tanto (f, g) es morfismo.

(3): Descompongamos la aplicacion

Ixg

X' xY' XxY
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en lo siguiente:

entonces, aplicando el inciso (2) de ésta proposicién, tenemos que

fxg=(fom, gom)

que ya mostramos que es un morfismo.
(4): La diagonal A x es un conjunto algebraico, puesto que X es una variedad, entonces X

es el conjunto de ceros de f, € k[X),..., Xy, entonces podemos ver a este conjunto cémo
Fo € k[X1,.... X0, 1,... . Yz], donde los f4 son los polinomios Fy, vistos como polinomios
valuados sélo en las primeras X,..., X, variables, v entonces Ax es el conjunto de ceros

de Fy — G4 dénde los G, son los polinomios f, vistos como polinomios en las variables
X1y, X0, Y1, ..., Yy, pero sélo valuados en las variables Y], ..., Yy, por lo tanto Ax es
una subvariedad cerrada de X x X.

Por el inciso (2) de esta proposicién, §x es un morfismo, pues viene de considerar dos veces
idx : X — X, por tanto dx = (idx, idx) que ya mostramos que es un morfismo; y la
proyeccién 7 : X x X — X es la inversa de dx que ya mostramos también que es un
morfismo, por lo tanto §x es un isomorfismo. |

Corolario 3.1.1. St f,g : X — Y son morfismos de variedades, entonces {z € X |
f(z) = g(z)} es cerrado en X. Si f y g coinciden sobre un conjunto denso en X, entonces

f=g9

Demostracién. Por los incisos (3) y (4) de la proposicién anterior, tenemos que {z € X |
f(z) =g(z)} = (f xg9)"}(Ay), que ya mostramos que es una subvariedad cerrada isomorfa
a X. Entonces, si f y g coinciden en un conjunto denso en X, entonces por el Lema 3.1.2,
ese conjunto denso es un abierto no vacio de X, su complemento en X es un cerrado que
es una subvariedad, y ya vimos que el conjunto en donde coinciden es isomorfo a X. W

Proposicién 3.1.7. Sean X, Y afines, y f : X — Y un morfismo de variedades. En-
tonces f(X) es denso enY siy sdlo si f:(Y) — [(X) es uno a uno.
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Definicién 3.1.5. Sean X, Y variedades. Decimos que dos morfismos f; : U; — Y
(t = 1,2) de subvariedades abiertas U; C X estan relacionadas si sus restricciones a
U, N U3 coinciden, es decir

hi~fo = filun= f2lunu,

Proposicién 3.1.8. La relacion de la Definicion 3.1.5 es de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad y la simetria son inmediatas, para ver que es transitiva
consideremos que U; N U, es denso por los Lemas 3.1.1 y 3.1.2; entonces, por el Corolario
3.1.1, toda f; estd determinada por su restriccién sobre Uy N U,. Entonces, si fi ~ fo y
fa ~ f3, entonces, el abierto Uy NU;NU3 es denso y por tanto, fi, f2, f3 estan determinadas
por su restriccién en U NU; N Us, con lo que son iguales en ese abierto, lo que implica que

fi~fs. [ ]

Definicién 3.1.6. Llamamos aplicacién racional a una clase de equivalencia de los mor-
fismos de X en Y relacionados como en la Definiciéon 3.1.5.

Definicién 3.1.7. El dominio de una aplicacién racional es la unién de todas las subvarie-
dades abiertas U, de X tales que algin f, : U, — Y pertenece a la clase de equivalencia
de la aplicacién racional.

Observacion 3.1.1. Si U es el dominio de una aplicacién racional, la funcién f: U — Y
definida por f |y, = fa es un morfismo perteneciente a la clase de equivalencia de la
aplicacién; todo morfismo equivalente es una restriccion de f. Asi, una aplicacién racional
de X en Y puede también definirse como un morfismo f de una subvariedad abierta U C X
en Y tal que f no puede extenderse a un morfismo de algin subconjunto abierto mayor de
XenY.

Definicién 3.1.8. Una aplicacién racional de X en Y se llama dominante si f(U) es denso
en Y, donde f: U — Y es un morfismo representante de la aplicacion.

Dado que f estd determinado por su restriccién, entonces el morfismo f de la definicién
de arriba es independiente de U.

Definicién 3.1.9. Si A y B son anillos locales, y A es un subanillo de B, diremos que B
domina a A si el ideal maximal de B3 contiene al ideal maximal de A; es decir simg4 C mp.

Proposicion 3.1.9. (1) Sea F una funcidn recional dominante de X en'Y. Sean U C
X, V C Y subconjuntos afines abiertos. f : U — Y un morfismo que represente
a F. Entonces la aplicacion inducida f : I'(V) — I(U) es uno a uno, ast que f
se extiende a un homomorfismo uno a uno de k(Y) = k(V) en k(X) = k(U). Este

homomorfismo es independiente de la eleccion de f, y se designa F.
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(2) Si P pertenece al dominio de F', y F(P) = Q, entonces Op(X) domina a ﬁ(OQ(Y)).
Reciprocamente, si P € X, Q € Y y Op(X) domina a F(Og(Y)), entonces P
pertenece al dominio de ', y F(P) = Q.

(3) Todo homomorfismo de k(Y) en k(X) viene inducido por una aplicacidn dominante
dnica de X enY.

Demostracion. La demostracién de (1) es consecuencia de la Proposicién 3.1.7. Sélo hay
que destacar que k(X)) = k(U) puesto que U es un abierto maximo gracias a la Observacién
3.1.1.

(2): Si Op(X) domina a f‘(OQ(Y)), consideremos vecindades afines V de P, W de Q.
Sea D(W) = kly1,.-.,yn]. Entonces F(y;) = a:b] !, con a;,b; € D(V), y b(P) # 0. Si
hacemos b = by -by-...- by, entonces ﬁ(I‘(W)) C I'(V,) gracias a la Proposicién 3.1.2, luego
EF: (W) — I'(V,) estd inducida por un morfismo tnico f : V, — W por la Proposicién
3.1.1. Si g € (W) se anula en @, entonces F(g) se anula en P, de donde resulta que

P =q.

(3): Podemos suponer X y Y afines. Entonces como en (2), si ¢ : k(Y) — k(X),
o(C(Y)) € I(X,) para algin b € I'(X), luego ¢ esté inducido por un morfismo f que va de
Xp aY. Segun la Proposicién 3.1.7, f(X,) es denso en Y puesto que f es uno a uno. M

Definicién 3.1.10. Una aplicacién racional F : X — Y se dice que es birractonal si
existen conjuntos abiertos U C X, V C Y, y un isomorfismo f : U — V que represente a
F.

Definicién 3.1.11. Decimos que X y Y son birracionalmente equivalentes si existe una
aplicacion birracional de X en Y.

Ser birracionalmente equivalente es una relacién de equivalencia. Por ejemplo, una
variedad es birracionalmente equivalente a toda subvariedad abierta de s{ misma. A™ y P?
son birracionalmente equivalentes.

Proposicién 3.1.10. Dos variedades son birracionalmente equivalentes si y sdlo si sus
campos de funciones son isomorfos.

Demostracion. Como k(U) = k(X) para toda subvariedad abierta U de X, variedades
birracionalmente equivalentes poseen campo de funciones isomorfos.

Reciprocamente, por hipétesis ¢ : k(X) — k(Y) es un isomorfismo. Podemos suponer
que X y Y son afines. Entonces ¢(I['(X)) C ['(Y,) para un cierto b € I'(Y), y también
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o HT(Y)) C T(Xq) para algiin d € I'(X), como en la demostracién de la Proposicién 3.1.9.
Entonces la restriccién de ¢ es un isomorfismo de I'((Xg),,~1(s)) sobre I'((Y5)y(q))- Luego
(Xa)p-1(p) es isomorfo a (Y}),(4), como querfamos. |

Corolario 3.1.2. Toda curva es birracionalmente equivalente a una curva plana.

Demostracidn. SiV es una curva, k(V) = k(z,y) para ciertos z,y € k(V). Sea I el nicleo
del homomorfismo natural de k[X,Y] sobre k[z,y] C k(V). Entonces I es primo, luego
V' = V(I) C A? es una variedad. Como I'(V’) = k[X,Y]/I es isomorfo a k[z,y], se tiene
que k(V’) es isomorfo a k(z,y) = k(V). Luego dim(V’) = 1, y por tanto V’ es una curva
plana. |

Definicién 3.1.12. Una variedad se llama racional si es birracionalmente equivalente a
A™ (o P™) para un cierto n.
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3.2. Modelos no-singulares de curvas

Cormo vimos en la Definicién 2.1.7, un punto P de una curva C se dice que es un punto
simple, st Op(C) es un anillo de valuacion discreta. Consideramos que O’I‘dpc u ordp designa
a la funcién orden sobre k(C) definida por Op(C) como en la Definicién 1.1.5. Diremos
que C es no-singular si cada punto de C es simple.

Definicién 3.2.1. Sea K un campo que contenga a k. Diremos que un anillo local A es un
anillo local de K, si A es un subanillo de K, A contiene a k' y K es el campo de cocientes
de A.

Como ejemplo de anillo local de un campo tenemos el siguiente: Si V' es una variedad,
P c V, entonces Op(V) es el anillo local de £(V).

Definicién 3.2.2. Un anillo de valuacion discreta de K, es un AVD que ademds es un
anillo local de K.

Teorema 3.2.1. Sea C una curva proyectiva, K = k(C). Supongamos que L es un campo
que contiene a K, y R es un anillo de valuacion discreta de L, tal que K ¢ R. FEntonces
existe un punto unico P € C tal que R domina a Op(C).

Demostracion. (Unicidad):
Si A domina a Op(C) y a Og(C), elijamos f € mp(C), 1/f € Og(C) como en la Proposicién
3.1.4. Entonces ord(f) > 0y ord(1/f) > 0, lo cual es una contradiccién. ]

Demostracion. (Eristencia):
Podemos suponer que C es una subvariedad cerrada de P*, yque CNU; # @,i=1,...,n+1.
Entonces en Tpom (C) = k[ X1, ..., Xpnt1]/1(C) = k[z1, ..., Zn41], cada z; # 0.

Sca N = r?z_a;x ord(z;/z;). Supongamos que ord(x;/Ty41) = N para un cierto j (Si es

necesario, podemos efectuar un cambio de coordenadas para que esto suceda). Entonces
para todo i tenemos

ord(zi/znt1) = ord((z;/Tas1)(zi/zj)) = N — ord(zj/x;) > 0.

Si C, es la curva afin correspondiente a C N U, 41, entonces I'(C,) se puede identificar con
klz1/Zai1s .-y ZTn/Tnt1], luego I'(C,) C R.

Sea M el ideal maximal de R, J = M NT(C.). J es un ideal primo, por lo tanto &
J le corresponde una subvariedad cerrada W de C.. Si W = (,, entonces J = 0, y todo
elemento no nulo de I'(C,.) es unidad en R; pero entonces K C R, lo cual contradice nuestra
hipétesis. Luego W = {P} es un punto, debido a que toda subvariedad cerrada propia de
na curva es un punto. Por tanto, R domina a Op(C,) = Op(C). [ ]
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Corolario 3.2.1. S5iC es una curva proyectiva y C' una curva no-singular, entonces existe
una correspondencia natural y uno a uno entre los morfismos dominantes f : C' — C y los
homomorfismos f : k(C) — k(C").

Corolario 3.2.2. Dos curvas proyectivas no-singulares son isomorfas si y sdlo st sus cam-
pos de funciones son isomorfos.

Corolario 3.2.3. Sea C una curva proyectiva no-singular, K = k(C). Entonces eriste una
correspondencia natural uno a uno, entre los puntos de C y los anillos de valuacién discreta
de K. SiPeC, Op(C) es el correspondiente AVD.

Demostracion. Cada Op(C) es ciertamente un AVD de K. Si R es uno de estos AVD,
entonces X domina a uno solo de los Op(C). Como Ry Op(C) son ambos AVD de K, esto
prueba que R = Op(C) debido a la Proposicién 1.1.4.

Sean C, K como en el las hipétesis del Corolario, y X es el conjunto de todos los anillos
de valuacién discreta sobre k. Definimos una topologia sobre X de la siguiente manera:
Un conjunto U no vacié de X es abierto si X — U es finito. Entonces la correspondencia
P — Op(C) deC en X es un homeomorfismo. Y si U es abierto en C, T'(U,O¢) = Prc]c Op(C),
por lo tanto todos los anillos de funciones sobre C pueden ser recubiertos por X. Como
X estd determinado sélo por K, esto significa que C estd determinado sélo por K salvo
isomorfismos de K (gracias al Corolario 3.2.2). |

A continuacién enunciaremos un teorema y dos lemas, cuyos resultados nos son im-
portantes, pero dado a que la demostracién de estos utiliza técnicas para desingularizar
una curva, y este tema sale del alcance de esta tesis, omitiremos las pruebas, y el lector
podra consultarlas en [4] Fulton W., Algebraic Curves, Capitulo 7, pig. 179-183.

Teorema 3.2.2. Sea C una curva proyectiva. Entonces existe una curve proyectiva no-
singular X y un morfismo birracional f de X sobre C. Si f' : X' — C es otro, entonces
existe un isomorfismo unico g : X — X' tal que f'g = f.

Corolario 3.2.4. Eziste una correspondencia uno a uno natural entre curvas proyectivas
no-singulares X y campos de funciones algebraicas en una variable K sobre k: K = k(X).
Si X, X' son dos de tales curvas, a morfismos dominantes de X' en X corresponden
homomorfismos de k(X) en k(X').

Estos dos resultados nos motivan a la siguiente definicién.

Definicién 3.2.3. Sea C una curva proyectiva, f : X — C como en el Teorema 3.2.2.
Decimos que X es el modelo no-singular de C, o de K = k(C).
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Identificaremos k(X ) con K por medio de f como en el Corolario 3.2.1.

Los puntos () de X estdn en correspondencia uno a uno con los anillos de valuacién
discreta Og(X) de K gracias al Corolario 3.2.3.

Observemos que f(Q) = P cuando Og(X) domina a Op(C).

Definicién 3.2.4. Sea X el modelo no-singular de una curva proyectiva C, a los puntos
de X los llamamos lugares de C o de K.

Definicion 3.2.5. Diremos que un lugar @ estd centrado en P, si f(Q) = P.

Lema 3.2.1. Sea C una curva plana proyectiva, P € C. Entonces existe un entorno afin
U de C tal que:

(1) fFHU)=U" es una subvariedad abierta afin de X.

(2) T(U’) es un mddulo finito sobre T'(U).

(3) Para cada 0 # t € T(U), tD(U’) € T(V).

(4) El espacio vectorial T(U")/T(U) es de dimensidn finita sobre k.

El entorno U puede ser tomado excluyendo un conjunto finito S cualquiera de puntos de
C,siP¢s.

Notacién: Sea una curva proyectiva plana, y f : X — C como antes, Q € X, f(Q) =
P € C. Para toda curva plana G (posiblemente reducible), formamos G. € Op(P?) como
en la Seccién 2.3; sea g la imagen de G. en Op(C) C k(C) = k(X). Definimos ordg(G)
identificando con ordg(g). Como es usual, esta definicién es independiente de la eleccién
de G..

Proposicién 3.2.1. Sean C una curva plana proyectiva irreducible, P € C, f : X — C
como antes, y G una curva plana (posiblemente reducible). Entonces

Ip(FNG)= >  ordg(G).
Qef-1(P)
Demostracion. Sea g la imagen de G. en Op(C). Elegimos U como en el Lema 3.2.1, tan
pequefio que g sea una unidad en todos los Op/(C), P’ € U, P’ # P. Entonces, por la
Proposicién 1.3.13, y el Corolario 1.3.1, tenemos Ip(C N G) = dimy(Op(P?)/(F.,G.)) =
dimi(Op(C)/(g)) = dim(T(U)/(g)). Sea V =T(U), V' =T(U’"),y T : V' — V' definida
por T(z) = gz. V'/V es de dimensién finita, luego en virtud de la Proposicién 1.3.18
tenemos que dim(V/T(V)) = dim(V'/T(V")), y dimp(T(U)/(9)) = dime(D(U")/(g}). En
virtud del Corolario 1.3.1, dim(L(U")/(g)) = 3.  dim(Og(X)/(9)) = 3 ordg(g), como

Qef~Y(P)
queriamos ver. |
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Lema 3.2.2. Supongamos que P es un punto maltiple ordinario de C de multiplicidad r.
Sea f[TY(P)={P,...,P}. Siz€k(C), yordp(z) >r—1, entonces z € Op(C).

Proposicion 3.2.2. Sea F una curve plana proyectiva e irreducible, P un punto mailtiple
ordinario de F' de multiplicidad r. Sean Py,..., Py los lugares centrados en P, y G, H
curvas planas, posiblemente reducibles. Entonces las condiciones de Noether se satisfocen
en P (respecto a F, G, H), siordp,(H) > ordp(G)+r—1parai=1,...,r.

Demostracion. H, € (F.,G,) C Op(P?) es equivalente a H, € (G.) C Op(F), 02 2z =

(H./G.) € Op(F). Aplicando el Lema 3.2.2 a z se obtiene la proposicién. [ |
Proposicion 3.2.3. Sea X una curve proyectiva no-singular, Py, ..., P € X. Para todo
my,..., M, €Z, existe un z € k(X) tal que ordp,(z) = my

Demostracion. Como ya vimos, X es birracionalmente equivalente a una curva plana C,
entonces sea L; una recta que pasa por P; (y no es tangente a C en F;) y no pasa por
los demds P;, y sea Ly la recta que no pasa por ninguno de los puntos P;. Sea z =
HL;“'LaZm‘; por el Teorema 2.1.1, tenemos que L; es un parametro de uniformizacién
de Op,(C) para cad 4, y Lazm‘/HL;nj (j # 1) es una unidad porque no pasan por F;,
por lo que ordp,(2) = m;. [ ]



Capitulo 4

Teorema de Riemann-Roch

En todo este capitulo, C sera una curva proyectiva irreducible, f : X — C el morfismo
birracional del modelo no-singular X sobre C. K = £(C) = K(X) su campo de funciones.
Los puntos P € X seran identificados con los lugares de K, ordp designa la funcion orden
correspondiente sobre K.

4.1. Divisores

Definicién 4.1.1. Un divisor de X es un elemento del grupo abeliano libre sobre el

conjunto X, es decir, una suma formal D = > npP, np € Zy np = 0 salvo para un
) PeX
numero finito.

Definicién 4.1.2. El grado de un divisor es la suma de sus coeficientes: gr(} npP) =

an.
Con el grado asi definido, es claro que gr(D + D') = gr(D) + gr(D’).

Definicién 4.1.3. Decimos que un divisor D = Y npP es efectivo (o positivo) si todo
np > 0.

Escribiremos Y npP > Y mpP si cada np > mp.

Definicién 4.1.4. Sea C una curva de grado n y G es una curva plana que no contenga
a C como una componente. Definiremos el divisor de G, que denotaremos div(G), como

> ordp(G)P, donde ordp(G) estd definido como en la Seccién 3.2. Recordemos que ordp
PeX
es una valuacién discreta sobre K.

o7
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Por Ja Proposicién 3.2.1, tenemos que Y ordp(G) = Y Io(CNG). Por el Teorema
PeX QeC

de Bézout, div(G) es un divisor de grado mn, donde m es el grado de G. Notemos que el
div(G) contiene mds informacién que el ciclo de interseccién G - C.

Definiciéon 4.1.5. Para todo z € K no nulo, definimos el divisor de z, que denotaremos
div(z), como > ordp(z)P.
PeX
Como z posee solamente un nimero finito de ceros y polos, div(z) es un divisor bien
definido.

Definicién 4.1.6. Definimos por (z)o = Y. ordp(z)P, al divisor de los ceros de z, y
ordp(z)>0
por (z)ac = ). —ordp(z)P, al divisor de los polos de z.
ordp(z)<0

Entonces tenemos que div(z) = (2)g — (2)oo. Observemos también que
div(z2') = div(z) + div(2), y div(z™") = —div(z).

Proposicién 4.1.1. Para todo z € K no nulo, div(z) es un divisor de grado cero. Una
funcion racional tiene el mismo nimero de ceros que de polos, siempre que se cuenten de
forma adecuada.

Demostracion. Consideremos una curva plana C de grado n. Sea z = g¢/h, con g, h
polinomios homogéneos del mismo grado en [y, (C); sabemos que g, h son clases resi-
duales de polinomios homogéneos G, H de grado m en k[X,Y,Z]. Entonces div(z) =
div(G) — div(H), y hemos visto que div(G) y div(H) tienen grado mn. [ |

Corolario 4.1.1. Sea 0 # z € K, entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:
(i) div(z) = 0, (i) z € k, (1) div(z) = 0.

Dermostracion. Si div(z) > 0 entonces ordp(z) > 0 para todo P € X, entonces tenemos
que z € Op(X) para todo P € X. Si z(Py) = Ay para algin P, entonces div(z — Ag) > 0
y gri{div(z — X)) > 0, pero en la Proposicién 4.1.1 ya vimos que el grado debe ser cero,
lo cual es absurdo, salvo que z — Ag = 0, es decir, z € k, con lo que tenemos que (i) =
(i1). Para demostrar que (%) = (i11), simplemente hay que observar que si z € k entonces
z no tiene ni ceros ni polos para ningin P € X, por lo que div(z) = 0. Por ultimo, la
implicacién (i1) = (i) es obvia, ya que, si div(z) = 0 entonces claramente ordp(z) = 0
para todo P € X, y mds claro aln es que, entonces ordp(z) > para todo P, con lo que
div(z) > 0. |
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Corolario 4.1.2. Sean z,z' € K, ambos no nulos, entonces div(z) = div(z’) si y sélo si
2’ = Az para un cierto X € k.

Demostracidn. Supongamos que div(z) = div(2’), entonces div(z'z7!) = 0, y por el Coro-
lario 4.1.1 tenemos que z'z27! € k, sea A = 2’271, entonces 2’ = Az.

Ahora supongamos que z’ = Az con A € k, entonces z’z~! = X\ € k, por el Corolario
4.1.1 tenemos que div(z'z7!) = 0 = div(2') — div(z) = 0. [ |

Definicién 4.1.7. Dos divisores D, D’ son linealmente equivalentes si D = D' + div(z)
para un cierto z € K, en cuyo caso escribiremos D = D’.

Proposicién 4.1.2. (1): La relacién = es una relacion de equivalencia.
(2): D=0siysdlosiD=div(z), z€ K.

(3): SiD =D, entonces gr(D) = gr(D’).

(4): SiD=D yD, =D entonces D+ D, = D'+ Dj.

(5): Sea C una curva plana, entonces D = D’ si y sélo si existen dos curvas G, G’ del
mismo grado tales que D + div(G) = D' + div(G').

Demostracion. (1): Sea D un divisor, para cualquier z € & no nulo, por el Corolario 4.1.1
tenemos que div(z) = 0, y por tanto D = D + div(z), con lo que D = D. Si D = D'
entonces D = D + div(z) para algin z € K, y es claro que también 27! € K y que
D' = D —div(z) = D' + div(z71), y por tanto D'’ = D. Si D =D'y D' = D", entonces
D = D' +div(z1) y D' = D" +div(z), con 21, 22 € k; claramente z; 2 € K, y tenemos que
D = D" + div(z)) + div(zz) = D" 4 div(z123), con lo que D = D".

(2): Supongamos D = 0, entonces D = 0 + div(z) = div(z) con z € K. Ahora
supongamos que D = div(z) con z € K, entonces D = 0+ div(z) con lo que D = 0.

(3): Si D = D, entonces D = D’ + div(z) con z € K, entonces gr(D) = gr(D' +
div(z)) = gr(D') + gr(div(z)), y debido a la Proposicién 4.1.1 tenemos que gr(div(z)) =0,
por lo que gr(D) = gr(D").

(4): Supongamos D = D'y D, = Dj, entonces D = D' + div(z) y Dy = D} + div(2'),
con z,z' € K, entonces D + Dy = D' + Dy + div(z) = D' + D} + div(2') + div(z) =
D' + D} +div(2'z), y claramente 2’z € K, por tanto D + D, = D' + Dj.

(5): Sea C una curva plana, y D = D', entonces D' = D + div(z) con z € K; como
en la prueba de la Proposicién 4.1.1, existen polinomios homogéneos G, G’ € k[X,Y, Z]
del mismo grado, de tal manera que z = G/G’, y div(z) = div(G) — div(G’), por lo que
podemos escribir D' = D + div(G) — div(G'), y por tanto D’ + div(G') = D + div(G).
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Andlogamente, si D + div(G) = D' + div(G’) con G, G’ € k[X,Y, Z] del mismo grado,
entonces tomamos z = G'/G € [rom(C), ¥ por tanto div(z) = div(G') — div(G), con lo cual
D = D'+ div(G) — div(G) = D' + div(z), y por tanto D = D" [ |

v

El criterio demostrado en la Seccién 3.2 para las condiciones de Noether tiene una
expresion elegante en el lenguaje de divisores:
Supongamos que C es una curva plana que sélo posee puntos multiples ordinarios. Para

cada Q € X, searg = my)(C). Definimos al divisor £ = ) (rg—1)Q. Observemos que
QX

E es un divisor efectivo de grado Y 7o(rg — 1). Toda curva plana G tal que div(G) > E
se denomina adjunta de C. Obsérvese que G es una adjunta de C si y sélo si mp(G) >
mp(C) — 1 para cada uno de los puntos (multiples) P € C. Si C es no-singular, toda curva
es una adjunta.

Teorema 4.1.1. (Del Residuo) Sean C, E como antes. Supongamos gue D, D' son
divisores efectivos de X, y D = D’. Supongamos que G es una adjunta de grado m, tal
que div(G) = D + E+ A. para un cierto divisor efectivo A. Entonces existe una adjunta
G’ de grado m tal que div(G’) = D' + E + A.

Demostracidn. Como D = D', entonces por la Proposicién 4.1.2 tenemos que existen H, H'
curvas del mismo grado tales que D + div(H) = D’ + div(H'). Entonces div(GH) =
div(H) + div(G) = div(H)+ D+ E + A = div(H') + D' + E + A y observemos que
div(H')+ D'+ E+ A » div(H') + E. Sea F el polinomio homogéneo que define a C.
Aplicando la Proposicién 3.2.2 a F, H' y GH, vemos que las condiciones de Noether se
satisfacen para todo P € C. Por el Teorema de Noether (2.4.1), GH = F'F + G'H para
ciertos £/, G’, donde gr(G') = m. Entonces div(G') = div(GH)—div(H') = D'+E+A. W
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4.2. El espacio vectorial L(D)

Sea D = Y npP un divisor de X. D selecciona un nimero finito de puntos, y les
asigna enteros. Deseamos determinar cudndo existe una funcién racional cuyos polos sean,
precisamente, los puntos escogidos, v con polos no “inferiores” al orden np en P; si es asi,
icuantas de tales funciones existen?

Definicién 4.2.1. Designamos por L(D) al conjunto {f € K | ordp(f) > —np; VP € X},
donde D =) npP.

Observemos que una funcién racional f pertenece a L(D) si div(f) + D > 0, o bien, si

f=o0.

Proposiciéon 4.2.1. El conjunto L(D) constituye un espacio vectorial sobre k. Designamos
por £(D) a la dimension de L(D).

Demostracidn. Observemos que para todo A € k, si f € L{D), entonces div(Af) + D =
div(A) + div(f) + D = div(f) + D > 0, por consecuencia del Corolario 4.1.1, con lo que
concluimos que Af € L(D). Ahora veamos que, si f1, fo € L(D), entonces ordp{fi + f2) >
minfordp(f1), ordp(f2)] > —np paratodo P € X,y dado por cémo se definié ordp tenemos
que si ordp(f) > —np entonces ordp(—f) > —np. Con esto tenemos un candidato a ser
espacio vectorial, pues L{P) es un subgrupo de K y tenemos definida una multiplicacién
por escalar. Como k C K es un subcampo, entonces se cumplen que A(f1+ f2) = Afi+ A fa,
A+ A)f =M +xaf, M(Qaf) = (MiA2)f, y 1f = f, paratodo A\, A, A€k y f,fi, f2 €
K. Con lo que la proposicién es cierta. n

La siguiente proposicién muestra que £(D) es finita.

Proposicién 4.2.2. (1) Si D < D', entonces L(D) C L(D'), y dimy(L{D")/L(D)) <
gr(D' — D).
(2) L(0) = k; L(D) = 0 si gr(D) < 0.
(3) L(D) es de dimensidn finita para todo D. Si gr{D) > 0, entonces £(D) < gr(D)+1.
(4) Si D =D, entonces ¢(D) = £(D").
Demostracion. (1): D' = D+Py+...+P,y L(D) C L{D+P) C ... C L{(D+Pi+...+PFs),
entonces es suficientes probar que dim(L(D + P)/L{D)) < 1. Para comprobarlo, sea ¢ el
pardmetro de uniformizacién de Op(X), y sea r = np el coeficiente de P en D. Definimos

0 : L(D+ P) — k por p(f) = ("T1f)(P); como ordp(f) > —r — 1, estd bien definido.
@ es una aplicacién lineal, y Ker(p) = L(D), luego ¢ induce una aplicacién uno a uno
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¢: L(D+ P)/L(D) — k que da el resultado.

(2): Por el Corolario 4.1.1, tenemos que si 0 # f € K es tal que div(f) > 0 entonces
f €k, por lo que L(0) = k. Supongamos que gr(D) < 0, sea f € L(D) no nulo, entonces
div(f) + D > 0, pero gr(div(f) + D) = gr(div(f)) + gr(D) > 0, por la Proposicién 4.1.1
tenemos que gr(div(f)) = 0 por lo que gr(D) > 0, lo cual contradice la hipétesis, por lo
tanto f = 0.

(3): Sigr(D) =n >0, elegimos P € X,y consideramos D' = D — (n+1)P. Entonces,
por (2) tenemos que L(D') = 0, y por (1) tenemos que dim(L(D)/L(D")) < n+ 1, por lo
tanto £(D) < n + 1.

(4): Supdngase que D' = D + div(g). Definimos ¢ : L(D) — L(D’) por ¢(f) = fg.
1 es un isomorfismo de espacios vectoriales, por tanto ¢(D) = é(D’) [ |
Podemos dar una generalidad de los conceptos abarcados en éste capitulo.

Definicién 4.2.2. Para todo subconjunto S de X, y todo divisor D = 5 npP de X,
definimos gr¥(D) = Y. np,y L3(D) = {f € K | ordp(f) > —np; YP € S}.
Pes

Lema 4.2.1. Si D < D', entonces L5(D) ¢ L3(D'). Ademds. si S es finito, entonces
dimy(L3(D")/L(D)) = gr5(D' - D).

Demostracién. Procediendo como en la Proposicién 4.2.2, supondremos que D' = D + P,
y definimos ¢ : LS(D + P) — k, por el mismo camino. Debemos probar que ¢ aplica
L5(D + P) sobre k, es decir, ¢ # 0, por lo tanto @ es un isomorfismo. Entonces debemos
encontrar un f € K con la propiedad de que ordp(f) = —r — 1, y ordg(f) > —ng para
todo @) € §. Pero esto sabemos que lo podemos hacer gracias a que S es finito, y usando
la Proposiciéon 3.2.3. [ ]

La siguiente proposicién es un primer paso importante para el calculo de las dimensiones

(D).

Proposicién 4.2.3. Sea x € K, z ¢ k. Sea (2)g el divisor de los ceros de z, y sea
n =K :k(z)]. Entonces

(1) (z)o es un divisor efectivo de grado n.

(2) Euiste una constante T tal que €(r(x)o) > rn — 7 para todo .
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Demostracion. Sea Z = (z)o = . npP, y sea m = gr(Z). Ante todo probaremos que
m < n.

Sea S = {P € X | np > 0} y elegimos vy,...,um € L5(0) tales que las clases
laterales 7y,...,%,, € L5(0)/L°(~Z) formen una base de este espacio vectorial (Lema
4.2.1). Probaremos que vy,...,v, son linealmente independientes sobre k(z). Si no

(quitando denominadores y multiplicando por una potencia de z), obtendriamos poli-
nomios g; = A; + zh; € k[z] con > g;v; = 0, y no todos los A; = 0. Pero entonces
Ydvi=—z> R € L5(—Z), por lo tanto > AiU; = 0, lo cual es absurdo. Luego m < n.
A continuacién probaremos (2).

Sean wi,. .., w, una base de K sobre k(z), pues K es algebraico sobre k(z). Podemos
suponer que cada w; satisface una ecuacién del tipo w)* + ailw?"_l +...=0, con a;; €
klz~']. Entonces ordp(a;;) > 0si P ¢ S. Siordp(w;) <0, P ¢ S, entonces ordp(w]) <
ordp(aijw?‘_j), que es imposible por la Proposicién 1.1.5. Se sigue entonces que para
un cierto t > 0, div(w;) +tZ > 0,4 = 1,...,n. Entonces w;z ™7 € L({r + t)Z) para
i=1,...,n,yj=0,1,...,7. Como los w; son independientes sobre k(z),y 1,z },...,z7"
son independientes sobre k, {w;z™7 |i=1,...,n; j =0,...,7} son independientes sobre k.
Por lo tanto €((r+t)Z) > n(r+1). Pero {((r+1)Z) = ¢(rZ) +dim(L((r +t)Z)/L(rZ)) <
¢(rZ)+ tm por la Proposicién 4.2.2 (1). En consecuencia ¢(rZ) > n(r+1) —tm=rn—7,
como desedbamos.

Finalmente, como rn — 7 < ¢(rZ) < rm + 1 (Proposiciéon 4.2.2 (3)), si elegimos r
suficientemente grande, vemos que n < m, lo que prueba (1). [ |

Corolario 4.2.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) C es racional. (ver Definicidn 3.1.12)
(ii) X es isomorfo a P!
(iii) Existe unz € K con gr((z)g) = 1.
(v) Para algin P € X, es ¢(P) > 1.
Proposicién 4.2.4. Si D < D', entonces ¢(D') < {(D) + gr(D' — D), es decir,
gr(D) ~ (D) < gr(D') - (D).

Demostracion. Del 4lgebra lineal sabemos que si V' es un subespacio de un k-—espacio
vectorial finito V, entonces dimy(V/V’) = dimp (V) — dimy (V).
Sean D, D' divisores tales que D < D’. Por la Proposicién 4.2.2 sabemos que

dim(L(D')/L(D)) < gr(D" - D),
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y como L(D) es subespacio de L(D’), ambos de dimensién finita, tenemos entonces que
dimi(L(D')/L(D)) = dimy(L(D')) - dimy(L(D)) = ¢(D') - ¢(D),

de donde concluimos que
¢D') - D) < gr(D' — D)

Proposicién 4.2.5. Sea D un divisor, entonces (D) > 0 si y sélo si D es linealmente
equivalente a un divisor efectivo.

Demostracidn. Sea D un divisor tal que ¢(D) > 0, entonces L(D) # {0}, sea entonces
z € L(D) no nulo. Tenemos que div(z) + D > 0, sea D' = div(z) + D, y claramente
D’ = D; ademas D’ es efectivo.

Ahora supongamos que D = D', con D’ > 0, entonces existe z € K no nulo, tal que
D' = D +div(z) > 0, entonces div(z) = —D, con lo que tenemos que z € L(D), con z # 0,
por tanto £(D) #£ 0, y por tltimo £4(D) > 0. n

Proposicién 4.2.6. Supongamos que £(D) > 0, y sea f # 0, f € L(D). Entonces
f ¢ L(D - P) para todo P salvo un mimero finito. Por lo tanto, ¢{(D — P) = ¢(D) - 1
para todo P, salvo un ndmero finito.

Demostracion. Sea D un divisor, tal que ¢(D) > 0, y sea f € L(D) no nulo. En virtud de
la Proposicion 4.2.6, podemos considerar a D como un divisor efectivo. Supongamos que
f € L(D — P) para todo P € X, excepto para un nimero finito, entonces f € L(D), lo que
implica que ordp(f) > —np para todo P € X, andlogamente f € L(D — P) = ordp(f) >
—np+ 1, para casi todo P € X.

De estas dos desigualdades tenemos que ordp(f) > —np para casi todo P € X. Como
np = 0 para casi todo P € X, entonces ordp(f) > O para casi todo P € X, entonces f
tiene una infinidad de ceros, pero un nimero finito de polos, pero al ser f una funcién
racional, gracias a la Proposicién 4.1.1, entonces f debe tener igual cantidad de polos que
de ceros, lo que nos lleva a una contradiccién; por lo tanto f € L(D),y f ¢ L(D — P) para
todo P excepto un ndmero finito. [ ]
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4.3. Teorema de Riemann

Si D es un divisor grande, entonces L(D) también lo es. La Proposicién 4.2.3 lo prueba
para un tipo especial de divisores.

Teorema 4.3.1 (Riemann). Eziste una constante g tal que (D) > gr(D) +1 — g para
todos los divisores D. El menor de tales g se denomina género de X (o de K, 0 de(C), y
g es un entero no negativo.

Demostracion. Para cada D, sea S(D) = gr(D) + 1 — ¢(D). Deseamos encontrar un g tal
que S(D) < g para todo D.

(i) S(0) =0, por lo tanto g > 0, si existe.
(i) St D = D', entonces S(D) = S(D’) (Proposiciones 4.1.2 y 4.2.2).
(i) Si D < D', entonces S(D) < S(D') (Proposicién 4.2.4).

Seaze K,z ¢ k,y Z=(x)o, ysea 7 el menor entero que verifica la Proposicién 4.2.3 (2).
Como S(rZ) < 7+ 1 para todo 7, y como rZ < (r + 1)Z, deducimos de (iii) que:

(iv) S(rZ) = 7 + 1 para todo r > 0 suficientemente grande.
Sea g = 7+ 1. Para terminar la demostracion, bastard probar (gracias a (ii) y (iii)) que:
(v) Para todo divisor D, existe un divisor D' = D, y un entero 7 > 0 tal que D' < rZ.

Para probarlo, sea Z =3 npP, D =3 mpP. Deseamos que D' = D — div(f), entonces
necesitamos que mp — ordp(f) < rnp para todo P. Seay=z"!,yT ={P€ X | mp >

0 y ordp(y) > 0}. Sea f= [] (y—y(P))™P. Entonces mp — ordp(f) < 0 siempre que
PeT
ordp(y) > 0. Siordp(y) < 0, entonces np > 0, luego un r suficientemente grande hard que

se verifique. [ ]
Corolario 4.3.1. Si¢(Dg) = gr(Dg)+1—g, y D = D' > Dy, entonces £(D) = gr(D)+1—g.

Corolario 4.3.2. Siz € K, z ¢ k, entonces g = gr(r(2)o) — &(r(z)o) + 1 para todo T
suficientemente grande.

Corolario 4.3.3. Eziste un entero N tal que para todo divisor D de grado mayor que N,
¢D)=gr(D)+1—g.
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Demostracién. Sea Dy tal que £(Do) = gr(Dgy) +1—g, y sea N = gr(Dg) +¢. Entonces si
gr(D) > N, gr(D — Do) +1—g>0,y, por el Teorema 4.3.1 de Riemman, ¢(D — Dy) > 0.
Por lo tanto D — Dg + div(f) = O para un cierto f, es decir, D = D + div(f) » Dq, y
entonces el resultado se sigue del Corolario 4.3.1. |

La utilidad del Teorema de Riemann depende de que sea posible calcular el género de
una curva. Por su misma definicidn, el género depende sélo del modelo no-singular, o del
campo de funciones, por lo tanto, dos curvas birracionalmente equivalentes tiene el mismo
género. Debido a que es posible encontrar una curva plana que sélo posea puntos multiples
ordinarios que ademas sea birracionalmente equivalente a una curva dadal, la proposicién
siguiente es todo lo que necesitamos:

Proposicién 4.3.1. Sea C una curva plana que sélo posea puntos multiples ordinarios.
Sea n el grado de C, rp = mp(C). Entonces el género g de C estd dado por la férmula

g (n—1)(n—-2) _ZTP(TP—U_

2
PeC

Demostracion. Por el Corolarios 4.3.3, necesitamos encontrar un divisor “grande” D para
que podamos calcular £(D). El Teorema 4.1.1 nos permite encontrar todos los divisores
efectivos linealmente equivalentes a ciertos divisores D. Estas dos observaciones conducen
al calculo de g.

Podemos suponer que la recta Z = 0 corta a C en n puntos distintos Py, ..., Py, y se
designa por F al polinomio homogéneo que define a C.

Sean E = )~ (rq —1)Q, rq = 7y = Mms()(C) como en la seccién 1 de este capitulo;

QeX

n
ysea Ep, =m> P, ~ FE. E, es un divisor de grado mn — Y rp(rp —1).
=1 PeC
Consideremos V;;, = {polinomios homogéneos G de grado m tales que G sea adjunto

de C}. Como G es adjunta si y sélo si mp(G) > rp — 1 para todo P € C, podemos

aplicar el Teorema 2.3.1 para calcular la dimensién de V;,. Encontramos que dim(Vy,) >
(m+1)2(rrL+2) _ Z rp(rp—1)
2

, v la igualdad se cumple si m es grande. (Nétese que Vi, es el
espacio vectorial de los polinomios homogéneos, no el espacio proyectivo de las curvas).
Sea ¢ : Vi — L(Ey,) definido por ¢(G) = G/Z™ € K. ¢ es una aplicacién lineal, y
¢(G) =0siy sélo si G es divisible por F.
Veamos que ¢ es exhaustiva. Si f € L(F.,), se puede escribir f = R/S, donde Ry S
son polinomios homogéneos del mismo grado. Entonces div(RZ™) > div(S) + E. Por la

'El método utilizado cs el de las Transformaciones Cuadraticas, y se pucde consultar cn [4] Fulton W.,
Algebraic Curves, Capitulo 7, scceion 4, pag. 171-177.
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Proposicién 3.2.2, existe una ecuacién RZ™ = AS + BF. Luego R/S = A/Z™ en k(F), y
por lo tanto @(A) = f. (Nétese que div(A) = div(RZ™) — div(S) > E, luego A € V,,,).
Esto prueba que la siguiente sucesién de espacios vectoriales es exacta:

P o

0 Wien Vin

—> L(Em)

0

donde W,,,_, es el espacio de todas los polinomios homogéneos de grado m—ny w(H) = FH
para H € W,,_,.

Por la Proposicién 1.3.15, podemos calcular dim(L(E,,)), por lo menos para m grande.
Resulta, pues, que

U(Em) = g7(Bp) + 1 - ( @=Un=2) _ 5 relrp=) )

para m grande. Pero como gr(Ey,) crece con m, aplicamos el Corolario 4.3.3 del Teorema
de Riemann y termina la demostracién. ]

Corolario 4.3.4. (i): Con E, definido como en la demostracién de la Proposicién
4.8.1, toda h € L(E,) se puede escribir h = H/Z™, donde H es una forma ad-
junta de grado m.

(ii): gr(En-3) =2¢— 2. Ademds {(E,_3) > g.

Demostracion. La demostracién se sigue de la sucesion exacta construida en la demostracién
de la Proposicién 4.3.1. Noétese que si m < n, entonces Vi, = L(En). ]
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4.4. Derivadas y diferenciales

Esta seccién contiene las nociones algebraicas necesarias para estudiar diferenciales

sobre una curva.

Definicién 4.4.1. Sea R un anillo que contenga a k, y sea M un R—mddulo. Una
derwacion de R en M sobre k es una aplicacion k—lineal D : R — A tal que

D(zy) = 2D(y) + yD(z)
para todo z,y € R.

De esta definicién se sigue que para todo
n

FekXy,....,Xnly o1, 70 € R, D(F(z1,...,70)) = 3 _ Fx,(z1,..-,22)D(2:).
i=1

Como k esté en todos los anillos, omitiremos la frase “sobre A”.

Lema 4.4.1. Si R es un dominio cuyo campo de cocientes es K, y M un espacio vectorial
sobre K, entonces toda derivacién D : R — M se extiende de forma tinica a una derivacion
D: K- M.

Demostracion. Sea z € K, z = x/y, con z,y € R, entonces como z = yz, debemos tener
que Dz = yDz + 2Dy, de donde D(z) = y~'(Dz — zDy), lo que prueba la unicidad. Si
definimos D por esta férmula, no es dificil verificar que D est4 bien definida como derivacién
de K en M. ]

Deseamos definir diferenciales de R de modo que sean elementos de la forma > z; dy;,
con z;,y; € R, y que se comporten como las diferenciales del célculo.

Esta definicién se puede dar de una manera maés fécil, que se expone a continuacién:

Para cada = € R sea [z] un simbolo y se considera el R—médulo libre F' sobre el
conjunto {[z] | z € R}. Sea N el submédulo de F generado por los siguientes elementos:

(i): {lz+yl-[z] - [y]|z.y € R}
(ir): {[Az] —Az]|z € R, Aek}
(wi):  {[zy] — z[y] — y[z] | z,y € R}

Se designa con Qx(R) = F/N el médulo cociente. Sea dz la clase residual de [z] en F/N,
yd: R — Qi(R) la funcién que aplica z en dz. Qi(R) es un R—mddulo, que llamaremos
el modulo de las diferenciales de R sobre k, y d: R — Q(R) es una derivacién.
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Lema 4.4.2. Para todo R—~mddulo M, y toda derivacion D : R — M, eziste un homo-
morfismo nico de R—médulos ¢ : Q(R) — M tal que D(x) = p(dzx) para todo z € R.

Demostracion. Si definimos ¢’ : F — M por ¢'(3_ zi[yi]) = > 2:D(y:), entonces @' (N) =
0, luego ¢’ induce un ¢ : Qi (R) — M. [ |

Sizi,...,zn € R,y G € k[X],..., Xy], entonces
d(G(zy,...,20)) = > _Gx, (21, ., Tn)dz.
i=1

Esto prueba que si R = k{z;, ..., z,], entonces 2 (R) es generado (como R—médulo) por
dIl, ey d.’]:n.

Anélogamente, si R es un dominio con campo de cocientes K,y z =z/y € K, z,y € R,
entonces dz = y~!dr —y~!2dy. En particular, si K = k(x),...,Z,), entonces Qx(R) es un
subespacio vectorial de dimensién finita sobre K, generado por dz,...,dz,.

Proposicién 4.4.1. (1): Sea K un campo de funciones algebraicas de una variable sobre
k. Entonces Q. (K) es un espacio vectorial de dimensién uno sobre K.

(2): Siz € K,z ¢k (conk de caracteristica 0), entonces dz es una base de 2 (K) sobre
K.

Demostracién. Sea F € k[X,Y] una curva afin plana con campo de funciones K (se puede
tomar asi gracias a la Proposicién 3.1.2), y sea R = k[X,Y|/(F) = k[z,y]; K = k(z,y).
Podemos suponer que Fy # 0, por lo tanto F' no divide a Fy (ya que F es irreducible),
es decir, Fy(z,y) # 0. La discusién previa a la proposicién prueba que dz y dy generan
Q4 (K) sobre K. Pero 0 = d(F(x,y)) = Fx(z,y)dz + Fy(z,y)dy, luego dy = udz, donde
u=—Fx(z,y)Fy(z,y)"!. Por lo cual dz genera Qx(K), luego dimg(Qx(K)) < 1.

Por lo tanto debemos probar que 4 (K) # 0. Por los Lemas 4.4.1 y 4.4.2, bas-
tard encontrar una derivacién no nula D : R — M para algin espacio vectorial M so-
bre K. Sea M = K, llamemos G a la imagen en R de G € K[X,Y], y se considera
D(G) = Gx{(z,y) — uGy(z,y). Verifiquemos que D es una derivacién bien definida, y que
D(z) =1, por lo que D # 0. [ |

De esta proposicién se sigue que para todo f,t € K,y t ¢ k (con k de caracteristica 0),
existe un elemento Unico v € k tal que df = vdt. Es natural escribir v = %, y llamar a v
la derivada de f con respecto de t.

Proposicién 4.4.2. Sea K como en la Proposicién 4.4.1, O un anillo de K de valuacion
discreta, y t un pardmetro de uniformizacidon de Q. Si f € O, entonces % € 0.
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Demostracién. Utilizando la notacién de la demostracién de la Proposicién 4.4.1, podemos
suponer que @ = Op(F) y P = (0,0) un punto simple de F. Para z € K, escribamos 2’
en vez de %, t fijo a lo largo de toda la demostracion.

Elijamos N suficientemente grande para que ordp(z) > —N. ordp(y’) > —N. Entonces
si f € R=k|z,y], ordp(f') > —N, ya que f' = fx(z,y)z' + fy{z.y)y"

Si f € O, escribimos f = g/h, con g,h € Ry h(P) # 0. Entonces f' = h=?(hg’ — gh’),
luego ordp(f') > ~ .

Ahora estamos en condiciones de acabar la demostracién. Sea f € O, y escribamos

f= Y Mtt+tNg, con \; € k, g € O (esto se puede por la Proposicién 1.1.6). Entonces
i<N

=it h gtV 4N ' Como ordp(g’) > — N, cada uno de los términos pertenece

a O, luego f' € O, como se queria. [ ]
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4.5. Divisores candnicos

Sea C una curva proyectiva, X su modelo no-singular, K su campo de funciones como
antes. Sea 2 = Q. (K) el espacio de las diferenciales de K sobre k; los elementos w € §2
también se pueden llamar diferenciales en X o en C.

Definicién 4.5.1. Sea w € Q, w # 0, y P € X un lugar. Definimos el orden de w en
P, ordp(w), como sigue. Sea t un parametro de uniformizacién de Op(X); escribamos

w= fdt, f € K. Se define ordp(w) = ordp(f).

Para ver que esta definicién no depende de la eleccién del pardmetro de uniformizacién,
sea u otro parametro tal que fdt = gdu, entonces f/g = ‘% € Op(X) por la Proposicién
4.4.2, y como también se tiene que g/ f € Op(X), entonces ordp(f) = ordp(g).

Definicién 4.5.2. Si 0 # w € Q, se define el divisor de w, div(w), por Y ordp(w).
PeX
En la Proposicién 4.5.1 probaremos que sélo un nimero finito verifica ordp(w) # 0
para un w dado, por lo que la definicién del div(w) es correcta.

Definicién 4.5.3. Sea W = div(w). W se denomina el divisor candnico.

Si w’ es otra diferencial no nula de €2, entonces w’ = fw, f € K, luego div(w’) =
div(f) + div(w), y por tanto div(w’) = div(w). Reciprocamente, si W = W’ pondremos
que W' = div(f) + W, y entonces W’ = div(fw). Por lo tanto los divisores canénicas
constituyen una clase de equivalencia respecto a la equivalencia lineal. En particular,
todos los divisores candnicos tienen el mismo grado.

Proposicién 4.5.1. Supongamos que C es una curva plana de grado n > 3, y que sélo

posea puntos maltiples ordinarios. Sea E = Y (rg — 1)Q, como en la seccién 4.1, y G
Qex
una curva plana de grado n — 3. Entonces div(G) — E es un divisor candnico. (Sin =3,

entonces div(G) = 0).

n
Demostracién. Escojamos coordenadas X,Y, Z en P? de tal forma que Z-C = 5 B, con
i=1
los P; distintos; (1,0,0) ¢ C; y que ninguna tangente a C en un punto miltiple pase por

(1,0,0). Se consideran z = X/Z, y=Y/Z en K, y F el polinomio homogéneo que define
ac) con fI = FX(Ivy,l) y fy = FY(Iayw]-)'
n
Sea E,, =m5 . P,— E. Se considera w = dz. Como los divisores de la forma div(G) - E

1=1
tal que gr{G) = n — 3, son linealmente equivalentes, bastara probar que div(w) = E,,_3 +
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div(f,). Como f, = Fy/Z™7! eslo mismo que probar:
n
div(dz) — div(Fy) = -2 P, - E. (4.1)
=1

Nétese primero que dz = —(f,/ fz)dy = —(Fy/Fx)dy, por lo tanto ordp(dz) —ordo(Fy) =
ordg(dy) — ordo(Fx) para todo Q € X.

Supongamos que @ es un lugar centrado en P € ZNC. Entonces y~! = Z/Y es
un parametro de uniformizacién de Op (X), y dy = —y?d(y~"'), luego ordo(dy) = —2.
Gracias a la Proposicién 2.3.2, tenemos que Fx(F;) # 0, y por tanto los dos miembros de
la Ecuacién 4.1 tienen orden —2 en Q.

Supongamos que @ es un lugar centrado en P = (a,b,1) € C. Podemos suponer que
P =(0.0,1), ya que dz = d(z — a), y las derivadas no cambian por traslacién.

Consideremos el caso en que Y es tangente a C en P. Entonces P no es un punto
multiple (por hipétesis), por lo tanto z es un pardmetro de uniformizacion, y Fy(P) # 0.
Ademsés ordg(dz) = ordg(Fy) = 0, como pretendiamos. Si Y no es tangente, entonces
y es un pardmetro de uniformizacién en @, luego ordg(dy) = 0, y ordo(fz) = r&,l, como
queriamos. |

Corolario 4.5.1. Sea W un divisor candnico. Entonces gr(W) =29 — 2, y &(W) > g.

Demostracion. Podemos suponer que W = F,,_3. Entonces aplicamos el Corolario 4.3.4— (ii).
|
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4.6. Teorema de Riemann-Roch

En este célebre teorema se determina el término que falta en la desigualdad del teorema
de Riemann para transformario en igualdad. Nuestra demostracion sigue la demostracidn
clasica de Brill y Noether.

Lema 4.6.1 (Reduccién de Noether). Sea W un divisor candnico de X, P X, y D
un divisor. §i (D) >0, y (W — D — P) # ¢{(W — D), entonces {(D + P) = ¢(D).

Demostracion. Escojamos C como antes con puntos multiples ordinarios, y tal que P sea

un punto simple C (Proposicién 3.2.3), y por lo tanto Z - C = iPz-, con los P; distintos.
Sea Eq, =mY_ P, — E. Los términos del enunciado del lema ée}l)enden solo de las clases
de equivalencia lineal de los divisores implicados, por lo tanto podemos suponer, gracias a
las Proposiciones 4.5.1 y 4.2.5, que W = E,_3,y D > 0. Luego L(W — D) C L(E,—3).

Sea h € L(W — D), tal que h ¢ L(W — D — P). Escribamos h = G/Z"7%, y G una
adjunta de grado n — 3 (se sigue del Corolario 4.3.4). div(G) = D+ E + A, con A > 0,
pero A ¥ P.

Tomemos una recta L tal que L -C = P + B, donde B consta de n — 1 puntos simples
de C, todos distintos de P. div(LG) = (D + P)+ E+ (A + B).

Ahora supongamos f € L(D+ P); sea div(f)+D = D’. Debemos probar que f € L{D),
es decir, D’ > 0.

Como D+ P = D' + P, y ambos divisores son efectivos, aplicamos el Teorema 4.1.1
(teorema del residuo), entonces existe una curva H de grado n — 2 tal que div(H) =
(D'+P)+E+(A+ D).

Pero B contiene n — 1 puntos distintos alineados, y H es una curva de grado n— 2. Por
el Teorema de Bézout, H debe contener a L como componente. En particular, H(P) = 0.
Como P no estd en £+ A+ B, se tiene que D'+ P > P, o D' > 0, como se pretendia. W

Teorema 4.6.1 (Riemann-Roch). Sea W un divisor candnico de X. Entonces para
todo divisor D, se tiene que

(D) = gr(D) + 1 + {(W — D). (4.2)

Demostracion. Antes de probar el teorema, obsérvese que conocemos ya este teorema para
divisores de grado suficientemente elevado. Lograremos demostrar el caso general si pode-
mos comparar los dos miembros de la Ecuacién 4.2 para Dy P+ D, P € X; obsérvese que
gr(D + P) = gr(D) + 1, mientras que los otros dos términos no constantes cambian por 0
o por 1. El nicleo de la demostracién es por tanto el Lema 4.6.1 (Lema de reduccién de
Noether).
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Empecemos pues la demostraciéon. Para cada divisor D, consideremos la ecuacion:
¢D)y=gr(D)+1—g+{W - D). (4.3)

Caso 1: ¢(W — D) = 0. Del Corolario 4.5.1 se sigue que g < ¢(W), y de la Proposicién
4.2.4 sabemos que {(W) < {(W — D) + gr(D), entonces tenemos que gr(D) > g en este
caso. Por el Teorema 4.3.1 (Teorema de Riemann), ¢(D) > gr(D)+1—¢g > 1, y si la
ecuacién 4.3 fuera falsa serfa ¢(D) > 1.

Probaremos este caso por induccién respecto a ¢(D). Elijamos un P tal que ¢(D— P) =
¢(D) — 1 (Proposicién 4.2.6). Si la ecuacién 4.3 fuese falsa, entonces ¢(D — P) > 0, por lo
tanto el Lema de reduccién implicaria que ¢(W — (D — P)) = 0. Aplicando la hipotesis de
induccién a D— P, obtenemos que ¢(D—P) = gr(D—P)+1—g, luego ¢(D) = gr(D)+1—g,
que es precisamente 4.3.

Caso 2: ¢{(W — D) > 0. Este caso s6lo puede presentarse si gr(D) < gr(W) = 2g — 2
(Proposicién 4.2.2—(ii)). Entonces podriamos elegir un D maximal para el cual la ecuacién
4.3 seria falsa; es decir,

{D+P)=gr(D+P)+1—-g+¢W-D-P) (4.4)

seria verdad para todo P € X. Escojamos, gracias a la Proposicién 4.2.6, un P tal que
(W —-~D—P)=¢W —D)—-1. Porel Lema 4.6.1, (D + P) = ¢(D). Como la ecuacién
4.4 es verdad, tenemos (D) = ¢(D+ P) = gr(D +P)+1—-g+¢W - D - P) =
gr(D) + 1 — g¢(W — D), como queriamos. |

De este teorema se deducen los corolarios que se enuncian a continuacion; los primeros
tres no se demostrardn pues se siguen directamente del teorema, y utilizando la Proposicién
4.2.2.

Corolario 4.6.1. {(W) =g si W es un divisor candnico.
Corolario 4.6.2. Si gr(D) > 2g — 1, entonces ¢(D) = gr(D) +1 —g.
Corolario 4.6.3. 5i gr(D) > 2g, entonces ¢(D — P) =¢(D) — 1 para todo P € X.

Corolario 4.6.4 (Teorema de Clifford). Si ¢(D) > 0, y {(W — D) > 0, entonces
¢D) < igr(D) +1.

Demostracion. Podemos suponer que D = 0, D’ = 0, D + D' = W, y también que ¢(D —
P) # (D), para todo P, ya que en otro caso se trabaja con D — Py se consigue una
desigualdad mejor.
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Elegimos g € L(D) tal que g ¢ L{D — P) para cada P < D’. Entonces es ficil ver que

la aplicacion lineal ¢ : L(D)/L(0) — L(W)/L(D) definida por ¢(f) = (f/g) (las barras
designan las clases laterales) es uno a uno. Ademas ¢(D') — 1 < g — ¢(D). Aplicando el
Teorema de Riemann-Roch a D’ se acaba la demostracion. [ |

El término ¢(W — D) puede ser ademds interpretado por medio de diferenciales. Sea D
un divisor. Definimos (D) como el conjunto {w € § | div{w) < D}, que es un subespacio
vectorial de §2 (sobre k). Sea 6(D) = dimQ(D), el indice de D. Las diferenciales de §2(0)
se denominan diferenciales de primera especie (o diferenciales holomorfas, si &k = C).

Proposicién 4.6.1. (1): §(D) =¢W — D).
(2): Emisten g diferenciales linealmente independientes de primer orden sobre X .
(3): ¢D)y=gr(D)+1-g+46(D).

Demostracién. Sea W = div{w). Definimos una aplicacién lineal ¢ : L(W — D) — (D)
por ¢(f) = fw. Tenemos que  es un isomorfismo, que prueba (1). Las afirmaciones (2)
y (3) se siguen ya inmediatamente.
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