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Abstract

A new technique based on series truncation is developed to study the steady
viscous flow past a circular cylinder and a sphere for low Reynolds numbers
(Re). The equations of motion are written in terms of a new coordinate
x(r) , where r is the distance fram the object , such that the domain of in
tegration of the Navier-Stokes equations is finite. Solutions for the velocity
and pressure fields are assumed as power series in z, whose coefficients are
functions of Re and the angular coordinate. After the substitution of the
proposed solutions into the governing equations, they result into three recur
rence relations between the coefficients of the power series. The boundary
conditions result into two coupled non linear ordinary differential equations
of infinite order and degree. In practice, the series solutions are truncated at
sorne order N such that the problem to be solved is finite. These equations
were studied for the case of the flow in 2 and 3D using Fourier series and
Legendre polynomials, respectively. The ordinary differential equations are
then transformed into a complete system of non linear algebraic equations.
This problem was studied using power series in Re. Results for a wide range
of values of N were computed, and sorne of the convergence properties were
analyzed. The approximate solutions found were compared with different
results found in the literature.
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Resumen

El problema del flujo alrededor de un cilindro y de una esfera a números de
Reynods (Re) chicos, se estudia a partir de un método de truncamiento de
series. Las ecuaciones de movimiento se reescriben en términos de una nueva
variable x(r), donde r es la distancia al objeto, que tiene la propiedad de es
tar definida en un intervalo finito. Las soluciones a los campos de velocidad
y presión se proponen como series de potencias en z. cuyos coeficientes son
funciones de Re Yde la variable angular. Asi, la ecuaciones de Navier-Stokes
se traducen a tres relaciones de recurrencia entre los coeficientes de las series
de potencias de x. Las condiciones de frontera, junto con las relaciones de
recurrencia, resultan en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales,
de grado y orden infinito. En la práctica, las series de potencias se deben
truncar a un orden N finito , de manera que se debe resolver un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, cuyo orden y grado dependen de N. Estas
ecuaciones se estudiaron para el caso del flujo en 2 y 3D, utilizando series de
Fourier y polinomios de Legendre, respectivamente. Las ecuaciones diferen
ciales quedan reducidas a ecuaciones algebraicas, no lineales , que se estudian
proponiendo soluciones en series de potencias de Re. Se presentan resultados
para un amplio intervalo de valores de N y se discuten las propiedades de
convergencia. Las soluciones aproximadas encontradas se comparan con los
resultados encontrados en la literatura.
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Capítulo 1

El problema y sus antecedentes

El problema que se estudia consiste en un cuerpo fijo, cuya longitud carac
terística es a, con simetría circular (en 2 y 3D) colocado en el origen de un
sistema de coordenadas. El cuerpo se encuentra inmerso en un fluido que
se mueve con velocidad uniforme Ü, como se muestra en la figura 1.1. El
fluido es Newtoniano, con densidad p y viscosidad cortante u, El estudio

r

ü e

Figura 1.1: Esquema del flujo alrededor de un cuerpo con simetría circular.

fenomenológico del problema, muestra que el flujo tiene varios regímenes de
pendiendo del valor de a, p, p, y Ü. A partir de estas cantidades se define
el número de Reynolds, que resulta ser el único parámetro adimensional en
este problema y se define como Re = u:' donde v es la viscosidad cinemática
(p,/p), es decir, está definido como el cociente entre dos distancias; la longi
tud característica (a) del objeto y la longitud de penetración viscosa (v/ U).
Por lo tanto, este parámetro compara los efectos inerciales con los viscosos.
Para valores pequeños de Re se observa un primer régimen que corresponde a
un flujo estacionario sin regiones de recirculación (ver figura 1.2). Al aumen
tar el valor de Re por encima de cierto valor crít ico (~ 2..j para el cilindro y
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Figura 1.2: El flujo alrededor de una esfera (izq.) y de un cilindro (der.) , a
Re = 4.07 Y Re = 0.77, respectivamente. Fotos de Sadatoshi Taneda [1].

Figura 1.3: Región de recirculación para el flujo alrededor de un cilindro;
para Re = 6.55 (izq.) y Re = 13 (der.). Fotos de Sadatoshi Taneda [1].

~ 10 para la esfera , aproximadamente) , aparece una región de recirculación
detrás del objeto; el flujo sigue siendo estacionario (ver figura 1.3). Si se sigue
aumentando Re, se llega a un régimen no estacionario, en donde la región de
recirculación empieza a oscilar de forma periódica.
Matemáticamente, el problema a resolver consiste de un sistema de ecua
ciones diferenciales parciales parabólico, no lineales, conocidas corno ecua
ciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones se siguen de los principios de
conservación de masa y de momento! y tienen la siguiente forma

aü (_ n) _ l n p n2
8t + u · v U = - pv + 1/ v u, (1.1)

1En el caso más general una ecuación adicional se deriva de la conservación de la
energía , sin embargo, en el caso que aquí se trata, la energía permanece constante.
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- ---- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

: + \7 . (pu) = o, (1.2)

donde U, P Y P son funciones de la posición y del t iempo [2,3]. Para
completar el sistema de ecuaciones es necesaria un a ecuación de estado y
condiciones a la frontera. Puesto que este estudio se centra en el caso de
Re chicos , el flujo es estacionario, por lo que que los campos de velocidad
y presión son independientes del tiempo. La densidad se supone constante
en todo el fluido; flujo incompresible (debido a que se suponen velocidades
mucho menores que la velocidad del sonido [3]). Como condiciones a la
frontera se utiliza que el campo de velocidades debe permanecer uniforme en
el infinito y que la velocidad sobre la superficie del cuerpo debe ser cero".
En conclusión, las ecuaciones que describen el flujo incompresible alrededor
de un cuerpo en el caso estacionario, escritas en forma adimensional, están
dadas por

Re(iZ. \7 )u -\7P + \72ü, (1.3)

\7·u O' (1.4),
u =O si 11f11 = 1, (1.5)

u = U y (1.6)

P - Po --;. O si 11f11 --;. 00 , (1.7)

donde (¡ es un vector unitario en la direc ción del flujo y Po es la presión
constante en el infinito. Debido a la simet ría circular del problema, los cam
pos de velocidad y presión dependen de la distancia al cuerpo y del ángulo
entre el vector de posición y i: En el caso bidimensional, si se escoge la
dirección del flujo a lo largo del eje x los campos dependen de las coorde
nadas cilíndricas (r,B), mient ras que en el caso tridimensional, los campos
dependen de las coordenadas esféricas (r, B) ; cuando la dirección del flujo se
escoge a lo largo del eje z.
En casos en los que el problema tiene alguna simetría , es convenient e trabajar
con las ecuaciones en el lenguaje de la función de corrient e. Entonces, dado
el sistema de coordenadas generalizad as (ql ' q2 , Q3) , tales que los campos son
independientes de la tercera coordenada, cuando se toma el rotacional de la

2Esta condición está basada en que no se ha observado que el fluido, en condiciones
normales, se deslice en la superficie sólida. además de la validez de los resultados obtenidos
a partir de su uso [3].
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ecuación (1.3) Y se utiliza la identidad

\7 (~ü .ü) = 71 x (\7 x 71) + (ü .\7) Ü

se obtiene la ecuación

(1.8)

donde w= \7 x il es la verticidad, la cual , sólo tiene una componente diferente
de cero. La función de corriente, 'ljJ (r, B) , se puede definir a partir de un
potencial vectorial para el campo de velocidades , es decir ,

B -
'C'(r,B) k

(cilíndricas) , (1.9)
r

B t' (r, B) ~
(esféricas) , (1.10). B <Pr S111

de manera que el campo de velocidades se calcula a partir de

71 = \7 x B , (1.11)

Es fácil demostrar que este campo de velocidades es solenoidal en 2 y 3D,
i. e., la divergencia del campo de velocidades es cero. Cuando se sustituye
(1.11) en la ecuación (1.8) , se obtiene una ecuación diferencial parcial elíptica,
no lineal, de cuarto orden para la función de corriente.
El primero en estudiar el problema fue Stokes en 1851 [2-5], que propuso
como primera aproximación despreciar el término no lineal en la ecuación
(1.3), basado en que cuando el flujo es lento y el fluido lo suficientemente
viscoso (Re ~ O) , las fuerzas inerciales son despreciables comparadas con las
fuerzas viscosas, de manera que el problema a resolver es lineal. En el caso del
flujo en 2D, Stokes encontró que el problema no se puede resolver; paradoja
de Stokes [4-6]. En el caso del flujo en 3D, encontró la solución al problema y
determinó su famosa expresión para el arrastre sobre la esfera , conocida como
la ley de Stokes [2,3, 7]. Desde el punto de vista de Stokes , la no existencia
de la solución al problema en 2D, era un indicador de que el flujo no es
estacionario [4]; actualmente es sabido que esto es incorrecto. Más tarde, en
1889, Whitehead propuso un método perturbativo para encontrar la siguiente
aproximación a la solución de Stokes en 3D [4,8]. El problema a resolver
al orden más bajo coincide con resolver las ecuaciones en la aproximación
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de Stokes . Whitehead encontró que no era posible hallar una solución al
problema: a orden Re, que satisficiera las ecuaciones de movimiento y las
condiciones a la frontera [4] . El hecho de que no se pueda encontrar una
segunda aproximación al problema se conoce como la paradoja de Whi tehead.
No fue hasta 1910 que Oseen [4: 5, 9] mostró que las paradojas son consecuen
cia de la naturaleza singular del flujo a Re bajos, debido a que la solución no
representa una aproximación uniforme en todo el dominio. Para entender la
fuente del problema, Oseen estimó , a partir de la solución de Stokes, la mag
nitud de los términos despreciados y encontró que éstos son comparables con
los términos retenidos en las ecuaciones a distanci as grandes, i. e., distancias
tales que O(ReT) es de orden uno : de manera que la solución de Stokes no es
una aproximación uniforme al flujo lejos del cuerpo.
La alternativa propuesta por Oseen fue que, dado que la solución de Stokes es
incorrecta lejos del objeto , en dond e la velocidad es prácticamente uniforme ,
el término no lineal en la ecuación (1.3), puede ser aproximado por el término
Re (U .\7) ii. Claramente, el problema en esta aproximación es lineal y se
puede resolver en 2 y 3D. Las soluciones al problema se conocen de forma
aproximada y fueron calculadas originalmente por Oseen en 1910, para el
caso en 3D, y por Lamb en 1911, en el caso de 2D [4,5]. En este caso, la
aproximación en la vecindad del objeto es pobre: puesto que en esa región el
flujo no es uniforme; sobre todo a Re altos.
Aunque con la aproximación de Oseen es posible obtener soluciones uniforme
mente válidas en todo el dominio: la aproximación sigue estando rest ringida
a números de Reynolds mucho menores que la unidad. Goldstein (1929)
[10,11] Y Tomotika & Aoi (1950) [12] estudiaron el problema de Oseen
para Re arbitrario, aunque las soluciones son de valor limitado puesto que ,
a números de Reynolds de orden uno , la aproximación de Oseen deja de ser
cualitativamente válida , sobre todo en la vecindad del objeto [4].
A mediados de los años 1950's, se desarrolló el método de acoplamiento de ex
pansiones asintóticas (AEA) [13: 14]. En 1957 Kaplun [15], Lagerstrom [14]
y Proudman & Pearson [8], de manera independiente , aplicaron el método
a este problema. Los AEA consisten en proponer como solución dos tipos
de expansiones asintóticas, una válida cerca del objeto y la otra lejos, y fi
nalmente se acoplan en la región en donde la solución perturbativa no es
uniforme. En las siguientes secciones se muestra con más detalle el método
de los AEA . Los resultados obtenidos muestran que las soluciones dependen
de series logarítmicas en Re, por lo que, para calcular correcciones para Re
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(1.12)

de orden uno, es necesario calcular un número infinito de términos [4,8].
Durante la década de los 1960:s: se hicieron estudios del problema utilizando
el método de truncamiento de series . Estos procedimientos consisten en
proponer como solución desarrollos en serie de una de las variables indepen
dientes. Al truncar dichos desarrollos , las ecuaciones de Navier-Stokes se
reducen a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, que se
pueden resolver de forma iterativa. La diferencia entre la metodología uti
lizada radica en la representación en la que se trabajan las ecuaciones de
movimiento. Van Dyke [16] y Underwoood [17] trabajaron con la ecuación
diferencial, para la función de corriente, que se reduce a sistemas de ecua
ciones diferenciales ordinarias: que resuelven numéricamente. Nieuwstadt S:
Keller [18] y Dennis & \iValker [19] utilizaron el método de truncamiento de
series para la vorticidad y la función de corriente, el sistema de ecuaciones
diferenciales resultante se estudia numéricamente. R. Soto y R. Peralta
Fabi [20] utilizan series de potencias, en una nueva variable que depende de
la distancia al objeto, para los campos de velocidad y presión. Al sustituir
en las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones a la frontera, el problema
se reduce a dos ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, cuyo orden y
grado dependen del orden al que las series se truncan. Estas ecuaciones se
resuelven usando métodos analíticos aproximados y métodos numéricos.
El uso del método de truncamiento de series se ha combinado de maneras
diferentes con cálculos numéricos, como en los casos anteriores en donde el
conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias que hay que resolver en cada
caso se resuelve numéricamente.

1 El fiujo alrededor de un cilindro

En este caso, el problema tiene invariancia bajo traslaciones en la dirección
del eje z, de manera que los campos de velocidad y presión son funciones de
las coordenadas cilíndricas (r, B). A partir de las expresiones (1.8), (1.9) Y
(1.11) se obtiene que la ecuación para la función de corriente está dada por

Re (81/J~ _ 81/J ~) \120 1. = V 4 7.b ,
r 8B 8r 8r 8B 'f/ , ,

con el operador \1 en coordenadas cilíndricas. Las condiciones de frontera
son

1/J(r, B) o y

8
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- O si r = 1,

---- -

81/J
8r

'l/J(r, B) r-v r sin B si r --t oc.

(1.14)

(1.15)

La primera aproximación propuesta para resolver el problema fue suponer
que en el límite cuando Re --t O, el término no lineal en la ecuación (1.12) se
puede despreciar, de manera que el problema se reduce a resolver la ecuación
bi-armónica para la función de corriente. La solución al nuevo problema que
satisface las condiciones (1.13) y (1.14) está dada por [3,4,8]

7jJ (r, B) = A(! - r + 2r In r) sin B. (1.16)
r

Es claro que, debido al término logarítmico en r , no hay forma de ajustar la
constante A para que se satisfaga la condición (1.15). Por lo tanto no hay
solución de las ecuaciones de Stokes",
Si a partir de la solución anterior se estima el cociente entre el término no
lineal, correspondiente a las fuerzas inerciales en el fluido, y el término lineal
de las fuerzas viscosas, se encuentra que

Re ll(11 ·V)1111 AR 1
IIV21111 ~ er n r ,

lejos del cilindro. Por lo tanto, para distancias tales que

CRer In r = 0(1) ,

(1.17)

(1.18)

las fuerzas inerciales y las viscosas son comparables, de manera que la ex
presión (1.16) no es consistente con la suposición de que el término no lineal
sea despreciable en todo el dominio [4,8]. Por lo tanto , esta expresión no es
una aproximación uniformemente válida al flujo en todo el dominio. Es im
portante notar que esto es consecuencia de que el dominio de integración de
las ecuaciones de. movimiento es infinito; lejos está la región donde la solución
de las ecuaciones de Stokes no es uniforme.
El hecho de que el problema anterior no se pueda resolver , tiene como con
secuencia que el problema no lineal no pueda ser resuelto usando teoría de
perturbaciones regulares [4]. En otras palabras, si se propone que la función
de corriente tenga la forma

(1.19)

3)'Iás adelante, en el capítulo 4, se discute con más detalle la solución en esta apro
ximación.
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y se sustituye en la ecuación (1.12) , después de coleccionar términos en po
tencias de Re, se encuentra que el problema al orden más bajo coincide con
resolver las ecuaciones de Stokes. con las condiciones de front era (1.13-1. 15).
Por lo tanto , es un problema singular desde el punto de vista de la teoría de
perturbaciones.
Una alternativa es buscar una manera diferente de aproximar el término des
preciado; sustituirlo por uno lineal diferente de cero. En 1910 Oseen propuso
que, dado que la solución de las ecuaciones de Stokes es incorrect a para dis
tancias lejanas al cilindro, en donde la velocidad del fiujo es prácticamente
uniforme, el término no lineal en (1.3) se aproxima por el término ((¡ .\7) Ü.

Entonces, la ecuación diferencial para la función de corriente en este caso es

( o B)R cos0- - sin 0- \72./. = \74we or BO 'f' , ,
(1.20)

con las condiciones de frontera (1.13-1.15). La solución de la ecuación anterior
es de la forma [8]

(
1) 00 1 1 rsin(nO)

1jJ(r, O) = r + -E sin é' - L ')E <Pn("9 Rer) + O(EÜ
2

) , (1.21)
2 ar n= l - a- n

donde

y

1 1
Ea = - - "V - In - R2 I 4 e ,

(1.22)

(1.23)

las In(r) YKn(r) son las funciones modificadas de Bessel y ": es la constante de
Euler. La expresión anterior es un a solución aproximada a la ecuación (1.20 ) ,
que fue encontrada originalmente por Lamb en 1911 [5 ,8]. La solución exacta
de las ecuaciones linealizadas de Oseen fue calculada más tarde por Faxén en
1927 [8] Y por Tomotika y Aoi en 1950 [12]. Sin embargo , esta aproximación
est á restringida a números de Reynolds mucho menores que la unidad, puesto
que cuando la velocidad del fiujo no es pequeña la aproximación propuesta
por Oseen empeora cerca del cilindro; en donde nunca es válida. Por lo tanto,
con la solución exacta de las ecuaciones de movimiento en la aproximación de
Oseen, no se pueden obtener mejo res resultados para el fiujo que los obtenidos
al utilizar la expresión aproximada (1.21).
Con el fin de calcular las características del fiujo, es conveniente tener una
expresión más simple de la función de corriente. A partir de la solución
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aproximada de Lamb, se encuentra que 

"'( r , S) '" [1(111) (1,1, - T nr--r+- +2~ -T InT--r 
Bo 22r 8B0 8 

- (_1 _~) + ( _1 _~).!..) cos Sl sin S 
1680 4 1680 8 r'1 ' 

(1.24) 

es una buena aproximación cerca del cilindro [21 J. 
Para mejorar esta aproximación, una primera posibilidad es utilizar un de
sarrollo estilo (1. 19), para la función de corriente. El problema al orden más 
bajo de aproximación es el de Stokes y su solución perturbativa tiene las 
dificultades ya mencionadas, de manera que se sustituye por la ecuaci6n de 
Oseen y, a partir de su solución, se calcula el siguiente orden. Si el pro
blema tiene solución, ésta representa una corrección válida para números de 
Reynolds mayores. Sin embargo, debido a la complejidad de la solución de 
la ecuación de Oseen, no hay mucho trabajo en esta dirección, por lo que no 
se conoce una segunda aproximación [4J. 
De la teoría de perturbaciones singulares se sabe que una condición necesaria, 
aunque no suficiente, para obtener un comportamiento singular, es que el 
parámetro perturbativo sea el cociente de dos longitudes características cuyo 
valor tiende a cero. En este caso. en el problema se tiene al radio del cilindro 
(a) y U/ v, por lo que, cuando Re - O, la longitud de penetración viscosa 
es mucho mas grande que a [4J. De manera que el problema es singular y la 
alternativa es usar métodos de .'EA ]8, 14, 15. 22J. 
La idea central de este método es que la solución al problema se compone de 
dos desarrollos, cerca y lejos del cilindro, que se acoplan en la región donde 
la solución perturbativa del problema no es uniforme. De manera que, cerca 
del cilindro (T = O( 1)), se propone un desarrollo de la forma 

"'(r, S; R,) ~ 10(R,)"'0(r, S) + ¡.(R')"'l(r, S) + ... , ( 1.25) 

donde fn+t! in - O si Re - O. Este desarrollo se debe considerar como 
proveniente de la solución de la ecuación (1. 12), con las condiciones de fron
tera (1.13-1.15), en el límite ~ _ O para valores fijos de T. Evidentemente, 
como la expresión (1.25) es la función de corriente cerca del cilindro. ésta 
debe satisfacer la ecuación (1.12) y las condiciones (1.13) y (1.14). Hay que 
notar que el desarrollo propuesto anteriormente es del estilo del desarrollo 
(1.19), de manera que la expresión (1.25) es una solución uniforme cuando 
r ~ 0(1). 
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Puesto que el desarrollo (1.25) no satisface la condición de frontera al infinito,
pues es la región en donde no es uniforme , la condición (1.15) se sustituye
por la condición de que (1.25) debe acoplarse con una desarrollo válido para
r grandes.
El que la solución propuesta para 'IjJ (r, e;Re) deje de ser válid a, debido a que
los té rminos inerciales son comparables con los términos viscosos, sugiere
efect uar una transformación en (1.12), de manera que la ecuación resultante
sea independiente del número de Reynolds. Esto se puede lograr haciendo
un reescalamiento del sistema de coordenadas y de la función de corriente
como se muestra a continuación. Sean

(1.26)

(1.27)

este nuevo conjunto de variables se conoce como variables de Oseen. La
transformación anterior no es única, sin embargo, .es la más sencilla y se
puede utilizar sin pérdida de gen-eralidad. Así, la ecuación para la función de
corriente toma la forma

~ (B'I!~ _ B'I! ~) 'V2'I! = v-!'I!
p Be Bp Bp Be P p '

donde 'Vp es el operador gradient e en las coordenadas (p,e) . En este caso ,
se propone como solución un desarrollo de la forma

(1.28)

donde Fn+dFn ---t Ocuando Re ---t O, con p fija. En este caso, la expresión an
terior debe satisfacer la condición de flujo uniforme y acoplarse, para valores
pequeños de p, con el desarrollo (1.25)4 expresado en estas variables.
Cuando (1.25) se sustituye en la ecuación de Navier-Stokes (1.12) , se en
cuentra que el problema a resolver , para el término 'l!Jo(r , e) , corresponde a
resolver las ecuaciones de Stokes, cuya solución está dada por la expresión
(1.16); por lo que al desarrollo (1.25) se le conoce como expansión de Stokes .
Análogamente, el primer término en el desarrollo de Oseen (1.28) es el co
rrespondiente a un flujo uniforme. Entonces, se obtiene que los desarrollos
de Stokes y Oseen, antes del acoplamiento, son

'IjJ (r, e;Re)

'I! (p,e;Re)

~ fo(Re ) (r In r - ~r + ~) sin e,
2 2r

~ psin e.
(1.29)

(1.30)

4Para mayores detalles de la validez de estos desarrollos véase [4, 8, 14, 15].
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(1.31)

Cuando la expresión (1.29) se escribe en términos de las variables de Oseen
y desarrollando para p pequeñas, se obtiene

( Jo(Re) 1 .
1/J r, e;Re) ~ Re In Repsm e.

Para que la expresión anterior y (1.30) satisfagan (1.26) se requiere que

(
1 )-1

Jo (Re) = In Re + k (1.32)

En realidad es suficiente considerar el caso k = O, sin embargo, más adelante
se explota la libertad para escoger esta constante. Del resultado anterior se
puede inferir que las Jn(Re) son potencias inversas de (k - In Re) .
Al haber sustituido el desarrollo de Oseen (1.28) en (1.27) , se encuentra que
la ecuación diferencial que deb e satisfacer \)í1(p,8) es la ecuación linealizada
de Oseen . La solución, para valores pequeños de p, esta dada aproximada
mente [4] por

W¡(p ,O) '" -C (ln~ + 1- 1') psinO+O(p'lnp) , (1.33)

donde I es la constante de Euler y C es una constante. Esta expresión
proviene de una solución encontrada por Oseen [21] para el campo de ve
locidades, que tiene la vent aj a de escribirse de form a simple. En cambio, si
se resuelve el problema en términos de la función de corriente, la solución
queda expresada en términos de series infinitas [8]. Entonces, la expansión
de Oseen para regiones cercanas al cilindro es

(1.34)

Si se considera el siguiente término en la expansión, para p pequeñas, del
desarrollo de Stokes (1.29) en función de las variables de Oseen , se tiene que

1/J (p, e; Re ) ~ ~e (l+Jo(lnp-k-~))psine, (1.35)

por lo tanto, para acoplar (1.34) con (1.35) según la regla \)í = Reó , se obtiene
que CF1(Re ) = fo(Re ) . Este resultado también sugiere que las funciones
Fn(Re) son potencias inversas de (k - In Re)'
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Cuando se sigue el procedimiento de acoplamiento se encuentra que los coe
ficientes de (1.25) y (1.28) son de la forma

de manera que los términos 'l/Jn, satisfacen la ecuación

i.e., la ecuación linealizada de Stokes, debido a que el término no lineal , de
orden Re, es mucho menor que el término lineal. Si se continúa el proce
dimiento de acoplamiento, o usando el principio de mínima singularidad [4),
se encuentra que la solución para el término 'l/Jn es un múltiplo de (1.29), de
manera que el desarrollo de Stokes tiene la forma general

donde

(
1 )-1

io(Re) = In Re + k

Si se escoge la k tal que
1

k=ln4- "V+-
I 2'

se encuentra que las expresiones (1.34) y (1.35) se acoplan perfectamente.
Por 10 tanto, en el siguiente paso en el desarrollo de Stokes se encuentra que
a2 = o. Kaplun [4,1 5] llevó el desarrollo un paso más adelante y encontró
que a3 ~ 0.82.
Puesto que los coeficientes in y Fn son potencias inversas de (k - In Re),
las correcciones debidas a los términos no lineales , en la región de Stokes,
son incluidas a través de las condiciones de frontera que hay que imponer
a cada paso. De manera que , en lo que a las ecuaciones de movimiento
concierne, el flujo está regido por las ecuaciones de Stokes. Por lo tanto, para
considerar correcciones debidas a términos no lineales en las ecuaciones, hay
que calcular un número infinito de términos en (1.36). En 1975 Skiner [22]
hizo una extensión de los desarrollos de Stokes y Oseen y calculó una primera
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corrección al flujo, en donde se toman en cuenta los términos no lineales, sin
embargo, las correcciones muestran ser más pequeñas que el error cometido
al truncar la series logarítmicas en (1.36).
En 1995 Kropinsky, Ward & Keller [23], propusieron un método pseudo
numérico para poder obtener resultados que tuvieran toda la información
contenida en la suma infinita en la expresión (1.36). Aunque a partir de
estas nuevas propuestas se obtienen resultados satisfactorios. respecto a los
obtenidos integrando numéricamente las ecuaciones de movimiento, las con
tribuciones de los términos no lineales no son consideradas en la región
de Stokes , de manera que dichos resultados tienen validez restringida para
números de Reynolds de orden uno. Más tarde, en 1996, Keller y Ward [24]
extendieron el método para calcular correcciones debidas a los términos
no lineales , y cuyos resultados parecen comparar bien con experimentos y
cálculos numéricos, para Re :S 1.8.
Respecto a los métodos de truncamiento de series, Van Dyke en 1964 [16]
Y Underwood en 1969 [17,25], trabajaron con la ecuación (1.12) y desarro
llaron la función de corriente en series de Fourier en el ángulo polar, de ma
nera que el problema se reduce a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordi
narias no lineales. Estas ecuaciones fueron resueltas numéricamente usando
un método de disparo [25]. En 1973, Nieuwstadt & Keller [24], propusieron
series de Fourier para la función de corriente y la vorticidad, en el ángulo
polar, y utilizaron las ecuaciones de Navier-Stokes en el lenguaje de la vor
ticidad y la función de corriente. Así, el problema se reduce a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, que resuelven numéricamente. Los dos
métodos anteriores fueron utilizados y corroborados con otros cálculos para
Re :S 10, en el caso de Underwood, y Re :S 40, para Nieuwstadt & Keller.
Evidentemente, en vista de la naturaleza analítica-numérica del método uti
lizado , sólo obtuvieron resultados para algunos valores de Re dentro de estos
intervalos.
Las combinaciones entre métodos analíticos y numéricos se han explotado
desde diferentes puntos de vista. En algunos casos, se busca un compor
tamiento asintótico para encontrar expresiones cerradas para las característi
cas del flujo, en algún intervalo finito de Re' En otros. simplemente se
busca reducir la complejidad del problema numérico , por ejemplo, Dennis
& Chang [26] utilizan el desarrollo en series de Fourier, para la función de
corriente, de manera que una de las ecuaciones diferenciales parciales se trans
forma en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. que resuelven
numéricamente. La ecuación de momento se resuelve numéricamente para
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la vorticidad usando diferencias finitas . Por tanto: el problema de resolver
dos ecuaciones diferenciales parciales, se reduce a un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias y una ecuación diferencial parcial.
Por otro lado , con el rápido desarrollo de computadoras y programas, el
problema ha sido estudiado para un gran intervalo de valores del número
de Reynolds, Los métodos numéricos que han sido utilizados para este pro
blema, desde la década de los 1930's , para Re fijo, se han mejorado y en
los últimos años se han propuesto diferentes alternativas para mejorar los
resultados. Estos métodos se pueden dividir en dos grandes grupos: en el
primero, se considera el problema estacionario [27-30]; el segundo, consiste
en buscar soluciones estacionarias a partir de resolver numéricamente las
ecuaciones de Navier-Stokes dependientes del tiempo [31-33]. Sin embargo,
se encuentra que es más eficiente , en el caso de estudiar el -problema esta
cionario, utilizar las ecuaciones de movimiento independientes del tiempo.
Básicamente, la razón radica en que el tiempo requerido para que la solución
del problema dependiente del tiempo llegue al estado estacionario puede ser
muy grande [34].
Dentro de los dos grupos anteriores , las diferencias surgen en el método para
discretizar las ecuaciones diferenciales y en las condiciones de frontera que
se utilizan. Por un lado , el dominio de la coordenada radial es infinito, de
manera que en este sentido se han propuesto diferentes alternativas. Como
primera aproximación, se puede utilizar la condición de flujo uniforme auna
distancia finita suficientemente lejana del cilindro [31] y, en algunos casos,
extrapolar para r ---+ 00 [28]. Otra alternativa es buscar formas asintóticas
para las soluciones de las ecuaciones, dependiendo de la representación en
que se estudian, para distancias suficientemente lejanas [18,33,35]. Estas
expresiones son basadas, por ejemplo, en soluciones a las ecuaciones de Oseen,
que tienen como condición de frontera al flujo uniforme en r ---+ 00 [26] . En los
diferentes resultados se encuentra que al usar formas asintóticas para el flujo
lejano, se producen mejores resultados, comparados con aquellos provenientes
de haber impuesto la condición de flujo uniforme a una distancia finita, sobre
todo para números de Reynolds grandes [18], aunque: hay reportes en los
cuales, a partir de una transformación tal que el dominio de integración es
finito , los resultados para el arrastre no difieren mucho. al usar una condición
asintótica para el flujo lejos y la condición de flujo uniforme [30].
Para el caso de la condición de frontera sobre la superficie del cilindro, el
problema surge al describir la superficie del cuerpo, lo cual, depende del
tipo de variables y de coordenadas en que se estudia el problema. Una vez
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más se abre una gama de alternativas, entre las cuales están el usar técnicas
de diferencias finitas y transformaciones conformes [36-38], que tienen como
desventaja que hay que invertir el Jacobiano de la transformación, que puede
ser lento cuando se tienen mallas muy finas. En otros estudios, la influencia
del cilindro se int roduce a través de un término adicional en la ecuación de
conservación de momento [32 ,39,40].
En los últimos años se han mejorado la técnicas de dinámica molecular para
flujos viscosos. La idea es resolver numéricamente una forma discreta de
las ecuaciones de Boltzmann [41 ,42]. Los resultados, que en su mayoría
están enfocados a números de Reynolds relativamente grandes, parecen ser
consistentes, aunque no en todos los casos , con las demás teorías y resultados
experimentales.

2 El flujo alrededor de una esfera

Para el caso en 3D, el problema tiene simetría axial de manera que los campos
de velocidad y presión dependen de las coordenadas esféricas (r ,e); cuando el
flujo se escoge en dirección del eje z, En este caso la ecuación para la función
de corriente está dada por

donde
2 _ Ej2 sin ea( 1 a)

D = 8r2 + - r- ae sin e a(} ,

(1.37)

con las siguientes condiciones de frontera

1/;(r, e) - o y
8w o si r = 1,-
ar

1/;(r, e) rv ~r2 sin2 e si r -+ oo,
2

(1.38)

(1.39)

(1.40)

De manera similar al caso del cilindro, la primera aproximación realizada
fue suponer que Re = O, de modo que el problema se reduce a resolver una
ecuación bi-arrnónica para la función de corriente. A diferencia del problema
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en dos dimensiones. en este caso el problema se puede resolver y se encuentra
que la solución es [2, 3]

(1.41)

(1.42)

Si a partir de la expresión anterior se estima el tamaño de los términos
despreciados en la ecuación de momento, respecto al término VISCOSO , se
encuentra que

Re 11 (ü · \7)ü 11 R
11 \72ü 1I ~ e

r
,

para distancias grandes del objeto. Por lo tanto, para aquellos valores de r
tales que

Rer = 0(1) ,

los términos inerciales son comparables con los términos viscosos, de manera
que la expresión (1.41) no es una solución uniforme en todo el dominio.
El que en este caso las ecuaciones de Stokes se puedan resolver se debe a
que la solución a las ecuaciones de movimiento decae suficientemente rápido,
de manera que en la región de no uniformidad el campo de velocidades es
prácticamente uniforme y la condición en r ---+ 00 se satisface.
Más tarde, Whitehead propuso una expansión del tipo (1.19) , de manera que
el orden más bajo de aproximación corresponde a resolver las ecuaciones de
Stokes , y encontró que en el problema a primer orden en Re, el campo de
velocidades no satisface la condición en infinito. Por lo tanto, la naturaleza
singular del problema se refleja hasta el término de orden Re, a diferencia del
caso bidimensional que sucede en el término de orden cero. Del análisis del
tamaño relativo del término despreciado en la ecuación de momento, ya se
había encontrado que la región de no uniformidad se localiza a distancias del
orden de R;I , aunque la solución de Stokes parece comportarse adecuada
mente a esas distancias. Lo que está en serias dificultades es la distribución
de los gradientes de velocidad, que no decae lo suficientemente rápido lejos de
la esfera, por lo que el siguiente orden en teoría de perturbaciones regulares
no se puede resolver.
Evidentemente, la alternativa fue la aproximación de Oseen. En el caso
tridimensional la ecuación de Oseen toma la siguiente forma

R ( e~ _ sin e~) D2. /. = D4. /,
eCOS 8r r 8e 'f' 'f' ,
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(1.45)

con las condiciones de frontera (1.38-1.40). Una primera aproximación a la
solución fue encontrada por Oseen en 1910 [3,4 ,8], la cual es de la forma

1 ( 1) . 3 1 (1 )'IjJ(r, ()) = 4 2r2 +;: sm2
() - "2 Re(1 + cos ()) 1 - e-"2 Rer (l - Cos B) , (1.44)

y representa una aproximación uniforme al flujo en todo el dominio , cuando
Re es mucho menor que uno, que satisface exactamente la condición de fron
tera en el infinito y la condición sobre la superficie de la esfera; hasta una
función de orden Re [3,4]. Puesto que la aproximación de Oseen está res
tringida a números de Reynolds bajos, ya que deja de ser válida para Re
grande, la expresión anterior es suficiente dentro de los límites de validez de
la aproximación de Oseen. Este problema fue estudiado para valores arbi
trarios de Re por Goldstein en 1929 [10] Y por Tomotika y Aoi en 1950 [12],
sin embargo , por las razones ya mencionadas en el caso de 2D, los resultados
sólo son válidos a Re « 1.
Proudman & Pearson en 1956 [8] , estudiaron el problema usando el método de
los AEA. Para exponer el método con claridad, se sigue el desarrollo expuesto
por Van Dyke (1975) [4]. De manera similar al caso del cilindro, se tienen
dos desarrollos, válidos cerca y lejos de la esfera y que deben acoplarse en la
región en donde la solución de Stokes no es uniforme. El primer término en la
expansión cerca de la esfera es la solución de Stokes, puesto que para Re -t O
es. una buena aproximación al flujo y satisface la condición a la frontera
sobre la esfera. Evidentemente, el primer término en la expansión de Oseen
(externa) corresponde a un flujo uniforme. En el trabajo de Proudman &
Pearson [8] se muestran formalmente los resultados anteriores. Si se escribe
la solución de Stokes en variables de Oseen (p = Rer) Y se desarrolla para
Re chico, con r fija, se obtiene que

1 2 . 2 3 1 . 2()
. 1'1 ~ -p sm () - --psm
'P . ' 2R~ . 4 Re '

de manera que la expansión de Oseen debe tener la forma

1 2 2 1 ( )\IJ(p,B) = 2R2P sin B+ Jf\IJ 2 p. B + ....
e e

(1.46)

Cuando se sustituye la expresión anterior en la ecuación (1.37). se obtiene
que \IJ2 satisface la ecuación linealizada de Oseen, es decir ,

(1.47)
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(1.51)

(1.52)

donde
D éP sin Oa( 1 a)

p =ap2 + 7 ao sin Oao '
cuya solución es de la form a [..; .8]

W2(P,O) = -2C(1 + cos O) (1 - e-~P( 1 -Cos 6) ) , (1.48)

C es una constante de integración que debe ajustarse de manera que la
expansión de Oseen se acople con la expansión de Stokes en la región en
donde p = 0(1). Si se reescriben las expansiones de Stokes y de Oseen en
variables de Stokes (r,O) , y se desarrollan para Re chico se obtiene

7j; (r, O) ~ ~r2 sirr' O- ~r sirr' O, (1.49)

1
w(r , O) ~ :?2 sin20- Cr sin2O, (1.50)

de manera que , para que las dos expresiones anteriores se acoplen a este
orden, se tiene que C = ~ . A partir de las expansiones cerca y lejos del objeto,
calculadas hasta el momento, es posible recuperar la expresión (1.44) [4].
Para el cálculo de la segunda aproximación a la expansión de Stokes, se
desarrolla la expresión (1.46), escrita en variables de Stokes , a primer orden
en Re de manera que en la región en donde p = 0(1 ) la expansión de Oseen
es

1 23. ? 3 2 ) ' 2w(r , O) ~ -(r - -r) sin" 0- -r Re(l - cosO sin O,
2 2 16

por lo tanto, en la región en donde p = 0(1) , la expansión de Stokes debe
tener la forma

1 2 3 1,2 ()7j;(r ,O) = 7)(r - 7)r + -) sm 0+ Re7j;2 r,O + ... ._ _ r

Al sustituir la expresión anterior en la ecuación (1.37), se encuentra que la
ecuación que satisface W2 es

D2w 2 = _~ (2 _ ~ + ~) sin20cosO. (1.53)
. 4 r 2 r 3 ri)

La solución de la ecuación anterior, que satisface la condición de frontera
sobre la superficie de la esfera, está dada por [4,8]

7j;2(r, O) = Cl (2r2 - 3r + ~) sin2 O

-~ (2r 2
- 3r +1 - ~ +~) sin20cosO, (1.54)

32 r r2
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donde CI es una constante de integración que se debe ajustar al hacer el
. acoplamiento con la expansión de Oseen. Cuando se escriben las expansiones

(1.46) y (1.52), en variables de Oseen, y se desarrollan para Re pequeños, se
encuentra que la condición de acoplamiento exige que CI = 33

2,
De manera

que la expansión de Stokes , considerando sólo dos términos en el desarrollo ,
es

1/J(r,()) - ~(r-1)2Sin2()[(1+~Re) (2+~)

- ~Re ( 2 + ~ + r12) cos ()] . (1.55)

A partir de la expresión anterior, se encuentra que aparece una región de
recirculación atrás del objeto para Re = 8, a diferencia de las predicciones
experimentales de Re = 10.
Proudman & Pearson [8] llevaron el cálculo más adelante y encontraron que
la expansión de Stokes contiene términos en R2y en R2In Re, de manera que
la expansión de Oseen también contiene términos logarítmicos en Re, que
empiezan en R3ln Re. Calcularon el término en R2ln Re en la expansión de
Stokes, y encontraron que la condición para que haya una región de recircu
lación resulta en una ecuación trascendental que no tiene soluciones reales.
Más tarde, Chester & Breach en 1969 [43] realizaron el cálculo para el término
en R~ In Re, con el que obtienen una expresión para el arrastre, válida para
Re :s 0.5. Debido a que las soluciones quedan expresadas en términos de
series logarítmicas, para calcular correcciones de orden uno en Re, es nece
sario calcular un número infinito de términos. Es importante resaltar que,
aunque en los casos de 2 y 3D se obtienen series logarítmicas en el número
de Reynolds , que restringe los resultados a Re < 1, la aproximación en el .
caso tridimensional es mucho mejor que en el caso bidimensional, puesto que
el segundo término en la expansión de Stokes ya contiene información de
los términos no lineales en la ecuación de momento. En cambio , en el caso
bidimensional, la contribución de la no linealidad del problema, cerca del
cilindro, se introduce a través de las condiciones de frontera en la región de
acoplamiento [8].
Recientemente, S. -J. Liao en 2002 [44] encontró expresiones analíticas para
el coeficiente de arrastre a partir del método de análisis homotópico (Homo
topic Analysis Method), que propuso y desarrolló en 1997 [45]. Este método
consiste en construir una familia de ecuaciones diferenciales parciales , embe
bidas en un parámetro q E [0,1 ] Yque dependen de un parámetro auxiliar li ,
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diferente de cero: de la siguiente manera

(1 - q)L: [w (r , u,q) - 'l/Jo(r, jl)] = qnAw(r ,u;q), (1.56)

(1.58)

donde jl = cos e, L: es un operador lineal auxiliar arbit rario y A es el ope
rador no lineal (operador de Navier-Stokes)

Aw =V 4w _ Re [OW~ _ oW~ + 2jl OW+ ~ OW] V 2W (1.57)
r 2 or Ojl Ojl or (1 - jl2) or r Ojl ,

donde
2 _ [ 02 (1 - jl 2 ) 02

]
V= 0 2 + 20 2.r r jl

La función 'l/Jo(r, jl ), que satisface las condiciones (1.38-1.40), es una apro
ximación inicial a las ecuaciones de Navier-Stokes. El casoA'I' = O corres
ponde a la ecuación para la función de .corriente (1.37) con 'el cambio de
variable jl = cos e. Las condiciones de fronte;a correspondientes a (1.56) son

W(l ) = ow(r, jl ,q)I = O
. ts, q or '

r=l

. 1
11m w(r ,u ,q) = - r 2(1 - /12

) .
r -+oo 2

(1.59)

(1.60)

De la ecuación diferencial y las condiciones de frontera se puede ver que
cuando q = OY q = 1

w(r ,u; O) = 'l/Jo(r, jl ),

w(r,u;1) = 'l/J (r , jl) ,

(1.61)

(1.62)

(1.63)

donde 'l/J(r: jl ) es la solución exacta a las ecuaciones de Navier-Stokes dadas
por (1.37-1.40). De manera que conforme el parámetro q aumenta entre cero
y uno , la función w(r,u,q) se deforma de la aproximación inicial a la solución
exacta del problema'', Hay que notar que en esta formulación existe una gran
liber tad para escoger 'liJo(r, jl ), el operador L: y el parámetro ñ. Al suponer
que todas las derivadas de W(r, u;q) existen en q = O, se encuentra que la
serie de Taylor , al rededor de q = O, se puede escribir como

00 'l/JbmJ(r, jl ) m
w(r,u,q) = 'l/Jo(r: jl) + ¿: I q ,

m =l m.

5De hecho este método también se conoce como método de deformación de la
topología [44].
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donde
0/,[m1( . ) _ amW(r, f.L ,q)
% r, f.L - aqm

q=O

Si se utiliza la libertad para escoger 'l/Jo(r , f.L ), el operador lineal E y el
parámetro ti de tal manera que la serie (1.63) converja en q = 1. se obtiene
que la serie de Taylor de la solución es

donde

00

'l/J(r, /1) = 'l/Jo(r, f.L) + L 'l/Jm(r , f.L)qm ,
m=l

(1.64)

01. ( ) _ 'l/Jb
m]

(r , f.L)
o/ m T , f.L - l'm.

Esta serie es una relación directa entre la primera aproximación al problema y
la solución exacta, a través de las funciones desconocidas 'l/Jm(r, 11 ). A partir
de la ecuación diferencial (1.56) y la serie (1.63) se construye una familia :
de ecuaciones diferenciales parciales , para las funciones desconocidas, que
resultan ser lineales y, una vez que se han escogido el operador lineal E y el .
parámetro ti de forma adecuada, se pueden resolver de forma iterativa. Es
importante señalar que, según el autor, una de las propiedades fundamentales
de este método, además de pasar de un problema no lineal a un número
infinito de subproblemas lineales, es que si se encuentran E y li tales que la
serie (1.64) converja y el problema sea soluble a cada orden, entonces (1.64)
converge a la solución del problema [44,45].
Se presentan resultados para el coeficiente de arrastre, calculando términos
de hasta décimo orden" , que parecen ser válidas para números de Reynolds
mayores que uno. Al parecer, esto se debe a que este método no requiere
la suposición de que Re sea pequeño , como en el caso perturbativo. Sin
embargo, este trabajo se enfoca en el estudio del arrastre y no contiene un
análisis de las demás características del flujo, como el estudio de las líneas
de corriente y sus propiedades.
En cuanto a los métodos semi-analíticos y numéricos. se encuentra la misma
historia que en el caso del flujo en 2D. En 1971 Dennis & Walker [19] re
alizaron el cálculo para Re en un rango de 0.1 a 40. El método utilizado
consiste en proponer como soluciones a las ecuaciones de Kavier-Stokes, en

6En este caso el orden se entiende como el número de términos considerados en la suma
en la expresión (1.64).
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la formulación vorticidad-función de corriente, series truncadas en polinomios
de Legendre, de manera que las ecuaciones diferenciales parciales se trans
forman en ecuaciones diferenciales ordinarias, para funciones que dependen
de la distancia a la esfera y del número de Reynolds. Finalmente, resuelven
numéricamente el problema resultante para diferentes órdenes en el trun
camiento de las series. Los primeros resultados de la integración numérica
de las ecuaciones de Navier-Stokes se realizaron en la década de los 1960's,
por Hamielec S: Johnson [46] y Hamielec, Storey & \Vhitehead [47] en 1962.
Principalmente se han realizado cálculos usando elemento finito [48-50], dife
rencias finitas [51 ,52] Y métodos espectrales [53,54L relativo a la forma de
discretizar las ecuaciones de movimiento. Respecto a las condiciones de fron
tera, se utilizan diferentes tipos de condición al infinito, ya sea suponiendo
un flujo uniforme o ajustar un flujo asintótico a una distancia finita suficien
temente grande. Por ejemplo, en el trabajo de Cliffe y Lever en 1986 [50] se
comparan tres procedimientos, utilizando elemento finito y diferentes condi
ciones de frontera, y discuten las ventajas y desventajas en cada caso. En
los últimos años, se han realizado cálculos para un amplio intervalo de valo
res de Re, como en el caso de Johnson & Patel, que encontraron soluciones
numéricas para Re hasta 300 [55].
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Capítulo 2

El Método

El método utilizado para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con condi
ciones de frontera, dadas por las expresiones (1.3-1.7), está basado en el
trabajo de R. Soto y R. Peralta-Fabi [20]. Como primer paso, se hace un
cambio de variable (x) , en la coordenada radial (r) , tal que x está definida
entre cero y uno ; así el nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
queda definido en un dominio finito.
La transformación propuesta por Soto y Peralta-Fabi [20] es

1
x(r ) = 1 - - ,

r
(2.1)

que tiene la propiedad de mapear el intervalo [1 ,00) al intervalo [0 ,1]. El
nuevo sistema de ecuaciones con condiciones a la frontera y en forma adi
mensional, se puede escribir simbólicamente, como

tu«. V'a)ü - - V'aP + V'~ ii, (2.2)

V'a' Ü - O, (2.3)
Ü(O, B) - O, (2.4)

ü(l, B) - U, (2.5)
P*(1 ,B) ---t O, (2.6)

donde el subíndice indica derivadas respecto a las variables (z;B). U es un
vector unitario en la dirección del flujo uniforme, P* = P - Po Y Po es la
presión lejos del cuerpo.
Las soluciones de estas ecuaciones se proponen como series de potencias en

25



z , 1. e,

00

L an (e;Re) x" ,
n=O
00

L bn (e; Re) xn:
n=O

(2.7)

(2.8)

00

p·(x~ e;Re) = L en (e;Re) xn.
n=O

(2.9)

Sustituyendo estas expresiones para los campos de velocidad y presión en las
ecuaciones (2.2) y (2.3) y coleccionando términos con la misma potencia en
x , se obtienen tres relaciones de recurrencia para los coeficientes an, bn Y Cn,
las cuales: sólo tienen dos coeficientes independientes (co y bd , de manera
que todos los restantes se expresan en función de éstos: En el caso de las
condiciones a la frontera, haciendo ao = O y bo = O la condición sobre la
superficie del cuerpo queda satisfecha y, para x = 1 (r -> 00), se obtiene

00

L an (e; Re) - cos e, (2.10)
n=l

oc

L bn(e;Re) - - sin e, (2.11)
n=l
oc

L en (e;Re) - O, (2.12)
n=O

en vista que todos los coeficientes se escriben en función de los dos coefi
cientes independientes: las expresiones -(2.10-2.11) resultan en dos ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas que determinan co(e;Re) y b1(e; Re). En
la condición a la frontera sobre la presión se tiene, a lo más una constante
libre, así que debe satisfacerse de forma natural ; dadas las dos funciones in
dependientes. Una vez que los coeficientes Co y b} se calculan a partir las
ecuaciones (2.10) y (2.11) , las expresiones (2.7-2.9) son soluciones a las ecua
ciones de Navier-Stokes con condiciones de frontera. Sin embargo, debido a
la naturaleza infinita del problema, en la práctica el problema no se puede
resolver , por lo que las series (2.7-2.9) se deben truncar.
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o (2.16)

cos e, (2.17)

- sin e, (2.18)

o (2.19)

1 El método en 2D

Una vez que las ecuaciones de Navier-Stokes son escrit as en coordenadas
cilíndricas, se hace el cambio de variable (2.1), de manera que las ecuaciones
(2.2-2.6) toman la forma

[( ) oUr BUr 2] BP )3 fPur
Re 1 - X Ur OX + Ue oe - Ue = - (1 - x ) OX + (1 - X Bx2

+(1 - X) ~;r - (1 - xf~~ - 2(1 - x)Ur , (2.13)

[
aUe Bue ] BP 3 a2Ue

Re (1 - X )Ur Bx + Ue Be + u;Ue = - Be + (1 - x) Bx2

B2ue 2 aUe Bu;
+ (1 - x) ae2 - (1 - x) Bx + 2(1 - x) ae - (1 - x)ue, (2.14)

BUr oUe
(1 - x) ax + Be + u; = O, (2.15)

ü(O,e) 

u r (l ,e) 

ue(l ,e)
P*(l ,e) --7

Sustituyendo las expresiones (2.7-2.9) en las ecuaciones (2.13-2.15) y coleccio
nando términos en potencias de x , las ecuaciones diferenciales se transforman
en tres relaciones de recurrencia1, dadas por

an - ~ ( (n - 2)an- l - b~_l) , (2.20)

1 [ n-3 ( )
bn - n(n _ 1) Refl bm b~-m-2 - (m - 1)an- m-2+ man-m-l

+C~_2 - b~_2 *b~_3 - 2a~_2 + 2a~_3 + (3n - 5)(n - 1)bn- 1

- (3n2 - 13n + 13)bn- 2+ (n - 2)(n - 4)bn- 3] , (2.21)

1 [ n-2 ( )Cn - - Re L bmbn- m- 1 + maman-m-l - bma~_m_ l - maman-m
n m= l

+(n - l )cn - l + a~ _l - a~_2 - 2b~_1 + 2b~_2 + n(n + l )an+l

- n(n - 3)an + (3n2
- 7n + 3)an- l - (n - l )(n - 3)an- 2] , (2.22)

1Par a más detall es algebraicos ver el apéndice A.
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donde las primas representan derivadas con respecto a (). Si se calculan los
coeficientes para los primeros valores de n , se encuent ra que

al - 0,
1

a2 --bl2 '

b2 ~ (c~ + bl ) ,

Cl 2a2 '

Q3 -~ (02 - b;) ,

b3
1(,,, )6 Cl - bl + 8b2+ b, ,

C2 - ~ (e¡ - 2b~ + 2a3 + 2a2) ,

.,

los coeficientes anteriores se ordenaron de manera que, una vez que se conoce
un renglón, el siguiente queda determinado. Claramente, para valores más
grandes de n , los coeficientes dependerán de coeficient es anteriores. De las
expresiones anteriores se puede ver que los únicos coeficientes independientes
son Co y bl ; de aquí en adelante c¡; ((), Re) Y r¡((); Re). respectivamente. El
significado físico de estas dos cantidades se discute en la siguiente sección.
Como ejemplo, a continuación se escriben los coeficientes para los primeros
valores de n, como función de los independientes,

Co(()) <p (()),

al (()) - 0,

bl ( ()) - r¡(()),

Cl(())
,

- -r¡ ,

a2(())
1 ,

- -"i TJ ,

b2(() ) ~ [ <p' + TJ] ,

C2 (()) - - ~ [ <p' + TJ] ,

a3(()) 1 [" ~ ,]- 3! sp + -r¡ ,

28



b3(O) - ~! [4<p' - 27]" + 37]] ,

C3(O) - ~! [ 2Re7]2 - 3cp" + 7]111 - 27]'] ,

a4(O) 1 [6" 2 111 7']- 4! <P - 7] + 7] ,

b4(O) - ~! [ Re7]'7] - 2cplll + 19cp' - 127]" + 127]] ,

C4(O) - ~! [ Re (6cp'7] + 27]7]" - 47]'2 + 127]2)

+cp(4) - 11cp" + 67]111 - 67]'] ,

..

Cuando se sustituyen los coeficientes an , bn Y Cn , escritos en función de y(O)
y 7](0), las condiciones (2.10) y (2.11) resultan en dos ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales acopladas, de orden y grado infinito que no es posible
resolver , de manera que las expresiones (2.7-2.9) se truncan a un orden N y
las condiciones de frontera toman la forma

N

L an(O; Re) - cosO,
n=l

L bn(O;Re) = - sin O,
n= l

(2.23)

(2.24)

Así, el problema a resolver resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, cuyo grado y orden son finitos y dependen del valor de N. A partir
de las soluciones a estas ecuaciones , para una N fija, se obtienen expresiones
para el campo de velocidad que satisface las ecuaciones (2.13-2.15) a un orden
N - 2, debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes son de segundo orden" ,
y las condiciones a la frontera a orden N .
A manera de ejemplo, a continuación se escriben las condiciones (2.23-2.24)
para los primeros valores de N. Si N = 3

" ~, 6 11<p + u7] = - cos [7 ,

27]" - 7'P' - 127] = 6 sin O.

2Esto significa que , para tener un problema soluble, no es posible truncar las series a
N < 2.
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Para N = 4 se obtiene

2r¡1II - 10cp" - 27r¡' = 24 cos e,
2:.p1ll + 20r¡" - 24;/ - GOr¡ - Rer¡'r¡ = -2-1 sin e,

que resulta el primer orden que contiene términos no lineales y al número de
Reynolds, y para N = 5 se obtiene

2cp (4 ) + 28r¡'" - 87r.p"

-168r¡' - Re [r¡"r¡ + r¡'2J 120 cos e,
3r¡(4) - 32cplll - 178r¡" + 342r.p'

3601] + Re [2 cp"r¡ + 20r¡'r¡] = - 120 sin e.

De la forma de estas ecuaciones, se puede ver que el orden de las derivadas
y el grado de la no linealidad crece conforme N crece. Es fácil notar que el
orden de las ecuaciones diferenciales, para una N fija. es N -1; mientras que
la dependencia entre el grado de no linealidad de las ecuaciones y IV no es
tan evidente, en el apéndice A se discute más a fondo esta dependencia.
Un aspecto importante que hay que notar de los conjuntos de ecuaciones
diferenciales anteriores, es que la primera ecuación es par, es decir , es in
variante bajo la transformación e ----7 -e, mientras que la segunda es impar.
Por lo tanto, se encuentra que .los coeficientes an son funciones pares del
ángulo y los bn son funciones impares de éste. Haciendo un análisis similar,
con el campo de presión, se encuentra que las en son funciones pares de e.
Este hecho se explota más adelante, cuando se construyen las soluciones a
los sistemas de ecuaciones diferenciales para distintos valores de N.
Para poder resolver estas ecuaciones diferenciales , es necesario imponer condi
ciones de frontera. Como se buscan soluciones tales que el campo 'de veloci
dades sólo tenga componente radial en el eje hor izontal, se tiene la condición
adicional

1'{

L bn(e)xn = O,
n=l

(2.25)

en e = O Y e = 7r. Entonces, para que la componente U(J del campo de
velocidades se anule en el eje horizontal, los coeficientes bn (e) deben ser cero
en e= OY e= it . De las relaciones de recurrencia (2.20-2.22) y la condición
anterior, se encuentra que las condiciones a la frontera, para las ecuaciones
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(2.23) Y (2.24), están dadas por

cp(Zn+l )(O)

T/(Zn)(O)

para n = 0, 1, ....

= cp(Zn+l) (íT) = O,

= cp(2n ) (íT) =0,

(2.26)

(2.27)

1.1 Las líneas de corriente y el arrastre

La relación entre la función de corr iente y el campo de velocidades, en coor
denadas cilíndricas, es

18'l/J
Ur -

r 80 '
8'l/J

(2.28)Uo - -- ,
8r

a partir de los desarrollos (2.7) , (2.8) Ylas expresiones anteriores se encuentra
que la función de corriente está dada por [20]

(2.29)

La fuerza por unidad de longitud que el fluido hace sobre el cilindro es

F= fs r · ñd.S,

donde r es el tensor de esfuerzos y ii un vector unitario a la superficie del
cuerpo (8); que apunta hacia afuera de ésta. Debido a la simetría del pro
blema y a que el cilindro no está rotando , la fuerza sobre el cilindro va en
direcc ióndel flujo [2], entonces su magnitud está dada por

F = fs (T r r cos B - TO r sin B)dS, (2.30)

donde las componentes del tensor de esfuerzos , escritas en forma adimensional
y en coordenadas cilíndricas, son
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Al sustituir los desarrollos (2.7) y (2.9) en las expresiones anteriores y al
calcular en x = O (r = 1), se obtienen que las componentes del tensor de
esfuerzos sobre el cuerpo son

r-. - 4/(0;Re),

TOr - T/(O ;Re),

(2.31)

(2.32)

por lo que el coeficiente de arrastre, definido como CD = le , se calcula a
partir de

1 r2
" ( )CD = - Re Jo :¡: (O;Re)cos 0+ T/(O ;Re) sin O dO. (2.33)

Entonces, de los resultados anteriores se encuentra, por un lado, el contenido
físico de las funciones desconocidas T/(O; Re) Y cp(O:Re)' puesto que son los es
fuerzos cortantes y normales sobre la superficie del cilindro, respectivamente.
Además, se ha encontrado que el problema queda determinado a partir de
conocer el tensor de esfuerzos sobre la superficie del cuerpo.

2 El mét odo en 3D

De forma análoga al caso de 2D, las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben
en coordenadas esféricas y se hace el cambio de variable (2.1), de manera que
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, en las variables (x, O) , está
dado por

(
Bu; aUr 2) (8P ( )2 a2U

rR (1 - x)u - + Uo - - u = (1 - x) -- + 1 - x -
e r ax ao O ax ax2

a2
U r Bu; 8uo O) ( )+ a02 + cot é ao - 2ur - 2 ao - 2cot Uo , 2.34

( )aUr Bu;
1 - x ax + ao + 2ur + cot Ouo = O,
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donde las primeras dos ecuaciones corresponden a las componentes de la
ecuación de conservación de momento, y la tercera corresponde a la ecuación
de continuidad. Las condiciones a la frontera están dadas por

ü(O,O) - O (2.37)

ur( 1, O) - cosO, (2.38)

uo( 1, O) - - sin é, (2.39)

P*(1,O) ---+ O. (2.40)

Al sustituir las expresiones (2.7-2.9) en la ecuaciones (2.34-2.36) , y una vez
que se han coleccionado términos con iguales potencias en x, se obtiene el
siguiente conjunto de relaciones de recurrencia

~[(n -3)an-1+CotObn_1] ,

1 [n-2 ( )bn - n(n _ 1) f1 Rebm b~-m-2 - (m - 1)an- m-2 + man-m-1

3(n - 2)(n - 1)bn - 1 - 3(n - 2)(n - 3)bn- 2+ (n - 3)(n - 4)bn- 3

+(n - 1)a~_1 - 2(n - 2)a~_2 + (n - 3)a~_3 + C~_2] ,

1 [n -1 ( ); f1Re bm(bn- m-1 - a~-m-1) + mam(an- m-1 - an- m)

+a~_1 + cot Oa~_1 - a~_2 - cot Oa~_2 + n(n + 1)an+1 - n(3n - 5)an
+(3n - 4)(n - 3)an-1 - (n - 4)(n - 3)an-2 + (n - 1)Cn-1] ,

donde las primas se refieren a derivadas respecto de O. De forma análoga
al caso del cilindro, estas relaciones de recurrencia tienen dos coeficientes
independientes, a par t ir de los cuales se calculan todos lo demás. Como es
de esperarse, estas relaciones resultan más complicadas que en el caso de 2D,
ya que además .de ser no lineales , los coeficientes no son constantes. Con el
fin de simplificar la forma de estas relaciones se hizo el cambio de variable
JL = cos Oy se define un nuevo conjunto de coeficientes , dado por f3n = J bu 2'

1-/1

de manera que las relaciones de recurrencia anteriores toman la forma
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+ man-m- l ) + 3(n - 2)(n - l),8n- l - 3(n - 2)(n - 3),8n-2

+ (n - 3)(n - 4),8n- 3 - (n - l)a~_l + 2(n - 2)a~_2

(n - 3)a~_3 - C~ _2] : (2.42)

1 [n-l ( )Cn - ;; ~l Re (1 - Ji
2P m(l3n_m_l + a~-m-l ) + m am (an-n-l - an-m )

+ d~ [(1 - Ji2 )a~_1] - d~ [(1- Ji2 )a~1_2] + n(n + l )an+l

-n(3n - 5)an + (3n - 4)(n - 3)an-l - (n - 4)(n - 3)an-2
(n - l)en-d : (2.43)

en este caso las primas representan derivadas con respecto a Ji. Los coefi
cientes independientes eo y ,81 se redefinen como cp (Ji; Re) Y 17(Ji ; Re), respec
tivamente. Así, los primeros coeficientes, en función de las dos funciones
independientes son de la forma

eo(Ji) - cp (Ji ),

al (fL) - 0,

,81(fL) 1] (fL ),

Cl (fL ) ~ [(1- fL2 )1]] ,
dJi

a2 (fL ) 1 d [ 2]- "2 dfL (1 - fL )1] ,

,82 (fL)
1 ,

- -"2'P ,

C2 (fL) - -~dd [(1- fL2)<P'] ,
- fL

a3 (fL) -~ :Ji [(1- fL2) c.p'] ,

,83(fL) - -~ (2 d~2 [(1 - fL2 )1]] + 3CP') ,

C3(fL ) 1 ( , , 1 d { ' ) d' [( ') ]}- - Re (1 - fL )1] - -- (1 - fL - 1 - fL 1]
3 2 dfL dJi2

- d~ [(1 - fL2)<p'] ) :
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1(1 d {( 2 d
2

[ 2 J} d [ 2 'J)- - - - 1 - p,) - (1- p,)T/ + - (1- p, ),"
6 2 dp, dp,2 du y,

1(1 ( 2 ' d
2

[ 2 J-- -R 1-/1 )T/ T/+4 - (1 - p,)T/12 2 e dp,2

- ~, [(1 - 1")'1"] +6'1'') ,

HR, {(1 - I" )ry [~~, [(1- I" H+ ry - ",]

- (d~ [(I-I"H)' - L~ [(I -I")ry'ry]}

2 d [( 2 d
2

[ 2 ]]- - - 1 - P, ) - (1 - p, )T/ +
3 du dp,2

~~ [(1 -/12) d
2

[(1- p,2)'P'J] -~ [(1 - /12)<p'J) ,
6 dti d/12 dp,

.,

en las expresiones anteri ores se omitió la dependencia en Re Y en P, para
simplificar la escritura. Las condiciones en x = 1 (r --lo oc) sobre el campo
de velocidad, resultan en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales,
de orden y grado infinito. En la práctica, para tener un problema finito , las
sumas en (2.10) y (2.11) se deben truncar. Por lo tanto, estas ecuaciones se
aproximan por

N

¿ an p" (2.44)
n=l

N

t:« - -1 , (2.45)
n= l

que representan un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no
lineales, de orden y grado finito. A manera de ejemplo a cont inuación se
escrib en los sistemas de ecuaciones correspondient es a los primeros valores
de N .
Para N = 3 se tiene el sistema

(2.46)
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(2.47)

que son lineales y se pueden resolver analíticamente. Para N = 4 se obtiene

d~ [(1-1" )(-L~, [(1 -I")ry(I')] + 3ry(l' ) - 2/(1'))] ~ 1',

- 2
1
4Re (1 - J/)r/ (p,)'r¡(/1) - ~ d~2 [(1- /12 )7](/1)] + 7](/1)

+ 11
2
d~2 [(1- /12)ep'(/1)] - ~ep'(/1) = -1 , (2.48)

de donde se puede ver que este es el primer problema no lineal a resolver. Más
adelante, se discuten las soluciones para los dos casos anteriores, puesto que,
en el caso N = 4 es posible encontrar una solución analítica a las ecuaciones
no lineales. Si N = 5 se obtiene el sistema

d [ ( 1 d
2

d/1 (1- /12) -2Re(1 - /12)TJ(/1)7]'(/1 ) + d/12 [(1- /12)7](/1)]

+30ry(l') - d~' [(1- 1" )'1" (1' )] - 10'1"(1'))] = 601',

<R¿ [~ [(1- /12)7]2(/1)] + 7(1- /12 )7]'(/1)7](/1) -7](/1) ((1- /12) ep"(/1)

3d2[ d
2

] d
2

+/1ep'(/1 ))] + 2d/12 (1 - /12) d/12 [(1 - /12 )7](/1)] - 61d/12 [(1- /12)7](/1)]

+607](/1) + 14::2 [(1- /12) <p'(/1)] - 120ep'(/1) = -60.

De los sistemas de ecuaciones anteriores , se ve que en el caso tridimensional,
las ecuaciones a N fija son más difíciles de resolver. ya que los coeficientes de
las ecuaciones diferenciales no son constantes. Esto tiene como consecuencia
que el número de términos en las ecuaciones diferenciales ordinarias crezca
rápidamente conforme N crece.
En resumen, una vez que se resuelven las ecuaciones (2.44) y (2.45) para una
N fija, se obtienen expresiones para los campos de velocidad y presión que
sat isfacen las ecuaciones (2.34-2.36) hasta un orden N - 2, Ylas condiciones
de frontera (2.44) y (2.45) hasta orden N3. La razón por la que la ecuación

3La condición de frontera sobre el campo de presión no se satisface para ningún valor
de N.
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Uo =

(2.49)

diferencial se resuelva hasta orden N - 2, en vez de N, se debe a que las
ecuaciones diferenciales parciales son de segundo orden, de manera que para
tener un problema soluble es necesario escoger N 2:: 2, aunque, como se verá
más adelante la primera aproximación físicamente relevante es a partir de
N =3.

2.1 Las líneas de corriente y el arrastre

Para el caso de 3D, la relación entre la función de corriente y el campo de
velocidades, en coordenadas esféricas, es

1 a'IjJ

r2 sin eoe
1 a'IjJ

- rsin ear '
una vez que los desarrollos (2.7) y (2.9) se han sustituido en las expresiones
anteriores se encuentra que la función de corr iente está dada por

N z" ¡Ji
'IjJ(x ,u; Re) = - L ( )2 an(t; Re)dt,

n=l 1 - X -1

Para calcular el coeficiente de arrastre se utiliza la expresión (2.30) , que
tomando en cuenta el cambio de variable J-l = cos e. tiene la forma

(2.50)

Las componentes del tensor de esfuerzos , en coordenadas esféricas y escritas
en forma adimensional, son

r-e =

aUr- ? + ?-
~ ar '

(
1 Du; auo uo)-- + - - - -,:)e ,-) ,r u uf r

por lo que, a partir de las soluciones aproximadas para los campos de ve
locidad y presión, las componentes de los esfuerzos sobre la superficie de la
esfera están dados por

Trr - cp(J-l ),

¡rO JI- J-l2 T¡(J-l) ,
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sustituyendo las expresiones anteriores en (2.50) se obtiene que el coeficiente
de arrastre (CD = %J, en términos de las funciones t.p y TI , es

2íT r1
( )CD = - Re J-l (1 - ¡i )7J (IJ ) + IlC¡;( IJ) du. (2.51)

De manera similar al caso bidimensional, las funciones independientes están
relacionadas con las componentes del tensor de esfuerzos sobre la superficie
de la esfera. Por lo tanto , las propiedades del flujo quedan determinadas una
vez que se conocen estas cantidades.

38



Capítulo 3

El flujo alrededor de un cilindro

En este capítulo se resuelven las ecuaciones (2.23) y (2.24) usando dos métodos
aproximados: uno analítico y uno numérico. En el primer caso, se buscan
soluciones en series truncadas de Fourier , cuyos coeficientes son funciones
del número de Reynolds , de manera que el problema se transforma de un
sistema de ecuaciones diferenciales a un sistema de ecuaciones algebraicas.
Como el problema sigue siendo no lineal , hay que utilizar métodos numéricos
y/ o analíticos aproximados para resolverlo. En este trabajo se presentan dos
tipos de solución. Los coeficientes de las series de Fourier, para c.p(B;Re) y
1J(B;Re), se proponen como series de potencias en Re, de manera que el pro
blema algebraico no lineal se transforma en uno lineal que se puede resolver
de forma iterativa. Con el fin de estudiar la validez de las series de potencias
de Re, el problema algebraico no lineal se resuelve numéricamente.
Para el caso numérico, se discuten resultados de la integración de las ecua
ciones (2.23) y (2.24) usando un método de disparo, es decir, el problema
con condiciones de frontera se transforma a uno con condiciones iniciales. La
integración numérica se realizó usando el programa Mathematica 4.0 en un
procesador Pentium III a SOOMHz.
Finalmente se comparan los resultados de los dos métodos utilizados y se
compara con los resultados obtenidos en la lit eratura existente, para aquellos
valores del número de Reynolds en los que el método analítico (aproximado)
y la solución numérica son consistentes. .
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1 Las ecuaciones de Stokes: Re = O

En el caso en el que Re = O, que corresponde a resolver las ecuaciones de
Stokes , las ecuaciones (2.23) y (2.24) son lineales y tienen la forma

~ (X- 1 ) d 2k ~ .Y d 2k- 1
L Ck(N )d(J2k y ((J ) + L Dk(N )d(J2k -1 T/ ((J) cos (J , (3.1)
k= l k=1

~ l\" _ d 2k- 1 ~ (N -l) _ d 2k
L Ck(N )d(J 2k- 1cp((J) + L Dk(N )d(J 2k T/ ((J ) = - sin (J. (3.2)
k=1 k=O

El análisis reali zado para los primeros valores de N muestran que las solu
ciones son de la forma 1

T/ ((J ) - A sin (J.

cp( (J ) B cos (J ,

(3.3)

(3.4)

donde A Y B son constantes que dependen de :V. De las expresiones (3.3)
y (3.4) Ylas relaciones de recurrencia (2.20-2.22), se encuentra que los coefi
cientes an, bn Y Cn tienen la siguiente forma

an((J ) - O:n cos (J.

bn((J ) - (n sin (J ,

cn((J ) - En cos (J.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las relaciones de recurrencia (2.20
2.22) y después de haber coleccionado términos en sin (J y cos (J , se obtiene
un nuevo conjunto de relaciones ent re los coeficientes O:n , (n Y en, que t ienen
dos coeficientes independientes , (1 (= A) y eo(- B), puesto que son los coe
ficientes asociados a las dos funciones independientes. Las nuevas relaciones
de recurrencia resultan en un conjunto de tres ecuaciones en diferencias li
neales, acopladas, y cuyos coeficientes son funciones del índice n , dadas por

O:n - ; ( (n - 2)On-1 - (n-1) ,

( 1 ) (20n-2 - 20:n- 3 - ¿n-2 + (3n - 5)(n - 1)(n- 1
n n-1

(3.8)

1En estas soluciones ya est án consideradas las soluciones al sistema de ecuaciones ho
mogéneo, que son cero por las cond iciones de frontera.
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-(13n2
- 13n + 12)(n-2 + (n2 - 6n + 7)(n-3) , (3.9)

en - ~ ( (n - l)en-l - 2(n-l + 2(n-2 + n(n + l)an+l - n(3n - 2)an

(3n2
- 7n + 2)an - l - (n2 - 4n + 2)an-2) , (3.10)

que se pueden resolver analíticamente y t ienen como solución

aO - al = (o = O

(1 - A Yeo - E ,

el - 2a2 = - A,
1

(2 - 2(A - E ),

an - - 8~ (~(n2 + n + 4)(A - E) + 4E) ,

(n 8~ (~(n2 + n + 4)(A - E ) + 4E) si n 2: 3.

1 .
en - - 2(A - E) SI n 2: 2.

Sustituyendo las expresiones anteriores en las condiciones (2.10-2.12) , se ob
tienen las tres ecuaciones siguientes

= O.

1 00 1 (1 )--A - 2:: - _(n2+ n + 4)(A - E) + 4E
2 n=38n 2 _

1 00 1(1 )-2(3A - E) + 2:: - _(n2 + n + 4)(..1 - E ) + 4E -
n=38n 2

00 1
2:: ~(A - E)
n=O -

1,

-1 ,

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Claramente, la única forma de satisfacer la condición (3.13) es que A = E ,
de otra manera la serie L~=o cnUt) diverge por ser la suma infinita de una
constante . Así, las ecuaciones (3.11) y (3.12) toman la forma

1 oc 1 1
-2+2::-2 A '

n=3 n
oc 1 1

1+2::- - A'
n=32n
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Las ecuaciones anteriores no se pueden resolver , debido a que la serie involu
crada es divergente. En el caso en el que la series son truncadas a alguna
N , las ecuaciones anteriores son incompatibles o, en otras palabras, tienen
soluciones diferentes. Por lo tanto, cuando Re = 0, no se puede encontrar
una solución que satisfaga las condiciones de frontera.

2 Soluciones aproximadas a N fija

Hasta el momento, las ecuaciones (2.13-2.15) se han reducido a un sistema
de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, para dos funciones independientes.
Sin embargo, debido a la complejidad de estas ecuaciones , no se han podido
resolver analíticamente, ni siquiera en el caso de N = 4. Para resolverlas, se
buscaron soluciones aproximadas usando series de Fourier. De esta manera
el problema se reduce a resolver ecuaciones algebraicas no lineales. Con el
fin de estudiar la validez de las soluciones obtenidas, las ecuaciones (2.23) y
(2.24) se resolvieron numéricamente para algunos "alores de N.

2.1 Series de Fourier

Las soluciones a las ecuaciones para r¡(B; Re) Y rp(B: Re) se proponen como se
ries truncadas de Fourier, cuyos coeficientes dependen del número de Reynolds,
es decir,

Al

r¡(B; Re) ¿ (11 (Re) sin(lB),
1=1

Al

rp(B; Re) = ¿ Enl(Re) cos(lB),
1=0

(3.16)

(3.17)

de manera que, para N fija, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales. Para ello,
los desarrollos anteriores se sustituyen en el sistema de ecuaciones diferen
ciales. Usando las propiedades de ortogonalidad de las funciones trigonomé
tricas , cada ecuación diferencial se transforma en _M ecuaciones algebraicas.
Así, para N y 111 fijas, el problema se reduce a resolver un sistema completo
de 2111 ecuaciones algebraicas no lineales.
Es importante resaltar, que aunque el problema es algebraico, sigue siendo
difícil de resolver. Por un lado, las ecuaciones algebraicas son no lineales,
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(3.21)

y aún en el caso de considerar sólo los primeros términos en las series de
Fourier, las ecuaciones resultantes pueden ser muy complicadas. Por otro
lado , encontrar las ecuaciones diferenciales a partir de iterar las relaciones
de recurrencia (2.20-2.22), para valores relativamente grandes de N , es difícil
debido al creciente tamaño de las expresiones , aún cuando se utiliza una
computadora (ver apéndice A).
Para aumentar la eficiencia de los cálculos, se propone que todos los coefi
cientes de los desarrollos (2.7-2.9) tienen la forma

M

an(e; Re) - L O:nl(Re) cos(te), (3.18)
1=1
M

bn(e; Re) L (ni(R e) sin(te) , (3.19)
1=1
M

en(e; Re) - L énl(Re) cos(te), (3.20)
1=0

en donde se utiliza el hecho de que los coeficientes an y en son funciones pares
de e, mientras que las bn son funciones impares de e. Sustituyendo estas
expresiones en las relaciones de recurrencia (2.20-2.22), se obtiene un nuevo
conjunto de relaciones de recurrencia para los coeficientes de los desarrollos
anteriores", dadas por

~ [ (n - 2)O:n-1 ,1 - l(n-l,l] ,

1 [Re n-3 ;\/ {
(n _ 1) 2 L L (mp(k(n-m-2,k - (m - 1)an- m- 2,k

n m=l p,k=l

mO:n-m-1,k)(6p,k+1 + 6p,l- k - 6p,k-l)} + l2((n_2.1

-(n-3,1) + 2l(O:n-2,1 - O:n-3,1) + (3n - 5)(n - 1)(n-1 .1

-(3n2 - 13n + 13)(n-2 ,1 + (n - 2)(n - 4)(n-3,1 - l~n-2,1] ,(3.22)

énl - .!. [Re~ f{ (mk((n-m-1 ,k+ kO:n-m-1,k) (6p,k+1
n m=l p,k

+6p,k-1 - 6p,l-k) + mamk(O:n-m-1.k - O:n-m,k)(Óp,k-1

+6p,k-1 + 6p,l-k)} + (n - l)cn-l ,1 - [2(O:n _1 ,1 - O:n-2.1 )

2Para más detalles del álgebra ver apéndice A.
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-2l ((n-1 ,1 - (n- 2,I ) + n(n + 1)O::n+1 ,1 - n(3n - 2)O::nl

+ (3n2
- 7n + 3)a n- 1,1- (n - l)(n - 3)O::n-2,1] , (3.23)

donde 6n l es la delta de Kronecker. Como los coeficientes COI y (11 son los co
rrespondientes a las dos funcion es independientes, éstos resultan ser las 2111
funciones de Re necesarias para que , a partir de las relaciones de recurrencia
anteriores, se puedan calcular todos los demás coeficientes. La ventaja de
usar las expresiones (3.21-3.23) es que se pueden calcular directamente los
desarrollos en serie de Fourier para todos los coeficientes an , bn Y en. Ahora,
si se usan los desarrollos (3.18) .Y (3.19), las ecuaciones (2.23) y (2.24) toman
la forma

T\'

¿ O::nl 611 ,
11 = 1

N

¿ (ni = -611,
n=l

(3.24)

(3.25)

A partir de iterar las relaciones (3.21-3.23), los coeficientes de Fourier se
pueden escribir como

O::nl - O::nl (( 11 , .. . , (lA[, COI "" , C1M),

(ni - (nl ((l1 ,"" (1M, cOI , · · · , C1M) ,

por lo que , después de ser sustituidos en las ecuaciones (3.24) y (3.25) se ob
tiene un sistema de 2111 ecuaciones algebraicas no lineales, para 2M funciones
desconocidas de Re'
Por tanto, una vez que las soluciones para la parte angular se han propuesto
como desarrollos en serie de Fourier , el problema se reduce a resolver un
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales . Como es de esperarse, estos
sistemas de ecuaciones aumentan en complejidad, puesto que el número de
incógnitas aumenta, así como el grado de no linealidad, cuando se aumentan
MyN.
Para los primeros valores de N y 111, es posible encontrar algunos resultados
analíticos, sin embargo, en general, los sistemas de ecuaciones resultantes no
se pueden resolver analíticamente, de manera que hay que recurrir a solu
ciones numéricas y/o métodos para obtener soluciones aproximadas.
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Soluciones en potencias de Re

Como primer método para buscar soluciones aproximadas de las ecuaciones
(3.24) y (3.25) , se propone que los coeficientes de la series de Fourier, para
las funciones independientes 7] (B) Y cp(B), t ienen la forma

00

cOl(Re ) L 10Ij R~, (3.26)
j =O
00

( ll (R e ) - x-,« (3.27)
j =O

entonces, a partir de las relaciones de recurrencia (3.21-3.23) se calculan
los coeficientes O::nl, ( nI y ¿ni , en función de COI y ( 11, y se sust ituyen en
las ecuaciones (3.24) y (3.25); par a N y 111 fijas. Después de coleccionar
términos con la misma potencia en Re, a cada orden, se obtiene un sist ema de
ecuaciones algebraicas lineales con 2!vf incógnitas. Los resultados obtenidos,
para los primeros valores de N y M, muestran que

Wllj = 10lj = O,
si l - j > 1 y l > O,

(3.28)

de manera que las soluciones a las ecuac iones (2.23) y (2.2-1 ) t ienen la forma

!II Al'

7](B ;Re ) = L L Wll k sin( lB)RZ,
1=1k=I- 1
.u !II'

cp(B; Re ) - L L cOlJ,·cos(lB)RZ,
1=1k=I- 1
con 1\1' ---+ OO.

(3.29)

(3.30)

Evidentemente, el álgebra involucrad a al rea lizar los cálculos necesarios para
encontrar los coeficient es an , bn y en, a partir de los coeficientes indepen
dientes COI y (11, crece conforme N y .M crecen. Esto sugiere plantear el
problema desde un punto de vist a que permita hacer los cálculos de forma
iterativa usando la computadora. Si los coeficientes de Fourier se escriben de
la siguiente forma

M'

O::ni (Re) - L f1nlkR~' ,
k=O
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M'

(nI (Re ) 2: Wn1kR: , (3.32)
k=O
.U'

c nI (Re ) 2: i nlk R ;, (3.33)
k=O

donde l = 1, .. . , M,

(3.35)

(3.34)

i nlj

y se sustituyen en las relaciones de recurrencia (3.21-3.23), al coleccionar
términos en potencias de Re, se obtiene el siguiente conjunto de relaciones
entre los coeficientes de las series de potencias

f.1nlj - ~ [ (n - 2) f.1n -l ,Ij - l Wn -l ,lj] ,

1 [1 n - 3 (M-I j-l

Wnlj n(n-1) 22: L2: Wm ,k+l ,j-p-1 f n-m ,kp
m=l k= l p=o

1 j-l Af - lj- l )

2: 2: Wm ,l-k"j-p-l rn-m ,kp - 2: 2: ú,,'m .k- l,j - p- l rn-m,kp
k= lp=O k= I p=o

-l in-2,lj + 21 (f.1n-2,lj - f.1n-3,lj ) + (3 n - 5 )(n - 1)Wn -l ,lj

( 3 n
2

- 13n - 1
2 + 13) Wn -2,lj

+((n - 2 )(n - 4) -12 ) Wn_3,lj ] ,

1[1 n-2 (M-lj-l
; 2 2: 2: 2: (Wm ,k+l,j -P- I A n-m ,kp

m=l k=l p=O

M j - l

+m f.1m ,k+I ,j-p-1lln-m,kp) + 2: 2: (Wm, k - I,j - p- l An-m,kp
k=l p=O

1 j-l

+m f.1m ,k-l,j-p-1lln-m,kp) - 2: 2:(Wm ,l-k,j-P-l An-m,kp
k=I p=O

-mf.1m,k-I,j-p-1lln-m ,kp)) + (n - l)¡n-l ,Ij - 21(wn-l ,lj - Wn-2,lj)

+n(n + l)f.1n+l,Ij - n (3n - 2)f.1nlj + (3n
2

- 7n - 1
2 + 3)/Ln-l ,lj

-((n - l)(n - 3) - 12)/Ln_2,lj] , (3.36)

donde

f qkp kWq-2,kp - (m - 1) f.1q-2,kp + mf.1q-l,kp ,

A qkp - Wq- l ,kp + k /Lq-l ,kp ,

llqkp - /Lq-l ,kp - /Lqkp'
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Los coeficientes independientes de las series (3.31-3.33) son I Olj y W llj, por
ser los coeficientes asociados a los desarrollos para las funciones T/(B ;Re) Y
<p( B; Re). Es fácil demostrar por iteración directa de las relaciones anteriores
que, dadas las condiciones (3.28), todos los coeficientes tales que l- j > 1 se
anulan para todo valor de n. La ventaja de este nuevo conjunto de relaciones
de recurrencia, es que los coeficientes involucrados son constantes.
Por otro lado , si se sustituyen las expresiones (3.31-3.33) en las ecuaciones
(3.24) y (3.25), después de coleccionar términos con la misma potencia de
Re, se obtienen las ecuaciones

N

L ¡J,nlj - 8oj81l , (3.37)
n=l

N

L Wn lj -80j81l , (3.38)
n =l

para l - 1, . . . , Al

y] - O, .. . , M'

cuando los coeficientes ¡J,nlj , Wnl j Y I nlj se escriben en función de I Olj y Wllj ,

las expresiones anteriores representan, para j fija, un sistema de 21\;1 ecua
ciones algebraicas lineales con 2Al incógnitas. Esto corresponde a resolver el
problema a orden j en el número de Reynolds. De manera que, para calcular
correcciones de hasta orden M' en Re, hay que resolver Id' + 1 sistemas de
ecuaciones de esta índole.
Con el fin de estudiar la validez de las soluciones aproximadas a las ecuaciones
algebraicas no lineales (3.24) y (3.25), también se resolvieron numéricamente
para los primeros valores de N y M, Para ello, se utilizó el método de
Newton, es decir, el sistema de ecuaciones se linealiza alrededor de un punto
cercano a una solución del sistema original. Este método resulta impráctico
en el caso que M aumenta, puesto que el número de variables aumenta, por
lo que el número de condiciones iniciales necesarias para el método crece.

3 Las propiedades del flujo

Dado el conjunto de coeficientes ¡J,nlj, Wnlj Y I nlj, que satisfacen las ecuaciones
(3.37) y (3.38), para valores fijos de N , Al y Al', los campos de velocidad y
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presión están dados por

N M M'

Ur (X, B;Re) - L L L J-Ln/j cos(W) R~ xn,
n=l /=l j=/-l

N Al M'

Ue (X ,B;Re) - L L L Wn/j sin(W) R~ z" ,
11=1 1=1 j=/-l

,y Al M'

P*(x ,B;Re) = LL L In/jcOs(W)R~xn ,
11=01=0 j=/-l

(3.39)

(3.40)

(3.41)

estas expresiones son soluciones aproximadas de las ecuaciones (2.13-2.15) ,
que satisfacen las condiciones a la frontera a un orden JIf' en Re. Aquí , es
importante resaltar que las expresiones anteriores no se pueden escribir en la
forma visualizada por Whitehead, es decir , los coeficientes que multiplican a
cada potencia de Re no representan campos de velocidades que satisfagan a
ningún orden el sist ema de ecuaciones (2.13-2.15). En otras palabras, estos
campos de velocidad y presión no representan una solución perturbativa en
el Re, que se sabe que es singular.
De las expresiones (2.29) y (2.33), para la función de corriente y el coeficiente
de arrastre , junto con las expresiones para r¡(B;Re) , cp(B;Re) Y an(B; Re), se
obtiene que

N xt M' J-L . ( 1) n- J;~j~l trI - ~ R~ sin(W),

_ M' ( )- ~ L l Olj + WUj R~ .
e ) = 0

(3.42)

(3.43)

El coeficiente de arrastre queda determinado si se conoce el primer término
de las series de Fourier de r¡ (B; Re) Y de cp(B; Re). Por lo tanto, para fines
de esta cantidad, parece ser suficiente considerar en los cálculos M = 2
para obtener resultados razonables. Sin embargo, debido a la naturaleza no
lineal del problema, el resultado obtenido al truncar en 1\1 = 2, para cierto
coeficiente , es diferente que al truncar en M = k. Por lo tanto, es importante
tener en cuenta la convergencia de los coeficientes como función del orden al
que se trunca.
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Capítulo 4

Los resultados en 2D

En este capítulo se describen los resultados analíticos y numéricos , que se
obtienen usando los métodos descritos en el capítulo anterior. La idea funda
mental es, por un lado, estudiar para que valores de Re los desarrollos para
los campos de velocidad y presión son válidos y estudiar su convergencia.
Para estudiar las propiedades de convergencia del método, se estudiaron las
ecuaciones de movimiento en la aproximación de Oseen usando este lenguaje
(ver apéndice B) y se comparan con el caso no lineal.
Una vez que se ha estudiado la validez de las soluciones aproximadas a (2.23)

.y (2.24) , en función del número de Reynolds, se comparan con los resultados
obtenidos con anterioridad usando otras aproximaciones [8,15 ,44] resultados
numéricos [17,24] yexperimentales [56,57] . En la referencia [58] se puede
ver una versión resumida del método y de los resultados que se presentan
para este caso.

1 Truncando las series de Fourier y las de
potencias de Re

Para resolver las ecuaciones (3.37) y (3.38), se desarrolló una rutina en Math
ematica 4.0 para realizar el álgebra. De manera que, para resolver estas
ecuaciones a orden k en Re, para N y IvI fijas, se iteran las relaciones de
recurrencia (3.34-3.36), y se calculan los coeficientes fln/k Y W n/k en función
de los independientes; l O/k y Wllk . Se encuentra el sistema de ecuaciones, a
partir de (3.37) y (3.38), Yse resuelve analít icamente. Después, se sust ituyen
los result ados obtenidos para el orden k y se realiza el mismo procedimiento
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para el orden k + 1 en Re' Es importante notar de las relaciones de recu
rrencia, que los coeficientes con índices nlj sólo dependen de coeficientes con
índices anteriores (o iguales), lo cual, perm ite resolver el problema de forma
iterativa. En ot ras palabras, para resolver el problema a ord en k en Re, sólo
hay .que conoc er las soluciones a los k - 1 órdenes anteriores.
Para N y 111 fijos. los sistemas de ecuac iones a resolver son de la forma

Fi (Wll k , ~¡Olk , , W 1ik , ! Oik ) - 61i '

Gi (Wllk , ~:Olk , W1ik, 'YOik ) - 61i '

(4.1)

(4.2)

donde i = 1, .. . , .\1, 6ij es la delta de Kronecker y F, Y Gi son funciones
lineales de sus argumentos con coeficientes const antes. Cada valor de k co
rresponde a un sistema complet o de 2M ecuac iones. Resultados prelimi
nares, para los primeros valores de k, muestran que

Wllj - O,

! o/j - O,

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

si I Y j son los dos pares (ó impares) y si I - j > 1. Como las soluciones
asintó ticas para los campos de velocidad y presión se escriben como el pro
ducto de tres series t runcadas. las ecuaciones algeb ra icas se estudiaron para
distintos valores de N , 111 Y J\1' .

1.1 Las series de potencias en Re

Los coeficientes de Fourier para las funciones TJ(B ;R e ) Y r..p (B; R e ) , toman la
forma

M'

é o/( R e) - :L ') o/j R~,
j = /- l

!lJ'

(11 ( R e) = :L wllj R~ ,
j = /- l

dond e I = 1, . . . , J\1. El qu e los coeficientes ! O/k Y wv» sean cero cuando lk son
pares (ó impares) , significa qu e los coeficientes de Fourier son polinomios en
potencias pares de Re cuando I es impar, y polinomios en potencias impares,
si I es par. Entonces, se obtiene que las funci ones r..p y TJ están dadas por

Al M '

r..p(B; R e) = :L :L !o/jR~ cos(lB),
/=1 j =l - l
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1Il Al'

r¡(B;Re) = ¿ ¿ w1/jR~ sin(le).
1=1 j =I-1

(4.8)

Si en las expresiones anteriores sólo se consideran términos de orden 1vI' , tal
que .M' < NI, los coeficientes de Fourier para [ = Al' + 2 tienen la forma

cO,M'+2(Re )

(1,Al'+2(Re )

O(R~['+l ),

_ O(R~['+ l ) ,

por lo t anto, a orden NI' en el número de Reynolds, los coeficientes COl y (1/ son
cero para l > M' + 1, de manera que se puede hacer M = 1\1' + 1 sin pérdida
de generalidad. A primera vista , est a forma de escoger NI y 1U' parece ser la
más adecuada, ya que al t runcar la serie en potencias de Re de esta manera, la
serie de Fourier se trunca automáticamente. Sin embargo, hay que notar que,
como los t érminos en serie de Fourier son polinomios cuya primera potenci a
distinta de cero es [-1 y la última Al' , los últimos coeficient es de Fourier sólo
tienen unos cuantos términos con las potencias más altas en Re, en particular
el último, sólo tiene el término correspondiente a la po tencia 10,11' en Re. En

- hU (Fe) hl, lO (Fe l
,

x lO -1O I
I

1. 2 4 I
I

[] ,
1.15 3

,
I,

1.1 - W :30 2
I,,

1.05
,

1 ,
I

Fe
, I

0 . 5 1 1.5 2 2 . 5 3 0 .5 1 1. 5 2 2 .5 3
Fe

Figura 4.1: Gráficas de los coeficientes (4.6) para l = 1 Y l = 10, con N = 10
Y M = 10.

las figuras 4.1 y 4.2 se muestra el primer coefic ient e ( u y el último coeficiente
(lAf de la expresión (4.6) , con N y Al fijas y para dos valores de J/!' ; uno
mayor que NI y el otro tal que Al ' = Al - l. Las diferencias entre una 1\1' y la
otra son notables a partir de cierto valor de Re, que depende del valor de N .
Para los primeros valores de N y con Re pequeño. no hay mucha diferencia
entre las curvas para diferentes valores de M', tomando en cuenta que, en el
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ejemplo de la figura 4.1 , la diferencia ent re estos dos valores es de 21. Cuando
se aumenta el valor de N , se encuent ra que las diferencias entre una 111' y la
otra son notables para valores de Re cada vez más pequeños, como se ve en
la gráfica de la derecha en figura 4.2. Por lo tanto, es convenient e t runcar tal
que M' >> 111 para evitar rápidas divergencias en los últimos coeficientes de
Fourier , sobre todo para valores grandes de N .

0 .2 0 .4 0 . 6 0 .8

-su (Fe)

0 .6 0 . 80 . 2

- 6

- 2

- 4

S:,10 (Fe )

x10 -16

2

I
I

I
I

I
I

I

"
F4
~-M'=30

1

0 .8

1. 2

1.1

0 .9

Figura 4.2: Gráficas de los coeficientes (4.6) para l = 1 Y l = 10, con N = 30
Y M = 10.

Los valores de Re en los que las diferencias entre las curvas son notables,
por ejemplo en la figura 4.1, son de orden uno , mientras que en la figura
4.2 son menores que uno. A primera vista , este resultado es poco alentador,
puesto que parece que al aumentar el valor de N el radio de convergencia
de los coeficientes de Fourier (4.5) Y (4.6) disminuye. Sin embargo, hay que
notar que el hecho de que las diferencias entre las dos curvas, por ejemplo
en la gráfica de la derecha en la figura 4.1. sean aparentes hasta Re rv 1.5 no
significa que las expresiones (4.7) Y (4.8) sean soluciones válidas hasta tales
valores de Re. Esto se debe a que al truncar las expresiones para los campos
de velocidad y presión a cierto valor de N en la variable x , el término no lineal
se est á aproximando por otro, que t ambién es no lineal, pero es en principio
más sencillo. De manera que la valid ez de los resultados esta restringida a
aquellos valores de Re en los cuales los términos no lineales, despreciados
en las ecuaciones diferenciales originales (las ecuaciones de Navier-Stokes) ,
realmente lo sean. Lo único que refleja este resultado, es que la convergencia
de las series de potencias en Re es cada vez más lenta, conforme aumenta el
valor de N .
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Otras soluciones

Con el fin de comparar las soluciones en series de potencias de Re, para
valores fijos de N , se estudiaron los sistemas de ecuaciones (3.24) y (3.25),
para los primeros valores de N y M: en los que se pueden obtener resultados
analíticos. Cuando N = 4 Y M = 2, se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones

105"01 - 29(11 - 24,

4=02 - 7(12 O,

98c01 - (11 (160 - Re( 12) - 48,

280(12 - 220é02 +«« O.

La única solución real del sistema anterior es

1
COI - 10(24 + 29(11 ), (4.9)

7
(4.10)C02 - 4(12,

(11 1/3 ( 69· 71
/
3 ¡(Re)I/3) (4.11)- 3·7 - Ref(Re)1/3 + Re '

(12
3 (996 33327.71/3 491/3 f(Re)2/3)

(4.12)- 35 - Re + Ref(Re)2/3 + Re '

donde
f(Re) = - 52 Re + )2299563 + 2704R~.

Calculando la serie de Taylor , a orden K en Re, de las expresiones (4.9-4.12),
se encuentra, evidentemente , el mismo resultado que al haber resuelto los
sistemas de ecuaciones lineales (3.37) y (3.38), para N = 4, M = 2 Y 1\1 ' = K .
Si se aumenta el valor de N (o de .~ I) un par de pasos más, el problema sigue
siendo soluble analíticamente y se obtienen resultados similares que en el
caso N = 4 Y M = 2. Estos resultados comprueban que la rutina que realiza
los cálculos, para obtener los coeficientes de Fourier Cínl , (ni Y é ni , funciona
correctamente.
Si se comparan las soluciones analíticas con sus respectivas series de Taylor,
se encuentra que para estos casos las series (4.5) Y (4.6) representan buenas
aproximaciones a las soluciones ana lít icas para un amplio rango de valores de
Re. Sin embargo, conforme se aumenta el valor de N: el intervalo de valores
de Re en el que las expresiones (4.5) Y (4.6) son válidas decre ce.
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Puesto que los casos que se pueden resolver analít icamente son pocos y
para valores de N pequeños , las ecuaciones (3.24) y (3.25) se resolvieron
numéri camente para valores más grandes de NI . Los resultados muestran
un comportamiento similar que en el caso de valores de N anteriores. Los
result ados numéricos ajustan satisfactoriamente con las expresiones (4.5) y
(4.6), cuando el Re es pequeño. Debido a la complejidad del problema, con
forme N aumenta, la solución numérica es cada vez más difícil de calcular y
el error cometido crece, sobre to do a Re relativamente grandes. Dentro de
este análisis, no es posible dar una est imación concreta de cuánto es grande
o relativamente grande, puesto que esto depende del valor de N y de la pre
cisión del método numérico. Sin embargo. los resultados obtenidos hasta el
momento, muestran que para Re :S 1, las series en potencias representan
excelentes aproximaciones a los coeficientes (4.5) Y (4.6).

1. 2 Las series de Fourier

Tomando en cuenta que se debe escoger A!' >> Al, se obtuvieron resultados
para N = 4, . . . , 30 Y Al = 2, . .. , 21, con Al ' hasta de 30. El programa
que realiza los cálculos funciona, en principio, para cualesquiera valores de
N, M Y Al ' . Sin embargo, cuando éstos toman valores grandes, los cálculos
involucrados requieren cant idades muy grandes de memoria RAM y en algún
momento ést a result a insuficiente, además de que el t iempo involucrado en
cada cálculo crece rápidamente.
En la siguiente serie de gráficas, se muestran los primeros coeficientes de
las series de Fourier de TJ y ip , para valores diferentes de M: con N y M'
fijas. Puesto que el problema a resolver es no lineal , resulta que los primeros
coeficientes cambian cuando se cambia el valor de Al , es decir , el orden al
que se truncan las series de Fourier. Esto sugiere que el valor de M se
debe escoger tal que las diferencias entre las soluciones para los coeficientes
(11 y COl, para valores consecutivos de Al, sean pequeñas, al menos dentro
de un intervalo finito del número de Revnolds. En las dos gráficas de la
figura 4.3, se puede ver que las diferencias ent re los diferentes valores de M
son apreciables para Re rv 2, cuando Al 2: 10. Por lo t ant o, en este caso
particular, los coeficientes COI y (11 han alcanzado prácticamente su valor
asintótico, en el intervalo Re < 2. Un aspecto interesante de resal tar es
que los resultados para los coeficientes de Fourier , para cualquier valor de

1Los valores máximos que se util izaron fueron N = 8 Y 111 = 6.

54



rl1(Re ) E01 (Re )

o / Io
/ I- 1

- - M;5 - 0 . 5 ./ I-2 ....
- - - M;10 - - - I

-1 /- 3 --- - M;15
-1.5 ...._ /

- 4 - M;2 1

- 2
0 .5 1 1.5 2. 5 Re

2.5 Re0.5 1 1.5 2

Figura 4.3: Gráficas de los coeficientes (4.5) Y (4.6) para l = 1. En este caso
N = 15 Y 1\;1' = 30.

l , muestran que los coeficient es (11 convergen más rápido que los COI , como
se puede ver en la figura 4.3. En la gráfica de la izquierda, todas las curvas
están prácticamente colapsadas en una sola , en cambio, en la de la derecha,
se observan claras diferencias en el mismo intervalo de valores de Re. Esto
se puede deber a que en el problema truncado a orden N , el campo de
velocidades satisface las condiciones de frontera exactamente, en cambio, la
presión no satisface las condición al infinito, como se discute en la sección
3.1.
Cuando se analizan los siguientes términos en serie de Fourier , se encuen
tra que , a partir de cierto valor de M, todos los coeficientes COI y (11 , con
l = 1, .. . ,1M, han alcanzado prácticamente su valor asintótico, dentro de un
intervalo finito de Re. Por ejemplo, para l = 3 Y l = 5 los coeficientes de
Fourier se muestran en la figura 4.4. Aquí, se puede ver que a partir de ciert o
valor de Al , las diferencias entre los coeficientes son pequeñas. En términos
pur ament e cualitativos, es evidente de las figuras que las diferencias entre las
curvas aparecen a valores cada vez menores de Re, conforme se aumenta el
valor de l. En la siguientes dos figuras , 4.5 y 4.6 , se muestran los mismos
resultados para el caso de N = 30; con el mismo valor de 111'. Por un lado,
es claro que el intervalo de valores de Re en el que las soluciones. para los
distintos valores de M , han obtenido prácticamente su valor asintótico de
crece. En este caso, por ejemplo , para los primeros coeficientes las diferencias
entre las soluciones aparece cuando Re > 1, a diferencia del caso con N = 15
donde se encontró Re > 2.5. Sin embargo, si se sigue aumentando el valor
de IV, el intervalo de valores de Re para el cual los coeficientes (-1.5) Y (4.6)
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Figura 4.4: Gráficas de los coeficient es (4.5) para l = 3 Y l = 5. En este caso
N = 15 Y M' = 30.
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Figura 4.5: Gráficas de los coeficientes (4.5) y (4.6) para l = 1. En este caso
N = 30 Y M' = 30.

han obtenido, aproximadamente, el valor asintótico es tal que Re < 1. Esto
se puede ver del hecho que , si en las series en potencias en Re, que tienen
por ejemplo M' potencias en Re Y M términos en serie de Fourier, sólo se
consideran correcciones hasta orden K - 1 en Re' con K < M , el resultado
es exactamente igual al caso de haber truncado las series de Fourier a una
M = K . Por lo t anto, si los coeficientes de Fourier , obtenidos al truncar a
un cierto valor .1'1, se denotan como

11[ /

" w / ·RjL n J ,
j = / - l

(4.13)
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Figura 4.6: Gráficas de los coeficientes (4.5) Y (4.6) para l = 5. En este caso
N = 30 Y IvI' = 30.

(Al )(R )
cnl e -

M'

L InljR~ ,
j=l-l

(4.14)

se encuentra que , para dos valores consecutivos de Al , las diferencias entre
los coeficientes son de la forma

("(AHl) _ ,,.( .\!)
"ni "nl

(Al';' l ) J \!)
cnl - enl

O(R~[),

O(R~[).

(4.15)

(4.16)

Por lo tanto, para Re < 1, las diferencias entre valores consecutivos de M se
hacen pequeñas conforme aumenta el valor de 1.\!. Análogamente, para Re
de orden uno , las diferencias aumentan rápidamente.
Lo que se ha encontrado, finalmente , es que las correcciones a los primeros
coeficientes de Fourier, debidas al aumento en el valor de jI, ocurren a partir
de los términos de orden 1\1 en el número de Reynolds, yen adelante. Por lo
que, para Re < 1, las correcciones , o los cambios , en los primeros coeficientes
en serie de Fourier son pequeños a JI grandes. Sin embargo, cuando el Re se
incrementa por encima de la unidad, los cambios en los primeros coeficientes
en serie de Fourier pueden ser muy grandes, de manera que la convergencia
es dudosa. En las gráficas anteriores, se ve que el comportamiento en la
vecindad de Re t'J 1 es, en general, un rápido crecimiento (o decrecimiento),
sobre todo cuando N es grande, como se puede apreciar en la figuras 4.5 y
4.6. Además, se puede ver que en esa misma vecindad, el comportamiento de
los coeficientes (4.13) y (4.1.J:) puede cambiar de forma drástica; por ejemplo
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en la gráfica de la derecha de la figura 4.6. en donde las curvas cambian de
concavidad para diferentes valores de 111.
En conclusión , por un lado se encont ró que las series de potencias se deben
truncar tal que 111' >> M y, por otro lado , que .\f se debe escoger de
manera que para Re < 1 las diferencias (4.15) y (4.16) sean lo más pequeñas
que sea posible, lo cual, se logra par a 111 relativamente pequeña. Aunque los
cambios en los coeficientes ( 11 y =0/ se pu eden hacer tan pequeños como se
desee para Re < 1, esta claro que para Re > 1 pasa lo contrario, por lo tanto ,
las expresiones (4.13) y (4. 14) no son válidas para números de ReY1101ds de
orden uno.
Cuando N ::; 10, los valores de 111 y ]YI ' máximos que se calcularon fueron
de 21 y de 40, respectivamente. Estos valores se pueden seguir aumen
tando, aunque el t iempo requerido en cada paso del proceso se incrementa
rápidamente. Par a 10 < N ::; 30, los cálculos se realizaron para valores
menores de M'; con 111 de hasta 21. En estos casos, el obtener un resul tado
para potencias en Re más altas , puede requerir del orden de entre días hasta
semanas''.

1.3 Los siguientes coeficientes

Ya que se ha establecido el crit erio con el que las series de Fourier y las
series de potencias en Re son t ru ncadas, se estudia el comport amiento de
los coeficientes an: b« Y Cn , calculados a par tir de las funciones r¡ (e ; Re) Y
<p(e;Re) y las relaciones de recurrencia. Entonces, para un valor fijo de N ,
M Y 111'3, los coeficientes de las series de potencias están dados por

M M '

an(e jRe) = L L f-L n/jR~ cos(le),
/=1j=O
M Al '

bn (e jRe) - L L (n/jR~ sin (Le) ,
/=1 j=O
M M'

Cn(e; Re) = L L ;'n/j R~ COS(le).
/=1 j=O

(4.17 )

(4.18)

(4.19)

2Todos los cálculos se realizaron usando un procesador Pentium III a 800 11Hz, con
una memoria RAM de 384 Mb.

3En adelante Af = 21 Y M' = 30.
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Las siguientes dos gráficas , en la figura 4.7, muestran los coeficientes ante
riores para los primeros valores de n. Por un lado, es evidente que el primer

q, (e )
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Figura 4.7: Gráficas de an(B ;Re) Y bn(B ;Re) para distintos valores de n ,
truncando a N = 30 Y con Re = 0.5.

coeficiente distinto de cero en cada desarrollo es el dominante; cuando Re <
1. De manera que los siguientes términos aparecen como correcciones al
término dominante. Estas correcciones parecen ser cada vez más asimétricas
respecto a B = ~. Por otro lado , los coeficientes parecen ser funciones cuyo
valor máximo decrece conforme aument a el valor de n . Para estudiar el
comportamiento de los coeficientes (4.17-4.19), para valores de n cercanos a
N , de una manera más cualitativa, se calcu la la raíz cuadrada del promedio
del cuadrado de estos coeficientes en el int ervalo [O, TI], es decir ,

I

< F; >= (~ fa"Fn(B )2dB) 2 (4.20)

donde Fn puede ser cualquiera de los coeficientes (4.17-4.19). En la figura
4.8 se graficó la expresión anterior , tomando el caso en el que F; = bn , como
función de Re Y para distintos valores de n. En la gráfica del lado derecho ,
las curvas parecen tomar valores cada vez más pequeños, cuando Re < lo
En cambio , en la gráfica del lado derecho, parece suceder lo contrario, pues
como se puede ver, para un Re fijo menor que uno , el coeficiente mayor es el
correspondiente a la n más grande. Esto significa que no se puede asegurar
que Fn+dFn -+ O cuando n ro..- .V. Si se aumenta el valor de N , es decir , el
orden al que se truncan las series de potencias en x , el comportamiento es
bastante similar; como se puede observar en la figura 4.9. Si N = 30, los
primeros coeficientes parecen tomar valores cada vez más pequeños conforme
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Figura 4.8: Gráficas de la expresión (4.20) tomando N = 20; para distintos
valores de n .

aumenta el valor de n , sin embargo, los últi mos coeficientes presentan el
comportamiento contrario. En conclusión. como las soluciones propuestas
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Figura 4.9: Gráficas de la expresión (4.20) tomando N = 30; para distintos
valores de n .

para el campo de velocidad y presión se truncan a una N, se encuent ra que
cuando ti es cercana a N, no se satisface que Fn+dF; ---+ O. Sin embargo,
hay que notar que el valor de ti , para el cual los coeficientes no satisfacen que
Fn+dFn ---+ O, aumenta conforme aument a el valor de N . De manera que
esto parece ser consecuencia de t runcar las series, puesto que al hacer crecer
N , y en parti cular en el límit e cuando N ---+ oc, los desarrollos en serie en
potencias de x parecen converger.
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2 El comportamiento como función de N

En esta sección se estudia con más detalle el comportamient o de las soluciones
como función de N, manteniendo fij o el valor de A1 y IvI' . En este caso los
coeficientes de Fourier se denot an como

M'

L wn/j R~ ,
j=/-l

Al'

L In/jR~ .
j =/-l

(4.21)

(4.22)

En la figura 4.10 se muestran las expresiones anteriores para diferentes valo
res de N. Para Re < 1 se puede apreciar que las diferencias ent re valores
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Figura 4.10: Gráficas de d~')(Re ) y c6r)(Re), para distintos valores de N .

consecut ivos de N van disminuyendo conforme l.\" -+ (X) . Evidentemente, en
la vecindad de Re '" 1 es en dond e se observan las diferencias más grandes
y / o cambios drásticos en el comportamiento . Otro de los aspectos impor
tantes que hay que notar , es que las diferencias ent re diferent es valores de
N empiezan a hacerse pequeñas a part ir de N grandes, de manera. que la
convergencia parece ser lenta. Para coeficientes de Fourier con valores más
grandes de 1 se observa el mismo comportamiento, es decir , las diferencias
entre valores consecut ivos de N se incrementa en la vecindad de Re '" 1,
como se puede apr eciar en la figura 4.11. Además. los coeficientes de Fourier
presentan un crecimiento (o decrecimiento) , en la vecind ad de Re '" 1, que
aumenta cuando N aumenta. De manera que. para Re de orden no, los
coeficientes de Fourier divergen rápidamente.
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Figura 4.11: Gráficas de d~) (Re) y E:~~) (Re), para distintos valores de N .

Para estudiar el comportamiento de los esfuerzos sobre la superficie del cilin
dro , como función de N, las funciones T/ y 'P se escriben de la siguiente forma

Al

'P (N ) (O ;Re) L (11 (Re) cos(l O) ,
1=1

M

T/ (N)(O ;Re) = L COl(Re) sin( le),
1= 1

(4.23)

(4.24)

que representan una sucesión de funciones , que se suponen aproximaciones a
la solución para el caso N ~ oo. En las figuras 4.12 y 4.13 se muestran las
expresiones (4.23) Y (4.24) con 1'1 = 21 Y 111' = 30, para diferentes valores
de N y de Re. De estas gráficas se puede ver, de manera cualitativa, que

- T) (S) c¡;(S)

1.4
..... ..... 2 - - N= 4/ ..... ......

1.2 / , __ o

N:l 5 ,-
/ ,

11 / \
---- N=2 5
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/ .,." ~,...... ...-------.. , S

/ "" .......... 1t

0.4 ' .. ....
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/

0. 2 / / -1

S
,-

......
1t ro - 22:

Figura 4.12: Gráficas de T/ (O ) y <;(0) para distintos valores de N , con Re = 0.1.

cuando el Re es pequeño, las diferencias entre las soluciones para valores
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consecutivos de N disminuyen conforme N aumenta. Por lo que, aunque
de manera cualitativa, muestra que las soluciones tienen un comportamiento
asintótico como función de N . Por otro lado , para una N ' fija, la asimetría

-7](S) cp (S)

1.4 .... 2 N; 4" " - -
./

1.2 / " - _ . N=15
/ " 11 / \ ---- N; 25

0.8 I ....... --- .... \ -NdO

0.6 I \ S
I , \ n

0.4 ,
1 , \ /

0.2
,

- 11, , ~ /

S "./
Tr Tr -22"

Figura 4.13: Gráficas de r¡(B) Y<p(B) para distintos valores de N , con Re = 0.5.

alrededor de B = ~ se incrementa cuando se aumenta el valor de Re, es
decir , la asimetría entre aguas arriba yaguas abajo se incrementa conforme
se aumenta el número de Reynolds.
Cuando se incrementa Re, además de los cambios en la asimetría del flujo,
las diferencias entre las soluciones para valores consecutivos de N aumenta,
como se puede notar en las figuras 4.14 y 4.15. Para valores de Re por encima
de la unidad, el comportamiento de r¡ y r.p cambia drásticamente para valores
grandes de N, lo cual no es un buen indicador en un método asintótico.
Puesto que se espera que para N grandes, las expresiones (4.23) y (4.24),
para valores consecutivos de N , caigan dentro de una región que contenga
a la solución para N -t oc. De manera que, para números de Reynolds
de orden uno, la convergencia de las soluciones propuestas no es clara. En
conclusión , los resultados vistos de forma cualitativa, muestran que cuando
el número de Reynolds es menor que uno , las expresiones (4.23) y (4.24)
parecen ser dos sucesiones convergentes. Aunque hasta este punto aún no es
posible saber si convergen a la solución del problema.
Hasta el momento , los resultados del análisis de las series como función de
N, M Y M', muestran que la convergencia de las soluciones sólo se puede
asegurar cuando el número de Reynolds es menor que uno. Las limitantes
en el tamaño del número de Reynolds aparecen de dos formas. La primera,
que en este caso es la más difícil de estimar, se debe al hecho de truncar las
series a un orden N en la variable x, puesto que a cada orden se conside-
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Figura 4.15: Gráficas de T/(B) y r;: (B) para distintos valores de N , con Re = 1.1.

ran distintas aproximaciones a las ecuaciones de Navier-Stokes. El segundo
proviene de haber usado series en potencias de Re, para resolver los sistemas
de ecuaciones algebraicas no lineales. Del análisis hecho a los coeficientes de
Fourier, se encontró que las series de potencias en Re resultan funciones que
crecen (decrecen) rápidamente, cuando Re es de orden uno . Por lo tanto,
estos desarrollos no represent an una buena aproximación de la solución a los
sistemas de ecuaciones algebraicas, cuando Re > 1. Esto significa que , para
una N fija , la solución puede mejorarse cambiando las series de potencias
en Re, por algún otro tipo de fun ciones. Más adelante, cuando se estudia
el problema usando la aproximación de Oseen , se discute la posibilidad de
utilizar cocientes de polinomios en Re.
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2.1 Los resultados numéricos

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales , se resolvieron numérica
mente para diferentes valores de N y Re. El método numérico utilizado
consiste en cambiar el problema, de condiciones de frontera, a uno de condi
ciones iniciales; los detalles del método se describen en el apéndice C. Se
encontraron resultados para cp(O) Y T/(O) con valores de hasta N = 8 Y dife
rentes valores de Re. En todos los casos se pudieron obtener resultados para
Re < 1, para valores más grandes, sólo se encontraron resultados para los
primeros valores de N. La razón principal, es que las ecuaciones diferen
ciales a resolver , a una N fija y visto como problema de condiciones iniciales ,
parecen tener sensibilidad en las condiciones iniciales para N y Re grandes".
Esto se debe a que cuando N crece, el grado de los términos no lineales en
las ecuaciones diferenciales ordinarias también crece y estos términos están
modulados por el número de Reynolds. Cuando se incrementa el valor de N ,
el algoritmo que utiliza Mathematica para resolver el problema falla.
Al comparar los resultados se encuentra que las diferencias entre las solu
ciones numéricas y analíticas, son pequeñas para Re < 1. Para los primeros
valores de N , se pudieron comparar las soluciones para Re de orden uno , los
resultados obtenidos muestran que las expresiones (4.23) Y (4.24) represen
tan buenas aproximaciones a las soluciones de las ecuaciones (3.24) y (3.25).
Para valores más grandes de N , se compararon resultados para Re < 1, en
donde se encontraron básicamente los mismos resultados que con N chico.
Una de las posibilidades para estudiar las propiedades de convergencia de
las series de potencias en x , como función del orden al que se truncan, es
resolver las ecuaciones diferenciales (2.23) y (2.24) , para diferentes valores
de N a Re fijo. Sin embargo , el cálculo de estas ecuaciones, dada una N
fija , puede ser muy largo y las ecuaciones muy complicadas. Puesto que a
cada paso la ecuación cambia en orden y grado, no es sencillo plantear un
método numérico iterativo que las resuelva, aproximadamente, con la misma
precisión. El método que se utilizó en este trabajo, funciona para N < 9,
para N más grande es difícil encontrar el conjunto de condiciones iniciales
que correspondan a las de frontera (para más detalles ver apéndice C). En
vista de que el problema numérico puede ser muy complejo para N grande,
parece ser conveniente reducir el problema de ecuaciones diferenciales a uno
más simple, como en este caso usando series de Fourier. Aunque los cálculos
numéricos fueron limitados, las soluciones obtenidas para los primeros casos

4Para mayores detalles ver el apéndice C.
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mostraron que las series de Fourier parecen ser una alternativa adecuada para
la representación de las soluciones del problema.
Es de resaltar que el que sea posible hacer cálculos para valores de N hasta
de 30, se debe a que las relaciones de recurrencia, para los coeficientes de
las series de potencias en Re: involucran números puros. De manera que el
número de términos en las ecuaciones algebra icas lineales no crece tan rápido,
como en el caso de las ecuaciones diferenciales para i(B;Re) Y 7](B; Re) O en
las ecuaciones algebraicas no lineales para los coeficientes de Fourier éOI(Re )

y (ll(Re ) .

3 Las propiedades del fiujo

En esta sección se analizan las características del flujo, como los campos de
velocidad y presión, arrast re y líneas de corriente y cuales son sus propiedades
de convergencia.

3.1 Los campos de velocidad y presión

Una vez que se han estudiado las propiedades de convergencia de las solu
ciones en serie para las funciones 7] y ip, se calculan los campos de velocidad
y presión, que tienen la forma,

N

ur)(x:B;Re) - L an(B;Re)xn, (4.25)
n=l
N

(N)( ) L bn(B;Re)xn, (4.26)Ue e.o:«; -
n=l
N

p*(N) (X ,B;Re)' = :L cn(e.; Re)xn, (4.27)
n=O

donde los coeficientes en las expresiones anteriores están dados por las se
ries (4.17-4.19) . En la sección 1.3 se encontró que los coeficientes para los
primeros valores de n son los dominantes . De manera que, cuando x es
pequeña, las expresiones (4.25-4.27) pueden ser aproximadas por las mismas
series truncadas a una N' < N . Es de recalcar que esto no es equivalente a
resolver el problema truncado a un orden N', si no que una vez obtenida la
solución al problema a orden N, los campos pueden ser aproximados por los
primeros términos, sólo en la región cercana al cilindro.
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Para estudiar el comportamiento de los campos, las series se truncan de
manera que, dado que se t ienen las funciones (4.23) y (4.24) para N y !vI
fijas, se desprecian los términos a partir de ciert a N ' < N . Por lo que las
expresiones (4.25-4.27) se aproximan , cerca del cilindro , por

N '

u;¡V)(x ,B; Re) - L an(B; Re)xn, (4.28)
n=l
1\"

(N) ( L bn(B ;Re)xn" (4.29)u() x ,B:Re) -
n=l
N'

p * (N )(X,B: Re) - L cn(B; Re)xn. (4.30)
n=O

En la figura 4.16, se muestran las gráficas de la velocidad sobre el eje, detrás
del cilindro , truncada a diferentes valores de N ', para dos valores de N y
con Re fijo. Por un lado, se ve que a partir de N' '" 8, las diferencias entre
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Figura 4.16: Gráficas de (4.28), con Re = 1 Yen B= O, truncada a diferentes
valores de N '; N = 20 (izquierda) , N = 30 (derecha).

los diferentes valores de N' aparecen a valores de x cada vez más grandes.
Evidentemente, las diferencias más grandes se encuentran en la vecindad de
x = 1, de manera que, cerca del cilindro, parece ser suficiente tomar N ' = 10.
Por otro lado , si se compara la gráfica de la izquierda con la de la derecha,
se ve que, conforme se aumenta el valor de N , las diferencias entre diferentes
valores de N' decrecen, de manera que son notables a valores de x cada vez
más grandes. Esto significa que, entre más grande es N , menor es el número
de términos en serie de potencias de x que hay que considerar , para fines del
cálculo de los campos de velocidad y presión, cerca del cilindro.
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La presión

Al truncar las expresiones para los campos de velocidad y presión , la condición
de frontera sobre la velocidad es forzada a satisfacerse para toda N. La
condición de frontera sobre la presión, antes de truncar, exige que la suma
infinita de los coeficientes en se anule. En los cálculos hasta ahora descritos,
se encuentra que esta condición no se satisface para ningún valor de N. La
incógnita fundamental es si existen y (B ) Y r¡(B) que sean consistentes con la
condición de frontera sobre el campo de presión, en el límite cuando N -t oo.
Si el campo de presión se anula en el infinito (x = 1), significa que la ex
presión (4.27) es divisible entre 1 - x. En otras palabras la presión se puede
escribir de la forma

N

P*(x , B; Re) = (1 - z ) L cn(B; Re)xn,
n=O

si N -t oo. La relación entre los coeficientes en y los en es

(4.31)

Al escribir las relaciones de recurrencia (2.20-2.22) en función de los coefi
cientes en ,se encuentra que las ecuaciones diferenciales ordinarias que deben
satisfacer <p(B) y r¡(B), no cambian. Esto se debe a que las funciones inde
pendientes en las relaciones de recurrencia resultantes son las mismas. Por
lo tanto, parece existir una solución para los esfuerzos sobre la superficie ,
consistente con la condición de frontera sobre la presión.
Cuando las series en potencias de x se truncan a una N finita , las expres iones
(4.27) y (4.31), aunque ya no son iguales, difieren en una función de orden
O(XN +1) . Entonces, si sólo se consideran términos hasta x N , estos desarrollos
son iguales, a ese orden, y no se satisface la condición de frontera en x = 1
(r -t 00). Al t runcar a N los desarrollos de los campos , su validez queda
rest ringida a x < 1, así que no resulta necesario const ruir un campo de
presiones que satisfaga la condición de frontera. El hecho importante es que
al parecer, el que no se pueda satisfacer la condición sobre la presión es una
consecuencia de truncar los desarrollos en series de potencias de x .

3.2 Las líneas de corriente y el arrastre

Una vez que se tienen las expresiones para los esfuerzos sobre la superficie
del cilindro y se han calculado las expresiones aproximadas para el campo de
velocidad y presión, se calcula la función de corriente y el arrastre.

68



La función de corriente, cerca del cilindro, se puede aproximar por la ex
presión

(4.32)

en la cual, de manera similar que en el caso de los campos de velocidad y
presión, se han despreciado los últimos N - N' términos . Una de las ventajas
de que los resultados se puedan obtener considerando sólo los primeros N'
términos , es que es más fácil manipular las expresiones. En las figuras 4.17

4
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- 4

4

2
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- 4

Figura 4.17: Gráficas de las líneas de corriente para N = 20 (izquierda),
N = -30 (derecha) y Re = 0.5.

y 4.18 se muestran algunas líneas de corriente para diferentes valores de Re,
con dos valores de N. Cuando el número de Reynolds está fijo, se puede ver
que, si se aumenta el valor de N , la asimetría entre aguas arriba yaguas
abajo aumenta. Claramente, las diferencias entre valores consecutivos de N
disminuye cuando N crece y el Re es pequeño. Por ejemplo, en la figura 4.17,
las diferencias entre los dos valores de N ·son poco apreciables. Cuando el R¿
crece se encuentra, por 'un lado, que la asimetría entre aguas arriba yaguas
abajo aumenta. Lo cual es cualitativamente consistente con las observaciones
experimentales. Por otro lado, para Re -; 1 y en adelante, las diferencias
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entre las líneas de corriente para diferentes valores de N aumentan . En la
figura 4.18 se muestran las líneas de corriente para un número de Reynolds
mayor, en este caso las diferencias ent re las dos gráficas es notable, tomando
en cuenta que se utilizaron los mismos valores para las líneas de corriente
en ambas gráficas. Es importante notar que las diferencias ent re distintos

4 4

2 2

o o

- 2 ;-2

- 4 - 4

4 - 4 - 2 o 2 4

Figura 4.18: Gráficas de la líneas de corriente para N = 20 (izquierda) ,
N = 30 (derecha) y Re = 1.

valores de N se increment an lejos del cilindro , esto se debe a que en la función
de corriente sólo se consideraron los primeros N' < N términos. De manera
que es de esperarse que las soluciones difieran cada vez más , lejos del cuerpo.
Est a aproximación es válida para x « 1, sin embargo, se debe tener en cuenta
que, en términos de dist ancia, x pequeña significa estar a unos cuantos radios
del cilindro.
Cuando las series de potencias par a los campos de velocidad y presión se
truncan, el problema original se aproxima por otro, en principio más sencillo,
que es válido a cierta distancia al cilindro 'y para cierto intervalo de valores
de Re. Esto se debe a que a cada paso, la no linealidad de las ecuaciones
de Navier-Stokes se aproxima de manera diferente y su contribución está
regulada por el número de Reynolds. Para aquellos valores de N y Re a par tir
de los cuales las soluciones no cambian apreciablemente, se puede decir que ya
se han considerado las contribuciones de los términos no lineales, relevantes
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a las propiedades del flujo.
En el caso del arrastre, en el capítulo 3 se encontró que el coeficiente de
arrastre, como función del número de Reynolds , está dado por

(4.33)

donde, como en los casos anteriores, el superíndice representa el orden al que
se truncan las series de potencias de x. En este caso, es importante recordar
que el arrastre sólo depende de los esfuerzos sobre la superficie del cilindro,
es decir, sólo dependen de r¡{N) y e.p{N), lo cual es un resultado importante,
puesto que estas funciones son las que parecen converger más rápido.
En la figura 4.19 se graficó la expresión anterior para diferentes valores de N.
Claramente, se ve que las diferencias entre las curvas se hacen más pequeñas
conforme se aumenta el valor de N . En esta gráfica se puede notar que
los primeros valores de N representan malas aproximaciones al coeficiente
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Figura 4.19: Gráfica del coeficiente de arrastre como función de Re, para
diferentes valores de N .

de arrastre, aún para números de Reynolds muy pequenós, lo cual es otro
reflejo de que las series convergen lento. Otro aspecto interesante de la figura
4.19 es que conforme se aumenta el valor de N , las curvas se van pegando
cada vez más al eje de las ordenadas. De manera que las diferencias más
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grandes se observan en la vecindad de Re = O. Esto se deb e a que , en el
caso de 2D, cuando el número de Reynolds es estrictamente igual a cero , las
ecuaciones a resolver son las de Stokes que , como se mostró en el capítulo 3,
no tienen solución. Por lo tanto, uno de los defectos de atacar este problema
con est e método es que, a cada paso en la aproximación, las ecuaciones de
Navier-Stokes se aproximan por otras que cambian conforme cambia N , estos
cambios aparecen t anto en los términos lineales como en los no lineales. La
consecuencia simplemente es que las series de potencias en x convergen lento ,
puesto que hay que considerar valores de N más grades.
Hasta el momento, las soluciones obtenidas utilizando este método se han
comparado entre sí, con el fin de estudiar las propiedades de convergencia
y explorar la posibilidad de encontrar un comportamiento asintótico para
1\' ---t oo. Los resultados muestran que las soluciones para las funciones r¡(N )

y <.p(N) parecen ser una sucesión convergente, para Re < 1, puesto que para
N > 10 las solucio nes con diferentes valores de N caen dent ro de una región
finita que , al parecer , las contiene a todas. Con respecto al comportamiento
asint ót ico, simplemente se ha descrito, cualitativamente, que los cambios en
los esfuerzos sobre el cilindro para valores consecu tivos de N disminuyen, si N
es grande; que es un buen indicador de convergencia. Sin embargo, al estudiar
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Figura 4.20: Gráficas de los dos primeros coeficientes de (4.33) , como función
de N - 1

; ~j = -(¡Olj + Wl1j) .

los coeficientes de las series en potencias de Re, asociadas a los coeficientes
de las expresiones (4.23) y (4.24), como función de N , se encuentra que no
hay un comportamiento asintó tico claro, salvo en el primer coeficiente. Este
resultado se puede ver más claramente en la figura 4.20, en donde se grafican
los coeficientes de la serie (4.33) como función del orden al que se t runcan las
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series en potencias de x. Aquí, se puede apreciar en la gráfica de la izquierda,
que el comportamiento parece ser asintótico, puesto que se puede aproximar
una curva y extrapolar para N -+ oo. En cambio, en la gráfica de la derecha ,
los coeficientes parecen crecer cuando N -+ oo. Para potencias mayores de Re
se observa un comportamiento similar al de la gráfica de la derecha de la figura
4.20. En principio, este resultado es poco alentador pues los coeficientes de las
series de potencias de Re, de orden j > O, parecen ser funciones crecientes
(decrecientes) de N . Esto no significa necesariamente que las sucesión de
soluciones para los diferentes valores de N no converjan, sino que las series
de potencias en el número de Reynolds no son una representación adecuada
para Re de orden uno. Puesto que, al estudiar directamente la sucesión de
funciones r¡(N) (e; Re) Y <p(N) (e; Re), como función de N , el comportamiento
parece ser convergente dentro de un intervalo finito del número de Reynolds.
Por lo tanto, es muy posible que si se utiliza otra representación, en vez de
las series de potencias en Re, se encuentre un comportamiento más regular
en los coeficientes de Fourier , como función de N.

4 .Estos resultados contra los demás

En esta parte, se discute cómo comparan los resultados expuestos anterior
mente con los cálculos desarrollados a lo largo de los años usando diferen
tes métodos. En algunos casos, los resultados sólo se comparan de manera
cualitativa, puesto que no se tienen los datos precisos. Sin embargo, en la
mayoría de los casos, los resultados se comparan utilizando como referencia
los trabajos experimentales [56, 57], la aproximación de Oseen [4,5, 21], Ylos
acoplamientos asintóticos [8, 15].

4.1 N avier-Stokes vs Oseen

Para comparar con los resultados que se obtienen a partir de la aproximación
de Oseen, se resolvieron las ecuaciones en esta aproximación utilizando el
presente método, ver apéndice B, de manera que se pueden comparar a cada
orden en N .
Cuando se comparan las funciones r¡(N)(e; Re) Y<p(N) (e; Re), para valores fij os
de N , con las correspondientes a la aproximación de Oseen, dadas por las
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expresiones

M

'P~N) (B; Re) = L 'fl (Re) cos(LB) ,
1=1
M

r¡~N)(B ; Re) = L EgI(Re) sin(LB),
1=1

(4.34)

(4.35)

se encuentra que las diferencias entre los resultados son pequeñas, cuando
Re < 1, como se puede ver en la figura (4.21). Cuando el número de Reynolds
aumenta, las diferencias aumentan, sin embargo, se sabe que la aproximación
de Oseen deja de ser válida en esos casos [2 ,4] . En vista de que aún no se
tiene un método iterativo eficiente para calcular los resultados, en el caso de
usar las ecuaciones en la aproximación de Oseen, para valores grandes de N
y M , sólo se considera el caso con M = 3 en ambos casos. Es importante

-r¡(S) -r¡(S)

1.5

¡1.5
1.25

1.25
1

0 .75
0 .75

0 .5 0.5

0. 2 5 0 .25

S S
n

2 2

Figura 4.21: Gráficas de r¡(N)(B ) y r¡~N)(B) para diferentes valores de N , con
Re = 0.2 (izquierda) y Re = 0.5 (derecha).

notar, que aunque hay claras diferencias entre usar las ecuaciones de Navier
Stokes y las obtenidas usando la aproximación de Oseen, cuando Re = O, las
ecuaciones coinciden, de manera que la convergencia en ambos casos es muy
lenta. Por lo tanto, no es posible hasta este momento, encontrar los valores
asintóticos en ninguno de los dos casos y en consecuencia, sólo es posible
concluir que cuando Re << 1 las ecuaciones contienen, aproximadamente, la
misma información.
Por otro lado , los coeficientes (11 y EOI' para valores fijos de M, se pueden
calcular analíticamente, ya que el problema es lineal. El estudio de estos
coeficientes, para los primeros valores de N y M, muestran que las soluciones
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son cocientes de polinomios en Re, cuyo grado depende del valor de N y M.
Cuando se calculan sus correspondientes series de Taylor en Re, se encuentra
que tienen las mismas propiedades que las series (4.21) y (4.22), es decir , son
de la forma

00

éol(Re ) = L IgljR~ ,
j=l-l

00

(f1(Re ) = L w~ljR~ ,
j =l - l

para los que se satisface que

o o OIOlj = wll j = ,

(4.36)

(4.37)

si l Yj son los dos pares (o impares ). Por t anto, la forma de estos coeficientes
sugiere buscar soluciones a las ecuaciones algebraicas no lineales (3.24) y
(3.25) usando cocientes de polinomios en Re' Como primera posibilidad
se pueden construir los correspondientes aproximantes de Pade [59,60], a
parir de las expresiones (4.21) y (4.22). En este sentido, se espera que una
vez que se han estudiado con más detalle la forma de los coeficientes (fl y
COI ' como función de N y M, éstos sugieran los órdenes adecuados para los
aproximantes de Pade.

4.2 Otros cálculos

Después de haber estudiado las propiedades de convergencia de las soluciones
encontradas a partir del presente método, la función de corriente se compara
con los resultados obtenidos por Lamb [4, 5], a partir de la aproximación
de Oseen, y por Kaplun [15] y Proudman & Pearson [8], que utilizaron el
método de acoplamientos asintóticos. En la figura 4.22 se muestran las líneas
de corriente obtenidas a partir de (4.32), para valores fijos de Re, junto con
los resultados obtenidos por Lamb [21] y por Kaplun [4]. Como se puede
apreciar, las diferencias entre los tres resultados crecen lejos del cilindro , lo
cual , era de esperarse tomando en cuenta que las series de potencias en x
sólo son validas para x « 1. Por otro lado, se ve que las diferencias también
aumentan cuando Re crece. Una de las características importantes que hay
que notar es que, al parecer , las diferencias entre (4.32) y Kaplun son más
pequeñas que en el caso de comparar con la expresión encontrada por Lamb.

75



2 4o-2-4
-3 L -=:::7:======-__---...I

-1

-2
~- !

~~:~~-~-~--.~_+I~~~- ,
: ...)- 11
, b ) - -- - _ . t .

I e l - - - : i
-4

-4 -2 o 2 4

Figura 4.22: Gráficas de las líneas de corriente: (a) N=30, (b) Lamb (1911)
y (c) Kaplun (1957), para Re = 0.2 (izquierda) y Re = 0.4 (derecha) .

Este resultado muestra que la convergencia de las soluciones en serie pro
puestas va en la dirección adecuada, puesto que los resultados obtenidos a
parir de los acoplamientos asintóticos representan una mejor aproximación
al flujo, que la obtenida a partir de la aproximación de Oseen [4,8].
Al analizar las diferencias entre los resultados para la función de corriente,
en un rango más variado de valores de Re menores que uno, los resultados
muestran que si Re << 1 O si Re rv 1 se observan las diferencias más grandes.
Para visualizar con más claridad este hecho, en la figura 4.23 se muestra el
coeficiente de arrastre (4.33), el resultado obtenido por Lamb [4,5] Y el re
sultado de Kaplun [4 ,8 ,15] . Aquí se ve con más claridad , que las diferencias
más grandes están fuera del intervalo 0.2 < Re < 0.7. Sin embargo, tomando
en cuenta los resultados mostrados en la gráfica de la figura 4.19, en donde
se ve que conforme aumenta el valor de N, las curvas para el arrastre se van
pegando cada vez más al eje de las ordenadas, de manera que a N grandes las
diferencias para Re < 0.2 decrecen. En otras palabras, los cambios en el coe
ficiente de arrastre, como función de N , parecen ir en la dirección adecuada.
Puesto que, cuando Re << 1, los resultados obtenidos a partir de (4.33),
para N grandes, deben de ser consistentes con la aproximación de Oseen y
los acoplamientos asintóticos. Para Re rv 1, se sabe que los resultados de
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Lamb, Kaplun y Proudman & Pearson no son válidos [4,8,24] . El que el
coeficiente de arrastre compare mejor con las otros métodos que las líneas de
corriente, se debe a que el arrastre depende únicamente de r¡(N) (B) Y <p(N) (B)
que, además de ser los términos dominantes en los campos de velocidad y
presión , son los coeficientes que convergen más rápido. En la figura 4.24 se

- - N = 3 0

Lamb

Kaplun

---
- --

0.6 0.8 1

Figura 4.23: Comparación del coeficiente de arrastre, como función de
Re, obtenido usando el presente método, la aproximación de Oseen y los
acoplamientos asintóticos.

muestran los resultados mostrados en la figura 4.23, junto con los resulta
dos experimentales de Tritton [57] y de Huner & Hussey [56]. Claramente,
cuando Re « 1, los resultados de Lamb y Kaplun ajustan mejor con los re
sultados experimentales, aunque, el comportamiento de (4.33) como función
de N, muestra que este resultado se puede mejorar tomando valores de N más
grandes. Cuando Re no es tan pequeño , pero menor que uno , la expresión
(4.33) es la que parece ajustar mejor con los datos experimentales, sobre todo
en la vecindad de Re = 1. Kropinski et al [23], mediante un método híbrido
numérico-analítico, encuentran una expresión para el coeficiente de arrastre,
que representa una corrección a los resultados de Kaplun y Proudman &
Pearson, que queda por debajo de los datos experimentales de Tritton, que
es cualitativamente similar que en este caso. Hay que notar, que los datos
experimentales de Huner & Hussey también se encuentran por debajo de los
datos de Tritton, de manera que esas discrepancias se pueden deber a que los
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cilindros no son infinitos [23] y a la precisión de los experimentos. Un poco
más tarde, Keller & Ward [24), extendieron el procedimiento de Kropinski
et al, sin embargo. como no se tiene los datos precisos de los resultados, sólo
es posible decir que , cualitativamente, los resultados comparan satisfacto
riamente. Evidentemente, cuando Re > 1, el coeficiente de arrastre (4.33)

CD(Re )
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Figura 4.24: Comparación del coeficiente de arrastre, como función de Re,
obtenido a partir de los diferentes métodos y resultados experimentales.

con N = 30 diverge rápidamente. Cuando se analiza el comportamiento de
(4.33) como función de N y para Re > 1, se encuentra que, a partir de cierto
valor de N , el coeficiente de arrastre crece (o decrece) rápidamente. Esto se
debe, principalmente, a que las series truncadas de potencias en Re, para los
coeficientes de de Fourier (4.22) y (4.21), no son válidas para Re > 1.
A partir de un método pseudo-analítico de truncamiento de series, Under
wood [17] obtiene resultados para el arrastre que son consistentes con los
obtenidos aquí, al menos de manera cualitativa. Una de las ventajas del
método propuesto por Underwood, es que en la vecindad de Re = Ola con
vergencia de las soluciones propuestas es más rápida, como función del orden
al que se truncan las series. En este sentido, en 1969 Van Dyke [16] estudio
una alternativa ligeramente diferente que Underwood, en la cual , se encuentra
un comportamiento similar que en el presente caso, es decir, la convergencia
para Re << 1 es muy lenta. Por tanto, se cree que esta situación depende
de la variable independiente en la que se hace el desarrollo en serie y del tipo
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de desarrollo [17]. De manera que, aunque se cambie la representación en
potencias de Re en las expresiones (4.22) y (4.21), es necesario hacer cálculos
para valores relativamente grandes de N para obtener resultados físicamente
plausibles y para realizar los análisis de los valores asintóticos. La ventaja de
encontrar una representación diferente para los coeficientes de Fourier, que
converja más rápido, está en obtener resultados válidos en un intervalo más
amplio del Re'

5 Conclusiones

Las soluciones propuestas para los campos de velocidad y presion, están
compuestas de tres aproximaciones. Primero, se trunca a un orden N en
el desarrollo en serie de potencias en x, de manera que se satisfacen las
ecuaciones de Navier-Stokes a un orden x N - 2 (por ser ecuaciones diferenciales
de segundo orden) . La segunda, proviene de truncar los desarrollos en series
(4.17-4.19) ; las ecuaciones diferenciales para <p(0; Re) Y 1](0;Re) se satisfacen
hasta M términos en serie de Fourier. La última, y probablemente las más
inapropiada, es usar series truncadas en potencias en Re, de manera que los
sistemas de ecuaciones algebraicas, no lineales, se satisfacen hasta un orden
AI' en Re.
Cuando N y M están fijas , las series en potencias de Re representan buenas
aproximaciones a la solución de los sistemas de ecuaciones algebraicas (3.24)
y (3.25) para O ~ Re < 1. Para valores más grandes de Re, esta repre
sentación muestra no ser la más conveniente, puesto que los coeficientes de
Fourier crecen (decrecen) rápidamente en la vecindad de Re '" 1; sobre todo a
N grandes. Este comportamiento se debe a que las series de po tencias, para
el término en serie de Fourier de orden l , tienen l- 1 raíces en Re = O. En el
caso de Re < 1, los coeficientes de las series de potencias son pequeños , para l
grandes, y no contribuyen apreciablemente al comportamiento de los campos
if-N)(r,O;Re) y p*(N)(r,O;Re)' Cuando el Re se incrementa por encima de la
unidad, estos términos empiezan a ser los dominantes. De los pocos casos que
se pueden resolver analíticamente y numéricamente, se encontró que aunque
las series en potencias (4.5) y (4.6) se aproximan bien a las soluciones de las
ecuaciones (3.24) y (3.25), considerando sólo unos cuantos términos en los
desarrollos, estas series parecen tener un radio de convergencia finito , pues al
aumentar el orden al que se truncan (aumentar el valor de NI'), los resultados
no mejoran apreciablemente.
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En el presente estudio, no se realizaron los cálculos para encontrar los radios
de convergencia, pues el análisis cualitativo muestra que estas series no se
comportan adecuadamente si Re ~ 1, lo cual , sugiere un cambio en la re
presentación para los coeficientes de Fourier; en vez de las potencias en Re·
De las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en la aproximación de
Oseen, utilizando el método aquí propuesto '' , los coeficientes de Fourier de las
funciones 'P~N) (e ; Re) Y TJ~N)(e; Re) dan una idea del tipo de funciones que se
podría utilizar como representación alternativa para los coeficientes (ll(Re)

y EOI ( R e ) . En vista de que las series de Taylor de los coeficientes de Fourier
en este caso, tienen las mismas propiedades que los desarrollos (4.5) y (4.6).
Los coeficientes de las series de potencias, en función de N , no presentan un
comportamiento simple , como se puede apreciar en la figura 4.20. Para el
término de orden j > O en serie de potencias de Re , los coeficientes Wllj Y
T Olj parecen crecer cuando N aumenta. Este comportamiento puede estar
relacionado con la no existencia de los desarrollos en serie de potencias en
Re de las soluciones para N ---t 00 , puesto que los coeficientes Wllj Y T Olj

son las derivadas de orden j y con respecto a Re, de las soluciones exactas
a los sistemas de ecuaciones algebraicas para M fijo; son los coeficientes de
sus respectivas series de Taylor al rededor de Re = O. Los coeficientes de
las series de potencias en Re para j = O, son los únicos que presentan un
comportamiento asintótico. El significado es, simplemente, que todos los
coeficientes de Fourier existen y son regulares en Re = O, aunque, llevan a
soluciones que no son uniformemente válidas lejos del cuerpo y en el límite
cuando N ---t oo. Este resultado es bien conocido, puesto que se sabe que
las series de potencias en Re llevan a un problema singular en teoría de
perturbaciones [3 ,4, S].
El resultado importante, es que el problema truncado a orden N en las series
en potencias de x, y a orden M en las series de Fourier , parece ser soluble y,
en vista que los desarrollos en serie de potencias existen para toda M' , las
soluciones a las ecuaciones algebraicas, no lineales, son funciones regulares
en la vecindad de Re = O. Este hecho permite hacer un análisis de la conver
gencia de las series de Fourier, puesto que los coeficientes (ll y EOI decrecen
conforme aumenta l, o en otras palabras, son series convergentes. Por lo
tanto , se encontró que las series de Fourier resultan ser una representación
adecuada para encontrar soluciones aproximadas a las ecuaciones diferen
ciales (2.23) y (2.24). Es importante recalcar que todos estos análisis tienen

5Ver apéndice B para mayores detalles.
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validez para Re < 1, pues es donde las series de potencias se comportan
adecuadamente. Los cálculos de la integración numérica de las ecuaciones
diferenciales (obtenidas al truncar a orden N) refuerzan este resultado, es
decir , las series de Fourier convergen, relativamente rápido, a la solución de
las ecuaciones (2.23) y (2.24). Entonces , el ejercicio de las potencias en Re
mostró que los sistemas de ecuaciones algebraicas, no lineales , parecen tener
al menos una solución dentro de un intervalo finito de Re. Por lo tanto, las
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales , obtenidas al truncar a orden
N , resultan ser un problema regular en teoría de perturbaciones. Es im
portante notar que alguna otra representación de la dependencia en el Re,
diferente a una serie de potencias, no habría permitido un análisis suficiente
mente profundo de la convergencia de los otros dos desarrollos, debido a que
el problema algebraico no lineal puede ser muy complicado.
Una vez que se fijan los valores del orden al que se truncan las series de
Fourier (M) y las series de potencias (M') , se estudió el comportamiento
como función de N. Como primer resultado, cuando N está fija, los coe
ficientes an, bn yen , asociados con los campos de velocidad y presión , de
crecen conforme el índice aumenta. El término dominante corresponde a los
primeros valores de n , para los cuales estos coeficientes son diferentes de cero,
como se puede apreciar en la figura 4.7. Esto quiere decir que las relaciones de
recurrencia (2.20-2.22) son tales que al ser iteradas los coeficientes decrecen,
lo cual , es un buen indicador de la convergencia de las series de potencias
en x . Cuando el índice n es cercano al orden al que se truncan las series
(N) los coeficientes parecen crecer, respecto a los anteriores inmediatos, sin
embargo, este hecho parece ser una consecuencia de que las series sean trun
cadas. Es probable que, si se pudieran encontrar los valores asintóticos de
los coeficientes de Fourier para N -+ 00, o se tengan expresiones para los
esfuerzos sobre la superficie calculados con algún otro método, esta situación
cambie, es decir , los cocientes entre coeficientes con índices sucesivos tiendan
a cero, conforme el índice tiende a infinito.
El estudio de las funciones (4.23) y (4.24), como función del orden al que se
truncan las series en x , muestra que a partir de cierto valor de N, las dife
rencias entre valores consecutivos de N son pequeñas, para O::; Re < 1. En
otras palabras, todas las curvas quedan contenidas en una misma región que
se espera que contenga a la solución para N ---+ oo. Este resultado muestra
que , aunque los coeficientes de la series de potencias en Re crecen (o de
crecen) como función de N , las funciones <p (e: Re) y r¡(e ; Re) presentan un
comportamiento asintótico y parecen converger , aunque lentamente, como
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se puede apreciar en las figuras 4.12 y 4.13. Esto es otro reflejo de que la
aproximación más inconveniente está en usar la representación en potencias
de Re para los coeficientes de Fourier. Relativo a la lenta convergencia de las
series de potencias en x , se debe notar que el cambio de representación en
la dependencia en Re puede ampliar el intervalo de valores que el número de
Reynolds puede tomar; sin embargo, el valor de N se debe escoger relativa
mente grande. Esto se puede ver de una manera más clara en los resultados
para el coeficiente de arrastre (figuras 4.19 y 4.23), en donde se ve que para
N chicas, las aproximaciones para Re ,....., O, son poco satisfactorias. La razón
radica en que el problema a Re = Ono se puede resolver.
Al comparar los resultados obtenidos mediante el presente método con los
obtenidos con otras metodologías, se encuentra que las soluciones halladas
parecen converger a la solución del problema. Por un lado, los resultados
para las líneas de corriente comparadas con los resultados al usar la aproxi
mación de Oseen [5] y los resultados de Kaplun [15], reflejan que la expresión
(4.32) compara mejor con los AEA, que con los resultados provenientes de
la aproximación de Oseen, lo cual, es consistente con el hecho de que se ha
sugerido que los AEA representan una mejor aproximación. Las diferencias
entre los distintos cálculos se incrementan lejos del cilindro , debido a que
ninguno de ellos es válido lejos del cuerpo . Uno de los aspectos interesantes,
es las diferencias en la asimetría del flujo en cada aproximación, que están
estrechamente relacionadas con cómo se consideran los términos no lineales
en las ecuaciones aproximadas a resolver. En el presente método, la no li
nealidad del problema se incluye a través de las ecuaciones diferenciales y las
condiciones de frontera. En cambio, los otros cálculos las incluyen , de mane
ra aproximada, ya sea en la ecuación diferencial (aproximación de Oseen)
o a través de las condiciones de frontera (AEA) . En el caso del coeficiente
de arrastre, figura 4.23, por un lado se ve que los resultados aquí obtenidos
mejoran para Re ,....., O conforme se aumenta el orden al que se truncan las
series en potencias de x . Para 0.2 < Re < 1, la expresión (4.33) parece dar
mejores resultados que los demás cálculos, comparados con los datos expe
rimentales de Tritton [57] y Hunner & Hussey [56] . Esto puede deberse a
que, en este caso, la contribución de los términos no lineales se considera de
manera sucesiva que mejora al aumentar el valor de N, a diferencia de los
casos usando la aproximación de Oseen y los AEA.
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Capítulo 5

El flujo alrededor de una esfera

De manera similar al caso del flujo alrededor del cilindro , en este capítulo
se presenta el método propuesto para resolver las ecuaciones (2.44) y (2.45)
para una N fija. En la primera parte , se describen los casos N = 3 Y N = 4,
junto con el caso Re = O(solución de Stokes). Para valores mayores de N se
buscan soluciones aproximadas usando como base de funciones los polinomios
de Legendre. Esta elección está basada en la simetría del problema, y en que
estos polinomios son relati vamente simples de manipular. De las propiedades
de ortogonalidad de estas funciones, el sistema de ecuaciones diferenciales or
dinarias, no lineales, se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas,
que se resuelve aproximadamente proponiendo como soluciones series de po
tencias en Re.

1 Los primeros órdenes

Con el fin de ilustrar el método propuesto, se resuelven detalladamente los
casos N = 3 YN = 4, ya que se pueden resolver analíticamente. En el primer
caso el sistema de ecuaciones a resolver resulta lineal , en cambio , para N = 4,
las ecuaciones resultantes son no lineales .
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1.1 El caso N =3 Y la solución de Stokes

El sistema de ecuaciones para N = 3 está dado por (2.46) y (2.47), que
pueden ser reescri tas de la siguiente manera

(5.1)

(5.2)

donde Al es una constante, que proviene de haber integrado una vez la
ecuación (2.46). Como los coeficientes b., 1 deben ser finitos en J-l = ±1 ,
entonces Al = - 1. Al sustituir t.p'(J-l) en (5.2) se obtiene la ecuación

(5.3)

que es una ecuación inhomogénea déGege~bauer [61]." La solución de esta
ecuación es de la forma2

3
TJ(J-l ) = AJ-l - "2 '

por lo que , a partir de (5.1), se encuentra que

3 23
t.p(J-l) = "2 AJ-l -"2J-l+ B ,

(5.4)

(5.5)

donde A y B son constantes de integración. Para determinar los valores de
estas constantes se utiliza la condición de frontera (2.6), que es de la forma

3

L en(J-l) = O,
n =O

que, después de haber escrito los coeficientes en en función de TJ(J-l) y t.p (J-l ),
toma la forma

~A2J-l2(1 - J-l2)Re +A (ReJ-l (1 - J-l2) - 3J-l2 + ~)
3

+¡Re(1 - J-l2) + B = O.

lDebido al cambio bn (J-L) = ~f3n (J-L) los coeficientes f3n no deben crecer más
rápido que (1 - Jl2 )- ! .

2La solución a la ecuación homogénea es C~ ~ \J-L) = J-L, donde los c ia )(J-L ) son los
polinomios ultraesféricos [61J .
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Claramente, aunque A y B sean cero, la condición anterior no se satisface
exactamente. En otras palabras, la condición sobre el campo de presiones se
satisface salvo una función de orden O(Re ) . En este punto, es importante
resaltar que cuando Re es diferente de cero, la condición (2.6) no se satisface
debido a que la series en potencias de x son truncadas a un orden finito.
En el caso en que Re = 0, es fácil demostrar por iteración directa de las
relaciones de recurrencia (2.41-2.43), que las expresiones (5.4) y (5.5) , con A
y B iguales a cero, son tales que los coeficientes an y f3n son cero para n > 3 y
los en se anulan a partir de n = 3 en adelante. De manera que las expresiones
(5.4) y (5.5) son la solución, que satisface todas las condiciones de frontera,
a las ecuaciones en la aproximación de Stokes; de hecho, dichas expresiones
son la solución encontrada por Stokes escrita en la variables (x,¡.t) . Puesto
que el caso N = 3 reproduce la solución de Stokes , este orden representa la
primera aproximación físicamente plausible.
Cuando N = 4, las ecuaciones diferenciales a resolver están dadas por

:¡.t [(1 - ¡.t2) ( - ~ d~2 [(1 - ¡.t2) 7](¡.t )] + 37](¡.t) - 2<p' (¡.t) )] = u ; (5.6)

1 2 d2

- 24Re(1- ¡.t2)7]'(¡.t)7](¡.t) - '3 d¡.t2 [(1- ¡.t2 )7](¡.t)] + 7](¡.t)

+~~ [(1 - ¡.t2)<p'(¡.t)] - ~<p'(¡.t) = -1 (5.7)
12 d¡.t2 2 '

donde se puede ver que la segunda ecuación es no lineal , de manera que este
caso representa la primera aproximación no lineal al problema. Sin embargo,
se puede probar por sustitución directa, que la solución de Stokes, dada por
la expresiones (5.4) y (5.5), es una solución a las ecuaciones anteriores. Es
una curiosidad que esta solución anula el término no lineal en la ecuación
(5.7) , de manera que el campo de velocidades a este orden es también el de
Stokes .
Tomado en cuenta que el hecho de truncar las series propuestas para el campo
de velocidad y presión , restringe la validez de los resultados a valores tales
que x sea pequeña (cerca de la esfera) , conforme el valor de N aumenta,
el rango de valores que x puede tomar también aumenta, de manera que la
solución es aproximadamente válida cada vez más lejos del objeto. Por lo
tanto, el que la solución para N = 4 sea el flujo de Stokes, simplemente
refleja que tiene validez a distancias relativamente lejanas a la esfera.
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2 Para los siguientes órdenes

Par a valores mayores de N, no ha sido posible encontrar resultados analíticos
para las ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que estas ecuaciones crecen
tanto en tamaño como en complejidad conforme se aumenta el valor de N .
Por lo que para resolverlas, se buscaron soluciones en series en polinomios de
Legendre. La razón principal de utilizar estos polinomios esta basada en la
simetría esférica del problema.
Puesto que las expresiones (5.4) y (5.5) son la solución al problema para
Re = OY N ~ 00 , se tiene que, para cualquier orden finito N, la solución al
problema se puede escribir como

'P(J-l; Re) - 'Ps(J-l) + r:p(J-l;Re), (5.8)

T](J-l; Re) - T]s(J-l) + i¡(J-l; Re), (5.9)

donde

'Ps(/1)
3

(5.10)= -2J-l,

T]s (/1)
3

(5.11)= -2 '
corresponden a la solución de Stokes . El que la solución a N fija se pueda
escribir de esta manera, puede tener como consecuencia que las soluciones,
para los campos de velocidad y presión, converjan más rápidamente que en el
caso bidimensional. El resultado anterior es en realidad poco sorprendente,
puesto que las expresiones anteriores son la solución exacta al problema con
condiciones de frontera para Re = O.
Para buscar soluciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales que deben
satisfacer las correcciones a la solución de Stokes ('PN(J-l; Re) y T]N(J-l ;Re), se
buscan soluciones usando desarrollos en serie de polinomios de Legendre. De
manera que se proponen soluciones de la forma

M

r:p(J-l;Re) - :L €ok(Re)Pk(J-l) , (5.12)
k=l

M

i¡(J-l; Re) :L (~k(Re)Pk(J-l), (5.13)
k=O

con ]..1 ~oo,
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(5.17)

(5.18)

(5.16)

por razones de simplicidad, es más conveniente usar las expresiones
M

<p(¡.L; Re) ¿ EOk(Re)Pk(¡.L) , (5.14)
k=l
M

7](¡.L; Re) = ¿ (lk(Re)Pk(¡.L) , (5.15)
k=O

con M -+ 00,

de manera que las funciones <Ps(¡.L;Re) y 7]s(¡.L; Re) quedan escritas en términos
de los Pk(¡.L).
Cuando los desarrollos anteriores se sustituyen en las ecuaciones diferenciales
(2.44) y (2.45) , se obtienen relaciones algebraicas entre los coeficientes EOk
y (lk, con k = l . .. M, que se encuentran a partir de las propiedades de
ortogonalidad de los polinomios de Legendre. Debido a que en la práctica
los desarrollos (5.14) y (5.15) deben truncarse, de otra manera se obtendría
un sistema de ecuaciones algebraicas infinito , los coeficientes an, f3n y c., se
deben conocer al mismo grado de aproximación que en (5.14) y (5.15). De
las relaciones de recurrencia (2.41-2.43) y las funciones independientes (5.14)
y (5.15) se calculan los coeficientes an, b.; y Cn y sus series correspondientes
en polinomios de Legendre [61], utilizando las fórmulas

2j + 1 [1
(}:nj(Re) - -2- L

1
an(¡.L;Re)Pj(¡.L)d¡.L,

2j + 1 [1
(nj(Re) - -2- L1 f3n(¡.L; Re)Pj(¡.L)d¡.L,

si n> 1,
2j + 1 [1

Enj(Re) - -2- L
1

en(¡.L; Re)Pj(¡.L)d¡.L,

si n > O,

de manera que los desarrollos de los campos de velocidad y presión, quedan
dados por

M

an(¡.L; Re) = ¿ (}:nk(Re)Pk(¡.L) , (5.19)
k=O
M

f3n(¡.L; Re) - ¿ (nk(Re)Pk(¡.L) , (5.20)
k=O
M

en(¡.L; Re) = L Enk(Re)Pk(¡.L) . (5.21)
k=O
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En este caso , así como en el problema bidimensional, se podría proceder al
revés, es decir, en vez de calcular las integr ales (5.16-5.18), las expresiones
anteriores se pueden sust ituir en las relaciones de recurrencia (2.41-2.43) y, a
partir de las propiedades de ortogonalidad de los Pk(¡.L ), se puede encontrar
un nuevo conjunto de relaciones de recurrencia entre los coeficientes O:nk , (nk

y En k. Sin embargo: en el caso tridimensional, estas relaciones de recurrencia
no se han calculado. Hasta el momento , el cálculo se ha realizado a partir de
(5.16-5.18) con el fin de estudiar propiedades de convergencia de este tipo de
soluciones .
Si se sustituyen las expresiones (5.19-5.21) en las condiciones (2.44) y (2.45),
Y después de multiplicar por Pkl (¡.L) e integrarlas entre ¡.L = -1 y ¡.L = 1, se
obtienen la expresiones

N

L O:nk(Re) = Ó1k ,
n=l

N

L (nk(Re) = -ÓOk ,
n=l

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

donde k = O, . . . , M Y Óij es la delta de Kronecker. Claramente, los coefi
cientes de los desarrollos (5.19-5.21) son funciones de los coeficientes inde
pendientes ( lk y EOk , de manera que las expresiones anteriores representan un
sistema completo de 2M ecuaciones algebraicas no lineales. En este caso, las
ecuaciones también se resolvieron proponiendo soluciones en potencias del
número de Reynolds , es decir ,

M'

(lk(Re) - L W1kj R~ ,
i=O

M'

EOk(Re) = L 'YOkj R~ ,
i=O

donde los coeficientes W1kj Y 'YOkj son constantes. Así, el sistema de ecua
ciones algebraicas, no lineales, se transforma en un conjunto de M' sistemas
de ecuaciones algebraicas lineales. En otras palabras, a cada orden en Re, se
debe resolver un sistema completo de ecuaciones algebraicas lineales con 2M
incógnitas, de tal manera que el orden k +1 sólo depende de los k órdenes an
teriores. Evidentemente, el orden cero en el número de Reynolds corresponde
a la solución de Stokes, por lo que

'YO10 =
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3
WlQO = -2'
'OkO = o y

WlkO o si k> O.

Resultados preliminares para los primeros valores de N y M , muestran que
los coeficientes de las series de potencias en Re satisfacen que

~fOkj = O y

Wlkj = O si k - j > 1,

(5.26)

(5.27)

o, en otras palabras, los desarrollos en potencias de Re se pueden escribir
como

M'
(lk(Re) = LWlkjR~, (5.28)

i=k
M'

éOk(Re) = L 'Okj R~ , (5.29)
i=k-l

donde k= 1, . .. , M ,

que, como se mostró en la sección 1.1 del capítulo 4 para el caso bidimen
sional, tiene como consecuencia que los coeficientes son funciones que crecen
(decrecen) rápidamente. Los coeficientes (lk y éOk tienen k y k - 1 raíces
múltiples en Re = O, respectivamente. Ahora bien , para valores grandes de
k y cercanos a M, los coeficientes tienen la mayoría de sus raíces en Re = O,
por lo tanto, son funciones que crecen muy rápido , aún para valores pequeños
del Re '

Para realizar los cálculos, se desarrolló una rutina en el programa Mathe
matica 4.0. Básicamente. lo que se hace es que a partir de proponer a las
soluciones como

M

<p(N)(¡.L; Re) = L éOkPk(¡.L) ,
k=l
M

r¡(N)(¡.L; Re) = L (lkPk(¡.L) ,
k=O

(5.30)

(5.31)

donde el superíndice N se incluye para denotar el orden al que se truncan
las series en potencias de x. Se iteran las relaciones de recurrencia (2.41
2.43) y se obtienen los coeficientes an, f3n y en hasta un cierto valor N.
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Puesto que el número de términos en estos coeficientes crece rápidamente
conforme N crece, no ha sido posible utilizar valores de N demasiado grandes ,
comparado con los valores máximos calculados en el caso del cilindro . A
partir de las expresiones (5.16-5.18) se obtienen los desarrollos (5.19-5.21), en
función de los coeficientes independientes éOk Y (lb y después se encuentran
los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales, utilizando las expresiones
(5.22) y (5.23), que se puede denotar de la siguiente manera

Fk(éQl , . . . , éOk, (10, ' .. , (Ok) = Ó1k ,

Gk(éQl, •. • , éOk, (10, . .. , (Ok) = -ÓOk ,

(5.32)

(5.33)

donde k = 1, . . . ,M y, en el caso general , las funciones Fk y Gk son funciones
no lineales de sus argumentos, cuyo grado depende de N.
El siguiente paso consiste en construir los sistemas de ecuaciones algebraicas
lineales, a partir de la sustitución de las expresiones (5.24) .y (5.25) en el
sistema de ecuaciones (5.32) y (5.33) Y coleccionando términos con iguales
potencias de Re. Hasta el momento, no se ha considerado dentro de la
rutina el que los coeficientes tienen la forma (5.28) y (5.29), puesto que es
un poco tedioso hacer el conteo del número de ecuaciones y de variables para
cada orden en Re de forma iterativa. Evidentemente, si no se consideran los
primeros términos en las expansiones en potencias de Re , que se sabe son
cero, el número de ecuaciones decrece. Sin embargo, sólo los sistemas de
ecuaciones correspondientes a los primeros órdenes en Re, que de hecho son
los más sencillos de calcular, contienen un número relevantemente menor de
incógnitas.
Por otro lado , de los primeros resultados se encuentra que los coeficientes de
las series (5.24) y (5.25) satisfacen que Wlkj = Osi k es par (impar) y j es
impar (par) y que iOkj = O si k y j son los dos pares (o los dos impares).
En otras palabras, dependiendo de la paridad de k, los coeficientes (lk(Re) y
éOk(Re) sólo contienen potencias pares o impares en Re. La rutina realizada sí
incluye este último hecho, lo cual, reduce en la mitad el número de incógnitas
en los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales.
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2.1 Las propiedades del flujo 

Las expresiones para las soluciones aproximadas de las ecuaciones diferen
ciales ordinarias, no lineales, son de la forma 

M M' 

'I'(N)(~; R.) = L L 'Ok; R! p.(~) , 
.1:_1;_.1:_1 

M M' 

ry(N)(~; R.) = L L W"; R! p.(~), 

con las condiciones 

.I:=Oj_.I: 

Wlkj = 'YO.k-l,j = 0, 

Wljk = 1'OJ . .I:+1 = 0, 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 
(5.37) 

si k es par y j es impar y también se anulan siempre que k - j > l. A partir 
de haber calculado los coeficientes de las series en polinomios de Legendre 
para los coeficientes a.., (3n Y c.a, en función de los coeficientes independi
entes (lk(~) y t"Ok(Re), se encuentra que los desarrollos para los campos de 
velocidad y presión son de la. forma 

con las condiciones 

IIn ,.I:"'1J = Wnkj = 1'n.k+1J = 0, 
II"J,.I:+l = Wnjk = ¡nJ,k+! = 0, 

si k es par y j es impar y se anulan cuando k - j > 1; para toda n. 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 
(5.42) 

De la expresión (2.49) y sustituyendo los coeficientes 6 n por sus expansiones 
en serie de Legendre y potencias de Re. se obtiene que la función de corriente 
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es de la forma

N n M ( M ' Rj)
7f;(N ) (X ,Ji: Re) = J; (1 : x)2 {; jfl ~~k~ { (Pk+1(J1) - Pk - 1(J1)) ,

(5.43)
en el caso en el que Re = 0, la expresión anterior se reduce a la expresión
(1.41). Para el coeficiente de arrastre, de la expresiones (2.51), (5.34) Y(5.35)
se obtiene

M'
(N ) 67r 47r 2 jen = R - 3R ¿:)2wlQj - 5W12j + 100j )Re , (5.44)

e e J=2

donde el primer término corresponde a la ley de Stokes. Hay que notar que los
únicos coeficientes que contribuyen a (5.44) involucran sólo los tres primeros
polinomios de Legendre , para k = 0,1 ,2 , de manera que, aunque al cambiar
los valores de N y M los valores de los coeficientes en C¡J{Re) cambian , lo
anterior indica que M se debeescoger 'tal que M ~ 2.

3 Los primeros valores de N

Se describen los resultados para los desarrollos de los campos ü (N)(x , J1; Re)
y p*(N ) (x, Ji; Re). Los valores máximos utilizados para N, M y M I fueron
de 9, 10 y 20 respectivamente. Debido a que el número de términos, en los
coeficientes an, ,Bn y Cn , crece rápidamente conforme N, M y IvI I aumentan,
la rutina que realiza los cálculos satura rápidamente la memoria RAM de
la computadora. Una primera alternativa es usar computadoras con más
memor ia RA,I\'I , aunque, debido a que el número de términos aumenta de
forma no lineal, no es posible aumentar mucho los valores de N, M Y M I.
Una siguiente alternativa, es que a partir de las expresiones (5.19-5.21) y las
propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre , se encuentren
relaciones de recurrencia para los coeficientes O:'nk1 Cnk Y Cnk , que sería más
eficiente desde el punto de vista computacional.

3.1 Las series en potencias de Re

El análisis de las series de potencias, en este caso, es muy parecido al caso
bidimensional, puesto que la forma general de los desarrollos para los coefi
cientes COk y CIk es similar; están compuestos de potencias pares o impares,
dependiendo de la paridad de k en los Pk (J1), y t ienen k y k - 1 raíces en
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Re = 0, respectivamente. Por lo tanto, los desarrollos (5.28) y (5.29), trun
cados a orden M' < M, son equivalentes a la solución, a orden M' en Re , al 
problema en el límite cuando M __ oo. Esta forma de truncar es equivalente 
a haber escogido M y M' tales que M' = M-lo De manera similar al 
caso bidimensional, esta no es la forma más adecuada de truncar las series 
de Legendre y las de potencias de Re, puesto que los últimos coeficientes 
de Legendre crecen muy rápido, aún para valores chicos de Re. Por lo que 
parece ser más conveniente escoger /vi « M'. 
El estudio de las series en potencias muestra que el problema truncado a 
N y M fijas parece ser soluble en un intervalo finito de valores de Re. Es 
importante aclarar que no se ha demostrado formalmente que los sistemas 
de ecuaciones algebraicas (5.22) y (5.23) siempre tengan solución, para cua.
lesquiera valores de N y M. Sin embargo, hasta los casos analizados, estas 
ecuaciones parecen poderse resolver a cada paso, cuando se usan como solu
ciones potencias en Re. Así como en el caso bidimensional. estas series en 
potencias son la serie de Taylor de una solución del sistema de ecuaciones 
algebraicas no lineales. Hasta. el momento, no se ha estudiado con suficiente 
detalle el problema algebraico no lineal, sino que se supuso, en base a los re
sultados encontrados en el caso del cilindro, que el hecho de que los sistemas 
de ecuaciones algebraicas lineales tengan solución a cada paso, significa que 
las ecuaciones (5.22) y (5.23) tienen, al menos, una solución. 
En vista de que los resultados obtenidos para las series de potencias (5.28) 
y (5.29) tiene las mismas desventajas encontradas en el problema bidimen
sional, no resulta muy útil hacer cálculos para valores de AI' muy grandes, 
puesto que la convergencia de las soluciones es muy lenta y sólo se puede 
asegurar en un intervalo finito y pequeño del número de Reynolds. La utili
dad de realizar este ejercicio, para tres dimensiones, es que permite estudiar 
propiedades de las soluciones de los sistemas de ecuaciones (5.22) y (5.23). 
De manera que se puedan construir soluciones usando alguna representación 
alternativa que, para números de Reynolds pequeños, sea consistente con 
los resultados obtenidos usando series de potencias en Re. Además de que 
permite hacer un análisis de las propiedades de convergencia de las series en 
polinomios de Legendre. 
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Cuando cambia N

Para valores fijos" de M y 1\1', los resultados muestran que, a nivel de las
series de potencias en Re, la convergencia parece ser lenta y restringida a
un intervalo pequeño del Re. Cuando se analizan los coeficientes rOkj y Wlkj

como función de N, no se observa un comportamiento asintótico claro, como
se puede ver en las figuras 5.1 y 5.2. De las primeras dos gráficas se ve que
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Figura 5.1: Gráficas de los coeficientes (10 y éOl , como función de Re, para
diferentes valores de N.

las diferencias entre las curvas , que corresponden a diferentes valores de N ,
crecen rápidamente, conforme Re aumenta. Los valores de los coeficientes
de las series de potencias (5.28) y (5.29), para los diferentes valores de N ,
muestran un comportamiento creciente (decreciente), como se puede apreciar
en las gráficas de la figura 5.2. Evidentemente, el orden cero es el mismo
para cualquier valor de N, puesto que representa a la solución de Stokes. El
comportamiento de los coeficientes de las series de potencias en Re, como
función de N , no parecen dar mucha información para el caso N --+ co. Sin
embargo, cuando N y M están fijas, el estudio de algunos casos sencillos de
los sistemas de ecuaciones algebraicas, no lineales, muestra que las series de
potencias (5.28) y (5.29) coinciden con el desarrollo en serie de potencias de
una solución del sistema de ecuaciones (5.22) y (5.23). Por lo tanto, parece
que existe al menos una solución al problema algebraico. Más adelante, al
comparar con cálculos realizados a lo largo de los años, se encuentra que esta
solución es físicamente plausible.

3Los valores calculados se hicieron de manera que M' = 2M.
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:T(N) :T(N)
• :T= - Wl02 •

0 .03

I
• :T= - Wl040 .003

0 .02 * * :T= - Y012
I 0 .002 * * :T= - Y014

0.01

* 0.001

- 0.01 * •1 * 1
1 N 1 1 1 N

-; 8 ,- 6" 9 8 7 6

Figura 5.2: Gráficas de los coeficientes W101 Y1011, como función de N, para
l = 2 (izq.) y l = 4 (der.) .

4 Las series en polinomios de Legendre

Una vez que se han estudiado las soluciones en potencias de Re, se estudian
las propiedades de convergencia de las soluciones como función del número
(M) de términos considerados en las series en polinomios de Legendre. Para
valores de N y M' fijos, se realizó el cálculo para valores diferentes de M,

Cabe mencionar que una de las ventajas de utilizar la representación en series
de potencias, que es la más sencilla, es que permiten hacer un análisis de las
propiedades de convergencia de las series en polinomios de Legendre.
Los resultados encontrados muestran que las diferencias entre las soluciones,
truncadas a diferentes valores de !vI, son pequeñas cuando M ~ 5, como se
puede apreciar en la figura 5.3, donde se muestran dos de los coeficientes b.,
truncados a diferentes valores de M, Claramente, las diferencias apreciables
aparecen entre M = 3 Y las otras dos curvas, que prácticamente están co
lapsadas en una sola. Las diferencias entre M = 5 Y M = 10 se mantienen
pequeñas para un intervalo bastante amplio del número de Reynolds. Es im
portante señalar que para los valores de Re, en donde los desarrollos en series
de potencias del número de Reynolds se suponen válidos , las diferencias entre
los distintos valores del orden al que se truncan las series en polinomios de
Legendre, son pequeñas a partir de M = 3 Yen adelante. Por lo tanto, los
resultados muestran que las series en polinomios de Legendre convergen más
rápido que los polinomios en potencias de Re, así que resultan una base ade
cuada para encontrar soluciones aproximadas a las ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales, obtenidas al truncar a una N finita.
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Figura 5.3: Gráficas de los coeficientes b1(O) (= r¡(N)(O)) y bg(O) , para dife
rentes valores de M ; con N = 9, J1' = 20 Y Re = 2.

5 Las soluciones como función de N

Ya que se tiene un criterio para truncar tanto las series en potencias en Re
como las series en polinomios de Legendre, se estudia el comportamiento de
las soluciones como función del orden (N) al que se truncan las series en
potencias de x. En la sección anterior se encontró que a partir de M = 5 las
series (5.19-5.21) han obtenido prácticamente su valor asintótico, de manera
que parece ser suficiente hacer los cálculos con M = 5. Para el caso de las
series de potencias, que resultan series que convergen muy lentamente y cuyo
radio de convergencia parece ser pequeño, se escogió !V!' = 20, lo cual, no
requiere demasiado tiempo de cómputo.
En la figura 5.4 se muestran las expresiones (5.34) y (5.35) para diferentes va
lores de N y para Re = 1. Para valores menores de Re, las diferencias entre las
curvas decrecen y se hacen cada vez más simét ricas, conforme Re ---> O. Una
de las características interesantes que se observan en estas gráficas, es que
conforme se aumenta el valor de N , las curvas tienden a ser más asimétricas,
aunque, los cambios van disminuyendo a N grandes. Por lo que se obtienen
dos resultados importantes: que las series parecen ser convergentes , al menos
en un intervalo finito de Re, en donde las series en potencias del número de
Reynolds se comportan bien , y que conforme aumenta N , la asimetría entre
aguas arriba yaguas abajo aumenta. De manera que conforme se mejora la
aproximación para el término no lineal en la ecuación de momento , el flujo
tiende a ser más asimétrico. Hay que notar que, hasta este momento, los
resultados muestran de forma cualitativa que las series (5.38-5.40) convergen
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Figura 5.4: Gráficas de las funciones independientes <p(N)(B) y r¡(N)(B) , para
diferentes valores de N; con Re = 1.

lentamente, pero no se puede saber aún si convergen a la solución. Para ello,
los resultados se comparan más adelante con aquellos obtenidos usando otras
metodologías.
Cuando el número de Reynolds toma valores mayores a uno, las diferencias
entre distintos valores de N aumentan, así que la convergencia de las solu
ciones no se puede asegurar. En la figura '5.5 se muestra el caso con Re = 2,
donde se puede apreciar que, conforme aumenta el valor de N, las diferen
cias entre valores consecutivos de N se incrementan. Debido a que las series

2 . S1.5o. S

..jL. -..L e
o.S
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+------..."g., ---- e
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Figura 5.5: Gráficas las funciones independientes <p(N) (B) y r¡(N) (B) , para
diferentes valores de N ; con Re = 2.

en potencias parecen no ser convergentes para Re mayores que la unidad , el
resultado observado al aumentar el número de Reynolds no es muy sorpren
dente , ya que se sabe que las potencias no son una representación conveniente
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para números de Reynolds de orden uno.

5.1 El arrastre y las líneas de corriente

En la figura 5.6 se muestra el coeficiente de arras tre como función de Re;
para diferentes valores de N . Como en este caso si hay solución para Re = 0,
todas las curvas son prácticamente iguales cuando Re es pequeño. Cuando el
Re se aumenta por encima de la unidad, las diferencias empiezan a hacerse
más grandes. Claramente, se observa que para N grandes , el coeficiente de
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Figura 5.6: El coeficiente de arrastre como función de Re, para diferentes
valores de N .

arrastre diverge rápidamente para Re > 2 y del comportamiento observado
en el caso del cilindro (sección 4.2) , se puede prever que la convergencia sólo
se puede asegurar para Re < 1. Si se analiza el comportamiento asintótico de
los coeficientes de cada potencia en Re, en la expresión (5.44), como función
de N se encuentran resultados muy similares a los mostrados en la figura
5.2. La razón por la que las diferencias en el arrastre aparecen a valores más
grandes de Re, que en el caso de cualquier otra característica del flujo (como
las líneas de corriente, la presión , etc.) , se debe a que sólo depende de los
primeros coeficientes de las series en polinomios de Legendre para c.p(N) (¡.L ; Re)
y T/(N )(¡.L; Re), que son los que convergen más rápido.
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En el caso de las líneas de corriente,' las figuras 5.7 Y 5.8, muestran los
resultados para dos valores de N . En la primera figura, cuando Re = 1,
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Figura 5.7: Líneas de corriente para Re = 1 con dos valores diferentes de N :
N = 6 izquierda y N = 9 derecha.

las diferencias ent re las dos 'gráficas es muy pequeña, sobre todo cerca del
objeto. Como la solución para Re = O es simétrica , respecto aguas arriba '
yaguas abajo, conforme el Re t iende a cero las líneas de corriente se hacen
más simétricas. Es import ante señalar , que en este caso la asimetría para
Re < 1 es muy pequeña y prácticamente imperceptible a simple vista, a
diferencia del cilindro en el que la contribución simétrica no representa una
buena aproximación a las propiedad es del flujo, puesto que no hay solución
a Re = O. Cuando el número de Reynolds es aumentado por encima de la
unidad, las curvas se hacen más asimétricas conforme se aumenta el valor de
N. Aunque este resultado ya se había encont rado del análisis de la sección
anterior, hay que notar que las diferencias entre las dos gráficas de la figura
(5.8) son más pronunciadas lejos de la esfera . En cambio" cerca del objeto
las diferencias son, a simple vista, casi imperceptibles.
A pesar de que los resultados obtenidos en este caso, son similares al caso
bidimensional, es importante señalar las diferencias más notori as. Por un
lado, cuando el Re es pequeño, las líneas de corriente son prácticamente
simétricas, a diferencia del cilindro, para el cual, la asimetría es más pronun-
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Figura 5.8: Líneas de corriente para Re = 2 con dos valores diferentes de N:
N = 6 izquierda y N = 9 derecha .

ciada. Por el otro lado, en 3D las diferencias cerca de la esfera son pequeñas,
aún para Re relativamente mayor que uno, y se hacen más pronunciadas
conforme la distancia al cuerpo aumenta. En el caso del cilindro las dife
rencias son apreciables en todo el dominio. La razón tiene dos fuentes , una .
es evidentemente que la solución a Re = Oexiste y, además , representa una
buena aproximación a la solución cerca de la esfera. La otra, es que en este
caso, cuando Re es menor que uno, la contribución de los términos no linea
les en las ecuaciones diferenciales ordinarias, a cada orden en N , contienen
apro~madamente la misma información en la vecindad del cuerpo.

6 Cómo se ve contra otros cálculos

Análogamente al caso del cilindro, una forma de estimar hasta que números
de Reynolds los desarrollos (5.38-5.40) son válidos y si, para valores grandes
de N , convergen o no a la solución del problema, es a través de comparar
con resultados obtenidos a lo largo de los años.
En las figuras 5.9 y 5.10 se muestra el coeficiente de arrastre (5.44), como
función de Re, junto con los resultados obtenidos a partir de la aproximación
de Oseen [3,4], el método de acoplamientos asintóticos [8,43], el resultado
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Figura 5.9: Comparación de los resultados para el coeficiente de arrastre:
a) N = 9, b) Oseen, e) Proudman & Pearson, d) Chester & Breach y e)
Goldstein.

usando el método hamotópico [44] y un ajuste que proviene de resultados
experimentales [50,62]. En estas figuras, se puede ver que, prácticamente
en todo el intervalo, los resultados para N = 9 están por debajo de todos
los demás. Evidentemente, todas las curvas son muy parecidas en la vecin
dad Re = O, pues el término dominante en esa región corresponde a la ley
de Stokes. Para Re < 0.5, que es donde los AEA se suponen válidos, las
diferencias son pequeñas (ver figura 5.9); para Re mayores las diferencias
aumentan. En la gráfica de la izquierda, de la figura 5.10, al comparar con
los resultados de Clift et. al. [50,62], se observa que van por debajo de los
resultados de Proudman & Pearson [8] , para Re > 1, de manera que las
diferencias con la expresión (5.44) disminuyen. Al comparar los resultados
de Liao [44] de sexto y décimo orden de aproximación" , en la gráfica de la
derecha de la figura 5.10, se ve que las diferencias son mínimas, relativo a
la comparación con los demás resultados. Es importante notar que en el
método propuesto por Liao [44,45], se encuentra el mismo comportamiento
observado en la figura 5.6. Las curvas para el orden mayor tienen la misma
tendendencia, es decir, incrementan su valor de manera que se van acercando
al resultado de Clift et. al. 'En la figura 5.11 se muestran los resultados para
N = 9 y los resultados de Dennis & Walker [19], que usaron un método de
truncamiento de series. En este caso, los resultados también caen por debajo
de los reportados por estos autores.

4Para más detalles del significado del orden de aproximación en el método de Liao ver
la sección 2 y/o la referencia [44] .

101

~ - - - - - - - - - - - - - - -



CD (Re )
120 .

100 :

80 .

6 0 :

40 :

20 :

I (al

1---- (b)

1- (e)

.:~

. .~

CD (Re)

100

80

60

4 0

20

I

\,
'.

\,

(a l i

- (d)

- - -- (e)

...:.----------- Re
0.2 0 . 4 0 . 6 0. 8 1 1. 2 1. 4

+----------- Re
0.2 0.4 0 .6 0 .8 1 1.2 1.4

Figura 5.10: Comparación de los resultados para el coeficiente de arrastre:
a) N = 9, b) Clift et. ol., c) Proudman & Pearson, d) Liao (sexto orden) y
e) Liao (décimo orden).

Estos resultados muestran que, aunque en el caso tridimensional sí hay
solución cuando Re = O, la convergencia de las soluciones encontradas, como
función de N , es lenta. Aunque es importante tener en cuenta que, en la
actualidad, es posible realizar cálculos largos y complicados utilizando a las
computadoras con los algoritmos adecuados. En la gráfica 5.6, de la sección
anterior, se puede notar que la tendencia de las curvas, al aumentar el valor
de N, va acercándose lentamente a los resultados reportados en la literatura.
Cabe resaltar que se esperaba que el caso de la esfera convergiera más rápido
que el caso del cilindro , sin embargo, todo indica que las series en potencias
de x deben truncarse a N más grandes, de manera que el problema aproxi
mado tenga la información suficiente, sobretodo para Re > 0.5. Entonces,
por un lado se tiene una convergencia muy lenta para las series de potencias
en Re y, por"el otro lado se observa que la convergencia como función del
orden al que se truncan las series de potencias de X, también es lenta. De
los análisis de las secciones anteriores, se encontró que las series de potencias
en Re representan buenas aproximaciones para O~ Re < 1. De manera que
para mejorar los resultados del coeficiente de arrastre es conveniente hacer
cálculos para valores de N más grandes o, al cambiar la representación en
potencias de Re, encontrar los comportamientos asintóticos para N ~ oo.
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7 Conclusiones

Aunque en este caso muchas de las conclusiones simplemente se pueden copiar
del caso del cilindro , es importante hacer claras las diferencias. Las solu
ciones propuestas para los campos Ü(N) (x, e; Re) Y p*(N)(x , e; Re), contienen
tres aproximaciones. Primero se truncan (a un orden N) las series en poten
cias de x , de manera que las ecuaciones de Navier-Stokes se transforman en
un conjunto de tres relaciones de recurrencia y las condiciones de frontera, en
dos ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, para dos funciones de ey
Re. Estas funciones resultan ser las componentes del tensor de esfuerzos, cal
culadas sobre la superficie de la esfera. Las soluciones de las ecuaciones dife
renciales se buscan proponiendo series truncadas (a orden M) en polinomios
de Legendre, así que el problema se reduce a un sistema completo de 21V[
ecuaciones algebraicas no lineales. En vista de la complejidad de estas ecua
ciones, se resuelven usando una representación en series en potencias de Re,
que, del estudio del problema bidimensional, se sabe que no es la elección más
apropiada, pero permite hacer un estudio de la convergencia de los primeros
dos desarrollos. De esta manera, el problema algebraico no lineal se reduce
a resolver, a cada orden en Re, un sistema de ecuaciones algebr aicas lineales.
Una de las principales diferencias con el flujo en 2D, es que la solución cuando
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Re = oexiste ; solución de Stokes. Por lo que los problemas de convergencia
de las series en potencias de x, para Re « 1, se reducen. Hay que recal
car que aunque la convergencia de estas series es más rápida en esa región,
con respecto a los resultados obtenidos para el cilindro (ver figuras 4.19 y
5.6), sigue siendo lenta, puesto que, para los valores de N hasta ahora con
siderados, aún se observan diferencias al comparar con los resultados de los
AEA [8,43].
Cuando N y M están fijas, las series de potencias en Re para los coeficientes
en polinomios de Legendre parecen ser convergentes en O :s: Re < 1; todo
indica que los radios de convergencia son finitos y pequeños. Pues al aumen
tar el número de términos en los desarrollos (5.28) y (5.29), los resultados
no mejoran apreciablemente, para Re > 1. Aunque las series de potencias
están restringidas a un intervalo pequeño del Re, el hecho de que se puedan
calcular para valores arbitrarios de M' , muestra que la ecuaciones algebraicas
(5.22) y (5.23) tienen al menos una solución. En otras palabras, 'existe una
solución para los coeficientes de Fourier éo¡(Re ) Y(ll(Re) tal que sus respec
tivas series de Taylor están dadas por los desarrollos (5.28) y (5.29). Por lo
tanto, todo indica que el problema a N y M fijas, es soluble y regular en
el número de Reynolds. Evidentemente, estos sistemas de ecuaciones tienen
varias soluciones , dependiendo del grado de no linealidad que tengan dadas
N y M. Los resultados encontrados muestran que las series de potencias en
Re, son los desarrollos de una solución físicamente plausible.
El siguiente paso , es el estudio de las soluciones para diferentes valores de
M , que se escoge tal que M « M'. En este caso, se encuentra que las series
en polinomios de Legendre convergen más rápido que las series de potencias
en Re. Al aumentar M en las series (5.30) y (5.31), por un lado , se ob
tienen aproximaciones a un orden mayor , pues se consideran más términos
en los desarrollos en serie. Por otro lado, debido a la naturaleza no lineal del
problema, los primeros órdenes cambian al cambiar el valor de M . Los coefi
cientes (de orden l), de estos desarrollos, se hacen más pequeños conforme l
se acerca a M; así que parecen ser series convergentes. Las diferencias entre
los coeficientes (de orden l < M), para valores consecutivos de M , resultan
ser pequeñas para M > 4. Hay que notar que, a N fija, el intervalo de valo
res del Re en el que estas diferencias son pequeñas, puede ser relativamente
grande dependiendo del valor de N. Por lo tanto, las series en polinomios de
Legendre resultan ser una representación adecuada para las soluciones de las
ecuaciones (2.44) y (2.45). Este resultado tiene varias ventajas, entre ellas,
dado que las ecuaciones diferenciales pueden ser muy grandes y muy com-
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plicadas, puede ser más sencillo trabajar con ecuaciones para los coeficientes
de los desarrollos en serie de Legendre , que con las ecuaciones diferenciales
directamente. Además , si !vI es pequeño, los sistemas de ecuaciones que hay
que resolver son más simples.
Cuando se incrementa el valor de N , con M fija, el valor absoluto de los
coeficientes de las series de potencias en Re presentan un comportamiento
creciente, como se muestra en la figura 5.2. En el fondo, este resultado es bien
conocido , puesto que en el límite cuando N ~ 00 , el problema aproximado
tiende al original que se sabe es singular en el número de Reynolds. El
hecho de que no sea fácil encontrar el comportamiento asintótico , parece
ser una consecuencia del uso de series de potencias en Re. Puesto que el
comportamiento observado en los coeficientes W1kj Y rOkj , como función de
N , puede estar reflejando que las derivadas de la solución de las ecuaciones
algebraicas, no lineales, crecen sin límite cuando N ~ oo. Sin embargo,
el comportamiento de las funciones <p(N) (8; Re) y r¡(N)(8 ; Re), como función
de N , muestra .que estas series parecen ser convergentes cuando el Re es
pequeño. De hecho, conforme se aumenta el valor al que se truncan las series
de potencias en x , las diferencias entre las curvas, para el orden N y el N +1,
decrecen conforme N aumenta, como se puede ver en las gráficas de la figura
5.4.
Es de resaltar que, aunque se cambie la representación para las soluciones a
las ecuaciones algebraicas no lineales , la convergencia de la soluciones como
función de N sigue siendo lenta. Cuando las series en potencias de x se trun
can , las ecuaciones de Navier-Stokes con condiciones de frontera se aproximan
por las ecuaciones diferenciales (2.44) y (2.45). Por lo que tienen validez para
cierto intervalo del Re, que depende del valor de N. En primera instancia,
se podría decir que los términos despreciados en las ecuaciones de Navier
Stokes a N fija, que son de orden X N+1 suponiendo que se conocen <p(N) (8; Re)
y r¡(N )(8; Re) exactas, son pequeños en todo el dominio; si N es grande. El
problema de la lenta convergencia en las series de potencias de x , para los
campos de velocidad y presión, surge debido a que sus coeficientes cambian
con N , lo cual , tiene varias fuentes. Por un lado, la transformación propuesta
para la coordenada radial. Cuando las series de potencias de x se escriben en
términos de la distancia a la esfera (r) , cada nuevo término calculado incluye
correcciones a todas la potencias de r -n, desde cero hasta n = N . Por otro
lado , está el forzar las condiciones de frontera a satisfacerse para toda N ,
pues esto obliga a que las dos funciones independientes cambien. Al final,
la consecuencia es que N se debe escoger grande o, a partir de una mejor
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propuesta para encontrar soluciones para las ecuaciones algebraicas (5.22) y
(5.23), encontrar los valores asintóticos de los coeficientes de los desarrollos
en polinomios de Legendre para N --t oo.
Por la complejidad de los desarrollos (5.38-5.40) no ha sido posible demostrar
su convergencia. Cualitativamente, los resultados muestran que estos desa
rrollos convergen en un intervalo pequeño del Re. Al comparar con los
cálculos realizados a lo largo de los años , parece ser que convergen a la
solución. Las soluciones aproximadas, obtenidas con el presente método,
parecen diferir de los otros cálculos , aún para Re « 1. En esta región, los
resultados de los AEA se dice son válidos [43] y consistentes con experi
mentos [62] y otros cálculos numéricos [50]. Sin embargo, los cambios en
los desarrollos (5.38-5.40) parecen ir en la dirección adecuada. Por ejem
plo, en el caso del coeficiente de arrastre, conforme aumenta N , la expresión
(5.44) parece acercarse a los resultados usando AEA [4,8 ,43), truncamiento
de series [19] y un ajuste experimental [62]. Es interesante la similitud en
tre la expresión aproximada del coeficiente de arrastre (5.44) y el resultado
obtenido por Liao [44), como se muestra en la gráfica de la derecha en la
figura 5.9. Por una lado , las diferencias son más pequeñas que al comparar
con los otros resultados y, por el otro lado , la forma en que se presenta la
convergencia de los diferentes órdenes de aproximación, en ambos métodos.
En su trabajo, Liao [44] reporta que sus resultados son consistentes con los
AEA y resultados experimentales, aunque, sus gráficas están reportadas en
escala logarítmica y para un intervalo mayor del Re. Por lo que, a esa escala,
las diferencias con los cálculos previos [8, 43, 62] no son apreciables.
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Capítulo 6

Conclusiones generales y
perspectivas

1 Aspectos generales del método

El problema que se estudia, en 2 y 3D, se sabe que es un problema singular
en teoría de perturbaciones, cuando el número de Reynolds es pequeño, y que
la singularidad está localizada a una distancia infinita del cuerpo . Así que se
propone el cambio de variable (2.1), de tal manera que la nueva coordenada
radial toma valores entre O y 1. Una de sus cualidades es que el conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales (2.2-2.6), queda definido en un dominio
finito. Por otra parte, el hecho de que la nueva variable (x) esté definida
en un intervalo finito , permite hacer desarrollos en series de potencias de x ,
para los campos de velocidad y presión, válidos en una región suficientemente
amplia del dominio . Al truncarse a cierta N, la validez se restringe a x « 1.
Es importante tener en cuenta que, en términos de la distancia al cuerpo (r),
x pequeña significa que se está a unos cuantos radios del objeto, lo cual, es
una de las razones de la lenta convergencia de los desarrollos (2.7-2.9) .
Al proponer a las soluciones comodesarrollos en potencias de x , las ecua
ciones de Navier-Stokes 'se reducen a un conjunto de tres relaciones de recu
rrencia entre sus coeficientes , de los cuales sólo dos son independientes. Las
condiciones de frontera resultan en dos ecuaciones diferenciales ordinarias,
no lineales, de orden y grado infinitos, para los coeficientes independientes
<p(e; Re) Y r¡(e; Re); éstos son las componentes normales y tangenciales del
tensor de esfuerzos, respectivamente, calculadas sobre la superficie (S) del
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cuerpo" . Por lo tanto, si se conocen ep(B;Re) Y r¡(B;Re) , todas las carac
terísticas del flujo se pueden calcular en función de estas dos cantidades y
sus derivadas. Entonces, si por algún método se calculan ep(B;Re) Yr¡(B ;Re),
que satisfacen las condiciones (2.10-2.12) , el presente método proporciona un
procedimiento iterativo para calcular, con un buen grado de aproximación,
los campos de velocidad y presión, la función de corriente, el coeficiente de
arrastre, etc. La convergencia lenta de las series en potencias en x se debe a
que las condiciones de frontera (2.10) y (2.11) son forzadas a satisfacerse para
toda N , de manera que los esfuerzos sobre la superficie del objeto cambian.
Uno de los resultados importantes del análisis de convergencia, como función
de N , es que los primeros coeficientes de los desarrollos (2.7-2.9) son los domi
nantes, así que, si los esfuerzos sobre la superficie S son conocidos, sólo es
necesario calcular unos cuantos tér minos en los desarrollos para conseguir
resultados, para todas las cantidades, con un buen grado de aproximación.
Para tener un problema finito y soluble , los desarrollos para los campos (2.7
2.9) se truncan. Entonces, para cada valor de N , se deben resolver dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineales, cuyo orden y grado depen
den de N. Al aumentar N , los resultados se acercan uniformemente a los
cálculos realizados en trabajos anteriores; teóricos [8 ,15 ,17,19 ,43,44] Y ex
perimentales [56, 57, 62]. Por lo que el problema truncado a N resulta ser
una aproximación uniforme a las ecuaciones de Navier-Stokes. Hasta este
punto, no parece ser necesar io hacer ninguna hipótesis sobre el tamaño del
R~ , sin embargo, como el término no lineal en la ecuación de conservación
de momento está modulado por el Re, hay una relación intrínseca entre su
tamaño y el orden al que se truncan la series de potencias de x . Desgraciada
mente, hasta este momento, no se tiene un mecanismo para cuantificar dicha
relación , pues aunque en principio se sabe que se desprecian términos de or
den X N + l , al forzar las condiciones de frontera a satisfacerse para toda N , las
funciones ep(N )(B ;Re) Y r¡(N) (B; Re) cambian, así como todos los demás coe
ficientes de los desarrollos (2.7-2.9). Estos cambios disminuyen, lentamente ,
conforme N ~ 00 y para O~ Re < 12.

Entonces, para obtener buenas aproximaciones a las características del flujo,
es necesario resolver para valores grandes de N, aún cuando el Re es pequeño.
Cuando N es relativamente grande (mayor que 10) en cualquier caso, 2 o 3D,

1En 3D, los esfuerzos tangenciales tienen un factor adicional de sin B.
2En 2D el Re debe ser estrictamente mayor que cero, ya que el problema a R e = OY

N ~ 00 no se puede resolver .
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las ecuaciones diferenciales resultantes son largas y muy complicadas. Así que
resulta conveniente buscar soluciones como desarrollos en series truncadas de
funciones ortogonales, es decir,

!vI

<p(N)(B;Re) = I>:0l(Re)F1(B ),
1=0

!vI

r¡(N)(B ;Re) = L (11 (Re):fi(B ),
1=0

(6.1)

(6.2)

donde :fi(B) son un conjunto de funciones ortonormales. A partir de las
propiedades de ortogonalidad, el problema de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias se reduce a un sistema completo de ecuaciones algebraicas no li
neales. La principal ventaja de este procedimiento, es que las relaciones de
recurrencia entre los coeficientes de (2.7-2.9), que involucran funciones de la
variable angular y del Re, se pueden reescribir en términos de otras relaciones
recurrentes entre funciones del Re, nada más. Estas últimas se pueden iterar
para valores más grandes de N. El tamaño del sistema de ecuaciones alge
braicas depende del número M de términos considerados en los desarrollos
en la base ortogonal y, tomando en cuenta que son ecuaciones no lineales,
el estudio de sus soluciones resulta complicado en el caso general. La alter
nativa más simple , es buscar soluciones proponiendo series de potencias del
Re'
El primer resultado que salta a la vista, es que la representación en potencias
de Re no es adecuada para Re ~ 1. Al estudiar el comportamiento de los
coeficientes de los desarrollos (6.1) y (6.2), a Re fijo, se observa que crecen
conforme N crece. Por lo tanto, esta representación no presenta información
clara acerca del comportamiento asintótico de estas funciones, cuando N -+

oo. El resultado importante es que las series de potencias en Re muestran que,
hasta los casos analizados, los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales,
tienen al menos una solución físicamente plausible y que el problema truncado
es regular, pues las series en potencias de Re se pueden encontrar a orden
arbitrario. Además, cuando el Re < 1, estos desarrollos resultan buenas
aproximaciones a las soluciones de los sistemas de ecuaciones algebraicas no
lineales . Entonces, la convergencia lenta en los dobles desarrollos en serie,
para las coordenadas radial y angular, de los campos de velocidad y presión,
tienen dos fuentes . El truncar las series de potencias en x , ya que para los
primeros valores de N y a Re < 1, los resultados obtenidos quedan lejos
de los reportados por otros autores, cuyos resultados son válidos para esos
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valores del Re. Para Re ;:::: 1 Y a N grande, el problema está en las series
de potencias del Re, ya que parecen tener un radio de convergencia finito y
pequeño . Aunque los radios de convergencia no se han calculado, se encuentra
que al aumentar el número de términos en las series de potencias del Re, los
resultados no mejoran apreciablemente, para Re de orden uno.
Los resultados más importantes encontrados en este estudio se pueden re
sumir en que se tienen expresiones para los campos de velocidad y presión ,
que parecen converger , lentamente, a los resultados reportados a lo largo de
los años . En primera instancia, una de las desventajas del presente método, es
que la presión no satisface la condición de frontera en el infinito para ningún
valor de N . Sin embargo, esta situación es una consecuencia de truncar las
series en potencias de z , pues aunque el campo de velocidad es uniforme en
x = 1 (r -+ 00) su validez está restringida a x « l . El forzar las condiciones
(2.10) y (2.11) a satisfacerse para toda N, es un truco que permite encontrar
formas aproximadas de los esfuerzos calculados sobre la superficie del cuerpo.
Al comparar los resultados aquí obtenidos' con otrasmetodologías, se en
cuentra que , al cambiar el valor de N, las funciones cp(N)(B;Re) Y7](N)(B;Re)
parecen ser convergentes al valor del tensor de esfuerzos, en la superficie del
objeto, que es solución al problema para N -+ oo. La condición para el
campo de presión se satisface para las soluciones del problema en el límite
N-oo.
Es importante recalcar que los resultados encontrados dentro del análisis
de convergencia de los primeros dos desarrollos , fue posible gracias al uso
de la representación en serie de potencias del Re. Esto se debe a que fue
relativamente fácil, desde el punto de vista algebraico , realizar un método
iterativo y encontrar resultados para una amplio rango de valores de N y M .

2 Las diferencias entre 2D y 3D.

Matemáticamente, las diferencias entre el flujo en 2 y 3D, se traducen en
una simetría diferente en las ecuaciones de movimiento (2.2-2.6). En el caso
de la esfera, el problema es más complicado, pues los coeficientes de las
ecuaciones (2.34-2.36) son funciones de B y de x. En el caso del cilindro,
son funciones sólo de x . Este hecho se ve reflejado en las relaciones de
recurrencia para los coeficientes de los desarrollos (2.7-2.9) y, por lo tanto,
en las ecuaciones diferenciales que deben satisfacer cp(N) (B ;Re) y 7](N) (B; Re)
a cada orden N . En el caso bidimensional, se deben resolver ecuaciones
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diferenciales, no lineales, con coeficientes constantes. En cambio, en tres
dimensiones, los coeficientes de las ecuaciones diferenciales (2.44) y (2.45) son
funciones de la variable de integración (J-l = cos e). La consecuencia es que
en el caso de la esfera, el número de términos en cada ecuación crece mucho
más rápido que en el caso del cilindro , como se muestra en el apéndice A. Por
ello, en la práctica, el problema truncado a orden N es mucho más difícil de
encontrar en 3D, cuando N es grande. En este trabajo, el valor máximo de N
utilizado para el cilindro , es tres veces mayor que la N máxima considerada
en el caso de la esfera.
En 2D el problema de resolver relaciones de recurrencia entre los coeficientes
que son funciones de la variable angular y del Re (las expresiones (2.20-2.22)) ,
se redujo a relaciones de recurrencia entre números, nada más. Claramente,
es posible hacer lo mismo para el caso en 3D con las expresiones (2.41
2.43), sin embargo, este caso es más complicado y aún no se han realizado
los cálculos correspondientes. La razón por la que se estudió con mayor
detalle el caso bidimensional, es que las ecuaciones resultantes al truncar
a orden N son más simples, y se pueden analizar las propiedades de las
series en potencias de x. De este estudio, se encontró que los desarrollos en
-potencias de Re no son una representación adecuada para Re ;::: 1, por lo
que, en el caso tridimensional, no parece ser un camino recomendable para
mejorar la aproximación. Los pocos cálculos realizados en esa dirección , son
simplemente para identificar propiedades generales de los desarrollos (2.7
2.9) , en ambos casos 2 y 3D.
Otra de las claras diferencias encontradas es el caso Re = O, que simplemente
refleja el hecho, bien conocido, que las ecuaciones de Stokes en 2D no se
pueden resolver. Lo cual, en este caso, t iene como consecuencia que los
primeros valores de N , representan pobres aproximaciones para Re « 1.
Como en 3D la solución para Re = O sí se puede encontrar, el caso de la
esfera converge más rápido cuando el Re es muy pequeño , aunque, todo
indica que la convergencia, en función del orden al que se truncan las series
de potencias, sigue siendo lenta. El problema en 2D es que en el límite cuando
Re ---> Oy N ~ 00 , el campo de velocidades es uniforme en el infinito pero la
presión , en esa región, crece con N y se hace infinita cuando N ---> oo. Este
problema se sabe que es una consecuencia de las series de potencias en Re'
Si se utiliza una representación alternativa, que reproduzca las propiedades
de las soluciones a los sistemas de ecuaciones algebraicas (3.24) y (3.25), al
tomar el límite Re ---> Oy N ---> 00 , es posible obtener una solución consistente
con las ecuaciones de movimiento y las condiciones a la frontera.
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3 Perspectivas

Uno de los aspectos evidentes del método .propuesto es que, dado que las
series en potencias de x convergen lentamente , los cálculos necesarios para
obtener resultados pueden ser muy largos y tediosos, pues hay que tomar
valores de N grandes. En principio , para calcular el problema a un orden
N , sólo es necesario iterar las relaciones de recurrencia (2.20-2.22) para 2D
o (2.41-2.43) en 3D, encontrar los coeficientes de los desarrollos (2.7-2.9) y
resolver las ecuaciones diferenciales resultantes. Debido a la no linealidad de
las ecuaciones de movimiento , el número de términos en cada ecuación crece
rápidamente. Los cálculos, evidentemente, se tienen que realizar usando una
computadora y programas capaces de hacer cálculos en forma simbólica, en
este caso l\ Iathematica 4. Entonces, por un lado, las ecuaciones resultantes
pueden ser muy largas y complicadas y es difícil estudiarlas analíticamente.
Por el otro lado , puesto que el cálculo y el retener en la memoria de la
computadora los resultados de cada iteración de las relaciones de recurrencia,
la memoria RAM de la computadora se satura rápidamente. Por lo tanto, a
partir de cierto valor de N no es posible plantear el problema; en el caso del
cilindro el problema se puede calcular hasta N = 20 Y para la esfera hasta
N = 10, aproximadamente. Así que resulta más conveniente desarrollar los
coeficientes de (2.7-2.9) en series de funciones ortogonales , que se denotan de
la siguiente manera:

M

an(e;Re) :L Ctnl(Re):Ji(e), (6.3)
1= 0

M

bn(e;Re) = WD(e) :L (nl(Re ):Ji(e), (6.4)
1=0

M

cn(e;Re) - :L énl(Re)F1(e) , (6.5)
1=0

donde D es la dimensión, W2 = 1, W3 = sine y FI(e) es un conjunto de
funciones ortonormales. De los desarrollos anteriores y propiedades de or
togonalidad, se pueden encontrar nuevas relaciones de recurrencia para los
coeficientes Cl:nl, (nI Y énl . De manera que se calculan directamente las ecua
ciones algebraicas, no lineales , sin pasar por las ecuaciones diferenciales or
dinarias. En el flujo alrededor de un cilindro , se obtuvieron las relaciones
de recurrencia para los coeficientes de (6.3-6.5) , y se encontró que tienen la
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ventaja de poderse iterar para valores más grandes de N. Entonces, para
poder obtener resultados a N grandes, en el caso del flujo alrededor de una
esfera, parece ser conveniente realizar un cálculo análogo.
Ya que se tiene una forma iterativa de construir el problema algebraico , se
requiere un procedimiento iterativo para resolverlo. En este trabajo se uti
lizaron desarrollos en potencias de Re para los coeficientes de los desarrollos
(6.3-6.5). La principal ventaja, que se estudió ampliamente en 2D, es que
se pueden encontrar relaciones de recurrencia entre números puros , así que
se pueden hacer cálculos para N relativamente grandes . Sin embargo, las
series de potencias en Re convergen lentamente, sobretodo a N grandes y
para Re > 1, y no resulta una representación adecuada. El hecho impor
tante, que es usar una nueva representación, es que ésta permita construir
relaciones de recurrencia entre coeficientes numéricos, pues tienen la ven
taja de poderse iterar para valores más grandes de N . Por ejemplo, con las
relaciones (3.34-3.36), en el caso en 2D, se pueden encontrar resultados para
3 s N ~ 30.
Un primera alternativa, es proponer soluciones como cocientes de polinomios
en el Re para los coeficientes de los desarrollos (6.1) y (6.2). Para un valor
fijo de N y M , se tiene un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, que
se denotan simbólicamente de la siguiente manera

(6.6)

donde l = 1, ... , 2M Y Al constantes. La idea es proponer a las soluciones la
siguiente forma:

cal
PI(Re ) (6.7)- ql(Re ) ,

(11
PI(Re ) (6.8)= éj¡(Re ) ,

con

- f {1J..
1j

, } R~
j=O PI)

= i { ~lj } R~.
j=O ql)

(6.9)

(6.10)

Los límites en las sumas de las expresiones anteriores, dependen de l , N y
M, Al sustituir los coeficientes (6.7) Y (6.8) en las ecuaciones algebraicas,
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se debe encontrar una manera consistente de obtener sistemas completos de
ecuaciones algebraicas entre los coeficientes en (6.9) y (6.10). En el caso que
se tenían soluciones en series de potencias de Re, el conjunto de ecuaciones
proviene de satisfacer las ecuaciones (6.6) a cada orden en R~. De donde
se conocen propiedades generales de los desarrollos , en serie de potencias,
de los coeficientes cOl(Re) Y (ll(Re) alrededor de Re = O. Esto puede dar
información adicional sobre los coeficientes de los desarrollos (6.9) y (6.10).
Esta información se puede obtener a partir de estudiar las propiedades de los
aproximantes de Padé [59,60], que se construyen a partir de las series de po
tencias en Re' Para construir las ecuaciones algebraicas para los coeficientes
de los desarrollos (6.9) y (6.10) , la idea es quitar los denominadores de las
ecuaciones algebraicas (6.6) y coleccionar potencias en el Re. El número de
ecuaciones depende de los límites (m, m') en las sumas en las expresiones
(6.9) y (6.10) y del grado de las ecuaciones algebraicas. Por lo tanto, de
las propiedades de los aproximantes de Padé y escogiendo adecuadamente m
y m', es posible encontrar sistemas de .ecuaciones completos para los coefi
cientes de los desarrollos (6.9) y (6.10).
Este procedimiento está basado en los resultados obtenidos al estudiar el flujo
alrededor del cilindro en la aproximación de Oseen, utilizando el presente
método (ver apéndice B). En este caso, las soluciones son de la forma (6.9) y
(6.10), y se encuentra que, a N y M fijas, q(Re ) = q(Re) y m' es constante.
Además, los coeficientes a l fija, tienen l - 1 raíces en Re = Oy sus series de
Taylor tienen las mismas propiedades de paridad que las encontradas en el
caso no lineal, lo cual , se puede utilizar como punto de partida para hacer
estudios preliminares del caso no lineal. Uno de los inconvenientes es que,
dado que estas expresiones son aproximaciones, no parece fácil determinar
a qué grado reproducen las propiedades algebraicas de las soluciones del
problema a N y M fijas.
Otra posibilidad es introducir un parámetro en la base ortogonal, que ayude
a aumentar la velocidad de convergencia de las series en potencias en Re, es
decir , proponer como solución de las ecuaciones diferenciales ordinarias, para
N fija, desarrollos en funciones ortonormales de la siguiente forma:

M
cp(N) (O; Re) - L.col(Re):Fl(h(Re) , O) , (6.11)

1=0
M

r¡(N) (O ;Re) - L.(11 (Re):Fl(h(Re),O). (6.12)
1=0
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Como las funciones :Fi(h,O) son ortogonales, deben satisfacer la condición

(6.13)

Los límites de integración dependen del conjunto de funciones que se uti
lizan , su condición de ortogonalidad y del parámetro h(Re ) . Claramente, el
punto principal es construir las funciones :Fl (h, O), a partir de las funciones
trigonométricas y los polinomios de Legendre, para 2 y 3D respectivamente.
A partir de las expresiones (6.11) y (6.12), de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y de la condición (6.13), se construye un sistema de ecuaciones
algebraicas para los coeficientes COI y (11, que en este caso dependen del Re
y de h(Re ) . La idea principal de este procedimiento, es estudiar la libertad
adicional de escoger el parámetro h(Re ) y, después , estudiar las ecuaciones
resultantes para un valor fijo de h; utilizando series en potencias del Re.
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Apéndice A

Detalles algebraicos

1 La transformación de coordenadas

En esta sección se presentan los detalles para realizar la transformación en
la coordenada radial dada por

1
x = 1--,

r
(A .1)

(A.2)

a las demás variables per-

o ~ o
- = (1-x) - ,
Br ox
parciales respectomientras que las derivadas

manecen inalteradas.

que, como sólo afecta la distancia al objeto, tiene las mismas propiedades en
2 y 3D. La primera derivada parcial respecto a r sigue la siguiente regla de
transformación

1.1 Coordenadas cilíndricas

Los operadores diferenciales , necesarios para escribir las ecuaciones de Navier
Stokes en coordenadas cilíndricas (r,e,z ), son
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donde f = f (r , e). Cuando se hace el cambio de variable (A.1) y se utiliza la
regla de transformación (A.2) los operadores diferenciales en las coordenadas
(x,e,z) son

donde f = f(x , e) . A partir de las expresiones anteriores, junto con las
ecuaciones diferenciales (2.2) y (2.3) , se obtiene el sistema de ecuaciones
dado por (2.13-2.15) .

1.2 Coordenadas esféricas

En el caso de usar las coordenadas esféricas (r,e,r.p ), los operadores diferen
ciales, aplicados a una función de la forma f = f(r , e) , están dados por

\1 8f A 18f {)
- 8r r + -:;: 8e '

\12f - :2 :r (r2~~) + r2s~n e:o (sin e~~) ,
entonces , al hacer el cambio de variable (A.1) , los operadores diferenciales
en las nuevas coordenadas (x ,e,r.p) toman la forma

De manera similar al caso del cilindro, al sustituir las expresiones anterio
res en (2.2) y (2.3), se obtienen las ecuaciones de movimiento para el caso
tridimensional, dadas por (2.34-2.36).

1.3 Las relaciones de recurrencia para am bn Y en
Cuando los desarrollos

00

ur(x ,e;Re) - :L an(e; Re) z",
n=O
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00

Ue(x, B;Re) - L bn(B; Re) z" ,
n=O
00

P*(x,B;Re) = Len(B;Re)xn.
n=O

(AA)

(A.5)

se sustituyen, por ejemplo, en la ecuación (2.15) que corresponde a la ecuación
de continuidad, y se coleccionan potencias de x , se obtiene

por lo tanto

00

L ((n + 1)an+1 - (n - l)an + b~) z" = O,
n=l

(n + 1)an+1 - (n - l )an + b~ = O.

(A.6)

(A.7)

Reacomodando términos en la expresión anterior, se encuentra el coeficiente
an+1 en función de los coeficientes anteriores an y bn, que mediante una
transformación en el índice corresponde a la relación de recurrencia (2.20).
Para el caso de las dos componentes de la ecuación de momento, el análisis
es análogo que en el caso anterior. Sin embargo, debido a que las ecuaciones
son no lineales, se tienen términos como productos de series infinitas. Por
ejemplo , al sustituir los desarrollos para los campos en la ecuación (2.14) se
obtienen términos de la forma

00 00

L L anbn xn+m.
n=l m=l

(A.S)

Este tipo de términos se pueden escribir como producto de una suma infinita
por una finita, simplemente reordenando la suma de manera que el polinomio
quede ordenado en potencias de x , de la menor a la mayor. Para ello, se hace
el cambio n = n' - m con lo que se obtiene

00 n i

L L an'_mbmxn' .
n'=2 m=1

(A.9)

Una vez que se han reescrito los términos no lineales , como en el caso anterior,
la componente angular de la ecuación de momento queda como

00 ( n- 1
]; Re];l bm (b~_m - (m - l )an- m +man- p+1 )

-b~ + b~_l + (n + l)(n + 2)bn-'-2+ (3n + l)(n + 1)bn+ 1

- (3n2 - n - l )bn + n(n - 2)bn- 1 - 2 (a~ - a~_l )) X
n = O, (A.lO)
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2D 3D
N eco (2.23) eco (2.24) eco (2.44) eco (2.45)
4 3 (1) 5 (2) 11 (1) 10 (2)
5 6 (2) 7 (2) I 24 (2) 19 (2)
6 9 (2) 12 (2) I 45 (2) 39 (2)
7 16 (2) 19 (3) 83 (2) 72 (3)
8 25 (3) 29 (3) 145 (3) 130 (3)
9 39 (3) 42 (3) I 250 (3) 213 (3)
10 56 (3) 66 (4) 394 (3) 372 (4)

Tabla A.1: Número de términos en las ecuaciones diferenciales ordinarias,
como función de N. El número entre paréntesis es el grado de la ecuación .

entonces, para que la ecuación anterior se satisfaga, cada coeficiente debe ser
cero. De manera análoga al caso de la ecuación de continuidad, reareglando
términos y haciendo una traslación en el índice, se obtiene la relación de
recurrencia (2.21). Para la componente radial de la ecuación de momento,
eco (2.14) , las cosas se desarrollan de forma similar. Los ejemplos anteriores,
corresponden al caso del flujo alrededor del cilindro. En el caso de la esfera,
el procedimiento es análogo.

2 Los cálculos

La principal diferencia entre el problema en 2D y en 3D, resalta al iterar las
relaciones de recurrencia en cada caso. Cuando se comparan las ecuaciones
diferenciales ordinarias, para diferentes valores de N (ver tabla A.1), se en
cuentra que, conforme aumenta N , el número de términos en cada ecuación
aumenta rápidamente. Al comparar, a N fija, el caso en 2D con el de 3D,
también se ve que en 3D el número de términos crece mucho más rápido. Esto
se debe a que, en 3D, los coeficientes de las ecuaciones diferenciales (2.44)
y (2.45) no son constantes y, conforme se aumenta N, cambian ; crecen en
tamaño y se hacen más complicados. A causa de la velocidad a la que crece el
número de términos, en las ecuaciones diferenciales que hay que resolver, las
restricciones computacionales se hacen notar rápidamente; en cualquiera de
los dos casos. Es por esto que es necesario encontrar alternativas para evitar
construir las ecuaciones diferenciales directamente, como lo son estudiar las
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propiedades de los desarrollos de las soluciones en alguna base de funciones
ortonormales.
Los valores entre paréntesis en la tabla A.1, muestran el grado de cada
ecuación diferencial. En el caso en que N = 3, las ecuaciones diferenciales
son lineales. Para N = 5 Y N = 6, por ejemplo , se tiene que las dos ecua
ciones diferenciales contienen términos cuadráticos. Para N = 8 Y N = 9,
las ecuaciones son de tercer grado , etc. En el caso del cilindro , en donde se
pueden encontrar las ecuaciones para valores más grandes de N , se observa
el mismo patrón.
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Apéndice B

La aproximación de Oseen

El método de truncamiento de series se aplica a las ecuaciones de movimiento
en la aproximación de Oseen, para el problema en 2D. Como las ecuaciones
diferenciales parciales en este caso son lineales, muchos de los cálculos se
pueden hacer analíticamente y así estudiar algunas propiedades de las solu
ciones. Desgraciadamente, aunque el problema es lineal , resulta que es su
ficientemente complicado y no ha sido posible hacer cálculos para valores
grandes del orden al que se truncan las series de potenc ias en x . Sin em
bargo, el conjunto de ecuaciones algebraicas que se deben resolver , para los
coeficientes de Fourier , presentan soluciones en cocientes de polinomios del
Re, lo cual puede utilizarse como punto de partida para proponer una nueva
representación para los coeficientes de los desarrollos (3.16) y (3.17), para el
caso no lineal.

1 Las ecuaciones linealizadas de Oseen

Cuando se utilizan las ecuaciones de Oseen, en vez de las ecuaciones de
Navier-Stokes , las ecuaciones de movimiento, en términos de las variables
(x, e) , son

(( ) BUr . BUr . ) ( ) BP
Re 1 - x cose Bx - sm e Be + sm euo = - 1 - x Bx

3B2Ur )B2u
r ( )2 BUr

+(1 - x) Bx2 + (1 - x Be2 - 1 - x Bx

Buo
- 2(1 - x) Be - (1 - x)ur , (B.1)

123



(
OUe. OUe . ) OP

Re (1 - X)cos OOX - sin O00 - sin OUr = - 00

302Ue - 02Ue 20Ue
+ (1 - X) Ox2 + (1 - X) 002 - (1 - X) OX

+2(1 - X) ~i - (1 - X)Ue , (B.2)

OUr Oue
(1 - X) OX + 00 + Ur = O. (B.3)

Cuando se sustituyen los desarrollos (2.7-2.9) , para los campos de veloci
dad y presión, en las ecuaciones anteriores y después de haber coleccionado
términos con la misma potencia de x , se obtienen las siguientes relaciones de
recurrencia

an - ~ ((n - 2)an-1 - b~_l ) , (EA)

b.; - ( 1 ) (Re ((n -1 )bn - 1 - (n - 2)bn - 2)cosO - Re(b~_2
n n - 1

-an-2) sin é' - 2a~_2 + 2a~_3 - b~_2 + b~_3 + (3n - 5)(n -1)bn - 1

- (3n2 - 13n + 13)bn - 2 + (n - 2)(n - 4)bn - 3+ C~_2) , (B.5)

en - ~ (Re ((n - 1)an-1 - nan ) cos O+ Re (a~_l - bn - 1) sin O

+a~_l - a~_2 + n(n + 1)an+1 - n(3n - 2)an + (3n2 - 7n + 3)an-1

-(n - 1)(n - 3)an-2 - 2b~_1 + 2b~_2 + (n - 1)en-1) . (B.6)

donde las primas represent an derivadas con respecto a O. Las condiciones
a la fron tera, en el lenguaje de los coeficientes an, bn y en, están dadas
por las expresiones (2.23) y (2.24). De manera análoga al caso no lineal ,
estas relaciones de recurrencia tienen dos coeficientes independientes, co(O) y
b1(0)1. Por lo tanto, en este caso ; las condiéiones de frontera resultan en dos
ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales , cuyos coeficientes son funciones
de Oy de Re'
Por ejemplo si se toma el caso N = 3, las ecuaciones (2.23) y (2.24) toman
la forma

Re sin OT/o(O) - (5 + Re cos O)T/~(O) - cp~ (O) = 6 cos O, (B.7)

1De igual forma que se hizo en el caso no lineal, estos coeficientes se renombran como
'Po(8) Y 1/0(8) respect ivamente .
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(12+ 7RecosO+ R; cos" O)r¡o(O) - Re sin Or¡~(O)

-2r¡~(0) + (7 + RecosO)~~(O) = -6sinO. (B.8)

Al comparar las ecuaciones anteriores con las obtenidas en el caso no lineal , es
claro que en el caso de Oseen, los sistemas de ecuaciones diferenciales (2.23)
y (2.24) contienen al número de Reynolds para toda N > 1, a diferencia del
caso no lineal, donde la dependencia en Re sucede a partir de N = 4; que
es el primer problema no lineal. Sin embargo, cuando Re = O los sistemas
de ecuaciones en los dos casos coinciden. Si N = 4 se obtiene el sistema de
ecuaciones

2r¡~3) (O) + Resin Or¡~ (O) + 2Re (5 + Re cos O) sin Or¡o( O)

- (27 + 9Recos0+ R; cos" O) r¡~(0) + Resin O~~ ( O)

- (10 + Re cos O)~~(O) = 24 cos O,

(60 + 49Recos O-+- 13R; cos2 O+ R~ cos"0+ R2 sin2 O) T/o (O)

-Re (11+ 2RecosO) sin Or¡~(0) + ~~ (O) + 13Recos O~~(O)

+R; cos2 O~~(O) - 20r¡~(0) - 3Recos 0r¡~(0)

-Re sin O~~(O) - 2~~3)(0) = -24 sin O.

(B.9)

(B.10)

Análogamente al caso no lineal, cuando se incrementa N, el orden de las
ecuaciones diferenciales se incrementa como N - 1. Aunque el problema
es lineal para toda N, las ecuaciones diferenciales aumentan en tamaño y
complejidad, por lo que son difíciles de encontrar. El número de términos
en cada ecuación crece más rápido que en el caso no lineal , debido a que
en este caso los coeficientes de las ecuaciones diferenciales ordinarias no son
constantes.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias se resuelven usando series de Fourier,
de manera que se proponen soluciones de las forma

00

an(O; Re) - L Clnl(Re)cos(LB), (B.ll )
1=1
00

'. bn(O; Re) = L (nl(Re)sin(lO) , (B.12)
1=1
00

en(O; Re) = L cnl(Re)cos(LB) , (B.13)
1=0

que, después de haberse sustituido en las relaciones de recurrencia (B.4-B.6),
se obtiene un nuevo conjunto de relaciones entre los coeficientes Clnl, (ni yenl
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(B.17)

(B.18)

que se escriben a continuación:

1
a:nl - - ((n - 2)a:n-1,1- l(n- u ) , (B.14)

n
1 1 .

(ni - ( ) (-2 Re ((n - 1)(( n- 1l+1 + (n- 1l- 1) - (n + l - 3)(n- 2,1-1
n n -1 "

- (n -l - 3)(n-2,1+1 + U n- 2,1- 1 - a:n-2,I+ d + 2l(a:n- 2,1 - a:n-3,1 )

+l2((n_2,1 - (n-3 ,1) + (3n - 5)(n - l)(n- l ,1 - (3n2 - 13n + 13)(n-2,1

(n - 2)(n - 4)(n-3,1 - lEn-2,1) , (B.15)

1(1Enl = ;, "2Re ((n - l - 2)a:n-l,I+1 + (n + l - 2)a:n-l,I-1

-n(a:n,l+l + a:n,l-l) + (n-1,p+1 - (n-1,1-1)

-l2(a:n_1,1 - a:n-2,1) + n(n + l)a:n+1,p - n(3n - 2)a:nl

+(3n2 - 7n + 3)a:n-l ,1 - (n - l)(n - 3)a:n-2,1

-2l ((n-1 ,1- (n-2,1 ) + (n - 1)E:n-1 ,1) . (B.16)

Para determinar el número de coeficientes independientes, asociados con las
relaciones de recurrencia anteriores, hay que tomar en cuenta que las rela
ciones de recurrencia (BA-B .6) tienen dos coeficientes independientes que son
funciones del ángulo y de Re, a saber CPo( () ;Re) y r¡o (() ;Re), Ysus desarrollos
en serie de Fourier son de la forma

00

CPo((); Re) - ¿ EOl(Re ) cos(le) ,
1=0
00

r¡o (() ;Re) = ¿ ( 11 (Re) sin(le),
1=1

por lo que , para las nuevas relaciones de recurrencia, los coeficientes inde
pendientes son EOl Y (11 , para l = ·1, .. .. Las condiciones a la frontera, dadas
por las ecuaciones (2.23) y (2.24) , en términos de los coeficientes de Fourier
resultan en las siguientes expresiones

N

¿ a:nk - Ó1k , (B.19)
n-1

N

¿ (nk = -Ó1k.
n=l

(B.2ü)

Cuando los coeficientes a:nk Y (nk se escriben en función de los coeficientes
independientes , las expresiones anteriores resultan, para N fija, en un sistema
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infinito de ecuaciones algebraicas lineales, para los coeficientes desconocidos
COk y (Ik . En la práctica, las series de Fourier se deben truncar para tener
sistemas de ecuaciones finitos.
Aquí, es importante notar que, en las relaciones de recurrencia (B.14-B.16);
los coeficientes no sólo dependen de coeficientes anteriores, sino también de
coeficientes posteriores. En otras palabras, los coeficientes con subíndices
(nk) pueden depender de coeficientes con (n - i .k - 1) Y (n - j , k + 1), con
j ~ n. Por lo que, si las series de Fourier se truncan a cierta M; es necesario
suponer que los coeficientes COk y (lb para k > M; son cero. De otra manera,
no es posible encontrar un sistema de ecuaciones completo, es decir , que el
número de ecuaciones equipare al número de incógnitas.
Para ejemplificar el hecho anterior, en el caso de N = 3, las primeras ecua
ciones algebraicas son

-Re (12 + 2 (cOI - 5(11) - 12, (B.21)

-10(12 - Re ((11 + (13) + 4c02 = O, (B.22)

R; (2(11 + (13) + 4 (14(11 - 7c01)

+Re(18(12 - 4c02) = -24, (B.23)

80(12 + R; (2(12 + (14) - 56c02

+2Re(6 (11 + 10(13 - COI - 3c03) = O, (B.24)

que resultan al truncar en M = 2 las expresiones (Bil l ) y (B.12). Claramente
las ecuaciones anteriores tienen más incógnitas que ecuaciones , de manera que
para resolverlas hay que hacer suposiciones adicionales sobre los coeficientes
con k > 2. Si se calculan más condiciones, a partir de (B.19) y (B.2ü) , para
valores de k mayores, el número de ecuaciones se incrementa, así como el
número de incógnitas. Por lo tanto, la única manera de resolverlo, es suponer
que, si las series (B.l!) y (B.12) se truncan a un orden M , los coeficientes
de Fourier para k > M son cero. Es de resaltar que en el caso no lineal ,
esto no es necesario , pues las relaciones de recurrencia para los coeficientes
de Fourier sólo dependen de coeficientes anteriores.

1.1 Algunos resultados generales

Cuando las series de Fourier para los coeficientes an, bn y en son truncadas
a orden M , se obtiene un sistema de 2A1 ecuaciones algebraicas para los
coeficientes COk y (lk ; con k = 1, .. . , M . En vista que en este caso las
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ecuaciones algebraicas son lineales, se pueden resolver analíticamente. Sin
embargo , debido al creciente tamaño de las ecuaciones con N , en la práctica,
sólo se han podido obtener resultados hasta M = 4 Y N = 102

.

Los resultados para los primeros valores de N , muestran que los coeficientes
son funciones de la forma

fOk(Re )
(B.25)éOk g(Re ) ,

(lk
f1k(Re )

(B.26)- g(Re ) ,

donde

M
Jik(Re ) - Rk- 1¿~ R2j (B.27)e ikj e'

j=O
M'

g(Re ) ¿ 2 ' (B.28)- AjR/ ,
j=O

con i = 0,1 Y k = 1, .. . , M . Los límites superiores en las sumas anteriores ,
M y M ', son funciones de N , M Y el índice k. Aunque estas dependencias
no se han podido encontrar de forma general, resulta que los coeficientes de
las series de Fourier (B.17) y (B.18) de orden k, tienen k -1 raíces en Re = O.
Cuando se calculan los desarrollos en serie de Taylor de los coeficientes (B.25)
y (B.26) se encuentra que tienen las mismas propiedades que los desarrollos
(4.5) y (4.6) para el caso no lineal. En otras palabras, están compuestos de
potencias pares o impares, dependiendo del valor de k, y tienen k - 1 raíces
en Re = O.
Como se mencionó con anterioridad, las expresiones en este caso crecen más
rápido que en el caso no lineal. Lo cual se debe a que los coeficientes en
las ecuaciones diferenciales ordinarias no son constantes, de manera que al
cambiar el orden al que se truncan (N) las series en potencias de x, el número
de términos en cada ecuación crece rápidamente conforme N crece. Por
ejemplo , para N = 4, la ecuación más larga, para el caso no lineal, contiene
6 términos. En cambio, al usar las ecuaciones linealizadas de Oseen, la
ecuación más larga contiene 15 términos. Por lo que los resultados expuestos
arriba se han basado en los pocos cálculos que se han podido realizar.

2En este caso, los cálculos también se realizaron usando Mathematica 4.0.
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Apéndice e
Soluciones numéricas

1 El método de disparo

En esta sección se describe el método numérico utilizado para resolver las
ecuaciones (2.23) y (2.24)1 . Con el fin de describir el método con detalle, se
toma como ejemplo el caso N = 4 Yfinalmente se discute el caso general.
Entonces, se busca resolver el siguiente sistema de ecuaciones

donde cP(O) = <p' (O ), con las condiciones de frontera

{1](0) , 1](71") , 1]"(0)} - O,

{cP(O) , cP(7I" )} = O.

(C.3)

(CA)

La idea fundamental del método ut ilizado, es transformar el prob lema de
condiciones de frontera, a un problema con condiciones iniciales [20] . El
conjunto de valores iniciales necesarios para resolver las ecuaciones (C.l) y
(C.2) es de la forma

{1](0) ,1]" (O), cP (O)} = O,

1 Este método fue propuesto originalmente por R. Soto y R. Peralta [20].
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7]'(0) = X ,

4>'(0) = y,

donde x y y son constantes. Si las ecuaciones diferenciales se resuelven para
valores arbitrarios de x y de y , se tiene, en el caso más general, que

7](7r) - F1(x,y) ,

4>(7r) - F2 (x,y),

por tanto, para recuperar las condiciones de frontera (C.3) y (CA) , es nece
sario resolver el siguiente sistema de ecuaciones

F1 (a, b) = O,

F2(a, b) = O.

(C.5)

(C.6)

La ecuaciones anteriores se resuelven, para a y b, usando el método del gra
diente iterativo, en el cual el término de la (n+l)-ésima iteración está dado
por

donde

y

in+l = in - [gradH(in )¡-lH(in), (C.7)

gradH(in) = (~ ~) (C.8)
§.5.. §.5..
ax ay

Entonces, a parir de integrar las ecuaciones (C.l) y (C.2) , para un conjunto
de condiciones iniciales "» se calculan H, gradH y, a partir de (C.7) , se
obtiene un nuevo conjunto de condiciones iniciales rj+l' La convergencia del
método depende de la condición inicial , de la precisión en el cálculo de gradH
y de la no linealidad de las ecuaciones. Para escoger las condiciones iniciales,
se utilizan las expresiones (4.7-4.8) , ya que éstas representan soluciones apro
ximadas a las ecuaciones (2.23) y (2.24). Una vez que se han encontrado las
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condiciones iniciales correspondientes, que reproducen aproximadamente las
condiciones de frontera, para un Re fijo, se procede a integrar las ecuaciones
(2.23) y (2.24). Para el caso de N arbitraria, la diferencia es que el número
de condiciones iniciales por determinar aumenta con N, así como el grado de
las ecuaciones diferenciales.

1.1 Los resultados

La integración en todos los casos, se realizó usando Mathematica 4.0. Clara
mente, el inconveniente es que es una caja negra y no es posible saber que
hace exactamente. Sin embargo, los resultados obtenidos permiten comparar
los resultados obtenidos con el método analítico; para Re pequeños. La razón
principal de utilizar Mathematica, es por la simplicidad para manejar las ex
presiones , puesto que cuando N crece, el álgebra involucrada y el tamaño de
las expresiones crece, de manera que el simple manejo y la escritura de las
ecuaciones diferenciales es difícil.
Se obtuvieron resultados para N hasta de 9, con diferentes valores de Re'
En los primeros casos, las ecuaciones se pueden integrar para valores rela
tivamente grandes de Re' Por ejemplo , para N = 4, el problema se puede
resolver hasta Re = 30. Las diferencias entre las soluciones numéricas y los
desarrollos (4.7) y (4.8) son pequeñas para 0.1 < Re r-.J 152

• Conforme el
valor de N aumenta, el intervalo de valores del Re disminuye rápidamente.
En la figura C.1, se muestran las diferencias entre la expresión (4.8) y los
resultados numéricos; para diferentes valores de N y del Re. Por un lado, se
ve que las diferencias son pequeñas, sobre todo cuando el Re es chico. Por lo
que se puede decir que las expresiones (4.7) y (4.8) representan buenas apro
ximaciones a las soluciones de las ecuaciones (2.23) y (2.24). Cuando Re O

N crecen, las diferencias entre los cálculos analíticos y numéricos aumentan.
El método numérico utilizado, requiere una condición inicial, en principio ar
bitraria, para encontrar las condiciones iniciales que reproducen el problema
que hay que resolver. Debido a la no linealidad de las ecuaciones diferen
ciales, sobre todo a N ·grande , el problema parece tener sensibilidad en las
condiciones iniciales. En los casos que se han podido analizar, 4 ::; N ::; 9
y O < Re ::; 3, el problema se puede resolver para condiciones arbitrarias,
pero el método del gradiente iterativo parece no converger desde el punto

2Para Re = 15 la diferencia máxima, entre () = O Y () = 'Ir , es un orden de magnitud
menor que el valor máximo de (4.7) o (4.8).
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Figura C.l : Diferencias entre la expresión (4.8) Y los resultados numéricos :
N = 5 (izquierda) y N = 6 (derecha) .

de vista numérico. Puesto que, al cambiar la adivinanza inicial , el resultado
en el extremo del intervalo, e= n , varia rápido; por tanto, las condiciones
de frontera no se recuperan con un buen grado de aproximación; sobre todo
a Re > 1. Además, cabe mencionar que las ecuaciones diferenciales a re
solver pueden tener bifurcaciones al cambiar el número de Reynolds , lo cual,
también puede influir en la convergencia del método del gradiente iterativo.
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