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Resumen / / Abstract

This thesis traces the development of Louis Couturat’s philosophy of logic and language from
his Ph. D. Dissertation (about the mathematical concept of infinite) to his controversy with the
great mathematician Henri Poincaré (about the nature and scope of the new mathematical logic).
I focys especially on the neokantian view of logic and language held by Couturat in his early
thought in contrast with the logicist view embraced by him in his late philosophy. | took both
notions (logic and language) not as the main subject in them selves but as key words that
constantly guid_e Couturat’s opinions on well known problems and issues of the 19™ and early
20™ century mathematical philosophy. The first chapter is a sketch overview of Couturat’s
intelectual life. The second one deals with his attempt to show, by means of an analysis of the
relation between number and quantity, that mathematical infinite is a concept free of paradoxes.
The third chapter examines Russell’s, Poincaré’s, and Couturat’s conceptions, and the
discussions among them, on the foundations of geometry. In the fourth chapter I try to describe
Poincaré’s disagreement with the logicist’s view of mathematical reasoning, and how Russell
and Couturat reacted to it. The work concludes with a survey of the main conclusions made in
the previous chapters. One of these thesis goes against the claim that Couturat’s dissertation gave
strong support to Cantor’s philosophy of the infinite, and from it a general conclusion will be

obvious: that a revision of the standard view of Couturat’s contributions to philosophy has long

been overdue.

Key words: mathematical infinite, number and quantity, continuum, euclidean and non euclidean

geometry, logicism, conventionalism, mathematical induction, mathematical reasoning.
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Prélogo

Louis Couturat es un filésofo francés practicamente desconocido para la gran mayoria de

quienes se ocupan de la filosofia de las mateméticas y de la ciencia. Tampoco la historia de la
16gica le cuenta entre sus protagonistas y sélo los que se ocupan de la filosofia de Leibniz le
conocen al menos como el responsable de haber sacado a la luz y analizado un mimero
considerable de documentos qhe a la postre revelarian un Leibniz completamente ajeno e
incompatible con la imagen que los estudiosos de los siglos XVIII y XIX habia forjado de €l. Al
margen de los motivos, justificados o no, que figuran como causas de la falta de atencion hacia
las contribuciones de Couturat, es evidente que semejante laguna requiere cubrirse si se quiere
contar con un cuadro completo de los problemas y concepciones, de finales de siglo XIX y
principios del XX, que definen la transicién de la filosofia matematica en lo que ahora
conocemos como filosofia de las matematicas. El propdsito de este trabajo es, en este sentido,
contribuir a llenar ese hueco. l

Para llevar a cabo esta labor he contado siempre con el apoyo generoso y el consejo oportuno del
Dr. Carlos Pereda, quien de nueva cuenta figura como mi asesor y a quien quiero hacer patente
mi profundo agradecimiento. Los doctores Alejandro Herrera Ibafiez y José Antonio Robles han
fungido como miembros del comité tutorial y, desde luego, sus comentarios y sugerencias me
han sido de mucha utilidad y han hecho que este trabajo superara diversas deficiencias. Al final
del proceso de investigaciéon me he beneficiado con la lectura cuidadosa que la Doctora Laura
Benitez, en complicidad con el Dr. Robles, ha hecho de todo el texto. No sélo me ha formulado
comentarios criticos pertinentes sobre diversos aspectos del trabajo, sino que también ha
contribuido mucho a mejorar la redaccion del mismo. No me ha sido posible responder, por
ahora, a todos sus planteamientos pero no quiero perder la oportunidad de darle las gracias por
sus comentarios y por toda la atencién que me ha brindado. El doctor Mauricio Beuchot también
ha leido con detenimiento el texto y ha comentado conmigo varios tépicos relacionados con los
temas aqui tratados. Lo mismo cabe decir del Dr. Axel Barceld y del Dr. Guillermo Hurtado. A
todos ellos doy las gracias.

En la primera etapa de la presente investigacion tuve oportunidad de platicar con mi amigo el Dr.
Achim Jecht sobre mi interés en Couturat y gracias a €l pude conocer y comentar el excelente
trabajo de su maestro, Volker Peckhaus, el cual se relaciona de diversas formas con los temas y

personajes aqui tratados. A él doy las gracias por ello y por el material bibliografico que



oportunamente me hizo Ilegar. En igual sentido quiero expresar mi profundo agradecimiento a
mi amigo, Dr. Tomés Chacén, sobre todo por el tiempo que le dedicé en responder a cabalidad y
con inusual rapidez, mis constantes y numerosas peticiones bibliogrficas. Mi antiguo
compafiero de aula y amigo, Gabriel Gardufio, ley6 la primera version del ultimo capitulo y
formuld comentarios estimulantes que tuve muy en cuenta y por lo cual le estoy muy agradecido.

Dicha primera versién la use como texto base de una ponencia que presenté en Lima, Perd en la

- ltima mesa del 4rea de Légica del II Congreso Iberoamericano de Filosofia.

Ttzel Aguilera y Valeria Hernndez, esposa e hija, me han dado el aliento necesario para llevar a
cabo este trabajo. Pero, desde .lﬁego, ninguna de las pérsonas antes mencionada es responsabie‘de
los errores que este documento pueda todavia albergar. Pido disculpas y doy las gracias a todas
las personas, personal del Instituto de Investigaciones Filoséficas de la UNAM, colegas y
compafieros de la Universidad Auténoma Chapigo, y amigos, que de una u otra manera
contribuyeron en la elaboracién de este trabajo, pero que no me es posible mencionar aqui de
manera individual.

Por ultimo, durante mi estancia como estudiante del programa de doctorado de la Facultad de
Filosofia y Letras de la UNAM fui becario del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (con
nimero de registro 159987); asimismo, la Direccién de Difusién Cultural y la Subdireccion de
Apoyo Académico de la Universidad Auténoma Chapingo me otorgaron un permiso de afio y
medio (de enero de 2003 a julio de 2004) para dedicarme de lleno a la redaccién de este trabajo y

concluirla en ese plazo. Estoy en deuda con ambas instituciones y muy agradecido por su apoyo.

Victor M. Hernandez Marquez
Enero del 2005



Légica y lengiaje ea Louis Couturat
Victor M. Heradadez Mirqucz

Introduccion

El I;rwmtetrabajoesencierto sentido una prolongacion de mi fibro Ldgica, Lenguaje y
Realidad (Chihnahua, 2001), en el cual pretendi describir la concepcion absolutista de 1a l6gica
que nace con Leibniz, se desarrolla en la cbra de Frege y Russell, y encuentra su méxima
expresién en el Tractatus de Wittgenstein. En la introduccién del citado texto mencionaba un
hecho curioso que se me fue revelando a medida que la investigacion avanzaba: el nombre de
Luis Couturat aparecia con cierta regularidad en las fuentes, mientras que en la literatura
secundaria, con contadas excepciones, las menciones o referencias a su obra eran minimas o
mulas. Fsta era una situacién peculiar tratindose de un personaje que habia promovido la carrera
intelectual del joven Russell y habia ejercido cierta influencia sobre é. Entonces declaraba que
mi intencién era cubrir esa laguna, aunque al final no habia logrado hacerio a mi entera
satisfaccion.

Fue asi como me propuse escribir mis adelante un trabajo dedicado por completo a la obra de
Couturat. Al principio pensé que se trataria de una investigacion relativamente sencilla ya que
habia leido varias obras suyas, y, en particular, La Logique de Leibriiz me habia servido como
punto de referencia apropiado para establecer y pustificar la compleja conexion que existe entre
Lesbniz y los légicos universalistas (o absolutistas), como Frege, Peano y Russell. Sin embargo,
una cosa es leer el trabajo de un pensador 2 la luz de 1as opiniones que éste tiene con respecto a
otros pensadores, y otra cosa muy distinta es intentarle conocer por derecho propio. Cuando
asumi este ultimo punto de vista las cosas se complicaron mas alli de mis intenciones iniciales
Y, en cansecuencia, la investigacién tomé un curso distinto, aunque no del todo, al que habia
planeado.

Un aspecto notable del cambio de rumbo en el proyecto de investigacién tuvo que ver con la
imagen que se suele ofrecer de este pensador y que yo compartia en cierta medida, pero que
dista mucho de ser justa o adecuada en los detalles como en la caracterizacién general, aunque
al mismo tiempo explica en parte la falta de atencion que se le ha prestado a su obra. La leyenda
sobre Couturat reza mas o menos asi: se trata de un matemdtico fin de siécle, que se distinguié
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Itrodeccion
por hacer una defensa abierta y apasionada de las teorias de Cantor en su libro De ['infini

‘mathematique. Otorgé una bienvenida entusiasta, inusual y exagerada, al Ensayo sobre los
fundamenios de la geometria de Russell. Su identificacion intelectual con este ultimo fue tal,

que ambos llegaron a escribir, por separado pero al mismo tiempo, sobre Leibniz llegando a las
mismas conclusiones (esto es, que la metafisica de Letbniz se deduce por completo de su
16gica). Posteriormente adopté y defendié 1a tesis logicista de Russell expuesta en los Principles
of mathematics, y, dedicd e resto de su vida a la difusion y a la lucha por Ia adopcién de la
lengua auxiliar ido, como lenguaje de uso internacional.

Las fuentes que han dado forma a esta historia son en verdad muy diversas y de peso desigual.
Por ejemplo, si se observa con detenimiento la carrera académica de Couturat, se puede
comprobar que no es en realidad un matemitico, sino un filosofo interesado en los problemas
metafisicos a los que dan lugar las ciencias, y en particular, las matemiticas. Pero se podra
pensar que algo similar podria decirse de Russell, y sin embargo, nadie dudaria en clasificarlo
también como un matemético. Cierto. Pero si bien existen notables similitudes entre Couturat y
Russell, al menos en este punto las divergencias corren a favor del altimo; es decir, Russell se
embarcé en fa filosofia después de haber estudiado por tres aflos matemiticas, mientras que
Couturat se hicencié en esta filtima disciplina después de haber cursado tres afios estudiando
filosofia, pero sobre todo, lo que parece definir por completo la cuestion es el hecho de que
Couturat no cuenta con un trabajo del nivel de Principia matemdtica. Por supuesto, no faltara
quien ponga en duda el valor de Principia como una obra propiamente mateméfica, si
recordamos que ef mismo Russell se lamentd de que se le hubiese dado a esta obra una lectura
casi exclusivamente filoséfica, sin reparar en los aspectos matemdticos de la misma.' Sea como
sea, la distincién no tendria la mayor importancia de no ser por el eventual desdén que pudo
haber sufrido en tanto que pensador y, con eflo, haber inhibido el estudio de su obra.

Por otra parte, Poincaré parece ser el responsable de haber propiciado la opinion de que
Couturat se sumo de manera acritica a la postura neohegeliana de Russell sobre los fundamentos

' Cf Rassell (1976), pp. 88 y 89. Dicudoané (1983), p. 107, dedica un daro comentario a Russell al momento de
tratar la controversia entre Poincaré y Couturat: “Celmi qui occupe k devant de Ia scéne et représenie 1n tendance
«moderne», ¢'est hélas Rosscll, qui, fort de sa renommé de philosophe (qoe je n’entends pas discuoter), prétend sc
thire passer pour mathématicien et y réussit aox yeux de contemporains (et méme encore agjourd’hui aux yenx de
nombrenx philesophes). En fait, ce canathématicien» qui n”a jamais dempostré un théorime nouvean, empnumie ses
idées sur Ia logiqne mathématiqoe asx travanx de pionniers de Frege & Peano, qu’il combine maladroiternent en
I'incroyable fatras de sa «théoric des types», que n'a méme pas ke méritc d'efre un systéme complétement
formalisé™.



Légica y lengmje ea Lovis Covsinara
Victor M. Horsdadez Mirquez
de la geometria. El hecho no deja de ser un tanto irGnico, ya que las objeciones mas penetrantes

.- que lanza Couturat a Russell parten de una postura que debe mucho al convencionalismo
- geométrico de Poincaré, como podremos constatar en la dltima parte del capitulo tercero. No

obstante, algo similar puede afirmarse con respecto a Russell en relacién con su libro y el de
Couturat sobre Leibniz. En efecto, en varias ocasiones llegd a decir que la Logigue de Leibniz
habia confirmado su tesis de que la metafisica de Leibniz descansaba por completo en su légica.
Sin embargo, en ningin momento advirtié6 que ni &, ni Couturat entendian lo mismo por ésta
disdpﬁnamam:dlaépomqu,pawndg@qmﬁbtmmmﬁdadsepaedmmpoco.
Debo confesar que este tema no se encuentra tratado en el presente trabajo, debido en parte a
que ya he dicho lo esencial en mi libro anterior (pp. 51-54).2 Pero también porque he intentado

~ centrarme en los dos topicos mencionados en el titulo de este trabajo bajo una determinada

perspectiva historica y sistemdtica.

Para un racionalista francés de fin de siglo, como lo era Couturat, las relaciones entre légica y
lenguaje mantienen un estatus filosofico bastante peculiar. En primer término, 1a légica es una
facultad del entendimiento que se manifiesta por medio del lenguaje. Como instrumento
analitico, 12 lgica y el lenguaje, poseen ciertas ventajas, pero también se encuentran sujetos a
limitaciones que se vuelven evidentes una vez que nos ocupamos en esclarecer el fundamento
epistemologico del conocimiento. Es pertinente notar que las limitaciones de la logica y del
lenguaje dentro de la concepcidn racionafista de Couturat encuentran més tarde su contraparte
en la doctrina absohutista ya mencionada, y que queda perfectamente expresada en el
aseveracién de Wittgenstein en cuanto que los limites de l6gica fijan los limites del lenguaje y
del mundo. Sin embargo, entre ambos puntos de vista existe una oposicidn insuperable ea tanto
se advierte que para la primera filosofia de Couturat, las limitaciones quedan superadas por
medio del recurso a la intuicién, mientras que para los universalistas gicos no hay un més allh
de la Iogica, y la intuicién no es mis que un recurso psicoldgico altamente falible.

La oposicién entre ambas tendencias tiene que ver principalmente con el modo como intentan
explicar el tipo de conocimiento propio de las mateméiticas. Segun el racionalismo francés, cada
vez que se pretende ofrecer una definicién logica y nominal de los conceptos matemiticos

* Hay, desde Incgo, muchas cosas que afiadir a esc comestario; por gjemplo, falta seffalar que Russell tiene en
(1900) una ideca algo distinta del principio de razin saficiente (pero también de 1a contingencia) en Leibniz, a coal
modifica més tarde, en su resefia (1903) sobre e libro de Couturat, eic, La referencia obligada sobre esie asunio es
O’Briant (1979), y ka introdoceién de R S. Woolbouse al Vol I de Leibniz. Critical assessments ofrece un
panorama del lngar qoe ocupan ahora ambas interprefaciones.
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Introduccion

fundamentales, se cae inexorablemente en la circularidad o en la paradoja. Es por tal motivo que

‘ Pascaly muchos otros pensadores antes y después de él, han tenido que conformarse con aceptar

términos sin definicion previa y afirmaciones sin demostracion. Pero lo que conviene al
cientifico no parece satisfacer al filosofo, ya que entre sus deberes primordiales se encuentra el
dar una justificacion trascendental del conocimiento (esto es, una justificacion metafisica del
mismo).

Pero, jcomo puede el filosofo justificar racionalmente un conocimiento que se funda en ideas
que no se pueden definir, y en afirmaciones que no se pueden comprobar o demostrar y que se
tienen que aceptar sin mas?, jreposa en Ultima instancia el conocimiento mateméitico en un mero
acto de fe? La respuesta que encuentra Couturat a semejantes cuestiones tiene que ver con la
existencia de una facultad supesior: /a razén, que es a fin de cuentas la encargada de ofrecer el
fundamento sobre el cual yacen los conceptos fundamentales de la ciencia y el mecanismo por
el cual se vinculan con el mundo.

En cuanto a las mateméticas, ciencia del miimero y 1a magnitud segiin la concepcion tradicional,
sus conceptos basicos reposan y encuentran su verdadero fundamento en la intuicion; de ahi el
famosoeﬂoganseg:hdmalelmbneromesmaxweptqsﬁmmirmddén?Pema
diferencia de Kant, para Couturat dicha iptuicion no es una intuicion ligada a la sensibilidad,
sino todo lo contrario, se trata de una intuicién puramente intelectual que se aplica al mundo
fisico gracias a principios igualmente racionales. Esto Gltimo es patente a través de las ideas
mismas del miimero y la magnitud, ya que ha sido por medio de la generalizacion de la idea de
ntimero como se ha intentado agotar la idea racional de magnitud. O dicho de otra maners, es a
causa de la magnitud como el hombre se ha visto en la necesidad de crear ¢l miimero infinito,
Esta es, expuesta de manera breve, la posicion racionalista del joven Couturat con la cual intenta
hacer frente a los finitistas franceses, y en este trabajo me propongo hacer una exposicion
amplia de esta primera posicion filosofica (capitulo 2), y describir su desmantelamiento a favor
de una postura logicista (capitulo 4), pasando por el convencionalismo racionalista en geometria
(capitulo 3).

? Desde Iluego, para absolutistas kogicos como Frege y Russell, los términos primitivos de 1a aritmética (y, por
consiguiente, del andlisis) deben redncirse al minimo, y remsitir a conceptos ogicos fundamentales, que al no poder
ser definidos, s6lo s¢ poeden mostrar. Por otra parie, para Couturat [16], p. 36, la insaficiencia de Ia logica para
definir las nociones aritméticas sin recurrir a la infnicidn, refoerza Ia conviccién de que “no es posible defimir el
namero, sino tag sofo mostrarlo™. Este tema es tratado en el cap. IV, § 7.

-10-



+

Légica y lenguaje en Louis Couturat
Victor M. Herndndez Marguez
La conclusion que parece conveniente deducir de esas investigaciones ingeniosas y sutiles es

- diametralmente opuesta’a la que llega Schroder. Al igual que Dedekind, considera que l2 nocién

de nimero extremadamente complicada, porque, incluso con el poderoso instrumento del
algebra de relaciones, no es todavia posible conseguir una definicion explicita del namero 3.
Pero 1a nocién de namero nos parece mucho més simple, y el hecho que el algebra de relaciones
no atine a ofrecer una formula explicita habla mas bien en contra de dicha 4lgebra que en contra
del niimero en si mismo. Esto prucba que no se pueden definir los mimeros, incluso los mas
pequeios, en términos puramente conceptuales. Como se ha visto, no hay otra forma de definir
un mimero entero que por medio de una coleccion particular que posee ese miimero; y todos los
esfuerzos realizados por obtener una definicion analitica encalla o desemboca en un llamado
tacito a la intuicién. La tentativa de Schroder no deja de ser interesante, puesto que resulta
instructiva debido a su resultado negativo: puesto que, contrariamente a las intenciones del
autor, viene a confirmar aquella aseveracion segtm la cual, el mimero no es un concepto, sino
una intuiciom, en otras palabras, que no es posible definir el mimero, sino tan solo mostrado.
Dicha tesis, la cual podria justificarse por medio de otras razones, s¢ encuientra en conformidad
con la doctrina de Kant, segin la cual las verdades matematicas, y en particular las de la
aritmética pura, son juicios sintéticos a priori. No deja de tener cierto interés el constatar que la
tendencia, por otro lado legitima, de los matemiticos modemos por reducir los términos
prhﬁﬁvosdemdaﬁaamdeelégim,ya]ﬁnﬂnMommompoﬁbkel
papel de la intuicién, en someter a la teoria kantiana a un control severo y a una suerte de
contraprueba, no hace més que verificarla y consolidarla.

-11-
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“Solo se puede confeccionar una buena fisonomia
reconciliando todas nuestras oposiciones. No
basta con seguir una secuencia de propiedades
iguales sin reconciliar los contrarios.: para poder
entender el sentido de un autor, se tiene que
reconciliar todos los pasajes contradictorios”.

Blaise Pascal

“Toute exposition, comme disait Cournot, est
nécessairement linéaire; et c¢’est au contraire
par la multiplicité méme de ses réflexions
simultanées que Couturat développait sa
philosophie®.’

André Lalande

Hacia finales del siglo XIX la filosofia francesa guardaba una situacion particularmente
inusual y hasta cierto punto paraddjica. En buena medida dicho estado de cosas era producto de
los bruscos cambios politicos sufridos a lo largo del siglo asi como de las distintas reformas
educativas que estos cambios habian traide consigo. Sus dos antecedentes mediatos y mas
influyentes, el eclecticismo de Victor Cousin (1792-1867) y el positivismo de Augusto Comte
(1798-1857), se encontraban en condiciones francamente desiguales en cuanto a influencia y
apoyo. El primero ocupd por dos decenios el cargo de ministro de educacién durante la
monarquia de Luis Felipe I y, por consiguiente, su filosofia gozaba de cierto caracter “oficial”
dentro del 4mbito universitario, mientras que el segundo habia logrado fama internacional, sobre
todo en Inglaterra, al margen de la academia y sin que este reconocimiento se viera compensado

por lo menos con un nombramiento de profesor titular.

' “Toda exposicién, como decia Cournot, es necesariamente lineal; pero precisamente al contrario, fue por la
multiplicidad de sus reflexiones simultdneas como Couturat desarroll6 su filosofia”.



Légica y Lenguaje en Louis Couturat
Victor M. Heméndez Marquez
Aunque en el plano filos6fico Cousin era poco o nada original, como suele ocurrir con todo
eclecticismo, en el plano educativo introdujo una serie de reformas en el sistema de ensefianza
publica en las cuales la filosofia como disciplina liberal jugaba un papel relevante. En primer
término, el curso de filosofia representaba el requisito principal en el Gitimo afio del liceo o
bachillerato. En segundo lugar, y como producto de sus propias inquietudes intelectuales, afiadia
dos ramas mds, la psicologia y la historia de la filosofia, a la divisidn tradicional de la disciplina
(l6gica, metafisica y ética). En tercer lugar, despojaba a la filosofia del pesado acento religioso
que adn tenia dentro del sistema educativo. Al iniciar el Segundo Imperio, justo en 1853, la
filosofia es eliminada del plan de estudios del liceo y no fue sino hasta diez afios después, en
1863, cuando se restablecen los cursos de filosofia, aunque es hasta la gran reforma educativa de
1874 cuando recobra por completo su importancia anterior y se sientan las bases para su
profesionalizacién. Si la filosofia no solo conservé sino que ademas aumentd su prestigio dentro
de la educacion piblica de la Tercera Republica fue en buena medida debido a que sus grandes
reformadores eran, como Cousin, filésofos:? Ferdinand Buisson, director de ensefianza primaria
de 1879 a 1896; Elier Rabier, director de la ensefianza secundaria, de 1869 a 1907; Louis Liard,
director de ensefianza superior de 1884 a 1902, Desde luego, uno de los objetivos principales,
sino es que el mas importante, de los estudios filoséficos universitarios era preparar los recursos
humanos necesarios para satisfacer las demandas de profesorado en los liceos. Los egresados de
la Normal Superior, por regla general, ocupaban por un tiempo considerable puestos en los liceos
de provincia antes de poder aspirar a una cétedra universitaria, aunque a medida que la reforma
rendia sus frutos, el tiempo promedio de estancia se fue reduciendo para las nuevas generaciones.
Por ejemplo, de la generacion nacida en la década de 1860, sélo cuatro egresados no pasaron por
los liceos de provincia: Lucien Hetr (nacido en 1864), Georges Dumas (nacido en 1866), André

Lalande (nacido en 1867), y Louis Couturat (nacido en 1868).°

% Un antecedente importante en el examen de los problemas de la educacién piiblica es el libro de Antoine Cournot,
quien fue inspector general y rector de las academias de Grenoble y Gijén, Des institutions d’instruction publique en
France, 1864.

* Cf. Fabiani (1988), p. 20.
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El panorama era entonces, en palabras de Gutting, el siguiente: “Habia una audiencia compuesta
por el plblico en general pero educada en los rudimentos de la filosofia, asi como un namero
considerable de maestros de educacién media con conocimientos especializados en la materia, y
una enorme elite de profesores universitarios enfrascados en la investigacién”.*

El desenvolvimiento académico de la filosofia durante la Tercer Republica era, por consiguiente,
una preocupacion constante que se veia reflejada en todos los niveles. Revistas como la Revue de
Métaphysique et de Morale, dedicaban sendos espacios en sus suplementos a resumir los
examenes de doctorado més sobresalientes y presentar los programas universitarios que se
ofrecian afio con afio, todo esto incluso después de fundada la Société Frangaise de Philosophie
(en 1901), cuyo boletin registraba, ademas de sus sesiones de discusion, toda actividad docente
relacionada con la disciplina.’ Una consecuencia importante y pocas veces advertida es la
concepeidn de la filosofia que se derivaba, de manera natural y ticita, de la practica académica de
la misma durante este periodo. Desde luego, también suele reprdcharse a dicha filosofia su falta
de originalidad,® pero con igual frecuencia semejante observacién olvida que para sus propios

actores la filosofia habia dejado ya de ser obra de una sola cabeza, de un solo sistema, y que

como tal requeria del consenso y de la participacion activa de toda la comunidad filoséfica. Este

* Gutting (2001), p. 5.

Esta era en verdad una linea editorial de la revista ya que, como recuerda Merllié (1993, p. 80), “desde los primeros
numeros se afirma sin reparos la voluntad de escrutar las instituciones de ensefianza de la filosofia”; en contraste, si
bien “la Revue Philosophique no ignoraba las cuestiones importantes relativas a la ensefianza, de cualquier forma les
concedia mucho menos espacio”(p. 81). Ademas, tanto el Primer Congreso de Filosofia como la Société se
encontraban directamente relacionadas con el equipo de la Revue de Métaphysique.
® Por ejemplo, Gutting seffala que “el privilegio alienta la complacencia intelectual y desanima la creatividad que
puede surgir desde un cuestionamiento radical debido a pensadores socialmente menos seguros. Con la excepcion
notable de Bergson, los fil6sofos de la Tercera Republica de los primeros afios trabajaban dentro de una linea
relativamente estrecha definida por su formacién en la historia del pensamiento, sus ideales morales burgueses, y la
realidad politica de su época” (p. 6). Pero esto no es mas que un cliché ideol6gico, o, en el peor de los casos, una
sociologia de la filosofia muy pobre ;acaso el pensamiento de Nietzsche o el de Frege, por mencionar dos ejemplos
opuestos, se dejan explicar en estos términos? Por otra parte, la Tercera Repiblica no era en lo absoluto un oasis de
estabilidad social; por el contrario, a menudo se vio amenazada tanto en lo interno como lo externo. Al respecto,
véase Weber (1989), en particular el cap. 5. Rollet (2000, p. 1) afirma, por su parte, que “la filosofia francesa del
cambio de siglo constituia a la vez una edad negra y dorada. Negra porque la filosofia de esta época no logra
establecer verdaderamente una escuela y reside por lo regular encerrada en un espiritualismo y un neokantismo sin
mayor originalidad. Edad dorada porque los trastornos administrativos, disciplinarios e ideoldgicos que afectan el
campo de la filosofia dan testimonio de cierta vivacidad”.
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es, de hecho, el espiritu que anima la organizacién del Primer Congreso Internacional de
Filosofia, como lo constata perfectamente la elocucién de apertura de Emile Boutroux (1846-

1921) en su calidad de presidente general del congreso:

Solidaria de las ciencias, la filosofia participa en cierta medida de la misma ley de
desarrollo, la cual no consiste en otra cosa que en la divisién del trabajo y en la
convergencia de esfuerzos; es decir, en la organizacién de la investigacion... La
tilosofia, obra de unificacion, supone un Gnico espiritu. Toda la ciencia bajo un sélo
espiritu: tal es el postulado... La ciencia enciclopédica no serd més una abstraccion,
una palabra vacia, si los hombres, entera y fuertemente unidos, aprenden a formar
un tesoro comun de todas las adquisiciones intelectuales... Y, no me engafio, no
trabajamos aqui Gnicamente por el avance de la filosofia. Aristételes nos ensefio que
la verdadera fuente de la amistad entre los hombres es la colaboracién en una tarea
comun, y, sobre todo, en una tarea noble y bella.”

Se trata sin duda de una idea muy actual de la actividad filoséfica y, quiza, debido a su temprana
incursion ha sido poco advertida y entendida, de tal forma que podria decirse, jugando un tanto
con las palabras, que es precisamente en la falta de originalidad de la filosofia de la Tercera
Republica en donde radica su novedad; es decir, es en la modestia con la que contempla sus
resultados, en la renuncia a la especulacion solitaria exenta de discusion, o al rechazo a la
creacidn de sistemas egocéntricos inamovibles, y, por consiguiente, en su vision de la filosoffa
como una actividad pablica en donde el ciudadano educado se encontrard, como en el caso de la
ciencia, al tanto de sus problemas y propuestas. Pero no se trata Gnicamente de ofrecer, en la
mayor proporcion posible, un cimulo de conocimientos ilustrados, sino que se piensa mas bien

en inculcar una actitud critica y racional en cada uno de los ciudadanos, porque se asume como

7 Boutroux (1900), pp. 507, 509, y 510. Desde luego, la claridad de la filosofia francesa es producto directo de la
tradicion iniciada por Descartes, pero llama la atencién ia forma como Bergson (1915) expone esta cualidad
expresiva: “Si on laisse de c6té, dans la seconde moitié du XIXe siécle, un période de vingt ou trente ans pendant
laquelle un petit nombre de penseurs, subissant une influence étrangére, se départirent parfois de la clarté
traditionnelle, on peut dire que la philosophie frangaise s’est toujours réglée sur le principe suivant: il n’y a pas
d’idée philosophique, si profunde ou si subtile soit-elle, qui ne puisse et ne doive s’ exprimer dans la langue de tout le
monde. Les philosophes frangais n’écrivent pas pour un cercle restreint d’initiés; ils s’adressent & 1’humanité en
général”. [Si se deja de lado, durante la segunda mitad del siglo XIX, un periodo de 20 o 30 afios en el cual un
pequefio nimero de pensadores, bajo influencia extranjera, se apartaron de vez en cuando de la claridad tradicional,
se podria decir que la filosofia francesa se ha regido siempre por el principio siguiente: no existe idea filoséfica
alguna, por profunda o sutil que esta sea, que no pueda y deba expresarse en el lenguaje ordinario. Los filésofos
franceses no escriben para un circulo restringido de iniciados, lo hacen para la humanidad en general”.
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Capituto I
evidente que es ahi donde descansa el espiritu y la permanencia de la republica como sistema
social.® De ahi el énfasis que se le dedica en la ensefianza dentro de la nueva republica.
(Necesitamos afiadir que la primera sesién del congreso, destinada a la cuestion de la ensefianza
de la filosofia, era compartida junto con los asistentes al Congreso sobre la Educacién Superior,
que se habia organizado de forma paralela? Igualmente dejard de sorprendernos que Couturat
someta a discusién de la Sociedad Francesa de Filosofia, en una fecha tan temprana como 1913,
la posibilidad de incluir lo que €l denomina, bajo el ideal de la lengua auxiliar universal, la teoria
légica del lenguaje dentro del programa de filosofia de ensefianza media.’
Si matizamos o restringimos el alcance de esta nueva concepcién de la actividad filosofica
tendriamos que hacerlo mostrando cémo dicha concepcién se habia fraguado y compartido en
gran medida en el seno del grupo de jovenes fundadores de la Revue de Métaphysique, y que este
grupo de intelectuales, sin pretender formar una nueva corriente o escuela, se dan a la doble tarea
de rendir cuentas con su pasado filosdfico y fijar su distancia con respecto a sus nuevos
representantes, pero también, con respecto a sus antiguos maestros. No obstante, se trata de un
enfrentamiento guiado por un espiritu diplomatico y respetuoso, incluso a veces timido, mas que
por un animo de revuelta radical con debates subidos de tono y descalificaciones contundentes.
En efecto, la primera entrega de la Revue de Métaphysique, fundada en 1893 por Xavier Léon
(1865-1935),'° contiene una presentacién en la cual se establece, de manera especialmente
respetuosa, sus diferencias y afinidades con los proyectos editoriales existentes. Dicha toma de

posicion ha dado pie a considerar el nacimiento de la revista, casi de manera exclusiva, como una

* Quizé no esté de més recordar algunas lineas de uno de los primeros escritos de Emile Chartier (1901), después
conocido simplemente con el seudénimo de Alain, cuyo titulo, dicho sea de pase, resulta emblematico (Le culte de la
raison comme fondament de la République): “Le citroyen de la République devra donc rejeter I’autorité en matiére
d’opinions, discuter toujours librement, et n’accepter comme vraies que les opinions qui lui paraftront évidemment
étre telles” [El ciudadano de la Republica deberd per consiguiente rechazar cualquier autoridad en materia de
opinién, deberd discutir siempre libremente y no aceptar como verdaderas mds que aquellas opiniones que
evidentemente se le presenten como tales”. Un antecedente interesante de este espiritu es quizd el Manuel
Républicain (1848) de Charles Renouvier.

® Cf. [103). Llama particularmente la atencién los tres primeros objetivos del programa: “De las relaciones entre el
lenguaje y el pensamiento; elementos de filosofia del lenguaje. La proposicion, unidad fundamental del discurso.
Proposiciones sin sujeto. Distincién entre nombre y verbo, etcétera.”.

1% Con la colaboracién cercana de Elie Halévy (1870-1937), Letn Brunschvicg (1869-1944) y Couturat.
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forma de oposicién idealista o espiritualista a las tendencias representadas por la Revue
Philosophigue."" Sin embargo, asi como es fécil identificar o encasillar bajo esa categoria a
algunos de los colaboradores de la revista sin que con ello nos veamos tentados a generalizar esa
postura a la revista en s misma, ni a todos sus colaboradores; es igualmente facil constatar que su
intencion no era en modo alguno presentar una alternativa frente a la Revue Philosophique. En el
caso de Couturat, podria pensarse con suficiente evidencia que su objetivo era el neocriticismo
que se expresaba por medio de L’Anné Philosophique, dirigida por Frangoise Pillon, que era la
publicacion heredera directa de la Critique Philosophique de Renouvier.

Pero entender las cosas de semejante manera, como un pleito filosofico entre distintas revistas, es
suponer un proyecto y una cohesion intelectual entre escuelas y corrientes bien delimitadas que
de hecho no encuentra mayor sustento en las contribuciones mismas, ni en la variedad de
intereses intelectuales de los personajes involucrados.'? Por el contrario, llama, por ejemplo, la
atencion que en la presentacién se defina el proyecto de la revista, de manera muy general, como
un punto de equilibrio entre dos extremos; es decir, “entre le positivisme courant qui s’arréte aux
faits et le mysticisme qui counduit aux supertitions™.'* Pero llama asimismo la atencién que
semejante declaracién la firme no uno de los jovenes fundadores sino la maestra de la mayoria de
ellos: Alphonse Darlu (1849-1921); de quien por cierto, Couturat no tendra una opinion muy
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favorable.” Y de nuevo, en el caso de Couturat, su campo de accién se sit(ia, por un lado, en el

aspecto positivo, en el anélisis de los principios y consecuencias metafisicas de las ciencias; vy,

"' Prochasson (1991, p. 180} y Carroy (en Thirard, 1976, p. 407) explican incluso este nacimiento como una especie
de movimiento reaccionario; el primero al hablar de un neg-espiritualismo, mientras que la segunda al sefialar que
“La Revue de métaphysique marca el retorno heroico del espiritualismo universitario, eclipsado desde 1870 por el
espiritu positivo encarnado por la Revue Philosophigue”. Merllié (1993, pp. 59 y 60) intenta ofrecer una visién mds
amplia.

'2 Desde luego, tampoco no es de gran ayuda caracterizar el espiritu de la Revue de Métaphysique como las
esperanzas y proyectos de la burguesia judia (Simon-Nahum, 1993, p. 8); ya que no sabriamos qué hacer con
aquellos que no son judies, como Couturat, ni con los judios, como Bergson y Durkheim, que poco o nada tuvieron
que ver con la revista. Sobre la relacion de ambos intelectuales con la Revue de Métaphysigue véase Merllié art.cit.,

p. 64-68.

P] “Entre el positivismo actual que se detiene en los hechos y el misticismo que conduce a la supersticién” (Darlu,
1893, p. 4).

4 Cf. Carta de Couturat a Xavier Léon del 2 de junio de 1895. Cor. XL, Ms 359, f. 11. Citado en Prochasson art. cit.,
p. 114,
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por el otro, en el aspecto negativo, en un examen detallado de las tesis, desde su punto de vista
inaceptables, a las que ha Ilegado la interpretacion y critica filosofica de las ciencias, sin importar
la diversidad de horizontes filosoficos que las producen; es decir, ya sean ideas de Renouvier y
Pillon, de Arthur Hannequin,'* de Edouard Le Roy, de Henri Bergson, pero siempre dentro de los
limites del ambiente filosofico francés.

A esta actitud critica le corresponde de manera complementaria 1a tarea de heraldo asumida con
respecto a las tendencias extranjeras que considera importante dar a conocer e introducir en el
ambiente intelectual francés. Tal es el 4nimo que alimenta sus textos sobre el dlgebra de la logica
de Schroder, MacColl, y Poretsky, pero también sobre la ideografia de Peano, la logica y el
logicismo de Russell, asi como el dlgebra universal de Whitehead. Ambas tareas encuentran su
cause en la Revue de Métaphysique aunque no de forma exclusiva, lo cual es también entendible

tratandose de una revista general de filosofia.

LI 2

Alexandre-Louis Couturat nacié en Paris el 17 de enero de 1868 en el seno de una
familia acomodada. Estudié la ensefianza media (el lycée) en el célebre Instituto Condorcet'® y
luego entré en L’Ecole Normale Supérieure (en la Facultad de Letras) en la promocién del afio
1887, en donde obtuvo primero, y, con honores, el grado de catedratico en filosofia, en 1890; y,
después de cursar un afio més en la Facultad de Ciencias, obtuvo la licenciatura en matematicas el
25 de julio de 1892. Entre sus maestros, en este Gltimo campo, destacan Jules Tannery (1848-
1910),” Emile Picard (1856-1941),”® Camille Jordan (1838-1922)" y Henri Poincaré (1854-

15 (1856-1905). Profesor (desde 1885) de la Facultad de Letras y catedritico (desde 1891) de historia de las ciencias
en la Facultad de Medicina de 1a Universidad de Lyon. Su libro Introduction a L'Etude de la Psycologie (1890)
motivé el primer texto publicado de Couturat [1], y su Essai Critique sur L 'Hipotése des Atomes dans la Science
Contemporaine fue también objeto de una amplia resefia (cf. [8] y [9]), que tendremos oportunidad de comentar mas
adelante. Asimismo, Couturat dedica su edicién de los Opuscules et Fragments inédits {IV] a Hannequin, quien
ademis cra pariente suyo.

16 Una parte importante de la intelectualidad francesa de finales de siglo pas6 por esa institucién educativa, como
Marcel Proust, Daniel y Elie Halévy, asi como Xavier Léon, fundador de la Revue de Métaphysique et de Morale.

'” Hermano menor del fikisofo ¢ historiador Paul Tannery, era reconocido en particular por sus atributos pedagégicos
(entre sus alamnos destacados s¢ encuentran también Emile Borel y Jules Drach). Su mayor contribucitn fue en el
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1912). De ellos recibe los conocimientos matematicos pertinentes para embarcarse en la dificil
tarea de enfrentarse al estatus quo filosofico de su pais con su tesis sobre el infinito matematico.
Sobre este libro hay la percepcion de que se trata de una defensa abierta de la teoria del inﬁnito
de Cantor, interpretacion sobre la cual me pronunciaré, entre otras cosas, en el siguiente capitulo;
por lo pronto basta con indicar que el Cours d'analyse de Jordan y la Intoduction a 'étude des
fuctions d’une variable de Tannery, cuentan con el mérito de encontrarse entre los primeros
libros de texto del mundo en ocuparse de la teoria de conjuntos cantoriana.

El 12 de mayo de 1894 Couturat es nombrado maestro conferenciante,” sobre la obra de Platon y
Lucrecio, en la Facultad de Letras de Toulouse en donde cumple sus funciones hasta el afio de
1895. Se casa el 21 de abril de 1896 con Marie Joséphin Racine y poco después presenta en la
Sorbona sus dos tesis doctorales De L infini mathematique y De mythis Platonicis, el 12 de junio
del mismo afio, obteniendo la mencion #rés honorable. Los examinadores de la primera tesis
fueron Emile Boutroux (cufiado de Poincaré y aliado suyo en la disputa contra Couturat y
Russell), Jules Tannery, Frangois Evellin, y Victor Egger, mientras en la segunda tesis se
encontraban el especialista en filosofia antigua Victor Brochard (1848-1907), y los filblogos
Maurice Croiset y A. Bouché-Leclercg.!

Esta ultima tesis seria el punto de partida para el proyecto de un libro nunca escrito cuyo titulo
seria I sistema de Platon expuesto de acuerdo a su desarrollo histérico (Le systéme de Platon

exposé dans son développement historique). En una carta a Paul Natorp, filosofo neokantiano de

campo de 1a historia y 1a filosofia de las matematicas, aunque también dio con €l método de cortadura para introducir
los mimeros irracionales que se encuentra asociado a Dedekind.

18 1 .as contribuciones mas ‘importantes de Picard pertenecen al dominio del andlisis, la teoria de fumciones, las
ecnaciones diferenciales y 1a geometria analitica; en éste 1ittimo campo demostré dos importantes teoremas que hoy
llevan su nombre.

'® Sus contribuciones fueron muy diversas dentro de las mateméticas de su época. Fue el primero en establecer un
estudio sistematico de la teoria de grupos finitos. A pesar de contar con importantes resultados en esta 4rea, es ahora
mas recordado en topologia y anilisis por su teorema segin el cnal una curva cerrada simple divide un plano
exactamente en dos regiones.

? Lo equivalente at puesto de profesor asociado dentro de nuestro sistema universitario. Carolyn Eisele {(1981), p.
456] afirma que en esta misma fecha Couturat termina sus dos tesis de doctorado.

2 Un resumen del examen de grado se encuenira en el suplemento del mes de julio dei mismo afio de la Revue de
Métaphysique et de Morale, pp. 13-20,
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la escuela de Marburgo, Couturat afirmaba que su tesis de latin no seria 'mas que extracto y
resumen de este proyecto,” del cual daria sélo un adelanto en su participacion en la seccidn de
historia de la filosofia del Primer Congreso Internacional de Filosofia (L’Evolution historique du
systéme de Platon).”
Su relacidn y estrecha colaboracion, tanto cultural como académica, con Louis Liard (1846-
1917)* le hard entrar en contacto con la tradici6n algebraica de la logica tal y como era
desarrollada en Inglaterra y, a su vez, le abrird el espacio adecuado para ocupar su segunda
posicion académica; es asi como, después de dos afios de vacaciones, el 27 de octubre obtiene un
nuevo empleo en la Universidad de Caen, en donde ensefia filosofia matemética y el algebra de la
16gica por dos afios. Luego regresa a Paris para asumir una parte activa en la organizacion de la
seccion de logica e historia de 1a ciencia del Primer Congreso Internacional de Filosofia llevado a
cabo en 1900 y promovido por la directiva de la Revue de Métaphysique et de Morale. De hecho,
es el responsable directo de reunir por vez primera a la vanguardia de los 16gicos matematicos de
la época (McColl, Johnson, Poretskii, Schréder, Burali-Forti, Pieri, Padoa, Vailati y Peano). De
hecho, dada su insistencia en conseguir la participacion de Peano, es también el causante
indirecto del viraje hacia la logica de Russell.” Aunque su correspondencia con Peano inicia a

finales de 1896%° y ya habia escrito sobre la nueva ideografia logica y el Formulario Matematico

Z Esta y otras cartas a Natorp, fechadas entre 1901 y 1902, aparecen debidamente editadas y anotadas por Massimo
Ferrari en Rivista di Storia della Filosofia, 44 (1989): 115-139. La mencion aparece en la pégina 137.
» «Ce mémoire,-scfiala Lalande [(1900), p. 496] en su informe del Congreso- qu'on ne pourra se dispenser de
consulter pour se mettre au courant de 1'etat actuel de cette question, résume tous les travaux les plus récents et en
particulier ceux de Lutoslaviski, le grand vulgarisateur, sinon I'inventeur, de la méthode de statistique verbale et
grammaticale. M. Couturat fait connaitre les résultats anx quels ont abouti ces travaux: la négation de la soi-disant
génodeéléahoo—méganqmdelapanséeplatonimenne admise couramment sur I’autorité de Zeller et d"Ueberweg”.
* Como Couturat, se habfa doctorado en filosofia y obtenido una licenciatura en matematicas. Ocupd varios puestos
administrativos y académicos entre 1os que destacan: profesor de la Universidad de Bordeaux de 1874 a 1880, rector
de la Universidad de Caen, de 1880 a 1884, director general de ensefianza superior del Ministerio de Instruccién
Publica, y rector de la universjdad de Paris de 1912 hasta su muerte. Su libro sobre la corriente algebrista de 1a 16gica
inglesa, Les logiciens anglais contemporains, se publiod en 1878. Segin Sanzo (Op. cit., p. 20), fuc por influencia de
JnlmTannernymrdqueCoummtsedaalatarmdc&scﬁbuDelmﬁmmathématzque

 Sobre este punto véase Verrienti (1984-85), pp. 317-320.
% De acuerdo con Verrienti art. cit., existen 58 cartas y 40 postales de Commrat dirigidas a Peano. La
correspondencia completa se encuenira disponible en cd-rom, editado por 1a Universidad de Turin, y serd publicada
en breve en forma impresa bajo ¢l cuidado de Clara Silvia Roero y Erika Luciano (carteggio Peano-Couturat).



de Peano, es en este congreso donde Couturat entra personalmente en contacto con €l y con sus
seguidores mas destacados. Este encuentro, si bien no tan profundo como lo fue para Russell,
rendira sus frutos en al menos dos aspectos: a) Peano se une con entusiasmo a su propuesta sobre
la necesidad de adoptar un lenguaje artificial de carécter internacional como medio auxiliar para
la comunicacion del conocimiento; y b) Giovanni Vacca le revela la existencia de los manuscritos
logicos que yacen inéditos en la biblioteca de Hannover y lo invita a estudiarlos y publicarlos.

Es asi como entre 1900 y 1901 se da a la tarea de llevar a cabo este proyecto contando para ello
con apoyo oficial por parte del Ministére de I"Instruction Publique. De dichos estudios saldran a
la luz dos textos fundamentales: La Logique de Leibniz” (su obra mas importante, a juicio de
Russell) y Opuscles et fragments inédits de Leibniz, su famosa edicion de muchos de los
manuscritos inéditos leibnicianos y fiiente principal sobre la que se apoyaran las posteriores
interpretaciones. Con ambos libros concursa, sin éxito, para obtener la citedra de Historia
General de Historia de la Ciencia del Collége de France. Motivado por Leibniz y conciente de las
limitaciones impuestas por las barreras lingiiisticas, asume un papel protagénico en la busqueda
de consenso para la adopcion de un lenguaje auxiliar internacional. Con este fin asiste a los
cursos de lingiiistica historica y lingiiistica general que imparte el connotado lingiiista Antoine
Meillet. Después, asume cargos fuera del ambito universitario y de la administracion educativa
del estado, entre los que destacan: tesorero de la Delegacion para la adopcion de una lengua
internacional auxiliar (1900-1908); secretario de la misma Delegacién (1908); y, por Gltimo,
secretario de I'Akademio di la linguo Ido (1910), y editor general de la revista idista Progreso
(1908-1914).

En 1904 asiste al Segundo Congreso Internacional de Filosofia [levado a cabo en Ginebra, donde
lee un breve texto sobre la utilidad de la logica, v, resume el estado de la cuestion con respecto a
la adopcién de una lengua internacional. Es en el contexto de este congreso en donde inicia la

polémica contra la nueva logica que tomara niveles méas altos en la critica de Poincaré. Después

%7 Sobre la influencia del proyecto de Hannover sobre Couturat (1901) hablaré mas adelante.



Perfil Biogrdfico de Lowis Couturat
Capftulo I

de esto cesan definitivamente sus actividades docentes, con excepcion de un curso impartido en
el Collége de France, en 1905-6, ocupando la citedra de Henri Bergson sobre historia de la
logica, a solicitud expresa de éste Gltimo. De aqui en adelante, la preocupacion principal de
Couturat tiene que ver, como en el caso de Peano, con la promocién de una lengua internacional
y en el trabajo lexicografico que da lugar a diversos diccionarios bilingiies. Es asi como en 1910
publica, con la ayuda destacada de Peano, el Internaciona Mathematikal Lexico con entradas en 5
lenguas: ido, aleman, francés, inglés e italiano.

Muere €l 3 de agosto de 1914 en Ris-Orangis, el mismo dia que Alemania declara oficialmente la
guerra a Francia. Siendo un abierto pacifista, no deja de ser curiosas las circunstancias de su
deceso: cuando volvia a su casa de campo, en Bois-le-Roi, por el camino de Fontainebleau, fue
alcanzado por un pesado auto militar que viajaba a toda velocidad llevando las Ordenes de
movilizacion.

En octubre de ese mismo afio Peano publico una nota necrolégica, no exenta de critica, en la cual
exaltaba el trabajo intelectual de Couturat y, en particular, su labor en el desarrollo del
movimiento por la adopcidén de una lengua internacional. André Lalande, con quien Coutugat
habia colaborado, entre 1902 y 1906, con las entradas para los términos logicos para su
Vocabulaire Technique et Critique de la Philosophie, escribié una nota més detallada que tenia-
como punto de partida la necrologia que L. Benaerts, amigo cercano de Couturat, habia escrito
para el Annuaire de | 'Ecole Normal, en 1915,

El 18 de diciembre de 1916, La Academia de Ciencias de Paris, por recomendacion de su antiguo
maestro, Emile Picard, en su division de Historia y Filosofia de las Ciencias, le otorga de manera
postuma el premio Binoux, con un monto de mil francos, por el conjunto de su obra, pero
notablemente por Sur l'infini Mathematique (sic.), La logique de Leibnitz, I algébre de la
logique, y Les principes des mathématiques.
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Aunque la obra de Couturat se encuentra orientada principalmente hacia la reflexion
filosofica sobre la ciencia, debe reconocerse que poseia ademas una inclinacion especial por las
artes y que sus habilidades como dibujante eran ampliamente reconocidas. Es interesante notar
que la primera publicacién de Couturat es precisamente de orden artistico. Segun refiere L.
Benaerts, M. Perrot, director de L'Ecole en ese entonces, encargo al joven Couturat dibujos de
varias piezas del Museo L’Ouvre los cuales aparecen en algunos mimeros de la revista L 'Histoire
de 1’Ari. Asimismo, es en su tercera publicacion propiamente filosofica en donde Couturat se
enfrasca, por primera y Unica vez, en una discusiéon sobre la naturaleza del arte, en la cual
propone una reforma del lenguaje basico de la estética por medio de una propuesta de
clasificacién de sus objetos, asi como en un examen detenido sobre la pertinencia de las
categorias propias de la disciplina (belleza moral, expresion, sublime, etc.,).

Por otra parte, en su descripcion de la trayectoria profesional de Couturat, Carolyn Eisele afirma
que entré6 en contacto con Russell cuando el primero se encontraba investigando la obra
leibniciana. Sin embargo, sabemos que el mencionado contacto ocurrié con mayor anterioridad v,
en concreto, inmediatamente después de la aparicion de las resefias que hicieron ambos a sus
respectivas tesis de doctorado. Se trata sin duda de una relacion intensa y amplia que se
desvanece por completo justo con la prematura muerte de Couturat, pero que, debe decirse, ya
venia languideciendo desde tiempo atras debido principalmente a los intentos infructuosos de
Russell por persuadir a su colega francés de volver al trabajo “serio” dentro de los campos de las
matematicas y de la filosofia. En su Autobiografia, Bertrand Russell hace una breve pero
sugerente relacion de su encuentro y amistad con Couturat; la cual, desde luego merece la pena
citarse y comentarse en toda su extension, ya que representa uno de los pocos testimonios que

tenemos de nuestro personaje:

Del afio de 1897 recuerdo muy poco, salvo que mis Foundations of Geomeitry

 Russell (1967). pp. 197 y 198. Una descripcion no muy diferente s¢ encuentra en Russell (1954), pp. 29y 30.
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fueron publicados en ese afio. Recuerdo también haber experimentado un gran
placer al recibir una elogiosa carta sobre el libro, escrita por Louis Couturat, a quien
no habia visto nunca, aunque habia hecho la resefia de su libro El Infinito
Matemdtico. Habia sofiado con recibir cartas de alabanza de extranjeros
desconocidos, pero esta era la primera vez que me ocurria. Narraba en su carta como
se habia abierto paso a través de mi libro “armé d'un dictionnaire”, pues no sabia
inglés. En fecha ligeramente posterior fui a visitarle a Caen, en donde a la saz6n era
profesor. Se sorprendié de mi juventud, a despecho de lo cual se inici6 una amistad
que duré hasta que lo matd un camién durante ia movilizacion de 1914. En los
tltimos afios perdi el contacto con él, debido a que se absorbi6 en la cuestion de un
idioma internacional. Preconizaba el ido en lugar del esperanto. De acuerdo con su
conversacion, ningin grupo de seres humanos en toda la historia anterior de la
especie humana habia sido jamas tan depravado como los esperantistas. Lamentaba
que el vocablo ‘ido’ no se prestase a la formacién de un vocablo similar al
esperantista. Yo sugeri ‘idiota’, pero no le satisfizo mucho. Recuerdo haber comido
con ¢l en Paris, en julio de 1900, cuando el calor era sumamente opresivo. La sefiora
Whitehead, que tenia débil el corazén, se desmayo, y, mientras iba a buscar la sal
volatil, alguien abri® la ventana. Al regresar, la volvi6 a cerrar firmemente,
diciendo: “De l'air, oui, mais pas de courant d'air”. También recuerdo una ocasion
en que fue a verme a un hotel de Paris en 1905. Mister Davis y su hija Margaret (el
padre y la hermana de Crompton y Theodore) escuchaban su conversacion; Couturat
estuvo hablando sin un instante de reposo durante media hora, y entonces observo
que sabios son aquellos que retienen la lengua. En este punto, mister Davis, a
despecho de sus ochenta afios de edad, sali6 apresuradamente de la estancia, y yo
pude oir el rumor de su risa mientras desaparecia. Durante algin tiempo, Couturat
fue un ardiente paladin de mis ideas en logica matemética, pero no siempre fue muy
prudente, y, en mi largo duelo con Poincaré, supuso para mi a veces una pesada
carga tener que defender a Couturat al mismo tiempo que me defendia yo. Su obra
mas valiosa se referia a la logica de Leibniz. Leibniz deseaba que se pensase bien de
¢l, razén por la cual solamente publicé su obra de segunda fila. Lo mejor de su obra
permanecié manuscrita. Subsiguientes recopiladores, publicando solamente io que
juzgaban mejor, continuaron sin dar a la imprenta lo mejor de su obra. Couturat fue
el primer hombre que la exhumé. A mi me complacié mucho, naturalmente, ya que
proporcionaba pruebas documentales para la interpretacion de Leibniz que yo habia
adoptado en mi libro sobre él, pero sobre bases que, sin la obra de Couturat, habrian
seguido siendo inadecuadas. La primera vez que vi a Couturat me explicé que no
practicaba ninguna rama de ‘le sport’. Cuando, poco después, le pregunté si
montaba en bicicleta, contestd: “Claro que no, puesto que no soy deportista”.
Mantuve correspondencia con €l durante muchos afios, y en el curso de las primeras
etapas de la guerra Boer, le escribi cartas imperialistas que ahora conmsidero
sumamente lamentables.

Desde luego, la imagen de Couturat presentada aqui es muy poco favorable e incluso pareciera

suponer que se trata de una persona un tanto grotesca, por no decir francamente ridicula y de
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escasa monta intelectual. Pero debe tenerse siempre en cuenta que esta descripcion se encuentra
influenciada en buena medida por la percepcion negativa que Russell abrigo al final de su
relacion con Couturat y, como puede apreciarse, su memoria esconde mas de lo que muestra. Y si
se tiene debidamente en cuenta algunos aspectos importantes de esta época, tampoco es
sorprendente encontrar sumamente imprecisa y distorsionada la forma como Russell rememora
los acontecimientos y las personas. Ademas, el lector ocasional de la Autobiografia puede hallar
bastante criptico, por no decir sin importancia, el comentario sobre nuestro .personaje. Y en
efecto, el texto en algunas ocasiones da por descontado que el lector cuenta con suficientes
referencias sobre los temas que se estan relatando, lo cual es bastante comprensible si tomamos
como modelo el europeo culto de la primera mitad del siglo XX. En otras ocasiones simplemente
es necesario echar mano de datos que no estin a la vista incluso para ese lector modelo. Por
ejemplo, Couturat era cuatro afios mayor que Russell y para 1898, fecha de su primer encuentro,
el primero contaba con 30 afios y el segundo 26. En este sentido la sorpresa de Couturat sobre la
juventud de su colega puede tomarse mas como un cumplido, o, si se prefiere, como una
manifestacién de admiracion por su notable desempefio intelectual.

Una cuestibn mas complicada de entender es la opinién negativa de Couturat sobre los
esperantistas, la cual tiene que ver con las circunstancias particulares que rodearon la eleccion de
la lengua internacional dentro de la Delegacion formada para tal proposito. En los trabajos de
1907, la Delegacion aprobd, en principio, la adopcion del Esperanto pero bajo la reserva de
introducir mejoras en su gramética y léxico. Muchas de estas enmiendas fueron adelantadas en
las reuniones de trabajo previas, en las cuales Couturat dio a conocer su estudio detallado sobre
las deficiencias en la derivaciéon del Esperanto [VII y ‘XIV]. Las reformas aprobadas fueron
caracterizadas como proyecto ido, y si bien los esperantistas habian acordado cefiirse a los
acuerdos de la Delegaci6n, muy pronto estallé la descalificacion hacia los nuevos cambios,
provocando con ello division y desercion en las filas.

En esencia, el escandalo tenia como punto de partida la forma como el proyecto de reforma se
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habia presentado, ya que en un principio la propuesta Ido se habia hecho de manera anénima vy,
ademds, presuponia que los cambios introducidos conducian a una lengua distinta del Esperanto.
Mas tarde se supo que dicha propuesta se debia al marqués de Beaufront, a quien se habia
recomendado representar los intereses esperantistas dentro de la Delegacion. Desde luego, para la
mayoria de los adeptos del Esperanto, incluyendo a su creador, se trataba de un acto de alta
traicion.

La forma como Couturat se vio envuelto en este penoso incidente no fue percibida de igual
manera por todos los involucrados vy, ciertamente, su honorabilidad intelectual fue a menudo
puesta en entre dicho, sobre todo dentro de las filas esperantistas. Este resultado negativo era
bastante obvio no s6lo debido al analisis detallado que Couturat habia hecho del Esperanto, sino
también por su cercania con Beaufront, con quien emprenderia la mayor parte de sus proyectos
lexicograficos [IX, X, XI, XVII]. En su comentario acerca del obituario de Peano sobre Couturat

mencionado atras, Kennedy hace el siguiente recuento:

Peano valoraba la labor cientifica de Couturat dentro del movimiento sobre la lengua
internacional (quien, segun €l, “elevod el estudio de la interlingiistica al de la ciencia”);
pero criticaba su espiritu partidario a favor del Ido, sefialando que su propaganda
dogmatica habia provocado que un mimero considerable de amigos y adherentes
dimitiera (Aunque Peano no estuvo probablemente al tanto del papel protagonista que
Couturat jugd en la intriga por la cual el Ido fue escogido como el lenguaje de la
Delégation por I’adoption d'une langue auxiliaire).”

Desde luego, Kennedy no solo da por sentado la “intriga” a favor del Ido, sino que también omite
aqui el hecho, reconocido solo mas adelante, de que Peano llevaba también a cabo una labor
proselitista encubierta, aunque ciertamente de manera muy discreta, en favor de su lengua
artificial. Ademés, tampoco parece reconocer la mala relacion que ambos llegaron a tener al final
y la opmion poco favorable que Couturat se habia formado de Peano, como lo constata el
siguiente comentario hecho a Russell en una carta fechada el 30 de diciembre de 1912: “No nos

encontramos por ahora en los mejores términos con Peano, quien nos combate por detras con el

* Kennedy (1980), p. 144.
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apoyo de los esperantistas. El, que ha formado parte de la Delegacion, y ha abogado por su
Latino, se niega a reconocer su labor (no pierde la ocasion de denigrarla), y propaga una jerga
semiitaliana que nada tiene de internacional. ;Sabe como dice signatario? |Firmatariol Su
oposicion estipida, que favorece su amor propio italiano, no hace més que retardar los progresos
del ido en Ttalia (...) En el fondo, sélo solicita plata para su latimicho. Espero que usted no caiga
en esa trampa tan grosera, y que cuando usted encuentre tiempo de ocuparse dela L. L. Estudie
ido y se adhiera a la causa”.*® Como de todo este asunto me ocuparé mas adelante, en el ultimo
capitulo, volvamos de nuevo a la descripcion de Russell.

Dejando de lado los comentarios anecdéticos sobre la personalidad de Couturat, lo que después
llama inmediatamente la atencién es la forma imprecisa como Russell refiere su relacién con él
en cuanto al proyecto logicista y su polémica con Poincaré. Couturat no compartiria imicamente
las ideas russellianas sobre logica matematica a partir de la aparicion de los Principios de la
matemdtica sino también el proyecto logicista que le da sentido a este libro. No obstante,
podemos decir que Couturat nunca fue un defensor ortodoxo del enfoque de la logica russelliana,
ya que dos afios después de la publicacién del mencionado libro de Russell aparece su breve
tratado sobre El digebra de la légica (VII), que como su titulo muestra y P. E. Jourdain sefialo en
su momento (‘XVI, pp. v-x), se encuentra inmerso en la tradicién algebrista comun a Boole, De
Morgan, Peirce y Schroder (de hecho, segin Lalande, este librito es una version abreviada de la
obra del Algebre der Logik de Schroder, lo cual es sumamente inexacto como tendremos
oportunidad de ver mas adelante).”! Como mencioné antes, Couturat habia entrado en contacto
con dicha tradicion antes de conocer los sistemas de Peano y Russell, por medio de su amigo y de
alguna manera mentor, Louis Liard, quien ademis mantenia relaciones amistosas con Stanley
Jevons y habia dado a conocer en Francia el 4lgebra de la l6gica.” Ademas, en su segundo curso

impartido en la Universidad de Caen, Couturat estudiaba ya los sistema de Boole, De Morgan,

0 cf. Schmid (ed.) (2001), pp. 643-4. Citado parcialmente en Sctemid (1983), p. 107.

3 Lalande (1915), p. 247.

32 Un afio antes del libro mencionado en 1a nota 9, Liard habia escrito dos articulos en los cuales discutia el sistema
de Boole (1877a) y las reformas introducidas por Jevons (1877b).
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Jevons, Delboeuf, Peirce, MacColl, Schrioder y Peano; y, como veremos mas adelante, hacia 1900
no se hallaba del todo satisfecho con la definicion logica de mimero presentada por Dedekind.

Con respecto a Poincaré debe observarse, en primer término, que su actitud critica hacia Russell
se remonta a una etapa anterior a la posicion logicista adoptada por este ultimo, teniendo como
punto de partida la resefia desfavorable que hizo del Ensayo sobre los fundamentos de la
geometria y, por consiguiente, centrando el debate en el estatus fundamental de la geometria
proyectiva con respecto a los distintos sistemas geométricos, asi como sobre la cuestion acerca de
la naturaleza del conocimiento geométrico.”> En segundo lugar, antes de la primera pugna con
Russell, Couturat habia asistido al curso impartido por Poincaré sobre los problemas
epistemologicos planteados por las geometrias no euclidianas, y en un primer momento se
encontraba bajo la influencia de éste, pero dada su marcada tendencia racionalista y
antipsicologista, habia entrado en desacuerdos piblicos con su maestro sobre filosofia de Ia
geometria. En tercer lugar, la Vposterior reaccion de Poincaré contra el logicismo inicia con un
malentendido, al momento de atribuir a Couturat las ideas de Russell que éste da a conocer al
mundo intelectual francés a través de una serie de articulos en la Revue de Metaphysique et de
Morale y que mas tarde aparecerian en forma de libro y cuyo titulo traduce el de Russell (Les
principles des Mathématiques, 1905). Ademas, en una elaboracion posterior Poincaré critica el
empleo de las “nuevas logicas”, lo cual incluye tanto al programa logicista como al programa
formalista asociado a Hilbert y su escuela, aunque ciertamente mostrando mayor simpatia por
este Gltimo programa. Mas adelante tendremos oportunidad de ponderar y evaluar ambas
discusiones a fin de sopesar el papel que Couturat juega en cada una de ellas, pero por lo pronto
me basta con dejar en claro que “el largo duelo” de Russell con Poincaré no inicia con sus ideas
en logica matematica como tema de debate. Y si tomamos en cuenta que el primer articulo de

Poincaré contra la posicion Russell-Couturat aparece en 1905 y que el fisico francés muere tan

3 Cf Poincaré (1899), y la respuesia de Russell (1899), asi como la contrarréplica de Poincaré (1900). Como
veremos méas adelante, es de hecho Russell quien lanza la primera piedra, al criticar (si bien de pasada ya que lo
asimila a Ia posicién de Cayley y Klein) el llamado convencionalismo de Poincaré. Cf. Russell (1897), I. § 33.
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solo siete afios después, podemos considerar que se trata mas bien de un debate mas intenso y
aspero que extenso, sobre todo comparado con otras batallas libradas por Russell en su larga y
fructifera vida intelectual.
Por Gltimo, un aspecto un tanto revelador es sin duda el auto reproche de Russell debido a las
cartas imperialistas en torno a la guerra Boer enviadas a Couturat, y no tanto por lo gue en si nos
dice sino precisamente por todo aquello que deja entrever en cuanto a la naturaleza de ese
intercambio epistolar, como por la luz que dicho acontecimiento puede echar sobre el giro que
Russell hubo de experimentar hacia su conocida posicion pacifista. Si tomamos en cuenta que al
final de la mencionada guerra Russell es ya un declarado pacifista y un decidido antiimpeniahista,
puede inferirse que entre ambos pensadores tuvo lugar un debate singular referente a este topico.
En efecto, segin documenta Anne-Frangoise Schmid, de entre las 231 cartas y postales hasta
ahora disponibles que Russell y Couturat intercambiaron entre 1897 y 1913, se encuentra “una
discusion larga y apasionada” sobre dicho punto.’* De hecho, si bien la politica es un tema
sobresaliente en la correspondencia, nos dice la autora, es en particular el asunto de la guerra
Boer ¢l mas importante, “ya que éste suscita una larga polémica entre Couturat y Russell en
dénde sus opiniones politicas y filosoficas son desarrolladas de forma més completa y continua
que en relacién con otros temas politicos” *
. Qué hay en la guerra Boer que suscita un debate tan candente entre los dos jovenes pensadores?
En realidad nada sobresaliente en comparacion con otros conflictos entre colonizadores, y, por
consiguiente, la disputa territorial no posee por si misma mayor interés; es decir, si el debate
entre ambos pensadores adquiere mayores dimensiones se debe no la naturaleza particular del
conflicto sino a la preteénsion, por parte de Russell, de justificar y apoyar la intervencion britanica

con argumentos de pretendido orden filoséfico. En este sentido, Couturat no se sitGa como un

3 Mucho antes de la mencionada edicién de la correspondencia Russell-Couturat, Schmid habia reportado 198
documentos. En l1a publicacién faltan inexplicablemente al menos dos documentos. Cf. Schmid (ed.) (2001). pp. 433-
437.

35 Schmid (1983), p. 102 [p. 93]. Dado que existen diferencias substanciales entre la versién publicada en Aa. Vv.,
(1983), y la versién que aparece en Dialectica, el mimero entre corchetes referird siempre a la primera publicacion,
va que se trata de una versién anterior y mis breve que la publicada en la revista.
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defensor de la causa Boer sino como un abierto pacifista y antiimperialista que no puede mas que
hacer patente su actitud critica minando y poniendo en aprietos las afirmaciones oscilantes de su
contraparte. En este sentido, se trata de un debate en el cual Russell se encuentra a todas luces en
una posicidén incomoda y extremadamente dificil de resolver cabalmente, ya que busca dotar de
una justificacién moral una empresa en la cual se encuentran en juego muchos intereses pero muy
pocos principios morales. Pero ademas sorprende la forma como Russell presenta desde un

principio las cosas y, desde luego, sorprende mucho menos la reacciéon de Couturat:

Me encuentro tan afligido a causa de la desgracia de mi pais que no puedo pensar en
otra cosa. La filosofia me resulta un juego de nifios comparada con los recientes
acontecimientos. No puedo hacer nada més que abrigar la esperanza en el triunfo de
nuestras tropas, debido, en primer lugar, a mi estiipido e instintivo patriotismo, pero
también por motivos mas profundos. El imperialismo Inglés se inspira (entre la
gente educada) en la idea de Roma, en la historia de Mommsen (cuyas maximas
justificarian cualquier cosa), en Carlyle, en Nietzsche, y, finaimente, en Darwin y la
evolucion. He aqui un sentimiento erroneo, sin duda, pero perfectamente
respetable. >

La carta tiene como fecha el 18 de diciembre de 1899; es decir, apenas unos dias después de la
llamada semana negra, en la cual las tropas britdnicas suffen severas bajas en manos de un
ejército Boer irregular. Y si tomamos en cuenta que fueron estos dltimos quienes inician las
hostilidades, uno se pregunta por qué Russell no apelé simplemente al derecho de auto defensa en
lugar de intentar justificar en lo general el dominio britdnico mas alli de sus fronteras.”” Por lo
demas, la respuesta de Couturat es, como podemos constatar, una reaccion contra los profundos

motivos que su colega dice considerar equivocos pero respetables:

Lo que es menos respetable, o de cualquier modo menos simpatico, es el
imperialismo, el cual usted hédbilmente analiza en términos de sus origenes

36 Cf. Schmid (1983), pp. 102 y 103.

37 Podia incluso argumentar que el colonialismo inglés era, al menos, mucho mas benévolo con los nativos que el de
los Boer, ya que la abolicién de la esclavitud era una afieja tradicién en el imperio. No obstante, Russell s¢ empefia
mas adelante en justificar el colonialismo europeo: “Hay dos grandes objetivos que todo hombre de estado ha de
perseguir en cuestiones internacionales: preservar y defender la paz, b) expandir el gobierno civilizado™. A lo cual
Couturat replica; “;La civilizacién? Los Boer me parecen igualmente civilizados que los ingleses™. Cf. Schmid ibid.,
p. 104.
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historicos y filosoficos. La filosofia que lo inspira, o mejor dicho, que se emplea
para enmascararlo es especialmente espantosa. En su médula todos los sofismas
historicos, evolucionistas, y sociologicos han sido removidos, la ética del mas
fuerte, la maxima de Bismarck: la fuerza antecede a la ley y el derecho. Esta no es
sino la consagracién inmoral y cinica del triunfo, de la adoraci6n del fait accompli y
de la fuerza bruta.

La discusioén gira entonces, como ya he mencionado, no en la cuestion particular del conflicto
Boer, sino en el intento de Russell por ofrecer una base tedrica aceptable al imperialismo de su
pais. La posicion de Couturat, por el contrario, es meramente critica y parte de principios
cosmopolitas kantianos, que a la larga Russell se ve impedido a rebatir de manera satisfactoria.

En qué medida influyo entonces este debate en la posterior postura de Russell ante la guerra y
ante el imperialismo es algo que no es del todo claro. En primer lugar, tenemos la opinién del
propio Russell, y repetida por algunos otros, segiin la cual su cambio de 6ptica se debio a un acto
de “conversién mistica”,”® y no a un profundo proceso de reflexién producto de un singular
intercambio epistolar. Sin embargo, en un ensayo reciente, David Blitz pone seriamente en duda
la veracidad de dicha conversién en cuanto al cambio de opinién de Russell con respecto a la
guerra y al imperialismo, y atribuye a Couturat el mérito de influir en la evolucion del
pensamiento politico de Russell: “Russell no sélo fue incapaz de refutar los argumentos pacifistas
de Couturat, sino que ademas con su silencio y falta de respuesta reconocié que Couturat habia
echado por tierra sus mejores intentos de defender el imperialismo y el gobierno del mas
fuerte” ¥

Por otra parte, Blizt enfatiza correctamente que después de la ultima carta de Couturat sobre el
tema, en la cual termina por reducir al absurdo el argumento final de Russell, éste ultimo no
volveria a defender, ni en privado ni en publico, el imperialismo. Sin embargo, Blizt deja de lado
dos importantes cuestiones intimamente relacionadas aunque sin duda dificiles de responder: Si

efectivamente el debate hizo meila en la posicién de Russell. ;Por qué se negb a reconocerlo

* Cf. Russell Op. cit., p. 146.

¥ Cf Blitz (1999-2000). De hecho, como sefiala el mismo autor, la historia de la conversion ya habfa sido
cuestionada por Richard Rempel (1979) y Alan Ryan (Befrand Russell: a political life, 1988, p. 34), y este ultimo al
parecer se basa en el primero, pero ninguno de los mencionados autores parece haber tenido un contacto directo con
la correspondencia Russell-Couturat, y, por consiguiente, incurren en otro tipo de imprecisiones (pp. 119-121).
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abiertamente y a dar testimonio publico de ello? jfue la llamada “conversion mistica” una forma
deliberada de ocultar esa influencia o, acaso, corresponde a otro cambio interior?

Lo que vuelve todavia mas inquietante la cuestion es que se trataria de una actitud dificil de
atribuir a Russell, pues sabemos de sobra que en general no dudaba en reconocer las deudas
intelectuales adquiridas con otros. Este es el caso con respecto a Moore, Peano, Whitehead, y
Wittgenstein, jpor qué no habria de hacerlo con Couturat? Una posible respuesta es el desencanto
con el cual Russell contemplaba las actividades idistas de su colega.®® Pero si este es el caso, algo
similar se esperaria con respecto a Peano, con quien no dejé de tener diferencias importantes,
sobre todo por la negativa del italiano en asumir Ia causa logicista. Sea como fuere, lo anico
cierto es que si bien la crénica de Russell sobre Couturat es tan imprecisa, incluso en detalles
nimios,*! no externa juicio negativo alguno sobre las actividades pro idistas.*

En todo caso, hay mas bien cierto indicio de molestia por parte de Russell, en 1908, debido a la
“actitud” dogmética de Couturat, la cual le habria acarreado por reflejo cierta antipatia entre los
matematicos franceses.” Y en efecto, su temperamento polémico no era bien visto incluso por
algunos de sus compafieros de la Revue de Métaphysique, como lo muestra el duro juicio de su
amigo Elie Halévy: “Couturat es insoportable: hay en él un fondo de engreimiento que
Unicamente su idealismo candido le impide ser completamente execrable”.* Pero se trata en todo
caso de su forma severa y quiza algo rigida a la hora de envolverse en la discusion, como parece
entenderlo mejor Lalande cuando escribe: “parecia en algunas ocasiones un poco duro o
despectivo en la critica, lo cual ciertamente no representaba su verdadero 4nimo, debido a que no
recurria involuntariamente a las palabras habituales de atenuacion y tacto como es lo mas

frecuente; pero cuando se le conocia mejor se veia cuin exento se encontraba de toda mala

“ Blitz atribuye también el desencanto, hacia 1905, a “his [Couturat] somewhat simplistic presentation of
mathematical logic” (p. 122, n. 9); con lo cual da por buena 1a versién de Russell sobre su controversia con Poincaré.
Y Cf. Schmid art. cit., p. 108 [p. 96].

“2 Sin embargo, en privado desaprobaba tanto 2 Peano como a Couturat; al respecto véase la carta a Ottoline Morrell
del 25 de marzo de 1912.

3 Cf. Russell (2002), p. 308.

* Carta de Elie Halévy a Xavier Léon (s.£/19027). Biblioteca Victor Cousin, Ms 387, f. 64. Citada por Prochasson
(1993), p. 112.
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voluntad”.*
De cualquier forma, es igualmente cierto el papel alentador que jugé Couturat en el
desenvolvimiento de las ideas de Russell al menos durante los afios decisivos de su carrera
intelectual, tal y como lo muestra su pesada correspondencia y, en particular, las siguientes
lineas: ‘

Aquello que sefiala sobre la simpatia intelectual que existe entre nosotros me causa

un gran placer. De igual forma he encontrado en esta simpatia el animo suficiente

para seguir la via que me parecia correcta, sobre todo cuando todo el mundo

pareciera guardar otra opinion... si no hubiese contado con la apreciacion suya y la

de Whitehead, probablemente pensaria que mis ideas no gozan de importancia
alguna.*

En efecto, al compartir una formacion académica tanto en filosofia como en matematicas, sus
intereses intelectuales también confluyen en las mismas cuestiones de filosofia matematica, y, en
particular, en su rechazo a las tesis kantianas; pero ademas coinciden en tiempo y tema en cuanto
a sus respectivos libros sobre Leibniz y, al menos en la superficie, arriban a las mismas
conclusiones sobre el fundamento de esa filosofia. Asimismo, Couturat juega un papel importante
en la promocién profesional de Russell, al impuisar la traduccion francesa del Ensayo sobre los
Fundamentos de la Geometria, invitarlo al Primer Congreso Internacional de Filosofia, que seria
tan decisivo en su carrera, y servir como entusiasta difusor de sus ideas dentro del duro ambiente

filoséfico francés. jDemasiadas cosas para dos personas que solo se vieron tres veces en la vida!

%5 Lalande (1914), p. 646.
* Schmid loc. cit.




El problema filoséfico del infinito
a finales del siglo XIX en Francia




Quisiéramos saber si los filésofos que admiten
las proporciones infinitas en el mundo material
estin dispuestos a seguir a los gebmetras
extraviados en esta logicacién ildgica de lo
infinito en acto.

Charles Renouvier

En 1896 un estudiante de filosofia de la
divisién de letras de 1a Ecole Normal, defendi6
una iesis sobre el infinito matemdtico ante la
Facultad de Letras de Paris. Sc traté en verdad
de un suceso notable ya que Couturat se mostrd
atento por el retorno de la filosofia al estudio
de las ciencias y, por consiguiente, al
resurgimiento de una tradicién largo tiempo
abandonada.

Pierre Duhem
§ 1. Filosofia idealista
De Uinfini Mathématique,' es antes que todo una obra inscrita en el idealismo francés de
finales del siglo XIX. Estamos, por consiguiente, frente a un idealismo por partida doble, ya
que ademés de retomar la tradicion kantiana que domina todavia la filosofia de la época,
afiade una nueva vision de la filosofia que le permite reinﬂrentar el papel de la critica. En la
superficie de dicha concepcion podemos encontrar puntos de contacto notables con aquello
que mas tarde, y sobre todo en Alemania, se denominara filosofia cientifica. Pero también en
sus aspectos mis generales corresponde con mucho a lo que suele entenderse ahora como
filosofia de la ciencia, y, de hecho, la filosofia tal y como la entiende Couturat es
principalmente teoria del conocimiento o filosofia de la ciencia, pero estas ultimas no
pueden ser otra cosa que metafisica pura. Dicho de otra manera, los nombres de estas

disciplinas son sdlo etiquetas que sirven para designar la unica y la misma clase de reflexion

! De aqui en adelante usaré la abreviacién {infini para referirme a esta obra.
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filosofica existente. Esta es una cualidad del idealismo epistemoldgico francés de fin de
siglo, y en lo que sigue daremos un repaso general a esta version que sirve de fondo a Ia
solucion tentativa del problema del infinito en su dimension filosofica. En efecto, para el
joven Couturat la filosofia no puede ni debe ocuparse de la realidad o del universo en 8,
sino de las construcciones ideales que las distintas ciencias se forman de esa realidad o
universo. Es en principio una reflexién de segundo degré relativa a las ideas; y, en
particular, sobre aquellas que conforman el total de las ciencias, Dicho en sus propias
palabras, “la filosofia no se ocupa de las cosas ni de los hechos, sino de las ideas; no
investiga las leyes de la naturaleza, sino las leyes del intelecto (I’espirit). Para ello se ha de
remontar a los principios mismos de la ciencia, para comprobar su valor y examinar sus
fundamentos. Es, en definitiva, una Teoria del Conocimiento, y su verdadera denominacién
es la Critica”(p. vi).

Sin embargo, dicha critica, nos advierte el autor, no debe sugerir en ningin momento una
actitud hostil hacia las ciencias, puesto que al discutir sus métodos y sus principios el
objetivo final es oftecer una justificacién filoséfica del conocimiento cientifico. Es decir, la
filosofia tiene como propdsito dar cuenta de los conceptos y de los principios fundamentales
de la ciencia, pero también debe dar cuenta de la aplicacion exitosa de dichos conceptos y
principios. “En resumen, si el objeto de la ciencia es explicar el universo, el objeto de la
filosofia es explicar la ciencia; y si la filosofia fracasa en dar una fundamentacién de esta
ultima, no ser4 la bancarrota de la ciencia, sino de la filosofia” (p. vii).

De esta relacion estrecha se sigue que ambas, ciencia y filosofia, son tareas intelectuales
esencialmente distintas pero no independientes entre si, ya que la primera es la materia

indispensable y el alimento natural de la segunda. Y por este mismo motivo, ninguna de
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ambas debe intentar suplantar a la otra. Para Couturat, ciencia y filosofia han establecido una
relacién estrecha inmejorable desde los tiempos de Aristoteles, pero a finales del siglo XIX
existe la necesidad de reafirmar la naturaleza y limite de la relacion entre ambas disciplinas
porque, al menos en Francia, se trata de una tradicion mermada y en peligro de extincion.

La causa principal es la falta de interés filoséfico en la ciencia y la creencia erronea de haber
encontrado una nueva via de investigacion para tratar los asuntos metafisicos. Tal es asi
como una de las principales corrientes en boga del siglo XIX se ha centrado en el estudio de
la conciencia creyendo haber encerrado en un dominio aparte el mundo mental, y se ufana
de haber descubierto sus leyes por medio de un método especial: la introspeccion.

Pero hay en esta tendencia un error de objetivo que salta de inmediato a la vista, ya que si
bien se habla de una “ciencia del alma”, al mismo tiempo se reconoce que no se trata de una
ciencia natural, sino de una ciencia moral, en la cual el espiritu se concibe en un sentido
ajeno y distinto del fendmeno natural. Pero asi como existe esta tendencia a fundar la
metafisica sobre una psicologia espiritualista, también existe la tendencia a pensar en la
desaparicion de la metafisica, porque se considera que la ciencia tiende a apoderarse de los
fenomenos espirituales a través de su basamento fisiolégico, el cual es el Gnico aspecto
medible de la conciencia y, por lo tanto, el inico cognoscible cientificamente. Pero asi como
hay algunos cientificos que han llegado a pensar que la metafisica es hasta la fecha una
disciplina imposible y que la ciencia basta para satisfacer nuestras necesidades intelectuales,
en virtud de que la legitima curiosidad conceptual deberia limitarse al conocimiento de las
leyes naturales; también hay cientificos para quienes una psicologia maés seria y
verdaderamente cientifica podria reemplazar o desplazar a la metafisica.

En concreto, el eclecticismo y el positivismo francés de la segunda mitad del siglo XIX son,
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por igual, incapaces de representar la verdadera tarea de la filosofia; ya que ambos
representan y ejemplifican los equivocos a los que llega el espiritualismo y el empirismo.
Por un lado, porque el primero al observar la conciencia no hace més que analizar los
conceptos vagos y confusos de la experiencia vulgar, y cree ingenuamente que pensando
acerca de ellos puede deducir verdades metafisicas. Y, por el otro lado, porque e} segundo
busca por el método experimental dictar las leyes que rigen la conciencia; con lo cual, en
lugar de analizar hechos siquicos no hace mis que atender hechos fisiologicos, y, con ello lo
Gnico que hace es usurpar el papel de la ciencia.

Hay, ademés, un fondo kantiano sobre el cual se mueve el rechazo a ambas doctrinas, ya que
se da por sentado que la metafisica debe consistir esencialmente en juicios sintéticos a
priori. Y si la descripcion que hace Couturat de las mismas es correcta, es manifiesto que
tanto el eclecticismo como el positivismo violan este prerrequisito basico de la Critica. Es
decir, “en tanto las verdades, ya sean logicas o cientificas, son relativas al espiritu que las
piensa, no serén propiamente verdades si no se encuentran en conformidad con los
principios racionales. Seri, por consiguiente, una empresa quimérica y vana buscar un
conocimiento cientifico de las leyes del pensamiento, en el entendido de que todo
conocimiento cientifico se haya fundado sobre esas mismas leyes, y la experiencia ultima no
tendrd ningiin valor en tanto no se encuentre subordinada a las formas a priori de la razon”
{p. ix).

Para Couturat, entonces, €l dominio principal de la filosofia recae en la metafisica y no en la
psicologia, sea esta experimental o espiritualista, y todo intento por traducir los problemas
de orden metafisico al orden psicolégico es simplemente una tarea initil. En el dominio

concreto de la filosofia matematica esto significa que en el anilisis y la justificacion de los
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conceptos matematicos no tienen ningun valor las consideraciones de orden psicolégico,
sino aquellas que remiten exclusivamente al orden racional. De ahi que Couturat no haya
dudado en poner al frente de su tesis sobre el infinito, la lacénica observacion de Jules
Lachelier (1832-1918): “La verdadera ciencia del espiritu no es la psicologia, sino la
metafisica”?

§ 2. Razbn y Légica

Pero la deuda mas importante que se deja ver en /infini no procede de la brillante critica de
Lachelier a la tradicién psicologicista francesa, ya que se trata de una premisa general de la
concepeion filosofica sobre la cual se posa la problematica filosofica particular a que da pie
el concepto matemético de infinito. Ademas, Couturat no podia sacar mayor provecho de un
filosofo riguroso pero poco optimista, como Lachelier, que desconfia en la posibilidad de
dar con valiosas novedades en la materia, y que, por lo tanto, recomienda repensar la
tradicion en lugar de darse a la tarea de crear nuevos sistemas filoséficos. De ahi que
Couturat se vea obligado a recurrir a fuentes mas polifacéticas, anteriores y ajenas en gran
medida a la Orbita intelectual parisina de fin de siglo. Es asi como recurre a [a filosofia
matemética de Pascal y de Antoine A. Cournot (1801-1877), con el objeto de servirse de
ellos como punto de apoyo y retomar un principio que encaja a la medida con la divisién
kantiana entre razon y légica, y que el joven Couturat enuncia de la siguiente manera:

La tarea de toda Critica y de toda Filosofia consiste en escoger de entre una

? Esta observacién pertenece al final del clasico ensayo “Psicologia y Metafisica” (1887), en ¢l cual examina en
detalle la doctrina espiritualista de Cousin. La postura antipsicologicista de Couturat que aparece en el prefacio
y en la introduccion es, en buena medida, el resultado del examen de Lachelier.
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pluralidad de conceptos encadenados l6gicamente, el concepto més racional, es

decir, aquel que encuentra la mayor unidad, la mayor armonia y claridad en

nuestras ideas, y las incorpora a aquellas ideas primordiales y simples; de modo

que dado un sistema de proposiciones l6gicamente unidas, en donde se puede

partir indiferentemente de una u otra idea para deducir las otras, el orden mas

natural y el mis filos6fico serd aquel que haga depender todas sus verdades de

aquellos principios verdaderamente evidentes e irreductibles; o en una palabra,

de los verdaderos principios (p. x).
Sin embargo, hay que aclarar de inmediato que Cournot no es un kantiano y que su
distincién entre logica y razén obedece ante todo a una visién del conocimiento ajena a la
tradicion idealista-alemana; lo cual no obsta para que dicho principio se deje ajustar dentro
de una estructura kantiana, en la cual el orden légico (analitico) se subordina al orden de la
razdn (sintético a priori). Y si bien es bajo esta division importante sobre la cual reposa la
solucion positiva que Couturat ofrece para resolver las perplejidades asociadas al infinito
matematico, es importante anotar que no se limita a la subordinacion de las ideas de Cournot
dentro de la doctrina kantiana en un afan de simple ejercicio sistemético, ya que, por
ejemplo, en su analisis del nimero natural y la magnitud no dudara en apartarse del famoso
esquematismo y de la intuicién kantiana entendida como intuicion de la sensibilidad.
Por otra parte, el principio de razén que Couturat usa como una nueva navaja de Occam
(pero que también recuerda a la distancia el principio de realidad de Leibniz en tanto se ha
de escoger la idea mas simple y de mayor unidad y armonfa)® resulta demasiado

controvertida tanto en su modo de aplicacién, pues es claro que no se trata de una regla con

una aplicacion definida, como en sus beneficios concretos en el plano matemético y en el

3 Cournot [(1975), §§ 27 y 28] discute y compara el principio de razén suficiente de Leibniz en relacién con su
distincion y, entre otras cosas, seflala que “debe observarse que el epiteto suficiente, aplicado a 1a razon de las
cosas parece superfluo ya que no se dice qué habria de entenderse por la razén insuficiente de una cosa. Si la
cosa C no existe mas que en razén del concurso de las cosas A y B, se expresaria mal si se dijera que cada una
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plano filosofico. Para el joven Russell, por ejemplo, se trata unicamente de un principio
dudoso y poco feliz que parece emplearse para ocultar lo que en realidad es una capitulacion
intelectual.* No obstante, sin necesidad de cuestionar la utilidad del principio, es
relativamente facil observar que no se trata de una expresién que pueda ser objeto de
valoracion epistémica, ya que expresa ante todo un desideratum. Por consiguiente, no puede
tratarse de un juicio sintético a priori y, siendo asi, su valor y justificacion al interior de la
critica resulta de entrada problemético o, si se prefiere, falto de una justificacion adicional.
Por otra parte, es interesante notar que Couturat cita el principic de Cournot desde un
contexto en el cual este ultimo alega en favor del valor y la justificacion sui generis de los
juicios filosoficos, y en particular, de aquellos juicios que tienen lugar en el ambito de la
filosofia matemética.’” De igual modo llama la atencién que no estamos hablando de una
obra propiamente filoséfica sino de un libro de texto de matematicas, aunque como podemos
constatar, no exento de pretensiones filosoficas.®

Nada sorprendente resulta constatar que Couturat sigue muy de cerca a Cournot en relacion
con las ideas sobre el nimero y la magnitud, ya que ambas nociones se encuentran

directamente involucradas en la problematica filosofica sobre el infinito matematico tal y

de las cosas A y B, tomadas por separado, son una razon insuficiente de C, mientras que se ha de decir que ¢l
concurso de las cosas Ay B es 1a razon de exdstencia, Ia razon objetiva, o simplemente la razén de 1a cosa C”.
* Russell (1897a), p. 114.
stmwﬂahMmMénqwﬁﬁmhsmdadeeméﬁmmxmmMm&hm
pueden confirmarse y controlarse a través de ésta, a diferencia de las verdades légicas, morales y del derecho
natural que sélo dependen de las ideas y de las relaciones entre ellas: “les démostrations des vérités
mathématiques peuvent toujours se contrdler par I'expérience: en quoi ces vérités différent de celles que 1'on se
propose d’¢tablir en logique, en morale, en droit naturel, dans toutes les sciences qui ont pour objet des idées ct
des rapports que la raison congoit, mais qui ne tombent pas sous les sens”. Cournot (1847), p. 356. Sin
embargo, en una obra posterior reconoce que ¢l silogismo aristotélico admite también ¢l mismo tipo de
comprobacién experimental aunque de forma mucho mas limitada. Cf. Cournot (1982), § 5.

¢ En efecto, los tres textos propiamente filoséficos de Cournot aparecen cuando su obra como cientifico ya
habia sido establecida. Si bicn, como sefiala Jean-Claude Pariente, en 1a introduccién del segundo tomo de las
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como el primero hace frente a los cuestionamientos criticistas de Renouvier y su escuela; lo
cual queda de manifiesto al intentar justificar no sélo la existencia y coherencia de nameros
infinitos, sino también y prioritariamente, de magnitudes de igual rango, dentro del marco de
la concepcidn tradicional de las matematicas.
Pero antes de avanzar en esa direccién ser4 conveniente volver a la forma como Coumnot y
Couturat enuncian €l mencionado principio, que de ahora en adelante podemos llamar
principio de razon, con el fin de extraer las diferencias que esconden ambos autores en
relacién con las nociones de razén y légica. Cournot expresa su principio de la siguiente
manera:

La filosofia de las mateméticas consiste esencialmente en discernir el orden y la

dependencia racional de aquellas verdades abstractas que el espiritu contempla

en la pizarra; a preferir un encadenamiento de proposiciones en vez de otro

igualmente irreprochable logicamente... ya que éste satisface mejor la condicion

de hacer destacar ese orden y esas conexiones que se derivan de la naturaleza de

las cosas, independientemente de los medios con que contemos para transmitir y

demostrar su verdad.”
A primera vista, no parece existir aqui ninguna diferencia fundamental entre ambos
pensadores, pero siempre y cuando se deje de lado el verdadero fondo sobre el que se
establece la distincion entre lo Iégico y lo racional. En el caso de Couturat, parece claro que
se trata de una cuestion de prioridad epistémica, ya que lo racional supone el fundamento
ultimo de toda verdad (que debera ser, irreductible y evidente). Existe, por supuesto, un alto
grado de vaguedad en la enunciacion del principio y, sobre todo, en la mecanica de su
aplicacion (algo que tendremos la oportunidad de ver mis adelante), pero de entrada debe

concederse que la distincion se establece dentro del marco tedrico kantiano. Es decir, para

Obras Completas, “mais nous ne disposons d’aucun document qui éclaire la rmatation du mathématicien en
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Couturat, “la razdén debe distinguirse seriamente del entendimiento, el cual abstrae y
generaliza, juzga y razona sobre los conceptos, y, por lo tanto, es la facultad propiamente
logica y analitica; mientras que la razon es la facultad de las ideas puras y de los principios
sintéticos a priori (p. xii).” |
Mientras que en Cournot la distincién parece apuntar mas a una brecha entre la dimension
epistémica (que denomina razon subjetiva) y la dimension ontolégica (que denomina razon
objetiva), en tanto lo racional llega al fondo de las cosas consideradas en si mismas:

No hay que confundir el orden racional con el orden logico, aunque una de estas

palabras tenga la misma raiz en griego que la otra en latin. E! orden racional se

refiere a las cosas consideradas en si mismas; ¢l orden logico, a la construccion

de las proposiciones, 2 las formas y al orden del lenguaje, que es para nosotros el
instrumento del pensamiento y el medio de manifestarlo.®

Hay entonces en apariencia una divergencia sutil pero fuerte en la forma como ambos
autores conciben las diferencias que separan al orden racional del orden logico. Es claro que
en el caso de Couturat se trata, como ya se ha indicado, de una distincion epistémica de
distinto orden, en tanto es el orden légico el que se subordina o se rige por el orden racional,
mientras que en e} caso de Cournot se trata evidentemente de una distincién que se funda
tanto en consideraciones epistémicas como ontologicas, ya que el orden racional subjetivo
describe el orden objetivo de las cosas, mientras que el orden légico, que también es

subjetivo, se identifica con nuestra manera de organizar el orden objetivo aun y cuando no lo

;Jhilosophc". Cournot (1975), p. VIIL

Cournot (1847), § 146, pp. 366-7.
¥ Cournot (1982), L § 64. En otro lugar encontramos m4s o menos la misma explicacién: “Pensamos que es no
menos conveniente distinguir entre légica y razon, entre lo ldgico y lo racional, y que es mas conforme al uso
moderno preferir el término de origen griego cuando la atencidn se dirige més bien a la condici6n instrumental,
a la expresion formal del pensamiento, y el término latino cuando lo que se considera es el fondo y las
propiedades intrinsecas de 1a cosa pensada”. Cournot (1987), p. 291.
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refleje de manera adecuada.’ En otras cosas, Cournot sefiala que el orden logico, en tanto
discurso, es eminentemente lineal mientras que el orden de los fendémenos no es
necesariamente asi, dado que no es dificil imaginar otros tipos de orden, como puede ser la
misma discontinuidad, el orden circular y muchos otros.*°

Cournot no es lo suficientemente claro sobre la forma como podemos escapar del orden
lineal del discurso y de la logica, para acceder directamente al orden en si de las cosas, pero
el hecho de que él pueda hacerlo o al menos ilustrarto mediante el uso ticito del discurso
muestra, a mi juicio, que algo anda mal en la concepcion de ambas nociones. Si quisiéramos
apuntalar mas nuestras dudas podriamos poner de manifiesto que hay una identificacion
entre la gramética y la logica que reposa sobre un fundamento muy débil, ya que si una
ecuacion algebraica o un arbol genealogico expresan cada uno un orden determinado y
distinto del orden lineal, no hay a la vista una razén de peso para afirmar que ese orden
lineal es en principio e/ orden logico, pero tampoco la hay para negar un orden logico
semejante en las relaciones que expresa una ecuacion o un determinado irbol geneal6gico.

En cuanto a Couturat es conveniente reconocer que su distincién entre lo logico y lo racional
cuenta con un correlato o justificaciéon ontolégica, y, por consiguiente, no difiere aqui de
Cournot mas que en el grado con que carga el acento en el lado epistémico; lo cual, dicho
sea de paso, responde a motivaciones kantianas: “La oposicion entre la naturaleza y el

intelecto debe reducirse a la distincion entre nuestras facultades de conocer. Aquello que

® Cf. Cournot (1975), IL De hecho, en el capitulo I (De la razén de las cosas), Cournot lamenta como un
defecto del lenguaje filosbfico [a existencia de diversos significados de 1a nocién de razén y otros érminos
asoctados con nuestra forma de adquirir conocimiento, y propone su propia acepcién del término: “Nos
confentaremos con sefialar que emplearemos la palabra razdn (en su sentido subjetivo), para referirnos
principalmente a la facultad de captar la razdn de las cosas, o el orden segin el cual los hechos, las leyes, las
ﬁlfl;ﬂ;ﬁwobjdosdcmmmmo se encadenan y se siguen unos de otros™. § 17, p. 21.

i
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llamamos intelecto no es mas que la facultad para formar los conceptos generales y
abstractos que denominamos enfendimiento. Empero debemos poseer alguna otra facultad
que nos permita alcanzar tanto la realidad como el pensamiento, aunque no sea mas que a
titulo ideal y de carcter problematico, y sin la cual no podriamos reconocer la insuficiencia
de nuestros conceptos y los limites de nuestro entendimiento. Dicha facultad maestra, la cual
juzga en ultima instancia la verdad; es decir, la conformidad entre nuestras ideas y la
realidad, o mejor dicho, con la idea de realidad, la denominamos la razén” (p. 537).

En este sentido no debe perderse de vista que en la distincién que Couturat retoma de
Cournot, la referencia a la logica o a Jo l6gico remite a la facultad cognitiva o entendimiento
y a sus productos, y no exclusivamente como un sistema o conjuntos de sistemas que
conforman una ciencia especial. Es decir, en ningin momento ambos pensadores tienen en
mente la silogistica aristotélica y/o alguna otra presentacién moderna. Desde luego, desde el
marco kantiano adoptado por Couturat, la silogistica aristotélica o la logica tradicional se
deben ubicar de cualquier forma en el entendimiento y sus juicios serdn de naturaleza
analitica (en sentido kantiano). Pero en el caso de Cournot, la légica como teoria o sistema
(v que denomina légica cientifica) no difiere de la matematica mas que en su grado de
desarrollo y al igual que sus juicios “descansan sobre principios cuya verdad es intuitiva y
necesaria, tienen, por lo tanto, el caricter de ciencias racionales en el mismo grado que las
matemiticas”. "'

Por otra parte, no es dificil advertir aqui lo lejos que se encuentra todavia Couturat de la
doctrina logicista adoptada mas tarde por mediacion de Russell, la cual lo llevaria a escribir,

por decirlo de algin modo, Ia versién francesa de los Principles of mathematics. Sin
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embargo, existen muchas similitudes entre este trabajo de Couturat y el libro de Russell
sobre los fundamentos de la geometria; ambos, de manera evidente, se encuentran influidos
por la doctrina kantiana del conocimiento, teoria que ambos intentan superar o, si ustedes
prefieren, poner al cotriente en cuanto a los nuevos avances matematicos: Russell en cuanto
a las nuevas geometrias, Couturat en cuanto al anlisis y la teoria positiva del infinito actual.
Desde el punto de vista retrospectivo, ambos libros contienen carencias notables en el centro
de sus concepciones. Ambos, por ejemplo, desconocen aun la l6gica matemética de Frege y
Peano, y presuponen, en menor o mayor medida, una concepcidn tradicional de a misma.
En cuanto a sus resultados, ambos se encuentran ripidamente en posiciones insostenibles
con respecto a los adelantos de su época: Russell al negar la posibilidad “logica” del espacio
que seria la base geométrica de la teoria de la relatividad y Couturat al intentar resolver las
antinomias kantianas del infinito a través de una interpretacion de la aritmetizacion del
analisis, en la cual el concepto de nimero se subordina al de magnitud, algo que en si se
opone en sustancia a los fines mismos de la aritmetizacion y de la naciente teoria del infinito
de Dedekind y Cantor.'? Es en este sentido cuando Ubaldo Sanzo escribe que el primer libro
de Couturat se encuentra en contraposicion a la tendencia matematica de su tiempo." Sin
embargo es conveniente matizar el juicio de Sanzo ajustindolo a una adecuada perspectiva
histérica, recordando que las teorias de Cantor y Dedekind no alcanzaron plena aceptacion
sino tiempo después de la aparicién del libro de Couturat.

Pero, ademas, no debemos perder de vista que se trata, a fin de cuentas, de un trabajo

filosofico dirigido a resolver cuestiones mas generales. Y son precisamente este tipo de

! Cournot (1982), § 4.
2 Cf. Dugac (1983), y Berrean (1985), p. 142.
13 Sanzo (1991), p. 16.




Légica y Lenguafe en Louis Costurat
Victor M. Heméndez Mérquez

cuestiones las que alejan a Couturat (y al joven Russell) de la corriente mas innovadora de
su época. Se trata, entonces, de una tarea de clarificacion filoséfica de los conceptos
fundamentales involucrados en la base de la ciencia. Es asi como el problema sobre las
relaciones entre la matemética pura y la matemitica aplicada se convierte aqui en el
problema sobre las relaciones entre el mimero y la magnitud, en investigar su origen y

determinar si se trata en cada caso de ideas a priori 0 a postenon (pp. Xix y xx).

§ 3. Namero y Magnitud

Para Couturat la matematica en general, y el anilisis matemético en particular, no son
ciencias absolutamente a priori y, por lo tanto, el analisis matematico no puede, como lo
intentaron durante este periodo los mateméticos, edificarse inicamente sobre el concepto de
mimero. Es decir, la aritmética y el algebra son analiticas, pero la geometria y el anlisis
matematico son sintéticos a priori, y, por consiguiente, la relacion entre el concepto de
numero y el concepto de magnitud no consiste en una dependencia del segundo con respecto
al primero, porque la magnitud “es, por el contrario, 1a razon de ser de la generalizacién del
nimero, y, el fundamento intuitivo de los juicios sintéticos a priori que constituyen la
mateméatica pura” (p. xxi).

En la mencionada resefia de /'infini y en un articulo sobre el tema, el joven Russell apunta
correctamente que para Couturat ambos conceptos son totalmente independientes entre si y

funda su critica en este supuesto.’* Sin embargo, es necesario afiadir que, segtin Couturat, no

* Russell (1897a), p. 112 y (1987b), p. 332. Hay que advertir que Russell usa inversamente los términos
quantily y magnitude para expresar la grandeur y 1a quantité. En un comentario sobre la traduccion francesa
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es posible discutir ambos conceptos mas que en relacion con la teoria méas fundamental en ia
cual se encuentran ambos conceptos inmersos; por este motivo, el concepto de magnitud es
para Couturat una idea umiversal sobre la que se funda el analisis matematico, elevandolo asi
a la categoria de “ciencia de la magnitud en general”. En este sentido, la teoria matematica
de la magnitud juega un papel similar, pero no idéntico, al que juega la geometria proyectiva
en el libro de Russell sobre los fundamentos de la geometria.

De hecho, el papel que Couturat otorga al analisis matematico es méis fuerte en tanto lo
relaciona con la mateméatica universal imaginada y fundada por Descartes y Leibniz. Es una
suerte de Mathesis que liga el mundo de las ideas con la realidad fisica, de forma tal que la
fisica no es otra cosa que el anilisis matematico aplicado: “El andlisis construye a priori
todas las relaciones concebibles entre las magnitudes, estudiando deductivamente sus
propiedades y transformaciones. Es un repertorio de formas abstractas, un catilogo de leyes
matematicas, relativas a tipos generales y simples, entre las cuales la fisica necesariamente
debe encontrar la unién de los hechos de tales y tales magnitudes concretas. No es, entonces,
una ciencia aparte, opuesta o yuxtapuesta a las ciencias fisicas: es la lengua universal de las
ciencias, es la logica verdadera, la l6gica de la cantidad™.*

Esta concepcion es particularmente importante porque, como veremos en el desarroilo de
esta investigacion, se encuentra presente en forma mas elaborada a lo largo de su trabajo

intelectual y es la que le permite asimilar el trabajo de otros pensadores (como el dlgebra

de su ensayo sobre los fondamentos de la geometria, Couturat le recomienda hacer la conversidn
correspondiente a efecto de “traducir correctamente las distinciones y los razonamientos de orden légico y
critico que abundan en Ia obra”. Schmid (ed.) (2001), p. 50.

¥ Loc.cit. Rodriguez-Consuegra [(1991), p. 21] encuentra en este pasaje una especie de logicismo “en
florecimiento”, pero sblo a fuerza de sacarlo de sa contexto. Por otra parte, el antor le atribuye también la mala
influencia sobre Russell de “uma indecisién entre una especie de inspiracién formalista, una tendencia logicista
y un cierto empirismo”. Curiosamente, Rodrignez-Consuegra llama a esta indecisién una idea [ibid., p. 20].
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universal de Whitehead, [a logica matemaitica de Peano y el logicismo russelliano) con el
suyo. Se trata en concreto de la idea de la caracferistica universal leibniciana a la cual
otorgara un papel fundamental en su interpretacion de la logica de Leibniz. Sin embargo,
como veremos después, su version de la caracteristica se aparta de la interpretacion que
hizo Frege al momento de establecer las diferencias entre el programa de su conceptografia
y el desarrollo algebraico de la logica llevado a cabo por Boole y sus seguidores.

Por lo pronto, basta con sefialar que el anlisis matemético entendido como lengua universal
de las ciencias se identifica también con la Jogistica (logistique)'® de Cournot; pero, de
nuevo, es conveniente advertir aqui varios aspectos sobre la forma como este dltimo
entiende la logistica y como esta se opone, segin su punto de vista, a la caracteristica
universal pregonada por Leibniz. En efecto, para Cournot el error capital de la caracteristica
reposa sobre todo en la limitacién a la cual se encuentra sujeta la concepcion de las
operaciones del razonamiento entendidas como una combinatoria. Es decir, como semejante
combinatoria se ha de llevar a cabo por medio del uso del célculo aritmético y el dlgebra
elemental, es claro que su empleo se encuentra restringida al calculo de cantidades discretas
y, por consiguiente, sus métodos resultan incapaces para vérselas con fenémenos de

naturaleza continua. Dicho en otros términos, la caracteristica universal seria ante todo un

Desde luego, no silo es dificil imaginar como una indecisién puede comvertirse en una idea, sino también en
una influencia.

1§ M4s propiamente, Ia logistica se identifica con la teorfa de las magnitudes continuas en oposicién a la
aritmeética y el dlgebra discreta; pero también conserva un tanto el sentido que tenia la idea gricga de Jogistiké,
esto es, como una especie de cilenlo prictico en opasicién a la aritmética tedrica. Véase con respecto al sentido
del término en la matemética griega, Klein (1992), en especial parte 1, y sobre Cournot, Cournot (1877), §§ 11,
16 y 139. La identificacion de Ia logistica con la nneva 16gica matemdtica ¢s propia del siglo XX y se remonta
a la propuesta que Itelson, Lalande y Couturat lanzaron cada cual por so lado durante el Segundo Congreso
Internacional de Filosofia (Ginebra, septiembre de 1904); los tres “sin acuerdo o comunicacion previa, s¢ han
encontrado para dar a la nueva logica el nombre de logistica. Esta triple coincidencia parece justificar la
introduccion de esta nueva palabra, que es mis breve y mas exacta que las locuciones usuales: Kgica
simbllica, matemitica, algoritmica, lgebra de la 1dgica”. [45], p. 1042. Desde luego, este Gltimo nso ha caido
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recurso finitista, mientras que la Jogistica como tal es infinitista:

L’algébre n’aurait été que’une branche de cette caractéristique; tout le travail de
la pensée et été manifesté par des combinaisons de signes; et I'art du
raisonnement, qui aurait été au calcul arithmétique ou algébrique ce que le genre
est & espéce, n’aurait dd 4 son tour étre réputé qu’une application spéciale de la
synthése combinatoire, ou de I'art de former, de classer et d’énumérer des
combinaisons. Cette comparaison méme devait mettre sur la trace de I’erreur
capitale dont est entachée I'idée d’une caractéristique universelle. Combien
seraient bornées les applications du calcul arithmétique ou algébrique, si elle ne
concernaient que des quantités susceptibles de s’exprimer exactement en
nombres, et affranchies de la loi de continuité! La nature de idée de grandeur
permet d’appliquer aux grandeurs continues, avec tel gegré voulu
d’approximation , les procédés de calcul directement applicables aux quantitcs
discrétes ou aux quotités; mais, ce cas singulier mis & part, comment des qualités
et des rapports qui varient d’une maniére continue pourraient-ils en général
s’exprimer avec I’approximation convenable, au moyen de combinaisons de
signes discontinus ou distincts, en nombre limité, 4 valeurs déterminées et fixes?
En tout cas, comment définirait-on 1’approximation obtenue?'’

Esta oposicién entre logistica y caracteristica no es, en ¢l fondo, mas que la oposicion que
Cournot establece también, y en primer lugar, entre la aritmética y el dlgebra tedrica o
abstracta (y por abstracto debemos entender no su sentido actual técnico sino el sentido
comiin en cuanto a maxima generalidad o indeterminacion) y el calculo practico de diversas
magnitudes continuas tal y como ocurre en la aplicacién del célculo diferencial e integral.
Aunque, ciertamente, esa misma oposicion es también caracterizada como la diferencia entre
una logistica trascendental y una logjstica elemental:

Hace falta un término adecuado para designar aquella parte de las matematicas,

de origen aritmético, que tiene como objeto las definiciones y las funciones

transcendentales. Parece conveniente de suyo imponerle la denominacin

logistica trascendental, en oposicion a la logistica elemental, la cual procede del

algebra (la logistica especiosa de Viéte) y de la teoria de las funciones
algebraicas. Pues la logistica trascendental no puede elevarse hasta el grado de

en desuso a partir de 1a scgunda mitad del siglo X3

17 Cournot (1975), § 213, p. 262. Llama particularmente la atencién que Couturat no haya reparado en este
pasaje en su estudio sobre la l6gica de Leibniz, sobre todo si tomamos en cuenta ¢l nimero y la clase de
referencias sobre Cournot que se hacen a lo largo de esa obra.
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abstraccion del algebra pura, en donde no se llega mas que a considerar los
simbolos y la combinacion abstracta de los signos; en tanto que a causa de la
solucidén de continuidad (subordinadas a los valores numéricos de las variables)
a la cual son sujetas las funciones trascendentales, y por lo cual los signos
positivos y negativos no juegan mas papeles simétricos; y, por ultimo, porque las
nociones de limite, de infinitamente pequefio, y de suma de un nimero infinito
de términos no conservan un sentido abstracto, a la manera de las operaciones
fundamentales de la aritmética, una vez que han sido despojados los simbolos

literales de su significacion numérica.'®

Pero como veremos un poco mas adelante, la distincién de Cournot es en el fondo la vieja
distincidn griega entre el numero y la magnitud. Por otra parte, debe recordarse que Cournot
representa un caso especial (por no decir a contracorriente) en la era del rigor iniciada por
Cauchy dentro del anilisis matematico, al sostener que las ideas existen en el entendimiento,
independientemente del hecho de que pueda darseles una definicion 16gica; y puesto que en
muchos casos nos encontramos ante definiciones complejas de ideas simples o bien con
ideas que no poseen ninguna definicion, el progreso del conocimiento no deben subordinarse
al uso de definiciones."

Ciertamente, entre el Traité élementaire de la théorie des fonctions et du calcul infinitésimal
de Cournot y el trabajo de Couturat median todavia 55 afios de ardua labor en la perfeccién

del analisis matemético, y sus resultados no le eran del todo desconocidos a este ultimo.” De

'8 Cournot (1877), § 139, p. 353.

' Cf. Boyer (1959), p. 283. Por lo dem4s, esta actitnd compagina con la posicién de Pascal, para quicn el
método correcto “consiste, no en definir todo 0 demostrar todo, ni en no definir nada o demostrar nada, sino en
mantenerse en este medio en que no se definen las cosas claras que todos los hombres entienden, y en definir
todas las demds; asi como no probar lo que es conocido por todos los hombres, y demostrar todas las demés™.
Pascal (1962), L, p. 32. Couturat se sirve de ambos autores en su andlisis de las nociones de mimero y
magnitud, sin reparar ko suficiente en el hecho sorprendente, como sefialé Frege, de que los sabios no se
gwdanponer de acuerdo sobre ideas tan simples, v, en apariencia, evidentes.

Al final del libro, Couturat presenta un apéndice bibliogrifico de aquelias obras que fueron de su
conocimiento cuando la obra se preparaba para imprenta. Entre estas obras destacan Las paradojas del infinito
(1851) de Bolzano, la primera entrega de las famosas “Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre™
(1895) de Cantor y el Essai critique sur ’hypothése des atomes dans la science contemporaine (1894) de
Hannequin (el libro que Russell recomienda comparar con el de Couturat, ya que ambos tratan de la misma
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hecho, la fundamentacién llevada a cabo por los mateméticos en todo este periodo le permite
una simplificacion en la formulacién y analisis del infinito como problema filosofico, dado
que, como es de sobra sabido, la fundamentacién del anélisis remite a la fundamentacion de
la aritmética elemental ® Y es aqui, con respecto a los distintos métodos para definir los
distintos sistemas numéricos cuando entra en consideracion el principio de razéon de
Cournot.

En este punto llama la atencion el hecho de que Couturat, al igual que Cantor, encuentra una
gran similitud entre el nimero infinito y el irracional. Sin embargo las motivaciones de
ambos no s6lo son distintas sino abiertamente opuestas. Para Couturat ambos casos son una
prueba de la insuficiencia del nimero para cubrir la magnitud:

Por un lado, el mimero infinito ofrece profundas analogias con el nimero
irracional: ambos representan las magnitudes inconmensurables, y revelan
la insuficiencia del niimero para traducir la magnitud. Por el otro, existe
una conexion directa entre las ideas de infinito y de continuidad: or, si
celle-ci trouve son expression naturelle et adéquate dans les nombres
irrationneles, celle-l2 s’exprime par le nombre infini. Por ultimo, la
misma continuidad, que es esencial a las magnitudes y envuelve una
infinidad de partes, justifica de nuevo el nimero infinito por todas esas
razones. Et nimero infinito es una extension de la idea de nimero, 1a méas
chocante que pueda ser, es la mas polémica, sin duda porque manifiesta
mejor el contraste entre el nimero y la magnitud: c¢’est celle ou se révéle
pour ainsi dire a I’état aigu le conflit de ces deux idées primitives,
irréductibles ’'une a ’autre, et o apparaissent d’une maniére saisissante
leur disproportion et leur radicale hétérogénéité (p. xxiv).

Pero para Cantor, ambos son simplemente manifestaciones del infinito actual:

cuestion pero desde distintos puntos de vista).

#1 “Nous voudrions faire profiter la Philosophie de ce grand travail de cristallisation logique de la science, qui
prépare et facilite singuliérement Ia tiche de la Critique, et en mettre les principaux résultanis 3 la portée et d la
disposition des philosophes. C’est grice a ce travail qu’il nous est possible de ramener la guestion tant
controversée de la valeur de Calcul infinitésimal & celle de I'infini de grandeur et de nombre: car celle-ci
implique celle-14, de sorte que la premiére se trouvera résolue dans le sens et dans Ia mesure 0@ nows aurons
réussi A résoundre la derniére. Il nous sera donc permis d’agiter le probléme de I’infini mathématique sans parier
d’intégrales ni de différencielles”. Coutuarat op. cif., p. xxiii.
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Los naumeros transfinitos mismos son en cierto sentido nuevos

irracionales, y de hecho creo que la mejor manera de definir a los

nameros trracionales finitos es totalmente similar; hasta podria decir que

en principio es lo mismo que mi método descrito antes para introducir los

nimeros transfinitos. Uno ciertamente puede decir que los numeros

transfinitos permanecen o se destruyen junto con los mimeros irracionales

finitos; son iguales en su mas intrinseca naturaleza (innerestern Wesen),

ya que cualesquier niimero como estos son formas o modificaciones

(apopiopeya) definidas y delineadas (abgegrenzte) del infinito actual
Desde luego, el primero habla del mimero infinito como nimero de los naturales y de lds
irracionales como cantidades que expresan magnitudes inconmensurables, mientras el
segundo habla en nombre de toda una aritmética transfinita que vuelve obsoleta toda
referencia a la magnitud. Semejante aritmética no le era desconocida a Couturat pero llama
la atencion lo poco que se sirve de ella, y su ausencia en la explotacion de la analogia entre
irracionales e infinito sugiere la forma como tiende a interpretar los nuevos resultados
cantorianos. Los motivos de todo esto no son suficientemente claros, aunque parece haber
indicios de que el estudio y posterior incorporacién de la obra de Cantor entré6 cuando el
cuerpo principal de la obra habia sido ya redactado.”
En este sentido, hablar de esta primera obra como un tributo a Cantor, o como una defensa
abierta de su teoria merece los debidos matices. Incluso, puede asumirse una postura radical

y negar a !'infiri todo compromiso serio con el universo cantoriano al mostrar que las

nociones de orden y conjunto, [as cuales se encuentran en la base de la teoria de los nimeros

2 Cantor (1887): “Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten”, Zeitschrift flr Philosophie und Philosophische
Kritik 91: 81-125, Citado por Dauben (1979), p. 128.

2 Couturat deja como apostilla la exposicion de los principales resoltados de la aritmética cantoriana, los
cuales no jucgan ningin papel decisivo en el cuerpo de la obra, ni siquiera cuando resultan mis pertinentes,
como, por ¢jemplo, en la discusién del nimero desde el punto de vista cardinal y ordinal (véase mas adelante §
6). Para verificar la hip6tesis serd conveniente cotejar la version presentada por Couturat como tesis de
doctorado en filosofia (el 12 de junio de 1896), 1a cual, segin Eisele [(1981), p. 456], terminé de escribir en
1894,
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transfinitos y de toda fundamentacion de la aritmética de finales del siglo XIX, vuelve
anticuadas las cuestiones relativas a 1a magnitud y la cantidad. O bien, sefialar, como lo hace
Dugac de manera sucinta pero pertinente, las afirmaciones de Couturat que deliberadamente
se oponen a la teoria cantoriana: “El desacuerdo con Cantor se manifiesta todavia a
propdsito de su afirmacién de que la propiedad, segin la cual a cada nimero real le
corresponde un punto en la recta, es indemostrable; ya que para Couturat (p. 166) el punto
de la recta que corresponde a un nimero irracional «existe ya en la recta», y la necesidad de
un axioma es una «ilusibn compartida entre muchos mateméticos, mas analistas que
gebmetras?, y «es un ejemplo palpable del conflicto que puede existir entre el orden logico
y el orden racional» (pp. 169-170)”.%*

Obviamente, este ultimo comentario vale, mutatis mutandis, para Dedekind ya que el
mismo axioma aludido, coincide, “al margen de la forma externa en que viene expresado”,
con el que aparece como la esencia de la continuidad en el ahora clasico ensayo
“Continuidad vy nimeros irracionales”, y en donde se enfatiza de igual forma que la
continuidad geométrica no puede més que postularse.>* Pero como acabamos de sefialar, esta
no era una postura plenamente aceptada entre los mateméticos, quienes por lo general y por
el contrario, preferian mantener la teoria de los irracionales ligada a la teoria de la magnitud,
como lo indica con claridad Hankel en referencia al método de Weierstrass para introducir
los irracionales: “Cualquier intento de tratar formalmente los nimeros irracionales sin
recurrir al concepto de magnitud habrd de conducir a las artificialidades m4s absurdas y

problematicas; dicho intento incluso si puede llevarse a cabo con absoluto rigor, sobre lo

* Cf. Dugac art. cit., p. 58. Desde luego, Ia paginacién entre paréntesis corresponde a ! infini.
2 Cf. Dedekind (1998), p. 85.




Lidgica y Lenguaje en Lowuis Coxiwrat
Victor M. Herndndez Mérquez

cual tenemos el derecho a dudar, no tendria empero un valor cientifico superior”.*®

De cualquier forma, mas tarde, al asumir el compromiso logicista, Couturat se veria
obligado a formular una rectificacién al respecto.”’ ;Pero de donde proviene entonces la
teoria del numero y la magnitud y por qué tanto Couturat como Russell le habian otorgado
tanta importancia? La concepcion de la matemitica como ciencia de la magnitud y la
cantidad fue por mucho tiempo la idea predominante sobre la naturaleza y objeto de la
matemAtica; su origen se remonta a la Hamada teoria de las proporciones de Euclides-
Eudoxo y fue debido a esta venerable tradicién por lo cual Couturat y el joven Russell
consideraban el problema de las relaciones entre el niimero y la magnitud como una de las
cuestiones fundamentales de la filosofia matemdtica®® Y se trataba de una problemitica de
caracter filoséfico porque los matematicos hacian uso de ambas categorias sin ocuparse
demasiado por poner en claro su significado ni el sentido de las relaciones que guardan entre
sL

Por ejemplo, en el libro V de los Elementos, Euclides se ofrecen 18 definiciones relativas a
la teoria de las proporciones de Eudoxo, y si bien esas definiciones establecen las relaciones
entre magnitudes, nada nos dicen sobre el concepto mismo de magnitud, el cual suele
considerarse como determinado operativamente sumando a estas definiciones las que

aparecen en el libro primero. Sin embargo, existe amplio consenso entre los estudiosos sobre

% Citado en la introduccion generat de la antologia de Ehrligh (ed.) (1994), p. ix.
7 En el prologo de Les principes des mathématiques, sefiala: “debemos prevenir a aquellos lectores que
conocen nuestra obra !'infini mathématigue, que hemos renunciado, de aqui en adelante, a ciertas tesis que
habiamos sostenido anteriormente, Para ser més precisos, conservamos toda la parte didictica y critica, pero la
parte positiva, notablemente la teoria del mimero y la magnitud, serd sustituida por los capitulos IT y IIF”
L;Counmn(l906) p. vii]; esto es, los capitulos relativos al niimero y al orden desde el punto de vista logicista.
Mis tarde, en Principles, al ocuparse de la cuestién, Russell advierte que “toda esta parte —y es importantc
eW&wmmbnahMmmqwhdeadmsdeﬁnﬂcmtémmde
constantes 1égicas, vy, por lo tanto, no es propiamente hablando, una nocién que pertenczea a la matematica
pura”. Russell (1903), § 150, p. 158.
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la correspondencia entre la concepcion aristotélica sobre el pimero y la magnitud, y las
ideas de Euclides-Eudoxo. En un pasaje bien conocido Aristoteles sefiala:

Se dice que posee «cantidad» lo que es divisible en partes internas, cada

una de las cuales -sean dos 0 més de dos- son por naturaleza algo uno, y

algo determinado. Una pluralidad es una cantidad si es numerable, y

también lo es una magnitud si es mensurable. Se llama «pluralidad» lo

potencialmente divisible en partes discontinuas, y «magnitud» lo divisible

en partes continuas. A su vez, la magnitud que es continua en una

dimensi6n es longitud, lo que lo es en dos, latitud, y la que lo es en tres es

profundidad. De éstas, la pluralidad limitada es mimero, la longitud es

linea, la latitud es superficie y la profundidad es cuerpo.”
Aqui se destaca, en primer lugar, que tanto el nimero como la magnitud son cantidades
aunque de distinto orden. A la magnitud corresponde todo objeto geométrico en tanto es
continua, mientras que el nimero cuenta objetos, fisicos 0 mentales, como entidades
discontinuas. De aqui parece desprenderse una faita de homogeneidad entre la magnitud y el
fimero en tanto cantidades. Sin embargo, del mismo modo se presenta una cierta
ambigiiedad en cuanto que también cabe la posibilidad de considerar la medida de la
magnitud como esencialmente numérica, y, por consiguiente, no parece haberse aicanzado
mayor claridad al recurrir a Aristételes. Cuestiones similares se presentan al examinar la
teoria de Eudoxo-Euclides en cuanto a la definicién de la nocién de proporcion.
La definicién 6 del libro V afirma que magnitudés con igual raz6n® son proporcionales; o
bien, llamamos proporcion a la igualdad de razones entre magnitudes. De la naturaleza de la
razon se dice previamente en la definicion 3, que “es una especie de relacién entre los

tamafios de dos magnitudes del mismo tipo”. Esto ultimo quiere decir que solo podemos

comparar magnitudes del mismo orden geométrico; para decirlo con Amnstoteles, sblo

¥ Aristoteles (Met.), V, 13.



Légica y Lenguaje en Louis Couturat
Victor M. Hernéndez Mirquez

podemos comparar magnitudes de una dimension, o bien magnitudes de tres dimensiones,
pero no podemos, por ejemplo, comparar una magnitud de una sola dimensién con una de
dos; dicho de otro modo, no tiene sentido, por ejemplo, comparar una linea con un area. En
términos mas modernos, se dice que son comparables aquellas magnitudes que pertenecen a
la misma especie o clase.”

De las definiciones 4 y 5 parece implicarse cantidades numéricas como razén de
magnitudes: “dos magnitudes tienen razon entre si cuando una puede ser multiplicada en
modo de superar a la otra” (VD4). “La razdn de una primera magnitud a una segunda es
igual a la de una tercera a una cuarta, cuando la primera y la tercera igualmente
multiplicadas o a la vez superan, o a la vez son iguales o a la vez son inferiores que la
segunda y cuarta igualmente multiplicadas” (VD5).

La formulacion algebraica que suele acompafiar a la definicién 5, no sin cierta distorsion,
hace implicito este supuesto: a : b = c : d, si para todo par de niimeros enteros m, n, (ma >
nc) v (ma < nc) v (ma = nc) ssi (mb > nd) v (mb < nd) v (mb = nd).” Ademas, el hecho de
considerar el libro V como “mas general”, o aritmético admite ya una interpretacion de las
magnitudes como nimeros.”

Sin embargo, el hecho de no encontrar simultineamente las nociones de mimero y magnitud,

con la Gnica excepcion del problematico libro X, en la formulacion euclidea parece indicar

% La razén es una cantidad entre niimeros o entre magnitudes, pero de la razén numérica no encontramos
definicién alguna.

31 | a énica excepcitn sc encuentra en el llamado teorema alternativo (Vprop.16).

2 En la trascripcién de la edicién mexicana hay un evidente error tipogrifico, producto seguramente del
intento de acomodarse a la formulacion original escribiendo los signos =, >, < todos juntos en forma vertical
(cf. p. 160 con p. 238). Hay suficiente evidencia para asegurar que la descripcion algebraica altera en varios
aspectos ¢l sentido original de los Elementos, pero me valgo de ella simplemente por comodidad y porque el
sentido original no entra en juego en lo que estoy tratando de documentar. Contra la interpretacion algebraica
de Euclides véase Klein op. cit., 1 y Grattan-Guinness (1996).
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una distincién tajante. En términos aristotélicos, diriamos que la teoria de las magnitudes se
ocupa de los numeros geométricos o de las cantidades continuas, mientras que los otros
libros se ocupan de nimeros o cantidades discretas. Cabe, por consiguiente, la posibilidad de
considerar la teoria de las proporciones como una teoria del nimero en general.**

Ahora bien, me he detenido un poco en este punto porque parece explicar de manera
genealogica la idea subyacente de Couturat al considerar la magnitud infinita como
filoséficamente prioritaria a la nocién de numero infinito. Pero también porque se ha
sostenido una correspondencia fuerte entre la teoria de las proporciones y el método de
Dedekind para generar los nimeros irracionales. No es que pretenda participar en esta
cuestion histérica”.sino porque es Dedekind quien, por vez primera, no sélo formula una
critica abierta a la nocion de magnitud sino que también elabora un método eficaz para
desterrar esta nocion del lenguaje matematico;* y porque, paradéjicamente, Couturat se vale

de este método para proclamar la supremacia del concepto de magnitud.

§ 4. Las antinomias del infinito
Pasemos ahora a lo que parece ser en verdad la problematica que Couturat pretende

enfrentar y resolver en este libro. Como todo mundo sabe, Ia nocion de infinito ha resultado

33Esteme1pm:todev:staadoptadopor]osé Alvarez Laso en Ia traduccion mencionada (p. x), pero también la
de sir. Thomas Heath en su version inglesa.

> En una carta, del 10.06.1876, Dedekind comenta: “Quiero conceder de buen grado que la proporcién puede
valer como definicion general de niimero, por més que Euclides nunca usa A6yol y apiOpdl como sinénimos”.
Dedekind (1998), p. 163.

% Como es conocido, la dmarménsobrelateonadeoonadumylateoﬂadelaspmpomomapamenla
correspondencia Lipschitz-Dedekind, en donde este dltimo afirma, por gjemplo: “los principios euclidios solos,
sin apelacidn al principio de continuidad, el cual no se encuentra contenido en ellos, son incapaces de fundar
una teorfa completa de los niimeros reales como proporciones de magnitudes”. Dedekind ob. cit., p. 164. Sobre
el tema pueden consultarse Stein (1990) y Corry (1994).
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problemética desde sus inicios ya que los antiguos griegos encontraron diversas dificultades
para darle un sentido claro y exento de consecuencias negativas. Esto se debia en gran
medida a que, siendo desde el principio una nocién vaga e intuitiva, su 4mbito de aplicacion
se extendia a todos los niveles. Anaximandro, el primer filbsofo que hizo uso de esta nocién
fuera del discurso ordinario, habla por ejemplo del arché como to dpeiron (lo que no tiene
limite[s]), lo cual era una substantivacién de un adjetivo compuesto (dpeiron) que en su uso
corriente significaba simplemente aquello no susceptible de precisar. Desde luego, el campo
de la experiencia de los antiguos griegos era mucho mas limitado de lo que lo es para el
hombre ordinario de hoy en dia, y, en consecuencia, el adjetivo encontraba su aplicacion tan
pronto como entraban en juego mimeros nada sorprendentes para nosotros. En este sentido,
para el griego comin de los dias de Tales y Anaximandro, el mar Egeo era ilimitado
simplemente porque era incapaz para fijar su medida exacta o, mejor dicho, aproximada. No
sabemos & ciencia cierta si Anaximandro retomé este significado o no, y, por tal motivo en
algunas traducciones de los fragmentos del filésofo, fo dpeiron se traduce no como ‘lo
infinito” sino como ‘lo indefinido’ o ‘lo ilimitado’.*” De cualquier manera, lo relevante para
nuestro propésito es que Anaximandro le dio existencia como ente y abri6 asi el camino a la
especulacion metafisica. No obstante, debe sefialarse que el infinito matematico hizo su

aparicién “oficial” cuando el supuesto discipulo de Anaximandro, Pitigoras, descubrio la

% Sobre este punto véase Ferreirés (1996-7), especialmente 4,13,

¥ Remouvier, el principal oponente de Couturat, comenta al respecto: “La palabra griega umsyol, cuyo
equivalente exacto en francés es “ilimitado”, se prestaba a dar una idea del objeto inagotable sin que fuera
preciso responder categéricamente a la cuestion del estado actual de este objeto en relacién con la
enumeracion. Es asi que Anaximandro ha podido imaginar, respecto a los mundos que se forman y se
destrayen, la existencia constante de cualidades sin limites, con las cuales la sustancia dnica compone los
mundos innumerables”, Renouvier (1927), p. 101: (1944), p. 90. Segiin Renouvier “lo ilimitado” es el finico

sentido inteligible que cabe usar cuando se¢ habla del infinito. Sobre los aspectos filoldgicos de la cuestién
véase Dancy (1989).
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relacion no medible (con el sistema numérico disponible en ese entonces; esto es, con el
dominio de los nimeros enteros positivos) entre los lados y la hipotenusa de un tridngulo
isosceles, o bien, entre el tridngulo rectangulo formado con el lado y la diagonal de un
cuadrado. |
Es, desde luego, un tanto extrafio llamar oficial a un descubrimiento del cuél no tenemos
suficiente certeza sobre su verdadero autor ni sobre la fecha exacta en que tuvo lugar, pero
lo que he querido sugerir es que este descubrimiento, que da carta de naturalizacion a los
nimeros irracionales, no era en modo alguno un caso geométrico aislado. Los egipcios de
ese entonces ya tenian noticia de la inconmensurabilidad de otras magnitudes geométricas,
tan sorprendentes como % o V2, de tal suerte que muy p.ronto florecié la idea de que el
espacio era el mejor refugio del infinito.
Existe, desde luego, una fascinacion o perplejidad inherente a los mimeros trracionales que
no encontramos de hecho en los sistemas numéricos familiares ya que, como sugirieron
Couturat y Cantor, parecen encerrar la esencia del infinito. Hay, a simple vista, una gran
diferencia entre una serie de los nimeros naturales (digamos, por ejemplo, los mimeros
pPrimos), y un solo mimero irracional:

a)2,3,51711,13,17, 19, 23...

b) 3.1416...

Aunque los nimeros primos cuentan con propiedades notables, y alin desconocidas, sobre el
modo de formacion de su secuencia, Euclides ya habia encontrado una manera sencilla de
demostrar que dado un nimero primo cualquiera, siempre es posible encontrar otro mayor;
o, dicho en otras palabras, que la serie de los mimeros primos es infinita. No obstante, la

diferencia palpable entre los nfimeros primos y un mimero irracional cualquiera, como V 2 o
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7, es que estos ultimos encierran en si mismos una serie infinita, y, como veremos mas
delante, no pueden reducirse por medio de niimeros racionales (atin y cuando poseamos un
método para aproximamnos a ellos por medio de estos’®), ni son equiparables con el conjunto
de los numeros naturales, o con alguno de sus subconjuntos; en otras palabras, los
irracionales no son derumerables.”” Pero para llegar a este tltimo resultado tuvieron que
pasar muchas cosas, no todas ellas felices o muy sensatas que digamos.

Sin embargo puede decirse un tanto en descargo que los problemas originados por .el
descubrimiento de los inconmensurables requeria de un desarrollo mateméatico que no era
posible tener & la mano en esa época, y, por tal motivo, se llegd a la distincién entre mimero
y magnitud que se ha mencionado atras, dejando de lado la combinacién entre aritmética y
geometria.** Desafortunadamente, la retirada en la aritmetizacién de la geometria no fue
suficiente para ahuyentar los problemas de indole metafisica y epistémica. Pero tampoco,
hay que decirlo, habia muchos reparos para aceptar el infinito bajo una variedad de formas®!
y, en este sentido, el libro IIT de la Hamada Fisica y otros pasajes que Aristételes dedica al
tema deben entenderse como un intento de acotar el campo de adicci6n al infinito. Y para

ello apela a una tradicién que otorga a la coherencia entre las ideas el canon de la

* Los valores aproximados paraxy V 2 son, seghin este antiguo método, 22/7 y 7/5 respectivamente.

* Bs conveniente distinguir, para poder captar en buepa medida el quid del atolladero en el que se cac en la
discusi6n sobre ¢l infinito, entre contar o enumerar y denumerar. En el primer caso, hablamos de colecciones
o conjuntos finitos, en el segundo caso, de conjuntos infinitos; pero también hay que tener presente, para evitar
Jjuicios desberdados, que esta distincion es resultado del enfoque Dedekind-Cantor, v posterior a [a polémica de
Couturat contra los neocriticistas.
"°ElsistemanuméﬁoodelosElementos&sbastantcsimple,sclimﬂaalosnmncrosememsposiﬁvos(sincl
cero y partiendo del 2, pues el 1 es la unidad sobre la que se construye 1a serie, VIIdefs.1-2, y porque, como
apuntaba ya Pascal, posee propiedades que mo son atribuibles a los demds mimeros). Se usan también
fracciones pero no se les define o construye de manera sistemitica. Desde luego, los muneros irracionakes no
son considerados como NUMETos.

“! Por ejemplo, Anaximenes, discipulo de Anaximandro, habla de un aire infinito como arché; Anaxigoras de
una infinita variedad de elementos, las semillas o coerpos homogéneos, y Demécrito y Leucipo hacian otro
tanto al hablar también de un niimero ilimitado de atomos.
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racionalidad epistémica; y tal criterio, con sus debidas transformaciones, ha cruzado los
siglos y se ha convertido en piedra angular de la racionalidad occidental. En cierta forma, la
mayoria de los proyectos filoséficos pueden entenderse como los numerosos intentos de dar
sustento a esta tradicion y su eco puede reconocerse con toda su fuerza en sistemas
filosoficos tan originales como la Critica de la Razén Pura o el Tractatus Logico-
Philosophicus. Dicha concepcién la encontramos formulada por primera vez en Parménides
en los siguientes términos: “... no podrias conocer lo que no es -no es alcanzable- ni tomarlo
en consideracion, pues lo que cabe concebir y lo que cabe que sea, son la misma cosa” ** En
otras palabras, no es posible aquello que no es aprehensible racionalmente; o bien, no existe
aquello que contraviene las leyes de la logica. Bajo esta premisa fundamental Parménides
examina una gran variedad de predicados o atributos que pueden aplicarse al Ser,
desechando todos aquellos que resultan contradictorios; entre estos Gltimos se encuentra el
movimiento, el vacio, y, desde luego, lo ilimitado.

El razonamiento de Parménides parte del truismo segin el cual el Ser es (y nosotros
podriamos decir, aquello que es real, existe), y crea por oposicion la nada, el no ser, s6lo
para desecharla y usarla para repudiar todos aquellos predicados compuestos que implican
falta o carencia, como el dpeiron, que significa también ‘falta de limite’, v, por consiguiente,
no es (0 no existe) pues el Ser no puede carecer de nada. Por tal motivo, Descartes se ve
obligado a distinguir, mas tarde, entre indefinido e infinito; esto es, entre un infinito
negativo o defectuoso (y se podria casi afiadir, para aymentar su desprestigio, limitado), y un

infinito positivo y completo. Pero todo ello tenia que ver mas con sus inclinaciones

“? Fragmento 3, segtin Ia edicion de Alberto Bernabé (1998), p. 161; las cursivas son mias, Otra traduccién
serfa: “nopuedmsaberloqueno&swto-mimposible—nidsabriﬂo;porqm&slamismaoosapoderser
pensado y poder ser”.
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teologicas (dado que si Dios es infinito, no lo puede ser en un sentido negativo), que con sus
especulaciones matematicas; lo cual, por cierto, no le impide a Couturat retomar las palabras
de Descartes para abogar por el infinito actual en mateméticas. Pero no nos adelantemos.
Jesas Mosterin, fiel a la tradicién fregeana, asume que Parménides se dejo arrastrar por
trampas del lenguaje al no distinguir entre las distintas funciones del verbo einai.® Pero sea
correcta 0 no dicha interpretacion, las ideas de Parménides recibieron un fuerte apoyo por
parte de Zen6n de Elea, y sus argumentos no pueden descartarse simplemente aduciendo una
confusion entre el uso del verbo ‘es’ como identidad, como existencia y como predicado,
sino mostrando su caracter falaz.

Ambos eleatas se oponian a la opinién predominante, de corte pitagdrico, segun la cual el
movimiento es posible racionalmente (logicamente), y, por lo tanto, ha de teﬁerse por real.
La tesis favorable a la existencia del moviﬁmiento contaba, desde luego, con suficiente
evidencia empirica, pero Parménides habia ideado una doctrina ingeniosa para desacreditar
el apoyo de la experiencia sensible, de tal suerte que no quedaba méas alternativa que
asegurar su coherencia logica.

No me detendré aqui en examinar los argumentos de Zenon,* los cuales son bien conocidos
y gozan de numerosos estudios competentes,* pero me limitaré a resaltar que, ademés de ir
en contra de la pluralidad o multiplicidad de las cosas y de la existencia del movimiento, lo
que entra en juego es la idea de que tiempo y espacio estan formados por instantes y puntos,
¥, por tanto, resultan divisibles tanto como se quiera. La mencién resulta pertinente porque

abre el camino al tratamiento del infinito que Aristoteles hace en el libro III de la Fisica, en

“ Mosterin (1984), pp. 63-65. .
44No&s!ademésmcncionarqueunadelasprimeraslmblicacionemchouturat[2]asunanotasubrela
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donde nos dice que hay cinco motivos para creer en la realidad del infinito: 1) el tiempo, que
es de hecho infinito; 2) la division de las magnitudes tal y como la entiepden los
matematicos; 3) la generacibn y la destruccion incesante tal y como lo concibe
Anaximandro; 4) los limites, pues en si mismos presuponen la ausencia de ellos, y §) porque
si el pensamiento parece no encontrar término, debe existir muchas otras cosas infinitas,
“porque en las cosas eternas no hay ninguna diferencia entre poder ser y ser” (203b, 15-
30).*

No es este el lugar adecuado para ocuparse de los distintos tipos de infinito que Aristoteles
discute y rechaza, de modo que intentaré limitarme al infinito matematico con el unico
objeto de hacer mas patente aquello que todavia perdura en la problemética retomada por
Couturat a finales del siglo XIX. Pero, antes de avanzar, es preciso recordar que Aristoteles,
a diferencia de su maestro, considera todas las nociones mateméticas, sean geométricas o
aritméticas, como abstracciones conceptuales extraidas de la experiencia, y, por
consiguiente, el infinito matemitico es para él ante todo un infinito fisico (I, 184b, 25; este
es el motivo por el cual rechaza ademas el infinito en si mismo, auto dpeiron).

En efecto, aqui se dice que el problema principal es examinar si existe una magnitud
sensible que sea infinita (204a), y luego pasa a describir los distintos sentidos en los cuales

cabe entender lo que ha de ser infinifo: 1) lo que es imposible de recorrer debido a su propia

interprefacion positivista de Mouret sobre el problema de Aquiles.

* Cf. Mosterin op. cit., pp. 67-73, Russell (1914), cap. V1 y Jones (1987).

“ En Summa Physicorum Grosscteste menciona 5 modos de referirse al infinito que no concuerdan del todo
con ¢l citado pasaje de Arist6teles: “De un modo, de lo que no tiene ninguna magnitud, y asi se dice que el
punto y cualquier indivisible es infinito. De otro modo, de aquello que tiene magnitud y solamente disminucion
indeterminada; vy de este modo habla el filosofo sobre el infinito. De otro modo, de lo que tiene magnited que
puede atravesarse, pero no ficilmente, como se dice infinito un camino largo, porque es atravesable pero con
dificultad. De otro modo, de lo que tiene magnitud de si ficilmente atravesable, pero que estd impedido por
algo extrinseco, como ocurre con la profundidad del mar. Quinto, aquello en cuyo acto s conserva potencia, y
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naturaleza y 2) lo que puede recorrerse pero sin poder recorrerse hasta el fin, o a) lo que
dificilmente puede ser recorrido, o b) lo que naturalmente admite ser recorrido, pero no
puede ser recorrido o no tiene limite.*’ Estos dos sentidos, un tanto ambiguos, apumntan a lo
que llama mas adelante el infinito en potencia, y el infinito en acto.

Aristoteles, como todo empirista estricto, sostenia que sélo el primer caso era humanamente
aceptable, y relegaba el segundo sentido al bafil de las nociones sin sustento. Pero su
argumentacion no es muy clara y convincente, sobre todo a los ojos de un lector modemno.
Por ejemplo, una razén de peso para rechazar el infinito actual consiste en la aparente
paradoja de que cualquiera de sus partes seria también infinita, pero esto es hoy algo que se
reconoce precisamente como una propiedad del infinito.** De hecho, es asi como Dedekind
y Cantor distinguen entre finito e infinito. En lenguaje conjuntista decimos que un conjunto
infinito contiene subconjuntos que son igualmente infinitos, aunque ciertamente, no todos
sus subconjuntos lo son, pero el conjunto potencia del conjunto en cuestién es mayor que
dicho conjunto ;Por qué entonces Aristdteles considera su argumento como definitivo?
Primero, porque no posee aiin la teoria Cantor-Dedekind de conjuntos que permite aceptar
como una propiedad definitoria del infinito el hecho de que posea subconjuntos equivalentes
a si mismo.*” Segundo, porque en lugar de tal teoria tiene a la mano un principio de mero

sentido comiln, bajo el cual el hecho de encontrar partes igualmente infinitas resulta

nunca estd en acto Gltimo sino siempre en potencia, como la agregacién o suma del nimeroe y la division del
contimio”.

Y Fisica, TIL, 204*.

® “Es evidente que 0o es posible que lo infinito exista como un ser en acto o como una sustancia y un
principio. Porque cualquier parte que se tome de €l seria infinita, si es divisible en partes (ya que si lo infinito
€s una sustancia y no un atributo de un sujeto, Ia esencia del infinito seria lo mismo que lo infinito)”. Loc. cit.
Y su correspondiente en Met. X1, 1066b, 15.

* Mis precisamente, “un sistema S se llama infinito cuando es similar a una parte propia de si mismo; en caso
contrario s¢ llama a S finito”. Y “los sistemas S y R son similares cuando existe una representacion ¢ de S tal
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paraddjico. Dicho principio aparece precisamente como la octava nocién comin de Los
Elementos, y en ella se establece que “el todo es mayor que la parte”.

Mas adelante podremos constatar que este es todavia un argumento fuerte a finales del siglo
XIX y come tal es presentado por los finitistas a los cuales hace frente Couturat. Pero por lo
pronto nos contentaremos con tener a la vista que el infinito matematico como propiameﬁte
tal se limita al nimero y la magnitud, y que, segin Aristoteles, si ha de existir como atributo
en aritmética y en geometria solo ha de ser como mera potencia y no como enérgeia. Ahora
bien, hay otro argumento en contra del infinito en acto que es en cierta forma un corolario
del argumento sobre la infinitud de las partes, puesto que si efectivamente las partes del
infinito son igualmente infinitas; lo cual se considera imposible, entonces, el infinito en acto
debe ser completo y sin partes, pero esto es también imposible ya que todo infinito lo es en
cantidad (sea como aimero o como magnitud), y, por consiguiente, debera constar de partes.
De aqui Arnstételes deduce también otras consecuencias igualmente inadmisibles, como es
el hecho de que la idea misma de un infinito como un todo sin partes, supone un infinito
como sustancia o principio (arché), lo cual se opone a la idea de infinito como atributo, en
tanto se predica como cualidad de las cosas (sean estas ntimeros, magnitudes o de otra
naturaleza). No nos detendremos aqui a discutir si el rechazo de Aristételes al infinito como
una propiedad del universo se encuentra en contradiccion con el infinito geométrico, ni si
sus argumentos para rechazar otros tipos de infinito son fundados y sus criticas justas, ya
que nos bastara con tener presente que el problema del infinito matematico se remite a la

cuestidn de si es posible concebir el infinito de manera coherente, sea en acto o en potencia;

que ¢ S = R, y por lo tanto, también ¢ R = S. En el noevo lenguaje se¢ dice que a y b son equivalentes o
equinumerosos si hay una aplicacién biyectiva de a sobre b. Cf. Dedekind (1998), § 5.
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y ¢0mo o de qué manera, si ha de recibir una respuesta positiva, va sea en el dominio
numérico o bien en el 4mbito geométrico.

Nuestras limitaciones tematicas no deben sugerir en ningtin momento que el infinito a secas,
0, si se prefiere, la idea misma de infinito, no haya sido negada (basta con pensar en un
empirista recalcitrante, como Locke, para constatarlo®); ni que las mis largas controversias
sobre el infinito se hayan dado en el campo de la cosmologia y en la metafisica, asi como en
la teologia; ni que tales controversias se hayan desenvuelto sin referencia alguna a
consideraciones de indole propiamente matematica. Simplemente los omitimos aqui por su
escasa relacion con los problemas a los que se enfrenta después Couturat.

Por esta misma razén es conveniente resaltar que, por un lado, el infinito matemético como
problema filosofico se limita a la consideracién de un nimero o una magnitud infinita en
acto, y esto Unicamente debido a los problemas conceptuales a que da lugar el suponer un
mimero ordinal como el nimero més grande, o algiin otro supuesto similar que da lugar a la
consideracién de una magnitud infinita como una cantidad infinita fija, lo cual es ya una
contradiccion. En este sentido, los nimeros irracionales no plantearon problemas de orden
filosofico, ni antes ni después, relacionados con el infinito en acto y si llegaron a representar
serios problemas, lo fue en el mismo tenor que acompafié la aparicion de los mimeros
negativos y los nimeros imaginarios en la resolucién de ecuaciones algebraicas. De hecho,
como ya se ha sugerido, en la matemitica griega fireron dejados deliberadamente de lado
como sistema numérico porque ni siquiera se les consideraba como tales (el mismo término

dlogon como anténimo de rhetds apunta ya sus connotaciones negativas: no medible, no

”Sepuedeaﬂadirqmlocketﬁﬁamésbimmmenmhidmposiﬁvadeinﬁmmdemn&s,locual&s
histérimmentcoorrecto;aunqmnomtademésteneralavistaqmelconceptoncgaﬁvodeinﬁnitonocraenlo
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cifrable), y se limitaron sus célculos al uso de los nlimeros positivos y de las fracciones, de
tal suerte que, en tanto signos para la expresién de relaciones no medibles, quedaron
relegados como propiedades peculiares de ciertos objetos geométricos. Pero la misma suerte
corrieron otros sistemas numéricos y su tratamiento sistematico tuvo que esperar hasta la
época del rigor y la fundamentacion que caracteriza al siglo XIX.

Hay, por otro lado, dos problemas serios que tienen que ver con el infinito en potencia tanto
en el aspecto geométrico como en el aspecto aritmético. El primero de ellos se encuentra ya
implicito en el argumento de Zen6n, sobre la carrera de Aquiles y la tortuga, en tanto que la
validez del razonamiento descansa en parte en la supuesta divisibilidad al infinito del
espacio. Por este motivo Aristételes distingue también entre el infinito por divisién y el
infinito por adicidn, e intenta desechar el primero y resolver el dilema. Sin embargo, el
aspecto més polémico del problema aparece con el aparato mateméatico del cilculo tal y
como se le maneja durante los siglos XVIH y XVIIL y que postula entidades infinitamente
pequefias e infinitamente grandes como valores de determinadas funciones.*!

El segundo problema, que esta vinculado con el anterior, es la llamada paradoja de Galileo™
segln la cual al poner en correspondencia uno a uno la serie de los ndmeros naturales con la
serie de los cuadrados, salta de manera intuitivamente evidente la idea de que si bien ambas
series se prolongan hacia el infinito, en la primera serie hay mis elementos que en la
segunda, ya que a medida que se incrementan los nimeros de la primera serie disminuyen

los de la segunda; y en consecuencia, parece desprenderse paradéjicamente que existen

absoluto una idea (innata) del infinito. Sobre este tema véase Herrera Ibaftez (1997), y Rogers (1997), pp. 146-
153.

*1 De entre la abultada bibliografia sobre ¢l tema remito a dos escritos, para los aspectos matematicos Mancosu
(1996), caps. 4-6; y para las objeciones de Berkeley al cdlculo véase Robles (1997).
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infinitos mas grandes que otros. Pero no es dificil advertir que todo cuadrado tiene su raiz, y,
a la vez, todo nimero es raiz de un cuadrado, de lo cual se deduce que hay tantos niimeros
como cuadrados hay. Ademas, Galileo argumenta correctamente que la aparente paradoja de
su ejemplo obedece a que se atribuyen a las dos series infinitas las propiedades de los
numeros finitos cuando en el fondo son de naturaleza muy distinta, de tal suerte que “el
infinito, por si solo, excede nuestra capacidad de comprension”. >

Sin embargo, es conveniente afiadir que Galileo emplea la correspondencia entre los enteros
positivos y sus cuadrados como un argumento a favor de la divisibilidad infinita del espacio,
0 si se prefiere, para acallar la queja segiin la cual es absurdo que dos rectas de distinta
longitud se encuentren ambas formadas por infinitos puntos indivisibles. Por consiguiente,
parece ser que Galileo da por descontado que el infinito de los naturales es igual al continuo
geométrico,>* lo cual, como veremos mas adelante, Dedekind y Cantor se encargaron mas
tarde en demostrar que no es asi. Dicho en otras palabras, Galileo estd en lo correcto al
sefialar que las propiedades de los mimeros finitos no pueden emplearse adecuadamente para
caracterizar los infinitos; y se encuentra igualmente cierto al considerar que el conjunto de
los naturales es igual al subconjunto de los cuadrados (aunque esta Gltima serie se haga

menos densa conforme avanza la serie); pero se equivoca al dar por un hecho que todos los

*2 De hecho, Galileo presenta dos aparentes paradajas més, fa del barril y 1a de los circulos concéntricos de
Duns Scoto. Cf. Mancosu ibid., cap. V, 5.1.

* Discorsi, p. 106 [p. 77). “Este tipo de dificultades, seflala Salviati mds adelante, proviene de los
mmmmemhmmmmmmmmMmManlmmﬁmwammgﬁndo}es
los mismos atributos que damos a las cosas finitas y limitadas, lo cual pienso que es improcedente puesto que
creo que las propiedades de mayor, menor e igual no convienen a los infinitos, de los que no se puede decir que
uno es mayor, menor o igual a otro”. p. 108 [p. 78].

*! “De modo que, cuando el sefior Simplicio me presenta muchas lineas desiguales y me pregunta cémo puede
ser que en la mayor no haya més puntos que en la pequeiia, yo le respondo que no hay ni menos ni los mismos,
sino infinitos en cada una. Si yo le respondiesc, por el contrario, que los puntos de una son tantos como los
nﬁmmamdmdos,lmdehoﬁamym,MmmmnﬁmmMml&gydeﬁapeqwﬂsimmmnsmmo
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infinitos son esencialmente iguales (aunque no iguales en el sentido que lo son dos nimeros
finitos).

De manera un tanto ir6nica, sera justo la base sobre la cual se levanta el gjemplo de Galileo
(esto es, la correspondencia uno a uno entre dos sistemas o conjuntos infinitos), la
herramienta que permite apuntar a la solucién positiva que buscaba Bolzano pero que sélo
mas tarde desarrolla Cantor en su teoria de conjuntos transfinitos. Pero antes de comentar la
forma cémo Couturat enfrenta los problemas filosoficos del infinito sers conveniente hace
un resumen de la primera parte de /'infini, y analizar, aunque sea brevemente, el aspecto

Positivo que tiene la misma y como pretende hacer frente a los problemas.

§ 5. La generalizacién del nimero

El objeto de la primera parte de Vinfini es, por decirlo de algiin modo, una justificacién y
explicacion del infinito en matematicas por sus propios medios. Es decir, en ella se ocupa de
mostrar c6mo se construyen y operan los nimeros dentro de las tres ramas basicas de la
matematica (aritmética, 4lgebra y geometria), y como se introduce y opera el infinito en cada
una de ellas. En consecuencia, la primera parte se encuentra organizada en cuatro libros: el
primero, que se ocupa de la generalizacién aritmética del niimero y en el cual se construyen
los mimeros racionales (fraccionarios y calificados), los imaginarios y los irracionales; el
segundo libro se ocupa de los usos de los anteriores sistemas numéricos dentro del dominio

del élgebra (uso de negativos y fraccionarios en ecuaciones de primer grado, uso de

mimerosa:bos,i,]edaﬁaasisaﬁsfacdénalponermésmntosenunaqmenotrayencadaunainﬁmmd?”.
Ibid,, p. 110 [p. 79}.
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imaginarios ¢ irracionales en ecuaciones de segundo grado y, uso de nitmeros algebraicos y
trascendentes™). El tercer libro se ocupa de la generalizacion geométrica del nimero vy,
como se desprende de lo que se ha dicho hasta ahora, representa para Couturat la verdadera
razon de ser del infinito y donde mejor se muestran las relaciones entre el nimero y la
magnitud.

Como ya se ha mencionado, Couturat sostiene que los distintos sistemas de niimeros se han
introducido para satisfacer distintos tipos de magnitudes (algebraicas, geométricas, y
andgliticas), y, por consiguiente, funda la construccién de dichos sistemas sobre 1a base de las
operaciones y propiedades bésicas entre magnitudes. Como Dedekind, Cantor, Frege y otros
matematicos de la época, considera también que los mimeros naturales son la base de los
demas sistemas numéricos, pero a diferencia de todos ellos y a contracorriente, le parece
innecesario dar una fundamentacion o axiomatizacion de los mismos, de modo que
simplemente los da por conocidos, junto con sus operaciones y propiedades bésicas, al inicio
de la construccion de los otros sistemas; éunque, como veremos mas adelante, deja para la
segunda parte su definicion filosdfica, mas no matematica. >

Desde luego, el iniciar con los niimeros fraccionarios tiene una justificacién histérica ya que
recuerda el transito de contar a medir, pero ademas refuerza su tesis de que es la magnitud la
que reclama la generalizacion del niimero, y, por consiguiente, muestra claramente el estatus

sintético a priori de la matemitica. Por otra parte, llama particularmente Ia atencién que los

Sstdelmgo,hMSdndbnemmmyﬂgebmmemqwlmpﬁmmﬁgmm
enlamoluciéndcexpr&sion&salgebraims,yseﬂamjustamentedcunadisﬁnciénfomﬂadaenelsiglom(,
Y, que Couturat discute en este apartado como un argumento en favor del caricter racional del método
E:oméu'ico en oposicién al método algebraico y meramente logico.

Sin embargo, mas adelante adelanta que los niimeros enteros son el producto del 1, o unidad, y la operacién
bdsica +. Cf. [ L], pp. 69-71.
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nimeros fraccionarios, los niimeros algebraicos (calificados) y los nimeros imaginarios®’ se
definen de manera formal, de tal suerte que (a, b) es un nimero fraccionario si a y b son
mimeros naturales; o es un nimero calificado si a y b son nimeros aritméticos (enteros y/o
fraccionarios); o bien, serd un nimero imaginario si a y b son mimeros reales; y establece las
operaciones y propiedades en cada uno de los casos. Este método simbélico, debido a
Weierstrass y Méray, puede resumirse asumiendo que dado un conjunto de mimeros (g) bien
definido, se crea un nuevo conjunto de nimeros (G) de la signiente forma:

1. Todo nimero del conjunto (G) es, por definicién, el conjunto de dos o més niimeros
del conjunto (g).

2. Se define la igualdad, la adicién y la multiplicacién entre los nimeros del conjunto
(G). Las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva de las operaciones se
conservan tal y como ocurre con los niimeros naturales.

3. El conjunto (G) admite un subconjunto (G’) tal que a todo nimero de (G’)
corresponde un nimero, y sélo uno, de (g), y reciprocamente; es decir, se identifican
(G’) y (), de modo que se hace patente que (G) es una generalizacién de (g), ef cual
queda comprendido como un subconjunto de (G).

Y afiade, el credo formalista que ahora nos resulta mas familiar: “El matemético jamés
define las magnitudes en si mismas, como el filosofo estaria tentado a hacer; define su
igualdad, su suma, su producto, y estas definiciones determinan, o mejor dicho, constituyen
todas las propiedades matematicas de las magnitudes. De forma todavia mas abstracta y

formal postula los simbolos y al mismo tiempo postula las reglas segin las cuales debera dar

*7 Curiosamente, Couturat nos advierte que comserva este nombre a pesar de la carga historica negativa que
pesa sobre ellos y aunque es mas apropiado llamarlos complejos, como lo han empezado a hacer los
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las combinaciones del conjunto; esas reglas son suficientes para caracterizar a esos simbolos
y para darles su valor matemaético. En una palabra, crea entes matematicos por medio de
convenciones arbitrarias; del mismo modo que las distintas piezas del ajedrez son definidas
por las convenciones que regulan sus movimientos y sus relaciones” (p. 49).

Por ultimo, Couturat introduce los numeros irracionales reconociendo que no pueden
definirse por medio del método empleado anteriormente, y al mismo tiempo esto mismo le
permite explicar porqué no ha seguido un orden natural y genealogico en la exposicién de
los sistemas numéricos; lo cual, dicho sea de paso, parece una renuncia técita al principio de
Cournot. De cualquier forma, reconoce dos métodos para definir los nimeros irracionales,
los cuales asocia cén Cantor y Weierstrass,”® por un lado, y con Dedekind y Tannery por el
otro. Luego reconoce, lo cual también parece ir en contra del espiritu de Coumnot, que es
justo el segundo método el que posee mayores ventajas, ya que de entrada es mas general y
es independiente de cualquier serie o sucesién, por medio de las cuales se puede definir los
numeros irracionales siguiendo el primer método. La relacién de Tannery con Dedekind se

debe a que Couturat usa el método de cortadura a través de la version que su maestro parece

matemiticos. |Pero affade que con ef nuevo nombre no quedaré mas rastro de este infame nombre que la letra i,
que substituird al incomodo y absurdo simbolo v ~1!

Debe decirse que Weierstrass nunca publico su teoria de los irracionales, la cual era conocida sblo a través
de las versiones de sus alumnos, y dado que Cantor era uno de sus discipulos, su método gnarda similitudes
innegables con el de su maestro, como ¢l hecho de referirse todavia a los irracionales como “magnitudes
noméricas”. Sin embargo, la diferencia entre las series compuestas de racionales de Weierstrass y las
sucesiones fundamentales de Cantor suponen un cambio conceptual que acercan més a este ultimo con
Dedekind. Cf. Ferreirds (1998), 5.1. Hay en este punto otra incégnita por despejar, ya que Couturat cita los
Grundlagen de Cantor (1883) al referirse a los dos métodos, pero la definicién de los irracionales que alli
aparece es una reelaboracion de la que presenta ¢n el ensayo “extensién de un teorema de la teoria de series
trigonométricas”(1872). Por otra parte, Couturat fecha mal este Gltimo ensayo (como 1871), y cita su titulo en
frances, lo que parece indicar que usd las traducciones que aparecen en Acfa Mathematica 1L Para una
comparacién de ambas versiones de 1a teoria de Cantor; ¢f. Belna (1996), cap. I1. 3.
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haber desarrollado independientemente del segundo.” Este dato explica en parte su aparente
alejamiento con respecto a las doctrinas de Cournot, pero deja sin responder el hecho de que
un pronunciamiento a favor del método de Dedekind implica una renuncia a una de las tesis
principales que intenta sustentar; esto es, que el infinito numérico sélo se explica y justifica
por medio de su aplicacién al continuo geométrico o, en general, a la magnitud.

Ahora bien, es conveniente tener presente que Couturat no introduce los mencionados
sistemas numéricos en el sentido que seria propio de una fundamentacion matematica, ya
que en principio la fundamentacion a partir de la construccién genética de los sistemas
numéricos no es una preocupacion que tenga a la vista (lo cual de alguna manera explica las
lecturas que hace de Dedekind y Cantor). Pero en esto Couturat es fiel a la tradicion
francesa, que si bien fue la que dio inicio a la era del rigor matematico, mas tarde fue
indiferente o ajena a la tarea de fundamentacién. Y en este sentido, no hay que olvidar que el
trabajo de Couturat es meramente filosofico y se propone hacer frente al finitismo neo
criticista francés que niega el valor positivo del infinito matemético.

Ahora bien, ya he mencionado que la inclinacién a favor de Dedekind en cuanto a los
numeros irracionales parece suponer un alejamiento de las doctrinas de Coumnot, ya que los
métodos de Weierstrass y Cantor parecen ajustarse mas a la idea de una logistica, en tanto se
encuentran mdas préximos al andlisis y a su aplicacién al mismo, mientras que el sistema de

Dedekind resulta demasiado general y abstracto para admitir una incorporacion inmediata en

* En el prologo a la primera edicién de “;Qué son y para qué sirven kos pimeros?” Dedekind sefiata: “la
misma teotia de los nimeros irracionales basada en el fendémeno de la cortadura se encuentra expuesta en la
Introduction & Ia théorie des functions d’une variable de I. Tannery (Paris, 1886). Si comprendo correctamente
un pasaje del prologo de esta obra, el autor ide6 independientemente esta teoria, es decir, en un tiempo en que
le eran desconocidos no sélo mi escrito, sino también los Fondamenti de Dini, mencionados en el mismo
prélogo; esta coincidencia me parece una agradable prucba de que mi concepcion corresponde a la natmraleza
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el calculo®® No obstante, para Couturat el método formalista de introducir los sistemas
numéricos no es sino una reconstruccion analitica (logica) que permite ver que en los
mencionados sistema no se esconde ningin problema conceptual o alguna confusion,
aunque con ello no se ha hecho mas que despojarlos de su materia inteligible y, por lo tanto,
de toda significacion real. En este sentido, el formalismo en matemadticas es como la labor

del taxidermista, que nos permite ver mejor el objeto pero a fuerza de disecarlo y, por lo

| tanto, quitarle vida.

Por tal motivo, la reconstrucciéon formalista no tiene mas fin que la clarificacion 16gica de
los conceptos, pero no tiene nada que ver con la practica matemdtica como tal, ya que en
concreto esos sistemas no son producto de una convencion arbitraria para el uso de ciertos
signos sino que han surgido como resultado de problemas concretos expresados en el
lenguaje matematico del algebra y la geometria, o de la combinacién fructifera de ambos (de
ahi el caracter sintético a priori de la matematica). “En resumen, la teoria formalista del
niamero no consigue depurar los conceptos aritméticos méas que despojandolos de toda
significacion intrinseca, su génesis natural es substituido por un origen ficticio y
convencional, por una suerte de creacion arbitraria ex nihilo, procediendo, por decirlo asi,
por un golpe de estado. Para calificar dicho método en dos palabras; es un método 16gico
mas no racional” (pp. 72-3).

Por consiguiente, para Couturat la verdadera generalizacion del nimero se va aclarando en

el transito del campo del algebra al de la geometria, asi como en la conjuncion de ambas a la

de 1a cosa”. Dedekind (1998), p. 101. Segin Tannery (1886, p. ix), s6lo conocia indirectamente el método de
Dedekind a través de Cantor.

@ “Precisamente, escribe Pringsheim en 1898, porque el método que sigue Dedekind para la introduccion de
los irracionales no se¢ funda en ningin algoritmo aritmético, consigue las ventajas de una gran claridad y
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que ha dado lugar primero la geometria analitica, y, como un desarrollo mayor, el calculo y
la teoria de funciones. Como ya se ha mencionado, el 4lgebra ocupa el tema del segundo
libro de la primera parte, y si bien reconoce que aqui se ha ganado mayor sustancia en la
generalizacién del niimero reconoce que su tratamiento se encuentra de nueva cuenta alejado
de la realidad historica toda vez que los niimeros fraccionarios y los irracionales tuvieron su
origen en la réalité intuitive. Asimismo reconoce que la teoria algebraica hace un uso
limitado de los irracionales, al mismo tiempo que establece una distincién artificial entre
numeros algebraicos y mimeros trascendentes. Pero de nueva cuenta, la generalizacion
algebraica desde su aspecto meramente l6gico resulta irreprochable, y es sélo, pero no por
ello menos importante (jtodo lo contrario!) en el aspecto racional, y por lo tanto, filosofico,
en donde la generalizacion del mimero por medio del algebra resulta insuficiente. Y la razén
principal de su limitacién consiste en que el algebra no es sino una generalizacién de la
aritmética y de alguna forma se encuentra sujeta a las mismas limitaciones que encontramos
en la aritmética elemental. Dicho en el espiritu de Cournot, el 4lgebra por si mismo es
incapaz de representar el verdadero infinito matematico: “En general, el principio de
continuidad no tiene lugar en el édlgebra y no puede ser invocado para justificar la
generalizacion algebraica del niimero. Pero no sélo Ia continuidad es en absoluto necesaria
en las especulaciones de la aritmética general, sino que es repugnante al espiritu de esa
ciencia y a la naturaleza misma del nimero. En efecto, el mimero es esencialmente

discontinuo, lo mismo que casi todas sus propiedades aritméticas” (p. 140).

concision. PorlasmlsmasmzonamltanotablememenﬁsabsuwoqueeldeCantoryselmhmoonmenos
comodidad en los cilculos”. Citado por Ferreirds art. cit., p. 40.
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§ 6. Las concepciones empirista y racionalista del niimero natural

De acuerdo con el principio de racionalidad de Cournot, tanto la teoria de mimeros, como el
algebra y la geometria gozan del mismo rigor légico y, por consiguiente, representan cada
cual una fuente y un dominio legitimo del infinito matemitico. Sin embargo, desde el punto
de vista racional, la geometria es en la que mejor se expresa el infinito ya que es el continuo
el que impone la generalizacién del nimero y da pie al desarrollo del 4lgebra y el anslisis.
Es, en pocas palabras, la méas natural y la que mejor se corresponde con el proceso
genealdgico de las matematicas.

Ahora bien, si en la primera parte se habia propuesto establecer esto ultimo de manera
sistemética y constructiva, en la segunda parte se propone debatir en el plano filoséfico la
idea de mimero natural (que en la primera parte se habia dado por supuesta) y, de nueva
cuenta, las relaciones entre el mimero y la magnitud, con el objeto de mostrar como a partir
del anilisis correcto de ambos conceptos se “disipan todas las contradicciones que se cree
encontrar en esta nocién [de infinito]”. De esta manera, la segunda parte se divide también
en cuatro libros. El primer libro remite al concepto de nmero entero e intenta hacer frente
principalmente a la teoria empirista de la cardinalidad, pero también busca establecer lo que
seria la concepcion mas perspicua, completa y racional del namero entero. El segundo libro
es un resumen de las propiedades fundamentales de la magnitud y muestra como el nimero
no es, desde el punto de vista racional, mas que la expresién de las relaciones entre
magnitudes, mientras que estas Gltimas pueden concebirse sin referencia a [a nocidn de
mamero. El libro tercero es un anilisis de las objeciones que la escuela finitista francesa,

bajo el liderato de Renouvier, hace a la nocién de infinito matematico; mientras que el
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ﬁltﬁno libro es un comentario més general de ambas nociones (mimero y magnitud),
acompafiado de un analisis de las antinomias kantiana a la luz de los resultados obtenido a lo
largo de toda la obra.

Ya se ha mencionado que en la primera parte Couturat se ha valido del sistema de los
nimeros naturales para construir los demas sistemas numéricos, presumiendo su carécter
fundamental en tanto es en dicho sistema donde se levanta todo los otros sistemas
numéricos. Por este motivo, aqui se propone discutir su naturaleza y establecer su
fundamento filoséfico. Como en la primera parte, el método de construccién es el mismo
aunque no exhaustivo ya que se contenta con presentar las definiciones més elementales (en
concreto las de igualdad, de desigualdad, de adicion y sus propiedades, asi como el principio
de induccién completa). Posteriormente discute la nocién de cardinalidad, y eritica, por
considerarla que envuelve un circulo vicioso, la demostracién del postulado de invariacion®!
que presenta Kronecker. El procedimiento de este ultimo consiste, en sus lineas generales,
en construir un conjunto de objetos con un orden lineal fijo y bien determinado, de tal suerte
que la seriec de los nimeros naturales es puesta en correspondencia uno a uno con los
elementos del conjunto construido, de modo que se obtendra un niimero n que seri el
numero cardinal de dicho conjunto. Posteriormente, se cambia el orden del mismo conjunto
y se establece de nuevo la correspondencia con la serie de los naturales, para que asi, se
pueda asi verificar que el numero cardinal sea el mismo. Desde luego, el procedimiento de
verificacién de la cardinalidad se puede ampliar tanto como se quiera. La esencia de la

critica de Couturat consiste en que Kronecker se vale de la serie de los nimeros naturales

ol Se dice que la cardinalidad de un conjunto debe cumplir con el principio de invariacion: esto es, la
cardinalidad del conjunto no depende de la forma como se encuentren ordenados sus elementos. Segin
Helmholtz (1977), p. 74, fue Schréder quien llamé primero la atencién sobre este principio.
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como instrumento para definir la cardinalidad de un conjunto cualquiera, dejando sin
demostrar la cardinalidad misma de los nimeros naturales, ya que no hay ninguna garantia
de que sobren o falten algunos de los mimeros naturales. Ademds, es claro que no importa
cuél sea el orden de los objetos del conjunto ya que su enumeracion segun la serie de los
naturales impone este ultimo orden, lo cual constituye un caso particular del teorema que se
busca probar.%?

Posteriormente, Couturat sopesa la demostracién de Helmholtz y si bien la considera mas
satisfactoria que la anterior, también encuentra insatisfactorio el resultado ya que si bien la
forma como se introducen los niimeros ordinales es formal, al definir la cardinalidad por
medio de la ordinalidad deja entrar consideraciones de caricter empirista v de orden
psicologico, ya que el proceso de contar es considerado como la relacién de correspondencia
entre la serie de los numeros ordinales con objetos del mundo real, y, por tal motivo, se
estipula como una condicion importante que los elementos del conjunto no pierdan su
unidad (esto es, que no varien con respecto al tiempo). Y conchuye: “Se puede resumir la
critica a la teoria empirista en dos palabras, que muestran al mismo tiempo su vicio e
insuficiencia: es una teoria psicolégica y positivista. Se limita, en efecto, a describir el acto

psicologico de contar sin investigar su principio y razén de ser; simplemente constata el

62 “En efecto, ¢l autor considera dichos nmiimeros {del conjunto construido] como objetos reales, como fichas
que ocupan los objetos a contar, y que han de ser levantadas después; el conjunto de dichos signos forma por
consiguiente una coleccion concreta y se precisa establecer que el niunero cardinal de dicha coleccién no varia
cuando s¢ invierte el orden de sus elementos porque, como también hemos observado, si bien es cierto afirmar
que ese nimero €s A, es solamente en tanto que dichos signos se suceden regularmente de 1 a rr segiin la serie
de los nimeros naturales, en donde el encadenamiento es esencialmente invariable”. Op. cit. p. 313. Sin
embargo, en su resefia Bourlet (1897, p. 203) comenta: “Couturat formuia objeciones sutiles a la demostracién
de Kronecker, pero todas esas sutilezas s¢ desvanecen, me parece, si se quisiera admitir @ priori (y, para pasar
a lo concreto hace falta admitir cualquier cosa), que todos los objetos podrin considerarse como unidades
md:shﬂasdemlsuenequesuoon;unmnommblewandosekspcxmme

 En su resefia Russell afirma, sin embargo, que la demostracién de Helmholtz envuelve también un circulo
vicioso. Cf- art. cit., p. 115.
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hecho material y positivo; a saber, que se cuenta los objetos diciendo (mentalmente), “uno,
dos, tres, cuatro...,” pero no puede explicarlo, ya que ignora su significacién logica y su
valor racional. No ve en dicha operacion mas que el lado exterior y superficial, pero no se
ocupa de las condiciones ideales que lo hacen inteligible y posible. Y, por consiguiente,
reduce la idea de niimero a un simple signo oral o escrito, y desemboca en aquel formalismo
verbal que es propio del nominalismo de los matematicos™.**

Como elementos de descargo no estd de mas observar que Helmholtz, en acuerdo con
Schréder, considera la demostracién del principio de invariacién como un asunto
psicolégico, pero, ademas, asume que en el proceso de enumerar se ven involucradas
propiedades de caracter empirico, porque concibe deliberadamente “la aritmética, o la teoria
de los mimeros puros, como un método construido sobre hechos puramente psicolégicos”.®?
Por consiguiente, llama la atencion que Couturat no discuta si la demostracion de dicho
principio es 0 no una cuestion de orden psicologico, pero sorprende de igual forma que no
haya sefialado que aquello que considera una limitacién o defecto no lo es en absoluto para
los autores comentados y que, por lo tanto, no haya demostrado con suficiente claridad la
superioridad del enfoque racional, sobre la posicion empirista. Sin embargo, la ausencia de
semejante discusién puede deducirse a partir de su rechazo, hecho al inicio del libro, a las
explicaciones psicologicas de las escuelas espiritualista y positivista francesas. Trasladando

dicha critica a2 Helmholtz, se podria argumentar que no es asunto de la psicologia justificar

* Pp. 330-1. La critica concuerda, como el mismo Couturat reconoce, con aquella que el joven Husserl
formula en el primero y Gnico tomo de 1a Philosophie der Arithmetik.

6 « . que muestra la aplicacién Iégica de un sistema simbélico (i.e., el de los mimeros) de alcance y
posibilidad de refinamiento ilimitado™. Helmholtz op. cit., pp. 74 y 75. Al respecto, Paul Hertz comenta: “Si la
teoria de la aritmética de Helmholtz intenta ser empirista en el mismo sentido que su teorfa de 1a geometria,
entonces este pasaje sélo puede significar que en nuestra reflexién sobre la experiencia nos beneficiamos de



Légica y Lenguaje en Louis Couturat
Victor M. Hemidndez Mirquez

la nocion de nimero, puesto que se caeria en un circulo vicioso al pretender dar cuenta de la
ciencia a partir de la ciencia misma; esto es, la psicologia no puede dar cuenta de los
conceptos matematicos porque sus propios conceptos reposan sobre principios racionales
que sirven de base metafisica a ambas ciencias.

Desde luego, la critica de Couturat no tiene mayor objeto que servir de predmbulo a la
introduccion de su propia concepcion; la cual, segin €L, si bien tiene en apariencia un aire
empirista en el fondo es netamente racional. Es empirista a primera vista porque entiende el
nimero entero como una coleccion de umidades, mas es en verdad racional en tanto se
concibe el nimero entero y la unidad como ideas anteriores a cualquier intuicion sensible, y,
por consiguiente, como nociones a priori. De tal forma que se puede responder a las dudas
planeadas un poco mas arriba sefialando que la supremacia de la concepcion racionalista
radica precisamente en que pone de manifiesto que en la definicion de la cardinalidad
empirista, 0 si se prefiere, en la enumeracion concreta, se encuentran implicitas tanto la
nocion de umidad como la de mimero entero. Pero aqui falta mostrar, desde luego, que
ambas ideas no son una abstraccién de los datos de Ia experiencia.

Dejemos de lado este punto por un momento, ya que la forma como pretende arribar a su
concepcion racional del numero es discutiendo también algunas de las definiciones
tradicionales que coinciden de alguna manera o se identifican con su propia concepcion,
pero que, por una razon u ofra, requieren de mayor elucidacion o complemento. Y como
podremos constatar, la idea de nimero como una abstraccion de los objetos del mundo

sensible se presenta también en algunas de las formulaciones pretendidamente racionalistas.

aguelios conceptos que poseen un significado que se proyecta més alli de lo psiquico y que, por consiguiente,
pueden inter afia ser aplicados también a lo fisico” (p. 104).



El problema filosdfico del infinito
Capitulo 11

Por ejemplo, la definicién de Lipschitz es, segin Couturat, pasable desde el punto de vista
racionalista aunque todavia incompleta: “en la consideracion de objetos separados, se
prescinde de los caracteres por los que los objetos se diferencian y queda el concepto de
mimero (Anzahl) de los objetos considerados™. Y lo que le falta puede verse a través de la
definicién de Cantor, con la cual en el fondo concuerda: “el tipo ideal que se obtiene cuando,
dentro de un conjunto de objetos, se ignoran su naturaleza (sus diferencias cualitativas) y su
orden”. Es decir, en la primera definicion la idea de unidad no se encuentra expresamente
implicada y por partida doble, ya que se omite el hecho de que cada objeto debe ser
concebido como uno, pero también el conjunto como unidad. Y concluye: “Por lo tanto, la
idea de wnidad se encuentra dos veces implicada en la nocién de mimero, primero como
elemento y después como la ligadura de elementos, proporcionando en cada caso la materia
y la forma. Cualquier definicion de niimero que omita alguno de estos dos papeles serd
incompleta” (p. 336).

En este sentido, Stolz se encuentra mas cerca de la concepcion correcta cuando define el
nimero como una pluralidad, siendo esta Gltima “un conjunto o multitud de objetos
distintos, en el cual se ignoran sus diferencias y su orden”. Sin embargo, se encuentra
todavia a medias, ya que no hay mencion alguna a la unidad y sin embargo se le supone
silenciosamente; lo cual es patente cuando define la igualdad entre pluralidades: “dos
pluralidades son iguales cuando pueden coordinarse entre si de manera uniforme y completa,
haciendo corresponder a cada elemento de una un elemento distinto de la otra”. Luego
compara todas las pluralidades posibles con las pluralidades obtenidas por la repeticion del
signo 1, al que llama wmidad. En este sentido, el nimero ordinal se define como una

pluralidad de unidades; esto es, una coleccién de signos 1 yuxtapuestos y reunidos, mientras
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que ¢l nimero cardinal se entiende como una pluralidad concreta que sera igual a la primera
pluralidad en virtud del principio mencionado arriba. Es claro que en estas definiciones se
esconde un circulo vicioso ya que la igualdad de pluralidades presupone la nocién de
unidad, porque al establecer la correspondencia se da por sentado que las pluralidades se
encuentran compuestas de unidades; esto es, de nimeros. Por consiguiente, no se puede
definir el nimero cardinal en funcién del principio de igualdad de pluralidades. Pero falla
también en intentar eludir la idea de unidad al construir el niimero entero a partir de signos 1
yuxtapuestos, ya que es imposible que el signo pueda ocupar el lugar de la idea significada;
“puesto que esos signos, por simples que sean, serin siempre objetos y si sugieren la idea de
unidad, no la pueden remplazar en el intelecto ni dispensarla de concebirla” (p. 337).
De la critica de la nocion de cardinalidad de Stolz puede verse claramente, segiin Couturat,
que la definicion de Cantor, segin la cual “el nimero cardinal de un conjunto es el concepto
general comiin a ese conjunto y a todos sus conjuntos equivalentes”, se encuentra sujeta a
criticas similares y, por consiguiente, adolece de lo mismo; sobre todo si se pretende que a
partir de esta definicion nace, por abstraccién, la nocién de mimero natural: “Es en vano
creer poder deducir la idea de nimero a partir de la comparacién de dos o més colecciones
ya que la comparacién misma no es posible sino gracias a dicha idea, y si la comparacion
coordinada de colecciones puede sugerir la idea de su mimero comun es porque dicha idea
se encuentra de antemano implicada en la operacion. Por este motivo, la idea de niimero no
es un concepto general y abstracto surgido de la consideracién de pluralidades iguales
obtenidas de la experiencia” (p. 339).
Es justo en este punto, en la idea de mimero como producto de un proceso de abstraccion, en

donde confluyen las teorias empiristas y las definiciones “tradicionales” mas afines con la



El problema filosdfico del infirito
Capitalo I1

posicion racionalista. Y ya he apuntado que la fuerza de la critica de Couturat a la posicion
empirista parece depender precisamente de la demostracion, o para usar una palabra menos
fuerte, en la constatacion de que el nimero no es ni puede ser ¢l resultado de un acto de
abstraccion o generalizacion.

Para ello, nuestro autor no hace sino mostrar que en cada caso el llamado proceso de
abstraccion esconde una peticion de principio o circulo vicioso, en tanto que la nocion de
unidad, y, por tanto la de mimero, se encuentra de alguna manera u otra presupuesta o
implicada en el proceso. Dicho de otra forma, y en general, ya que el proceso de abstraccion
consiste en despojar a los objetos de sus cualidades y reducirlos meramente a la wridad,
debe reconocerse que la idea misma de unidad no es ni puede ser el residuo de abstraccion
alguna, ya que la unidad no es una percepcion ni un elemento de percepcién como lo son,
por ejemplo, el rojo o el azul ®

Hay aqui al parecer un acuerdo sustancial con Husserl y Frege, aunque en realidad el
acuerdo es mas bien con el primero que con el segundo, ya que hay una gran diferencia en
perspectiva y de fondo en cuanto a la forma como estos pensadores, cada quien por su lado,
llega a la misma posicién con respecto al fruto del proceso de abstraccién. En efecto, para
Couturat y Husserl, la idea de unidad, y, por lo tanto, la idea de nimero, no es ni puede ser
producto de una abstraccion, mientras que para Frege la idea de unidad, ast como la idea de
una pluralidad de unidades, no deja de ser una muletilla conceptual que en nada contribuye

en la aclaracion del concepto de niimero.

% Ibid., pp. 340-1. “En resumen, para que la idea de mimero sea realmente el resultado de una abstraccién,
habria que poder afirmar lo mismo con respecto a la idea de unidad, que es el fundamento de Ia idea de
mimero. Ademds, el producto Gltimo de la abstraccién, el genus generalissimum, es el concepto de “cualquier
cosa”, y 00 el de unidad; ya que este no es un residuo de la experiencia, ni la viltima caracteristica comin a
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No obstante, si bien Die Grundlagen der Arithmetik es una obra publicada en 1884, pas6 por
completo desapercibida para el joven Couturat, y seguramente el nombre de su autor no
significo nada para él hasta mucho mas tarde, y no sin cierta morosidad, cuando Russell le
comunicd que se habia dado cuenta que muchos de sus hallazgos en légica y de los
desarrollos técnicos de su primer logicismo los habia logrado y dado a conocer Frege, 10
aflos antes, en el primer volumen de los Grundgesetze.5” Pero llama particularmente la
atencion este desconocimiento porque en 1895, Frege habia tomado parte en la discusién
sobre la naturaleza del nimero natural que tuvo lugar en las piginas de la Revue de
Métaphysique (una revista a la cual Couturat se encontraba, como he mencionado en el cap.
I, especialmente ligado); y porque, lo cual a fin de cuentas resulta mas importante, en su
breve escrito resume algunas de las objeciones, del famoso capitulo Il de Grundlagen, a las
ideas de unidad y pluralidad.

En efecto, Frege critica en primer lugar el aparente formalismo de Fugén Ballue®® (critica
con la cual Couturat estaria sin duda de acuerdo); luego examina la idea de unidad entendida
como el producto de un proceso de abstraccién en donde los objetos de un conjunto o
agregado son despojados de sus caracteristicas particulares.”” Y como hemos visto, aqui

también Couturat estaria de acuerdo, pero las diferencias entre ambos surgen precisamente

todos los objetos perceptibles, sino una forma racional pura que ef intelecto impone a todos los objetos, por el
simple hecho de pensarios™.

¥ Cf. Carta de Russell a Couturat 02.06.1902; Schmid (ed.) (2002), p. 279. Sin embargo, Couturat habia escrito
a Frege por primera vez en 1.7.1899, en su caricter de organizador del Primer Congreso Internacional de
Filosofia, pero curiosamente todavia a principios de 1904, jle confiesa que ha escrito los dos primeros articulos
sobre Principles, sin conocer todavia su obra! Cf. Frege (1980), p. 13.

% E. Ballue (1863-1938), fue profesor de matemdticas en varios liceos, Frege se refiere a “Le nombre catier
considéré comme fondament de 'analyse mathématique” (1894) (que a su vez se referia a un texto de Riguier
(1893) de igual titulo y al cual Couturat refiere en su obra), pero también menciona al final el articulo de Le
Roy y Vincent (1895). El articulo de Frege motivé un breve imtercambio epistolar que inicia con una carta de
Ballue deslinddndose del formalismo que el primero le impata. Cf. Frege (1980), pp. 1-5.

% Frege (1895).
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al momento de sacar las respectivas conclusiones a partir de dicha critica. Pero ademads, la
clase de criticas formulada por ambos es también a todas luces distinta. Como he comentado
mas arriba, Couturat sostiene que la circularidad de las definiciones anteriores demuestra
claramente que la idea de unidad, y, por lo tanto, la de nimero, es a priori. Por €l contrario,
Frege seflala que el proceso de abstraccion no logra despojar a los objetos en si mismos de
sus cualidades, y por consiguiente, no representa mas que un acto subjetivo de dudoso valor.
Asimismo, muestra que entre los defensores de tal enfoque no hay un acuerdo bisico sobre
el uso que dan al término unidad, ya que, por ejemplo, Ballue emplea la palabra como un
nombre comun o clase, al momento de indicar que las pluralidades se forman a partir de la
adicién sucesiva de unidades; mientras que Le Roy y Vincent lo usan como un nombre
propio, al construir las pluralidades como la adicidén recurrente de la unidad sobre si misma
y sobre lo cual aflade que es dificil hacerse una idea de como una cosa podria sumarse a si
misma (Couturat diria que tal objecion confunde la umidad con la unicidad, p. 506). Por
consiguiente, s6lo queda pensar que al echar mano de las nociones de unidad y pluralidad no
se consigue una definicidn mas clara y satisfactoria del nimero entero.

Debe decirse, sin embargo, un tanto en descargo de Couturat, que el articulo de Frege por si
solo no permite formarse una idea adecuada de 1a posicién del autor, ya que como él mismo
reconoce, se limita a levantar protestas y cuestionamientos ante las posiciones antes
mencionadas, y que para encontrar una respuesta positiva el lector debera recurrir a sus
obras (y en particular, a Grundlagen y al primer tomo de Grundgesetze). Por supuesto, llama
la atencidn que Frege haya sido en su unica incursién en el ambiente filosofico francés tan

parco y a la vez tan diplomatico ante una postura que combatié ampliamente en su lengua y
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en ocasiones no exento de fuertes dosis de ira y sarcasmo.”

Sea como sea, es importante dejar en claro que las objeciones de Frege a las ideas de unidad
y pluralidad representan un obstaculo insuperable para las concepciones racionalistas del
numero. El argumento mas duro es, desde luego, el hecho de que recurriendo a la unidad, y a
la pluralidad de unidades es imposible dar una explicacion adecuada del O y el 1. Es claro
que si preguntamos ;de qué forma la unidad se corresponde con el 0?, o jes 1 una pluralidad
de una sola unidad? alcanzamos a palpar de inmediato la insuficiencia de semejante enfoque.
La tinica altemnativa “viable” es, como de hecho lo hicieron algunos de los defensores de este
enfoque, considerar propiamente como nimeros enteros los nimeros a partir del 2. Pero con
esta salida no se hace mas que dar una vuelta completa y regresar de nuevo a Euclides; y con
ello, al reconocimiento tacito de que no se ha hecho ningtin progreso serio.””

La alternativa de Couturat, Husserl y algunos otros, de pretender deshacerse tinicamente del

0 y conservar el 1, ya sea como idea primitiva o filosofica, como es el caso de Couturat, o

- bien, como definible o intercambiable en términos de la unidad, Io cual también deja

entrever cierta circularidad, muestra de igual forma las limitaciones de dicha alternativa.
De cualquier forma es conveniente resaltar que Couturat no pretende ofrecer una definicion

matematica del mimero, sino més bien una definicibn puramente filoséfica, y que todas

" Quiz4 una explicacién probable sea la animadversion que sentia Frege por la cultura francesa, como puede
apreciarse al leer su diario. Por ofra parte, se ha dicho en repetidas ocasiones que foe Ia actitud particularmente
mordaz la que aislé a Frege de la cooumidad cientifica y filos6fica. Por ejemplo, Pulkkinen (2000), p. 53,
sefiala como dos motives que frenaron ¢l respaldo a Frege, “la desafortunada eleccién del simbolismo y su
frecuente critica arrogante y despiadada”. A principios de 1904, Couturat tenia una opinién muy similar: “Me
parece que Frege no debi6 entablar muchas amistades entre los matematicos por la forma cdustica como critica
su nominalismo (su mal formalismo), por ejempio en Grundgesetze II. Ademis, toma con demasiada
frecuencia una actitud de critica negativa, y ¢n apariencia estéril. Le falta reconocer que sus exigencias l6gicas,
por otra parte legitimas, vuclve demasiado dificil Ia tarea del matemitico”. Couturat a Russell 1.3.1904,
Schmid (ed. }(2001), p. 359.

" Cft. . 43. Couturat, en un momento de sirceridad, reconoce que su definicién filoséfica del niimero entero
no €s mis un comentario a la definicién de Euclides. Cf., p. 348, 0.
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aquellas definiciones que ha criticado gozan del mismo estatus, aun y cuando en algunos
casos s¢ presentei como definiciones logicas (analiticas) o matematicas. De hecho,
recordemos, para Couturat los matematicos no definen propiamente las entidad con las que
trabajan, ya que se limitan a caracterizar los objetos mateméticos en funcidén de las
operaciones en las cuales aparecen.”” En el caso del nimero, por ejemplo, se limitan a
definir la igualdad numérica pero no propiamente qué son, o bien, qué significan tales
entidades, y es justamente la respuesta a este tipo de cuestiones lo que pretende proporcionar
una defimcion filosofica. Por tal motivo, estas ultimas son logicamente anteriores a las
definiciones matematicas, y su valor radica precisamente en su prioridad conceptual, puesto
que muestran de forma bastante clara la subordinacion del orden 16gico sobre el orden
racional: “Asi, la idea cientifica es logicamente posterior a dichas definiciones [filosoficas],
que es de donde extrae toda su existencia, y reposa, como todas esas definiciones en si
mismas, en su correspondiente idea filosdfica previa. En efecto, todas las definiciones
matematicas son puramente nominales, y por consiguiente, presuponen siempre el concepto
sobre el que habran de construirse. Esta es la razon por la cual los conceptos logicos
elaborados por el cientifico implican necesariamente las ideas racionales, las cuales escapan,
por su propia naturaleza, a toda definicion cientifica. Ademas, se explica aquella oposicion
entre el orden logico y el orden racional que se encuentra por todas partes en los principios
de la matematica” (p. 342).

Esto es perfectamente congruente con su concepcion general sobre la relacion que debe

guardar la filosofia con respecto a la ciencia (recuérdese en concreto el primer apartado de

" “En general, jamas definen alguno de los conceptos fundamentales de la ciencia: ni el mimero, ni la longitud,
ni la duracidn, ni la masa, que son los objetos propios de la especulacién matematica y los elementos
constituiivos de todos las magnitudes™. Jbid., p. 341.
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este capitulo), y, en este caso en particular, con la matemética. Dicho en breve, la filosofia
no compite ni debe competir con la ciencia, sino qué le proporciona su fundamento y
justificacion.

Por otra parte, hay aqui una coincidencia notable, en el plano general, con el punto de vista
de Russell expresado un poco mas tarde, en su primera respuesta a Poincaré, con respecto a
la demanda de una definicién no circular ni ambigua de la linea recta. Para el primero la
cuestion posee dos respuestas distintas seglin el nivel matemético o filosofico que se asuma,
y para él es claro que desde una perspectiva filoséfica es imposible dar una definicién de
este concepto, ya que se trata de un objeto fundamental, cuyo significado en si mismo no se
puede analizar o descomponer en otros conceptos mas fundamentales, y, si es posible
ofrecer una definicion matematica lo es tinicamente porque se le define en funcion de su
relacion con otros términos; y cuando se hace esto, entonces se tiene como resultado un
enunciado susceptible de ser verdadero o falso. Se trata, desde luego, de un rasgo importante
de su primer desacuerdo con Poincaré, puesto que si la definicion de un término geométrico
disfraza un juicio epistémico (una afirmacién que es sujeto de valoracion veritativa), es claro

que no hay tugar para el tipo de convencionalismo defendido por Poincaré.™

” “Una definicién matemitica consiste en cualquier relacién de algin concepto especifico con el objeto o los
objetos definidos que lo poseen. En este sentido, la linea recta proyectiva se ha definido arriba por medio de
sus relaciones con pumtos y pianos. Y en este sentido también, la linea recta métrica puede definirse como la
serie de puntos que es totalmente especificada por medio de dos puntos que pertenceen a esa seric [...] Pero
tales definiciones no son definiciones en el sentido propiamente filoséfico del término. Filoséficamente
hablando, un término es definido cuando ofrecemos su significado, y su significado no puede consistir el sus
relaciones con otros términos. Y debe admitirse que un término no puede emplearse datilmente sin que
signifique alguna cosa, y lo que significa o es complejo o es simple. Esto es, o el significado se compone de
otros significados, 0 es en si mismo une de esos constituyentes dltimos por medio de los cuales se construyen
otros significados. En el primer caso, el término es filoséficamente definido por medio de 1a enumeracién de
sus constituyentes simples. Pero cuando en si mismo es simple, ninguna definicion filoséfica es posible. El
término puede todavia poseer una relacién peculiar con otros términos, y, por tanto, puede contar con una
definicién matematica. Pero este no puede significar esa relacién, y por consiguiente, la definicién matemética
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En cuanto a la pertinencia de este punto de vista con el de Couturat, serd suficiente sefialar
que para ambos hay siempre una linea fundamental que separa a la definiciébn matematica de
Ia definicion filosofica, aun y cuando para Couturat el concepto filosofico de mimero entero
sea previo y se encuentre presupuesto en toda definicion matemdtica del mismo, mientras
que para Russell no exista un correlato filosofico del concepto geométrico de linea recta.
Dicho en otras palabras, ambos tienen a la vista el papel que juega la reflexién filosdfica en
torno a las mateméticas.

(Cual es, entonces, el valor de la definicion filoséfica de nimero entero?, o mejor ain ;cuél
es ¢l valor de Ia definicién racional de niimero entero, y, como supera a otras definiciones
filos6ficas, como la criticada definicion empirista? A primera vista parece no haber en
!'infini una respuesta del todo clara a semejante cuestién, ya que, por un lado, se afirma que
“todas las definiciones matematicas del mimero implican la idea filosofica del mimero
concebido como una coleccion de unidades; suponen, por lo tanto, las ideas racionales de
unidad y de pluralidad, las cuales, por otra parte, son correlativas” (p. 342). No obstante,
reconoce mas adelante que, de igual forma, la teoria empirista reposa y se deduce de las
mismas definiciones mateméticas, lo cual “es un ejemplo notable de la diversidad de
interpretaciones filosficas que se pueden ofrecer de una sola y la misma deduccién
matematica” (p. 344). Entonces si ambas teorias se corresponden legitimamente con la
definicion matematica de nimero, es claro que no s¢ ha dado un criterio adecuado para
preferir una definicion filoséfica en lugar de otra y la pregunta sigue en pie.

Sin embargo, para Couturat la respuesta, o mejor dicho, la razén para elegir entre dos

s convierte en un teorema, que serd falso o verdadero, pero de ningdin modo, arbitrario.” Russell (1899), p.
410.
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definiciones filosoficas rivales no depende de su acuerdo o desacuerdo con la definicion
matematica, sino mas bien con las ventajas tedricas que cada una de que las definiciones
ofrece por si misma; y es este sentido como la definicién racional se impone sobre su
oponente ya que, entre otros motivos, con respecto al problema general que pretende
resolver en este libro Couturat, es manifiesto que la posicion racionalista del nimero entero
admite la construccién de un infinito matemético, mientras que esto es imposible desde la
posicién empirista.

Pero antes de llegar a este (ltimo punto serd conveniente dejar plena constancia, por un lado,
de las diferencias entre la definicién matematica y la definicién filosofica; y, por el otro
lado, de otras ventajas “técnicas” de la definicion racional con respecto a la definicién
empirista. En primer lugar recordemos que la definicién filosofica es anterior a la definicion
matematica ya que esta tiltima supone de algiin modo la primera, y, por lo tanto, existe algin
tipo de prioridad epistémica, la cual se identifica con la prioridad del orden racional sobre el
orden l6gico, de acuerdo con el principio de Cournot que Couturat hace suyo. Aqui es
conveniente resaltar un problema adicional en la concepcién de Couturat, ya que si toda
definicién filosofica es previa a la definicion matematica, y si tal prioridad corresponde al
orden racional entonces deberia admitirse que incluso la definicion empirista es en cierta
forma racional.

Pero volviendo a las diferencias entre lo filoséfico y lo propiamente matemético, es también
importante resaltar una diferencia que se encuentra conectada con la anterior; es decir, si hay
un orden entre ambos tipos de definiciones es en buena medida debido a que las definiciones
matematicas son en cuanto tales, definiciones nominales, mientras que Jas definiciones

filosoficas son definiciones conceptuales; esto es, la primeras definen el uso de palabras
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(como mimero, punto, linea, etc.), mientras que las segundas definen las ideas propiamente
dichas. Pero este caracter nominal de las definiciones matematicas no debe entenderse como
un defecto de los conceptos cientificos, puesto que estos ultimos conceptos “no hacen $ino
traducir las nociones metafisicas, a las cuales no pueden reemplazar ni eliminar, porque
siendo las ideas que le sirven de fundamento, sin ellas la ciencia no existiria” (p. 342).

De este rasgo fundamental de las ideas metafisicas de la ciencia se desprende otra
caracteristica que, a juicio de Couturat, se encuentra en las definiciones matematicas del
nimero y de sus propiedades; esto es, el hecho de tratarse de definiciones que de alguna
forma esconden una cierta circularidad; es decir, para definir la operacién de adicion entre
nimeros se requiere haber definido previamente a estos Gltimos, pero al mismo tiempo, para
poder definirlos se requiere echar mano de la suma, en tanto que la sucesién numérica solo
puede alcanzarse por medio de la adicion sucesiva de la unidad. Sin embargo, en la
definicion filosofica no se puede correr semejante peligro, segiin Couturat, porque las ideas
metafisicas correspondientes a las “palabras” mateméticas si bien son presupuestas por estas
{iltimas, son al mismo tiempo independientes de ellas: “no existe ningin circulo vicioso en
concebir el niimero entero como una colecciéon de unidades, precisamente porque la idea de
coleccién o pluralidad no es una nocién matematica. No solamente es independiente de la
operacién matematica de adicién, sino que se encuentra implicada en la misma de igual
modo como se encuentra en la definicion de niimero” (p. 344). De ahi que pueda definirse
adecuadamente la suma de dos nimeros cardinales éomo el mimero formado por la reunion
de todas las unidades que componen los nimeros involucrados en la suma. En resumen, asi
como a la nocién matematica de nimero corresponde la idea racional de coleccion o

pluralidad, y a la nocién matemitica de unidad (el namero 1) corresponde la idea metafisica
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de unidad, del mismo modo a la operacion matematica de suma le corresponde la idea
racional de coleccion o reunidn.

Hay varios motivos para no sentirse comodo con estas explicaciones de Couturat, en primer
lugar porque da por sentado que el circulo vicioso se presenta solo en el nivel mateméatico
cuando es justo lo que se debe demostrar, ya que no basta con sefialar que los conceptos
racionales no son nociones matemiticas, lo cual, dicho sea de paso, parece sumamente
arbitrario; es decir, Couturat deberia demostrar, sin dejar lugar a dudas, que, en efecto, las
ideas de coleccién, pluralidad, reunion y unidad no envuelven un circulo vicioso. Pero el
uso ambiguo que hace de estos tltimos términos sugiere que, contrario a lo afirmado, se
presenta de igual forma un circulo vicioso en el orden racional. Dicho de manera ilustrativa,
la ambigiiedad se presenta al emplear los cuatro términos como nombres de tres y dos ideas
distintas; tres porque, por un lado, se entiende la coleccion o phuralidad como una reunién de
unidades (el producto de la operacion o acto de reunir unidades); mientras que, por otro
lado, se entienden como dos ideas fundamentales puesto que coleccion, pluralidad y reunion
se conciben como distintas formas de apuntar a la misma idea de mimero en tanto conjunto o
clase compuesta de unidades. Por consiguiente, €l circulo vicioso que se encuentra a nivel
matemético con la definicién del nimero entero y la operacion de adicion, se reproduce a
nivel metafisico, y la aparente ventaja de este orden racional desaparece.

Pero dejemos por ahora los aspectos problematicos de la propuesta racionalista y vayamos
ahora a las ventajas que presuntamente posee con respecto a la concepcion empirista. Se ha
dicho ya que ambos enfoques se suponen legitimamente en las mismas definiciones
matematicas, y que solo difieren en su valor filos6fico; pero también se ha sefialado que

ambas posturas discurren en direccién opuesta en tanto que desde la perspectiva empirista la
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cardinalidad se consigue por medio de la ordinalidad (y de ahi el papel tan importante que se
le otorga al proceso de contar), mientras que en la postura racionalista se parte de la
cardinalidad y es a través de ella como se consigue la ordinalidad. Y dado que en la
definicion del niimero cardinal racionalista no intervine para nada la idea de orden, como
tampoco lo hace con respecto a la suma, se da por descontado el principio de no variacién de
la cardinalidad, asi como la propiedad conmutativa de la suma; ambos aspectos que, por otra
parte, resultan dificiles de asimilar desde la postura empirista. Y si no fuera por los diversos
escollos que hemos encontrado en la formulacién de la postura racionalista, podria decirse
que estas ventajas serian de peso para inclinar la balanza a favor de dicha postura.

Sin embargo, queda por describir la forma como el nimero cardinal obtiene en la esfera de
lo racional la suma de las unidades que lo componen, o, para decirlo en la jerga kantiana
adoptada por Couturat, resta por mostrar el caricter sintético de la idea de nimero, el acto de
sintesis por medio de la cual se obtiene una multiplicidad de unidades. Y para tal proposito
es menester reconocer que la unidad y la pluralidad no son suficientes para conformar
adecuadamente la idea de niimero, sino que se requiere superponer ambas ideas, lo cual es
en esencia la sintesis, para arribar a la totalidad. Esto significa una lectura en doble direccion
en tanto que si se ha establecido que el mimero entero es una pluralidad de unidades, de
igual modo se habré de demostrar que se trata de la unidad de una pluralidad. Es decir, para
poder extraer la idea de niimero de una coleccion cualquiera se requiere entenderla también
como una unidad, como un objeto, porque la idea de la unidad de una totalidad es como el
hilo de un collar de perlas, porque sin el hilo tendremos las perlas pero no més el collar.

Desde luego, en la sintesis racionalista tal y como la entiende Couturat falta total acuerdo

con las tres nociones de la cantidad kantiana, puesto que no parece depender en lo absoluto
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de la idea de tiempo, ni de la idea de espacio, o de Ia combinacién de ambas. En el primer
caso es claro que su negacion se halla implicita de algiin modo en la critica a la teoria
empirista, sobre todo en lo que respecta a su conviccién de que la enumeracién méas que
crear la idea de mimero, la presupone. Pero el argumento mis contundente es sin duda el
hecho que la enumeracion no es méds que un método prdctico, entre otros, para fijar la
cardinalidad de ciertas colecciones, aunque no para foda coleccion, puesto que la nocién de
cardinalidad no puede ni debe limitarse a la enumeracion de sus elementos, en virtud de que
la enumeracién (que se ha de identificar ahora con una sucesion temporal) seré por su propia
naturaleza finita y, por consiguiente, sera siempre insuficiente para fijar la cardinatidad de
colecciones mas amplias.”

Pero si la critica es justa también con respecto a la cantidad temporal habra de explicarse qué
es entonces aquello que se retiene de dicha concepcién. Es decir, si el nimero es, desde la
optica kantiana, el esquema puro de la cantidad y puesto que todos los esquemas no son sino
determinaciones trascendentales del tiempo (como forma a priori del sentido interno), el
nimero no puede ser sino una determinacion, entre otras, del tiempo.” Pero si Couturat
considera que esta parte de la doctrina kantiana s6lo se encuentra justificada desde la
posicién empirista es porque, a su vez, parece hacer una lectura empirista del concepto
kantiano de tiempo, en la cual se le presupone como una forma del sentido externo (si la
sucesion temporal se asimila efectivamente con la enumeracién) aun y cuando de manera

discursiva se diga lo contrario. Pero me parece que en realidad las razones de Couturat

" Recuérdese que de acuerdo con la quinta tesis sobre ¢l concepto de tiempo, “la infinitud del tiempo quiere
decir simplemente que cada magnitud temporal determinada s6lo es posible introduciendo limitaciones en un
tiempo inico que sirve de base. La originaria representacion tiempo debe estar, poes, dada como ilimitada™. B
43.



El problema filosdfico del infinito
Capitulo II

descansan sencillamente en el hecho de que Kant hace depender el esquema del numero en
la sucesién temporal, y, por consiguiente, en la ordinalidad, mientras que Couturat, como he
tratado hasta ahora de explicar, parte en sentido inverso, esto es, desde la cardinalidad. Por
consiguiente, Couturat sélo puede retener del concepto de mimero kantiano la idea de la
unidad como resultado de una sintesis de una intuicion homogénea: “si se nos permite
valorar dicha formulacién comparindola con nuestro analisis de la idea de nimero, el cual
ha sido hecho de manera independiente y sin ninguna preocupacion sistémica, podremos
aceptar la primera parte, la cual ilumina perfectamente la unidad sintética de la idea de
nimero, aunque es muy lamentable que el autor no haya sefialado explicitamente que la idea
de unidad constituye el elemento esencial de la idea de mimero. Pero ademés, no nos parece
que la segunda parte de la definicion kantiana sea necesaria, ni tampoco admisible; ya que
pensamos que no es para nada indispensable aprehender la multiplicidad dada bajo la forma
del tiempo™.”

Ahora no queda mas que determinar la forma como se lleva acabo la sintesis en €l concepto
de nimero cardinal. Y para tal efecto, Couturat contrapone a la sucesién temporal ia
simultaneidad como el acto final de la enumeraci6én. Es decir, si el acto de contar debe
concluir en algiin momento para asi fijar el nimero cardinal, en este nltimo paso se requiere
concebir la multiplicidad de unidades contadas como una unidad compuesta por una
pluralidad, y esto solo se puede alcanzar por medio de un acto simultaneo del intelecto. Pero

segun Couturat este Gltimo acto simultineo de sintesis es por completo independiente de la

" O como sucle acotarse, esto significa que 1a aritmética no s¢ corresponda de manera especial con el tiempo,
de la misma forma como la geometria se relaciona con ¢l espacio. Cfr. Parsons (1992), p. 62.

76 Ob. cit., p. 352. La definicién ahudida es la formulacion que aparece en A 143: “El niimero no es, pucs, otra
cosa que la unidad de sintesis de lo diverso de una intuicién homogénea en general, unidad obtenida al
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enumeracion, y, por consiguiente, de la sucesién temporal, aun y cuando sea su producto o
resultado. Esto se ve claramente cuando se tienen en mente niimeros pequefios, pues cuando
se consideran los 3 angulos del triangulo o las 4 lineas del cuadrado, se las percibe de
manera simultinea independientemente del orden, y, por consiguiente, de la sucesion
temporal; pero lo mismo vale para nimeros mas grandes.

Esto parece indicar que la idea de nimero habré de reposar en la intuicién del espacio, y, por
consiguiente, como determinacion de la forma del sentido externo. A primera vista, ésta
parece ser una conviccién coherente con su manera de entender las relaciones entre el
numero y la magnitud. No obstante, para Couturat si hay algo arbitrario en la critica kantiana
es justamente la doctrina del esquematismo, pues no parece haber suficiente evidencia para
sostener que el espacio sea la forma necesaria de toda simultaneidad. Pero “para afirmar que
toda simultaneidad asume la forma espacial, habria que admitir como rnigurosas
formulaciones, como aquella expresion un tanto simplista de Leibniz segun la cual «el
espacio es el orden de los coexistentes, mientras que el tiempo es el orden de las
sucesiones», y sostener que la conciencia es pura sucesion, lo cual es un absurdo manifiesto
puesto que la sucesion no es concebible ni perceptible mas que en relacion con la
simultaneidad” (pp. 357-8).

No nos detendremos en este punto ms de lo que lo hace el mismo autor.”” Bastara resaltar

que el rechazo de Couturat al esquematismo kantiano le permite admitir que el concepto de

producir yo el tiempo mismo en la aprehension de la intuicién”. Aunque en la version francesa de Couturat se
dice, en Ia segunda parte, simplemente: “en introduisant le temps lui méme dans I’appréhension de I'intuition”.
7 “Ciertamente el esquematismo de los conceptos puros del entendimiento exige que el nimero, esquema de la
cantidad, sea una determinacidn del tiempo. Pero no nos autorizamos discutir aqui dicha teorfa, sobre todo
porque no seriamos los primeros en reprochar al gran critico el abuso en las clasificaciones sisteméticas, las
cuales engendran falsas simetrias y forzadas analogias. No vemos, por ejemplo, porqué €l espacio no podria
proporcionar, al ipual que el tiempo, esquemas adecuados a las categorias de 1a cantidad™. Ibid., p. 358.
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namero es independiente de las formas del tiempo y del espacio. Pero como sustituto del
esquematismo de la cantidad, nos ofrece un punto de vista meramente formal y e priori, en
el sentido de engendrar la idea de nimero sin necesidad de recurrir a ningin contenido
material.”® En resumen, el niimero es entendido como el producto de 1a doble aplicacion de
la idea de unidad a una multiplicidad dada: es el resultado de la sintesis en donde la unidad
de una pluralidad deviene en una pluralidad de unidades.

Pero qué es exactamente lo que entiende aqui Couturat por formal, es algo que no es del
todo claro, puesto que inmediatamente pasa a criticar la identificacién de los niimeros con
las cifras o signos que los designan, y, como Frege, asocia dicha identificacién con
tendencias empiristas. Pero como no encuentro suficientes elementos para deslindar
adecuadamente su formalismo del mauvais formalisme empirista,” volvamos de nuevo a lo
que se supone es el gran defecto de la posicién empirista.

Ya he mencionado que, de acuerdo con Couturat, al hacer depender la cardinalidad de la
ordinalidad, la concepcién empirista es incapaz de arribar al infinito. Expliquemos en breve
por qué, aun y cuando sea bastante claro desde nuestra perspectiva actual. Si por
construccion la serie de los naturales se forma por la suma sucesiva de unidades es obvio
que por prologada que sea la sucesi6n nunca podra construirse un nimero ordinal final que
pueda identificarse con el infinito, y por consiguiente, con su correspondiente cardinal
infinito, ya que siempre se podr4, por la regla n» + 1, estipularée un nimero mayor a este; es

decir, para que la posicion empirista pueda alcanzar el infinito debe postular que existe un

”® “Observemos bien que la multiplicidad indefinida que postalamos como dnica condicién empirica de la idea
racional de nimero, no implica en lo absoluto la nocién de niimero, de cantidad o magnitud algnna.”, p. 359.
" Este comentario no implica que el formalismo de Couturat consista, sin darse cuenta, en identificar los
nimeros con los signos, sino simplemente que no aclara en qué consiste propiamente su concepeién formalista
del niimero, mds alla de seiialar que s a priori por po depender de contenido material alguno.
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ordinal mayor que todos los demas, pero este supuesto violaria el principio segiin el cual
siempre se podrd construir un nuevo nimero ordinal afiadiendo al anterior la unidad. Dicho
en otras palabras, dado que el infinito Io es s6lo de colecciones o conjuntos, y, por lo tanto,
de la cardinalidad, el empirista se verd siempre impedido de arribar por medio de la
ordinalidad al infinito.

De aqui se sigue que, de acuerdo al enfoque empirista, la serie de los mimeros naturales serd
irremediablemente finita, debido a que le ser4 imposible identificar un numero ordinal con el
total de la serie. En definitiva, “concluimos entonces que, si la teoria empirista vuelve
imposible el nimero infinito, vuelve al mismo tiempo imposible la construccion logica de la
ciencia del mimero” (p. 362).

Para cerrar este apartado hacen falta dos comentarios en relacion con la evolucién posterior
de su pensamiento y, en particular, con la adopcién del logicismo. El primero es el hecho de
que, a pesar de su desconocimiento de Grundiagen, Couturat se encuentra en al menos un
acuerdo minimo con Frege sobre la naturaleza ordinal-cardinal del niimero natural. En
efecto, la independencia del concepto de mimero cardinal con respecto al concepto ordinal
se establece también en el enfoque logicista de Frege (v Russell), aunque usando la nocién
de correspondencia completa, univoca y reciproca, entre dos conjuntos o multiplicidades, en
un se;ltido no muy distinto del empleado por los empiristas (que la usan en sentido inverso;
esto es, para ir de la ordinalidad a la cardinalidad) criticados por Couturat (y, por tal motivo,
como se ha sefialado antes, tendrd que retractarse de que tal correspondencia implica la
nocién de nimero uno). La gran diferencia entre empiristas y logicistas consistira entonces
en que, para los primeros, la correspondencia se establece de manera progresiva, por medio

de la enumeracion de objetos del mundo externo, mientras que, para los segundos, la
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correspondencia completa no implica en lo absoluto la enumeracién, ni mucho menos de
objetos externos, sino que se trata de una relacion abstracta y estrictamente logica.

El segundo comentario tiene que ver con la concepcion racionalista del nimero cardinal
entendido como la unidad sintética de una multiplicidad; es decir, si en la presente obra
Couturat es un kantiano a medias en cuanto a la concepcién del nimero (ya que solo acepta
que es engendrado por medio de un acto de sintesis en la intuicion, pero rechaza que se trate
de un esquema puro del tiempo porque ello supone otorgar una prioridad injustificada a la
ordinalidad), en su etapa logicista se apartard por completo de Kant, negando valor

epistémico al acto sintético, el cual quedara reducido a un aspecto meramente psicologico.*

§ 7. El concepto de magnitud

Como se ha mencionado paginas atris, la concepcidn tradicional de la matematica como
ciencia del nimero y la magnitud figura como fondo sobre el cual se despliega la
problematica sobre el infinito. Para Couturat la magnitud es, tanto desde el punto de vista
racional como desde una perspectiva historica, la que permite generalizar o, si se prefiere,
ampliar el concepto de mimero. Sin embargo, no suscribe, tal y como se podria esperar, la
definicién comiin del niimero como el resultado o expresion de la medida de una magnitud.
La razén principal estriba en que al poner el acento en el concepto de medida, si bien tiene la
ventaja de permitir justificar la ampliacién del dominio numérico a los nimeros racionales e

irracionales, por otra parte se encontraba imposibilitada para dar cuenta de los ntimeros

% En este sentido, la posterior observacion, aunquedixigi&alambiénoonnalosempiristas,valeamvezparasu
antigua nocién de nimero: “con mayor razon resultan vanas todas las teorias psicolégicas que invocan vagas
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negativos asi como de los niimeros imaginarios o complejos, ya que era problemético hablar
de cosas que se miden por medio de cantidades negativas o imaginarias. Este argumento
reflejar el problema conceptual que significaba, todavia a finales siglo XIX, otorgar una
representacion fisica, o, si se prefiere, material de dichos sistemas de mimeros (lo cual no
significa que no se dieran ya tales representaciones); sin embargo, llama la atencion que
Couturat hace eco de la critica que Dedekind formula a la misma concepcidn, critica que,
como ya se ha mencionado en otras ocasiones, es contraria a sus propias intenciones puesto
que al Gltimo le interesa la configuracién intrinseca de los sistemas numéricos, mientras que
Couturat busca justificar la independencia de la magnitud con respecto al namero.*' Por este
motivo, considera que el concepto de medida no puede ser dejado de lado sin mas, puesto
que permite la aplicacion numérica a un tipo de magnitudes importante, como lo es la
magnitud absoluta en fisica, por medio de Ia cual se mide la masa. Por lo tanto, sostiene, una
filosofia matematica adecuada habrd de incorporar de alguna manera dicho concepto en su
concepcion general de magnitud.

Por esta razon es que Couturat prefiere considerar la relacion entre el nimero y la magnitud
simplemente como una relacién de correspondencia convencional enire ambas entidades, sin
que la aplicacion del nimero a la magnitud suponga una dependencia de una sobre la otra.
Esto es asi porque de acuerdo con las reglas que rigen el comportamiento de las magnitudes

no es necesario exigir un correfato numérico de las mismas, de modo que suponer lo

«sintesis» mentales, 1as cuales consisten en decir, por ejemplo, que el mimero diez es engendrado por medio de
diez actos de atencién sucesivos, ya que entences, el circulo vicioso es mis flagrante”. [VI], p. 46.

¥ Dedekind, (1872): (1998), p. 84, afirma al respecto: “La introduccién de los niimeros irracionales habitual
hasta el momento se refiere directamente a la nocién de magnitnd exiensiva, que nunca es definida
rigurosamente, y define el niimero como resultado de la mediciébn de una tal magnitud mediante otra
homogénea. En lugar de esto extjo lo siguiente: la aritmética debe desarrollarse a partir de sf misma™. Couturat
remite a la nota que da pie este comentario.
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contrario (esto es, una dependencia mutua) implica adquirir restricciones innecesarias.

Pero jqué es entonces una magnitud? Tratindose de un concepto fundamental como el
concepto de mimero, la magnitud presenta los mismos problemas a la hora de intentar
establecer una definicion matematica. Es decir, todo intento por definir la magnitud tropieza
con un circulo vicioso. Por ejemplo, la definicién tradicional y trivial segin la cual una
magnitud es aquello susceptible de aumento y disminucion, implica ya la nocion de
magnitud, asi como la nocién de desigualdad entre magnitudes.®* Ademas, la misma idea de
variacion supone la existencia de magnitudes invariables, o constantes, debido a que toda
variacién requiere de puntos de referencia fijos sobre los cuales se ha de establecer su
oscilacién, y con los cuales en ocasiones podra coincidir, y con ello, también se supondra la
igualdad entre magnitudes. Pero la misma circularidad se puede notar en la definicién
moderna, y en apariencia mis adecuada, de magnitud, pues al sefialar que se trata de foda
cosa acerca de lo cual se puede decir que es igual o desigual a otra, s6lo se establece las
relaciones fundamentales entre magnitudes, mientras que la nocién misma de magnitud
queda de nueva cuenta presupuesta 0 pospuesta.

Similares objeciones pueden formularse tanto a la definicién general de magnitud, asi como
a la definicion de magnitudes de la misma especie, que presenta Helmholtz en la obra citada
anteriormente. En efecto, si la magnitud en general se entiende como los objetos o los
atributos de objetos que pueden compararse con otros semejantes desde el punto de vista la
igualdad y la desigualdad, mientras que por otro lado se dice que dos magnitudes son de la

misma especie si su igualdad o desigualdad se constata por medio del mismo método, es

”L.adcﬁniciéndeEuler%tipim: “Se dird que es una magnitud todo lo que es susceptible de incremento o
disminucié6n, 0 a lo que es posible afiadir o sustraer algo... la matematica no es nada mis que la ciencia de las
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claro que la definicién general esconde ya la nocién que se propone definir, y lo mismo
ocurre con la definicion de magnitudes de la misma especie, puesto que antes de usar el
mismo método para comparar ambas magnitudes se tendra que asumir que pertenecen a la
misma especie. Es decir, si, por ejemplo, se pretende comparar el peso de dos objetos por
medio de una balanza, se tendré que hacer abstraccién de la propiedad de los dos objetos que
es pertinente para el caso, lo cual significa suponer que se trata en ambos casos de la misma
especie; pero ademds, la balanza, un ente sin pensamiento o raciocinio alguno, nunca podra
indicar que se trata en ambos casos de magnitudes de la misma especie, puesto que de igual
manera, los nimeros que arroja deberén interpretarse como la medida de dos magnitudes de
la misma especie, lo cual significa echar mano de un acto de abstraccioén que se encuentra
por completo fuera del dominio del instrumento empleado. En consecuencia: “De la
discusion precedente se desprende que la idea de magnitud es, propiamente hablando,
indefinible; esto es, es una noci6n primitiva e irreducible. La definicién citada en tltimo
lugar es aceptable sdlo a condicién de que no pretenda construir o crear la idea a definir, y
que se contenta con describirla o, mejor dicho, en caracterizarla. En suma, presupone la idea
racional de magnitud y se limita a indicar una propiedad esencial de la magnitud, aunque
derivada de dicha idea”.*

Existe ademas otra dificultad conceptual en la definicion empirista alternativa que presenta
Helmholtz al definir la igualdad de dos magnitudes en general (como los atributos abstractos
de dos objetos concretos), por una coincidencia o cooperacion entre dos objetos que, bajo

ciertas condiciones, dan lugar a un resultado observable. Si se sefiala y acepta que bajo la

magnitudes, queencuenﬂamétodosporModclosaﬂlmpualcnwfmedidas”. Opera omnia, vol. L, p. 9,
citado por Ferreirds (ed.) (2000), p. Ixxv.
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nocion de igualdad se supone la nocidn de identidad, entonces debe admitirse que para que
dos resultados fuesen verdaderamente idénticos haria falta que coincidieran en el tiempo y
en el espacio, de manera tal que se estaria ante uno y el mismo fenomeno, pero de ser asi, la
comparacion resultaria imposible, puesto que no se observarian dos resultados sino uno solo.
Si, por ejemplo, se pesan en una balanza dos cuerpos distintos y se obtienen resultados
idénticos en cada caso, tendré que aceptarse que no se trata en sentido estricto de una
identidad, sino tan solo de una semejanza y, por consiguiente, se tendra que aceptar que no
hay una coincidencia absoluta sino parcial, pero al mismo tiempo se tendra que admitir que
para que dicha coincidencia incompleta resulte relevante es necesario contar de antemano
con la nocién de igualdad. Y esa idea de igualdad es algo totalmente a priori y afiadido a los
objetos del mundo sensible. “En resumen, la igualdad entre magnitudes de la misma especie
no es nunca dada por medio de la experiencia, observable bajo la forma que un fenémeno
que pueda ser registrado mecanicamente; puesto que siempre supone un acto original y
espontineo del intelecto en el cual compara dos estados fisicos distintos, separados en el
tiempo y el espacio, y, en consecuencia, implica una idea preconcebida de la igualdad, una
idea con la cual se confrontan todas las «coincidencias» y todas las «cooperacionesy»
empiricas” (pp. 371-2).

Dicho de otra manera, el instrumento empleado para medir ciertas magnitudes, no hace otra
cosa que constatar la igualdad o desigualdad entre ellas que de antemano se ha supuesto, del
mismo modo como se ha determinado con antelacion que tal instrumento puede ser util para
compararlas. Y de aqui se sigue que también las relaciones de igualdad y desigualdad entre

magnitudes son indefinibles, y, por consiguiente lo es también la idea de magnitudes de la

8111, p. 369.
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misma especie. Ahora bien, esto es asi porque, a juicio de Couturat, en la idea pura y
abstracta de magnitud sélo es posible la identidad perfecta, de tal suerte que dos magnitudes
de la misma especie no son otra cosa que dos manifestaciones concretas de una misma
magnitud pura. Y de la misma manera como la linea trazada en una pizarra es una imagen
imperfecta de la linea geométrica ideal, Ia igualdad entre dos magnitudes de la misma
especie es solo una aproximacién de la identidad de una misma magnitud ideal, y, por
consiguiente, a priori.

En resumen, lo Gnico que puede hacer el mateméatico es caracterizar la idea de magnitud de
manera operativa por medio de axiomas que determinan las relaciones entre magnitudes,
pero de ningiin modo habra de asumirse que los axiomas o postulados implican una
definicién, ya que, como ocutre en parte con la nocion de nimero, la idea metafisica de
magnitud es indefinible, universal y a priori; siendo en este caso la tarea del filésofo poner
de manifiesto la naturaleza racional de estas propiedades.

De esta manera, los. axiomas que determinan matematicamente las relaciones fundamentales
de la magnitud son aquellos que usualmente se reconocen como tales, aunque carecen de
valor filoséfico para servir como auténticas definiciones:

Axioma I: Dos magnitudes son de la misma especie si resultan siempre iguales o desiguales
entre ambas.

Axioma II: Si A y B son magnitudes (de la misma especie) y A es igual a B, entonces B es
igual a A; y si A es desigual a B, B es desigual a A.

Axioma III: Si A, B y C son magnitudes (de la misma especie), y A es igual a By B igual a
C, entonces A es igual a C (y C esigual a A).

Axioma IV: Si dos magnitudes son desiguales, una es mas grande que la otra, y esta ultima
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mas pequefia que la primera.

El axioma I no es més que un corolario del principio de no contradiccién, puesto que no
tendria sentido asumir que dos magnitudes pueden ser iguales y desiguales a la vez, ni que
tampoco sea ni iguales ni desiguales entre si. El all expresa simplemente la propiedad
conmutativa de las relaciones de igualdad y desigualdad entre magnitudes. Pero el alll no es,
a pesar de las apariencias, una instancia o corolario del silogismo hipotético, porque es més
bien una extensién del axioma mas general y metafisico de la identidad radical e ideal de las
magnitudes, y que Couturat denomina axioma A (delta) y enuncia de la siguiente manera:
dos magnitudes iguales pueden remplazarse entre si en cualquiera de sus relaciones. Por
consiguiente, €l razonamiento matemitico es mas general en este caso que el razonamiénto
légico, puesto que no es necesario atenerse al orden de las premisas para llegar al mismo
resultado; es decir, se puede derivar A es igual a C, ya sea remplazando B por A en B es
igual a C, o bien cambiando C por B, en A es igual a B, de modo que tanto A como C
pueden ser términos mayores o menores segin la ruta de derivacién. Se puede alegar, por
supuesto, que C es el término mayor ya que figura siempre como tal en la conclusidn, pero
por el axioma delta, o si se prefiere, por el all, se puede deducir lo inverso, y, a fin de
cuentas, en este caso el sentido de la deduccion es mas flexible que el orden establecido por
el silogismo.

No esta por demas insistir que el axioma A no es propiamente un axioma matematico, sino
racional, y, por consiguiente, no puede usarse, como fo hace por ejemplo Grassmann, para
definir la igualdad entre magnitudes de la misma especie, puesto que este axioma se
corresponde con la concepcion metafisica y abstracta de la identidad absoluta de la

magnitud. Pero tampoco debe suponerse que el axioma delta define la identidad estricta de
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la magnitud, sino tan solo la caracteriza racionalmente, del mismo modo como los anteriores
axiomas caracterizan matematicamente las relaciones de igualdad y desigualdad entre‘
magnitudes. Ademds, los axiomas matemdticos al-alll son corolarios del alxioma Ay, por
consiguiente, ninguno de ellos puede identificarse o confundirse con este ultimo.

Por otra parte, en vista de que la relacion de desigualdad es més diversa que la igualdad, el
alV resulta ser independiente de los axiomas previos (de la igualdad). Desde el punto de
vista racional, los axiomas al-alll en tanto dependen del principio de no contradiccién y el
principio de identidad, resultan ser analiticos, pero el aIV en virtud de que no posee la
misma propiedad reversible 0 conmutativa que caracteriza a la igualdad, requiere afiadir algo
extra, que se vuelve asequible por medio de la intuicién, para poder fijar el sentido de la
desigualdad; y, justamente por este motivo debe tomarse como un axioma sintético. No
obstante, el tipo de intuicién que entra aqui en juego no es de nueva cuenta, como en el caso
del nimero entero, una intuicién kantiana propiamente dicha; esto es, no es una intuicién
sensible mas una intuicion puramente racional. Y en consecuencia, “si esta presuncién es
verdadera, habrd que renunciar a una de las tesis fundamentales de la critica kantiana; a
saber, que no hay otra intuicién que la infuicién sensible, y que los juicios mateméticos no
pueden fundarse mis que sobre las formas a priori de la sensibilidad” (p. 386).

Hay, desde luego, un sentido trivial en el cual la desigualdad es reversible, puesto que si A
es mayor que B, B es menor que A; o bien: A>ByB<A;peroenestecasolé
conmutatividad es solo aparente porque no solo se ha invertido la posicion de los términos,
sino también el sentido de la relacion. Pero ademads, y esto es lo pertinente, en este caso ya
se ha fijado el sentido de la desigualdad, lo cual es algo que el aIV no puede establecer por

si solo, pues se limita a sefialar que dadas dos magnitudes cualquiera (de la misma especie),
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una de ellas serd mas grande o mas pequefia que la otra, pero nunca podri especificar en una
instancia cudl habrd de ser la mas grande y cuil la mis pequefia. Y para tal efecto es
necesario echar mano de los axiomas de adicion entre magnitudes:

Adl: La suma de dos magnitudes de la misma especie debe ser una magnitud de la misma
especie.

AdII: El resultado de la suma de dos magnitudes no debe cambiar cuando se permutan las
magnitudes que aparecen como sumandos; esto es, A+ B=B + A

AdIIl: Las magnitudes involucradas como sumandos en una suma pueden asociarse
libremente; esto es (A+B)+C=A+ (B + C).

AdIV: La suma de dos magnitudes es siempre mayor que cualquiera de sus sumandos. Esto
essA+B>AyA+B>B.

AdV: Si dos magnitudes de la misma especie son desiguales, existe una tercera magnitud tal
que una de los anteriores magnitudes es igual a la suma de la otra con la tercera.

AdVI: Si se suma a una magnitud cualquiera la magnitud nula, el resultado es una.magn'rtud
igual a la primera. Es decir, A + 0 = A (aqui el signo 0 no representa al nimero cero sino la
magnitud nula cuyo valor numérico es cero).

El AdI es indemostrable o no derivable a partir de un principio racional anterior, como el
axioma A, sino que se justifica y se hace posible solo por la asimilacion de una combinacién
concreta entre magnitudes a la suma de nimeros abstractos. Sin embargo, este axioma no
siempre es siempre correcto, puesto que, por ejemplo, y como apunta bien Russell, la suma
de dos temperaturas es un sinsentido. El AdII establece la propiedad conmutativa de la suma
de magnitudes, mientras que el AdIII expresa la propiedad asociativa de la adicion de

magnitudes. Estos dos axiomas pueden generalizarse en un solo axioma que puede
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expresarse asi: en una suma de varias magnitudes dadas en un orden determinado, se puede
invertir a voluntad el orden de los términos y reemplazar en nimero cualquiera por el
producto de su adicién. El AdIV es propiamente el axioma que determina el sentido de la
desigual entre magnitudes (de la misma especie), en tanto permite fijar con claridad cual
magnitud es mayor y cudl menor. El AdV es el axioma de diferencia y es el reciproco del
axioma anterior, y permite introducir la sustraccion entre magnitudes. El AdVI es el axioma
de modulo y postula la existencia de una magmtud de grado cero que es neutra con respecto
a la adicién, y, en consecuencia, su introduccién requiere introducir restricciones al axioma
IV; es decir, serd consistente siempre y cuando ninguna de las magnitudes involucradas sea
una magnitud nula. Por otra parte, el axioma de médulo permite comprender mas claramente
la nocidn de diferencia y, viceversa, permite definir la magnitud nula por medio de la
diferencia; es decir, la diferencia entre dos magnitudes iguales es ia magnitud nula, mientras
que la diferencia entre dos magnitudes desiguales es una magnitud no nula.

Por otra parte, si bien la existencia de una magnitud nula o modular se postula
racionalmente, su determinacidn concreta solo puede establecerse a posteriori. Pero de
cualquier forma, la presentacion anterior tiene como proposito principal dejar en claro que [a
nocion de magnitud es totalmente racional, como lo es la nocién de nimero, y que no hay
cabida, a menos de querer perder claridad conceptual, para una concepcién empirista de la
magnitud similar a la criticada con respecto al nimero. >

Resta por exponer los axiomas correspondientes a las operaciones de multiplicacién y

division entre magnitudes, y, con ellos, el axioma fundamental de continuidad. Es aqui

™ He dejado de lado la discusién de la concepci6n empirista de la magnitud en parte porque es mucho mas
limitada que su contraparte numérica y porque su contenido se encuentra fuera de los limites de este trabajo.
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donde tiene su razon de ser la generalizacion del nimero y donde se funda, al mismo
tiempo, la independencia y convencionalidad entre el niimero y la magnitud. Para ello es
conveniente tener presente que, hasta ahora, los axiomas de igualdad y de adicién se han
presentado de manera general y, lo que para Couturat es mas importante, sin involucrar la
medida de magnitudes, y, por consiguiente, la aplicacion de sistema numérico alguno. En
este sentido, el lector debera interpretar los ejemplos recurrentes de Couturat sobre la
medida de pesos como meros ejemplos que ilustran a posteriori las relaciones de igualdad y
adicion entre magnitudes. Pero mas dificil resulta sostener lo mismo con respecto a los
axiomas IV y VI, que, como él mismo admite, se encuentran relacionados directamente con
la aplicacién de nimeros (por ejemplo, la magnitud nula no tiene sentido, por més que se
diga que se le postula a priori, sino como resultado de una medicién con valor constante y
que coincide con el cero).

Sea como sea, la multiplicacién de magnitudes se funda en la adicién de las mismas, de tal
suerte que se dice que la suma de 7 magnitudes iguales a A, nA, es el multiplo de A. Dicho
de manera poco feliz, nA es el resultado de multiplicar la magnitud A por el namero #
(porque no tiene propiamente sentido hablar de la multiplicacién de un numero por una
magnitud). En suma, los nuevos axiomas son los siguientes:

Axioma de multiplicacién, Am: dados un nimero n y una magnitud A, hay una magnitud B
tal que B=nA

Axioma de division, Adi: dado una magnitud A y un nimero », existe una magnitud B tal
quenB = A.

Axioma de Arquimedes, Aa: dadas dos magnitudes desiguales A > B, hay un nimero » tal

quenB > A
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Axioma de continuidad, Ac: Si se dividen todas las magnitudes de una misma especie en dos
clases, tales que todas las magnitudes de una clase sean més pequefios (0 mas grandes), que
las magnitudes de la otra clase, existe una magnitud de dicha especie que representa tal
division y que es a la vez mas grande que las magnitudes pequefias y mas pequefia que las

magnitudes grandes.

No nos detendremos en los corolarios a los que dan pie los axiomas de multiplicacion y

division, y nos limitaremos a sefialar que el resultado de ambas operaciones no es
necesariamente una magnitud de la misma especie (i.e., la multiplicacién de una longitud
por otra longitud, en metros lineales, tiene como resultado un 4rea, en metros cuadrados,
etc.,). Ademas, siendo ambas operaciones reciprocas o inversas, el axioma de Arquimedes
cuenta con su correspondiente version con respecto a la division, esto es, que dadas dos
magnitudes desiguales A > B, existe un nimero 7, tal que A/n < B. Dicho de otra forma, por
muy grande que sea la magnitud A con respecto a fa magnitud B, se puede encontrar un
nimero n que divida a A de tal suerte que el resultado es una magnitud menor que la
magnitud B. Este nuevo principio se denomina axioma de division indefinida, y posee la
ventaja de asegurar la medida de magnitudes por medio de una aproximacion indefinida.

Se llama entonces medida de una magnitud al coeficiente numérico que es pertinente
multiplicar por otra magnitud de la misma especie, denominada unidad de medida, para
formar la magnitud considerada. La unidad de medida (o simplemente, unidad) es una
magnitud cualquiera de la especie considerada elegida de manera arbitraria y de una vez por

todas. Los coeficientes involucrados hasta ahora son de dos especies: nimeros enteros® y

% Por ejemplo, cuando la magnitud A es maltiplo de 1a magnitud B, A = mB, el nimero entero 7 ¢s Ia medida
de A en relaci6n con Ia unidad B; es decir, el mimero de veces que la magnitud A contienc 1a magnitud B.
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fracciones,* pero, desde luego, no son los Gnicos casos posibles. No obstante, se dice que
las magnitudes son conmensurables entre si, cuando dos magnitudes dadas son muitiplos de
una misma magnitud, o, en particular, cuando son multiplos la una de la otra. De aqui resulta
que toda magnitud conmensurable con respecto a la magnitud unidad tiene como medida un
mimero entero o una fraccion, y, viceversa, toda magnitud medible por medic de un entero o
una fraccion es conmensurable con la magnitud adoptada como unidad. Ahora bien, como
hay magnitudes de la misma especie que no resultan medibles por la magnitud unidad
adoptada, se denomina racionales a las magnitudes conmensurables con respecto a la unidad
elegida, y, de igual forma, se denomina irracionales a las magnitudes inconmensurables en
relaciéon con la misma unidad. Pero para que las magnitudes inconmensurables puedan ser
propiamente medibles es necesario introducir una clase nueva de numeros que sirva de
unidad de medida para esas magnitudes; a dicha clase de nimeros se denomina nimeros
irracionales.

Es importante tener presente que la existencia de magnitudes irracionales, o
inconmensurables entre si, s una consecuencia de la naturaleza continua de la magnitud. Y
para mostrar su caricter continuo basta observar que una magnitud dada cualquiera permite
separar a todas las deméds magnitudes de la misma especie en dos clases, a una de las cuales
se denomina clase inferior, y que contiene a todas las magnitudes mis pequefias con
respecto a la magnitud dada; mientras que a la otra, se le denomina clase superior, y contiene
todas las magnitudes mayores a la magnitud dada. De esta propiedad de la desigualdad de

las magnitudes se sigue el axioma de continuidad formulado antes.

% Por ejemplo, cuando Ias magnitudes A y B son milltiplosde M, A=aMyB =5/M, endonde M=B/by A =
aB/b = a/bB, la medida de A por medio de 1a unidad B es 1a fraccién a/b, formada por los coeficientes de A y
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Obviamente, el principio mencionado es una generalizacion de la nocién de cortadura de
Dedekind introducida a partir de ]a linea recta. Sin embargo, como ya se ha mencionado
antes, a diferencia de este ultimo, quien construye el continuo aritmético como
representacién de cualquier dominio continuo, Couturat entiende la construccion de los
nimeros irracionales como medida de toda magnitud continua. Dicho de otra forma, para
Dedekind el continuo geométrico solo es inteligible de manera precisa si se concibe como
un continuo aritmético que es creado libremente y en funcion de nociones logicas
fundamentales (conjuntos); mientras que para Couturat ]a magnitud continua se deriva
racionalmente de los axiomas de la desigualdad entre magnitudes, y los niimeros ifracionales
aparecen como coeficientes, o unidades de medida de relaciones entre tales magnitudes
continuas. Sin embargo, Couturat no alcanza a esclarecer a la perfeccion el papel que juegan
los irracionales como unidades de medida, puesto que solo se puede determinar que x
magnitud es continua si existe otra magnitud y, que to@ como valores numeéricos
irracionales a, de tal forma que x = ay. Pero para que cualquier magnitud y pueda tomar
valores numéricos a es necesario que sea de antemano una magnitud continua, y, con ello,
se demuestra que la claridad conceptual que pretendidamente se ha logrado es pura
apariencia. |

Es conveniente, no obstante, recordar que la posicion de Couturat se encuentra plenamente
justificada desde la perspectiva tradicional de la matematica, y, que es justamente su apego a
tal concepcién lo que le impide comprender a cabalidad la propuesta de Dedekind y Cantor,

y, haga todo lo posible por asimilarla como un desarrollo mas, no siempre acertado, de la

B como mijltiplos de M; esto es, a y b indican ¢l mimero de veces que 1a magnitud correspondiente contiene la
magnited M.
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tradicion. Por igual motivo no es sorprendente que Couturat encuentre enteramente acertada
la famosa definicién de Newton del namero: «Per numerum, abstractam quantitatis cujusvis
ad aliam ejusdem generis quantitatem, quae pré unitate habetur, rationem intelligimus»
(Entendemos por nimero no tanto una multitud de unidades cuanto la razén entre una
cantidad abstracta cualquiera y otra del mismo género que se toma por unidad).

Desde luego, no se trata de la definicién de mimero entero, sino de la nocidn general de
nimero, la cual reposa, segiin Couturat, en la nocién filosofica de razén, puesto que se trata
de una nocién previa a la de nimero y a Ia de medida. De nueva cuenta, el matematico
puede definir la nocién matemitica de razén por medio de la nocion de namero y medida,
pero desde el punto de vista racional el orden de construccidn es el inverso, pero, de ia
misma forma como ocurre entre la nocién racional y la nocion logica de unidad, “la idea
matemitica de razén no es més que la traduccién aritmética de idea filosofica de Ia idea de
razon” (p. 426). Asimismo, la nocién racional de razén o relacion, no es susceptible de
definicion ya que se trata de una idea fundamental y universal. Todo lo que puede hacerse es
mostrar dicha idea, intentar hacer ver en qué consiste, puesto que se trata también de un
objeto de la intuicién pura. Esto es, se da en el intelecto desde el momento mismo en que
este piensa dos magnitudes y las aglutina bajo el acto mismo que constituye la comparacion.
En este sentido, toda relacién entre magnitudes (de igualdad, de adicién o sustraccion, etc.,)
refleja y supone siempre la misma idea filosofica de razén entre dos magnitudes.

Que la idea de razon entre magnitudes es anterior a las nociones de nimero y medida puede
ilustrarse considerando, por ejemplo, dos cuadrados cuyos lados tienen una longitud
cualquiera. Al trazar la diagonal en cada cuadrado se encontrard que su longitud sera

inconmensurable con el lado. Pero si C y € son sus lados y D y D’ sus respectivas
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diagonales, la proporcion C : D = C’ : D, y que se enuncia: C es a D como C’ a D’, es
totalmente legitima y muestra claramente que la relacion entre ambas magnitudes es
independiente y anterior a su traduccion aritmética. Dicho de otra manera, si bien la diagonal
del cuadrado es mayor que su lado es posible construir su diferencia sin suponer que ambas
longitudes tienen una medida comin (que de hecho no la tienen). Y, en general, para pensar
la relacién entre dos magnitudes no es en absoluto necesario que esas magnitudes sean
expresables numéricamente, pues basta con que sean consideradas en conjunfo 'y
comparadas en tanto magnitudes. Pero ademis, segtin Couturat, los nimeros irracionales no
pueden ser concebidos como nimeros mas que por medio de la idea de razon entre

magnitudes que ellos expresan.

§ 8. La critica al infinito matemitico

Toda la exposicidn anterior no tiene mas propdsito que preparar el terreno para la discusién
que Couturat pretende entablar, por medio de un dialogo, contra las criticas que la escuela de
Renouvier ha lanzado al infinito matemdtico. Dicha exposicién que, a su juicio, es por
completo innecesaria para el cientifico, es, sin embargo, pertinente para ilustrar a aquellos
filésofos que, sin contar con los elementos suficientes, se atreven a cuestionar el uso del
infinito en las matematicas. Tal es asi que semejantes criticas no son en el fondo mas que
producto de malentendidos y descuidos flagrantes sobre la manera de concebir el dominio
matemitico. De ahi que en gran medida “las pretendidas antinomias que se ha creido
descubrir en los principios de las mateméticas no prueban més que una cosa: que no se debe,

so pena de caer en contradiccion, identificar las magnitudes con los niimeros, asi como
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imponer fa ley del mimero a las magnitudes continuas, a las cuales dicha ley resulta
repugnante” (p. 433). El caricter retrogrado de semejante critica se muestra justamente en la
mencionada ley del nimero, 1a cual no es otra cosa que la pretension de restringir la
aplicacion de los nimeros a las magnitudes por medio de racionales.

Pero dado que la critica al infinito numérico se promueve tanto en ambito intelectual como

en el mundo real, es pertinente distinguir cuatro aspectos bajo los cuales se puede entender
el infinito:

1) Como signo de una pluralidad ideal.

2) Como signo de una pluralidad real.

3) Como simbolo de una magnitud ideal, y

4) Como simbolo de una magnitud real.
En el primer caso, la critica recurrente que se levanta sobre el infimto como nimero
abstracto consiste en atribuirle las prdpiedades comunes a los nimeros naturales y derivar a
partir de ellas presuntas contradicciones. La perplejidad que surge de dicha atribucién salta
de inmediato a la vista ya que resulta absurdo intentar determinar si se trata de un nimero
par o impar, o si es un nmimero primo o no, y, desde luego, que si posee su correspondiente
cuadrado, cubo, cuarto, etc., entonces siempre habrd mimeros mayores que el postulado
nimero infinito.
La manera mas rapida de superar esas aparentes contradicciones es sefialar que el infinito
posee propiedades particulares, del mismo modo como el cero y el uno poseen las suyas y
las caracterizan por medio de postulados (i.e., los axiomas de identidad); de tal suerte que no
hay ningin motivo de peso para suponer que el infinito abstracto deba poseer las

propiedades comunes a los demds nimeros naturales. Dicho de otra forma maés general, lo
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que da pie a estas contradicciones es una peticién de principio, puesto que se atribuye
propiedades de los nimeros finitos al infinito. En todo caso, afirrna correctamente Couturat,
lo absurdo deberia atribuirse a esta clase de objeciones que se planean. Ya sea mencionado
antes que Galileo vio con suficiente claridad el mismo error (el cual subyace en la
argumentacion en torno a la comparacion entre la serie de los naturales y la serie de los
cuadrados), pero también lo hizo en su momento Pascal, como bien recuerda Couturat, al
sefiglar que “es falso que sea par, es falso que sea impar; porque afiadiéndole la unidad no
cambia de naturaleza. Sin embargo, es un nimero, y todo nimero es par o impar. Es verdad
que esto se dice de todo niimero finito™. ¥’

Como también se ha comentado antes, Galileo establece correctamente que el infinito de la
seric de los naturales es igual, aunque no en el mismo sentido en que son iguales dos
nomeros finitos, a la serie de los cuadrados de los naturales; pero concluye,
equivocadamente, que fodos los infinitos son iguales. Ahora bien, jno es contradictorio
afirmar que hay infinitos mas grandes que otros?, y ;no ha sido justamente esto lo que se ha
negado cuando se ha querido ver que la serie de los naturales es mayor que la serie de los
cuadrados?

En primer lugar, se dice que la serie de los mimeros naturales y 12 serie de sus cuadrados son
iguales porque tienen el mismo mimero cardinal infinito (lo cual quiere decir que pueden ser
puestos en correspondencia uno a uno, o, dicho en lenguaje mis cercano, si hay una
aplicacién biyectiva de a sobre b). Este nimero cardinal es el niimero infinito mas pequeifio

de los niimeros transfinitos y se le denomina o (y posteriormente aleph 0). Segundo, sélo

¥ Pensées, 11, 418, segin la edicién de Lafuma. Conviene resaltar que Galileo y Pascal dicen no saber en qué
consiste el infinito, pero saben muy bien 1o que no es.
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puede engendrar una contradiccién en la afirmacion de que existen infinitos mas grandes
que otros, si, de nueva cuenta, se supone que los nimeros transfinitos se encuentran
colocados en serie como los nimeros finitos; es decir, ® no es el Gltimo o el mayor de los
nimeros finitos, pero en cambio, es el mas pequefio de los miimeros transfinitos. No es, pues,
mas pequefio que los otros transfinitos en el mismo sentido que, por ejemplo, 3 es menor
que 4.

De cualquier forma, para el finitista el argumento sobre la igualdad de cardinalidad entre los
niimeros naturales y la serie de los pares o impares resulta inaceptable porque intuitivamente
es evidente que en la serie de los naturales hay siempre mis nimeros, o mejor, el doble de
numeros que las otras dos series. O dicho de forma més general, el todo es siempre mayor a
cualquiera de sus partes.

Como sefiala correctamente Couturat, si bien Kant afirm6é que se trata de un principio
analitico, lo cierto es que hay muchas ramas de las mateméticas en las cuales no es
verdadero, y, por lo tanto, no puede ser un juicio necesario a priori, sino que “es verdadero o
falso segiin la especie de magnitudes o de mimeros a los cuales se aplique. Es verdadero
para los niimeros infinitos entendidos tomados como nimeros ordinales, puesto que
sumando unidades a un tal nimero se obtiene un nimero distinto que serd més grande que el
primero, pues, por definicién, este vendrd después de aquel en la serie regular de los
mameros infinitos (y no porque contenga més unidades, lo cual no tiene sentido matemético
alguno). Pero ya no sera verdadero para las potencias, que son la cardinalidad de los
mimeros infinitos, ya que la suma de dos niimeros de la misma potencia es un mimero de la
misma potencia y la suma de dos nimeros de potencia distinta es igual a la potencia del

sumando de mayor potencia. De este modo y en todos los casos, la potencia de una suma es
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igual a la potencia de alguno de sus sumandos” (p. 453).

En este sentido, se puede decir que dos infinitos son iguales y al mismo tiempo desiguales;
es decir, son iguales con respecto a su potencia o cardinalidad, pero desiguales en cuanto a
su orden (o nmero, como dice Couturat de manera un tanto problemética). En este segundo
caso, la suma de dos © crea un nuevo o, distinto a cualquiera de sus sumandos. En efecto,
si sumamos dos series de los naturales, la serie de los pares y la serie de los impares,
entonces obtenemos un nuevo numero transfinito: @ + @ = 20, de tal forma que “los dos
nimeros infinitos ® y 20 son distintos, puesto que representan dos series diferentes, la
primera expresa una serie simple y la otra una doble” (p. 451). Pero en cuanto al primer
caso, si se hace abstraccién del orden de las series, se puede demostrar que el nuevo
conjunto es igual, con respecto a su potencia, a cualquiera de sus sumandos, estableciendo
una aplicacion biyectiva de @ sobre 20, y, por lo tanto, si ® + @ = 20, entonces 20 = ®.
Pero para evitar posibles malentendidos o contradicciones apresuradas es mas conveniente
decir que dos niumeros infinitos son iguales si poseen el mismo orden, mientras que se dira
que dos niimeros infinitos son equivalentes si poseen la misma cardinalidad o potencia.

Y aqui conviene anotar una concesion curiosa que hace Couturat al finitista, que a m:
parecer no hace mas feliz a ninguno de los bandos y en cambio deja entrar més confusion en
la discusion; esto es, que se puede decir con respecto a los nimeros infinitos que el todo
contiene mas elementos que sus partes a condicion de que la palabra “mas” designe una
suerte de desigualdad ontolégica, pero en lo absoluto una desigualdad matematica (p. 453).
De cualquier forma, para Couturat, todos los argumentos dirigidos a través de los siglos

contra el infinito entendido como numero abstracto reposan, explicita o implicitamente,
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sobre dos premisas o principios por completo erroneos que pueden formularse de la manera
siguiente:

1) El namero infinito es el mas grande de todos los nimeros.

2) Todos los nimeros infinitos son iguales.
Ambos principios se resumen a un principio, a saber, que no hay mds que un solo infinito,
pues se razona que no puede haber un nimero mas grande que el nimero infinito, y, de alli
se deduce que todos los numeros infinitos se reducen a uno solo.*® Sea como sea, ambas
herejias, como las llama Couturat, ya habian sido en su momento repudiadas por Leibniz y
Kant.* Y Couturat aprovecha la oportunidad para poner en evidencia a los neocriticistas
cuando reclaman la autoridad de Kant para refutar el infinito como niimero abstracto, y a la
vez se sirven de los citados principios que su maestro ha refutado. Sin embargo, las criticas
de Leibniz y Kant son meramente negativas, y corresponde a Cantor el mérito completo de
haberlas refutado por medio de una teoria positiva y matemética que goza de una logica
impecable y que mas temprano que tarde acallara todas las criticas.
Ahora bien, las objeciones contra el infinito entendido como un niimero concreto no difieren
en sustancia a las expuestas anteriormente, ya que se da por sentado que la posibifidad de
existencia de una infinitud concreta depende de la posibilidad misma del infinito numérico
abstracto; es decir, se refieren a la posibilidad de asignar una cantidad infinita a un conjunto

concreto de objetos. En este sentido, las objeciones al infinito concreto se limitan a Ia

% Pillon sostiene, por ejemplo: “Ciertamente todos los infinitos mateméticos deben ser asimilables los unos a
los otros en el razonamiento, en virtod de que son todos... de la misma natoraleza. Existe, pues, fundamento
para concluir de uno lo det otro, lo del mimero infinito a aquetlo del espacio, 0 lo de la infinitud del espacio lo
del namero”. Citado por Couturat pp. 472-3.

% Couturat cita un fragmento de Ia carta de Leibniz a P. de Bosses del 11 de marzo de 1706, en donde sefiala:
“Argumenta contra infinitum actu supponunt... infinita omnia esse aequalia” (el argumento comntra el infinito
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aplicacion de los mimeros naturales (abstractos) a objetos pertenecientes al mundo externo.
El argumento principal de los neocriticistas consiste entonces en la negacion de un infinito
en acto tanto en el orden abstracto como en el orden concreto. Para Pillon como para
Renouvier, el infinito matemético s6lo es coherentemente inteligible si se le entiende como
pura potencia, como algo ilimitado que como seres humanos nunca podremos alcanzar
jamas. Suponer lo contrario, se dice, es precipitarse en contradicciones y afirmaciones
gratuitas puesto que no es posible contar con medios adecuados para verificar que la
aplicacién de una serie infinita abstracta a una multiplicidad de objetos se satisface a
cabalidad. Pero este inconveniente no es mas que la cara fisica y mas visible del problema
ideal que consiste en poder asignar, sin caer en contradiccion, un niimero cardinal infinito a
una serie indefinida.

Couturat, por su parte, acepta la premisa pero le resta su carga negativa, en virtud de que si
se ha establecido de manera coherente la posibilidad 6gica y racional del nimero infinito
abstracto (lo cual supone que ya ha hecho de manera clara y definitiva), de alli se sigue que
no puede existir reparo alguno a la posibilidad de un nimero infinito concreto. Sin embargo,
para el finitista no ha quedado suficientemente demostrado que se pueda dar un nimero de
cardinalidad infinita, sea concreta o abstracta, si antes no se ha recorrido hasta el ultimo
elemento, o bien a fodos los miembros de la serie. Pero de nueva cuenta, el neocriticista
pierde de vista que sigue pensando el infinito en términos de lo finito, y, no alcanza a
entender que el nimero cardinal de la serie infinita no pertenece a la serie misma (lo cual,

por otra parte, es posible deducir de los enfoques empiristas de la cardinalidad criticados

supone de inmediato que todo infinito es ignal). Mientras de Kant cita la observacion sobre 1a tesis relativa a la
primera antinomia.
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antes). Dicho de otra forma, supone que una serie infinita debe poseer un ultimo miembro, y,
que este namero coincide con su cardinalidad, lo cual es bastante justo tratindose de
colecciones finitas, pero absolutamente inadmisible en el dominio infinito. Por consiguiente,
no hay ninguna limitacién légica en concebir una coleccién concreta de objetos paralela a la
seric de los numeros abstractos, si es el caso que a cada objeto de la coleccion le
corresponda un nimero distinto y s6lo uno. Sin embargo, debe reconocerse que no hay
todavia aqui suficiente materia de peso para no permitir al finitista insistir en que para que
tal proceso se haya realizado por completo, es necesario admitir una contradiccion, puesto
que se ha de dar por finalizada una aplicacién que por su propia naturaleza es interminable,
o, para decirlo de otro modo, es dar por agotado lo inagotable.

Pero Couturat argumenta correctamente que aqui hay de nuevo una confusion conceptual y
una ambigiiedad terminologica, puesto que el finitista asume como una imposibilidad l6gica
lo que de hecho es una imposibilidad fisica, & la vez que se trasfiere el sentido comun y
corriente de ilimitado al uso técnico y, por tanto, preciso del término (lo cual es mas patente
y patético en la critica de Renouvier al concepto matematico de limite). En ambos caso, se
confunde Io finito con lo infinito, lo ordinal con la cardinalidad.

Desde otro angulo, puede decirse que el finitista niega que el nimero infinito sea la unidad
de una pluralidad, puesto que seré pluralidad sin duda, pero una pluralidad abierta que no
consigue mas que postulando su unidad. A lo cual se podria replicar que lo que da unidad a
una pluralidad semejante es la regla unica que la genera, y que consiste simplemente en
realizar de manera irrestricta la operacion de adicién a 1 (recuérdese, no obstante, la
objecion de Frege a este respecto cuando se entiende la adicion sobre /g misma unidad). De

cualquier forma, se puede todavia responder que, para que tal pluralidad sea logicamente
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concebible, es necesario que el intelecto pueda integrar en una intuicién toda la serie infinita,
para lo cual haria falta echar mano de un intelecto igualmente infinito, cosa imposible de
aceptar. Al respecto, Couturat alega que semejante forma de entender las cosas no tiene
ningin sentido para el defensor del infinito, ya que no es necesario contar con una imagen
de signos-unidad que componen la pluralidad, sino tan solo la ley de formacién que los
genera en tanto que es dicha ley la que da sentido y contenido a la pluralidad. Pero para el
finitista esta respuesta no puede significar mas que la aceptacién tacita de un infinito en
potencia y no en acto; a lo cual cabe replicar que no es asi, puesto que la ley de formacién
genera idealmente ese conjunto infinito de nmimeros al instante y de una vez por todas;
ademads, negar esto ultimo levaria de igual forma a aceptar que también la mayoria de los
mimeros finitos existen solo en potencia, o, bien, que s6lo existen aquellos mimeros que
previamente se han calculado; esto es, tendria que admitir, por ejemplo, que el nimero
354854321066540897654 no existe mas que en potencia porque nadie lo ha calculado
todavia.

En suma, la discusion en torno al nimero infinito concreto se plantea como una posibilidad
o imposibilidad l6gica, y, no sobre la constatacién o negacién de la existencia objetiva de
comjuntos infinitos de cosas u objetos; todo ello en el entendido que esta Gltima cuestion es o
seria una cuestion experimental pertinente, quizis, para las ciencias mas no para la filosofia.
Es por tal motivo que su desahogo satisfactorio dependa, a fin de cuentas, de si se acepta o
no como adecuado el enfoque racionalista y cantoriano del nimero abstracto. Y como se
pudiera suponer, algo analogo deberia ocurrir, de acuerdo con el credo finitista, en cuanto a
la magnitud infinita abstracta y la magnitud infinita concreta, y sin embargo, no es asi, como

veremos brevemente mais adelante. Pero como se ha dicho antes, para Couturat el infinito
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numérico es independiente de Ia magnitud infinita y, en todo caso, la generalizacion del
nimero se justifica solo como una forma de medir la magnitud continua. Y si bien los
oponentes al infinito consideran indiscernible el nimero infinito de la magnitud continua
(véase la nota 88), para refutarles bastard con mostrar co6mo se genera la magnitud continua
y como se le determina o mide. Para tal efecto, Couturat toma como ejemplo™ el brazo SS’
del cuadrante positivo OX, OY de una hipérbola generada por una ecuacion cuadratica xy =
1, en donde el vértice C tiene por coordenadas OA=x=1yOB =y =1,y donde OACB
es un cuadrado. En virtud de la ecuacién de la hipérbola, la ordenada de un punto M
cualquiera de la curva es inversa a su abscisa, de tal modo que la ordenada MP decrece a
medida que crece la abscisa OP, y por consiguiente, la primera deviene infinitamente

pequefia cuando la otra deviene infinitamente grande: Lim y =0 cuando Lim x = co.

Y
C N
B
D M
0 A P X
Fig.1

Ambas magnitudes infinitas son desiguales, como lo son también los dos sistemas de
niimeros que los miden. Para Couturat este ejemplo sencillo muestra muy bien la relacion
que guarda el mimero infinito con respecto a la magnitud continua, pero al mismo tiempo

permitedwechar,unavezmés,laidwdelosneocriticistassegﬁnlawa],todoinﬂnitoes

% Resumo el ejemplo de Couturat a sus puntos més esenciales.
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igual vy, por‘ consiguiente, no puede haber infinitos mis grandes que otros. Ahora bien, el
finitista puede muy bien aceptar el ejemplo de Couturat como una muestra de que es posible
concebir el infinito ideal de la magnitud continua, pero aun asi, falta por demostrar que tal
infinito puede igualmente darse en la realidad. Como el ejemplo, de Couturat reposa sobre el
supuesto de que una linea recta, en este caso la abscisa, puede prolongarse al infinito para
que la ordenada tienda al limite 0, no hay forma de que tales magnitudes puedan verificarse
en concreto, puesto que no existe ningin método conocido que permita fisicamente
prolongar una linea recta indefinidamente. Y, en todo caso, para que pueda darse el infinito
concreto es necesario que se encuentre de una vez por todas fijo y determinado y no solp que
pueda prolongarse indefinidamente. Se requiere pues, que el infinito concreto sea en acto y
no sélo en potencia. Sin embargo, este planteamiento difiere del cuestionamiento
propiamente filoséfico que deberia esperarse, y, por tal motivo Couturat no duda en
responder: “Pero no tengo ninguna necesidad, para salir del apuro, de probar la existencia de
hecho o real del infinito. En efecto, jcudl es su tesis?, no es, «la magnitud infinita no existe
en los hechos», sino mas bien, «la magnitud infinita 7o puede existin». Aquello que niegas
no es solamente la realidad, sino la posibilidad misma de una magnitud infinita. Y para
refutar su doctrina, no es por tanto necesario verificar la realidad de una tal magnitud, sino
que basta haber establecido su posibilidad” (pp. 490 y 491).

En otras palabras, el finitista no cuenta con elementos para negar la existencia de una
magnitud infinita, pues por medios meramente l6gicos no hay modo alguno de conseguir lo

que se propone, pues como decia Kant, no hay, “fuera de la contradiccion, ningin modo de
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juzgar a priori la imposibilidad por medio de simples conceptos puros”.”’ Ademis, si los
seguidores de Renouvier han asumido como su deber desterrar de la naturaleza todo tipo de
infinito, esto se debe no porque exista una contradiccién entre el infinito y la realidad, sino
debido a las contradicciones mismas que creen encontrar en la idea misma de infinito %2

Sea como sea, lo que queda claro es que Couturat pretende sortear la cuestion ontolégica
limitando el planeamiento al plano estrictamente ideal y remunciando a la pretension de
mostrar o demostrar la existencia de la magnitud infinita concreta. En suma, si bien el
finitista no puede demostrar la inexistencia de la magnitud infinita, tampoco el defensor del
infinito puede, ni debe intentar, dar una prueba de su existencia.

Ahora bien, enfoquemos la cuestion de la magnitud concreta desde otro punto de vista.
Puesto que la magnitud infinita es una caracteristica esencial de la idea de magnitud (en
tanto consecuencia de sus axiomas), se puede preguntar mas ampliamente ;cual es entonces
el origen intelectual de la idea de magnitud? Y si. como se ha dicho, es la magnitud la que
exige la creacion del namero infinito, ;de dénde proviene la idea misma de infinito? Segin
Couturat si ha de reconocerse que no puede venir de la experiencia, en el entendido de que
los objetos de la experiencia son por su propia naturaleza finitos, pero tampoco puede ser
producto de la imaginacion, ya que esta Gltima solo puede reproducir y multiplicar lo que es
dado por medio de los sentidos. Entonces parece que no existe otra alternativa que aceptar

que se trata necesariamente de una idea a priori. Desde luego, se podra argumentar que el

s LatraduﬁciénoompletadePedroRibasdioeasi:“Nopuedohacermeelnmrconcqxodeunaoosaque,una
vezsuprimidaoontodossuspredimdos,dejaraﬁassfunamnﬂadiocién,ysinésla,conmcroscouoeptospums
a priori, no poseo criterio ninguno que indique imposibilidad”. A 596, B 624.

% Pillon, afirma, por ejemplo: “Es el principic de contradiccién el que cierra el paso a la idea del ser infinito,
que lo rechaza absolutamente y explica porqué es incompatible con nuestra constitucién intelectual y porqué lo
esnmaﬁamnmmnhdamsﬁhﬁ@h&lwﬂﬂ&dpﬁndph&mﬂa&mﬁnqﬁmmmdm
anmomp{ritunﬂsqucalaidwdeinﬁnimenpotencia”. Citado por Couturat, p. 493, n.2.
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infinito es producto de la imaginacion si efectivamente puede repetir y multiplicar
indefinidamente aquello que le es dado por medio de la experiencia. Pero justamente con
ello se admite que Ia imaginacién basta para engendrar la idea de indefinido o ilimitado, mas
no propiamente la idea de infinito. Aunque de hecho, para muchos filésofos, entre los cuales
se encuentran los neocriticistas, esa nocién de lo indefinido que aporta la imaginacién es el
timico fundamento verdadero o, si se prefiere, la Unica idea inteligible que puede asociarse a
la presunta seudo idea de infinito.

Para hacer frente a esta posicién Couturat apela a otros rasgos de la magnitud que se
encuentran intimamente ligados al infinito, como lo son la continuidad y la homogeneidad,
seftalando que en la prictica la division indefinida no permite asegurar la continuidad de la
magnitud, porque por muy poderosos que sean los instrumentos de medida disponibles
nunca una observacion directa podrd constatar dicha propiedad. De hecho, cuando se
emplean nimeros (racionales) para medir una magnitud fisica, tedricamente se puede
precisar su valor ﬁor medio de una aproximacion indefinida, pero en la practica la
aproximacion se encuentra limitada por la fineza de los sentidos y la precision de
instrumentos empleados. Por tal motivo se suele decir que la aproximacion numérica de una
magnitud no debe nunca sobrepasar los mérgenes de error. En otras palabras, mientras que
los nimeros racionales se prestan para llevar a cabo una aproximacion indefinida, la
experiencia admite s6lo una aproximacion limitada,

Ahora bien, ;no es este Gitimo alegato una aceptacion técita de Ia negaciéon de la magnitud
infinita concreta?, y con ello, jno les estd otorgando la razén a los finitistas? No
necesariamente si se toma en cuenta que aquello que intenta ilustrar es que la idea de

magnitud no puede ser producto de la experiencia, y, al mismo tiempo, que por medios
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experimentales no es posible determinar si la magnitud es o no infinita.” Si por el contrario,
afiade Couturat, la idea de magnitud fuese empirica y sélo hubiese que representar
magnitudes perceptibles, jamas se hubiera pensado en inventar los nimeros irracionales,
pero también se tendria que aceptar que la linea recta estaria compuesta Unicamente de
puntos racionales, que todas las magnitudes serian conmensurables y otras tantas
consecuencias por completo inadmisibles.

En resumen, no es posible ni necesario buscar una comprobacion experimental de la
continuidad de la magnitud. Basta con que se le pueda concebir de forma coherente para
considerarla legitima y si se acepta que la magnitud implica la incommensurabilidad y la
continuidad habrd que reconocerse igualmente que se le conoce a priori y que tiene su origen
en la facultad racional.

Por otra parte, si, como se ha comentado anteriormente, el niimero tal como lo concibe

Couturat se encuentra sélo parcialmente en acuerdo con la concepcion kantiana (puesto que

" solo se admite que es producto de una sintesis homogénea de la unidad), es hasta cierto

punto previsible que algo similar habré de ocurrir con respecto a la idea de magnitud. Y en
efecto, para Couturat la idea de magnitud es algo dado a priori, pero como en la Estética
Trascendental 1a continuidad es un atributo del espacio y del tiempo; esto es, de las formas a
priori de la sensibilidad, deberia ser, segtin Kant una propiedad de las dos formas puras de la

intuicién sensible (B 40 y B 48) y no propiamente una idea racional.

% A este respecto conviene citar un comentario de Coufurat que, por otra parte, permite ilustrar de nueva
cucata su desacuerdo con Dedekind y Cantor: “Del hecho de que ninguna experiencia podrd establecer 1a

continuidad del espacio, ciertos gedmetras concluyen que la hipétesis sobre 1a discontinuidad del espacio real
es altamente plausible, tanto mas que 1o excluye necesariamente la continnidad del movimiento... Resta por
saherqué&slomxemchosmateméuoosentxendenpor&mamoreaf’(p 543, . 2). Su respuesta es 1a siguiente:
“No existe, por consiguiente, un espacio rea! al lado o fuera del espacio xdealdelageomeu'fa Aquellos que
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Sin embargo, para Couturat la continuidad no es un rasgo exclusivo del espacio y el tiempo,
sino de todos los tipos o clases de magnitud; por ejemplo, la intensidad de una corriente o la
de un campo magnético no puede variar mas que de forma continua, pero esto se infiere a
partir de los axiomas generales que rigen a todas las magnitudes, y, por consiguiente, puede
afirmarse con anterioridad a toda experiencia y sin que pueda ser desmentida por esta
ultima. Se puede afirmar, no obstante, que el tiempo basta para imponer la continuidad a
todas las magnitudes, en el entendido de que no se puede imaginar ni concebir una magnitud
fuera del tiempo, puesto que no puede variar mas que dentro de un periodo o duracién. En
este sentido, como toda magnitud concebible evoluciona en el tiempo, se tendria que aceptar
que sus variaciones deben ser tan continuas como en el tiempo en el cual se desenvuelven.
Pero Couturat reacciona adecuadamente observando que dicha objecion reposa en un simple
malentendido, en una confusion entre la continuidad de una funcion vy la continuidad de una
de sus variables. Dado que el tiempo es la variable independiente por excelencia, no existe
ung razon logica para garantizar que aquello que varia con respecto al tiempo deba de ser
necesariamente continuo. De hecho, existen numerosos ejemplos en los cuales la variacion
es discontinua (manifiesta por el salto brusco de un valor a otro por completo distinto) a
través de un lapso continuo. Sin embargo, debe tenerse presente que la discontinuidad de Ia
magnitud es siempre relativa a la unidad elegida como medida.

En suma, el mimero es un esquema de la imaginacién, que no es sino el resultado de la
aplicacion de las categorias de unidad e identidad a lo que es dado por la experiencia, pero la

magnitud no es un concepto del entendimiento, sino una forma intelectual pura; esto es, una

hablan del espacio real confunden simplemente 1a materia heterogénea, que puede ser discontinua, con el
medio homogéneo y continuo en el seno del cual se encuenira situada y dispersa” (p. 544).
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idea de la razén. En este sentido, el nimero como esquema de la magnitud no es algo
objetivo sino una construccion conceptual convencional y su aplicacién concreta a la
naturaleza no puede ser mds que aproximada. Dicho de otra forma, “el concepto es fatal e
irremediablemente inadecuado para el objeto real; por el contrario, fa magnitud, sin duda no
es todo el objeto, pero es todo aquello que hay de cientificamente cognoscible en el objeto; y
en tanto que el objeto es concebido como una magnitud, la idea de magnitud permite
pensarlo de una manera concreta y adecuada. En pocas palabras, la idea de magnitud es el
objeto propio de la ciencia matematica, y el niimero no es mis que el instrumento de la
ciencia, en tanto que simbolo de la magnitud”(p. 558).

Todas las anteriores consideraciones permiten, segin Couturat, comprender mejor la gran
diferencia que existe entre aquel indefinido que producto de la imaginacién y la magnitud
propiamente dicha. El primero encuentra sus desventajas en el alcance limitado vy finito a la
que se encuenfra condenada la propia imaginacion, de tal suerte que lo ilimitado se hallard
siempre condicionado por lo finito, y si no se quiere caer en contradiccion, se requerira del
infinito de la razén para explicarlo adecuadamente. Tal es asi que, por ejemplo, cuando la
imaginaciébn crea poder ampliar desmesuradamente el espacio y prolongario
indefinidamente, caera presa de una ilusién, puesto que no dispone jaméis mas que de una
extension limitada, y para hacerlo inteligible requerird echar mano del espacio infinito
concebido a priori por la razon.

En este sentido, “el infinito de la razén sobrepasa a la vez lo indefinido de la imaginacién y
lo finito del entendimiento, por ello es igualmente vano pretender encerrarlo bajo las
categorias de nimero y de concepto, o que sea representable por medio de la imaginacion.

Lo indefinido no es la imagen de lo infinito, puesto que siempre seré todavia finito, y, en
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todo caso no sera mas que su parodia. El infinito es una idea racional que no puede
encontrar una imagen adecuada y tampoco se puede «construiry por medio de la intuicién
sensible. El hecho de que dicha idea exista, sin ser vacua ni contradictoria, refirta a la vez el
axioma aristotélico «no hay idea sin imagen» y el axioma kantiano «no hay concepto sin
intuiciény. La razon es por consiguiente una fuente de conocimientos originales y puros, que
no le pide nada a la intuicién, sea empirica o sea a priori, puesto que se puede pensar y
conocer algo mas alld de las formas de la sensibilidad y de las categorias del entendimiento.

Y si tales conclusiones resultan verdaderas, el criticismo se encontrara arruinado” (p. 566).
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§ 1. Recepcién de L'Infini

El primer libro de Couturat recibi¢ una acogida relativamente favorable en su pais, pero en el
extranjero estuvo lejos de despertar el mismo interés, y de no ser por el joven Russell, quien
aprovecho la ocasion para fraguar y exponer sus propias opiniones sobre las relaciones entre el
nimero y la magnitud, se podria afirmar que el libro pasé practicamente desapercibido. En
concreto, se publicaron al menos diez notas, de las cuales solo cuatro eran resefias criticas.'
Todas ellas simpatizaban en mayor o menor medida con la defensa que el autor hacia def infinito
matematico, pero se mostraban criticos con las distinciones teodricas que se establecia para
demostrar su legitimidad. Por ejemplo, el filosofo e historiador de las matematicas Gaston
Milhaud (1858-1919), criticaba con vehemencia el sentido ambiguo y poco claro que Couturat
daba a los tres términos basicos sobre los que se apoyaba su interpretacion (i.e., razon, racional
y real), ya que segun la definicion propuesta en el libro la razon debia considerarse, en primer
término, como la facultad de conocer la realidad, pero, al mismo tiempo, se afirmaba que las
ideas de unidad, de magnitud, de continuo y de infinito eran completamente a priori, y, por
consiguiente, racionales. Y ya que ese a priori no se entiende como analitico, pero tampoco se
deja asimilar al de Kant, pues se niega a la intuicion sensible toda participacion, se preguntaba
Milhaud, ;como es que la facultad de este a priori puro puede ser al mismo tiempo ia facultad de

lo real?’

! Las otras scis se limitaban a hacer un resumen del contenido del libro. Lalande (1914), p. 682, consigna ocho
resefias sin mencionar la de Russell v la de Lechalas. '

- Milhaud (1897). p. 301. Un cucstionamiento muy parecido habia sido formulado antes por Emile Boutroux en el
examen de grado de Couturat. (/. R\ 4 (1896), supplément de juillet. p. 17.
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Segin Milhaud, Couturat no tendria a la mano mas que una salida poco convincente al ensayar la
replica a la cuestion, puesto que tomando al pie de la letra sus afirmaciones no cabria mas que
formular una respuesta negativa, en el entendido de que se proclama como real aquello que se
relaciona con nociones que no encuentran su explicacion en la intuicion sensible. No obstante, si
dichas nociones son reales y racionales porque no son producto de la intuicion sensible,
necesariamente se habran de excluir de tales categorias todas aquellas nociones que si lo son, lo
cual resultaria sorprendente. Por lo demas, Milhaud dudaba de que una lectura literal se
correspondiera con las verdaderas intenciones del autor, asi que preferia suponer que tales
aseveraciones se justificarian mejor a partir de la concepcion objetivista de la ciencia que
presuntamente subyace en el libro; esto es, se pueden asimilar las afirmaciones de Couturat en el
sentido de que se considera que 1a ciencia no es un simple juego del intelecto, sino que se trata
de una empresa racional que permite conocer la realidad.

Sin embargo, los problemas volverian a surgir al momento de entrar en los detalles. En primer
lugar, cuando en la generalizacion del numero se apela al principio de racionalidad para hacer
sobresalir al método geométrico sobre el aritmético y el algebraico, Milhaud encuentra poco
fundamento en la forma como intenta hacer valer la aplicacion de dicho principio, y sospecha
que hace falta una justificacion ulterior, porque, entre otras cosas, “al leer con detenimiento esta
primera parte del libro, parece como si el autor apelara en la comparacion [de los distintos

meétodos], a una suerte de impresion instintiva del lector, en la cual racional corresponde a un

sentimiento sobre una realidad necesaria” (ibid/, p. 303). En particular, afiadia. Couturat intenta

en vano declarar la supremacia racional de la representacion geometrica de los numeros

imaginarios en detrimento de los métodos algebraicos, y, en todo caso, el autor contara con muy

pocos matematicos dispuestos a aceptar sus conclusiones sobre este punto. Y no se equivocaba.

E! matematico C. Bourlet (1897), pp. 202 y 203, afirmaba que si no se acepta el principio de

racionalidad que el autor trata de imponer en la comparacion, “las razones que hace prevalecer

para otorgar la palma al metodo geométrico resultan singularmente débiles”. Y agregaba que este
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era justo el tipo de cuestiones sobre las cuales era dificii que existiera un acuerdo entre el
matematico y el fildsofo.

En ei mismo tenor, Miihaud rechazaba el analisis de Couturat sobre concepto de numero entero,
sobre todo en lo que respecta a la negativa de tomar la unidad numérica, matematicamente
indefinible, como producto de un proceso de abstraccion. Su argumentacion consistia en mostrar,
por un lado, el escaso valor teorico que tenia el declarar a la unidad primitiva como una idea
racional y a priori, mientras que, por el otro lado, en su afan critico, Couturat habia perdido de
vista la forma como en realidad opera la construccion de una entidad abstracta, ya que “es sobre
todo la diferencia, la discriminacion, como decia Bain, lo que constituye el principio eficaz de
formacion de cualquier idea abstracta” (Mithaud art. cit., p. 306).

Mas puntual v detallada era la evaluacion que Jules Tannery, maestro y sinodal de Couturat,
hacia de la obra. Al igual que Russell, encontraba bastante aceptable el examen y la critica que
Couturat formulaba a las posiciones de Helmholtz y Kronecker sobre la naturaleza del numero
entero (lo cual no le impedia mostrar su desaprobacion por la descalificacion que hacia Couturat
de las congruencias en la presentacion de la teoria de los numeros algebraicos de Kronecker).
Por otra parte, consideraba que la exposicién de los diversos sistemas numeéricos y su empleo en
los distintos métodos matematicos tenia sobre todo, debido a su claridad y rigor, un gran valor
pedagogico, vy prestaba un servicio a aquellos filosofos que desearan adquirir ciertos

conocimientos matematicos. Pero al mismo tiempo cuestionaba que la extension y

* Al respecto ¢s conveniente tracr a colacion cl siguiente comentario de Dugac (1983). p. 39: “El conjunto dc
trabajos de Cantor aparccen resefindos en una nota final. la nota IV. que lleva por titulo Sobre fa teoria de conjuntos

v de los mimeros infinitos, Por una tronia del destino. a dicha nota lc precede otra que consiste en la teoria de los

numeros algebraicos de Kronecker. Es dificii imaginar que Canior haya apreciado que su teoria fuese expuesta en
una nota cn un libro sobre el infinito v que dicha nota sc¢ encontrara precedida por una nota consagrada a una teoria
de quien fuera el adversario mas resuelte a su concepeion infinitista”. Es muy probable que Cantor se sintiera poco
halagado por ¢l hecho de encontrarse confinado a una nota en un libro sobre el infinito. incluso pudo sentirse muy
desilusionado por la poca influcncia que habia cjercido en ¢l autor: pero dificilmente pudo sentirse agraviado. si sc
tomo la molestia de leer ¢l libro. debido a que su nota se encontrara acompaiiada de otra sobre la teoria de
Kronccker. puesto que lo que intenta hacer ahi Couturat es mostrar. de nucva cuenta. que la gencralizacién
algebraica del namero no es racional. El comentario de Dugac ¢s revelador. ademads st se toma en cuenta que cita en
varias ocasiones la resedia de Tannery. porque con clio muestra que. efectivamente. como dice Edwards. “myihs are
very hard to kill™. (' Edwards (1988) v (1993). pp. 46-7.
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generalizacion del numero, con la excepcién hecha de los nimeros irracionales, aportara algin
elemento esencialmente nuevo a la discusion sobre el infinito matematico. La observacion no era
una simple pedanteria. ya que se trataba de una consecuencia “natural” de la aritmetizacion del
analisis que Tannery habia adoptado desde hace tiempo y que se oponia al enfoque tradicional de
la matematica sobre el que se movia Couturat.*

En relacién con este ultimo punto Tannery alababa el resumen que Couturat habia hecho de los
principales resultados de Cantor, pero lamentaba que no ocuparan un lugar mas amplio ¥ mejor
en el libro. Sobre todo. encontraba desafortunado el que Couturat hubiese subestimado la
equivalencia numérica que Cantor habia realizado de la magnitud continua, porque e€si¢
resultado. superior en precision y poder, con el cual se puede construir la magnitud a imagen y
semejanza del nimero, permite poner de manifiesto que la nocion de magnitud, en si misma algo
confusa, posee un caracter provisional y se encuentra lejos de justificar, como suponia Couturat,
la construccion del concepto de nimero (Tannery (1897), p. 138).

Por otra parte, la resefia de Russell era sigmificativamente distinta a las demas por diversas
razones. La mas evidente es que se trataba de la unica resefia critica escrita por un extranjero.
Pero el motivo mas importante obedece a que la critica se hacia desde una posicion
extremadamente peculiar, y hasta cierto punto ajena al tipo de finitismo francés, en el cual los
aspectos matematicos se interpretaban en el plano filosofico bajo una suerte de neohegelianismo
cuyas tesis se asumian como algo de suyo evidente. Por consiguiente, no profesaba un finitismo
a la francesa, pero pensaba que si bien el infinito matematico era técmica y cientificamente

inobjetable, la justificacion filosofica del mismo era otra cuestion, y, a su juicio, se trataba de

una empresa impopular y extremadamente dificil de resolver de manera satisfactoria. En pocas

palabras, era un finitista metafisico para quien el infinito como concepto matematico es un mal

" En el prefacio de (1886). p. viii. Tannery afirmaba: “Es posible construir por completo el analisis sobre la nocion
de namero cntero v las nociones relativas a la adicion de los mismos: es inatil. por (anto, apelar a algun otro
postulado o a algin otro dato de la experiencia: asi 1a idea de infinito no tendra MAs misterio en matematicas v se
reducira a csto; despucs de cada numero habra siempre otro. Es cste el punto de vista cn el que he intentado
situarme™. Vale la pena recordar que. a pesar de su enfoque. Couturat se vale de mancra recurrenic de esta obra.
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necesario y que sin conocer demasiado la nueva teoria cantoriana del infinito, se mostraba
escéptico sobre su valor y no perdia la ocasion de criticar.

Sin embargo, debe decirse que Russell conocia principalmente la obra de Cantor por medio del
libro de Arthur Hannequin, Essai Critique sur L'Hypothése des Atomes dans la Science
Contemporaine (1895),° que habia resefiado un afio antes. A traves de la misma se puede
apreciar mejor la posicion desde la cual comenta el trabajo de Couturat, y permite formarse una
idea mas completa de lo poco fiable que era su conocimiento de la teoria cantoriana. Por
ejemplo, para Russell, “los intentos de Cantor por ampliar la concepcion del numero puro al
continuo, a los cuales Hannequin, siguiendo a Kerry, somete a una critica vigorosa y concluyente
hasta donde lo hace, me parecen ingeniosos pero abiertos alin a severas criticas. La segunda clase
de numeros de Cantor, por medio de la cual espera agotar el continuo, inicia con el primer
nimero que ha de ser mayor que cualquiera de los numeros de la primera clase; pero como la
primera clase (la de los numeros naturales ordinarios) no tiene un limite superior, es dificil
entender como la segunda clase habra de comenzar. Los estuerzos de Cantor, desde luego,
parecen haber demostrado. de forma mas concluyente que nunca, que ninguna extension
ilegitima del niimero puede ser suficiente para el tratamiento adecuado del continuo”.®

La critica, como podemos ver ahora con facilidad, descansa en un completo error y refleja una
incomprension profunda de la teoria cantoriana, puesto que asume una idea equivocada de la

cardinalidad transfinita al afirmar que el primer miembro del conjunto de cardinalidad mayor

* Aunque de acuerdo con Hhar shall I read? leyo cn ¢l mismo mes 1a traduccién francesa de los articulos de Cantor
publicados cn ¢l segundo volumen de . lcta AMathematica. Esto cs. Cantor (1893). (1893%). (1893b) v (1893¢). Cf
Russcll (1983). p. 357. Sc ha comentado, por cjemplo Anellis (1984), las omisiones c imprecisioncs de algunos
pasajcs de dichas traducciones con cl objeto de dispensar un 1anto la lectura que se supone hizo Russell de esos
fextos. pero cstos detalles cditoriales son insuficientes para explicar la interpretacion russcliana.

5 Russcil (1896, p. 412. Micntras que Couturat al rcsefiar cl mismo libro. [9]. pp. 102 y 103. sostenia: ~;Se pucde
representar cl continuo de manera adecuada por medio del mamero?. ;se pucden denumerar los puntos o elementos
del continuc? EI autor responde ncgativamente a csta cuestion. Admitiendo quc tenga. en contra Cantor. razoén en
este punto. no scra menos verdadero que se pueda “inventar un continuo aritmeético adecuado al continuo
geomctrico™. ¥, €n si (MISMO. como declara cl autor. mas rico que éste. Al menos cn este sentido. ¢l namero pucde
agotar cl continuo: esto cs. s¢ puede represcntar cada punto del continuo lincal por medio de un mimero distinto. Y
Hannequin no lo puede negar ya que invoca precisamente el ejemplo de los niimeros irracionales para demostrar que
el continuo no se vuclve inteligible mas que por obra del nimero™.
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debe seguir inmediatamente, en orden lineal, después del Gltimo numero de la primera
cardinalidad. como si los miembros de la segunda cardinalidad fueran necesariamente una
prolongacion de fa serie del primer conjunto. El error es todavia mas evidente si notamos que en
el primero de los textos franceses de Cantor (1893} se establece que el conjunto de numeros
reales R que satisface la funcién f (x), en la cual x toma valores entre > 0 y < 1, no se puede
poner en correspondencia estricta uno a uno cen el conjunto de los nitmeros naturales N, y que
por consiguiente, R > N. Pero no se puede decir que Russell comete aqui el pecado recurrente de
intentar comprender el infinito en términos finitos, puesto que en realidad su argumento contra
Cantor se basa en una idea erronea de la cardinalidad en general y, por consiguiente. no se
sostiene ni siquiera cuando se consideran dos comuntos finitos.” Esto es, si A tiene como
elementos a 1,2, y3, yBal, 2 3 4, y5, B tiene una cardinalidad mayor que A, pero no hay
ningin motive de peso para asumir que el primer miembro de B tenga que ser el numero
inmediatamente superior al ultimo numero de A.

Por otra parte, se ha dicho, Anellis (1987), que la primera teoria russelliana de 1a aritmética es
como una tecria kroneckeriana inmadura, debido a su enorme parecido con el punto de vista de
los antiguos griegos. Y en efecto, para Russell los Uinicos numeros genuinos son los numeros
naturales, y, por lo tanto, los niimeros en sentido propio. son discretos y por tanto discontinuos.
El hecho de que ni el cero ni el infinito se ajusten a este patron le lleva a rechazarlos en tanto
nimeros y a tomarlos como meras ficciones simbolicas, técnica, pero no fitosoficamente,
convenientes. Pero en realidad, la distincion clasica entre nimero y magnitud no es otra cosa que
la distincion entre discontinuidad y continuidad, que fue predominante hasta la llegada de la
llamada era del rigor matematico, y que encontramos, como hemos visto en el capitulo anterior

(§ 3), en la distincion de Cournot entre caracteristica universal y Iogistica.s En este sentido, todo

Ancllis art. cit. § 2. sosticne quc Russcll enticnde aqui la cardinalidad como “las propiedades mctafisicas de
secuencias (infinitas) de mimeros ™. pero al citar el texto de arriba sefiala que mantiene la concepcion intuitiva de una
infinitud numérica incapaz de contar con una potencia (cardinalidad) definida.
¥ Anellis. art. cit.. p. 307. observa que la distincion que hace Russcll entre los conceptos de nimerg pure (MMEros
geométricos) v namero aplicado (nimeros naturales) recuerda la distincion platonica entre aritmética tedrnca v
aritmética aplicada o fogistica. v si csto cs asi. la distincién de Cournot ocurre en sentido inverso.
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depende de la actitud, positiva o negativa, que se tenga hacia las relaciones que guardan entre si
ambas nociones. Se puede pensar, como hemos visto en el caso de Couturat, que la generalidad
del numero se encuentra justificada exclusivamente por la necesidad de cubrir la magnitud (que
en si misma es continua), y que es asi como el numero pierde en la extension la propiedad de ser
una cantidad discreta. O bien, se puede pensar, como el joven Russell, que el nimero es en
esencia una cantidad discreta y que todo intento de emplearlo con el objeto de explicar
fenomenos de naturaleza continua (como ocurre en el calculo), no puede traer consigo mas que
perplejidades conceptuales, manifiestas por medio de paradojas inherentes al uso de esos
términos.

Pero las diferencias entre Russell y Couturat eran también de orden mas filosofico. Como los
demas. Russell dudaba del poder explicativo del principio de razon que Couturat tomaba
prestado de Cournot. Desde su punto de vista, suscribir dicho principio lo hacia asumir un tipo
peculiar de idealismo, dado que de acuerdo con la mayoria de los exponentes de esta doctrina
filosofica, la funcion de la razon no consistia en pronunciarse entre alternativas ante las cuales la
logica era incapaz de tomar partido, sino en encentrar una alternativa logicamente posible donde
el entendimiento no encuentra ninguna.” El comentario en si era en realidad un tantc ocioso, pues
desde la posicion de Couturat si el entendimiento no encuentra la manera de tomar partido entre
varias alternativas. esto quiere decir que no existe una posibilidad logica entre eilas y sera
necesario apelar a otra facultad, en este caso la razon, para dirimir el conflicto de eleccion. Si tal
actitud es o no consecuente con el idealismo en boga, sera una cuestion de menor importancia.
Con respecto a la magnitud, Russell admitia que si ha de tomarse como una cateéon’a
independiente, no podra definirse en funcion de otras categorias y debera asumirse Como
indefinible. Sin embargo, echaba de menos que Couturat no hubiese hecho ningun intento por

mostrar que se trataba en realidad de una categoria libre de contradicciones y que es posible

9 Russcll (1897a), p. 114: (1990). p. 62. Y afiadia. en el tono irdnico que despucs le seria habitual: “Sus principios
racionales. entre los cuales destaca el principio de continuidad. son introducidos entonces de manera mas o0 menos
arbitraria. con lo cual aparecen mds como dogmas que como genuinos axiomas necesarios. El bromista podria
incluso verse tentado a identificar su “razon”™ con el sentido comun™ (p. 115: Joc. cit).
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saber mas sobre la misma sin necesidad de recurrir a la categoria de numero. Asimismo, contra
la afirmacion de que aunque la magnitud en general no pueda ser definida, tan pronto como se
tiene la idea de magnitud de alguna clase, se posee de inmediato la idea de lo que es la igualdad
entre magnitudes (de la misma especie), podria objetarse que no es posible tener la idea de
magnitudes de una clase hasta que no se sepa qué es lo que se ha de entender por la igualdad
entre magnitudes, dado que son la igualdad y la desigualdad entre magnitudes las que conforman
propiamente las relaciones cuantitativas. Puede decirse, en descargo de Couturat, que tal
objecion pierde de vista el punto medular de Ia cuestion, ya que de acuerdo con lo que se ha
comentado en el paragrafo § 7 del capitulo anterior, segun Couturat, decir que dos magnitudes
son de la misma clase no es otra cosa que darse cuenta que son instancias de la misma magnitud
abstracta, y que, por consiguiente, son comparables. Y dado que las relaciones de igualdad y
desigualdad son también indefinibles y a prior, no hay lugar para plantear cuestiones de
prioridad temporal con respecto a si se requiere reconocer la posibilidad de tales relaciones para
determinar si en efecto se estd ante magnitudes de la misma especie; esto €s, una vez que el
intelecto identifica dos magnitudes como casos concretos de una misma magnitud, en ese mismo
momento se encuentran dadas, de manera simultanea, sus relaciones fundamentales. Desde
luego, lo que si cabria objetar o poner en duda en todo caso, es la existencia misma de esa
magnitud platonica por medio de la cual Couturat intenta dar cuenta del reconocimiento de
magnitudes de la misma especie. Pero eso es ya otra cuestion aparte.

En su larga resefia el ingeniero George Lechalas, (1897), p. 637, notaba que el principio del
continuo tal y como se encontraba enunciado “parece un tanto contradictorio ya que aﬁrr‘na la
existencia de una magnitud que se encuentra afuera de las dos clases que, por hipotesis,
comprenden todas las magnitudes”. Russell tenia una opinion muy parecida al respecto, pero un
tanto mas elaborada, ya que pensaba que habia en realidad dos tipos de dificultades en la
enunciacion del principio, segiin se tome la patabra fodos en un sentido inclusivo o exctusivo, es

decir, como el principio o axioma del continuo afirma que si se divide todas las cantidades de
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una misma especie en dos clases, de tal modo que fodas las cantidades de una clase sean mas
grandes o mas pequefias que las de la otra clase, entonces existe una cantidad de la misma
especie que representa este modo de division y que es a la vez inferior a fodas las cantidades de
la clase mas grande, y superior a fodas las cantidades de la clase mas pequefia. Ahora bien, si se
toma la palabra fodas de tal modo que no incluya a la nueva cantidad, en este caso el principio se
aplica de igual forma a las cantidades discretas: es decir, a los mimeros naturales. Pero si se toma
la palabra fodas de manera irrestricta de modo que incluya a la nueva cantidad, entonces se
presenta unﬁ contradiccion evidente puesto que se da por sentado la existencia de otra cantidad
de la misma especie que no pertenece a ninguna de las dos clases que conforman todas las
cantidades de la magnitud de la misma especie.

En el primer caso, parece dificil comprender exactamente qué es lo que quiere decir Russell,
dado que si, por un lado, se entiende que la cortadura se introduce entre dos conjuntos de
nameros discretos, no hay lugar para ninguna perplejidad, pero si, por otro lado, se supone que la
nueva cantidad pertenece también a los nimeros naturales entonces ne se estaria tomando la
palabra todas en un sentido exclusivo. En el otro caso, aunque la contradiccion parece evidente
dado que la nueva cantidad perteneceria y a la vez no, a todas las cantidades de la misma
magnitud, puede suponerse que ha confundido el todo de las dos clases con el todo de la
magnitud en la cual se ha introducido la nueva cantidad, y que es justo aqui en donde radica el
quid de la cuestion. De cualquier forma, debe admitirse que 1a formulacion original del axioma
permite la lectura de Russell y que sus reparos manifiestan una demanda de rigor logico muy

estricto. '’

19 En una carta. O4. 05,1898, Schmid (ed.) (2001). p. 52. Couturat comenta a Russell: “Una de sus criticas me ha
impresionado muche pero finalmente he encontrado la forma de contestarla como no podr¢ hacerlo publicamente.
someto ¢n privado la solucion a dicha dificultad. Usted ha planteado con justa razon una contradiccion formal en ¢l
axioma de continuidad. tal v como vo lo habia enunciado siguiendo a Dedekind: v lo que me ha sorprendido. mas no
consolado. es quc Dedckind mismo ha dejado pasar scmejante falta. Por fortuna. después he encontrado en Stolz
(Allgemeine Arivhmetik) el modo de erradicar dicha contradiccion. Basta considerar no todas las cantidades de G, en
donde se ha de definir ¢l continuo. sino un conjunto H extraido de G. v que goza de las mismas propiedades (i.c.
verificaria el axioma de Arquimedes. y. por consiguicnte. tendria conexidad). Se pucde entonces definir la
continuidad de G afirmando que si sc pueden dividir todas las cantidades de H en dos clases de tal forma que
definan una cortadura en H. cntonces existe en G una cantidad, y una sola. gue corresponde a dicha cortadura™ (Se
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composicion de sus elementos, y, desde luego, ¢l espacio (fisico o ideal) entendido como una
magnitud entra en esta ultima categoria, pero no es la anica alternativa, dado que también se
pueden considerar otra clase de multiplicidades continuas; como, por ejemplo, el conjunto de los
colores, ya que la transicion de un color a otro ocurre por medio de una gradacion muy fina que
se supone continua. Pero como la determinacion particular que corresponde a la magnitud
espacial real no puede deducirse de la idea general de magnitud, y puesto que s€ le tendra que
distinguir de otras magnitudes continuas; pero también habra que diferenciarla de aquelias que
poseen la misma dimensionalidad, parece evidente que no hay mas alternativa que asumir que
sus propiedades habran hacerse patentes solo a través de la experiencia. Pero el trabajo de
Riemann en realidad no se ocupaba de la determinacion empirica de una magnitud extensiva
tridimensional, y seria lamentable si lo hubiese hecho, puesto que prefind dedicarse a desarrollar
el concepto general y abstracto de multiplicidad n-uple, y los problemas teoricos relacionados
con cada una de sus especificaciones, lo cual conduce en principio a una numero infinito de
geometrias, de entre las cuales hay que contar, por supuesto, a la geometria de Euclides, y a
todas las llamadas geometria no euclidianas.'®

Es pertinente notar que Riemann consideraba el tema de su disertacion como un asunto filosofico

de la matematica:

Al intentar ahora resolver el primero de esos problemas [la determinacion métrica del
espacio], desarrollando el concepto de las magnitudes de multiples dimensiones. creo
que podré aspirar a que se me juzgue con indulgencia, tanto mas cuanto que tengo

16 B1 tcorema de Lie (scgnn el cual ¢l niimero de peometrias compatibles con el movimiento de una figura invariable
es limitado) mas que cntrar cn contradiccion con Riemann. impone un subconjunto dentro del conjunto infinito de
geometrias posibles. Por otra partc. aunquce €n su obra publicada no hay ningun pronunciamicnto explicito a favor
del infinito actual. existe suficiente evidencia de que algunos de sus concepciones lo presuponen. Las reticencias de
Ricmann para pronunciarsc sobre ¢st¢ lema se debian en gran medida a que pensaba que cra imposible dar una
definicion adecuada del mismo {cosa que haria mds tarde su amigo Dedekind). y que de alguna forma habia una
dificultad no resuelta. como lo parece indicar cl cuadro de antinomias que elabord, emulando un tanto a Kant. pero
sin que csta tabla supusicra una tension irresoluble. pucs como se indica alli mismo “justamente por €s0. porque cs
imposible una representacion precisa ¥ complcta de esos sistemas conceptuales [infinitos]. son inaccesibles a la
investigacién directa v a la elaboracion mediante nuestra reflexién. Pero pueden ser considerados como situados ¢n
las fronteras de lo representable. es decir se puede construir un sistema conceptual situado dentro de lo representable
que se transforma en cl sistema dado por pura variacién de las relaciones de magnitud”. Ferreirés (ed.) (2000). p. 98.
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hasta cierto punto un asunto de tamafio. El dilema era sin duda evidente, pues st la geometria de
Euclides, considerada por siglos como €l canon de la verdad matematica y como unica
representacion posible del espacio fisico, contaba con alternativas potenciales para disputarle su
lugar privilegiado, ;acaso no se degradaba el conocimiento geométrico al nivel de una ciencia
experimental?

En su primera obra propiamente filoséfica, el joven Russell, (1897), § 88, se plantea la misma
cuestion con un lirismo tal y en términos un tanto autobiograficos que no resisto la tentacion de
citarle: “Para reforzar la fe euclidea hemos de llamar a la razon en ayuda de la intuicion; pero
desgraciadamente la razon nos abandona y quedamos a merced de observaciones imprecisas
sobre triangulos astronomicos — débil sostén en verdad para la religion querida de nuestra
infancia™.

A decir verdad, las pretensiones empiristas de Gauss y Lobachevsky no fueron mas alla de los
oidos de un numero reducido de iniciados, de modo que todavia hubo que esperar hasta la
publicacion de la célebre disertacion de Riemann y, sobre todo, al brillante ensayo de
divulgacion de Helmholtz, para que el grueso del mundo intelectual se diera cuenta que la
imagen de la geometria como la ciencia apoditica por antonomasia estaba siendo seriamente
cuestionada. Riemann, quien no aludia para nada a las geometrias no euclidianas, hablaba de las
“hipotesis” (y Helmholtz de los “hechos™) sobre las que se funda la geometria debido a que
pensaba que las propiedades del espacio fisico solo pueden establecerse por medio de la
experiencia. Sin embargo, su razonamiento partia de una concepcion innovadora asociada a la
idea general de magnitud. Dado que la magnitud, en el sentido mas amplio, req'uiere
caracterizarse por medio de un concepto que pueda ser objeto de diversas determinaciones, para
que a su vez pueda aplicarse sin problema a cada tipo o clase de magnitud, este concepto se
puede entender como una multiplicidad o conjunto multidimensional (en donde la especificacion
de sus elementos y las relaciones que guardan entre si sera su forma de determinacion). Las

magnitudes o multiplicidades pueden dividirse en discretas o continuas, segun el orden y la



Légica v Lenguaje en Louis Couturat
Victor M. Herndndez Marquez

permite inventar una nueva geometria absolutamente coherente.

Pero junto a esta nueva geometria surgia un nuevo problema que desplazaba la cuestion sobre la
demostracion del famoso postulado de las paralelas, puesto que resultaba inevitable plantearse
cual de los dos postulados era en realidad ei verdadero, y, sobre todo, con respecto a qué eran
falsos o verdaderos.'® Algunos gedmetras, como Gauss y Lobachevsky, pensaban que el asunto
debia decidirse por Ia via experimental. Este tltimo, por ejemplo, ofrecia una “prueba rigurosa”
de su postulado midiendo los angulos del paralaje de Sirio y de otras dos estrellas, constatando
que la suma de los angulos se aproximaba a los 180°. Pero en realidad Lobachevsky no ofrecia
una demostracion directa de su postulado, sino mejor dicho, de una de sus consecuencias, ya que
un teorema importante establece que la suma de los angulos de un triangulo es menor a dos
rectos. Entre los rumores asociados a Gauss hay uno en el cual se le atribuye haber pensado de
manera similar al proponer la medicién de los angulos de un triangulo imaginario formado por
las montafias Brocken, Hohehagen, e Inselberg. No hay duda de que Gauss combinaba el
empirismo geométrico con un repudio sin distingos a la filosofia kantiana, pero nada parece
indicar que hubiera propuesto llevar a cabo un experimento semejante.”” Pero en resumidas

cuentas, para ambos, las diferencias entre la geometria euclidea y la geometria no euclidiana era

"' Este cra ¢l problema cpistemologico cn que habia derivado ¢l problema de las paralelas. pero en el plano
matematico habian ocurrido al menos dos cambios importantes. Como observa Gray (1989). p. 171. “Es posiblc
separar dos cambios dramaticos con respecto al problema de las paralelas. Uno de ellos se distingue por la
introduccion del método propio del analisis. y. por lo tanto, cl problema se trasforma cn cl estudio de varias
formulas. El segundo liene que ver con cl reconocimiento de la naturaleza intrinseca de la geometria, y, en
particular, ¢n la importancia de la nocion de curvatura. lo cual permite proporcionar una verdadera base geométrica
al método trigonométrico. ¢l cual de otra mancra podria muy bicn no describir nada. Sin una formulacién intrinscca
de la geometria diferencial csta clase de estudios seria distinto del estudio del espacio (que considerado aisladamente
pareceria como Si contara con unpa geometria natural). La ausencia de un concepto tal en la obra de Monge. el
distinguido gedmetra diferencial francés en activo alrededor de 1800, pudo haber limitado significativamente la
apreciacion francesa sobre la posibilidad de la geometria no euclidea™.

1* Sin duda. Gauss tomé como punto dc partida cl tcorema de Lobachevsky para construir su geometria anti-
cuclidiana. En 1824, le escribe a Taurinus: “La hipotesis de que la suma de los dngulos de un triangulo es menor a
180° conduce a una geometria por completo distinta a la nuestra. la cuat es en si misma consistente v la cual. con lo
que respecta a mi parte. he desarrollado de manera por completo satisfactoria” (Gauss. Werke, vol. VIIL p. 187.
citado por Bottazzini (1994), pp. 17 y 18). Pero Miller (1972) ha cuestionado con firmeza la historia de que Gauss se
hubiese embarcado cn la empresa experimental arriba indicada (que Bottazzini. como otros, da por veridica), lo cual.
por otra parte. no le resta nada al empirismo de Gauss. Lo tinico cierto es que el conjunto montailoso s¢ menciona en
las Disquisitiones circa superficies curvas (1829) como los puntos de un triangulo terrestre que dificre muy poco de
un triangulo sobre una superficic esférica. Cf. Torretti (1978), pp. 63 y 381. n. 4.
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franceses, y que esto obra en favor de nuestros kantianos, a los cuales sirve de arma contra el
racionalismo. El hecho de que Poincaré se declare en contra del infinito actual, refuerza de

manera natural este prejuicio entre los filésofos y devuelve el animo a los finitistas”.

§ 2. El surgimiento de las geometria no euclidianas y sus consecuencias filosoficas

A mediados de la segunda mitad del siglo XIX, la creacién de nuevos sistemas geométricos dio
lugar a numerosos debates sobre la naturaleza y los fundamentos de la geometria. Para ser
exactos, dichos sistemas no eran ya tan nuevos, pero pasaron desapercibidos por décadas hasta
que se empezo a correr el rumor de que algo importante estaba ocurriendo en la rama mas
prestigiosa de las matematicas. Se ha dicho en repetidas ocasiones que Gauss le habia confesado
a Bessel. en una carta de 1829, la negativa a publicar sus descubrimientos geométricos por temor
a despertar la ira de los Beocios; pero como Freudenthal ha comentado, su temor era en cualquier
caso infundado puesto que los Beocios tardarian al menos cincuenta afios en darse por enterados
de los nuevos adelantos."

Como todo mundo sabe ahora, el surgimiento de las geometrias no euclidianas se encuentra
conectado con los intentos infructuosos de demostrar el famoso postulado de las paralelas de
Euclides, empleando el método de prueba indirecta conocido como reduccion al absurdo (el cual
consiste. en términos generales, en asumir como verdadera la afirmacion contradictoria de
aquella que se pretende probar, para luego deducir, a partir de tal suposicion y de los otros
axiomas, un enunciado contradictorio). El resultado sorprendente al que se llega con la
aplicacion de este método en el caso del presunto postulado de las paralelas euclidianas, es que la

proposicién asumida como su contradictoria lejos de conducir a un resultado inadmisible,

13 Freudenthal (1962). p. 613. Y continua: “Después de la muerte de Gauss. hubo algunos chismes de que habia
intentado construir una geometria no euclidiana. El rumor fue confirmado al publicarse. entre 1360 v 1863. su
correspondencia con Schumacher. Pero ain asi ¢i nombre de Gauss no fue un incentivo suficientemente fuerte para
despertar el interés en la geometria no euclidiana™. La razén de esta fatta de atencién obedece. en gran medida. a que
los nucvos sistcmas sc desarrollaron por medio de métodos analiticos. que hacian dificil formarsc una imagen
geométrica de los mismos; sobre esto uitimo véase la nota siguienie.
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supuestas contradicciones relacionadas con el numero y la magnitud (que a Russell le resultaban
evidentes debido a su apego a la nocién de nimero entero como prototipo del concepto de
nimero), no resolviendo las dificultades, sino mas bien atrincherando los conceptos
fundamentales en la razén, a la cual la logica, por principio, no puede acceder.'? En definitiva,
todos estos defectos redundan en un fallido intento por defender el infinito matematico ante los
embates finitistas.

Este era, sin duda, un juicio extremadamente severo y, como confiesa el mismo Russell, hacia
poca justicia a los méritos que posee el trabajo de Couturat, pero también manifiesta de manera
adecuada las dificultades que enfrenta el situarse en el polo menos concurrido del debate.
Ciertamente, los bien conocidos neokantianos contra los cuales directamente habia polemizado
no se tomaron la molestia de enfrentar los argumentos y las criticas de Couturat (por gjemplo, el
Année Philosophique de Pillon se limitd a publicar una breve nota dando cuenta de la aparicion
del libro) y sus seguidores, que eran los mas, optaron también por ignorarle. En cierta forma, no
habia razén alguna para esperar otra cosa, ya que es mas bien inusual que una personalidad con
suficiente prestigio intelectual, como lo era Renouvier, se digne a discutir las opiniones
desfavorables que un joven doctorado le ha lanzado. Si recordamos, bajo circunstancias un tanto
distintas, Russell habia corrido mas o menos la misma suerte en su pais con el Lnsavo sobre los
Fundamentos de la (seometria; y al respecto habra de reconocerse que el relativo interés que
suscité en Francia se debid en gran medida a los buenos oficios de Couturat.

De cualquier forma, la actitud hostil al infinito actual dentro del ambiente filosofico frances §eria
también un elemento importante en la negativa por asimilar el logicismo, tal y como lo advertia
Couturat en una carta a Russell: “No hace falta olvidar que gracias a Renouvier y su escuela, la

imposibilidad del infinito actual es un lugar comin, un dogma, entre la mayoria de los filosofos

2 Russell art. cit.. p. 118: p. 66: “la magnitud infinita. como sosticne Couturat. depende del continuo. v este. como
la mayoria de las nociones fundamentales de csta obra. son considerados como dados por fa razon v no por la logica.
Para quicn se encuentra equipado inicamente con la logica es imposible proseguir hasta [a fortaleza de la razén. en
dondc los dardos de la l6gica no pueden penctrar”. Sin embargo. como se ha dicho antes. para Couturat no se
presemian las dificultades entre niimero y la magnitud puesto que la extension del namero entrafia Ia perdida de la
propiedad discreta. a la cual segin Russell es imposible renunciar,
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Para compensar y complementar este Ultimo comentario, quiza sea pertinente afiadir que por
aquella época Russell consideraba la nocion de continuidad como esencialmente contradictoria,
y, no como un defecto particular de la formulacion que Couturat retomaba de Dedekind. De
hecho, su mania por encontrar antinomias en los conceptos fundamentales de las ciencias era
fruto de su conviccion neohegeliana de que tales embrollos conceptuales eran manifestaciones
palpables del hecho de que cada ciencia ofrecia solo una explicacion parcial de la realidad, y que
para superar los obstaculos seria necesario llevar a cabo una sintesis metafisica, la cual, dicho sea
de paso, seria el objetivo final de su programa en favor de un sistema dialéctico de la ciencias."
No obstante, también es indudable que, al margen de su “intoxicacion” nechegeliana, Russell
encontraba inadecuada la enunciacion del método de cortaduras de Dedekind para introducir los
niimeros irracionales, v asi lo siguié considerando mas tarde al asumir el programa logicista; en
los Principles (34, § 266), por ejemplo, volvemos a encontrar las mismas objeciones, aunque
planteadas con mayor detalle y mas matizadas sobre sus alcances, pues, en el segundo caso, no
habla mas de una contradiccion, sino simplemente de un defecto de exposicion.

Pero en resumidas cuentas, st bien Russell no era del todo justo en sus criticas, la conclusion que
lanzaba sobre las relaciones entre el nimero y la magnitud en relacion con el infinito presagiaba
en cierto sentido el destino que tendria el libro. En primer término, insistia en lo problematico
que resuita hacerse de una idea de lo que Couturat entiende por una magnitud infinita si para ello
no se puede contar con la ayuda del nimero. Y si no es posible contar con una idea clara de la
magnitud infinita, tampoco puede entenderse como es que el nimero infinito es el resuitado de la

extension que reclama la magnitud. En segundo lugar, a su juicio, Couturat habia evadido las

dicc que un conjunto dc puntos ¢s conexo si s¢ pueden unir dos puntos cualquiera de cse conjunto por medio de una
cadena de puntos. y. cuyos intervalos sean sicmpre menores a un segmento dado. Couturat usa aqui el término
gmnn’eur para rcferirse a la cantidad. ajustandose con ello al uso de Russell).

! En Russell (1959). p. 41. confiesa: "En aquella época era un convencido hegeliano. y trataba de construir una
completa dialéctica de las ciencias. que habria terminado dando la prucba de que toda realidad es mental. Acepté la
opinién hegeliana de que ninguna de las ciencias es completamente cierta. ya que todas dependen de alguna
abstraccion. y toda abstraccion conduce. mds tarde o mds temprano. a contradicciones”. A este proveclo se le conoce
también como el programa Tiergarden. debido a que fue en cste jardin aleméin donde sc origino. Cf. Russell (1990).
pp. XIV¥ XV,
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poca practica en tales trabajos de naturaleza filosofica, donde las dificultades se
encuentran mas en los conceptos que en la construccion.'”

Sin embargo, a la luz de lo que se ha dicho en el capitulo anterior es conveniente no identificar o
asimilar este enfoque filosofico con et analisis de Couturat, ya que las coincidencias superficiales
pueden dar lugar a varios malentendidos. En primer lugar, es importante tener presente que €n el
caso de Riemann se ofrece una concepcion del concepto general de magnitud, que es muy
distinta a la caracterizacion axiomatica comun a la que recurre Couturat (y que, como se ha
sefialado, no es propiamente una definicion). En segundo lugar, Riemann distingue entre
magnitudes continuas y discontinuas, mientras que la magnitud de Couturat es en si misma
continua (puesto que entre sus axiomas incluye el principio del continuo). En tercer Iugar, y mas
importante, Riemann elabora toda una teoria innovadora matematica de la cual surge su
geometria no euclidiana, asi como la nueva topologia, mientras que Couturat se limita a un
analisis de clarificacion del concepto tradicional de magnitud sin aportar una teoria propiamente
matematica (aun y cuando el conjunto de axiomas caracteriza una cierta clase de grupo); de tal
suerte que cuando ambos hablan del concepto de magnitud como una nocion que ha de ser
elaborada de manera independiente del concepto de medida, uno (Riemann) esta pensand6 en la
topologia o anmalysis situs (literalmente, analisis de la posicion), como se le denomino en un
principio, mientras que el otro piensa en justificar las distintas clases de nimeros como el
resultado de su aplicacion a la magnitud. Por dltimo, Couturat en ningan momento discute ni cita
los textos de Riemann, lo cual hace suponer que no tenia a la mano un conocimiento directo de
los mismos.

También en el capitulo anterior se ha insistido en que la nocion de magnitud era ya unz; idea
obsoleta a finales del siglo XIX, y que Couturat, como Russell, se aferra a ella de tal modo que le
impide asimilar de manera adecuado el trabajo innovador de Cantor y Dedekind. Surge entonces

la pregunta sobre si la obra de Riemann no estaba en realidad devolviendo al concepto de

'" Ricmann (1854-1868): Ferrcirds (ed.) (2000), p. 3. Ferrcirds apunta muy bien que estc cenfoque conceptual cra un
rasgo gue compartia con sus maestros Gauss v Dirichlet. y que s¢ habia convertido en ¢l estilo de hacer matematicas
en Gotinga.



Légica y Lenguaje en Louis Coutnrat
Victor M. Hernandez Marquez

magnitud su honor perdido, y que, en consecuencia, su presunta caducidad sobre la que se ha
insistido es un alegato un tanto incoherente de mi parte. Para dispar este y otros posibles errores
de perspectiva, es necesario resaltar que si bien Riemann introduce una serie innovadora de ideas
a través del concepto general de magnitud, en realidad, se trata, como decia Gauss, de un
concepto abstracto de magnitud, y que al caracterizarlo como una multiplicidad n-dimensional lo
que en realidad estaba haciendo era introducir el enfoque conjuntista que seria un poco mas tarde
establecido definitivamente por Dedekind y Cantor. En este sentido, puede decirse que Riemann
se vale del viejo lenguaje para introducir ideas nuevas que mas tarde terminarian por suprimir
ese lenguaje.

Existen también otros factores que en cierta forma contribuyeron a crear cierta confusion o, que
al menos, impidieron apreciar el nimero considerable de avances matematicos que se
desenvolvia bajo aspectos muy similares, lo cuales terminarian dando forma a la concepcidn
abstracta de la matematica que nos es ahora familiar. Entres estos factores el mas evidente es la
inestabilidad léxica que se manifiesta por medio de una gran diversidad de términos para
apuntar, con mayor o menor precision, al mismo concepto (ingenuo) de conjunto; es asi como
nos entramos con las multiplicidades o variedades riemaniannas, con las pluralidades o clases o
colecciones logicas, con los sistemas de Dedekind, o los conceptos fregeanos. En el caso de
Riemann, su eleccidon parece apoyarse en dos fuentes. una de caracter matematico que, desde
luego, retoma de Gauss, quien empleaba los términos multiplicidad bidimensional (en relacion
con su uso de los numeros complejos) y multiplicidad n-dimensional en su teoria sobre
superficies curvas; la otra, de caracter filosofico, remite a las reflexiones metafisicas de Herbart
sobre el infinito v la permanencia del alma.

En el caso de Couturat existe una asimilacion defectucsa y parcial del enfoque conjuntista, el
cual se manifiesta a través de numerosas afirmaciones y comentarios inadecuados. Por ejemplo,
a pesar de considerar el nimero cardinal como una pluralidad de unidades, al final, [ 1], p. 364,

n.. se toma la molestia de observar que si bien “Dedekind no acepta la existencia de numeros
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infinitos, reconoce y asimismo demuestra (?) la existencia de conjuntos infinitos” (el signo de
admiracion es de Couturat). Similares conflictos conceptuales pueden adivinarse si Couturat se
hubiese enfrentado con el concepto riemanniano de magnitud, puesto que volveria
ontolégicamente indistinguible al nimero de la magnitud, y entonces el piso de su obra se
vendria abajo.

Aunque la disertacion de Riemann promueve un cierto empirismo geométrico, evita cualquier
tipo de polémica filosofica e ignora deliberadamente el conflicto con respecto a la doctrina
kantiana del espacio. Sin embargo, el encargado de hacer patente y ampliamente publico el
conflicto fue Helmholtz, quien a partir de sus investigacién fisico-fisiologicas habia llegado a un
planteamiento muy cercano al de Riemann. En primer término, como otros geometras antes que
él, pensaba que un examen detallado de la geometria de Euclides revelaba la existencia de
numerosas presuposiciones cuyo fundamento de verdad debia ser investigado a profundidad. En
especial, era necesario establecer la fuente de aquella propiedad que se emplea a lo largo de la
mayoria de las demostraciones, y que comc tal parece no tener mas fundamento que la
experiencia: “En el método euclidiano la base de toda prueba es la demostracton de la
congruencia de las lineas, angulos, figuras planas, cuerpos, etc., pertinentes. Con el objeto de
hacer intuitiva la nocion de congruencia, se imagina que las estructuras geométricas pertinentes
pueden moverse entre si con naturalidad y sin cambiar su forma ni su dimension. Que esto es asi
y puede llevarse a cabo, es cosa que hemos experimentado desde la temprana juventud hasta el
presente. Pero si queremos erigir una clase de necesidad del pensamiento a partir de la
presuncion de las estructuras espaciales fijas pueden moverse libremente sin distorsion hacia
cualquier lugar del espacio, entonces debemos preguntarnos si dicha presuncion involucra alguna
presuposicion que no ha sido logicamente probada. Veremos pronto mas adelante que de hecho
envuelve una y que incluso tiene implicaciones de gran alcance. Pero si esto es asi, entonces en

cada prueba en la que se ve involucrada la congruencia se encuentra fundada en un hecho que
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solo puede ser sacado de la experiencia™. 18

Para Helmholtz los presupuestos o axiomas implicitos, como los denomino Poincaré un poco
mas tarde, eran una consecuencia inevitable del método intuitivo empleado por Euclides en la
construccion de la geometria planimétrica. La mayoria de esos supuestos podian evitarse
recurriendo al uso del método analitico propio de la modema geometria; en donde las
magnitudes espaciales se encuentran bajo control por medio de una ecuacion que las incluye y
permite realizar su calculo. Desde luego, por geometria analitica no solo entendia el recurso
algebraico introducido por Fermat y Descartes, sino también la extensién llevada a cabo por
medio del calculo v que tiene como resultado la geometria diferencial. Sin embargo, los
resultados a los que se habian llegado con la aplicacion de este método podian ser explicados de
manera intuitiva por medio de una especie de ficciones que servirian como experimentos
mentales.

Si imaginamos unos seres inteligentes de dos dimensiones que se mueven en una superficie
plana, es seguro que serian capaces de construir una geometria bidimensional que no se
distinguiria en esencia de nuestra geometria plana, de tal modo que para ellos la linea mas corta
entre dos puntos seria también la linea recta. Pero si vivieran sobre la superficie de una esfera
entonces podrian constatar que la linea mas corta seria un arco de circulo maximo entre los dos
puntos en cuestion; y si los dos puntos fueran los extremos del diametro de la esfera habria una
infinidad de lineas entre esos puntos que serian cada una igualmente la linea mas corta entre €sos
dos puntos. Esto Gltimo significa que el axioma segun el cual solo hay una linea mas corta que
puede trazarse entre dos puntos tendria sus excepciones en la geometria de los moradores .de la
esfera. Pero este no seria el Gnico resultado extrafio en comparacion con la geometria plana,

puesto que, por ejemplo, las lineas paralelas serian totalmente desconocidas para los habitantes

18 Helmholtz (1977). pp. 4 ¥ 5. El comentario de Schlick que acompaiia este pasaje dice asi: “Ha de observarse que
1a conclusién a la que llega Helmholtz en la ultima oracién es solo admisible si es verdad que cada presuposicion
debe contar con un fundamento 1dgico o con alge que tiene su origen en la experiencia, y, que por lo tanto. no puede
provenir de una (erccra fuente”. Desde luego. esto quiere decir que Helmholtz excluye de antemano la posibilidad de
que se trate de un juicio sintético a priori.
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de la esfera puesto que para ellos dos lineas convenientemente prologadas no solo se intersecan
en un punto, sino en dos. Ademas, la suma de los angulos sera siempre mayor que la suma de
dos rectos, y aumentara conforme aumente el area del triangulo. Por esta razon, los moradores de
la esfera tampoco podran contar con el concepto de similitud geométrica dado que dos triangulos
de distinto tamafio tendran igualmente distintos angulos. Si deformamos la esfera hasta
convertirla en un cuerpo con forma de huevo, sus moradores no podran dibujar dos triangulos
congruentes en dos lugares distintos de la superficie, dado que los angulos de un tridngulo
situado al fondo del cuerpo sumarian méas que dos rectos, mientras que la suma de los angulos
del triangulo trazado sobre el lado opuesto seria distinta a la suma del otro triangulo.

Hay dos conclusiones particularmente importantes a las que llega Helmholtz a partir de estos
ejemplos. La primera de ellas afirma que los mencionados seres, con poderes intelectuales
similares a los humanos, desarrollarian distintos sistemas de axiomas geométricos de acuerdo
con el tipo de espacio en el cual se desenvuelven. Sin embargo, el meollo de esta primera
conclusion consiste en que se trata de la generalizacion de un supuesto, y que como tal no se
somete a discusion; esto es, se da por sentado que la geometria es producto de la forma como el
intelecto humano procesa la informacion, recibida por medio de los sentidos, del tipo de espacio
que habita. Hay varias objeciones a la mano para rechazar dicho supuesto. La mas evidente es
que de ser asi, la geometria por excelencia seria la geometria proyectiva, que es la que parece
ajustarse mejor a la perspectiva del observador. Una respuesta rapida podria sostener que la
geometria elaborada seria en todo caso intersubjetiva, tipo euclidea, ajena a cualquier
perspectiva, y, por lo tanto, en donde la posicién de un observador en particular no tie;1e la
menor relevancia. Pero también se podria objetar que los geometras no euclideos vivieron en un
espacio similar al de Euclides y bajo el supuesto antes mencionado, este tipo de geometrias seria
empiricamente imposible. Pero no me detendré mas en esta clase de objeciones y las alternativas
a las que darian pie con el objeto de evadir su posibie dafio.

La secunda conclusion a la que llega Helmholtz a partir de sus ejemplos consiste en lo siguiente:
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existe una propiedad geométrica especial segin la cual en una superficie es posible mover
libremente las figuras o los cuerpos sin alterar sus angulos y sus lineas. Dicha propiedad se
cumple solo para ciertos espacios y en la obra de Gauss recibe el nombre de “medida de
curvatura” de una superficie, porque para que se pueda cumplir tal propiedad es necesario que la
superficie en cuestion conserve en todos sus puntos la misma magnitud. En el caso de la
superficie esférica su medida de curvatura es positiva, en el del plano es nula, y, en una
superficie seudoesférica su constante es negativa dado que sus dos curvas principales se
encuentran en los lados opuestos.

Ahora bien, dado que la congruencia, segan se ha visto, no es una propiedad exclusiva det
espacio euclideo, puede plantearse entonces el problema sobre el origen de aquellas
especificaciones particulares que lo caracterizan. “Es decir la cuestion sobre si su origen es
empirico, si se derivan o pueden ser hechas evidentes por medio de hechos experimentales, o ser
correspondientemente testadas y quizas incluso refutadas por medio de ellos. Dentro de ésta
altima eventualidad habria que afiadir también que seriamos capaces de imaginar una serie de
hechos observables por medio de los cuales podria indicarse un valor de la medida de curvatura
distinto al del espacio plano euclideo. Desde luego, si otra clase de espacios es imaginable en el
sentido antes establecido, esto también refutara la afirmacion de que los axiomas de la geometria
son, en el sentido de Kant, consecuencias necesarias de una forma trascendental, dada a prioni, de
nuestras intuiciones” (Helmholtz ob. cit., p. 18).

Fue asi como en el plano filosofico se llegd a admitir, no sin cierto desencanto, que las
metageometrias, como las llamo Klein, echaban por tierra el edificio conceptual de la Est'ética
Trascendental. Desde luego, el nuevo panorama resultaba devastador para un fin de siglo en cual
el ambiente filosofico vivia principalmente al amparo de Kant. Como era de esperarse, se
hicieron toda clase de esfuerzos por salvaguardar el corazon del idealismo trascendental ante el
embate de los geometras empiristas. Algunos, los menos, optaron por deshacerse de la parte de la

Estética Trascendental relativa al espacio para ponerse al corriente con la nueva filosofia, pero la
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mayoria, entre los que se encontraban Lotze y Renouvier, prefirié desacreditar el valor de Jas
nuevas geometrias, y, acabar de tajo con el problema. Pero también se encontraban los
moderados que luchaban por sacar provecho de ambos bandos; y entre ellos se encontraba el
joven Bertrand Russell.

En Francia o, mejor dicho, en el mundo francofono, el debate sobre las implicaciones filosofica
de las geometrias no euclidianas ocuparon un lugar central en la filosofia matematica de la época
a partir de la publicacién de Los Prolegomenos Filoséficos a la Geomerria del filosofo y
matematico belga Joseph Delboeuf (1831-1896), en 1860. Los dos bandos principales en pugna
estaban formados, por un lado, por aquellos como Calinon y de Tilly, que se planteaban el
proyecto de dar forma a una “Géometrie Genérale”, en la cual la geometria euclidea seria sélo un
caso dentro de todos los espacios posibles; y, por el otro lado, los neokantianos, liderados por
Renouvier, para quienes no podia existir mas que una geometria posible y verdadera, que,
obviamente, identificaban con la geometria de Euclides. Si bien los promotores de una geometria
general simpatizaban abiertamente con el empirismo geométrico, introdujeron un elemento
novedoso que derivaria en toda una filosofia de la geometria y de la ciencia en general. Lo
interesante del asunto es que este refinamiento, que podemos caracterizar COmo la tesis de la
indeterminacion fisica del espacio, y que consiste en mostrar que el espacio fisico (o real en el
caso de Delboeuf'®) es neutral con respecto a los espacios ideales (geometria euclidiana y no
euclidiana), abrié el camino a la conocida posicion convencionalista de Poincaré. A. Calinon
(1893), p. 598, por ejemplo, afirmaba, con cierto aire premonitorio, que la indeterminacion del
espacio pasaba por distintos grados, de los cuales es mas notable era el nivel de conocimientos y
el estado de los instrumentos de medida disponibles hasta ese momento. Y si se usa la geometria

euclidiana para describir una gran variedad de fenomenos fisicos, no hay otra justificacidn que la

19 £ 1a obra antes mencionada Detbocuf se pronunciaba a favor de la geometria euclidea (contra la de Lobachevsky.
que era la unica que conocia en cse entonces) Como la descripcion verdadera del espacio real. pero despucs transito
hacia la tesis indeterminista. Panza (1995). pp. 32-54, observa correctamente que los proponentes de la geometria
general se oponian discretamente a la primera postura de Delboeuf. pero deja sin mencionar la cvolucion de cste
ultimo.
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familiaridad y la simplicidad que proporciona el atenerse a ella. Freudenthal, art. cit., p. 621, ha
sefialado, con razon, que el sentido original de la palabra convencionalismo no es otra cosa mas
que la aceptacion de que existen diversos tipos de geometria y que no hay ningin argumento de
peso para pensar que una de ellas es mas verdadera que la otra. Y afiade que es justo esto lo que
Poincaré aprendié de Helmholtz. Sin dudad hay mucho de cierto en estos comentarios
esclarecedores, pero tampoco descartan el hecho de que los promotores de la geometria general
tendian también hacia un cierto convencionalismo que encajaba a la medida con el de Poincare.
Tal es asi que Milhaud (1903), p. 773, al momento de resefiar La Science et ['Hypothese advierte
que los ensayos que componen el libro “ofrecen una vision de conjunto, como si se tratara de una
teoria completa, sobre él grado de convencion y de realidad que existe en los principios de la
ciencia racional”.

Ademas, si bien Poincaré retoma varios aspectos de la filosofia de la geometria de Helmholtz
(incluido el recurso constante a los seres inteligentes que habitan planolandia y esferolandia), en
el aspecto matemdtico su trabajo se encuentra enmarcado en la teora de grupos (de
transformaciones) y, por consiguiente, la cercania con Klein y Lie es mas fuerte. Se puede
argumentar, y con éxito, que aquello que se logra por medio de la teoria de grupos, sean
geometrias no euclidianas, euclidiana o cualquier otro conjunto de magnitudes, puede obtenerse
muy bien por medio de un multiplicidad n-dimensicnal. Pero tampoco pueden desdefiarse o
esconderse las diferencias de estilo y de tradicion que supone la eleccion de uno u otre enfoque.
Desde el punto de vista historico, la filiacion de Poincaré a la teoria de grupos se encuentra
atestiguada desde sus primeras notas en teoria de funciones automorficas (llamadas por él en un
principio funciones fushianas y luego, funciones kleinianas). Pero en un texto paralelo (1882) a
dichas notas, y cuyo titulo traduce literalmente el de la disertacion de Riemann, compara ambos
método y resultados, v, lo que para no nosotros es mas importante, introduce por primera ocasion
la tesis convencionalista, al sefialar que la geometria no es otra cosa que el estudio de cierta clase

de grupos, en donde, por ejemplo, el sistema euclideo o el de Lobachevsky remiten cada uno a



Los Fundamentos Filoséficos de la Geomemria
Capitulo I

un tipo particular de grupo. Luego sostiene que preguntarse cual de estos grupos es el verdadero
no tiene ningin sentido, ya que en vista de la aplicacion, el criterio de elecciéon vendra dado por
la simplicidad del grupo y por una serie de consideraciones de caracter experimental, tales como
si los objetos o cuerpos considerados guardan cierta similitud estructural con el grupo elegido
Quizi no esta de mas observar que ni Calinon ni Poincaré apelaban a la simplicidad tedrica de
manera ingenua. Ambos eran concientes que se trataba siempre de un ideal metodologico por
alcanzar y de un criterio de decision entre explicaciones rivales. Por tal motivo, incluso “los que
no creen que las leyes naturales deben ser simples, estan todavia obligados a menudo a hacer
como si lo creyeran. No podrian sustraerse enteramente a esta necesidad sin hacer imposible toda
generalizacién y por consiguiente toda ciencia” (Poincare 1902, p. 161).

Como se ha mencionado en el primer capitulo, Couturat asistio a los cursos de Poincaré sobre los
problemas epistemoldgicos que planteaban las geometrias no euclidianas, y, por consiguiente,
tenia a la mano un tratamiento técnico de primera linea y una interpretacion filosofica autorizada
sobre las mismas. Sin embargo, la posicion convencionalista de su maestro no se llevaba muy
bien con su novicio marco racionalista y la necesidad de una interpretacion mas acorde con sus
ideales filosoficos le parecia evidente. Es bajo dichas circunstancias como Couturat entra en
contacto con el Ensayo sobre los fundamentos de la geometria del joven Russell. Al respecto se
ha dicho en repetidas ocasiones, haciendo eco de una opinion de Poincaré, que la evaluacion de
Couturat sobre el libro de Russell es elogiosa en exceso y en momentos por completo

injustificada. No quiero negar que haya algo de razon en ese juicio, pero no me parece del todo

* Por otra parte, Adolf Griinbaum (1963), p. 673, n. 142, ha sostenido que “todo el convencionalismo de Poincaré
relativo a la geometria métrica es una elaboracion epistemologica dirccta de la concepcitén de Riemann sobre la
amorfosidad métrica de la multiplicidad espacial”; pero Giedymin (1982), pp. 1-41, discute ¥ cuestiona esta
interpretacion y ha propuesto una explicacion alternativa que se ajusta a la sugerida arriba (y por lo cual remito a
dicho trabajo para mavor informacion). Al respecto vale destacar. dado gue ni Griinbaum ni Giedymin parecen
haberlo notado. que Russell (1887) § 33. ya habia identificado el convencionalismo de Poincaré con Cayley y Klein
va que, de acuerdo con este uitimo método, los distintos sistemas geométricos se pueden obtener a partir del mismo
plano (euclideo) cambiando en cada caso la definicion de distancia, de tal forma que “el problema del espacio
euclideo queda stn conquistar y el unico problema restante es uno convencional y de conveniencia matemdtica”.
Dado que una multiplicidad espacial se convierte en una geometria euclidea o en una no euclidiana. segun s¢
introduzcan ciertos parametros de medicion. la fuente del convencionalismo de Poincar¢ es un asunto de simple
precisién histérica.
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justo a la luz de un analisis detallado de la cuestion. Sobre todo, es necesario combatir la idea de
que se trata de una resefia por completo elogiosa y de adhesion incondicional. De hecho, si se
pone menos acento en los adjetivos y mas cuidado en los argumentos emerge una imagen critica
que anula o reduce una cantidad considerable de esos elogios al nivel de ingredientes iéxicos
diplomaticos y de buena disposicion, propios de un intercambio intelectual caballeroso que se
tiene en alta estima. Comparemos ambos aspectos y veamos si €s asi.

El primer testimonio que tenemos de la correspondencia Russell-Couturat es justamente una
carta en la cual el segundo le hace saber al primero que sus amigos de la Revue de Métaphysigne
le han solicitado una resefia critica sobre el Ensayo sobre los Fundamentos de la Geometria,
pero que éi, debido a su desconocimiento del inglés, se habia visto tentado a declinar la oferta de
no ser por el interés que le despertaba el tema, y, sobre todo, porque la claridad y elegancia del
estilo, asi como el orden légico y el encadenamiento riguroso de las ideas del autor le han
permitido leerle sin dificultad y con placer. A lo cual agrega: “Pero sobre todo, he admirado su
vasta erudicion, la profunda inteligencia que usted posee sobre todes esos asuntos tan dificiles
como oscuros, la luz que hace resplandecer en la exposicion y en el resumen, la seguridad y el
vigor de las criticas que usted plantea (en particular a Helmholtz, a Riemann, y a Erdmann); y en
suma, el conjunto sistematico de puntos de vista que usted ha emitido sobre los principios de la
ciencia y la naturaleza del espacio, los cuales constituyen una solida y auténtica filosofia de la
geometria, la mas completa y la mas satisfactoria que yo conozca” !

Se ha dicho con justa razén que aquellos libros que el lector encuentra mas fascinantes son los
que al lector le hubiese gustado escribir, o, mejor aiin, son aquellos libros que el lector siente que
pudo haber escrito pero que por alguna razon u otra no lo hizo (porque de otra manera, se tendria

la sensacion de ser victima de un plagio). Son libros pues, con los cuales existe una complicidad

2 Carta det 03.10.1897. . Schmid (ed.) (2001), pp. 40-41. La carta inicia con las siguientes palabras: “Desde hace
va bastantc tiempo he querido darle las gracias por la resefia que usted hecho en Afind de mi tesis sobre El Infinito
Matemdtico. He notado con satisfaccion cl cuidado con el cual usted la ha leido y analizado, asi como la rectitud ¥
profundidad de las criticas que ha expuesto, y, por ello he quendo hacerle saber cuianto he reconocido su
concienzudo examen v su benévola severidad™.
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profunda, un acuerdo sobre los puntos esenciales que sélo el pudor puede silenciar. ;Se
encontraba Couturat presa de un sentimiento parecido o se trataba de un cumplido demasiado
condescendiente?, y si es lo primero, ;se puede establecer con claridad la magnitud de esos
presuntos acuerdos?

En mi opinion la respuesta es afirmativa siempre y cuando se deje de lado la posibilidad de un
afinidad completa y se valore el peso de sus acuerdos en relacion con los puntos divergentes. De
hecho, el desacuerdo se encuentra ya latente en la mencionada carta alli donde expresa su
aprobacion con respecto a las criticas hechas a la posiciones de Helmholtz, Erdmann y Riemann.
En el libro de Russell dicha critica corresponde al capitulo I1, relativo al examen de las filosofias
del espacio, en la cual incluye, ademas de los ya citados, al mencionado Delboeuf. La omision de
este ultimo hombre por parte de Couturat puede parecer, por un lado, un simple lapsus si se
repara en el hecho de que Russell apoya su argumentacion remitiendo al lector a una nota critica
de Couturat sobre Delboeuf en su libro sobre el infinito. Sin embargo, si, por otro lado, se toma
en cuenta la alta estima que tenia Couturat sobre el trabajo del pensador belga, tanto la omision
como el punto de discusion de Russell adquieren otro sentido. En concreto, Russell criticaba la
version de Delboeuf de la tesis sobre el indeterminismo del espacio, y segin la cual el espacio
real no podia ser ni homogéneo ni isogeno,?? pero que, en cambio, el espacio tedrico, producto
de la abstraccion del espacio real, podia poseer ambas propiedades. A Russell le chocaba esta

clase de realismo extremo sobre todo porque dejaba sin explicar como es que el autor habia

22 De hecho. Couturat. [ 10 ], p. 373, asume la distincion de Delboeuf y cuestiona el uso que Russell hace de ambos
términos: ~Ahora bien. el rasgo esencial de una forma de exteriondad cualquiera es. segin nuestro autor. la
homogeneidad. Solamente hace falta entender cl sentido que otorga a dicha palabra, para distinguirlo de otros
significados. En el sentido que lo enticnde Delbocuf, designa la independencia de la magnitud y de la forma: o dicho
en otros términos. 1a posibilidad de figuras semejantes, lo cual equivale. como se ha dicho. al postulado de Euclides.
Pero Russell entiende la palabra en un sentido mas restringido. ya que la aplica para designar ta independencia de la
magnitud (v de la forma) en refacién con Ia posicion, que ¢s lo que Delboeuf 1lama iségeno. Dicha propiedad
equivale al axioma de libre movilidad; esto es, a la posibilidad de desplazamiento de las figuras sin deformacion ni
variacién de magnitud. Russell distingue, sin duda, netamente ambos sentidos (§ 98. n. 2), pero haria bien en hacer
lo propio. y. por afladidura, decir por qué razones prefiere el scgundo sentido. No se trata de una simple cuestién de
palabras. va que lo que s pretende saber es si es posible afirmar a prior la homogeneidad del espacio en uno u otro
sentido. Al adoptar 1a terminologia de Delbocuf. que nos parece mds comoda y excluye cualquier equivoco. es
posible formular la cuestion como sigue: ;Por qué razon la propiedad necesaria de una forma de exterioridad
consiste solamente en ¢l rasgo iségeno, mas que en la homogeneidad?””
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llegado a conocer la constitucion del espacio real, pero también debido a su conviccion de que el
espacio euclideo se verifica por la via empirica. Por su parte, como buen idealista, Couturat
consideraba como carente de sentido hablar del espacio real al margen del espacio concebido.”
Dicho en términos quineanos, y, por consiguiente anacronicos y hasta cierto punto
desproporcionados, para Couturat sdlo tienen sentido las imputaciones geométricas sobre las
propiedades del espacio; esto es, lo que esas teorias afirman sobre como se encuentra constituido
el espacio.

De lo anterior se desprende que hay aqui solo un acuerdo parcial entre Russell y Couturat; es
decir, ambos coinciden en su critica al ultrarealismo de Delboeuf, pero esto no permite suponer
que Couturat comparta la conviccion russelliana sobre la naturaleza empirica del espacio
euclidiano. Ademas, la omision de Couturat parece indicar también que al centrar la discusion de
la posicion de Delboeuf en este punto, Russell pierde de vista los aspectos positivos de la misma.
Pero este es sin duda un desacuerdo minimo, como lo demuestra con claridad el comentario
posterior de Couturat en la carta antes mencionada: “La parte critica [de la resefia] sera limitada,
ya que me encuentro dichoso de ver que usted se sitia en un punio de vista racionalista ¥
criticista muy cercano al mio, de tal suerte que he visto con gran placer ciertas ideas mias
aprobadas y confirmadas por usted. Solamente mostraré algunas reservas sobre los axiomas
propiamente Euclidianos, sobre los cuales usted no ha suficientemente establecido, asi me
parece, su caracter empirico. Aparte de esto, no puedo mas que aceptar sus conclusiones, las
cuales me parecen definitivas™( Schmid (ed.) (2001), p. 41).

Si se toman como sinceras las palabras de Couturat, no cabria la menor duda de que habria
encontrado en Russell a su alma gemela; con lo cual, al declararse resueltamente a favor de su
filosofia de la geometria, se hacia de algin modo, de forma extravagante, una especie de
autoelogio. No obstante, sus reservas sobre el estatus empinico de los axiomas de Euclides no

permite tomar al pie de la letra sus palabras, en especial si se observa que este tema no era en

3 Cf 1), p. 544, v. Russell (1897). § 100.
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realidad un asunto marginal para ambos. Ademas, hay otro tipo de desacuerdos no declarados en
la carta, pero que se encuentran plasmados en la resefia y en el articulo de Couturat sobre las

relaciones entre el nimero y la magnitud. Pero vayamos por partes.

§ 3. Los fundamentos de la geometria segin Russell

Como ya se ha sugerido, el Ensayo de Russell buscaba ajustar la doctrina kantiana de acuerdo
con los sistemas geométricos no euclideos. Su propuesta consistia en una reelaboracion del
apriorismo a partir de los nuevos desarrollos de la logica moderna. Pero por légica moderna
Russell no se refiere a los sistemas algebraicos de la légica propios de Boole y De Morgan, ni
mucho menos a los lenguajes de formulas de Frege y Peano (que dicho sea de paso, le eran por
completo desconocidos), sino a la logica neohegeliana de Bradley y Bosanquet que estaba de
moda en Inglaterra por aquellos afios (y que repudiaba el algebra de la logica por ser incapaz de
dar cuenta de la “verdadera” naturaleza del razonamiento). El “logro” principal de esta nueva
logica consiste en la afirmacion de que todo juicio es simultaneamente sintético y analitico, y,
por tanto, la clasificacion kantiana de los juicios se encuentra necesitada de una renovacion
sustancial. En términos altamente vagos, Russell sostiene que este resultado se encuentra
justificado en “el hecho™ de que todo juicio “combina partes de un todo y analiza un todo
descomponi¢ndolo en partes".“

Al margen de lo que pudo significar esta presunta evaporacion de la distincion analitico-sintético
prequiniana, resta todavia averiguar la forma como dicha logica opera en relacion con la
dicotomia a priori y a posteriod. En particular, tal “confrontacion logica” del apriorismo

consistia, por un lado, en una delimitacion tajante del a priori logico de lo subjetivo, relegando

! Russell (1897). § 56. Para aumentar la confusién del lector. Russell agrega el sorprendente comentario: “Siendo
esto asi. ia distincién entre andlisis v sintesis. cualquiera que sea su importancia en la légica pura. puede no (ener
valor cn cpistemologia™. (No podria ocurrir lo mismo para ¢l nuevo resultado de la légica neohegeliana?
Desafortunadamente. Russell asume de forma dogmatica la doctrina de Bradlev y Bosanquet. v remite a las obras de
estos para quicncs s¢ encucntren intercsados en las demostraciones de dicha tesis.
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este ultimo al campo de la psicologia. Siguiendo en particular a Bradley, sostiene que toda
verdad necesaria es hipotética, en el entendido que el fundamento de su verdad descansa en la
relacion necesaria que se da entre las premisas y la conclusion. De paso conviene observar que la
conexion entre esta nocion de verdad necesaria y lo a priori no es nada clara e incluso resulta
dafiina para lo que se propone defender, puesto que impide tomar los axiomas Zeometricos como
verdades necesarias, puesto que la necesidad recaera siempre en la relacion entre los axiomas y
los tecremas.

Pero al margen de este tipo de atolladero, sobre el cual volveremos al final de este apartado, debe
decirse también que en la propuesta russelliana se defimita el a priori logico, como el elemento
formal del conocimiento, de los aspectos materiales del mismo. Dicho de otra forma, para la
teoria del conocimiento solo es relevante lo a priori en tanto categoria logica, el cual ha de
distinguirse con abscluta claridad de todo rasgo que sea producto de la experiencia: “El elemento
formal lo constituiran los postulados que son completamente necesarios para que el
conocimiento sea posible y también, todo lo que puede deducirse de esos postulados; por otra
parte, el elemento material lo constituira todo lo que vaya a rellenar la forma aportada por los
postulados formales: todo lo que es contingente o dependiente de la experiencia, todo lo que
podria haber sido de otra manera, aunque sin hacer imposible el conocimiento” *

Como se ha indicado en el capitulo anterior (§ 1), Couturat era un detractor de los métodos
psicologicos en filosofia, y, por consiguiente, veia con simpatia los argumentos de Russell para
desechar lo subjetivo de lo a priori. Para ambos era un prolegémeno basico separar aquello que
compete al filosofo y al cientifico, y si lo subjetivo es un tépico que por derecho penenecé ala
psicologia, la cual a su vez es o debe ser una ciencia empirica, entonces los resultados que pueda

obtener sobre este tema seran irrelevantes a la teoria del conocimiento; esto es, la filosofia en

* Russell (1897). § 3. Y mas adelante (§ 57) aclara: “Desde el punto de vista de la logica general. solo serdn
aprioristicas las leves del pensamicnto v las categorias. con las condiciones indispensables de su aplicabilidad; pero
desde ¢l punto de vista de una ciencia particular debemos llamar a priori cualquier cosa que haga posible la
experiencia de lo que constituve la materia de dicha ciencia. En particular para la geometria considcramos a priori
cuanto haga posible la cxperiencia de la externalidad en cuanto tal.”
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tanto epistemologia le antecede en el orden logico debido a que, entre otras cosas, Su objetivo
consiste en el analisis del componente formal del conocimiento que se presenta como condicion
de todo posible conocimiento. Y ya que se da por sentado que es justo este componente formal el
que garantiza la certeza apoditica del conocimiento, la cuestion fundamental que Russell se
plantea es la siguiente: “;podra ser imposible la experiencia cuando se desniega algun axioma o
postulado? O en un sentido mas estricto, tratando de aprioridad dentro de una determinada
ciencia, ;sera imposible la experiencia como objetivo material de esa ciencia, prescindiendo de
alglin axioma o postulado?”. %

La forma como semejante cuestion se traduce en concreto a la problematica propia de la
geometria general de finales del siglo XIX es tan patente que, por el contrario, mas bien el lector
de entonces se pudo sentir inclinado a preguntar coémo seria este planteamiento, digamos por
ejemplo, en el campo de la biologia. De cualquier forma, cuando Russell se cuestiona si la
experiencia seria imposible si se prescinde del llamado postulado de las paralelas de la geometria
euclidiana, puede entenderse que no solo se le suprime sino que mds bien se le sustituye por otro,
y, que este no es el Gnico caso posible; esto es, que también cabria preguntarse ;seria imposible
la experiencia cuando se sustituyen dos o mas axiomas o postulados de la geometria de Euclides?
Si se deja de lado la cuestion kantiana, es claro que en el primer caso se estaria ante la geometria
de Lobachevsky, mientras que en el segundo, por ejemplo, ante la geometria de Riemann. Pero el
hecho de que Russell haya planteado su problema como la ausencia de uno o mas axiomas,
obedece a que su intencion era subrayar los axiomas o postulados que son comunes a foda
geometria, y no, como podria pensarse en un principio, en si tal o cual geometria no euclidiana
hace imposible la experiencia, es decir, lo que se intenta responder es si existen axiomas y
postulados que sean comunes a todas las geometrias conocidas (hasta ese momento), y si esos

axiomas y postulados compartidos son suficientes para determinar a priori las condiciones de

6 Russell jbid., § 5. Coutural. por su parte. afirma: “El problema capital de la Critica consiste en determinar. en
cuanto al conocimicnto. la parte que corresponde a lo a priori v la parte que corresponde a lo a pesteriori. dicho de
otra forma. se propone determinar las relaciones entre 1a razon y la experiencia™ [ I |, p. xvil.
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sentido. sostiene que si los sistemas geométricos difieren en la forma como definen sus
propiedades métricas (medidas numéricas de ciertas magnitudes espaciales), y que tales
propiedades pueden, como han demostrado Cayley y Klein, derivarse de enunciados proyectivos;
entonces, en general, puede afirmarse que las diversas geometrias difieren en sus propiedades
cuantitativas, mas no en sus propiedades cualitativas, y, por consiguiente, estas Gltimas deben
considerarse a priori. Ademas, dichas propiedades cualitativas se encuentran formuladas por
medio de tres axiomas de la geometria proyectiva, los cuales, expresados filosoficamente, habran
de determinar las condiciones de todo espacio posible:

I Se pueden distinguir diferentes partes del espacio, pero todas las partes son
cualitativamente similares v se distinguen solamente por el hecho inmediato de que
cada una de ellas esta fuera de la otra.

18 El espacio es continuo ¢ infinitamente divisible; al resultado de esa division infinita o
cero extension se le llama punto.

[1L. Dos puntos cualquiera determinan una figura Unica llamada linea recta; tres puntos
cualquiera definen un plano; cuatro puntos cualquiera determinan una figura de tres
dimensiones, y lo mismo vale para cualquier nimero de puntos.

El axioma 1 se conoce como axioma de homogeneidad, el Il como axioma de la dimension, y el
I11, axioma de la linea recta. En la geometria métrica adquieren un aspecto un tanto distinto y
Russell les denomina alli axioma de libre movilidad (o congruencia), axioma de dimension, y
axioma de distancia, respectivamente. Para demostrar su caracter a priori, es pertinente mostrar
que o bien definen los rasgos esenciales de la forma de exterioridad, o bien, expresarll las
condiciones necesarias y suficientes de la posibilidad de toda medida, y para tal efecto ofrece en
cada caso dos argumentos, uno trascendental o filosofico, y el otro, geométrico. Antes que nada
es conveniente observar que las anteriores afiraciones de Russell apuntan hacia una imagen del
espacio entendido como un conjunto de relaciones (i.¢., 1a linea es la relacion entre dos puntos, el

plano la relacion entre tres puntos, etc.,), y que dicha doctrina relacional, despojada de su
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vestimenta nechegeliana, sera mas tarde un elemento central de su concepcion logicista de las
matematicas. También conviene tener presente que los axiomas enlistados no son fodos los
axiomas de la geometria proyectiva, sino solo aquellos que son presuntamente comunes a todos
los sistemas geométricos. Asimismo, no hay que olvidar que se encuentran formulados en
términos filosoficos porque a partir de ellos se define el concepto filosofico de forma de
exterioridad.

Pero qué hay con respecto a los presuntos acuerdos entre Russell y Couturat. Si tenemos presente
lo que se ha dicho en el capitulo anterior saltan a la vista varias coincidencias. Por ejemplo,
como se ha indicado antes, 1) ambos coinciden en que et problema principal de la critica consiste
en delimitar lo a priori de lo a posteriori; pero también, 2) para ambos las definiciones
matematicas (geométricas) son irremediablemente circulares; ademas, 3) la aritmética juega un
papel meramente simbolico en la geometria, v, 4) en particular, los nimeros imaginarios, cuyo
uso en el algebra es legitimo, tienen en geometria una representacion ficticia y convencional.
Pero hay ademas otras coincidencias mas proximas a los parecidos de familia que solo salen a
flote cuando se les examina en detalle. Por ejemplo, la discusion de Russell sobre la prioridad
(logica) de las propiedades cualitativas sobre las propiedades cuantitativas, en tanto que las
segundas presuponen las primeras, recuerda el alegato de Couturat sobre la prioridad (racional)
del aspecto cardinal sobre el ordinal en el concepto de nimero. Aunque las anteriores
coincidencias son significativas no parecen justificar del todo el entusiasmo de Couturat por el
Ensavo de Russell. En particular, queda por ver si los acuerdos se mantienen en cuanto al
planteamiento kantiano y a la solucion que le acompaiia. Pero antes de llegar ahi retrocedamos
un poco en el tiempo y veamos cual era la posicion que Couturat habia tomado con respecto a las

geometrias no euclidianas dentro del ambiente filosofico frances.

§ 4. La critica de Couturat a Renouvier



Légica v Lenguaje en Louis Couturat
Victor M. Hernandez Marquez

exterioridad de todo espacio posible.

Con el objeto de offecer una respuesta positiva a esta interrogante, Russell se vale del auge y
desarrollo de la geometria proyectiva que sirvid de base al llamado Programa de Erlanger
representado principalmente por Félix Klein, y cuyos antecedentes inmediatos se encuentran en
el trabajo del matematico escocés Arthur Cayley.”” Dicho en breve, la tarea emprendida por estos
gedmetras consistio en ofrecer un modelo proyectivo de las geometrias no euclidianas, lo cual
fue posible gracias a una “reduccion” de las propiedades métricas de los diversos sistemas
geométricos a propiedades proyectivas, de tal suerte que la geometria proyectiva se presenta
como la base de todo sistema geométrico. Para evitar equivocos es conveniente sefialar que
Russell no se apoya propiamente hablando en el programa de Erlanger, sino en los trabajos
previos que abrieron el camino a dicho programa, y este hecho no tendria mayor importancia si
no fuera porque implica una superacion del método proyectivo y con ello, muestra que Russell se
habia quedado rezagado con respecto a las ultimas contribuciones de quien fuera en esta obra su
influencia matematica mas visible.

Pero el caso es que para Russell el modelo proyectivo representaba un desarrollo técnico de
primera importancia, puramente matematico pero carente de valor filosofico. La causa de esto
obedece a que el método proyectivo para generar los distintos sistemas geométricos depende de
como se defina la distancia en cada caso, vy para Cayley y Klein se trataba meramente de un
asunto de conveniencia matematica donde el problema ontologico no tenia cabida. El
convencionalismo en si nunca ha sido muy rentable en filosofia, sobre todo porque vuelve
extremadamente dificil la idea de conocimiento y con ello, da alas a los incrédulos. Para res;)lver
este tipo de inconveniente se requeria entonces interpretar ¢l método proyectivo a la luz del
problema filosofico que enfrentaba el idealismo kantiano. Es asi como la respuesta neohegeliana

al problema kantiano se convierte en la subordinacion de lo cuantitativo a lo cualitativo. En este

¥ La famosa frase de Caviev. "la geomelria métrica es una parte de la geometria proyectiva. y la geometria
provectiva es toda la gecometria™. sugicre ya la interpretacion fundacional de Russell. Sobre ¢l programa de Erlanger
véase Birkhoff v Benent (1988). sobre el apogeo de la geometria provectiva en Inglaterra véase Joan Richards
(1986). v sobre su influencia en Russell véase Richards (1988),
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Como ya se ha mencionado, las geometrias no euclidianas plantearon serios problemas
epistemologicos a los sistemas filosoficos establecidos. Pero no se requeria contar con un
sistema filosofico muy elaborado, como el kantiano, para sentirse perplejo ante las nuevas
circunstancias. Bastaba suponer, como lo habia hecho casi todo el mundo, que la geometria de
Euclides representaba fielmente el llamado espacio real, de tal modo que el hecho de que se
pudiera concebir la existencia de otras geometrias, de otros espacios, levantaba sospechas sobre
la veracidad de ese supuesto. Por ejemplo, en un borrador postumo, Frege formula la cuestion
del siguiente modo: “Nadie puede servir a dos amos a la vez. No es posible servir al mismo
tiempo a la verdad v a la falsedad. Si la geometria euclidea es verdadera, entonces la geometria
no euclidea es falsa, y, viceversa, si la geometria euclidea es verdadera, entonces la geometria
euclidea es falsa” *®

Como muchos otros, Frege pensaba que la geometria de Euclides era de facto la verdadera y que
los otros sistemas no eran mas que seudociencias. Desde nuestro punto de vista actual semejante
juicio parece una aberracion, como increible resulta constatar que la gente de aquella época no
pudiera “ver” que el papel arrugado en el cesto de basura, los pliegues de la ropa al sentarse o la
planta del helecho que adomna el estudio, no admiten una representacion euclidea. Pero lo
anterior demuestra a lo sumo que el empirismo duro no tiene mayor fundamento y merece
abandonarse. Sin embargo, este €s un tema que no nos interesa por ahora.

Lo cierto es que entre la comunidad filosofica francesa las opiniones sobre las geometrias

divergentes no diferian en sustancia de las de Frege. Renouvier, por ejemplo, habia dedicado el

*# Frege (1979). p. 169. Debido al profundo apego a su teonia de la verdad. Frege fuc extremadamente conservador
en geometria v esto, aunado a su aversion hacia la posicion formalista. le impidiéo comprender qué habia hecho
Hilbert en Grundiagen der Geometrie, en donde ademas de los axiomas euclidianos v no cuclidianos. aparecen
axiomas para geomctrias no arquimcdianas. Este es el motivo por ¢l cual Freudenthat. ant, cit.. p. 618, comenta: “Al
regaiar a Hilbert como a un estudiante. Frege se unia también a los Beocios (nunca he entendido por qué es tan
altamente estimado hov en dia)”. Coffa (1986), p. 8. por otra parte. pone las cosas de la siguiente manera: “El reto
fue una prueba dificil para los filosofos:; una prucba cn que, es triste decirlo. todos fracasaron. Frege. por ejemplo, el
mds ilustrc y penetrante de todos cllos. argumentd que todas las geometrias no euclidianas cran falsas v que por
consiguicnte debian colocarse. junto con la astrologia v la alquimia. en la categoria de fas seudociencias. Los
geometras devolvicron tal conscjo dando las gracias y volviendo al objetivo de resolver sus propios problemas
filosoficos sin ayuda externa™. Dado que Frege nunca hizo publico su rechazo a las nuevas geometrias. este ultimo
comentario no debe tomarse como histoéricamente exaclo.
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mismo esmero en atacar a las metageometrias y al infinito actual. En un articulo con el
pintoresco titulo “La philosophie de la régle et dq compas”, ofrecia lo que bien puede tomarse
como la posicion oficial de la escuela neocriticista. Su analisis iniciaba con una clasificacion de
los postulados euclidianos segun la teoria del juicio kantiana, distinguiendo los postulados
analiticos (como el principio de conservacion de la figura segin el cual es posible desplazar a
través del espacio cualquier figura sin que sufra alguna deformacion), de los axiomas sintéticos a
priori (como el famoso principio segun el cual la distancia mas corta entre dos puntos es la
recta). Luego discutia lo que llamaba los sofismas de la geometria general, y, en primer lugar,
negaba que el postulado alternativo de Lobachevsky (i.e., por un punto se pueden trazar varias
paralelas a una recta dada) pudiera verificarse experimentalmente. Alegaba también que los
gedmetras no euclidianos faltaban a la légica al confundir aquello que es contradictorio con
aquello que es propiamente absurdo. El argumento curioso sobre el que fundaba su afirmacion
consistia en sefialar que dado que el postulado de las paralelas de Euclides no era contradictorio
en si mismo, puesto que de ser asi se trataria de un juicio analitico, crear una nueva geometria
con la negacion de este postulado, pero manteniendo los demas, puede perfectamente
desarrollarse sin temor a contradiccion intrinseca alguna. Pero la falta de contradiccion no
impediria que la negacion del postulado fuese absurda; es decir, de “contradecir los principios
reguladores del entendimiento”. En consecuencia, para Renouvier, la coherencia del nuevo
postulado no demostraba su legitimidad, sino simplemente que se trataba, como su
contradictorio, de un juicto sintético indemostrable.

Por otra parte, para Renouvier era claro que la proliferacion de diversos sistemas geoméfricos
(que, aducia, aunque coherentes en si mismos se contradicen y excluyen los unos a los otros),
conduce al escepticismo, puesto que no hay criterios claros y definitivos para decidir sobre cual
de todos esos sistemas es el verdadero. A su juicio, esta clase de enredos epistemologicos eran en
gran medida producto de un misticismo algebraico, mediante el cual se atribuye realidad objetiva

y virtud creadora a un nimero desenfrenado de formulas analiticas, ya que es mediante trucos
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algebraicos como se cree poder crear espacios a voluntad.

Ahora bien. en la resefia del articulo de Renouvier, Couturat se proponia discutir la posicion
neocriticista a la luz de las conclusiones a las que Poincaré (1891) habia llegado en sus propios
trabajos geométricos, pero sobre todo en su célebre ensayo, mas filosofico, sobre las geometrias
no euclidianas. “Nos contentamos, declaraba, con el modesto pero qtil papel de intérprete del
sabio matematico; dado que, como él mismo confiesa, afirma muchas cosas que no demuestra, y
sus afirmaciones se encuentran tan condensadas que requieren, creemos, de un comentario que
las haga accesibles a los «profanos»”.* En primer término, Couturat se vale del famoso simil del
diccionario de Poincaré para explicar la nocion de modelo (que Beitrami y Klein ya habian
introducido) v segun el cual se pueden fradicir, por ejemplo, los teoremas de la geometria de
Lobachevsky en proposiciones euclidianas. Luego, explica la teoria de superficies de Gauss-
Riemann de acuerdo con el cual las diferencias entre los distintos sistemas de tres dimensiones
pueden describirse adecuadamente en funcién de la nocion de curvatura espacial como una
extension de la curvatura unidimensional; es decir, asi como una linea curva con curvatura
constante define un circulo, mientras que una linea curva con curvatura constante nula define una
recta, de forma analoga el grado de curvatura de una superficie define los distintos espacios, de
tal suerte que una superficie de curvatura positiva constante (K > 0) genera como modelo una
esfera v las figuras que se puedan aplicar sobre ella, mientras que una superficie con curvatura
constante nula ( K = 0) define el plano euclidiano de tres dimensiones. Las superficies de
curvatura constante negativa (K < 0) definen tanto las superficies paraboloides hiperbdlicas, que
semejan una silla de montar, como las seudoesferas de Beltrami. En seguida discute el método de
Riemann que permite generar multiplicidades espaciales de » dimensiones; o cual a su vez

permite la inclusion entre espacios (esto es, si A y I tiene el mismo nitmero de coordenadas 7,

[ 41].p. 71. Cuatro paginas antes vislumbra cl tema de su tesis doctoral en francés: “El autor ha reafirmado de
nueva cuenta los principios bien conocidos de la critica del infinito... no nos permitiremos detenernos sobre dicha
tcoria debido a que no cs esencial para cl tema que nos ocupa. Ademas. haria falta un libro para examinar y discutir
a profundidad el «enviciamiento de la idea de mimero» ¥ «la lucha de las matematicas contra lo inconmensurable»™.
Por otra partc. Sanzo (1976), p. 403, afirma. erroneamente, que Couturat pretende defender a Poincare de las criticas
de Renouvicr.
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entonces hay una multiplicidad -espacio- V, de n + 1 coordenadas, que los contiene). Y con
respecto a los espacios de cuatro dimensiones, Couturat comenta, a proposito de Renouvier: “Sin
duda, para poder construir y comparar entre si diversos espacios de tres dimensiones, haria falta
disponer de un espacio de cuatro dimensiones, pero para tal objeto basta con que se pueda
concebir este Ultimo espacio. Y no hay nada que impida concebirlo, puesto que la idea de un
espacio de cuatro dimensiones no es mas contradictorio que uno de tres; pues a lo mucho lo que
se puede decir es que no contamos con una intuicion de tal espacio, pero esto no es suficiente
para considerar que sea absurdo”.

De esta manera, Couturat desecha la opinién equivocada de Renouvier segun la cual las
geometrias no euclidianas se excluyen entre si y conducen al escepticismo. En seguida parece
asumir la conocida postura convencionalista de Poincaré™ reafirmando que no tiene sentido
preguntarse si la geometria euclidiana es verdadera con respecto al mundo real: “No hace falta
creer, como la mayoria de los gedmetras, que la sola experiencia pueda decidir entre todas esas
geometrias igualmente validas desde el punto de vista logico. En efecto, toda verificacion
experimental es y no puede ser mas que aproximada, y en consecuencia, ninguna experiencia
podra probar que el espacio real (admitiendo que dicha locucién tenga algin sentido) es
absolutamente euclidiano™ ™'

Este es, como vimos en el capitulo anterior, uno de los argumentos de Couturat para apuntalar la
posicion de que el continuo geométrico asi como el infinito numérico no se pueden venficar, ni
falsear, por medio de la experiencia. El argumento en si no implica necesariamente una postura
convencionalista, vy, de hecho, para Couturat ayuda a confirmar la sospecha de que el esbacio

euclideo “forma parte de nuestra constitucion mental y es una condicion de toda experiencia”.

3 Zahar (2002). cap. 3, intenta mostrar. sin éxito a mi juicio. que el llamado convencionalismo geométrico de
Poincaré es un nombre inapropiado. ya que no se corresponde con su filosofia global de la ciencia. la cuat es.
supuestamente ¥y como la del autor. en esencia popperiana. Uno de sus fallos principales consiste en que su
approach no es. como ¢l declara. histérico o cuasi histérico. sino en todo caso. seudohistérico. y puesto que
descuida el contexto particular que motiva la posicion de Poincaré no es sorprendente que encucntre paradojicas
muchas de sus afirmaciones.

3! [4]. p. 73. Ademas. aiiade el conocido condicional de Poincaré. segun el cual si la geometria fuese una ciencia
experimental. entonces no seria una ciencia exacta.
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No obstante, esta interpretacion parece ir en contra de la negativa del maestro a conceder que los
enunciados geométricos sean juicios sintéticos a priori, negativa que, por consiguiente, también
se opone a la teoria criticista de los postulados geométricos de Renouvier. Pero para Couturat la
diferencia de puntos de vista descansa en el fondo en una cuestion meramente terminologica que
se puede superar facilmente aclarando el sentido real de dicha negativa. Es decir, segiin Couturat,
Poincaré sostiene que los juicios geométricos no son sintéticos a priori debido a que su negacion
no es ni inconcebible ni contradictoria, pero, aqui hay un error en la expresion que traiciona su
pensamiento, puesto que lo que en verdad quiere decir es que tales juicios no son ni juicios
sintéticos mi juicios a prior, o, si se prefiere, no son juicios analiticos (I6gicos), ni son juicios
experimentales; lo cual, por otra parte, no implica que no puedan ser juicios sintéticos a prior.
Esta ultima alternativa, sostiene Couturat, “no contradice en absoluto la teoria de Poincaré; a
saber, que esas expresiones son convenciones arbitrarias; es decir, definiciones disfrazadas. En
efecto, los postulados son arbitrarios en el sentido de que no poseen ninguna necesidad logica y
no admiten el principio de contradiccion; pero aunque el autor reconoce que «nuestra eleccion,
entre todas las convenciones posibles, se encuentra guiada por los hechos experimentales»; esto
solo seria asi a menos que no se impongan, para hablar la lengua de Kant, mas que por medio de
una necesidad de orden estético y definan el espacio euclideo, que es la forma a priori de la
sensibilidad” **

(Se encuentra aqui Couturat distinguiendo, aungue sea vagamente, entre lo analitico y lo a
priori? En mi opinidn no, y, no me detendré en especulaciones anacronicas de esa indole, puesto
que su objetivo consiste, por un lado, en conciliar l[a postura de Poincaré con el ideal.ismo
criticista de Renouvier. Ambos, segun Couturat, coinciden en rechazar el empirismo o el
realismo de geometras como Gauss y Lobachevsky, el cual considera que es en el fondo

contrario a sus propias geometrias. Y la leccién que debe sacarse de este asunto, aconseja con

3 Ibid.. p. 76. De nueva cuenta. Sanzo (ibid.. p. 404), hace una lectura equivocada de este pasaje cuando afirma que
Couturat “defiende el kanuismo sin darse cuenta que su distincion tajante entre anafitico vy sintélico es basicamente
cartesiana. La distorsidn de Couturat se debe. en este periodo. msds a una confusion que a una intencion deliberada”.
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osadia, es que los matematicos requieren una cultura filosofica que les permita evitar caer en
errores semejantes. El comentario era, sin duda, inatil si se recuerda que Gauss recomendaba a
sus amigos no prestar oidos a “la hueca sabiduria verbal de los filosofos metafisicos™. Pero en
fin, por otro lado, Couturat también buscaba tomar distancia de ambos pensadores con respecto
al criterio para decidir entre varias alternativas: “Es posible, por consiguiente, presumir que entre
todos los espacios posibles nuestra eleccion se encuentra guiada no, como lo cree Poincare, por
los hechos experimentales, ni asimismo, como piensa Renouvier, por una intuicion a priori; sino
mas bien por principios racionales. Si esta presuncion se encuentra justificada, lo esta entonces, y
solamente en el caso de que se pueda calificar a la metageometria de absurda y de «contradecir
los principios reguladores del entendimiento»” [4], p. 84.

Couturat no aclara cuales serian los principios racionales que fungirian como criterio, pero a la
luz de su obra posterior sobre el infinito, es evidente que el principio racional pertinente seria el
principio de Cournot. Sin embargo, no me detendré aqui a especular de qué forma el uso de
dicho principio le permitiria tomar partido entre los diversos sistemas geométricos; basta con
mencionar que el principio se inclinaria por la geometria de Euclides.”® Por lo pronto es
conveniente sefialar otra consecuencia que Couturat encuentra inevitable de la discusion
precedente, debido a que coincide un tanto con la teoria que Russell retoma de los logicos

nechegelianos ingleses con respecto a la distincion kantiana entre lo analitico y lo sintétice. En

3 En [71. p. 649. a proposito dc un libro de Lechalas, cscribe: "No podemos, por consiguicntc. suscribir la
conclusion empirista de Lechalas. segun la cual «entre la infinidad de geometrias igualmente racionales. la razén no
sabria cémo clegir entre ellas: no obstante. la expericncia pucde revelar cuil de cllas se realiza en nuestro universo».
En todo caso. estamos dispuestos a aceptar la conclusion inversa. cambiando una palabra: Entre todas las geomctrias
igualmente iégicas. solo la razon puede v debe elegir entre ellas. Lechalas confunde. en efecto. lo absurdo v lo
contradictorio. ¥ parcce creer que una geometria no contradictoria es lo mismo racional: esto ¢s. que la razon sc
satisface con que no viole el principio de no contradiccion... Para que un sistema de ideas sea racional. no es
suficiente que sc encuentre exento de contradiccion. hace falta ademds que sc someta a ciertos principios sintéticos.
los cual no por ser en apariencia menos rigurosos ¢ imperativos que cl principio analitico, no dejan de ser menos
necesarios v a priori”. El lector atento habra notado que Couturat retoma la distincién de Renouvier entre lo
contradictorio v lo absurdo, a la cual recurrc también en su tesis sobre el infinito. En la resefia sobre dicho libro.
Lechalas. (1897). p. 638. n. 2, comenta: “En la distincién entre lo absurdo y lo contradictorio. Couturat se
reencuentra con su adversario perpetuo. Renouvier. Nosotros nto sabriamos como admitirlo. en rigor. mas que en las
ciencias factuales en donde el término sc puede aplicar a aquello que contradice una verdad bien establecida. O
cuando ¢l motivo obedece solo a los principios. el absurdo no contradictorio es aquel que choca con nuestros
prejuicios .
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efecto, si los juicios geométricos no son en verdad propiamente juicios, sino que se trata de
definiciones disfrazadas que resultan comodas para la representacion de los hechos
experimentales, es claro que la teoria criticista de los postulados geométricos es falsa y debe
abandonarse; ademas, como dicha teoria se basa en la distincion kantiana entre juicios analiticos
y juicios sintéticos, también habra que despedirse de dicha distincién, puesto que no tiene ningun
sentido en cuanto a la matematica se refiere. Es decir, las expresiones matematicas no son juicios
sobre la experiencia, pero tampoco son juicios analiticos (l6gicos), “porque las proposiciones de
esta ciencia no comportan ni sujeto ni atributo; y, por consiguiente, no establecen ninguna
relacion de inclusién entre conceptos, y son completamente ajenas a las reglas del silogismo
aristotélico. Por lo tanto, creemos con firmeza que la teoria légica del juicio geométrico no podra
restablecerse” [4], p. 85.

;En qué sentido se puede decir que las expresiones geométricas son entonces juicios sintéticos a
priori? No hay forma de encontrar una respuesta clara en la resefia de Couturat, y todo lo que se
puede decir al respecto es, como ya se ha mencionado, que son sintéticos a priori porque se
aplican de antemano a la experiencia de acuerdo con principios racionales. Sin embargo, si
efectivamente se trata de convenciones arbitrarias a las que no parece tener sentido predicarles
valores de verdad, ;por qué entonces Couturat continia hablando de juicios, aun y cuando se
trate de juicios sintéticos a priori en el vago sentido mencionado arriba? Una respuesta posible es
que Couturat conserva la palabra jricio (y lo mismo vale para la palabra proposition) debido a
una simple inercia verbal; aunque también cabe la posibilidad de que no se encuentra muy
convencido de la teoria que intenta defender o que, al menos, es conciente de que se trata de una
teoria incompleta que es necesario desarrollar mas a fondo. Pero hay también otro aspecto que
no parece encajar del todo en la tesis convencionalista de Poincaré que Couturat hace hasta cierto
punto suya. Me refiero al criterio de existencia en matematicas entendido como ausencia de
contradiccion o como requisito de coherencia ldgica interna. Mas adelante discutiré este punto

con respecto a Poincaré, pero por lo pronto basta con observar que al apegarse a este criterio,
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Couturat niega en los hechos su afirmacion de que los juicios matematicos son ajenos a las reglas
de la logica. Es decir, Couturat no es del todo consistente al aceptar implicitamente que si bien el
principio de no contradiccion no vuelve racionales a todos los sistemas geométricos, al menos les

concede la gracia de existir como entes matematicos.

§ 5. Poincaré y el convencionalismo racionalista de Couturat

Por otra parte, resta por ver si Poincaré se encontraba conforme con la aclaracion v, sobre todo,
con la enmienda que su pupilo hacia con respecto a la naturaleza sintético a priori de la
geometria euclidiana. Hasta donde he podido averiguar no hay ningun pronunciamiento explicito
al respecto, pero es posible pensar en una respuesta negativa a partir del articuio “Sobre el
espacio y la geometria”, en el cual Poincaré se propone extenderse sobre algunas afirmaciones,
que ya habia hecho en el ensayo sobre las geometrias no euclidianas, con el objeto de cuestionar
la opinion kantiana predominante del espacio como representacion a priori: “Se dice a menudo
que las imagenes de los objetos exteriores estan localizadas en el espacio y, asimismo, que no
pueden formarse sino con esa condicion. Se dice también que ese espacio que sirve asi de marco
preparado expresamente para nuestras sensaciones, €s idéntico al de los geometras, ya que posee
todas sus propiedades... Pero conviene ver si no sufren alguna ilusion que un analisis profundo
podria disipar™. ™

Dicho analisis. que huele a Helmholtz por todos lados, inicia con una comparacion entre las
propiedades del espacio geométrico y las propiedades del espacio representativo, es decir, entre
la geometria euclidea y el marco de las representaciones y sensaciones. Las unas y las otras no

coinciden (i.e., uno es continuo, el otro no; uno es homogeéneo, el otro no; etc..} ¥ si lo hacen es

* poincaré (1895). p. 631. Zahar (2001), p. 68. se encuentra por lo tanto fuera de lugar cuando afirma: “Es bien
sabido que uno de los grandcs logros de la matematica del siglo XIX cs haber demostrado 1a consistencia relativa de
las geometrias no cuclidianas. su cuasi consistencia con la geometria euclidea. La posicién de Kant segon la cual la
mente nace equipada con un continuo cuclidiano tridimensional. dcbia. por consiguiente. abandonarse o bien
modificarse considerablemente. El proyecto de Poincaré puede verse como un intento de reinstaurar este aspecto
importante de la filosofia kantiana™.
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de forma muy limitada vy distorsionada, pues en todo case, ¢l espacio representativo no seria mas
que una imagen deformada, bajo cierta perspectiva, del espacio geométrico. Por ejemplo, la vista
solo puede percibir dos rectas paralelas a corta distancia, pues si nos situamos en medio de una
carretera observamos que las lineas de seguridad de los extremos de la carretera se juntan en un
punto en el horizonte. En consecuencia, no puede hablarse con propiedad de una representacion
de los objetos externos en el espacio geométrico, sino a lo sumo, que se razona sobre ellos como
si estuviesen situados en ese espacio. En este sentido, el espacio geométrico es el resultado de la
forma como el entendimiento reelabora aquello que le es dado por los sentidos. Pero el espacio
geométrico que nos es familiar. lo es debido a un proceso de instruccién experimental, y no hay
nada, en principio, que impida cambiar el sistema de ensefianza (esto es, cambiar de geometria).
Si la geometria euclidiana fuera, como piensan los kantianos, un marco impuesto o inherente a
los seres humanos, entonces seria imposible imaginarse un espacio distinto al descrito por
Euclides. Dado que no es asi, no cabe mas que asumir que el espacio geométrico es una creacion
libre del intelecto que se acomoda con singular flexibilidad a los datos de la experiencia. El
hecho de que en la geometria ordinaria se pueda ignorar la deformacion que sufren los cuerpos
en el mundo fisico es una muestra de ello. Todo lo anterior permite pensar que el espacio
geométrico, “se nos impone, no como una forma de sensibilidad, sino como una forma de
nuestro entendimiento”.

Si lo que se ha dicho al final del capitulo anterior con respecto al nitmero y la magnitud es
correcto, en el entendido de que estas dos nociones no tienen nada que ver con las formas de la
sensibilidad, Couturat estaria entonces muy proximo a la posicion de Poincaré, y su desacuerdo
se limitaria a la cuestion sobre si efectivamente el espacio geométrico se impone por medio de
una forma del entendimiento o bien, por medic de la razon; lo cual, dicho sea de paso, podria
superarse por medio de un ajuste de vocabulario, de manera analoga a como lo habia hecho antes
con respecto a la asimilacion de las convenciones geométricas como juicios sintéticos a priori. El

hecho de que el breve comentario de Couturat sobre este articulo de Poincaré centre su atencion
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en otros puntos parece prestar cierto apoyo a esta interpretacion. Sin embargo, la critica misma
parece llevar a otro lado, de tal suerte que resulta dificil sacar una conclusion definitiva sobre el
particular. Es decir, Couturat critica el analisis de Poincaré en ambas direcciones (tanto como
espacio geométrico como espacio representativo) sin discutir su propia propuesta ni las
conclusiones principales a las que llega el contrincante. En primer lugar, sefiala que en la
explicacion que Poincaré ofrece del numero de dimensiones y del origen de la nocion de punto
en el espacio geométrico envuelve en ambos casos una peticion de principio. El conjunto de
desplazamientos posibles de un cuerpo solido forma lo que en analisis se denomina un grupo de
fransformaciones, y se dice que este grupo define el espacio. Para que el movimiento del cuerpo
sea factible se requiere contar con puntos fijos, los cuales deberan formar un grupo parcial o
subgrupo; se dice que el grupo es de orden 6, el subgrupo de orden 3, y que la diferencia entre
ambos grupos 6 — 3 representa el nimero de dimensiones del espacio, pero con es;ca explicacion
no se ha conseguido en realidad nada ya que si el grupo total consta de 6 variables
independientes se debe a fin de cuentas a que el espacio posee de antemano tres dimensiones. Y
algo muy similar puede decirse de la definicion analitica de punto.

Como respuesta, Poincaré (1897, pp. 64 y 65) sefiala que no es ésta la forma como él ha querido
argumentar y si Couturat lo ha entendido asi, se debe en parte a que en la exposicion no ha
podido evitar el lenguaje matematico, el cual mas que aclarar su posicion la ha oscurecido. Pero
lo que ha querido describir es la forma como el intelecto interactia con la experiencia para
construir el espacio geométrico ideal. Es decir, el proceso mediante el cual se conjuga lo dado
por los sentidos y el elemento ideal geométrico; es asi como se empieza discriminando entre los
cambios observados, aquellos que corresponden al desplazamiento de los cuerpos. A partir de
alli se empieza a estudiar experimentalmente las leyes segun las cuales se rige el movimiento de
fos cuerpos. Hasta aqui lo (inico que se reconoce es que el espacio tendria tres dimensiones y que
la posicion de un cuerpo se encuentra determinada por seis cantidades; o, dicho de otra forma, la

experiencia muestra que los desplazamientos de un cuerpo se comportan como las sustituciones
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de un grupo de orden seis. Pero la experiencia sugeriria otra cosa st estuviésemos situados en un
mundo no euclidiano. Por lo tanto, la pregunta que se hace Couturat, ;como sé que el grupo es de
orden 67, no es, o no debe entenderse como una cuestion que amerite un razonamiento
geométrico, sino una constatacion experimental. Pero no es la experiencia la que da forma a la
nocién de grupo, pues la nocion preexiste en el entendimiento, 0 si se prefiere, lo que preexiste
es la capacidad de formar esa nocion. La experiencia no es para los humanos mas que la ocasion
para ejercitar dicha potencia. Es decir, lo que muestra es que entre todos los grupos simples que
el entendimiento pueda formar, hay un cierto grupo que se aleja lo menos posible de la
observacion. Pero es el intelecto el que juzga cual es el mas comodo al momento de considerar el
desplazamiento observado y es gracias a esta convencion que los movimientos se comportan
rigurosamente como las sustituciones de un grupo. En suma, concluye, si el entendimiento no
contase con la nocion de grupo, no se podria construir conceptualmente nada, pero esto no quiere
decir que se trate de una forma impuesta a nuestra sensibilidad, pues siempre se tendra el
derecho de escoger, teniendo en cuenta las indicaciones de la experiencia, entre todos los grupos
posibles.

Aunque la respuesta es bastante admisible dentro del analisis propuesto por Poincaré, debe
también reconocerse que el autor afirma literalmente en su articulo que “es en las relaciones
entre el grupo y su subgrupo en donde habra de buscarse la explicacion del hecho de que el
espacio tenga tres dimensiones” (Poincaré (1895), p. 641); asimismo, el hecho de que haya
eliminado justo todo este paragrafo en la reimpresion del articulo en La Science ef L Hypothése
permite suponer que la critica de Couturat era al menos justa en este punto. Pero no se puede
decir lo mismo de su critica al analisis del espacio representativo, la cual se encuentra
prejuiciada por su aversion al psicologicismo en filosofia. De hecho, Couturat, [ 7 ], p. 660,
pierde de vista el proposito del andlisis fenomenologico de Poincare cuando declara: “La génesis
psico-fisiologica del espacio bosquejada por Poincaré, no es menos falaz [que la explicacion

matematica]. Consiste, en resumen, en explicar las dimensiones del espacio por medio de las
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sensaciones musculares, las cuales considera como coordenadas”. Con semejante afirmacion,
parece como si entendiera que el espacio geométrico es para el autor una prolongacion natural, o
bien, un mero refinamiento conceptual del espacio representativo. Con justa razén, Poincaré (art.
cit., p. 67) no logra entender cudl es ¢l sentido de las objeciones de su antiguo alumno, pues
pareciera que le atribuye justo el objetivo opuesto al que intenta llegar; es decir, como si
intentase mostrar que el espacio geométrico y el espacio representativo coinciden en sus
propiedades fundamentales, pero solo para desdecirse mas adelante y caer en una supuesta
contradiccién. Y no se equivocaba, como se puede apreciar en el siguiente pasaje: “Lo que
demuestra perfectamente que la psicologia no logra explicar el espacio, es que se ve
forzosamente inducida a distinguir el espacio geométrico del espacio sensible, pero sin dar
cuenta mas que de este ultimo. Este es ya un fracaso y un signo de impotencia, puesto que el
espacio geométrico es el Gnico que posee un valor objetivo, tanto desde el punto de vista practico
como cientifico, pues es alli donde localizamos nuestras percepciones, donde proyectamos las
figuras y donde construimos el mundo fisico... Ademas, falta recoger una preciosa confesion de
Poincaré¢, ya que déspués de haber enumerado las propiedades del espacio geométrico (continuo,
infinito, homogéneo, isdgeno, y con tres dimensiones), observa que el espacio visual no es
infinito, ni homogéneo, ni isogeno, y que cuenta con dos dimensiones... Eso quiere decir, de
nueva cuenta, que el espacio visual no es en verdad un espacio, o al menos, que no ofrece
ninguna de las caracteristicas del espacio geométrico y que no tiene nada en comun con €l. No se
sabria encontrar una mejor forma de probar que el espacio geométrico no es un objeto de la
intuicion sensible y que no toma prestado de la experiencia ninguna de sus propieciades

esenciales™’.

35 7). p. 662. Zahar. loc. cit.. hace. curiosamente. una lectura muy similar a la de Couturat: “Poincaré distingue entre
dos tipos de espacio: la multiplicidad matemdtica v el espacio representativo. Este altimo se construye a partir de
datos de los sentido a través de un proceso que no presupone ninguna nocion de espacio. Lo unico que se requicre es
nuestra habilidad para recordar las sensaciones con el objeto de ordenarlas en el tiempo v decidir si dos sensaciones
pasadas son o no disccrnibles (observemos aqui de mancra ocasional la primacia del tiempo sobre ei espacio).
Poincaré pasa luego a mostrar que las propiedades matematicas del espacio geométrico. tales como ia dimension y la
estructura de grupo. poseen sus respectivas contrapartes en €l espacio representativo”.
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No hay duda, por consiguiente, que el desacuerdo de Couturat es antes que nada, producto de un
equivoco patente motivado a su vez por una mala lectura, quiza demasiado prejuiciada, del
ensayo de su maestro. También parece indicar que para Couturat el espacio representativo nunca
podria identificarse con el marco inamovible kantiano, pero de alli en adelante no tenemos
elementos para formarnos una idea de como seria a su juicio tal marco, st es que existiese. Pero
de igual forma no es posible entender bien a bien como es que Couturat concibe los juicios
sintéticos a priori de la geometria, si, por un lado, reconoce que s¢ trata de definiciones
disfrazadas. v. por el otro, son ajenos a las formas de la sensibilidad y se imponen al mundo por
medio de misteriosos principios racionales.

Ahora bien, los comentarios anteriores solo nos permiten formamos una idea muy general sobre
la posicion de Couturat, y, esto obedece en gran medida a que no desarrolla sus puntos de vista
mas alla de las exigencias que comporta su critica a Renouvier, Poincaré y a la posicion
empirista. Pero al mismo tiempo su critica no es mas que una manifestacion de la insatisfaccion
que le provoca la forma como los neocriticistas y los gedmetras franceses pretenden resolver los
dilemas metafisicos que plantean las geometrias no euclidianas. A su juicio, la ausencia de una
interpretacion filosofica adecuada es en el fondo producto de un desequilibrio intelectual entre
ambos bandos: es decir, a unos les hace falta los conocimientos que poseen los otros, y
viceversa. A su juicio, se trata de un problema que en gran medida es producto del sistema de
ensefianza de su pais. Es, por lo tanto, bajo el espectro de tan incomoda situacion como deben
leerse las declaraciones introductorias de su resefia sobre el Ensayvo sobre los Fundamentos de la
Geometria: “Es a un inglés a quien ha sido reservado et honor de haber resumido y sacado' ala
luz los descubrimientos y progresos de la geometria moderna para beneficio de la teoria del
conocimiento. La obra de Russell contiene. dentro de un volumen reducido, toda una filosofia de
la geometria; la cual ha sido elaborada por un filosofo versado en las mas recientes teorias
matematicas v que es, al mismo tiempo, un iniciado dentro de la gran tradicion criticista. Es

posible definir el espiritu y el alcance de este trabajo erudito, sefalando que se trata de la
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Estética Trascendental de Kant, revisada, corregida y aumentada a la luz dela metageometria”.3 6
Seguramente tales afirmaciones debieron calar hondo en la autoestima y el orgullo nacional de
los pensadores franceses, y, en este sentido, no puede descartarse que al calificar la resefia de
Couturat como un “éloge peu banal”, Poincaré dejara escapar un cierto resentimiento. Se puede
cuestionar si la percepcion negativa de Couturat era correcta ¢ no. pero no puede negarse la
percepcion en si; pero ademas, si se analiza la literatura francesa sobre el tema, tanto aquella de
la que hablan Russell y Couturat como aquella que no mencionan, se encontrara que, en efecto,
no hay ningiin trabajo filosofico equiparable, ni en tamafio ni en profundidad, con el ensayo de
Russell. Dicho de otra forma, la alternativa francesa: criticismo sin nuevas geometrias, o bien,
geometrias sin criticismo, no era en lo absoluto atractiva para Couturat.

Por otra parte, de cuando en cuando se habla de la actitud hostil de Poincaré hacia Couturat,
principalmente en el contexto de la polémica contra el logicismo, pero poco o nada se ha dicho
sobre las causas que motivaron tal actitud. Por ejemplo, los cometarios de McLarty (1997), p.
110 y 111, son por completo irrelevantes en este sentido. Pero todo 1o que he venido comentado
hasta este momento parece sugerir que el gran pecado de Couturat consistio en confesar en
publico su insatisfaccion ante las propuestas filosoficas de sus compatriotas y, al mismo tiempo,
hacer patente su aprobacion hacia el trabajo de un extranjero desconocido. Sin embargo, también
ya he dicho que es necesario tener reservas con respecto a la calidad v cantidad de los acuerdos

entre ambos pensadores, por lo cual es el momento de volver sobre este asunto.

35 110]. p. 355. Lincas antces sc lce: “Desde hace sobre todo treinta afios. la geometria no euclidiana ha sido objeto de
numerosas investigacioncs v ha tomado un desarrello prodigioso; v ha llegado ¢l momento de sacar de ese gran
movimiento de ideas las consecuencias filosoficas que conlleva. Sin embargo. para recoger el fruto de todos €sos
trabajos hace falta un espiritu a la vez cientifico v critico. que pueda combinar la vasta erudicion matematica con la
intcligencia de los problcmas filosoficos. Quc un cspiritu tal se cacucnire auscnic €n Francia cs para lamentarse, mas
no para asombrarse. pucs la falta no cs de los hombres sino de las instituciones. y. en particular. de ese absurdo
sistema de la bifurcacion que continua reinando en la organizacion de nuestros estudios. v a la deplorable escision
que ha tenido lugar entrc la filosofia v los conocimicntos cientificos. que son su alimento necesario”. Desde luego.
Couturat ignoraba las quejas de Russell sobre ¢l sistema de ensefianza de las matematicas en Cambridge. los
famosos Tripos. consagrados a la resolucion mecanica de problemas. Cf. Grattan-Guinness (2002). § 6. 1.3.
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§ 6. La critica de Couturat a Russell

Ademas de las coincidencias que ya se han indicado, desde el punto de vista meramente critico,
Couturat encontraba la argumentacion de Russell contra Lotze muy similar a la que €l mismo
habia formulado contra Renouvier. En ambos casos, en efecto, la critica va dirigida contra los
argumentos, sin conocimiento de causa, por medio de los cuales Lotze y Renouvier pretender
descalificar a los sistemas divergentes. Ambos, por consiguiente, estan de acuerdo en rechazar
cualquier posicion idealista negativa que en lugar de buscar una respuesta filosofica adecuada de
las geometrias no euclidianas, se limita a deshacerse de ellas por medio de argumentos formados
a partir de malas interpretaciones del objeto que pretenden destruir. Pero, resta entonces
constatar si la respuesta dogmatica de Russell es del todo adecuada a los ojos de Couturat.

Como ya he mencionado arriba, la propuesta de Russell consiste, a grandes rasgos, en una
delimitacion de las propiedades geométricas en cuanto a su caracter cualitativo y cuantitativo.
Las propiedades cualitativas, empleando las operaciones basicas de proyeccién y seccion, se
consideran como comunes a todos los espacios geomeétricos, tanto euclidianos como no
euclidianos, y con ello se establece que es justo en las propiedades métricas en donde difieren
entre si todos los sistemas. Las propiedades cualitativas esenciales se expresan por medio de tres
axiomas proyectivos, que en su conjunto, caracterizan la forma de exterioridad, que constituye la
condicion de todo espacio posible. Dicha forma de exterioridad es inteligible a priori y ajena a
cualquier intuicion sensible. Dicho de otra forma, los axiomas a priori de la geometria métrica,
sea euclidea o no euclidea, coinciden o se identifican con los axiomas fundamentales de la
geometria proyectiva, y son dichos axiomas 1os que definen las condiciones de posibilicfad de
todo espacio.

A la luz de lo que se ha dicho en el capitulo anterior, sobre todo en § 7, con respecto a las
relaciones entre el numero y la magnitud, debe ser claro que, al menos, por lo que corresponde a
los axiomas proyectivos, la propuesta de Russell se encuentra en la linea de pensamiento de

Couturat, ya que la nocion de magnitud se considera alli, de igual forma, como a priori,
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independiente de cualquier consideracion numérica, y, ajena a cualquier intuicion sensible. Sin
embargo, hay también aqui una diferencia en apariencia importante, aunque quiza superable sin
mayores CONSecuencias una vez que se ponen de manifiesto los usos de los términos. Es decir,
para Russell la nocion de magnitud supone necesariamente cantidad y, por lo tanto, establece
propiedades métricas ajenas a la geometria proyectiva, y, con lo cual admite una relacion intima
entre el numero y la magnitud que en cierta medida las vuelve indiscernibles. Pero ademas,
Russell deja sin contestar al menos una interrogante obvia, pues es claro que si las propiedades
meétricas son o remiten a magnitudes, ;qué Son entonces propiamenté las propiedades
cualitativas? Puede decirse a su favor que no existe una relacion simétrica magnitud-cuantitativo,
x-cualitativo, y por lo tanto no tiene sentido plantearse una pregunta que la imponga, pero la
respuesta seria en todo caso trivial, o en todo caso, hecha a modo, puesto que no se podria decir
lo mismo cuando se trata de caracterizar el estatus epistémico de tales propiedades; es decir, si
las propiedades cualitativas de la geometria se consideran a priori, jcual es entonces el estatus de
las propiedades métricas?

Pero antes de contemplar la respuesta a esta cuestion, debe mencionarse en todo caso, que la
magnitud tal y como la entiende Couturat guarda una similitud con las propiedades cualitativas
de Russell. en tanto que, como se ha mostrado en el capitulo anterior, es independiente del
numero y tiene un estatus a priori. Ahora bien, para Russell no hay duda que las propiedades
meétricas se encuentran inevitablemente relacionadas con cuestiones experimentales, y, por lo
tanto, deberan considerarse como sintéticas; o, dicho de otra forma, deberan encontrarse sujetas a
verificacion empirica. Esto significa que los axiomas propiamente euclideos (que segun Russell,
son: 1) El espacio tiene tres dimensiones, 2) Entre dos puntos dados solo pasa una linea recta, y
3) por un punto dado no pasa mas que una paralela a una recta dada) son verdades
experimentales. Como ya se ha mencionado, Couturat sostiene, aunque de manera un tanto
distinta, la tesis convencionalista de Poincaré sobre los juicios geomeétricos, y en consecuencia,

no podia encontrarse de acuerdo con Russell sobre el caracter experimental de las propiedades
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métricas. La objecion que lanza en primera instancia se limita a sefialar que la explicacion de las
razones que llevan a Russell a declara como empiricas las expresiones cuantitativas son
insuficientes y ameritan mayor profundidad. No basta, pues, demostrar que los axiomas comunes
a toda geometria sean a priori para afirmar que los axiomas particulares sean a su vez empiricos.
En todo caso, haria falta intentar un disefio experimental por medio del cual los axiomas se
puedan someter a contrastacion. Puede, como se habia propuesto antes, intentar medir los
angulos de un triangulo astronémico, pero su resultado no seria definitivo, ya que se trataria de
una prueba experimental indirecta meramente aproximativa cuyo margen de error anularia todo
intento de verificacion.

Este era en verdad un argumento inofensivo, puesto que Russell admitia que cualquier
verificacion de los axiomas seria aproximativa e indirecta. Aproximativa, porque toda verdad
empirica se encuentra sujeta a correccion debido a los errores posibles de observacion inherentes
en todo manejo experimental. Indirecta, porque su contrastacion ocurre en conjuncion con las
teorias fisicas en las cuales se encuentra involucrada la geometria (euclidiana). Sin embargo,
Couturat desmantela el holismo russelliano por medio de un contrargumento potente en el cual
muestra la inconsistencia en la que incurre Russell al negar, en el alegato contra Helmbhoitz, justo
lo anterior al distinguir la geometria pura y a priori, de la geometria aplicada. Luego abre la
posibilidad de contemplar otras leyes fisicas, distintas a las actuales (en esa época), basadas en
una geometria no euclidiana, y retoma el ejemplo de Poincaré, segun el cual cuando el fisico se
enfrenta ante el resultado experimental adverso a una conjetura fisica siempre optara por
modificar la ley natural antes de verse obligado a modificar o cambiar por completo la geometria
que le servia de base: “Russell mismo ha mostrado a la perfeccion que la fisica reposa por
completo en la geometria, y que por consiguiente la primera no puede servir para verificar los
axiomas geométricos (§§ 71, 73). Nuestras leyes son entonces en esencia relativas a la geometria
que hemos adoptado y son verdaderas bajo la hipotesis de un espacio euclidiano; pero esto no

prueba nada a favor de dicha hipotesis, ya que si se admitiera otra forma de espacio, serian
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reemplazadas por otras leyes igualmente verdaderas; es decir, que estarian en conformidad con la
experiencia. Segun una observacion muy ingeniosa de Poincaré, si fuéramos a constatar la
inexactitud de una de nuestras leyes fisicas, pensariamos sobre todo en corregir dicha ley mas
que en reemplazar toda la geometria. No se puede afirmar, por lo tanto, que el acuerdo de las
leyes fisicas con la experiencia constituye una verificacion empirica de los axiomas
geométricos”([10], p. 371).

Asimismo, Couturat recuerda que el propio Klein ya habia sefialado que todos los espacios
topologicamente distintos son igualmente compatibles con la experiencia. La observacion era
particularmente aguda puesto que este era un resultado del método Cayley-Klein del cual, como
ya se ha sefialado, Russell sacaba partido. No es dificil ver la conexion, puesto que si el universo
solo lo conocemos a partir de la vista o de la perspectiva asumida -esto es, de sus propiedades
proyectivas-, es posible construir indistintamente cualquiera de las geometrias métricas, dado
que todas ellas seran, a fin de cuentas, proyectivamente equivalentes.

Luego, Couturat se pregunta si no seria licito intentar demostrar los pretendidos axiomas
empiricos de Euclides recurriendo al método empleado por Russell para demostrar la necesidad
de los axiomas comunes. Como va se ha dicho antes, la aprioridad de los axiomas proyectivos se
demostraba por medio de una argumentacion por medio de la cual se establecia que tal axioma
representaba un rasgo esencial de la forma de exterioridad. o bien, que se trataba de una
condicion necesaria y suficiente de la posibilidad de medida. Sin embargo, entre ambas
alternativas solo la primera seria viable, ya que seguin la misma caracterizacion, estos axiomas
serian (y de hecho son) propiamente métricos. Ademas, la primera alternativa tiene la “ven'taja“
de ofrecer un alto grado de generalidad y vaguedad sobre qué es lo que puede contar como una
propiedad de la forma de exterioridad. Este comentario critico de Couturat no puede tomarse al
pie de la letra sino, en el mejor de los casos, como una forma de sugerir que la propuesta de
Russell se encontraba condenada al fracaso desde sus propios cimientos.

Pero en verdad los reparos de Couturat no se limitaban a la pretension russelliana de convertir



Los Fundamentos Filosoficos de la Geomelria
Capitulo IIT

los axiomas euclideos en verdades empiricas, sino que se extendian a la forma de caracterizar las
condiciones necesarias y suficiente de la posibilidad de medida. Dicho de otra forma, era claro
que Couturat no compartia la posicion de Russell sobre las relaciones entre el numero y la
magnitud, y en particular, la negativa de este tltimo a tomar la constante de curvatura como una
magnitud. Para poder comprender lo anterior es preciso apuntar que segun Russell, “un juicio
sobre magnitud es siempre un juicio de comparacién y, lo que es mas, la comparacion nunca esta
referida a cualidad, sino solamente a cantidad... la constante de espacio en tales espacios [no
euclidianos] es la unidad ultima, el término fijo en todas las comparaciones cuantitativas, y, por
consiguiente, se encuentra por si misma desprovista de cantidad, puesto que no existe ninguna
magnitud independiente con la que pueda compararse” (§ 79). Pero ademas, de aqui, deduce que
un ensanchamiento constante, en todas sus lineas y figuras, de un espacio no euclidiano
permaneceria inalterado y, por lo tanto, tal cambio estaria desprovisto de significado. Asimismo,
la independencia de la constante espacial implica que dos geometrias distintas no pueden
coexistir en el mismo mundo.

Si bien Couturat pensaba que la teoria de Russell sobre el nimero y la magnitud ameritaba
discutirse a profundidad, lo cual dejaba para otra ocasion, por lo pronto bastaba con “constatar
que contradecia otras afirmaciones del autor y que en si misma implica una contradiccion” (p.
375). En efecto, pues por un lado se decia que la magnitud no era mas que comparacion, pero
también afirmaba que los términos por comparar debian de existir antes de la comparacion, lo
cual era una forma de aceptar que la magnitud deberia existir antes de hacerse la comparacion. Y
no podria ser de otra manera, puesto que sin este supuesto la medida y la comparacion no
tendrian sentido ni fundamento. Pero justo esto ultimo impide negar que la curvatura espacial sea
una magnitud, puesto que para que una magnitud sea medible se requiere que pueda ser
comparada con otra magnitud de la misma especie, y si es posible medir todas las magnitudes de
la misma especie en relacion con la constante espacial, debe ser evidente que ésta ha de ser

también una magnitud.
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Pero las criticas de Couturat no se detenian alli. También sefialaba que en la geometria esférica
de Riemann (de curvatura positiva) hay pares de puntos sobre los cuales pasan innumerables
lineas, lo cual contradice el axioma de la linea recta (dos puntos en general determinan una linea
recta tinica) que Russell asumia como a priori, y lo mismo podria decirse de un espacio, como el
de Lobachevsky, con curvatura negativa (no nula). Pero también negaba que los sistemas no
euclidianos cumplieran con el axioma de relatividad del espacio tal como lo entendia el autor.
Objeciones similares lanzaba también al axioma general de las dimensiones, y al axioma
euclidiano sobre las tres dimensiones del espacio. Y por ultimo, dejaba entrever cual era en
concreto su propia posicion: “Para resumir nuestras conclusiones de manera exacta y completa
hace falta sefialar que el espacio es a la vez una forma del entendimiento y una forma de la
sensibilidad. Todos los axiomas geométricos son necesarios y a priori; unos debido a una
necesidad racional porque expresan los rasgos esenciales de toda forma de exterioridad; los otros
(al menos el referente al numero de dimensiones del espacio) en virtud de nuestra constitucion
sensible. Dicho en otros términos, todas las propiedades del espacio pueden conocerse a priori
con certeza, va sea porque de ellas emanan las condiciones necesarias de toda experiencia
posible, ya sea porque son el resultado de una condicién de hecho impuesta a nuestra
sensibilidad”(pp. 378 y 379).

Como puede apreciarse, la resefia de Couturat lejos de ser un elogio banal, como habia sugerido
Poincaré, cuestiona casi en su totalidad la propuesta de Russell, y no se limita, como le habia
prometido a este ultimo, a discutir el caracter empirico de los axiomas euclidianos. Por lo demas.
el adjetivo de Poincaré no deja de ser sorprendente ya que como se ha podido apreciar, Couturat
mantiene a su modo el convencionalismo geomeétrico de su maestro. Sin embargo, tambien
hemos constatado varios acuerdos relevantes o al menos no desdefables y que en buena medida
explican la estrecha relacion intelectual que se daria entre Russeil y Couturat a partir de este
primer intercambio critico. También ya se ha mencionado que la prolongacion de esta discusion

se encuentra en los ensayos de ambos sobre las relaciones entre el nimero y la magnitud, pero
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comentaré ambos escritos de manera rapida a través de la critica de Poincaré a la
fundamentacion filoséfica de Russell y la respuesta de este a las respectivas resefias de Couturat

y Poincare.

§ 7. La respuesta de Russell a2 Couturat

La respuesta a Couturat se limita a la cuestion sobre si los axiomas de Euclides pueden ser
verificados o refutados experimentalmente. Para que tal pregunta tenga sentido y pueda
contestarse de manera adecuada, aclara, se requiere tener en cuenta antes dos cosas muy
importantes: primero, que la posicion convencionalista de Poincaré debe rechazarse por
completo para que pueda darse por supuesto que los axiomas son o falsos o verdaderos, segundo,
que se distinga claramente entre la pregunta filosofica y la pregunta cientifica, y se tenga en
cuenta Unicamente la primera al momento de ensayar una respuesta. En este sentido, la cuestion
filoséfica puede plantearse del siguiente modo ;Puede hablarse de un experimento, posible o
imaginario, por medio del cual pueda establecerse un limite a la magnitud de la constante
espacial?, o dicho en términos mas amplios, ;es posible determinar empiricamente, aunque sea
de manera grosera, la naturaleza de nuestro espacio? La respuesta afirmativa a semejante
pregunta da pie entonces a la pregunta cientifica: ;cual es el mejor experimento, o el método mas
preciso, para determinar la magnitud de nuestra constante espacial?

Al admitir una prueba experimental que por su propia naturaleza nunca sera del todo exacta, se
estard al mismo tiempo aceptando que nunca podra saberse con absoluta certeza si el espacio en
el cual nos movemos es efectivamente euclideo. Pero no hay nada reprochable en ello, a menos
que se pretenda exigir algo que va mas alla de la naturaleza misma de la prueba experimental.
“Podriamos probar que el espacio no es euclideo, pero jamas podremos tener la esperanza de
demostrar que es rigurosamente euclideo, de la misma forma como nos es imposible probar

rigurosamente la ley de gravedad”(1898. p. 761). Dicho en términos popperianos, se podra
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refutar la hipotesis sobre la naturaleza euclidea del espacio, pero nunca se podra saber con
certeza si la hipotesis es verdadera.

Una vez que se ha aceptado las limitaciones que supone toda prueba experimental se puede
entonces sugerir un test sencillo, considerando un disco de tamafio normal, como una moneda,
marcando un punto en el canto, de tal forma que al hacer girar el disco una revolucién completa
en linea recta se pueda medir la relacién que guarda la circunferencia con el diametro, de donde
el valor de la constante espacial’’ puede deducirse. Russell se apresuraba a sefialar que si bien en
el experimento se daba por sentado la determinacion de una linea recta, esta era un precondicion
esencial de la medida. De cualquier forma, este era un ejemplo poco convincente a su favor, ya
que, como Gauss y Lobachevsky podrian alegar, el asunto es precisamente una cuestion de
tamafio, pero dejaré para mas delante mayores comentarios, cuando venga a cuento mencionar
las afirmaciones de Poincaré (y Lechalas) para desestimar la pertinencia de la propuesta
experimental russelliana.

Por otro lado, Russell acepta que su argumentacion a favor de la verificacion experimental de la
geometria de Euclides contradice, como observd Couturat en su momento, sus critica a la
pretension de Helmholtz de fundar la geometria en consideraciones fisicas. Sin embargo, apunta
que lo que en realidad debi6 haber dicho en este ultimo contexto es que la posidilidad misma de
la geometria no puede descansar en la fisica. Todo lo contrario, para que esta ultima ciencia sea
posible primero debe ser posible medir la magnitud espacial, puesto que las leyes fisicas
presuponen la viabilidad de la magnitud geométrica. Pero un poco mas adelante la réplica pierde
fuerza y se va al otro extremo cuando afirma que cuenta con un argumento extremada:‘nente
fuerte a favor del caracter a priori del espacio euclideo, el cual se deriva de la imposibilidad de
una magnitud absoluta (I’argument que se tire de 'impossibilité d’une grandeur absolue), pero

que en verdad se funda en lo contrario, es decir, en el rasgo absoluto de la magnitud de los

3 Russell. (1897), § 21. prefiere hablar de una constante cspacial para referirse al grado de curvatura de un espacio
tridimensional. debido a su negativa a aceplar espacios cuatridimensionales. v, por consiguiente. la coexistencia de
dos 0 mas geometrias (tridimensionales).
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angulos. El argumento tiene un aire paradodjico debido a que exhibe muy bien la actitud
ambivalente propia de una posicion neohegeliana que de repente no sabe que hacer con los
enredos que a pulso se ha forjado. La confusion aumenta al damos cuenta que en verdad lo que
Russell se pregunta es si es posible demostrar que la homogeneidad, en el sentido de Delboeuf,
es una propiedad a priori del espacio. Esto quiere decir también que Russell se olvida que antes
habia caracterizado la homogeneidad como un rasgo comuin a todo espacio y no como una
propiedad peculiar del espacio euclideo. La observacion bastaria para dejar de lado el argumento
mismo, pero dado que aqui se ve involucrada la “contradiccion de la relatividad de la magnitud”,
vale la pena detenerse un poco en ello.

Si se afirma como evidente a priori que los lados de un triangulo pueden ampliarse sin alterar la
razon de los angulos, deberian sostener igualmente que los angulos se pueden incrementar sin
alterar los lados. Pero esto ultimo es imposible en cualquier geometria. En consecuencia, si se
admite la naturaleza relativa de la magnitud no hay ningiin motivo de peso para dejar fuera la
relatividad de la magnitud angular. Como todo espacio posee una constante angular, no se puede
entonces inferir de la relatividad de la magnitud la imposibilidad de una constante espacial.

Es dificil apreciar la fuerza y el sentido que Russell le atribuye a este argumento, sobre todo
porque resulta un argumento extrafio viniendo de alguien que sostiene la relatividad de la
magnitud, pero como Russell admite que hay en esta nocion una contradiccion, algo que
Couturat habia puesto de manifiesto en su comentario, tal parece que la conclusion reproduce
simplemente la contradiccion de la nocion en las premisas, puesto que, si e€s que estoy
interpretando correctamente, fo que se ha querido establecer es que la relatividad de la mag;nitud
no incluye o afecta a la constante espacial, que es, o al menos, debe considerarse como una
magnitud absoluta. Dicho de manera menos paradgjica, la relatividad de la magnitud opera sobre
la base de una magnitud absoluta. Hay elementos para plegarse a esta interpretacion y sobre ellos
volveré un poco mas adelante, pero también hay suficiente materia para rechazarla ya que

Russell descarta que la contradiccion de la nocion de relatividad de la magnitud sea producto de
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la exposicién o de su concepcion particular de la magnitud, sino que es una peculiaridad de la
nocion misma. Esto es, la contradiccion es inherente porque la magnitud solo existe o se crea a
partir de la comparacion (con otra magnitud), y aunque los términos de la comparacion existen
de antemano, en si mismos no poseen propiedades cuantitativas antes de la comparacion. En
consecuencia, admitir una magnitud absoluta, aunque sea la constante espacial, es aceptar que la
magnitud no nace de la comparacion.

Si tenemos en cuenta la posicion neohegeliana de Russell no debe sorprender esta idea de la
magnitud, como tampoco debe sorprender que considere que “todo razonamiento geomeétrico es
a fin de cuentas, de tipo circular” (Russell (1897), § 108). Pero ya que antes he insinuado un
presunto acuerdo con Couturat en este punto, es importante notar que para este ultimo la
circularidad de las definiciones nominales de la matematica no son en absoluto contradicciones
formales y, por consiguiente, estas terminan resolviéndose en el plano racional, dejando las
nociones fundamentales sin una definicion propiamente matematica, pero ofreciendo una
justificacion racional de fas mismas. Por ejemplo, en su resefia Couturat comenta al respecto:
“En cuanto al circulo inevitable que conforman las definiciones geométrica, no se trata en
realidad de un vicio particular de la geometria, ni de un defecto inherente al espacio, stno que es
una suerte que corren todas las definiciones y demostraciones logicas desde el momento que se
exige, como afirma Pascal. que todo se daba definir y demostrar™.

Existe entonces una diferencia de fondo en este acuerdo superficial, puesto que a Couturat le
hace falta el espiritu neohegeliano en la misma medida que a Russell le hace falta el espiritu
geométrico de Pascal. En el caso particular de la nocion de magnitud, la vena neohege]ia;m es
méis palpable ya que de acuerdo con Bradley y Bosanquet, todo conocimiento implica una
comparacion; esto es, el reconocimiento de una diversidad en una relacion o la identidad dentro
de una diferencia, lo cual en este contexto no puede significar mas que la diferencia (menor o

mayor que) y la igualdad entre magnitudes.



La polémica con Poincaré sobre
el valor de la légica y el logicismo




Les mathématiques ont un triple but. Elles doivent
fournir un instrument pour I’étude de la nature. Mais
ce n’est pas tout: clles ont un but philosophique et,
y'ose le dire, un but esthétique. Elles doivent aider le
philosophe a approfondir les notions de nombre,
d’espace, de temps.

Las matemiticas tienen un triple fin. Deben
suminisirar un insttumento para el estudio de la
naturaleza. Pero eso no es todo; tienen un fin
filosofico y, me atrevo a decirlo, un fin estético.
Deben ayudar al filésofo a profundizar las nociones de
mimero, de espacio, de tiempo.

H. Poincaré

§ 1. Introduccién

A finales del siglo XIX y principios del siglo XX no existia una idea muy clara, entre filosofos y
matematicos, sobre la diferencia fundamental que hay entre la nueva logica simbdlica y la
aplicacion de la misma en el campo de los fundamentos de la matematica. Hay varias razones
que alentaron dicha situacion, y, quiza la motivacion principal y mas obvia se deba al hecho de
que algunos de los principales creadores de la nueva légica, como Frege, Peano y Russell, tenian
desde el principio como objetivo mostrar las virtudes de su empleo en el dominic matematico.
Otra razon del desconcierto era sin duda el trabajo fundacional de Richard Dedekind, quien sin
hacer uso explicito de un sistema légico, como el de Frege o Peano, afirmaba presentar la teoria
elemental de nimeros sobre una base estrictamente logica, y nadie lo dudaba. Otra razon no
menos importante es que la logica de Frege y Russell contenia una buena dosis de teoria de
conjuntos.

Y si tal situacion prevalecié por mas tiempo se debié al parecer a una cuestion meramente
terminologica, ya que en 1904, Luis Couturat y otros, propusieron bautizar a la nueva logica con
el término logistica, y luego, a finales de los 20, Fraenkel y Carnap, por separado, usaron el
término logicismo, para referirse al proyecto de Russell y Whitehead en Principia Mathematica.
Si bien la propagacion de este Gltimo término coincidié, mas o menos, con la entrada en desuso

del primero, no falté quien se dejara confundir por la aparente homofonia de los términos."

VBl Vocabulario técnico y critico de la filosofia de Lalande consigna, en la segunda edicién, 1928, los siguientes
sentidos del término logicismo (logizismus, logicism, logismoy. “Dectrina que otorga a la 16gica un Ingar
preponderante en filosofia... se dice en particular 1. de 1a filosofia begeliana... 2. de las doctrinas que otorgan una
autonomia absohuta a 1a 16gica y no admiten ninguna intervencién de la psicologia: “el logicismo de Husserl”™. Y en
una nota aclara: “En la primera edicién habiamos puesto este término entre comillas... como un neologismo todavia
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A la luz de lo anterior no debe sorprender el desacuerdo que reina sobre la polémica iniciada por
Poincaré contra Couturat y Russell sobre el valor de la logica y la utilidad de la misma en el
ambito matematico. No se trata de 1a tnica pelea librada entre los detractores y los simpatizantes
de la nueva Iogica, pero sin duda es la batalla que mis interés y pasion ha suscitado a lo largo del
tiempo. La razon de esto iltimo es sencilla si se logra ver el asunto bajo una perspectiva historica
més amplia. Dado su resurgimiento tardio, la l6gica matematica actual tenia un cierto origen
innoble y hasta cierto punto oscuro que la gran mayoria habia ignorado hasta que Lukasiewicz
mostré su conexién con la 16gica estoica y ciertas investigaciones escolasticas poco atendidas.
Pero como a principios del siglo XX el nexo era ain desconocido y sus nuevos padres eran
matematicos poco convencionales (como De Morgan y Boole), absolutamente marginales (como
Frege, Peirce y Schroder), o un tanto excéntricos (i.e. Peano impartiendo catedra con Formulario
en mano o redactando su famoso panfleto sobre la aritmética elemental en latin y en simbolos
logicos que nadie conocia), se llego a pensar que guardaba poca o ninguna relacion con la légica
cultivada por los filosofos. La situacion no dejaba de ser embarazosa tanto por el lado
matemitico como por el lado filosofico, ya que los matemiticos pensaban que se trataba, en el
mejor de los casos, de una ocupacién poco productiva de alguno de sus colegas, mientras que los
filosofos se veian amenazados o, al menos, intimidados por una disciplina que les resultaba por
completo irreconocible. La consecuencia natural de esta situacion un tanto “esquizofrénica” es
que ninguno de los mencionados autores se veia a si MiSmO cOmo un légico. Peckhaus ha
sefialado, por ejemplo, que de la descripcion que hacia Schroder de sus campos de interés teodrico
se desprende que no se consideraba como un légico sino mas bien como un algebrista. A finales
de los 20’s del siglo XX la situacion no habia mejorado sustancialmente ya que Fenstad, segin
refiere Wang (1996), p. 128, comenta que la poca atencion que habian despertado sus escritos
entre sus colegas escandinavos, orillaron a Skolem a trabajar en campos mas tradicionales y
“respetables” de las matematicas. En este sentido, podemos clasificar muy bien a los detractores
de la 16gica matematica de acuerdo con estas dos disciplinas y no es dificil adivinar en cual
bando se encuentra Poincaré (aun y cuando hay afirmaciones y argumentos suyos que lo hacen
también candidato al otro grupo).

sujeto a discusién”. Por contraste, Alonzo Church anota en la entrada del término logistic, en The Dictionary of
Philosophy (#a. edicién, 1947) editado por Dagobert D. Runes: “...1a palabra logistica ha sido empleada por algunos
como una referencia particular a ia doctrina Frege-Russell seghin Ia cual 1a matemética es reducible a 1a logica, pero
parece que ¢l mejor uso del término seria simplemente como sinonimo de légica simbdlica”. No hay, por lo demas,
una entrada para el término logicismo.
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Si bien el bando filoséfico ha sido acallado casi por completo (porque hay que reconocer que de
cuando en cuando se dejan escuchar todavia algim grito de protesta), debido a brillantes
defensas, entre las cuales destaca sin duda la de Lukasiewicz; por el lado matemético la suerte
ha sido otra, sobre todo a causa de los numerosos tropiezos sufridos dentro del programa
logicista, pero también debido a que las tartas 4 la créme intuicionistas, para usar la ingeniosa
denominacién de Dieudonné {1983), pp. 103-105, no han dejado de ser la golosina de ciertos
matematicos y filosofos. Es asi como en torno a la discusion de Poincaré contra Couturat y
Russell se suelen distinguir con nitidez dos tipos de interpretaciones antagéOnicas. Entre quienes
simpatizan con los légicos y los logicistas se menciona a Goldfarb (1988) y a Detlefsen (1992),
(1993), sin mucha justicia por cierto, mientras que entre quienes se declaran a favor de Poincaré
se puede citar a Chihara (1994) y a McLarty (1997).
Ambos bandos poseen varios puntos importantes a su favor, pero a mi juicio ninguno puede
reclamar la victoria definitiva, por la sencilla razén de que ninguno la tiene. En la mayoria de los
escritos citados se puede apreciar una falta de apego a las cuestiones historicas sobre las cuales
trascurre el debate, de tal suerte que se lanzan juicios a partir de sucesos posteriores o en relacion
con personajes lejanos al debate. No digo esto con un 4nimo meramente purista, sino porque al
perder la dimension historica se pierde también de vista cambios importantes en los significados
que al pasar inadvertidos no conducen mas que a malos entendidos. Y en este contexto en
particular tales incomprensiones son dificiles de esradicar porque se esconden bajo la ilusion de
que se sigue hablando de lo mismo. Més adelante daré varios ejemplos de lo que acabo de decir,
pero un adelanto bastara para poner en claro a lo que me refiero. Chihara, art. cit., p. 438, afirma
lo siguiente:

Para Poincaré el conocimiento matematico era a priori, y hasta aqui estaba en acuerdo

con los logicistas. En donde diferia de logicistas tales como Frege, Hempel y Carnap

era en la cuestion sobre si las verdades matematicas eran o no analiticas, ya que

asumi6 la posicion de que éstas eran sintéticas... A diferencia de Frege, Hempel y

% Cf. Lukasiewicz (1936) y (1937): (1975), pp. 109-139. Para evitar malos entendidos obscrvemos que Lukasiewicz
mostré “que Ja Jogistica no sdlo no es la filosofia ni una rama de clia, sino que no esid asociada con ninguna
tendencia filosdfica” (p. 129). Por ende, 1a 16gica como disciplina cientifica autonoma no admite necesariamente un
compromiso con ¢l logicismo. Sin embargo, esto no significa que para Lukasiewicz no existiera una conexion, si
bien no tan fuerte como la que exige el logicismo, entre l6gica y matemdticas, y, en general, con toda rama del saber
en la cnal se ven involucrados razonamientos: “los logisticos buscan el mayor rigor posible, y ello puede alcanzarse
mediante Ia construccion de un lenguaje tan preciso como sea posible... Por medio de esos signos queremos caplar
algunas leyes del pensamiento que serian aplicables a la matemdtica y a la filosofia, y a todas las disciplinas que
hacen uso del razonamiento” (pp. 130y 132).
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Carnap, Poincaré pensaba que era absurdo suponer que las verdades matematicas

fueran analiticas, pues asumia que tenemos un conocimiento a priori de verdades

sintéticas.
Al margen de si efectivamente para Poincaré una verdad matematica es una verdad sintética que
se conoce a priori (cosa que veremos mas adelante), desde el punto de vista historico estos
comentarios son extremadamente inadecuados porque, hasta donde se sabe, Poincaré nunca se
ocupd de Frege, mientras que los textos de Hempel y Carnap, que parecen tener que ver con la
cuestion, aparecieron muchos afios después de la muerte del primero.3 La pregunta obvia es, ;por
qué menciono a estos pensadores y no a Couturat y a Russell, quienes eran los directamente
involucrados en el debate? Hay, desde luego, en esta historia mas dramatis personae, entre los
cuales podriamos nombrar a Cantor, Peano, Burali-Forti, Zermelo y Hilbert, pero ninguno de
ellos se ajusta a la comparacion que pretende establecer Chihara.
Pero puede argumentarse que independientemente de la precision historica, Chihara no falta a la
verdad puesto que, en efecto, para Frege, Hempel y Camap, la matemdtica es analitica. Sin duda.
Pero tampoco con ello se avanza demasiado puesto que analitico no significa lo mismo para
Frege y para el diio Hempel-Carnap (y no faltari quien afirme que estos dos Gltimos ni siquiera
entienden lo mismo por tal término). Para Frege, un juicio analitico es aquel que se puede
demostrar a partir de puros principios (y definiciones) logicos, mientras que para los segundos,
se trata de un juicio que es verdadero en virtud del significado de sus términos o de su forma.
Este es el motivo por el cual Benacerraf ha dicho con humor que si Frege fue el primer logicista,
también fue el ultimo.* Pero también es posible preguntar si Poincaré y Frege emtienden lo

3 1a conexién, sin embargo, se encuentra sugerida ya en la antologia de Bencerraf y Putnam (eds.) (1983), en donde
aleDde}bmpdhsigmimnﬁmamnedmﬁmbdePdMémChihmwmeam;madénu
influencia wmwmnmmmm:dmmo@wmalmmmm
sistematico (segiin los problkemas que en ese entonces consideraron relevantes) y no histérico; por consiguiente, enel
estudio introductorio hay una falta total de ubicacion historica sobre los materiales scleccionados (de hecho, sobre el
articulo de Poincaré no hay comentario alguno). Como libro de texto, ka compilacién era una manifestacién de la
recomposicién posanalitica de la filosofia estadounidense (como de hecho lo es también el alegato de Chibara,
amqmdemmmmnoemém);pem,apemrdcmhmsmmhgmmmdch
tendencia analitica a considerar sus opiniones y preocupaciones intelectnales como atemporales. Cf. Sobre estos
tnltimos temas véase Barradori (1996), pp. 24ss.

“ O como dice poco mds adelante: “Hasta donde sé, nadie después de Frege -y ciertamenie no los “logicistas™ del
siglo veinte-, ha precisamente sostenido la posicion que Frege defendié en Grurdlagen ni se ban visto movidos por
aquello que 1o motivé a escribir esta cbra maestra”, Benacerraf (1995), p. 48 Por otra parte, no deja de ser irdnico
qwmhpimamﬂeddaﬁmbChﬂmabdeﬁmacﬁﬁw,mnrdaﬁwmw,thwStdmrmm
del logicismo en Mathematical knowledge (1975). Por ejemplo, una lincas més adelante contimia: “Debe scr claro
ahora, independicntemente de Jo que se pueda pensar a partir de la kectura de la explicacidn que da Steiner del
logicismoenelplimerc:apimlodcmﬁbm,qmladispﬂaeﬂm?oinmréyloshgicistas—deﬂamemclogiciﬂasdel
tipo ejemplificado por las concepciones de Frege, Hampel y Camnap - no fue sobre si el conocimicnto matcmatico es
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mismo por analitico,’ o si el primero entiende lo mismo que Hempel y Carnap. Como respuesta
podra encontrarse que existen afinidades sorprendentes entre el primero y los ultimos, pero para
hacer completamente “conmensurables” ambos discursos tendriamos que reinventar a Pomcaré o
envejecer aim mas a los segundos. En consecuencia, Chihara pretende hablar de lo mismo
cuando en el fondo existen divergencias importantes que no se pueden soslayar.

Al respecto vale la pena tener presente, como lo ha sefialado Dieudonné, art. cit., p. 107, que “el
periodo 1895-1906 en que se sitian las polémicas en las que participan, entre otros autores,
Poincaré, Russell y Couturat, nos parece presa de una confusion extrema .. de tal modo que
intentar presentar esos debates bajo una forma coherente no seria mas que traicionar la verdad
histérica”. Por tal motivo mi intencidén sera darle continuidad al tipo de comentarios que se ha
hecho en los capitulos anteriores, poniendo mayor énfasis en el contexto historico del debate,
limitandome a los aspectos principales y tratando siempre de entender los motivaciones que
guian a unos y otros en la argumentacién de sus propias posiciones y en la manera de bacer
frente a sus adversarios. Para tal efecto, quizi sea necesario insistir en que en dicha polémica no
existe, por ambas partes, una demarcacion clara y tajante entre la logica y el logicismo.
Asimismo, se puede decir, como una aproximacion provisional, que el objetivo final de este
ultimo consiste en la realizacién incuestionable de aquel ideal epistémico que Lakatos Ilamé
Programa Fuclideo?® esto es, la imagen materializada de las ciencias matemiticas como un
conjunto de sistemas que se¢ encuentran perfectamente encadenados entre si y que se deducen
légicamente a partir de un puitado de axiomas y definiciones igualmente logicos y autoevidentes.

ammmmﬂ@ehm&hm@m,masdxehmmmm
analiticas o sintéficas?”. El comemiario es equivoco no solo por 1as razones que ya s¢ han indicado, sino porque pata
Camap y Hemped (art. cit., § 4), las matemdticas son a priofi, justo porque sus expresiones son analiticas.

* Debido a la afinnacién marginal de Frege segan la cual (al scilalar que la clasificacion usnal de log juicios no
cofresponde a su contenido sino a su justificacion) no pretende apartarse del sentido de los términos kantianos, sino
tan solo precisario, ha dado lugar a pensar que el significado fregeano de analftico no difiere sustancialmente del
kantiano, Chihara, signiendo a De Pierris (1988), se apega a la tesis a costa de sacrificar o mimimizar al méximo la
observacion mis importante de Frege en 1a cual mantiene que ¢l concepto de analiticidad kantiano es demasiado
estrecho como para poder dar coenta del sistema coaceptogrifico. Que la observacion se encuentra
justificada puede constatarse, jmés alld de Fregel, en los estudios de Hintikka (1973), caps. 6-10, que revelan qoe 1a
teoria cuantificacional seria, segim el ponto de vista de Kant, matemitica y no Mgica De cualquicr forma, mas
adclante volveremos sobre este punto, pero por ahora constiltese Benacerraf art. cit, pp. 44-46, para un comentario
sobre la ampliacion fregeana de analiticidad y sa relacién con los logicistas del siglo XX

S Cf. Lakatos (1981), cap. 1. La reconstroccién que pretendo defender aqui difiere de la de Lakatos sobre todo en el
acento que se¢ e da al papel de la idgica (v por ende, a la concepciéa sobre Ia misma) en los intentos para la
realizacion del programa. Soy conciente que esta primera caracterizacibn del logicisino no se corresponde del todo
con los pensadores involucrados, y ha de tomarse con reserva, ya qoe como se ha mencionado antes, a propdsito de
Chihara y Benacerraf, el Jogicismo de Frege es bastante peculiar, y, por ejemplo, sdlo pretendia cubrir el 4mbito de
1a aritmética elemental. En el caso de Russell, cayo logicismo pasa por varias etapas, haré los comentarios y ajusics
pertinentes cada vez que juzgue ReCesarnio.
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En este sentido, podemos decir que el logicismo era, a finales del siglo XIX y principios del siglo
XX, un proyecto nuevo, con una logica nueva, para la realizacion de un viejo suefio.

§ 2. El fantasma de Descartes

El obstaculo mayor que enfrentaban los simpatizantes logicistas del modelo euclideo era sin
duda la carencia de una légica adecuada para llevar a cabo su empresa. A mediados del siglo
XIX las limitaciones de Ia logica tradicional para dar cuenta del razonamiento matematico eran
ampliamente reconocidas. Desde los albores de la modemnidad, Descartes, y, luego, Locke, se
habian burlado de quienes creian en el valor epistémico de la teoria del silogismo. En particular,
Descartes advertia que “los filosofos, al intentar explicar mediante las reglas de su l6gica lo que
por si mismo es manifiesto, solamente han logrado arrojar oscuridad sobre ello”.” Y Locke, por
su parte, afirmaba que “todo el mundo percibe en las demostraciones matematicas que el
conocimiento que ofrecen se alcanza con mayor brevedad y més claramente sin ¢l empleo de
silogismos”.®

El peso de semejante critica puede medirse en parte estudiando la distincion que hacen los
modernos y sus herederos entre razon y logica. Kant es seguramente quien establecié de manera
mas sistematica dicha distincién a través de una nueva clasificacion de las oraciones
epistémicas,” pero, como hemos visto antes, entre los franceses A. A. Cournot es su par mas
distinguido vy la influencia de ambos se deja sentir todavia en el joven Couturat y en Poincaré.
Desde luego, me permito mencionar a Descartes y Locke porque su critica la volvemos a
encontrar, bajo un contexto y un aspecto distinto, en la polémica de Poincaré contra los

logicistas.

7Principesdelal’hilosopfu‘e,§lO.Pmama,esuﬂsmxxidoddglﬂuﬂepasajeddDim:“Medim
que, por lo que respecta a la logica, sus silogismos y la mayor parte de sus restantes instracciones sirven mas bien
para explicar a otro lo que ya se sabe o, inclzso, como el arte de Lulio, para hablar sin juicio de lo que se ignora.”
Para un comentario méis amplio sobre 1a critica de Descartes véase Clarke (1981).

8 Ensayo sobre el entendimiento humano, 1V, cap. XVIL, § 4.

® Vale 1a pena recordar que de acuerdo con Kant, 1a distincidn analitico-sintéfico sc encuentra ya, anngoe de maneta
vaga, en Locke: “En el Ensayo sobre el entendimiento Humano de Locke encaentro ya indicada esta division. Poes
en el libro 4, parte 3°, parrafo 2° y siguientes, después de haber hablado ya de los varios enlaces de las
representaciones en los juicios y de las fuentes de éstos, poniendo 1a una en la identidad o contradiccién (juicios
analfticos), v la otra en la existencia de las represemtaciones cn un sgjeto (juicios sintéticos), confiesa, en el pérrafo
10, gue mestro conocimiento (a priori) de la altima es muy estrecho y casi mlo. Solamente que, lo que dijo de este
modo de conocer, ¢s tan poco preciso y estd tan poco sujeto a reglas™. Prolegomena, § 3.
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Por otra parte, Leibniz es sin lugar a dudas el defensor mas andaz y creativo de la 10gica en la
modernidad. Consciente de las limitaciones del silogismo tradicional se dio a la tarea, sin
conseguirlo, de crear una nueva logica. Su fracaso se debi6 en gran medida a la gran diversidad
de objetivos que debia cumplir. Tal es asi que dicha logica seria al mismo tiempo una lengua
universal y un calculo del pensamiento. Pero esta charactistica universalis, seria también un ars
inveniendi; esto es, un arte por medio del cual se podran descubsir nuevas verdades. En el
prélogo a la Conceptografia, Frege se referia al proyecto leibniciano en los siguientes términos:
También Leibniz conoci6 la ventaja de un modo de simbolizacion adecuado. Su idea de
una caracteristica general, de un calculus philosophicus o ratiocinator, era tan
gigantesca que el intento de desarrollarla hubo de quedarse en meros preparativos. El
entusiasmo que prendié en su creador cuando ponderd el inmenso imncremento de la
capacidad mental humana que podria surgir de un método de simbolizacion apropiado a
las cosas mismas, lo hizo estimar demasiado estrechamente las dificultades que se
oponen a una empresa asi. Pero si tampoco se puede alcanzar tan alta meta en un
intento, no hay que desesperar en obtener una aproximacidn mas lenta, paso a paso. Si
una tarea parece irresoluble en su plena generalidad, provisionalmente se la ha de
limitar; pues tal vez, se la logre vencer por medio de ampliaciones graduales.
Al situarse en la ruta de Leibniz, Frege sugeria en buena medida en qué sentido habia de
entenderse el proposito de su conceptografia. Pero la influencia del primero no se limita al papel
de precursor del logicismo fregeano, sino que va mas alla al convertirse también en la fuente que
inspira los proyectos de Peano, Schroder y Russell. Es debido a este vinculo por lo cual Couturat,
lleno de entusiasmo, declara sin reparos que los trabajos de Russell y Peano venian a decidir
definitivamente el debate, largamente postergado, entre Leibniz y Kant. Pero el comentario
apresurado y desafiante de Couturat lo unico que hizo fue echar mas lefia al fuego. '’

19 Aunque en realidad Couturat hacia eco a un comentario de Russell en Principles (§ 4): “Hasta hace poco habia
una dificuliad especial en los principios de la matemdtica. Parecia evidente que la matemitica comsiste en
deducciones, pero los cilculos ortodoxos de la deduccién eran casi o totalmente inaplicables a la matematica
existente... De este hecho toma su fucrza el punto de vista kantiano, el cual afirma que el razonamicnto matematico
no es estrictamente formal, sino que siempre usa intuiciones; es decir, el conocimiento a priori del espacio y del
tiempo. Gracias al progreso dc la logica simbdlica, especialmentc tal como es tratada por ¢l profesor Peano, esta
pancdclaﬁlosaﬁakanﬁana&s,a:unm:enle,susoq)ﬁbledeunadeEﬁﬁWcinevomblemﬁnacibn”.Pamun
tratamiento mas amptio del Jogicismo russelliano como una refutacién de la filosofiz de las matematicas kantiana,
véase Hylton (1990).
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§ 3. La filosofia de las matemiticas kantiana

Como todo mundo sabe, para Kant las expresiones de la matemética pura son juicios sintéticos a
priori. Son a priori porque traen consigo necesidad y universalidad, lo cual no puede otorgarse
por medio de la experiencia, pero son sintéticos porque el establecimiento de su verdad no
depende del simple analisis de sus conceptos. El ejemplo clasico, para el caso de la aritmética, es
que en 5 + 7 = 12 encontramos que el resultado no se desprende de la reunion de los dos
niimeros de la suma, sino que se requiere de la intuicidn para fijar su enlace. Gracias a la
intuicién se construye un nuevo concepto, y de esta forma se amplia nuestro conocimiento, ya
que el nuevo concepto no estaba incluido en ninguno de los primeros. El otro ejemplo, para el
caso de la geometria, es que la expresion “la linea recta es la distancia mas corta entre dos
puntos”, es ignalmente un juicio sintético porque los conceptos ‘linea recta’ y ‘punto’ no
incluyen referencia alguna a la magnitud, y, por consiguiente, el concepto ‘distancia mas corta’
es un concepto afiadido o construido a través de la intuicion.

Los juicios analiticos, por otra parte, dependen del principio de no contradiccion en tanto que no
pueden ser negados sin caer en contradiccion. Por ejemplo, segiin Kant “el oro es un metal
amarillo” es, a pesar de su contenido empirico, un juicio analitico porque su negacion lleva
necesariamente a una contradiccion debido a que en el concepto ‘oro’ se suponen los conceptos
‘metal’ y ‘amarillo’. Desde luego, no faltaran los aguafiestas que afirmen que en el concepto ‘12’
se encuentra ya incluida su descomposicién en ‘5’ y ‘7", y que, por consiguiente, la negacion del
juicio mencionado antes Heva igualmente a una contradiccién. Pero qué mas da, st como dice
Kant en otro lugar, las formulas numéricas son “inmediatas” e “indemostrables” (A 164 = B
204)."

Lo cierto es que un juicio analitico puro, como los de la logica, expresa ante todo algo que de
antemano se encuentra de algin modo en las premisas. El juicio “Todo A es C” se deduce

I Esto dltimo entra en pugna con ka observacion de que se recurre a la intuicion correspondiente a cada uno de los
conceptos en cuestion, ya sea pensando en los 5 dedos de la mano, efc., con lo cual se admite que ¢l proceso de
reconocimiento de su verdad no es tan inmediato. Pero también hay cierta incompatibilidad entre la afirmacion de
que el caricter sintético de la aritmética se aprecia mejor comsiderando “mimeros algo mayorcs®, ya que,
independientemcmedelavaguedadsdﬂeelquétanmaymmdd:answmosmhnem&aclamqmlainmicién
tomard mayor tiempo conforme los mimcros sean mas grandes. Frege (1884), § 5, haciendo eco a una critica de
Hankel, formula una objecion similar: “;es inmediatamente evidente que 135664 + 37863 = 173527 sea correcto?
No.YmenmmwaKamaﬁvm&hMmﬂmmﬁmdcmmmﬁ. Sin embargo,
mﬁsbienhablaenconlradcquempwdansa'pmbadas;pnm@oénmpodﬂanwexammadas,simwpornnﬁode
mpmwmmmmmwm?mm,mm&mammm&mm
o de puntos, con lo cual corri6 el riesgo de hacer aparecer a cstas proposiciones, en cosira de su propia opinion,
como empiricas”.
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logicamente de las premisas ‘Todo A es B’ y “Todo B es C’, al descomponer por medio del
analisis cada uno de los conceptos involucrados en ellas. En resumen, el fundamento de un juicio
analitico es la descomposicion de conceptos mientras que el fundamento de un juicio sintético es
la construccion de un nuevo concepto por medio de la intuicion. Ambos tipos de juicios
discurren por caminos opuestos. Asi, de la naturaleza sintética de las matematicas se desprende
que la deduccion logica juega un papel menor, o si ustedes prefieren, nulo, en la inferencia
matematica.

§ 4. La posicion de Poincaré antes del debate sobre el valor de la 16gica y el logicismo

Ahora bien, Poincaré era al parecer un kantiano en cuestiones de aritmética, aunque como hemos
visto en el capitulo anterior no parecia serlo con respecto a la geometria, puesto que los juicios
geométricos no eran para él mas que definiciones métricas disfrazadas de proposiciones. Por
consiguiente, se trata de un kantiano poco ortodoxo o, si se prefiere, de un kantiano a medias.
Pero el caso es que en 1894 publicé un ingenioso ensayo, “Sobre la naturaleza del razonamiento
matemético”, en el cual rescribe a su modo la concepcion kantiana de la aritmética y de la 16gica.
Su punto de partida es el dilema que se presenta cuando se da por sentado que la matemdtica es
deductiva en sentido logico, entendiendo por ésta Gltima una ciencia encerrada en sus propios
principios e imposibilitada para poder ir més alla de ellos; es decir, segin este enfoque la logica
(tradicional) es esencialmente un conjunto de identidades que no pueden producir nuevos
conocimientos, de tal forma que si el razonamiento matemdtico discurriera segin el patron de la
logica, estaria condenado a la misma esterilidad.’* Pero como este no es el caso, ya que su
fecundidad se encuentra fuera de toda duda. La pregunta obligada es ;de qué manera procede
entonces el matematico?

Poincaré observa que si abrimos un libro de matematicas cualquiera, su imagen deductiva resulta
mas problematica, porque de un momento a otro se encontrara que el autor en cuestion intentara
generalizar un resultado ya conocido. Notaremos entonces que el matematico de manera

invariable buscara ir de lo particular a lo general, puesto que el objeto final de toda ciencia es

12 «Gi esta ciencia no es dednctiva mas que en apariencia, ;de donde proviene ese rigor perfecto que nadie piensa
poner ¢n duda? Si, por el contrario, todas las proposiciones que emumncia pueden deducirse unas de otras por las
reglas de la légica formal, ;c6mo no se reduce la matemdtica a una inmensa tautologia?”. Poincar¢ (1894), p. 371;
(1902), p. 31; (1943), p. 17.
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alcanzar conocimientos generales. Y si la logica es deductiva porque procede segun el orden
inverso, esto es, de lo general a lo particular, jcomo puede ser la matematica deductiva?

Para Poincaré es claro que no hay forma de ofrecer una respuesta positiva a semejante pregunta,
ya que lo tnico que queda hacer es asumir el reto de averiguar la forma como el matematico
alcanza la generalidad, y, consigue esa “virtud creadora” que le distingue de la logica. Y para
ello, basta examinar aquel principio que represente de manera clemental y paradigmatica la
forma de operar del razonamiento matematico. El principio que mejor parece ajustarse a tales
exigencias es la demostracién por recurrencia o principio de inducciéon completa. Enunciado de
manera un tanto grosera, puede decirse que este principio nos permite pasar de la comprobacion
directa de que la propiedad P se cumple para x y ¥, a la afirmacion de que la misma propiedad se
aplica igualmente a todos los miembros de la serie a la que pertenecen x y y.

Ahora bien, de acuerdo con Poincaré, lo que hace a este procedimiento particularmente
interesante es que “contiene condensados, por decirlo de aiguna forma, en una forma Gnica, una
infinidad de silogismos”. Es decir, la forma como semejantes silogismos se encadenarian unos
con otros serfa tomando la conclusién del silogismo precedente como premisa del siguiente
silogismo, 1o cual podemos representar mas o menos de la siguiente forma:

1) P vale para 1

2) Y si P vale para 1, también vale para 2
Por lo tanto, P vale para 2

1) Luego si P vale para 2, vale igual para 3
Por lo tanto P vale para 3,

y asi sucesivamente...

Pero hay que tener presente que no estamos realmente ante la forma como procede el
razonamiento por recurrencia, sino que tan sdlo se ha sefialado la manera como se explicaria si
efectivamente atras de él se encontrara un mecanismo logico. Dicho de otra forma, el
razonamiento por recusrencia expresa en una sola formula lo que a la logica le costaria una
infinidad de silogismos. Desde luego, por este iltimo medio se podra verificar una amplia
variedad de casos finitos, por grandes que puedan ser los nimeros en cuestion, pero serd siempre
imposible probar el principio por medios puramente analiticos. 3 Pero eso no es todo, si el
principio es imposible de demostracion por la via logica, esto mismo es ya un indicio de que se

trata de una expresion indemostrable, y, por consiguiente, debe tratarse de un axioma. Pero si la

13 Zahar (2001), p. 144, parece no conmemplar este argumento cuando escribe: “Note that by accepting -en bloc-
mathematical induction as a synthetic a priori principle, Poincaré obviates the difficulty of regarding it as an actual
infinity of syllogisms™. Las cursivas son del autor.
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logica es incapaz de ofrecer una demostracion de esta formula por medio del silogismo, también
es claro que tampoco se podra alcanzar recurriendo a la experiencia, ya que lo que se pueda
verificar por medio de la evidencia empirica, lo cual siempre se encontrara con un limite, podra
formularse a través de la logica y, de nuevo, su generalidad sera inasible. En palabras de
Poincaré, “no podemos, por consiguiente, sustraecmnos a la conclusion de que la regla del
razonamiento por recurrencia es irreductible al principio de contradiccion” ™

La conclusién es especialmente pertinente porque la imposibilidad de la demostracién logica
muestra a su entender que se esta ante un genuino juicio sintético a priori. Sin embargo, en otro
lugar, Poincaré (1902), pp. 74 y 75, admite que el hecho de no poder fundar una aritmética
distinta a partir de la negacion del principio, tal y como ocurre con el postulado de las paralelas y
las geometrias no euclidianas, permite suponer que se trata en apariencia de un juicio analitico.
Pero la observacion es tan escueta que no se toma la molestia de mostrar que se trata solo de una
apariencia y porqué es asi, de tal manera que el lector tiene que contentarse con la ulterior
explicacion de que la evidencia irrefutable del principio por recurrencia no puede mas que
provenir de la “afirmacion de la potencia del espiritu que se sabe capaz de concebir la repeticion
indefinida de un mismo acto, desde que ese acto es posible una vez” e

Todo lo anterior es, en lo esencial, el planteamiento de Poincaré previo a su debate con Couturat
y Russell.'® En particular, llama Ia atencion la concepcion extremadamente moderna de la logica
que exhibe su escrito. Incluso, como Descartes, Poincaré sostiene que la 1ogica si ha de servir
para algo, lo sera solo para verificar lo que ya se sabe, pero nada més."” Para ilustrar este punto
de vista, examina la demostraciéon que da Leibniz en Nouveaux Essais, IV, VII, 10, de la suma 2
+ 2 =4, de acuerdo con la cual a partir de las definicionesa) 1 +1=2,b)2+1=3,yc)3+1=
4, mas el axioma de sustitucion de la identidad (salva veritate), se alcanza la demostracién de la
suma por medio de la sustitucion repetida de las definiciones. Este razonamiento es sin duda
analitico, pero opina que se trata de una verificacion y no de una verdadera demostracion; esto
es, “la verificacion difiere precisamente de la verdadera demostracion en que es puramente

analitica y porque es estéril. Estéril porque la conclusion no es mas que la traduccién de las

14 poincaré (1894), p. 381; (1902), p. 41; (1943), p. 26.

15 (1894), p. 382; (1902), p. 41; (1943), p. 27.

16 E| profesor Torretti afirma, (1998), p. 308, que “Poincaré rechaz6 ¢l intento de basar la matemtica en 1a logica
porque la edificacién rigurosa de Ia légica requicre de 1a induccién completa”, pero esta posicion remite a 1a fase
final de la discusién de Poincaré con los logicistas.

17 yéase a este respecto la cita de 1a nota 6.
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premisas a otro lenguaje. Por el contrario, la demostracién verdadera es fecunda porque su
conclusion tiene un sentido mas general que las premisas” (1984), p. 373, (1902), pp. 33, 34.

Sin embargo, Poincaré no ofrece una demostracion de la citada suma y en cambio se limita a
ofrecer la definicion de la operacion de adicidn, que es ciertamente general; pero jcomo se puede
pasar de la definicion de adicion, x + @ =[x+ (a - 1)] + 1, a la demostracién de 2 + 2 = 4, y de
paso, alcanzar mayor generalidad en la conclusion?, o ;jacaso una suma particular admite
Unicamente una verificacion puramente analitica, o, como decia Kant, son formulas que resultan
inmediatamente evidentes a través de la intuicion?'®

Al margen de las cuestiones anteriores, un examen més detenido nos permite advertir que existe
ademas un desplazamiento en la argumentacion, muy sutil, sobre las causas que motivan la
insuficiencia de la l6gica para tratar con la induccion completa. En efecto, se inicia declarando la
esterilidad de la Iogica debido a su caracter tautologico, pero al final lo que resulta decisivo no es
el rasgo analitico (esto es, el hecho de que la conclusion de sus juicios se limite a repetir algo que
de alguna forma se encuentra ya en las premisas), sino ante todo, que la cadena de silogismos
hipotéticos no se pueda prolongar ad infinitum. Pero es evidente que las razones de tal limitacién
no se encuentran en la logica tradicional en si misma, sino en la condicion finita del ser humano.
Dicho al revés, la 1ogica seria analitica porque su alcance es finito.

Pero hay ademas, entre sus escritos un namero de afirmaciones y argumentos nada despreciable
que parecen entrar en colision con la imagen kantiana de la aritmética que trata de defender.
Sefialo por lo pronto uno muy evidente. En repetidas ocasiones, Poincaré hace notar que el inico
criterio legitimo de existencia matematica es la ausencia de contradiccién o, dicho de otro modo,
la coherencia interna de los objetos postulados; esto es, “un ente matematico existe con tal que su
definicion no implique contradiccion, sea consigo mismo, sea con las proposiciones
anteriormente admitidas”. Este no deja de ser un criterio extrafio para una ciencia cuyos
principios no se sujetan al principio de no contradiccion.

18 Quiz4 no est4 de mas recordar que la demostracion de Leibniz se presenta contra 1a opinidn de Locke de que tales
sumas no requieren demosiracion. Para Frege (1884), § 5, 1a demostracién de Leibniz es incompleta, mientras que la
definicién de adicién de Poincaré seria inadecnada pues, como ocurre con la definicion de Grassmann y Hankel, el
signo por definir aparece en ambos lados de la definicion.
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§ 5. Vailati entra en escena

En el fondo, la situacion es un tanto desconcertante, ya que la pretendida imposibilidad de una
demostracion légica del principio no tiene la fuerza que aparentemente ostenta a primera vista, al
menos como Poincaré la presenta aqui. Su debilidad reside en aceptar que se podria representar
el principio por recurrencia por medio de una cadena de silogismos hipotéticos si no fuera por el
hecho de que estos no se pueden prolongar al infinito. Pero, desde luego, se podra rechazar
justamente esto Gltimo argumentando que tal imposibilidad no ha sido demostrada de manera
contundente, mientras que, por el contrario, puede afirmarse que es justo una cadena infinita de
silogismos lo que esconde el principio de induccion completa, o bien, se puede afirmar que es
posible demostrar el principio por medio de una serie finita de sitogismos.

La primera de ambas opiniones fue defendida por Giovanni Vailati (1898); la segunda, por Pierre
Duhem (1912). Me ocuparé aqui por lo pronto del primero y mas adelante del segundo a pesar de
que el comentario de Vailati se limita a una nota al pie, mientras que la critica del ltimo llena un
articulo completo. La razon principal obedece a que estaremos hablando de un pensador asociado
a la escuela de Peano, y, por consiguiente, es de esperarse que el desacuerdo con Poincaré sea de
proporciones mas amplias, mientras que a Duhem se le puede acusar de todo, menos de mostrar
inclinaciones logicistas. Pero esto no es todo, desde el punto de vista historico el escrito de
Vailati es cronolégicamente mas cercano al citado alegato de Poincaré (ademas ambos textos
aparecen en la misma revista), y, lo que resulta a fin de cuentas mis importante, porque alli
presenta una concepcion de la logica completamente novedosa y contraria a la imagen que
Poincaré se ha formado acerca de la misma . Por otra parte, no sabemos si leyo o no este texto de
Vailati, pero lo que si podemos inferir es que si lo hizo, no le causé la menor perturbacion
conceptual, ya que no reacciond como seria imaginable y mas tarde incluiria su articulo, tal cual,
como primer capitulo de La Science et L Hypothése. Aunque en lo personal me inclino a pensar
que simplemente no logré llamar su atencion. 1

El titulo del articulo de Vailati: “El método deductivo como instrumento de investigacion”,

sugiere una revaloracion de la logica en la linea de Leibniz y, en particular, en el sentido de un

' Hay varios cambios menores entre la primera version y 1a que aparece en ¢l citado libro (elimina, por ejemplo, una
cita Ballue, simplifica las “fastidiosas” demostraciones de las propiedades aritméticas, y enmicnda uit que 0iro
desliz), pero la esencia del tema y la argumentacion es la misma: “;Cudl es la naturalcza del razonamiento
matematico? ;Es realmente deductivo como ordinariamente s¢ cree? Un andlisis profundo nos muestra qoe no ¢s asi,
que participa en cicrta medida de la nataraleza del razonamiento inductivo, y que por ¢so ¢s fecando. Pesc a ello no
pierde en absoluto su caricter de rigor absoluto; esto es lo primero que habremos de demostrar”. Poincaré (1902), p.
25; (1943), p. 15.



La Controversia con Poincaré sobre el valor de la logica y €l logicismo
Capitulo IV

ars inveniendi; esto es, como una herramienta que permite descubrir nuevas verdades en los
campos mas diversos del saber. Pero a diferencia de Leibniz, Vailati no concibe el método logico
como un conjunto de algoritmos destinado a engendrar verdades de forma automética y
mec4nica, y, es a causa de esta divergencia, que quizi sea mas conveniente identificarlo, como lo
hizo Aristoteles, como el Organon de las ciencias. Sin embargo, aunque €l campo de aplicacion
del método deductivo es muy amplio, Vailati remite todos sus comentarios y ejemplos a la
historia de la mecanica.”’ Su tesis principal, que hoy puede parecer modesta pero solo a falta de
perder dimension historica, se puede enunciar asi: de los dos métodos disponibles para obtener
conocimiento; esto es, el método inductivo y el método deductivo, el que goza de mayor poder y
fecundidad es el segundo método, ya que es por medio de él como se llega a la verdadera ley
cientifica, mientras que por el primero solo se logra una serie de generalizaciones que no
representan mas que un estadio inferior y superable en el desarrollo conceptual de toda ciencia.
Obviamente, en la optica de Vailati la logica lejos de ser una ciencia estéril y encerrada en sus
propios principios, es un instrumento cognoscitivo valioso cuya aplicacion se puede y debe
extender con beneficio a todas las ramas del saber. No se trata pues de una mera propedéutica
condenada a figurar como der Vorhof der Wissenschaften (el vestibulo de las ciencias), como le
habia sentenciado Kant. De hecho, Vailati es consciente de que de la imagen negativa de la
logica heredada por la modernidad sigue vigente en su época, y busca revertir los equivocos
sobre los cuales se ha construido. En primer lugar, recuerda que ya el mismo Aristoteles habia
hecho suficiente énfasis en que la {inica necesidad que detenta la logica depende de que se
acepten como verdaderas las premisas, pues una vez concedido esto se¢ tendra que aceptar
necesariamente la verdad de la conclusion, si ella se deduce de las premisas.”!

Que las proposiciones que conforman las premisas sean de hecho verdaderas, depende de varios
factores, entre los cuales se pueden contar la evidencia empirica o la evidencia logica a su favor;
y a juicio de Vailati es en el énfasis puesto en los extremos de la deduccion lo que separa a la

ciencia antigua de la moderna,”> ya que los primeros se ocuparon demasiado en garantizar la

2 D¢ hecho, este texto cs la leccion inangural del curso sobre historia de la mecinica que impartié enire 1896 y
1899 en la universidad de Turin. Contamos con una traduccién de varios de los materiales que sirvieron para ese
curso, pero el citado ensayo no se encuentra inchuido en dicha coleccién. Cfr. Vailati (1947).

2 Vailati (1898), p. 670. Y aftade: “No menos numerosos y explicitos son los pasajes ent las obras de Aristoteles en
donde s insiste sobre la irracionalidad o lo inherentemente absurdo de la creencia de que la deduccion sea la dnica
fuemie de certeza”.
22“Laopiniénou;mn’nnm:ntﬂadmilidaqm’.haoeounsislirdichadifcreil:iaenlasimplesuslituciéndeunpl'elendido
métodoquepmwdcmrmediodeaﬁrmachn&sapﬁoﬁypmpmadedwdémmrmmmm&odo,fumwomla
emi@ayh@avxﬁm@w&eﬂayagﬁmhmgmmdﬂcmmemmﬂmwm@odelm
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verdad de las premisas, mientras que los segundos centraron su atencion en la comprobacion de
la conclusion: esto es, si lo que se deduce (o predice) se puede corroborar experimentalmente,
entonces las premisas deberan considerarse como verdaderas.

Como ya se ha dicho, para apoyar sus puntos de vista Vailati recurre a ejemplos tomados de la
historia de la mecanica (i.e., Gassendi, Descartes y Galileo). Es a primera vista paraddjico, o
hasta cierto punto irénico, que sean precisamente algunos de los criticos de la logica de quienes
se vale Vailati para ilustrar sus opiniones; pero el dilema se resuelve tan pronto como explica los
motivos que alentaron la imagen negativa de la logica. Por un lado, reconoce el abuso que
hicieron los escolasticos del método deductivo para hacer valer toda clase de prejuicios y
dogmas; aunque también observa que los ataques a la logica hubieran sido menos violentos si se
hubiese distinguido correctamente entre el método deductivo y los errores y prejuicios que se
intentaron hacer prevalecer por medio de éste método. Asimismo, reconoce que hay silogismos
circulares y por completo improductivos, pero afiade que falta fundamento para generalizar las
caracteristicas de dichos silogismos a todos los demas razonamientos logicos. De cualquier
forma, queda sin explicar si, por ejemplo, Descartes era consciente de que hacia uso del aparato
légico del cual renegaba, o si habia una divergencia sustancial entre esa logica “natural”
empleada por los fisicos del renacimiento y la silogistica escolastica. Pero las posibles respuestas
a estos cuestionamientos tampoco nos interesan por ahora.

Mas importante para nuestros propositos es notar que de acuerdo con Vailati, la ideologia
empirista, de la cual Bacon fue en gran medida el responsable, tiende a confundir los papeles que
cumple la induccion y la experimentacion en el avance del conocimiento, ya que, por ejemplo, en
la mayoria de los casos relevantes, la experimentacion no tiene otro papel que el de verificar
aquellos resultados que se han obtenido por via deductiva, Vailati (1898), p. 674. En cuanto a la
induccion empirica, un examen detallado muestra que no goza de las virtudes que suelen
atribuirle sus defensores, ya que su alcance productivo es tan limitado, que nadie osaria afirmar
que las leyes mas representativas de la fisica se hayan conseguido por este método. Por ultimo,
con respecto al papel de la induccion y la deduccion en la matematica, la opinion de Vailati es
igual de contundente:

Que la deduccion haya afirmado, en cierta medida desde bace siglos, su dominio
exclusivo y absoluto en la geometria, y, en general, en las ciencias matemaéticas; esto

mml&s]osnnevoprooedimieﬁosdeinv&sﬁgmﬁénsedistingnmdehsanﬁguos,parwedejarfwademsidmmﬁén
precisamente aquellosqucscpuedentenermmolosmésfundmncMydelosmalesaqudlosmsonnadamés
que puras consecucncias”. Ibid., p. 681.
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es, en el anico dominio en donde se ha acertado suprimir completamente, y al parecer
de forma definitiva, toda injerencia directa de la induccion, no debe sorprender si se
observa como, por medio de los axiomas y las relaciones fundamentales empleadas
continuamente en matematicas, se verifican de manera absolutamente completa las
condiciones que se habian reconocido ya como necesarias y suficientes para la
aplicacion de la deduccion >

Desde este punto de vista, la induccion matemética no guarda mas relacion con la induccion
empirica que la coincidencia puramente nominal ya que, de hecho, la induccion completa
consiste en una serie infinita de deducciones en la cual la conclusién de cada paso sirve de
premisa para el siguiente. Pero notese también que para Vailati es la induccién empirica la que
funge como un método de verificacion, mientras que la logica matematica cumple un papel
heuristico, y, por consiguiente, es productiva. En suma, Vailati defiende aqui justo todo aquello
que Poincaré niega en su famoso escrito. Como resumen seré conveniente enumerar las tesis de
ambos como un cuadro de oposiciones:

P(1): La logica es un conjunto de tautologias, y por consiguiente, estéril, incapaz de ofrecer
nuevos conocimientos.

V(1°): La légica nos permite ir de lo conocido a lo desconocido, y, por tanto, es productiva y
puede emplearse con beneficio en todas las ciencias.

P (2): La demostracion analitica (16gica) no es propiamente una demostracion, sino un método de
verificacion.

V (2): Es la induccién empirica la que cumple una funcion meramente verificacionista.

P(3): La matematica es solo en apariencia (o parcialmente) deductiva.

V(3’): La matematica es el modelo de ciencia deductiva.

P(4): La induccion matematica es analoga a la induccién empirica, pero difieren en su grado de
certeza.

V(4’): El principio de induccion completa es un esquema deductivo.

§ 6. Logistica, analicidad y logicismo

Ahora bien, como sefialé antes, Poincaré se mostrd totalmente indiferente ante la vision opuesta
sobre la légica de Vailati, y haria lo mismo un afio mas tarde, cuando este (ltimo ofrece al
ambiente filosofico francés, lo que bien podriamos llamar la “carta de presentacion” del proyecto

de Peano. En este nuevo escrito, “La logica matematica y su nueva etapa de desarrolio en los

B «y_ ciertamente, las relaciones entre cantidades o entre figuras que designamos mediante las palabras “igual a,
mis grande o mas pequefio que”, “coincide con”, “funcién de”, etc., “tiende hacia el mismo limite™, “equivale a”,
“proyecta a”, etc., son fodas ellas relaciones tales que, del hecho de que se den entre una cantidad o una figura y otra
cantidad u otra figura, y a su vez entre estas segundas y otras terceras, se puede concluir, independientemente de
cualquier constatacion directa, que las mismas relaciones se dan entre las primeras y las terceras™. Ibid., pp. 691-2.
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escritos de Peano”, ! Vailati resumia el estado actual de la disciplina, a la vez que situaba el
trabajo de su maestro como la culminacién de una serie gradual de desarrollos.

Entre las distintas novedades se informaba que el prefacio de un escrito de Peano sobre el calculo
de extension de Grassmann, de 1888, era “un resumen de las reglas fundamentales del calculo
légico, que tiene como objeto preparar al lector sobre el empleo que se hace de ellas en las
demostraciones geométricas que aparecen en €l resto de la obra”. Y afiadia: “Seria la primera vez
que la logica simbolica se presenta como un instrumento creado en vista de su aplicacion
inmediata a una rama particular de la investigacion cientifica”.”> Ambas declaraciones no eran
del todo exactas, ya que, por un lado, las reglas 16gicas aludidas eran mas que nada reglas de
transformacion (como las leyes de De Morgan) y su uso en las demostraciones geométricas era
bastante limitado; y, por el otro lado, Frege se les habia adelantado casi una década y es €l quien
en realidad carga con el mérito de ser el primero en crear un sistema 16gico con el proposito
expreso de aplicarlo en la fundamentacion de la aritmética.

Pero al margen de estos Gltimos comentarios, lo relevante para nuestro propésito inmediato es
resaltar que el texto de Vailati da fe de dos circunstancias inadvertidas hasta ese momento para el
grueso de la comunidad filosofica. La primera es la constatacion de un progreso notable en el
perfeccionamiento y ampliacion de la logica, de tal forma que la légica tradicional queda
encerrada en la teoria de clases; mientras que la segunda sefiala la aplicacion aparentemente
exitosa del nuevo aparato logico a ramas especificas del conocimiento matemético.?® Ambos
hechos, hoy bastante evidentes, adquieren su adecuada dimension historica a la luz de la imagen
predominante en ese momento. En efecto, la concepcion de la logica como una ciencia fundada
en principios analiticos, en sentido kantiano, y, por lo tanto, incapaz de producir nuevos
conocimientos, lleva de manera natural a pensar que se trata de una ciencia acabada, sin
posibilidad de progresos ulteriores, puesto que no hay mis que preguntarse ;co6mo puede avanzar
una ciencia que no puede mas que producir equivalencias de los principios de identidad y de no
contradiccion? Como sabemos, ésta era la opinion de Kant, pero también es algo que se halla

implicito en el alegato de Poincaré comentado hace un momento.

M Cfr. Vailati (1899). Poco después Couturat, [13] y [21], publicd dos cnsayos criticos sobre 1a obra de Peano y su
escuela.

5 Vailati (1899), p. 94. Cfr. Peano (1958), pp. 3-19.

% «La l6gica deductiva, dice Vailati (1899), p. 86, en las primeras lineas de su articulo, se relaciona con las ciencias
matemdticas por medio de una doble conexién. En primer lugar, es justo en esas ciencias en donde el razonamiento
deductive s¢ manifiesta bajo su forma més completa y exhibe 1a medida de su poderio, tanto como medio de prucba
y demostracién, asi como instrumento de investigacion y de construccién ideal”.
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En las lecciones precriticas sobre logica, afirma Kant: “En los altimos tiempos no ha habido
ningn 16gico famoso, pero tampoco necesitamos NUEVOS descubrimientos en 16gica puesto que
sélo contiene la mera forma del pensar”; pero son sin duda las primeras lineas del prélogo a la
segunda edicion de la Crifica de la Razon Pura las mas conocidas: “Lo curioso de la logica es
que tampoco haya sido capaz, hasta hoy, de avanzar un solo paso. Segun todas las apariencias se
halla, pues, definitivamente concluida... los limites de la logica estan sefialados con plena
exactitud por ser una ciencia que no hace mas que exponer detalladamente y demostrar con rigor
las reglas formales de todo pensamiento, sea este a priori 0 empirico, sea cual sea su comienzo o
su objeto, sean los gue sean los obsticulos, fortuitos o naturales, que encuentre en nuestro
psiquismo” (B, VIIL, IX).

No es necesario insistir en lo desacertado que resultaron ambas apreciaciones a la vuelta de un
siglo. De cualquier forma, Kant estaba plenamente justificado en pensar de esa forma, puesto que
el genio logico de Leibniz seria un descubrimiento propio de los primeros afios del siglo XX,
cuya paternidad recaeria principalmente en Couturat.”’ Porque si Kant se encuentra con el paso
del tiempo en una situacion inadmisible con respecto a la logica y a la geometria, ciertamente no
es a causa de una ignorancia negligente, sino todo lo contrario, debido a un apego Niguroso,
demasiado riguroso, al estado del conocimiento de su época. En todo caso, cabe preguntarse en
qué medida la idea de la Jogica como un sistema completo y limitado a las formas tradicionales
del silogismo condiciona la concepcion kantiana sobre la misma. Asimismo, cabe plantearse por
qué Poincaré fue tan refractario en aceptar el cambio y la ampliacion del dominio de la logica
que se venia dando desde de la obra de De Morgan hasta Peano y Schroder, si en cierta forma
algo similar estaba ocurriendo en la geometria.

Pero dejemos en suspenso ambas cuestiones y volvamos mejor un momento a la confrontacion
apocrifa entre Poincaré y los logicistas que describe Chihara, con el objeto de atraer la atencion
sobre dos aspectos importantes involucrados en el debate, pero que s¢ encuentran poco
diferenciados y propensos a confusibn o a pasar desapercibidos. El primero de ellos podria
llamarse el reto de Poincaré a los logicistas (del tipo que sea) y consiste en la siguiente cuestion,

7 Incluso no hay que perder de vista que el reconocimiento de Leibniz como un filésofo importante sc fue
alwanodennnctapaulatinaabhrgodclsigloXVIﬂmnfonnescﬁmoneditandoyreedimndomsescﬂtos.
Potclhdodeh%gim,hsidmsmheummmdeﬂﬂimyummaﬁeﬂsmherm]ismmckﬂainﬂunchm
pensadorscomol.ambertyPloucquet,pemningunodeellostuvomoalosdlaﬂosleibnicianos,ysus
MwMamﬂm&mm.mhm&MmmﬁMmd
siglo XV[[[véase\Kﬁlson(l995),yBa1ber(l955);ysobrelareoepcibnemﬂucnciadelpmgramabilmicianosobre
una caracteristica nniversalis, véase Peckhaus (1997), cap. 3y 4.
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si la matematica fuese puramente logica, jcomo se puede explicar su productividad? o, para
decirlo con Poincaré jcomo es que no se reduce a una enorme tavtologia? El segundo podemos
llamarlo el dilema del doble sentido, y consiste en el contraste que se presenta entre el proposito
de los logicistas por fundamentar o explicar el fundamento del conocimiento matematico a partir
de la logica, y, €l proposito de Poincaré por explicar el progreso y la creatividad del
conocimiento matematico.

Con respecto a la primera cuestion cabe destacar que hay un cierto grado de vaguedad en el
planteamiento en si, en tanto no se especifica del todo en qué consiste la naturaleza productiva
del razonamiento matematico. Sin duda, la ampliacion continua del dominio matematico es un
hecho y, por comsiguiente, se puede aceptar sin reparos que cada vez se consiguen nuevos
conocimientos a través de nuevos sistemas o teorias pertenecientes al dominio matematico; sin
embargo, queda pendiente por averiguar en qué consisten dichos conocimientos, o, para decirlo
de otro modo, sobre qué versan las verdades matematicas. Ciertamente, no versan sobre el
mundo en el mismo sentido como, digamos, la teoria de 1a relatividad se ocupa de los fenémenos
fisicos. De hecho, al poner las cosas en estos términos estamos admitiendo implicitamente una
suerte de cuasiempirismo que no encontramos ni en Poincaré ni en el logicismo de empiristas
logicos como Carnap y Hempel, porque para todos ellos es claro que las verdades matematicas
no remiten a ningan aspecto de la realidad, o para decirlo en los términos de los ultimos, no son
portadoras de informacion factual. Pero si las expresiones matematicas carecen de informacion
factual, entonces ;qué tipo de informacién trasmiten?

En el caso de Poincaré, las matematicas son el lenguaje que usa el cientifico para la descripcion
de los fenomenos naturales. En este sentido, se trata de un instrumento, y, por consiguiente, cada
nueva teoria matematica contribuye al enriquecimiento de ese lenguaje. Pero una vez que se
admite que se trata de un lenguaje artificial, también habra que aceptar que como tal implica un
grado mayor de convencionalidad en la descripcion. Asi, por ejemplo, “diremos que la geometria
es el estudio de un conjunto de leyes, poco diferentes de aquellas a las que realmente obedecen
nuestros instrumentos, aunque mucho mas simples; leyes que no rigen efectivamente a ningun
objeto natural, pero que son concebibles por el intelecto. En este sentido, la geometria es una
convencion, una especie de arreglo entre nuestro amor por la simplicidad y nuestro deseo de no
apartamnos demasiado de lo que nos ensefian los instrumentos. Esta convencion define a la vez el

espacio y el instrumento perfecto” (Poincaré, 1912, pp. 40-41).
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Hasta donde he podido estudiar, la cuestion sobre la propiedad productiva de la matematica no
fue nunca un preocupacion importante entre los empiristas logicos. Lo poco que puede leerse al
respecto son los breves comentarios del capitulo cuarto del Lenguaje, Verdad y Logica de A. ).
Ayer, 1971, p. 106, en donde se dice en parte, de manera muy general, “que hay un sentido en el
que las proposiciones analiticas nos dan un nuevo conocimiento. Llaman la atencién sobre usos
lingiiisticos, de lo que, de otro modo, podriamos no ser concientes, y revelan insospechadas
implicaciones en nuestras afirmaciones y creencias”.

Ciertamente esto es muy vago para poder arrojar algo de luz sobre el asunto y plantea mas dudas
que respuestas: jde qué manera, digamos, la geometria fractal o el algebra matricial informan
sobre nuestros usos lingiiisticos?, ;qué tipo de implicaciones revelan y qué clase de afirmacién y
creencias afectan?, jno podria decirse lo mismo de cualquier teoria cientifica innovadora?, o
;acaso es ésta una forma algo enredada de afirmar, como lo hace Poincaré, que cada nueva teoria
contribuye al enriquecimiento del lenguaje métrico que hace posible la descripcion adecuada de
los fenomenos?

Al margen de las dudas que genera el intento de explicacion de Ayer, es pertinente notar algunos
comentarios que tienen que ver con Poincaré. Por un lado, asume que la concepcion de éste
ultimo sobre la geometria (en tanto que sus principios no son sino definiciones disfrazadas) se
encuentra en armonia con la concepcion analitica de las matematicas, mientras que, por el otro
fado, rechaza la posibilidad de considerar al principio de induccién completa como sintético a
priori, y, siguiendo a Russell, sostiene que se trata de una definiciébn que permite distinguir entre
los niimeros finitos y los transfinitos.

Pero hay ademas dos comentarios reveladores que vale rescatar y tener presente a lo largo de este
alegato. El pnmero de ellos es la observacion penetrante de que aun cvando el logicismo no
puede cumplirse a satisfaccion (esto es, que no sea posible fundamentar la matematica en la pura
logica), esto no cancela o destruye la tesis sobre el caracter analitico de la matematica. El
segundo tiene que ver con el hecho de que la invencion en matematicas no se restringe a la
aritmética, sino a otros dominios, como la 1ogica formal y la geometria, “en donde no se hace uso
alguno de la induccion matematica. De modo que, aun cuando Poincaré tuviese razon acerca de
la induccién matematica, no habria facilitado una explicacion satisfactoria de la paradoja de que
un simple cuerpo de tautologias pueda ser tan interesante y tan sorprendente” 2

2 Ayer (1971), p. 114. Sobre ¢l primer punio dice lo siguiente: “El hecho de que la validez de una proposicion
analiticanodependa,mmodoﬂgum,demmndidéndcserde&mibledcoﬁasprmidowanﬂkkas%nm
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Ahora bien, aunque pueden plantearse objeciones importantes a los comentarios de Ayer, creo
que ninguno puede echar por tierra la separacion que resalta entre la tesis logicista y la
concepcitn analitica de las mateméticas. La aclaracion no tendria mayor pertinencia sino fuera
por el hecho de que algunos, adversarios, simpatizantes e historiadores por igual, han tendido a
creer que solo por la via de la reduccion logica se puede probar la naturaleza analitica de la
matematica. Esta era sin duda la posicion de Frege, pero como ya he mencionado antes, su
concepto de analitico difiere considerablemente del concepto que tenian los logicistas del siglo
veinte.” Echemos entonces un rapido vistazo a algunas de las objeciones que pueden plantearse
a Ayer.

La primera objecion tiene que ver con la forma como Poincaré y los empiristas logicos entienden
las definiciones geométricas; esto es, para el primero las definiciones geométricas son expresion
validas 0, mejor, convenientes para determinados propdsitos cientificos, pero no tiene sentido
planearse cuestiones acerca de su verdad, y por consiguiente, el problema sobre la naturaleza de
la verdad matematica, tan importante para los empiristas, se desvanece. La segunda objecion, y
la mas importante, remite al comentario de Ayer sobre el hecho de que el principio de induccion
completa se restringe al ambito de la aritmética y que, por consiguiente, deja sin explicar el
caricter creativo de la totalidad de la matematica. Al respecto se puede hacer notar que se ha
perdido de vista el punto medular de cuestion; es decir, al citar el principio de induccién
matematica, Poincaré ha querido ilustrar un modo de razonamiento prototipico que se encuentra
presente en toda la matematica, y el cual consiste en “la possibilité de répéter indéfiniment une
méme opération”. En este sentido, semejante tipo de razonamiento se halla presente también en
la geometria, por ejemplo, en el principio de homogeneidad (i.e, en la posibilidad de movimiento
de una figura sin alterar sus propiedades), y, por consiguiente, la concesion de Ayer es por
completo gratuita, y su reclamo, injustificado.

Por otra parte, el lector atento no podra dejar pasar aqui el hecho de que se presenta una tension
entre esta Gltima objecion y mi ekposicién con respecto a la forma como se ha mezclado la
aritmética y la geometria en relacion con la fertilidad propia de la matematica, ya que también he

justiﬁmciénpa:adtswidarlaunﬂiéndesilasproposidonesdehmﬂemﬁﬁmmnreﬁmibl&sapmposidonﬁdem
légimforml,delmodooomlelM.qunc,aunmndoladeﬁnidéndcunnﬁmemcardimloomoum
clasedeclascssemejameaumdasedathtsdrcular,ymaposibleredwhmdommatcmﬁﬁmsanmmnes
gmamentelégicas,siguesi@odatom:hspmposidmdebmwméﬁcampmpoﬁdmamﬂﬁms”(p. 109).

Por ejemplo, Hylton (1990), p. 136, dice: “Russell, a diferencia de los positivistas logicos, no busca emplear el
logicismoconelpropbﬁtodenmslrarqnelanntcméﬁmemanaﬁﬁm”, Si esta fuese en verdad la posicidn de los
WMIMMAyamMam&mmmmmm&&wde
fildsafos.
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insistido en que para Poincaré la primera es una rama cuyas expresiones son juicios sintéticos a
priori, mientras que la segunda contiene expresiones convencionales (definiciones) y, por ende,
posee un caracter mas lingiistico (convencional). Es decir, nos encontramos con la incomoda
disyuntiva de atribuir a la aritmética y a la geometria un estatus epistémico distinto, con lo cual
al parecer, se tendria que negar la capacidad productiva de la geometria; o bien, admitir la
creatividad geométrica y reconocer, por tanto, su naturaleza sintético a priori. En el primer caso,
el comentario de Ayer seria correcto, mientras que en el segundo la objecion que le he planteado
ganaria la partida. Sin embargo, en ambas circunstancias se tendra la impresion de haber
traicionado o violentado €l pensamiento de Poincaré. Pero como la tension se encuentra presente
en los mismos escritos de Poincaré, en tanto no existe un intento recurrente por alcanzar la
sistematicidad total, sino que se busca responder en diversos momentos a preocupaciones
especificas, sin preocuparse demasiado por las tensiones o inconsistencias que surjan despucs.
En cuanto a nuestro papel de intérpretes no nos queda mas que inclinarnos por aquella alternativa
que suponga la menor pérdida de verosimilitud y coherencia interna, asi como intentar explicar
al méiximo las divergencias que se presentan. Pero también se puede reconocer simplemente la
tension y renunciar a cualquier pretensién de consistencia, asumiendo que esto oltimo seria
atribuirle una cualidad de la que de hecho no goza. En lo que respecta al punto en discusion me
parece que los problemas se presentan al momento de pasar de los principios al sistema en su
conjunto y en encontrar el criterio por el cual Poincaré convierte un postulado x en un rasgo

prominente de la geometria o de la aritmética.*®

§ 7. La conversion logicista de Couturat
A lo largo de este capitulo he dado como un hecho la filiacién de Couturat al proyecto logicista
del Russell de los Principles of mathematics, mientras que en los capitulos anteriores nos

30 1 o curioso del asunio es que, en lo que respecta a la tensién arriba citada, Poincaré remite al lector a los puntos en
conflicto sin advertir su aparente incompatibilidad; por ejemplo, por un lado escribe: “En el primer capitulo en
donde hemos estudiado 1a naturaleza del mzonamiento matemético, hemos visto la importancia que debe atribuirse a
la posibilidad de repetir indefinidamente una misma operacion. A esla repeticién debe su virtud el razonamiento
malem.’itioo;ytsgraciasahleydchomogemidadque]ahmnosapﬁmdoaloshechnsgwméﬁbos’.Peroenel
capitulo aludido leemos: “Esta regla, inaccesible a la demostracion analitica y a la experiencia, es el verdadero tipo
de juicio sintético a priori. Por otra parie, no se podria soflar en verla como una convencién, como es el caso con
ciertos postulados de 1a geometria™. Paincaré (1902), pp. 88 y 41. La cuestién principal que enfrenta ¢l llamado
convencionalismo de Poincaré consisic en como compaginar Jos postulados convencionales con los “hechos™
geométricos.
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habiamos ocupado de su etapa racionalista y cuasi convencionalista, en la cual la l6gica juega si
a acaso un papel secundario. La pregunta obligada consiste entonces en platearse como y cuando
operé el cambio de ideas que lo llevo a su segundo enfrentamiento con Poincaré. O dicho en
otros términos, ;jcOmo se convirtié la “nueva” logica en el centro de interés de las reflexiones de
Couturat?,

No hay a mi parecer una respuesta directa y sencilla a este tipo de planteamientos, debido a que
en este cambio de ideas operaron varios factores. Es claro, por la naturaleza misma del contenido
de ambas concepciones, que la adhesion a una supone la negacion de la otra, y que, por
consiguiente, un cambio de opinion semejante implica una ruptura intelectual interna no muy
facil de ocultar. Sin embargo, en el caso de Couturat ese cambio de postura no registra un
movimiento drastico en su pensamiento, sino que se trata de algo que se va dando de manera
paulatina, lo cual ciertamente debié iniciar entre 1898 y 1900, aunque ya con SigNos Mmuy
notables en 1901, durante y después de la publicacion de La Logique de Leibniz. Esto significa
que Couturat se fue acercando a la tesis logicista de forma un tanto independiente de Russell a
través de otras fuentes. Entre ellas destacan, a parte de los manuscritos leibnicianos, sus lectura
de los trabajos de Peano y su escuela, pero notablemente a partir del estudio de la monumental
obra, pero inconclusa, sobre el algebra de la logica de Ernest Schroder.

Este tltimo comentario puede sonar a primera vista fuera de lugar, por la sencilla razon de que el
nombre de Schrider no suele citarse en relacion con la tesis logicista, e, incluso, a menudo se le
sitia (cuando se menciona) como un oponente a dicho enfoque. Esta opinidn se encuentra de
alguna manera justificada por el hecho de que Frege solia distinguir entre su sistema logico y el
de los algebristas l6gicos, como Boole y Schroder, apelando a la distincion leibniciana entre una
lingua characterica y un calculus raticinator; esto es, entre un lenguaje logico con una
aplicacion especifica, y un mero cdlculo logico abstracto sin aplicacién alguna a la vista. Pero
también por el comentario de Russell segun el cual el enfoque de la 1ogica cultivado por Boole,
Peirce y Schroder no ofrecia ayuda alguna para enfrentar los problemas sobre la fundamentacion
de la aritmética.’' La opinion de Frege sobre Schroder era justa en términos generales, sobre todo

31 En un pasaje conocido de My philosophical development Russell recuerda porqué la técnica de Peano en légica le
parecia superior a todo lo que antes habia conocido: “La logica matemdtica no era, de ningin modo, un tcma nuevo
[para mi]. Leibniz habia hecho algunos intentos, pero habian quedado desbaratados por respeto a Arisidieles. Boole
habia publicado ses Leyes del pensamiento en 1854, y habia desarroilado un cilculo compicto, que trataba
principalmente de 1a inclusién de clases. Peirce habia desarrollado una Wgica de relaciones, y Schrdder habia
wﬂicmbmﬂﬂnpm&mgnmwlﬁpwmmhsmmmnﬁa%hquhﬂﬁahmhmnm&ﬂoﬂdad
Whitehead dedict la primera parte de su Algebra universal al cilcolo de Boole. La mayor parte de estos trabajos me
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si observamos que sus comentarios se fundan en los primeros escritos del segundo, cuando el
logicismo no se convertia en una tesis defendida abiertamente y desarrollada (lo cual ocurre solo
con la asimilacion del algebra de relaciones en el tercer volumen de la Exakte Logik) ** Pero la
opinion de Russell simplemente muestra que no habia prestado atencion al tratamiento
algebraico de la aritmética o bien lo habia desechado sin llevar a cabo una argumentacion al
respecto.

De cualquier forma, lo cierto es que Schroder aprovecho la oportunidad que le brindaba el primer
Congreso Internacional de Matematicas (Ziirich, 1897) para hacer piblico su nueva posicion
logicista y, de pasada, fijar su posicion con respecto al proyecto afin de Peano y su escuela. Alli
leemos la siguiente declaracion: “Como opinion personal, quizdi no compartida todavia por
muchos, quiero permitirme asentar, a propdsito, que considero que Ia matematica pura es solo
una rama de la logica general, la cual nace con la creacién del numero y debido a su virtud
econdmica se ha visto favorecido con un enorme desarrollo en comparacion con otras ramas de
la logica que hasta el presente han permanecido estacionarias. Esta concepcion se encuentra
confirmada por el hecho de que bajo el aspecto de la pasigrafia la aritmética puede llevarse acabo
sin recurrir a ninguna categoria o nociones primitivas peculiares, sino que la l6gica general es
suficiente para construir todas sus nociones” (Schroder (1898), pp. 46 y 47).

Por “el aspecto de la pasigrafia de la aritmética”, Schroder queria hacer evidente la concepcion
de la l6gica como un lenguaje conceptual al estilo leibniciano, tal y como lo entendia Peano y su
escuela, pero también Frege™ Pero su intencion principal era poner de manifiesto la
superioridad de su lenguaje logico sobre el de Peano, resaltando que el suyo se limita a cinco
categorias fundamentales (identidad, interseccion, negacion, conversion y subordinaciéon o
composicion relativa) y siete signos (los signos para las cinco categorias mas los signos para los

eran conocidos, pero no habia encontrado que arrojaran ninguna luz cn la gramatica de 1a aritmética™. El comentario
pamoeindimrquekussellnoleybnmlosmcriloslogicistastbScmr,pempormediodclaconmpondencia
con Couturat es claro que estaba al menos al tanto de ellos. Sin embargo, su animadversién por el tratamiento de
Schrider también es patenie a través de dicha correspondencia, a pesar de que ambos coinciden, hacia las mismas
fechas del famoso congreso de 1900, sobre Ia idea de orden. Sobre la falta de interés de Russell por Schrder véase
por ejemplo 1a carta del 20.06.03 de Russell a Couturat.

2 No obstante, desde 1a aparicién del primer tomo de su magna obra, Schrdder (1890), p. 95, entendia tambi¢n el
célculo Mogico como un paso en la realizacién de la caracteristica leibmiciana, y, veia en la conceptografia de Frege
més como un clculo que como una verdadera lengua concepiual: “Dass Herm Frege's Begriffsschrift diesen ihren
Namen nicht verdient, sondern etwa als cine in der That logische (wenn auch nicht zweckmissigste). Urtcilsschrift
zu bezeichnen wiire, glaube ich in meiner Rezension dargethan zu haben™. Cf. Schroder (18380), pp. 81-3 [218-9].
33 Sin embargo, Schroder le dedica aqui una cuantas lineas y tan solo para repetir ¢l comentario hecho de su rescfia
sobre la Conceptografia, lamentando que haya ignorado todo }o que se habia hecho antes en la misma direccién, (v a
su entender jmejor que Frege)), de tal suerte que en manos de este iltimo 1a logica “fuc por consiguiente suplantada
desde ¢l principio, y por lo tanto, dando a luz a un recién nacido” (pp. 60 y 61).



Légica y Lenguaye en Lowis Comturat
Victor M. Hermindez Mirquez

valores de verdad, que ademas designan a la clase vacia y al universo), mientras que el sistema
de Peano se compone de nueve signos. Ademas, reprocha a Peano el no contar con el algebra de
relaciones de Peirce, la cual constituye “una disciplina, o rama de la ciencia, que corona el
edificio del algebra de la logica” (pp. 52 y 53). Al respecto vale la pena mencionar el hecho, un
tanto irénico, de que Russell haria mas tarde un reproche similar a la logica de Peano en el
escrito que bien puede denominarse su primer trabajo logicista.>*

Como ya he mencionado, el algebra de la 16gica fue objeto de atencion en Francia gracias a los
trabajos pioneros de Liard [(1977), (1877%) y (1878)] y Delboeuf [(1876) y (1877)]. Pero
Couturat solo se ocupo de ella en forma y en la docencia hacia finales del siglo XTX. La muestra
mas palpable de que se habia interesado en ef logicismo de Schroder es la carta del 8 de julio de
1898, en donde le confia a Russell la intencién de dedicar su préximo curso al estudio del
algebra de la logica tal y como aparece en la obra de Schroder, pero también al tema sobre las
relaciones entre matematicas y logica. El producto de semejante estudio se materializa en la larga
resefla que hace de los tres volamenes del Algebra der Logik [15], y en su ensayo critico sobre la
definicion logica de nimero [16). Este ultimo escrito surge a partir del tratamiento que Schroder
hacia de las teorias de Dedekind en términos del algebra de la logica de relativos (relaciones). La
pertinencia de dicho escrito en refacion con el cambio intelectual de Couturat es evidente debido
a que en este encontramos todavia la mima concepcién neokantiana del nimero, pero al mismo
tiempo, exhibe también una actitud favorable, o si se quiere, mas tolerante hacia un logicismo
poco conocido y un tanto ajeno a las propuestas mis conocidos de Frege y Russell Como
ingrediente adicional vale la pena resaltar que Couturat defiende aqui un punto de vista muy
cercano a las primeras objeciones de Poincaré al logicismo russelliano, objeciones que él mismo
rebatira en su conocido escrito en defensa de la logistica [55]. En concreto, el escrito se ocupa en
primer lugar de la definicion general del niimero natural de Dedekind y, posteriormente, de las
definiciones particulares de los primeros mimeros enteros dada por Schroder en términos del
algebra de relaciones.

La actitud un tanto favorable hacia el logicismo se hace manifiesta debido a que Couturat ya
aceptaba aqui la demestracion analitica de Dedekind del principio de induccion completa, “sobre
todo en la forma rigurosa y precisa que Schrdder le ha dado al traducirla al algebra de
relaciones” ([16], p. 23, n). Sin embargo, se trataba mas que nada de una cierta concesion ya que

34 Russell (1901), p. 6 y 7. Desde luego, también sefiala como un defecto grave en Peirce y Schroder el no distinguir
1a inclusién entre clases, de Ia relacién de pericpencia; una carencia gue Frege ya habia hecho notar.
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mnﬁén,ymeraumdebspropbsitosdemmiw,emanabamsmjdaswnrwpeaoah
dﬁdﬁnlégicademﬁma‘o,debidomindpahmmeaquecm:sidanbammvigentedanélisisque
habia hecho él mismo en el libro 1 de la segunda parte de su obra sobre el infinito matemdtico.
Estosigniﬁcabaquelasdudassedhigianalapretemiéndehaberlogradommdeﬁnidéndel
nﬁmeropormediodeconceptosyrelacionmpm'osyabstmctos,sinapelarenlﬁngﬁnmomentoa
la intuicion.
LadisaepmdacenﬁdrecaiamtommdhedmdequeDedddndhadadepmdﬁhmdénde
nﬁmerocardimlenlanodbnordinaLy&staﬁlﬁmsobrelabasedelanociénderepresemién
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racional que s alcanzaba por medio de una intuicién puramente intelectual (en oposicion a la
intuicion sensible kantiana). Las diferencias de puntos de vista era por ende notable, pero veamos
ahora la manera como Couturat resume la posicion de Dedekind: “En suma, la nocién de nimero
cardinal reposa, como la de mimero ordinal, sobre la idea de correspondencia univoca y
reciproca, o, para emplear un Gnico término, en la nocién de coordinacion (Zuordnung).
Dedekind se ha visto inducido a creer que se trata de una idea del intelecto y de una idea
fundamental en si misma, no solo de las matemiticas sino de todo pensamiento: «Sin la facultad
quepowedintdeaopmhacamwpondaumsobjdoscmwos...,mnglhpmmnﬂmto
seﬁaposbleengmaﬂ».kmhammeedekindmnﬁdemhidmdecmnﬁmm
mucho méas evidente y simple que la de mimero ordinal, y con mucha mayor razon, que la de
mitmero cardinal, y por consiguiente, como légicamente anterior a ambas” (p. 26).

Desde luego, Couturat pensaba que la idea racional de cardinalidad del mimero (esto es,
entendiendo el mimero cardinal como una multiplicidad de unidades) era la nocién mas basica de
la aritmética elemental y que, por lo tanto, la nocién de ordinalidad y la nocion de
correspondencia la suponian en algin sentido. Por este motivo, intentar seguir el orden inverso,
como lo hace Dedekind, supone caer en un circulo vicioso, ya que para definir el nimero
cardinal se echa mano de nociones (la ordinal y la correspondencia) que la suponen. Por ejemplo,
para definir el mimero cardinal se requiere entender la enmumeracion como una cofrespondencia
uno a uno entre los elementos de una coleccion concreta y los mimeros de la serie de los
naturales a partir de 1, de tal suerte que el Gltimo nimero de la serie s identificara con el mimero
cardinal de la coleccién concreta. Pero si se pregunta qué significa unoe a uno, s¢ hace patente
que a cada elemento se le considera como una umidad, y que todas las unidades son semejantes
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entre si en tanto que unidades, pero también se les debe suponer distintas para que se les pueda
distinguir y enumerar. Entonces es evidente que antes de que se le pueda fijar su cardnalidad
especifica, 1a coleccion concreta ya se le ha entendido como una pluralidad de unidades; esto es,
como la idea misma de cardinalidad.

Y si la nocion de correspondencia supone ya la idea de cardinalidad, esto significa, por un lado,
que no es mas simple que la segunda, y, por el otro lado, que la nocion misma de ordinalidad es
también dependiente de la cardinalidad: “En cuanto a la idea de mimero ordinal, mostraremos
que también es posterior a la nocién de nimero cardinal. Esto parece evidente si se piensa que
esta posee como elemento adicional la idea de orden. En efecto, el mimero ordinal se compone,
en realidad, de unidades ordenadas; es, entonces, de entrada una coleccion de unidades; esto es,
un niimero cardinal con un agregado dado, que consiste en el arreglo de esas unidades. El
mimero cardinal es por consiguiente mas simple que el namero ordinal, y el que representa un
grado superior de abstraccion” (p. 29).

Todas las objeciones anteriores valen para la definicion general del niimero entero, pero veamos
ahora lo que Couturat plantea con respecto a las definiciones particulares de los primeros
nimeros de la serie de los naturales tal y como lo habia hecho Schroder. La objecion principal a
todas estas definiciones se funda en la presunta peticion de principio en la que incurren al
intentar definir cada nimero por medio de un recurso que a fin de cuentas resulta equivalente a
lo que se pretende definir; esto es, que se definen los mimeros particulares por medio de los
mismo nimeros. Por ejemplo, se define el mimero 0 por medio de la equivalencia logica
siguiente:

(Num. a=0)=(@=0)
quese]ee«elnﬁmerocardinaldelconjmltoaaigmlalcuoarm,wandoelconjuntoaen
si mismo es igual al cero 16gico; esto es, cuando es nulo, y reciprocamente». Sin embargo, para
Couturat existe la sospecha de que aqui no se ha hecho ningiin avance serio, ya que si se
pregunta “;cuando se afirma que un conjunto es nulo? Cuando es vacio, esto es, cuando no
contiene elemento alguno. Muy bien, pero el lector podria decir que no valdria la pena recurrir al
algebra para formular la proposicion trivial de que un conjunto tiene ¢l mimero cero cuando no
contiene elementos” (p. 30).

Lo ironico de este oltimo comentario consiste, como ya he mencionado, en que se trata
justamente del tipo de objeciones que Poincaré dejard caer mas tarde sobre Couturat y que al
responderle, en el fondo jse encontraba debatiendo tu posicién anterior! Por lo demas, llama Ia
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atencion la similitud de los argumentos: “;Qué es el cero?, se pregunta Poincaré (1905), pp. 823
y 824, ;es el niimero de elementos de la clase nula? Y, ;qué es la clase nula?, es aquella que no
contiene ningin elemento. Definir cero por nulo y nulo por ninguno es abusar verdaderamente de
la riqueza de la lengua francesa. Pero también Couturat ha introducido un perfeccionamiento en
su definicion escribiendo:

O0=1A:dx=A. D> A =(xedx)
que quiere decir en francés: cero es el mimero de los objetos que satisface a una condicién que
jamas es cumplida. Pero como “jamas” significa en ningiin caso, no veo que el progreso sea
considerable”.
Sin embargo, es importante tener presente, dejando al margen las diferencias notables entre la
definicion algebrista y la definicién russelliana del mimero 0, que aun y cuando las definiciones
légicas de los primeros niimeros de la serie de los naturales incurren en peticiones de principio,
Couturat considera que, como ha se ha sefialado en varias ocasiones, no constituyen un delito
grave, puesto que este es un defecto que enfrentan todas las definiciones matematicas nominales,
y, pOr consiguiente, representan un recurso legitimo, aunque filosoficamente limitado. Esto es
justo lo que afirma al discutir 1a definicion de individuo, como un paso previo en la definicion
del niimero 1, y los posteriores niimeros de la serie: “Es claro que dicha definicion, como todas
las definiciones mateméticas, supone necesariamente la idea a definir y la invoca implicitamente,
puesto que se parte de la nocion de individuo para extraer una propiedad esencial y caracteristica,
para luego traducirla anafiticamente. Esto es perfectamente legitimo, con tal que no se crea que
se la construido con todas sus piezas o por decirlo de alguna manera, que se ha creado la idea por
definir; pues si se cediese a dicha ilusion natural y especiosa, nos veriamos cbligados a recordar
que para interpretar 1los simbolos del calculo logico se les debe hacer corresponder con clases, y
que estas se encuentran formadas por la reunion de individuos pertenecientes a una multiphcidad
pura, a la cual se subordinan las condiciones antes enunciadas” (pp. 32 y 33).
Es posible hacer dos lecturas del comentario anterior, ambas un tanto excluyentes entre si. La
primera y mas obvia es que tratindose de un recurso legitimo, la tesis logicista tiene un valor en
si mismo y, por consiguiente, no carece del todo de interés. Sin embargo, como Ia definicion
logica exhibe el mismo rasgo circular de las definiciones matematicas, la reduccion légica no
consigue ningin avance significativo y, lo méas importante, no logra prescindir de la intuicibén
intelectual pura, tal y como se pretende y justifica su introduccion en el dominio aritmético.
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§ 8. Una primera aproximacion al debate

Hay varias preguntas pendientes sobre los motivos que llevaron a Poincaré a postergar la
querella contra los logicistas hasta la publicacion de los ensayos de Couturat sobre la version
russelliana del proyecto en Principles of Mathematics. Una posible respuesta es que en este caso
se trataba ya de un asunto doméstico;>® esto es, no habia nada que decir mientras la epidemia
logicista fuera un asunto extranjero, pero con un enfermo en casa la situacion cambia, de tal
forma que se requiere intervenir para evitar mas bajas. Otra aliernativa de respuesta es quiza, el
creciente interés y discusion sobre la forma como Frege, Dedekind, Peano y Russel replanteaban
las relaciones entre logica y mateméticas. Y si el apogeo logicista habia llamado la atencion de
alguien tan cercano y respetado como Hilbert, quien de alguna forma amenazaba con cambiar de
bando®® ;no era ya necesario tomar de nuevo partido en este asunto?

A este respecto es notorio que en su alegato inicial con Couturat, Poincar¢ tiene en mente y en
primer plano a Hilbert, pero los motivos no son en lo absoluto claros,”” ya que el formalismo
extremo del cual se lamenta desentonaba con el realismo de Frege y Russell; mientras que con
respecto a las relaciones entre logica y aritmética, Hilbert se encontraba en una posicion que no
necesariamente entraba en conflicto con la suya:

La aritmética es considerada con frecuencia como una parte de la logica, de tal suerte
que sus nociones tradicionalmente fundamentales se presuponen usualmente cuando
se presenta la cuestion de establecer un fundamento para la aritmética. Sin embargo,
si observamos con detenimiento, nos damos cuenta que en las exposiciones
tradicionales de las leyes logicas se emplean ciertas nociones aritméticas
fundamentales, como por ejemplo, la nocion de conjunto, y, hasta cierto punto, la de
mimero. De este modo, nos encontramos dando vueltas en circulo, y este es el motivo
por el cual se requiere desarrollar, en parte, de manera simultanea las leyes logicas y
las de la aritmética si se quiere evitar las paradojas.*®

35 podria incluso de decirse que se trataba ya de un asunto familiar, ya que Pierre Boutroux (1904), su sobrino, habia
iniciado el debate, contra Oothysinmwhahabﬂidad,dumﬂedSegmﬂnCmgresoMcmachmldeFﬂosoﬁa,
1o cual provoct la respuesta contundente de Russell (1905). Cfr. Sanzo (1991), cap. 3.

% Fin una carta a Frege, cuyo tema era la polémica Frege-Hilbert sobre la fundamentacion de la geometria, Vailati se
Wmhﬁgﬂmmz%mmﬁmmmmmamm&q&m
aﬁomsremmmlm“hwhmﬁnmmlﬁdehM”(mqiﬁmWfWedehamﬁzéMmh
devoci6n irracional a la jerga kantiana, la cual es @in deplorablemente popular entre quicnes se dedican a la filosofia
de la ciencia™), el resto de su exposicion podria ofrecerse de una forma irreprochable™. Frege (1980), p. 174. Peroa
Fregemleml&dabalajergakanﬁamdc[ﬁﬂmtsimclfmmﬁsm;ma,lalhhadesigniﬁmdodclost&minos
geoméuims,a]gownloquepoinmrémaﬂadeaundo.

7 Poincaré (1905), pp. 815-6. En €l Tercer Congreso Internacional de Matemdticas, celebrado en Heidelberg en
lm,mmenmwmamrmmam&hMrdﬁWaksfmdanmdehwgimydchmMm
(Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik), pero su posicién dista mucho de ser logicista. Esto ke permite
a Couturat hacer las debidas precisiones al respecto. Cfr. Couturat (1906), pp. 210y 211

* Hilbert (1904): van Heijenoort (ed.) (1967), p.131.
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De hecho, la critica de Poincaré a las definiciones logicistas de los nameros naturales sera, una y
otra vez, asimilar cada una de ellas como instancias de ese circulo vicioso que menciona Hilbert
(v que Couturat atribuia a toda definicion matematica en su etapa racionalista). Y ya que de
acuerdo con Russell, el principio de induccion completa no representa mas que una definicion de
los mimeros naturales finitos, o si se prefiere, la consecuencia de una definicion: la discusion se
centrara en mostrar si de ser asi, cumple con el requisito que exige toda definicion matematica.
Pero para ello es necesario responder primero a la cuestion sobre qué tipo de definicion esta en
juego.

No obstante, debe advertirse que con respecto al estatus del principio de induccion completa no
existia consenso entre los logicistas. Dedekind pretendié dar una demostracion del mismo, pero
por medio de un principio que en el fondo era equivalente al que se queria demostrar. Peano lo
usaba simplemente como axioma, mientras que Russell lo convertia en una definicion, 1a cual
suponia una simplificacion de los axiomas de Peano. Esta caracteristica de la definicion de
Russell es, me parece, una razon posible del porqué Poincaré considera que se trata de una
definicién por postulacion; esto es, el principio se define a partir de un conjunto de postulados o
axiomas, que en este caso serian los cuatro primeros postulados de Peano. Sin embargo, la
definicion de Russell es estrictamente nominal, pero, ademas, contaba con motivos muy fuertes
para no admitir como licitas ese otro tipo de definiciones, ni aquellas que se denominan “por
abstraccion”, y que eran admitidas como métodos logicos adecuados por Peano y su escuela,
aunque COMO Tecursos meramente pro'nrisionales_"'0 Dichas razones son especiaimente interesantes
porque permiten ilustrar muy claramente las diferencias entre el logicismo de Russell y el
proyecto defendido por Peano y su escuela; o, si ustedes prefieren, explica claramente por qué
estos wltimos no pueden considerarse como logicistas en sentido estricto. Como este no es el
lugar adecuado para tratar estas cuestiones me limitaré a insinuar el camino sefialando que un
logicista en sentido estricto, como Russell y Frege, requieren solo de un pufiado de nociones
logicas primitivas para llevar a cabo su empresa, mientras que los no logicistas, por mucho que
se valgan de la logica para rescribir las expresiones de cada teoria matematica, CoOmo OCuIre con

Peano y su escuela, cuentan con tanmtos términos primitivos como tantas teorias matematicas

% Sin cmbargo, no se trala de una definicion logica, aungue los términos involucrados en la definicion son
redlwiblesanocioncslégicas,simdeunadeﬁniciénqwshnpliﬁmlosa:domasdeP&m,cncuyosistemael

Erim:ipio figura cono axioma.
° Cfi-. Burali-Forti (1900), pp. 295-6, y Herniindez (2001), § 4.6.
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tienen a su disposicion y, por consiguiente, requieren echar mano de mayores recursos en su
teoria de la definiciéon.

Pero volvamos de nuevo al alegato de Poincaré y sefialemos que si bien se equivoca en
considerar la definicion de Russell como una definicion por postulacion, apunta en la direccion
correcta al seftalar que para que la definicién sea admisible debe de ir acompafiada de una prueba
de existencia del o los objetos que introduce; es decir, es necesario demostrar que el o los objetos
en cuestion se encuentran exentos de contradiccion. Si se trata de una definicion por postulacion,
1o que se ha de demostrar es que los postulados no implican contradiccion. Esto equivale a pedir
una prueba de consistencia para la aritmética elemental.

Pero para Russell el requisito de Poincaré es por completo injustificado ¢ imposible de satisfacer,
ya que supone, por decirlo de algin modo, usar el principio de contradiccion para intentar
justificar el mismo principio de contradiccién; dicho de otra manera, la cuestion relativa a la
pertinencia logica del principio de induccion completa es meramenie verbal, ya que si definimos
“cuadripedo” como todos los seres de cuatro patas, se sigue que todo ser de cuatro patas sera
cuadripedo, y lo mismo ocurrira tratindose de los numeros naturales y el principio de induccién
que los define.*' No hay necesidad, por consiguiente, de una prueba de no contradiccion para los
numeros finitos.

A este respecto recordemos que en el prologo a la segunda edicion de los Principles, Russell
externa un comentario muy llamativo para desestimar ¢l mencionado criterio de existencia. Es,
en primer lugar, notable porque lo identifica con el formalismo de Hilbert, sin referencia alguna
a Poincaré; y, en segundo lugar, por que alli se manifiesta el realismo russelliano a través de un
argumento pragmatico en verdad poco convincente:

Para ¢l [Hilbert], la ‘existencia’, tal y como se entiende generalmente, es un concepto
metafisico innecesario, que debe remplazarse por el concepto mas preciso de no
contradiccion. Y aqui ha olvidado de nuevo, que la aritmética tiene un uso en la
practica. No hay limite para la invencion de posibles sistemas de axiomas no
contradictorios. Las razones que tenemos para interesarnos de un modo especial por
los axiomas que conducen a la aritmética usual son extrinsecos a la misma, y estan
relacionados con la aplicacion del mimero al mundo empirico. Esta aplicacion en si
misma no forma parte ni de la logica ni de la aritmética; pero una teoria que la haga a
priori imposible no puede ser verdadera. La definicion logica de los nimeros esta
relacionada con el mundo real de los objetos contables e inteligibles; la teoria
formalista no lo esta.

! Cfr. Russell (1919), p. 27.
42 Russell (1903), p. vi [380].
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Sin embargo, como ya he mencionado antes, llama la atencion que Poincaré apele al principio de
no contradiccion como criterio de existencia matematica, sobre todo si se recuerda que para él la
matematica no se deja sujetar a los dictados de la logica; y, todavia mas, si ustedes prefieren, si
como habia dicho antes, “la regla del razonamiento por recurrencia es irreducible al principio de
no contradiccion”.

Pero este es precisamente el rasgo distintivo del oportunismo cientifico.

§ 9. La demostraciéon de Duhem del principio de induccién completa

Como ya habia anticipado antes, Pierre Duhem en un articulo poco conocido y comentado, se
oponia al punto de vista de Poincaré sobre la imposibilidad de demostrar por medio de la logica
(y en particular, por medio del principio de no contradiccion), el principio de induccion
completa. La posicion de Duhem sobre este asunto reviste especial interés no solo porque se trata
de algnien que era ajeno a las tentaciones intelectuales de los l6gicos y matematicos logicistas,
sino porque su demostracion difiere de la de estos Gltimos y porque se encuentra acompafiada de
observaciones de caracter histérico que vale la pena tener presente.

En primer lugar, Duhemhacenotarquedpﬁncipiodeimiuccibnseenmmﬁaause!neenlaobra
de los matematicos de la antigiiedad y que al parecer, fue Francesco Maurolico quien lo introdujo
por primera vez en su libro Arithmeticorum libri duo, escrito en 1557, pero publicado en Venecia
en 1575. El dato es importante interpretado a la luz de la opinion de Poincaré, ya que “si el
razonamiento por recurrencia fuera en verdad lo que caracteriza a la demostracion matematica,
resultaria sorprendente que los matematicos hubiesen esperado tanto tiempo para recurrir a él.
Pero la induccién completa no puede ser la Unica fuente de la fertilidad matematica, dado que
Euclides, Arquimedes, Apolonio y Cardano no la han necesitado para llevar a cabo sus
descubrimientos” (1912, p. 224).

Ademas, a su juicio, el principio por recurrencia no difiere en lo absoluto de otras formas de
razonamiento deductivo, y si se ha pensado que se distingue de una serie de silogismos, y que no
puede ser reducido en ningin sentido a dicha serie, se debe Gnicamente a que por lo general se le
presenta en forma abreviada y se pasa por alto e correspondiente complemento que se ha dado
por descontado. Ademas, acepta que la razon se persuade de la generalidad del principio con el
simple hecho de haber realizado una serie limitada de silogismo, pero contrario a Poincaré,
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sostiene que su absoluta certeza descansa en la conviccion de que se alcanza una contradiccion
una vez que se intenta negar su generalidad.

Y la forma como se demuestra su reduccion al absurdo se puede mostrar a partir de los dos
siguientes lemas:

Lema (1): La proposicion P es verdadera para el numero 1.

Lema (2): Si P es verdadera para el nimero n, serd igualmente verdadera para el sucesor
inmediato (n + 1).

Se asume que P es falsa para un cierto mimero &, y es obvio que a es mas grande que 1 (por el L
(1), y, por lo tanto, (@ — 1) es también un niimero.

Entonces tenemos los siguientes 2 casos:

C (1): La proposicion P es verdadera para todos los mimeros de 1 a (@ - 1).

C (2): La proposicion P es falsa para uno o mas numeros de los cuales 2 es el menor y (@ - 2) es
¢l mayor.

En C (1), la proposicion P seria verdadera para el mimero (@ — 1), y falsa para el namero &; pero
de acuerdo con L (2), esto es imposible. En C (2), enumeramos, para disminuir la magnitud, la
serie de (a@ — 2) de 2 a (a — 1). Encontramos, uno después de otro, todos los nimeros de la serie
para los cuales P es falsa. Sea b el primero que enumeramos. De acuerdo con L (1), b es
necesariamente mayor que 1, tal que (b — 1) es un mimero entero. Entonces P sera verdadera para
(b - 1), pero falsa para b. Pero segun L (2) esto es imposible.

Por lo tanto, la generalidad de la proposicion P (esto es, el principio de induccién completa) es
entonces establecida por medio de un razonamiento que requiere solo un nimero finito de
silogismos.

Una version abreviada de la anterior seria la siguiente:

Si P no es verdadera para todo N, considérese el conjunto finito o infinito, de mimeros para los
cuales no es verdadero. En este conjunto, hay un mimero ¢ que es mas pequefio que todos los
otros. En virtud del L (1), el mimero ¢ es necesariamente mayor que 1, tal que (g — 1) es un
namero. Por lo tanto, P es verdadera para (q — 1), y seria falsa para ¢, lo cual por L (2) seria
imposible.
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