Ol84

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

METODO CRAMER-LU APLICADO AL ALGORITMO SIMPLEX

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

DOCTOR EN INGENIERIA
(INVESTIGACION DE OPERACIONES)

PRESENTA:
HECTOR EDUARDO\GONZALEZ

DIRECTOR: DR. JOSE DE JESUS ACOSTA FLORES

DO E \

CIUDAD UNIVERSITARIA 2005




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



AT T e g o

j/FEa / 2005"

T R O R )
e B

= L IC P,




AGRADECIMIENTOS

A mi madre Sra. Maria de Jesis Gonzdlez Vizquez +
Ejemplo de generosidad, desprendimiento y entrega incondicional

A mi esposa Elia Isolda Garcia Chacon
Confidente, amiga intima y compafera de vida; con foda mi estimacion y carifio

Al Dr. José de Jesus Acosta Flores

Director de esta Tesis
Que con su incondicional comprensién, apoyo y entrega en todo momento, fué pilar fundamental
para el logro de esta Tesis

Al Dr. Marco Antonio Murray Lasso y
Al Dr. Jorge Carrera Bolafios

Miembros de mi Comité Doctoral
Por su desinteresada ayuda en la elaboracion de esta Tesis

Al Dr. Juan Manuel Estrada Medina

Miembro de mi Jurado y Revisor
Por sus valiosas observaciones, derivadas de una exhaustiva revision de este trabajo, que
contribuyeron a elevar su calidad cientifica

A los Miembros del Jurado:
Dr. Felipe Lara Rosano

Dr. Felipe Ochoa Rosso

Dr. Arcadio Gamboa Medina

Por sus valiosas indicaciones que mejoraron este escrito

A todos los Maestros de la Facultad de Ingenieria con quien tuve contacto durante

los Estudios Doctorales
Por sus valiosas enseflanzas que contribuyeron a mi formacion

A la Direccion General de Estudios de Posgrado de la Universidad Nacional

Autonoma de Meéxico
Forjadora de nuevas generaciones de Cientlficos

Al Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares
Polo de desarrollo de las Ciencias Nucleares en México

Al Instituto Tecnologico de Tlalnepantla

Por su apoyo en la realizacion de mis Estudios Doctorales

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia
Por su apoyo econémico



Indice

RESUMEN . \0vverrrinieseraeierarseenesssrcaovariossasrsansases cesareraviaencans svasrsrererreieres trrrtaerasesasressentiaies 1
INErOQUCCION «.vvvvrrrreeieiiicineeit e e rnt s s rarsarassans remrtsserseasisssrres erereresasnasseerane 2
Capitnlo 1. ObJetivos. .....cccuvevreiieicnreiinrnesnasens everesierisriaerasiersre verrersrresenrrnnress rereesiones 4
Capitulo 2. Estado del Arte. .....cuvimncnnimiiricrininiiiicierenennes ceeniee crrsreruiarsens vieereresrerens enereans 5
2.1.Resumen de Conceptos BASICOS ......ocvvievreinianrnicsnrasennne T, srersereeaesaeaeiene 5
2.2.Triangulacién de Matrices con Transformacién de Gauss (TG) ............... cerrvsaseed 5
2.3.Descomposicion matricial LU .....ccvvveivevinreencierianeennes DT Ceresrsavrarserens 5

2.4, Teorema de Descomposicion LU .........ccveeeeniaiannis ceesesere CesirErasaserasevenrenirens .06

2.5. La TG en forma de Determinantes Elementales ................. ceresernsasssasaseasanrnere 6

2.5.1. Descomposicion LU con 1a TG reexpresada......cvieiiceenevineninsinncrniiiieion 7

2.5.2. Condensacitn Pivotal ..........covvrivrvvinnns errerenremcenssseestsitasensnstntannataras 8

253, Algoritmo de Chil ......cocuviiimianrirsininrinvrnrniensereacnn eseresersiransiannennin 8

2.5.4. Algoritmo de BATEISS ......cceceveerereerirerarsensreorscssorassnnsrns reeeaeees reveerrons 10

2.6. Doolittle,Crout y Cholesky ............ verravsar reasimssetnrensranavrsbaetetesnsattaracs Raasbaten il

Capitulo 3. Una nueva Transformacién Lineal............c.c.. cirersranes Crereersrenivasees rtesesesssesnie 15
3.1. Una aportacion al Algebra Lineal ..........cocrveeiciniereieiisssisiarsnnens beveserseasiesenes 15

3.2. Deduccion de la Nueva Transformacion (NT) a partu- dela TG .......................... 16

3.3. Ecuaciones de Equivalenciaentre lA NT Yy TG ..covviiiiniimnisissmnriimanessen, 22

3.4. Matriz Adjunta (A CONNTJ ceueeienreiiiiienieieniie i ereresmarenns eirsssaseaens eerrane 22

3.5. Solucion de Ax=b con NT ......ccccccnviniamennnee reerestceeserriaserionsencans Coesnsanmenenaies 25
3.6.Matriz Adjunta (A*) 00N NT ...oceuveeeereereneeneeninrecssesassessosssesss e vreeeen 26
3.7.8olucion a Ax=b con NTj . e e e e e e e 2T

3.8. Aplicacion al Algoritmo Danmg ................................................................ 27

3.9. Simplex Revisado con TG ..ovuiricririnieieiiiiienieir e i rse et s s a0 w27

3.10. Analisis PoSt-0ptimo ...c..covvvveriiinisiienreicenrorcnsareecrecasnanens feererretsenesnnnrarist 28

3.10.1. Variacion en el Coeficiente ¢, de Z .......cccvreriiiiiiiiiiinianeniiae, benereseres 28

3.10.2 Variacionen 1de b ....cciuieiiiiiiirietiiinicneirner s riesa e e e e res e s sea e 29

3.11. Simplex Revisado con NT ......ccooiiimiiniiniiiniiiminninsinionse reeretnsessesasaresreren 29

3.12. Analisis PoSt-OPUMO. . .ccoiuiieiiniiiriiiiiiiiiiiiirsisrsnr s ettt s caesenes 30

3.12.1. Variacién en el Coeficiente ¢, deZ......ocovvveeiiinmniiiiiiiiiieiiieenrcriresoranmn, 30

3.12.2. Variacion en 5,8e b .cocvvieiiiniiiniiicriiiciiiics s e e vrease30

3.13. NT aplicada a los Cortes Fraccional y Entero Puro de Gomory ........... revrererrens 30

3.13.1. NT aplicada al Corte Fraccional a partir del relajado .......cceuerviiivainnenn 30
3.13.2. Corte Fraccionario de Gomory Modificado en fancién

de las variables no-basicas originales ............. SYUOUORTSTRPTOTPR: .

3.13.3. NT aplicada al Corte Fraccional a partlr de la Fonnnlacmn
(Entero Puro de GOIMOTY).......ceciviiervinriiivasrsmmsasretisiisssssssinan 32

3.13.4. Corte Entero Puro de Gomory Modificado en fllllClOIl

de las variables no-basicas originales..... heeeibbereesrtastniasenrrasrasarrarararraes 34
3.14. Goal Programming con TG ...oovvivreiniieninicnnse Ceresratersisesiranes rertrsntsaerrsesatanan 34
3.15, Goal Programming ¢on NT ...ccoovviveiiiiiiiiiieimeianiiiniininisiriiessse e 35
3.16. El problema de Dirichlet y ¢] Computo Geométrico aplicando[a NT ........cooviiinn 35
Capitulo 4. Solucion por Computadora .......vvvviierirricrmmieirasirie s rsrsssstie e resraisares 39
4.1. Descomposicion Triangular Cramer-LU......ccoivvcriiiemecsiiiinnnninnee . eed9
4.2. Estado del Arte de la Matriz Adjunta ., o PR OTRPPPRNC |

4.2.1. Cdlculo de la Matriz Adjunta con Grado de Comple;ldad
Algoritmica O(n) haciendo uso de la Aritmética de Precision Multiple........40



4,2.2, Solucion com NT-LU ...veeiirceecicrereonrenracionanes esteeresencarensranne eresveerens w40
4.2.3. Solucion con NT-Jordan .......... vreshressretenruiersesansetsatarastn covenns seesarestsenend 40

4.3. Solucién por Computadora de un Sistema de Eeuauonm Lineales
Simultineas con Coeficientes Enteros y Aritmética de Precisién Miltiple

utilizando el Algoritmo de Cramer-L1U .............. R R 40
4.4, NT aplicada al Simplex con Aritmética de Campos Fimtos ......... caereriasssnasannnnsonns 40
4.4.1. Diferencias de la Aritmética de Gauss con respecto
ala Aritmética Fuclidiama .....coceveierivaiiriaritosennrscscrercacensrnscncnenesnessnansse 40
4.42. Similaridades de la Aritmética de Gauss con rwq)ecto
ala Aritmética Euclidiana .........ccccoiiiiiiniininecercnnnieronses ertrersntasrsnseronsny 41
4.4.3. Isomorfismo de 1a NT en ambas Aritméticas.........euu. cereses ceresnsernresaonsaraendl

4.4.4, La NT en Aritmética de Campos Finitos.

(Con Inverso Multiplicativo y Aritmética Multimodular) Aplicada al Simplex.41
4.4.5. La NT en Aritmética de Anillos Finitos.

(Sin Inverso Multiplicativo y Aritmética Multimodular Aplicada al Simplex ..42

4.5. Transformacion de Gauss aplicada al Simplex con Aritmética

Congruencial Multimodular ........c.cciiiiiiiiniiniieriinireasarcrccisnaseress crirenrans 44
4.5.1. Solucién por Computadora de un Sistema de Ecuaciones

Lineales Simultineas con Coeficientes Enteros y

Aritmética Residual Multimodudar ......ccovvivieicmiicisinieiiiiieecsienanan. raraend 45
4.6. Solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales Simultdneas con
Coeficientes Enteros y Aritmética Residual Unimodular .........coevvivvnmmincniiinnanns 46

4.6.1.Cilculo de Iz Probabilidad de encontrar un médulo mintimo,
menor que la cota para el madule primo que garantiza una
solucién al Sistema de Ecuaciones Lineales Simultaneas,

aplicando la TG con Aritmética Residual ..........ocoveieniaiians shavrrraerrreateer .46
4.6.2. Resultados de la Simulacion Numérica para resolver un
Sistema de Ecuaciones Lineales con Aritmética Unimodular .......ccccovviivanins 48

4.7. Solucién por Computadora a Problemas de Programacion Lineal
(PPL) haciendo uso del Algoritmo Dantzig 6 Simplex y

Aritmética de Precision Multiple ..........ccovvveiinienennnn. erernesrsaeaeae ererusemeniens 49
4.7.1. SOIUCION CON TG o .vuivirnieaeiereeterorereanesnsantnstnnsssnteransanarsannttntsokesansresor 49
4.7.2 Analisis de Sensibilidad de un PPL usando el

Comando SIMPIEX ...ociiiviiiiiniiiisieiiireiaiiereesen e tr s eas s s sb et starman et S1
4.7.3. El comando Simplex, usando el Método de las Grandes M's ..........cccoeneieiine 52
4.7.4. Solucion con TG del ejemplo 12 ......covnvvvvnnnnnne retreeersntessttias enraanaranrens 54
4.7.5. Analisis de Sensibilidad de 1a SOluCiON ....vovviviiieineinictiniiiimrecciinerereens 54
4.7.6. Sotucion con NTjdel ejemplo 13 .......ovviviimmiiiiiii i cie e 55
4.7.7. Anilisis de Sensibilidad de 1a Solucion ....c.ovvviieiceinenniciriinvivronene. ceressr D

4.8. Solucién por Computadora a Problemas de Programacion Lineal (PPL)
haciendo uso del Algoritmo Dantzig 6 Simplex y Aritmética de

ADIHOS FINIT0S 1. ieiirineiiiiiiiiciiitciiiientasaieieiintssisnsensstsraseee reesereresensarorarens 56
Capitulo 5. Conclusiones ¥ Recomendaciones........ceeeieiviereraiiionieniciiionissassssensn errereensnes 57
REferenCias co.oiviiieeiiiriiiiscssrorerasseroscersasasectstoresistoseansissssasssnse etsieresissesisntanrnsrratasarera 59



RESUMEN

Este trabajo de Tesis, postula un Teorema de Descomposicién LU de la matriz A de un sistema de
ecuaciones lineales simultineas, que difiere de las variantes Gaussianas ampliamente conocidas: Doolittle,
Crout y Cholesky. En su demeostracion matematica se observa que esta descomposicion triangular es en
realidad un Gauss modificado con una propuesta algebraica del Autor que desemboca en la conocida
solucion de la “Regla de Cramer” s0lo que en tiempos de computo polinomiales. Esta descomposicién
tiene una variante que permite postular el caloulo de la matriz adjunta con una complejidad algoritmica
polinomial y puede aplicarse directamente al calculo sin error numérico de sistemas de ecuaciones lineales
simultineas, del “Algoritmo Dantzig” y de su variante aplicada ala “Programacion de Metas Milltiples”,
ademads permite postular un nueve “Corte de Gomory™ el cual es una combinacion entre el fraccional y el
entero puro. Esta nueva descomposicion LU elimina por compteto los calculos fraccionarios y garantiza
que todos los resultados intermedios sean enteros. Esto lo hace el algoritmo idoneo para el cilculo manual
y la ensefianza de estas aplicaciones. También es idoneo para la solucion numérica por Diferencias Finitas
de la Ecuacion del Calor y otras Fcuaciones Diferenciales Parciales, asi como para el Computo
Geométrico, concretamente para el problema de discriminar si un punto dado esta dentro o fuera de la
cascara convexa de un conjunto 7,i=1,.,N de puntos en /¥ y su aplicacién a un Sistema de Alerta por
Catastrofes usandoTelecomunicaciones. Se realizan pruebas numéricas para resolver un sistema denso de
ecuaciones lineales simultineas con coeficientes enteros en el software “Mathematica” para aritmética
entera infinita y se logran mejores tiempos que la rutina de este paquete. Utilizando Aritmética de Campos
Finitos 6 Residual y el Teorema Chino del Residuo se logran resolver sistemas de gran tamafio
(5000%5000) haciendo uso de la computadora paralela masiva Origin 2000 y un modelo de programacion
paralela Open MP con una herramienta de software denominada Miser. Se postula la Aritmética de Anilios
Finitos gracias al Homomorfismo de la Transformacién propuesta por el Autor en la Aritmética Eunclidiana
y Congruencial, haciendo mas eficiente la aplicacion del Teorema Chino del Residuo a la solucién de
sistemas de ecuaciones lineales simultineas con aritmética multimodular y aritmética unimedular, ambos
resuliados debidos a la aplicacién del Algebra Residual en los calculos iniciales y finales y no en los
intermedios. Esta reduccién en calculos se estima por el Teorema de Lamé. Come en esta Aritmética se
obtienen soluciones multiples para un mismo sistema de ecuaciones lineales, se aplica el Teorema de Bayes
para calcular Ia probabilidad de obtener una solucion det sistema con un médulo de n cifras. Finalmente se
partié de Gauss y se llegé a Cramer, algo que nadie habia podido obtener hasta ahora y esto hizo posible
que ¢l algoritmo propuesio en esta Tesis tenga utilidad en donde quiera que el algoritmo de Gauss tenga
aplicacion.



INTRODUCCION

La solucién de un Sistema de Ecuaciones Lineales Simultineas (SELS) es vna de lag tareas que con mayor
frecuencia se presentan en el drea de Cémputo. Es tal su importancia, que las computadoras mis grandes y veloces
del mundo se prueban con la solucion de SELS.

Considerando que las finciones linesles se comprenden mejor, los modelos mis cormmes de dependencia
fincional multivariable son lineales y llevan a sistemas de ecuaciones de este tipo. Por otra parte, 1a mayoria de
enfoques para la solucién de problemas no-lineales conducen a una secuencia de sistemas lineales.

Los Sistemas Linesles varian ampliamente, pero una clase que se considera preponiderante con respecto a las
demis, es 1a que se trata en la presente tesis: Sistemas Directos de Matrices Densas.

El algoritmo Gaussiano ademis de ser ampliamente conocido, ha resultado el mejor para aplicaciones pricticas.
Este algoritmo se ha venido adaptando a los adelantos en las computadoras y asi han surgido variantes que ofrecen
algunas ventajas para cierto tipo de problemas, por lo que se hace necesario conocer los parimetros mis
importantes para poder decidir cuil de elios elegir pars resolver determinado problema.

El andlisis numérico se distingue por dos caracteristicas:

1).- La preocupzcién por cuestiones econémicas, como las exigencias de tiempo de ejecucién y cantidad de
almacenamiento de los algoritmos,

2).- Un andlisis de errores provocados por distintas formas de aritmética de precisién limitada en compntadoras.

El método Gaussiane proporciona la solucion mds econdémica para los sistetnas almacenados & densos, sélo que
como existen variantes de eliminacién, éstas generan diferentes residuos y el andlisis del error de cada ona,
orienta al analista a la predileccion de alguna de ellas.

La propuesta que se hace en esta Tesis, va en el sentido de enriquecer el tipo de varianies Gaussianss,
ampliando el abanico de opciones para los diferentes tipos de problemas lineales que se pudieran presentar en la
prictica.

Tipos de problemas computacionales en Algebra Linesl.

Sea: A=| . . L=l |y x=|. |V G=Lum julo,n
a; . a"f b.j J‘-J

Se le llama Sistema de Ecuaciones Lineales Simultdneas (SELS) al conjimto de m Ecuaciones con n Incégnitas
representada por la Matriz A de coeficientes del sistems y los vectores b 6 lado derecho y x vector de incégnitas:

Ax=h.

La Mattiz A expresa una Transformacion Linesl: 7 .F, —¥,, , donde ¥, es uns Base en el Espacio
Euclidiano de Dimensién ny ¥V, es una Base en el Espacio Fuclidiano de Dimensién m, la cual mapea un vector
arbitrario x,, € ¥, bacia el vector by, €¥,,. Este sistema puede facilmente ser representado asi: T(x)=b el

cual tiene solucidn si y sélo si b estd en el rango de T.



Los problemas de Algebra Computacional se pueden catalogar en los siguientes 9 tipos:

1. Resolver un Sistema Lineal Ax =5 , en donde A es una matriz cuadrada arbitraria, no singular de orden n,
con coeficientes Enteros, Reales 6 Complejos y b es un vector columna dado de n componentes y x es un vector
colunma desconocido con n componentes.

2. En problemas como el anterior, en ciertas ocasiones existen varios miembros derechos b, p.¢j., k deellos y
por lo tanto también k vectores desconocidos por hallar. Si se entiende Ia matriz B como la matriz de n filas y k
columnas de miembros derechos y a X como la matriz correspondiente de m filas y k columnas de vectores
solucidn, entonces se tendré que resolver el sistema lineal AX=B, en donde A es como el problema de tipo 1.

3. Hallar JaInversa 4~ de nna Matriz No Singular A.

4. Dada una matriz simétrica real A, hallar alguno de ellos 6 todos sus valores propios y en ocasiones tambicn
sus vectores propios x Eventuslmente, A es una matriz Hermitiana Compleja, es decir, A es igual a la traspuesta
de su propia conjugada compleja y se plantea el mismo problema. En este caso, cada valor propio A es real, pero
los vectores propios x scrin generalmente complejos.

S. Dada uns matriz simétrica real A y otra simétrica real definida positiva C, hallar slgunos 6 todos los valores
propios generalizados. Un valor propio generalizado es un nimero 4 1al que existe un vector x con Ax = AC5 . En
ocasiones se hace necesario computar los vectores correspondientes a x.

6. Dada una matriz general A Real ¢ Compleja, hallar algunos 6 todos los valores propios 4 de A y quizas
también los vectores propios pertinentes.

7. Ocasionalmente se tienen que hallar algmnos 6 todos los valores propios A , para los que 2’ 4x+ABx+Cx =0
tiene un vector solucién 3, en donde A,B y C son matrices cuadradas. Cnando A y € son singulares, el problema
es considerablemente mis dificil.

8. Dada una matriz C de n filas y k columnas, donde n>k y mn vector columna d con n componentes, hallar un
vector columna x con k componentes, de manera que la norma [|Cx— 4 del vector residual Cx-d sea lo mas
pequefia posible. Dicho vector x es una solucién de minimos cuadrados del sistema de ecuaciones incompatible en
general Cx=d. A menos que el rango de C ses k, habrd un niimero infinito de vectores x de solucién de minimos
cuadrados.

9. Hay un gran nimero de problemas relacionados con desigualdades lineales de 1a forma 4x 2 b dondela
desigualdad tendré que ser cierta para cada componente. Una clase de problemas es aquél donde se tiene una
matriz A de n filas y k columnas con n>k, un vector b de m filas y wn vector columna c de k filas, hallar un vector
columma x de k filas de manera que Ax=b ¥ x>0 se cumplan y que ¢« se haga lo mis pequefia posible. Este
tipo de problemas son denominados como de Programacion Lineal.

En la tesis se abordan los problemas Tipo 1,2,3 y 9. Existen otros métodos que utilizan transformaciones de
similaridad con reflexiones como es el caso del Householder 6 de rotaciones como lo es el Givens tienen que ver
con problemas del tipo 8 y al ignal para los del tipo 4 al 7, 1o tienen una importancia relevante en este trabajo.



Capitulo 1.
Objetivos,

Una vez clasificados los tipos de problemas computacionales
del Algebra Lineal, el objetivo es resolver diferentes tipos de
problemas ante las situaciones siguientes:

1)- El matemitico cuandoe modela y analiza fenomenos
fisicos, se encuentra 8 menndo con la necesidad de escoger
parametros para Henar datos. Por gjemplo, puede estar tratando
de interpolar b valores de una fimcion, determinados mediante
un polinomio de m parimetros. Como los coeficientes de un
polinomio influyen linealmente sobre su valor, este problema de
interpolacién da por resultado un sistems alpebraico lineal del
Tipo L.

En problemas mas complicados, donde los parimetros no
entran linealmente, las ecuaciones son no-lineates. Sin embargo,
una manera tipica de soluciomar wn sistema no-lineal de
ecuaciones, es linearizarlas y después resolver el sisterna
linealizado, nuevamente con el Tipo 1.

2).- La fuente mas comun de sistemas de ecuaciones lineales
es la aproximacién de uma ecuacién fimcional continua,
mediante un problemas de diferencias finitas. Por ejemplo, uno
puede aproximarse al problema de Dirichlet por medio de la
solucidm de la ecuacion diferencial parcial de Laplace, mediante
un gran sistema de ecuaciones simples de diferencias finitas en
dos dimensiones. Las matrices relacionadas con ecuaciones de
diferencias son casi siempre grandes y dispersas.

3).- Una segunda fuente importante de sistemas de ecuaciones
lineales es la solucién de un problema lineal de minimos
cuadrados. Fn los problemas Tipo 8, supingase que C tiene un
rango maximo k. Se puede probar que C7C es también de rango
Kk y por tanto, no singular y definida positiva. Entonces el
problema es minimizar:

ch_d‘”z —(C“ - d)r(C-\' ~d)—xTCTCx 2" CTd +d"7d =
=" e —craferePeres-cTa)- arcleref craraa

Estas igualdades se verifican mediante multiplicacién. Como
{c7C]" es definida positiva, el minimo ex Ia expresién anterior,
se logra cuando 7 Cx-C7d = 0, es decir, cuando 1 satisface las

llamadas ecuaciones normales: C7Cx = C7 4 . Esto representa tn
problema Tipo 1.

Los sistemas de ecuaciones lineales que proceden de
ecuaciones normales son tipicamente de orden pequefio y
densos. El uso de las ecuaciones normales no es muchas veces

¢l método més eficiente 6 exacto para resolver problemas de
cnadrados minimos.

4).- Frecuentemente, los problemas que conducen a sistemas
de ecunaciones lineales, ocurren en conjuntos caracterizados por
las mismas relaciones fimcionales pero distintos datos. Por
ejemplo, un sistema de ecuaciones de diferenciss finitas puede
tener varios conjuntos de condiciones limites para las mismas
ecuaciones “interiores”. O bien un problema de adecuacién de
minimos cuadrados puede darse con varias series de vectores de
datos Tipo 3 para una serie de parimetros C. Estas situaciones
Hevan a sistemas lineales de la forma AX=B, esto es, al
problema tipo 2.

5).- El invertir una matriz, problema Tipo 3, tiene interés en
computos estadisticos, donde lo inverso tiene importancis en si
mismo como estimacién de ciertos parametros estadisticos. En
la mayoria de otros problemas pricticos, la inversa realmente no
hace falta y puede haber un gran interés en su norma.

6).- Finalmente se tiene una gran canmtidad de aplicaciones
pricticas en el drea de la Programacién Lineal, es decir, en
problemas Tipo 9, segim se hace constar por 1a literatura alusiva
al denominado “Algoritmo Dantzig”. Estrictamente hablando
tiene que ver con problemas del Tipo 3, tradicionalmente se ha
aislado su estwdio a especialistas de la denominada
“Investigacion de Operaciones™ por razomes académicas
histéricas.

El objetivo general de esta Tesis es resolver los problemas
tipo 1,23 v 9 con una nueva propuesta de Descomposicion
Matricial LU que permite obtener sin emror numérico las
soluciones.

Especialmente en la situacién 9 en donde se propene aplicar
el glgoritmo Dantzig con mna variante de cilculo postulada en
esta tesis, que permite obtener exactamente y en forma mas
ripida los resultados numéricos, eliminando las fracciones en
los calculos intermedios y finales. Por otro lado, se hace uso de
esta variante para postular un nuevo Corte de Gomory y un
nuevo cilculo de la Programacién por Metas, ambos variantes
del Simplex.

Asimismo permite también calcular la matriz adjunta como
producto inverso de las matrices multiplicadoras elementales en
tiempos de computo polinomiales e incide favorablemente en el
cémputo geométrico. Su aplicacién en situaciones como la 3 y
con Aritmética de Precision Mualtiple, permite lograr ventaja con
respecto al Householder y al Givens por sus célculos exactos.

Para problemas muy grandes, de matrices de tamafios de
1000x1000 6 mas, se evita el crecimiento de la dimension
numérica intermedia haciendo uso de varios teoremas: el
Teorema Fundamental de la Aritmética, el Teorema Chino del
Residuo, ls Aritmética de Campos Finitos y ma Condicién



Algebraica propuesta para acotar el médulo minimo quoe cumpla
con el requisito del Teorema Chino. Adicionalmente se hace
necesario usar las Computadoras Paralelas qoe permiten
resolver muy eficientemente los problemas Tipo 3 y 9.

Finalmente, esta noeva LU por ser Homomérfica en
Aritmética Euclidiana y Residual, permite operar en un snillo
abeliano finito que para problemas Tipo 3 y tamafios de
1000x1000 en adelante, los vuelve todavia mas eficientes.

Capitulo 2.

Estado del Arte.

2.1. Resamen de Counceptos Basicos.

A partir de una reexpresion algebraica propuesta por el autor,
deducide del Meétodo de Descomposicion Triangular de
Matrices de Doolittle y sustentada ya sea con la aplicacién de
una variante del Método de Chi¢ denmominada Condensacion
Pivotal, 6 a partir de operaciones validas para determinantes con
el Algoritmo de Bareiss, se obtiene una nueva Descomposicion
Triangular diferente de las vanantes: Doolittle, Crout y
Cholesky. A continuacion se analiza con detslle todos los
conceptos anteriores.

2.2. Triangulacion de Matrices con Transformadon de
Gauss (TG).

Existen varias maneras de realizar el proceso de eliminacion
de elementos de una matriz para su triangulacién, séle que
cuando la matriz A es cuadrada, densa y no-estructurada, 1a TG
es la mejor en 1a mayoria de casos practicos.

Supongase [1]:
n . 1,— .
xeR con x #0.81 o, =, i=k+1.,n
Fi
0 | X
0y xy g
M,=I-ae,7 = . Entonces: M, =
Tri1 Trn 0
a, X, ]

La matriz M,  se dice ser uia TG y tiene la propieded
numeérica interesante siguiente:

M, =I—aek7
Mt_l =] +ae,‘T
Entonces si:

. m,r .
M=M, M. M=I-a%e’ .
0

a = ; s¢ deduce que M es una matriz triangular

_Ii+l,1

_lni
inferior (n X ) qoe se express generalmente en forma de factor

més que en forma completa, esto es, para k<n :

1 0
L 1
131 I]Z
(—a(l),-a(z))z - - k=2,
]nl InZ

Una ventaja de representar M de esta manera, es que es
equivalente 8 almacenar las primeras &  colummnas de

M7 = MV M, L, de tal modo que si se aplica la propiedad
numérica de la inversa se tiene:

n

M,_1 =T+ e,T;

ejram =07 <.

1.3
M_l =0 +a(1)e1T) (T +a(k)ekT) =J+ Z(ZU)E'T
i=1

2. 3. Descomposicién matridal LU,



Algebraica propuesta pars acotar el modulo minimo que cumpla
con &l requisito del Teorema Chino. Adicionaimente se hace
necesaric usar las Computadoras Paralelas que permiten
resolver muy eficientemnente los problemas Tipo 3 ¥ 9.

Finalmente, esta nueva LU por ser Homomdrfica en
Aritmética Euclidiana y Residual, permite operar en un anillo
abeliano finito que para problemas Tipo 3 y tamafios de
1000x1000 en adelante, los vuelve todavia mas eficientes.

Capitulo 2.

Estado del Arte.

2.1. Resamen de Conceptos Basicos.

A partir de una reexpresion algebraica propuesta por el autor,
deducida del Método de Descomposicion Triangular de
Matrices de Doolittle y sustentada ya sea con la aplicacion de
una variante del Método de Chio denominada Condensacion
Pivotal, 6 a partir de operaciones vilidas para determinantes con
el Algoritmo de Bareiss, se obtiene una nueva Descomposicién
Triangular diferente de las varantes: Doolittle, Crout y
Cholesky. A comtinuacién se amaliza con detslle todos los
conceptos anteriores.

2.2. Triangulacién de Matrices con Transformacdon de
Gauss (TG).

Existen varias maneras de realizar el proceso de elimmacién
de elementos de una matriz para su triangulacion, sole que
cuando la matriz A es cuadrada, densa y no-estructurada, Ia TG
es la mejor en la mayoria de casos practicos.

Supéngase [1]:

n . X,
xeR con xp #0.8ig =L i=k+l,.,n
X

0, 1 RJ1

. 0, xy L
My=I-ae  "a= . Entonces: M, =

o T Tra 0

a, X, 0

La matriz A, se dice ser una TG y tiene la propiedad
numérica interesante siguiente:

My=I-aeT ..
M, =T +ae,”
Entonces si:

. - W r.
M=M,--M . M=I1-a"¢g .
0

a® = ; se deduce que M es una matriz triangular

_Ii+Li

_Ini
inferior (nx ) que se expresa generalmente en forma de factor

mas que en forma completa, esto es, pama k<n :

1 0

L, 1

Ly Iy
(-a‘“,-a‘”): .. k=2,

lnl ln‘Z

Una ventaja de representar M de esta manera, es que es
equivalente & almacenar las primeras &  colummas de

M= M,7--M, ™, detal modo que si se aplica la propiedad
numérica de la inversa se tiene:

}L{i_1 = I+a(neir;

ejTa @ < DVj <i ..

k
Ml =g raPe Ty ra®e Ty =1+ 2o
i=1

2. 3. Descomposicion matricial LU.



Sea AcR™ y m=n, para algin k<min{mn} se tiene la
sigmente TG determinada: M,,...,Af; ; e R de modo tal
que :

k- k-1

k-1) A 4,570 k-

ANV My, M=
0 Aﬂ(k—l) (m—k+1)
k=1) (n—k+D

Donde: 4;,*™") es una matriz triangular superior.

au(i—l) ah(k—l)
Ahora bien, si 4,(*"D =
k- k-1
“mk( 1) am( )
Yy a‘*“‘_]) + 0, entonces los multiplicadores :
"u“_l)
Iy =————;i=k+1,...,m; estin definidos y se sigue que:
”kk(k-l)
0,
0y
My=1 —aekr S = . Entonces, se tiene que:
g1
o

n

. A 4,9
4D g, 44D z{

0 Aﬂ(ﬁ) {(m—k)
(k} (n—k)
En donde A;,*} es una matriz triangular superior.

El proceso anterior ilustra el k-ésimo paso del proceso de
descomposicién matricial.

Recordando que :

e g T O Iv_y % 1
(Mg -M) =M, M =Td,+a" ¢ )=I +Za "¢

i=1 1=1

Se tendris la expresion final siguiente para el proceso de
descomposicién matricial:

k &
A_(Lum 0 Ilk 0 IAU() 4, )J'
= \ -
Ly®™ L A0 AL 0 -

" M)“‘ [Ln(’f) 0
k- 1 =

(1) (k)
=I_ + yores ,0,...,0).
121(” ]m—l] m e ¢ )

2.4, Teorema de Descomposicion LU,

Haciendo uso de 1a expresion anterior, se puede establecer ¢l
siguiente teorema:
“Sea que 4, dencte la sub-matriz lider o principal (k x k) de
Ae R™ ym=n. Si 4, esno singular para k=1,...,s ; donde
s=min{m-1,n}, entonces existe una matriz triangular inferior
L e R™ y una matriz triangular superior [/ € R tal que
A=LU. Ademis, |4;|=w,,..uy VE=1,...,min{m,n).”

2.5. La TG en forma de Determinantes Flementales

Suponga que x ¢/*. Si a la TG para la triangulaciéa de las
matrices se le expresa:

0

0, !

0, O

M, =T-ae,l=1- el =1 —| k1 Llvi=k 41,

Ty X

%

a, -

X

Reexpresando algebraicamente:



U}

0 0ay a; ay
UyeMd={-—2 1 0lay ayp ayl|=
a1

dy; @3 48y

a
0 -~ g1
£ IMy mxed - H a
£+1
a (] 3
@ A 4y 4
x,,J - o fn Ap| |4n 4n
M a1
My Ay A
. 4y a ay, a
Se obtiene: o [n ol 1w 4y
a1 a1
[ (e ]
- Parak=2:
1 .
=5 0 o L 0
My o=t 1 ERER o a ) = I o -
0 :r__, kel My = i -0 |=
0 b s
L T |
a
11 o 2
- 41 &2
2.5.1, Descomposicion LU con 1a TG reexpresada o a
n 9n
S _ 0 “n 0
TpONgA: apy 4y
I An
Ejemplo 1. . 0 ay
an 4y
ay 4 dg an On
A=|ay ap ay | Entonces para k=1 se tiene: (10 a
1 T2
a3 Ay an
an 4y
0 0
1 @
—1I, o o iy 4y
M, = 1 1 xd —(x; = 0 97 An 0 -
0 :13-1 xy a5 a
a,
) & ay
e ) dy  dp
A 0 0
1 ay 0 ¢ 0 P
S0 — oflo a of|]anf o 9)f-
a” L
1 0 0 ay asy,
0 _
1
100 0 0
- _fAn 10 =0 1 0
ay, o 4
a3 a3 Gy
P 0 - 1
" ay  dp

an




s
o
1
Uw MU, =0
a4y
A 4y
| 1
LIV V3 ]
1 9n
o 812 a3
431 453 451 913
an 4p an 4n
- !

o a1
a1 S| |fu
fn ep) |anm
11 o1z} (e

o a3t 32| (931

a7t 12
L] P
Ahora bien:
1 0 0
M=MM =|0 1 0
a4z
a3 Ay
a - 1
L R
an 9p
1 1} 0
a
= -2 1 0
A
a3 A an 92
dn 9n d31 Ay .
ay;  dyy 4y A2
@y My ay ap
Por otra parte:
1 0

Lz(MzM])"cM;‘M;‘z—:A 10

11
23

ayy

0

an a1
11 Pz 11 n
971 9p| {9n 4n
— ==t la
a 1
a1 9 a1 4
93y axn| Jam ey
an a1
a13
an
3
ey
1 o0
a.
3y al=
a
an 01
51
0f1 0 of | 1
a.
0 1 of=| 2
a4y A
1 0 a3 Ay ;
a a e 1
11 12 -_—
a
By 1

@y Ay
@3 a3
L TR

an Ay

an vl a5y
1 0 tn a |:u s
a n 4n 271 81
A= LU =)L 1
an ay an
tu a2 11 #a| |en o
a5y 3195 1 2t G717 n an
ay |:n ap u an| |ay oy
u n 9 An n 9y
0 1]
@ Lt I H
" 7 9
Por el Teorema de Descomposicion LU:
14 =|Lfv =
4y &) |u 9n @ gl |6y &3
921 @z |4y Apn 7 Oz |82 9z
ay ay| {9 | |9 A ay @l |9 G
1 8m| 9n Suf |91 9 dy 32| |5 &5
=1-a,- - = =
1 a4, 4y 2y
full,  a
n I
Ay &y A
=l @y Ay
a5 @n 9y

Este resultado, se generaliza en la siguiente seccion.
2.52. Condensadion Pivotal

La TG reexpresada se aplica inductivamente para triangular
matrices de orden 1 a (n+1) . Simplificando los resultados
intermedios, s¢ deduce para el caso n-€simo:

nn

1 .
|4
)

.. los elementos de |A'

|4l

a“(ﬂ—z n-1Ln-1 n-1,n-1

se calculan con la siguiente expresion:

. a4 o
’"LJ|: V(@) =1,.,n-1

il e

Expresando 1z Condensacion Pivotal [2] en palabras seria:

“ Todo determinante de (n}-esimo orden puede expresarse
como producto de un determinante de (n-1)-ésimo orden cuyos
elementos son determinantes de orden 2 ; multiplicado por el
reciproco de su primer elemento elevado a la (n-2) potencia ™

0 2.5.3. Algoritmo de Chié

La Condensacion Pivotsl se deduce también a parfir de
operaciones vélidas con determinantes como se muestra
enseguida: (Véase [3], [4] y [5] para més informacion)




n a4y Gy dp
Sea: Acr YAd=|ay an ani;

31 9p Ay

Entonces, dividiendo para hacer unitario el primer elemento y
luego dividiendo todas las filas entre Ia primer fila:

1 Szt
&y 817 ay ey
I—d'“n An Ap|=MFn Pn dng*
931 12 933 411 4m 4p
1 1 1
—ay M D Men o) _
Wiay ay oz a3
8y Sty
L
a2 13

Enseguida, restando de las demas

columnas la primera,

desarrollando por menores a través de la primer fila y
multiplicando por a,, -o, c/u de las colummas regpectivas:

1 ] [
o 12913 e 1024 .
o - —ay|=
o a2 213
Sy3a32 193
a3y —ay
12 %3

451922 a ey
.

- a
i i F IV ap3 n -
a7 911932 ayay
= -ey — ——-=@
a2 a3
M 92| |41 4
1 l|an a2 la; am
-
ayp |l ai2| jan o1z
a3y ayp| lan a3
Adicionalmente, sea:
G T Yy By
n iy Cp 4p Ay
Acl” y A= ;
G My Yy Ty
I g %y Oy

Entonces, dividiendo para hacer unitario el primer elemento y
luego dividiendo todas las filas entre la primer fila:

A1 fp A3 gy 1 S &5 :1“
Lo VI i
a. a- - a
[4="2 "2 "B M| _gilen o an aylo

[ a a .
31 @3 @33 Oy 4y Ay ayn g
o, a, 4a, a,
4 Te e e a1 A A3 Ay

1 1 1 1
Gdn  dpn 4y
an
a3 ayy LT
I R = N Y apay  epay  apay|_
=y PO = =
1 A az a5 4
B9 9fg  Mday
A4
a2 3 Y]

Enseguida, restando de las demés colunmas Ja primera,
desarrollando por menores a través de la primera fila y
multiplicando por «,, -, - ¢, ¢/n de las columnas respectivas:

1 0 0 0
8190 ot tlar <) T lar )
-a -a. -a
. ﬂn‘ an 21 ary 7 an n
. TRy A o 1 ) 885 19
Pl L s R LT P -a - —aql®
ay, 31 an L. L3 31
a ot Vit 7] —a Qa3 —a Ol
- L) " L] o M

4y 8| (4 S| S B4
n 9n n An n A
A | enf jeu eu| fen e
an? [Fn an ap| Ay @y
oy Ay) 1f M |9 fu
Qg A A q Ay

Dividiendo para hacer unitario el primer elememto y luego
dividiendo todss las filas enatre la primer fila:

it
ax
1
a1
a1 &2 axy
oz onljlen o augl
ay?  Jlan en az
[ E T an
n Ao da
L EI 1 I L VI Y I L F I T
92 @xn| (en 9n| |2zm oM
- . . .
25 Lol VL) V) a1y 012
an dn{ [en on
1 1
My Apfidn #3) |Tu Mzt 24
lﬂu ap| @21 fzjldn 9n an anpfjsn Ay
a3 fx2 ayp Ay gy au
An 933 a9 a4
M1 f2f[Tn f1s a1 Sizfnn T
TR layy  ax|lesn a9 an enflay ﬂ“,
%1 a2 ay 4 apn &
a9 An a1 A%

Enseguida, restando de las dem#As colunmas la primers,
desarrollando por menores a través de la primer fila y
_"u dy
an Ay

a9
ay  an

c¢/o de las colummas

multiplicando por

respectivas: (aplicando el resultado para n=3)



o ops| [en on Pars »=3 z¢ puede observar que es exactamente Is
lon om| |z ox] Condensacion Pivotal; pars n=4 se efectiia la primera
a2 eliminacién v se tiene:
an an
k=0 k=1 k=2 k=3
k=0
1 o 0
an 'unﬂu o |:1| agflen o 1 et 3 14
o a2 Jin smlen aw| oy ap| oz amlen e jen e ger |0 [ |:“ b I
ay ox oy a3 ay a3z gy m L “p| [z 4n| |@n du
ay an oy day 2 By Sz Gy S| |en Su
ayn sizllen an |:n dalen @1 k=2 4y Ap| [ An| a9
an epa| [0 Opfiea 6| fap az| [Fn Tnjids Al (ay e o [ izl [fn Gl 1S e
as1 942 a1 M3 4 ez ayy Ay an T2 1 de L a P
an 4n an &y k=3
air 1 S| P g2 Mg
a1 Tn fn 7 fn dn
el JEm x ep) fom dm du Pars k=2, que es la proxima eliminacion, aplicando la
e fzffen e sl fen dz 4 transformacion bisica se tiene:
71 dxp|flan dxn en n Iz dm
a4y &4 A4 4 A4 Ay
Este rosuludo. splicado mmmle, penmte n!)tmer un o )
Teorema deducide por otro camino, segin se indica en la RO 9a Ty
—
e I v
siguiente seccion: 2 PR
u 2 #
2.5.4. Algoritmo de Bareiss
3 12 G
Sirve para calcular determinantes y se dedujo de la )
- .. N a a a A
generalizacion de la Identidad de Sylvester [6]. a;’) N | B o Al
o [Fn %2 % “n
. - . . . ., . 1
Se aplics una vez que se realiza la primera eliminacion, sin e  a a a
efectuar mnguna division, del vector de la matriz considerado el aom oo
. o . -1)
pivote inicial y se termina cuando |A|=a: .
iy TR Y
A o - Sy Ay L0 1flay &y T Oy
B a a a a |
am an - azj 011 11 1% 11 14
9y Ty Y
(k)
Sea a, = s 4 a4y 4
@ Llen  an| |8y B}
n = a a a *
o, a, a, a, a, ||I™ 12 11 13
a, a, a, a, Ta 2 T %p
4y 9 A T
La transformacion basica de Bareiss es: 1 e a a
a(zlz p-] z u ||
« a a a a, |’
11 12 11 14
ali
(-1 (e
"~ 1 Ay ay 5 Y Ay Yy
Y o | - k-
a d“ ﬂv

1-18-1

Aplicando la Condensacion Pivotal:



k=0 k=1 k=2 | %]
k=0
k=1
Rt LT a3 7]
0 G G2 S1 Oy Gy e
g ax a7 @n a1 A
At G2 sl |9y Gy Ay
0 0 dy ap dy| [@y dap dy
k=32 @y Ay Gy |Gy 4y gy
1 G2 S| |G B2 A
0 ¢ 9n An Gn| j&n ap oy
I A Ag| |9 Ap Gy
k=3
Para k=3:
(2) (2
(2) 1 |95 TR
W "o 2V o
P 2 o
an a4 3] |4 43 Gy
an ay 4an| |4n axp 4y
ag)ﬂ 1 R I R
1 F( (|91 Sz 3] |91 42 Gy

an Ay Ap| |4n 4n ay
A Ay Agp| |9a dg A4y

an 4x

Como [4| -a:_” =a; ; aplicando la Condensacion Pivotal al
determinante de tamafio 4, finalmente se concluye:

o Gz 3 Ay
0 i M A A M1 A
oy an an Ay n d
M Gz A3 Az Ay
)] 0 ay 4y 4y Ay dAp Oy
a5 dy Hy Gy Gy Ay

2y G A3 g
an 4p “@p ay

a3 4y 43 Ay

dq Gy G Ay

Asi pues, la aplicacién recursiva de una variante de Chié
conocida como Condensacion Pivotal, viene a ser el Algoritmo
de Bareiss 