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Introduccién

Debido a la importancia que ha tomado el riesgo de crédito en los
iltimos afos por diversos factores, ademds de las exigencias en cuanto
a regulacién de los boletines emitidos por el comité de Basilea para
la estimacién del riesgo de crédito, resulta de gran importancia una
optima estimacién de éste.

Motivados en lograr la mejor estimacion posible del riesgo de crédi-
to basados en los diferentes modelos propuestos para su estimacidn,
en este trabajo se propone un método de comparacién de modelos de
riesgo de crédito. Es decir, se desarrolla una metodologia, basado en
la produccién de minima entropfa, para comparar los diferentes mo-
delos de riesgo de crédito que permite escoger el que realice la mejor
estimacion de este,

Con esta finalidad a lo largo de este trabajo se realizo lo siguiente:

£in el primer capitulo se exponen los conceptos fundamentales relacio-
nados con el riesgo de crédito. Se discute su importancia y sobre todo
las consecuencias que se derivan de una mala estimacién del mismo.
Se estudian los diferentes modelos de riesgo de crédito que han sido
mds importantes y se expone un panorama actual general del mundo
del riesgo crediticio.

En el segundo capitulo se presenta el concepto de medida de incerti-
dumbre, se desarrolla el concepto de mixima entropia y de minima
entropia relativa. De igual forma se presentan los fundamentos para
aplicar dichos conceptos a la estimacién del riesgo de crédito.

En el tercer capitulo se presenta el papel que desempeia una califica-
ciéu de riesgo de crédito en el mundo financiero. También se desarrolla
el conceptao de matriz de transicion de riesgo de crédito y algunos méto-
dos que permiten estimarlas.
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CONTENIDO

En el cuarto capitulo se realiza la estimacién de matrices de transicién
de riesgo crediticio y con base en éstas se compara los correspondientes
modelos de riesgo de crédito, tomando como criterio de seleccién los
conceptos de entropia desarrollados en el segundo capftule. También
se presentan algunas otras aplicaciones relevantes de dichos concep-
tos y la importancia que tiene formular un criterio de ests {ndole en
el mundo financiero. Concluyendo con la seleccidn de un método de
estimacion de calificacién crediticia.



Capitulo 1

Riesgo de Crédito

En este capitulo se definen el riesgo, crédito y el riesgo de crédito. Se
describe la importancia del riesgo de crédito y las principales herramientas
usadas para su evaluacién. Ademds, se presenta una descripcion de la clasi-
ficacién de los principales modelos para estimar el riesgo de crédito.

1.1. Riesgo

El riesgo se entiende como la posible pérdida financiera por los distintos
factores aleatorios presentes en el mercado.

La rentabilidad debe ser proporcional al riesgo: a mayor rentabilidad, mayor
riesgo. v viceversa. Si no se quiere correr ningun riesgo, se debe invertir en
instrumentos financiero libres de riesgo (los emitidos por el gobierno federal)
y se obtendrd la rentabilidad libre de riesgo. Si se invierte en un activo con
riesgo. se espera obtener la rentabilidad libre de riesgo mds una prima de
rentabilidad o prima de riesgo. '

1.1.1. Tipos de Riesgo

La rentabilidad de un titulo (empresa, entidad e portafolio) estd afectada
por dos tipos de riesgo:
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1. Un riesgo propio o especifico que depende de las caracteristicas propias
del titulo o empresa emisora (naturaleza de sus actividades productivas,
competencia de la gerencia, etc.). A este riesgo también se le conoce
como no sistemdtico o diversificable.

2. Elotro, sistemético o de mercado, que no depende de las caracteristicas
intrinsecas del titulo, sino de la estructura del mercado (tasas de interés,
tipo de cambio, etc). A este riesgo no se le puede eliminar mediante la
diversificacién dada la correlacién existente entre la rentabilidad del
titulo en cuestién con las rentabilidades de otros titulos por medio del
fndice bursétil que resume la evolucién del mercado.

Si un inversionista compra titulos en el mercado de valores con el fin de
reducir el riesgo, entonces, tiene sentido la diversificacion si las rentabilidades
de los diferentes titulos adquirides no estin correlacionadas, o tienen distinto
grado de correlacién con el indice de mercado.

El modelo més conocido para estimar la rentabilidad y el riesgo de los va-
lores mobiliarios es el modelo de mercado de Sharpe *. Este sirve de base
al modelo diagonal, en el cual se parte de la dependencia estadistica de tipo
lineal existente entre la rentabilidad de los titulos y la del mercado en general.

Uno de los criterios para la clasificacion de los activos financieros es el basado
en el coeficiente Beta de Sharpe[9] o coeficiente de volatilidad. La Beta es un
indicador de riesgo, marca en qué medida un titulo sigue las fluctuaciones
del mercado.

La medida del riesgo de mercado viene dada por la Beta. Esta vincula los
retornos del mercado con los de una inversion en particular.

Seguin el coeficiente Beta de Sharpe los activos financieros se clasifican en:
1. Activos poco volitiles o defensivos (beta < 1).
2. Activos muy volétiles o agresivos {beta > 1).

3. Activos de volatilidad normal o neutros {beta = 1).

1En este modelo Sharpe propone relacionar la evolucién de la rentabilidad de cada
activo financiero con un determinado Indice, normalmente macroeccon6mico
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El coeficiente Beta indica la respuesta de la rentabilidad de la accién al riesgo
sistemdtico, y mide la sensibilidad de la rentabilidad de un titulo al factor
de riesgo especifico (rentabilidad del mercado).

Si, por ejemplo, las acciones de una empresa se relacionan positivamente
con el riesgo de la inflacién, tales acciones tienen una Beta de inflacién paosi-
tiva. Si se relacionan negativamente con la inflacién, su Beta de inflacién es
negativa, y si no se correlacionan con la inflacién, su Beta de inflacién es cero.

Ejemplo:

Supongamos que se han identificado dos riesgos sistemaéticos que necesitamos
tener en cuenta y que son suficientes para describir los riesgos sisteméticos
que influyen en la rentabilidad de las acciones. Estos son: inflacién y tasas
de interés. Todas las acciones tendrdn una Beta asociada con uno de estos
riesgos sistematicos: Una Beta de inflacién y una Beta de la tasa de interés.

Supongamos que a principios de afio se pronostica una inflacidn de 5% y
que la tasa de interés permanecera constante. Las acciones que se contem-
plan tienen las siguientes Betas:

I=2yr=-18

Ahora supongamos que durante el afioc han ocurrido los siguientes hechos:
I. La inflacién aumenta el 7 %.
2. La tasa de interés baja el 2 %.

Entonces tenemos que:

Fp = Inflacién Real - Inflacién Esperada = 7% — 5 % =2%.
v
F, = Cambio real - Cambio esperado = -2 B—0%=—-2%.

También sabemos que:

™ = Parte del riesgo sistematico de la rentabilidad = I'F; 4 rF,
=(2x2%)+ ((-18) x {(-2%) =76%
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Si, por ejemplo, la rentabilidad esperada de las acciones para el ano es del
4%, la rentabilidad total de los dos componentes serd:

R=4%+76%=116%

En el ejemplo anterior es utizado Modelo de Factor [15], y las fuentes sis-
temdticas de riesgo, que denominamos F, reciben el nombre de Factores.

1.1.2. Tipos de Pérdidas

Las pérdidas pueden ser clasificadas en dos tipos:

1. Las que son estimadas por medio de modelos matematicos, llamadas
pérdidas esperadas.

2. Las que no es posible estimar debido a que las determinan variables
exdgenas 2, conocidas como pérdidas no esperadas.

1.2. Crédito

Es un contrato en el cual existe una transferencia de dinero que debe ser
devuelto después de un tiempo determinado. En este contrato hay varios ele-
mentos. El acreedor que es quien tranfiere el dinero. el deudor que es quien
lo recibe y los términos del crédito.

Los créditos se pueden clasificar en dos tipos por su tiempo de vencimiento
(convenci6n financiera) :

1. A corto plazo, que son los créditos que vencen cn un periodo menor de
un ano.

2. A largo plazo, son créditos cuyo vencimiento sc presenta después de un
afio.

2Es una variable cuyo valor se determina fuera del modelo cu el cual se estd trabajando.
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1.3. Riesgo de Crédito

El riesgo de crédito es el riesgo asociado a la posibilidad de que la con-
traparte, en un contrato de crédito, no cumpla con las obligaciones derivadas
del misme y por tanto cause a sus acreedores una pérdida financiera. Cabe
destacar que bajo esta definicién es irrelevante si la contraparte no puede o
no quiere cumplir con su obligacién.

El riesgo de crédito puede ser analizado en tres dimensiones bdsicas:

1. El Riesgo de Incumplimiento.

Es la probabilidad de que se presente un incumplimiento en el pago
de un crédito. Dicho incumplimiento podria ser puramente econdmico,
es decir, que no estd asociado a ningun evento especifico. Esto ocurre
cuando ¢l valor econémico de los activos se reduce por debajo del saldo
remanente del adeudo.

Es importante estimar la probabilidad de incumplimiento, pues aun-
que el simple hecho de un incumplimiento parcial no genera pérdidas
inmediatas, §{ se incrementa la probabilidad de un incumplimiento to-
tal.

Este riesgo es medido por el cdleulo de la probabilidad de que ocu-
rra un incumplimiento en un periodo dado de tiempo.

El riesgo de incumplimiento depende de dos aspectos:

a) Aspectos internos al acreditado, como la situacion crediticia del
mismo.

b} Aspectos externos, tales como la situacién econdmica del pafs o
el comportamiento de los mercados financieros nacionales e inter-
nancionales.

Ademis. es importante estimar la tasa de deterioro(rofl rate). es decir,
cudntos de los acreditados que incumplen una. dos o tres veces llegaran
al incumplimiento total.

2. Riesgo de Exposicién.
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Es el generado por la incertidumbre respecto a los montos futuros en
riesge. Cuando los créditos pueden pagarse total o parcialmente de
manera anticipada, se presenta el riesgo de exposicién, ya que al no
cumplirse con exactitud el plazo de liquidacién se dificulta la estima-
cién de los montos en riesgo.

Por ejemplo, los productos derivados tradicionales generan riesgo de
exposicion, pero en este caso, el factor de incertidumbre no se relaciona
con el comportamiento del acreditado, por lo que el valor de liquidacién
del derivado depende de las constantes fluctuaciones del mercado.

El Riesgo de Recuperacion.

Este riesgo esté presente en el evento de un incumplimiento, ya que la
recuperacion es impredecible por depender del tipo de incumplimiento
¥ de factores relacionados con las garantias que se hayan recibido, el
tipo de garantia y su situacién al momento de incumplimiento.

Con los avales se modifica el riesgo de crédito ya que en caso de in-
cumplimiento se traslada la incertidumbre del acreditado al aval. Sin
embargo, ésta no es una simple transferencia de riesgo, pues si el acre-
ditado y su aval incumplieran al mismo tiempo, la probabilidad corres-
pondiente seria una probabilidad conjunta por incumplimiento.

Ademds, para estimar la recuperacién, es necesario que se consideren
los aspectos legales que ésta pudiera implicar (proceso de reconocimien-
to de adeudo, proceso de elaboracién de documentos necesarios para
tomar accién legal, probabilidad de que la accién legal no sea exitosa,
etc.) entonces, la accién de recuperacién involucra el riesgo legal.

1.3.1. Importancia del Riesgo de Crédito

El riesgo de crédito es el de mayor importancia en cuanto a las pérdidas

potenciales que su inadecuado manejo puede implicar para una institucién
de crédito.

En afos recientes han surgido nuevas técnicas en la forma de medir y admi-
nistrar el riesgo de crédito, principalmente siguiendo las siguientes lineas:
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1. Médidas de riesgo de crédito para cartera de créditos.
Médidas de riesgo de crédito para los instrumentos de mercado.

Determinacién del VaR?® para riesgo de crédito.

L

4. Surgimiento de técnicas para la administracién de la cartera de crédito.

Los principales fendmenos que han originado un sorpresive surgimiento
del interés sobre el tema de riesge de crédito a nivel mundial son:

1. Crecimiento estructural de las deudas.

Considerando el argumento estructural y significativo de las quiebras en
el mundo y dadas las especificaciones de las estadisticas comparativas
de quiebras actuales con las de crisis previas que seiialan un crecimiento
significativo, es importante poner mayor atencidn en la estimacién del
riesgo de crédito. Ademds el aumento en la competencia global, hacen
hoy en dfa mdas importante un estricto y adecuado andlisis de crédito
que en ¢l pasado.

2. Desintermediacion.

Debido a la expansién de los mercados de capitales, los créditos se han
vuelto mas accesibles a empresas pequefias y medianas. Asi mismo,
estd disminuyendo el nimero de empresas rezagadas en la obtencion
de fondos de bancos y de otras instituciones financieras, a pesar de que
cuentan con calificaciones crediticias mds débiles.

3. MaArgenes mds competitivos.

No obstante la caida en la calidad promedio de los créditos {la ca-
pacidad promedio de los acreditado para cumplir con sus compromisos
en un contrato de crédito), los margenes o spreeds” se han vuelto muy
estrechos, es decir. que el riesgo inherente a la actividad de prestar ha
aumentado.

3valor en Riesgo
1Es la diferencia porcentual entre las tasas de los bonos libres de riesgo y el corporativo.
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1.

Disminuciér del valor los activo fisicos { bienes inmuebles) y la volati-
lidad de su precio.

Debido a que cuanto mds débil e incierto es el valor de estos, mds
débil se vuelve la actividad de préstamo, se han incrementado las preo-
cupaciones sobre el valor de las propiedades y otros activos fisicos.

El crecimiento de derivados fuera de balance ha ocasionado el creci-
miento del riesgo de crédito y se ha extendido la necesidad del anglisis
de crédito mas alld de lo tradicional.

Los avances en la tecnologia le han dado a los bancos y a las insti-
tuciones financieras tradicionales las herramientas para trabajar con
técnicas de elaboracién de modelos altamente tecnificados.

Posiblemente el mayor impulso para que, tanto los bancos, como las
instituciones financieras se hayan interesado en el desarrollo de nuevos
modelos de riesgo de crédito fue su inconformidad con las médidas im-
puestas por el BISS.

El riesgo de crédito debe ser medido en dos niveles.

Anilisis crediticio para el otorgamiento del crédito, el cual incluye los
siguientes aspectos a analizar:

a) Las razones por las que el cliente requiere cl credito.
b) Los estados financieros y su tendencia.
¢) Las razones financieras.

d) Los fines con los que serd utilizado el crédito y su impacto en los
flujos de caja.

e) La sensibilidad para estimar la fortaleza de las proyecciones, es
decir. conocer el comportamiento pasado credtiticio del cliente
para estimar su comportamiento futuro.

f) Bl sector econdmico al que pertenece el clicute.

*Bank International Settlements {Basilea).
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¢) Evaluacién de la administracién de la empresa y su estrategia ope-
rativa.

L) Establecer restricciones operativas, financieras, garantias y avales.

2. Andlisis del riesgo de crédito de cartera, tal y como se define en la ins-
titucién financiera reguladora correspondiente (CNBYV ¢ circular 1473).

1.3.2. Limites

Es importante y necesaric que los bancos y las instituciones financieras
establezcan limites de crédito para acotar las pérdidas en caso de incum-
plimiento. Debe existir un proceso de autorizacién para establecer el monto
maximo en riesgo que se estd dispuesto a asumir ante un determinado cliente
antes del otorgamiento de cualquier crédito.

Los objetivos de establecer limites son:

1. Evitar que la pérdida en un sélo crédito ponga en riesgo a la institucién
financiera. ’

2. Diversificacién de compromisos de otorgamiento de crédito en varias
dimensiones(por cliente, sector econémico, zona geografica, etc).

3. No otorgar crédito a cualquiera por un monto que exceda su capacidad
de endeudamiento.

1.4. Modelos de Riesgo de Crédito

Los modelos de riesgo de crédito calculan la probabilidad de incumpli-
micnto en el pago de los créditos otorgados y cuantifican el ricsgo al enfrentar
este incumplimiento.

Existen varios factores que afectan la probabilidad de incumplimiento, tales
como, las tasas de interés, la variacién en el precio de insumos. la competen-
cia del mercado, etc.; los modeles buscan anticipar estos eventos v con ello
determinar el riesgo de crédito con mayor precision.

“Cormnision Nacional Bancaria y de Valores
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Para disefiar un modelo se necesita partir del establecimiento de las rela-
ciones entre las diversas variables que afectan al riesgo y partiendo de ellas
construir el modelo.

1.4.1. La Calificacion de Riesgo de Crédito

La calificacién de riesgo tuvo su origen a finales del siglo antepasado en
Estados Unidos con la consolidacién de un sistema de informacién crediti-
cia, mismo que era utilizado por inversionistas e instituciones financieras de
ese pals. A principios de el siglo pasado, con el desarrollo de la industria
ferroviaria y con la importancia que obtuvo la emisiéon de bonos para su
financiamiento, se crearon nuevas empresas calificadoras para estudiar la ca-
lidad de estos valores. Varias de las firmas mas importantes de los EE.UU.
dieron sus primeros pasos en el campo de la evaluacidn de riesgo, por ejemplo
Poor’s Publishing Co publicd su primera calificacion en 1916 y Stendard Ste-
tistics Bureau inicia actividades en 1922. Sélo hasta 1972 se funda la primera
calificadora fuera de los EE.UU., especificamente en Canada. En Europa la
primera de estas firmas surgié en Espaia en 1985, con el nombre Renta § 5.A.

En América Latina la primera calificadora de riesgo se autorizé en Chile
en 1988 y el segundo pais de la regién en donde se constituyd fue en México,
en enero de 1990.

La calificacién de riesgo es la opinién de una entidad independiente especia-
lizada en estudios de riesgo sobre la calidad crediticia de una emisién de va-
lores. La evaluacién se realiza sobre la capacidad de la entidad emisora de
cumplir puntualmente los compromisos financieros derivados de la emision.

La calificacién de riesgo se efectuard de acuerdo a la metodologia de ca-
lificacién de cada entidad, entendiéndose como el conjunto de principios v
criterios cualitativos y cuantitatives utilizados en el proceso, de acuerdo al
tipo de calificacidn que se realice. Como resultado de todo el andlisis se obtie-
ne una calificacion, que de acuerdo a nomenclatura especial, sirve para medir
el riesgo implicito al valor o empresa evaluada.
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Es importante mencionar y aclarar que la calificacién de riesgo no consti-
tuye una sugerencia o recomendacién para comprar, vender o mantener un
determinado valor, ni un aval o garantia de una emisién o su emisor. Esta
es s6lo la opinién de un especialista privade come un factor complementario
para la toma de decisiones de inversidn.

1.4.2. Técnicas Empleadas en la Construccién de Mo-

delos

Para construir un modelo de riesgo de crédito se utilizan principalmente

las siguientes técnicas:

L.

Técnicas Econométricas.

Se utlilizan las regresiones multiples, analisis lineal y discriminaate pa-
ra determinar la probabilidad de incumplimiento como una variable
dependiente. La varianza de la variable estd dada por una serie de va-
riables independientes que pueden estar directamente relacionadas con
el acreditado (razones financieras) o variables externas al acreditado
(tasas de interés, tipo de cambio, etc.).

Redes Neuronales.

Con los mismos datos que en las técnicas econométricas se crean mo-
delos de decisién por medio de una red de neuronas interconectadas.

Modelos de Optimizacion.

Son usados para optimizar la relacion entre el acreditado y Jos atributos
del crédito para minimizar el incumplimiento y maximizar la utilidad
de la institucién financiera utlilizando herramientas matemdticas de
programacion.

Sistemas de Expertos.

Explican de manera estructural el proceso que un analista experto usa
para tomar una decision de crédito mediante el establecimiento de una
serie de reglas de decision.
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5.

Sistemas Hibridos.

Mediante la estimacién de pardametros y la elaboracion de matrices
de probabilidad de migracién para predecir la tendencia de un crédito
a migrar, se buscan relaciones causales directas de incumplimiento.

Aplicacion de los Modelos

Los modelos son usados para:

Determinar calificaciones de créditos comerciales, las cuales son utili-
zadas para establecer limites de otorgamiento de crédito o limites a la
cartera.

El desarrollo de modelos de analisis paramétrico en el otorgamiento
de crédito; como en créditos de consumo (tarjetas de crédito, créditos
personales, créditos de adquisicion de automéviles, etc.) y créditos a
pequeflas y medianas empresas.

Asignar un premio por riesgo a los créditos a partir de la probabilidad
de pérdida y su dimensién en caso de ocurrir el incumplimiento.

Estimar el comportamiento futuro de una cartera bajo un escenario
especifico esperado e implementar medidas correctivas.

Escoger la mejor estrategia de cobranza o de recuperacién de cartera
(workout).

1.4.3. Clasificaciéon de los Modelos

Los modelos para el cdlculo del riesgo de crédito se pueden clasificar en

cuatro categorfas:

1.

2

3.
1.

Maodelos Tradicionales.
Modelos de Valor de Firma (modelos estructurales).
Modelos de Primer Tiempo de Paso.

Modelos Contingentes (Modelos de intensidad de Default”).

TIncumplimiento
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Modelos Tadicionales

Se caracterizan por su facilidad en el cilculo y por eso son los mas usados

en la estimacién del riesgo de crédito. Este tipo de modelos proporciona una
estimacion insuficiente.

Entre los principales tenemos:

1.

Sistemas de calificacién de crédito.

Estos consisten en identificar los factores que determinan la probabi-
lidad de incumplimiento y combinarlos en una calificacién cuantitativa.

La calificacién puede ser interpretada literalmente como la posibilidad
de incumplimiento o se usa como un sistema de clasificacion, al colocar
a un acreditado poteacial en un grupo malo o bueno, de acuerdo & su
calificacidn.

Modelo VaR.

Desde que en 1993, el BIS anunciara su propdsito de iatroducir un
requerimiento para riesgo de mercado, comenzaron a surgir grandes
avances en el desarrollo de metodologias de valor en riesgo. Mds atn
cuando en 1995 el BIS modificé su propuesta sobre riesgo de mercado
y permitié a ciertos bancos el uso de sus propios modelos internos para
el cdlculo de su exposicién al riesgo de mercado [6].

Los modelos VaR miden la pérdida maxima de valor de un activo o
una pérdida determinada, durante un periodo de tiempo. con un nivel
de confianza especifico.

El VaR es una medida que busca consolidar el riesgo en un nime-
ro, determinando lo mdxime que de una inversidn se puede perder en
el peor de los escenarios. Un reporte del valor en riesgo diria: "De una
inversion de 1'000.000, lo miximo que usted podria perder, con una
confianza del 99 %, es 100.000".

La utilidad de este método radica en que no sélo mide el riesgo de
una dnica inversién, sino también, lo hace para un portafolio de inver-
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siones. Ademads, con este método se puede determinar el maximo valor
que podria ganar con la inversién. Es como un indicador de los puntos
extremos dentro de los cuales se puede mover la rentabilidad.

Es importante recordar que ¢l VaR no es un instrumento infalible: es
simplemente una herramienta basada en datos histéricos y no contem-
pla sucesos inesperados.

Los mas importantes son:
a) Creditmetrics[12].

Fue introducido en 1997 por JP Morgan como un marco de re-
ferencia de VaR en la evaluacién y riesgo de activos no negocia-
bles (créditos v bonos tolocados en forma privada). Este ha tenido
gran acogida en el mundo de las finanzas, que lo considera un ins-
trumento 1til y facil de entender.

Con informacién histdrica se determina la maxima pérdida (o ga-
nancia) posible en un periodo especifico. Este cdlculo puede ha-
cerse de distintas formas, por lo que los resultados pueden diferir.

b) RiskMetrics(12]

Este método contesta a la pregunta ;Si mafiana es un mal dia.
cudnto perderé en activos negociables como acciones y bonos?,
mientras que CreditMetrics a j, Si el afio préximo es malo, cuénto
perderé en mis créditos ¥ en mi cartera dec créditos ?

3. Basado en datos historicos.

Este modelo basado en la informacién histérica de bonos o créditos
cotizados en la bolsa proporciona a cada compaiia una calificacion de
riesgo asumiendo que compafias con igual calificacion tienen la misma
probabilidad de incumplimiento. Las principales compaiifas calificado-
ras son Standard and Poors [22]. Moody s ® y KMV [12].

8Fué fundada en 1900 por John Moody. Sus primeras calificaciones fueron de mas de
250 bonos de ferrocarriles en Estados Unidos en 1909.



1.4 Modelos de Riesgo de Crédito 25

El objetivo de calificar es impactar con los spreads o primas de riesgo
de crédito requeridos sobre los flujos de efectivo del préstamo, y por
tanto, sobre el valor de mercado del préstamo.

Entonces, si la calificacion de un crédito baja, el premio requerido de-
beria incrementarse, con lo que el valor presente del préstamo descen-
deria y en caso de una mejoria en la calificacién crediticia se tendria el
efecto opuesto.

4. Les basados en datos de precios de bonos.

Por medio de este método se aproxima el valor de los titulos de deuda
por medio de la informacién histérica sobre los eventos de incumpli-
miento.

De esta manera los bonos sujetos a riesgo de incumplimiento se valdan
de forma que el inversionista sea compensado por la pérdida esperada
de los titulos, con base en estimaciones a partir de los registros histéri-
cos de incumplimiento.

Las desventajas de este método es que se basa en dos supuestos fragiles:

) Usa el comportamiento pasado como buen predictor del desem-
peno futuro.

) Dar por hecho que los inversionistas son neutrales al riesgo (el
spread sobre un bono libre de riesgo recompensa sélo por la pérdi-
da esperada por el evento de incumplimiento) o bien que el riesgo
de crédito no puede considerarse como riesgo sistematico, por lo
cual no se requiere una remuneracién extra { prima por riesgo).

Por ejemplo se tiere el caso de Fons (1994), que determind el precio de
los bonos de marnera que fuesen consistentes con las pérdidas pasadas
de instrumentos de andlogas caracteristicas.

Litterman e Iben (1991) y Hurley v Johnson (1996) derivan las proba-
bilidades implicitas de incumplimiento a partir de los spreads sobre los
bonos libres de riesgo. Los primeros hacen énfasis en que estas proba-
bilidades no son empiricas, sino que por el contrario son probabilidades
de riesgo neutral.
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Modelos de Valor de Firma (modelos estructurales)

Este tipo de modelos toman en cuenta el valor de la firma, y aqui el in-
cumplimiento se presenta cuando el valor alcanza un limite en una barrera
determinada que depende del tiempo.

Estos modelos tienen el inconveniente de que la experiencia dice que los
spreads no decrecen a cero cuando se acerca la fecha de vencimiento.

Ademds de no considerar que aunque esté muy cercana la fecha de ven-
cimiento existe la posibilidad de un desastre en el mercado en el periodo
restante para el vencimiento.

Dentro de estos modelos se encuentran los siguientes:

1. Modelo de Merton.

Uno de las primeros modelos para evaluar bonos e instrumentos simila-
res sujetos a riesgo de incumplimiento, fué el desarrollado por Merton
en 1974. Este modelo asume que la capacidad de pago de una firma
estd determinada por el valor de sus activos (V). Considera ademds,
una empresa con un lnice pasivo, el cual tiene un iinico pago al venci-
miento (K).

Merton parte del trabajo de Black & Scholes|14], donde la emisién
de deuda puede interpretarse como la venta, por parte de los accionis-
tas a los tenedores de deuda, de los activos de la firma, manteniendo
los primeros una opcién de compra (Call)® sobre dichos activos. Esto
equivale a decir que los accionistas mantienen la propiedad de los ac-
tivos de la empresa y compran a su vez una opcién de venta {Puf)'° a
los tenedores de deuda, cor un precio de ejercicio igual a K.

De esta manera, un bono sujeto a riesgo de incumplimiento puede va-
luarse como un bono libre de riesgo menos una opcidn de venta sobre
los activos de la firma, con un precio de ejercicio igual a /.

’Da al poseedor el derecho, mas no la chligacién para comprar un activo subyacente
en una fecha préxima y a un cierto precio

1°Da al poseedor el derecho, mas no la obligacién de vender un activo subyacente en
una fecha futura a un cierto precio



1.4 Modelos de Riesgo de Crédito 27

Asi, el pago final del bono riesgose, P, cuyo pago final prometido es K,
es igual a:

P =K — maz{K — V,0) = min(V, K) (1.1)

El proceso que rige el valor de los actives de la firma, bajo una medida
de probabilidad de riesgo neutral, se especifica como un movimiento
Browniano:

AV = rVat + YVow (1.2)

donde r es la tasa libre de riesgo y 7y es la desviacién estandar del valor
de la firma.

Con la dinémica que regula el valor de la firma, el precio de un bo-
no con riesgo de incumplimiento es igual al precio de un bono libre de
riesgo al que se le sustrae el valor de una opcién Put. la que puede
valuarse usando la formula de Black & Scholes !

P(t,T) = P"(t,T) — PUT(V,K,T — 1) (1.3)

donde P(.) es el precio del bono sujeto a riesgo de crédito, P*(.) esel
precio del bono libre de riesgo y PUTY(.) es el precio de la opcién Put.

A partir de ésto, Merton muestra que la magnitud del riesgo de crédito
se deriva de la razén de activos a deuda de la empresa. De hecho, esa
razon puede interpretarse como el subyacente de la opcidn, y se dice
distancia hasta el incumplimiento para referirse a ella.

Este modelc aunque muy simple se basa en una serie de supuestos
fuertes. Entre los cuales estdn el asumir que el incumplimiento no pue-
de ocurrir antes del vencimiento, o que no existen pagos intermedios m
diferentes niveles de prioridad en el portafolio de deuda de una empre-
sa. Ademads, se supone que no existen costos de bancarrota, y la misma
sélo puede ocurrir si el nivel de los actives cae por debajo del de los
pasivos, con lo cual la quiebra por problemas de liquidez queda también
excluida del andlisis.

11Gi bien V no es un activo negociable, un derivado de V si lo es (las acciones de la
empresa}
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2.

Modelo de Lenard y Toft (1996)

Su modelo se basa en el modelo de Merton. Incorporan el riesgo de
insolvencia al considerar el impacto del vencimiento de las deudas en
el ejercicio éptimo de la opcidn incumplida por los accionistas.

Modelo KMV

En los 1ltimos anos las ideas de Merton ha ido en varias direcciones.
Un ejemplo es la ereacion, por parte de la corporacién KMV de San
Francisco, de un modelo de prediccién de incumplimientos (Modelo del
Monitor de Crédito).

Este modelo predice y actualiza las predicciones de incumplimiento de
todas las companias importantes y los bancos que cotizan en [a bolsa.

En este método el valor de las acciones de la firma es modelado por un
movimiento Browniano geométrico. Aquf se considera la probabilidad
de no poder cubrir las obligaciones con una distribucién normal y el
cuantil llamado distancia al incumplimiento y para éste se hace uso de
datos empiricos.

Modelos de Primer Tiempo de Paso

El objetivo de estos modelos es solucionar la carencia principal del modelo

de Merton, respecto a la posibilidad de incumplimiento previo al vencimien-
to del instrumento. Para ésto se asume que la quiebra se produce cuando el
valor de la firma cruza cierto limite predeterminado, que en general depende
del tiempo (frontera de incumplimiento).

Es importante que para modelar la tasa de recuperacion, se toma como una
funcién dependiente del tiempo dado que la frontera se especifica come una
funcién deterministica det tiempo.

Entre los modelos de este tipe se tienen:

1.

Black-Coz (1976)
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Modificando el enfoque de Merton en lo que se refiere a modelar ciertas
clausulas gatillo ( Safety convenants). Las cuales permiten a los tene-
dores de bonos forzar la quiebra de la empresa si se verifican ciertas
circunstancias.

De esta forma, se intenta proteger a los inversionistas de mayores caidas
en el valor de los activos de la firma. Ademds de restringir la capacidad
de los accionistas para transferir riqueza desde los tenedores de deuda
a ellos mismos, por medio del incremento en la volatilidad del valor de
la empresa.

Ademds, permite considerar diferentes categorias de deuda en funcién
del orden de prioridad para el cobro, ante un evento de quiebra. En
este ambito, se define como deuda senior a aquella que debe ser paga-
da antes que ningin otro acreedor reciba cualquier pago en un evento
de quiebra o liquidacién. En consecuencia la deuda juntor sélo se co-
brara si los tenedores senior han cobrado el total de la misma.

Considera que una vez que el valor de los titulos de una compania
caen por debajo de una cota, ésta se verd obligada a restructurarse o
declararse en quiebra. La cota que se usa tiene una distribucion expo-
nencial con pardmetros K y A, variables dependientes del tiempo v la

funcion es:
Vi) = Ke MT-H

2. Bor y Coz (1976)

Este modelo encuentra dificultades para generar los premios por incum-
plimiento que se observan en los mercados, a menos que se Supongan
costos de bancarrota inusualmente altos.

3. Brenan y Schwartz(1980)

Presentan un modelo muy similar al de Black y Coz, aunque aqui la co-
ta de incumplimiento se considera constante en la valuacion para bouos
convertibles.

4. Mason y Bhattacharya (1981)
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Este modelo se vincula con un proceso de saltos. El cual contiene un
tiempo de incumplimiento aleatorio para modelar el valor de la firma,
considerando al tiempo de salto aleatorio y con esto logran demostrar
que estos efectos tienen influencia en el precio de los bonos riesgosos.

Frank y Torous (1989)

En su modelo sefalan que en muchas liquidaciones de empresas, los
acreedores subordinados { incluyendo los accionistas) obtienen una por-
ciéon mayor del valor residual que la consistente con respecto de la prie-
ridad absoluta implicita en la estructura senior/junior.

Nielsen,Saa Requejo y Santa Clara

En este modelo la aproximacién del primer tiempo de paso tiene una
cota estocdstica, y el incumplimiento se presenta si ésta es tocada. Se
usa el modelo de Vasicek!? con parametros de variacion de tiempo como
Hull y White'? para estimar la tasa de recuperacién.

Kim, Ramaswamy y Sundarson (1993)

En este modelo se introduce una tasa de interés estocastica. Con el
proceso de raiz cuadrada de Coz, Ingersoli y Ross (1985) suponen que
la cota de incumplimiento es una constante dependiente del tiempo.

Vit)= K

Ademds, el nivel de la cota depende del valor del cupén que se debe a
los acreedores del bone y en caso de no ser tocada durante la vigencia,
el pago final es de mun{V, F), donde Ves el valor de la firma y £ el
valor nominal de la deuda. En caso de que la cota sea tocada, se tiene
que el incumplimiento v la tasa de recuperacion es min(w(t)P(t, T), V)
donde w(t) es el factor del bono corporativo.

Los autores de este modelo encontraron que el spread de crédito es més
alto al introducirse tasas de interés estocasticas v no las estandares.

2Degarrollo un proceso llamado regreso a la media (1977)
130btuvieron la solucidn acotada para el bono cupén cero, si se ticne un comportamiento
Vasecek(1990).
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8.

10.

11.

Langstaff-Schwartz (1995)

Incorporan las violaciones de Frank y Torous (1989) a la prioridad
absoluta en un modelo estocastico, donde consideran la distribucién
del valor residual de la firma en bancarrota entre los acreedores como
dato exégeno.

Con este modelo logran mostrar que la expectativa de alejamiento res-
pecto a la prioridad absoluta, previo a la bancarrota, pueden generar
niveles de premio por riesgo similares a los observados.

Entonces, bajo este marco, el precio de un bono cupén cero sujeto
a riesgo de crédito, puede escribirse como:

P, T)=P(t,T)(1 - 8Q(X,r,t,T))

donde:

P*(¢,T) es el precio del bono libre de riesgo.

r es la tasa de interés de corto plazo.

J es el porcentaje de pérdida del valor en caso de incumplimiento.

X es la razén entre el valor de la firma V y la cota de incumplimiento,
k.

Q representa la medida de probabilidad riesgo neutral de que el incum-
plimiento ocurra.

Anderson y Sundaresen (1996)

Incluyen un enfoque alternativo que toma como punto de partida la
observacién que, en muchos casos, los accionistas convencen a los tene-
dores de deuda de aceptar concesiones previas a la declaracion formal
de la bancarrota. Esto lo presentan en un modelo binomial v examinan
el disefio de contratos de deuda.

Mella-Barral y Perraudin (1997)

Derivan un modelo de tiempo continuo de valuacién de deuda con ser-
vicio estratégico de la misma.

DBrys y Varene (1997)



32 Riesgo de Crédito

En este modelo se supone que tanto la cota de tiempo de paso y la
tasa de recuperacién estan dados, por lo que ¢l valor de la firma no es
considerada en los cdlculos.

La cota de incumplimiento es :

v(t) = kFP(t,T)

donde:

k es una constante exégena.

F es el valor nominal del bono.
P(2,T) es el bono libre de riesgo.

Ademds, este modelo contempla el incumplimiento antes y en la fe-
cha de vencimiento. Si éste ocurre en el vencimiento, €l valor de los
activos de la firma es menor que sus reponsabilidades y entonces una
fraccidon v, del valor de los activos se pagard y si la cota de incum-
plimiento es tocada antes del vencimiento se pagara la fraccién v, del
valor de la cota v(t). Las fracciones v, y v; son valores exdgenos.

Modelos Contingentes (Modelos de Intensidad de Default)

Estos modelos representan un enfoque alternativo a los modelos estructu-
rales. En este tipo de modelos se define un proceso estocdstico que gobierna
la eventualidad del incumplimiento.

En ellos, en general no se considera la jerarquia del pasivo para determi-
nar la tasa de recuperacién, por lo que, a diferencia de alguncs modelos
estructurales, dicha tasa es usualmente una variable exdgena.

En estos modelos se demanda menor cantidad de informacion que en los
estructurales, con lo cual se permite que se generalice su uso para valuar
instrumentos con riesgo de crédito. Estos modelos valudn un bono sujeto a
riesgo de incumplimiento descontando el flujo cometido a tasas mayores a las
libres de riesgo.

Por ejemplo. partiendo de un conjunto de tasas forwerd', f;, un bono cupéu

M Contratos por adelantado.



1.4 Modelos de Riesgo de Crédito 33

cero emitido por un emisor particular tendrd un precio
fT frdr
P = E;(e t )

con f, > f! y donde f! representa las tasas forward de un emisor libre de
riesgo. La diferencia entre ambas tasas representa el riesgo instantdneo de
incumplimiento:

A=fi—f}

donde f; puede interpretarse como la compensacion por la preferencia tem-
poral (premio por esperar), mientras que ) representa la compensacion por
riesgo de ocurrencia de default entre los momentos ¢ y ¢ + di.

Podria pensarse que el incumplimiento se dispara a partir del primer sal-
to en un proceso de Poisson, con tasa A, y que en caso de ocurrencia, la
pérdida es total.

La probabilidad de n saltos para un proceso Poisson!® en el periodo [T¢]
con intensidad A es: )

Pln saltos] = Qﬂﬁﬂne—*(T—t)

y entonces:

P[0 saltos] = ”;T‘ P e—MT-1) — o-MT-1)

Entonces, de esta forma se tiene que el precio de un bono cupdn cero es:

P = E‘[e—f,T f,'.dr(l *e'f:'r Ardr +0= (1 e }"Txvdf))] — Et(e—fl’.(f"+)f)dr)

Fl inconveniente con este tipo de modelos es que resulta dificil relacionar este
enfoque con la situacion particular de un emisor.

Entre los principales modelos de este tipo tenemos los siguientes:

t3(na familia de variable aleatorias N, relacionadas con una variable aleatoria ¢ con
dominio [0, %) talque: N(0) = 0, tiene incremento s independientes y estacionarios y el
utimero de eventos en un intervalo ¢t es Poisson con media At.
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Jarrow y Turnbull (1995)

Este modelo es el primero de este tipo en tiempo continuo. Es un
modelo para una economia donde el momento en el cual el incumpli-
miento puede ocurrir, 7, se distribuye exponencialmente con pardmetro
A{denominada intensidad de incumplimiento),

Ademds, tanto A como R (tasa de recuperacién) son constantes, es
decir, ambas tasas son independientes de cualquier variable de estado,
como por ejemplo la tasa de interés.

En este modelo, el precio de un bono sujeto a riesgo de incumplimine-
to puede interpretarse usando una analogfa de tipo de cambia externo
con tipo de cambio "17si no hay incumplimiento y R < 1 si éste ocurre.

En una economia libre de riesgo de incumplimiento como la del mode-
lo fleath-Jarrouw-Morton,el modelo admite una medida de martingala
equivalente, si existe un vinico vector de precios de riesgo que soluciona
la siguiente ecuacién:

a'(t,T) = —b(t, T)v'(2) (14)

donde o”(t,T) representa la tendencia del proceso relativo bajo dicha
medida y b(t, T) su volatilidad. Esta ecuacién muestra que la tendencia
¥ la wvolatilidad son propercionales con un factor ~*(t) y si es tinico,
entonces no hay oportunidad de arbitraje.

Por otra parte, si se tiene una economia sujeta a riesgo de incumpli-
miento se debe de cumplir una restriccién de arbitraje adicional Vi < 7.
Si la tendencia del proceso es una funcién o™ = a(t, T) , entonces,
se tiene que dicha condicién es:

alt, T) = (1 — RE(t, T))A+(1) (1.5)

donde (t) es el precio del riesgo de incumplimiento y H{t.T) es el
factor de correccion de la tendencia en tasas forward, debido al evento
de incumplimiento.

Y para la tasa de corto plazo, con r"°“™(¢) = r(t) tenemos:
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t(t) —*(t) = (1 = R){(Mv(8) (1.6)
Entonces si estas tres ecuaciones admiten una idnica solucién para el
par [r(t),7*{t)], esta economia est4 libre de oportunidad de arbitraje.

En este modelo se supone que «(t) = 7 es constante, entonces, en este
caso como T se distribuye exponencial con pardmetro A bajo la me-
dida empirica, se distribuye también exponencial la medida de riesgo
neutral, pero con pardmetro A,. Y la probabilidad de sobrevivir hasta
T>tes:

QUr>T|r>t)=e M0 (1.7)
Y si el mercado admite una inica martingala se tiene que el precio del
bono sujeto a riesgo de crédito es:

P(t,T) = B*(t)Eq[B*"(T)e(T} | Fi] (1.8)

1 st T<r
e(t)={R st T_>_‘r}

b*(t) representa las letras de tescreria del emisor libre de riesgo. Fies
una filtracién definida en el espacio de probabilidad.

donde

2. Jarrow, Landon y Turnbull (1997)

Continuando con el trabajo de Jarrow y Turnbull (1995), eliminan el
supuesto de que la intensidad de incumplimiento es constante todo el
tiempo, pero conservando el supuesto de independencia y que la tasa
de recuperacién es constante y exdgena.

Usando cadenas de Markov con espacio de estados finitos de tiem-
pos homdgeneos con una matriz generadora y la medida de martingala,
relacionan la probabilidad de incumplimiento con las clasificaciones de
crédito.

En la matriz generadora de transicion, cada entrada representa a la
probabilidad de cambio de clasificacién, cada entrada se supone expo-
nencial con parametro correspondiente a la probabilidad de transicion
v la tasa de recuperacién es estimada de los datos histricos.




36

Riesgo de Crédito

Un problema en este modelo, es que en la matriz de transicion se su-
pone que las compafiias con la misma clasificacién tienen el mismo
spread y que el spread de crédito solo se altera cuando hay cambio de
clasificacion.

Jarrow y Turnbull (1998)

En este modelo es usado el proceso Vasicek, pero ignorando los valores
negativos, y una funcién de riesgo lineal con movimiento Browniano.
Aqui se tiene una gran flexibilidad ya que se tiene la libertad de esco-
ger los tres pardmetros y se involucra tanto al movimiento Browniano
como la tasa spot, ademds el riesgo tiene dependencia con fundamentos
econémicos.

Duffie y Singleton

Este modelo es muy parecido al de Jarrow y Turnbull (1995), pero
en éste se supone que en el momento de incumplimiento (7), el bono
corporativo pierde un tantd por ciento de su valor denotado por /..

Este modelo incluye un proceso tasa-incumplimiento y se puede ade-
cuar un spread al rendimiento.

Si el incumplimiento pasa en un tiemp t < r, entonces el valor del
bono empieza a decrecer con probabilidad i, y con probabilidad 1 — {,
el bono no cambia.

Son considerados dos tipos de incumplimiente, el inofensivo con 1asa
de densidad Ry (1 — {;) v €l peligroso con tasa de intensidad hil:.

Modelo de Bonos

En este modelo el riesgo de crédito es calculado considerando las dos
siguientes opciones:
a) Siel proceso de recuperacién es 6 constante.

b) Si el proceso de recuperacién es cero.



Capitulo 2

Métodos de Entropia

2.1. Introduccion

En muchos casos en los procesos de determinacién de informacion nos
encontramos restringidos, debido a que, el modelo fundamental muestral es
incompleto o estd mal especificado. Ademds, los datos con los que gene-
ralmente se dispone en la préctica son limitados, parciales o incompletos.
Entonces, con estas restricciones, alcanzar un modelo econdmico-estadistico
manejable puede no ser posible y los métodos convencionales pueden fallar
al determinar una tnica solucién.

Bajo estas circunstancias, definiremos el problema como mal planteado o
indeterminado. Segtin Jaynes(1984), cuando se tiene un problema mal plan-
teado o indeterminado, haciendo suposiciones y usando informacién ante-
rior se puede llegar a un problema bien planteado. Este problema puede ser
bien manejado con las herramientas econométricas tradicionales{ modelos es-
tadisticos y matematicos).

El punto aqui es que deberiamos poder resolver el problema con la infor-
macién incompleta o parcial y el problema mal planteado. Es importante
entonces buscar bases para un razonamiento légico en este tipo de situacio-
nes. Ademds, cn este tipo de casos, lo que se busca es tener un principio o
formalismo con el cual podamos abtener la mejor conclusidn posible basan-
donos en la informacidn con que contamos. Con esta necesidad tenemos dos
requerimientos esenciales:
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1. Contamos con algo de informacién pero no con toda o quiz4s no con la
informacién suficiente para proceder con un método tradicional.

2. No deseamcs ni mds ni menos informacién de la que tenemos.

Basados en todo lo anterior en la siguiente seccién se presenta la solucién
que Jaynes propuso para este problema.

2.2, Maxima Entropia

2.2.1. El Problema

Considerando el problema de inversién pura finito, discreto y lineal
y=XA=Xp (2.1)

donde, los datos estdn dados en forma de un vector y de dimensién T y el
operador lineal X es una matriz de (7" x (K > T)) no invertible, pero co-
nocida. Deseamos determinar las desconocidas y no observables frecuencias
p = (p1, ..., pr)* que representan el proceso de generacion de datos. Entonces,
nuestro objetivo es recuperar, asignar o escoger probabilidades no ambiguas
pr de entre todas las distribuciones de probabilidad que satisfagan (2.1).

Pero dadas estas especificaciones, la informacién contenida en (2.1) no parece
la adecuada para determinar las probabilidades desconocidas. Esto se debe a
que el nimero de datos es menor que el nimero de incégnitas. Hasta aqui el
problema sigue pareciendo indeterminado, al igual que las bases para asignar
una probabilidad.

Dada la informacidn limitada, si deseamos hacer una inferencia de las pro-
babilidades, entonces, deberiamos escoger alguna estimacion

5= Ay (2.2)

donde, A es un operador desconocide para ser escogido. Aqui la cuestién es
como escoger a A. Si en la seleccién usamos las leyes de la l6gica, entonces la A
seleccionada deberfa producir 7 en el conjunto de posibles {p} que satisfacen

y=Xp=> YAy = YAXp (2.3)
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entonces dada (2.3) tenemos que
XAX = X (2.4)
entonces A es inversa generalizada (Kalman,1960)3].

Esta restriccién nos ayuda en el sentido de que nos permite identificar el
conjunto de soluciones en el cual la verdadera p se encuentra. Pero desafor-
tunadamente, ésto no proporciona las bases para hacer una seleccién de 4 o
p en este conjunto, ya que p no puede distinguirse de la verdadera p.

2.2.2. Medida de Entropia

Requisitos de una medida de incertidumbre de una distribucién de
probabilidad

Sean py, .... px las probabilidades de K posibles resultados N, Ny de
un experimento, dando como restltado la distribucién de probabilidad

p=(p1. ..ok}
sujeto a:
K
>_px =1
k=1
¥
P20

pero aqui hay una incertidumbre cuando el experimento es realizado.

Una medida de esta incertidumbre deberfa de satisfacer los sigutentes re-
quisitos:
1. Debe ~or funcidn de py..... px de manera que se pudiera escribir como

H = Hy(p) = Hx(pr, .. Px)

2. Ser una huncion continua de pq, ..., pe. en el sentido de que. un cambio
pequeito on oy ..., i deberia causar un cambio pequetio en Hy.
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3. No debe cambiar bajo un reordenamiento de los resultados, es decir,
Hy es una funcién simétrica de éstos.

4. No debe cambiar si un resultado imposible es anadido al esquema de
probabilidad, es decir,

HK+l(pla PK:O) = HK(Ph---aPK)

5. Debe ser minima y posiblemente cero en caso de que no exista incerti-
dumbre acerca de los resultados. Esto deberia presentarse cuando uno
de los resultados es seguro y entonces

HK(pl?""pK) =0

cuando p; = 1,p; =0 parai#jyi=1,., K.

6. Debe ser mdxima cuando hay méaxima incertidumbre, la cual se tiene

cuando los resultados son equiprobables, es decir, Hx es mdxima cuan-

dop =..=pg =%

7. El valor maximo de Hg aumenta cuando K aumenta.

8. Para dos distribuciones de probabilidad independientes p = (py, ..., px )’
y ¢ = {(qi,.--,qx)", donde si N, ..., Nk y By, ..., Bx son los resultados
de p y g respectivamente, entonces los resultados de pUq son N;B; con
probabilidades p;g; parai=1,..,K y ¢ =1,.., M, la incertidumbre de
p U g debe ser la suma de las incertidumbres

Hym(pUg) = Hi(p) + Hulq).

La Medidad de Shannon

Bajo situaciones como la descrita en la introduccién de este capitulo,
Shannon (1948}. quien queria bases para medir la incertidumbre en algunas
mentes al recibir un mensaje ruidoso, utilizé un método axiomatico para de-
finir una tdnica fincion para medir la incertidumbre de la ocurrencia de una



2.2 Méxima Entropia 41

coleccion de eventos.

Sea X una variable aleatoria con posibles valores ., k = 1,..., K y pi sus
respectivas probabilidades, tales que, 3, pr = 1. Shannon defini6 la entropia
de la distribucién de probabilidades p = (pi, ..., px)* como la medida

H(p) = - 3 puin(pr) (2.5)
k

la cual, definida de esta forma, es ficil ver que es funcién de py, ..., pk- Esta
también es una funcién continua y es simétrica siempre que 0 * {n(0) = 0.
Esta no cambia cuando un resultado imposible se afiade al esquema de pro-
babilidad. Cuando una de las probabilidades es uno y las otras son cero, el
valor de H, es cero y éste es el valor minime que alcanza, pues Hp =0
cuando 0 < p, < 1.

Por otro lado, como z{n(z) es una funcién convexa, entonces ., prin(pk)
es una funcién convexa, y entonces — 3, pein(m) es una funcién concava y
el maximo local es un maximo absoluto. Este se alcanza cuando p = p2 =
= %(usa.ndo multiplicadores de Lagrange), es decir, cuando las probabili-
dades son uniformes.

El valor maximo de H(p) es
K
1 1
— Z Elﬂ('[?) = {ﬂ[K)

Otra manera de ver que H(p) se maximiza cuando py = p» = ... = #, es
usando la desigualdad de Jensen para una funcion convexa f(z), dicha desi-
gualdad es:

Elf(z)] 2 fE(z)]

para alguna variable aleatoria r. Tomemos f(z) = xinr vy que r tome los
valores py, ..., pk, cada uno con probahilidad #, entonces

Elfe)] = 3 3 puinton)
k
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mientras que

entonces 1 1 i
fIE(z)] = f(?‘:) = E’n(f(_)
usando la desigualdad de Jensen tenemos

;pkln(l’k) 2 ln(%)

X

- 3 punlpe) < n(K) = =3 inize).

Principio de Méxima Entropia de Jaynes

El concepto de entropis,se remonta afios atrds con Boltzman(en los 1870s),
asi como Mazwell, Gibbs, Shannen y el trabajo realizado por Bernoulli, La-
place, Jeffreys y Coz; Jaynes(1957) propuso hacer uso de la entropia para
seleccionar la desconocida distribucién de la probabilidad de (2.1).

Jaynes, llamé principio de maxima entropia a la seleccién de la distribu-
cién de probabilidad, para la cual la informacion que se tiene, es la suficiente
para determinar la probabilidad, es decir, maximizar la entropia de Shannon
sujeta a las restricciones .

La propuesta se desarrolla realizando N pruebas (repeticiones) de un experi-
mento que tiene K posibles resuitados {estados). Sean M, ..., Nx el nimero
de veces que cada resultado ocurre en el experimento de N repeticiones,

donde
K

Z N, =N (2.6)

k=1
¥ A’Vk 2 0.

Ya que son realizadas .V pruebas y cada una tiene K posibles resultados,
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entonces hay KV posibles resultados en la sucesién de N pruebas. De éstas
un conjunto particular de sucesiones

D = N
o bien Ny = p. NV para k = 1,..., K, puede ser realizado en un nimero dado
de formas medidas por el factor de multiplicidad ( posibles permutaciones).

27

Entonces, podemos representar el nimero de formas en que un comjunto
N, puede ser realizado por el coeficiente multinomial

N! AN

= = 2.
W Nplte s Np ! TT N (28)
o la funcion mondtona de W
K
In(W) = In(N") = _ In(Ny!) (2.9)
k=1
Con la aproximacién de Stirling
n(x) = zin(z) — (2.10)

cuando 0 < £ — o0, para aproximar cada componente del lado derecho de
la ecuacién (2.9). Tenemos, para N muy grande

K X
In(W) & Nin(N) = N = ) Neln(No) + > N (2.11)
k=1 k=1
sustituyendo (2.6), tenemos
K
In(W) = Nin(N) = > Nun{ V) (2.12)
k=1

La razon NNk representa la frecuencia de ocurrencia de los posibles K resul-
tados en la sucesidén de tamano N y

N,
N Pk
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cuando N — oc.

De (2.12) tenemos que

K
In(W) & Nin(N) = 3 Npein(Nps) (2.13)
k=1
0
K K
(W) x Nin(N) = 3 Nln(N) = N3 peln(pe) (2.14)
k=1 k=1
0
K
In(W)~ =N _ pn(pe) (2.15)
k=1
finalmente
K
N'in(W) = =) piin(p) = H(p) (2.16)
k=1

que es la medida de entropia de Shannon y donde ppln(ps) = 0 cuando py, = 0.

La entropia de (2.5) o (2.16) es maximizada. con el valor méximo de In(K),
1

cuando p, = pp = ... = .
Dada (2.16), siguiendo a Jeynes y maximizando la funcién monétona de
IV sujeta a las restricciones y los datos de (2.1) obtenemos un conjuto py (
distribuciones de frecuencia) que pueden ser realizadas con el mayor nimero
de datos consistentes con que contamos.

Entonces H es una medida de la incertidumbre en la distribucién de probabi-
lidad y es numericamente igual a la distribucién de probabilidad que maxi-
miza la entropia de Shannon-Jaynes donde

W =eV¥ : (2.17)

Asi, si queremos saber cual conjunto particular de frecuencias relativa es la
mejor aproximacion para pg, es razonable seguir a Jaynes y favorecer a la que
fué generada con el mavor niimero de datos consistentes con que contamos.
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Entonces, debemos escoger la p que maximize

H(p) = =} peln(pi) = —p'in(p) (2.18)
k

donde In{p) es un vector de Kx1 y sujeta a las restricciones de consistencia
de datos y normalizacion de la adicién

y=Xp (2.19)

pl=1 (2.20)

donde ! es un vector de unos de Kxl1

Ahora, como consecuencia de ésto, tenemos que convertir nuestro proble-
ma de matemaéticas deductivas a uno de inferencia. En éste buscamos hacer
la mejor prediccidn posible de p con la informacion que contamos.

Por lo general, la informacién (los datos) pueden ser representados por T
funciones { f,(z), f2{x), ..., fr(z)}. Bajo el formalismo de ]a mixima entropia,
el problema de recuperar p estd dado por

K
mazH(p) = = Y puin(ps) (2.21)
k=1
sujeto a la restricién de consistencia de momento
"
> pefilze) = v (2.22)
k=1

conl <t<T.

Y la restriccidn de normalizacién aditiva
K )
Y me=1 (2.23)
k=1

donde {yi,...yr} es el conjunto de datos observados que son consistentes con
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ia distribucién de probabilidad {py, ..., px}-

Es importante mencionar que el problema estd mal planteado o indetermi-
nado siempre que T < K.

Ahora, para obtener el vector de probabilidad p se utiliza la funcién de La-
grange

K

T T K
L==Y pn(p) + Y My — Y mefilz)] +u(1-3_n)  (224)
k=1 =1 k=1

k=1

con las condiciones de optimizacién de primer orden tenemos

oL T .
—_— = — Ny — 1 _ A — = 0 22
£ Inpy :Zl: filze) — L (2.25)
conk=12,.. K
oL s
v Zf’kf:(fk) =0 (2.26)
t =
cont=12,...T
aL X
—=1- pr = 0. 2.27
B ;Pk ( )

Aqui tenemos un sistema de K + T + 1 ecuaciones y parametros dados, cuya
solucion es:

de (2.25) obtenemaos

T
pe = exp(= ¥ Afilzi) — 1 - i) (2.28)
t=1
con h=12,..,. K
de {2.26) tenemos
K T
> _ep(= 3 hfilme) =1 - B filas) = w (2.29)
k=1 =1



2.2 Maxima Entropia 47

cont=1,2..T

y de (2.27)
K T
ZC Z Afe(ze) =1 - i) =1 (2:30)
k=1 i=1
La solucién formal es
. 1
P = ———GIP( Z/\ fe(z)) (2.31)
Q(Aq, ...,

donde « T
QA) =) exp(— Y Acfilze))

es un factor de normalizacién que convierte las probabilidades relativas en
probabilidades absolutas.

Las {\} son multiplicadores de Lagrange en las restricciones (2.22) y son
determinados por las T ecuaciones simultaneas
= —iln(ﬂ) (2.32)
Y = I, -

conl <t<T.

El valor de la medida de entropia H es una funcién de estos datos:

= () + 3 A (2.33)

2.2.3. Entropia Normalizada

Dada la informacén en un conjunto de datecs, si lo que queremos medir
es la importancia de la contribucidn de cada dato o restriccién en la reduc-
cion de incertidumbre, entonces, se define la medida, de entropia normalizada
{ Golan, 1988; Socfi. 1992).

En la médxima entropia, el nivel maximo de incertidumbre resulta cuando
las restricciones de consistencia de momento (2.22) no son impuestas v la
distribucién de probabilidad de los K estados es uniforme.
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Como cada que se agrega un dato a la informacion, la correspondiente distri-
bucién uniforme implica una reduccidn en la incertidumbre, entonces, esta-
mos interesados en saber que proporcién de incertidumbre se reduce cada que
se agrega un dato a la informacidn que ya se tiene. La proporcién del total
de incertidembre que se va quedando es medida por la entropia normalizada

stp) = ELaon) (234

donde 5(p) € [0,1] y {n(K) representa la mixima incertidumbre. El valor
S(p) = 0 implica que no hay incertidumbre, es decir, pr = 1 para algiin k y
p; = 0 para todo i # k. Por otra parte, si 5(p) = 1 implica incertidumbre
perfecta, es decir, p, = 4 paratodo k=1,.., K.

Una medida aniloga 1 — 5(p), llamada el indice de informaci6n, es usado
para medir la reduccién en la incertidumbre (So0fi,1992).

Dado que S(p) es una medida relativa de incertidumbre, la podemos usar
para comparar diferentes casos o escenarios.

Si dado un escenario determinado, podemos agregar o quitar un dato de
la informacién o una restricciéon y comparar S(T) con S(T — 1), entonces
tenemos los siguientes posibles casos:

1. SiS(T) = 8(T'—1), se puede concluir que no hay informacién adicional
en el dato o restriccién que fue agregado o retirado.

2. 8i §(T) < S(T — 1), entonces, el dato adicional da més informacién y
reduce la incertidumbre sobre el conjunto de las desconocidas probabi-
lidades.

En otras palabras, sea pg{x) la distribucién de la mdixima entropia
para los T datos (restricciones), y pi(z) la distribucion de la maxima
entropia para los T -1 datos (restricciones). Se tiene que { Levine(1980))

0.< D puln(2X) = Hip) — H () (2.35)

1
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donde son usadas las dos desigualdades de Gibb y el hecho de que my
es consistente con todos los primeros T — 1 datos (restricciones) usados
en la caracterizacién de g). La parte de la igualdad en (2.35) se dasi y
s6lo si pp = p,- Entonces, (2.35) implica que po < 7).

2.3. Minima Entropia Relativa

En muchas ocasiones en la prictica nos encontramos con que deberiamos
tener una pre-muestra de informacién sebre las desconocidas p = {py, .... px)*
en forma de una distribucién de probabilidad anterior ¢ = (g1, ..., gx)t. Es
decir, antes de usar los datos (2.19) que entran como una relacién consistente,
deberia haber alguna distribucién g que pudiera ser tomada como una buena
hipétesis inicial.

Si existe dicha distribucién, deberiamos incorporarla a la méxima entropia.

De acuerdo con Kullback{(1959) y Good(1963), el principio de minima en-
tropia relativa implica una seleccién, dadas las condiciones de (2.19) y (2.20),de
la estimacién de p que puede ser distinguida de ¢ con una minima diferencia.

Con estas primicias para la entropia relativa entre p y g, ésta se define como
K

=3 pkin( Zmin Pe) Zpkln (ge) = plinp — p'ing (2.36)
k=1

o la diferncia entre E[in{p)] y E|ln(q)].

Este criterio conduce a una medida natural de la desviacién de las distri-
buciones de probabilidad p y ¢. Bajo el principio de minima entropia relativa
la diferencia {p. q) es minimizada. Tomando en cuenta lo anterior v la in-
formacidn con la que se cuenta, la solucién de la minima entropia rclativa
deberia ser obtenida de la minimizacién del problema

minl(p Zp,,ln( Zpk n(pg) — Z pin(ge) = plinp — pting
(2.37)



o

50 Métodos de Entropia

sujeto a la restricion de consistencia de momento

K
Epkft(lk) =%

k=1
conl<it<T.

Y la restriccién de normalizacion aditiva

K
Zpk =1

k=1

Si ¢ es consistente con los datos, entonces § = q y (2.37) tiene una solucién
cero, lo cual quiere decir que los datoes no tienen informacién adicional acerca

de la g.

Sicon una entropia relativa, g es uniforme, resulta entonces la solucién de
méxima entropia (2.35). Ademés, el criterio de minima entropia y la minimi-
zacién del problema (2.37), asi como los datos y las probabilidades anteriores
son transformados en la estimacién posterior de probabilidad p.

Ahora, la probabilidad del vector p puede ser calenlado con la funcién de
Lagrange:

K T K K
L= pn()+ 3 My - 3 pefilaall -l = D op) (239)
k=t 9r =1 k=1 k=1

con las condiciones de optimizacién % =0.

Obtenemos el sistema de T+ K + 1 ecuaciones y parametros p, A v ji

La solucién, en el marco tradicional de la mdxima cntropia, que combina
la informacién de los datos y la de la ¢ anterior es:

T
7 €T ¢ 239)
= Q(’\lﬂAL pz l “‘ (
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donde k=1,2,. . Ky

K T
Q) = E QkGIP[Z EWAEN)
= =1

es la funcién de particién.

La entropia normalizada S{p) se generaliza para

- Zk ﬁk[”(ﬁk)
=Y aln{o)

Proposicién 2.3.1 I{p,q) = L, peln(B) ~ ), (e — ar)?

S(8) =

siempre que g, > 0
Demostracion:

(2}
Dada el desarrollo de Taylor para In(l + z) = z — 22 + }z° —
vz e (—1,1]

entonces In(y) = (y — 1) — 3y —1)* + Hy - 1P -y -1+
Yy € (0,2].

En general In(z) = (z ~ 1) = Hz -1+ Hz - 1)* - {(z - )* +

(i7)

Si pi = ¢, entonces ln(%:) e (!é:) -1

Entonces

2
ZP:J” =Y Pl - ZRZ—: - P Z = Pxg)

& k k

y como Y, gk = 9., Px = 1 reescribimos (2.41) como:

S (B k) + 1= 1 =30, - (PE — Prg) + 2 Gk — 2o P
Qi %

1+

(2.41)
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=i o0k — ) + 3, @) = oy - (pege)
=3, (0} — 2meqe + )
=3 ;l;(Pk - q)'®

Aplicando la proposicidn (2.3.1) a la funcidén objetivo de la méxima entropia,
donde g, = % para todo k = 1,2, ..., i se tiene que:

Zpkln{z—:) = Epklﬂ(ka) = Z(pkln(pk) + n(K)) ~ ZK(P* _ %)z
k k k P’
(2.42)

2.4. Entropia en Variables Aleatorias

2.4.1. Variables Aleatorias Discretas

Sea X una variable aleatoria discreta con posibles valores x = 0,1, ....,00
y sea p(z) = P(X = z), la distribucién de méxima entropia con media y, se
obtiene maximizando

H(p) =Y p(x)in(p(z)) (2.43)
=0

sujeto a

Y oap(z) =y
z=0

Zp(:c) =1

Para obtener la solucién de este problema se utiliza nuevamente una funcion
de Lagrange.

En la solucion del problema, si el multiplicador de Lagrange A > 0 entonces
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1a solucidon al problema es la distribucién geométrica
plz) = [1 - ezp(~A)lezp(~ Az) (2.44)
con parametro & = 1 — ezp(—A).

Golan (1988,1994) desarrollé una interesante extensién del resultado para
el caso en el cual la variable aleatoria es x = 0, ¢, 2¢, ..., 00 para alguna ¢ > 0
v restricciones lineales. En este caso la distribucién de méxima entropia puede

ser escrita como

p(z) = (1 -Q)Q" (2.45)
donde @ = exp(—Ac). La media de la distribucidn es
be) =3 o(1-QQ =(1-QQY =@
=0 =0

d
dQ

-1 _ -2 __ Q —
— (- Q51— Q7 = (1-QR1 - Q7 = =5 = 5

sustituyendo ¢ tenemos

be) = ———— (2.46)

explie) — 1
la cual es la distribucion de Bose-FEinstein.

En los casos donde K es finita, escribiremos el factor normalizador como

K
QA) = ZEIP(— Z)\cT«tk) -1
k=0 ¢
donde 1 representa el caso donde £ = 0.

Si tenemos que @, = exp(— 3., Azw) v @ = [, Qx entonces:

K _ K+l ARl
Q) =-1+Y QF=-1+ 11?Q Q1_Qu
k=1 r
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_ 1-Q¥ _1- exp(-K 3, Azu)
Q1-1 exp(— >, Mzu) — 1

para | Q@ [< 1
sustituyendo en p; tenemos
1

"o (1 — exp(K 3, Axe)lexp(D 2, Auze) — 1]“1[exp(zt Aez) (2.47)

2.4.2. Variables Aleatorias Continuas

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(z), la
entropia esta definida como:

H= —/f(.r)tn(f(z))d;. {2.48)

Si la iinica restriccién es la normalizacién [ f(z)dz = 1, entonces la funcién
de Lagrange es:

L=- f J@)in(f(2))dz + u(1 - f f(z)dz)
—u+ f [~ f@)n(f(2)) — uf(2)]dz. (2.49)

Entonces, usando el cilculo de variaciones, la condicion 6ptima es la ecuacidén
(Euler){3]

—d[f(z)in(f({z)) — pf(z)]/dz =0 (2.50)
{n(flz)+ 1+ @) f(z) =0 (2.51)

entonces R
f(z) = ezp(~1 + j). (2.52)

Dado que esta funcién es independiente de X, ésta puede tomar valores en
los reales ¥ f{x) es una densidad impropia si la restriccion es ignorada. Sin
embargo, acotando ¢l espacio de los pardmetros por medio de una restriccidn
podemas obtener una sclucién propia. )
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Con lo anterior, si la variable X es restringida al intervalo (a,b), enton-
ces f(z) = 7L es una distribucién uniforme con media ¢4 y varianza %ﬁ
donde = In(b — a) — 1, y el valor de la entropia es —In(b — a).

Por otra parte, si lo que tenemos es una variable X no negativa, definida
en [0, 4+00) y la esperanza es conocida, es decir, sabemos que

/m zf(z)dr =a (2.53)

4]

entonces la funcién de Lagrange es:

v== [T s et - [ e 5 ro - [ asan

0

=+ [T@InGE@) )« ef@ls @5
usando el cdlculo de variaciones, la condicidn optima es la ecuacién {Euler)[3]
~d[{(n(f(2)) + 1f () + Azf(z)]/dz = O (2.55)

° “ -
~Un(f(z)) + 1+ i+ 3z) = 0. (2.56)

Resolviendo la ecuacion junto con las restricciones para f(z), tenemos que
: 1 -z
== — 2.57
f(z) = —exp(—) (2.57)

la cual es una distribucién exponencial con media a y varianza a?. Ademds
la entropia tiene valor de 1 + {n(a).

Ahora, si tenemos las restricciones de que la media es cero v la varianza
es o*, es decir, tenemos que

/a:f(;c)dr =0 (2.58)

fxzf(z)dm =¢? (2-59)
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entonces, la correspondiente funcién de Lagrange es

L=~ [ fGnlsads + 0 - [ Sz

+2,00 - [ o f{z)dz) + A(o? — / 72 f(z)dz)

=p+ f [~ F(@)in(f(2)) — pf(z) - Mzf(z) - hr?f(z)ldz  (260)

usando el calculo de variaciones, la condicién optima es ia ecuacion (Euler)[3]

~n(f(z)) = 1= i — Mz — dpz? =0 (2.61)
¥ la solucidén es
R . < L —?
f(z) = ezp(~1— fi — Az — Asz) + (%C’?)TCIP(%“{) (2.62)
donde
in{2ra?)
. .
=77
y
< .1
‘\l = 0| /\2 = ﬁ

y la variable aleatoria 7 tiene una distribucién de densidad normal con media
cero v varianza o2,

Para este caso, el valor de la maxima entropia es

In(2 2 2
n(rrcr)+z

H(p) = _[f(z)zn(f(x)dF[ﬂmH 5 P

In(2re?) 1 In(2ema?)
= - = 2.63
2 2 2 (2.63)




Capitulo 3

Matrices de Migracién de
Crédito

En este capitulo se presenta una breve introduccién al concepto de ca-
lificacicnes crediticias y su importancia en el mundo financiero. Ademads se
describen los principales resultados sobre matrices de transicién y se exponen
diferentes métodos para estimar matrices de transicidn crediticias.

3.1. Calificaciones Crediticias

En los contratos de crédito, las posibles pérdidas econémicas involucran
la estimacion de las probabilidades de incumplimiento por parte de los acre-
ditados.El acreditado es clasificado segin la capacidad de cumplir con sus
obligaciones en un contrato de crédito.

En el campo de incumplimiento por parte de las empresas, en un contra-
to de crédito. las matrices de transicion representan las probabilidades de
pasar de una calificacién a otra en un intervalo de tiempo.

A continuacion se presentan las clasificaciones de las empresas segiin su ca-
pacidad de cumplimiento en un contrato de crédito.
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Categorias de clasificacién de valores de deuda a corto plazo

AAA

BBB

BB

Muy alta capacidad de pago de capital e intereses, la cual no se veria
afectada ante posibles cambios en el emisor, en el sector al que pertenece
o en la economia.

Alta capacidad de pago de capital e intereses, la cual no se veria

afectada ante posibles cambios en el emisor, en ¢l sector al que pertenece
o en la economia.

Buena capacidad de pago de capital e intereses, la cual es susceptible a
deteriorarse levemente ante posibles cambios en el emisor. en el sector al
que pertenece o en la economfa.

Suficiente capacidad de pago de capital e intereses, la cual es susceptibie
a debilitarse ante posibles cambios en el emisor, en el sector al que
pertenece o en la economia.

Cuenta con capacidad de pago de capital e intereses, la cual es variable v
susceptible a debilitarse ante posibles cambios en el emisor, en el sector al
que pertenece o en la economia, pudiendo incurrirse en retraso de pago de
intereses y del capital.

Cuenta con una minima capacidad de pago, siendo muy variable ¥
suscep€ible ante posibles cambios en el emisor, en el sector al que
pertenece o en la economia, pudiendo incurrirse en la pérdida del

capital e intereses.

No cuenta con la capacidad para el pago, existiendo alto riesgo de pérdida
de capital e intereses.

No cuenta con la capacidad de pago de capital ¢ intereses. y representa
incumplimiento efectivo de pago de capital e intereses.

Valores cuyo emisor no posee informacion suficicnte o no tiene informacién
representativa para el periodo minimo exigido para la calificacion v carece
de garantias suficientes.

3.1.1.

Companias Calificadoras

Las clasificaciones son emitidas por las compaiias calificadoras. El papel

de estas compaiias en los mercados globales de capital s tener una medi-
. cién de riesgo de crédito de manera independiente. creible v objetiva; una
cobertura comprensible v consistencia global; una transparencia crediticia v
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un aumente de la eficiencia y la liquidez.

El mercado de calificadoras de crédito estd dominado por des compaiifas:
Standard and Poors (§&P)[22] y Moody's Investor Services (Moody‘s)[21].
Una calificacién de crédito representa una tasa global del cumplimiento de
las obligaciones por parte del acreditado.

Existen algunas diferencias entre las calificaciones de las diferentes com-
pafiias. Mientras S&P evalia la capacidad financiera del acreditado para
cumplir con sus obligaciones y de esta forma estimar la probabilidad de
incumplimiento, Moody‘s califica incorporando algunos juicios para la recu-
peracién en los eventos de pérdida. En el lenguaje de la administracién de
riesgo de crédito se dice que 5& P mide la probabilidad de incumplimineto,
mientras Moody‘s mide la distancia a la pérdida o a la esperanza de pérdida.

La calificacién que otorgan las compaiiias calificadoras en general es:
1. La opinioén de incurrir en incumplimiento.

2. Una medida comparable, globalrhente, de riesgo de imcumplimiento
entre un amplio rango de posibles acreditados.

3. Un pronédstico del grado relativo de proteccién que un inversionista
tiene si un acreditado enfrenta una adversidad econémica.

4. La evaluacion de la capacidad y compromiso juridico de un acreditado
para efectuar los pagos de intereses v amortizaciones del principal, en
el plazo determinado en las condiciones de emisidn del titulo de renta
fija especifico.

5. Una medida de probabilidad de que un acreditado incurra en incumpli-
miento con respecto a sus obligaciones en el contrato de crédito durante
la duracién del mismo. La duracién depende del instrumento, puede ser
de unos cuantos dias o, hasta de 30 afos o mds. Asimismo. las califi-
caciones a largo plazo incorporan una evaluacién de cudl es la pérdida
monetaria en caso de incumplimiento.

Es importante mencionar que esta calificacién no representa:

1. Una prediccidn de la estabilidad o volatilidad del precio de un titulo de
deuda.
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2. Un juicio individual de la calidad de la administracién.

3. Elogios o criticas a una determinada estrategia de administracién de
pasivos.

Una recomendacion para comprar o vender.
Sélo el resultado de razones financieras.

Una garantia en contra de pérdidas.

No o e

Estas calificaciones se enfocan en el riesgo de pérdida crediticia debido
a un pago que no se realiza o0 que se retrasa. Las calificaciones no estdn
destinadas a medir otros tipos de riesgos que pueden estar asociados
con las inversiones de renta fija, tales como el riesgo de pérdida en el
valor de mercado de un instrumento debido a fluctuaciones en las tasas
de cambio de divisas, en las tasas de interés, o debido al reintegro del
capital de un préstamo antes del vencimiento.

8. Ademsis, a diferencia de las calificaciones de acciones, las calificaciones
de deuda no estan destinadas a medir el potencial de apreciacién de un
valor.

La emision de las calificaciones genera beneficios para los inversionistas v los
acreditados.

Los beneficios para un inversionista son:
1. Reduce la incertidumbre

a) Fomenta el crecimiento del mercado de capital.
b) Aumenta la eficiencia del mercado y la liquidez.

2. Utiliza las calificaciones como un elemento clave para establecer las pri-
mas de riesgo en funcién del riesgo crediticio para los titulos de compra.
Es decir, utiliza las calificaciones para medir el rendimiento adicional
que debe exigir el inversionista para poder ser compensado por la po-
sible pérdida crediticia estimada sobre el titulo que se estd comprando.

3. Amplia ios horizontes de inversién, pues es una evaluacidn indepen-
diente v objetiva del futuro riesgo crediticio a largo plazo, de acuerdo
con una norma comparable a escala mundial.
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a) Es consistente de manera gloral y con estdndares creibles.

b) Permite la diversificacién del portafolio.

Los beneficios para el acreditado son:

1.
2.
3.

Aumenta la flexibilidad del financiamiento.
Incrementa el acceso a los mercados de capital.

Las calificaciones afectan a la liquidez (estabilizando el acceso al mer-
cado).

3.1.2. Importancia de las Calificaciones de Riesgo de

Crédito

Las calificaciones de riesge de crédito son importantes para los mercados

de capitales por diversos motivos:

Contribuyen a una asignacién mds eficiente de los ahorros y la inver-
sion, lo que a su vez promueve un mas rapide crecimiento econdmico.
Al contar con una medicién confiable del riesgo de incumplimiento, los
inversionistas pueden balancear mds ficilmente su tolerancia al riesgo
y sus objetivos de inversion.

En América Latina y el Caribe, regiones con apremiantes necesidades
de inversién, v donde los ahorros son, en general, un recurso escaso.
las calificaciones crediticias pueden contribuir a asegurar que dichos
ahorros de la regién sean utilizados mds eficientemente.

Las calificaciones crediticias reducen el riesgo de informacién v de es-
te modo las primas de riesgo exigidas por los inversionistas, va que,
los inversionistas que operan en un entorno donde existe escasa infor-
macién financiera sobre estrategia corporativa, resultados financieros o
posicidn de negocios, exigirin mayores tasas de rendimiento sohre sus
mversiones.

Las calificaciones crediticias ayudan a los inversores a realizar una me-
jor evaluacién y comparacidn del riesgo crediticio a través de un amiplio



62 Matrices de Migracién de Crédito

espectro de compafias, sectores industriales y paises, contribuyendo a
mantener estindares de informacién y andlisis financieros orientados a
disminuir el costo de capital, lo que a su vez estimula la inversién y
promueve el crecimiento econémico.

3. Las calificaciones crediticias fomentan mercados financieros mds liqui-
dos. En todas partes del mundo, los inversionistas desean alternativas
para sus ahorros. Si los mercados de capitales locales son transparen-
tes y brindan buenos retornos ponderados por riesgo, los inversionistas
cuentan con mayores incentivos para colocar su dinerc localmente.

Por el contrario, falta de liquidez o transparencia alientan a los in-
versionistas a colocar su dinero offshore o en activos reales. Mercados
financieros mas profundos también fomentan politicas monetarias pru-
dentes, y permiten a los gobiernos emitir deuda dirigida a un mayor
nimero de inversionistas.

Un beneficio importante de dichas iniciativas es que contribuyen a que
los bonos del gobierno emitides localmente actien como un benchmark
para otros deudores del sector piblico o privado.

4. Las calificaciones crediticias sefialan la intencion del deudor de ser
abierto y transparente con sus acreedores ya que. obtener y mante-
ner una calificacién implica someterse a un proceso de provision de
informacién exhaustiva. Los inversionistas cuentan con el compromiso
del equipo gerencial de realizar este proceso, asi como también con el
de Ia calificadora de riesgo de manterer su opinién actualizada.

3.2. Matrices de Transicion

El proceso por medio del cual un acreditado migra de una calificacién
a otra, puede ser modelado matematicamente como una cadena de AMarkor
finita. En ésta se asume que, dado un intervalo de tiempo, las calificaciones
de crédito cambian sucesivamente de un estado a otro. con una cierta pro-
babilidad. Las probabilidades de migracién de crédito forman una matriz de
transicién.
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3.2.1. Cadenas de Markov y Matrices de Transicién

Sea (2,0, P) un espacio de probabilidad y E C R un subconjunto finito
o numerable. Una sucesién de variables aleatorias

{(Xn:2— Ein=0,1,2,..}

se lama cadena de Markov con espacio de estados E si satisface la condicién
de Markov, esto es, si para todon 2 1y todasucesién zg, z,,..., Zn_2, 7,y € E
se cumple

PX,=ylXaci =2,...,Xo = 70) = P(Xp = y|Xn_1 = 7) (3.1)

donde la distribucién de X se llama distribucién inicial. Denotaremos por x
al vector 7 = (P(Xy, = x),z € E).

Las cadenas de Markov cumplen con:

1. El lado derecho la ecuacién (3.1} determina que la probabilidad de es-
tar en el estado y al tiempo n dado que en los tiempos anteriores la
cadena siguid la trayectoria {xo,..., Ta—2,2}, 86lo depende del estado
inmediato anterior, es decir, del estado al tiempo n — 1.

2. Si P(X. = y|Xn_1 = z) no depende de n, es decir, es independiente
del tiempo, entonces la cadena es homogénea { con respecto al tiem-
po}. Para una cadena de Markoy homogénea denotaremos a P(X, =
¥l Xu_1 = z) por P;y. La familia {F,, : z,y € E} se le llama las pro-
babilidades de transicién de la cadena. En ésta se describe la evolucién
de la cadena en el tiernpo.

3. Para m > 1 se denota por P,E_';) 8 P(Xp4m = y|Xn = z), ¥ representa
la probabilidad de ir en m unidades de tiempo de 7 a 3.

4. Para z,y € E se define a P como Oz
donde
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0 siz#y

5. La matriz P = (P;,):eg es llamada matriz de transicién.

1 siz=
¢y={ v

Ahora vamos a ver que la matriz de transicién es una matriz estocastica,
es decir, una matriz con entradas no negativas y tal que la suma de las en-
tradas por renglén es uno.

Como P, es una probabilidad fija para cada pareja z,y € E, entonces
Py > 0, y por tanto la matriz de transicién tiene todas sus entradas no
negativas.

Para ver que la suma de sus entradas por renglén es uno, tomando las pro-
piedades de la imagen inversa de una funcién se tiene que:

Q= {w € YXu(w) € E} = Ugep{w € QXp(w) = 2}

siempre que X, : 8 — E sea una funcién y se trata de una unién de con-
juntos ajenos dos a dos. Ademds,

Q = U:h---;:n-lEE{w € leﬂ—l(w) =Tn-1, "'IXD = IO}

siempre que X, : ! — E con i = 1,2,..n — 1 sean funciones y nuevamente
son conjuntos ajenos dos a dos.

Lema 3.2.1 Para todo x € E se tiene que 3 g Pry = 1.

Demostracidn:
Seaz € E,

1= P::(Xn+1 € E) = P(X:-H_l S EIX,. = I) = ZP,,".
yeE

En la inodelacién del riesgo de crédito, una matriz de transicion da la in-
formacion acerca de la probabilidad de transicién de una calificacion a otra.
Ademas, las companias calificadoras asumen independencia del tiempo a las
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probabilidades de las matrices de transicion. Por estas razones, en la practi-
ca se tiene que para simular eventos de incumplimiento se tienen cadenas de

Markov homogéneas.

Para matrices de transicién en riesgo de crédito se tiene que E es finito,
es decir, £ =1,2,..,n
Proposicién 3.2.1 Ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Para una cadena de Markov homogénea (Xu)n=0,4,. con espacio de estados
E y para todo n,m € N y toda pareja z,y € E se cumple

P(Xnem = ylXo = 2) = 3 PEPPE) = PO (3.2)
I€E

Demostracion:
Se hard por induccién. Se supone que para todo k € N con &k < (n + m) se
cumple (3.2). Ahora veremos que se cumple para (n + m):

P(Xn+m =y,Xo = I)
P(Xp = 1)

P(Xnim =yl Xo=12) =

P(Xnim =¥, UceXn =2, Xy = 3)
P(J\’O = I)

Xo=2,Xy=1)

_ nm—y:
z - XO—I)

EE

P Xpsm =y Xn=2.Xo=2) % P(X, =2, Xy = 1)

=2 . P(X, = 1)

zEE

=S P(Xusm = y1X, = 2) ¥ P(Xp = 2}Xo = 1)

E13)

Z :. (u+m)-

[17.
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Como E es finito, P,“‘y) es la entrada z, i de la potencia k—ésima de la matriz
de transicion P.

Entonces tenemos que:
Pt) = P (3.3)

De la ecuacién (3.3) tenemos que la distribucién de probabilidad de la cadena
de Markov al tiempo ¢ satisface:

n(t) = x(0)P* = =Pt

donde
7(t) = (P(X,=z),z € E).

Clases de Comunicacién y Clasificacién de Estados

En una cadena de Markov (X, )sen con espacio de estados E' y matriz de
transicidn (P )z g Se tiene que:

1. z,y € E se comunica entre si, y se denota (z +— y), si se cumplen:

@) 1 se comunica con y, (£ — y), es decir, existe n > 0 tal que
P > 0.

b} vy se comunica con x, (y —* x), es decir, existe m > 0 tal que
Py >0 :

2. Decimos que C' C E es una clase comunicante si:

C=C(z)={ye F:z+— y}.
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3. Silaclase comunicante es (inica, es decir si C(zx) = E para alginzx € E,
entonces a la cadena se le llama irreducible o ergédica.

4. Un estado z € F es estado recurrente si;

P(X,=zparaalgunan € N|X; =z) = 1.

5. Un estado z € E es estado transitorio si:

P(X,=zparaalgmane N|X;=2z) < 1.

6. Un estado z € E es estado absorbente si:
Prz=1

Es decir, una vez que se llega a este estado, ya nunca se sale de él.

3.2.2. La Matriz de Transicién de Calificaciones Cre-
diticias
Las compaiias calificadoras toman a las clasificasiones como el espacio

de estados y generan la correspondiente matriz de transicion.

Una matriz de transicién de este tipo es de la forma:

AAA|AA| A IBBB|BB| B C D

A ENEEN I ENENENENNERIED
AA | 20y [ Tag | Zay | Tag | Tas | Zos | Ta7 | Top
A T3n | X32 [ T33 | T34 [ Tas | Tap | T37 | Tag
BBB | 1y, Ti2 [ Ta3 | Laa | Tas | T | Ta7 | TeB
BB | x5) | Zs2 | Tss | Zsa | Ts5 | 756 | Ts7 | Tos
B Te1 | Tea2 | Tea | Zea | Tes | Tes | Loz | Tes
C T [ T12 | Tra | Tra | T7s | Tre | 20 | 278
D 481 | Ts2 | ¥e3 | Te4 | Tes | Tae | Ta7 | Tas
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donde cada z;; representa la probabilidad de pasar de la calificacion : a
la j o se mantenga en la misma en un periodo de tiempo establecido.

Y entonces el espacio de estados es E = {AAA, AA,A,BBB,BB,B,C, D}.
Con Y%, 7i; = 1 paratodai =1,2,..,8yzi; 2 Oparatodai,j=1,2,.,8.

Los modelos de riesgo de crédito usualmente suponen que, con el paso del
tiempo, los acreditadatos, emigran de una calificacién crediticia a otra.

En un determinado periodo de tiempo T = At = t; — tp,2At,... se da
seguimiento al movimiento de la calidad crediticia de C; a cualquier otra Cy
por acreditado donde cada C; es una calificacidn.

Si denotamos C; , a la calificacién del acreditado ¢ al tiemponcon C;p € E
yneN.,

Entonces se tienen las siguientes hipétesis:

1. Todos los acreditados tienen caracteristicas homogéneas sin considerar
la misma calificacién.

Es decir:

Si Cyn = Cjpn entonces
—— P{Ci.n = Og] - P[Cj‘n = Ck] Vi,j., k

2. La probabilidad de transicién de cada uno de los acreditados depende
sélo de la calificacién inmediata anterior.

Entonces:

P[Cint1 = Citns1) | Cin = Crkm)) = PlCint1 = Chinr1y | Cin = Ciiny,

3. Las probabilidades de transicién son estacionarias, es decir, no depen-
den del tiempo.
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Entonces:

P[Cins1 = Crnir) | Cin = Cim)] = PlCin = Cipm) | Cin1 = Ci(a-1y|

Puesto que en la matriz de transicién se reflejan las probabilidades en la ca-
lidad de migracidn, ésta es una herramienta que permite modelar el cambio
en la calidad de crédito. Ademds, con base en estas matrices de transicién es
posible generar los diferentes escenarios en la calidad de un portafolio de un
periodo de tiempo a otro.

Debido a que las matrices de transicién pueden ser obtenidas mediante dife-
rentes métodos, resulta bastante importante tener un criterio para discrimi-
nar a una matriz de otra. En la siguiente seccién se propone una metodolegia
para la discriminacién de dichas matrices.

3.3. Métodos de Estimacion de Matrices de
Transicion

En esta seccion se presentan los métodos que serdn utlizados para estimar
las matrices de migracién. La estimacién estd basada en las calificaciones

histéricas de crédito.

3.3.1. Modelo Regular de Migracién de Crédito

Las cadenas de Markoy utilizadas en los modelos de riesgo de crédito
tienen un estado especial que representa el evento de incumplimiento. Este
estado es absorbente y se le asigna el estado n.

Entonces tenemos que:
Paa(t) =1y Poy(t)=0paratodoj#£nyt=12,..

Definiendo al Modelo Regular de Migracién de Crédito (MRMC) como una
cadena de Markov que satisface las siguientes condiciones:

1. Existe uno y sdlo un estado absorbente.
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2. Existe t, > 1 tal que P,,(t,) > 0 para todoi=1,2,..,n

3. El determinante de la matriz P es diferente de cero, y sus eigenvalores
son distintos.

Ademds para el (MRMC), la matriz de transicién P(T) satisface (Snell 1988)

P(it)— D (3.4)
cuando t — oo
donde:
00 0 1
D= 00 0 1
0 0 . ¢c 1

La ecuacién (3.4) implica que el incumplimiento eventualmente ocurre in-
dependientemente de la calificacién inicial de crédito. Todos los estados se
comunican con el estado de incumplimineto, es decir, (z — n). para todo
z=1,2.,(n-1).

El problema

Dada una cadena de Markov {X;};cy finita en tiempo discreto el proble-
ma puede formularse como:

La posibilidad de construir un proceso de Markov ‘{X’T,T > 0} en tiempo
continuo tal que le distribucidén de probabilidad de X, al tiempo 7 = 1,2,...
es igual a la distribucién de (X,).

Este problema fue estudiado por Kingman (1962), Corette (1993), Twanik
v Shiflett (1986), y Frydman (1993){1]. Aqui la principal propuesta desarro-

llada es la basada en la nocién de un generador de un proceso de Markov.

Un generador es una matriz G cuyos elementos satisfacen:

1=1
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parat =12 _..n Yg;>0parat,j=1,2,...nyi+#j.

Los generadores forman un semigrupo en el espacio de matrices, lo cual sig-
nifica que la suma de dos generadores es también un generador.

Por ejemplo si P es la matriz de transicién entonces P — I es un genera-
dor, donde I es la matriz identidad de iguales dimensiones que la matriz P.
Ademis, si G es un generador entonces exp(G) es un matriz de transicién
Snell (1988).

Sea P(r) la matriz de transicién del proceso de Markov X,. ) .
La matriz G = (§)i ex es llamada la matriz generadora de X, si P(r)
satisface:

Entonces tenemos que:

P(7) = exp(r()

con 7 > (.

Si la distribucién del proceso de Markov X, es idéntica a la de la cadena
de Markov X, al tiempo 7 = 1,2, ... entonces, la matriz de transicién P debe

de satisfacer:

P = ezp(G). (3.6)

Si la matriz G existe y es tnica, entonces se puede definir la extension al
tiempo continuo, P(7) de la matriz de transicién P como:

P(7) = ezp(r@). (3.7)

Entonces como 7 es continua. de la ecuacién (3.7) podriamos obtener ma-

trices de transicién para caulquier periodo arbitrario de tiempo.

Calculando G = In(P) de la ecnacién (3.6), no se garantiza que la matriz
In(P) satisfaga la ecuacién (3.3). En general, saber cuando una matriz de
transicion P puede ser representada en forma de P = ezp(G). donde & es
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un generador, es técnicamente muy dificil-

La propuesta que se plantean Alezander Kreinin y Merina Sidelnikova estd ba-
sada en la descomposicién de Schur y el método Parfeet (Moler y Van Loan
1978){1].

La No-Unicidad del Problema

Aqui se muestra el problema de la no-unicidad de la matriz resultante de
transicién cuando se calculan probabilidades de transicion de crédito para
horizontes menores a un afo.

Un ejemplo ilustrativo muestra este hecho:

Considerando la familia de matrices

0 p .. 00 1-—p
z 0 .. 0 0 1-2z
POS)=% 4 9 . 0 p 1-p
o 0 ... 0 z 1—2
0 0 ... 0 0 1

Imponiendo la condicién que pr = a, donde 0 < p<1y0 <z < 1. Entonces,
la matriz de transicién anual, P = P(0,5) * P(0,5) es:

a 0 0 .. 0 1l—a
0 a 0 .. 0 1-a
0 0 a .. 0 1—-a

P(0,5) =

a 1—-a
0 1

00 0

0 0 o0
Pero, existe otra matriz de transicién P*(0,5) igual a la raiz de P:
Ja 0 0 .. 0 1-a
0 Va 0 .. 0 1-+a
0 0 Va .. 0 1-—4/a
0 0 0 .. Val-a
0 0 0 .. 0 1

P*(0,5) =
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Note que P*(0,5) es la solucién que se obtiene usando el generador de la
seccién anterior.

La pregunta natural ahora es:

:Qué condiciones se deben cumplir para que la matriz de transicion resultan-
te sea iinica ?, Una respuesta parcial puede ser encontrada en los siguientes
proposiciones (fsrael {2001).).

Proposicién 3.3.1 Supongase que todos los elementos de la diagonal de la
matriz de transicidn P dominan, es decir, p;; > . Entonces los eigenvalores
de P pertencen al disco || A~ 1 ||< 1 en el plane complejo, y la serie de
expansidn de Taylor para el logaritmo de lg malriz de trunsicidn converge
geometricamente rapidomente a una matriz real Q, que satisface exp(Q) = P.
Ademds bajo estas condiciones, la matriz de transicidn puede tener, a lo mds,
un generador.

Demostracion[l].

Cabe mencionar que la proposicién no dice que el hecho de que la diago-
nal domine garantiza la existencia del generador.

Proposicién 3.3.1 Supongase que la matriz de transicidn P, satisface una
de las siguientes condictones:

1. det(P) < 0.
2. dEt(P) > H?:l Pii-

3. FExisten estados i y j tales que i se comunica con f, pero p;; = 0.
Fntonces no eriste un generador ezacto de P.

Demostacion(1].

La tercera condicién se satisface en la mayoria de las matrices de transicién
de riesgo de crédito. Lo cual es una explicacién del porque esta condicién
dehe cumplirse para un (MRMC).
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Dado que en las matrices de transicién de riesgo de crédito todos los es-
tados se cominican con el estado de incumplimiento y pi, = 0 para todo
i =1,2,...,(n — 1), es decir se cumple la tercera condicién del teorema 2;
* entonces podemos concluir que en la mayoria de los casos de este tipo de
matrices el generador exacto no existe.

Tres Alternativas

Asumiendo homogeneidad de tiempo, el principal problema es encontrar
una matriz de transicién X tal que:

Xt=p

con t > 1 v donde P es la matriz de transicién anual y ¢ es el nimero de
periodos por un ano.

Sea MT(n) el conjunto de todas las matrices de transicién de dimensién
n X n que satisfacen la condicién de matriz estocdstica.

' Calculando X = P} = exp(+in{P)) podria resultar una matriz con entradas
negativa y entonces X no perteneceria a MT(n). Si existe un generador G
tal que exp(G) = P, entonces X = exp{;G) es un elemento de MT(n).

El problema es que en la mayoria de los casos, las matrices de transicidn
anuales de riesgo de crédito no tienen generador.

La regularizacién del problema puede ser descrita por medio de la siguiente
metodologia:

Primero encontrar una matriz de transicion X tal que, elevada a la potencia
¢ sea la mds cercana a la matriz anual de transicién P.

Matematicamente el problema puede formularse como:
Problema (MAM) Mejor Aprozimacion a la Mairiz anual de transicion.

Encontrar X € MT(n) tal que:
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I X~ P ||= minxemreny || X* — P |
donde || = || es la distancia en el espacio de las matrices de n x n.

Problema de Optimizacién de la Matriz (OM)
Encontrar una X € MT(n) tal que:

I X — Pt |[= minxerrm I| X — P

Aqui el cbjetivo es encontrar la matriz de transicién lo m4s aproximada po-
sible a la matriz fraccional anual de transicidn P¥ = exp(+in(P)).

Para resolver OM, se utiliza el hecho de que €l conjunto de las matrices,
MT(n), puede ser representado como un preducto cartesiano n-dimensional
de n vectores. Adem4s como cada renglén de la matriz de transicién satisface
el Lema 4.1 y pertenecen a los vectores n-dimensionales, Vee(n), definidos

como:

Vec(n} = {(z1,...,23) € R",ZH:::,- =1,z; > 0} (3.8)

=1

Ademds Vee(n) estd contenido en el hiperplano H(n)

H(n) = {(z1,...,22) € R",in =1}
i=1

Utilizando la norma Euclidiana para medir la distancia entre cualesquiera
dos puntos x,y € R", es decir:

dist(z,y) =

Entonces el problema OM puede resolverse renglén por rengldn, es decir
pucde ser reducido a n independientes instancias del siguiente problema de
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minimizacién de distancias:
Dado un punto p € R, p = (py, ..., Pa), €ncontrar z € Vec(n) tal que:

dist(p, ) = Minyeveondist(p, y)

El problema puede ser resuelto siguiendo el siguiente algoritmo, el cual fué su-
gerido por Merkoulovitch(2000)[1].

1. Encontrar la proyeccién b del punto p en el hiperplano H(n), con
bi=pi — A, donde A=1(3"" p—1).

9 Sj todas las coordenadas de b son no negativas entonces paramos y b es
la solucién al problema.

3. Sea p= n(b), donde 7 es una permutacién que ordena las coordenadas
de b en forma descendiente.

4. Calcularc = f:l pi—k; con k = 1,2, ...n. Las sumas de ¢ satisfacen
<€z <... S tq.

5. Encontrar k* = maz{k: k> 1,cc <1}

6. Construir et vector € vec(n) de la siguiente manera.

j_{o sij> ke
T H (- ) sig <k

7. Aplicar la permutacién inversa 7~' a Z; y entonces 7~1(1) es la solucién
al problema.
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Este algoritmo cumple con lo siguniente:

Proposicién 3.3.1 Seap = (p1, ..., p.) el punto intctal y sea ° = (zy, ..., )
la solucidén optime. Sip, > ... 2> p, entonces ] > ... 2 T;.

Demostracidén [1].

Esta proposicion establece que los elementos de la solucién Sptima estin
ordenados con la misma secuencia que los del punto inicial.

Proposicién 3.3.1 St b es la proyeccién de p en H(n) y by <0 pare alguna
k, entonces ; =0 para j=k,...n.

Demostracion [1]

En esta proposicién se establece que si después de la proyeccién en el hi-
perplano, algunas de las coordenadas son negativas, entonces, en la solucién
4ptima éstas coordenadas son iguales a cero. Lo cual permite reducir el pro-
blema original a uno de optimizacién discreta como:

Con A obtenida como en el paso 1 del algoritmo, definase la funcién f(I) =
Le X2+ 30 . a?parai{=12, . .n Notar que 3 .-, a? =0 para k > m.

=41

La solucién del problema de minimizacién de distancia puede ser obteni-
da resolviendo:

minf(l)
sujeto a

{
l*/\+za.,-=1
=1

A+a,20
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La solucion {* a este problema determina el nimero dptimo de coordena-
das de k* iguales a cero en el paso 5 del algoritmo.

Proposicién 3.3.1 La funcidn objetivo f(I) es mondtona, es decir, f(l) >
flt+1).

Demostracion:
La proposici6n se sigue de la identidad

fm) = flm+1)+ (1-T.)°

m=«(m+1) *

donde

m
Tn=) a—mtan, W
i=1
De esta proposicién se sigue que la solucién optima del problema es:

{
‘=mam{l:1$l$n,!*a,22ai—l}

=l

Esto produce un {* igual a k=, calculado en el paso 5 del algoritmo.

Ademés. el problema de minimizacién de distancia puede ser resuelto de
manera iterativa remplazando el paso 3 del algoritmo por:

Paso 3* . Fijar cualquier elemento negativo de b ignal a cero, hacer p=by
regresar al paso L.

Este algoritmo iterativo termina después de m pasos donde m no excede
el tamano del vector p.
Problema de la Optimizacién de la Matriz Generadora (OMG)

Definiendo el conjunto de las matrices generadoras G(iz), como el conjun-
to de todas las matrices de dimensién n x n que satisfacen la ecuacion 3.5.
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El problema consiste en encontrar G € G(n) tal que:

| G —In(P) [|= minxegm || X - tn(P) |

El problema OMG es diferente que el problema OM desde el punto de vis-
ta geométrico. Mientras el espacio de matrices de transicién MT(n) es un
producto cartesiano compuesto por n vectores, el espacio de los generadores,
G(n), es un producto cartesiano de conos n-dimensionales. Cada renglén de
un generador tiene la propiedad que sus elementos suman cero v los elemen-
tos fuera de la diagonal son no negativos. Permutando los elementos de un
renglén, siempre se pueden representar como un punto en el cono estandar,
C(n) definido por:

Cln) = {{z1,..2,) € R*, Y 2, =0,7,20,i > 2}
=0

Ademads C(n) estd contenido en el hiperplano H(n):
A(n) = (21, za) € B", 3 72 = 0)
i=0

De manera similar al problem OM, el problema OMG puede resolverse renglén
por renglén basandose una vez mds en proyectar un punto p € R™, es decir

un vector de ia matriz in(P).
Entonces, el problema (OMG) puede también resolverse con n instancias in-
dependientes con el siguiente problema de minimizacién de distancias:

Dado un punto p € R*, p= (py, ..., pa), encontrar g* € C(n) tal que:

dis(p, ") = mingecmydis(a, g)

La solucién optima a este problema puede ser obtenida por el siguiente algo-
ritmo:

1. Sea bla proyeccion de pen H(n). Con b; = p;— A, donde A = 1 m)
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2. Sea p = w(b), donde 7 es una permutacién que ordena las coordenadas
de b en forma descendiente.

3. Encontrar {*, el menor entero 2 <! < n — 1 que satisfaga:

n—(l+1)

R—Il+Dpn 2+ Z Pr—i
i=0

4. Seaf = {i:2 < i<!'}. Construir el vector § € C(n) como:

. _{0 siiee
= b+ ey (Esee P3) en otro caso

5. Aplicar la permutacién inversa 7! a §; entonces, 7'(§) es la solucidn
al problema de minimizaci6én de distancias.

Otros Métodos para log Generadores

Los siguientes métodos fueron desarroilados por Stromguist(1996) y Ara-
ten y Angbazo (1997). Estos métodos ajustan la matriz G = (n(P), para
construir un generador G.

Para satisfacer la ecuaciéa 3.7, todos los elementos fuera de la diagonal que
sean negativos en G se igualan a cero y se ajustan los renglones para que
sumen cero.

Existen dos métodos para realizar este ajuste,uno llamado Ajuste de Dia-
gonal AD, que ajusta sélo elementos elementos de la diagonal y otro, Ajuste
Completo AC, que ajusta a todos los elementos distintos de cero.

Para calcular G se siguien los siguientes pasos:

1. Sea
. 0 sii#jye;<0
=] ¢;; en otro caso
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parat, j=1,..,n.

2. (Ajuste de Diagonal). Se ajustan los elementos de la diagonal con res-
pecto a los que no estan en la diagonal de manera que la suma de los
elementos por renglén sea cero. El ajuste estd definido por:

n
Fi=— Z B

J=Lj#
para i, j=1,2,...,n 0 bien.

3. (Ajuste Completo). Ajustando todos los elementos distintos de cerc de
acuerdo a sus magnitudes relativas:

- - - ?: .ai,i
Gii = Gii— | Gis | ——Ezn: Tf?‘ O
=1 3,1

parai,j=1,2,...,n

3.3.2. Método Cohort

Sea p; ;(A) la probabilidad de pasar de la calificacién i a la j en el tiempo
At. Por otro lado, sea n; ¢l nimero de acreditados con calificacién  al inicio
del periodo At, n;; el nimero de acreditados que pasaron de la calificacion
i a la 7 para el final del periodo de tiempo At. Entonces una estimacion de
la probabilidad de transicion es:

pi;(A) = %‘L (3.9)

Cabe mencionar que con esta probablidad estimada cualquier cambio ocurri-
do en el transcurso del periodo es ignorado.

3.3.3. Meétodo de Duracién o Tasa de Riesgo

En las calificaciones histéricas de crédito existen dos apectos muy impor-
tantes: el andlisis sensorial, es decir, saber que ocurre con los acreditados entre
cada periodo que reciben una calificacion v el hecho de que los posibles acre-
ditados sélo son tomados en cuenta si tienen un cierto tiempo de existencia o
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tienen una calificacion. Estos dos aspectos son ignorados en el método cohort.

La construccién formal de este método es una cadena de Markov homogénea
con N estados, donde el estado 1 representa la mejor calificacion y van en
orden descendente hasta el estado N que es el estado de incumplimiento.

Con la homogeneidad de tiempo, las probabilidades de transicion pueden
describirse por medio de una matriz generadora G de NxN. La matriz de
probabilidad de transién P(t), siguiendo los resuitados de Lando y Skode-
berg(2002), estd dada por:

El estimador de méxima verosimilitud de g, ; estd dado por:

. _mig(T)
Gi5 = f:- Yi(s)ds {3.10)

donde ¥;(s) es el niimero de firmas con calificacién i al tiempo s, y n;;(T)
es el nimero total de transiciones de i a j en el periode con £ # j. Entonces,
el denominador efectivamente es el niimero de firmas enviadas en el estado ¢
en el periodo de tiempo.

3.3.4. Madaxima Entropia

Supongamos que tenemos K acreditedos para un periodo t y un espacio
de estados(calificaciones) finito j = 1,2,...,n.

Sea z; ;; = 1 una variable aleatoria, si el acreditado i-ésimoconti = 1,2,..., K.
estd en la calificacion j-ésimo al tiempo ¢ y %, = O para todos los n - 1 ca-
lificaciones.

Definiendo X; como el vector n — dimensional de proporciones del j-ési-
mo en el periodo t. Entonces, los elementos de X, representan reprentan
la proporcién de acreditados en cada calificacion, al tiempo ¢. Analogamen-
te, X¢;, es el n — dimensional vector de proporciones de acreditados en la
7 — esimo calificacién al tiempo £+ 1.

El objetivo es estimar una matriz de probabilidades de trapsicién de cali-
ficacién crediticia P de nzn utilizando la informacién historica.
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Entonces, tenemos una relacién lineal entre X, y Xt+1 ¥ la matriz de proba-
bilidades de transicién P dada por:

Tev1y = Zpk.jzc,k (3.11)
k=1

donde p; ; es la probabilidad cambiar de estado, ¢ permanecer en el mismo,
ademds .
Y pei=1 (3.12)
j=1

para j,k =1,2,...,n
Ycon py; > 0paraj, k=12, ..n

Entonces, utilizando el criterio de méxima entropia desarrollado en el ca-
pitulo anterior tenemos que la estimacién de la matriz de probabilidades de
transicién est4 dada por:

Maz(ME) = -3 piln(py ;) (3.13)
ki
sujeto a:

Terty = D emt PrsTun ¥ Doiey Pieg = L.
La solucién para el problema ME es:

. 317»’(_ Zg :Cl,k:\l.j)
Prg = =
2oiexp(= 30 TiAus)

donde A es el vector n — dimensional de nultiplicadores de Lagrange rela-
cionado.

3.3.5. Matrices Potencia

En este método se supone que hay homogeneidad de tiempo.
Sea P(t) la matriz de transicién crediticia correspondiente al periodo ¢ y
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asumiendo que es una matriz anual. Entonces la matriz correspondiente a
periodos posteriores estd dada por:

P(t+1)=P(t) = P(1) (3.14)



Capitulo 4

Comparaciéon de Matrices de
Transicion de Riesgo de Crédito

En este capitulo se presentan algunas aplicaciones del concepto de en-
tropfa. Ademas se realiza la estimacién de matrices de transicion crediticia.
Se presentan los resultados de la comparacion entre los diferentes métodos
utlizados para la estimar dichas matrices mediante el cambio en entropia re-
lativa para obtener el resultado buscado: un criterto de seleccion de modelos
de riesgo de crédito.

4.1. Introduccion

En el mundo de las calificaciones crediticias existen diferentes modelos
de riesgo de crédito para el cdlculo de las respectivas matrices de transicion.
Dado el impacto economico que representa una mala estimacién de éstas, re-
sulta de gran importancia tener un criterio de seleccion de modelos de riesgo
de crédito para hacer la estimacién de dichas matrices.

Con base en la comparacién de las matrices de transicién crediticias ge-
neradas usando algunos de los métodos expuestos en el capitulo anterior se
propone un criterio de seleccion.

Utilizando el cambio en entropia relativa para llevar acabo la comparacién
de las matrices, se tomard como criterio de seleccién a la minimizacién del
cambio en entrepia relativa. Es decir, se tomard como mejor método de es-
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timacién de matriz de transicién crediticia aquel cuyo cambic en entropia
relativa sea minimo en un periodo de tiempo determinado.

4.2, Aplicaciones de la Entropia

En esta seccién se presentan algunas aplicaciones de la entropia, princi-
palmente en la teoria de 1a comunicacion y en econdmia. También es iitil en
campos sociales y en las ciencias de la vida.

4.2.1. Entropia en la Fisica

En esta drea el concepto de entropia es central en las descripciones de la
Termodindmica e iguala el universc como una totalidad.

La entropia es la magnitud termodindmica que expresa el grado de desor-
den molecular de los cuerpos aislados y que caracteriza termodindmicamente
el estado de un sistema.

La entropia mide el grade de azar o aleatoriedad de la situacién y la ten-
dencia de los sistemas fisicos a hacerse cada vez menos organizados y cada
mds aleatorios. '

4.2.2. La Entropia en la Teoria de la Comunicacién

El matemético Claude Elwood Shannon, aplicé (1948) una teoria ma-
ternética de la comunicacion que posteriormente fue llamada Teoria de la
Informacién. Definié la informacién como el grade de libextad de la fuente
de informacion para elegir entre elementos de un idioma a fin de componer
un mensaje determinado.

Este trabajo, de importancia fundamental en problemas de Comunicacién.
abri6 nuevas trayectorias de investigacion en las matematicas. La comunica-
cién se manifiesta en una variedad de comportamientos, procesos, y tecno-
logias cuyo significado se transmiten o derivan de la informacidn.

En teoria de la comunicacién la entropia es importante. El hecho de que
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la informacién se mida por la entropia es natural, si se piensa que, la infor-
macion se asocia al grado de libertad de eleccién que se tiene al construir los
mensajes. Dada una fuente de informacidn, se puede decir que ésta situacién
estd muy organizada y no se caracteriza por un elevado grado de azar o de
eleccion,si la entropia es baja.

Teoria de la Informacién

El término informacién no se refiere tanto & lo que se dice, sino a lo que
se podria decir. Es decir, la informacién es la medida de la libre eleccién del
mensaje.

Cuando un receptor de mensajes se enfrenta a la situacién de tener que
elegir entre dos mensajes alternativos, se dice que la informacién asociada a
esta situacién es la unidad.

Es un error decir, que uno u otro de los mensajes independientes representa
una unidad de informacién. El concepto de informacidén se refiere, no a los
mensajes individuales sino, a la totalidad.

Si tenemos una fuente de informacién que produce mensajes por seleccién
sucesiva de simbolos discretos entonces tiene una probabilidad de elegir di-
versos simbolos en una etapa del proceso que depende de las elecciones an-
teriores.

Entonces, cuantitativamente la informacidn tiene su equivalente en el con-
cepto fisico de entropia. Esta se expresa en términos de las probabilidades
implicadas. La relacién que la determina, se expresa en términos del logarit-
mo de las probabilidades, de modo que se tiene una generalizacién natural
de la medida logaritmica para los casos simples.

La entropia (informacion, o libertad de eleccién) de cierta fuente de infor-
macién se puede comparar con €l valor miximo que esta entropia podria
alcanzar si estuviese sujeta sélo, a la condicién de que la fuente continie
empleando los mismos simbolos. La relacién existente entre la entropia real
y la mixima, se llama entropia relativa de una fuente.

El complemento de la entropia relativa, es decir uno menos la entropia relati-
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va, se llama redundancia y es la fraccién del mensaje que no esta determinada
por la libre eleccién del emisor, sino por las reglas estadisticas aceptadas que
gobiernan el uso de los simbolos en cuestion. Se llama redundancia porque
esta fraccion del mensaje coincide con lo que en sentido ordinario se entiende
por redundancia o dicho de otra manera, esta fraccion del mensaje es inne-
cesaria (y por tanto repetitiva o redundante) en el sentido de que si faltara,
en el mensaje, éste seguirfa completo, o podria completarse.

Ahora supongase que tenemos un conjunto de n simbolos independientes, o
un conjunto de n mensajes completos independientes, cuyas probabilidades
de eleccion son Py, P2, P, - Pn, €ntonces la expresion real de la informacién
sera:

H =" pilog(p) (41)

i=1

Veamos con unas ejemplos los valores que toma ésta expresion.

Supongamos que sélo estamos eligiendo entre dos mensajes posibles, cuyas
probabilidades son p; para el primero y p» =1 - py para el segundo.
Entonces la entropia, alcanza el valor mayor, cuando los dos mensajes son

igualmente probables, es decir, py = p; = 3

En este caso se dispone de libertad total para elegir entre los dos mensa-
jes. En cambio, cuando un mensaje es méas probable que otro {por ejemplo
p1 > po ) el valor de H disminuye. Y cuando un mensaje es muy probable
(p1 = 1 y p2 = 0), el valor de H es muy cercano a cero.

En el caso de que una de las probabilidades sea la unidad (certeza) y la otra
cero (imposibilidad), H alcanza el valor cero {no hay libertad de eleccién, no
hay informacién).

Entonces podemos concluir que H alcanza su mayor valor cuando las dos
probabilidades son iguales, es decir, cuando es completamente libre e impar-
cial en 1a eleccién: y se reduce a cero cuando la libertad de eleccién desaparece.

La situacion descrita anteriormente corresponde al caso singular en que los
mensajes sean dos. Si los mensajes posibles son n, en vez de dos, entonces
la entropia es maxima cuando las probabilidades de las diversas elecciones
son aproximadamente iguales y la entropia tiene el valor mayor cuando la
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libertad posible es mayor que en las elecciones sin que se ejerza presién o
influencia hacia algunas de ellas.

- Supongamos que una eleccidn tiene una probabilidad préxima a uno y que
las otras tienen probabilidades préximas a cero. En este casc se estd influen-
ciando hacia una eleccién en particular, y por tanto se tiene poca entropia.

4.2.3. La Entropia en Economia

Las medidas de concentracién ! sirven para poner de relieve el mayor o
menor grado de igualdad en el reparto del total de los valores de una variable
econémica. Por esta razén, son indicadores del grado de equidistribucidn de
la variable. Desde el punto de vista de la equidad, otras mediadas de posicitn
o dispersién, no facilitan informacion relevante respecto al orden o igualdad
de la variable que se estudia.

Las medidas de concentracién se aplican especialmente a variables econémi-
cas por ejemplo los salarios de una empresa, las rentas que perciben las
unidades econémicas, el financiamiento que reciben las distintos municipios
o estados de un pais, la evolucién de los ingresos realmente recibidos a lo
largo del tiempo, la concentracién industrial, etc..

Definiendo la concentracién como la mayor o menor equidad en el repar-
to de la suma total de la variable considerada.

Entonces, dada una distribucién de frecuencias de la variable z; para i =
{1,2,...,n}, lo importante es saber hasta que punto :

Zn:z,- =X (42)
=1

Est4 equitativamente distribuida.

Ademds de los estudios tradicionales por medio del indice de concentracion
de Gini, Enri Theil basandose en el concepto de entropia observé que el gra-
do de desigualdacl podria ser estudiado por medio de dicha funcién ya que
la cuantia de cada variable podia expresarse como un cociente respecto del

*Martin-Guzman, M.P. y Martin Phego, F.J.: Curso bésico de estadistica econémica”.
30 edicién. Editorial AC, pag.: 91 y sig.
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total.
Entonces, tenemos:

;>0 paratodoi=1,2,...,n

y T
LT a—"
21':1 X = 1
Podiendo de esta manera razonar en términos de probabilidad.

Existen otras medidas que habitualmente utilizan los economistas, y tam-
bién los socidlogos, en el estudio de la desigualded en el reparto de una
variable tales como el coeficiente de variacién de Pearson (CV), la varianza
del logaritmo natural (VLN) y el indice de Atkinson.

La ventaja de utilizar una u otras medidas se ve justificada por las carac-
teristicas de la distribucién de frecuencias que aconsejan una u otra medida 2.

H. Theil afirma que ¢l concepto de entropfa puede ser aplicado a distintos
problemas entre los que se encuentran los siguientes: '

1. La medida de la desigualdad de los ingresos.

2. La concentracién industrial.

3. La concentracién del comercio internacional.

4. La evaluacién de las encuestas.

5. Para ajustar relaciones de comportamiento.

6. Para el andlisis de agregacién en los modelos input-output.

7. Para los problemas de nimeros indices de precios v cantidades.

Sea X una variable aleatoria discreta que toma los valores z;, para i =
1,2, ..,n. Entonces la probabilidad de que ocurra cada uno de los sucesos
vienen dadas por P(z;) y donde:

2Figart, D.M. { Richard Stockton College) y Lapidus, J. { Rooscvelt University): " The
impact of Comparable Worth on Earnings Inequality”. Work and Occupations, vol: 23,
numero 3, August 1996, pags.: 297-318.
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0< P(z) <lparatodai=1,2,...,n. ¥ Y Plm) =1

Definiendo ahora entropfa de la variable aleatoria X:

H(X) =" P(z:)log,(P(z:)) (4.3)

=1 -

Al ser la funcién de entropfa una funcién logaritmica, estd de acuerdo con
el hecho de que, cuando un evento es muy poco probable y ocurre, su valor
es mayor, que cuando ocurre un evento, que se consideraba que iba a suceder.

Como logaritmo de cero es infinito, por lo que cuanto més se aproxima,
la probabilidad de ocurrencia de un evento a cero mayor sers su logaritmo.
Ademds la suma de los n valores estan ponderadas por el peso que supone
la probabilidad de ocurrencia de cada suceso.

En la definicién de entropia intervienen los n productos de la probabilidad
de que ocurra el suceso; P(z;) y el log:P(z;). A este dltimo término se le de-
nomina autoinformacién. Y es tanto mayor cuanto menor es la probabilidad
de que el evento z; ocurra.

El producto de n términos formados por el productoe de P(z;) y el log, P{z;)
representan el valor medio de las informaciones que pueden proporcionar los
resultados posibles de las variables aleatorias. La entropfa, de la informacion,
representa una medida de la incertidumbre.

Es pues la entropia una medida apropiada de medida de la desigualdad en el
reparto de las variables econédmicas.

4.3. Generacion de Matrices de Transicién Cre-
diticias
4.3.1. La Motivacién

Supongamos que estamos en un escenario hipotético, en el cual, el espacio
de estados es £ = {1,2,3,4} y sabemos que una variable aleatoria X se dis-
tribuye uniformenente en E. Entonces, sabemnos que la matriz de transicién
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correspondiente deberia ser:

025 025 0,25 0,25
025 025 025 0,25
025 025 025 0,25
025 025 025 025

Ahora, supongamos que para obtener dicha matriz de transicidn se generan
nimeros aleatorios para una variable aletoria X, tal que X ~ U(0, 1).

Por medio de una simulacién en Matlab({ver apéndice A) se obtienen ma-
trices de transicion correspondientes a la cantidad de ndmeros utilizados en
la simulacién.

Usando la simulacién para generar una matriz de transicién con 100 niimeros
aleatorios, se obtiene la matriz:

03 015 035 0,2003
Ui = 0,1481 0,2222 0,2222 0,4077
100~ | p1538 0,5 0,1538 0,1926
0,2308 0,1923 0,3462 0,2311

Haciendo lo mismo pero con uma simulacion de 1000 nimeros obtenemos
la matriz siguiente:

0,1928 0,2530 0,2691 0,2851

G = | 0:2705 0,2500 0,2336 0,2459
1000 = | 09672 0,2026 0,2069 0,3233
0,2628 0,2664 0.2190 0,2518

Y generando 10000 niimeros aleatorios obtenemos la siguiente matriz:
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0,2465 0,2441 0,2530 0,2563
U | 02523 0,2370 0,2646 0,2461
10000 = | 2445 0,2374 0,2581 0,2600

0,2419 0,2514 0,2526 0,2541

Claramente si aumenta la cantidad de ntimeros aleatorios generados para
crear la correspondiente matriz de transicién, ésta debe tender hacia la ma-
triz U.

Calculando el cambio en entropia relativa entre cada una de las matrices
generadas y la matriz original U tenemos que:

1. Entropia Relativa entre U y Ujgg = 2.1,1021 Tmin(E=)= 0.494492903
2. Entropia Relativa entre U y Ujgpp = 3000 zaln(En)= 0.033621832
3. Entropia Relativa entre I/ y Ujgogp = Z;fff :cmln(ﬁ:)= 0.001789474

Entonces conforme la matriz de transicidn correspondiente se acerca a la real,
la medida de entropia relativa va decreciendo.

Ahora tomamos una variable aleatoria Y que se distribuya Normal con pa-
rametros {0, 1), es decir ¥ ~ N(0,1) en el mismo escenario que X.

Una vez mas, haciendo una simulacion en Matlab y con un cddigo (ver apéndi-
ce B) andlogo (haciendo los cambios adecuados) al de la distribucién uniforme

obtenemos las siguientes matrices de transicion.

Primero, generando 100 nimeros aleatorios obtenemos la siguiente matriz:
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0,0714 0,3571 0,4286 0,1429
0,1667 0,2333 0,5000 0,1000
0,1190 0,2857 0,4286 0,1667
0,2308 0,4615 0,2308 09,0768

NIOO =

Ahora usando una simulacién de 1000 nimeros aleatorios la correspondiente
matriz de transicién es:

0,1404 03567 0,3626 0,1404
Nio — | 01048 03343 0,3605 0,110
1000 = | (1705 0,3526 0,3266 0,1503
0,1449 0,3333 0,3478 0,1739

Finalmente con una simulacién de 10000 nimeros aleatorios obtenemos la

matriz:

0,1767 0,3129 0,3420 0,1685
N | 01615 0,3395 0,3433 0,1556
10000 = | 0.1534 0,3515 0,3323 0,1628
0,1412 0,3427 0,3660 0,1500

Nuevamente, calculando la medida de entropia entre estas matrices de tran-
sicién y la. matriz de transicion real (U), tenemos que:

1. Entropia Relativa entre U y Nipp = leg'; zm!n(:—f:)=0.701422644
2. Entropia Relativa entre U y Niggo = E}gﬂ zmln(f:)=0.325739313
3. Entropia Relativa entre U y Nigooo = Y101 * Tmin(£2)=0.27856005

Entonces la medida de entropia de las matrices de transicién generadas con
la cantidad de mimeros aleatorios correspondiente y con la distribucion Uni-
forme es menor que la de las matrices generadas por la distribucién Normal.
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Ademss se tiene un cambio en entropia relativa promedio para cada simula-
cion de:

Cambio en
Entropia Relativa
Uniforme 0.212152609

Normal 0.257070274

Podemos concluir entonces que si se utiliza un modelo adecuado para es-
timar matrices de transicion la medida de entropia se minimiza.

Motivados en estos resultados se utilizard el cambio en entropia relativa
como discriminante para las matrices de transicién de los modelos de riesgo
de crédito.

4.4, Comparasion de Matrices de Transicién
de Riesgo Crediticio con Entropia Rela-
tiva

4.4.1. Minimizando la Entropia Relativa

En el caso donde tenemos una matriz de referencia X*~! el problema de
escoger la mejor estimacion se resuelve minimizando la distancia D(X*~'. ¥*).

Entonces tomando como distancia entre matrices de transicion a la entropia
relativa

E(Y) = Y wytn(2) (14)
i, Wt

De esta forma, midiendo el grado de similitud entre dos matrices con la
entropia relativa, la mejor estimacién de matriz de transicion. es la que mi-
nimice la entropia relativa.

minE (YY)
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sujeto a:
Yiug =1

4.4.2. Aplicacién

En esta seccién se generaran matrices de transiciéa erediticias para tres
periodos posteriores al de la matriz original.

Para generar dichas matrices serdn utlizados los métodos OM, OMCG y su-
poniendo homogeneidad el de Matrices Potencia.

Una vez obtenidas las respectivas matrices se realizard s comparacién con
el cambio en entropia relativa para tener conocimiento de la mejor estimacion.

Dada la siguiente matriz de transicién de calificaciones de riesgo de crédi-
to anual correpondinte al periodo t:

Matriz de Transicién de Calificaciones Crediticias Origimal para el periodo ¢
AAA AA A BBB BB B C D
AAA | 0.88658 | 0.10294 | 0.01017 0 0.00031 0 0 0

AA ]0.01079 | 0.88705 | 0.09553 | 0.00342 | 0.00145 | 0.00145 0 0.00031
A | 0.00063 | 0.02876 | 0.90205 | 0.05919 | 0.6074 {0.00177 | G.0001 [ 0.0001
BBB | 0.00053 | 0.00339 | 6.07069 | 0.85237 | 0.06053 { 0.01005 | 0.00085 | 0.00159
BB | 0.00033 | 0.00077 | 0.00557 | 0.0568 | 0.83571 ] 0.08083 | 0.00535 | 0.01464
B | 0.60011 [ 0.00044 | 0.00174 | 0.00652 | 0.06595 | 0.82702 { 0.0276 | 0.07062
C 0 0 0.0066 | 0.0105 | 0.0305 | 0.0611 | 0.6297 | 0.2616

D 0 0 0 0 0 0 0 1

Utilizando el método OM (desarrollade en el capitulo anterior) estimamos
la matriz de transicién para el mismo periodo v de igual manera estirzando
para periodos posteriores (Ver apéndice C).

Ahora, utilzando el método OMG (desarrollado en el capitulo anterior) esti-
mamos matrices de transicion de riesgo de crédito para bos mismos periodos
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que con el método OM (Ver apéndice D).

Por ultimo, con base a el método de Matrices Potencia calculamos las ma-
trices de transicién correspondiente a los mismos periodos de tiempo que los
métodos anteriores (ver apéndice E).

Ahora comparando las matrices de transicén obtenidas con los métodos OM
y OMG, basados en el cambio de entropias relativa tenemos:

Entropias Relativas

oM OMG Matr. Pot.
t 1.71793E-06 | 0.00041766
t+1 | 0.380922652 | 0.382749995 { 1.380499571
t+2 ] 0.182919547 | 0.183243248 | 0.182824736
£+ 3 | 0.108978355 | 0.109927848 | 0.109404409

Como se puede observar en la tabla anterior ¢l método OM es el de me-
nor cambio en entropia relativa. Entonces con base al criterio de seleccidn
expuesto el método OM da una mejor estimacién de matrices de transicén
que los otros dos.

De esta forma se pudo llegar a una seleccién de modelos de riesgo de crédito
basidndose en el cambio en la entropia relativa y con ello lograr minimizar
el riesgo de crédito implicito en una mala estimacién de las correspondientes
matrices de transicién crediticia.

El criterio de escoger el modelo que minimiza la entropia relativa entre dos
periodos es consistente con el asi llamado, principio de minima produccién
de entropia para sistemas termodinamicos fuera del equilibrio.[10]



Capitulo 5

Conclusiones

Después del trabajo realizado se puede conchuir diciendo que aplicando
los conceptos de entropia para comparar diferentes modelos de estimacion del
riesgo de crédito es posible obtener un criterio de discriminacién de modelos
de riesgo de crédito.

Es importante mencionar que con un criterio asi se puede llegar a acotar las
pérdidas econémicas originadas por el riesgo de crédito. Ademds de poder
tomar decisiones en cuanto a adoptar un modelo para estimar la probabili-
dad de incumplimiento.

Una observacién importante es el hecho de que basados en el principio
de mixima entropia se puede llegar a generar la correspondiente matriz de
transicion crediticia mediante métodos numéricos. Entonces con los resulta-
dos obtenidos y utilizando el criterioc de minima entropia relativa resulta de
gran interés comparar este madelo con los otros.

Por otra parte, las analogias con sistemas fisicos termodindmicos feera del
equilibrio, ejemplificada por el principio de minima produccién de entropia
pueden ser muy ltiles en el estudio de problemas financieros.

Como se presenta en el iiltimo capitulo el concepto de entropia tiene di-
versas aplicaciones no sélo en el mundo financiero sino en diversas ramas.
Tomando como punto de partida el trabajo aqui realizado se puede tomar
el concepto de entropia como una muy buena alternativa para trabajar dife-
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rentes aplicaciones financieras.



Apéndice A
Simulacion Uniforme

El codigo en Matlab para generar las matrices con distribucién uniforme.

function U=uniforme(n)
X=unifrnd(0,1,n,1});
A=zeros(4,1);
for i=1:length(X)
if X(i) j= .25
Al)=1;
elseif X(i) j= .5
A(i)=2;
elseif X(i) j= .75
A(i)=3;
else
Al)=4
end
end
P=zeros{4,4);
for i=1:length(A)-1;
if A(i)==1
if A(i4+1)==
P(A(D),1}=P(A(i),1)+1;
elseif A(i+1)==2
P{A(1),2)=P(A(i).2)+1;
elseif A(i+1)==3
P(A(1),3)=P(A(i),3)+1;
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elseif A(i+1)==4
P(A(i)4)=P(A(i),4)41;
end

end

if A(i)==

if A(i+1)==1

elseif A(i+1)==2
P(A(1),2)=P(A(i),2+1;
elseil A(i+1)==3
P(A(i)3)=P(AG) 34T,
elseif Afi+1)==
P(A(i),4)=P(A(i)4)+1;
end

end

if A(i)==

il A(i+1)==
P(A(i),1)=P(A()1)+1;
elseif A(i+1)==2
P(A()2)=P(A().2)41;
elseif Ai+1)==3
P(A(i)3)=P(AG).3)+E;
elseif A(i+1)==4
P(A(I),4)=P(A(i),4)+1;
end

end

il Ai)==4

if A(i+1)==
P{A(),1)=P{A(),1)+];
elseif A(i+1)==
P(A(i).2)=P(A(1),2)+];
elseif A(i+1)==3
P{A(i).3)=P(A(i),3)+1;
elseif A(i+1)==
P{A(i).4)=P(A(i),4)+1;
end

end

end
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for i=1:4
P(i,:)=P(i,:})/sum(P(i,:))
end

U=P;



Apéndice B
Simulacion Normal

El codigo en Matlab para generar las matrices con distribucién normal

function M=normal(n)
X=RANDOM(iiorm’,0,1,n,1};
A=zeros(4,1);

for i=1:length(X} if X(i) ;=-1
AQ)=1;

elseif X(i) j= 0

A(i)=2;

elseif X(i) j=1

A(i)=3;

else

Ali)=4;

end

end

P=zeros{4,4);

for i=1:length(A)-1;

if A(i)==1

if A{i+1)==
P{A{i),1)=P({A(i),1)+1;
elseif A(i+1)==2
P(A(i),2)=P(A(i),2)+1,
elseif A(i+1)==3
P(A(i).3)=P(A(i),3)+1;
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elseif A(i+1)==4
P(A(i),4)=P{A(1) 4)+1;
end

end

if A(i)==2

if A(i+1)==
P(A(i),1)=P{A(i), 1)+1;
elseif A(i+1)==2
P(A(),2)=P(A(i),2)+1;
elseif A(i+1)==
P(A(i),3)=P{A(i),3)+1;
elseif A(i+1)==
P(A(),4)=P(A(i) 4)+1;
end

end

if A(i)==3

if A(i+1)==
P(A(i),1)=P(A(i),1)+1;
elseif A(i+1)==2
P(A(i),2)=P(A(i).2)+L;
elseif A(i+1)==3
P(A(i),3)=P(A(i),3)+1;
elseif A(i+1)==4
P(A(i),4)=P{A(i)4)+1;
end

end

if A(i)==

if A(i+1)==1
P(A(i),1)=P(A(i},1)+1;
elseif A(i+1)==2
P(A(i),2)=P(A(i),2)+1;
elseif A(i+1)==
P(A(i),3)=P(A(i).3)+1;
elseif A(i+1)==4
P(A(i) 4)=P(A(D)4)+1;
end

end

end
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for i=1:4
P(i,:)=P(i,:)/sum(P(i,:})
end

M=P;



Apéndice C
Método OM

Matrices de transicién crediticias calculadas con le métode OM

Matriz de Transicién para i

t AAA AA A BBB BB B C D

AAA | 0.8866 0.1029 0.0102 0 0.0003 0 0 0

AA |[0.010812 | 0.887112 | 0.095512 | 0.003412 | 0.001412 | 0.001412 | 1.25E-05 | 0.000312

A ]0.000587 | 0.028787 | 0.902087 | 0.059187 | 0.007387 { 0.001787 | 8.75E-05 | 8.75E-05

BBE | 0.000487 | 0.003387 | 0.070687 | 0.852387 | 0.060487 | 0.010087 | 0.000887 | 0.001587

BB 0.0003 0.0008 0.0056 0.0568 0.8357 | 0.0808 .0054 0.0146

B | 0.000125 | 0.000425 | 0.001725 | 0.006525 | 0.065925 | 0.827025 | 0.027625 | 0.070625

C 0 0 0.0066 0.0105 0.0305 | 0.0611 0.6297 0.2616

D 0 0 0 0 0 0 0 1

Matriz de transicion para ¢ + 1
t+1 ] AAA AA A BBB BB B C D
AAA | 07871 | 0.1829 | 0.028 0.001 | 0.0008 | 0.0002 0 0
AA 0.0192 | 0.¥Y907 { 0.1713 | 0.0117 | 0.0035 }{ 0.0028 | 0.0001 | 0.0007
A 1 0.00148 | 0.05168 | 0.82068 | 0.10438 | 0.01658 | 0.00428 ; 0.00028 | 0.00058
BBB | 0.001 0.008 | 0.1247 | 0.7342 | 0.1034 | 0022 | 0.0019 | 0.0048
BB | 0.00061 | 0.00171 { 0.01391 | 0.09681 | 0.70741 | 0.13531 | 0.01011 | 0.03411
B 0.0002 | 0.0009 | 0.0041 | 0.0151 | 0.1109 | 0.691 | 0.0406 | 0.1372
C 0 0.0003 | 0.0111 | 0.0181 | 0.0494 | 0.0916 | 0.3984 | 0.4311
D 0 0 0 0 0 0 0 1
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Matriz de transicién para { + 2
t+2( AAA AA A BBB BB B C D |
AAA | 0.6699 | 0.2441 | 0D.0508 | 0.0032 | 0.0014 | 0.0005 | 2.7E-17 [ 0.0071 |
AA | 0.02568 | 0.70838 | 0.23108 | 0.02298 | 0.00618 | 0.00418 | 0.00013 | 0.00128 |
A [ 0.00241 [ 0.07001 [ 0.75271 | 0.13871 | 0.02661 | 0.00751 | 0.00061 | 0.00141
BBB | 0.0015 | 0.0134 | 0.1658 | 0.6393 | 0.1333 | 0.0342 | 0.003 | 0.00%5
BB | 0.0000 | 0.0029 | 0.0238 | 0.1245 | 0.6064 | 0.1707 | 0.014 | 0.0548 '
B | 0.00032 | 0.00142 | 0.00692 | 0.02432 | 0.14042 | 0.58302 | 0.04522 | 0.19832
C | 8.7E-05 | 0.00068 | 0.01438 | 0.02368 | 0.06068 | 0.10427 | 0.25363 | 0.54248
D 0 0 0 0 0 0 0 1

Matriz de transicién para ¢ + 3
t+3 | AAA AA A BBB BB B C D
AAA | 0.62311 | 0.29001 [ 0.07651 | 0.00661 | 0.00241 | 0.00101 | 1.2E-G5 | 0.000312

AA | 0.0306 | 0.6377 | 0.2781 | 0.0361 | 0.0096 | 0.0056 ;| 0.0003 0002
A | 00035 | 0.0845 | 0.6957 | 0.1646 | 0.03G8 | 0.0112 | 0.0009 | 0.0(23
BBB | 0.00198 [ 0.01908 | 0.19688 | 0.56258 | 0.15368 | 0.04598 | 0.00403 | 0.01368
BB | 0.0011 | 0.0044 | 0.0344 | 0.1432 | 0.5261 | 0.1923 | 0.0169 | 0.0816
B | 0.00041 [ 0.00191 | 0.01022 | 0.03312 | 0.15712 | 0.49661 | 0.04531 | 0.25341
C |[0.00011]0.00121 | 0.01691 | 0.02781 | 0.06681 | 0.10681 | 0.16301 | 0.61721
D 0 0 0 0 0 0 0 1




Apéndice D
Método OMG

Matrices de transicién crediticias calculadas con le método OMG

Matriz de transicién para t

¢ AAA | AA A BBB BB B C D

AAA | 0.8865 | 0.1028 | 0.0101 | 0.0003 | 0.0002 | 0.0001 0 0

AA |0.0108 | 0.887 | 0.0955 | 0.0034 | 0.0015 | 0.0014 0 0.0004

A [0.0006 | 0.0288 | 0.902 | 0.0592 | 0.0074 | 0.0018 { 0.0001 | 0.6001

BBB 0 0.0034 | 0.0708 | 0.8525 | 0.0606 | 0.0101 | 0.0009 | 0.0017

BB 0 0.0008 | 0.0056 | 0.0569 | 0.8358 | 0.G808 | 0.0054 | 0.0147
B 0 0.0004 | 0.0017 | 0.0066 | 0.0659 | 0.8271 | 0.0276 | 0.0707
C 0 0.0002 | 0.0066 | 0.0106 | 0.0306 | 0.0611 | 0.6293 | 0.2616
D 0 0 0 0 0 0 0 1

Matriz de transicién para i +1

t+1 | AAA | AA A BBB BB B C D

AAA | 0.7869 | 0.1827 | 0.0278 { 0.0015 | 0.0007 | 0.0003 0 0.0001

AA |0.0191 | 0.7908 | 0.1712 | 0.0117 | 0.0035 | 0.0028 | 0.0001 | 0.0008

A | 0.0014 | 0.0517 | 0.8208 | 0.1044 | 0.0166 | 0.0043 | 0.0002 | 0.0006

BBB | 0.0001 { 0.008 | 0.1248 | 0.7345 | 0.1036 | 0.0221 | 0.00192 | 0.005

BB 0 0.0018 { 0.014 | 0.0969 | 0.7077 | 0.1353 | 0.0101 | 0.0342

B 0 0.0009 | 0.0041 | 0.0152 | 0.2109 | 0.691 | 0.0406 | 0.1373

C 0.0001 | 0.0005 | 0.0112 | 0.0182 { 0.0495 | 0.0916 | 0.3979 | 0431

D 0 0 0 0 0 0 0 1
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Método OMG

Matriz de transicién para { + 2

t+2

AAA

AA

A

BBB

BB

AAA

0.6996

0.2438

0.0506

0.0038

0.0013

0.0007

0.0002

AA

0.0256

0.7084

0.231

0.023

0.0063

0.0041

0.0002

0.0014

A

0.0023

0.07

0.7526

0.1388

0.0267

0.0075

0.0005

0.0016

BBB

0.0003

0.0133

0.166

0.6396

0.1335

0.0344

0.0031

0.0098

BB

0.0001

0.003

0.0239

0.1247

0.6065

0.1707

0.014

0.0571

B

0

0.0013

0.0069

0.0245

0.1405

0.5831

0.0453

0.1984

C

0.0001

0.001

0.0145

0.0238

0.0607

0.1043

0.2532

0.5424

D

0

0

0

Matriz de transicion para £ + 3

t+3

AAA

AA

A

BBB

BB

AAA

0.6228

0.2896

0.0762

0.0073

0.0023

0.0013

0.0001

0.0004

AA

0.0304

0.6377

0.278

0.0361

0.0097

0.0056

0.0003

0.0022

A

6.0032

0.0845

0.6956

0.1647

0.0369

0.0113

0.0008

0.003

BBB

0.0005

0.019

0.1971

0.5629

0.154

0.0462

0.0042

0.0161

BB

0.0001

0.0043

0.0345

0.1435

0.5264

0.1924

0.0169

0.0819

B

0.0001

0.0018

0.0102

0.0336

0.1588

0.4965

0.0454

0.2536

C

0.0001

0.0015

0.0171

0.0279

0.0669

0.1069

0.1627

0.6169

D

0

0

0




Apéndice E

Matrices Potencia

Matrices de transicién crediticias calculadas con le método de Matrices
Potencia

Matriz de transicién para t +1

t+1 ] AAA | AA A BBB BB B C D
AAA [ 0.7871 | 0.1829 ] 0.028 | 0.001 | 0.0008 | 0.0002 0 0
AA 10.0192 | 0.7907 | 0.1713 | 0.0117 | 0.0035 | 0.0028 | 0.0001 { 0.0007
A | 0.0015 | 0.0517 | 0.8207 | 0.1044 | 0.0166 | 0.0043 | 0.0003 | 0.0006
BBB | 0.001 | 0.008 {0.1247 | 0.7342 | 0.1034 | 0.022 { 0.0019 | 0.048
BB | 0.0006 | 0.0017 | 0.0139 | 0.0968 | 0.7074 | 0.1353 | 0.0101 | 0.0341
B ]0.0002 | 0.0009 | 0.0041 [ 0.0151 | 0.1109 | 0.691 | 0.0406 | 0.1372
C 0 0.0003 | 0.0111 | 0.0181 | 0.0464 | 0.0916 | 0.3984 | 0.4311
D 0 0 0 0 0 0 0 1
Matriz de transicion para t + 2
t+2 | AAA | AA A BBB BB B C D
AAA | 0.6999 | 0.2441 | 0.0508 | 0.0032 | 0.0014 | 0.0005 0 0.0001
AA 100257 ]0.7084 | 0.2311 | 0.023 | 0.0062 | 0.0042 | 0.0002 | 0.0013
A [00024f 007 [0.7527 | 0.1387 | 0.0266 ) 0.0075 | 0.0006 | 0.0014
BBB | 0.0015 [ 0.0134 | 0.1638 | 0.6393 | 0.1333 | 0.0342 | 0.003 | 0.0095
BB | 0.0009 | 0.0029 | 0.0238 | 0.1245 | 0.6064 | 0.1707 [ 0.014 | 0.0568
B [ 0.0003 | 0.0014 | 0.0069 | 0.0243 | 0.1404 | 0.5831 [ 0.0452 | 0.1833
C 1/ 0.0001 | 0.0007 | 0.0144 | 0.0237 [ 0.0607 | 0.1043 [ 0.2537 | 0.5425
D 0 0 0 0 0 0 0 1
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Matrices Potencia

Matriz de transicién para t +3

t+3 | AAA AA A BBB BB B C D
AAA [ 06231 0.29 |0.0765] 0.0066 | 0.0024 | 0.001 0 0.0003
AA [ 0.0306 | 0.6377 | 0.2781 ] 0.0361 | 0.0096 | 0.0056 | 0.0003 | 0.002
A 10.0035 | 0.0845 | 0.6957 { 0.1646 | 0.0368 | 0.0112 | 0.00G9 | 0.0028
BBB | 0.002 | 0.0191 [ 0.1969 | 0.5626 | 0.1537 | 0.046 | 0.0041 ) 0.0157
BB [ 0.0011 | 0.0044 | 0.0344 [ 0.1432 | 0.5261 | 0.1923 | 0.0169 | 0.0816
B | 0.0004 | 0.0019 | 0.0102 | 0.0334 | 0.1587 | 0.4966 | 0.0453 | 0.2534
C [ 0.0001 | 0.0012 | 0.0169 | 0.0278 { 0.0668 | 0.1069 | 0.163 | 0.6172

D 0 0 0 0 0 0 0 1




Bibliografia

[1]

2]

(3}

(4]

[5

Alexander Kreinin y Marina Sidelnikova, Regularization Algorithms for
Transition Matrices,Algo Research Quartely, vol. 4, Marzo 2001.

Alfred Hamerle y daniel Rosch, Parametrizing Credit Risk Mo-
dels,articulo preliminar.

Amos Golan, George Judge, Douglas Miller,Maximun Entropy econome-
trics: Robust Estimation with Limited Data, edit. John Wiley and Sons,
1996.

Ana Bertha Palacios Paz, Modelos de Riesge de Crédito, Tesis para Li-
cenciatura de Actuaria, Facultad de Ciencias, UNAM, 2000.

Anatoliy Antonov y Yanka Yanakieva, Transition Matriz Genera-
tion,International Conference on Computer Systems and Technologies,
2004,

Boletines de Comite de Basilea II {Riesgo de crédito) (1995).

Dennis Glennon y Amos Golan, A Markov Model of Bank Fatlure Es-
timated Using an Information- Theoretic Approach, articulo preliminar,
Marzo 2003.

Gabriela Conde, Fabio Malacrida v Ricardo Selves, Valuacidn de Ins-
trumentos sujetos a Riesgo de Crédito, articulo preliminar, Julio 2003.

t Guillermo Ldpez Dumrauf, Rentabilidad y Riesgos de Activos financie-

ros, articulo preliminar, Abril ')004

[lva Prigogine, Introduction e lao thermodynamzque des processus
wrréversibles, edit Gallimard. 1996.



116 BIBLIOGRAFIA

[11] J.N. Kapur., Mazimun Entropy Models in Science and Engineering, edit
John Wiley and Sons, 1989.

[12] Javier Méarquez Diez-Canedo, Suficiencia de Capital y Riesgo de Crédito
en Carteras de Préstamos Bancarios, Direccidn General de Andlisis de
Sistema Financiero, Banco de México, abril 2002.

[13] José Luis Cuenca Tadeo Tres Lugares Comunes para lo Entropia, articu-
lo preliminar.

(14] Joseph Stampfli ¥ Victor Goodman The Mathematics of Finence, Mo-
deling and Hedging, edit Thomson, 2002.

[15] Maric Zambrano Berendsobn Un Modelo Crediticio Bdsico, Requlacién
Prudencial, Volatilidad Cambiaria y Medicién de Riesgos, articulo pre-
lirninar, Agosto 2004.

[16] Martha Galicia Romero Nuevos Enfoques de Riesgo de Crédito,articulo
preliminar, 2003.

[17] Massaaki Kijima,Stochastic Processes with Applications to Finance, edit.
Chapman and Hall, 2003.

{18] U. Narayan Bhat y Gregory K. Miller, Elements of Applied Stochastic
Processes, tercera edicién. edit. Wiley, 2002.

[19] Uwe Blien y Friedrich Graef, Entropy Opitmizaing Methods for the Es-
timation of Tables,21** Annual Conferenceof the Gesellschaft fiir Klassi-
fikation,University of Potsdam, 1997.

[20] www.Gacetafianciera.com.
[21] www.moodys.com.

[22] www. standerdandpoors.com.
(23] www.Sudaval.com.

[24] Yusult Jafry y Til Schuermann, Measurement, Estimation and Compo-
raston of Credit Migration Matrices, articulo preliminar, Marzo 2004.



