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Introduccion

El presente articulo constituye una exposicién de los elementos bésicos
de la teoria de invariantes cuanticos de nudos, orientada a la construccién de
los invariantes Jones-Conway y Kauffman.

En esta teoria los nudos se definen como morfismos de las categorias de
marafnias orientadas y normadas, de manera que cada representacién de al-
guna de las dos implica la existencia de un invariante isotépico de nudos.

Las representaciones a través de los cuales se obtienen los invariantes
Jones-Conway y Kauffman, se definen mediante las soluciones R, y R, de la
ecuacién Yang-Baxter cudntica, correspondiente a las dlgebras AL y Bl

El articulo consta de cuatro capitulos y dos apéndices. En el primer
capitulo se presentan los conceptos categdricos necesarios.

En el segundo capitulo se definen las categorias de marafias orientadas y
normadas, y una presentacién por generadores y relaciones para cada una.

111
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En el tercer capitulo se define una representacién de las categorias de
marailas, empleando las presentaciones del capitulo anterior y los aperadores
B, y R,. Adema&s se incluye una breve relacidén de resultados sobre las ecua-
ciones Yang-Baxter clasica y cudntica.

En el cuarto capftulo se definen las categorias Hecke y Kauflman, y se
establecen las propiedades mediante las que se definen los invariantes Jones-

Conway y Kauffiman.

En el apéndice sobre las dlgebras Lie se establecen los antecedentes de la
ecuacidn Yang-Baxter.

En el apéndice sobre las R-matrices funcionales se incluye una demostracién
directa de que la solucién R, es un operador cudntico.

Marzo 16, 2004
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Capitulo 1

Categorias Cuanticas

Este capitulo contiene los elementos categéricos de la teorfa. Las cate-
gorias y los grupos cudnticos constituyen los conceptos centrales del capitulo
y de todos los resultados principales de la teorfa.

Como conclusién se establece un método para definir una clase de cat-
egorias cuanticas, empleando la clase de las dlgebras Hopf llamadas grupos
cuanticos.
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o

1.1. Categorias

El concepto de categoria y los diversos ejemplos incluidos en esta seccién
conforman los elementos bésicos de toda la exposicién.

DEFINICION 1.1.1 Sea A una clase. Una A-categoria es una terna de clases
K =(My, I, Pr) con las siguientes propiedades.

Para cada pareja A, B € A, existe un conjunto A(A, B) C M,. Para cada
terno A, B, C exziste una aplicacion oapc € Pa, de A(B,C) x A(A, B) en
A(A,C), con las siguientes propiedades.

(»

L)

Para cada ¢ € A(A, B), ezisten ida,idg € I e

’idBOgD=(p=t,001:dA (11)
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Para cada terna @, 0, ¥, si o (po ) y (pop) oy existen, entonces

go{goyp)=(popg)oy (1.2)

Por simplicidad la clase A y la categoria K se consideran idénticas.

Los elementos de las clases A y M} se llaman objetos y morfismos respec-
tivamente. El morfismo ¢ € A(AB) suele representarse por A —— B, y los
objetos A, B se llaman dominio y codominio de .

Las aplicaciones o 4p¢ se llaman composiciones y por simplicidad se omite
su subindice. Si es necesario indicar su relacién con A se emplea la notacién
oa. La composicién ¢ o 1) usualmente se denota por @ib.

El conjunto A(A, A) también se denota por End(A) y sus elementos se
llaman endomorfismos, en particular id4 se llama identidad de A, y ocasio-
nalmente se denota por 14 6 [.

DEFINICION 1.1.2 El morfismo ¢ € A(A, B) es un isomorfismo si, eriste
¥ € A(B, A) con las propiedades

pop=ids, ot =idg.
El morfismo ¢ se lama inverso de ¢ y se denota por ¢!,

DEFINICION 1.1.3 Los objetos A, B son isomorfos si existe un isomorfismo
¢ € A(A4, B).

La relacién de isomorfismo entre los objetos de A es de equivalencia y se
denota por ~.

El subconjunto de isomorfismos de End(A) se denota por Aut{A), y sus
elementos también se llaman automorfismos de A.

FE
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DEFINICION 1.1.4 Una subcategoria de la categoria M, es una categoria
A C M con las siguientes propiedades.

Pare cada pareja A, B € A
A(A,B)c M(A, B)
Para cada A € A, las identidades de A respecto A y M son iguales.

Para cada terna de objetos de A, su composicidn oy es una restriccion de la
correspondiente composicion oyy.

NOTACION 1.1.5 Si los conjuntos A, B son objetos de alguna categoria, la
notacidn A < B indica que A C B, y si ezriste una estructura definida en
cada uno, entonces la de B es una ertension de la definida en A.

Si A y M son categorias, la notacién A < M indica que A es una subca-
legoria de M.

Por otra parte, si para el objeto A estd definido su rango J dimensidn,
A" denota que su rango es igual a n. La clase de los objetos de rango finito

de una categoria A, se dencta por A.

La categoria de los conjunios se denota por C. Para cada A-categoria K,
st A CC se supone que K < C.
EJEMPLOS 1.1.6 Sean R un anilio conmutativo con uno, F un campo y K
el campo real 6 complejo.

1. Categoria C°

Los objetos de C° son espacios topoldgicos v sus morfismos son aplica-
ciones continuas.
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Para cada pareja A, B € C° la clase de los homeomorfismos de A en B,
se denota por Hm(A, B).

2. Categoria O™

Los objetos de C'*° son variedades lisas, respecto alguna K-estructura, y
sus morfismos son aplicaciones lisas.

Para cada variedad A, y cada punto a € A, el haz tangente y el espacio
tangente en a se denotan por TA y T,A. Si A < B el haz normal y el espacio
normal en a se denotan por N(A, B) y N,A.

En el caso de que variedad A sea de dimensién uno, el vector tangente
unitario en a se denota por v,.

Para cada pareja A, B € C* las clases de los difeomorfismos, isotopias,
encajes € inmersiones de A en B, se denotan por

D(A,B), Is(A4,B), Em(A,B), In(4,B)

3. Cétegon’a G

Los objetos de G son grupos de Lie y sus morfismos son homomorfismos
lisos.

Por definicién, un grupo de Lie es un grupo (A4,-) con las siguientes
propiedades. A € C™, la operacién - pertenece a la clase C*{4 x 4, A)
y la aplicacién pa = a™! pertenece a la clase C*(A, A).

Para cada a € A, se define el automorfismo llamado traslacién izquierda
Lib=a-b

La componente conexa del elemento neutro del grupo A se denota por
AD,



(m

1.1. CATEGORIAS 7

Grupos Lineales

Sea Mn(K), n € N el conjunto de K-matrices cuadradas de orden n. El
grupo general lineal GL,,(K) se define como el subgrupo de (M,(K),-) que
contiene las matrices invertibles. Los subgrupos de GL,{K) se llaman grupos
lineales.

Grupos Clésicos

Asi se llama a los grupos lineales SL(n), O(n) y Sp(n), donde Sp(n) se
define para cada forma antisimétrica { | ) no degenerada de K2".

El grupo especial lineal SL(n) contiene las matrices A €GL,(K), con
detd = 1.

El grupo ortogonal O(n) contiene las matrices A €GL,(K), con AtA = I,,.
El subgrupo SO(n) =0(n)NSL(n) se llama ortogonal especial.

El grupo simplético Sp(n) contiene las matrices A eGL(2n),

(Aa| Ab) = (a|b) Va,b

4. Categoria M(R)

Los objetos de M(R) son R-mdédulos y sus morfismos son homomorfismos
de médulos.

Para cada A € M(R), se definen las trasposiciones y las evaluaciones.
pa € AutA?® pa®b=b®a

dg € M(A* R A,R), daa®b= a(b)
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Para cada R, se definen las clases
Tr = {pa | A € M(R)}

0p = {da,bs =dy | A € M(R)}

Subcategorias F(R), P(R)

Los objetos de estas categorias son R-mddules libres y proyectivos.

Por definicién, un mddulo es libre si contiene una base, y si es finita el
mddulo se llama de rango finito. Por otra parte, un médulo es proyectivo si
es sumando directo de un médulo libre, si ademés el mddulo libre es de rango
finito, entonces el médulo proyectivo se llama de rango finito.

Categoria Xy
Sea V' = Vics una coleccién de médulos. Para cada sucesidn finita S C J,

sea
Vs =®sesVs, W=R

Los objetos de Ly son los médulos Vs y

Ty (Vs, Vo) = M{Vg, V1)

Categoria E
La categorfa de los espacios lineales E(F'} se define por M(F).
Un endomorfismo u operador se llama semisimple si es diagonalizable.

El operador ¢ se llama nilpotente si

In, " =10

s



\-

1.1. CATEGORIAS 9

y en tal caso, se define la exponencial

e =Y (i)l

5. Categoria R[A]

Para cada categoria A, se define la A-categoria libre R[A]. Para cada pare-
ja A, B € A, R[A|(A, B) es el R-médulo libre generado por A(A, B), y sus
composiciones son las respectivas extensiones lineales de oy.

6. Categoria L
Los objetos de I son dlgebras Lie y sus morfismos son homomorfismos Lie.

Por definicién, un dlgebra Lie es una pareja (A,[]), donde A € E(K) y
[ ]a es una aplicacién bilineal con las propiedades

(@, [B,c]] + [b, (¢, a]] + [¢, [a,b]] = 0

[a,b] + [b,a] =0, Va,b,c

Un homomorfismo Lie entre las dlgebras A y B, es una aplicacién ¢ €
E(A, B) con la propiedad

(P[CL, b]A = {QOG, (Pb]Bv Va: b.

La aplicacién | |4 se llama paréntesis 6 corchete Lie, y st es igual a cero
el dlgebra se llama abeliana.

En el apéndice sobre L se incluyen los conceptos y resultados necesarios
para la exposicién.

7. Categoria A(R)

Los objetos de A(R) son R-dlgebras y sus morfismos son homomorfismos
de algebras.
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Por definicién una R-dlgebra es un anillo (A, +, ) con uno, donde A €
M(R) y la accién de R sobre A tiene la propiedad

ra-b)=ra-b=a-rb

Un homomorfismo de dlgebras es un homomorfismo de anillos y médulos.
Algebras Lineales

El dlgebra general lineal gl, (R), n € N se define como el anillo (M, (R), +, ),
donde la accién de R sobre M, (R) es el producto escalar usual. Las subélge-
bras gl,{R) se llaman &lgebras lineales.
Algebras Clésicas

Asf se llama a las dlgebras lineales sl{n), o(n) y sp(n).

El élgebra especial lineal sl(n) contiene las matrices A €gl,{R), trA = 0.

El dlgebra ortogonal o(n) contiene las matrices A €gl,(R), A* = —SAS™!
donde S es la matriz con coeficientes iguales a uno, en la diagonal auxiliar y

cero en el complemento.

El glgebra simpléctica sp(n) contiene las matrices A € gly,(R), A* =
~BAB~! donde
0 S
5-(57)

El dlgebra ortogonal especial so(n) se define como el 4lgebra lineal que
contiene las matrices A €gl,(R), A* = —A.

8. Categoria H{R)

Los objetos de HI(R) son dlgebras Hopf y sus morfismos son homomorfis-
mos Hopf.
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Un élgebra Hopf es una pareja (A, e(A)), donde A € A(R), y la estructura
Hopf e(A) = (A, ¢, s) tiene las siguientes propiedades.

A € M(A, A%®), e € M(A4,R)

s € End(A)
(ida ® A)A = (A ®ida)A : (1.3)
m(s@ida)A =m(ida Q@ s)A=¢-14 (1.4)
(E @’LdA)A = (ldA ® E)A =ids : (15)

En (1.3), (A® A)®@ Ay A® (A ® A) se consideran idénticos, asi como
A®R,R®Ay A, en (1.5). La aplicacién m € M{A® A, A) es una extensién
del producto del anillo A.

Un morfismo ¢ € A(A, B) es un homomorfismo Hapf si

AR A A
@ O pop @ O ¢
B — BB B ; B

9. Categoria Rep(A)

Para cada dlgebra Hopf A, la categoria de representaciones Rep(A) es la

clase de A-médulos de rango finito y sus morfismos son A-homomorfismos
lineales.

Por definicién, B es un A-médulo de rango finito si

B e M(ANP (R).
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1.2. Categorias Monoidales

Ahora se introducen los conceptos de categoria monocidal y categoria
monoidal estricta, y mediante el teorema de coherencia de MacLane se es-
tablece la relacién entre ambos.

La existencia de las dlgebras cubrientes universales, asi como la relacion
entre los grupos y las dlgebras cldsicas se incluyen solo por completez.

DEFINICION 1.2.1 Un funtor F entre las categorias A, M es una aplicacion
de A en M, con una extensidn ‘

F e C{A(A,B), M(FA,FB)) (1.6)
para cada pareja A, B € A, con las siguientes propiedades
Fidy = idpa (1.7)
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Fpoyp=FpoFy, Vypoi
La clase de funtores de A en M, se denota por ®(A, M).

EJEMPLOS 1.2.2 Funtor ¢

Este funtor pertenece a la clase ®(A, L) y, para cada dlgebra (A,+,-) su
imagen es el dlgebra Lie (A,[]a), donde

[a,b]=a-b—b-a, VYa,b
Usualmente A y (A se consideran idénticos.

Funtor U/

Este funtor, llamado cubriente universal, pertenece a la clase ®(L, A}, y
para cada dlgebra Lie L su imagen es el 4lgebra cubriente universal de L.

Por definicién un algebra cubriente universal de L es una pareja (U(L), o),
donde U(L) es un digebra y el homomorfismo

ar € L(L,CU(L))

tiene la siguiente propiedad.

Paracada B € Ay a € L(L, (B), existe un homomorfismo 8 € L(¢U/(L),(B)
con las propiedades

81=1, a=Poy,

Del siguiente teorema, debido a Serre, se concluye que U est4 bien definido.

Teorema 1.2.3 Para cada L € L, eziste un dlgebra cubriente universal
U(L), y es dnica salvo isomorfismo.
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Demostracidén. [JS].

Ademss U(L) es un dlgebra Hopf respecto a la estructura definida por
Aa=a®14+1®a,sa=—a Va

e=0

Funtor Lie A

Este funtor pertenece a la clase ®(G,L) y, para cada grupo Lie G, su
imagen AG es el dlgebra tangente (T.G, | |¢), donde el paréntesis se define
como sigue.

Para cada u € T.( se define el campo vectorial z = z(u) por
T, =dLlyu, Vp
Entonces, para cada pareja u, v € T,G, se define
[v, vl = [z, 9]

z=z(u), y=ylv).

Como una propiedad inmediata del funtor Lie, y sdlo por completez, se
establece la relacidn entre los grupos y las dlgebras cldsicas.

Teorema 1.2.4
AGL, ~gl,, Vn

¥ en particular
ASL, ~sl,

ASO, ~ so,
ASp,, ~ sp,
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La importancia de los funtores de la clase ®(A, M), llamados representa-
ciones lineales de A, se debe a su aplicacién para interpretar en la categoria,
de mddulos, las propiedades de la categoria A.

DEFINICION 1.2.5 Una representacion lineal de la categoria A, es un funtor
de la clase &(A, M(R)), para algin R.

El concepto de categoria monoidal, que se define en seguida, junto con
algunos conceptos previos, no sélo tiene su origen en la categoria de mdédu-
los, de hecho representa una axiomatizacién de las propiedades bdsicas de la
composicién y el producto tensorial de médulos.

Para cada pareja de categorias A, M, se define la A x M-categoria pro-
ducto A - M por '

A-M((A, B),(C, D)) = A(A,C) x M(B, D)
(p,@)o (P, 1) = (poy,007)
id(a,py = (id4, idp)

DEFINICION 1.2.6 Un producto tensorial en la categoria A es un funtor - de
la clase (A - A, A), con las siguientes propiedades

(poh) - (¢ o) = (v 9)o (¥ ¢) (1.8)
idy - idg = idap (1.9)

Si X, Y representan morfismos u objetos de alguna categoria su producto
X -Y se denota por XY

Un isomorfismo natural entre los funtores F, G € ®(A, M), por definicién
es una clase de isomorfismos

ta€ M(FA,GA), VAcA
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con la propiedad

ta

FA GA
Fp O Gy
FrB GB

para cada ¢ € A(A, B).

La existencia de un isomorfismo natural entre los funtores F, G € ®(A, M)
se denota por F ~ G.

DEFINICION 1.2.7 Una categoria monoidal es una pareja (A, (+, 1)), forma-
da por una calegoria y una estructura tensorial.

La estructura tensorial (-,15) consta de un producto tensorial y un objeto la
con las siguientes propiedades.

Para cada tema A, B, C € A, existen tres isomorfismos naturales
a€A(A-B)-C,A-(B-C))

K e A(AIA,A), v EA(]IAA,A)

con las propiedades

((4-B)-C}-D O A-(B-(C-D))

al ]‘a

(4-(B-C))-D . A-((B-C)-D)
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(A-Ta)- B o A-(I;- B)

p-idg idq-v

Por simplicidad la categoria monoidal (A, (-,I4)) se denota por A.

Es inmediato que la pareja (M(R), (®, R)) es una categoria monoidal,
donde los isomorfismos «, i y v estdn definidos por

a((a®b)®c)=a® (b®c)

wrRr=r-a=vra
Dado que en la categoria de mddulos tanto (A®@ B)@Cy AQ (B® ),
comoc AQ R, R® Ay A, usualmente se consideran idénticos, como una gen-

eralizacion de esta consideracién se define el concepto de categoria monoidal
estricta.

DEFINICION 1.2.8 Una categoria monoidal (A, (-,14)) es estricta, si la es-
tructura tensorial tiene las siguientes propiedades

AZ=A=1,-A (1.10)
p-id =@ =1idy -, (1.11)
(A-B)-C=A-(B-C) (1.12)
(p-¥)-0=9¢-(¥-0) (1.13)

para cada A, B,C y, cada @,7, p.

A continuacién se demuestra que, salvo equivalencia, toda categoria mo-
noidal es estricta, y por tanto la consideracién que se hace con la categorfa,
de modulos es valida.
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DEFINICION 1.2.9 Sean A, M categorias monoidales. El funtor F € ®(A, M)
es homogéneo, st tiene las siguientes proptedades.

FX.Y=FX-FY (1.14)
FIp =Ty (1.15)

donde X, Y son objetos & morfismos.

DEFINICION 1.2.10 Las categorias monoidales A, M son eguivalenies si,
existen dos funtores homogéneos F,G € ®(A, M), (M, A), con la propiedad

FG ~idy, GF ~idy (1.16)

Para denotar que las categorias monoidales A, M son equivalentes, se
emplea la notacién A ~ M.

Teorema de Coherencia 1.2.11 Cada categoria monotdal (A, (-,Ip)), es
equivalente a una categoria monoidal estricta.

Demostracion. Sea ¥ la clase de las sucesiones finitas de objetos de A, in-
cluyendo la sucesién vacia B.

Para cada pareja A;, B; € 3y, se define
Ea(Ai, By) = A(;A,—,J-.BJ-)
donde
B =1,.
Para cada pareja @, ¥ € Za(A;, B;), (B;, Ck) su composicién se define por
Yopp=torp

Sea Py la clase de las composiciones os:.

Para. cada sucesién A;, sean

ida, = id.a,
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e, Ix la clase que contiene los morfismos idy, .
Es inmediato que (M5, Iy, Po) es una X-categoria.

Para cada pareja Aicm, Bj<n se define la sucesion A; vV B; por
A1, ..., Am By, ..., B,

y por otra parte, para cada pareja ¢ € Ep(A;, B;), ¥ € Ea(Clk, D;) se define
el morfismo V7, como el unico que hace conmutativo el siguiente diagrama

(A VO —2% o (B:V D))

i'k k ) ; 1

donde « es el isomorfismo natural.
Entonces, (4, (V,#)) es una categoria monoidal estricta.
Sea F la inclusién de A en Za, y G la aplicacidén de Xp en A, definida por
GA; = ;A;.
Entonces, F' y G son funtores homogéneos con
GF ~idy, FG~idy,.

y por tanto, A y 4 son equivalentes.

En virtud de este teorema en lo sucesivo se supone que toda categoria
monoidal es estricta.
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1.3. Presentacién de una Categoria

Continuando con las categorias monoidales estrictas, aquf se define su
presentacién por generadores y relaciones, v se demuestra la existencia de un
representante llamado forma normal, para cada morfismo.

Los métodos de definicién y demostracién son similares a los que se em-
plean en la teoria de grupos.

Sean (A, (-, I4)) una categoria monoidal estricta y L una subclase de Mj.
Por induccién se definen las L-palabras, y para cada una se definen su mor-
fismo asociado, rango y subpalabras. Por simplicidad en vez de L-palabra se
emplea el término palabra. El morfismo asociado a la palabra a, se denota
por @, y su rango por r(a).
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Las palabras de rango uno, son los elementos de la clase L U 14, y tanto
el morfismo asociado como su 1inica subpalabra son la misma palabra.

Las palabras de rango menor 6 igual que nn + 1 son las sucesiones
a,-b y ao0b

donde a es de rango menor 6.igual que n, y b es de rango uno, ¢ viceversa;
pero en el segundo caso se supone que la composicién @o b esta definida. Sus
morfismos asociados son @- & y @ o b respectivamente, v sus subpalabras son
las mismas palabras y las subpalabras de a y b.

En lo sucesivo una palabra y su morfismo asociado se consideran idénticos.

La clase de las L-palabras se denota por W({L), v en esta se define la
relacion
a~b sii @a=b, Va,b

y se denota por Rp.

Proposicidén 1.3.1 1. Para cada sucesidn de morfismos ¢, ¢, 9, ¥, g €
L Ul,,

(pop)og~ypo(¢oo)
idpop~¢
p~poids si peA(AB).
idg 0idg ~ idy
(pod) (o) ~(p-¥)oly -¢)
idg -idp ~ida.p
idy-p~ g
P~ p-idg
Demostracidn. Inmediata.

Estas relaciones se lloman triviales y la clase que las contiene se denota
por T(L).
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2. Para cade p € A(A,B)NL, v e A(C,D)NL

@ -idpoida - ~idg - o -idg
Demostracion.

QOZdDO‘LdA wN ((,DOZdA) (ZdDOd))
~ @1
~ (idg o) - (Y oide)
~idg -1 o yp-ide.
La clase que contiene estas relaciones se denota por .
3. Para cada sucesion @i<p € L, con op; € L, y cada pareja A, B € A
o(ids - i - idg) ~ ida(oy;)idp
Demostracign. Por induccidn, paran = 2
idA(,Dl'idB o idALpz?;dB ~ (idA(pl o] 'LdA‘Pz) . Z'dB

~ (idAOZdA) ' Ogﬂg'idB
N?:dA-(plOt,DQ-idB

Suponiendo su validez paran — 1,
OidA - Pign 2d}3 ~ ?;dA(pnidB [e] (_(O lidA‘:PiidB)
i<n—
~ idA(,DnidB o (i.dA o - ’LdB)
i<n—1
~ida o yidp
i<n
La clase que contiene estas relaciones se denota por Q,,
El concepto de presentacién de una categoria, al igual que en el caso de
la. teoria de grupos, se define mediante los conceptos de base y sistema de

relaciones. Para la categoria A, un sistema de relaciones puede considerarse
como una base de la clase Er.
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DEFINICION 1.3.2 Una base de A es una clase L C My con la siguiente
propiedad. Para cada morfismo ¢, eriste una L-palabra a, con

p=a
Los morfismos de una base se llaman generadores y, si ¢ = @ la palabra
a se llama representante de .
Sea S una clase con la propiedad
T(LYCSCR,
En W{L) se define la relacién ~ por
a ~ bmodS

si existe (p,q) € S, p es una subpalabra de a, y al sustituirla por ¢, se obtiene
la palabra b.

DEFINICION 1.3.3 Un sistema de L-relaciones, es una clase S con las si-
guientes propiedades. Para cada pareja (a,b) € Rp, eriste una sucesion
Gi<n € W(L) con

ag=a, a,=25b

a; ~ a;yymodS, Vi

DEFINICION 1.3.4 Una presentacidn de A es una pareja (L, R.), formada
por una base de A, y un sistema de L-relaciones.

El siguiente teorema de extensién muestra una aplicacién del concepto de
base. Sean A, M categorias monoidales estrictas, y (L, Ry} una presentacién
de A. Sea F' una aplicacién de A en M, con las propiedades

FA-B=FA.-FB, VADB

Fly =1y

Para cada morfismo ¢ € LN A(A, B), sea Fp = 9 algin morfisme del con-
junto M(FA, FB).
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Teorema 1.3.5 Eriste una ertension homogénea G € ®(A, M) de F, si y
solo si
FR; C Rpy,

Demostracion. Supdngase que existe la extensién G. St ¢ € F Ry, entonces,
existe be Rp, v

a=Gb
Por la homogeneidad y la covarianza de G, la imagen G& es una relacién de

la clase F'L, y asi
Gb € Rpy

Por tanto
FR;, C Rpy,

Ahora supdngase que la inclusidn es vilida. Sea G la extensién de F,
definida como sigue. Para cada L-palabra a, la imagen Ga se define por
induccién. Si ra =1,

Ga = Fa
Supdngase que Ga estd definida para r(a) < n. Sir(a) < n+1, por definicién,
existen b, ¢ con
a=boc & b-c
donde ambas palabras son de rango menor 6 igual que n. Entonces, se define

Ga=GboGe 6 Gb-Gc

En virtud de la inclusién FRy C Rpy, €l funtor G esta bien definido y, por
definicién, es covariante y homogéneo.

Otra propiedad bdsica de las categorias con una presentacién definida,
es la existencia de una forma candnica para sus morfismos, llamada forma
normal.

Sea L una base de la categoria A. Una forma normal de ¢ € M, es un
representante
c_’?:dAi(piidBi
1

donde ¢; € L, para cada 1.
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Teorema 1.3.6 Pare cada morfismo ¢ € My — Iy, eriste una forma normal.

Demostracion. Sea a € W(L) un representante de . La demostracién es por
induccién sobre el rango de la palabra a.

Si r(a) = 1, entonces p € L. Por tanto
idypidy
es una forma normal de .

Supéngase que la propiedad es vélida si, el rango de a es menor 6 igual
que n.

Si r(a) < n+ 1 entonces, existen b y ¢, con

w=>bot 6 b.T

pero en ambos casos, una de las dos palabras es de rango menor 6 igual que
n, y la otra es de rango igual a uno.

Supéngase que ¢ = b - €
1.r(6) <n,r(c)=1
Entc;nces c€ LU I, v, por hipdtesis
b= . ‘_?midA.- Piidp,

donde #; € L, para cada i. Sean C el codominio de ¢, y B el dominio de
id 4, %11dp,. Entonces

p= ((‘_gmidAi‘!f)g’idBJ o] 'l.dB) - (‘<0m'l,dc o C)
= (0td4,¥iidp,) - idc ¢ {idg - €)
= (QidAiwiidBig) o (’idB e ’Edl)

2rB)y=1,r{c)<n
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Entonces b € L U I, y, por hipdtesis
c= 0 idAi’t,D,;‘idBl.

i<m

donde ¢; € L, para cada i. Sean B el dominio de b, y € el codominio de
ida, Ymidp, . Entonces

o =1(b 2 idg) - (idg .8 ida,Pitdg,)
= (b . zdc) (e} (OidB - id,qi’qb,'idgi)
= (Zd[ . b . 'Ldg) o] (?‘idB.A‘.’qb,;idB‘)

Ahora supdngase que ¢ = boc

Lrb)<n,r(c)=1
Entonces ¢ € L U I y, por hipétesis

b= ?z'c;!,h.‘:,b,-z'fi);i
donde 9 € L, para cada i. Luego
@ = ?’id,hi,biidgi o (idy ¢ idi)

2rd)=1,rc)<n
La demostracién de este caso es similar a la del caso anterior.

Teniendo en cuenta este resultado, en lo sucesivo se supone que, todo
representante de un morfismo es una forma normal.

De la demostracién del teorema 1.3.6 ademés se obtiene el siguiente pro-
cedimiento para definir una forma normal del producto de dos morfismos.
Sean

¥ = oldg, piidp,
¥ = oidg,yidp,

Si A es el codominio de ¢, ¥y B es el dominio de %, entonces
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p=¢-
= (qudA °ida, QD;idBi)(?idelbjidDj ° idp)
= (?ld,q‘tdcj’l,b]’ldpj) o (?idAi(roiidBiidB)

B ?’idACj’lJindDj ?‘EdAt (P-iidB,B-

Si oid a4, YPiidp, es una forma normal de ¢, el morfismo id4,¥;idp, se llama,
renglén iésimo y se denota por ¢;, y el morfismo 1; se llama niicleo del renglén
y se denota por @;.
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1.4. Categorias Cuanticas

Para concluir la recopilacién de los elementos categéricos se introduce el
concepto de categorfa cudntica.

Mediante el teorema de Drinfel’d, llamado construccién doble, y otro teo-
rema debido & Reshetikhin y Turaev se establece un método para definir una
clase de estas categorias.

DEFINICION 1.4.1 Una categoria cudntice es una pareja (A, Q(A)), que con-
tiene una cefegoria monoidal estricta y une estructura cudntica de la cate-
goria. La estructura

Q(A) = (*,7,4,9)
esta formada por una aplicacion * de la clase C(A,A), dos clases T, ¢ de
isomorfismos naturales, y una clase § de isomorfismos, con las siquientes
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propiedades.
Para cada pareja A, B € A, existen

LA €T, t4 €t y ba,da€d

donde
TAB © A(A . B,B . A), taA € Aut (A)

bac A(Iy, A-A%), da € A(A™- 4,1y

v satisfacen las propiedades

Tapc =1idp-Tac o Tap - idg (1.17)

TABC = TAc -tdpoidy - Tpc

LAp = lA " lpOXBACTAR (118)

ida =1ds -daoby -1dy (1.19)

'l:dAt = dA . idA- o] ’!:dAn- . bA
Latdy 0by = id,q tLAe obA

Debido a la iltima igualdad se dice que ¢« y d son compatibles. La apli-
cacién * se llama dualidad, y las clases 7, ¢, d se llaman torsién, involucién
y evaluacidn.

Los antecedentes del concepto de estructura cudntica son algunas propiedades
bésicas del funtor dualidad, las trasposiciones 7x y las evaluaciones 4.

En particular, salvo equivalencia

(M(R), (*,7r, Im, 6R))

es una categoria cudntica.
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El propésito de asociar una estructura cudntica a una categoria monoidal
estricta es generalizar los conceptos conocidos en M como la dualidad, di-

mensién y traza.

DEFINICION 1.4.2 Sean (A, Q(A)) una categoria cudntica y ¢ € A(A, B). El
morfisme dual ¢* € A(B*, A*) es la composicidn

dB . ‘idAo O‘idB-(p‘idAo o} ’l',dBr . bA
Lema 1.4.3 Paracada A€ A yyporh € My
’Ld:t _—"’l:dA-t
(pop)* =5 oy

DEFINICION 1.4.4 Sean (A, Q(A) una categoria cudntica y ¢ €End(A). La
traza try es la composicion

daozpaar o ((taop)idas)oba

La dimension de A es la traza de i1d4.

Proposicién 1.4.5 1. Pare cada pareja go, Yo
tr poth= tr Yogp
2. Para cada pareja de endomorfismos o, ¥
tr p-= tr ¢ tr Y.
3. Para cada p €End(I,)

tr p=¢

Con respecto a la existencia de las categorias cudnticas, a través de la
siguiente sucesién de resultados se establece un método para definir una, por

cada objeto de la clase H (K).
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Cada dlgebra Hopf de dimensién finita, implica la existencia de un dlge-
bra semitriangular que se extiende en un &lgebra Turaev, y precisamente su
categoria de representaciones se extiende en una categoria cudntica.

En los capftulos Il y IV se definen otros ejemplos de categorias cuénticas
pero empleando métados topoldgicos.

Sea (A,e(A)) € H, donde e(A) = (A ¢, s). Para cada a € A, se define
A'a = psAa
y, para cada R € A® A, se definen
Ria=R®14, Rp3=1,®R

ida @ pa(Ry2) = Ri3 = pa ®ida(Ra3)

donde 14 es el uno de A, y p4 es la trasposicién de A.

DEFINICION 1.4.6 Un dlgebra semitriangular es una pareja ((A,e(A)), R),
donde R € A® A es un elemento invertible con las siguientes propiedades

fdg ® A(R) = R1,3 . Rl_z, A® idA(R) = Rl,a . R2,3

Ala=R-Afa)- R, Va.
Los productos en A@ A y (A® A)® A son inducidos por el producto de A.
Sea K un campo y (A, e(A)) cH (K). Entonces A* es un lgebra respecto
a la suma de K|, el producto A*, y su uno es . Ademds es un algebra Hopf

respecto a la estructura
e(A7) = (m", ¢, 5°)
5’(a)1A = a(lA).
Sean .
A® = (A*((m")®,¢, (s")")) €H (K)
dy CE(A*® A, K), daa"@b=a*)
ba=dy y 64 =104(1a).
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Teorema 1.4.7 (Construccion Doble). Para cada dlgebra Hopf (A, e(A)) €H
(K), existe una tnica dlgebra semitrianguler ((D(A),e(DA)), R), igual a
A Rk A® como codlgebra, con la siguiente propiedad.

Las inclusiones
A® 14 C D(A), 14® A° C D(A)

son homomorfismos Hopf y R es la imagen de b4, bajo la inclusion de su
producilo tensorial
A® A° C D(A) @k D(A).

Demostracion.[D1], [D2].

DEFINICION 1.4.8 Un digebra Turaev es una pareja ((A,e(A)), R,v), que
contiene un digebra semitriangulor y un elemento v del centro de A, con las
propiedades

Av=pa(R)-R-(v-v), sv=vu.

Teorema 1.4.9 (Reshetikhin-Turaev) Cada dlgebra semitriangular se extiende
en un dlgebra Turaev.

Demostracion.|[RT).

Teorema 1.4.10 Para cada dlgebra Turaev ((A, e(A)), R,v), existe una ex-
tensidn de la categoria Rep(A) en una categoria cudntica.

Demostracidn. El producto tensorial ® de la categoria Rep({A), se define por
URUV=URg v
¥, la accién de A sobre u ® v, se define por
a(u®@v) = iju ® cjv

donde
ACE:Ebj@Cj.
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Con el producto tensorial de morfismos usual, (Rep(4), ®, K) es una cat-
egoria monoidal y con la estructura que se define enseguida, por el teorema
de coherencia, se extiende en una categoria cudntica.

Para cada pareja u, v se define

Iywa®@b= Zqib@)p,-a

donde
R=ZP;‘®Q:‘
i

Para cada médulo V,

tya = va

La dualidad es la usual, y la accién de A sobre V* se define por

a- p(b) = p(s(a)b)

El morfismo dv es la evaluacién, y by = d},

Corolario 1.4.11 Pare cade dlgebra A €H (K), eziste una categoria cudnti-
ca.
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1.5. Grupos Cuanticos

La teorfa de grupos cudnticos originalmente fué creada como método para
hallar soluciones de la ecuacidén Yang-Baxter, y esta ecuacién tuvo su origen
en la mecdanica estadistica.

Para concluir la unidad se define la clase de las dlgebras Hopf llamadas
grupos cuanticos, de donde por el corolario 1.4.11, se concluye la existencia
de una clase de categorias cudnticas.

En el apéndice sobre la categoria L. se presenta una relacién completa de
los conceptos previos a la definicién de los grupos cuanticos, que adem&s en

varios casos se encuentran vinculados a la ecuacién Yang-Baxter.

Sean L €S un algebra del tipo A, D 6 E, y a,;<» su matriz Cartan. Para



36 CAPITULO 1. CATEGORIAS CUANTICAS

cada nimero complejo g € C — {+1}, sea U,(L) el dlgebra Hopf definida por
los generadores

E,F K i<n
y las relaciones

K:K; = K;K;, KK'=1=K"1K,

KE; = ¢™E;K;,, K F;j=q %FK,

EiF; = FBi = 85K = K )(g = g7')

By = E;E;, FF;,=FF s a;=0

EXE; — (q+q WEE;Ei+ E;E* =0 si aj;=-1
F!F;— (q+ ¢ WEFF+FF:=0 si a;=—1

La comultiplicacién A, la counidad ¢, y su antipoda s, se definen por

AFE,=FE;,®14 K;® E;

AF,=F,®K'+18F,

AK; = K; ® K;
elk; =0=¢F;
SK,‘=1

sB; = K['E;, sF,=-FK;

SKI' = Ki_l
Teorema 1.5.1 FPara cada L y q, U,(L)} es un digebra Hopf.

Demostracion. La demostracién de la propiedades 1.3, 1.4 y 1.5, para los
generadores es inmediata, y la demostracién general se concluye de la homo-
geneidad de las aplicaciones. Como ejemplo se demuestra 1.5.
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(e®id)AE = (e ®id)(E:® 1+ K, ® E;)
=eEi®1+eK®F;
=F,
=Eol+K ®ck,
=({d@e)(E;®1+ K, ® E;)
= (id @ )AF;

(eRidAF; = (@ id)(Fe K['+18 F)
=eFQK'+1QK
=F,
=FQeK ' +1®el;
=(d@e)FiK'+19F)
= (id Q@ e)AF;

(e ®@id)AK; = (e ® id)(K; @ K;)
=eKi® K,
= K,
= K, @K,
= (id @ €)(K; @ K;)
= (id ® €)AK;

Las algebras U,(L) se llaman grupos cudnticos y su notacién se debe a, la
siguiente propiedad. Eligiendo

K; =exp(—27'hH;), q=exp(-27'h)

las relaciones y la estructura Hopf de U,(L), en el limite k2 — 0, son iguales
a las relaciones del algebra cubriente universal U(L), y su estructura Hopf.

En [T2], teorema 1.2.5, se establece un método para definir una categoria
cudntica para cada dlgebra U,(L).
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.

Capitulo 2

Categorias de Maranas

En ésta unidad se definen las categorfas de marafias orientadas y nor-
madas, vy para cada una se define una presentacién.

Las demostraciones de diversos resultados dependen del teorema de ex-
tensién de isotopia de R. Palais. Este teorema junto con los conceptos basicos

de la teorfa de Morse y el teorema de Reidemeister constituyen el soporte de
la unidad.

39
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2.1. Maranas

Las maranas se definen como las clases de isotopia ambiental de ciertas
l-variedades compactas, anidadas en la variedad

=E=R?x7

Las trenzas, los enlaces y los nudos, en particular, son algunos ejemplos
de marafas.

DEFINICION 2.1.1 Sean M € C® y L < M. La variedad L estd anidada en
M, si
8L Cc 8M,Lth oM

DEFINICION 2.1.2 Sean M € C® y L,N < M. Una isotopia ambiental de
L en N, es una isotopia h €Is(M, M), invariante en la frontera y

ho = idpr, hip € D(L, N)




42 CAPITULO 2. CATEGORIAS DE MARANAS

Ademds, st L y N son orientadas entonces hyy preserva la orientacion.

DEFINICION 2.1.3 Una subvariedad normada de M € C* es una pareja
(L,v), donde L < M, v e C*(L,N(L,M)} y

vp € Ny(L) -0, Vp
La aplicacion v se llama norma de L, y la pareja (L, v) se denota por L,,.

Dos normas de L son equivalentes si, existe una homotopia A entre ambas
v, cada aplicacion A, es una norma de L.

DEFINICION 2.1.4 Sean L,,N, < M y ¢ € Hm(L,N). La aplicacidn ¢
conserva la norma si, lo aplicacion jup™' es una norma de N, y ademds es
equivalente a v.

DEFINICION 2.1.5 Sean M € C*®, Ly, N, < M y h una isotopia embiental
de L en N. La aplicacidn h es una isotopia ambiental de L, en N, si hyp
conserva la norma.

Para cada M € €™, la relacién de isotopia ambiental entre sus subvarie-
dades orientadas y normadas es de equivalencia. En ambos casos la clase de
L. se denota por [L], y la notacién

L~N mod ¢

indica que ¢ es una isotopia ambiental entre L y N. Por simplicidad L y la
clase [L] se consideran idénticos.

Sea S(R) la clase de las sucesiones reales, crecientes y finitas, incluyendo
la sucesién vacia .

DEFINICION 2.1.6 Una orientacidn, norma de la sucesion a; € S(R) es una
sucesion w; = *1, v; € S? respectivamente.

Para indicar que la sucesion a consta de n términos se emplea la notacién
a™, y en particular la sucesién i < n se denota por {n], 6 simplemente n.
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DEFINICION 2.1.7 Una sucesion orientada, normada es una pareja (a, o),
donde a € S(R) y, o es una orientacidn, norma de a.

La sucesidén (a,o) también se denota por a,, y las clases que contienen
las sucesiones orientadas y normadas se denotan por £ y II.

Para cada pareja ai™, b™ € S(R), sea Z(a,b) la clase que contiene las
1-variedades compactas M anidadas en = con la propiedad

BM = {(afzoa 0)(bj10: 1) I i S m:j S TL}

Para cada a,, b, € II, sea Il(a,b) la clase que contiene los objetos [L,],
donde L € E(a,b) y

g(a;, 0, 0) = M4, Q(bj=0v 1) =V

Andlogamente para cada a,,b, € £, sea 2(a,b) la clase que contiene los
objetos [L], donde L € Z{a,b) es una variedad orientada con

V0a0,0) = (0,0,0:), v 01 = (0,0,w;)

para cada i, .

DEFINICION 2.1.8 Una (a,b)-maraiia orientada, normada es un objeto de la
clase Qa, b), 11{a, b) respectivamente.

Por simplicidad en vez de (a, b)-marafia se emplea el término marana. Las
clases de las marafias orientadas, normadas se denotan por Mg, Mn.

A continuacién se definen algunos ejemplos, pero primero se define la
sucesién de componentes de una marafa.

Para cada representante I, de una (a,b)-maraiia se define la sucesién L* de
sus componentes. Sus primeros términos son las componentes que contienen
los puntos {a;, 0, 0}, luego figuran las qué contienen los puntos (b;,0,1), y por
ultimo las componentes cerradas. ‘
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Maranas identidad

Para cada pareja ay”, b € Q se define la marafia identidad id) € Q(a,b).
Si a = b la marafa id® se denota por id,. '

La componente iésima es una curva contenida en el plano zz, que une
los puntos (a;,0,0), (b;,0,1) y estd compuesta por segmentos lineales v arcos

rectos de radio (n + 1)~1,

La primera componente esta definida por una de las variedades de la figu-
ra 2.1, dependiendo del orden entre a; y b,.

_J L
.. LY

Figura 2.1: Primera componente

Suponiendo que se ha definido la corponente (id%)* la componente (id2)++!
se define como se indica en la figura 2.2, dependiendo del orden entre Gk, Qktl,

U
- L

Figura 2.2: Componentes consecutivas

La clase que contiene las marafias identidad se denota por I,.
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Marafias Orientadas Bésicas

Para cada sucesién a®, se definen
X* e Qa,,aq)
At € NawB), M; € Aa,0)
Ur e U0, a_.), U7 €8, a)
donde o, w son las sucesiones 1,1 y 1,-1.
8i @ = [2] los representantes de las marafias X*! se definen como las
subvariedades del cilindro (2z — 3)? + 4y? = 1, como se muestra en la figu-

ra 2.3, donde ademads se incluyen sus proyecciones sobre los planos zz, y=.
En este caso los representantes de N}, N7, U} y U7 se definen en la figura 2.4.

—

e

Figura 2.3: Vistas de la marafa X

S RN

Figura 2.4: Maranas N, U

Para completar la definicién se emplea la siguiente notacién. Si 4 ¢ R?
yrelk
A+r={(ayas,a3+r)|ae A}

rA = {(a1,as,7ra3) | a € A}

Entonces, por definicién

Xo =371 (@dl? U X + LU idfy + 2)
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Ny =271GEdR ung +1)

y, andlogamente se definen las otras marafas.

La clase de las marafias orientadas bésicas se denota por ['q.

Maranas Normadas Basicas

Con las variedades de los ejemplos anteriores, para cada norma constante
se definen las marafias normadas identidad id?, y las marafias normadas

bésicas X*1, N, y U,. Las clases que las contienen se denotan por Iy y I'yr.

Para cada r € R, sea ¢F! la marafia llamada bucle, definida por la varie-
dad y norma, de la figura 2.5.

Figura 2.5: Bucle

Respecto a las demostraciones de las relaciones de marafias solo se em-
plean el método directo y el corolario del siguiente teorema de extensién de
isotopia, debido a R. Palais.

Teorema 2.1.9 Sean h € Is(M,N), y K C M un conjunto compacto, con
la propiedad

hoxram = hegnam, Vi

Entonces, eziste H € Is(N, N) que es invariante en la frontera y
Ho=id, Huhogx =k Vi

Demostracion. [RP).



2.1. MARANAS a7

Corolario 2.1.10 Sean M, N marafieas, K C M un conjunto compacto y
h € 1s(M,Z) con las propiedades

ho = id, hy € D(M, N)

hs smum—ky = id, Vi

BEntonces, eviste H € Is(Z,Z) que es una extensién de h con
M ~ NmodH.

Demostracion. [RP].

Las condiciones de este corolario se representan en la figura 2.6.

Figura 2.6: Imagen local de M y N

Relaciones Fq

Aplicando 2.1.10, a las parejas de variedades de las figuras 2.7- 2.13 se
definen las relaciones ;<9. La clase que contiene las relaciones {2, se denota

por Rgq.

En el articulo [EA], con los argumentos de la demostracién del Teore-
ma 6, se obtiene un método equivalente para demostrar estas relaciones. La
diferencia es que en este art{culo algunos calculos son explicitos.

Por otra parte, empleando las relaciones de'la figura 2.14, y las relaciones
(i<t se define la clase Ay,
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| ~p\)
D |2
2

. . lné‘
N N
SERRONERS

A

Figura 2.10: Q45
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Relaciones Ry

Con las variedades de las relacciones €2,_4, v las normas constantes se
definen las relaciones II;<4. Adicionalmente en la figura 2.15 se definen las
relaciones I 6. Estas relaciones también se demuestran mediante el corolario
2.1.10, y la clase que las contiene se denota por Ry.

La utilidad de las clases R, Ry y Ry se demuestra en las secciénes tres
v cinco, de este capitulo.
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2.2. Categoria {2

La categoria de las marafias orientadas Q se define mediante las clases
Mg, Pa e Iy, donde la clase de las composiciones Py se define en seguida.

Ademads se definen una estructura monoidal estricta y una estructura cuanti-
ca de €.

Para cada r € R, sean S,, P, las aplicaciones definidas por

Spxr = (21,29, 23 + 1), Frx = (z1,%2,7" T3)

para cada. terna (z1, zg, 73) € R3.

DEFINICION 2.2.1 Sean L € Q(a,b) y M € Q(b, c). La composicién M og. L
es la clase de la variedad orientada

2°HLUM+1)




52 CAPITULO 2. CATEGORIAS DE MARANAS

con la orientacion inducida por las aplicaciones Sy y Po-1.

Lema 2.2.2 La composicidn oy, estd bien definida.
Demostracion. Sean L, L' € Q{a,b) y M, M’ € Q(b, c), donde
L~ L'mody, M~ Mmodg
Sea ¢ € Is(M o L, Z), definida por
PPz T3 <27
P = { Py15105_1Px x5 > 271
Entonces, por 2.1.10, ¢ se extiende en una isotopia ambiental con la propiedad

MoL ~ M oL'modg

Sea Py la clase que contiene las composiciones og, para cada terna de
sucesiones a, b, c € .

Teorema 2.2.3 (Mg, Iq, Fn) es una )-categoria.
Demostracion. (1.1) En esta parte se demuestran las igualdades
Moid, =M =idyo M
donde M € Q(a,b). Para cada componente M* y J C I, se define
My={zeM|zeJ}
Por principio se demuestra que, existen N ~ M y ¢ > 0, con las propiedades
Niog = Usi<m(as, 0) x [0, €]

N{l—s,l] = Uan(bj:O) X [1 — €, 1]

y la distancia entre las componentes de N es mayor que 2e.
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Sean M* y M las subsucesiones de M?, con
V(a,0,0) = (0,0,1)

Y(ay,0,0) = —(0,0,1)
Sean ¥, ¢ sus parametrizaciones. Entonces, existe 5 > 0 tal que, la distan-
cia entre las componentes de M es mayor que 2¢p, para cada ¢t € [0, ¢g], los
conjuntos
My, M,
son unitarios y

M, = UM}
Sean €; < 27Y¢g, y ¢ € C*°(I, I) una aplicacién decreciente con la propiedad

o= 1 36[0,2_161]
=0 zele,

Para cada ¢, sea L' la imagen del encaje

(@io(ys) + (1 — e(3N1, (1 — olya))¥n ¥3), =kl

No={(M—-uUM)UL

En la figura 2.16, se representa la relacién entre M y Np. Aplicando un
procedimiento similar a las componentes Nj se obtienen N y €. La relacién
entre las componentes de Np v IV también se muestra en esta figura.

.0, 1)

N, N
¢ M No

(a,0,0)

Figura 2.16:

Para concluir se definen las isatopias

M ~ Nmod(¢€)
idyo N ~ Nmod(()
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Sea £ € Is(M, N) definida por

P N N x3 € [e,1— ¢
; (1-M7 —tNZJ z3<e 6 z321—¢

Entonces, por 2.1.10, esta isotopia se extiende en una isotopfa ambiental.

Para definir {, sea o la aplicacién definida por su grafica contenida en la
figura 2.17.

21 -e) ¥

Figura 2.17:

Entonces
C;CL‘ = (331,:62, (1 - t):C_g + ta‘(l‘;;))

es una isotopia de la clase Is(id, o N, N) y, por 2.1.10 se extiende en una
isotopia ambiental.

La demostracién de la igualdad
Moid,= M
es simila.rr
(1.2) En esta parte se demuestra la igualdad
Lo(MoN)=(LoM)oN
Sea L o M o N la marafia definida por la variedad

3ITHLUM+1U(N+2)
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yoels(Lo(MoN),LoMoN), ¥ €lIs({LoM)oN,LoMo N) definidas
por

Pr_3-u% r3 < 271

P = -1
S_3—1P1+3—1t1.' I3 2 2

11) 7 = P1+3‘1t33 . T3 S 2—1

= Sg—ltpl_a—lgﬂi T3 > 2!

Entonces p, ¥ se extienden en isotopias ambientales, tambien por 2.1.10.

Por induccén y asociatividad en lo sucesivo la composicién oM<, se con-
sidera definida como la clase de la variedad

ﬂ_l W5 (M. +1i— ].)

Para definir una estructura monoidal a continuacién se define un produc-
to entre los objetos de la clase 2.

DEFINICION 2.2.4 Sean o', b} € Q. El producto a- 751" es la sucesidn

a]i"'raﬂhb]. +p11bn+p

con
P=am+1i-b

0-o(a;) = ola;)
0-0(b; +p) = o(b;).

Para definir el producto de marafias primero se define el caso en que
alguno de los factores es una identidad. Para cada A C R® v r € R se define

r+ A= {(r+z1,%52,13) | T € A}
DEFINICION 2.2.5 Sean M € (ab) y ™ € Q. Los productos
id. - M y M-id,
son las clases de las variedades

id, U (idﬁggﬁ op+r+ Mo deEgH)
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3—1[(idb U z‘d‘;((z))” +2) U (M Uidggy4r + 1)
U(id, U id5e )]
donde r > 0 se elige de modo que las uniones son ajenas.

Las variedades de esta definicién se representan en la figura 2.18.

Figura 2.18:

Lema 2.2.6 Los productos id, - M, M - id. estan bien definidos.

Demostracion. Es inmediate empleando el mismo método de demostracién
de 2.2.2.

DEFINICION 2.2.7 Sean M € Q(a,b) y N € Q(c,d). El producto M -q N €
Qa-¢,b-d) es alguna de las composiciones

(M-idg)o (ide- N) 6 (idy- N)o (M - id,) (2.1)

Leas marafias de esta definicién se representan en la figura 2.19.
=)

Figura 2.19: Producto M -q N
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Lema 2.2.8 Elproducto - esta bien definido y tiene las siguientes propiedades

id-(MoN) = (id- M)o(id- N) (2.2)
(MoN)-id= (M -id)o (N -id) (2.3)

Demostracion. De 2.2.6 se deduce que esta bien definido. La igualdad (2.1),
y las propiedades (2.2), (2.3) son inmediatas empleando el método de de-
mostracién de 2.2.2.

Lema 2.2.9 -g es un producto tensorial.

Demostracién. (1.8) Sean M € ab), N € Qbc) y M’ € Qa'¥), N' €
Q(b'd’). Entonces

(NoM)- (N oM)=(NoM) Iyol.-(N'oM)
=(N-ToM-INo{(I-N'ol-M)
=N-To(M-Inol,-N)oI .M
=N-To(lp NoM -Iy)ol-M
=(N-Iol-N)o(M-Iol-M)
=N -NoM-M

(1.9) Por definicién

iy - idy = idgp
Teorema 2.2.10 (2, (-,9)) es una categoria monoidal estricta.
Demostracion. (1.12) Por definicién

a-b=a=0-a

Mo=M=0-M
paracadaa e Q,y M € M.

(1.13) Sean M € Q(a,b), N € Q(c,d) y L € e, f). Por definicién

a-(b-c)=(a-b) ¢
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y por 2.2.8, 2.2.9

(M-N)-L=(MN) Ifol,,-L
=(M-Ijol, N) Ijol .- L
=M Iygo(INIf)ol,. L
=M -Igpol(N-Ifol, - L)
=M-Igpol(N-L)
=M-(N L)

Finalmente se define una estructura cudntica sobre Q.

DEFINICION 2.2.11 La sucesidn dual de a, es
a"=a_,
Para cada pareja a™, b" € (2, se definen las maraifias
Xab € a-b,b-a)

N, € a-a*,0), U€XUBa-a”)

Si a, b son las sucesiones [m)], [n] sus representantes se definen en la figura 2.20.

R A

Figura 2.20: Marafias Xg, Ne ¥ Us

En general
Xap =1 [,:+n]. © Xjm].fn] © idg_’;'-n]
Mo = Ny © 2o
U, = idi";::] © Uy
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Sean

o = {Xw|a,be R}
5Q:{Ug,ﬂb|a,b€Q}

Teorema 2.2.12 (¥,7q, Ig,0n) es una estructura cudntica de €.
Demostracion. (1.17) Por induccién y 2.1.10
Kape=1tdy - Xgec0 Xgp - td,
KXobe = Xac-tdpoidy - Xpe
(1.18) Por induccién y 2.1.10
tdgp = tdgidy 0 Xpg 0 Xop

(1.19) Asi mismo
idy = 1dg Ny 0 Uy -id,

ida" = ﬁaida- el ’ida-Ua

59
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2.3. Presentacion de

Empleando las clases I'n y R como una base y un sistema de relaciones
se define una presentacion de la categoria Q.

Las demostraciones de sus respectivas propiedades se basan en el teorema
de Reidemeister y en algunos resultados bdsicos de la, teoria de Morse.

Sean M una marafia orientada y ' una parametrizacién de M?, donde
Y eD( M), J=8 61

dependiendo de si la componente M* es cerrada 6 no.

DEFINICION 2.3.1 Un punio a € M es un mdzimo J un minimo si, eviste
una unica pareja (i, j), y la coordenada a; es un mdzimo 6 un minimo de la
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respectiva aplicacidn coordenada o

Sea p € C(R?,R?) la aplicacién definida por
pz = (z1,23), Vz

DEFINICION 2.3.2 Un punto a € M es doble si, existe un dnico punto b €
M, con la propiedad
pa = ph

DEFINICION 2.3.3 Un punto critico de M es un punte mdzimo, minimo
¢ doble.

Si a es un punto critico de M, su coordenada a3 se llama valor critico de
M. Como los puntos criticos de una aplicacién de Morse son aisladas, de los
siguientes lemas se concluye que, para cada marafa M, existe una marafia
N ~ M que contiene un conjunto finito de puntos criticos con valores criticos
diferentes.

La aplicacién ¢ € C*°(LI™, R) se llama Morse si, sus puntos criticos son
no degenerados; esto es, si 'a = 0 implica que el Hessiano 1/"a es de rango
m. La aplicacién % € C°(L,R") se llama Morse si sus coordenadas 1; son
Morse.

Lema 2.3.4 Siy € C(L,R) es una aplicacion Morse entonces, para cada
€ > 0, exste una aplicacién Morse ( € C™(L,R) con los mismos puntos
criticos que v pero con valores criticos diferentes y

Y- Cl<e

Demostracion. Sean z; los puntos criticos de 1. Entonces, para cada z;,
existen dos vecindades U; C V; tal que, el tnico punto critico de Py, es
T;, V; es compacto y

VinV; =0, Vi,j

Sea g € C*(L, I) definida por

_ 1 zeul
=30 ze M-V,
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Entonces, existen ¢, d > 0 con
i/
c<| ¥y I lowl<d
Sea ¢; una sucesidn real con las propiedades

O<ei<e, c—ecd>0

| o+ o F# pxi o Vi, g
Entonces
=%+ oo
tiene los mismos puntos criticos que ¥, pero sus valores criticos son diferentes
entre si.

Sea & € C=(L,R"), con L C R™. Para cada punto @ € R™, se define la
aplicacién

& € C®(L,R™)
br=(Gzta 2, .. & +a- 1)

Lema 2.3.5 Para casi toda a € R™, £, es una aplicacion Morse.

Teorema 2.3.6 Para cada maerafia M, existe una mararia M’ ~ M que con-
tiene un congunto finite de puntos criticos, los puntos dobles no son mdrimos
o minimos, y sus valores criticos son diferentes entre si.

Demostracion. Sean N, € y o como en la demostracién de 2.2.3; y sea ¢ = o
una parametrizacion de N .

Suponiendo que ¢' € D(I, N¥), se define
& € C™(1,%)

§'(t) = ¢'(t) + o(t)t(a, a,a)

donde ¢} es Morse y | a |< 27 1€,

En caso de que ¢* € D{S', N*), la aplicacién & se define como .
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Entonces, por 2.3.5, cada £ es un encaje sobre =, y dependiendo del caso
gl[ie,l—e] 6 &i

son aplicaciones Morse.

Sea L la marafia definida por la unién de las imagenes de los encajes &
Entonces L ~ N, y contiene un conjunto finito de maximos y minimos.

La equivalencia se deduce de 2.1.10, y las homotopias
$'+o-id-t-(a,a,a), ¢,

donde ' € D(I, N*) 6 D(I, N*), respectivamente.

Luego aplicando 2.3.4, a las coordenadas de cada £ se concluye la exis-
tencia de la marafia M’ ~ L.

Teorema 2.3.7 I'n es una base de Q.

Demostracion. Sean M una marafia, y M’ la que se obtiene aplicando el
teorema 2.3.6. Sean ¢; los valores criticos de M?, y sin perdida de generalidad
supdngase que existe n € N con la propiedad

G+)nl<g<in™, Vi

Entonces la interseccién de M’ y los planos z = in~! es transversal, y
aplicando 2.1.10, se concluye que es ortogonal.

Para cada i < n, sea p;; el punto de interseccién de la componente M" y

1

el plano z = in™', y sean z,; las abscisas de estos puntos.

Sean ¥»1 ¥ Aicn las curvas definidas en la figura 2.21, y sean I; las
marafias definidas por las variedades

Yi U Al[’(i—l)n"l,in_l] U )‘i
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Xy

Figura 2.21:

Entonces L; € 2z (i_1,5), zi;), la composicién oL; es una forma normal de
la marafia L = ol;, y
M~L

Ademas, si ¢; es un valor maximo entonces E,- es una marafa del tipo Nt
6 N~; si es un valor minimo entonces L; es del tipo Ut 6 U™; y si es un valor
doble entonces I; es del tipo X 6 X1,

Categoria de Diagramss

A continuacién se demuestra que Ry es un sistema de relaciones respecto
I'q, como parte de la demostracién se define la categoria de diagramas A, y
se establecen algunas de sus propiedades.

Sean p € In(L, M) y e € L. El punto a se llama doble si, existe un tinico
punto b € L, con la propiedad

pa =pb.

La notacién L h L indica que, cada punto de L es simple o doble, y si a es
un punto doble entonces, existen dos vecindades V(a), V(b) C intL con las
propiedades.

Vie) NV (b) =0, PV(a) rh Pvib)

Por simplicidad L y p(L) se consideran idénticos.
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DEFINICION 2.3.8 Considerando la notacidn anterior, L™ es un n-diagrama
contenido en M si
AL COM, LhéM L

DEFINICION 2.3.9 Sean L, M dos diagramas en N. Una isotopia ambiental
de L en M, es una isotopfa h € Is(N. N) invariante en la frontera, con

ho = idn
y hy aplica L en M.

Ademés, si L y M son orientadas entonces hy; preserva la orientacién.

Para cada M € C*, la relacién de isotopia ambiental entre sus diagramas
es de equivalencia, y la clase de L se denota por [L].

Para cada pareja o™, b" € {, sea Zg(a,b) la clase que contiene los 1-
diagramas compactos M contenidos en R x I con
oM = {(al'a 0)(b_1a 1) | 1<m,j < ﬂ,}

Para cada a,, b, € Q, sea A(a,bd) la clase que contiene los objetos [M],
donde M & Zy(a,b) y

V(e;,0) = (O’U(ai))s Ub;,1) = (O)w(bj))

Los objetos de A(a,b) se llaman (a, b)-diagramas. Sea Ma la clase que con-
tiene los (a, b)-diagramas, para toda pareja a,b € Q.

Diagramas Identidad

Para cada pareja a,b € §2 se define el diagrama id®. Su representante
es la proyeccién de la maraia orientada id®, sobre el plano zz. La clase que
contiene los diagramas identidad se denota por Ia.

Diagramas Badsicos

Para cada sucesién a(? se definen los diagramas

Xuil € Alag, ay)
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Ny € Ala,,8), N, € Ala_,,®)
Ui € AD,a_.), U, € A(B,a,)

donde ¢ y w son las sucesiones 1,1 y 1,-1.

Sus representantes son las proyecciones de las respectivas marafas orien-
tadas. La clase que contiene los diagramas bdsicos se denota por T'a.

Relaciones Ra
Empleando las proyecciones de {4 2 3¢ se definen las relaciones A; 4.
La definicién de la composicidn de diagramas o4, asi como la demostracién

de que estd bien definida son similares a las de og. Sea Pa la clase que con-
tiene las composiciones de diagramas.

Teorema 2.3.10 (Mp, Ia, FPa) es una §2-categoria.

Demostracién. Inmediata.

El producto tensorial de diagramas -a se define con métodos similares a
los empleados con €] producto de marafias.
Teorema 2.3.11 (A,(-a,0)) es una categoria monoidal estricta.

Demostracion. Inmediata.

Teorema 2.3.12 (T, Ra) es una presentacién de la categoria A.

Demostracién. La demostracién de que T'a es una base es similar a la de-
mostracién de 2.3.7.

Para demostrar que Ha es un sistema de relaciones, sean M, M’ dos dia-
gramas equivalentes. Por 1.3.6 se puede suponer que ambos estan en posicién
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normal, respecto la base T'a.

Entonces M’ se obtiene de M, mediante una sucesién finita de isotopias
de los siguientes tipos.

1. una isotopia en la clase de los diagramas en posicién normal.
2. una isotopfa que intercambia el orden entre dos puntos criticos (Qg).

3. una isotopia que crea ¢ elimina dos puntos criticos, como en las rela-
ciones p€l; 283, (Q,).

4. una isotopia en la que una componente cruza un punto critico, como
: !
en las relaciones p{lg, (£,).

Es inmediato que mediante isotopias del tipo 1, se obtienen diagramas
equivalentes. Por (1.3.1, 2), mediante las isotopfas del tipo 2, se obtiene dia-
gramas equivalentes; y por (1.3.1, 2), (1.3.1, 8) empleando las relaciones
Ra, de las isotopfas de los tipos 3 y 4, tambien se obtienen diagramas equi-
valentes. Por tanto, Ra es un sistema de relaciones respecto a la base Ta.

La relacién entre las categorias A y Q se establece en el siguiente resulta-

do, debido a Reidemeister, y con él también se concluye que Ry, es un sistema
de relaciones respecto I'g.

Teorema 2.3.13 Las marafias M, N son equivalentes si, y sélo si, existe
una susecién de marafias Mi<n, con las propiedades

M=M,N=M,

PM; ~ pNiyimod Ra U pQl3_7, Vi

Demostracion. [KR].

Corolario 2.3.14 Rq es un sistema de relaciones respecto ['n.
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. Corolario 2.3.15 (T'g, Ry) es una presentacion de la categoria 2.

Ademas de esta presentaciéon mediante la clase Ry se define otra, que
: emplea la misma base.

Teorema 2.3.16 (T'g, RY,) es una presentacion de la categorio (2.

Demostracion. Inmediata.
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2.4. Categoria Il

La categoria de las marafias normadas II, se define mediante las clases
Mn, By e In, donde la clase de las composiciones Py se define en forma sim-
ilar a la clase F.

En general los métodos de definicién y demostracion de esta categoria,
asi como los de sus estructuras monoidal estricta y cudntica, son similares a
los que se han empleado en la categoria §Q.

DEFINICION 2.4.1 Sean M, € l(a,b) y N, € I1(b,c). La composicidn N og
M, es la clase de la variedad

27 MUN-+1)
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donde

or — #PZZ Iy < 2-1
= vS_1Pyx zg > 21

Empleando los mismos argumentos que en la demostracién de 2.2.2, se
concluye que la composicion og. estd bien definida.

Lema 2.4.2 o, estd bien definida.

Demostracién. Idem 2.2.2.

Sea Py la clase que contiene las composiciones Oabe, Para todo a,b,c € I1.

Teorema 2.4.3 (Mp, In, Pi) es una II-categorda.

Demostracidn. (1.1) En esta parte se demuestran las igualdades
M,oid, =M, =idyo M,

para cada M, € IIi(ab).

Aplicando el mismo método que en la demostracién de 2.2.3, se obtienen
€ >0y N, ~ M, con las siguientes propiedades

Niog = Uicm(@i, 0) x [0, €]

N{l—c,l] = Uan.(bj: O) X [1 — €, 1]
la distancia entre las componentes de N es mayor que 2¢, y para cada i, las
normas
yN[‘o,q’ VN{‘l—e,ll

son constantes.

En virtud de esta dltima condicidn, el resto de esta parte de la de-
mostracién es idéntico a la de 2.2.3.
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(1.2) La demostracién de la igualdad
Lyo(MyoN,)=(LyxoM,)oN,
es idéntica a la de 2.2.3, (1.2). Primero se define la marana normada
LyoM,oN,

Entonces empleando las isotopias definidas en la demostracién de 2.2.3, por
2.1.10, se concluyen las igualdades.
Lyo(M,oN,)=LyoM,cN,
= (LxoMy)o N,

Por induccién y asociatividad la composicién oM;<,, de marafias nor-
madas también se considera definida por la clase de la variedad

n UM +i—1)

Siguiendo la secuencia empleada en la definicién de la categoria cudntica
(2, ahora se define una estructura monoidal para II. El producto de dos suce-
siones normadas se define como el producto de las sucesiones con la norma
producto, y el producte de morfismos es idéntico al producto de los morfis-
mos de §2. De hecho, los resultados 2.4.6 v 2.4.8-2.4.12 se demuestran con los
mismos argumentos que los respectivos resultados de (1.

DEFINICION 2.4.4 Sean af}, b} € 1I. El producto a - b't™ es la sucesidn
al:'--aa‘m:bl +p:"'abn +p

donde
p=a,+1-—0b

- va; =

p-v(bj + p) = vb;



74 CAPITULO 2. CATEGORIAS DE MARANAS

La subsucesién b;+p se denota por b(a), y en general, se define la susecién
{a + 1)y por
la+rhi=aitr, pladr)=pa

para cada r € R.

DEFINICION 2.4.5 Sean M, € Il{(a,b) y ¢} € II. Los productos id, - M y
M -id, son las clases de las variedades
id. U (idﬁggh op+r+ Mo idzgz;—”)

37 (idy Uidiiay ., +2) U (M U idea)sr + 1) U (idda U idS8 ™))

donde las uniones son ajenas, eligiendo r > 0 convenientemente.

La representacién grafica de esta definicidn, salvo por las normas, se mues-
tra en la figura 2.18.

Lema 2.4.6 Los productos id. - M y M - id. estan bien definidos.

Demostracion. Idem 2.2.6.

DEFINICION 2.4.7 Sean M, € Il{a,b) y N, € T{c,d). El producto M -y
Ny, €ll(a-c,b-d) es cualguiera de las composiciones

(M -idg) o (ids - N)
(idy - N) o (M -id,)
La figura 2.19 es una representacion grifica de las variedades de esta
definicidn.
Lema 2.4.8 El producto de marafias normadas - estd bien definido.

Demostracién. Idem 2.2.8.
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Lema 2.4.9 Para cada M, N € My

(Mo N)-id=(M-id)o (N -id)
id(M o N) = (id - M) o (id- N)

Demostracion. Idem 2.2.9.

La demostracién grafica de 2.4.8 y 2.4.9, estd representada en la figura
2.20.

Lema 2.4.10 - es un producto tensorial.

Demostracion. (1.8) Por analogia, la demostracién de la propiedad
(NoM) - (NoM)=(N-N)o(M -M)

es inmediata de 2.4.9 v la definicién de producto de marafias normadas.

(1.9) Por definicién
idy - idy = idgs

para cada pareja a,b.

Teorema 2.4.11 (II, (-, B)) es una categoria monoidal estricta.

Demostracion. Idem 2.2.10.

Por 1ltime se define una estructura cuantica de la categoria II, consideran-
do como antecedente la estructura cudntica de §2 definida en la seccién ante-
rior.

Para cada pareja de sucesiones a, b € II se definen las marafas
XEl cM(a-b,b-a)

N, ellfa-a,®), U,€cll(d,a-a)
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Sus representantes son las mismas variedades que definen las respectivas
maraias orientadas con las normas constantes.

Sean
m={XZ |a,be}

o= {Ma, Ue | a € II}
Teorema 2.4.12 (idy, T, 1, 60) es una estructura cudntica de I1.

Demaostracion. Idem 2.2.12.
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2.5. Presentacion de I1

Con un procedimiento similar al que se ha empleado en la definicién de
la presentacién de la categoria 2, mediante las clases I'n y Ry se define una
presentacion de la categoria 1L

Esta seccién propiamente es una relacién de los resultados que se han
empleado en la presentacidn de {2, que también son vélidos para II.

Sea M, una marafia normada. Para cada parametrizacién de M se de-
finen los conceptos de puntos maximos, minimos y dobles de M, como en las
definiciones 2.3.1 y 2.3.2. Claramente ninguno de estos conceptos depende de
la norma de M.
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DEFINICION 2.5.1 Un punto critico de la marania M es un punto mdzimo,
minimo o doble.

Si a es un punto critico de la marafia M, su tercera coordenada as se
Hlama valor critico de M.

Empleando los lemas 2.3.4 y 2.3.5, se obtiene el siguiente resultado equi-
valente al teorema 2.3.6.

Teorema 2.5.2 Para cada marafia M, existe una marafia
N, ~ M,

que contiene un conjunto finito de puntos criticos con valores criticos dife-
rentes entre si, y sus puntos dobles no son mdzrimos ni minimos.

Demostracién. Idem 2.3.6.

Anélogamente al caso de 2, a través de este resultado se concluye que la
clase 'y es una base de la categoria 11.

Teorema 2.5.3 I'y es una base de I1.

Demostracion. Esta consta de dos partes, y la primera consiste precisamente
de la demostracién de 2.3.7.

Segunda parte. Para cada ¢, se agregan los renglones L;; entre L; 1 y L;,
de manera que las normas de E.- sean constante e igual a (1,0,0), pero por
otra parte

E.’j = (,Oil, VJ

Luego, el resto de la demostracién es idéntica a la de 2.3.7.
En cuanto a la relacién entre las categorias A y II, esta se establece en

el siguiente resultado que se obtiene del teorema Reidemeister, de donde se
concluye que Ry es un sistema de relaciones respecto I'r.
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Teorema 2.5.4 Las mararias M, N son equivalentes si, y sdlo si, existe una
susecion de maranias M;<,, con ias propiedades

M=M,N=M,

pM; ~ pNiymodpllcs, Vi

Demaostracién. [KR).

A diferencia del tecrema 2.3.13, aqui las proyecciones se consideran como
morfismos de la categoria de diagramas no orientados.

Corolario 2.5.5 Rn es un sistema de relaciones respecto I'.

Corolario 2.5.6 (I'n, Ry;) es una presentacion de I1.
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Capitulo 3

Representaciones de ) y I1

En esta unidad se define una sucesién de representaciones, para cada una
de las categorias de marafas.

Dado que en ambos casos los representantes de las marafas X, son solu-

ciones de la ecuacién Y B-cudntica, en las primeras dos secciones se incluye
una breve introduccién a las ecuaciones Y B-clédsica y cudntica.

81
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3.1. Ecuacion Y B-clasica

Esta ecuacién se origind en la mécanica estadistica, precisamente en la
teoria de sistemas integrables.

Aqui sélo se establece el método de solucién de Drinfel’d, y se concluye
con la definicién explicita de las soluciones trigonométricas correspondientes
a las algebras clasicas.

Sean L €l un &lgebra Lie simple e ¢, una base ortogonal definida me-
diante su producto Cartan. Por simplicidad el producto tensorial ¢, ® ¢, se
denota por ¢,

Para cada vecindad V' C C del origen, sean M(V), E(V) y R(V) las clases
de las aplicaciones r € C(V, L?®), cuyas coordenadas r,, respecto a la base
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Ly, son aplicaciones meromorfas, elipticas y racionales. Las composiciones
exp{), ¢ € R(V) se llaman aplicaciones trigonométricas y la clase que las
contiene se denota por T{V). En particular, si 7 € M (V) el conjunto de sus
polos se denota por I'(r).

Para cada élgebra A con uno, con la propiedad L < A, por ejemplo para
A = U(L), se definen las aplicaciones p’ € L(L?®, A*®) por

pPa®b = a®b®1,4
pPa®b = a®14Q5b
pBa®b lyRa®b

Aqui el paréntesis de A*® es una extensién de [ |4, y se define por
(=,9] = @z, 3i]a
En general, para cada r € M(V) se definen las aplicaciones
g

DEFINICION 3.1.1 Sea V C C una vecindad del origen. Una solucidn de lo
ecuacidn Y B-cldsica es una aplicacion r € M(V), con la propiedad

[F2(), PP (u + v)] + [P (w), rB()] + [F3(u + v), rB(w)] =0
pare cada w,v,u+veE V.

La igualdad en esta definicién se llama ecuacién Y B-clasica, asociada a
(V, L, A), y sus soluciones usualmente se llaman soluciones clésicas.

En la biisqueda de soluciones clédsicas explicitas las soluciones no degen-
eradas constituyen una clase sumamente accesible.

DEFINICION 3.1.2 Las soluciones cldsicas r, s son equivalentes si, existe una
aplicacidn ¢ € C(V, (AutL)?®) con la propiedad

T = 5§
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DEFINICION 3.1.3 Una solucidn cldsica v es, no degenerada si

detry, # 0

Aunque la ecuacidén cldsica se define en una vecindad, una conveniencia
de las soluciones no degeneradas es que se extienden a C, y dependiendo de
su grupo de polos pertenecen a una de las clases E(C), R(C) é T(C).

Teorema 3.1.4 Sir es una solucidn no degenerada entonces, eziste una ez-
tension a C, con polos simples y, T'(r) es un subgrupe discreto de (C,+), de
rango 0, 1 6 2. Ademds

ranl'(r} = 0= r € R(C)
ranl'(r) =1= r e T(C)
ranl(r) =2 = r e F(C)

En lo sucesivo toda solucién cldsica se considera no degenerada.

Teorema 3.1.5 Para cada L, eviste una solucidn eliptica sii, existe n € N
con

L ~sl{n).
El articulo [AB] muestra todas las soluciones elipticas.

A diferencia del caso eliptico, la existencia de soluciones trigonométricas
depende del grupo Dynkin de L. Especificamente, para cada automorfismo
Dynkin, existe una solucién que depende de su automorfismo Coxeter asoci-
ado.

En seguida se establecen los puntos bdsicos de este método y como con-
clusion se muestran las soluciones correspondientes a las dlgebras cldsicas.

Sean ¢ € Dyn(L) y ¢, su clase respecto el lema A.23, del apéndice sobre
la categoria L.
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DEFINICION 3.1.6 Un automorfismo ¢ € ¢, es Cozeter si
Lf={ae L]|ca=0}

es un digebra y, ¢ es el automorfismo de menor orden con ésta propiedad.

Lema 3.1.7 Para cada o € Dyn(L), existe un automorfismo Cozeter c, y es
inico salvo conjugacion respecto Int(L).

El orden de ¢ se llama indice Coxeter de (L, &), y se denota. por h,.

A través del sistema de generadores Weyl de L se define un automorfismo
Coxeter como sigue. Sean e, f;, h; el sistema de generadores Weyl de L, y
w = exp(2mih ). Entonces, el morfismo ¢ definido por

ce; = wegi, cfi=w fy

Chi = hm‘
es un automorfismo Coxeter. En este caso o se considera como una per-

mutacién de los subindices de los generadores.

Para las algebras cldsicas, por el lema A.23, existen siete casos y los
resultados correspondientes se muestran en la siguiente tabla.

L he cx T

Al n+l | TeT! [w? 0 g(1,w w2 W)

As, |4n+2 | —T2'T 1| Sdg(1,¢,...,8), €= —w

Aapr |40 +2 | -T2'T~" | Sdg(LE,. .., & 21,8716 &0, £=—uw

2n TzT-! | 0 dg(1,wt w2 W72

n T=T-' [dg(l,w,w% ... " 1)

D, [2n-2] TzT" |dg(l,w ™, w?, .. ™ W Wl w52 )

D2 2n T2T-! |dglw™! w2, 0l rw T Wl

La matriz T estd definida por
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Para definir una solucién trigonométrica asociada a la pareja ((L, ), c),
se emplea la siguiente descomposicidn de L, muy similar a la que se emplea,
para definir sus raices.

Sean
Li={ae L|ca=uw'a}

L} = {a e L|ad.z = ox)a, Vz € Lo, a € L3}

Entonces

L=e&L;, i€hZ
Li = ®apoly, dimL{ <1

Lema 3.1.8 Seat =3 i, Entonces
c®c(t)y=t

Por tanto
ted(Li®Li_1), i€hZ.

Sea t; la proyeccién de t sobre el sumando iésimo. Sean I; el conjunto de
raices simples de Ly, y x;, € LY con la propiedad

Tig " Tej—a = 1

Sean
To = Z e(@)20,a ® Zo,-a
acTly
Yy
£ € A(C, L*®)
definida por

k-1
Ex=rp—t+2(1 - J:h)_l Ztixi

donde () es el signo de la raiz a.
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Teorema 3.1.9 La aplicacion r € R(C, [*®)
TU = E(e“h_l)

es una solucidon cldsica.

Para definir explicitamente esta solucién se emplean las siguientes reali-
zaciones de las dlgebras clasicas.

sl(n) ={M e gl,(C) | ttM =0}
o(n) ={M esl(n) | M = -S'"MS}
sp(n) = {M €5sl(2r) | M = —(B™1)!M B}
donde las matrices S y B se han definido en 1.1.6,7.

Los automorfismos de orden dos, para sl(n) y o{2r) son

or = —-S'zS
Y
cx =TzT™?!
donde
/ 1
1
01
T= 10
1
\ 1

Para las dlgebras de los tipos
Ail'ﬂ Brln Crln Drlv A%m Agn-ll D121+1
se emplean los subindices

a:ﬁSN7 a,=N+]'_a
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donde
N=n+12n+1,2n,2n,2n+1, 2n, 2n +-2

respectivamente.

Sean e; la base candnica de C¥, y Ef el operador definido por
Effepg=en (i,5) = (p.q)
Ejepn=0 (i,7) # (n.)
Con estas consideraciones se obtienen las siguientes soluciones.
Para AL:

(-a)r(e)=(1-2)) (B~ ND+2D_+2 Y )ESS

a<f a>f

Para B}, Cl y DX

(1-o)r(z) =(1-1) ) (52— E“‘”I)+2(Z+x2)(Eﬁ“—sasg

a>g
donde
Ea=1 1<a<n
Exa=-1 n+1<a<2n
para Cl, y €4 = 1 en los otros casos.
Para A%m A%n—lz
(1 —z?)r(z) = (1 + z)? z (1-2) ZEgg, 4xNT
+2(1+2)()_+z Y B
a<f a>f
+2(1 — z)(— Z+z Z)Eﬁgf
a<fp a>f

2 .
Para D;_;:

(1-2)r(z)=(1+2%) > EX-E%

aa’
aFn+1,n+2

89

)




g0 CAPITULO 3. REPRESENTACIONESDEQ Y II

+22(Ent1041 — Eni2n42)?®

o0 S0 42t Y WEE-EX)

a<f a>f
o, f#En+1n+2 a,f#n+1,n42
ﬁ’ nl Is
Hiva)( Do w3 )EG - B+ Bl - By
a<n+l a>n+2

G=n+t1n+2 f=n+1n+2

+1-a)( Y. -z > WEhe - BY - Eys + B3P

c<n+1 a>n+2
f=n+1,n+2 f=n+1n+2

La referencia general de los conceptos y resultados de esta seccion es [BD)],
y otra referencia con resultados similares es [VB].
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3.2. Ecuacidn Y B-cuantica

El tinico objetivo en esta seccidn es establecer la existencia de las cuanti-
zaciones de las soluciones cldsicas definidas en la seccidén anterior.

Sean V E]E (C) y B  C una vecindad del origen. Para cada aplicacién
r € M(B, EndV?®), se definen

T2 =7& ’l:dv
T3 = idy ® pyri2

T3 =idy ®T

DEFINICION 3.2.1 Une solucidn de la ecuacion Y B-cudntica es una apli-
cacion r € M(B,EndV?®), con la propiedad
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ra{u)ria(u + v)roa(v) = ros(v)ris(u + v)riz(w) (3.1)

pare cada u,v,u+ v € B.

La igualdad en esta definicién se llama ecuacién Y B-cuédntica, asociada
a (V, B), y sus soluciones usualmente se llaman soluciones cudnticas.

Por su semejanza con las relaciones {15 y Il4, puede considerarse como
su representacion algebrdica pero propiamente constituye un método para
hallar representantes de las marafias X.

EJEMPLOS 3.2.2 Sean V = C? y 5, 0 € C. Las siguientes aplicaciones son
solucidnes cudnticas, asociedas a (V,C).

1.
sen(n + u) 0 0 0
= 0 sen(u) sen(n) 0
0 sen{n) sen{u) 0
0 0 0 sen(n+u)
2
(14u) 0 0 0
= 0 u 1 0
0 1 u 0
0 00 (1+wu)
3.
au 0 0 O
S 0 bu cu O
0 cu bu O
0 0 0 ou
donde

au = Bo(n)fo(w)8:1(n + u)
bu = Go(n)6: (w)bo(n + v)
cu = b1(n)fo(u}fo(n + u
du = 0:(n)01(w)b(n + )
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fou = TT°(1 — 20° " Veos2ru + g 1)(1 — o)

Biu = 20% senmull™(1 — 2p"cos2mu + *n)(1 — g™)

Como una generalizacién de las solucidnes cldsicas se define el concepto
de solucidn semiclasica.

DEFINICION 3.2.3 Una solucidn semicldsica de la ecuacidn Y B-cudntica, es
una solucion cudntica R € M(B,EndV?®) con la siquiente propiedad.

Existe una eztension R € M(B x C,EndV?®) y una vecindad del origen D,
.. donde

R(u, h) = k(idyae + hr(x) + iA,- (W)h') (3.2)

con

Ai(u) € End?®, Vi

y, para cada h € D
Ru(u) = R(u, h)

es una solucion cudntica.

La aplicacidn r se llama limite cldsica de la solucién R, y el complejo &k
se llama constante Planck.

Proposicién 3.2.4 Las soluciones de 3.2.2 son semicldsicas.

Demostracidn. [J2].

El término semiclésica de la definicidn 3.2.3 se debe a la siguiente propiedad
de la aplicacién r.

Proposicién 3.2.5 El limite de una solucidn semicldsica, es una solucion
cldsica.
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Demostracion. Sustituyendo 3.2 en 3.1, y derivando dos veces respecto a h,
al evaluar en cero, se obtiene la ecuacién clisica.

La relacién entre las soluciones clésicas y semicldsicas se explica mediante
el concepto de cuantizacidn, y se ejemplifica con las soluciones de la seccién
anterior.

DEFINICION 3.2.6 Una representacidn de L € L, es una pareja (V, ¢) con
V eE(C) y o€ E(L, AutV)

DEFINICION 3.2.7 Sean R una solucidn semicldsica sobre la pareja (V, B), y
r su limite cldsico. R es una cuaniizacién de r si, existe una solucidn cldsica
s € M(B), para alguna vecindad B, y una representacion p € E(L, AutV)
con la propiedad

e®op(s)=r

Teorema 3.2.8 Pora cada solucion de 8.1.9, eriste una cuantizacidn R.

Para Al:

Rz)=(z - k)Y EX+kz-1)) Ef~® -1 +z > VES

a<f a>j

1 1 Pl A2 A2 .
Para B, C., Dy, A2, A3 _,:

R(z)=(z - k) (z~£€) > EX+k(z—1)(z-¢£)

aFta’
Y B - (- D - (Y +o 3)BSS

aFp.0 a<f asp

a#f atf

+ aap(2) EZG
donde

(k2:c—£)(:l¢-1) a=fata
k(z =&z —1) + (€ - 1)(k* — 1)z a=ao =4

98T =Y (B 1)(eatpth™P (s — 1) bz —€)) o< g
(K = 1)(eacatk™ Bz — 1) — bup(z —€)) a> 8
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Para B, Cl DL A% & A2

2ny 21"

E — k2n~1’ k2“+2, an—Z, __k2n+1, __k2n

para C}
_ Ja-2" 1<a<n
“Tla+2! n4l<a<m

y en los otros casos
a+27 1<a<2(N+1)

a=1{ « a=2"1(N+1)
a—-2"1 21 N+1l)<a<N

Para D2,
R(z)=(a* - k)(a® - ¢%) Y E
afntln+2
+h(e* - )P -¢) Y. BE - (-1 -

, aFB
a 0 JF#n+l,n+2

(> o+ Y ER

a<farf a>0,07#6"
a,8#n+1 n+2 a,d#n+1,n+2

2R - D@ -+ Y. 4 Y WER L ESE)

a<ntl a>n+2
f=n+1n+2 B=n+1n+2

-0 D> +s Y. NES+ERE)
a<ntl a>nt2
f=n+1,n+2 B=n+1,n+2

+ Z aaﬁ(z)Egg:

a,f7#n+1n+2
+27 Y (B@)ER + Bpg) + b () (B, + E5)
B 2

7

+) (¢(2)EZ + ¢ (2) 2% + d* (o) B2S + 4™ () B2

CIC!)

donde, para o, 3 #n+1,n+2
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(K - D)(EFP(2? — 1) —bap(z? — €7)) o< f

(ka? - £2)(a? — 1) o=
aaB( )
(k2 — Db (ERTP(a? — 1) — o2 — €2) a > B

b kTR - 1)(a® ~ 1)z £€) a<n+t]
(z) = {ka iR - (@ —Dz(z +€) a>n+1

c*(z) = £271 (K — {§ + )z(z F 1)(z £ §) + k(a® ~ 1) (2" - £7)

dt(z) = 271K - 1)+ Dz £ 1)(z £ £)
E=k"y

a= n+§ o=n+1n+2

a+1l a<n+1
a—-1 a>n+2

Demostracidn. {J1].
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3.3. Operadores Completos

A través de este concepto se precisan las propiedades de los representantes
de las marafias X, necesarias en las representaciones de las categorias Q y 11
que se definen en las siguientes secciones.

Los dos ejemplos de operadores completos que se tratan en la seccién
se definen mediante las soluciones cuénticas correspondientes a las dlgebras
clasicas A} y BL.

Sean A un anille conmutativo con uno, ¥V €M (A), y v; una base de V.
Los productos v; ® v; se denotan por v, y los productos v; ® vy, v ® vj se
denotan por v, vi.; respectivamente.
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Sea h € EndV?®, con
h'U.,;j = Z h.g’Uk[

La traza parcial troh se define por
trohv; = Z(Z he v
k7
Sus morfismos semiduales
Rt e M(V*V,V*'V), A2 e M{VV*,VV™)

se definen por

1 ki

h* Vkwj = E h,'_,'vi*!
2 kl

R v, = E h;‘j”kj'

(htl)ﬂ — ht — (hﬂ)tl

Entonces

DEFINICION 3.3.1 Un operador cudntico es un morfismo R € AutV?®, con
la propiedad
RlyvolyRoRly =IyRo RlvoIvR (3.3)

Proposicién 3.3.2 Sean Ay = Zlg,q7"] y V™ € F(A), m > 1. Entonces

:_qZEu EEJ"' - )ZE&?

i#j i<j

es un operador cudntico.

Demostracion. En 29, si kK = q entonces

R, = ¢ R(0)

Es inmediato que R? = Iz ~ (g — ¢7!) Ry, y por tanto
Ro— R =(g" -9l (3.4)

R;l _ _q—1Z Z E" —¢™Y ZEJ

igty i>j
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Sea V(™ € F(A;), m > 1 donde
[ Zlg,q¢7Y] m € 2%
T Z¢T 0T me2Z2+1
Para cada ¢ < m, sean
'=m+1—1
i—27'y 1<i<27{m+1)

1={ i i=2"Ym+1)
i+27 271 m+1)<i<m

1 1<i<2(m+1)
ST v 27Ym+1) <i<m

_J1 meZ
YT -1 me2z+1

Proposicion 3.3.3

Ro=q) Bi+) Ei+ Y Ej+q') Eif

i i=i’ i#50 i
Ha—a ) Y (B - eieyd TEY
i<

es un operador cudntico.

Demostracidn. En 29, si k = g entonces

r, = q—lR(O)

El inverso de R, esta dado por

R =Q_IZE?:-+ZE3+ Z E,-’}-l—qZng

it o 5,5 iFif
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g™~ 0) D (B - e, d T EL)

i>j
Entonces
Ry — R =(g—q") D _(BE — cie;d 7 EL)
if

El apéndice sobre R-matrices funcionales contiene una demostracién di-
recta de que R, es un operador cuantico.

DEFINICION 3.3.4 Un operador cudntico completo es una terna ((R, g1, (o, 3))
formada por un operador cudntico R, un morfismo p € Aut(V), y dos
unidades o, € A*, con las siguientes propiedades

Rou*® =y®oR

tro(R ol - ) =081

Por simplicidad, en vez de operador cudntico completo se dice operador
completo, y la terna se identifica con R. Si it es semisimple se obtiene la
siguiente caracterizacion de R.

Lema 3.3.5 Sean R un operador cudntico, o y B dos unidades de A, y
b€ AutV con

U = vy, € A

Entonces (R, i, (o, 3)) es un operador completo si, y sélo si

(1t — ) R = 0 (3.5)
Z(Rﬂ)’##‘j = o' 3by (3.6)

3

Demostracion. Inmediata.
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Proposicién 3.3.6
(Ro, i, (-¢™ 1)), =g
es un operador completo.

Demostracién. De la definicidon

—q i=j=k=1

ki 1 i=l#k=3

(Rw)ij_ ¢l—q i=k<j=1
0 otros

3.5 es inmediato pues, si (R,,)¥ # 0 entonces
tipy — picpr =0
3.6 es equivalente a
D (RENHGIT™ = —g* ™6y,
Si i # k ambos términos son iguales a cero v, si ¢ = k entonces
D (RN = (—)* T (g - ) D@ = g

La demostracién para R_' es similar, y se basa en la igualdad 3.4.

Proposicién 3.3.7
(Ru;fl', (—qu+u’ 1))’ i = _Vq21_'—m—1
es un operador completo.

Demostracion. De las igualdades

€y =—v, t+1=m+1
se obtiene
0 1>
e i=j#i
(R)E =4 1 i=j=1d
g-q™ i=<j#E

(=g 1 +vg® ™) i<j=1¢
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Luego, (R,,) # 0 implica que

{i,i}={k1} 6, j=0 y I=W
0 ambas.
3.5 es inmediate pues, si (R,){s # 0 entonces

Hipty — picpr =0

3.6 es equivalente a
Z(R JJ 2_7 m—1 _qm+u

y su demostracion es por casos

Si¢ >, entonces i > 27 (m + 1)

Z(R )_zquZJ m-—1 q2i7m+u + (q _ q-l) Zq2j——m—1+u - qm+y

b I>i

Si i =1, entonces i = 27*(m + 1), m es impar y v = —1. Luego

Z(R 7j 2_7 m—1 _ 1+(q_q—1)zq2g—'—m—l

i
+{g—q")Y g2
>
=1+(g~-q7") > g* =g
< m—i

Si <7, entonces 1 < 271 (m + 1)

Z(R )JJ 2F-m—1 _ q_qzi-m—l + (q _ q-l)(,i_l_yqzi—m—l)

4
21m1+Zq 2.’!"’"1

>

=g — g )Y ¢ u(g— ¢
F>i

y de esta expresidn existen dos casos.
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Si m es impar, v = —1
Zaijq'zf—m—l _ q2i+1~m + (q _ q—l)(q2(i+1)~m_~_
+q2(i+2)~m+ g g B g™ = g™
Simes par, v =1

Z(R JJ 2_7 m—1 q21—1—m+(q_q—1)(q2i—m+

+q2i+2+m+”.+q—2+q0+q2+'“_l_qm):qm-f—l
Para demostrar que R;? también tiene esta propiedad, sea ¢ € AutA,

Entonces

Por tanto

ST = R o
= S el(R ™)
- ‘PE(R )JJ 25'-m-1

m+v

=" =g

El siguiente par de propiedades de los operadores R, y R, son de especial
interés debido a que representan las relaciones 07 y Il 5.

Lema 3.3.8
(PRY) 0 Iy~ - po (Rup)™ = Iy-v .

Demostracion. Por simplicidad R, se denota por R. Por definicion

(Bp) ™ vie; =D Rijve

y considerando 3.4

(pR U"] = Z lejvk*l + Z ka"Uk-rl



104 CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DEQ Y 1I
Ahora se procede por casos.

8ii# j, entonces pi; =0y

Por tanto

(pR™)* oI po(Rp) v = Z R;‘!km Z R*u,.,
ki T3

=3, Eu Ry T
= HjVinj
= (I - plviy;
Sii=j, entonces pi’ =1y
Ry #0,i<i=k RUL#D k=1<i

Por tanto

(pR_l)d of- H O U‘HI = ZRU

j=2i

(Z kJ'Uktk + q q Z’Uk.,k
= ZRUF‘J( —q v+ (g —q7") Z'Uk-k

izi k>j
= i+ (g — 47D (¢ — g
k>
+ Z(q?,k—m—2 _ q2k—m) Z 'thj]
k>i >k

= piVisi = ({vav - 1)V,
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pues como se demuestra & continuacion, la suma entre los paréntesis cuadra-
dos es igual a cero.

2i—m i
Vit 1eis1

[(q , .
Eq% m42 21 m) 2i—-m 2t—m+2)

Virasivz + (g —q Ui 42442
2: 4 _ 2 2i— 2i— 2 t— 2 21—
q i —m+ i— m)vi+3‘i+3 4 (q i-m __ q i—m+ )'Ui+3-i+3 + (q21 m+2 __ q i mH)Ui+3u‘+3

(qm 2 _ q2: m)“m#m + (qu—m _ q2i—m+2)vmm + (q2é—m—2 _ qm—mH)Um-rm +... +
+(qm—4 _ qm—-‘Z)Umm] =0

Es obvio que los términos de la primera columna corresponden al primer
sumando.

Lema 3.3.9 Sea o € M(V*, V), con

—1_37
vy = £:q° Tuw

Entonces
1. tr(R,oly-(a*a™)) = (trag(R o Iy - (2*a™?))) L
2. Iy-ao(pRf')*?0a™!. Iy op= R,

Demostracion. Por simplicidad el operador R, se denota por R.

1. Es inmediato que

—1_F
a"v,-. = E,‘(I2 ! Uy

- T.g-1
(54 1-1;1--_—5,-41‘ 2 Vil

ataly; = __qui-m—1,u‘_
Por otra parte
Roly - (o"a v = Ru(—vg¥ ™ 1y;)
= Z —quz"_m_levk;
kl
Por tanto

tro(Ro Iv{a*a™ )y = Z(Z S "R vy
kg
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Entonces, de la demostracién de 3.3.7,
tro(Ro Iy - (a*a™))u; = —vg™ ™y,
y andlogamente

trz(R7 o Iy - (a"a))vi = —vg ™ ",

2. Sea

G=1Iy «o (pR)"‘2 o Iya™! o puy;

E ; E:fezq 'Uw

A continuacién se demuestra por casos la igualdad Q = R™1vy;.

Sii=j=1', entonces

1 k=i=1
RF=({ q—q' k=1>1
0 otros
1 L k=1=1
(RYE={ (g—q Veewg ¥ K =l<i
0 otros

Por tanto

Q=cveid v+ (g-a7") D everg N

k>t
=vi+(g-q") Y euerd F viw
k>i
= R_l‘Uij
Sii=j+#4, entonces
(kD) = (5,8

R} ~{

q

0
R—l kl -1 k t - (1’ 2’)
otros

otros
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Por tanto

-1 i-i
‘Q=q EyEyq Vg

=q vy
= R_I’U,‘j
Sii<j =17, entonces
_ q k=l=1
Ry =< q—q' k=I>7
0 otros
q (k1) = (¢,7)
(RS =4 qg-—q" d<k=V
0 otros

Por tanto

Q= geverq v+ (g — 7)) everg T v
P

k>if
— R—l .
= Vi

Sit < j #4, entonces

Por tanto

1
il

1—

Q =EypEpq Vi

— Uij
= R_I'U,'J‘
Si4f = j < 4, entonces
q ) k=1=1¢
Rk _ {g—g¢ " WM1+vg? ™) k=l=1
vl g—q! k=1>4¢
0 k=1#1
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q (k1) = (4,19)
(R_I)MJ — (q_l - Q) + (q Tﬂvl)sigi’qi_i‘ (k: l) = (ii 'f)
" (g — g Y ewewa ™ ki =k

0 k#il=4k

Por tanto

=7

Q = geveaq v+ (g — ¢ ML+ vg" ™ Vepeid v+
(@—97") > everd v
k>
[,
= quii + (g — ¢ N1 — vg® " v
+(g—q¢™) zfi’Ekq{_F'vkk’
k>
ki

-1
= R ’U,;j

Sii #£ 5 < 1, entonces

(1 kD=6
Rif = (g7 —qejed™ (k1) =(,7)
0 otros

g '—q (k1)=(,7)
(BR=4q 1 (k,0) = (4,9)
0 otros

Por tanto

Q = eveig v+ (71 — Qevepg vy

=v;i + (g7 — vy

= R_l'U,;j
La demostracién de
Iv-ao(pR ) ?cly-alop=R

es similar.
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3.4. Representaciéon de

Empleando el operador cudntico R,, como representante de la marana X,
para cada médulo V E]%‘ (Ap) se define una representacién de Q sobre la
categoria ¥ yyv-y. Como puede advertirse, la eleccién de los representantes de
los otros generadores es meramente intuitiva.

Sin perdida de generalidad, en lo que resta del articulo, se supone que los
generadores de (1 v Il estan definidos mediante la sucesién 1,2. Ademas se
supone que cada sucesién orientada é narmada con n términos es igual a la
sucesion natural 1,2,...,n.

Sean A un anillo conmutativo con uno, y v;, w; algunas bases de los
médulos V, W €F (A). Para cada o € M(W, V) se definen los homomorfismos
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a e M(WV* A), dw v=wv(ow)
&EM(AWY), 41=) wi-ow
Sean R € AutV®®, y
beM(A,W V), bl=) bwu;
b € M(A, V. W), bl = ZE;‘j’ij,;

de M(V - W, A), dU,‘UJj = d.,'j
deM(W -V, A), dww; =dy

Sea F' € C{Q U Tq, v,w)) la aplicacién definida por
Fo = ®Fa;
Fa;=V oca;=1
Fa =W oa;=-1
Fut,um,nt, N7, X =b,b,d,d, R
Lema 3.4.1 Eriste una extension F € ®(Q, Bwwn) 1, y sdlo st

1. Ezisten dos isomorfismos a € M(W* V), 8 € M(V* W) con las
propiedades

b=a,b=8d=a&"1,d= g1
2. (R,p=p%"1,(1,1)) es un operador completo.
3. (pR—l)tl o IV “po (Rp)-l — IV* u

Demostracion. Por 1.3.5, es suficiente demostrar que las relaciones F Ry, son
equivalentes a las condiciones 1, 2 y 3.

Fﬂli dIvofvb=Iv

es equivalente a dy;bjx = 1, y asi

O, = E biv;
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es un isomorfismo. Por definicién

FQ]i afwolwg—_—fw

es equivalente a d;;b;, = 1, y asi

Bui. = Zgijwj

es un isomorfismo. Por definicién
B = Bv E = ;B-l
Con F(), se obtienen los mismos resultados.
FQs: RR=1Iy2, RR"' =L

Fﬂ.; : RIvovaORIV = IvRORIv0va
Fﬂs . IdeR:HIVOIVg= IV

es equivalente a
ty (R oIy -p) = Iy

y su demostracién para R se basa en las siguientes igualdades.

Ide R.[v o Ivl—)v.- = Ivdo RIVv" Egjkvjwk
ik
=Tvd > B) | Rifvps)ws
7k
=> b Adav,)
ik rs )
= Z(Zgjkdskm;)vr

sk
Roly - pu; = Ry, Zukjvk
= zk: u:j > Rive,
= Z(; s FUGR Yors
rs
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tro(Ro Iy - p)v Z(ZZ#@ )
= Z Z Z > Brdiu R o
" 3 k E]
= > O breds Rl
ri ks

FQs: Iwvdo IwRlw o blyw o dlvw o IwR Iw o Twyp = Iwv

es equivalente a 3.
vad Q IwRIw o bfvw'vl'wj

= vad O IwRIW Z bk;wkwviwj
ES vad Z bk;wk Z Rl; v,-.,)w,

= Zbk; Z Ruwnv,dy;

= Z Z ;,, *bridij Wity

a*Iy opo (Rp)*? o (Iy-a~ v
= oIy opo (Rp)*u; Z dyjVsn
=a*lyop Z dog Z 2 Uria
=a'ly 2 Z A3 R3S e
= Z Z doj R? Z biiwiv,
= E; ; R budy;wyv,

Andlogamente
dlvw o IwR 1w o Iyvp

=a'Iyopo(Rp)?opofily
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Por tanto
o'y opo (Rp)*? o (Iwa ") o Iv3
o(pR™)? o 7y = Iwy
Pero
(I{,V()!_l)‘t o Ivﬁ = IV‘I,L*
Y
po(a")_1 lyof-Iyop=TIyu'
Luego
(Rp)*(Iv-1)* (pR7)* = (Iv~ - p)*
)7

(pR7")™ o Iypo (Rp)™ = Iy-ps

F{}; también es equivalente a 3.
Fﬂg : fwzd o] Iw2vdlw o IWzRIwz o] Iwvawz o] b[wz = a-Iwz o Iwafvwz

OfwnRIun je] Iwzvg o Isz

es equivalente a

Ro.u,zz.uzoR

Aplicando el término de la izquierda, de F{lg, a w;; resulta

Z Z Z bquHR;[ Jldfjwkp

rs  pg

¥, por otra parte
po a*? oR*o (a—l)tzopu-’ij

=poa”oR" Zdrjvr— Z Ooi¥n
—poa"2zdr3d Z Ry

=2y ZCL,Jd T Zb,,qw,, mewk
=3 Z Z bogbii Ry diidr kg

rs gl pk
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Por tanto, el morfismo de la izquierda es igual a
poa.Q OR' o (a_l)*zOp
y, andlogamente, el de la derecha es igual a

pefBloR o (F)20p

poa®oR o(a)Pop=poffoR o () %0p
R o(a 2o (571 = (@) ' o fPo R?
@ oR=Roput
FQy también es equivalente a esta tiltima igualdad.

Por tanto FQ4589 son equivalentes a 2, F§); » son equivalentes a I, y
FQg 7 son equivalentes a 8.

Sean V™) E]% (Ao) y b, b, d, d, Fy, definidas como sigue.

bl = Z Vi, Bl = Zqﬁ_m_lvii-
dvije = 8ig,  diju = g™ 726
Fa, = ®Fa;
Fag,=V oga;=1
Fa,=V* oq,=-1
FUt Ut Nt N7, X = 6,8, d,d, R

Teorema 3.4.2 Eriste una extension Fp, € d(2, Eyyr)), de F.

Demostracidn. Sean e = Iy, B = p* con

2i-m-1

Hv: = ¢

Entonces R, y (a, ) satisfacen 1-8 del lema 3.4.1, por 3.3.6 y 3.3.8.
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3.5. Representacion de II

Con un procedimiento similar al que se emplea en la seccién anterior se
define una sucesién de representaciones G, , de la categoria II.

A diferencia de las representaciones de (, estas se definen sobre diferentes
categorias dependiendo de la paridad del subindice n.

Sean A un anillo conmutativo con uno, V el?‘ (A) v, v; una base de V.
Sean R € Aut{(V2®) y
beM(A,V™®), b1=> byuy
d e M(V*® A), dv;=d;
Sea G € C(I1 U I'yy, Zy) la aplicacién definida por

Ga™ = ym®
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GuU, N, X* =b,d, R*
Lema 3.5.1 FEziste una extension G € (11, Xv) si, y solo s1
1. Emiste un isomorfismo o € M(V*, V) con

b=&, d=at

2. R'=Iy ao(pR™)2oly -alop
8. R es un operador cudntico.

4. tra(Ro(ly -{a"a™)) = (trz(R o (fy - a*a™)))™!

Demostracion. Por el lema 1.3.5, es suficiente demostrar que las relaciones
G Ry son equivalentes a las condiciones 1-4.
GHl, Hz:
d-IvOIv-bZIV
Iv'dOb'Iv———.[V

son equivalentes & la existencia del isomorfismo «, definido por

Xl = E bij’Uj
con

-1

V= E d-,;j'Uj.

b=a&, d=a!

Gll;: R'M=1I»r RR'=In
GH4: RfvofvﬂORfv=IvRORfvova
GMs: d-Iy20lyR*' Iy oly2b = RY?

es equivalente a 2, pues

d- Iv‘z o IVRIV Q Ivzb'l)ij
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= d . Ivz o .lrvRIv’Uij Z bkﬂ)k[
ki
=d-Iy2 > vibu Y Rifug
ki rg

=22 buRiidpvn

ra ki

Iv-ao(pR)*? o Iva™ o puy;

= Iy oo (pR)%; > diyvipe
=lv-ay dy Xk: Ri‘-’ﬁquh
= Xk: Z;ﬁd,-p:;q zl: By
= qz i bt RE dapvgr

pg ki

La demostracién del caso R~ es similar.

Gllg: IydoR 'Ivolybolvdo RIyolyb= Iy

es equivalente a 4. De hecho

Ivdo Ry o lyb = trpR7' o (Iy - a*e™?)

Ide RIV Ofvb = tI‘zR 0 (IV . a‘a_l)

En seguida se demuestra la primera igualdad.

Ivd o] R-IIV o] [Vb'U,‘

117
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=Ivdo Ry ) bjeve
J
- Ivdz bjk(Z(R‘])F;’qu)vk
= Ivd Z > bjk Vi veak

rq gk

= Z Z bixdgr (R 1] Up

Py Jk

Por otra parte
R'oly- oo lvy; = R v(a Z a5k Vi)
k
= R“lvi(z dik Z buxtn)
= Z dkalk Z ) Upq
= ZZ djkblk(R e
pq ik

Por tanto
tl.'z(R_l o IV . (a*a"l))vij

= Z(Z Zdzkbik D7) )vp
= Z Z dkazk(R‘l

La prueba de la segunda igualdad es similar.

Por tanto GII; ; son equivalentes a 1., GIl5 es equivalente a 2., GIL es
equivalenie a 3., ¥y Gllg es equivalente a 4.

Sean V(™ R (A1) y
be M(A, V2®), b1 = ZE,;qz_l_i_’Uﬁt

deM(V?® A) du;=q 2 g
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Sea G = G,y definida por

Ga™ = V"® ol el

GU,N, Xt =b,d R
Teorema 3.5.2 Friste una extension G € &(II, Ev) de la aplicacion G.

Demostracidn. Sea a € M(V*, V) definida por

I —¢f

o
Qe = €49 Uyt

Entonces, por 3.3.7 y 3.3.9, la pareja R,, « satisface 1-4 del lema 3.5.1.
§

Propiedades de G

Las siguientes propiedades constituyen algunos métodos para calcular los
representantes de ciertas marafias,

Proposicién 3.5.3 G¢ = —pg™+
Demostracién. Por 3.5.1,
Gé = Iydo Rly o Iyb = tryR o (Iy - a”a™?)

y, por 3.3.9,1

troRo (Iy - a'a‘l) = —pgmt¥

De este resultado se concluye que, si M € [I{m,n) y
M = Mo Im_lqb

entonces
GM' = —vg™GM
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DEFINICION 3.5.4 Una maraiia Kauffmen es un cuarteto (L, M, N, P) de
maranas normadas con la siguiente propiedad.

L=Aci, XIjoB
M=Acl,X 'IoRB
N=Acl,[*l,oB
P=Acl,(U-MI,0oB

para algunas sucesiones a™,b™ €11, y A, B € My.

Proposicién 3.5.5 Si (L, M, N, P) es una merafia Kauffman, entonces
GL—-GM =(q— ¢ ")(GN — GP)

Demostiracion. Por (2) de la tercera seccién

GX —-GX'=R, - R}’
=(g—q¢ " )(v2 — bd)
=(g-q¢ )G -Gun)

Entonces

GL—-GM =GAoIyn(GX —GX NIym o GB
= (q— ¢ )GA o Iy~ (GI* — G(UN)) [ym 0 GB
=(¢g—q¢ ') (GN - GP)

Para cada marafia normada M se define la marafna M como la reflexidn
de M sobre el plano z = 27! con la norma inducida por la reflexién.

Sean ng, n; los ndmeros de componentes M* con la propiedad
M #£0, dM'CcZ=0,1
Proposicion 3.5.6

| GM |= (~vg™™ ™ | GM" |
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Demostracion. A continuacién se demuestra la propiedad para X v U, y su
validez general se concluye por induccién.

Si M =X, entonces X = X1, n, —ng=0y
| GX |=| R' |=| B} |=| GM" |

SiM=U,entonces U=, ny —np=1y
- q;—2_16. __7 — ?;I
GU”"'Z{ 0 AT
Por tanto
(—vg™)™m G U (1) = —vg™ Y eg? v

T_o-1
= E &g 2 Uiy
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Capitulo 4

Invariantes Cuanticos

Para definir los invariantes cuédnticos Jones-Conway Jg, y Kauffman K
se definen las categorias Hecke H,(), y Kauffman K,II y se demuestra que
el nudo trivial § es un generador libre de torsién de los médulos HyQ(¢),
KAIl($).

Entonces, para cada nudo IV los invariantes Jones-Conway y Kauffman
se definen como los polinomios Laurent de dos variables con la propiedad
N = Jo(N)8, K(N)f respectivamente. Ambos son invariantes isotépicos y
empleando alguna forma normal de N, sus cdlculos son inmediatos.

123
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4.1. Categorias Hecke

Estas categorias se definen mediante las marafias Conway, y sus morfis-
mos son clases de combinaciones lineales de marafias orientadas.

Sea M una marafia orientada. Para cada forma normal de M se define
su forma normal extendida, agregando el morfismo identidad respectivo en-
tre cada pareja consecutiva de renglones. En lo sucesivo se supone que toda
marana esta definida por una forma normal extendida.

Para cada componente M se define una cubierta ordenada M*% como
sigue. Cada elemento de la cubierta, llamado segmento, es una componente
de la interseccion de M con las variedades
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[z eR | kn ' <az < (k+1)n7Y k <n}
donde n es el mimero de renglones de M.
Si ¢; € C({I,E) es una parametrizacién de M*, M es el segmento que

contiene el punto ¢;(0), y MY, M gon segmentos con un vnico punto
comiin.

Dos segmentos forman una cruz si, su unién constituye alguna de las
marafias X!, Ademsés se dice que el segmento contenido en la variedad
zg 2 0 cruza o pasa sobre el otro.

Los segmentos de las componentes cerradas estan numerados a partir de
cualquiera de ellos siguiendo la orientacion de la componente.

DEFINICION 4.1.1 La componente M* pasa sobre M7 si, para cada cruz que
forman, el segmento de M* cruza sobre el de M.

DEFINICION 4.1.2 La componente M* es anidada si, para cada cruz MY U
M¥*, con j <k, el segmento M* cruza sobre M¥.

DEFINICION 4.1.3 La maraia M es anidada si, cada componente M’ es
anidada y pasa sobre M1,

Lema 4.1.4 S5i M < (@) es anidada, entonces
In, M=0"

Demostracidn. Por induccién en el nimero de cruces de M, y el corolario
2.1.10.

En el caso del grupo de trenzas de n fibras, se obtiene un resultado simi-
lar, pero ahora los generadores son las marafias X,.
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Para cada permutacién 7 € S, por induccidn se define la marafia X, con
las siguientes propiedades: es anidada sin componentes cerradas y su compo-
nente iésima une los puntos (z,0,0) y (74,0,0).

Lema 4.1.5 Si M € Q(a™) es anidada y sin componentes cerradas, entonces
dr € Sn, M=X:

Demostracion. La demostracion es inmediata por induccién en el rango de a,
y el corolario 2.1.10.

DEFINICION 4.1.6 Una marafia Conway es una terna de maranas orientadas
(L, M, N) con la siguiente propiedad

L=Aol,XI,oB
M=Aol,X 'I,oB
N=AoI,1*I,o B

para algunos a,b € Q y A, B € Mg.

En la figura 4.1, se muestra una representacién local de la marafia Con-
way (L, M, N).
Figura 4.1: Marana Conway

EJEMPLOS 4.1.7 Las ternas (8,0,6%), (1,1,1 0) son marafias Conway.

En las figuras 4.2, 4.3 se muestran las formas normales que lo demuestran.
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FOUOUC

Figura 4.2: Marafia (6, 6, 6%)

Figura 4.3: Marana (1,1,1 6)

En lo sucesivo A denota un anillo conmutativo con uno, y que contiene
al menos dos unidades. Para cada pareja z, y de unidades de A se define la
{l-categoria H {2 por

HaQa,b) = A[Q{a,b)]/T
donde T es el submddulo libre generado por los morfismos
zL —z7'M —yN

para cada marana Conway (L, M, N}, con L, M, N € §}(a,b).

Las composiciones de H {2 se definen como las extensiones lineales de las
composiciones de , y los morfismos identidad son las imagenes de I bajo
las proyecciones

pe C(Q(aa b)7 HAQA(GJ b))

La Q2-categoria H 4 que se define con estos elementos se llama categoria

Hecke.

El producto tensorial de £} también se extiende linealmente en un pro-
ducto tensorial ® g de H 481, y como resultado se obtiene el siguiente teorema
andlogo al teorema 2.2.10.
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Teorema 4.1.8 (HsQ, Qu,B) es una categoria monoidal estricta.
Demostracion.(1.12) Por definicic’)n
a@rb=ec=0®ga
Meyd=M=0y M
para cada objeto de a € Ha{?, y cada morfismo M € Mg ,q.
(1.13) También por definicién
a®y (bRuc)=(a®@ub)®pc
¥, por 2.2.10 y linealidad
(Mg N)®yL=Moy (N®yL)

para cada terna de morfismos L, M, V.

La categorfa Hecke también es una categoria cudntica, por ejemplo, res-
pecto la estructura definida por la imagen, bajo la proyeccion p, de la estruc-
tura cuantica definida en £2.

La propiedad principal de esta categoria es que sus morfismos son com-
binaciones lineales de marafias anidadas y sin componentes cerradas.

En efecto, si M € H4Q(a,b) entonces sustituyendo en su forma normal algin
morfismo X por X! y 17, se obtienen M;, M, con

M=z"2M, — z"yM,

Esto implica que, si en M un segmento cruza sobre otro, al intercambiar-
los para que el segundo cruce al primero, se obtiene una combinacién de
maranas en la que el primer término presenta la cruz conveniente y en el
segundo término, incluso se ha eliminado la cruz.

Luego aplicando el mismo procedimiento a M), y M;, hasta obtener sola-
mente maraiias anidadas, por induccidn, resulta que M es una combinacién
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de marafas anidadas.

De la sigutente propiedad se concluye que ninguna marana de la combi-
nacién obtenida contiene componentes cerradas.

Proposicién 4.1.9 Pare cada n € N,

o = yl_"(:c _ ;1;_1)"_19
To=y(z-27)1

Demostracion. Inmediata.

En algunos casos esta propiedad implica la posibilidad de calcular el rango
del médulo Ha{a, b), 6 de definir su estructura. Por ejemplo, si a y b son la
sucesion vacia, por 4.1.4, se concluye que el nudo trivial es un generador del
médulo HxQ(@). Empleando esta propiedad, para cada enlace N, se define
su polinomio Jones-Conway Jo(N) por

N = Jg(N)e.

En la ultima seccién de este capitulo se define un invariante de nudos
mediante este polinomio.



4.2. MODULOS HAQ(A, B) 131

4.2. Modulos Hya,b)

Como se ha indicado al final de la seccién anterior, en esta se demuestran
varias propiedades de los médulos Hecke HyQ(a,b), y en algunos casos se
calcula su rango v se definen sus generadores.

Sea A el anillo de polinomiocs Laurent en dos varisbles Z[z,z 71, y,y71].
Considerando el isomorfismo natural

HaO(a,b) ~ A®p HAQ(a, b)

para demostrar una propiedad de H 4§12 es suficiente hacerlo para Hy§3.

Sea Qpla,b) C Q(a,b) la clase de las marafias desanidadas y sin compo-
nentes cerradas.
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Lema 4.2.1 Para cada a,b € Q, Qp(a,b) es un conjunto de generadores del
mddulo HpyQ(a,b).

Demostracion. Seccién anterior.

Asf como en el caso del grupo de trenzas B, C §)(a?), donde ¢ = id, es
posible definir su rango y su estructura [JB], como subgrupo de Ha$){a") se
obtiene un resultado similar.

Teorema 4.2.2 Sea a® € §2, con o = 2d. Entonces HaSY(a) es de rango n!.

Demostracién. Sea M € HyQ(a). Por 4.2.1, M es una combinacién lineal de
merafias anidadas y sin componentes cerradas. Sea /N una marafia de esta
combinacién y supdngase que

BN‘- = {(17 07 0)1 (ji: 0! 1)}

para cada 1.

Sea 7 la permutacién de la sucesién 1,...,n con la propiedad =j; = i.
Por induccién se define la marafia X, € {2(a) con las siguientes propiedades:
es anidada, sin componentes cerradas y su componente iésima une los puntos
(5:,0,0) e (1,0,1). Ademds, si N* cruza sobre N*, entonces X¥ cruza sobre X.

Entonces

X:oN =1d,
Por tanto X, m € S, es un conjunto de generadores de HQ{a).
Para demostrar que las marafias X, son linealmente independientes, sea
F € C(HAY ), M(V™®))

FuA(z,9)M = Mq™, g —q )FaM

donde V es un @-médulo de rango m > 2, y @ es el campo de cocientes del
anillo de polinomios Z[g,g7}].

Por definicién F, estd bien definida y es un Z-homomorfismo.
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Luego, si

D AX:=0, A €A

entonces
Z Aﬂ'(qm: q— q—l)Fme =0

Pero como F,, X, son linealmente independientes en M(Vm), para m > 2
Ax(g™ g~ ¢7) =0, Ym>2

Por tanto Ay = 0, y Haf2(a) es de rango n!.
Corolario 4.2.3 X, m € 5, es una base del médulo HyQ(a).

Teorema 4.2.4 Seanal, b2 € Q yn=2"1(p+q).

1. 83 00 # >, 7; entonces HyQ(a,b) =0

2. 8i) o;=73% 71 entonces HyQ(a,b) ~ HAQ(c")
Demostracion. Supéngase que a es la sucesién i < p, y bes 5 < q.

1. La demostracién de la implicacién, si HaQ(a,b) # 0 entonces } 0, =
2.7, es inmediata.

Sio; = 1 entonces, la componente N*, para algin N € HxQ{a,b), une el
punto (3,0, 0) con algin punto (j(1),0,0) é (j(¢),0,1). Por tanto

oimn=—1 6 7y =1

Sean J el conjunto que contiene los subindices del primer tipo y, K los del
segundo tipo.

Anélogamente se definen los conjuntos J' y K’ para la orientacién 7.
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Entonces

-%
Kl

=ZTj+ZTj :Z‘Tj
J’ K’

2. Si op = —1, se define el isomorfismo
[f2 HAQ(a,b) ~ HAQ(p - 1,q+ 1)

(,DM =M T O?:d’,_.1U+

donde las orientaciones dei < p—-1,j< g+ 1son i, 7; ¥ Tp41 = L.

Si en la sucesién ¢ < p— 1, existe 4 con orientacién negativa, se define el

isomorfismo
YM = o(Xr 0 M)
donde 7 es una permutacién de 1,...,p — 1 que aplica p— 1 en i,.

Asi, por induccién, existen sq,,t; € R, conec =1y
HyQ(a,b) ~ HaQ(s,1)
Anélogamente, si 7t = —1 se define el isomorfismo
@ HaSY(s,t) ~ HaQ(s + 1, — 1)
¢M=id,-N" oM 1

donde las orientaciones de ¢ < s+ 1, 7 <t—1son g;, 7; ¥ 0541 = L.
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También en este caso, si jp < ¢+ 1 tiene orientacidn negativa, se define el
isomorfismo '
P HxQ(s+1,t — 1) ~ HaQs + 2, —2)

WM = p(M o XY)
donde 7 es una permutacién que aplica el nimero jy en ¢ — 1.
Entonces, por induccién
HpQ(s,t) ~ HAQ(CZ)
donde p = 1. Por tanto
HyQa,b) ~ HAQc).
Corolario 4.2.5 HxQ{a,b) es A-mddulo libre de rango n!

Demostracion. 4.2.3 y 4.2.4,2,

Corolario 4.2.6 Sean af,b? € , con la orientacidn o constante y 5 7; =
poyr. Entonces HaSla,b) y HaQd,a) son HaSd(a)-mddulos libres de rango
nl(p!)~!, donde n =271 (p+ q).

Demostracion. La demostracién que se presenta en seguida es para el médulo
HyQ(b,a), con o =1, y las de los otros casos son similares.

Para cada subsucesion ¢ de b, con la propiedad 7, = 1, se define
e € M{HxQ a) ® HAQU(dL T, 0), HAQU(b, a))
o MON=(MeN)o X,
donde = es la permutacién de b;, con las siguientes propiedades
why < whe sii &; < by
wh; <p sii b €c.

La sucesién d. = b — ¢ tiene la mitad de sus términos orientados positiva-
mente y la otra mitad negativamente.
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Sea C el conjunto gue contiene las subsucesiones ¢. Entonces, cada mor-
fismo . es inyectivo y los médulos imye, ¢ € C generan el HyQ(a)-mddulo
HaQ(b, a).

Por otra parte
cardC = n!(p!(n — p)1) !

Z ran(imey,)ran Hx(2(a)
< Z ran Hx (b — ¢, @)p!
c
= cardC - (n — p)!p!
= ranH (b, a)
Por tanto

HpQ(b, @) ~ Hafa) @4 Y HAQ(b - ¢, 0).

Luego HaQ(b, a) es un Hp2{a)-médulo de rango n!(p!)~L.
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4.3. Categorias Kauffman

El método de definicidn de estas categorias es semejante al que se emplea
en las categorias Hecke, pero en vez de las marafias Conway se emplean las
marafias Kauffman.

Del mismo modo que para las marafias orientadas, por principio se de-
finen los conceptos de marafias normadas que contienen una componente que
pasa sobre otra, y en general el de marafias normadas anidadas.

También en este caso se obtienen dos resultados inmediatos, uno sobre el
nudo trivial y el otro sobre las trenzas.

Lema 4.3.1 Si M € [1{B) es enidada, entonces
dn, M=0"
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Demostracidon. Idem 4.1.4.

Lema 4.3.2 5i M € II(n) es anidada y sin componenies cerradas, entonces

Ire S, M =X,

Demostracién. Idem 4.1.5.

DEFINICION 4.3.3 Una mararia Kauffman es un cuarteto (L, M, N, P) de
maranias normadas con la siguiente propiedad

L=Aol,XI,oB
M=AoI,X ‘I,oB
N=Aol,J*I,o B
P=AoL(U-NI,oB

pora algunos a,bell y A, B € M.

En la figura 4.4, se muestra una representacion loca! de la marana Kauff-

man (L, M, N, P).
N

]|

Figura 4.4: Marana Kauffman

EJEMPLOS 4.3.4 Las cuartetas (8,6,62,8) y (16,1,1, 1) son maranias Kauff-
man.

En las figuras 4.5 y 4.6, se muestran las formas noermales que lo demues-
tran.
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000000

Figura 4.5: Marafa (6, 6, 62, 9)

010 0

Figura 4.6: Maragia (10,1,1,1)

Para cada marafla M se define su derivada M’, agregando un bucle a M,
esto es
M = Mo L™,

para algunos a, b € II.

En los sucesivo A denota un anillo conmutativo con uno, y que contiene
al menos dos unidades. Para cada nimero v = +1, y cada pareja =, y de
unidades de A se define la II-categoria K4II por

Kall{a,b) = A[ll{a,b)]/T
donde T es el submédulo libre generado por las combinaciones

L+vM —yN —yyP 4.1)

Q' —zQ (4.2)
para cada marafia Kauffman (L, M, N, P), y cada marana Q.

Sus composiciones son las inducidas por las de la categoria II, y los mor-
fismos identidad son las imagenes de Iy bajo las proyecciones

p € C(Il(a,b), Kall(a,b)), Va,bell
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La Il-categoria K4II definida por estas clases se llama categoria Kauff-
man.

En este caso el producto tensorial de II se extiende en un producto ten-
sorial @k de K 4ll, y como resultado se obtiene el siguiente teorema anilogo
a 4.1.8.

Teorema 4.3.5 {K4I1, ®k, ) es una categoria monoidal estricta.

Demostracidn. Idem 4.1.8

De hecho K 4II es una categoria cudntica respecto a la estructura definida
por la tmagen, de la proyeccién p, de la estructura de II.

La propiedad bésica de los morfismos de la categoria Kauffman es que
son combinaciones lineales de marafias anidadas sin componentes cerradas ni
bucles.

Esta propiedad es consecuencia de las igualdades 4.1 y 4.2, y su méto-
do de demostracién es similar al de la respectiva propiedad de la categoria
Hecke. Para anidar alguna componente de la maraiia M € K,I{a,b), si en
su primera cruz pasa por abajo de alguna componente, se sustituye esa cruz
por la otra, y se obtiene la igualdad

M=—vM; +yM;s+ vyM,
donde M,, My y M, se obtienen de M sustituyendo su primera cruz X, por
X1y un.

Aplicando este mismo procedimiento a Ma, y luego a Mz y M,, se obticne
una combinacién de marafias anidadas.

Ademés empleando las igualdades de la siguiente proposicién se concluye
que ninguna marafea de la combinacidn tiene componentes cerradas ni bucles.
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Proposicién 4.3.6 Para cada M € Mg yn e N

=y 1l+v-vy)" 6 (4.3)
I8=(—v+y+vy)l (4.4)
M =M (4.5)

Demostracion. (4.3) Por induccién, para n = 2, considerando el primer ejem-
plo de

6410 — y8? — vyd =0

Por tanto

=y 10+ vy 16— 18
=y (1+v—wvy)d
=y *(1+v—wvy)* o

Suponiendo que el resultado es vélido para n—1, v empleando el resultado
paran =2

" =6-6""

— yl—(n—l)(l +y— uy)(n—l)—lgz

=y (1 4 v — vyl

=y "M1+v—wy)* e
(4.4) Por 4.3.4

I8+ vl —yl —vyl =0.
Por tanto
I8 = (—v+y+uvy)l

(4.5) Por definicién
M ~zM=0

Esta propiedad implica, en algunos casos, que es posible describir ex-
plicitamente la estructura de los médulos K 4I1(a, b) 6 de calcular su rango.
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Por ejemplo, si a y b son la sucesién vacia, por 41, se concluye que el nudo
trivial es un generador del médulo KAIT(@). Entonces, para cada enlace N,
se define su polinomic Kauffman K(N) por

N=K(N)

En la 1ltima seccién de este capitulo se define un invariante de nudos

mediante este polinomio.
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4.4. Moédulos K,ll(ab)

Los resultados de esta seccién conforman una descripcién completa de la
estructura de los médulos Kauffman K,II(a,b).

Lema 4.4.1 Sean a™,b™ € Il. Si m +n es impar, enfonces
Kall(a,b)=0
Sim -+ n es par, entonces
KIl(a,b) ~ KAIl(c?, B)
donde p = 271 (m + n)

Demostracion. La primera parte es inmediata y, la segunda se demuestra con
el mismo método que 4.2.4,2.
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Para cada n, sean J,, el conjunto que contiene la sucesién i < 2n, y So,
el conjunto de las involuciones libres de J,, esto es las permutaciones idem-
potentes sin puntos libres.
Para cada 0 € Sz, sea N, € [I(d**,¥) la maraiia anidada con norma

constante cuyas componentes i y j, con ¢ < j, se definen mediante la grafica
de la figura 4.7. Sea X, el conjunto de maranas Ny, o € Son.

it

[N q, 1 r

Figura 4.7: Componentes i, j

Teorema 4.4.2 T, es un conjunto de generadores del mddulo LAI1(d, D)
Demostracidn. Es inmediata, con un método similar al que se empleaen 4.2.2.
Para cada ¢ € I, con ¢(2n) =r, sean o’ € Son—2 y L, € II(2n,2n — 2)

con la propiedad
Ny = Ngr 0 Ly

donde L, se define mediante la grafica de la figura 4.8.
\
\
A\ )

Figura 4.8: Marana L,
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Por otra parte, para cada ¢ € Son, y cada m > 2n + 2, se definen el
conjunto Sy, y la sucesioén a; = a(o) por

Se={i€ Jo|i>0c(1)}

etcard{j €S, |j<i} 1€85,
a; = .
m—+1— ax) 1€ Jp— Ss

donde € = [27'm] + 1.

Lema 4.4.3 Para cada a(o), o € Sy,
1. {a}={e+ili<n}u{m+i—e—n|i<n}
ai=a; S, i=]
2. Sie < <a; entonces i < j
3 Siai<m-—-eya;j+a;,=m+1 entoncesi <j.

Demostracién. Inmediata.

Sean A, el conjunto de las sucesiones a(c), y ¥ € C(San, A,) definida
por
o = a(o)

Proposicién 4.4.4 La aplicacidn ¢ es biyectiva.

Demostracion. Es inmediata de 4.4.3.

Para demostrar que T, es una base de K, II{d, @), ademss de los conceptos
que se han definido se emplea el vector v, definido como sigue. Para cada
sucesion a € A, y, V definido como en 3.5.2, se define

Vo = ®,, € VO

y teniendo en cuenta 4.4.4, v, se denota por v,, st a; = a{g). Si o(2n) =r,
los vectores v,,,, Vo, N0 dependen de ¢ pues

tm=€e+n, g =m+1-(ec+n).
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Sea v, definido por
U = Uy, @ ... QU @ ... D Vg,

donde la cufia sobre las componentes indica que estas se han omitido del
producto.

Teorema 4.4.5 I, es una base del modulo AI0(d, B).
Demostracion. Por 4.4.2, es suficiente demostrar que los morfismos
G 1M € M(VE Z[g*, ¢77))

son linealmente independientes, Entonces, por 4.4.4, es suficiente demostrar
que
GNgue =0 sii, o # .

La demostracién es por induccién sobre n =1,...,{27'm] -1, Paran=1y
m = 4, la dnica involucién de J; es o = (1, 2). Luego

Sg = {2}, Ug = Ug ®‘U3

G Ny (’U,) =4q

Supdngase que el resultado es vdlido paran = h— 1, y sea ¢ € &y, con
o(2h) = r. Entoces, existe ¢’ € S, 5 con

Ng =Ny oL,
Considerando que
GN(Us®Veyn) #0 sii, s=m+1—e—h

se concluye que
GL,=0 sl a,#m+1—e—*h

GL, =0, si e =m+1—e—h
Pero por hipdtesis
GNy (v,) =0 sii, o’ #7
por tanto :
G Ny (vr) =0 sii, o #m.
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Corolario 4.4.6 ranKaTI(d,}) = 2n!!

Demostracion. card®, = 2n!!
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4.5. Invariantes Cuanticos

En esta iltima seccién se completa la construccién de los invariantes
cuanticos Jones-Conway y Kauffman, y para concluir se establece un método
de cilculo para cada uno.

Considerando que el nudo trivial # es un generador del médulo HxQ(@),
para demostrar que el polinomio Jones-Conway es un invariante isotépico es
suficiente demostrar que & es un generador libre de torsién.

Teorema 4.5.1 # es un generador libre de torsion del mddulo HAQU(®).

Demostracion. Sea @ el campo de cocientes del anillo de polinomios Z[g, ¢7}].
Para cada n > 2, se define el morfismo

pe M(HAQ(Q): Q)
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oAz, y), M) = X" g — q " )Fa(M).

Este morfismo esta bien definido porque, para cada marafia Conway (L, M, N)

(gl —~ 7'M —yL) = ¢"F,L — ¢ "F,M — (g — ¢ ") FuN
= Fo(q"L —q¢ "M — (g —q "}N)

Luego, si A@ = 0 entonces
Mg" g—qg M F.8=0, ¥n2>2

Pero
F'ne = Zqﬂ_‘ﬂ_la
y por tanto
AMg"g—q¢ ) =0, ¥n>2

Entonces por el teorema fundamental del dlgebra A = 0.

Corolario 4.5.2 El polinomioc Jones-Conway J¢ es in tnvariente isotdpico
de nudos.

Andlogamente, como el nudo trivial € con alguna norma constante es un
generador del médulo KAI¥(®), para demostrar que el polinomio Kauffman
es un invariante isotdpico es suficiente demostrar que € es un generador libre
de torsion.

Teorema 4.5.3 8 es un generador libre de torsion del mddulo KAII().

Demostracion. Para cada n € 2N y v = &1, se define el morfismo
¢ € M(KAII(#), Q)

e(Mz,y), M) = M~vg™™, ¢ — g7 )Gin M.

Este morfismo esta bien definido porque, para cada maraiia Kauffman (L, M, N, P)
vy R€ Mp
GL +vGM = (¢ — ¢ H)(GN —~ vGP)
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y
GR = —v¢"*"R,
de donde
o(L+vM—-yN—-wvyP)=0
Yy

p(R — zR) = 0.

Puesto que GO es el polinomio ¥ e;¢% ", la igualdad Az, y)6 = 0 implica
Mg g-q)G8=0

y asi, por el teorema fundamental del dlgebra, A = 0.

Corolario 4.5.4 El polinomio Kauffman K es in invariante isétopico de
nudos.

Proposicién 4.5.5 Jof=1y K8 =1

Demostracion. Inmediata.

Las siguientes relaciones son necesarias y suficientes, para calcular el in-
variante Jones-Conway de un nudo.

o = y_l(a: _ x—l)en—l
L=z M+z yN
Jef =1

donde (L, M, N) es una marafia Conway.

Por otra parte, para calcular los invariantes Kauffman se emplean

en =yl—n(1+y_yy)ﬂ+19
L=-vM+yN+vP)
Ké=1y KR =zKR
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donde (L, M, N, P) es una marafia Kauffman y R € Mp.

En ambos casos, para efectuar los calculos, primero es necesarico hallar

una forma normal del nudo.

EJEMPLOS 4.5.6 En la figura 4.9 y 4.10, se muestran los nudas 6, v y 7, 6
¥ a conbinuacion sus polinomios Jones-Conway y Kauffman.

/]

Figura 4.9: Nudos 8 y 7

Los polinomios de # son 1,1 y los de 7 son

252 + $2y2 —z4

2y —oyt + 27 (1+ ) - ¢

(\

Figura 4.10: Nudos 7y § -

Los polinomios de 7
2272 + 72y — 274,
z(l+y") —z7ly’ -2y + 3

v los de 4 son
14122 — 2
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—a?yt - wy a7y e (L) -t

El método para calcular estos invariantes se ejemplifica con el nudo 7.

Por principio, en la figura 4.11 se definen las marafas 7+, 70.

9

Figura 4.11: Maradss 7% y 7°

Entonces

7= x%r" — gyr”

Ahora, en la figura 4.12 se definen las marafias (7%)* y (7%)°

folles

Figura 4.12: Maraiias (%)% y (9

Luego empleando las relaciones o y 8, de la figura 4.13, se concluye que

20 = :122(7'0)+ _ Iy(_,_o)o
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N N
: % B rﬂ
Figura 4.13: Relaciones o y

Por tanto
T =20 — *yh* + =%y
= %8 — 2y(y Yz — =71)8) + o7y?0

y asi
Jor = 22% + 2% — 2%,




Apéndice A

Categoria L

La siguiente relacién de resultados sobre la categoria de las dlgebras de
Lie constituye un antecedente esencial en la teoria de grupos cuanticos, la
ecuacion de Yang-Baxter y la representacion de las categorias de maraiias.

1. Algebras Simples
En este apéndice A denota un dlgebra Lie de dimensidn finita. Para. cada
pareja de conjuntos B, C' C A se define su conmutador [B, C], como el sub-

espacio generado por los elementos [b, ¢], donde 6 € By ce C.

Por definicién B es un ideal de A, si B es una subdlgebra de A, y el
conmutador [B, A] estd contenido en B.

DEFINICION A.1 El digebra A es simple si, no es abeliana ni contiene ide-
ales propios.
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DEFINICION A.2 El dlgebra A es semisimple si, no es trivial ni contiene
ideales abelianos propios.

Las clases de las algebras simples y semisimples se denotan por S y S.

Entre los conceptos propios de la categoria L, las derivaciones son defini-
tivas en la clasificacidn de las dlgebras simples.

DEFINICION A.3 Una derivacidn de A es una aplicacion § € E(A, A), con
la propiedad
dla, b] = [6a, b} + [a, 0], Va,b

En particular, las derivaciones
ade(b) = [a, b], vb

se llaman derivaciones internas.

Las dlgebras definidas por las derivaciones y las derivaciones internas se
denotan por Der(A) y Ad(A). Entonces

Ad(A) < Der(A) < Aut(A)

DEFINICION A.4 Elpunio a € A es nilpotente 6 semisimple si, ad, es nilpo-
tente 6 semisimple.

DEFINICION A.5 El automorfismo ¢ € Aut{A) es interno si, existe una
sucesion finita a; de puntos nilpotentes y

o= ]e™

El conjunto de automorfismos internos de A se denota por Int(A); este
conjunto es no vacio porque, si @ € A ¢s nilpotente entonces

e*%= ¢ Int(A)



157
Lema A.6 Si A € S entonces
Int(A) = AutO(A), Der(A) = Ad(A).

2. Subélgebras Cartan

Mediante los conceptos de subdlgebra Cartan y forma Cartan, la clasifi-
cacién de los objetos de la clase § se deduce de la clasificacién de los objetos
de la clase S.

Para cada n € N, se definen los ideales
Ao=A, A.=1AAn]

Si A, = 0, para algiin n, el dlgebra A se llama nilpotente.

Teorema A.7 (FEngel). El dlgebra A es nidpotente si, y sélo si cada punio
a € A es nilpotente.

Para cada subdlgebra B < A, se define su normalizadar N4(B) por
Na(B)={a< A|[s,B] C B}
La subdlgebra B se llama autonormal si
Na(B)=B
DEFINICION A.8 La subdlgebra B < A es Cartan si, es nilpotente y autonor-
mal.

Teorema A.9 Para cada dlgebra A, existe una subdlgebra Cartan.

Ademds, si A € L(C) entonces, cada pareja de subdlgebras Cartan son
conjugadas respecto el subgrupo de Int(A), generado por los automorfismos
e*d donde a es un punto nilpotente.
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DEFINICION A.10 El rango de A es la dimension de alguna de sus digebras

Cartan.

Para cada algebra A, se define la forma K4 por
Ka{a,b) = tr(ad, o ady), Va,b.

Esta forma se llama forma Cartan de A.

Teorema A.11 A €8 si, y sdlo si la forma K4 es no degenerada.

Corolario A.12 A €S si, y sdlo si, eriste una sucesion finita A; de ideales
simples y no abelianos con la propiedad

A=pA,;

Ademds, cada idecl de A es lo suma de algunos términos de esta sucesion.

Teorema A.13 Si A € § y B < A es un digebra Cartan, entonces B es
abeliana, cada punto b € B es semisimple y K4 p es una forma no degener-
ada.

3. Diagramas Dynkin

Para cada A € §, y H < A una subslgebra Cartan, se define
Adu(H) ={ads |a € H}

Entonces Ads{H) es un dlgebra abeliana y sus elementos son semisimples.

Lema A.14 Si L < Aut(A) es abeliana entonces, eriste una base a; de A,
donde cada a; es un eigenvector de los elementos de L.
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Sea a; la base de A que se obtiene del lema A.14, y Ad4(H). Para cada
1, se define e; € H* por

adpa; = ai(h)ai

Para cada a € H*, sea.
Ax={a € A|adp(a) = a(h)a, Vh € H}
DEFINICION A.15 El elemento a € H* es una raiz de A, si
dimA, > 1
El conjunto de raices de A se denota por Ay(A) y se llama sistema de
rafces, adem4as es no vacio porque cada o; es uns raiz.

Lema A.16 Ay(A) es un conjunto de generadores de H*.

Sean I'g{A) C Apn(A) una base de H*, y E su espacio lineal real gene-
rado. Supdngase definido en F el orden lexicografico, respecto la base [y (A).

Lema A.17 Ay(A) C E.

DEFINICION A.18 Una raiz es simple si, es positiva pero no es la suma de
dos raices positivas.

En lo sucesivo IIg(A) = {oi<,} denota el conjunto de raices simples de
A

Lema A.19 La aplicacion v € L(HH*), definida por
v{a)b = K(ab)

es un isomorfismo.
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Para cada o € H*, su preimagen v~'a se denota por t,. Sea ||.||, la norma
definida por el producto

(@B = K{ta,tp)
v sea a;; la matriz definida por
ai; = 2(05, ai)”ai”_2

Esta matriz se llama matriz Cartan de A.

Teorema A.20

|detay] >0
a; =0,—-1,-2 6 -3 y az=2
aij=0 st a; =0
aii=-1 st a=-2 6 —3.

DEFINICION A.21 E!diagrama Dynkin de A es el poligono orientado Dy(A) C
E, cuyos vértices son las raices simples de A.

Si |ay;| > 1y ooyl > 0, el lado o que une los vértices a;, o; estd orien-
tado de o; hacia o;.

El producto m;; = ajja; se lama multiplicidad del lado a;j;, y el lado ¥
su multiplicidad se representan mediante m,; — 1 segmentos, como en figura
A1, donde my; = 3.

Figura A.1: ay;

DEFINICION A.22 Un automorfismo Dynkin de A es una aplicacion ¢ €
Aut(E), donde ¢n,, (1) s una permutacién de llg(A) y

(a,8) = {pa, pb), Va,b
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El grupo de automorfismos Dynkin de A se denota por Dyn(A).

Lema A.23
Dyn(A) ~ Aut(A)/Aut’(A)

El orden de Dyn{A) es 1, 2 ¢ 6, y si es 6 entonces
Dyn(A) ~ Ss.
Entonces, por A.6
Dyn(A) ~ Aut(A)/Int(A).
Luego, para cada ¢ € Aut(A), existen ¥ € Aut(A) y o € Int(A), con
¢=go%y, ¥°€Dyn(A).

Lema A.24 Fl automorfismo v es tinico salvo conjugacion Int(A).

4. Esquemas
Sean E € Ey S = {ai<n} C E. Para cada pareja o, o; se define
a; = 205 - ogffos]|
DEFINICION A.25 Un esquema es un conjunto S con las propiedades
|detai;l > 0, ay € Z°

El nimero n se llama rango de 5.

Un esquema S se llama compuesto si, existen dos subconjuntos 57, S, C S
con las propiedades (
S=5U Sz, 5115

Si un esquema no es compuesto se llama simple.
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DEFINICION A.26 E!diagrama Cozeter del esquema S, es el poligono C(S) C
E, cuyos vértices son los puntos oy, y que tiene los mismas propiedades que
un poligono Dynkin.

Proposicién A.27 Si A € S entonces IIg(A) es un esquema simple y
Dy(A) es su diagrama Cozeter.

Teorema A.28 FEl diagrame Cozeter de un esquema simple pertenece a al-
guna de las tres clases de la figura A.2.

— D- LT
10 l_'—.
Figura A.2: Clases 1ILIII

Los diagramas de la segunda clase pueden ser de alguno de los tres tipos
de la figura A.3.

Figura A.3: Clase II, tipos LILIII

Los diagramas de la tercera clase pueden ser de alguno de los dos tipos
de la figura A 4.




163

<
BRSES

Figura A.4: Clase IiI, tipos 1,11

Para cada esquema S se define un algebra g(S), mediante la construccién
de Serre [S], con las siguientes propiedades.

Si C(S) tiene n vértices y pertenece a la clase I, su dlgebra se denota por
Ap.

Si C(S) pertenece a la clase II, y es del tipo I, II  III, g{S) se denota
por Fr,, By Cp,yn=4,n2>2,n > 3 resp.

Si C(S) pertenece a la clase II1, y es del tipo I 6 II, g(S) se denota por
D,yE,,yn>4 n=26,78 resp.

Teorema A.29
Ay ~sl{n+ 1)
Bp ~so(2n+1), C,~sp(2n)
D,, ~ so(2n)

5. Clasificacién de las dlgebras simples

La clasificacién de estas élgebras es inmediata de A.27-A.29.

Las algebras de las clases Ay, By, Cn y Dy, se llaman algebras cldsicas, y las
de las clases Eg, E7, Eg y Go se Hlaman excepcionales.

Para cada pareja (L,o), formada por un slgebra Lie y un autorfismo
Dynkin del dlgebra, la notacién L™ indica que el orden del automorfismo o es
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n. En la primera seccién del tercer capitulo se incluye una tabla con algunos
propiedades de varias parejas (L, o), donde L es un algebra clésica.

Las referencias de las demostraciones de todos los resultados de este

apéndice son [JH] y [JS].



Apéndice B

RE-matrices Funcionales

En este apéndice nuevamente se demuestra que R, es un operador cuanti-
co, pero ahora el método de demostracion se basa en el concepto de R-matriz
funcional.

Sean A un anillo conmutativo con uno, K un conjunto, y A(K)} el con-
junto de aplicaciones de K en A.

Para cada pareja ¢, 9 € A(K?), se define
R(p, ¥) = R € C(A(K?), A(K®))
Rf(a,b) = ¢(b,a) f(b,a) + ¥(b,a) f(a,b) (B.1)
En general, para cada 1 < i < n, se definen
R; € C(A(K™), A(K™))
Rif(a) = plairn, a:) flan, o) @imyy @ity @iy Gin2, < - 0n) + {0501, a5) f(a)
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DEFINICICN B.1 Una R-matriz funcional ,sobre el conjunto K, es una apli-
cacion R € C(A(K?), A(K?)) con la propiedad )

RiR Ry = BaRy Ry (B.2)
para = 3.
Si R es una R-matriz funcional, de B.2 se concluye que
RiR 1R = Rip RiRin

para cada ¢ < n.

Proposicién B.2 Si el conjunto K es finito, entonces los médulos A(K?) y
A(K) ®4 A(K) pueden considerarse idénticos y, B.2 es equivalente a 3.3.

Demostracion. Inmediata.

Proposicién B.3 Si ¢(a,b) = 0 para a # b, entonces R(yp,¢) es una R-
matriz funcional, para cade eplicacion .

Demostracion. Inmediata.

Debido a la importancia que tienen las R-matrices, por su relacién con
los operadores cudnticos, en el siguiente teorema se establece un método de
construccion.

Sea K un conjunto ordenado linealmente, g € A* y r € A. Sean p, ¢ €
A(K?) con las siguientes propiedades

w(a,b)y(ba)=r a#b
0 a<h
¥(a,b) = —g—pa,b) a=b

rg”! —gq a>b
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Teorema B.4 R(py) = R es una R-matrz funcional, invertible y
R™=r"R+ (rtqg—q)id (B.3)
Demaostracidon. Sea A la resta de los operadores de B.2. Entonces
Af(a,b,c) = f(a, b, c)[¥(c, a)(p(b a)p(a, b)—p(b, c)p(c, b)) +i(b, a)d(c, b) (1 (b, a) —(c, b

+£(b, a, )| (b, a)((c, a)y(a, b) + ¥(b, a)¥(c, b) — ¥(c, b)#p(c, a))]
+f(a: c, b){@(cr b)(t” (b: GW(C» a’) - 71’(0; a’)w(ca b) - 1,[)(6, b)’lf)(b, a))]
Sean fi, f y fs los coeficientes de f(a,b,¢), f(b,a,¢) y f(a,e,b), y

a=rq"'—q

Bb = Ot(T + Q’([)(b, b) - (,D(b, b)2 - "nb(b’ b)z)
7 = (b, b)(20cb(b, b) ~ 0?)

Entonces
b c=b>a
fi=4 —fb c>b=ua
0 c>b=a
b c>b=a
f2= ‘P(b,b)'l,b(b,b)2 c=b=a
0 c=b=ag
—vb c=b>a
fi=4q —ob,b)y(d,b)? c=b=a
0 c=b=a
Por tanto

Af=0 sii gb=~b

Pero empleando la igualdad
¥(b,6) — (b, b) = —q

la demostracién de fb = b es inmediata.

Por otra parte la demostracién de B.3 es inmediata de B.1.
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Para concluir se define una R-matriz funcional R, que bajo ciertas condi-

ciones sobre ¢, coincide con el operador R,.

Sean V un A-médulo libre, vicy, una base de V, y ¢j;, ¥i; las matrices

con las propiedades

Qi =1 1#]

(,D.','=O Y1
0 i<
Py =4 —4 i=7
gl—q i>j

Sea R, € M{V?®,17?®) definido por
Ry =Y @Bl + ¥k
£f
Corolario B.5 R, es un operador cudntico con
R,-R}'=q"'—q
Ademds, si ¢;; =1 parai # j, entonces
R, = R..

Demostracién. Es inmediata de B.2 y B.4.
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