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PREFACIO

Este ibro esta dirigido a estudiantes de ingenieria civil y arquitectura, se trata de una guia de
ia materia de estructuras isostaticas actualmente incluida an el tercer semesta del plan de estudio de
la carrera de ingenieria civil.

E! objetivo principal @s que el estudiante reconczca el analisis estructural como parts esenciat
del desarrolio de un proyecto e identifique los tipos de estructuras, ios tipos de elamentos, los tipos de
acciones (cargas) para que asl adquiera la habilidad para analizar cualquier problema de estruchuras
(isostaticas) en forma iogica y sencilla smpisando pars la solucion los principios bdsicos
perfectaments comprendidos para postariomments lograr avanzar en el dmbiio de las estructuras.

Se da por sentado que el lector posee los conocimientos correspondietites al estudio tedrico
de la estitica, dlgebra, trigonometria, calculc diferencial e integral. Examinando directamente los
problemas, los concepios se presentan en t&minos simples vy cada paso se explica en forma
detalada, @sl mismo se presentan seres de ejercicio para que ol estudiants logre aprender y mejorar
la mectnica de los problemas.

Generaimente ta gente no pone atencién, ni piensa en la estructura sobre la cual desarmolia
sus aclividades, psro cuando una estructura se colapsa entonces es cuando se pone a reflexionar y
8e cuestiona para tratar de entender que paso. Es importante comentar que el ingeniero estructurista
es quien participa en fodas las construcciones en donde el sar humano desarmolla sus actividades
(puentas, carmeteras, casas, edificios, presas, teatro, cines, ...). Desde luego estas estructuras deben
sstar debidamente disefladas para que 185 actividades 88 puedan realizar adecuadarmente.

E! ingsniero estructural. Se encarga del aregio y dimensionamiento de las estructuras y sus
partes, de tal manera que soporten satisfactoriaments las cargas colocadas sobre ellas. La Mecanica
como ciencia que estudia las fuerzas y sus efectos se convierte en la ciencia bésica de la ingenieria
estructural.

En ol andlisis estructural conjugamos conocimientos de ciencias basicas aplicadas al arte de
la Ingenieria para encontrar fuerzas y deformaciones.

El ingeniero por medio de los conocimientos, fisicos y mateméticos, crea modelos, a los que
aplica ecuaciones y puede por ko tanto planear, conocer y rectificar una estructura antes de ser
construida.

Este libro solo estudia los problemas de estructuras planas (sus elemenios geométricos estan
contenidos en un plano, asi como su sistema de CRIga ¥ apoyos), y rabasa su émbito la consideracion
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de estructuras espaciales (sus slementos geométricos no estén contenides dentro de un plano, © su
sistema de carga 0 de apoyos no se ubique dentro de este).

En e! primer capitulo se estudian los conceptos bésicos: tipos de estructuras, cargas, apoyos,
88 Verificaran las condiciones de estabilidad y determinacion de una estructura, | isostaticidad,
estaticidad, hiperestaticidad e hipostaticidad de las estructuras. Asl mismo sa presenta una sere de
sjarcicios que reforzara lo aprandido durante el caphtulo.

En #f sagundo capituic sa repasan los concepios fundamentales: sistemas de fuerzas en e!
piano y en sl espacio, equilitvic de sistemas, diagramas de cuerpo libre, superposicion de causas y
efectos; con sjercicios explicadns en forma delallada para una facil compresidn y aprendizaje. Asl
mismo se le presenta al astudiante una serie de ejercicios con los cuales podra practicar o visto en ef
capitulo.

En el tercer capitulo entramos a los problemas précticos empezando con el andlisis de cables,
describiendo la clasificacion de estos, y la manera en la que se cakcula cada tipo de cable. De acuerdo
a las solicitaciones que va a soportar, presentando la serie de ejercicios. En la segunda parte de este
capitulo se analizan ias armaduras, presentando los conceptos fundamentales de estas estructuras en
ceiosia, analizamos la isostaticidad, se presentan los métodos para su andlisis (métode de los nudos y
método de las secciones) mostrando ejemplos muy bien explicades y una sere de ejercicios para
aplicar lo aprendido.

En & cuarto y ultimo capitulo analizamos las estructuras sometidas a flexion y cortante que
son las estructuras con las qua o ingeniero se enfrentara dia a dia y que son ias mas sencillas en su
andlisis. Empezamas con los conceptos fundamentales para seguir con el analisis de los diferentes
tipos de vigas con los divarsos tipos de carga que sa presentan, pesamos postariorments al andlisis
ds marcos con sus diversas variantes, seguimos con arcos y finalizamos con iz superposicion de
causas y efectos. Se presenta una serie de ejercicios qua abarcan |os diversos temas tratados en ests
capituo.



INTRODUCCION

1.1. TIPOS DE ESTRUCTURAS

E! marco ABCD que se aprecia a continuacion, por regla general lo identificamos como una
estructura. El concepto de estructura que posee el comin de la gente es el de un slemento fisico-
aspacial quse tene forma de una viga, de un marce, de un arco, de una armadura, efc., pero no kb
asocia a |a carga que resiste, en nuestro caso W ni al sistema de apoyo del ente geométrico al
sisiama de piso (en nuestro ejempio los dispositivos A y D).

. B C
w
A D
A B
Fig. 1.1

Es evidente, dasde el punto de vista cualitativo, que el elemento geométrico ABCD no “siente”
lo mismo con la carga W que con otra que pudiera actuar horizontaimente y, por ende, no trasmitira
las mismas reacciones al terreno a través de los apoyos Ay D.

Por lo anterior, conceptuarames una estructura como el sistema formade por las cargas, el
alemento geomédnico y los apoyos.

Pensamos en un caso simple: la estructura de una casa. Nos damos cuenta que es la unidn
de varios elementos estructurales (cimientos, muros, dalas, castiios, iosas) que trabajan en conjunto
para resistr unas cargas dedas y trasmitiias al terreno por medio de apoyos.

Si fijamos nuestra atancién an una fosa, esta en si es una estructura, una vez determinadas
las cargas que soporta y definidos sus apoyos sobre muros o columnas. Sin embargo, toda la casa, a
su vaz, 85 una estructura que soporia el peso propio de ks materiales con que esta construida y las
cargas dal mobiliario y la gente que habita.

A través de muros y columnes estas cargas se trasmiten a Ioscir_‘nlentosquesonel apoyo
adecuado de la estructura para inducir las cargas al terreno o sistema tierra

3



ESTRUCTURA: Estructura es un elemeanto o un conjunto de elementos que, unidos entre sl, resisten
las cargas que soportan y las trasmiten al terreno a través de sus apoyos.

Sabemos que unas estruciuras son diferentes de otras y que por elio se comportan de manera
distinta. Pensemos en los aspectos que diferancian a las estructuras:

» Lageomstria que las define.
» Las cargas que sopoftan.
» La forma en que estan apoyadas.

Tratemos de imaginar la geometria que cominments tenen las tres estructuras que se
muestran en la figura 1.2.

a) Un edificio de cinco niveles que es utilizado para oficinas.
b) Un puente que es construido para cruzar un cauce paquefio.
¢} Un tangue que sirve para aimacenar agua. :

c A
7l (o)
71 1

Wag
- T
& Wi
5 77 Tanque

,-—1

S 7

Trabes

Losa

Fig. 1.2



Nos damos cuenta de que solo por estar destinadas a diferentes usos, estas construcciones
deberan estar definidas geomstricamente de manera distinta.
Enumeraremos, entonces, con qué fin se construyen las estructuras mas comunes:

a) Cubrir un espacio, como en el caso de un edificio 0 de naves industriales.

b) Salvar un claro, come en el céso de los puentes.

c) Contener empujes, como en los tanques de aimacenamiento o en ias presas.

d) Otros casos, como sucede con kas estiucturas que sostienan cableados o con las torres de
alta tension, etc.

Con fines de estudio, las estructuras podemos clasificarlas en estructuras pianas y

esiructuras espaciales
Considenemos las tres estructuras de la figura 1.3.

D. C.
F
A B.
e M b) 8)

)
Fig. 1.3.

La primera de eflas (a) tiene sus elementos geométricos ABCD determinando un plano y el
sisterna de carga F esta contenide en el mismo plano. La estructura es una estructura plana. El
paraboloide de ia figura (b) posee sus elementos geométricos USTW dentro del espacio, sin
posibilidad de estar alojados en un solo plano. El sisterna de carge R también esta en el aspacio y por
ende la esfructura 8s espacial. Analizando la estructura de la figura (c), advertimos que sus alementos
geométricos ABC definen un plano, pero ef sistema de carga actiGa sobre B perpendicular al plano.
Como la carga esta fusra del planc ABC, a la estructura la catalogamos como aspacial.

ESTRUCTURAS PLANAS Y ESPACIALES:

Emendemos por estructura plana aquella cuyos aelementos geométricos estan contenidos en
un plano, asl como su sistema de carga y sus apoyos.

Una esfruciura es espacial cuando sus elementos geométncos no estan contenidos dentro de
un plano o cuando pudiendo estario, su sistema de carga o de apoyos no se ubique dentro de este
plano.




El objetivo de este libro es estudiar las estructuras planas y rebasa su ambito la consideracion
de estructuras espaciales.

Dentro del plano podemeos distinguir varios tipos de estructuras por su categoria. Asi, es facil
advertir la existencia de:

a) Estructuras rectas.
b) Estructuras curvas.
c) Esfructuras de superficie.

Las estructuras rectas pueden ser vigas horizontales o inclinadas y cclumnas que son
elementos generaimente verticalas, Es posible conformar una estructura compuesta por dos columnas
¥ una viga a la que denominaremos marco. Los marcos pueden ser recios o inclingdos. A un conjunto
de marcos se le llama estructura reticuiar.

tna estructura muy comin es la union de barras rectas articutadas de tal manera que forman
una reticula: se conocen por el nombre de armeaduras.

Las estructuras curvas pueden ser arcos circulares, ellpticos y parabdlicos.

Los cables tambi#n son estructuras curvas (aunque pueden ser rectas). Los cables siempre
trabajan con esfuerzos de tension y pueden ser parabdlicos, elipticos y catenarios, segun el sistema
de carga que soporten.

Las estnicturas de superficie son fundamentalmente muros y losss. Los primeros son
estructuras que se alojan en planos verticales. Las segundas, por lo general, son elementos
estructurales que se presentan horizontales. '

i s

Viga horizontaf

Viga inclinada

whi

Marco recto

[

Cable recto Columna




Arco Circular

o

Estructurs reticular

Marco inclinado

Arco Eliptico

Armadura

Cable Curvo

Arco Parabdlice

Muro

Fig. 1.4.



ESTRUCTURAS PLANAS

( Horizontales
Vigas
Inclinadas
Verticales
Columnas
Inclinadas
Estructuras rectas <
Rectos
Marcos
inclinados
Armaduras
\ Cables rectilineocs
{ Circulares
Arcos Eliptices
Parabdiicos
Estructuras curvas {
Parabdlicos
Cables Elipticos
L Catenafios
Muros
Estructuras de superficie
Losas



1.2. TIPOS DE CARGAS

imaginemos las fuerzas a iss cuales puede estar sometido un puente ferraviario:
primeramente, la carga que ejerce la propia estructura del puente por la accion de la gravedad, dada
por su pesc propio, que es una carga uniformements distribuida o repartida a o largo de todo el
puente, la denominamos carga museria.

Otra carga que soportara s! puente s la que ejerce el paso dei ferrocarril, que es una carga
viva, constitulda por un conjunto de fuerzas concentradas moviles.

La fuerza ejercida por el empuje del viento es una carga accidental, para la cusel debe estar
disefiado el puente, esta carga cambia de magnitud y direccion.

La fuerza de impacto producida por el golpe de la locomotora en las juntas abiertas entre
rieles y el cabeceo de |a misma son otras cargas que debera soportar el puente.

Existe la probablidad de que en aigin momento se produzcan cargas faterales originadas por
un sismo.

Todo el sistemna de cargas de una estructura esta compuesto de fuerzas y momentos.

Desde el punto de vista de su superficis de accion, las cargaes pueden ser concentradas o
distribuidas.

Pensemos en una viga que s& apoya sobre ofra como aparece en la figura 1.5.

: 22
3 Y

Fig. 1.5

=

Las vigas A y B tienen por dimensiones de ancho y espesor b y d respectivaments y, por lo
tanto, tlenen un peso determinado por ja accion de ia gravedad y el peso volumétrico del matenal de
que estan construidas.

La viga A, que sive de apoyo a la viga B, puede ser representada (en el plano) como se
observa en la figura 1.6.



Carga que la viga B
deposita en la viga A
concentradamente

& Representecion de la viga A A

Donde la fuerza P @s una carga concenftrads que ejerce la viga B. La linea horizontal
represenia el eje de la viga A Para el procesc del disefio de estructuras, los elementos son
representados graficamente por sus gjes.

Simbolo de carga Trabe

—/\— 7

Para hacer el analisis de la viga A, consideramos que |a carga P esta aplicada en un punto.
pero en realidad es una carga que actua en dsterminada area: éi area de contacto entre las dos vigas.
El hecho anterior nos hace plantearncs una pregunta: ¢ hasia qué area podemes considerar una carga
concentrada?

Si ahora tenemos oue sobre la viga A descansa una placa de 1 m de ancho, no podemos
considerar concentradamente esa carga. Es imposible hacer resaltar que no existe una norma al
respecto y que el criterio del ingeniero es la base para decidir cuando se trata de una carga

concentrada (Fig. 1.8)
>

Fig. 1.8

Placa
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1.2.1. CARGAS CONCENTRADAS

Cargas concentradas son aquellas que se consideran, para su analisis, aplicadas n un punto.

Es una buena aproximacion, pero nunca es real, dado que siempre axiste una superficie sobre la cual
actia una carga. Se trata de un artificic valido para el proceso del analisis y disefio de estructuras.

a)

b)
c)
d)

Las unidades de estas cargas son unidades de fuerza (W).
En ei ejemplo del puente ferrocarmilere consideramos cargas concentradas:

Las ruedas del ferrocarmil. A estas cargas las llamamos moviles por su desplazamiento sobre
las vias. Todas siguen una misma linea de accion.

La fuerza de impacio producida por el goipe de las ruedas en las juntas abiertas entre rieles.
La carga de sismo.

La carga producida por el cabeceo de la locomotora.

En otros casos, a la fuerza que trasmite un cable, una columnag, etc., se le considera como cargas
concentradas. )

Volvamos al ejemplo de las vigas A y B (Fig. 1.5). Por la accidn de la gravedad, la viga A tiene

un peso propio que se distribuye a lo largo de su eje. Esta carga sigue una ley de distnbucion
constants y la llamamos carga uniformemente repartida.

Sl representamaos ahora la viga A (en la figura 1.9) tenemos:

N

Fig. 1.9

Donde W es la carga (por unidad de longitud) del peso propio, uniformemente distribuida.



1.2.2. CARGAS REPARTIDAS

Cargas distribuidas o repartidas son aquellas que se congideran aplicadas a lo largo de una
linea (en el plano).
Estas cargas estin dadas en unidades de fuerza entre unidades de longitud (WL").

En la realidad no solo se presentan cargas uniformemente distribuidas. Las cargas repartidas
pueden seguir una ley de variacion, lo'que por o general sucede. Asl, las cargas distnbuidas pueden
sar uniformemente repartidas, come en el ejemplo anterior, y no uniformemente repartidas.

Tomemos el caso de un tanque de almacanamiento (Fig. 1.10) que contiene un lfquido a una
altura h y tiene un peso volumétrico 1. Por ta accidn de la gravedad, el liquido ejerce una carga sobre
el tangue en la que la presitn del liquido no tiene el mismo vakr a diferentes alturas (Presion
Hidrostitica). La carga sigue una ley de variacidn linesl pero no constante. Este es el caso de una
carga repartida no uniformements. En e! fondo dal tanque la presion vale vh y en la superficie del
liquide tiene un valor igual a cero. A este tipo de cargas lo llamemos carga tnangular.

»\((

=3

W -ressssssannng




Pensemaos ahora en el empuje de tierra sobre un muro de retencion (Fig. 1.11). Se trata de un
ajampio simiar al del tanque que contiene un liquido. E! valor de la carga sobre el muro estara en
funcidn del material que se trate y, con ello, de un peso volumétrico y de la altura a la cual se
encuyentra. Es una carga que se distribuye lineaimente de manera triangular. Si sobre of relleno actia
la carga de una construccion, dada como una carga uniformemente distribuida (WL'"), que podemos
eknoon'nr como el peso total da.l edificio entre su longitud en e sentido que analizamos, aparece una
distribucion lineal y constante de presiones en el teteno, asta carga se transmite al muro.

\
NT—
\ Distribuciones de
\ nresiones sobre el
muro

Fig. 1.11

Esta carga puede ser concebida como una carga irapezoidal o puede ser separada en dos
cargas ya conocidas: una carga uniformemente distribulda y una carga triangular (Fig. 1.12).
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Fig. 1.12

Pongamos ahora el caso de un camion que deposita basura en una losa elevada, para que
otro camién que la recoge por debajo de la kosa, pueda levarla a una nave de procesamiento como se
muestra en la figura 1.13. '

@]

[ @]

O
e

=
LT P PP

Fig. 1.13

Si representamos con y; 8l peso volumeétrico de |a basura, la carga que se produce sobre la
loga sera la que se chserva en la figura 1.14,

YoH,

@ memmcmaccraany




O podria ser representada como indica la figura 1.15.

4 ‘ :
YoH:! + !
A '

Fig. 1.15

Hemos hablade de cargas que siguen una ley de variacidn conocida, pero eso no siempre
sucede. Una zapata aislada, unida a una columna, frasmite una carga al suelo donde se apoya. En
esle caso no se conoce con exactitud la ley de variacion que sigue la carga sobre e suelo. A la
distribucion que se muestra (Fig. 1.16) se le llama buibo de presiones y tiene la forma siguiente:

"Columnn

[ | Zapata

Fig. 1.16.

En general se pretende adecuar las cargas, para su estudio y andlisis, a cargas
concentradas, uniformemente distnibuidas, trisngularmente distribuidas o alguna otra distribucién cuyo
estudio sea mas fécil. '

imaginemos ias cargas a que esta sometida una losa de un adificio de oficinas: adernas del
peso propio, se tienen cargas provecadas por archivos, escritorios, personas. S pretendemos
encentrar las cargas reales a que puede estar sometida dicha losa, se nos presentaria el problema de
que la combinacidn de cargas, cambiandolas de lugar, s muy grande y que, ademas, tendriamos
distribuciones muy dificiles de manejar. Por simplicidad, en el caso de losas consideramcs cargas
uniformemente distribuidas en un érea. Sus unidades son de fuerza entre area (WL?) (Fig. 1.17).

Las cargas pueden ser clasificadas, también, desde el puntoc de vista de su permanencia en
cargas vivas, cargas muerlas y cargas accidentales.

Volvamos a fijar nuestra atencidn en el Ultimo ejemplo planteado, las cargas a que puede
estar sometida una losa de un edificic para oficinas. A la carga de archiveros, personas que pueden
ocupar el lugar, siflas, escrilorios, papeleria, etc., se le lama carga viva.
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Si pénsamos en un puerte para peatones, cargas vivas son las personas que o cruzan,
En o caso del puente ferroviario, el tren es Ia carga viva.

1.2.3. CARGAS VIVAS

El reglamento de construcciones de! Distrito Federal considera cargas vivas a las fuerzas
gravitacionales que obfan en una construccion y que no tisnen cardcter de permanente.

Corresponden a cargas gravitacionales debidas a la ocupacion nommal de Ia estructura y que
no son permanentas en ella. Dabido a la caracteristica de movlidad y no permanencia de esta carga
el grado de incertidumbre en su determinacién es mayor. La determinacion de la posible carga de
disefio de una edificacion ha sido objsio de sshudio durante muchos afios y gracias a esto, por medio
de estadisticas, se cuenta en la actualidad con una buana aproximacion de las cargas vives de disefio
38gun et uso de la estructura.

Para efectos de disefio es el calculista quien debe responder por la saguridad de la estructura
eh su vida dtil, para esto cuenta con las ayudas de las normas y codigos de disefio donde se
especifican las cargas vivas minimas a considerar.

Pensemaos ahora en la magnitud de las cargas vivas. /,De qué depende?

imaginemos un estadio, ¢ cud! puede ser la carga viva m&axima? En condiciones normales de
servicio, el estadic se hallard {leno de parsonas.

Los cuartos de un hotel, en condiciones normales, no estaran llenos de personas. Podria
suponerse que se llena de personas, con lo cual se obtendrén cargas muy elevadas; pero, como es
bgioo,amayorcargaesneoesariarnayorrusistenciadaIapiezayoonestosadevaelooﬁo.Este
costo adicional no se justifica, pues la seguridad que se da es muy pequefia dado que la probabilidad
de que ocurra es también muy reducida.

De lo anterior puede deducirse que la magnitud de la carga viva estd en funcion del usc o
destino de la construccion de que se trate.

Los reglamentos de construccion contienen estimaciones de carga viva para construcciones
de diferentes usos.
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En ocasiones es necesarno suponer cual puede sar la magnitud de |a carga viva, como suceda
an e proceso de una construccion, en que se almacenan maleriales, se muave equipo, efc., ¥ no
exigte una gula para ello. Un factor importante para decidir cusl deba ser la magnitud de la carga viva
es a seguridad que se requiere en una consiruccidn. En el caso del disafic de presas, la seguridad se
elige con base en el costo menor ente los dafios que causaria su falla, muitiplicados por su
probabilidad de ocurrencia mas el costo de la obra y el costo de una obra que garantice no fallar con
esa carga. ‘

Debido a que es impreciso, en la mayoria de ias ocasiones, el andlisis de cargas vivas, es
necesario aumentarias razonablemente con cbjeto de tener construcciones seguras y pensando en
efectos no previstos, como el salio de los espectadores en un estadio, que es un casc mas critico que
el de personas que nNo 58 mueven.

Concentrémoncs ahora en la carga que hemos mencionado en prmer término en los
ejemplos: la carga de peso propio de las construcciones. En un edificio hay cargas que se deben a la.
accion de la gravedad y que tiene cardcter permanente, como loses, castilios, columnas, muros,
instalaciones, acabados, etc. A estas cargas les kamamos carges muertas.

12.4. CARGAS MUERTAS

Cornrasponde al pesc propio y al peso de kos materiales que soporta la estructura tales como
acabados, divisiones, fachadas, techos, efc. Dentro de las cargas muertas también se pueden
clasificar aquellos equipos permanentes en la estructura. En general las cargas muertas se pueden
determinar con cierto grado de exactitud conociendo las densidades de los materiales.

La carga muerta en las construcciones esta dada por los elementos estructurales como losas
y columnas y por los slemeantos no estructurales como plafones, ventanas, instalaciones, etc.

Al vatorar las cargas muerias puede tanerse un grado de precisidn mayor que con las cargas
vivas, por lo que en estas cargas se incrementa menos su valor. Para hallar el valor de la carga
miuerta, conocemos tanto ias dimensiones de las piezas como el peso volumétrico de los materiales a
emplearse.
nghmnhdewnstuccbnsspuaelDBﬁhoFedemlwﬂemphlaswgasmuertasybs
pesos especificos de los materiales. '

Por ejemplo, i quaremcs conocer ta carga de peso proplo de una trabe de 30 cm X 60 cm de
concreto reforzado, tenemos (Fig. 1.18).

4 D -
600111* .J,‘—’"’“
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30cm Fig. 1.18



Se recomienda usar peso volumétrico del concreto yo = 2.4 Ton/m*®.
La carga muerta sera.

{2,400 kg' m**}(0.3m)(0.6 m) = 432 kg/m
Y |a representamos como se indica en la figura 1.19.
W =432 kg/m

el

L
Fig. 1.19

Veamos ahora como actuan las cargas de viento y sismo. Desde el punto de vista de su
permanencia, no pueden ser clasificadas como vivas o muertas debido a que no son producidas por fa
accion de la gravedad; las cargas de viento y sismo se distingusn por o tener cardcter permanente,
A estas cargas las lamamos cargas accidentales.

12,5. CARGAS ACCIDENTALES

Consideramos cargas accidentales a las fuerzas que actian en una construccion, que no son
gravitacionales y no tenen caracter permanents.

Las fuarzas producidas por la accidn del viento y de los sismos no son las Gnicas cargas -
accidentales, pero son as que comunmente 36 utlizan en el analisis y disefio de estructuras. Otro
ejemplo de carga accidental es la provocada por explosiones, pero estas fuerzas no se prevén salvo
CASOS excepcionsles.

El sismo es una fberacion subita de energla en ias capas intericres de la corteza terestre que
produce un movimiento ondulatorio ded terreno.

Este movimiento ondulatorio se traduce en una aceleracion inducida a la estructura que
contando esta con su propia masa y conociendo la 2da ley de Newion se convierte en una fuerza
inercial sobre Iz estructura. Es inercial porque depende directamente de la masa de la esiructura
sometida al sismo.

Come es dific suponer la magnitud méxima que puede alcanzar un sismo o la accion del
vianto, la evaluacion de estas cargas es poco precisa, pof lo que debe incrementarse o valor obtenido
mas de lo necesario para aumentar cargas vivas y cargas muertas.

Para evaiuar las cargas producidas por sismo, se recurre a la segunda ley de Newton:

F=mn

Podemos conocer la masa de un edificio (s peso ), que se calkcula svaluando las cargas
muertas y cargas vivas necesanias, La aceleracion a emplearse estd en funcidon de una division por
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zonas, zonas que difieren de acuerdo con el tipe de suelo donde ha de construirse y el tipo de
construccion de que se trata; el tipo de una consiruccion estd determinado por su forma y por la
manera en que resiste la accion da un sismo.

tas cargas producidas por SISMO les consideramos concentradas en cada nivel, como se
muestra en la figura 1.20.

F,

F2
F3

F4

Fig. 1.20

La carga de sismo es una carga importante que se debe considerar, dado que en muchos
casos €s la que determina ks dimeansionas y resistencis de las plezas de una construccidn (columnas,
trabes, efc.).

Iimaginemos una barda como se muestra en la figura 1.21.

Fig. 1.21.

Supongamos que el viento actia perpendicular a la barda. Esta estructura estara sujeta a un
empuje por al lado que actua el viento y @ una succidn por e lado contrario, pero las dos fuerzas
tienen el mismo sentido, por lo que deben sumarse. '

La evaluacion de las cargas de viento esta basada en la zona de la construccion.

Es importante hacer notar que las cargas de viento y sismo actian de manera contraria en las
estructuras. En general, el viento produce poco efecto en una construccitn que el sismo afecta. Si
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tenamos una construccion con una gran masa, fa accidn del sismo sera muy fuerte, pero por su
solidez, el viento la afectard poco. Por el contrario, tenemos una construccién de poco peso, el viento
podra ser una carga fuerts, pero el sismo no. En general, puede decirse que las estructuras de
madera y acero son mas afectadas por e viento que las estructuras de concreto y que el SISMO les
provoca cargas de menor magnitud. La magnitud de las fuerzas depende de factores como altitud,
forma de la estructura y topografia.

Por ultimo, podemos clasificar las cargas de acuerdo con la forma en que actian la estructura
en solicitaciones o carges activas, cargas reactivas y cargas intermnas.

Examinemos detenidamente el ejemplo de la figura 1.22.

w

S ——

Fig. 1.22.

Sobre dos columnas se monta una viga que tiene una carga W actuando sobre ella.
Decimos que W es una solicitacién para la viga, es una carga ectiva. Las cargas activas son
cargas externas.

12.6 CARGAS ACTIVAS

Llamemos solicitaciones o cargas activas a las fuerzas a las que estd sometida una
construccion que debe soportar, COmo $ON cargas vivas, cargas muertas, cargas accidentales.

- Para que la viga esté an equilibrio estdtico, es necesario que tenga dos cargas verticales
concentradas provocadas por las columnas, como 8 muestra en el diagrama de cusrpo libre, para

que impidan el desplome verticalmente.
w

Fig. 1.23.
Llamamos a las reacciones R carpas reacfivas, que son las cargas extemas con las que se
pone en equilibrio la viga y estan provocadas por las piezas que la sostienen.
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1.2.7. CARGAS REACTIVAS

Liamamos cargas reactivas a aquelias con las cuales responden los apoyos a las cargas
activas para tener en equifibrio un elemento o una construccion.

Las cargas reactivas de un elemento pueden estar dedas por otro elemento, por una
construccion o por el terreno en que se apoyan.

Por ultimo, si hacemos una seccién A-A en cualquier punto de la viga y consideramos la parte

a la izquierda de la seccion o la parte a [a derecha de la seccion, tendremos ios diagramas de cuerpo
libre de la figura 1.24.

=

:nnnmn

T AL
a l_rl‘

En donde F y M son necesarios para taner en equilibrio cualquiera de las dos partes,

Liamemos al momeanto My a la fuerza F camges internas, puesto que se producen en el cuerpo
mismo de la viga.

12.8 CARGAS INTERNAS

Llamamos cargas intemas a aquellas con las gue responde una seccidn de un elemento para
&star en equilibric, tanto con las cargas activas como reactivas, a !a izquierda o derecha, de dicha
seccion.
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Hemos clasificado les cargas de la siguiente manera:

De acuerdo con:
Concentradas
» Superficie de accidn Repartidas Uniformemente
No uniformemente Triangulares
Ctras
Vivas
» Su permanencia Muertas
Accidentaies
Solicitaciones o activas
» Forma en que actian Reactivas
intemas
13. APOYOS

Como puede concluirse de Ia secuencia anterior, si imaginamos una estructura cualquiera, no
solo pensamos en la geometria que la define (vigas, marcos, arcos, reticulas) o en las cargas que
debe soportar. Atendiendo a su magnitud y direccién, tenemos la necesidad de pensar en la forma en
que estd apoyada. Como podra observarse en las unidades siguientes y en el estudio de las
estructuras, este es un hecho fundamental, puasto que el comportamiento de una estructura depende,
entre otras caracteristicas, de la manera en que esta apoyada.

En el ejempic planteado anteriormente, en el que una viga se deposita sobre otra, podemos
observar que la viga B es una carga para la viga A y que la viga A, que se encuentra por debajo, sirve
como sosten de la viga B al no permitirie desplazarse verticalmente. Decimos que |a viga A constituye
un apoyo para la viga B. Pero no siempre encontramos gque una estructura o un elamento se apoye
sobre ofro. £n el caso de una columna en planta baja de un edificio, en donde ia columna esta
fotaimente sujeta, decimos que se apoya en el sistama tiera. En este caso, ef suelo es un apoyo v la
columna resulta ser una car§a para él.
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Viga B Viga A

Columna

SR
Apoyo

Fig. 1.25

Es necesario aclarar que sistema tierra no es sindnimo de suelo, sino que sa concibe como un
elemento firme con respecto a la estructura que recibe. Asl, una estructura puede ser sistema tierra
para ofra, si ol desplazamiento que le produce es nulo © muy pequefio y por esta razén es capaz de
sujetar totalmente a la estructura que recibe. Un ejemplo son los anuncios colocados sobre edificios.
la estructura del anuncio es una carga para ! edificio y este es un apoyo para el anuncio. Como el
edificio es capaz de sujetar totalmente la estructura del anuncio, esto es, resulta mucho mas rigido, se
concibe como sisterma terra.

APOYOS: Llamamos apoye a la forma de unidn entre una estructura y el sistemna tierma o a ka forma de
union entre una estructura y otra cuando la primera resuita ser una carga para la segunda. Un
elemento, una estructwra o e sistema tierra rasultan ser un apoyo si y solo sl estan cargados por el
aslemento o ia estruchwa que reciben.

Para entender los apoyos y sus caracteristicas es necesario conocer tres condiciones que los
definen: los desplazamientos, que pueden existir para un cuerpo en el plano y en el espacio, el

conhcepta de vinculo y el concepto de grado de Fbertad.

Imaginemos una viga como la mostrada en la figura 1.26.

Y —

X

Fig. 1.26



Estamos tratando la viga en el plano, definidos por los ejes X y Y. Si ponemos atencion al

punto A, notamos que la viga puede desplazarse de tres maneras (Fig. 14.27)

Y Y

A . dh g

e Idv p— Y
V.S N T

A A A
X ' X ! X
Caso I Caso 11 Caso 1
Fig. 1.27.

En el caso |, |a viga se desplaza verticaimente an el punto A paralela al eje Y una distancia dv.
En el caso ll, la viga sufre un desplazamiento horizontal en el punto A paralelo al eje X. La

magnitud del desplazamiento es dh.

Los movimientos que pude tenef una viga, contemplados en los casos | y Il, se llaman

dasplazamienlos lineales debido a que su magnitud esta dada en unidades de longitud.

En el caso Il se prasenta un desplazamiento diferents. La pendiante de la viga en el punto A

es diferente a la original, la viga ha girade en ese punto un &ngulo ©. A los giros los llamamos
desplazamisntos anguiares.

Cualquier otro desplazamiento que podamos imaginar estard definido como una combinacién

de los tres mencionadoes (Fig. 1.28)

Desplazamientos lineales:
Desplazamiento vertical = 0
Desplazamiento horizontal = d’h
Desplazamiento angular.

La barra gira un angulo =6

Fig. 1.28
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Situémonos ahore en el espacio y pongamos un ejemplo simdar al anterior: una losa, comoe se
muestra en ka figura 1.29.

e

X

Fig. 1.28

Es pertinente aclarar que, en el caso de una viga, no pueds existir uno de los tres
desplazamientos angulares que hay en el espacio, debido a que es un elemento que tiene una
dimensién mucho mayor que las otras dos, se representa como una linea y esta no tiene la capacidad
de girar sobre si misma. Los movimientos posibies estan definidos ahora por tres desplazamientos
lineales y tres desplazamientos angulares.

Pensemos primero en los tres desplazamientos lineales que son posibles an ¢l espacio (Fig.
1.30).

Y Y
A/
dx
P | ————p
dy[ AT Ry
ezt Ae':s"‘i‘j
CASO 1 X CASO 11 X
Z 2z
Y
o
AEE:‘:’ CASO 111
X
dz
z

FIG. 1.30.
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En el caso | &l punto A se desplaza paralelamente al eje Y con una distancia dy.
En el caso 1] el punto A se desplaza paralslamente al eje X con una distancia dx.
En el caso Il el punto A sufre un desplazamiento paralelo al eje Z con una Magnitud dz.
Pasemos ahora a los desplaramientos angulares que existen en el espacio. (Fig. 1.31.)

Y Y
Ly
ex
2 LT
dedhe? P L
\v X X
CASG 1 CASO I
z z
Y

CASO I

Fig. 1.31

En los tres casos anteriores el punto A permanece en el mismo sitio, astd definido por las
coordenadas criginales (antes del desplazamiento), pero en cada uno de elios ka losa sufre un giro en
cada uno de los planos. '

Denotamos el desplazamiento angular B con el subindice comespondiente al eje sobre el cual
se da el giro. Por ejemplo, si la losa gira como en el caso |, sabre el eje X, lo hace en el planc formado
poriosejes Yy Z .

En cualquiera de los tres casos podemos situar la pieza definiendoe las coordenadas del punto
Ay la magnitud y sentido del desplazamiento angular ©.

En el caso | la losa gim sobre el eje da las X un angulo Bx.

En el caso Il la pieza sufre un desplazamiento angular sobre el aje Y de magnitud y.

En el caso |11, a losa gira alrededor del eje Z un angulc 6z.

Pasemos ahora al siguiente concepto necesano para entender los apoyos: el concepto de
vinculo.

26



Para fijar un cuerpe en el plano o en el espacio necesitamos impediries a ciertos puntes del
mismc que se desplacen. Al elemento gque Impide un desplazamiento, sea angular o lineal, ko
conocemos como vinculo. El vinculo es un amarre que sufre un cuerpo, con el objeto de impedirie uno
de los desplazamientos conocidos.

VINCULO: Llamamos vincuio al elemento que no parmite uno de los tres desplazamientos en el plano
0 une de los seis desplazamientos en el espacio en un punto de un cuerpo.

Pensemos en un cuerpo, como puede ser un cilindro, que colocamos sobre una lsuperﬁcie
(Fig. 1.32)

Fig.. 1.32.

Supongamos que el plano formado per los ejes X y 2, donde se apoya el cllindro, es sistema
tierra. El cilindro ne puede desplazarse paralelo al eje Y, decimos entoncas que exista un vinculo.

El cilindro puede tener los cinco desplazamientos restantes que existen en el espacio (tres
angulares y dos lineales), decimos entonces gue su grado de libertad es igual a cinco. Es necesario
entender el concepto de grado de libertad antes de pasar a conocer los apoyos.

GRADQ DE LIBERTAD: es el nimero minimo de dasplazamientos independientes, que no estan
rastringidos. Estos parametros correspenden a las rotaciones y traslaciones libres en cada uno de los
nudos de la estructura. Puede hablarse de grado de libertad de un punto, de un elemento o de una
estructura.
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Teniendo clares los conceptos de apoyo, desplazamiento, vinculo y grado de libertad,
podemos hablar de los apoyos existentes en el plano y en el espacio; comencemos por enuncianios.

( ) (Apoyo libre

En el plano < Apoyo articulado
Empotramiento
| _Nudo elastico

Apoyos < rApoyo libre
Rétula

En el espacio < Empotramiento
Apayo continuo
Bisagra

\ \ Junta universal

Hablemos en primer lugar de los apoyos empleados en & plano:

Si pensamos en una obra de montaje en la cual colocamos sobre las ménsulag de columnas
una trabe y ponemos atencion a la unién que existe entre columnas y trabe, podemos observar que la
trabe tiens & capacidad de girar en el punto en que estd unida a la columna y puede tener un
desplazamiento angular en la ménsuia que le sirve de apoyo (Fig. 1.33),

Trabe

AN\ __ B

j——— Colummnas ——«

Fig. 1.33

Podemos concluir también que puede desplazarse horizontalmente a una distancia pequefia
(Fig. 1.34). :

Y por ultimo, se concluye que el desplazamiento vertical estd totalmente rastringido. No es
posible gue pueda moverse verticalmente la trabe en la union con la columna. A este tipo de apoyo lo
Hamamos apoyo libre. En et ejemplo pianteado, la trabe es una carga para la columna y la columna un
apoyo para la trabe que responde con una reaccion vertical
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Fig. 1.34

La trabe seria representada como se ve en la figura 1.35

Simbolo de
apoyo libre

Fig. 1.35.

El apoyo libre responde con una reaccidn vertical a las cargas activas a que esta sometida la
trabe, con lo que restringe el desplazamiento vertical, por eso decimos que es un apoyo de un solo
vinculo. En este caso se restringe un grado de libertad. Decimos gue el punto A tiene grado de libertad
igual a dos (Fig. 1.36).

Simbolo de
apoyo libre

.ﬁ‘”‘m.&_—

R

La reaccion aparece para poner en equilibrio el sistema (cargas aclivas y cargas reactivas).

Fig. 1.36

APOYO LIBRE: Llamames apoyo libre aguel que tiene solo una reaccion y con ella restrings un solo
desplazamiento, permitiendo giros en la barra (desplazamientos angulares) y desplazamientos
lineales perpendiculares a la carga reactiva. Es un apoyo de un solo vinculo.

El apoyo libre restringe un desplazamiento fineal en el santido sn qua se presanta la reaccién,
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Imaginemos ahora una base que racibe dos columnas inclinadas como se muestra en la figura
1.37, donde dos piezas quedan unidas por medio de un pasador que las atraviesa por las

perforaciones mostradas en ka figura 1.36.

# <
Fig. 1.37
A
> oA
Fig. 1.38.

A este tipo de apoyo kb Hamamos apoyo arficufado y podemos representario como se muestra
en la figura 1.39.

— Y

Fig. 1.39

Al anslizar este apoyo nos damos cuenta de que no esta impedido el giro (Fig. 1.40)

Fig. 1.40

Suponemos que la unién con el pasador esta libra de friccion y, por lo tanto, la articulacion
parmite desplazamientos angulares.
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Como l2 base que recibe a las columnas estd totaimente fija, no es posible que existan
desplazamientos lineales en las columnas.

£n ests caso, las columnas fransmiten una carga a la base que las soporta y esta constituye
un apoyo que responde con dosraacdones(Fig 1.41).

+—Ry

I

Rv

Fig. 1.41

El apoyo aricutade responde con una reaccion vertical y con una reaccion horizontal a las
cargas activas a gue estan sometidas ias columnas, con lo que restringe los dos desplazamientos
lineales posibles; por eso decimos que es un apoyo de dos vinculos. Quedan impedidos dos grados
de libertad. Decimos que el punto A tiene grado ds libertad igual a uno.

APOYQ ARTICULADQ: Llamamos apoyo articulado al que responde con dos reacciones a las cargas
activas y con ellas restringe los dos dasplazamientos lineales que existen en el plano, permitiendo
desplazamientos anguiares. Es un apoyo de dos vinculkos.

Pensemos ahora en algun caso en el gus un alemanto esté totaimente sujeto al sistema tierra
0 a otro elementn, como sucede en postes de luz entarrados an el suelo o en vigas sujetas por
columnas o muros qua forman parte de un volado, como los balconas (Fig. 1.42),
I- [ ey
Poste
Vige

N

Suelo Columna
|~

Sistema tiera

Fig. 1.42
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Si represantamos e! sistema formado por ia viga y la columna, tendremos el esquema de la
figura 1.43.

A Vigs

Columna

Fig. 1.43.
Obsarvemnos la unién de los dos elermentos. En e punto de unién A la viga tiene impedidos los
tres desplazamientos posibles en el plano, no puede girar en ! punto A, tampoco puede desplazarse
vertical ni horizontaimente (Fig. 1.44.}

Fig. 1.44

A este tipo de apoyo o lamamos empotramiento. En este ejemplo, la viga trensmitira cargas a
la columna y la columna es un apoyo para 1a viga. E! empetramiento responde con tres reacciones a
las cargas activas a que est& somelida la viga, dos fuerzas que impiden los movimientos lineales y un
momento que impide el giro de la viga. Por toner la capacidad de impedir los ires desplazamientos
mencionados, decimos que es un apoyo de tres vinculos. Restringe los tres grados de libertad en ol
plano; el punto A tiene grado de libertad igual con cero. '

EMPOTRAMIENTO: Liamamos efmpotramiento al apoyo que responde con tres reacciones y con
ellas restringe los desplazamientos posibles en el planc (dos lineal y uno angular). Es un apoyo de
tres vincuios.

Es conveniente hacer la aclaracidn de que en muchos casos no se logra el empotramiento

perfecto, como en el caso que se ha planteado; es necesario que la pieza que recibe a otra tenga una
rigidez muy grande para que no permita giros de la pieza que es recibida.
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Cuando una pleza tiene la capacidad de desplazarse angularmente un poco, decimos que el
apcyo es un semiempotramiento.

Es necesario aclarar, también, que un apoyo puede ser concaebido en dos formas en algunos
casos, segun el sentido en que se analice. Pensemos en un eiemplo ya planteado, el de la base que
sostiene dos columnas y estudiemos el caso pensando gue el plano de analisis es el formado por la
hoja de papel (Fig. 1.45.).

Considerando las columnas y la base en este sentido, diimos que se trataba de una

articulacion.
Columnas '
Base .

Fig. 1.45.
Si ahora pensamos en ei plano perpendicular, al considerario tandremos la figura 1.46.

Columnas

Fig. 1.48
En este sentido, tenemos que conciulr que el apoyo es un semiempotramiento o un
empotramienio segln la capacidad o giro que de a las columnas la unién con el pasador.

Pasemacs al ultimo apoyo, considerado an el planc: &/ nudo elédstico.
Pensemos en la seccidn A-A de una pieza continua, como se muestra en la figura 147, y
hagamos e diagrama de cuerpo [tbre de dicha seccion (Fig. 1.48).

P\J A

1 a

Fig. 147
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FIG. 1.48

El momento M y las fuerzas F y H son necesarios para tener en equilibrio la seccion
planteada. Este es el caso de apoyo llamado nudo glastico; es un apoyo de tres vincuios, en el que
estan impedidos los dos desplazamientos lineales y el desplazamiento angular, por lo que la seccion
A-A tiene un grado de libertad igual a cero.

En e nudo elastico los desplazamientos estan impedidos por tres vinculos, vinculos que
provocan tres cargas internas: un momanto, una fuerza vertical y una fuerza horlzontél.

NUDO ELASTICO: Uamamos nudo elastico al apoyo que restringe kos tres desplazamientos en el
plano (dos lineales y uno angular), provocando tres cargas intemas; una parte s8 comporta como
apoyo de la ofra y a Ia vez, cada parte es carga de la otra. Es un apoyo de tres vinculos.

E nudo elastico no slo se presenta en una pieza, la unidn de dos o mas elementos se
comporta de la misma manera. Pensemos en el casc de ia unidn entre una columna y una trabe (Fig.
1.49).

Represenmcion Seccion A-A
A
Trabe F —f ———m_—_—
me A
. F
Columna A J
Fig. 1.49

Si la columna no es mucho més rigida que la trabe, no se presenta un empotramientc para la
trabe; es mas apropiado hablar de semiempotramiento y de nudo elastico en la seccion A-A.

Los apoyos en el plano son los mas importantes para poder entander las unidades siguientes,
por lo que frataremos con mayor brevedad los apoycs en el aspacio.

Consideremos los desplazamientos /ineales como:
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dx = desplazamignto paralalo al 8js X
dy = desplazamiento paralelo al ejs ¥
dz = desplazamiento paraisio al eje z

Los desplazamiemtos angulares setdn denotados comao:
8, = despiazamianto angular alrededor del gje X
6, = desplazamiento angular alrededer del eje y

8, = despiazamiento angular alrededcr del eje 2

Imaginemos una gria que levanta una pieza por medio de un cabieado en una obra de
montaje; la viga y el cable estan unidas por un gancho (Fig. 1.50).

Y

Cable de la gnia

Fig. 1.50.
El cable constituys un apoyo para la pieza que esta siendo izada; la viga mostrada no puede
desplazarse verticalmeante en el santido del eje Y, pero si puede hacerio respecto a los otros dos ejes,
por lo que tiene restringido un solo desplazamiento lineal:

d(#0 dy=00z%0

Por la forma de union, la pieza puede girar en el apoyo en los tres sentidos; no tiene
impedidos los tres desplazamientos angulares:

Ox#0 By#0 6z#0
Como el apoyo libre tiene la capacidad de tener cinco ds los seis desplazamientos posibles en
el espacio, decimos que en el apoyo el grado de libertad es cinco. Al tener impedido un

desplazamiento, el desplazamiento en el sentido dal eje, el apoyo libre tiene la capacidad de tener
cinco de ios seis desplazamientos posibles en el espacio, decimos que en el apoyo el grado de
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libertad es cinco. Al tener impedido un desplazamiento, el desplazamiento en el sentido del sje Y,
dacimos que 83 un apeyo de un vinculo.

APQYO LIBRE: Llamamos apoyo libre al que responde con una reaccion a las cargas activas del
sistema impidiendo un desplazamiento lineal. Ei apoyo libre permite los cinco desplazamientos

restantes: dos lineales y tres angulares. Es un apoyo de un vinculo.

Pensemos en el caso de ka antena de una radiodifusora (Fig. 1.51).

Y .

Tensores

NI
A

Apoyo

Z
FIG. 1.51

La antena tiene impedides en et apoyo ios tres desplazamientos lineales:
dx=0.dy=0dz=0
A este apoyo lo conocemos con el nombre de roiula y lo simbolizamos cono se muestra en la
figura 1.52

Como la rotula tiene impedidos los dasplazamientos linaales, decimos que es un apoyo de
tres vinculos. £l grado de liberted en el apoyo es tres, dado que puade girar en los tres planos.

%

Fig. 1.52



ROTULA: Llamamos rotula al apoyo que responds con fres reacciones a las cargas activas en el
sentido de los ejes X, Y y Z, restringe los tres desplazamientos lineales en el espacio, permitiendo los
gircs en los tres sentidos. Es un apoyo de tres vinculos.

Pensamos ahora en el casc de un poste de luz enterrado, como ya se habia planteado, pero
situdmonos en el espacio (Fig. 1.53).

Y
Cables
X
Apoyo
Z
Fig. 1.563

El poste tiene impedidos los desplazamientos linsales:

dx=0dy=0dz=0
también tiene impedidos los dasplazamientos angulares y no puede girar en ningun sentido:

8x=0, By =0, 82=0

A aste apoyo lo conocemos con €l nombre de smpotramiento y lo representamos como se ve
en la figura 1.54

Fig. 1.54
Como estan impedidos los seis desplazamientos, decimos que 8s un apoyo da seis vinculos y
su grado de libertad es cero.

EMPOTRAMIENTO:; Llamamos empotramiento 8l apoyo que respande con seis reacciones a las

cargas activas del sistema, restringiendo los sels desplazamientos posibles en el espacio. Es un
apoyo de seis vinculos.
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Las seis reacciones del smpotramisnto son tres fuerzas en los sentidos de los gjes y tres
momentas, uno alrededor de cada uno de los ejes.

Pasemos al ejempio mostrado en el plano, la seccion A-A de una viga, pero situémonos en
tres dimensiones:

Y
Y
M M
A
)Mv My
7o
My
X Y +—Fx x
Va e
FZ FY FZ
z z Fy
Fig. 1.55

Se trata de un apoyo de seis vinculos; en la seccion A-A estan impedidos todos los
desplazamiantos, apareciendo seis cargas internas:

Fe  Fe Fr Mx My M

El grado de libertad en la seccién A-A es igual a cero.
A este apoyo lo conocemos con el nombre de apoyo continuo.

APOYO CONTINUQ: Liamamos apoyo continuo al que restringe todos los desplazamientos en el
aspacio provocando seis cargas internas para (sner en equilibric una seccidén. Una parts ds la seccion
es apoyo de la otra y vicevarsa. Es un apoyo de seis vinculos.

Pongamas por caso la compuerta del vertedor de una presa como s muestra en la figura
1.56.

Fig. 1.56
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La compuerta no tiene fa capacidad de desplazarsa linealmente an ningdn sentido:
dx=0,dy=0,dz=0

La compuerta tiene la capacidad de desplazarse angularmente en el apoyo alrededor del eje
A-A para permitir o paso del agua, pero tiene impedidos los otros desplazamientos angulares.

Bx#0, 6y=0, 620

Debido & que se tienen impedidos cinco de los seis desplazamiantos en el espacio, decimos
que es un apoyo de cinco vinculos y el grado de libartad en el apoyo es uno.
Este apoyo lo conocamos con el nombre de bisagra y o representamoes sagin Ia figura 1.57.

Fig. 1.57

BISAGRA: Llamamos bisagra al apoyo que responde cch cinco reacciones a la cargas activas que
conforman el sistama, restringlendo cinco desplazamientos de los posibles en sl éspacio: tres insales
y dos anguieres, permitiendo giros con respecto a uno de los ejes. Es un apoyo de cinco vincules.

Pensemos ahcra en el case de la unidn entre la salida de una caja de automdvil y el cardan
del mismo. '
En el apoyo la flecha tiene restringicos los tres desplazamiantos fineales:

x=0,dy=00dz=0

Uno de los desplazamientos angulares no esta impedido; la flecha del automévil puede girar
en un sentido, pero no en los otros.

Como tiene impedidos cinco desplazamientes, decimos que es un apoyo de cinco vinculos. El
grado de libertad en la unidn es uno.

A este apoyo lo conocemos con el nombre de junta universal. Es un apoyo poco empleado en
ingeniefia Civil, pero muy utit para ingenieria mecanica (figura 1.58)
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Fig. 1.58
JUNTA UNIVERSAL: Llamamos junta universal al apoyo que responde con cinco reacciones a las

carga activas, restringiendo cinco desplazamientos, tres lineales y dos angulares, permitiendo el
desplazamiento angutar restante. Es un apoyo de dnco vinculos.
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1.4. ESTATICIDAD

Para calcular las fuerzas mtemas que actilan en una estructura, hay que conocer ciertos dates
de las mismas como son su geomelria, su sistema do carge y el tipo de apoyos, pero ademas, es
importante saber si el calculo podra realizarse solamente con |a teorla de la estética, en cuyo caso
estaremos en presencia de una estructura isostética, o si es necesario conocer la geometria de las
deformaciones, como es el caso de las estructuras hiperestaticas. Cuando se requieren conocimientos
de cinemética y dindmica, estaremos en pressncia de la estructura hipostética. En este libro, el
objetivo es estudiar estructuras isostalicas, perc es necesario conocer cuando cumplen con tas
caracteristicas de estas.

Analizando detenidamerite la estructura que se muestra en la figura, sera facil determinar los
diagramas da cuerpo libre de ceda uno de sus slemenics: AB, BC y CD, asl como de ios apoyos de
un elemento con otro: By C.

W
Bfmc

- L

Fig. 1.58

El resultado de tal andlisis lleva a los diagramas que muestra la figura 1.60
Evaluemos el numers de incégnitas que se nos presentan:

Barra AB (Ax, Ay, Bay, Bax.) 4 incognitas
Barra BC (Bcx, Bev, Cax, Cay, Moa) 5 incognitas
Barra GD (Cox, Cov, Mco, Dx, Dy} 5 incognitas

: 14 incognitas

Las scuaciones que podemos plantear estiticamente son. par cada una de las bamas es
posible establecer tres ecuacionas (en total 9 ecuaciones).
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Bk , b [c . o
Bey MC“\ . .
Mc
/" Cay
Bx . B> By Coy
| e
Ba
M
Coy
Bay °
Coy
B & Bu L

FIG. 1.60

Par el nudo elastico C se parmiten plantsar fres ecuaciones y dos pof la articulacion B (en

total 5 ecuaciones).

Entre barras y apoyos contames coh 14 ecuaciones.

En este caso, 6! numero de incignitas / es igual al numero de ecuaciones E.

1.5. ISOSTATICIDAD

Cuando en una estructura se cuenta con un ndmerc igual de Incognilas gque las ecusciongs
estdticas de que se dispons, decimos que la estructura es isostética y podra resolverse de acuerdo

con ko que se estudia en este libro.

I = E



Como en el ejemplo anterior, podemos realizar el analisis de estaticidad de la estructura
presentada en la figura 1.61.

B o
A
w
D
Fig. 1.81

Los diagramas de cuerpo libre son los que se muestran en la figura 1.62.

Br-vl ’ Men Cav

N;} Bex _ Cox r—ﬂ%

Bex Chny
< I
Bry Cav
By Chv
RA . M
‘\v ‘\
B Bax C Chnx
MO PANG
Ay Dy
Fig. 1.62
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El numero de incognitas es.

Barra AB 6 incognitas

Barra BC 6 incognitas

Barra CD —fincégnitas
18 incognitas

El andlisis de ecuaciones nos leva al resultado siguiente:

Tres ecuacionas por cada barra 9 scuaciones
Tres ecuaciones por cada nudo eiastico _6 ecuaciones
15 ecuaciones

Ahora resuita que la estructura presenta un mayor nimero de incdgnitas qus de ecuacionss.

1.6. HIPERESTATICIDAD
Cuando una estructura tiene un afmerc mayor de incognitas que de ecuaciones estaticas,
decimos que ia estructura es hiperestalica y no podré resolverse, si no se cuenta con conocimientos
de resistencia de materiales que permitan filar una geometria de la deformacién. Es decir:

i>E

En este caso, a la diferencia | — E sa la conoce como grado de hiperastaticidad.

w
QOO DY DONT
B &C
A D
FIG. 1.63

Realicemos ahora el andlisis de estaticidad de la estructura da la figura 1.63. .
Al trazar los diagramas de cuerpo libre para dicha estructura liegamos al asquema de la figura
1.64.
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Crv

Bey
| c
Bax O Bex EX—O—C[D‘
C
B ] Bex c Cax ]
Biy I 4’ Coy
Bev Cry

Chv

Bav l
l o
. Bax ¥
B
AQ) B P
| J,
Ay

I

FIG. 1.64

Al evaluar el pimero de incognitas, como an los cagos anteriores, tenemos:

Bara AB 4 incognitas

Barra BC 4 incognitas

Barra CD —4incognitas
12 Inctgnitas

Analizando las ecuaciones con que contamos, se nos presenta:

Tres ecuaciones por cada barra g ecuaciones
Dos ecuaciones por cada articuiacion _4ecuaciones
13 scuaciones

Det resuftado que amoja el andlisis anterior resulia que la estructura presenta un numero
mayor de ecuaciones que de incognitas.
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1.7. HIPOSTATICIDAD

Cuando para una estructura se cuenta con un ndmero menor de incognitas que de ecuaclonss
de ie estafica, decimos que la estructura es hipastdtica y no tiene solucién. Son mecanismos, s decir,
presentan inastabilidad.

Tenemos que:

I <E

En este caso s la diferencia E - | se le conoce como grado da hipostaticidad.

Cuando se presenta una estructura complicada, la forma mencionada del andlisis estético
resultaria aborioso, como en el caso que se presenta en la figura 1.65.

A -

Pt

)

\

N whks  BWEE
Fig. 1.65

El método se simplifica sl consideramos que cada barra nos ofrece 3 scuaciones, un nudo
elastico 3 ecuaciones, una articulacion 2 ecuacionaes, un apoyo libre 1 ecuacion; las llamarsmos b, na,
n; y ny, respectivamente

Por ofro lado, sabemos que una baa con dos arliculaciones tiene 4 incognitas; una barra con
nudo elastico y articulacién, 5 incognitas, etc.; las denotaremos con B, Be, etc.

Segun se puede deducir de los tres ejamplos anteriores, si estos conceptos los aplicamos a la
estructura mostrada en la figura 1.56.

Incégnitas: 6 Bg 38 incdgnitas
10B; 50 incognitas
28, 8 inctgnitas
94 incdgnitas
Ecuaciones 7Ny 21 ecuaciones
4n; 8 ecusciones
18 b; 54 ecuaciones
83 scuaciones
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Bs

N3 - Ng
B
: B
™ B By
N N
2( ) — N; H 2
B, B B;
Bs Y B,
N. N.
3 \sz 3
B
Bg ¢ B6
B B
N; : {) - N,
N;
B,
Bs Be
[ &
Fig. 1.66
Como | > E, el grado de hiperestaticidad es:
84 - 83 = 11

1.87.

—O
O
[ NNENR b ]
Fig. 1.67
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Pongamos otro ejemplo:; analicemos le estaticidad de la estructura que se observa en la figura



Siguiendo el procedimiento descrito realizamos el diagrama de la figura 1.68.

Numero de incégnitas:

6 B, 36 incognitas
7Bs 35 incognitas
48, 16 incdgnitas
87 incognitas
Numero de ecuacionas
6 18 ecuaciones
2n; 4 ecuaciones
2m 2 ecuaciones
17 b, 51 ecuaciones
75 ecuaciones
Grado de hiperestaticidad
87-75=12
Nl N] N]
B, B,
By B,
N 5O,
B,
Bs Bs
B¢
N
N, B, 3
Bg Bé
Nz
O .
Bs B,
RN M NS

Fig. 1.68




1.8. EJERCICIOS Y PROBLEMAS

10.

Obtén fotogratias de diferentes estructuras que existen en la ciudad.

Clasifica las fotografias anteriores de acuerdo con la ciasificacion de astructuras prasentada
en esta unidad.

Angliza en las fotografias mencionadas qué tipo de cargas soportan las estructuras y como se
apoyan.

EvalGa en clase los ejercicios antariores con asistencia del profesor.

Menciona y explica cinco ejemplos de cargas:

a. Concentradas

b. Uniformemente repartidas

c. Trangulares

Investiga en el Reglamento de Construcciones del DDF, asi como los valores de los pesocs de
ios materiaies, para evaluar cargas mueras.

Analiza, de preferencia en clase, las diferentes cargas que actian en una estructura pera una
nave industrial y la forma en que se acumulan hasta transmitirias al terreno.

Obten fotografias de diferentes tipos de apoyos en estructuras reales.

Clasifica las fotograflas de acuerdo con el tipo de apoyo. .

Anatiza cOmo se logran realmente cada uno de ‘os apoyos estudiados de acuerdo con el
material con gue se construye la esiructura (metal, concreto, madera).
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11. Analiza la estaticidad de las estructuras que se presentan en la figura 1.69, indicando si son
isostaticas, hiperestaticas o hipostaticas, asi como su grado.

a}
€) ‘ -
I
b} ~ f)
O
l
P A
c)
2)
( L. e AN
d}
h)
o o
Q ol
Fig. 1.69
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12. clasifique las siguientes estructuras como: Inestables , estables; si es inestable explique el
mecanismo de colapsc y cambie apoyos 0 agregue elementos hasta volverio estable.
Hiperestdtica o isostética. (intema y extemamente); si es hiperesiatica sefiale cuales apoycs
quitaria manteniendo (a estabilidad.

I 2 ;
oy 3 Lo X Fox
3 4 .
5 6.
.9
7 ]*
e} N =
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13. Diqué tipo de carga actua en cada una de las estructuras que se muestran en la figura 1.70.

4 Ton/m .

¥ AN Y YTV
[VAWREEEE c i

b) 5 Ton/'m

6 Ton/m

l 7 Tow/'m

3 Ton/m

€)
3 Ton/m

2 Ton/m
4 Ton/'m

Fig. 1.70
14. Analiza la estaticidad global y local de la estructura que musstra la figura 1.71.

E.-

Fig. 1.71.
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2
EQUILIBRIO

2.1.CONCEPTOS FUNDAMENTALES

» Las condiciones necesarias y suficientas para el equilibrio de un cuerpo rigido se Hevan a
efecto cuando la suma algebraica de las fuerzas y la suma algebraica de ios momentos que
actuan sobre él es igual a cero.

FX=0 MX=0
TF=0 {F,=0 IMO=0 (M,=0
M, =0

[F; =0 z

» Diagrama de cuerpo libre es una representacion esquematica de las acciones y reacciones
que actuan sobre un cuempo.

» Apoyos: apoyo es &l elemento por medio del cual se legra limitar uno o mas desplazamientos.

Apoyo simple A (una sola reaccion)
I

Apoyo articulado L +—— (dos reacciones perpendiculares entre sf)

Apoyo empotrado | ; (tres reacciones: 2 fuerzas perpendiculares
t entre s[ y un momento concentrado en el

apoyo)
Fig. 2.1
> Sistemas de fuarzas pueden ubicarse:
y
F. F
% H
F
Fig.2.2
En el plano En el espacio
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En el plano podernos encontrar diferentes tipos de sistemas (Fig. 2.3)

Concurrentes Paralelo General

Fig. 2.3

» Resultante de un sistema de fuerzas; es una fuarza que por &i sola es capaz de producir el
mismo afecto que todo el sistema en conjunto.
F, F; R F4

R=F-F,+F+F-F

Fs
Fig. 2.4

> Sa dice que un sistema de fuerzas esta en equilibrio si [as sumas tantc de fuerzas como de
los momentos que estas producen es igual a cero.

y

/ P &
X O 4_.

F,
> F =0 > Fy =

2 F=0 > M,=0 > F =0

2Fy =0 Y F, =0 Y F, =0

Fig. 2.6
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> Momento de una fuerza (0 par) con respecto a un eje es una medida de la efectividad de la
fuerza para producir una rotacion alrededor de dicho eje. Su valor numérico es el producto de!
maédulo de ta fuerza por la distancia del eje de rotacion a ia linea de accion de aquella.

Fuerza

M=F.d o— d

eje

Linea de accién
¥ - A

Fig. 2.6

» Un PAR esta formado por dos fuerzas del mismo médulo con lineas de accion paralelas entre
sl y de sentido contrario. Un par aplicado a un cuerpo, solo le puede producir un movimiento
de rotacion.

F
d
]
F
Fig. 2.7
Para fuerzas en el espacio.
R=YFKR+)F+)E
R =FA ; ) = vector unitario
A=Cos8,i+Cosd, j+Cos,k v
Fy| d
Cos@, = & Y
F d Fx
dx
E
Cosf = v _dy Fp e
Y F d
z
Cos9, = k. &
F d _
Fig. 2.8
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> Convencion de signos:
Las fuarzas que tangan direccidn hacia arriba o hacia la derecha, seran positivas.

Si el momento de una fuerza produce un giro en el sentido de las manecilias del rekoj (sentido
horario) este sera considerado como positivo; en caso contrario, 85 momento serd negativo.

y +
Fig. 2.9

» Tipos de Cargas (fusrzas)

Concentrada. es la que se aplica en un s0io punto.

F

Fig. 2.10

Repartida uniforme: se aplica a lo largo de un elemento con la misma intensidad en

tados sus puntos.
/ W (t/m)
FAN PAN
L (m)
Fig. 2.11

Para motivos de calculo concentramos la carga "W™ multiplicando esta por la longitud
“L". La fuerza resultante de la operaecidn (W x L) se localizara a una distancia L/2 de
los extremos. Esto es debido a que |a carga es igual en todos los puntos de la longitud
‘L.
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2.2.RESULTANTE DE SISTEMAS DE FUERZAS EN UN PLANO (coplanares}.

» Encontrar la resultante del siguiente sistema de fuerzas.
Las fuerzas actiian sobre un mismo plano y son perpendiculares entre si, por lo tanto,
aplicando el Teorema de Pitagoras, podemos encontrar la resuitante; -

=J(0F +(20F = .900+400 = 1300

y
e -
|
1
20 ton £ R =36.05 ton.
a )
-l 20 .
30 top X o=2Tan-— =33.70
‘ 30
Fig. 2.12
» Encontrar la resultante del sistema sigulente:
y
10 ton
100 ton
40° 20°
X
50 ton
Fig. 2.13

Para este caso encontramos que las fuerzas no todas coinciden con los ejes.

Tomaremos como pasitivas las fuerzas dingidas hacia arriba y a la derecha, en caso contrario
seran negativas.

Si proyectamos todas las fuerzas sobre ios ejes, encontraremos que las fuerzas estaran sélo
en dos direcciones “x", “y"
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Sumando algebraicamente estas componentes, encontraremos una fuerza representativa de
la direccitén “X" y otra de la direccion 'y”. Ademds, si obtenemos la resultante de estas dos fuerzas,
estaremos otiteniendo la resultante del sistema. Podemos concluir entonces que:

R= TH-SH

Fuerza Componentes
({ton) Horizontal (x} Vertical (y)
10 10 cos 40° = 7.66 10'sen 40° =6.43
100 100 cos 20° = 93.97 100 sen 20° = 34.2
50 0 50
> F, =101.63 Y F, =90.63

R =-/(901.63) +(%0.63)°

R =136.171ton
a=,Tan 90.63 =41.72° ’
101.63

» Sabiendo que el vector fuerza resultante de otro dos que forman un Angulo recto es de 10 kp,
y que uno de sllos es de 6 kp, cakcular et otro.

Ls—
Fig. 2.14
Solucién: X
Sea y el vector fuerza buscado. Se construye un rectangulo de forma que uno de sus
lados representa un vector fuerza de 6 kp y su diagonal de 10 kp. El otro lado
representara y.
También se puede construir un tridhgulo rectdngulo de manera que uno de sus catetos
represente al vector fuerza de € kp y su hipotenusa al de 10 kp.

Y2 =107 -6 =100-36 = 64 y=8kp



» Sobre el rectangulc de la figura 15 actian las fuerzas de 8, 6, 5, 3, 7, 8, y 4 ton representadas.

Calcular:
a) La suma algebraica de momentos respecto a los punios A, B, C, y el centro Odela
figura.

Jton S1on 6 ton
2m 2m A
8 ton
1m
7 ton 0
Im
B C 4 ton
9 ton
fFig. 2.15
Solucidn:

Momento = magnitud de la fuerza x distancia del eje a la directriz de la misma.
Sean negativos los momentos en el sentido de las agujas del reloj y positivos al contrario.

M, =8(0)+6{0)—5(2)-3(H) -1 +%2)+42) = | -3 t-m
M, =-8(2}+6(H+52)+3(0)+7(1)-92)+40)= | +7 t-m
M. =-8(2)+6(0)-5(2) -3() + 7(1)+9(2)+4(0)=| -13 t-m

+2 t-m

M, =-B(1)+6(2)+35(0)-3(2)+ 7(0} + 90) +4(1) =

» Unabamra AC de 1m de longitud esta sometida a ia accion de tres fuerzas verticales, como se
indica en la figura. Supaniendo que el peso de la barra es despreciable, caicular,

a) Lasuma algebraica de las fuerzas aplicadas a ella.

La suma algebraica de los momentcs con respecto a un eje que pase por cada

b)
uno de los puntos siguientes. A, B, C.

c} Laresultante y equilibrante del sistema de fuerzas dado.
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kg : 2kg

0.6m 0.4m - d
ST s
3kg 4kg 3kg lt 4 kg
(a) ®)
Fig. 2.16

Solucion:

a) Sean positivas las fuerzas de sentido hacia arriba,
IF=-3+2-4 =-5 kg (hacia abajo)
b}
IM, =3{0) + 2(06) - 41) = —-28 kg-m
IM, =3(0.6) + 2(0) — 40.4) = +0.2 kg-m
IM. =3(1) + 2(4) - 40) = +22 kg-m

¢) Del inciso a) tenemos que la resultante es R = - 5 Kg 1a equilibrante es una fuerza de
igual magnitud que ia resultante colineal con esta, pero de sentido contrario, por fo tanto,
la equilibrante es: E = + 5 kg.

La suma de los momentos gue las fuerzas producen es necesariamente igual con el
momento que produce la resuttante con respecto a un mismo punto, por tanto:

-5kgXd= -28 kg-m d=0.56m (desde A)
» Una barra uniforme de 1m de longitud y B kg de pesc estd apoyada en los puntos Py R

situados a 20 y 80 cm, respectivamente, de uno de ics extremos. Encuentre las fuerzas que
actuan sobre dichos apoyos si la barra esta sometida a las acciones que se muestran en la

ligl.ua 2.17
E 1

7 !

10 8 6

Fig. 2.17
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Solucidn:
Sean P y R las reacciones en los apoyos. El peso de l2 barra uniforme, 8 kg, se

considera concentrado en su punto medio.

Tomando momentos con respecio al eje perpendicular al plano de las fuerzas que
pase por al punto de aplicacion de P.

T M, =10(0.1) + P(0) ~8(0.3) - 5(0.5) + R(0.6)— 6(0.8) = 0
M, =-8.7+R(0.6)=0 R=14.5 kg

Conocida la magnitud de R y proponiendo ZFy=0,

ZF, =P+145-10-8-5-6=0

» Calcular la resultante R de las fuerzas Indicadas en la figura 2.18

30kg 50 kg 20 kg
40 ¢m l 60 cm 50 30cm
AN H U AN
1
1 X 3
I
Fig. 2.18

SoluciGn:

R =F=-30-50-20{=-100 kg

Sea d la distancia de 0 a la directriz R. Entonces,
Momento de R con respecto a 0= suma de momentos de las fuerzas dadas con

respecto a 0.
-R{d) =-30(40)-50(100) - 20(150)
-100d =-9200kg-cm d =92 cm (desde el punto 0)

2.3.RESULTANTE DE FUERZAS EN EL ESPACIO.

» Elalambre de una torre esta anciado en A por medio de un perno. La torsion en el alambre es
de 2500 kg. Determinense:

a) Las componentes Fx, Fy, Fz de la fuerza que actia sobre e parmno.
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b) Los angulos Bx, By, 62 que definen la direccion de la fuerza.

B

/ 40m

B0 m

A 30m

Fig. 2.19

a) Componentes de la fuerza.
El alambre aesta dirigido del punto A hacia el punto B.

Las componentes del vector AB, que tisne la misma direccién que la fuerza, son:

[ dx = —40m |

[dy =+80m |

[ dz=+30m}
La distancia total de A a B es:

Representando por i, j, k o8 vectores unitarios a lo largo de los ajes coordenados, tenemos:

AB = (~ 40m)i + {80m)j + (30m )k
. . AB
Introduciendo el vector unitario A = AR escribimos



80m

z Fig. 2.20
Susmuyendo la expresion encontrada para AB, obtenemos:

53*3301: [- (80m )i+ (80m); + (Bom]

Por consiguiente, las componentes de F son:

[Fx =—1060kg| | Fy =+2120kg]| [Fz=+795kg]
b) Caicule de los angulos.

cos Bx = F};‘_%;:gpmﬂ

cosby = Fy _+2120kg 000

- ]

- Oy =32.0
_Fz_7 kg 9z =71.5°
0z F 72500 ke 0.318

Fig. 2.21
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» Una saccidn de una pared de concreto precolado se sostiena temporalmente por los cabies
mostrados. Sabiendo que la tension es de 840 ib en el cable AB y 1200 en &l cable AC,
determinese la magnitud y direccion de la resuitante de las fuerzas ejercidas por los cables

AB+y AC sobre la estaca A.

Fig. 2.22

Solucion:
La fuerza ejercida por cada cable sobre ia estaca A serd proyectada sobre los ejes x, y
y Z, primero determinaremos el valor de las componentes y la magnitud de los vectores 4B y  AC
Midiéndolos desde A hacia la seccion de la pared. Representada por i, | y k a los vectores unitarios a
lo largo de los ejes coordenados escribimos entonces:

AB=—(l6fR)i+(BRY+(11Mk [AB=21f
AC=—(16fi+(8R)j—(16f)k |[AC=24f1

Representando por 3, al vector unitaric a lo largo de ia linea AB, tenemos:

AB 840 Ib—
TAB=TABA'AB=TABE=ﬂ AB

Sustituyendo la expresion encontrada para 4B obtenemos:
_840 Ib

T

T, = «(6401b)i + (3201b)j + (440 [b)k

[-(6f)i+ B+ (11#)k]
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Anglogamente para T,. tenemos:
T, =~(8001b)i + (400 1b)j - (800 Ib)k
La resuitante R de las fuerzas ejercidas es:
R=T,, + T, =-(14401b)i + (720 1b)j - (360 1b)k

La magnitud y direccion de la resultante se determinan por:

R =-/Rx’ +Ry? +Rz* = /(1440 + (720} + (=360}

R = 16501b
cosox = 1406 168707 Bx = 150.8°
1650 Ib
+720 Ib

- =| 04364 = 641°

cos8y = s b Oy
cosbz = —20 b _ ~-0.2182 0z = 102.6°

; 1650 Tb

Tac=(12001b)0¢

Fig. 2.23
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2.4.EQUILIBRIO DE SISTEMAS COPLANARES

» Un peso de 100 kg se mantiene en equilibrio suspendido de dos cuerdas, como se presenta
en la figura 2.24. Una de las cuerdas tira en direccion horizontal y la otra forma un Anguic de
30° con la vertical. Calcular la tensidn en las cuerdas.

Fig. 2.24
Solucién:
Sean T1y T2 las tensiones buscadas y w = 100 kg el peso. Se descompone T2 en sus
proyecciones h y v, horizontal y vertical, respectivamente. T1 carece de components
vertical y w de horizontal.
El punto 0 se encuentra en equilibric bajc |a accion de tres fuerzas w, T1, T2 por lo
tanto,

YFx=0 Esdecir, la suma algabraica de las componentes horizontales vale cero.

[EFx=h-T,=0] h=T,

XFy=0 Es decir, la suma aigebraica de las componentes verticales vale cero.

Er=vw=r]
T =h=v Tan30°=100kg (0.577)

w  100kg
T, = - — =11 7% =115
27 cos30°  0.866 kg

» Un peso de 600 kg esta suspendido de un poste por medio de la barra 0A, de 4 m de longitud,
articulada, en A, y de ka cuerda 0B, unida al poste en el punto B situado 3 metros por encima
de A. Calcular |a tension T en la cuerda 0B y el empuje P en la barra AC. Se supone que la
barra es de peso despreciable.
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Sm im
0 = A
W=600 kg W=600 kg
Fig. 2.25
Solucién:

El punto 0 esta en equilibrio bajo la accién de las fuerzas T, P y w = 600 kg. Por tanto,
2Fy=0 ; Tsena - w=0
sena =§ T(3/5)-600=0 T=1000 kg
SFx=0 : Tcosa - P=0
cos =g 1000kg (4/5)-P=0 P =800 kg

» Los extremos de una cuerda ge 11 m de longitud se unen a dos ganchos colecados en un
techo horizontal y separadcs entre si 8 m. A los 4 m de uno de los extremos de la cuerda se
une un peso de 100 kg. Calcular la tensidn en los dos segmentos de cuerda.

W=100 kg

Fig. 2.26

Solucion:
Entre los dos tramos de cuserda y el techo se forma un triangulo oblicuangulo, con los
tres lados conocidos. Aplicando la ley de los cosenos para este tipo de figura tenemos
que:

7' =4"+9"-2(4) (9 cosa a = 48°

4'=7"497-2(7(9)cos B B = 25°
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El punto 0 se encuentra en equilbrio bajo la accidn de las cargas T1, T2 y w.
Estableciando las ecuaciones de equilibro;

TFx=0 ; -T,c0s48°+ T, cos25° = 0
YFy=0 ; T, sen48°+ T, sen 25° - 100kg = 0
El planteamiento re [as ecuaciones produce un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas, que el resolverse,
T,=95kg T, =70kg

» Dos cables sostienen una carga de 100 kg en la posicidn que muestra la figura 2.27. Calcular
la tension a la que estan sometidos los cabiss AC y BC, suponiendo que estos son flexibles,
inextensibles y sin peso.

Fig. 2.27
El sisterna esla trabajando en un splo plano (es un sistema coplanar) y todas las fuerzas
concurren en el punte C, por lo tanto, establecemos que con IFx = 0 y ZFy = O podemos
establecer ol equilibrio.

El sistema puede quedar representado por el diagrama de cuerpo libre siguiente:

Y Tz
T
l Sea, IFx=0
30° 50" ~ ZFx=T c0s60°-T, cos30° = 0
YFy=T sen60°+T, sen30° - 100kg= 0
100 kg

Fig. 2.28
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Observemnos que el planteamientc de las ecuaciones de equilibrio nos lleva a un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (T1 y T2), en el cual los velores de las
funciones trigonométricas de los dngulos harén el papel de los coeficientes de las
variables. Asl, el sistema es:

0.500T, -0.866T, =0

0.866T, +0.500T, = 100

Resolviendo el sistema por cualquiera de los métodos conocidos (determinantes,
igualacian, etc.) los valores de las tensionss quedan;

» Una bamma uniforme AB, de 4 m de longitud y 6 kg de peso, estd soportada horizontalmente
por dos cusrdas unidas a sus exiremos como se muestira en la figura 2.28. Calcular la tenskn
T en la cuerda unida a A y &l Angulo que asta forma con la vertical

T a=~

CE T T e |
<

3
e

lm I m 2m

20kg 6kg

Fig. 2.29
Solucion:
Sean h y v las componentes horizontal y vertical, respectivamente, de la tension de la
cuerda unida en Ay Hy V las corespondientes a la tension de la cuerda unida en B,
La barmra esta en eql.;ilibrlo. Por tanto, si tomamos momentos con respecto a un eje

que pase por A
MA =V(4)-6(2)-20(1) = 0 V=8kg |
LFx=H-h=0; h=H=Vtg 30° = 8(0.5774) h = 462kg
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YFy=v+8-20-6=0 v=18kg

T=\/i4.64f2+(18)2 =l18.60kg |

a=arc tan (4.64/18) 14.40°

» Sobre una barra de peso despreciable y 100 ¢m de longitud actuan las fuerzas representadas
en |a figura 2.30. Encuentre |a equilibrante del sistema y su punio de aplicacion.

5k
g B cos 30°
38 ST
20 cm ke
30° £ sen 30° .

A B ke Re

80 cm

100 c¢m a
6kg Tkg 2.9

Fig. 2.30

En la figura se ha descompuesto la fuerza de 8 kg en sus proyecciones vertical y
horizontal { v, h ). Sean V y H las componsntes vertical y horizontal de la equilibrante.
Considerando que el cuerpo esta en equilibrio entonces:

YFx=0 ; 4-8 cos30°+H =0 ; H=+29 kg
2Fy=0; 5+8sen30°-6-7+ =0 ; V=+4.0kg
Laequilibrante = E = (2.9)2 + (4.0)2 E=49 kg

Sea x la distancia desde el punto A hasta el sitio de apiicacion de la equilibrante.
Proponiendo la suma de momentos en A:

M, =5(20)-7(80)+sen30° (100)+ V(x) = 0 X=15cm

a=arc tan (4.0/2.9)= 54°



% Para sacar a un automévil de una zanja, se ata el extremo A de una cuerda ADB a un arbol y
ol otro extremo B al coche. En el punto medio 0 de la cuerda AB se ejerce un empuje de 100

ton en direccién perpendicular a AB. Calcular la tension T en la cuerda, sabiendo que el
angulo AOB es de 170°. ’

100 kg

Tzi&l‘lsg

Meétodo de los componentes

Fig. 2.31
El punto O esta en equilibrio bajo la accién de las fuerzas T1, T2, y 100 kg. Por

consiguianta:
ZFx=0 ; -T,cos5°+T,co85° = 0
T, =T, (tensionen la cuerda)
2Fy=0; 100ton-T,sen 5°- T, sen5° = 0
2Tsen5° = 100ton

T____100 ton
2sen 5°

T = 573ton

» En ia barra mostrada en la figura 2.32, calcule las reacciones en los apoyos.

3 4

Fig. 2.32
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En primer término, vemos que el apoyo del extremo A es de tipo articulado y, por tanto,
produce dos reacciones, una vertical y una horizontal, mientras que el apoyo B as de tipo simple y
soko produce una reaccién vertical, a esta combinacién de apoyos nos referimos al decir que una viga
estd simplements apoyada

Estableciendo las ecuaciones de equilibrio:

LFx=0 ; .

R, -2ton =0 Entonces:
ZFy=0 ;

R, - 3ton - 4ton +R, = 0

Esta es una ecuacion de dos incdgnites, por lo tanto, no se pueda resolver. En vista de lo
anterior, si planteamos la ecuacion de Imo = 0:

IM,=R,(0)+3(2)+43)-R; (6)+ 2(0) + R, (0) =0

Al sustituir el valor Ry = 3 en la ecuacion ZFy obtenemos la ultima incognita (Ry),

Ry-3-4 43 =0

» Enconirar las reacciones en los apoyos de la bama mostrada en la figura 2.33, la bama esta

simplamnente apoyada.
10 tn 5t
RA,
|
& &
3m Im ] Im
RA, RB
Fig. 2.33
YFx=0
R,.=0

ZFy=0

R,y -10+R,-5=0
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TM, =0
R,,(0)+R (0} +10(3)-R(6)+5(9) =0

_30+45_
6

Ry 12.5 ton

Sustituyendo Ry =12.5 ton enFy:

R,y -10+125-5=0
R,, = 2.5 ton

» Encontrar las reacciones en los apoyos A y B de la barra que se muestra en la figura 2.34.

It/m

RA, RB

Fig. 2.34

Se observa gque en este ejemplo, la carga es uniformamente distribuida a lo large de la
barra. Este tipo de carga puede transformarse de distribuida en concentrada; si calkculamos la
resultante de todas las fuerzas que actian a lo largo de la barma, la fuerza resultante estara actuando
en el centroide de la carga, Fig. 2.35. De modo que:

EF=151JJ
E . F=wi |
: F=3""(5m) = 15ton
%A 25m 235m ’ & "
ZFx =0 R, =0
TM, = ’R“(G)+15(2.5)-RB (15)=0 R, = 7.5 ton
TFy =R,,-15+475=10 R,, = 7.5ton
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» Calcular las reacciones en la barra siguiente, considerando que esta es simplemante apoyada
y iane una carga distribuida triangularmente como se muestra en la figura 2.36.
13 um

1

O
H
i

H

& 6m &

Fig. 2.36
El presente ejercicio muestra un tipo de carga un tanto especial, nos referimos a la carga
triangular. De forma parecida a la transformacion del ejemplo anterior, convertiremos esa carga en
ofra de tipa concentrada.
Las cargas triangulares se convierten a concentradas al obiener el érea de la figura 2.37,
formada por la base de 3 metros y la altura de 3 ton/m, correspondientes a las dimensiones del
triangulo. Aplicando la formula del area:

| F=45m
:
]
A il RE, mémex B
b o 2m7 1m
RA RBN
Fig. 2.37
F=b¥ F = l(3:1:(3% = 4.5ton x=(b3) =1m
2 2 m
ZFX =0 RBII =0
TM, = R,(0) + Ry (6) - 4.5(8) = © Ry, =6 ton
ZFy =R, +6-45=0 + R, =-15ton.

Observemos que el valor de RA es negativo. Cuando esto sucede, significa que el sentido de
la reaccién, sea momento ¢ una fuerza, tiene mal supuesto su sentido. Originalmente RA fue supuesta
hacia arriba (con sentido positivo) pero, dado que el signo s negativo, su verdaaero sentido es hacia
abajo (negativo), como veremos enseguida. Fig. 2.38

i T
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» Encontrar las reaccionss en la barra de la hgura siguiente:

1
10 tm 10w
mﬁm Aa EB
Im _ ‘jlm 4 3m I 4m_
|
Fig. 2.39

A diferencia de ejernplos antericres, en este caso uno de los apoyos esta en ia parte superior
de la barra, esto no afecta en gran medida. El equilibrio de la estructura se propone de la misma forma

en que se ha hecho con los sjemplos anteriores.
El apoyo A es articulado y el apoyo B es simple. Concentrando la carga repartida y

proponiendc el sentido de las reacciones tenemos que:
=10t/ =
F=10% (3m)=30 ton

:F'=3O m lm

i /ﬁ’

RAy
. . 1 i 4m
RA,

S
g

Fig. 2.40
2Fx=R,, -10 cos 30° =0
R, = 8.66ton
2M, = -30(1.5)+R,,(0)+R ,,(0)+10cos 30°+10sen 30°(1)+ R, () +1(8) = 0
Ry = 8.0 ton
2.Fy=-30+R,, - 10 sen 30°-8-1=0
R,y = 44.0ton

» Encontrar las reacciones de la barma que se muestra en la ﬁ_gura 2.41, considerando que esta
tiene un extramo empotrado, mientras que el otro permanece libre.
ls

M
6 tm 10t A

e — - -~ < -

5m 25m 25m

Fig. 2.41
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Como sabetmos, un empotramiento produce 3 reacciones: un momento concentrado y dos
fuerzas perpendiculares entre sl (una vertical y una horizontal). .
Concentrando la carga repartiia y proponiendo el sentido de las reacciones, el sistema queda:

|F=30tn
MA E 10t
6 i |
25m 1 25m
[
R,
Fig. 2.42
F= wL F=6tm (5m) F=30ton
Estableciendo el equilibrio

SFx=0 R, +0=0 R, =0
YFy=0 R, -30-10=0 Ry =40
ZMA =0 -M, +R,(0)+30(2.5)+10(5)=0 M, =125t-m

Puesto que todes los resultados son positivos, las reacciones estan bien supuestas.

» Encontrar las reacciones en la estructura que se muestra en la figura 2.43 (a)

1 tm ]F"7K4=‘ 28 m
2m 2m
10 m 10
—— e — -
(a) (b)
2m 2m
AN, ailen wishw  RA, i
LA ( B
: 4m ' RA, RB
]
2m T2m
Fig. 2.43



En la figura (b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de la estructura con las fuerzas activas
y reactivas que existen sobre ella. El apoyo A es de tipo articulado y el B &5 simple.
Proponiendo las ecuaciones de equilibrio:

YFx=-R,, +10=0 R,, =10 ton
TM, =R, (0)+R , (0} +10(2)+28(2)-R,(4) =0 R, =19 ton
Sustituyendo el valorde R, en T Fy: ‘

YFy=R,,-28+R, =0
XFy=R,,-28419=0 R,, =9 ton

» Encuentre las reacciones de la siguiente estructura.
5t 5m

l lﬁl"

{

Sm Fig. 2.44

Proponiendo e! sentido de las reacciones y concentrando la carga repartida tenemos:

S5m Slm
§ T—ns
B
25m
30m i
Fig. 2.45
25m
AL R -+
(lm, 2m gm
I i T 1
Tra,
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Estableciendo el equilibrio:

2Fx=30-R,,-Ry=0 R,y =10 ton

TFy=R,,-5-5=0

TM, =R, (0)+ R, (0)+30(2.5)+5(1)+5(3)-R, =0 Ry =13 ton
Sustituyendo R, en 2 Fx
2Fx=30-R,,—13=0 R,, =17 ton

» Encontrar las reacciones de la estructura siguiente;

o = )(nfm

1 4m L 2m 1
f T 1

- Fig. 2.48

La barra es simplemente apoyada y como se observa, en este caso no hay fuerzas actuantes.
La anica accion sobre la viga es un momento concentrado en el extremo voltado.

La solucidn de este problema se hace igual que en los antericres. Estableciendo el diagrama
de cuerpo libre y el sentido de las reacciones tenemos:

R“hﬂ Y )6t/m
: Am E—
" Jwo
Fig. 2.47
YFx=0 ‘ R, =0
IMg=R, (4)-6=(; R,, =15 ton

TFy=R,, +Ry;=0

ZFy=15+R,=0 Ry=-15ton

Cambiando el sentido R; =1.5 ton
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Como vemos, al efectuar la suma de momentos, el valor de la accién no sufre alteraciones, es
decir, su efecto no varia con respecto a la distancia hasta el punto respecte al cual se toman los
momentos. Podemos generalizar que las acciones o reacciones que sean momentos concentrados
entraran en las ecuaciones como valores constantes, fomandose en cuanta s6lo el sentido de la
rotacion que provocan las reacciones finalmente son;

Fig. 2.48

» Encuentra las reacciones en los apoyos de la estructura siguiente:

SRR

3m L . 2m 1

]
I T T T 1

Fig. 2.49

ia barra estd sometida a la accidon de des momentos eoncenh’ados, uno en cada extramo,
ademas de una fuerza concentrada en la parte madia de la barra.
El diagrama de cuerpo libre de la estructura es:

Fig. 2.50

Estableciendo el equilibrio:

2Fx=0 R,, =0
M, =-2+18(3)-R,; (6)+5=0
» R; =9.5 ton
YFy=R,, -18+9.5=0
R,, =85 ton
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2.5.EQUILIBRIO DE SISTEMAS EN EL ESPACIO (TRES DIMENSIONES)

» Un letrero de 5 x B f de densidad uniforme pasa 270 ib. y lo sostiens un apoyo articulado
(Rotula) en A y dos cables. Determinense (as tensiones en los cables y la reaccion en el

apoyo A

D

3f 4ft

2ft
C
3f Ay
fi
B
2ft -
- SR
Fig. 2.51
Solucién:

Se dibuja un diagrama de cuerpo libre del anuncio. Las fuerzas que actdan sobre el cuerpo
son el peso W y las reacciones en A, B y E. La reaccidn en A es una fuerza con direccion
desconccida y se presenta por sus tres compenentes. Como se conacen las direcciones de las
fuerzas ejercidas por los cabies, cada una de ellas involucran solo una incdgnita, les magnitudes Tap ¥
Tec. Puesto que solo hay § incognitas, e letrero estd parcialmente restringido. Puede girar con libertad
con respecto al eje x; pero esta en equilibrio bajo la carga dada, ya que la ecuacion Imo = ( se
satisface.

Las componentes de las fuerzas Tas ¥ Tee  pueden expresarse n términos de las magnitudes
desconocidas Tap y Tec, basados en lo anterior tenemos que:



W= -(2701b)j
aft

4 ft

Fig. 2.562
BD=—(8 ft)i+(4 ft)j-(8 fik
EC=—(6 f)}+(3 A)j+(2 ik
BD

T,,D=TBD-]§B= (231413 1-23k )

BD=12f
EC=7 ft

EC:TEC (67i+37j+2/7k)

5ft

Establecemos ahota que las fuerzas que actiian sobre e/ anuncio forman un sistema

equivalente a cero, escribimos entonces:

2F=0; Axi+ Ayj + Azk + Ty + Ty -(270 Ib)j =0

Ec.{1)..{AX - (2:3) Tap, = (6T Ty i + (Ay +(1/3) Ty, + (3,7 Ty - 270)j+ (AZ-(2/3) Ty, + (2 )T Yk =0

M, =X(rxF)=0

{8 RNT, (—(273)i+(1/3)j~ 2Nk +(6 AN (—(6:7)i+ (3 T)j+(2' 7k + (4 RY(-2701b)j=0

Ec. (2)...(2.667Tyy +2.571 Ty, -1080)k +(5.333T,p -1714T,. )j=0
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lgualando a cero los cosficientes j y k de la ecuacidn (2) resolvemos un sistema de
ecuaciones sscalares donde:

T, =1013 Ib T, =3151b

Estableciendo los coeficiantas de i, j, k igual a cero de la ecuacidon (1), obtenemos otras tres
ecuaciones que ncs darén las componentes de A. Asl obtenemos.

A=+(338 Ib)i + (101.2 Ib)j - (22.5 Ib)k

» Una carga de 450 Ib. pende de fa esquina C de un pedazo de tubo rigidc ABCD que se ha
doblado en la forma indicada. El tubo asta sostanido por apoyos de bola y cuenca (rotula) en
Ay D fijos al piso y a la pared vertical, raspectivamenta, y por un cable atado en el punto
medio E de la porcion BC del tubo y fijo en un punto Gdela pared. Detarminense:

a) Donde debe localizarse G, para que la tension del cable sea minima.
b) El comrespondiente valor minimo de la tension.

D
G
E
B \
. C
cR 6f
128
| |4501b
6f
A
X
~ 2R >
Fig. 2.53
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Solucidn:

E! diagrama de cusrpo libre del tubo incluye la carga W = - 450 |, las reacciones sn Ay D, y la
fuerza T ejercida en el cable. Para eliminar de los calcuios las reacciones en A y D expresamos que
la suma de momentos de las fuerzas con respecto a AD es cero. Denotando por A al vactor unitario a
lo largo de AD.

IMg,p=0 Ae(AExT)+ A+ (AC x W)=0 oo (1)
Dyj
o
y N —
T D
A e
r
6ft
S| w=som
rd
S 12f
A :
/’ !
12 f Pt i
s 1
g 1
’ ]
A !
s X
]
: 6t
Axi | A 2/
12 fi S

/Azk A3 :
. Fig. 2.54

£1 segundo término de la scuacién (1) puede calcularse de la siguisnts forma:
AC x w = {(12i+12j)x (-450j) = -5400k

AD 12i+12j-6k 2. 2. 1
A= Al TR Sy S-Sk
AD 18 33" 3

1 e (AC x W) = (2/3)i +(2/3)j-(1/3)k (-5400k) = 1800
Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion (1)

Ae(AExT)=-18001b-ft = 3}
Valor minimo de la tension. Por la propiedad conmutativa del triple producio escalar, la ec. (2)
queda: T(: x AE) = -1800 Ib-t ... 3)

Que nos muestra que la proyeccion de T sobre el vector A x AE  es una constante, Se ifiere que
T es minima en la direccion paralela al vector,
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A x AE = (2/3)i+Q23)j-(13)k x (61 +12))
A x AE = 4i - 2j + 4k

Ei vector unitario corraspondiente as (2/3)i — (1/3)j + (2/3)k, de manera que:

T =T@i-A3+23K e (@)

Sustituyendo los valores de Ty Ax AE en la ecuacidn (3) encontramos T = - 300, utilizando

este valor en (4), obtenemos:
Ty =-2001+100j-200k

T, =3001b
Localizacién de G. Como el vector EG y la Fuerza Ty tienen la misma direccion, sus
componentes deben ser proporcionales. Denotando por x, y, 0 las coordenadas de G, escribimos:

x-6 y-12_0-6 x=0
=200 +100  -200 y=15ft
y
G(x,y,2} D
Tmin
Br
( £(6,12,6) c

w

Fig. 2.55
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2.6. SUPERPOSICION DE CAUSAS Y EFECTOS.

» Consideremos ei sistema de a figura siguiente;

. -Jwtn lsm _ ]
i .

L Il ) I
1

2m 3m 3m
Fig. 2.56
Si calculamos las reacciones tanemaos que,
R,=0
LFx =0, 7
M, = 10(2)_4-5(5} -Ry(®) =0
2Fy =R, -10-5+5625=0 R, =9375 ton

Los resultados obtenidos son representativos de los efectos que las fuerzas de 10 y 5§ ton
provocan en los apoyos. Podemos inferir que una parte de la reaccién es provocada por la fuerza de
10 ton y el resto por ia de 5 ton. Basados en lo anterior, decimos que el sistema original de fuerzas
puede resolverse considerando la accion simultanea de estas, o bien, si tomamos en cuenta solo una
y encontramos sus reacciones y despuss consideramos la otra y también calculamos las reacciones
para finalmente sumar en forma algebraica las corespondientes reacciones, encontramos que los

resultados son iguales para ambos procedimientos.

A

Resolvamos e problema con ofro criterio:

R, =5.625 ton

Sea,
Jlom |swm Jom |5m
5 P= o
"2m 3m  3m T 2m 6m ' )
Fig. 2.57
Calculando las reacciones en los dos casos tanemos:
ZFx = 0 R, =90
llom IM, =102)-R, (8 =0
A e ] Rg= 2.5 ton
S 2m 6m A TFy = R, -10+425=0
R,y =75 ton
Fig. 2.58
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YFx = 0 i R, =

A& ] XM, =505)-Ry (8)=0

5m Im R, =3.125 ton

IFy = Ryy-5+3.125=0
Fig. 2.5 R, = 1.875 ton

Sumando las reacciones tenemos lo siguiente:

R,=0+0 ; Ru=0
R,w=75+1875 ; R,y =9.375ton
Ry= 2.5+ 3.125 ; Ry = 5.625ton
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2.7.PROBLEMAS PROPUESTOS

a) El semaforo de la figura pesa 500 kg, y esta sostenido por cabies inextensibles y sin peso
que se indican. Calcute las tensiones en cada uno de ellos.

Fig. 2.60
b) La poisa de la figura puede deslizar libremente sobre el cable soporie que le sirve de guia.
¢ Cuél es la tension en ests bajo las condiciones Indicadas?.

Fig. 2.61

¢} ¢Cuanto valen las tensiones en los cables de la figura?.

Fig. 2.82
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d) ¢Cudl es la fuerza P necesaria para mantener el cuerpo C en la posicion mostrada en la
figura, si este pesa 200 kg?

80°

[ |

Fig. 2.63
e) Un cable unido al sistema tierra en A, pasa por una polea C y sostiene, como se indica en
la figure, los cuerpos B y D de pesos respectivos Wa v Wy Calcule la flecha gque se
produce.

Fig. 2.64
f} Halle Ia tensidn en el cable BD dibujado en la figura, si ia polsa no tiene masa y las
superficies en contacto son lisas. '

v

Fig. 2.65
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g) E! cable de ia figura es inextensible, sin peso y esta unide &l sistemna tierra en los puntos A
y C. Si sostiene por medio de una polea B un cuerpc que pesa 1000 kg. Y su longitud
alcanza 10 V2 m, encuentre los anguics a, B v la tension en él.

10m

Fig. 2.66

hy Calcular las magnitudes de las compresiones en las barras AD, BD, y CD del dispositivo

mostrado en la figura.
D

8m

1m

4m 4m

Fig. 2.67
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i) La esfera mostrada en la figura es de 3m de radio, pesa 4 ton, se encuentra recargada en
dos parades lisas y esta sosienida por un cable de 6m de largo. Encuentre la tension en el
cable y las reacciones en las paredes.

\

\

i)y Determine las fuerzas axiales en los cables y en la tornapunta del dispositive indicado en
la igura, definiendo sus naturalezas.

8§m

Fig. 2.69



k) Calcule las compresiones en las barras AC y BC, asl como la tension en e! cable CD.

10m

Sm 2m

Fig. 2.70

I} Los tres cablas de la figura sostienen un cuerpo que pesa 20 ton, calcule ias tensiones en
aquelios.
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m) Determine las fuerzas que actuan en las barras A y B cuando estan sujetas a la accion de
la fuerza P de 3 ton.

3Jton

Fig. 2.72

n) La lampara flugrescente de la figura pesa 20 Kg, encuentre las tensiones en los cables
que ia soportan.

1 L

05 20 0.5

Fig. 2.73

o) El dispositivo ds ka figura se encuentra en equilibrio. Calcule la reaccién en la articulacion
de apoyo A y la tension en el cable BC.

4.0
" B
25 2.5
_5 TON 25 c
\ N
51 o 1
A

20
ton Fig. 2.74




p) Obtengarcx)mo funciones de posicidn de la gria viajera, a ta rsaccién en A y a ia tension
del cable BC que, conjuntamente, mantenga a la mensula en equilibrio. Estudie el
comportamiento de aquellas.

+ b

£

Fig. 2.75

q) Determine las reacciones para la viga cantiliver esquematizada en la figura.

10 TON
12
I0TONM 3
~\oTo i3 TON
=
1 pi] { 2.5 -
I | LD 1
L § J
| A
Fig. 2.76

r) Deduzca una regla simple para calcular reacclones en vigas simplementa apoyadas.
Considere disposiciones en téminos de una carga concentrada y de acuerdo con la
axistencia o no de voladizos.
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s) A base de la regla deducida en el ejemplo anterior, valle las magnitudes de las
reaccicnes de las vigas sigulentes, indicando el sentido de las fuerzas.

K3

4 L2 &
I o1
1 —l
I 1

2.5

L 6 L3

[ e *

L 9 o

I i

4
7 | 10 ok 8 N
I T N "
1. 23 J
I M
Fig. 2.77

1) Descompone el sistema da cargas que actGan en la viga simplemente apoyada de la
figura, buscando que puedan calcularse las reacciones con ¢l empieo reitarado de la regla
dada en el ejercicio 1.

S S S S i

12

Fig. 2.78



u) Establezca las reacciones de las vigas mostradas en la figura.

4 L2
™~
L
r

3 JLID

-1

2.5

L 6 % 3 J

T *

1 9 J

" 'l

4

l 7 e 10 ] 8 o
I* e * *
L 25 J
I i

[ I [ i
&

+
¥
+

12

Fig. 2.78
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v) Determine las tensiones en los retenidos del mastil DA y la reaccion en la rotula que o
recibe inferiormnanta.

Fig. 2.80

w) El cable BAC pasa a través de un aro sin friccién A y esté unido a los soportes fijos By C,
mientras que los cables AD y AE estan amarmados al aro y unidos, respactivamente, a los
soportes D y E. Sablendo que una carga vertical P de € ton se aplica al aro A,
determinese la tension en cada uno de los tres cables.

Fig. 2.81
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ANALISISDE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS SOMETIDAS A
CARGA AXIAL

3.1. CABLES
3.1.1. TIPOS DE CABLES

Para salvar un claro solve un rio se utitzan los puenies; exision diferenies shemativas para
disafiarios, pero una de sllas as proyectar un puente colgante. Para ello se requiere el conocimiento
de log cables. 10s cables se usan también pam sosiener iechumbres o en Is construccitn de lineas de
conduccidn eiéctrica.

4l = IR

—
—

Fig. 3.1
Los slementos tipo Cable, No poseen rigidez para soportar esfuerzos de flexion, compresidn o
cortantes. Al someter 8 cargas a un cable este cambia su geometria de tal manera que las cangas son
sopoftadas por esfuerzos de tensién a lo largo del slemento. Siempre encontraremos que cuando
aplicamos una fuerza of cable tendré otra geometria.

Los cables se falvican de varios materiples, poro los metdlicos son jos de Mmayos uso. Los
cabies se encuentran como elementos alslados o como parie de sisternas mecénicos o estructurales.

En nuestro caso, considerarernos cables Sexdbies, que no se alargan como son Aexibles no
resisten |a flexidn, y por eflo el momento flexionante en cumlquier seccidn transversal es nulo. Lo
MMMhmm,mwmwdmmmMam
es la fuerza normal positiva, o sea una fuerza de tensién (Fig. 3.1).



3.1.2. CLASIFICACION DE ACUERDO CON LAS SOLICITACIONES QUE
SOPORTAN

a. Cables de elementos rectilineos: este tipo de cables mantiene cargas verticales
concentradas en punios Eamados nodos, y por elio is conformacion geomélrica del mismo
es de tipo recfo o poligonal (Fig. 3.2)

Rl

Fig. 3.2

b. Cablee parabolicos: cn caas cstructaras Is carga sc presemia repartido wTiformemente stgin tn
tje horizontal y por ello la forma que adopta ¢f cable s parabdlica (Fig. 3.3)

< Fig. 3.3 +v

¢. Cables calenarios: el cable que maniiene Su propio peso de manem uniformemente
distribuida sagin su eie va adquinendd una forMa tipo cadena, de donde 1oma su nombne

{Fig. 3.4

Fig.3.4
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d. Cables elipticos: cuando un cable soporta cargas repartides en forma uniforrmemente
creciente hacia los extremos, alcanza una conformacidn efipfica estos cables son poco

usuales (Flg. 3.5).

—— —Sp——

TR T T N BT A R

v +

Fig. 3.5

Hagamos el analisis de un cable sujeto a cualquier tipo de carga. Para ello, consideremos los
soportes A y B sobre los cuales esta suspendido el cable que tiene una distribucion de carga Q(x} y
que aciia verticaimante sabre el mismo plano del cable (Fig.3.6).

T+AT
6+ A0
t
\J
W A
¥ Ay
' AS
\j o /
'
T
Ax
Fig. 3.6

Tomemos como diagrama ce cuerno libre un elemento de longitud AS. las fuerzas Ty T+ AT
tienen componentes horizontales y verticales. Formulando las ecuaciones de equilibrio tenemos:

ZF,=0
- Tcos8+(T + AT )cos(@ + A8}=0 (A)

- Tsen0 + (T + AT Jser{@ + A0)—QAx = 0 ®)
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Dividamos las dos expresiones por Ax y tomemos el limite cuando Ax tiende a cero:

d{Tcos8) _ 0 (A)
dx

6’ ,
d(T sen Q{ ) ®)
Para que Ja ecuacion (A’) se cumpia, es necesario que:

T cosf = constante = I

Donde H representa la componente horizonta! & lo largo del cable. Esto es indicativo de que,
en cualkquier punto del cable, la componente horizontal de la tension tendra el mismao valor.
Imtegramos ia ecuacion (B')

Tsend = Hx)dx+C,

La ecuacidn (C)T = H/cos 8, al sustituirla en la ecuacidn anterior, permite un mejor desarrollo:

H send = IQ(x)dx+Q

cosd
senf _
+C,
cos8 H IQ(x)dx
pero send _ anéd = &
cos® dx

sustituyendo - dy IQ(x)d!H C,

Integramos nuevamaente:

= j[; IQ(J:)&&+C,}&"+C2
r=L flomaskic+ Cx+C,

H

La expresion anterior es la ecuackin general de la curva de deflexion de un cable con sistema
de carga Q{x), donde las constantes C, y C; se detarminan en cada casc de acuerdo a las
condiciones de los soportes Ay B.

Para calcular la longitud del cable tenemos:

L={ds siendo  ds? =dx?+dy’
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Despejando y sustituyendo:

ds= - fH(gij’dx
v & Y oidx

| dy2 2
L= 11+[—-J dx
[

La igualdad anterior nos permite calcular la longitud de un cabie desde el punto mas bajo del
mismo, hasta uno de sus apoyos. :

Si ahora consideramos una porcion del cable procurando que un extremo coincida con la parte
mas baja'de! mismo y tomamos en cuenta la expresion (C) , lleagamos a las siguientss propasiciones,
de acuerdo con la figura donde Q representa la carga total del cable en el tramo considerado (Fig. 3.7)

Fig. 3.7 .
Las igualdades anteriores sirven para calcular la tensién an un punto dado del cable y la
relacion de ia carga total, respecto a la carga horizontal que ejerce el cable en su punto mas bajo.

Rasumen

Un cable es una estructura flexible que solo soporta fuerzas de tension. De acuerdo con su
carga se clasifican asl:

rectilineos (cargas concentradas)

Parabdlicos (Carga uniforme horizontal)
Catenarios (carga uniforme segun el cable).
elipticos (carga crecienta hacia ks extremos).

-

La componente horizontal de la tension en cualquier punto del cable siempre se mant}ene
constante

La ecuacion del lugar geométrico de los puntos gue pertenecen al cable es:

Y=%ﬂ!Q(x)dx]dx+Cl+Cz
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La longitud del cable sa calcula con la expresion:
i 2 2
L=f,ll+ dy” dx
‘M; dx

En un cable, la tensidn que soporta en un punto dado se calcuia de acuerdo con la carga total
que actla desde esta punto hasta la parte mas baja del cable, con las siguientes iguaidades:

Te0=Y -2 T= H*+Q
g0=_ = o H 4

Resolvamos ahora el siguiente problema: ¢l cable de un puente colgante esta apoyado en dos
pilares separados entre si una distancia de 250 m. la carga que soporta esia repartida uniformemente
en forma horizontal a razén de 4 Tor/m. calcular kas reacciones en los apoyos, la longitud del cable vy
8u ecuacidn de deflexién. {Fig. 3.8). )

5¢m
| 250 m |
[ |
\Y% v
H tY t H
- —_— T p ——
A B
50 m
X
—
4 Ton/m
250m
Fig. 3.8.



En primer lugar calculamos sus reaccionas, considerano que la estructura es simétrica:
TM,=0 ; V(250}=4(250X125) ; V=500 Ton
TM =0 ; H(50)}+4(125)62.5 = V(125) ; H= 625 Ton

La ecuacién de deflexion as la siguients:

Y= 62$J'[j4ab:]d:+c)c+c

Y = 1 dxdc+ Cx + C,

625
2
Y= Lo¥ Lcoxatc,
625 2
22

Y = f~+Cx+C
625

En la ecuacién anterior se curnple que:
Si x=y=0 entonces C,=0
Si  x=125, y=50, entonces C =0

De esta manera ta ecuacidn de deflexion es:

_ >
625

La longitud del cable la evaluamos con la expresion:

L=2 I 1+ JfaxY &
625
La solucion de esta integral es de tipo logaritmico de dificii aplicacion practica, pero
desamoifandola como una sane infinita resutia;

L=25 1+§(ﬂ] 32 50 +...
31625 5 625
Tomando solo los tres primeros tdrminos obtenemos:

L=27411m
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* La expresidn gue se aplica para calcular la iongitud, en funcion del claro a y de la flecha f es

L:o{ngg)’_s;(g]l_.}

Si desearamos calcular la longitud del cable an funcidn de las coordanadas de uno de sus
apoyos A{x,y) uiilizariamos la forma:

25

3.1.3. CABLES DE ELEMENTEOS RECTILINEOS

Es comin que cuando se desea colocar una techumbre que abarque un claro mas o menos
grande sin tener columnas intermedias, se mcurra a cables sustentadores de tal forma que soporten
cargas concentradas como se aprecia en ia ilustracin (Fig. 3.8). Esta condicién de cargas hace
posible que ol lugar geométrico del cable ses una poligonsl, es deck, que exisian elementos
rectilinecs enire carga y carga.

Fig. 3.8
Cuando el peso del cable es daspreciable en comparacién a las cargas concentradas que
soporta, estamos en presencia de un cable de elfsmenios rectifineos o de cargas concentradas. Para
resoiver este tipo de cables basta calcular las reacciones en los apoyos y posteriormente conformar
sistemas de fuerzas concurrentes en cada nodo ¢ punto de &ccion de las cargas. (Fig. 3.10)

Tb
\@J <

Fig. 3.10
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Los nodos o puntos de concurrencia deben tener definida siguna de sus coordenadas
(generalmenita la horizontal) para que el problema ssa determinado, y uno de eilos debe quedar
definido en ambas coordenadas.

Cables de siemesntos m?ﬂlinaoc: Es un cable que soporta cargas concentradas en puntos

llamados nodos, por jo cual su geometria es una poligonal. Para su solucién se requiere conccer la
posicién de tres de los nodos y al menos una coordenada da todos 08 damas.

Para hacer mas ciaros los concaptos y el procedimiento de cakeulo, resoivamos el siguiante
problema: el cable AB,C,D,E sostisne tres cargas concentradas en los nodos BC y D, de 36y 2
toneladas respectivamente, teniendo sus apoyos desnivelados 4 metros como se observa en el
diagrama de la figura 3.11

E  sp 5m im 7m
ﬂl'F:"'-"
z 4m
te. A
D A
| Im
y 2 Ton B T
F2_{ A'v
C 6 Ton 3 Ton
Fig. 3.11
Primero calculamos las reacciones:
M, =0 Ey(20) = E;(4) + 2(15) + 6(10) + 3(7) (a)
M, =0(tramoEB) E,(13) = Eg(7) + 2(8) + 6(3) (b)
LFy=0 E.+A, =2+6+3 (c)
TFx=0 E, = A, @
Resolviendo simuiténeamente las ecuaciones (a) (b) obtenemos:
20E, = 4E, + 11
E, = 7.28 Ton E, = 867 Ton

13E, = 7E, + 34

Llevando estos valores a las expresiones (c) v (d) concluimos:

A, =372Ton A, = 8.67 Ten
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Una vaz calculadas las reacciones, formamos un sistema de ecuaciones en cada nodo como
se aprecia en los diagramas de cuerpo libre de la figura 3.12

- 2 Ton
T I2T0n

+——7

8.62 Ton

IR
AT ﬁm Ily

—

2Ton

Pt

Ty '

Fig. 3.12
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2Fy =10 3.72 = T, sen 8,

Nodo A 2Fx = 0 8.67 =T, cos 6, T, = 9.43 Ton
0, = 2322°

Nodo B ZFx =0  9.43c0s23.22° =T, cos 6, } T, = 8.70 Ton

_ 2Fy =0 9435¢n23.22° =T, sen 6,+3 6, = 4.74°
Nodo C £Fx = 0 8.70cos 4.74° =T, cos 6, T, = 10.15 Toen
XFy =0 8.70sen 474°+T, sen 6, = 6 8, = 31.34°
Nodo D XFx =0 10.15c0531.34°=T, cos 0, T, = 11.32 Ton
TFy =0 2+10.15sen31.34° =T, sen 8, 8, = 40.02°

El nodo E sirve de verificacion:

zFx =0 8.67 = 11.32 cos 40.02°
2Fy =10 7.28 = 11.32 sen 40.02° .
Los desniveias de los nodos son:

X=31wn474 =025m
Y = 5 man 31.34° = 3.04m
Z =5 tan 40.02° = 420m

Queda al lector comprobar que fodas las proyecciones horizontales de las fuerzas son iguales.
3.14. CABLES PARABOLICOS

Cuando debe tenderse una tuberia de unc a otro edificic de una induatria, para soportaria se
utiliza un cable. Este tipo de cable sostiene cada trama de tubo a través de cables varticales que, al
estar tan cerca uno del otrc, se considera que la carga transmitida al cable curvo =8 una carga
uniformemente distnbuida. El cable tiene un peso despreciable en comparacion a la tuberia, y su
configuracion es parabdiica tal como se observa en la Fig. 3.13.

/Jf//l

Z,

T 1T L3111

Fig. 3.13
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si consideramos e cable parabdlico de la figura 3.14, donde conocemos la carga
uniformemente repartida W, el ciaro del mismo L y la ubicacion de los apoyos, es posible calcular le

ecuacion del cable y la fuerze m&xima que soporta.

Xa Xp
X
A T4 ©
y—
Q=Wx
°
y el
et
ﬂ.——/ —L—— H
IO
x x
2 2 Fig. 3.4

Ubicamos el sistema de referencia en el punto mas bajo del cable para facilitar su anélisis. La

carga gue soporta Q y (a tensién maxima T son:

Q= #x
T = vH* + @ = -H® + W'X?
ang- @ X
H H
Haciendo una suma de momentos an & punto P tensmos:
TMp=0 ng-w=o
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Daspejando

Px?

20

Esta es la ecuacion de una parabola con eje vertical y vértice an i origen.

Y=

Cable parabolico: Es un cable que soporta carga uniformemente distribuida en forma
horizontal, por lo que su geometria es la de una pardbola. Para resolver un cable de este tipo se
necesita conocer una de las coordenadas de un punto y la posicidn de los apoyos.

Ejemplo:
Se tisne un cable con apoyos desnivelados 1.5m librando un claro de 20m, como se aprecia
en el diagrama (Fig. 3.15). Calcular ias reacciones en los apoyos, la ecuacion del cable y el vaior
méaximo de la tension al soportar una carga horizontalmente uniforme de 2 Ton/m.,

2 Ton/m 2 Ton/m

A 15m < e IL
B R
’\C_/ Im ‘A yT H
ol (:-I X
| 20m | [ 20-z Tz
Fig. 3.15
En prirmer término calculemos las reaccionas:
2
M, =0 20RB+1.5H=2(—22°)—
20R, +1.5H =400 ()
2
TM,.=0 (tramoCR) ZR, = H(1) + 022_ |
ZR, - H =102° (®)
2
TM,=0 20R, =H(1.5)+2(%
20R, ~1.5H = 400 (©)
Wx2 27
= —_— 1=
¥=2= (punio B) i

H=27? (d)

111



Resalviendo las ecuacionas (a), (b), (¢), y (d) obtenemos la solucion:
R, =2024 Ton H =320 Ton

R, =19.76 Ton Z=119m
La ecuacitn del cable es:

2

Y= 20x
2(3.2)
La tension méxima que soporta et cable es:

Y = 3.125 %?

T='32"+2%(18.21)* =36.56 Ton (cn A)

318 CABLES CATENARIOS

Al sostener una cadena pof sus dos extramos sin tensarla, su conformacién se denomina
catanaria. {Fig. 3.16) -

Fig. 3.16

Cuando un cable sostiene dnicamente su propio peso, prasenta una deflexion tipo cadena y
por eko se denomina cable catenarie. Son cables catenarios todas las lineas de conduccion del fluido
eléctrico o los alambres telafonicos o telegraficos que soporian exclusivamente su peso. Este peso es
uniforme por unidad de longiiud del cable,

Consideremos un cable que soporta su propio peso y tomemos una porcidn del mismo como
se muestra en la figura 3.17.
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Fig. 3.17
De acuerdo con la formula general:

T=-/H + W’§*

Consideramos la constante C = H/W y tendremos que:

H=WC Q=Ws T=WC’+§?

La proyeccion horizontal de una pequedia longitud del cable es:

d&=ds cos 0= %ds

Sustituyendo H y T por sus valores

WCds _  ds

dx = [ 2
w~C*+8*  Ji+(s/C)
Integremos desde P hasta Q la expresion anterior:

ds s
X= == sen* =
'[V]+(S/C)2 c

Lo anterior se puede escribir asl:
S$=C senh®
c

Sustituyamaos el valor de C

S= Ll senh wx
w H

La igualdad anterior permite conocer la longitud de una catenaria en funcion de su carga (W) y

de la proyeccién hotizontal de la fuerza de tension (H).

Por ofra parte, sabemos que:

ang=L-¥
H
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De donde

dy=—Q— _Wde S
H WC ¢

Pero (s/c) = senh (x/c), quedando:

dy=senh£dx
c
Integrando desde P hasta Q |8 expresiin anterior:

y-C= fsenhfdx=c|:cosh£:[: =C{cosh£—1]
c ¢ £

0

y-C=C cosh*~C
c

Sustituyendo el valor de C:

¥= Ecosh%
W H

La ecuacitn anterior es la de una catenaria con eje vertical.
Elevando ambos miembros de las ecuaciones (a) y (b) al cuadrado y restando una de otra
obtensmos:

Tenendo en cuanta la identidad cosh? A - senh’A = 1

SZ z?=c2

Despejamos S° y sustituyamos este valor en T.

ol
w
i
T=WC3+52 = W;(H) [Y‘ [H”
1 w W
T=WY

La retacion anterior indica que la tension maxima se tendra en el punto del cable que posea
mayor valor de su ordenada.
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Cable catenarla: es un cable que sostiene su propio peso adoptando una peometria de
cadena.

La proyeccion horizontal de la tension siempre es constante en cuakquier puntc del cable (H
=WC), . :
La proyeccion vertical de la tensitn tendra mayores valores hacia los apoyos (Q = WS).

La tension total depende de la afturs en ques se encuentra el punto considerado, siando los
apoyos al lugar donde se presentan los valores maximos (T = WY).

En los célculos hay que tornar en cuenta las siguientes expresiones:

S=C senhX

¢

Y=C cosh®

C

Y’ 4+Cc*=8*

Ejempto:

Un cable catenaria tiene un peso de 10 kg/m por unidad de longitud, y esta suspendido en dos
puntos ubicados en el mismo planc horizontal. Calculese la flecha que debe tener para que la

tension en los apoyos sea de 2 ton. Cakulase también el claro qua libra el cable, si su longitud
total es de 180 m y las reacciones an los apoyos. Fig. 3.18

Ra 4y Rs
A
-— Ng —
H H
f
]
C
0 X
Fig. 3.18 J '
De la expresion T = WY despejemos Y=£=@=ZMM
W 10

Calkeulemos ahora el pardmetro C:
C=-/Y2-82 =-/2002-902 =178.61m

La flecha sera igual a:
S=Y-C=200~-17861=21.39m
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Anslicemos el claro que Hora a traves de ka acuacion.

_[ +(375_ = lnkS/C)+V(S/C)’ +1]

S+v8*+C*

X+K=In

Caiculemnos ol valor de la constame ¥
Pare X =C y S=0 entonces K=CinC
Quadando ka expresion.

2
X=ClpSHis+C

Sustituyendo los datos det problema:

| 2
L _ 178611 20+ /90 +178.61
2 17861

L =35722In1.6237 = 173.14m

um-mﬁmmmmm:mmzwsmymm
173.14m. Ahora caiculemos 188 rencciones an 108 SPoYos:
H=WC =10(178.61) = 1786.10kg

Q _WS _10(80)
2 2 2

RA=RB=% = 900kg

3.L6 EJERCICIOS Y PROBRLEMAS PFROPUESTOS

1. Cubublubmhnuquammmddau.dlmwwnuqmu
muestra en ke figura 3.18. y cusles son ias distancias da y d, de los nodos B y D

L 2m 2m 2m 2m. i

100kg 0k

600 kg

Fig 3.19
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2. en cada uno de los cables de la figura 3.20 calcula la méxima tensidn y la localizacion de
cada nodo, si:

a) T=400kg b) T = 200 kg c) T =100 kg
a=2m a=1m a=15m
b=1m b=2m b=15m

3m|3m 3mJ3m'

a
R
N
b
L 1
M
——— l T
200 kg l
500 kg

Fig. 3.20

3. Demuestra que el valor del momento flexionante en el punto Z de la viga PQ es iguai al
producto Hh, considerando que H es la componernite horizontat de la tension del cable en
Z° detcable y la linea que une sus apoyos (Fig. 3.21)

Fig. 3.21
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4,

una linea de transmisidn de Skg/m debe pasar por la ladera de una montafia por dande
pasa una cafetera como se observa en la figura 3.22. calcula la flecha f del cable para
que las reacciones horizontales en (a tore centras sean iguales, para no provocar ningun
gfecto en esa direccion. Calcula también las reacciones en cada torre.

b o
Em
/_/
e ] 2 m
f
100 m
e
I |
| 60 m | 20m

Fig. 3.22

¢l cable de un puente colgante soporta una carga de 2 Ton/m repartida uniformemente en
fommna horizontal. El claro es de 380 m, 1a flacha es de 12 m y los apoyos estan al mismo
nivel. Calcula la maxima tension que soporta el cable y el Anguk que forma con ta
horizontal en dicho punto.

calcula la flacha de un cable suspendido entre dos apoyos que distan 19m y cuya longitud
es igual @ 20 m. asimismo calcula ks reacciones si soporta una carga horizontal.
Uniformemente repartida de 0.5 Torvm.

Sugerencia: usa la formula:
L= a[l + §(£]2 —2(1]‘ +}
3la 5\a

resuelve el problema 4 considerando que la carga de 5 kg/m esta uniformemente repartida
de manera horizontal.

un cable telefbnico cueiga entre dos postes de la misma altura, que distan entre si 30 m. si
el cable tiene un peso propio de 2 kg/m, calcula su longitud y las reacciones en cada
poste, si la flecha del mismo es de 80 cm,
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9. ¢Cudl debe ser la separacion entre ks apoyos de un cable que sopotta su propio peso de
3 kg/m, si la reaccién horizental no debe ser mayor a 40 Kg y su fiecha no debe pasar de 1
m.

10. determina la tension del cable de la figura 3.23, en el punto mas bajo y la tensién maxima.

IR TR 1o/

10m 0 m

Fig. 3.23

11. aplica ! método de conservacion de proyecciones para resolver el ejercicio 2
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3.2, ARMADURAS
3.21. CONCEPTOS FUNTAMENTALES

Sistemas en celosia: Son sistemas mecinicos o estructuraies formados por vigas o bamas,
interconectadas entre si, medlante articulaciones que aceptan cuakjuier condicidn de carga.

Ammaduras: Es una estructura en celsia que cumpia con las siguientes caracteristicas:

a. el sisterna da cargas que actua sobre la estructura esta contenido en el pfano definido
por todes los miembros que la constituyen.

‘b. Los miembros de I3 estnictura son elementos rigidos interconectades par madio de
pasadores lisos perfectamente ajustados a los miembros que unen.

c. Los sistemas de fuerzas activas y reactivas solo actuan sobre ias uniones de los
elementos. -

Elementos ds reacckén: Es el nimsro de fuerzas de reaccidn, proporcionadas por ios
apoyos de la amadura. .

Batras: Liamaremos barras, a cada uno de ks slementos componentes de las
armaduras. Se considera que una barra es el miembro que se encuentra entre dos nudos,

Nudos: tlamaremos nudo & punto donde concurren dos o mas miembros de la
armadura. Los nudos son tambidn, kas articulaciones que unen a las bames, ademés de sar los puntos
donde achian les kuerzas

Isostaticidad ds una estructura: Decimos que una esiructura es isostatica cuando el
nimerc de elementos de reaccién desconocidos es igual a ks cantidad de ecuaciones de la estdlice
disponibiea para el cétculo de ellos.

Hiperestéticidad: La condicion de Hiperestiticidad de una estructura tiane lugar cuando
el nimero de elemeantos desconocidos de reaccidn es mayor que & de ecuaciones de la estatica

disponible para su calculo.

inestabilidad: Se dica que una estructura es Inestable o hipostdtica si el numero de
glamentos desconocidos de reaccion es menor qus &l de scuaciones disponibles para su calculo.
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Garantia de Isostaticidad
Supdngase una anmadura compuesta por “b” nimero de barras y por ‘n” numero de nudos.

De acuerdo con los lineamientos de la estatica, sabemos que sabre cada nudo sncontraremos
un sistema de fuerzas concurrentas, los cuales para garantizar su equilibrio solo necesitan que Fx =0,
Fy = 0. Es decir, cada nudo proporciona das ecuaciones para resotver las incognitas de la armadura.
As( que el numero de nudos muttiplicado por dos proparcionara el total de ecuaciones disponibles.
“on

La cantidad de fuerzas incognitas esta detarminado por el numerc de barras, puesto que en
cada barma esta actuando una fuerza, ya sea de compresion o de tension, mas todas las reacciones
que produzcan jos apoyos.

Asl, el total de incognitas sera:

"b+r" donde: b =N° de barras
r =N° de reacciones

Basados en el planteamiento anterior, podemos clasificar las armaduras como:

INESTABLES; SI b+r<2n
ISOSTATICAS; SI b+r=2n
HIPERESTATICAS; SI b+r>2n

Partes de la armadura
a. Cuerda superior. es el conjunto de barras que conforman /a parte mas elevada de fa
estructura. Para solicitaciones de tipo gravitacional, normaimente son piezas que trabajan a

comprasion.

b. Cuerda Inferfor es el conjunio de bamas que forman la parle méas bafa de la
estructura. Para solicitacicnes gravitacionales generalmente trabajan a tension.

c. Montantes: denominamos asi a las barras verficales de una armadura

d. Diagonales: son piazas que, coma su nombre k indica, tienen posicion inclinada.
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————  Cuerda Sl.l'pCl"iOT

mmrmes  Cuerda inferior

...... Diagonales

.~ R ——— Montantes

Fig. 3.24

Existen varios tipos de ameglos geomeétricos para las ammaduras y elio permite hacer
distinciones. Alguncs de ios tipos mas comunes los describimos a continuacian, y por o general se
respeta que los angulos da las diagorniaies tengan un valor comprendido entre 30° y 60°.

Armmaduras tipo Howe son aquellas que se caracterizan por que sus diagonales trabajan a
compresion y los montantes ko hacen a tension. Las armaduras tipo Pratt tienen sus mentantes con
fuerzas de compresiin, mientras que las diagonales trabajan a tansion. Cuando se necesita cubrir
claros mas o menos pequefios es ideal el tipo Fink, que contiene una serie de barras cortas que
trabajan a compresion. Si el sistema de cargas es mdvil y por eilo las barras pueden trabajar tanto a
tension como a compresion, las armaduras tipo Warren son las mas adecusdas. En el que se
haga necesario ef paso de la luz a través de la estructura de techo, como es usual en las industrias,
los mas comin es o) uso de las armaduras diente de siema. Otros tipos pueden ser e! da tijeras, tipo
K, armaduras wiarticulada o bases para torres de aita tension o tanques de almaceanamiento.

Howe: diagonales trabajando a compresidn y montantes a tension

P

Pratt: diagonales trabajando a tension y montantes a comprasion.

m\
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Fink: las barras a compresion son las mas peql_leﬂas.

Warren: ideal para cargas moéviles, como en los puentes

el

AN

Diente de Sierra
Tijera
Tipe K Triarticulada

Fig. 3.25
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322. METODO DE LOS NUDOS

Calculsr las fuerzas an cada barra de & siguients armadura. Fig. 3.26
10 Ton

l

8Tor 0, ——

6m

L 10 Ton L

—l
*

r

4m 4m

Fig. 3.26

El primer paso en la resoluciin de armaduras es comprobar su Isostaticidad.

b=5§ b+r=2
n=4 5+ 3= 24)
=3 8=8

Enuguidanptm-mumenmm.

TM, =B(6)+10(4)+10(4) ~R,(8)=0
R, =16 Ton

XFy=R,-10-10+16=0
R,=4 Ton

2Fx=-R, +8=0
R,y =8 Ton

Una vez hecho al equifibrio exierno, calculsremos la fuerza actuante en cada bama aislendo
cada nudo en un diagrama de cuerpo libre. '
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Nudo A
El sistama de fuerzas que se forma en cada nudo, es concurrente a un solo punto, de tal

suerte que las barras AB y AC podemos conocerias pianteando las ecuaciones de equilibrio:

YFy=4-ABsen56.4°=0
AB=4.8 Ton

YFx=-8-4.8c0s564°+AC=0
AC=10.65 Ton

Cabe mencionar que e sentido de las fuerzas es propuesto y se comprueba con el signo del
resultado. Se considera que la barra trabaja a compresion si ia fiecha {lega al nude en of diagrama de
cuerpo libre, y a tenaidn en caso contrario.

Nude B

En el diagrama de cuerpo libre se observa la presencia de fres incognitas, sin embargo, la
fuerza comrespondiente a la barra AB se calculo en el nudo A por tento el problema se reduce & dos

ncognitas.

10 10
8 Y s )
AB BD 48 BD
BC BC

3 Fx =8+4.8c0s56.4°=BDcos56.4° =0
BD=19.23 Ton

LFy=-10+4.8s5e1.56.4°~BC +19.23sen564° =0
BC=10 Ton

El calculo de las barras es posible solamente cuanda hay una o dos incognitas en el mismo
nudo. Es conveniante llevar una secuencia ordenada para que ias bamas que caiculemos en un nudo
sirvan en los siguientes.
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Nudo C

En este nudo solo hay una incognita, la barra AC fue calculada en el nudo A
10

S Fx=-10.65+CD=0
AC 5 &% CD =10 Ton

10

La suma de fuerzas en y, soclo sirve en este nudo para comprobar e equitibrio dado que en
este caso ho existen incognitas sn esta direccion.

10 .

1065 | CD ¥ Fy=10-10=0

10

Hasta este momento y& hemos conocido el valor de la fuerza actuante en cada barra. El nudo
D, ya no es nacesaric analizario, pero si se requisre comprobar i equilibrio, las sumas de fuerzas (Fx,
Fy), es esa nudo asi como en todos los demas tiene que ser igual con caro.

19.23
Nudo D a
1065 ¥ Fy =16-19.23sen56.4° = 0
Fy=0
16 Y Fx = —10.65+19.23¢0556.4° = 0
— Q
8 =56.4 e

Los resultados obtenidos podemos presentarios de una forma mas ordenada por medic de
una tabla, o también en un diagrama de la armadura indicandgo su magnitud y su forma de trabajo.
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BARRA MAGNITUD TENSION COMPRESION
(ton)
AB 4.80 X
"AC 10.66 X
BD 19.23 X
BC 10.00 X
Db 10.65 X

s ‘Compresion

~——tp—————p——  tension

Fig. 3.27
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Utilizando el método de ios nudos, determina la fuerza en cada miembro de la armadura que
se musstra en la figura siguiente. Fig. 3.268

2000 ke woo ke
6m Il] l]'l
Fig. 3.28

Calculo de las reaccionas:
TMc= —2000(24)—1000(12)+RE(6) =0
RE =10000 Kg
SFx=Rx=0
Rex=0

2 Fy =-2000-1000+10000-RCY =0

RCY =7000 Kg
Condicién isostatica
b=7 b+t=2N
n==5 7+3=25
r=3 10 =10 (si es isostatica
Nudo A
¥ Fy = -2000 + ADsen53° =0
2000
AD =29 _ 5500 kg
sen53°
PN AB
st 3.Fx = AB—2500¢0s53° = 0
AD AB = 2500 cos53°=1500kg
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Nudo D
2~ Fy = -2500c0s53° 4+ BDcos53° =0

2500
BD BD =2500 kg
53"}\ A T Fx = 2500sen37° + 2500sen37° - DE = 0
i DE
- DE=3000kg
Nudo B
1000
T Fy =-1000-2500sen53°+ BEsen33° =0
BE =3750 kg
1500 BC
53° 53° T Fx =-1500-2500c0s53° ~ 3750c0s53°+ BC = 0
N N BC = 5250 kg
Nudo E
3750

CE
}\ /{ ¥ Fx = 3000+ 3750c0s53° - CEcosS3° = 0
TN CE =8750 kg
3500 i

Y Fy =-3750sen53° — 8750sen53°+RE = 0

RE
RE =10000 kg

Valor idéntico al calculado en el equilibrio extarno

Nudo C
Rey T Fx = -5250 +8750c0853° — Rex = 0
Rox=0
5250 Rex
- ¥, Fy =87505en53° - Rey = 0
Rey =7000 kg
R750
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A 1500 B
L 5250 C

r S

Fig. 3.29

313, METODO DE LAS SECCIONES.

L8 armadura siguients fue resueita antariormente por e método de los nuxos, en esta ocasion
se resciverd por @ métndo de ies secciones. Fig. 3.30 ‘

10 Ton
8 Ton l
6m
A D
& C &
le R
r(-1»m 4m !
Fig. 3.30
Comprobando su Isostaticidad, tenemos que:
b=5 b+r=2n
n=4 5+43=2(4)
r=3 8+8 - (sf es isostitica)
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Ahora, realizando su equilibric externo:
ZMa=8(6)+10(4)+10(4)-Ro(8) =0
48-+40+40 128

Ro=
8 g
Ro=16 ton
ZMp=8(6)--10(4)=10(4)+Ra(8)=0
-48+40+40 32
R_Az———-=——-
8 8
Ra=4 ton

ZFx=-Rax+8=0

Rax=8§ ton
Una vez terminado el equilibrio, vemos que la armadura esta sometida a las siguientes
fuerzas:

10

£l método de las secciones propone en primer instancla, hacer un corte en la armadura, tal
que ests divida la armadura en dos partes, teniendo pressents que el corte solo debe cruzar un maxmo
de tres barras incognitas.

Una vaz reafizado el corte, ias secciones de la amadura son:
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Analicemos el corte a la derecha, este, 8s un diagrarna de cuempo hbre sobre el cual actuan
las fuerzas de 10 y 16 ton, ademnas de las fuerzas que producen las barras AC, BC y BD.

Supcnemos el sentido de las fuerzas en tas barras, recordande que si este es saliendo del
nudo, significa que la barra trabaja a tensin y en caso contrario, a compresion.

El sistema de fuerzas formado al seccionar ia armadura, es de tipo coplanar general, por lo
fanto su equilibrio esta garantizado por ¥Mo=0, T Fx=0, ¥Fy=0. Apoyandonos en estas ecuaciones y
planteando el equilibric en cada seccién, podremes conocer la fuerza actuante en cada una de las
barras incognitas afectadas por ei corte.

TMc=0
¥ Mc=—64{4)—-BDx(4)+ BDx(0) =0

¥ Mc=-64—-BD sen56.3°(4) =0

.<BD BD=_ ~%
‘ 4sen56.3°
- 1
BDy
4BC
l 563 BD=-1923 (MAL SUPUESTO)

- AC J ¢ BDx
: 16

Puesto que el signo resuito negativo, BD esta mal supuesta; el valor sera el mismo, solo que
no tensa, si No comprime.

BD =19.23 Ton (A COMPRESION)"

ZMp=0
¥ Mb = —10(4)+ BC(4) + AC(0) =0
Bc=4
4
BC =10 Ton (A TENSION)
Sea LFx=0

-AC+BDcos56.3°=0
AC=1923c0s56.3°

AC=10.65 Ton (A TENSION)
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Continuamos con el método se hacan cortes sucesivos de modo tal que cada corte permita
seguir conociendo cada vez mas incognitas.
Propongamos un segundo corte:

— o,B
BC
AB AB
8 / c CD BC
D
T cD
4 10
Sea YTMc=0
2 Mc=4(4)+ABsen 56.3°(4)=0
_ 16
4 sen 56.3°

AB=—4.80 Ton (mal supuesta)
TMa=0
SMa=10(4)-BC4) =0
BC=10 Ton {mismo valor obtenido que en el corte anterior)
>Fx=0

2 Fx =-8-4.8c0s56.3°+CD=0

CD =10.65 Ton
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———p——g—— Compresién
—g————p— ension

Por e! matodo de las secciones, resuelva la armadura siguiente. Fig. 3.31

10 Ton
> B v D F
10 Ton
4
A C E
L } |
' 4m | 4m 1
Fig. 3.31
b=9 b+r=2n
n=6 9+ 3= 26)
r=3 12=12

Cafculando las reacciones

M, =10(4)+10(4): R (8)=0

R, = 40440
8
R; =10Ton
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IM, =10(4)-10(4)+R s (8) =0
R,y =0

TFx=10-R,; =0

R,, =10 Ton

Trabajando con el corte A - A’

a2 10 Ton
——re— BD : D F
10 Ton :
BC
:
10 Ton H C-
-— AC
a 10 Ton
En Ia parte derecha del corta:
TM, =0

IM, =10(4}- AC(4)=0
AC=10 Ton
A la izquierda del corte
I M, =-10(4)+BD@) =0
BD=10 Ton

Nuevamente en &l iado izquierdo

TM, =10(4)-10(4)+BCcos45 =0

BC=0

Como se observa, podemaos tomar indistintamente ambos lados del corte, sin que esto afecte
los resultados. El utilizar uno u otro lado del corte dependera de la dificuitad con que las ecuaciones
56 presenten; as recomendable que primero se utilice el lado con mayor numero de fuerzas conocidas
y an el proponer la suma de momentos o suma de fuerzas de tal forma que se presenten ecuaciones
con una sola incdgnita, que son muy faciies de resolver.
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Utilizando el corte B - 8°

10 Ton b

-+ 2 DY o+ —bF

]
' CF

10Ton | o c s
o« :ECE

b

A |la derecha del corte:

IM, =10(0)+CE#) =0
CE=0
A la izquierda del corte
ZM, =10{(4)-DF(4)=0
DF=10 Ton
A 1a izquierda del corte

M, =10(4)-CFsend5°(4) =0
40

CF=14.14 Ton

Notese que muchas de las barras no estan trabajando, sin embargo no podemos suprimirias
de la armadura porque provocariamos la inestabilidad de la misma.

Caon el corte C — C’ (horizontal) estamos afectando 5 bamas, de las cuales BC y CF son
valores calculados en cortes anteriores, asi que solo quedan los tres montantes como incognitas.
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Veamos que sucade al piantear las ecuacicnes.

Arriba del corte:
M =10(4)- CD(4)+{4. 14cos 45°(8)-EF(8)=0
M, =—AB(4)-EF(4)+14.14cos45° =0
T M, =-AB(8)-10{4)+CD(4)=0
Cada ecuacion es de dos incognitas, no se pueden resolver individuaimants; planteando las

ecuaciones en cada nudo del corte obtenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que
al resolverse proporcionara los valores de las barras. ’

Asl:
AB=0 CDh=10 EF=10

Perc al método de las secciones se uliliza para simplificar los céicules, no para complicarios.
Podemos proponer olros cortes, la inclinacion de estos no afecta el método.

Los valores de los tres montantes puede obtenerse con mayor facilidad analizando los nudos
ADE.
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EF

10
10 10
’ A AC D DF E
CD 10
AC=10 CD=10 EF=0
Finalmente |a armadura gueda:
10
o B PEELN b p . F
»> o L4 | Ld
»
10 14.14 +
|/ 10
AV
/] w A 4
]9 [, 10 d s
l A L4 hl c P AE
10

——eep—g—— Compresién
[ U S— .
Tensidn

Fig. 3.32
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3.2.4. Problemas propeestos:

Resusiva ias sarmaduras siguientss por el método de kos nudos y de lae secciones.

a)
10 Ton
10 Ton
2Zm
X
L 2m }. 2m 1 2m { 2m . 2m |
r Te 4 T L !
b)
L Im L 3m L. 3m L. 3m |
I P I i il
3m
v 10Ton
c)
4 Ton 5 Ton 6 Ton
v A J L 4
2m
L 2m | 2m | 2m | 2m |
i I | I 1
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4

ANALISIS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS SOMETIDAS A
FLEXION Y CORTANTE

4.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
» MOMENTO FLEXIONANTE (M)

En una seccidn de un elemento estructural cusiquiera, el momento fliexionante es igual a la
surnndelosmomeﬂasdewdaslashmasadivasym,alamliardaoalademdmdela
seccitn, con respedio al centroide de esta (Fig. 4.1)

Convencion de signos:

a la derecha
De la seccidn

A |a izquierda
de la seccidn.

Fig. 4.1
» FUERZA CORTANTE.

La fuerza cortante, en una seccién de un elemento estructural cualquiera, es igual a la
proyeccion —seguin la seccion- de la suma de todas las fuerzas, activas y reaclivas, a la izquierda o a
\a derecha de la misma. (Fig. 4.2)

4
Convencitn de signos:
A a izquierda a la derecha
de la seccidn. De la seccién
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» FUERZA NORMAL.

La fuarza nommal, en una seccion de un elemento estructural cuakquiera, es igual a la
proyeccion —segun la perpendicular de ia seccion- de la suma de todas las fuerzas activas y reactivas
a la izquierda o a la derecha de la seccion. (Fig. 4.3)

4°

Convancion de signos”
A la izquierda a la derecha
de la seccion. De la seccion

Fig. 4.3

> MOMENTO TORSIONANTE. (Mt)

En una seccion de un elemento estructural cualquiara, e momento torsionante es igual a ia
suma de jos momentos de todas las fuerzas activas o reactivas, a la izquierda o a la derecha de a

seccitn, con respecto al eje longitudingl de dicho elemento.
' (+) <)
Convencitn de signos: R - .
i
F
A la izquierda ala deraqha
de la seccion. ' ' De la seccién
j ™
B e S
Fig. 4.5
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> RELACIONES BASICAS

Consideremos una viga en equilibrio bajo la accion de una carga distribuida en cualquier
forma.

w

- ‘
— i
Fig. 4.6
Ef elemento dx se encuentra en equilibrio asl como toda la barra.
Analizando el slemanto dx en e sentido izquierda-derecha, vemos que al inicio de la seccion
actuan un momento (M) y un corante (V), después de recomer la seccién, al final estos valores se
incrementan en dx y dv respectivaments.

Como el sistema asta en equilibrio:
Andlisis

————————

TEITEIXTNIRT IR EE T IDL.

v [ 1V+dV

2Fy=0
y_(y+dv)+wdx=0 ( w positiva hacia amiba)
—dv+wdr=0

w=— relazion de fuerza corante y la carga distribuida

Y Mo=0
M —(M +dM)+Vdx+ wax(dx/2)=0
—dM +Vdx =0

. aM
dx

vV relacion entre el momento flexionante y la fuerza
M=V
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> DIAGRAMA:

Disgrama de un slemenio mecaénico cuaiquiera, en un sisterna de referencia es el lugar
geométrico de los punfos cuya abscisa comesponde a la localizacion de la seccion transversal
considerada y cuya ordenada es el valor del elemento mecénico en cuestion, existente en dicha
seccion. (Fig. 4.7) \

m Disgrama
Long. (M)

Fig. 47
> VIGA

Es una baia que tiene dos de sus dimensiones mucho mencres que la otra y recibe cargas en
el sentido perpendicular a Ia dimenaion mayor. Estas caracteristicas geométricas y de carga hacen
que el elemento principaimente esté sometido a esfuerzos intemos de flexion y de cortante, con la
posible presancia de fuerzas normales y momentas torsionantes.

VIGA SIMPLEMENTE APOYADA
Es ia viga gue se sostiens en dos apoyos, de los cuales uno es articulado vy el otro es libre.
» VIGA GERBER

" Este tipo de vigas cumplen con ia definicion, pero se distinguen de las simplemeante apoyadas
debido a que tienen mas de dos apoyos, pero disminuyen su rigidez por medio de un cierto namero de
articulaciones convenientemente colocadas de tal manera que no resultan afectadas ni su estabilidad
interna, ni su estabilidad ex{erna

> ARCOS Y MARCOS SIMPLES.

Son elementos estructurales cuyo eje iongitudinal es una linea continua. Se encuentran
ligados al sistema tierra por 3 vinculos no concurmantes ni paralelos.

Generalmente se laman marcos, cuando e eje esta formado por tramos de lineas rectas y
arcos, cuando el eje longitudinal presenta formas curvas.
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En forma general, podemos decir que cada tipc de carga produce un diagrama especifico,
asto es referente al grado con que se manifiesta la ecuacion del momento y del cortante que

producen.
CARGA DIAGRAMA DE DIAGRAMA DE
MOMENTO CORTANTE
puntual 1 ter g m
o e
1
. ida 2do grado ler grado

Triangular 3er i 2do

& -y N

3er grado
Momento ) M . cte
% Wz
Moemento ) cte
CM ) M 0
o e




4.2, VIGAS SIMPLEMENTE APOYADAS

Sabemos que en los slemenios tipo viga las fuerzas Internas involucran tres incognitas: una
fuerza axial, una fuerza cortante y un momento, por ko anto conociendo las fuerzas de sxiremo y
aplicando el método de las sacciones en cualquier punto de [a viga nos daria como resuitado un tramo
de viga estiticaments determinado con tres acuaciones estiticas disponibles y tres incognitas por
determinar, Observemos que la clave es conocer [as fuerzas de exiremo de elemenio, es decir,
aqueltas que se ejercen an kas UNIoNes con otros elementos pertenecientes al sistema sstructural y de
ahl proceder a determinar las fuerzas internas por la estatica.

2) Cakular los clementos mecinicos de la viga siguleate.

P
A l B
A - Calculo de las reacciones
S = TM,=0; R,(L)-P(L2)=0
R, =PP2

P TFy=0; R,-P+PR=0

Ry =PR2
Im PR 1

Las ecuacionas para @l cAlculo de slsmentos mecanicos son represantativas de un tramo de
viga, para ¢l cual las condiciones de carga son consiantes. En la viga vemos claramente que ia carga
“P" la divide en dos sacciones, por K tanio tenemos que analizer los intervaios da 0 a L/Z hasta L.

Hagamos un corle en af primer intarvalo: 8 una distancia "X" del apoyo de A.

X P )
A | l B
W

P2 P2 ’

Ahora tomemos los momentos que producen kas fuarzas que se encuentran a la izquierda del
corta, con respacio a P,

El corta es representativo de todos los valores de X" comprendidas entre 0 y L/2, esio es en
el intervalo 0 < X < L72.

Tomando momentos tenemos una scuacion en funcion de ia distancia “X", dicha ecuaciin nos
indica la variacion de la intensidad del momento en funci6n del valor de “X.
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x M, =P Si, x=0; M=0
————
Px x=L72
A M== P(L
Voo 2 M=P(4)
2.2
1sz Mm=TL
4

Diag. De cuerpo libre (DCL)

Recordemos que V = dM/dx, es decir, si derivamos la ecuacidn del momento con respecto a x
obtendremos ia ecuacién que nos reprasente el comportamiento de la fuerza cortante.

Analizando el intervalo: 0 < x < /2

M=%
2
V=P
=%=£;(le2) si x=0 ; V=PR
x =L2 ; V=p2
V=P2

Para este caso al derivar la ecuacion del momento flexionants resulto que ef valor dei cortante
es una constants igual a Pf2 para el primer madio de [a longitud de la viga.

Ahora hagamos el corte en el segundo segmento considerando también como referencia una
distancia x. X

Este corte se tocaliza en cuaiguier punto del intervalo entre L2 y L

Tomando nuevamente los momentos de las fuerzas con respecto al corte, encontraremos la
ecuacion representativa del intervalo.

L2<X <L
M, = P/2(x)-P(x-L/2)
V=dM/dx = -P/2
si x=L2 ; M =PL/A4 V=-P2
si x=1 ; M=20 V=-P2
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Traslademos shora los valores obtenidos a una grafica en la cual el eje horizontal seré la
longitud y el eje vertical serd la intensidad del elemento meciinico en ese puntc.

lp
A B
A nii
1 77) L2
P12 ) 7]
PL/4
M B ] & x
o
P2
vV o0 ®) 5 o
T
N 0 —X

En este caso no existe fusrza siguna que ocasiéon compresién o tension en la bama, por lo
tanto no hay fuerzes nonmales y en e diagrama no hay necesidad de ponerio.

b) encontrar los diagramas de ios slementos mecénicos de la viga siguiente...
é W(vm)
A rmﬂzmnﬂiﬁ

L

Calculando ins reacciones.

IM, =wL(/2)-R;y(L)=0
Ry=wL/2

En esie caso la viga tiene las condiciones de carga uniformes a todo o largo, asl que solo

analizaremos un intervalo. X
W(t/m)

wi2 w12
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0<sX <L
M = wL/2(x)- wxP(x/2) = wix/2- wx/2

WX
six=0 i M =0
si x=L ; M=0
V=dM/dx = wL/2-wx '
w2
si x=10 ;. V =wL22 %2

si x=L ; = -wlL/2

Nétese que los valores del momento valen cero en los extremos de la viga (X=0, X=L), sin
embargo, esto no quiefe decir que no existe momento flexionante a io largo de esta. Para investigar
los valores intermedios, basta simplemente con sustituir diferentes valores de “x° (mmpr&ndidés antre
0y L) en la ecuacién del momento, obteniendo asi &l valor de dicho elementc en cada caso.

Otra forma de conocer las graficas de los elementos mecanicos es analizando sus
ecuaclones. Por ejemplo, la ecuacion del momento es de 2° grado por lo tanto es una parabola;
ademds el signo del tarmino elevado al cuadrado es negativo, esto quiere decir que la parabola tiene
cavidad hacia abajo.

En el caso del cortante, la ecuacién es de 1er grado, por lo tanto es una rects; el témino de la
variable es negativo lo cual nos dice que su pendiente s negativa, es decir, que cuando e valor de X
crece el valor del cortante disminuye.

Por ofra parta, conociendo las ecuaciones de momento y corisnte, ademas de su relacion
V=dM/dx, y recordando que el valor méaximo de una funcion se localiza en el punto para el cual su
derivada vale cero.

El valor méndmo del momento se localiza en el punto donde X<L/2 y vale:

wlx wx wL(L} w
M=s———— M=—|=Z|-=(L

- 350
dM wL
e § S e 2
dx s M MoV

2

Si, l:I—B’VI—:O

dx V=0
V————WL—WX=0

2
x=L/2

Atendiendo los razonamientos anteriores, podemos decir que siempre que el cortante valga
cero existira un valor méaximo o minimo del momento flexionante.
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Elementos mecanicos finales.

AM
L
iz
X
M,
) Lz .
wL2
vo\ X
WL
N o0 X

Para este caso no hay fuerza nonnal, por tanto su diagrama solo serd una Iinea representativa
del valor igual a cero.

c) encontrar los elementos mecinicos de la viga siguiente.

F

F_Bas.e x Altura _ wL

W 2 2
A B La fuerza F se aplica en ¢l
A e :
L centroide de la figura
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Caiculo de las reacciones.

WL L WL WL
=RA(L}- = =0 Fy=--- - =
IMB (L) 2 3 2 Fy s >
rao WL _WL
6 3
Calculo de los mementos flexionantes.
Por tridngutos semejantes. ‘
w:i ) w‘-_—B
WV L L

Seaelintervalo0 = X <L

6 2{ L 6 6
Si X=0 ; M=0
Si X=L ; M=0
4 2
Vo WL_1[WX], WL WL
6 2 L 6 2L
Si X=0 ;v:%

Para encontrar ¢l momentc maximo hacernos que: dM/dX = 0

2
M _, WL WXy , x=L

dx 6 2L ’ 3

Sustituyendo en la ecuacién de momentos el valor de x:




Trazando los diagramas:

w
A B
A
WL3
M
LA3
WL/6
+)
v
WL
N |0

d) encontrar los siementos mecénicos de |a viga siguients.

r
— B alilm
'RA Rﬁl

. L
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Calculo de las reacciones,

TM, =—P(L+a)+R,(L)=0
P(L+3)
L
IM, =-P(@)+R,(L)=0
Pa

Rng

R, =

Sea el imervalo: 0<X<a



A

i P(L+ayL
X

)

P@&L)

)

152

Sea elintervalo: 0<X<a

M=-Px

V=-P

Si X=0 ; M=0
VY=-P

Si X=a ; M=-Pa
V=-P

Para ol intervaloa < X < L+a

M=—Px+gg'f+32(x-—a)

V=_P+PM

§5i X=a ; M=-Pa
V=Pa/L

Si X=L+a; M=0
V=PallL



e) calcular los elementos mecinicos de la viga siguiente.

Calculo de las reacciones,

A B
- 2. IM=M-R@)=0
R, =M
RA RB L
a L TM,=M-R;(1L)=0
M
R. =1+
PL
M
M
(G Sea el intervalo: 0<x<a
MO0 )
M=M M = cte
V=0
Si, x:O y M=M
Vo V=0
-) Si X=a 4 M=M
M/L M/ V=0
Sea el intervalo: a<x<L+a
N ¢
M=M-(x-a)
v=-M
L
Si, x=a ; M=M
V=-ML
Si x=L+a ; M=0
V=-M/L
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f) Encontrar los elementos mecénicos de la viga siguiente.

4ton 2ton
N 45° >\. J<‘>°° ' 182
i AW
Convencidn de siynos 1m Lo
Calculo de ias reacciones:
T M, =R, (3)-4send5°(2) - 2sen60° (1) =0
R, =2.45 Ton
3°M, =Ry, (3)- 4sends°(1)- 2sens0°(2)= 0
R, =2.08 Ton
Calculo ds ks momentos y cortames:
0<X«<l
M=245x Si x=0 M=0
V=245 ton
V=245 . Six=1 M=245t-m
V=245 ton
1€ Xx<2
M=245x-282(x-1) Six=0 M=2451t-m
M=037x-2.82 V =-0.37 ton
V=037 Six=2 M=208 t-m
V¥ =-037 ton
25X<3
M=245x-282(x-1)-1.73(x-2)
M=-208x+6.28
Six=2 M=208t-m
VY =-2.08 ton
V=-208 Si x=3 M=0t-m
V=-2.08 ton
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Calculo de las fuerzas normates.

0<X<l1

Fn=0
En esta seccion de la viga no existe fuerza normal, puesto que l2 primera que se
aparece esia aplicada en el punto en el cual empieza el segundo intervalo.

1£X<g2

Fy= 2.82 ton y comprime la viga contra el apoyo B. la suma de fuerzas considera
todas las acciones y reacciones a la izquierda o a ia derecha de la seccion, para este caso, se
estan considerando las fuerzas a la izquierda.

2<X=<3

Fy=282-1.0 = 1.82 ton

4ton 2ton
45% .’< 60° 1.8
A ol s B
2.45 1off 2.08 ton
245
\ 2.08
M ton-m
245
VY ton
0.37
2.0
N ton
1.82
2.82
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@) En la siguients viga inclinada caicule los slementos mecanicos.

Im
L
Calcuio de las reacciones.
2 M, =2(2)-R;(4)=0
Ry=1 ton

S Fy=R,-2+1=0
R,=1 ton

Calculo da los momentos flexionantes.
El procedimienio es esenciaknente e mismo, solo tenemos que recordar que el momento

flexionante y la fuerza cortante, los producen las fuerzas que son transversales a la longltud de la viga,
asl como las meacciones en los apoyos tendrd que proyectarse sobre i3 barra.

E| sisterna con las fuerzas pioyectadas sobre las barras nos queda:

Las fuerzas en toneladas

y las distancias en metros. 0.6 ton
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Calculo de los momentos flexionantes; y fuerzas cortantes.

0<x<25
M=0.8x §i, x=0 M=0
V=08 V=08 ton
) M=2 t-m
Si, x =25
V=08 ton
2.5<x<5.0
M =0.8x-1.6(x-2.5) ] M=2
V=-08 Si, x =25 V=-08 ton
Si, x = 5.0 M=0 t-m
V=-0.8 ton

Calculo de las fuerzas normales.

0<x<25

0.6 ton

™

1.2ton

(+1}
Tension

Obsarvemos que en este intervalo existen dos fuerzas normales, la reaccion del apoyo y la

proyeccion de la fuerza actuante
La suma de fuerzas romales queda: Fy=-0.6+1.2 = 0.6 ton. Las fuerzas actiuan sobre la barra

tratando de alargaria, entoncas decimos que la barra trabaja a tension.

25<x<50

En este intervalo consideramos todas las fuerzas normales. Actuantes en el.

Fy=12-06=06ton
En este caso las fuerzas tratan de acortar la barra, se dice que la barra trabaja a compresion.
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1.2 ton
Compresion
*6 ton
El diagrama finalmente queda:
1 2Zton
1 Tunl l
3m
]
1 Ton
2m 2m
M ton-m
()
0.8
Vton
+
0.6
N ton 0.8
+
0.6
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4.3. YIGAS EN VOLADIZO.
a) Enhvigadehﬁwmsiguleﬂa,anwmﬁebsvalmesdebselemeMosmmmws.

A I
. B
im 2m
RB
X
2ton 4ton
4 1
'
X |
2ton Aton

4 ton-m

16 ton-m

Viwon

2 ton

6 ton

Calculo de i85 reacciones.

3 Fy=-2-4+R; =0
R, =6ton

I°M, =-2(4)-42)+ Mg = 0

M,=16 t-m
0<x<2
M=-2x M=0
Si, x=0

V=-2 ton
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M=-4 t-m

Si x = V=-2 ton
25x<4
M=-41-m
M=-6x+8
V=-6 _ M=-16 t-m
i x=4 V=-6 ton

b) €n la siguwients viga, que tiene una carga distribuida en una parts de su longitud,
calcule los valorss de los slementos mechnicos.

X 1
)
X |
1 ton/m
A m'!'l } I
B
3m 2m
M ton-m

(-)

4.5

10.5

Vton

En vigas como la de este caso, para obtener los diagramas de los elemertos mecanicos, no
es necesario calcular las reacciones.
Analizaremos directamente los imervalos:
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0sx<3

:——2— S M= 0
i, x=0 _
V= —wx V=0
Si, x=3 M=-43
V=-3
3<x<5
- M=-1(3)Yx-3/2) i ; M= -45
M=-3x+45 b x= V= -3
V=-3
) M=-105
S, x=95 V=3
c) Cakuiar los elementos mecanicos de la viga siguiente.
4ton
ton/m
Zion bmcnné:n‘,:mcl
B 2 ton-m A
Im 1 m
Calculo de 1as reaccicnes:
Y Fx=2-R, =0
R, =2ton
Y Fy=-4-2(2)+R, =0
R, =8ton
M, =2(0)-4(2)-2(2)1)+ M, +2=0
M,=14t-m
Calculo de los momentos flexionantes:
0<x<l M =4x-x* Csi, x=0 ; M=0
‘ x=1 ; M=-5t-m
lex<2 M=-4x-x"-2 s, x=1 ; M=-5t-m

x=2 , M=-14t-m
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Obsérvesa ta discontinuidad en el diagrama, producido por el momento concentrado en “c"

Caiculo de las fuerzas cortantes y normales:
0<xg2 V=-4-2x si, x=0 ; V=-4ton
x=2 ; V=-8ton
N=2 ton (acompresion)
Né6tese que para las fuerzas corlante y normal, el momento concentrado no tiene ninguna

influencia.

Los diggramas finalmente son:

4ton
4ton

2ton / l 2ton |14 ton/m
\_ 2 ton-m
8 ton

M ton-m
(-
5
7
14
V ton
8
N ton
-)
2 2
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4.4. VIGAS GERBER

a) En la siguicuie viga caicular sus clementos mecinicos,

l 10 ton
A B

m lm 4m lm_ lm 2m

Para la resolucién de esie tipo de vigas se hace el cdlculo de las reacciones por tramos,
considerando que se puede dividir ia viga a la altura de cada arliculacién. Con esta division lo que
obtenemas son vigas simplemente apoyadas de facil solucion, cuyas reacciones corresponderan, uno
a uno de ios apoyos resles de la viga v la otra corresponderd & la fuerza que actia sobre la
articulacion.

La fusrza que actia sobre la articulacién se transportara de un tramo al otro de la viga, con la
misma magnitud pero con el senlido inverso, graficamente se pude expresar lo anterior de la forma
sigulente.

R o |
“l lkc lllF ch
RC RF
|, |
C o A &v}"'

Como vamas, de la division de la viga quedan 3 vigas simplemente apoyadas de las cuale.';.
las comespondientes a los tramos AC y FH son las mds faciles, por lo tanto se resolverdn estas en
primera instancia, para después transporiar las reacciones sobre las arficulaciones hacia la viga
central.

Una vez realizado e! equilibrio y haber encontrado 1as reacciones de ia bige, el caiculo de los
elementos mecdnicos se hace en la forma normmal, propeniendo cortes sobre la biga y tomando
momentos de las fuerzas respecio a ese punio.
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Calculo de las reacciones:

l 10ton Tramo AC

A B Y M, =-10(3)+R, =0
- W R, =30 ton

> My =-10(2)+R(1)=0

R.=20 ton

Tramo FH

O—F— 3> M, =103)+R;(1)=0
F—— R, =30 ton
l | 3 M, =10(2)-R,(1)=0
RF RG

Rp=20 ton

Transportando las reacciones de las articulaciones C y F obtenidas dal calkculo anterior, ai
trame intermedio de la viga:

RC RF
] l My, =20{1)+ R, (4)-20(5)=0

—r Eﬁ © R, =20 ton
! ]
| |
REl

L ! 3 M, =-20(5)~ R, (4}+20{1)=0
i
RDl

|
R, =20 ton
Calcuto de 105 elementos mecanicos

0<xg2 Si, x=0 ; M=0 t-m
M=-10x V=-10 ton

V=-10
8, x=2 M=-20 t-m
V==-10 ton

2<x<4

3 M=-10x+30(x-2)=20x-60  Sb X=2 M=-20 t-m
V=20 ton
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4<x<8

> M =—10x+30(x-2)- 20(x -4} = 201 - m (constante en este tramo)
V=0

8sx<10

3 M =-10x+30(x - 2)- 20(x - 4) - 20(x - 8)
M =—20x+180

¥ =-20 (constante para todo el tramo)

Si, x=8% ; M= 20 t-m
=-20 ton

Si, x=10 M=-20 t-m
V=-20 ton

10<x <12

3" M = ~10x +30(x -2) - 20(x - 4) - 20(x - 8) + 30(x - 10)
M =10x-120

V =10 (constante para todo el tramo)

Si, x=10 : M=-20 t-m
V= 10 ton
Si, x=12 ; M= 0 t-m
V=10 ton

Un punto importante que debemos destacar es que en las articulaciones el valor del momento

flexionante debe valer cerc en todos 10s casos, puesto gue una articulacion no esta capacitada para
resistir tales solicitaciones. '
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Los diagramas finales de los elementos mecanicos se presentan a continuacion.

10 ton 10 ton
A B D 1.82 E G l
o -
' C s sl T ali H
2m lm |lm 4m im |lm 2m
1
RB RD RE RG
20
(+)
M ton-m
(-} =)
20 0
[20
p) 10
(+)
Vion
(-)
10 P
20
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b) Encomtrar los elementos mecknicos de la vigu siguiente.

10 ton 10 ton
5 tom \
A B l
- i AN -
1m I m 2m 2m Im
RA RC RD
Calculo de las reacciones:
> My =0 (tramo AB)
2R, -10(1)=0 R, =5 ton
ZMD =0 (del conjunto)
7(5)-10(6) + R (3)- 5(3)-1X1) =0 R.=16.66 ton

SM, =0 (tramoCD)

5(2)-16.66(2)+10(4)-R,(5)=0 R, =337 ton

Calculo de los momentos flexionantes:

0<x<l

M=5x Si, x=0 , M=0

Si, x=1 ; M= 5 tm

I1€x<4

M=5x-10(x—1) si, x=1 ; M=35 tm

M=-5x+10 s, x=4 ; M=-10t-m
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4<x<6

M=5x-10(x—-1)+11.66(x—4) Si, x=4 ; M=-10 t-m

M =6.66x -36.64 8i, x=6 , M=337 t-m

6<x<7

M=5x-10(x-1)+1i.66{x-4)—10(x-6) Si, x=6 ; M=337 t-m

" M=-3.33x+23.33 Si, x=7 ; M=20

Calculo de las fuerzas cortantas:

0<xxl V=5 V=35 ton
Isx<4 V=5-10

Vv=-5 V=5 ton
4<%x<6 V=5-10+11.66

V=6.66 V=6.66 ton
6<xs57 V=5-10+11.66-10

V=-333 . V=-333 ton
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Diagramas finales

10 ton 10 ton
5 ton
b !
A Fa¥
o © ANy e
Im lm 2m 2m 1m
RA RC RD
S
iy
(H
M ton-m (+
C-p
10
6.66
: (+)
(+)
Y ton
_) (')
3.37
5
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4.5, MARCOS CON DOS APOYOS

8) Calcular los clementes mecinicos del marce signiente

B c _‘_
h
RAb . |2 D v
A P
1 rav 1 rD
| L o
T |

YFx=R,,-P=0
Ry, =+P
M, =R, @L)=0
R,, =0

R,=0

Una vez realizado el equilibrio, elegimas un sentido de recomido sobre la estructure, para este
caso lo haremos en el senlido de las manecillas del reloj. Analizando el primer tramo (AB),

hacamos un corle en la longiud Y y tomamos los momentos.

B
M=-PY si
e h
V=-P s
v
P A
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Y=0

Y=h

Elintervalo serd: 0<Y <h

M=0 V=-P

M=-Ph V=-P



M =-PY

At

M =-Ph

si Y=h

si Y=0

171

si x=0 M =-Ph
V=0

si x=L M = —Ph
V=0

& _

M =-Ph
V=P
M=0

V=P



Caiculo de las fuerzas normales

0<X<h

h Para esta seccién del marco no hay fuerzas axiales,
puesto que Ruy = 0 es claro que ninguna de ias
fuerzas actuantes produce compresion o tension

} alguna sobre la barra.

0<X<L

Para la barra horizontal se produce una compraesién
debida a la fuerza P, la cusl no esta aplicada
directamente sobre la barra, |a fuerza es transmitida
pro madio de las barras verticales en forma de fuerza
cortante puesto que actian en forma transversal al eje
longitudinal de estas.

Sin embargo al llegar al extremo superiof, como ia
estructura cambia de direccion, la fuerza “P* que en la
P parmra vertical actiua como cortante se transforma en
una fusrza normal.

rﬂ
t

Conciuyendg, la bama horizontal tendra una fuerza
normal equivalents a la fuerza cortante que lega z los
extremas que ta limitan

N=-P (a compresion)

o iL si x=0 N=-P

si x=L N=-P
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&

DA___P

RD=

hzY20
N=0

Se presenta el mismo caso que para fa barra

Los diagramas de los slementos mecénicos finaiments son:

5
b
P— -—
a9 ds P
! ]
| 1
P
(-) (+
¥ ton
P P

PtL Ph -
Ph () Ph
(- (

M ton-m

P
(-)
N ton
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b) Encuentre los disgramas de s elemenios mecinicos de In estructura signiente.

Wr B C
h
X
4 1A ph
I L .|
I |
] RAvV ] RD
Calculo de las reacciones:
TM, =-M+Ay(L)=0 Ay=ML
YFy=-Dy-ML Dy=ML

Calculo de ios elementes flexionantes:

Tramo; AB 0<y<h M=0 (no existen acciones ni reacciones en este
tramo gue provequen momento.)

Tramo;, BC 0<x<L M:—f—x

Tramo; CD hzyz0 M=—L=M

Calculo de tas fuerzas costantes y normales:
0< Yy <h V=0
N = M/L (acompresion, constante sobre todala barra)

-174 -



M
0<x<L V=i’ cte

Hzy20 V=0
N=M/L ( a tension)

Los diagramas son:
ML
—_ c (+})
h v
Ton
X _ dA .g:_
l L |
{ |
M
5 (+) M
M N
(+ ) (+
Ton - Ton
M/L M/L
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¢) Encostrar les elementon mecinicos del marco signiente:

B c —_
NN
h
. &
[ L .
I 1
Calcuio de las rescciones:
YFx=wh—-Ax=0 Ax =wh
wh? wh®
M,=——+DL=0 D =—
Z A 2 YL s 2L
wh? wh®
M,=AyL- — =0 Ay=—
My =l -3 )
Calculo de los momentos flexionantes:
0<y<h M:why-w;” Para: y=0 M=0
wh*
:h = —
Y 2
- - r-“
O<x<l M=Wh _wh'x Para: x=0 M:uh
2 2L pi
x =L M=0
h>y20 M=0
Calculo de las fuerzas cortantes y normales:
0<y<h V=wh-wy Para: y =0 M=wh ton
y=h V=0
N

cte. a tension
oL ( )
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0sx<L

hey20

Los diagramas son:

wh? .
V=—§ ton (cte. entoda la seccion)

N=0
V=-wh+wh=0

2
N= —% (cte. a compresion)

B _ Wh/2L
¢ (-)
b
Whe - o .
V (TON)
X .
A N wh &D (
| |
oo .
Wh?/2L Wh'/2L
Wh?/ 2
2 (+)
Whi/2 o
(+)
N
(TON)
M (+}) (+)
(TON-M)
Wh/2L Whi/2L
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4.6. MARCOS EN VOLADIZO

a) Caleolar los clemewios mecimicos del marco sguleste.

3 ton/m

7 ]
-

Calculo de las reacciones:

M, =-M, +36(6)6/2)=0

Ma=54 t-m
Y Fy=Rv-3(6)=0
R, =18 ton
EFX=0 Rh=0
0<y<4
M =-54 (cte)
V=0
N=18 ton (compresion)
0<x<6
M=-54+18x-3(x}(x2) x=0 M=-54
V=18
V=18-3x x=6 : M=0
V=0
N=0
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22y20 Iy

M =-54+18(6)-18(3) =0

V=0
N=0
Diagramas finales:
ilston/m 4
1
(-)
B 2 ¢ x
2m
M
KN (ton-m)
-}
2m
54tm (n.._ll -+ -
18 won
18
(+
18]
v N
(ton) (tom)
(-
]
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1.16.2. Resolver ¢} marco siguiente y evaiuar los elementos mecainicos.

T° c

+
l 4m |
r 1
Calculo de las reacciones.
3 M, =-M, -2(4}2)=0
Ma=16 t-m
> Fx=-2(4)+R, =0
ZFy:O
R, =8 ton
0<y<4
M=16-8y si y=0 ; M=16t-m
V=-8 ton
V=-8 si y=4 : M=-16 t-m
V=-8§ ton
N=0
0sx<4

M=16-8(4)=-16 t-m (cteen el tramo)
V=0

N =8 ton (cte, a compresion)

0<y<4 (utilizando la convencion a la derecha de la seccion)
M=16-8(4-v)-2(y)(y/2)

M=-16+8y-y’
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si y=0

V=8-2y
si y=4
N=0
Diagramas finales.
B C X
2m
2 ton/m]
ol — ——
2m
Ston A 5 "
i
| dm |
' "1
B 8
(+)
(- v
(1on)
-
8 0

181

M=-16t-m
V=8 ton
M=0
V=0
16
(-)
16
(10 ()
M
(t-m)
(+)
16
8
(-)
N
(ton)




¢) deterpaine los diagramas de los clementos mecinicos del marco sipuiente.

B

Im.__

C

Calculo de las reacciones.
ZMA =-M, +3=0

Ma=3t-m

ZFX =0
> Fy=0

si

0<x<3

M=-31t-m si

V=0 si
N=0
0<y<6

M=-3 t-m si
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M=-3t-m
V=0 ton

M=-3t-m
V=0



N=0
K B
6m
A D
—\
3 t-mL\/ st t-m
3Im
v
(ton)
4

183

M=-3t-m
V=0

()

)

{ton —m)

-

(tom)




4.7. MARCOS TRIARTICULADOS

a) mhm&nmmpmum"md:hmdem
articulaciones (ue s presestin a costinusciéa..

41

Calculo de las reacciones:

B )C —
h K Alslando et tramo CD.
?cC
2m
!0 ¥
i ~l0
2m
9 b+ Lo
Jo- 3m - Y M. =10(2)-R,,(4)=0
R, =5 ton
é Considerando todo el marco

Y Fx=R,,-10+5=0

R, =3 ton

10100 3 M, =1(5X5/2)-10(2)+ R ,(5)=0

Ry =15 ton

Y Fy=R,-5-15=0

R, =65 ton '

5 5
4\ 'y
6.5 1.5

Una vez determinado el equiibrio, procedemos a obtener los elementos mecanicos de la
forma acostumbrada.

O<y<4

M =-3y si y=0 ) M=0
V=-5 ton
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V =-5 (cte) si y=4 ; M=-201-m

V=-5
N =-6.5 ton (compresion)
0<x<$

M = --5(4)+6((5) - 1(x)(x/ 2)

M=-20+6.5x~x%/2

V=65-x si x=0 ; M=-20 t-m
V=65 ton

N =35 ton (acompresion) si x=5 R M=0
V=15

d2yz22

M =6.5(5)-5y - 5(2.5)

M =20-3y siy=4 ;  M=0

V=3 V=35 ton

N=1.5 ton (a tensicn) si y=2 ; M=10 t-m
V=5 ton

2zy20
M = 6.5(5) + 5y - 3(2.5)-10(2- y)
M=5y .
si y=2 ; M=10 t-m
V=-5 V=-5 ton
N =+1.5 ton (a tension) si y=0 : M=0

V=-5 ton
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Los diagramas son:

20 0
)
- )
20
(t?:n- (+) 10
m)
1) 1]
6.5
(+)
1.5 }
5 hl
(+]
-) v 5
(ton)
)
| :
5 5
(-)
6.5 1.5
4
(-) N
(ton)
65 L 1.5
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[
2m :
I ton/m P
B pocccocoscencnncaaacaannn e
C
2m
g | Joton
2m
A F 3 >
| sm J
I 1
Calculo de las reacciones:

ZMA=O ; {del conjunto)
3 M, =5(2.5)-10(2)+ R, (5)=0 R, =15 ton
Y Fy=0 ; (del comunto)
> Fy=R, -5-15=0 R, =65 ton
S M.=0 , (del tramo CF)
Y M. =2(1)+10(2) +1.5(2) -R 5, (8) =0 R, =625 ton
Y Fx=0 ; (del conjunto)
3 Fx=R,, -104625=0 | R, =375 ton
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Calculo de los momentos flexionantes
O0<y=<4
M =-3.75y si y=0
| si y=4 ; M=-15 t-m
0<x<3

M =-3.75(4)+ 6.5x -x*/2

M=-15+6.5x-x*/2 si x=0 ; M=-15 t-m
si x=3 H M=0
Para M, si x=5 H M=5 t-m
dM
— =65-x=0 x=6.5m
dx .
Notese que et valor de x queda fuera de la barra
dzyz22
M =6.5(5)-5(2.5)~3.75y
M =20-3.75y ' si y=4 ; M=5 t-m

st y=2 ; M=125t-m
22v20
M =6.5(5)-5(2.5)-3.75y - 1042 - )

M =6.25y si y=2 5 M=125 t-m

Calculo de las fuerzas cortantes y normaies:

0<y<d
V=-375 V=-375 ton

N =-6.5 (comp.) N=-6.5 ton
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0<x<5
V=6.5-x

N =.3.75 (compresion)

si x=0 ; V=05 ton
N=-3.75 ton
si x=5 : V=15 ton
N=-3.75 ton
4zy22
V=375 V=375 ton
N=6.5-5 N=15 ton
22y20
V=3.75-10 V=-625 ton
N=6.5-15 N=15§ ton
5
15 B ] s
\ ) C D
\ ) i
M el () \ns
(ton—m)
A F
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6.5

- (+) 1.5
B 3.75
C D
(-}
(-
v E
(on) 675
(+)
A 375 F
3.75 3.75
)
B C D
+
() N E
(ton)
F
6.5 A — 13
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4.8. ARCOS SIMPLES

Sacompomouﬂnﬂununmﬂoiwsﬁdonumemﬂoldezymﬂﬂenctaaﬂaxbn.
Eﬂaumdeﬂmbhmwmwmwmﬂnaumeypum. Debido a su forma
bsosﬁnrmsdeoompradénsonmudmmuﬂgn@hmthsdeﬂmdbnym. Sus esfuerzos
principales son de traccién o compresion y esio permite que su seccion transversal sea pequefia
relacionada con o claro entre sus apoyos. En sl caso de cargas asimétriicas el esfuerzo de flexion
empieza a ser notable y & erco debe iomarse mas grueso en este casa.

8) Mhldinﬂn-debmmmqunnmuhﬂpu

P
PR A 0 B P2
|
P1 | a7 T a2 |Pf2
Calculo de les rsaccionss:
YFy=0 ; P2-P+A,=0 A, =PR2
YFx=0 ; -Pl2+A,=0 A, =PR2
3'M, =P(d2)-B,(d)=0 B, =P/2
Calculo de los rnomentos flexionanies
180°20290°

M, =P/2(x—1)-P/2(y)

Pero: x=r cos &
y=r8en &

M, =P/2(rcos - r}+Pr2(r)-P/2(r sen )

M, =P/2(r(cos@ +1- sen 6))
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90°2620°
M, =P2(x+1)-P/2(y)-Px
M, =P/2(r.cosG)+P/2(r)-PfZ(r sen &)-P(rcosd)
M, =P/2(x(1-cos @ — sen 6))
Calculo de las fuerzas cortanies:

180°26290°
V=R e,

Pero: ey =(cos 8, sen @)
R =PRi+P/

V= (PRi+P/2 cos 8i+ sen 6j)

V=P/2cos 6+ sen 0

90°20620°
R =PRi-PAj
V=(PRi-P/ cos Bi+ sen 8j)

V=P/2 cos 6 ser. 6

calcuio de las fuarzas nomales:

N=R e, cN=(—senB,cosB)_

180°2 6>90°
R =P/2i + P12
VY = P/2(-sen O+cos 6)

W 2020°
R =P2i-P72j

N =P/2(-sen 6-cos 8)
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=] Me A" N

grados Ton-m on ton
0 0 05P 05P
0 018 Pr 0.18 069 P
45 -0.20 Pr 0 0.70P
60 0,18 Pr 0.18P 0.68 P
00 0 05P 05P
05P 05P
120 018 Pr 0.18P 069P
135 0.20Pr 0 070P
150 018 Pr 0.18P 069 P
180 0 05P 5P
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b) udmwmmwkmmwmm

y

A r : B
X
wr Wr
S M, =w(2nr-B,(20)=0 B, =wr
S Fy=-2wr+wr+A, A, =wr
ZFx:O

Calculo de las pcuaciones para los elementos mecanicos:

WX +I)x +T1)

MF = wr(x +T1)- >

MF=%2T-(T+J.’)(r+x)

Mp 2 M wx?_wr’ wir cos 6)°
2 2 2 2
ME 2 W W cos 6)°
2 2
180°262>0°
=¥ cen? @
V=e,R ] e, ={cos 9, sen 6)

R = wr - w(x +1)j = (-wx)j

- 194 -



V=-wx sen 6

V =-wr cos 9, sen 0
N=¢ R

R =[wr-wix+0j=(-wx)j
N=--wxcos 6

N=-wrcos® 8

X=r cos &

€, [— sen@, cos 9]

) Mr Y N
grados Ton-m ton ton
0 .0 0 - wr
30 0.125 wr 0.433 wr 0.75 wr
45 0.25 wr* 05 wr 05 wr
60 0.375 Wi 0.433 wr 025 wr
90 0.5 wrf 0 0
120 0.375 wr' +0.433 wr 025 wr
135 0.25 wr* +0.5 wr 0.5 wr
150 0.125 wr' +0.433 wr 075 wr
180 0 o - wr
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4.9. SUPERPOSICION DE CAUSAS Y EFECTOS

La respuesta de una estruciura debida a un numero de cagas aplicadas simultdneamente es
la suma de las respuestas de Ias cargas Individuaies, aplicando por separado cada una de ellas a la
estruciura; siempre y cuando para todas las cargas aplicadas y para la suma total de eilas los
desplazamientos y esfusrzos sean proporcionales a eflas.

ol principio de superposicién podemos sxpresar los efectos totales como la suma de
efecios de cargas paruales

J:'JLLLUJL proh n—LA
e




Diagramas de momentos

T T

M+

El ejercicio 4.3. a) esmavigaenvobdizocondosca’gas.Yaconmteﬂqidadmeresuaﬂa
considerando la accion conjunta de las fusrzas; ahora procederemos @ resolverla separando las

acciones.
lzmn l4ton
A Bl
e
lzum
A B'
4m
: —
l d1on
A Bl
ja——=2m -} 2m |
Resolviendo las vigas.
a) Cakulando lss reacciones:
Viga a)
Y My =M,-2(4)=0"
' M,=8 t-m
Y Fy=R,-2=0
Ry=2 ton
Y Fx=Ry, =0
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Viga b)

S My =M, -42)=0

M, =8 t-m
Y Py=R,-4=0
Rp=4 fton
Y Fx=R,, =0
2won
—z a
i |
¥ 2 "
0<x<4
M=‘2x Sl, x:o N M:O
V=2 V=-2 ton
N=0
Si, x=4 ; M=-8t-m
V=-2 ton
N=0
J4ton
2)
0<sx<2
M=0 M=0
V=0 V=0
N=0 N=0
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2£x<4

M=-4(x-2) 81, x=2 ; M=0
V=-"o V=4 ton
N=0 ‘ N=0
Si, x=4 ; M=-8t-m
V=4 ton
N=0
Los diagrarmas individuales son:
a) 1 2
0
(-)
M (ton-m)
8.
(=) V (ton)
2 2
N (ton-m)
+
l 4
b)
=%
n
-) M (ton-m)
8
V (1om)
(-)
4 4
N (ton-m)
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Sumando directamente los diagramas obtenemos lo siguients:

16
2m 2m I
0
M (ton-m} )
¢ )
16
¥V {ton) (-)
z )
()
6 6
N (tor-m)

Que es idéntico al diagrama del problema 4.3. a)
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4,10 PROBLEMAS PROPUESTOS

a) Vigas simplemente apoyadss.
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Marces triarticuindos
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CONCLUSIONES

Se_cumple el objetivo de este libro ya que sirve de apoyo al alumno, y maestro durante el
transcurso de la materia de estructuras isostaticas, ya que abarca e temaric de is misma, ademas de
que s8 expiican da manera muy sancilla todos los ejercicios, de modo gue no surjan dudas durante la
solucidn de ks mismos.

También se familiariza a ks estudiantes con las estructuras, as! mismo se trata de inducir a
los alumnos a seguir estudiando estructuras mas compiejas, ya con una base sélida.

Aunque la ngeanieria estructural no es una ciencia, ella posee un método. Este método nos
permite anakzar y disehar estructuras de una manera estandar de tal manera que peimita revisar el
trabajo v que muchos pueden hacerio mientras que unos pocos, mas adelantados, crean nuevos
métodos mas simplificados.

La expenencia deniro de la escuela nos dice que la mayoria de los alumnos se alejan de la
rama dea las estructuras debido a que cuando estan estudiando estructuras compiejas no lievan una
buena formacion en las estructuras leostaticas, por lo cual se les hace muy complicado y no logran
entender los problemas ko cual induce el aito indice de deserciin de ias materias de estructuras,
provocando que en Su mayoria ks alumnoe tengan que repetir materias. Esto debide a la falta de
comprension de los ejerciclos y conceptos bdsicos, por kb cual este libro explica de manera muy
amena los pasos de 08 ejercicios para su comprension y facil entendimiento.

Al termino de este libro, y con la realizacion de todos los ejerckios que se presentan, se
espera que sl alummo logre manejar ias estructuras isostaticas a un buen nivel, para contnuar mas
facimenta con las materias afines, ya que las estructuras isostaticas son las estructuras mas sencillas
y 80i0 son ol primer paso dentro de fa rama de las estructuras.
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