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Presentacion

Esta tesis comprende dos objetivos: mejorar la respuesta de un programa
que simula la magnetizacién de un objeto usando una rutina generadora de
nimeros aleatorios denominada método de equidistancias, y mostrar que este
método es matematica y experimentalmente superior al método congruencial
lineal, al método de Fibonacci corto y al método de Fibonacci largo.

Estos dos objetivos se resuelven a través de cinco capitulos.

Capitulo 1.— Se explica el concepto de aleatoriedad y los métodos generado-
res de nimeros aleatorios denominados: método congruencial lineal, método
de Fibonacci corto y método de Fibonacci largo.

Capitulo 2.— Se describe la prueba indirecta que mide la eficiencia del méto-
do congruencial lineal, el método de Fibonacci corto y método de Fibonacci
largo. A continuacién se presentan los recursos computacionales y de progra-
macién que se usan en sus pruebas, la organizacién de éstas y el tiempo que
consumen. Finalmente vienen las observaciones y la conclusion del capitulo.

Capitulo 3.— Se explica el método de equidistancias. Su comportamiento
geométrico, el cédigo computacional correspondiente, la base matemdtica que
sustenta el método. Se describe la prueba indirecta que mide la eficiencia del
método de equidistancias, los recursos computacionales y de programacion
que se usan en su prueba, la organizacién de ésta y el tiempo que consume.
Finalmente vienen las observaciones y la conclusion del capitulo.

Capitulo 4.— En la seccién de observaciones se compara graficamente el
método de equidistancias con los métodos: método congruencial lineal, méto-
do de Fibonacci corto y método de Fibonacci largo y se concluye de acuerdo a
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lo visto en los Capitulos 2 y 3, cual es el mejor método generador de niimeros
aleatorios.

Capitulo 5.— Se aplica el método de equidistancias en un problema de si-
mulacién magnética, se explica tanto el contexto fisico como el algoritmo de
Metrépolis y el modelo de Ising, los recursos computacionales y de progra-
macién que se usan en su prueba. Y al final vienen la organizacién de ésta,
las observaciones y la conclusién del capitulo.
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Capitulo 1

Numeros Aleatorios

1.1. Introduccion

En este capitulo se expone el concepto de aleatoriedad, relativo a la generacién
de sucesiones .?leatorias”, mostrando algunas de las dreas donde los niimeros
aleatorios tienen una participacién decisiva y posteriormente situando a los
niimeros aleatorios como términos de una sucesion.

Se introduce el concepto de periodo como ciclo de una sucesién y también
tres métodos generadores de niimeros aleatorios para ser usados por un com-
putador: el método congruencial lineal, el método de Fibonacci corto y el
método de Fibonacci largo.

Finalmente mencionamos el método estadistico de correlacion lineal, que nos
servira para verificar que los nimeros aleatorios producidos por cada uno de
estos tres métodos, no guardan una relacion lineal.

Palabras clave: aleatoriedad, periodo, correlacion lineal.

1.2. La aleatoriedad

Debido a que la presente tesis compara ciertos métodos generadores de nime-
ros aleatorios, es necesario hacer dos observaciones.
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La primera de ellas trata la existencia o no de métodos ciento por ciento alea-
torios y la afirmacidén es que esa supuesta aleatoriedad no existe por ejemplo,
cuando alguien lanza una moneda al aire podria parecer que este método es
aleatorio y sin lugar a dudas uno podria pensar que genera eventos aleato-
rios, sin embargo, si se conocen todos los factores que influyen: la posiciéon, la
temperatura y la velocidad de cada constituyente de la atmdsfera, entonces
cada evento generado de esta manera podria predecirse.

La segunda es que histéricamente nos hemos ocupado de buscar métodos que
generen nimeros aleatorios de manera que podamos usarlos para adicionar el
azar a todos los experimentos que llevamos a cabo y a manera de ilustracién
mencionaré algunas de estas aplicaciones.

Simulacion. La prediccién del clima o el comportamiento de particulas
subatémicas.

Investigacion de operaciones. Los arribos y salidas de aviones y trenes
o el comportamiento de lineas de espera en la industria o en el comercio.

Integracién numeérica. Determinacién de dreas o voliimenes para funcio-
nes continuas sobre espacios mayores.

Muestreo. Normalmente en estudios estadisticos no resulta practico evaluar
toda la poblacion sujeta a estudio, sino que se toma una muestra de ella y
se espera que ésta sea lo mds representativa posible de la poblacién. Esta
extraccion se efectiia de manera aleatoria.

Computacién. En el campo de la programacién de sistemas, la verificacién
de algoritmos que controlan procesos y en el campo de la criptografia, para
generar codigos o programas inviolables.

Toma de decisiones. En el campo de la teorfa de juegos, para la generacién
de codigos o programas con orientacion didactica o de entretenimiento.

Para la mayoria de las aplicaciones mencionadas resulta impractico consul-
tar los niimeros aleatorios desde una base de datos en cada momento que
se requieran, es por ello que desde hace décadas se han disenado diversos
algoritmos que producen una sucesion de niimeros llamados aleatorios o seu-
doaleatorios.
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Si como se menciona anteriormente, la aleatoriedad es relativa al conoci-
miento que tengamos sobre la fuente de tales niimeros, entonces es razonable
pensar que los niimeros que produce un generador de niimeros aleatorios o
seudo aleatorios, acusan un patron y si esto es asi, en algtin momento comen-
zarian a repetirse.

Entonces estamos ante una sucesién de niimeros predecibles por algin al-
goritmo y es que el tema de los niimeros aleatorios tiene que ver con la
capacidad de poder generarlos de una manera rapida y que a su vez, éstos
no se repitan en el tiempo en que nuestro experimento los requiera.

i, Qué significa esto tiltimo? Veamos la siguiente sucesién: {7,6,9,0,7,6,9,0,. ..
}, cada cuatro elementos se repite, y existen otras sucesiones cuya repeticion
se da cada nueve mil niimeros. A la repeticiéon de tales ciclos se le llama
periodo, entonces para el primer caso diremos que la sucesién tiene periodo
cuatro y para el iltimo caso que tiene periodo nueve mil.

Si tomdramos la primera de esas sucesiones dirfamos que evidentemente no
existe aleatoriedad debido a que su periodo es tan corto que simular el azar
con ella nos llevaria a incurrir en errores, sin embargo, si tenemos un experi-
mento que requiere de aleatoriedad de hasta tres cifras entonces la segunda
opcioén nos podria resultar ttil.

Lo anterior nos hace suponer, que basta con seleccionar una sucesién con
periodo mayor a la precision buscada en nuestro experimento, sin embargo
ello no es suficiente.

,El hecho de que un generador tenga un periodo mayor al nimero de ocu-
rrencias que nuestro experimento requiera, sera suficiente para decir que es
recomendable?

Desafortunadamente la respuesta a esta pregunta ocupa miltiples estudios
que tienen que ver con lo conﬁabl’e que nuestro generador resulta ser para
nuestras aplicaciones [Gentle 98]. Estas se clasifican en dos grandes ramas.

Toda sucesién que se usa en forma exhaustiva debiera de revisarse experimen-
tal y matematicamente. Desde el punto de vista experimental las pruebas se
dividen en dos tipos: las que analizan la recurrencia de ciertos términos de la
sucesion que son producidos por un algoritmo y las que estudian el algoritmo
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al amparo de la Teoria de Niimeros y se revisan ciertas caracteristicas de los
parametros involucrados.

Como ejemplo de lo que implica la revision matematica de un generador de
nimeros aleatorios véase la (Seccién 3.6).

Dentro de las pruebas experimentales se encuentran:

Prueba Chi-cuadrado.- Se basa en un analisis de recurrencia de los elementos
en estudio, sobre un conjunto finito de categorias.

Prueba de Kolmogorov-Smirnov.- Se basa el andlisis de recurrencia de los
elementos en estudio, sobre un conjunto infinito de categorias, para lo cual
se establece una funcién como regla de asignacion.

Prueba de Equidistribuciones.- Se basa en la prueba de Kolmogorov-Smirnov
sobre el intervalo de 0 a 1, con la funcién identidad como dispersor.

Prueba Serial.- La cual se basa en separar dos términos sucesivos en distintas
categorias.

Prueba Gap.- Esta prueba se enfoca en analizar la distancia que existe entre
términos sucesivos.

Prueba de Particion.- Se basa en las recurrencias de los siete conjuntos de car-
tas que son validas en un juego de Poker y categoriza las sucesiones tomadas
de cinco en cinco.

Prueba de Recoleccién de cupones.- Es una combinacién entre la prueba de
particion y la prueba Gap.

Prueba de Permutacién.- Se dividen n de términos en m grupos de ¢ elementos
cada uno y y el nimero de veces que cada permutacion se repita se evalia
por la prueba Chi-cuadrado.

Dentro de las pruebas tedricas se expone a continuacién el siguiente teorema
como un ejemplo de ellas:

Teorema 1 Sean a,c, y m parametros dentro de un generador congruencial
lineal con un periodo m mdzimo y b= a—1 y d el mdzimo comin divisor de
m y b. La probabilidad de X,y < X, es igual a 5 +r, donde

r = (2(c méd d) — d)/2m; con|r| < d/2m.
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Definicién 1 z méd m = x —m[z/m], donde [z/m] es el mayor entero me-
nor o igual a x/m. Ejemplo: Si sustituimos en (1.2)m =10y Xo=a=c=7T
los primeros diez términos de la sucesion son: 7,6,9,0,7,6,9,0,. . ., observe que
Xy es igual a Xy por lo que el periodo es cuatro.

Ambas pruebas, las experimentales y las tedricas, se caracterizan desafortu-
nadamente por no ser generales y en las ocasiones en que se han tomado
como tal, han llevado al rechazo de buenos generadores.

En realidad la experiencia actual muestra que cualquier generador de nime-
ros aleatorios falla en al menos una prueba, ya sea ésta analitica o estadistica.

Veamos el siguiente ejemplo. La sucesién: { 8,5,4,9,1,7,6,3,2,0 }, ha pasado
algunas pruebas estadisticas y sin embargo, es totalmente predecible si se
observa el orden alfabético de sus términos cuando éstos se nombran en ingles.

Esto nos lleva a considerar que las pruebas a los generadores, deben ser to-
madas como no concluyentes, llevandonos a introducir un ultimo concepto
en este capitulo, la correlacion lineal o no de nuestros generadores congruen-
ciales.

El método de correlacion lineal, que nos aporta informacién sobre la no
aleatoriedad de la sucesion en el sentido de la posibilidad de construir una
recta, que muestre la tendencia de la sucesion.

Este tipo de prueba consiste en determinar un coeficiente, el cual si es cer-
cano a cero indicarda que la sucesion no es lineal, mientras que si tiende a
uno o a menos uno, entonces se puede asegurar que la sucesiéon observa un
comportamiento lineal.

La correlacion lineal entre los niimeros aleatorios debe de entenderse como un
criterio analitico sobre el comportamiento lineal entre los niimeros aleatorios
producidos. Esto quiere decir que si graficiramos estos nimeros, no deben
estar sobre una linea recta.

., Cémo representar estos niimeros? Para responder a ello tomemos la sucesién

{27,19, 26,16, 17, 20,29, 25,13, 8, 24, 10, 30, 28, 22,4, 12, 5,15, 14, 11} (1.1)
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entonces nuestras parejas a estudiar seran: {(27,19), (19,26),...,(14,11)}.

En general llamaremos (z;,y;) a las parejas formadas a partir de una sucesién
Spydondez; € Xyy; € Y,2=1,---,n€ N.

El lector debe en este momento, estar considerando que bastard con grafi-
car los conjuntos citados y observar el comportamiento de las parejas, sin
embargo lo recomendable, es obtener el coeficiente de correlacion lineal y
observar su papel con respecto al rango permitido, por lo que damos paso a
su formulacién.

Férmula para el coeficiente de correlacion lineal:

. XY -XxY . P
S, x Sy n—1
donde X y Y son los promedios, S, y S y son las desviaciones estandar y XX
es el promedio de los productos X; xY;.

Si r tiende a 0 entonces se dird que la sucesion es aleatoria, si r tiende a 1
6 —1, entonces la sucesion es predecible linealmente.

A manera de ejemplo tomemos la sucesién (1.1) y a partir de las parejas
formadas, obtengamos los promedios, S; y S,, las desviaciones estandar y
XY el promedio de los productos X; x Y;, de los cuales el coeficiente de
correlacion lineal correspondiente es: 7 = 0.0722921678, esta muy alejado de
1 6 —1 por lo que podemos decir que la sucesion es aleatoria o seudoaleatoria.

1.2.1. El método congruencial lineal

Este método fue propuesto por D.H. Lehmer en 1949 [Knuth 81] y se ca-
racteriza por generar numeros en el intervalo cerrado [0,1] de la siguiente
forma:

Xant1 = (aXy + ¢) méd m, (1.2)

donde n > 0, m6d es el médulo de (véase Definicién 1), m > 0; a es el
multiplicador, 0 < a < m y que cumpla a = 5 méd 8, ¢ es el incremento,
0 <c<my X es el valor inicial, 0 < Xo < m.
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Generalmente se expresa en el intervalo cerrado [0,1], a través del cociente
X,/m, donde m adopta el maximo valor para esa arquitectura.

Si asignamos valores apropiados a los pardmetros que requiere este método
podremos encontrar un periodo bastante largo, esto nos conduce a la con-
clusion de que siempre llegaremos a encontrar un ciclo sin importar que tan
largo sea el periodo.

Recordemos que en la seccion anterior hablamos sobre la relatividad de la
aleatoriedad, o sea, un método que nos ofrece una coleccién de nimeros con
un periodo mayor a los que requerimos, resultaria ser un método aceptable si
éste guarda una correlacion lineal. Por ello es que si logramos un periodo que
genere una sucesion mayor desde el punto de vista de nuestros requerimientos
habremos resuelto nuestro problema.

Debido a la conclusién anterior, nuestro interés radica en determinar que
caracteristicas deben guardar m, a, ¢ y Xy de forma tal que encontremos un
periodo suficientemente largo.

Existen diferentes estudios al respecto [Knuth 81], [Ripley 87]que muestran
que sim = 2371 a =2 ¢ =1y Xy= nimero primo, entonces tendremos
una sucesiéon de m nimeros aleatorios con un coeficiente » muy cercano a
cero.

Vale la pena hacer notar que el parametro m puede alcanzar valores mayores,
pero ello dependerd de la arquitectura del computador.

1.2.2. El método de Fibonacci corto

Este método fue propuesto a principios de 1950 [Knuth 81| es semejante al
método congruencial lineal, salvo que depende de mds de un valor precedente,
esto es:

Xni1 = (X, + aX, -1 + ¢) méd m (1.3)

Donde X,,_; es es el valor inmediato anterior a X, (véase (1.2.1) y Definicién

1).
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Generalmente se expresa en el intervalo cerrado [0,1] a través del cociente
X,,/m donde m adopta el maximo valor para esa arquitectura.

1.2.3. El método de Fibonacci largo

Este método fue propuesto en 1959 por Green, Smith y Klem [JACM 59|
y es semejante al método de Fibonacci corto sélo que separa los elementos
participantes en una magnitud entera k, esto es:

Xnt1 = (aXy, +aX,-k + ¢) méd m (1.4)

Donde k es la distancia entre dos niimeros aleatorios producidos, (véase
(1.2.1) y Definicién 1).

Generalmente se expresa en el intervalo cerrado [0,1] a través del cociente
X,/m donde m adopta el maximo valor para esa arquitectura.



Capitulo 2

Analisis estadistico

2.1. Introduccion

En este capitulo se verifica la calidad de los métodos generadores de niimeros
aleatorios por medio del método de Monte Carlo. Primeramente se describe
este método, se establece la plataforma y los recursos computacionales donde
se efectuan las diferentes pruebas y se expone detalladamente los resultados
experimentales sobre los métodos generadores de niimeros aleatorios: el méto-
do congruencial lineal, el método de Fibonacci corto y el método de Fibonacci
largo.

En cada experimento se evalian los parametros usados, el grafico de conver-
gencia, los graficos de densidad puntual sobre los generadores de niimeros
aleatorios y el correspondiente coeficiente de correlacion lineal. Al final de
este capitulo se mencionan las observaciones sobre los resultados y la conclu-
sion.

Palabras clave: cluster, programacion paralela

2.2. Meétodo de Monte Carlo
2.2.1. El origen

Se considera como fecha de nacimiento del método de Monte Carlo 1949
[Metrépolis 49], en el que aparecié el articulo " The Monte Carlo method”.
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La creacion de este método suele ligarse a los nombres de los matematicos
norteamericanos J. Von Newmann y S. Ulam.

La base tedrica del método era bien conocida desde hace mucho tiempo.
En ese entonces algunos problemas de la Estadistica se resolvian a veces em-
pleando las muestras aleatorias, o sea, aplicando de hecho el método de Monte
Carlo. Sin embargo, hasta la aparicion de las computadoras, este método no
encontraba aplicaciones suficientemente amplias ya que la simulacién a ma-
no de variables aleatorias constituye un proceso muy laborioso. Es decir, la
aparicién del método de Monte Carlo en tanto que un método numérico de
gran universalidad se hizo posible sélo gracias a la creacién de computadoras
numéricas avanzadas para esa época.

El nombre de Monte Carlo se debe al de una poblacién del principado de
Ménaco, célebre por su casa de juego. Resulta que uno de los aparatos mecani-
cos mas sencillos que permite obtener variables aleatorias es ... la ruleta [Sébol
83].

2.2.2. Un ejemplo

Para que el lector se haga una idea mas clara de este método consideremos un
ejemplo muy sencillo. Supongamos que debemos calcular el drea de una figura
plana S. Esta puede ser una figura arbitraria con frontera curvilinea, definida
grafica o analiticamente y compuesta de uno o varios pedazos. Supongamos
que se trata de un circulo y supongamos que toda la figura estd comprendida
dentro de un cuadrado de dimension 1.

Tomemos en el cuadrado un niimero N de puntos aleatorios. Sea N el niimero
de puntos que aparecen dentro de S. Es obvio, por razones geométricas que
el drea de S es igual aproximadamente a la razén N’ /N. Cuanto mayor sea
N tanto mayor sera la exactitud de esta estimacion.

En el ejemplo referido se ha escogido un total de N = 40 puntos. De éstos,
N’ = 29 puntos aparecen dentro de S. Tenemos N' /N = %% = (.725 mientras
que el valor exacto del area del circulo inscrito es 7/4 = 0.7854. En la préctica
el método de Monte Carlo no se aplica al calculo de area de figuras planas
ya que existen para ello otros métodos que, a pesar de ser mas complejos,

garantizan una exactitud mucho mayor; sin embargo, el método de Monte
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Carlo expuesto en este ejemplo permite con la misma facilidad calcular el
volumen multidimensional de un cuerpo en un espacio multidimensional. Es
mas, sucede a menudo que el método de Monte Carlo es en este caso el tinico
método numérico que permite resolver el problema.

2.2.3. Dos peculiaridades del método

La primera consiste en que su algoritmo tiene una estructura muy sencilla.
Como regla, se elabora primero un programa para la realizacion de una prue-
ba aleatoria (en el ejemplo citado hay que escoger un punto aleatorio en el
cuadrado y comprobar si pertenece o no a S). Después, esta prueba se repite
N veces de modo que cada experimento sea independiente de los restantes y
se toma la media de los resultados de todos los experimentos.

Por esto el método de Monte Carlo se denomina a veces método de pruebas
estadisticas.

La segunda peculiaridad consiste en que el error es, como regla, proporcional
a la magnitud D/IN, donde D es una constante y N es el niimero de pruebas.
Esta formula permite ver que para disminuir el error en 10 veces (en otras
palabras, para obtener en el resultado otra cifra decimal exacta) es preciso
aumentar N en 100 veces. Esto en términos formales se designa como el error
del método de Monte Carlo ”simple”igual a O(n"2).

Sin embargo, un mismo problema puede ser resuelto aplicando distintas va-
riantes del método de Monte Carlo a las que corresponden diferentes valores
de D. En numerosos problemas se logra elevar considerablemente la exacti-
tud escogiendo un procedimiento de cdlculo al que le corresponde un valor
mucho menor de D.

2.2.4. Problemas que permite resolver

En primer lugar, el método de Monte Carlo permite simular cualquier proce-
so cuya marcha depende de factores aleatorios. En segundo lugar, en muchos
problemas matematicos, que no tienen la menor relacién con cuestiones alea-
torias, se puede inventar un modelo probabilistico artificial (e incluso mas
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que un modelo) que permite resolver estos problemas. En realidad, esto es lo
que hemos hecho en el ejemplo que hemos expuesto.

Por consiguiente, se puede hablar del método de Monte Carlo como de un
método universal en la solucién de problemas matematicos.

2.2.5. Algo mas sobre el ejemplo

Volvamos al ejemplo anterior. Para poder realizar el cdlculo debemos escoger
en el cuadrado puntos aleatorios necesariamente de otra forma tendremos
resultados erroneos. Veamos el siguiente caso.

Imaginemos el siguiente experimento. Tomemos nuevamente el circulo inscri-
to en un cuadrado unitario, se coloca sobre un muro y sirve de blanco para
un tirador que situado a cierta distancia, dispara N veces apuntando a la
regién que se encuentra en el extremo izquierdo del cuadrado. Claro esta que
no todas las balas daran exactamente en el extremo izquierdo: perforarin el
blanco en N puntos aleatorios, pero a partir de éstos no se podra estimar el
area S.

Bajo el supuesto del tirador suponga que se obtiene N = 40, N' = 5 y
N'/N = 0.1250 lo que representa casi una séptima parte del valor exacto
7 = 0.7854 del area. Por supuesto, tratandose de un tirador de gran punteria
los resultados del experimento seran muy malos ya que casi todas las balas
pegaran cerca del extremo izquierdo del cuadrado y no perforaran S.

Es facil persuadirse de que el método que hemos aplicado para calcular el drea
tendrd validez sélo si los puntos seleccionados cumplen con: ser aleatorios
y estar distribuidos aleatoriamente sobre el cuadrado.

2.2.6. Contexto matematico del método

Este método es usado para simulacién de procesos estocasticos o aleatorios
estd basado en generar nimeros al azar los cuales luego se aplican para ver
algin resultado.

En el caso de integracion también lo podemos aplicar, veamos cémo:
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. W g § 1
En una dimension supongamos que se quiere integrar fo f(z) dz. Tomemos
una sucesion de nimeros aleatorios z; distribuidos entre 0 y 1. Podemos ver
que

1 n
/ f(x) dx ~ %Zf(xi), donde0 < z; < 1 (2.1)
0 i=1

Esto significa que a la integral la aproximamos como el promedio de f(z) al
evaluarla en las z;.

En el limite, cuando n — oo (2.1) se cumplird si (2.2) ocurre.

|f dx——fo. | < ¢], donde0 < z; < 1 (2.2)

Pensemos que para k — n tenemos n lugares, = juega el papel de h y la
probabilidad de que un nimero al azar, z;, caiga en la caja j-ésima es »
(proporcional al tamafo). Sabemos que una sucesién al azar equidistribuida
dard como resultado que cada cajita tenga en promedio la maxima cantidad
de mimeros al azar que las otras. Asf que la diferencia entre 2 3" | f(z;) y
una suma de Riemann serd menor a medida que P — 0 cuando n — oo (2.2).

El error que se comete al intentar integrar de esta manera es de ﬁ lo cual
es muy malo para una dimensién (recordemos que el método de trapecios
converge como ;5. Este error viene de la probabilidad de que los valores de
las z; ocupen mlsmos lugares en una caja (o ninguno).

Supongamos que tenemos una funcién f y una sucesién aleatoria entre 0 y 1,
z;, cuando comenzamos a evaluar la funcién

1 n
<f o=z Z f(x;) (2.3)
i=1
Como ya vimos, fo x) dz es similar a < f > y nuestro interés radica en

saber cual es la dlferenma entre la integral (2,1) y la suma (2.3).

Supongamos que los puntos z; se acumulan hacia el extremo izqmerdo del
dominio de la funcién, entonces el valor de < f > serd menor que fﬁ z) du.
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Si se acumulan hacia el extremo delecho del dominio de la funcién entonces
el valor de < f > sera mayor que fo x) dz. Sin embargo es poco probable

que < f > sea mucho menor que fo dx 6 mucho mayor que fo f(z) dz.
En general, lo mas probable es que < f > sea préximo a fc z)dz. La

diferencia entre < f >y fu x) dr seguird una distribucién gaussiana o
normal, es decir la distribucion de valores es

1 f2 . f 2 1
f f(x)dx=<f>i\/< >N< = of f(x)dx~<f>+o (24)
0 0

Es decir la funcién de distribucién que siguen los valores de J;J r)drz— <
f > es del tipo gaussiano.

h(x, u,0%) = \—/;—ﬂe_(x_n:ﬁﬁ (2.5)

Sin embargo para mds dimensiones es atractivo utilizar este método. En dos
dimensiones tendremos

1 1 1 n
f f f(x:y) dXdy ~ H Zf(xi‘lYi)? donde 0 <z,¥: <1 (26)
0 0 i=1

Y x;,y; son generados aleatoriamente. Es asi que buscamos el promedio de
f(x;,y:) al evaluarse en esta sucesién aleatoria equidistribuida.

Si, por ejemplo, la integral no va a 0 6 1 en los limites podemos poner la
aproximacién de Monte Carlo como

. = - f £(x) dx = %;f(xi), (2.7)

Donde z; es una sucesién aleatoria de valores enteros ay b, z; € [a, b] 6 tam-
biéna<z;<byce<uz <d.
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En general podemos concluir que el método de Monte Carlo lo podemos
definir como [, f(2)dQ2 =~ (Medida de Q) x (Promedio de f al evaluarse
sobre n puntos aleatorios sobre €2 y el error en el calculo de la integral sigue
siendo del orden O(ﬁ), independientemente de la dimensién del espacio
donde estemos realizando la integracién.

2.2.7. Ventajas

Como al evaluar en n puntos tenemos una aproximacion de la integral, pode-
mos examinar cada cierto n-niimero de pasos como va convergiendo al valor
de la integral.

2.3. Recursos computacionales

Para llevar a cabo las pruebas de los diversos métodos para generar niimeros
aleatorios utilizamos un cluster (conjunto de mdaquinas unidas fisicamen-
te para procesar codigos o programas en formato paralelo),del Instituto de
Investigacion en Matemadticas Aplicadas y Sistemas, dependiente de la Uni-
versidad Nacional Auténoma de México, a cargo del Dr. Arturo Olvera y
que consiste de 15 computadoras (1 nodo maestro y 29 esclavos), cada una
con: tarjeta madre con 2 procesadores Pentium III corriendo cada uno a 868
MHz, 256 MB de memoria RAM y tarjeta de red 3Com Fast Ethernet.

El nodo maestro cuenta con disco duro de 80 GB y tarjeta de video, DD/RW.
Los nodos esclavos no tienen disco duro, por lo que levantan el sistema ope-
rativo Linux version 2.4.22-Openmosix-2 desde el nodo maestro a través de
la red.

2.4. Recursos de programacion

La naturaleza de estas pruebas permite ejecutar simultdneamente progra-
mas sobre diferentes equipos y es a ésto a lo que se denomina programacion
paralela.
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Se seleccioné como lenguaje base para la codificacién de los codigos o pro-
gramas a Fortran77, ya que este lenguaje no ofrece restricciones mayores en
precision a las que podria ofrecer el lenguaje C y ambos coinciden en poder
paralelizarse.

Para estas pruebas se usan quince equipos, lo cual representa treinta pro-
cesadores, para uso simultaneo y no procesos seriales concurrentes debido a
que estos ultimos requeririan de mucho mas tiempo de estancia o tiempo de
pared y porque la naturaleza de las pruebas acusa al esquema de programa-
cion paralela menos complicado que se conoce y permitira reducir el tiempo
de estancia normal en un ochenta por ciento.

Sobre la generacion de los gréaficos de dispersion de los generadores de nime-
ros aleatorios se us6 un paquete de visualizacién y/o tratamiento de imédgenes
llamado Imaging-Kodak, el cual permitié tratar la imagen de manera que
los puntos que tienden a producir un cimulo se muestren como una regién
sombreada en tonos de grises. Estos tonos de grises van desde el blanco el
cual representa cero ocurrencias, hasta el negro el cual representa el maximo
nimero de ocurrencias, en una escala de 0 — 256 tonos diferentes de grises.

A manera de ilustracién la (Figura 2.1) muestra un ejemplo de dispersién
sin tratamiento y la (Figura 2.2) un ejemplo de dispersién con tratamiento
Imaging-Kodak, note como el tratamiento permite apreciar las acumula-
ciones de los puntos aleatorios en la (Figura 2.2) y como el mismo conjunto
de puntos aleatorios no se puede apreciar en la (Figura 2.1).

2.5. Organizacion de las pruebas

Los experimentos se han dividido por cada uno de los espacios considerados
R®, R y R y por cada uno de ellos se han evaluado los métodos indicados
en la seccién 1.2, en cada una de las tres diferentes funciones: la primera
de ellas es una funcién lineal f(z) = x, la segunda una funcién exponencial
f(z) = % y la dltima una funcién trigonométrica f(z) = senz. Estas tres
funciones se caracterizan por:

La funcién lineal f(z) = z, F, : R* — R donde F,(z) =[], f(z:) (Figura
2.3), sobre el intervalo cerrado [0,1] es una funcién creciente, con lo cual se
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Figura 2.1: Gréfico sin tratamiento. Figura 2.2: Gréfico con tratamiento.

caracteriza a la familia de las funciones crecientes. Por otro lado, la integral
[ [+ [TI, f(z:) dz;, desde el punto de vista analitico tiene una solucién
explicita y definida en F), y cuyos valores exactos para cada uno de los espa-
cios anteriormente indicados se pueden encontrar mas adelante en esta misma
seccion.

La funcién exponencial f(z) = %, F, : R* = R donde F,(z) = [, f(z:)
(Figura 2.4), sobre el intervalo cerrado [0,1] es una funcién decreciente no
lineal, con lo cual se caracteriza a la familia de las funciones decrecientes no
lineales. Por otro lado, la integral [ [--- [ T[], f(z:) dz;, desde el punto de
vista analitico tiene una solucién explicita y definida en F), y cuyos valores
exactos para cada uno de los espacios anteriormente indicados se pueden
encontrar mas adelante en esta misma seccién.

La funcién trigonométrica f(z) = senz, F, : R* — R donde F,(Z) =
[T, f(zi) (Figura 2.5), sobre el intervalo cerrado [0,1] es una funcién no
lineal y periodica, con lo cual se caracteriza a la familia de las funciones no
lineales periodicas. Por otro lado, la integral [ [--- [ [, f(x:) dz;, desde
el punto de vista analitico tiene una solucion explicita y definida en F,, y
cuyos valores exactos para cada uno de los espacios anteriormente indicados
se pueden encontrar mas adelante en esta misma seccion.

Cabe hacer notar que estas tres funciones se han elegido debido a que con
ellas se cubre el dominio de funciones crecientes, decrecientes y oscilatorias.
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Figura 2.3: Gréafica correspondiente a la funcién lineal f(z) =  en el intervalo cerrado
[0,1].

El Cuadro 2.1 que a continuacién se muestra, relaciona a todos los niimeros
aleatorios X; y los multiplicadores a respectivos que se usaron en todas las
pruebas.

El procedimiento a seguir ha sido comparar el resultado experimental con el
valor analitico, llevando el niimero de lanzamientos sobre el intervalo cerrado
en algunos casos hasta 10'2, pero extrayendo tinicamente los 216 lanzamien-
tos.

Se opta por colocar niimeros aleatorios y multiplicadores diferentes por cada
procesador, siendo éstos nimeros primos. Los multiplicadores cumplen a =
5 méd 8 [Knuth,1973].

La distribucién de densidad entre los generadores alojados en los procesadores
se determina tomando un elemento de cada una de las sucesiones indicadas y
formando una pareja ordenada (z, y), entonces cada uno de ellos se multiplica
por mil y se toma su parte entera. Con ello nos aseguramos de tener una
pareja ordenada de niimeros naturales en el espacio [0, 1000] x [0, 1000].
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| Procesador | X; | a | Procesador | X; B
1 137462873 | 523693 2 137462873 | 525781
3 130457273 | 597165 4 130459843 | 568797
5 130460123 | 625725 6 130474523 | 635149
¥ 130475927 | 658717 8 130479049 | 689725
9 130488383 | 705269 10 130492471 | 718573
11 130492651 | 745685 12 130494361 | 501253
13 130496239 | 512437 14 130497823 | 124901
15 132108103 | 705301 16 132136451 | 257413
17 132160271 | 419725 18 135496843 | 458933
19 135607987 | 479461 20 135626347 | 359893
21 135852589 | 256901 22 135891451 | 659285
23 135939533 | 524189 24 136190827 | 537893
25 131256397 | 285773 26 131276983 | 468581
27 131346701 | 497821 28 131563819 | 504789
29 131704091 | 601261 30 131853409 | 726013

Cuadro 2.1: Niimeros aleatorios iniciales X; y multiplicadores a por procesador.
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Figura 2.4: Gréfica correspondiente a la funcién exponencial f(z) = L en el intervalo
cerrado [0,1].

Considere que estos gréficos se obtienen con una precisién de 10 iterando
los generadores hasta 10° con objeto de poder apreciar mejor la distribucién
de los niimeros aleatorios. Debido a que el nimero de posibles combinaciones
entre los generadores S, , supera el niimero de casos experimentales, se mues-
tran dos combinaciones diferentes por cada caso experimental y se identifica
a cada sucesién por subindices, r; ; donde r es el indice de correlacién lineal
de las sucesiones i y j.

Los generadores de niimeros aleatorios que se usan para generar estas distri-
buciones corresponden a cada uno de los métodos.

Las figuras que relacionan error-lanzamientos muestran la tendencia de la
convergencia o el error (diferencia entre el valor exacto calculado analitica-
mente y el valor determinado por el método de Monte Carlo) de la funcién,
con respecto a diferentes niimeros de lanzamientos véase (2.8).

Es importante hacer notar que en estas figuras se han expresado ambos ejes
en base logaritmica.
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Figura 2.5: Gréfica correspondiente a la funcién trigonométrica f(z) = senx en el inter-
valo cerrado [0,1].

|f§1 f(x)dx — %gf(x;)] = error (2.8)
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2.6. Funcién lineal en 5 variables

En esta prueba se calcula el 4rea bajo la funcién lineal f(z) =z, F5: R®* - R
donde Fy(%) = [[._, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1], a través del método
de integracién de Monte Carlo, por medio del método congruencial, el método
Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor mdximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.03125000000.

Error

-8 L L 1
o} 2 4 6 8 10 12

Lanzamientos

Figura 2.6: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método congruencial lineal
en 5 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 10'0.

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.9 - 2.11) notara que existen dife-
rencias de acumulacion entre una figura y otra y que en lo general la disper-
sion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros
aleatorios.



2.6 Funcion lineal en 5 variables

23

1 =

3 F

Error

-5

B j

(o] 2 4 6 8
Lanzamientos

Figura 2.7: Error respecto al nimero de lanzamientos por el
lineal 5 variables.
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Figura 2.8: Error respecto al nimero de lanzamientos por el
lineal en 5 variables.
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método Fibonacci largo
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2.6 Funcién lineal en 5 variables

42.6974 % correspondientes al método congruen-

—3.9018°9 Y T34

2.9: =
cial lineal en 5 variables.

-T1,2

Figura

Figura 2.10: 79021 = —2.141877 y 1593 = +3.1144"7 correspondientes al método Fi-

bonacci corto lineal en 5 variables.
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2.6 Funcidn lineal en 5 variables

correspondientes al método Fi-
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Figura 2.11: r,
bonacci largo lineal en 5 variables.
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2.7. Funciéon lineal en 10 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién lineal f(z) = z, Fyo : R'* —
R donde Fyo(z) = [[.2, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a través del
método de integracion de Monte Carlo, por medio del método congruencial,
el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.000976562500.

0 T T T T T T T T T

Error
w

& 1 L 1 1 1
o] 1 2 3 4 5 6 7 8 2 10

Lanzamientos

Figura 2.12: Error respecto al mimero de lanzamientos por el método congruencial lineal
en 10 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 10°.

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.15 ~ 2.17) notard que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
niimeros aleatorios.



2.7 Funcidén lineal en 10 variables 27

Error
L

7}

-8 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Lanzamientos

Figura 2.13: Error respecto al mimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto
lineal en 10 variables.
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Figura 2.14: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo
lineal en 10 variables.
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Figura 2.15: r5 5 = +2.1296 % y 77 s = +1.1362° correspondientes al método congruen-
cial lineal en 10 variables.

Figura 2.16: ry405 = +7.552978 y 12697 = —8.9840~% correspondientes al método Fi-
bonacci corto lineal en 10 variables.
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2.7 Funcién lineal en 10 variables
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bonacci largo lineal en 10 variables.

Figura 201 T16,19



2.8 Funcién lineal en 15 variables 30

2.8. Funcion lineal en 15 variables

En esta prueba se calcula el area bajo la funcién lineal f(z) = z, Fi5 : R —
R donde Fy5(z) = [[;2, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1], a través del
método de integracién de Monte Carlo, por medio del método congruencial,
el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor médximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1 y
el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.0000305175781.

N T T T T T

Error

-9 L 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Lanzamientos

Figura 2.18: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial lineal
en 15 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 108,

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.21 ~ 2.23) notard que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
numeros aleatorios.
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Figura 2.19: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto
lineal en 15 variables.
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Figura 2.20: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo
lineal en 15 variables.
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Figura 2.21: rg 19 = —4.94987% y r1;,12 = +7.9851~% correspondientes al método con-
gruencial lineal en 15 variables.

Figura 2.22: ryg29 = —3.9889% y r3 4 = +1.4090~° correspondientes al método Fibo-
nacci corto lineal en 15 variables.
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2.8 Funcidn lineal en 15 variables
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2.9. Funcion exponencial en 5 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién exponencial f(z) = =,

F5 : R°® — R donde F5(z) = [[>_, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1],
a través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método
congruencial, el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.1009251903.
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o] 1 2 3 4 5 6 7 8
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Figura 2.24: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial
exponencial en 5 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 101,

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.27 — 2.29) notard que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
nimeros aleatorios.
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Figura 2.25: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto

exponencial 5 variables.
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Figura 2.26: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo

exponencial en 5 variables.
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Figura 2.27: ry7,8 = +3.86097¢ y ry9,20 = —5.10837° correspondientes al método con-
gruencial exponencial en 5 variables.

Figura 2.28: r5 7 = +4.11037% y r; g = —1.9663~7 correspondientes al método Fibonacci
corto exponencial en 5 variables.
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—2.5986 2 correspondientes al método Fibonacci

29: Ts5,0 = —1.2339-6 ¥ 79,13

Figura 2.

largo exponencial en 5 variables.
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Figura 2.30: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial
exponencial en 10 variables.

2.10. Funcion exponencial en 10 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién exponencial f(z) = X,
Fip : R — R donde Fo(z) = [,2, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1],
a través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método
congruencial, el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.01018589403.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 10°.

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.33 — 2.35) notard que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
nimeros aleatorios.
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Figura 2.31: Error respecto al mimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto

exponencial en 10 variables.
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Figura 2.32: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo

exponencial en 10 variables.
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Figura 2.33: ra120 = —3.31627% y ry3.04 = +1.21277° correspondientes al método con-
gruencial exponencial en 10 variables.
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Figura 2.34: ri315 = —3.791378 y 715,17 = —3.14607% correspondientes al método Fi-
bonacci corto exponencial en 10 variables.
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Figura 2.35: ro; 05 = +1.98637¢ y ro599 = +1.6587¢ correspondientes al método Fi-
bonacci largo exponencial en 10 variables.
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2.11. Funcién exponencial en 15 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién exponencial f(z) = E%,

Fi5 : R — R donde Fi5(z) = []2, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1],
a través del método de integracién de Monte Carlo, por medio del método
congruencial, el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.001028013293.
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Figura 2.36: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial
exponencial en 15 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 10%.

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.39 - 2.41) notara que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
nimeros aleatorios.
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Figura 2.37: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto

exponencial en 15 variables.
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Figura 2.38: Error respecto al ntimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo

exponencial en 15 variables.
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Figura 2.39: rag30 = +3.23337% y r3 = —2.792979 correspondientes al método con-
gruencial exponencial 15 variables.

Ve

Figura 2.40: ry7,0 = —3.738277 y 119,21 = +5.6762"7 correspondientes al método Fi-
bonacci corto exponencial en 15 variables.
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2.11 Funcién exponencial en 15 variables

+1.2902° correspondientes al método Fibonacci
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3

¥

Figura 2.41: T2g

largo exponencial en 15 variables.
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2.12. Funcién trigonométrica en 5 variables

En esta prueba se calcula el area bajo la funcién trigonométrica f(z) = sen z,
Fs : R°> — R donde F5(z) = ]_[?zlf(:r), sobre el intervalo cerrado [0,1],
a través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método
congruencial, el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1 y
el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.020528708427.
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Figura 2.42: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial
trigonométrico en 5 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 100,

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.45 - 2.47) notara que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
niimeros aleatorios.
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Figura 2.43: Error respecto al mimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto
trigonométrico 5 variables.
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Figura 2.44: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo
trigonométrico en 5 variables.
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Figura 2.45: ry5 = +5.7213"7 y re 7 = —2.4086° correspondientes al método congruen-
cial trigonométrico en 5 variables.
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Figura 2.46: ry; 23 = +3.38457% y 1ry3 95 = —1.38917 correspondientes al método Fi-
bonacci corto trigonométrico en 5 variables.
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Figura 2.47: r74; = —1.29457% y 71, 15 = —3.1593~7 correspondientes al método Fibo-
nacci largo trigonométrico en 5 variables.
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Error

Lanzamientos

Figura 2.48: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial
trigonométrico en 10 variables.

2.13. Funcidén trigonométrica en 10 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién trigonométrica f(z) = sen z,
Fio : R — R donde Fy(z) = [[;2, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1],
a través del método de integracién de Monte Carlo, por medio del método
congruencial, el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.000421427869.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 10°.

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.51 ~ 2.53) notard que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
nimeros aleatorios.
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Figura 2.49: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto

trigonométrico en 10 variables.
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Figura 2.50: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo

trigonométrico en 10 variables.
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Figura 2.51: 712,13 = —2.02337% y ry4,15 = —3.0228 ¢ correspondientes al método con-
gruencial trigonométrico en 10 variables.
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Figura 2.52: ryg; = —1.1674"% y 17,0 = —5.6956~% correspondientes al método Fibo-
nacci corto trigonométrico en 10 variables.
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Figura 2.53: ra3 07 = —1.37357% y ro7 1 = —6.5398 9 correspondientes al método Fibo-
nacci largo trigonométrico en 10 variables.
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2.14. Funcion trigonométrica en 15 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién trigonométrica f(z) = sen z,
Fis : R® — R donde Fi5(z) = [[.2, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1],
a través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método
congruencial, el método Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.00000865136986.
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Figura 2.54: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método congruencial
trigonométrico en 15 variables.

Observe que la magnitud del lanzamiento donde cada método pierde conver-
gencia es 10°.

Si observa con detenimiento las (Figuras 2.57 — 2.59) notard que existen
diferencias de acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la
dispersion tiende a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de
niimeros aleatorios.
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Figura 2.55: Error respecto al mimero de lanzamientos por el método Fibonacci corto
trigonométrico en 15 variables.
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Figura 2.56: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método Fibonacci largo
trigonométrico en 15 variables.
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Figura 2.57: ri617 = —2.1978 7% y 15,19 = +1.21277% correspondientes al método con-
gruencial trigonométrico en 15 variables.

Figura 2.58: 747 = —1.1677"7 y 17,10 = —5.6955~9 correspondientes al método Fibonacci
corto trigonométrico en 15 variables.
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| Método generador Rs | Rio | Ris |
Congruencial lineal 1.00 | 1.90 | 2.70
Congruencial exponencial 1.00 | 1.90 | 2.70
Congruencial trigonométrico 1.00 | 1.90 | 2.70
Fibonacci corto lineal 1.30 | 2.40 | 3.60

Fibonacci corto exponencial 1.30 | 2.40 | 3.60
Fibonacci corto trigonométrico | 1.30 | 2.40 | 3.60
Fibonacci largo lineal 1.69 | 3.21 | 4.68
Fibonacci largo exponencial 1.69 | 3.21 | 4.68
Fibonacci largo trigonométrico | 1.69 | 3.21 | 4.68

Cuadro 2.2: Tiempo de ejecucién del método congruencial, el método de Fibonacci corto
y el método de Fibonacci largo.

2.15. Observaciones

2.15.1. Tiempo de ejecucion

El tiempo que ha consumido cada método se ha representado en el Cuadro
2.2, donde la unidad (1) representa un lapso de 72 horas Se advierte que
ninguna prueba se desarrolld en forma aislada en el cluster por lo que el
tiempo seguramente variara bajo otra circunstancia.

Es importante que el lector sepa que si estos procesos hubieran sido ejecuta-
dos en programas de tipo serial la unidad anterior (1) representaria un lapso
de 312 horas.

Observe el Cuadro 2.2 notara que:

La familia del método Fibonacci corto con respecto a la familia del método
congruencial difiere en su tiempo de ejecucién en 30 por ciento.

La familia del método Fibonacci largo con respecto a la familia del método
congruencial difiere en sus tiempo de ejecucién en 60 por ciento.
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[ Método generador I R5 \ ng | R15 |
Congruencial lineal —0.50 | —0.50 | —0.50
Congruencial exponencial —0.50 | —0.50 | —0.50
Congruencial trigonométrico —0.50 | —0.60 | —0.50
Fibonacci corto lineal —0.60 | —0.65 | —0.80
Fibonacci corto exponencial —0.65 | —0.65 | —0.55
Fibonacci corto trigonométrico | —0.60 | —0.70 | —0.80
Fibonacci largo lineal —0.55 | =0.70 | —=0.75
Fibonacci largo exponencial —0.55 | —0.65 | —0.70
Fibonacci largo trigonométrico | —0.60 | —0.65 | —0.80

Cuadro 2.3: Aceleracién de convergencia del método congruencial, el método de Fibo-
nacci corto y el método de Fibonacci largo.

2.15.2. Aceleracion de convergencia

La aceleracién de convergencia que produce cada método se ha representado
en el Cuadro 2.3 e ilustra la pendiente de la recta que cubre la funcién
producida por el generador.

Observe el Cuadro 2.3, notard que:

La familia del método congruencial para los tres tipos diferentes de funciones
practicamente no excede la pendiente —0.50.

La familia del método Fibonacci corto para los tres tipos diferentes de fun-
ciones fluctua en el intervalo de pendientes [—0.60 — —0.80 ], mejorando su
convergencia en un 2() por ciento.

La familia del método Fibonacci largo para los tres tipos diferentes de fun-
ciones fluctua en el intervalo de pendientes [—0.55 — —0.80 ], mejorando su
convergencia en un 40 por ciento.

2.15.3. Correlacion lineal

El valor promedio de la correlacién lineal para el método congruencial, el
método de Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.
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| Método generador | r |
Congruencial lineal 10~°
Congruencial exponencial 10~°
Congruencial trigonométrico | 107°
Fibonacci corto lineal i
Fibonacci corto exponencial 10~7
Fibonacci corto trigonométrico | 10~7
Fibonacci largo lineal 10-°
Fibonacci largo exponencial 10°°
Fibonacci largo trigonométrico | 10~°

Cuadro 2.4: Valores promedio de la correlacién lineal para el método congruencial, el
método de Fibonacci corto y el método de Fibonacci largo.

Observe el Cuadro 2.4, notara que:

Los indices de correlacién lineal muestran una precisién promedio de 10~°
para la familia del método congruencial.

Los indices de correlacién lineal muestran una precisién promedio de 10~7
para la familia del método Fibonacci corto.

Los indices de correlacién lineal muestran una precisién promedio de 10~°

para la familia del método Fibonacci largo.

2.15.4. Agotamiento de convergencia

El agotamiento de convergencia que se produce en cada método se ha repre-
sentado en el Cuadro 2.5 y muestra la magnitud del lanzamiento donde el
método se agota y el error se mantiene casi constante.

Observe el Cuadro 2.5, notard que:

El generador congruencial se agota dntes de superar 107 lanzamientos, en el
peor de sus tres casos.

El generador Fibonacci corto se agota antes de superar 107 lanzamientos, en
el peor de sus tres casos.
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| Método generador | Rs | Rio | Ris
Congruencial lineal 10° | 107 | 10°
Congruencial exponencial 107 | 107 | 10®
Congruencial trigonométrico 10° | 10”7 | 10°
Fibonacci corto lineal 10° | 10% | 10°
Fibonacci corto exponencial 10 | 10° | 107
Fibonacci corto trigonométrico | 10% | 10° | 10°
Fibonacci largo lineal 10 | 10° | 10°
Fibonacci largo exponencial 107 10° | 107
Fibonacci largo trigonométrico | 10'° | 10" | 10"

Cuadro 2.5: Agotamiento de convergencia del método congruencial, el método de Fibo-

nacci corto y el método de Fibonacci largo.

El generador Fibonacci largo se agota 4ntes de superar 107 lanzamientos, en

el peor de sus tres casos.

2.16. Conclusion

Se recomienda el uso del método de Fibonacci corto de acuerdo a las

observaciones anteriores.



Capitulo 3

Método de equidistancias

3.1. Introduccion

En este capitulo se introduce un nuevo método generador de niimeros aleato-
rios el método de equidistancias. Se describe el método, su comportamiento
geométrico, su fundamento matematico, su cédigo computacional, la plata-
forma y los recursos computacionales donde se eféctuan las diferentes pruebas
y se exponen los resultados experimentales sobre el mismo.

En cada experimento se evalian los parametros usados, el grafico de con-
vergencia, los gréficos de densidad puntual sobre el generador de niimeros
aleatorios y el correspondiente coeficiente de correlacion lineal. Al final de
este capitulo se mencionan las observaciones sobre los resultados y la conclu-
sion.

Palabras clave: levantamiento, sistema dindmico topoldgico, espacio métrico
compacto, sistema dinamico topoldgico estrictamente ergodigo.

3.2. Descripcion del método de equidistan-
cias

Este método descansa en la siguiente idea: dado un Toro (Figura 3.1) defina-
mos una funcién f(z), f : R* = R que recorra el Toro, llevemos a cabo un
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corte transversal en él, entonces tomaremos como los términos de la sucesién
aleatoria la posicion que estos puntos ocupen en el plano correspondiente al
corte transversal.

Es a la posicién de la funcién en el corte transversal lo que se denomina
levantamiento sobre el Toro, véase la (Figura 3.2).
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Figura 3.1: Representacién geométrica de un Toro.

Desde el punto de vista topoldgico:

Definicién 2 Un Toro es el espacio cociente obtenido por la identificacién
de (0,t) con (L,t) y de (t,0) con (t,1) todos ellos sobre I? y para toda t en
1, y se le denota como T?.

Definicién 3 Una identificacion f es un mapeo sobreyectivo que manda ce-
rrados en cerrados y abiertos en abiertos.
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Figura 3.2: Representacién de la funcién sobre el Toro por medio de levantamientos en
la regién [0,1] x [0, 1] por el método de equivalencias.

3.3. Comportamiento geométrico

Si bien el método de equidistancias consiste en el recorrido sobre un Toro a
través de una linea recta f(z) = mx + b en el levantamiento, su implementa-
cién se remite a construir los levantamientos. Observe con cuidado la (Figura
3.2), debido a que el levantamiento se lleva a cabo sobre la regién cerrada
[0, 1] x [0, 1] el primer término de la sucesién serd fy(z) = m, el segundo térmi-
no fi(z) = m + fo(z) y asi sucesivamente hasta que f,(z) = m + f,_1(z)
sea mayor a 1 o sea hasta que f,(z) se salga de la region cerrada, cuan-
do esto ocurre y debido a la geometria involucrada, la nueva ordenada se
obtendrd tomando 1 - f,_,(z).

Son precisamente las intersecciones de estas funciones con la arista derecha
en la (Figura 3.2), los nimeros aleatorios y su generador debe de cumplir,
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como veremos mas adelante, con la propiedad de distribuirse uniformemente
sobre la regién y que el periodo del método sea lo suficientemente largo.

3.4. Propiedades del generador

La implementacion del método de equidistancias requiere que su ordenada
al origen b y su pendiente m sean diferentes y ambos sean la parte fraccio-
naria de raices cuadradas de nimeros primos. Estos numeros resultan ser
algebrdicos y guardan la propiedad de que su aproximacién a niimeros racio-
nales es muy lenta.

La estrategia para lograr buenos resultados consiste en colocar una ordenada
al origen b y una pendiente m diferentes entre si y formar parejas distintas
colocadas en cada procesador.

3.5. Cddigo computacional

A continuacién se muestra la funcion en Fortran77 correspondiente al méto-
do de equidistancias usada para las pruebas de este capitulo.

double precision function azar()

double precision m, b

data m/0.8488578017961047d0/,b/0.0498756211208903d0/
b=dabs(m-+Db)

if (b .ge. 1.0d0) b=Db - idint(b)

azar= b

return

end
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La variable m es la pendiente de la recta y b la ordenada al origen. Recuerde
que los valores que se deben asignar a m y b deben ser la parte fraccionaria
de la raiz de niimeros primos y que éstos deben ser distintos.

Note que se usa la funcién intrinseca idint la cual trunca la parte decimal
de b y su uso es para variables de doble precision.

3.6. Introduccidon a la teoria ergddica

El principio matematico que determina la convergencia del método de equi-
distancias se establece en el Teorema de Oxtoby. Para entenderlo sera ne-
cesario exhibir algunas definiciones y teoremas que competen a la Teoria
ergodica y a la Topologia.

La teoria ergddica se ocupa de la investigacion de las aplicaciones que preser-
van una medida, al igual que la topologia estudia las aplicaciones continuas
de espacios topoldgicos.

Ergodicidad se refiere a la posibilidad de que un sistema estocastico (sistema
que exhibe una condicién cuyo orden o trayectoria son impredecibles) adopta
una forma restrictiva independiente de las condiciones iniciales.

La Ergodicidad, como el indeterminismo, sélo se aplica a sistemas cerrados
hipotéticos, o creados en laboratorios, los cuales no ocurren por si solos en
la en la naturaleza.

Ejemplos artificiales de ergodicidad pudieran ser: Los montes que se hacen
lodo a través de muchisimo tiempo, o un vaso de vidrio que se liciia a tem-
peraturas no altas (inesperadamente después de varios milenios).

Aparentemente, habria muchos sistemas ergédicos en el mundo real; sin em-
bargo, debemos tomar en cuenta que todos los sistemas en la naturaleza son
sistemas abiertos dinamicos. Todas las trayectorias de los sistemas podrian
ser alteradas en cualquier estado por una o por més variables que previa-
mente no hubiéramos tomado en consideracién, simplemente, por una o mas
"variables escondidas” que no habiamos determinado previamente.
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Por ejemplo, los montes que no permanecen fijos, se mueven debido a algin
fenémeno geoldgico distinto al que les dio origen. El vidrio que se licia es-
pontaneamente pudo haber sido sometido a la accién de productos quimicos
atmosféricos que provocaron la transicién de fase. Siempre hay una causa
subyacente. Nada ocurre por la accién de fuerzas que estan mads alld del
Universo observable.

Supongamos que estudiamos un sistema real (fisico, matematico, biolégico
o econémico) que evoluciona en el tiempo. A veces la imagen del espacio
dentro del tiempo ¢ es muy parecida a la configuracién inicial de los puntos:
otras veces es completamente distinta. En este caso queremos decir que la
evolucion es estadistica. En general decimos que la conducta es estadistica si
la evolucidn preserva una medida: es decir, que existe una medida tal que para
todo subconjunto A del espacio, la medida de A y de su imagen al tiempo ¢
son iguales. Esta definicion estd muy lejos de nuestra intuicion de la conducta
estadistica. Pero en el caso de medidas que tienen ciertas propiedades, si es
adecuada con la intuicién. Si no podemos seguir la evolucién de cada punto,
entonces buscamos otros modos de decir algo sobre la evolucién.

En el caso de la aplicaciéon de un espacio topoldgico compacto, la informacién
de que existe una medida invariante "buena’nos da una informacién muy
importante: nos permite estudiar la conducta de iteraciones de la aplicacién
para casi todos los puntos del espacio.

Definicion 4 Un sistema dindmico topolégico es una pareja (X, %)
donde X := (X, p) es un espacio métrico completo para una distancia p y
un mapeo sobreyectivo continuo p® : X — X. Un sistema dindmico medible
es un espacio de probabilidad (X, M, i) con una transformacién medible o* :
X — X tal que ¢* : X — Xu = u, es decir, que para todo « € A y A €
M tenemos

plp *(A)) = u(A). (3.1)
Definiciéon 5 Un sistema dindmico topoldgico (X, p*) junto con una p-in-
variante probabilidad de medida p definida en la o—dlgebra de conjuntos de
Borel M, determina un sistema dinamico medible (X, M, u, p®).

Sea X=T"? el Toro de dimensién 2; M=L el campo de todos los conjuntos
medibles en el sentido de Lebesgue; 1.(e)=| o | la medida de Lebesgue y p=A
un automorfismo algebrdico de T?; es decir,
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(o) = () = 62

donde a €R* y que determina el comportamiento dindmico del Toro: para «
racional el mapeo no es ergddico, si « es irracional el mapeo es ergédico y en
particular estrictamente ergddico, o sea, existe una tnica medida invariante
[Backer,99]. Esto implica que A, no posee puntos periodicos si « es irracional.

Definicién 6 Un espacio métrico X es aquel donde una funcion
d:XxR—0X
satisface para todo punto a,b,c € X:

d(a,c) < d(a,b) + d(b, c)
d(a,a) =0,

Ahora estamos en posicion de llegar a algunas conclusiones, una de ellas es
que X donde X=T"? con la norma usual es un espacio métrico denso y como
es cerrado y acotado también es compacto [Tsen 66].

La segunda conclusion nos refiere al Teorema de Oxtoby.

Teorema 2 (Teorema de Oztoby) Dado un sistema dindmico topoldgico (X, ¢),
donde X es un espacto métrico compacto, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. (X, ) es estrictamente ergédico;

2. Para todo f € C(X), la sucesion de funciones

1 n—1

(3 For (@)
a=0

converge uniformemente a una funcién constante.
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3. Para toda medida pu invariante bajo ¢ , todo punto x € X es genérico
para (X1 ”? {,[9)-

Definicién 7 Un punto x € X se llama genérico si
1 n—1
llfllrl = ;f cp*(z) = ff(:c) du, (3.3)
para toda funcion f € C(X).

Si tomamos a ¢ como la funcién del método de equidistancias y a f como la
funcion a evaluar resulta:

(% Z—: fop*(x))az; — f(z) = constante. (3.4)
k=0

Estas dos conclusiones (véase Definicién 6, Teorema 2 y Definicién 7), ase-
guran que el método de equidistancias a evaluarse actiia en un espacio denso
y converge a una constante.

3.7. Hardware y software

Sobre los recursos computacionales usados en este capitulo (véase la Seccién
2.3).

Sobre los recursos de programacion usados en este capitulo (véase la Seccion
2.4).

Sobre la organizacién de las pruebas (véase la Seccién 2.5).

3.8. Funcidn lineal en 5 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién lineal f(z) =z, F5: R® - R
donde F3(z) = [[°_, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a través del método
de integracion de Monte Carlo, por medio del método de equidistancias.
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Figura 3.3: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método de equidistancias
lineal en 5 variables.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.03125000000.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.7) notara que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersion tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.9. Funcion lineal en 10 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién lineal f(z) = z, Fyo : R' —
R donde Fyo(z) = n;ﬂ, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a través del
método de integraciéon de Monte Carlo, por medio del método de equidistan-
cias.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.000976562500.
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Figura 3.4: ry» = —1.613378 y r3 4 = +2.4904~? correspondientes al método de equi-
distancias lineal en 5 variables.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.9) notara que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersién tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.10. Funcion lineal en 15 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién lineal f(z) = z, Fi5 : R' —
R donde Fi5(z) = 1,2, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a través del
método de integracion de Monte Carlo, por medio del método de equidistan-

Clas.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.0000305175781.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.11) notara que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersién tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.
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Figura 3.5: Error respecto al mimero de lanzamientos por el método de equidistancias
“lineal en 10 variables.

3.11. Funcién exponencial en 5 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién exponencial f(z) = el,,
Fs : R® - R donde F5(&) = [[_, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a
través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método de
equidistancias.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.1009251903.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.13) notara que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersion tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de nimeros aleatorios.
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Figura 3.6: rg10 = —3.26587° y 711,12 = +6.91517° correspondientes al método de
equidistancias lineal en 10 variables.

3.12. Funcién exponencial en 10 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién exponencial f(z) = =,
Fyo : R — R donde Fyo() = [[., (), sobre el intervalo cerrado [0,1], a
través del método de integracién de Monte Carlo, por medio del método de
equidistancias.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.1009251903.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.15) notara que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersion tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.13. Funcién exponencial en 15 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién exponencial f(z) = ,

Fis: RS — R donde Fi5(z) = [,2, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1], a
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Figura 3.7: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método de equidistancias
lineal en 15 variables.

través del método de integracién de Monte Carlo, por medio del método de
equidistancias.

El valor méximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.1009251903.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.17) notard que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersién tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.14. Funcidn trigonométrica en 5 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién trigonométrica f(z) = sen z,
Fs : R® — R donde F5(z) = [[._, f(z), sobre el intervalo cerrado [0,1], a
través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método de
equidistancias.
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Figura 3.8: ri314 = —1.01897° y 516 = +1.0601~8 correspondientes al método de
equidistancias lineal en 15 variables.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] es en 1
y el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.03125000000.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.19) notard que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersién tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.15. Funcién trigonométrica en 10 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién trigonométrica f(r) = sen z,
Fio : R = R donde Fyo(z) = [[,2, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a
través del método de integracion de Monte Carlo, por medio del método de
equidistancias.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1y
el valor exacto del drea bajo la curva para cada espacio es 0.000976562500.

Observe que en este método no se pierde convergencia.
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Figura 3.9: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método de equidistancias
exponencial en 5 variables.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.21) notara que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersién tiende
a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.16. Funcién trigonométrica en 15 variables

En esta prueba se calcula el drea bajo la funcién trigonométrica f(z) = sen z,
Fis : R¥ — R donde Fi5(z) = [[;2, f(x), sobre el intervalo cerrado [0,1], a
través del método de integracién de Monte Carlo, por medio del método de
equidistancias.

El valor maximo que la funcién alcanza en el intervalo cerrado [0,1] esen 1 y
el valor exacto del area bajo la curva para cada espacio es 0.0000305175781.

Observe que en este método no se pierde convergencia.

Si observa con detenimiento la (Figura 3.23) notard que existen diferencias de
acumulacién entre una figura y otra y que en lo general la dispersion tiende
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Figura 3.10: ri718 = —2.5563710 y ry920 = +5.41257? correspondientes al método de
equidistancias exponencial en 5 variables.

a ser densa, lo cual caracteriza a un buen generador de niimeros aleatorios.

3.17. Observaciones

3.17.1. Tiempo de ejecucion

El tiempo que consume cada método se ha representado en el Cuadro 3.1,
donde la unidad (1) representa un lapso de 72 horas. Se advierte que ninguna
prueba se desarrollé en forma aislada en el cluster por lo que el tiempo
seguramente variard bajo otra circunstancia.

Es importante que el lector sepa que si estos procesos hubieran sido ejecuta-
dos en programas de tipo serial la unidad anterior (1) representaria un lapso
de 312 horas.

Observe el Cuadro 3.1, notara que:

El incremento en el tiempo de ejecucion se debe al incremento en el niimero
de variables que participan.
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Figura 3.11: Error respecto al nimero de lanzamientos por el método de equidistancias
exponencial en 10 variables.

Método generador | Rs | Rio | Ris |
Equidistancias lineal 1.00 | 1.80 | 2.50
Equidistancias exponencial 1.00 | 1.90 | 2.70
Equidistancias trigonométrico | 1.00 | 1.90 | 2.70

Cuadro 3.1: Tiempo de ejecucién del método de equidistancias.
3.17.2. Aceleracién de convergencia

La aceleracion de convergencia que produce cada método se ha representado
en el Cuadro 3.2 e ilustra la pendiente de la recta que cubre la funcién
producida por el generador.

Con el método de equidistancias se observa que la convergencia lineal es
independiente del espacio, esto significa que en la evaluacién de la funcién
(Figura 3.6, Figura 3.8 y Figura 3.10), continia descendiendo no importando
el nimero de variables involucradas y que su pendiente supera —0.70.
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Figura 3.12: ra506 = —2.45777% y 127,28 = —3.9298~° correspondientes al método de
equidistancias exponencial en 10 variables.

[ Método generador —[ R5 RIO R15 ‘
Equidistancias lineal —0.65 | —0.60 | —0.60
Equidistancias exponencial —0.60 | —0.60 | —0.60
Equidistancias trigonométrico | —0.60 | —0.65 | —0.65

Cuadro 3.2: Aceleracién de convergencia del método de equidistancias.
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Figura 3.13: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método de equidistancias
exponencial en 15 variables.

Con el método de equidistancias se observa que la convergencia exponen-
cial es independiente del espacio, esto significa que en la evaluacién de la
funcién (Figura 3.12, Figura 3.14 y Figura 3.16), continiia descendiendo no
importando el nimero de variables involucradas y que su pendiente supera
—0.70.

Con el método de equidistancias se observa que la convergencia trigonéme-
trica es independiente del espacio, esto significa que en la evaluacién de la
funcién (Figura 3.18, Figura 3.20 y Figura 3.22), continia descendiendo no
importando el nimero de variables involucradas y que su pendiente supera
—0.70.

3.17.3. Correlacion lineal

El valor promedio de la correlacién lineal en todos los casos es 1073,

Con el método de equidistancias se observa que la dispersién lineal no supera
1078, esto significa que el indice de correlacién lineal de la (Figura 3.6,Figura
3.8 y Figura 3.10), difiere hasta la octava cifra decimal.
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Figura 3.14: rog30 = —1.93877% y r1 3 = +1.2422-7 correspondientes al método de
equidistancias exponencial en 15 variables.

Con el método de equidistancias se observa que la dispersién exponencial no
supera 107%, esto significa que el indice de correlacién lineal de la (Figura
3.12, Figura 3.14 y Figura 3.16), difiere hasta la octava cifra decimal.

Con el método de equidistancias se observa que la dispersién trigonémetrica
no supera 1078, esto significa que el indice de correlacién lineal de la (Figura
3.18, Figura 3.20 y Figura 3.22), difiere hasta la octava cifra decimal.

3.17.4. Agotamiento de convergencia

El agotamiento de convergencia no se produce en ninguno de los casos repre-
sentados por lo que la convergencia no se agota y la aproximacién al valor
exacto de la funcién continua.

3.17.5. Base matematica

Cuenta el método de equidistancias con una base matematica (Seccién 3.5)
que explica su naturaleza convergente.
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Figura 3.15: Error respecto al niimero de lanzamientos por el método de equidistancias
trigonométrico en 5 variables.

3.18. Conclusion

Se concluye que el método de equidistancias ha aprobado las pruebas
experimentales y matematicas debido a las observaciones anteriores.
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Capitulo 4

Conclusion sobre los métodos

4.1. Observaciones generales

4.1.1. Tiempo de ejecucion

Observe el Cuadro 4.1 en el se ha reunido los tiempos de ejecucion del Cuadro
2.2 y Cuadro 3.1, notard que la familia del método de equidistancias para los
tres tipos diferentes de funciones es la que ocupa menor tiempo de ejecucion.

4.1.2. Aceleracion de convergencia

Observe el Cuadro 4.2 en el se ha reunido aceleracién de convergencia del
Cuadro 2.3 y Cuadro 3.2, notara que la familia del método de equidistancias
para los tres tipos diferentes de funciones es la que ocupa la mayor aceleracion
de convergencia.

Las figuras que relacionan error-lanzamientos muestran la tendencia de la
convergencia o el error (diferencia entre el valor exacto calculado analitica-
mente y el valor determinado por el método de Monte Carlo) de la funcién,
con respecto a diferentes niimeros de lanzamientos véase (2.7).

Es importante hacer notar que en estas figuras se han expresado ambos ejes
en base logaritmica.
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| Método generador | Rs [ Rio | Ris |
Congruencial lineal 1.00 | 1.90 | 2.70
Congruencial exponencial 1.00 | 1.90 | 2.70
Congruencial trigonométrico 1.00 | 1.90 | 2.70
Fibonacci corto lineal 1.30 | 2.40 | 3.60

Fibonacci corto exponencial 1.30 | 2.40 | 3.60
Fibonacci corto trigonométrico | 1.30 | 2.40 | 3.60
Fibonacci largo lineal 1.69 | 3.21 | 4.68
Fibonacci largo exponencial 1.69 | 3.21 | 4.68
Fibonacci largo trigonométrico | 1.69 | 3.21 | 4.68
Equidistancias lineal 1.00 | 1.80 | 2.50
Equidistancias exponencial 1.00 | 1.90 | 2.70
Equidistancias trigonométrico | 1.00 | 1.90 | 2.70

Cuadro 4.1: Tiempos de ejecucién del método congruencial, el método de Fibonacci
corto, el método de Fibonacci largo y el método de equidistancias.

| Método generador | Rs | Rio | Ris |
Congruencial lineal —0.50 | —0.50 | —0.50
Congruencial exponencial —0.50 | —=0.50 | —0.50
Congruencial trigonométrico —0.50 | —0.60 | —0.50
Fibonacci corto lineal —0.60 | —0.65 | —0.80
Fibonacci corto exponencial —0.65 | —0.65 | —0.55
Fibonacci corto trigonométrico | —0.60 | —0.70 | —0.80
Fibonacci largo lineal —0.55 | —=0.70 | —0.75
Fibonacci largo exponencial —0.55 | —0.65 | —0.70
Fibonacci largo trigonométrico | —0.60 | —0.65 | —0.80
Equidistancias lineal —0.65 | —0.60 | —0.60
Equidistancias exponencial —0.60 | —0.60 | —0.60
Equidistancias trigonométrico | —0.60 | —0.65 | —0.65

Cuadro 4.2: Aceleracién de convergencia del método congruencial, el método de Fibo-
nacci corto, el método de Fibonacci largo y el método de equidistancias.
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La (Figura 4.1) muestra el comportamiento del método congruencial lineal y
de equidistancias lineal sobre 5 variables en donde el método de equidistancias
se encuentra por abajo del grafico correspondiente al método congruencial.
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Figura 4.1: Error respecto a los lanzamientos en el intervalo [0, 1] del método congruencial
lineal (linea continua) y del método de equidistancias lineal (linea punteada), sobre 5
variables.

La (Figura 4.2) muestra el comportamiento del método Fibonacci lineal y de
equidistancias lineal sobre 5 variables en donde el método de equidistancias
se encuentra por abajo del grafico correspondiente al método de Fibonacci.

La (Figura 4.3) muestra el comportamiento del método Fibonacci largo li-
neal y de equidistancias lineal sobre 5 variables en donde el método de equi-
distancias se encuentra por abajo del gréfico correspondiente al método de
Fibonacci largo.

El método de equidistancias cuenta con una base matematica (Seccién 3.5)
que explica su naturaleza convergente.
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Figura 4.2: Error respecto a los lanzamientos en el intervalo [0, 1] del método Fibonacci
lineal (linea continua) y del método de equidistancias lineal (linea punteada), sobre 5
variables.

4.1.3. Correlacion lineal

Con el método de equidistancias se observa que todas las funciones cuentan
con un indice de correlacién lineal promedio de 10~°. Los otros métodos no
superan 1077,

4.1.4. Agotamiento de convergencia

En el método de equidistancias no se observa agotamiento de convergencia
(Seccién 3.13), mientras que con el método congruencial, método de Fibo-
nacci corto y método de Fibonacci largo Cuadro 2.5, si existe.

4.2. Conclusion final

De las observaciones anteriores se concluye que el método de equidistan-
cias supera al método congruencial, al método de Fibonacci corto y al méto-
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Figura 4.3: Error respecto a los lanzamientos en el intervalo [0, 1] del método Fibonacci

largo lineal (linea continua), y del método de equidistancias lineal (linea punteada), sobre

5 variables.
do de Fibonacci largo en: tiempo de ejecucion, aceleracion de convergencia,

correlacién lineal, agotamiento de convergencia y base matematica.



Capitulo 5

Aplicacion en Fisicoquimica

5.1. Introduccion

En este capitulo se efectia un andlisis comparativo entre el método de equi-
distancias (Capitulo 3) y la funcién intrinseca rand que corresponde a la
plataforma en uso (Seccién 2.3) aplicandolos a un problema de transiciones
de fase de la fisicoquimica que se estudia con el método de Monte Carlo en
donde la utilizacién de nimeros aleatorios es un elemento esencial. En par-
ticular es de interés el fenémeno de la magnetizacion espontanea que ocurre
a la llamada temperatura de Curie. En este capitulo se define y se establece
la plataforma y los recursos computacionales donde se efectuan las pruebas,
se exponen los resultados grificos encontrados y las observaciones de cada
uno de ellos y finalmente se concluye.

En muchas ramas de la ciencia se encuentra el complejo fenénemo de las
transiciones de fase. Mas comunmente se han estudiado en la Termodinami-
ca y Mecanica Estadistica. Para esta tesis se ha elegido un problema tipi-
co de la Mecédnica Estadistica que consiste en simular la transicion de fase
orden-desorden de un sistema ferromagnético utilizando el modelo de Ising
[Newman 99]. Es conveniente mencionar que se ha escogido este modelo ya
que a pesar de su exagerada simplicidad es capaz de reproducir el fendmeno
de la magnetizacion espontdnea. Esto se refiere a que en ausencia de cam-
po magnético externo un material ferromagnético se magnetiza de manera
espontanea al bajar suficientemente la temperatura. La magnetizacion del
sistema se usa como parametro de orden de la transicion es decir, es una pro-
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piedad del sistema que en la fase de temperatura alta (desordenada) toma
el valor cero mientras que en la fase de baja temperatura (ordenada) toma
el valor uno. El método de simulaciéon es Monte Carlo con el algoritmo de
Metropolis.

5.2. Contexto fisico

El magnetismo es un fendmeno muy interesante que ocurre en la naturaleza,
en particular el hierro y el niquel poseen la particularidad de magnetizarse
espontaneamente al bajar su temperatura sin que exista un campo magnético
externo. La temperatura a la cual ocurre la transicion es llamada de Curie.

El origen del magnetismo estd en la naturaleza cuantica del material, sin
embargo, es posible estudiar la transicion de fase orden-desorden desde el
punto de vista de la fisica clasica tal y como se hace en esta tesis, aplicando
las herramientas y elementos de la Mecédnica Estadistica Clasica [Chandler
87].

Entre los objetivos principales de la Mecanica Estadistica esta el funda-
mentar la Termodindamica en términos de la informacién microscépica de la
materia. Esta tarea se lleva a cabo efectuando promedios de las variables
dindmicas F' de un sistema en equilibrio. En un sistema de tamano ma-
croscopico el nimero de moléculas que lo componen es del orden de 10%. A
pesar de que en la practica los estudios de simulaciones numéricas se efec-
tuan con un nimero muy reducido de moléculas, (en el mejor de los casos
unas cuantas decenas de miles de ellas) esto es suficiente para considerar a
la integral que define el promedio como una integral multi-dimensional. Es
por ello que los métodos Monte Carlo son de suma importancia en este cam-
po. En general el promedio de una variable dinamica de la que se conoce la
distribucion de probabilidad estd dado por:

<F> = f F(X)P(X)dX/Z (5.1)

donde X denota el conjunto de todas las variables necesarias para definir el
estado microscépico del sistema y P(X) es la probabilidad del estado definido
por X y Z es la constante de normalizacion dada por

Z= / P(X)dX. (5.2)
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Debido a que en general la Naturaleza es compleja, es muy comiin traba-
jar con los llamados modelos, los cuales son sistemas idealizados que poseen
las caracteristicas esenciales del fenémeno que se desea estudiar pero son lo
suficientemente simples para ser analizados matematicamente. Aqui nos inte-
resa que se puedan aplicar las herramientas de la Mecanica Estadistica. Los
modelos quedan definidos precisamente al establecer la energia de interaccién
entre dos particulas.

El modelo de Ising es un sistema simple pero que se ha convertido en
un prototipo en la Mecéanica Estadistica ya que permite una descripcion
cuantitativa y aceptable del fendmeno de la transicion orden-desorden de la
magnetizacion espontanea. El modelo de Ising considera un conjunto de N
espines (representacion de una variable como una flecha cuya magnitud se
expresa por su largo y hacia donde apunta la flecha su orientacién),situados
en una malla n-dimensional. Debido a que los espines estan localizados en
una malla, el inico movimiento permitido es el cambio de orientaciéon (hacia
arriba o hacia abajo). Es decir, no se permiten traslaciones ni rotaciones de
los espines en dangulos arbitrarios.

En esta tesis se eligi6 realizar el estudio en una malla bi-dimensional con
interacciones a primeros vecinos. Esto es, las tinicas interacciones distintas de
cero son las que corresponden a espines adyacentes. El estudio se realizé en
términos de la magnetizacion m, lo cual requiere el calculo de los promedios
correspondientes para lo cual se requiere el método de Monte Carlo.

La Mecénica Estadistica proporciona una receta para la distribucién de
probabilidad dependiendo de las variables termodinamicas con las que se re-
quiera trabajar. En particular cuando se trabaja con temperatura 7' volumen
V' y numero de particulas constante, la distribuciéon correspondiente recibe
el nombre de Candnica y estd dada por

P(X) =  exp[~E(X) (53

donde E(X) es la energia del sistema que se encuentra en el estado mi-
croscopico definido por X, g = 1/kT siendo k es la constante de Boltzmann
y T la temperatura del sistema. La constante de normalizacion Z es llamada
la funcién de particién canénica y esta dada por

Z= / P(X)dX = f exp[—BE(X)]dX (5.4)

Como puede verse, en la funcién de particion se han integrado todas las
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variables microscopicas X del sistema dejando libres la temperatura T, vo-
lumen V' y nimero de particulas N. De la funcién de particién Z es posible
recuperar toda la Termodinamica.

Cuando se trata de evaluar el promedio dado por la integral de una fun-
cion que depende de muchas variables, los métodos numéricos tradicionales
que realizan la discretizacién con métodos como por ejemplo el trapecio,
Simpson étcetera no se recomiendan debido a que la convergencia se deterio-
ra al aumentar el nimero de variables a integrar por lo que el resultado se
vuelve muy inexacto. En estos casos es cuando los métodos tipo Monte Carlo
son adecuados [Tobochnik 96]. Sin embargo, al aplicar los métodos de Monte
Carlo mds simples a la integral de nuestro interés se encuentra el problema
de que un gran numero de elementos del dominio del integrando tienen un
valor practicamente despreciable. Esto ocasiona que el cdlculo de la integral
sea computacionalmente muy ineficiente. El algoritmo de Metrépolis et al.
[Newman 99], proporciona una valiosa alternativa a este problema.

El método de Metropolis resuelve la integral de interés construyendo una
cadena de Markov en donde los elementos o puntos que forman la cadena
son aquellos puntos en el dominio del integrando que tienen probabilidades
significativas y de acuerdo con la distribucién Canénica. Esto tiene como re-
sultado que el cdlculo sea notablemente més eficiente, en este caso la integral
discretizada esta dada por

M
<F>wm ) F(Xo) (5.5)
a=0
donde « es el indice que etiqueta los puntos de la cadena de Markov es decir,
los microestados o configuraciones del sistema y M es el nimero de puntos
de la cadena.

5.3. Descripcion del algoritmo de Metropolis

Este algoritmo obedece las siguientes instrucciones:

i) Eleccion de un punto inicial y arbitrario de la cadena de Markov. El
punto inicial X, de la cadena es siempre aceptado.
ii) Construccion del sucesor X, 1 del punto X,:
Se genera un punto de prueba X,, que generalmente se hace de manera
aleatoria, esto es cambiando la orientacion de uno de los espines elegido
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aleatoriamente.

iii) Criterio de aceptacion del punto de prueba.

Sean P(X,) y P(Xy) las probabilidades de ocurrencia de los puntos n-ésimo
de la cadena de Markov y de prueba. Si la razén r

r=P(X,)/P(X,) > ¢ (5.6)

el punto de prueba se acepta y es el sucesor de P(X,,). En caso contrario el
punto de prueba X, se rechaza y el punto sucesor se toma como P(X,,). El
nimero £ es un nimero aleatorio en el intervalo [0, 1].

En el ensamble Candnico, la ec. 5.6 que define el criterio de aceptacién
de la configuracién de prueba se expresa como

r = exp[—BE(X})]/ exp[-BE(X,)] = exp[-BAE] > £ (5.7)

donde AF = E(X,) — E(X,). Es claro que cuando E(X,) < F(X,) la razén

r > £ y el punto de prueba se acepta. El criterio anterior es la probabilidad

condicional del sistema de pasar del microestado X,, al microestado X, ;.
Estos pasos son equivalentes a la probabilidad de transicién:

W(n — n+ 1) = min(1, exp|-SAE)) (5.8)
5.4. Descripcién del modelo de Ising

El modelo de Ising que usualmente se simboliza como una malla de N x N
espines expresa la energia del sistema que se encuentra en el microestado o
configuracion denotado por « la cual esta dada por

Eo=—J) si(a)s;j(e) — MGHZ si() (5.9)

1,5=1

donde s;(a) = +1 es la variable de espin que denota la orientacién hacia
arriba o hacia abajo del i-ésimo espin en la malla en el microestado a del
sistema. La constante J es la medida de la intensidad de la interaccién entre
espines y se le llama constante de acoplamiento. En este trabajo se considera
que la primera suma en la ec. (5.9) se realiza tomando en cuenta todas las
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parejas de espines mas cercanos ya que se esta considerando un modelo a pri-
meros vecinos. El segundo término de la ec. (5.9) es la energia de interaccién
del sistema de espines con el campo magnético externo H. En nuestro caso
se considera que el campo externo es cero.

Una cantidad relevante es la llamada magnetizacién del microestado «

mea que se define como
N

M = Z si(a). (5.10)
i
El promedio de la magnetizaciéon que se toma como el parametro de orden
en este estudio esta dado por

M
<m >= Zmﬂ/M. (5.11)

a=1

donde el indice o identifica los puntos de la cadena de Markov y M es el
total de estos.

Como puede verse de la seccién anterior una cantidad importante es la
probabilidad de transicion entre dos elementos de la cadena de Markov que
esta dada por

W = exp[-BAE]. (5.12)

Es conveniente definir cantidades adimensionales como por ejemplo a partir
de la energia E se construye la energia adimensional E* = SE = F/kT. Esto
implica definir la temperatura adimensional como T* = T/(J/k) es decir
en unidades de J/k. En estas unidades la transicién de fase de este modelo
ocurre cuando T* & 2.26 [Chandler 87].

5.5. Hardware y software

Sobre los recursos computacionales usados en este capitulo (véase la Seccion
2.3).

Sobre los recursos de programacién usados en este capitulo (véase la Seccion
2.4).
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Figura 5.1: Magnetizacién respecto al nimero de lanzamientos en el intervalo [0, 1] de la
funcién intrinseca rand (figura izquierda) y el método de equidistancias (figura derecha),
con configuracién ordenada, temperatura 100C y sobre una malla cuadrada de orden 16.
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Figura 5.2: Magnetizacién respecto al nimero de lanzamientos en el intervalo [0, 1] de la
funcién intrinseca rand (figura izquierda) y el método de equidistancias (figura derecha),
con configuracién ordenada, temperatura 0.5C y sobre una malla cuadrada de orden 16.

5.6. Proceso de magnetizacion con funcién intrinse-
ca rand y método de equidistancias

La (Figura 5.1) muestra el comportamiento del material magnético usando
la funcion intrinseca rand y el método de equidistancias, saliendo de una
configuracion ordenada, con una malla cuadrada de orden 16, y temperatura
100C.

La (Figura 5.2) muestra el comportamiento del material magnético usando
la funcién intrinseca rand y el método de equidistancias, saliendo de una
configuracion ordenada, con una malla cuadrada de orden 16, y temperatura
0.5C.
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Figura 5.3: Magnetizacién respecto al nimero de lanzamientos en el intervalo [0, 1] de la
funcién intrinseca rand (figura izquierda) y el método de equidistancias (figura derecha),
con configuracién desordenada, temperatura 0.5C y sobre una malla cuadrada de orden
16.
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Figura 5.4: Magnetizacién respecto al niimero de lanzamientos en el intervalo [0,1] de la
funcién intrinseca rand (figura izquierda) y el método de equidistancias (figura derecha),
con configuracién desordenada, temperatura 2C y sobre una malla cuadrada de orden 5.

La (Figura 5.3) muestra el comportamiento del material magnético usando
la funcién intrinseca rand y el método de equidistancias, saliendo de una con-
figuracion desordenada, con una malla cuadrada de orden 16, y temperatura
0.5C.

5.7. Dos casos especiales

La (Figura 5.4) muestra el comportamiento del material magnético usando
la funcion intrinseca rand y el método de equidistancias, saliendo de una con-
figuracion desordenada, con una malla cuadrada de orden 5, y temperatura
2C.
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5.8. Observaciones

Observe la (Figura 5.1) y notard que los valores de magnetizacion, para una
configuracién inicial ordenada antes de 10, bajo el método de equidistancias
decae mas rapidamente que con la funcién intrinseca rand.

Observe la (Figura 5.2) y notard que los valores de magnetizacién, con ambos
métodos reportan el mismo comportamiento.

Observe la (Figura 5.3) y notara que los valores de magnetizacion, para una
configuracion inicial desordenada bajo el método de equidistancias alcanza
mas rapidamente el punto de estabilizacion 1 que con la funcién intrinseca
rand.

Observe la (Figura 5.4) y notard que los valores de magnetizaciéon para una
configuracién inicial desordenada y con una temperatura de 2C bajo el méto-
do de equidistancias inicia con un valor superior al que corrresponde a la
funcién intrinseca rand.

5.9. Conclusion

El método de equidistancias ofrece mejor convergencia en la simulacion de
magnetizacion de un cuerpo ferromagnético, por lo que se recomienda este
método en simulaciones que usen el modelo de Ising con la restriccion del
algoritmo de Metropolis y la evaluacion de integrales por el método de Monte
Carlo.
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