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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar el concepto de compacidad en espacios
topologicos, asi como variantes, buscando relaciones, ejemplos y contraejemplos.

Las variantes que estudiamos son: compacidad numerable, compacidad local y
paracompacidad.

El capitulo 1 esta dedicado a desarrollar la herramienta basica que nos ayudara a
comprender los siguientes.

En el capitulo 3 titulado "Espacios Numerablemente Compactos"”, demostramos
que todo espacio compacto es numerablemente compacto, y sobresale el
contraejemplo que nos dice que el reciproco no es cierto. Esto lo hacemos
ayudandonos del concepto de topologia del orden, asi demostramos que el conjunto
de nimeros ordinales Q es un espacio topologico ordenado compacto y que el
subespacio numerable €)%, es un espacio numerablemente compacto que no es
compacto.

En el capitulo 6, dedicado a la compacidad local, demostramos que todo espacio
compacto es localmente compacto, y es también mediante un ejemplo que vemos
que no todo espacio localmente compacto es compacto. Lo mismo hacemos en el
capitulo 7 que dedicamos al estudio de la paracompacidad.

Uno de los temas de gran interés es también el de la compacidad en el producto de
espacios topologicos; asi que por ello le dedicamos un capitulo en el que revisamos
los conceptos de redes y filtros. Demostramos primero que el producto finito de
espacios compactos es compacto si y solo si cada espacio factor es compacto para
posteriormente generalizarlo al teorema de Tychonoff: "El producto no vacio de
espacios es compacto si y solo si cada espacio factor es compacto". De igual
manera, analizamos brevemente qué pasa con el producto de espacios localmente
compactos y el producto de espacios paracompactos.



En el capitulo 5 exponemos el Teorema de Arzela que nos da una caracterizaciéon
de los compactos contenidos en el espacio de funciones continuas.

Al final incluimos un diagrama con las relaciones entre las variantes estudiadas.






Capitulo 1
Conceptos Bdsicos

Definicién 1 Sea X un conjunto. Una topologta en X es un subconjunto T de P (X)
que cumple las siquientes condiciones:

i)X,0er

it) SiAyB € T entonces ANB € 1

iii) Sean A; , i € I , tales que A; € T para todo i € I, entonces Ui  A; € 7.

Si 7 es una topologia en X , a la pareja (X, 7) se le llama espacio topolégico y a
los elementos de 7, se les llama abiertos de X.

A veces es méis conveniente definir no la totalidad de conjuntos abiertos en un
espacio topolégico, sino solamente una "base".

Definicién 2 Una base para T es un subconjunto B de T tal que ss U €Ty € U,
entonces existe B € B tal quez € BCU.

Ejemplo 3 Sea R el conjunto de los nmimeros reales, y sea B la familia de intervalos
[z,7) donde z € R, z <71 yr € Q; B es base para una topologia de R. A R con esta
topologia se le llama la linea de Sorgenfrey. (ver 1], pag. 21).

Deflnicién 4 Sea z un elemento de un espacio topoldgico (X, ). Decimos que V C X
es una vecindad de x si existe A€ T tal quez e ACV.

Notacién 5 A la coleccién de vecindades de z se le llama sistema de vecindades de
z y la denotamos por V(z).

Teorema 6 Sea (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Supongamos que para todo
z € A emiste V; € V(z) tal que z € V; C A, entonces A es abierto.
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Prueba. Supongamos que para todo z € A existe V; € V(z) tal que V; C A.
Entonces por definicién de vecindad para cada V, existe B, € 7 tal que z € B, C V,.

Afirmacién: A = U, 4B;.

Sea z € A, entonces existe B, tal que z € By, as{ £ € UzeaB:.

Y por otra parte si y € UzcaB;, entonces y € B, para alguna z € A y como
B, C A entonces y € A. Por lo tanto A es abierto. m

En particular, A es abierto si para todo z € Aexiste Ve T talque z € V C A.

Definicién 7 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que A C X es un conjunto
cerrado si X\ A es un conjunto abierto.

Definicién 8 Sean X espacio topoldgico y A C X. Definimos la cerradura de A como
el siguiente conjunto de las x € X tales para todo U abierto de X que contiene a z,
ocurre que UNA#0. z € X. y

Notacién 9 Denotamos a la cerradura de un conjunto A como Ce(A) o bien por A.

Definicién 10 Sean X espacio topoldgico y £ C X. Decimos que p € E C X es
punto interior de E si existe un abierto A tal quep € ACE.

Definicién 11 Un espacio X se dice que es Ty si para todo x,y € X distintos existe
una vecindad de T que no contiene a y, y una vecindad de y que no contiene a .

Teorema 12 X es Ty st y solo si {z} es cerrado para todo z € X.

Prueba. Supongamos que X es T).

Sea y € X\ {z}. Entonces existe A abierto tal que y € Ay z ¢ A, asi X\ {z}
es abierto. Por lo tanto {z} es cerrado.

Ahora supongamos que {z} es cerrado para todo z € X.

Sean z,y € X, z # y . Como {z} es cerrado existe A vecindad de y tal que
AN {z} = 0, andlogamente existe B vecindad de z tal que B N {y} # 0. Por lo tanto
XesTi. m

Definicién 13 Un espacio X es Ty o Hausdorff, si y sélo si para todo z, y € X
existen U, V abiertos ajenos de X tales quex € U ,yeV.

Definicién 14 X es T3 o regular si es T\ y para todo F C X cerrado y para todo
T € X\ F existen Ay, Ay abiertos ajenos tales que ' C Ay yz € A,.



Teorema 15 X es reqular si y sélo si es T\ y para todo z € X y para cada € A,
existe B abierto tal que z € B C B C A.

Prueba. Sean X regular, £ € X y A abierto con £ € A. Entonces X\ A es
cerrado y es tal que z ¢ X\ A.

Como X es regular, existen B y C abiertos ajenos tales que z € By X\ACC,
asf X\.C C A es un conjunto cerrado y como B C X\ C entonces B ¢ X\ C, esto
quiere decir que z € B C B c X\\C C A. Por lo tanto z € B C B C A.

Inversamente, supongamos que X es un espacio T}.

Sea F C X, cerrado y z € X\ F.

XN\ F es abierto pues es el complemento de un cerrado, por hipétesis existe B
abierto tal que z € B C B € X\ F, entonces B y X\ B son abiertos ajenos tales
quez € By F C X\ B . Por lo tanto X es regular. m

Definicién 16 Si un espacio X es T\ y cumple que dados Fy, F, cerrados ajenos
ezisten A;, Ao abiertos ajenos tales que Fy C Ay, Fy C A,, se dice que el espacio X
es normal o Ty.

Ejemplo 17 La linea de Sorgenfrey (ver Ejemplo 3) es un espacio normal.

Dados A y B cerrados ajenos, para toda a € A existe un intervalo [a, z(a)) ajeno
a B; de igual forma para todo b € B existe un intervalo [b, z(b)) ajeno al cerrado A.

Sean U = Ugey [a,z(a)) y V = Upep [b,2(b)). Los conjuntos U y V son abiertos
ytalessque ACUyBCV.

Veremos que para toda a € Ay b € B se tiene que [a,z(a)) N [b,z(b)) = 0.
Supongamos que no. Entonces si a < b tendriamos que b € [a,z(a)) ysib < a
tendriamos que a € [b, z(b)) pero esto no puede ser ya que [a,z(a)) es ajeno a B y
[b, (b)) es ajeno a A. Asi UNV = 0. Por lo tanto, la linea de Sorgenfrey es un espacio
normal.

Observacién 18 Todo espacio normal es un espacio regular.
Ejemplo 19 La linea de Sorgenfrey es un espacio regular.
En efecto, ya que es un espacio normal y todo espacio normal es un espacio regular.

Definicién 20 Sea X un conjunto. Decimos que una funcidond: X x X — R es una
métrica en X si cumple las siguientes condiciones para todo z,y,z € X.
t) d(z,y) > 0.



i) d(z,y) =0, st y sélo si, z = y.
iti) d(z,y) = d(y, z).
iv) d(z, 2) < d(z,y) + Ao, 2).

Definicién 21 Sean X un conjunto yd: X x X — R una métrica. A la pareja (X, d)
le llamaremos espacio métrico.

Teorema 22 Todo espacio méirico X es normal.

Prueba. Sean (X, d) un espacio métrico y F}, Fj dos cerrados ajenos en X. Para
cada z € F} sea d, > 0 tal que B;, (z) N F, = @ y andlogamente sea £, > 0 tal que
Be,(y) N Iy = 0 para cada y € F.

Consideremos los conjuntos A; = U:Eplng,(z) y A2 = Uyep, Bz (y), los cuales
son conjuntos abiertos ya que son uniones finitas de abiertos y son ajenos ya que si
z € A; N Ay, entonces z € ng(:c)paraalglmaxe Fryze B::’n_(y) para alguna
y € Fy.

Asf por la desigualdad del trisngulo d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < % + % <
méx {0;,€,}, esto quiere decir que y € By, (z) o z € B, (y), pero esta es una con-
tradiccién, ademds Fy C A; y F C Aj. Por lo tanto X es un espacio normal. m

Definicién 23 Sean € X y r un nimero real positivo. Al conjunto B.(z) =
{y € X : d(y,z) < r}, se le llama bola de radio r con centro en z.

Definicién 24 Una bola cerrada de radio r con centro en z es el conjunto de los
puntos "y” en X que cumplen la condicién d(y,z) < r.

Definicién 25 Sean X un espacio méirico y K C X. Se define el didmetro de K
como diamK = sup {d(z,y) : tales que z, y € K}.

Definicién 26 Sean X un espacio métrico y K C X. Se dice que K es acotado si
diamK es finito.

Definicién 27 Una sucesidn en un conjunto X, es una funcion f : N — X.

Notacién 28 Denotaremos a los elementos de la sucesidén, como Ty, Ty, s, ... 0 sim-
plemente por el simbolo {z,}.

Definicion 28 Sea X un espacio métrico. Diremos que una sucesién {z,} C X con-
verge a un elemento xo si cumple la siguiente condicion: Para todo e > 0 existe N € N
tal que d(z,, o) <€, sin > N.
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Definicién 30 Una subsucesion de una sucesion {z,} es una sucesion de la forma

Tny s Tngs Tngs -, donde los subindices n; son tales que ny < ny < ny, ...

A continuacién demostraremos el Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es vélido
para todo R™. Por simplicidad lo demostraremos para R?; la demostracién para R"
es similar.

Teorema 31 Sea {z,} una sucesion acotada, contenida en R*. Entonces existe {z,, },

subsucesion de {z,}, que converge.

Prueba. Consideremos dos casos:

Caso 1: El conjunto {z, : n € N} es finito. Entonces{z,} tiene una subsucesién
constante, es decir z,, = z para alguna z € X y con algunos n; < n, <ng < ...

Es claro que limy_.ooTn, ==

Caso 2: Si {z,, : n € N} es infinito, como {z,} es acotada, la podemos considerar
contenida en un rectdngulo J; = {(z,y) € R?: ay; <z < byy,a10 < y < by}, para
algunos a1y, b11,012,b12 € R.

Hagamos la siguiente construccién

Bisectemos [ay;, by, ], asi como el segmento a9, by]. Obtenemos asi 2% rectangulos.

Observemos que en alguno de esos rectdngulos hay una infinidad de elementos de
{z,}.

Sea J; ese rectdngulo y tomemos z,, € J,.

Volvemos a dividir J, en 22 rectdngulos bisectando cada uno de los lados de J,.

Nuevamente, en alguno de esos rectdngulos hay una infinidad de elementos de
{za}

Elijamos a ese rectdangulo como J3 y tomemos un elemento z,, € J3, con ny > n,.

Si continuamos inductivamente con esta construccién obtenemos una subsucesién
{2z, } de {z,} y una sucesién de rectdngulos {J,} tales que J; D J, D J3 D ....

Asf [ay1,b11] D [a21,021] D [aa1, b31] D ..., ¥ (@12, b12] D [aza, bas] D [asa, bsag] D ...

Observemos también que a;; < by; para toda i, es decir {a;1} esta acotado supe-
riormente. Sea p = sup{a;; :i =1,2,3,...}. Como p es el supremo entonces a;; < p
para toda ¢ = 1,2,3, ... y también p < b, para toda i =1, 2,3, ... ya que si existiera
j € N tal que bj; < p, como p es el sup {a;; }, entonces existe a € N tal que bj; < @a1.
Sea k = méx {j,a}, entonces by < bj; < @a; < ax;. Tenemos entonces que byy < a1,
esto es una contradiccién. Por lo tanto a;; < p < b;; para toda i = 1,2, 3, ..., es decir,
P € M2y [arr, bua]-

Andlogamente se puede ver que existe ¢ € N2, [axg, bio]. Asi (p,q) € N2, J.
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Veamos ahora que {z,, } converge al punto (p,q).

A cada elemento de la subsucesién z,,, lo podemos ver como un punto (z;, , 22 )
en R%. Sea d la distancia euclideana en R?. Entonces d(z,,,p) < d(ax,p)+d(p, bri) <
gb'—‘;;m—‘! + (5“2_;,““) = w‘;;:‘i“). Asi d(z}, ,p) — 0 cuando k — o0, de la misma forma,
d(z% ,q) — 0 cuando k — oc.

Por lo tanto {z,, } converge a (p,q). m

Definicién 32 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que un conjunto A C X es
denso en X, st la cerradura de A en X es igual a X.

Teorema 33 Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto A es denso en X si y sélo
si todo abierto no vacfo en X intersecta al conjunto A.

Prueba. Supongamos que A es denso en X.

Veamos que V' N A # () para todo V' abierto no vacio de X.

Sea V # () abierto de X.

Como A es denso en X, nos dice la definicién que Ce(A) = X.

Supongamos que VN A = @, entonces si z € V, = ¢ Ce(A). Pero esto es una
contradiccién al hecho de que Ce(A) = X, por lo tanto VN A # 0.

Por otra parte, supongamos que todo abierto no vacio de X intersecta al conjunto
A

Veamos que Ce(A) = X.

Sea z € X y sea V abierto de X tal que z € V. Por hipétesis V N A # ), entonces
z € Ce(A), asi X C Ce(A). Ademés siempre se cumple que Ce(A) C X, por lo tanto
Ce(A)=X. m

Definicién 34 Decimos que un espacio topoldgico (X,7) es sequndo numerable si

tiene alguna base numerable.
Veamos un ejemplo de un espacio métrico que no tiene base numerable.

Ejemplo 35 Un espacio topoldgico X no numerable con la topologia discreta no tiene
base numerable.

Recuérdese que una métrica para la topologia discreta es:
0 st =y
d(z,y) =

1 si T#Y
Veremos que X no tiene base numerable.
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Sea B base para X. Seanz € X y V = {z}. Como X es discreto, V es un conjunto
abierto; asi, existe B € B tal que z € B C {z}, entonces B = {z}. Esto quiere decir
que {{z} : £ € X} es un subconjunto de cualquier base de X.

Por lo tanto X no tiene base numerable, es decir no es segundo numerable.

Definicién 36 Un espacio topoldgico que contiene un conjunto denso numerable se
le llama separable.

Teorema 37 Un espacio métrico X es seqgundo numerable st y sélo si X es separable.

Prueba. Supongamos que X es segundo numerable.

Demostremos que X es separable.

Sea B base numerable de X. Para cada B € B elijamos z5 € B.

Sea D = {zp : B € B}, veremos que D es denso en X. Sea U abierto en X ;
como ‘B es base, entonces existe un B € B tal que B C U; asi zp € B C U, es decir
UnN D #48. Por lo tanto D es denso en X.

Demostremos ahora el reciproco del teorema

Supongamoe que X es separable.

Demostremos que es segundo numerable.

Sea D C X denso numerable y sea B ={B,.(p) : p€ D , r € Q}; dado que B es
numerable, bastard ver que B es base.

Sea A abierto y sea z € A, entonces existe B,(z) C A.

Sea a € Q tal que 0 < 2a < r; observemos que B,(z) N D # 0 ya que D es denso.

Sea p € B,(z) N D y consideremos B = B,(p), como d(z,p) < «, entonces
z € Ba(p) € B.

Por 1ltimo veamos que B,(p) C A.

Sea y € Ba(p), entonces d(z,y) < d(z,p) +d(p,y) < a+a = 20 < r, asf
y € B,(z) C A. Por lo tanto B,(p) C A.

Por lo tanto B es base de X. m

Corolario 38 R" es segundo numerable, para cada n € N.

Prueba. Consideremos al conjunto D) = Q%; asi R" es separable y por el teorema
anterior, R™ es segundo numerable. ®

Definicién 39 Sea {z,} una sucesién en un espacio métrico X. Decimos que la
sucesién {z,} es de Cauchy si para cualquier € > 0 existe N € N tal que sin,m > N
entonces d(zn,Tm) < €.
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Definicién 40 Sea {B,} una sucesion de bolas en un espacio métrico. Diremos que
{Bn} es una sucesion de bolas encajadas siempre que B, C By, para cada m > n.

Definicién 41 Un espacio métrico X se dice completo si loda sucesion de Cauchy

en X es convergente.

Teorema 42 Un espacio métrico X es completo si y sélo si cualquier sucesion de
bolas cerradas de X, encajadas, cuyo radio tiende a cero, tiene interseccion no vacta.

Prueba. Supongamos que X es completo.

Sean {B,} una sucesién de bolas cerradas encajadas, {r,} la sucesién de radios y
{zn} la sucesién de centros correspondientes a cada By.

Seane >0y N € Ntalquer, < §,sin> N.

Sean m, k > N. Entonces T, zx € B,,,,(Zn41), asi que

A(Zm, Tx) < d(Zm, Tng1) +d(TN41,Tk) <Ta+Tp <€

Entonces {z,} es una sucesién de Cauchy y como X es completo, {z,} converge,
digamos a xg.

Afirmacién: o € N2, B;.

Supongamos que existe j € N tal que zo ¢ B;. Entonces 2o € V = X\ B;.

Como V es abierto z,, € V si n > N para alguna N € N.

Sea n > méx {j, N}. Entonces z, € B, C Bj, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto zp € ﬂ;’i,B;-

Demostremos el reciproco del Teorema.

Supongamos que cualquier sucesién de bolas cerradas, encajadas, cuyo radio tiende
a cero tiene interseccién no vacia y demostremos que X es completo.

Sea {z,} una sucesién de Cauchy y sea e = %, entonces existe n; € N tal que si
n > Ny, A(Tn, Tn,) < % y consideremos la bola de radio 1 con centro en z,,.

Para £ = 33 existe ny € N, ny > ny tal que si n > ny, entonces d(z,,Zn,) < 55 ¥
consideremos la bola cerrada de radio 1 con centro en z,,. (véase figura 1.1)

En general para € = 5;1:7 existe ngy1 € N, ngyq > ni tal que si n > nyyq, entonces
d(Zn,Tn,,,) < 07 Y Se considera la bola cerrada de radio 3; con centro en z,,, .

Asf se construye una sucesién de bolas cerradas, digamos { B} con radio 51 que
por construccién estdn encajadas. Entonces por hipdtesis existe zq € N2, B;. Como
d(Z0, Tn,) < 357, la sucesién {z,, } converge y por tanto el lim, . T = Zo. Por lo
tanto X es completo. ®



Figura 1.1:
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Capitulo 2
Espacios Compactos

Definicion 43 Sea (X.7) un espacio topoldgico. Una coleccion € = {C;} de subcon-
juntos de X es una cubierta abierta de X si € es subconjunto de T y ademds UC; = X,

Definicién 44 Sea € una cubierta abierta de X. Una subcubierta ©® de € es una
subcoleccion de € tal que U{C : C € D} = X.

Definicién 45 Un espacio X es Lindeloff si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta numerable.

Ejemplo 46 La linea de Sorgenfrey es un espacio Lindeldff.

Sean Y = {Uy},; una cubierta de la linea de Sorgenfrey, y M el conjunto de las
intervalos racionales (p, ¢) tales que p < g y el intervalo [p, g) es subconjunto de algin
elemento U, de 4. Veamos que M # (: Sea z € QQ, dado que il es cubierta, z € U,
para alguna a € /, asf existe un intervalo elemento [p,g) de la base (ver Ejemplo 3)
tal que 2z € [p,q) C U,. Asi el intervalo [2,q9) € M.

Para cada intervalo (p,q) € M, elijamos Un(p,q) € U tal que [p,q) C Un(pg)-

Consideremos (3 el conjunto de los extremos derechos de cada elemento de M.

Para cada ¢ € C,, sea N = {z€R:[z,q) es subconjunto de algin U, € i1}.
Veamos que N estd acotado inferiormente: supongamos que para todo z € R tal
que z < ¢, exdaste y € R tal que y < z y [y,q9) C U,, entonces existe p € Q tal
quey < p<qy[pgq) C U, Asi M es un conjunto no numerable, lo cual es una
contradiccion.

Sea z, € R tal que z, = inf {z € R: [z,q) es subconjunto de algin U, € i} y
para cada z, sea Uy, € U tal que x4 € Uy,.

La coleccion ' = {Ua(p) } ¢, e ps Y {Uaa} gec, € numerable.

15
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Veamos que iU’ cubre a R.

Sea ¢ € R. Si # = x, para alguna g € Cj, entonces z € Uyq. Si 2 # z, existe
Us € U tal que x € U,.

Como U, es abierto, entonces existe ¢ € Q tal que [z,9) C U,. El punto ¢ es
un elemento de C, ya que para todo racional p’ € [z,q) se tiene que [p',q) C U,,
asf 24 < . 51 p € Q cumple con z; < p < z, y como Z; # z es infimo entonces
[p,q) C U, asi que (p, g) es un elemento de M y como z € (p, g) entonces = € Up(p,q)-
Por lo tanto la linea de Sorgenfrey es un espacio Lindeloff.

Teorema 47 Todo subconjunto de un espacio segundo numerable es Lindeldff.

Prueba. Sean X un espacio segundo numerable y A C X y supongamos que
A C U1 Vi, donde cada V; es un abierto no vacio de X. Veremos que existe una
cantidad numerable de estos V;, tales que A C U2, V; ..

Sea B base numerable de X, sea B® = {B € B :B C V; para alguna i € 1}, B®
@ ya que B es base.

Como B?® C B entonces B® es numerable; elijamos para cada B € 8% un conjun-
to V; que contenga a B y denotemos como a(B) = V;, asi el conjunto {a(B) : B € B}
es también numerable ya que B® es numerable.

Veremos que A C U{a(B) : B € B}.

Sea a € A. Como A C UV entonces a € V; para alguna i € I, y como B es
base existe B € B tal que a € B C V. Esto quiere decir que B € B®, también
B C a(B) y como a € B se tiene que a € aoB). Por lo tanto A C U{a(B) : B € B}.
En consecuencia A es de Lindeloff. m

Corolario 48 Todo subconjunto de R™ es un espacio de Lindeldff.
Prueba. Inmediato dado que R" es segundo numerable (ver Corolario 38). m
Veamos ahora un ejemplo de un espacio X que no es de Lindeloff.

Ejemplo 49 Sea (X,7), tal que X es no numerable y T es la topologia discreta.

En este espacio el conjunto {z} es abierto para todo z € X. Sea entonces B =
{{z}: =z € X}; B es una cubierta abierta de X y no existe subcubierta numerable
ya que X no es numerable. Né6tese que cualquier espacio numerable X es un espacio
Lindeloff.

Definicién 50 Decimos que una propiedad es heredilaria, si cada vez que un espacio
X la satisface, entonces cualquier subespacio de X también la satisface.
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En el siguiente ejemplo, veremos que la propiedad de ser espacio de Lindeloff no
se hereda.

Ejemplo 51 Sea X un espacio infinito no numerable y sea tg € X. Démosle a X la
topologta T dada por: T = {X} U{E C X : zo ¢ E}.

Sea € una cubierta abierta de X, como el tinico abierto de X que contiene al punto
Zg es el total, entonces X € €, asf podemos extraer una subcubierta finita de € , a
saber {X} es la subcubierta finita. Por lo tanto X es un espacio de Lindeloff.

Sin embargo, X\ {zo} con la topologia heredada es un espacio discreto no nume-
rable y por tanto no es un espacio de Lindeloff.

Definicién 52 Un espacio (X, 7) se dice compacto si dada cualquier cubierta abierta
€ de X, eziste una subcubierta finita de €.

Definicién 53 Sea X un conjunto. A una famila {T;},., de subconjuntos de X tales
que cualquier interseccion finita N, T; es no vacia, se le llama sistema centrado.

El siguiente teorema es una definicién dual tomando complementos, también se le
conoce como la propiedad de la interseccién finita.

Teorema 54 Un espacio topoldgico X es compacto, si y sdlo si todo sistema centrado
{Ti};e; de subconjuntos cerrados de X tiene interseccion no vacfa; esto es My T; # 0.

Prueba. Supongamos que X es compacto.

Sea {T};., un sistema centrado donde cada T; es cerrado y T; C X para toda
i € I. Supongamos que Mic;T; = 0, asf X = X\ Nicr T = Uier (X\T3).

Sea C; = X'\Ti; cada C; es abierto ya que es complemento de un cerrado, como
X es compacto existe un mimero finito de elementos de la familia {C;} que cubren a
X; es decir, X = U}, (Cy,), asi N}_,T;; = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
NierTi # 0.

Para demostrar el recfproco supongamos que todo sistema centrado de cerrados
de X, tiene interseccién no vacia.

Sea {C;} una cubierta abierta de X y sea T; = X\ Cy, para cada i € I.Todo T; es
cerrado y Mier(7i) = 0, asf existe un mimero finito de elementos de la famila {T;}, .,
tales que N7_,7;; = 0. Entonces X = U}_,C;,. Por lo tanto X es compacto.

Teorema 55 Sean X un espacio Hausdorff y K, Ky dos subconjuntos compactos
ajenos de X. Entonces ezisten dos abiertos ajenos A y B en X tales que Ky C A y
K; C B.
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Prueba. Ver [6], pag. 161. =

Teorema 56 Sea X un espacio compacto y sea K C X, K cerrado. Entonces K es

compacto.

Prueba. Sea € una cubierta abierta de K, como K es cerrado entonces X\ K es
abierto

Sea € = @U {X\ K}, tenemos asi una cubierta abierta de X. Como X es
compacto, existen C;, Cy, ..., C,, elementos de ¢ tales que X C U::‘ZIC;. Consideremos
los C; tales que C; N K # §), obtenemos asi una subcubierta finita de K cuyos
elementos estdn en €. Por lo tanto K es compacto. ®

Teorema 57 Sean X un espacio Hausdorff y K € X compacto. Entonces K es
cerrado.

Prueba. Basta demostrar que X\ K es abierto.

Sea z € X\ K yseay € K. Como X es Hausdorfl existen V}, y U, abiertos ajenos
tales que

y € V, y z € Uy, esto ocurre para toda y € K.

Sea € el conjunto de las V's elegidas de esta forma, es decir € ={V, : y € K},
asi € es una cubierta abierta de K y por ser K compacto existen Vi, V,, ..., V,, tales
que K C UL, V.

Consideremos las correspondientes U; que existen para cada V;, parai =1,...,n.
Entonces

z € ML, U; y lamemosle W a tal interseccién.

Observemos que W N K = 0, pues si z € WN K, entonces z € U;NV; para alguna
i =1, ...n. Esto es una contradiccién; pues U; y V; son ajenos, asi X\ K es abierto.
Por lo tanto K es cerrado. m

Veamos un ejemplo de un espacio X que no es Hausdorfl y tal que existe K C X
compacto, y K no es cerrado.

Ejemplo 58 Sea (X,7), donde X es infinito y T es la topologia cofinita. Es decir
7={A C X tales que X\ A es finito} U .

Observemos primero que X no es Haurdorff

Sean r,y € X,z #yy Aabiertotalquez € A yy ¢ A Como A es abierto,
X\ A es finito, por lo que no puede existir B abierto ajeno al conjunto A tal que
y € B. Por lo tanto X no es Hausdorfl.
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Observemos que si K C X , entonces K es compacto.

Sea € = {C}},.; una cubierta abierta de K, consideremos ¢ € [ tal que C,NK #

y supongamos que B = (X C,)NK # 0; si no fuera asf, {Ca} serfa la subcubierta
finita que se est4 buscando.

Como X\, es finito, entonces B = {z,,%,,...,x,}. Ahora, para cada z; € B
existe Cz, € € tal que z; € Cy,.

Asi K CC,, UC,, U...UC;, UC,. Por lo tanto K es compacto.

Se puede concluir entonces que todo subconjunto K de X es compacto y si K # X
no es finito, entonces no es cerrado, pues los cerrados propios en (X, ), son finitos.

Deflnicién 59 Sean (X,7) un espacio topoldgico y S C X. A la pareja (S,7,) le
llamamos subespacio lopoldgico de X, donde T, es la topologia débil inducida por la
Juncién inclusion. (ver [6] pag. 93) A la topologia T, le llarnamos la topologfa relativa
en X.

Teorema 60 Sean S C (X,7) y 7, la topologfa relativa de S. Sea H C S € X
entonces H es compacto respecto a T, si y sélo si H es compacto respecto a 7.

Prueba. Sea H C S y supongamos que H es compacto respecto a 7.

Sea € una cubierta abierta en 7, de H.

Para toda C € €, C' = ANS donde A es abierto en 7, asf H C UC; = U (A; N S).

Veamos que {A;} es una cubierta de H en 7.

Sea z € H, entonces z € UC; es decir z € A; N S para alguna j, por lo tanto
z € A; para alguna j. Por lo tanto H C UA;.

Ahora como H es compacto respecto a 7, existe un nmimero finito de indices tales
que H C U}, A; y como H C S entonces H C UL, (A;NS). Por lo tanto H es
compacto en 7,.

Demostremos el reciproco del Teorema.

Supongamos que H es compacto respecto a 7.

Sea € ={C;},.; una cubierta abierta de H respecto a 7. Como H C S entonces
H c U(C;NS), y como H es compacto respecto a 7,, existen un mimero finito de
indices tales que H C U, (C; N S).

Asi H c U, C; ya que H C S. Por lo tanto H es compactoen 7. =

Teorema 61 Sean X espacio métrico y K subconjunto compacto de X. Entonces K
es acotado.



20

Prueba. Sea € = {B;(z) : z € K}, entonces € es una cubierta abierta de K. Co-
mo K es compacto existen &y, 7y, ..., Tn € K tales que €' = {B)(z,), Bi(23), ..., Bi(z4)}
es subcubierta finita de K.

Sea M = méx {d(z;, ;) : i,5 =1,2,...,n}.

Veamos que M + 2 es cota para K.

Sean z,y € K. Como € es cubierta de K existen B;(z;) y Bj(z;) tales que

z € Bi(z:) , y € B1(zy), entonces d(z,y) < d(z, z;) + d(zy, ;) + d(zj,9) < 2+ M.

Por lo tanto K es acotado. m

Teorema 62 Sea K C R", K. Entonces es compacto si y sélo si K es cerrado y
acotado.

Prueba. Sea K C R" tal que K es compacto

Veremos que K es cerrado y acotado

Como R"™ es Hausdorff, entonces K es cerrado (ver Teorema 57). Ademas, por el
teorema anterior, K es acotado.

Supongamos ahora que K C R" es un conjunto cerrado y acotado.

Demostraremos que K es compacto.

Sea € una cubierta abierta de K y supongamos que no existe una subcubierta
abierta finita de €.

Dado que K es Lindelsff (ver corolario 48), existe € = {C;},.y subcubierta nu-
merable de elementos de € pero como no existe subcubierta finita de €, entonces para
todo n € N, existe z, € K tal que z, ¢ UL.,C;.

La sucesién {z,} construida de esta forma es acotada, ya que K es acotado, asf por
el teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 31) existe {z,, } subsucesién convergente
de {z,}.

Sea z el limite de la sucesién {z,,}. Como K es cerrado, z € K.

Sabemos que €' es cubierta de K, entonces existe C; € € tal que z € C; y por
la definicién de convergencia existe jo € N tal que si j > jo, entonces z,,; € Cy;.En
particular, existe n; > i tal que z,; € Cj; esto es una contradiccién ya que si n; > ¢
entonces z,,; ¢ C;. Por lo tanto K es compacto. ®

A continuacién mencionaremos algunos ejemplos de conjuntos cerrados y acotados
que no son compactos.

Ejemplo 63 Sean (X,d) un espacio métrico, X infinito y d la métrica discreta, es

decir:
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0 51 r=y
d(z,y) =
1 1 T#y
La primera observacién es que todo subconjunto de X es abierto y cerrado.
Veamos:
Sea AC X ysea z € A. La bola By (z) = {z} C A. Por lo tanto A es abierto.
Sea B C X. Como todo subconjunto de X es abierto entonces X\ B es abierto,
por tanto B es cerrado.
La segunda observacién es que todo subconjunto de X es acotado. Veamos:
Sea A C X ysean z,y € A tales que z # y, entonces d(z,y) = 1, asiel diamA =1,
por lo tanto A es acotado.
Sin embargo si A C X es infinito, entonces A no es compacto:
Sea € = {B%(z) 1T E A}. Entonces € es cubierta abierta de A y no existe subcu-
bierta finita pues si existiera € subcubierta finita digamos By(z1), By(z2), .., By (zn)
se tendrfa que A es finito. Por lo tanto A no es compacto.

Ejemplo 64 Sea Q el conjunto de los numeros racionales con la topologia usual y
sea A= [a,b]NQ.

El conjunto A es cerrado y acotado en Q. Veamos que A no es compacto en Q.
Sea p € R\Q tal que p € (a,b), observemos que para todo ¢ € A se tiene ¢ € Q.

{weRtalesque g < w},sip<g
Sea V (q) =
{zeRtalesque 2z < g},sig<p

Entonces V (g) N A es abierto para todo ¢ € A. Asi veremos que la familia
{V (g) N A} ¢ 4 es una cubierta abierta de A que no tiene subcubierta finita. Veamoslo:

Supongamos que si, es decir que existe {V (¢:) N A},.(; ) subcubierta finita de
{V(g)NA},c4- Sea ¢* = min{g; : p < g}, asi los elementos de A entre p y ¢* no
pertenecen a ningiin elemento de la subcubierta. Por lo tanto A no es compacto.

Ejemplo 65 Sea €(X) = {[:[0,1] = R: f es continua} con la métrica del supre-
mo dada por d(f,g) = méx {|f(z) — g(z)| : z € [0,1]}.
Sea M = {f € €(X) : f(z) € [0,1]}.

Veremos que 90T es un conjunto cerrado y acotado pero no es compacto.
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Sea h(z) € €(X)\ N, entonces existe zq € [0,1] tal que h(zg) > 16 h(zo) < 0
yseac = m‘—‘;l'—ll, asi B.(h) C (X N\ M. Hemos visto que el complemento de 91 es
abierto y por tanto 9 es cerrado. M es acotado pues diamM =1.

Veamos ahora que 91 no es compacto.

Sea f,.(z) = =", {fa} C M, la sucesién {f,} es acotada pues M es acotado y el
limite puntual (ver [8],pag. 153) lim, .o, f» = g, donde g se define como sigue:

0 si. z€l0,1)
g(z) =
1 si =1

La primer observacién, es que ¢ ¢ €(X) ya que no es continua y por tanto el
conjunto ¥ = {fn : n € N} no es cerrado en €(X). Veamos que <y no es compacto.

Sea € = {BF'F!(!“) n€E N}, veremos que € es una cubierta abierta de v de la
cual no se puede extraer una subcubierta finita.

Supongamos que existe € subcubierta finita de €, entonces existen 14,9, ..., N €
N tales que € = {B )y es B (fn } Consideremos a n' € N tal que
n' > max {n, ny, ...,nkf:é f,:r)no pe:'tcn_%_fe(oe :a)mngu.n elemento de €'. Por lo tanto
7 no es compacto.

También notemos que ni 91 ni €(.X), son compactos ya que si 2 fuera compacto,
entonces cualquier subconjunto cerrado de 1 seria compacto, lo cual no sucede como
ya vimos. De la misma forma, €(X) no es compacto.

Ejemplo 66 Sea I* = {(a1,a5,a3,...) : 6; ER, Y i, a? < oo}, donde la distancia
esta dada como sigque:

i iy = = B == W, Jel 1l w0,

Veremos que F es cerrado y acotado pero no compacto.

Notemos que si 7;, £; son dos elementos distintos de E, entonces d(7;, £;) = v/2.

E es acotado ya que el diamFE = sup {d(%;,%;) : 73,7 € E} = V2.

Ahora veamos que FE es cerrado.

Sea @ € [*\ [, veremos que la bola B@ (@) contiene a lo més un punto de E.

Si #,%; € EN B (@), entonces d(&, ;) < d(#,8) +d(@,7) § 2+ L2 = V2,
obtenemos asi que \/?Q < V2, lo cual es una contradiccién. Por tanto, Bs(a) N E
contiene a lo mds un punto. ’

Supongamos que 7; € B(@) y sea r < d(Z;, &), entonces por el argumento
anterior B, (&) C I\ E. En consecuencia, E es cerrado.
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Por 1ltimo, dado que la distancia entre cualesquiera dos elementos de E es igual

a /2, entonces la familia € = {Bﬁ(f;) 1T € E}, no contiene subcubierta finita al-
2
guna. Por tanto, F no es compacto.

Teorema 67 La imagen conlinua de un espacio compacto es compacto.

Prueba. Sean X un espacio topolégico, A C X compactoy f: X — Y tal que f
es continua y suprayectiva.

Sea C una cubierta abierta de f(A), entonces {f~!(C) : C € C} es una cubierta
abierta de A.

Como A es compacto, entonces existe {f~1(Cy), f~1(Cz),...f"(Cy)} tales que
AC UL, fYC;), asi f(A) C UL, C;. Por lo tanto f(A) es compacto. m



24



Capitulo 3

Espacios Numerablemente

Compactos

Definicién 68 Sea X un espacio métrico, sea M C X y seae > 0. Una e — red de
M es un conjunto A C X tal que para todo = € M existe un punto a € A que cumple
d(z,a) <e.

Ejemplo 69 Los puntos de coordenadas enteras en R? forman una ;‘5 — red del
plano.

Definicién 70 Un conjunto M se llama totalmente acotado cuando para toda e > 0
eriste una € — red finita de M.

Es decir, un conjunto M es totalmente acotado, cuando dado € > 0, M se puede
cubrir con un mimero finito de bolas cerradas de radio €.

Observacién: En general no es necesario que la £ —red esté contenida en el conjunto
M. Sin enbargo, si M es totalmente acotado, la € — red puede construirse de manera
que sea un subconjunto de M.

Seae 2 0y {a1,a2,...,an} C X unae — red de M. Supongamos que para cada
a; existe b; € M tal que d(a;.b;) < ¢, asf d(z,b;) < d(z,a;) +d(a;, b)) <e+e=2¢,es
decir {b;,bs,...,b,} es una 2c — red de M.

Veamos también que un conjunto totalmente acotado, es acotado.

Sea M totalmente acotado y sea € > 0. Por definicién existe una € — red A finita
de M. Entonces M = Ugeq (E(a) n M) Por lo tanto M es acotado, ya que es unién
finita de conjuntos acotados.

Sin embargo, en general no es cierto que un conjunto acotado sea totalmente
acotado.
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Ejemplo 71 Consideremos la esfera unitaria del espacio [* y nuevamente el conjunto
E={%;=(z},2}-): r; =1,z =0 si i # j}, como diamE = /2, para e < Jg no
eriste una ¢ — red finita.

Por 1ltimo veamos que si M es totalmente acotado, entonces M también es
totalmente acotado.

La razén es la siguiente:

Sea & > 0y sea Zo € M, entonces existe yo € Bz(zo) M. Como M es totalmente
acotado existe una § — red A de M, asi hay un a € A tal que d(a,3) < 5. Ademsds
cumple la siguiente condicién:

d(a, o) < d(a, ) + d(yo, 7o) < 5+ 5=¢

Asi A es una ¢ — red finita de M. Por lo tanto M es totalmente acotado.

Definicién 72 Un espacio X es numerablemente compacto si dado S C X nume-
rable, se tiene que S tiene un punto de acumulacién.

Teorema 73 Todo espacio métrico numerablemente compacto es totalmente acotado.

Prueba. Supongamos que X no es totalmente acotado, entonces existe € > 0 tal
que no existe una £ — red finita en X.

Sea z; € X, entonces existe 72 € X tal que d(z;,z2) > €.

Nuevamente como X no es totalmente acotado existe z3 € X tal que d(z1,z;) > ¢
y d(zy,z3) > €.

Si continuamos con ese procedimiento, como d(z;,z;) > €, obtendremos una suce-
sién {zn} no convergente de elementos de X; es decir obtuvimos un subconjuno
numerable de X que no tiene punto de acumulacién, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto X es totalmente acotado. m

Corolario 74 Todo espacio métrico numerablemente compacto, es separable y sequn-
do numerable.

Prueba. Demostremos primero que existe ) C X denso y numerable.

Por el teorema anterior sabemos que X es totalmente acotado.

Sea e, = L, n € N, asf existe para toda n € N una ¢, — red finita a la cual
denotamos por Dn.

El conjunto D = U2, D; es un conjunto numerable, ya que es unién numerable de
conjuntos finitos.

Bastar4 con demostrar que D es denso en X.
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Sea U/ abierto de X y sea x5 € /. Como U es abierto, existe r > 0 tal que
B (zo) C U.

Sea n € N tal que % < r. Para x4 existe y € D, tal que d(zo,y) < % <7,

Asi B,(zo) N D # 0, entonces D N U # (. Por lo tanto D es denso en X.

Finalmente X tiene base numerable ya que es separable. (ver Teorema 37). m

El siguiente teorema muestra la relacién que hay entre los espacios compactos y
los numerablemente compactos.

Teorema 75 Todo espacio compacto es numerablemente compacto.

Prueba. Supongamos que X contiene un conjunto numerable R, sin puntos de
acumulacién.

Sea R = {z;,2,23,...} y consideremos los siguientes conjuntos:

T\ = R, Th = {23, 73, T4, ...}, .-ey Tn = {Tn, Tn41, Tns2, --- },--- para cada n € N.

Por construccién Ty DTy, D T3 D ...

Ademéds cada T; es cerrado ya que contiene a todos sus puntos de acumulacién y
la famila {7;} forma un sistema centrado.

Como R no tiene puntos de acumulacién, entonces N2, 7; = (), lo cual es una con-
tradiceén ya que X es compacto (ver Teorema 54). Por lo tanto X es numerablemente
compacto. H

El siguiente lema nos ayudar4 a demostrar una caracterizacién de los conjuntos
numerablemente compactos.

Lema 76 Todo cubierta numerable de X contiene una subcubierta finita si y sdlo si
todo sistema centrado numerable de conjuntos cerrados de X tiene interseccion no

vacia.

Prueba. Sea {7} un sistema centrado numerable de conjuntos cerrados.

Demostremos que tiene interseccién no vacfa.

Supongamos que N2, T; = @, y consideremos los complementos de cada uno de los
elementos del sistema.

Sea € = {X\T1, X\ T3, X\T3,...}. Cada uno de los elementos de € es abierto y
son tales que:

X = XN\ (N2, T;) = U2, (X\T3), es decir, € es una cubierta abierta de X.

Por hipétesis existe una subcubierta finita, asi para alguna n € N, se cumple que
Up_ (X\Ti;) = X; entonces N, T;; = @ lo cual es una contradiccién ya que {71, } es
un sistema centrado. Por lo tanto N2, T; # 0.
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Demostremos ahora el reciproco del teorema.

Supongamos que todo sistema centrado numerable de cerrados de X tiene inter-
seccién no vacia.

Sea € = {C},C,,Cj,...} cubierta numerable de X y supongamos que no contiene
subcubierta finita, es decir, siempre que se tome la unién de un mimero finito de
clementos de € existe 79 € X tal que zj es elemento del complemento de esa unién.

Sea B = {X\Ci, X\Cy, X\ (3, ...}, observemos que cada clemento de R es
cerrado y cumple que M7_,(X\Cy;) = X\ (U}_,Ci;) # 0 para toda n € N, es decir,
R es un sistema centrado numerable de conjuntos cerrados con interseccién vacia, lo
cual es una contradiccién.

Por lo tanto € contiene una subcubierta finita. m

Teorema 77 Un espacio topoldgico X es numerablemente compacto si y sélo si todo
sistemna centrado numerable de conjuntos cerrados de X tiene interseccién no vacfa.

Prueba. Sea X un espacio topolégico numerablemente compacto y sea {T,,} un
sistema centrado numerable tal que cada T, es cerrado.

Sabemos que N, T; # @ para cadan € Ny ademds ) D N2, T; D N3, T; D ...

Observemos que si todas las intersecciones son distintas, existe =, € N7, T\ Ty 41-
Entonces {z,} tiene punto de acumulacién digamos zo.

Afirmacién: o € N2, 7;=T.

Supongamos que zp ¢ T. Entonces 7y € V = X\ T,,, para alguna ny € N. Como
Tses cerrado, V' es abierto, asi que existe N € N tal quesin> N z, € V.

Esto es una contradicién ya que si n > méx {no, N} se tiene que z, € Ty N ... N
TooN...NT,,esdecirz, €T,y ¥ T, € V.

Por otra parte, si a partir de cierto momento las intersecciones son iguales también
se cumple que zp € T'. Por tanto , N2, T; # 0.

La demostracién del regreso se hace por contrapositiva, suponiendo que X no es
numerablemente compacto y andlogamente a la demostracién del teorema anterior se
demuestra la existencia de un sistema centrado numerable de conjuntos cerrados de
X cuya interseccién es vacia. B

Hemos visto ya que un espacio compacto es numerablemente compacto, sin em-
bargo no todo numerablemente compacto es compacto.
Para ejemplificar esto necesitaremos las siguientes definiciones:

Definicién 78 Sea X un conjunto no vacfo. Una relacion < en X es un orden parcial
si satisface lo siguiente:
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i)z <z paratodazx € X,
i) siz <y &y<z entonces z < z,
i) siz<y &y<Lz entoncesz = y.

Notacién 79 A la pareja (X, <) se le llama conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 80 Sea X un conjunto parcialmente ordenado tal que para todo =,y € X
se tienex <y oy < z. Bn este caso se dice que X estd totalmente ordenado.

Notacién 81 Dados un conjunto parcialmente ordenado X, y un puntoy € X, deno-
taremos al subconjunto {z € X : y < =} como (y,—) y al subconjunto {z € X : z < y}

como (+,y).

Teorema 82 Sea X un conjunto totalmente ordenado y no vacio, entonces el con-
junto B = {(y,—):y € X}U{(+—,2): 2€ X} U{(,2) : 4,2 € X} U{X} es la base
de una topologia en X, a la que se le llama topologta del orden (ver [3], pag. 8).

Definicién 83 A un conjunto totalmente ordenado considerado con la topologia del
orden se le llama espacio topoldgico ordenado.

Teorema 84 Todo espacio topoldgico ordenado no vacto es normal.
Prueba. (ver [3], pag. 10). =

Definicién 85 Un conjunto (A, <) es bien ordenado, si y sélo si (A,<) es un con-
junto parcialmente ordenado y todo B C A tiene elemento minimo.

Construyamos el conjunto ), que nos servird para construir un ejemplo de un
espacio numerablemente compacto que no es compacto.

Recordemos que dado un conjunto A, se define la potencia de A, como el conjunto
formado por los subconjuntos de A; y la denotamos como P(S).

Definicién 86 Sea S un conjunto y sea € C P(S). Decimos que € es una cadena si
dados A, B € € se tiene que AC B o BC A.

Existen varias equivalencias del Axioma de Eleccién (ver (9], pag. 99), en nuestro
trabajo utilizaré las siguientes:

1.- Teorema del Buen Orden: Para todo conjunto hay un Buen Orden

2.-Lema de Zorn: Sea S un conjunto. Si toda cadena de S tiene alguna cota superior
en S, entonces existe un elemento maximal en S.



Sea (X, <) un conjunto bien ordenado, no numerable.

Sea p ¢ X. El conjunto X* = X U{p} es un conjunto bien ordenado anteponiendo
las siguientes condiciones:

) p<p

i) para todo z € X, se tiene que z < p.

Sea A C X*, entonces A = {p} o ANX #0.

Si A = {p}, entonces A tiene primer elemento, a saber ¢l mismo p.

Si ANX # @y como ANX C X, entonces A tiene primer elemento y como z < p
para cualquier elemento de X, entonces el primer elemento de AN X es el primer
elemento de A. Por lo tanto X* es un conjunto bien ordenado.

Se define como 0 al primer elemento de X*.

Sea w; = min{z € X* : [0,2] es no numerable}. Nétese que w; existe debido a
la existencia del punto p. Tenemos entonces que [0,w;] también es un conjunto bien
ordenado.

Notacién 87 Al conjunto [0,w;] lo denotamos con la letra Q. A los elementos de

este congunto se les llama nimeros ordinales.
Notacién 88 Al conjunto [0,w;) lo denotaremos con la letra Q.

Definicién 89 Sea X un espacio topolégico ordenado. Diremos que un subconjunto
no vacfo A de X estd acotado si A liene cola superior y cota inferior.

Teorema 90 Sea X un espacio topoldgico ordenado y no vacfo, si todo subconjunto
acotado superiormente y no vacio A de X tiene supremo, entonces todo subconjunto
acotado inferiormente y no vacio A de X también liene infimo.

Prueba. (Ver [3], pag. 19). =

Definicién 91 Sea X un espacio topoldgico ordenado y no vacfo. Diremos que X es
completo si todo subconjunto acotado superiormente y no vacio de X tiene supremo.

Teorema 92 Todo conjunto no vacio, acotado superiormente en Qg tiene supremo.

Prueba. Sea A C g, A #  y sea € ={y € Q : 7y es cota superior de A}. Como
€ C 2, entonces € tiene primer elemento, ese es precisamente la cota superior minima
de A. Por lo tanto A tiene supremo. ®

Teorema 93 Sea X un espacio topoldgico ordenado y no vacio. Entonces, X es com-
pacto si y sdlo si X es acotado y completo.
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Prueba. (Ver [3], pag. 20). m
Corolario 94 El conjunto [0,a] es compacto, para toda a € .

Prueba. [0,a] es acotado. Como esta acotado superiormente, entonces tiene
supremo. Por lo tanto es compacto. ®

Corolario 95 2 es compacto.

Prueba. ) es acotado. Dado que todo subconjunto de Q es el mismo § o es
subconjunto de §y, entonces tiene supremo, es decir ) es completo. Por lo tanto es
compacto. B

Teorema 96 Todo conjunto numerable y no vacfo en £y tiene supremo.

Prueba. Sea A C O, A # () y supongamos que A es numerable.
Sea a € A. Observemos primero que el conjunto [0, @] es numerable, de no ser asi,
w < a.
Entonces el conjunto U {[0,a] : @ € A} es numerable.
El conjunto Qg\ U {[0,a] : @ € A} es numerable y tiene primer elemento, digamos
8.
Ahora B ¢ U{[0,a] : @ € A}, esto quiere decir que 8 ¢ [0, ] para toda a € A.
Asi a < 8 para toda «, es decir  es cota superior de A. Por lo tanto gracias al
Teorema 92, A tiene supremo. ®

Ejemplo 97 () es numerablemente compacto, sin embargo no es compacto.

Para ver que {J es numerablemente compacto, por el Lema 76 y el Teorema 77,
basta probar que si € = {C}, C3, ...} es una cubierta abierta numerable de £y, entonces
€ tiene una subcubierta finita.

Si no existe una subcubierta finita de €, entonces para toda n € N existe o, ¢
CiUCU...UC,.

Sea a =sup{a, a3, ...}. Entonces a € () y no existe subcubierta finita de € que
cubra al compacto [0, ]. Esto es una contradiccién, por lo tanto, {2y es numerable-
mente compacto.

Ahora, dado que )y es numerable, la cubierta de conjuntos de la forma [0, ),
a € )y no tiene subcubierta finita. Por lo tanto £y no es compacto.

Teorema 98 Sea X un espacio topoldgico segundo numerable. Entonces, los concep-
tos de compacidad y compacidad numerable coinciden en X.
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Prueba. La primera parte del teorema, ya la hemos demostrado, es decir compacto
implica numerablemente compacto (ver Teorema 75).

Asi que bastard con demostrar la segunda parte del teorema.

Supongamos que X es segundo numerable y que X es numerablemente compacto,
demostremos la compacidad de X.

Sea € = {C;},., una cubierta abierta de X, como es segundo numerable y por
el Teorema 47 X es un espacio Lindeloff, asi de la cubierta € se puede extraer una
subcubierta numerable, digamos €'. Ahora; como X es numerablemente compacto y
nuevamente por el Lema 76 y Teorema 77 de €' se puede extraer una subcubierta
finita. Por lo tanto X es compacto. m

Corolario 99 Todo espacio métrico numerablemente compacto es compacto.

Prueba. Hemos demostrado ya que todo espacio métrico numerablemente com-
pacto es segundo numerable (ver Corolario 74), y de acuerdo al teorema anterior,
también es compacto. B

La acotacién total no es una condicién suficiente para la compacidad, como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 100 E! espacio [0,1] N Q con la distancia usual es totamente acotado pero
comno ya se habfa visto anteriormente, no es compacto (ver Ejemplo 64).



Capitulo 4
Producto de Espacios Compactos

Definicién 101 Se dice que A es un conjunto dirigido si y sélo si hay una relacion
< en A que salisface las siguientes condiciones:

i) A< A, paratoda A € A,

i) si Ay < Az ¥ Ap < A3, enlonces Ay < A3,

1ii) st A1, Ag € A\, entonces existe A3 € A tal que Ay < A3 y Ay < A3,

A la relacién < se le llama direccién de A.

Ejemplo 102 Sea V.. el sistema de vecindades de un punto x en un espacio X y la
relacion de orden que este dada por Vi <V, , sf y sdlo si Vo C V4.

Veamos que con esta direccién V; es un conjunto dirigido.

i) Sea V € V,, como V C V, entonces V < V.

ii) Sean V1,V5,V3 € V, tales que V; < Vj, V, < V3, entonces V, C Vi y V3 C Vs,
asi V3 C V1. Por lo tanto V) < Vj.

iii) Sean Vj,Vo € Vo y V3 =ViNV,, entonces V3 C Vi y Vs C Vp,asi Vi < Wz y
Va < Vi

Definicién 103 Una red en un conjunto X es una funcién P : A — X, donde A es
un conjunto dirigido.

Notacién 104 El punto P()) se denota por z, y denotaremos a la red P en X como

{za}sen © bien {zx}.

Podemos ver que el concepto sucesién es un caso particular tomando a A = N
que es un conjuntodirigido con el orden usual. Es de esperarse encontrar el concep-
to de convergencia en redes también como una generalizacién de tal concepto para

sucesiones.
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Definicién 105 Sea {z,} wuna red en X. Decimos que {z,} converge a z € X si
para toda vecindad V de x existe A\g € A tal que si A > )g, entonces z) € V.

En otras palabras, decimos que {z,} converge a z si y s6lo si toda vecindad de
« contiene una cola de {z,}. Frecuentemente se dice: cuando {z,} converge a z, que
{z:} estd residualmente en toda vecindad de z.

Definicién 106 Decimos que {z,} tiene un punto de acumulacion x si y sdlo si para
toda vecindad V de z y para toda Ao € A eziste A > Ao tal que ) € V.

Ejemplo 107 Sea N el conjunto de los nimeros naturales, el cual es un conjunto
dirigido con el orden usual. En N cualquier sucesién {z,} es una red.

Ejemplo 108 Sea (X,d) un espacio métrico y sea zo € X. Consideremos en el
conjunto X\ {zo}. Con la relacién x < y si y sdlo si d(y, zo) < d(z, zp), el conjunto
XN\ {zo} es un conjunto dirigido.

En efecto, veamos que se cumplen las tres propiedades que difinen a un conjunto
dirigido:

i) Para todo z € X\ {zo} se tiene que d(z,zo) = d(z, 2o), por lo tanto z < z.

ii) Sean z,y,z € X\ {zo} tales que z <y y y < z, es decir d(y, z¢) < d(z, 7o) y
d(z,zp) < d(y, Zo), entonces d(z, ) < d(z, 7p)- Por tanto z < z.

iii) Para la prueba de este punto consideremos la B,(z,), donde
r = min {d(z, zo), d(y, Zo)}, asi cualquier punto de esta bola cumple con la propiedad.

Por lo tanto X\ {zo} es un conjunto dirigido.

Ejemplo 109 Sea f : X — Y, donde Y es un espacio métrico. La restriccion de f
a X\ {zo} define una red en'Y.

Definicién 110 Una red {z,} en un conjunto X es una ultrared sf y sélo si para
todo E C X, {z,} esta residualmente en E 6 residualmente en X\ E.

Si A es un conjunto dirigido, ¥ € X; fijo la funcién P : A — X, definido por
P(A) = z para todo A € A es una ultrared en X.

Teorema 111 Si{z,} es una ultrareden X y f : X — Y es suprayectiva, entonces{ f(z,)}
es una ultrared en Y.
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Prueba. Sea A C Y. Entonces f~'(A) = X\ f1(Y\\A4), asf que X\ [!(A) =
FINA)

Como {z,} es una ultrared est4 residualmente en f~'(A) o bien en f~1(Y\ A)
asi {f(z,)} estd residualmente en A o bien en Y\ A. Por lo tanto {f(z,)} es una
ultrareden Y. =

Definicién 112 Un filiro F en un conjunto S, es una coleccién no vacta de subcon-
juntos no vacfos de S con las siguientes propiedades:

i)si L y [ €F, entonces N F; eF,

ii)si FEF y F C F', entonces F' € F.

Definicién 113 Una subcoleccién Fg de F es un filtro base de F si y sélo si todo
elemento de F contiene algin elemento de Fy.

Ejemplo 114 Sea X un conjunto y sea A C X. Entonces el conjunto
F={FCX:ACF} es un filtro. Veamoslo:

1) Sea Fy, F; € F, entonces A C Fy y A C F5, asi A C (F; N F). Por lo tanto
FiNF,€eF.
ii) Sea Fy € F. Supongamos que F; C B, asi A C F; C B y se tiene entonces
que A C B.Por lo tanto B € F. En consecuencia F es un filtro.
Observacién: {A} es un filtro base de F.

Ejemplo 115 Sean X un espacio topoldgico y A C X, entonces
F={UcCX:AcCU°} es un filtro en X. Veamos:

i) Sean Fy, F; € F. Por definicién, A C F? y A C Fg, entonces A C (F? N F3) =
(Fy N F,)°. Por lo tanto Fy; N F; € F.

ii) Sea F'€ F y sea F' tal que F' C F'.

Como F° C (F')°y A C F° C (F") ° se tiene que F' € F.

Por lo tanto F es un filtro en X.

Definicién 116 Un filiro F en un espacio topoldgico X se dice que converge a = si
y s6lo si Vo CF.

Definicién 117 Se dice que F tiene un punto de acumulacion = si y sdélo si z €
n {? :Fe F}.



36

Observacién: Si F converge a = , entonces z es un punto de acumulacién de F.

La Razén es la siguiente:

Sea I € F y sea V vecindad de z, como V € F entonces V N F # (), para todo
F €F. Asi z € F, para todo F € F. Por lo tanto z es un punto de acumulacién de F.

Definicién 118 Un filtro F es un ultrafiltro si es mazimal respecto a la contencidn.

Teorema 119 Un filtro F en X es un ultrafiliro si y sélo si para todo A C X, se
tiene que A € F o bien XN\ A€F.

Prueba. Sean A C X y F un ultrafiltro en X.

Supongamos que A y X\ A no son elementos de F.

Si AN F # () para todo F' € F, entonces el conjunto @ ={ANF : F € F} es una
base para algin filtro F'.

Como ANF €F' y ANF C A, entonces A € F'. Dado que A ¢ F se tiene que F’
es més fino que F lo cual es una contradiccién, pues F es un ultrafiltro.

Supongamos ahora que AN F; = () para algiin F; € F y que (X\A)NF, = () para
algtn F; € F.

Entonces F\NF; = ((F; N Fy) N A)U((Fy N ) N(X\A)) C (FnA)U(F,N (X\A)) =
) que es una contradiccién ya que Fy y Fy € F. Asf que (X\A) N F # (} para toda
FePF.

Consideremos nuevamente como en el caso anterior el conjunto ® = {(X\A)N F : F € F}
que es base para algin filtro F' en X mas fino que F ya que (X\A) € F' y no en F.
Por lo tanto A € F o bien (X\A) € F.

Supongamos ahora que A € F o (X\A) € F para todo A C X. Veremos que F es
un ultrafiltro.

Si F' un filtro m4s fino que F entonces hay algun conjunto A € F’ tal que A ¢ F.

Asi por hipétesis (X\A) € F y como F C F' se tiene que (X\A) € F' lo cual es
una contradiccién pues AN (X\A) = . Por lo tanto F es un ultrafiltro. m

Teorema 120 Todo filtro F esta contenido en algin ultrafiltro.

Prueba. Sean F un filtro y £ la coleccién de todos los filtros que contienen a F y
dotémoslo del siguiente orden parcial: decimos que F; < F; si y sélo si F; C F,.

Consideremos una cadena € = {IF; : i € /}. Entonces U;¢;F; es una cota superior
para la cadena.

Veamos que Uj¢F; es un filtro.
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Sean Fy, Iy € U (F;. Por definicién Iy € F; y F, € F;, para algunos 7,5 € 1.
Como € es una cadena; suponemos sin pérdida de generalidad que F; C F;. Entonces
F, € F;. Por lo tanto, F1 N I € F;. Asi Fy N Fy € Uie/F;.

Sea I € UF; y sea B tal que /' C B. Como F € F; paraalgunai € [ y FF C B,
entonces B € F;. Por lo tanto B € U;¢F;. Por lo tanto UF; es un filtro. De aqui que
la cadena € tiene un elemento maximal el cual contiene al filtro F. Asi pues, por el
Lema de Zorn, podemos concluir que el filtro I est4 contenido en algiin ultrafiltro. m

Definicién 121 Si {z,} es una red en X, el filtro generado por {z,} consiste de los
conjuntos: By, = {zx : A > Ao, Ao € A}

Definicién 122 SiF es un filtro en X, sea Ag = {(z, F) : z € F € F}. Notemos que
Ag es un conjunto dirigido con la relacién (z,, Fy) < (29, F3) si y sdlo si Fy C F.
La funcién dada por P(z, F') = = es una red en X llamada frecuentemente la red base
de F.

Teorema 123 Para todo espacio topoldgico X las siguientes condiciones son equi-
valentes:

i) X es compacto,

ii) toda familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion
finita tiene interseccidn no vacta,

111) todo filtro en X tiene un punto de acumulacion,

iv) toda red en X tiene un punto de acumulacion,

v) toda ultrared en X converyge,

vi) todo ultrafiliro en X converge.

Prueba. i) = ii)

Ver Teorema 54.

i) = iid)

Sea F un filtro en X.

Como N, Fy, # 0, entonces N}, F,. # 0 para toda i, es decir {? :Fe F} tiene
la propiedad de la interseccién finita. Asf Nae;Fqo # 0. Por lo tanto F tiene un punto
de acumulacién.

iii) = i)

Sean {z,} una red en X y F el filtro generado por {z,}. Por hipétesis F tiene un
punto de acumulacién, digamos .

Afimacién: 7, es un punto de acumulacién de la red {z,}.
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Sea Ag € Ay U abiertode X tal que zo € U. Como zg € B,,, entonces UNB,, # 0,
asi existe A € A tal que z, € U y A > Ag. Por lo tanto z¢ es un punto de acumulacién
de {z,}.

) = v)

Sea {z,} una ultrared en X. Entonces {z,} tiene un punto de acumulacién, di-
£amos To.

Afirmacién: {z,} converge a z.

Sea U abierto de X tal que zp € U. Supongamos que {z,} esta residualmente en
X\\U, entonces existe Ay € A tal que si A > ), entonces z, € X\ U. Como zp es un
punto de acumulacién de {z,}, para A existe A > ) tal que z, € U, lo cual es una
contradiccién. Asf {z,} est4 residualmente en U. Por lo tanto la red converge a z.

v) = vi)

Sea F un ultrafiliro en X y sea P la red base de F.

Afirmacién: P es una ultrared.

Sea E C X. Como F es un ultrafiltro E € F 6 X\ F € F.

Sin pérdida de generalidad supongamos que E € F. Sean p€ E'y (¢, F) > (p, E),
entonces P(q, F) = q € F C E, asi g € E. Por lo tanto P est4 residualmente en E.
De aquf que P es una ultrared. Tenemos entonces que P converge a un punto o € X.

Sea U vecindad de 2, entonces existe (po, Fo) € Ar tal que si (p, F) > (po, Fo), se
tieneque p € U.

Afirmacién: Fy C U.

Supongamos que existe ¢ € Fo\U. Como (g, Fo) > (po, Fo), entonces g € U, pero
esto es una contradiccién. Asi Fy C U, de aquf que U €.F. Por lo tanto F converge a
Zo.

vi) = 1)

Sea C={C;: i € I} una cubierta abierta de X. Supongamos que cualquier sub-
cubierta finita de C no cubre a X, es decir: X\ {C;, UCy, U...UC;, } # 0 para toda
n.

Afirmacién: La coleccién de conjuntos de la forma X\ (C; UC,U...UC,) son una
base para algiin filtro F en X.

Sean A= X\ (C;UC,U...UC,) y B=X\(CjuCyU...UC}). Entonces

ANB=X\(C1UCU...UC,UC{UCyU...UC}).

Entonces F C F* donde F* es un ultrafiltro y F* converge a z, para algin z, € X.

Como C es cubierta, 7y € C para algin C € C, asi C € F*. Ademas X\C € F C
F*, entonces @} € F* lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X es compacto. &

Definicién 124 Sean X, X,, ..., X, espacios topoldgicos. La topologfa producto del
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conjunto IT}_, X; es la que tiene como base a todos los conjuntos de la forma 117, U,
donde U; es un abierto de X;, parai=1,...,n.

Definicién 125 Si{Xa},.; s una familia infinita de espacios topoldgicos. La topolo-
gta producto del conjunto I1, X, es la que tiene como base a todos los conjuntos de la
forma I1,U,, donde U, es abierto de X,, para cada o € I.

Definicién 126 La topologia de Tychonoff o topologfa producto en I, X, tiene como
base para los conjuntos abiertos a los conjuntos de la forma I, U, donde

i) Ua €s abierto en X, para toda o € I,

1) Uy = Xa, excepto para un ndmero finito de coordenadas .

Teorema 127 Una red {z\} en un producto I1,X, converge a z si y sélo si para
toda a se tiene que T, (z) converge a mo(z) en X,.

Prueba. Ver (7], pag. 76. =

Definicién 128 Si X,Y son espacios topoldgicos y f : X — Y, decimos que f es
abierta (cerrada) si y sélo si para todo conjunto A abierto (cerrado) en X, f(A) es
abierto (cerrado) en Y.

Definicién 129 La funcion g : 1, X, — Xj, definida por mg(z) = x5, es decir la
B — ésima coordenada, se le llama la funcién proyeccion de I1o X, en Xg.

Teorema 130 La proyeccion 7g : IlaXa — Xz es conlinua y abierta.

Prueba. Veamos que la proyeccién es continua. Sea Ug abierto en Xj, entonces
7" (Ug) = laVa, donde V, = X, para a # B y Vg = Up.Asi n;'(Up) es abierto en
I1,X,. Por lo tanto 74 es continua.

Demostremos ahora que es abierta:

Sean A abierto en I, X, y # € mg(A), entonces existe z € A tal que my(z) =
z. Ahora, existe un bdsico II,U, en el producto tal que z € II,U, C A, asi z €
75(IlaUqa) C m5(A). Como 74 es continua 7(I1,U,) es abierto. Por lo tanto 7w5(A) es
abierto en X5. m

Lema 131 Sean X, Y espacios topoldgicos, seany € Y y A C X compacto. Entonces
para todo W C X x Y, W abierto tal que A x {y} C W existenU C X yV CY
tales que Ax {yg} CcUxV CW.
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Prueba. Sea W abierto tal que A x {y} CW, yseaz € A.

Como W es abierto la pareja (z,y) tiene una vecindad de la forma U, x V; tal
que (z,y) e Uz x Vo, CW,donde U, C X y V C Y.

Ast A x {y} CUpeal; x V.

Notemos que la familia {U, : £ € A} es una cubierta abierta de A y como A es
compacto existen {z;, s, ..., zx} tales que A x {y} C UL Us, x V;,.

Sea U = UE_,U,,, entonces U es abierto pues es unién de abiertos.

Sea V =Nk, V;,. V es abierto ya que es interseccién finita de abiertos.

Ahora A C U pues U es cubierta de A y también se cumple que y € V ya que
y€V;, paratodai =1,2,... k entonces Ax {y} CUXV yademdsUxV CW. m

El lema anterior, se puede generalizar de la siguiente forma:

Teorema 132 Sean X, Y espacios topoldgicos, sean A C X y B C Y compactos.
Entonces para todo W C X x Y abierto tal que Ax BCW emistenUC X yVcCY
abiertos tales que Ax BCUxVcCW.

Prueba. Sea yo € B. Por el lema anterior sabemos que existen U, , V,, abiertos
tales que A x {yw} C Uy, x V,;, CW.

Notemos que {U;}yEB y {]";}yes son cubiertas abiertas de A y B respectivamente.
Como Ay B son compactos existen {1, %2, ..., %} ¥ {41, ¥, -, ¥, } talesque {U} } ,i =
Liwky{¥Fsd=Losn

son subcubiertas finitas de A y B respectivamente.

Sean U = M, Uy, , V = U}V, abiertos.

Veamosque Ax BCUxVcCW.

Sea (z,y) € Ax B.Comoy € By {V;j} es cubierta de B, entonces y € V. para
alguna j € {1,...,n}, Asf (z,y) € U x V pues z € U, para toda y € B. Por lo tanto
AxBcUxV.

Ahora, si (z,y) € U x V, entonces y € V. para alguna j € {1,...,n}, asf que
(x,y)eU;jxll';:‘__CW.PorlotantonVCW. n

Veamos un ejemplo de un espacio que no es normal.
Ejemplo 133 Si X es la Linea de Sorgenfrey, X x X no es un espacio normal.

La diagonal L = {(z,y) : y = —z} es cerrado en X x X y con la topologia relativa
es discreto. F' = {(z,—z) : z € Q} y su complemento L — F' son cerrados ajenos en
X y son tales que no se pueden separar, ya que cualquier abierto que contenga a F'
necesariamente tiene interseccién no vacia con L — F' (ver [5], pag. 100).
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Teorema 134 Para todo espacio Hausdorff son equivalentes las siguientes proposi-

ciones:

a) X es compacto,

b) para todo Y la proyeccién 7 : X X Y — Y es cerrada,

c) para todo Y normal la proyeccién 7 : X X Y — Y es cerrada.

Prueba. a) = b)

Supongamos que X es compacto y veamos que la proyeccién m: X x Y — Y es
cerrada.

Sea F' C X x Y cerrado, demostremos que el complemento de 7(F) es abierto.

Sea y € Y\r(F), entonces X x {y} C (X x Y)\ F. Como F es cerrado,

(X x Y)\\F es abierto, asi por el lema anterior existen U y V abiertos de X e
Y respectivamente tales que X x {y} C U xV C (X xY)\F; y € V entonces
X xV C (X xY)\F asi que (X x V)N F = () entonces m(F) NV = (.Por lo tanto
7(F') es cerrado en Y.

b) = ¢)

Si para todo Y la proyeccién 7 : X x Y — Y es cerrada, en particular esto pasa
cuando Y es normal.

c) = a)

Sean X espacio topolégico, supongamos que para todo Y normal la proyeccién
m:X XY — Y es cerrada, demostremos que X es necesariamente compacto.

Sea {F},. s una familia de cerrados en X con la propiedad de la interseccién finita
y tal que NyesF, = .

Sea yp ¢ X, consideremos Y = X U {y} y dotemos a Y de la topologia que
consiste en todos los subconjuntos de X y todos los conjuntos de la forma {y,} U
(FyNF,N..NF, )UK donde 5, € S,i=1,....,ny KCX.

Veamos que Y es un espacio T3.

Sea z € X. Entonces Y\ {2} = (X U {so})\ {z} = (X {z}) U {so} = {so} U
(X\.{z}). Abora como N,csF, = 0 entonces z ¢ NycsF,, asf existe so € S tal que
z ¢ F,,, entonces F,, C X\ {z}.

Ast Y\ {2} = {30} U Fao U (X {£})\ e, por lo tanto {2} es cerrado. Luego ¥
es un espacio T.

Veamos que Y es un espacio T;.

Sean Ry R' dos subconjuntos de Y cerrados ajenos.

Supongamos que Yy € R, entonces R’ es abierto ya que es un subconjunto de X.

Asi R' es un conjunto cerrado y abierto, entonces Y\ R' es abierto pues es el
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complemento de un cerrado y ademas R C YNR' y R'N(Y\R') = §. Por lo tanto,
Y es un espacio normal.

Por otra parte, como X tiene la propiedad c) la proyeccién w(F') (donde I es
la cerradura del conjunto {(z,z):z€ X} C X xY) escerradaen Y y X C w(F).
Ademés yp € m(F) ya que yo € X =Y, asi existe un punto o € X tal que (2o, %) €
F.

Para toda vecindad U de zp y toda s € S se tiene que [U X ({yo} U F,)] N
{(z,z) :z € X} # 0, es decir, U N F, # §. Esto prueba que g € F, para toda
s € S, asi que NgesFy # 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X es compacto.
m

Corolario 135 El producto de un niimero finito de espacios compactos es compacto.

Prueba. Sean X, ..., Xi espacios compactos y Y un espacio topolégico.
Consideremos las siguientes proyecciones:

ProXixXox o x X xY o Xox Xgx ..o x XpgxY

Pr:XoXx XgX X X xY 5 Xgx Xy x ..x XegxY

e XpxY =Y

Cada proyeccién es cerrada dado que cada X; es compacto paracadai =1,2,...,k.

Asi la composicién p = propi_10...0p; : X3 X Xo X ... X X x Y — Y es cerrada.
Por lo tanto el producto X; x X3 X ... X X}, es compacto. m

Teorema 136 (Tychonoff)
El producto no vacifo de espacios es compacto si y sélo si cada espacio factor es
compacto.

Prueba. La proyeccién 7g : ILX, — Xz es continua y suprayectiva, entonces Xz
es compacto.

Inversamente, supongamos que {X,} es una familia de espacios compactos tales
que X, # () para toda a.

Veamos que I1.X,, es compacto.

Sea {z,} una ultrared en ILX,,, entonces {ms(z,)} es una ultrared en Xz y como
Xjg es compacto la ultrared anterior converge en Xjz. Entonces po el Teorema 127
{z,} converge en ILX,. Por lo tanto el producto es compacto. ®



Capitulo 5
Teorema de Arzela

Teorema 137 Un espacio métrico X es compacto si y sdlo si
i) X es totalmente acotado.
ii) X es completo.

Prueba. Supongamos que X es un espacio métrico compacto. Entonces X es
numerablemente compacto, asi X es totalmente acotado.

Demostremos que X es completo.

Sea {z,} una sucesién de Cauchy en X y supongamos que no converge, esto quiere
decir que {z,} no tiene puntos de acumulacién en X, esto es una contradiccién ya
que X es numerablemente compacto.Por lo tanto X es completo.

Demostremos ahora el regreso del teorema.

Supongamos que X es un espacio métrico totalmente acotado y completo y de-
mostremos que X es compacto.

Probaremos que X es numerablemente compacto.

Sea {z,} C X. Por ser X totalmente acotado existe un mimero finito de bolas
cerradas de radio 1 que cubren a X, como{z,} es numerable existe una de estas bolas
que contiene una infinidad de elementos de la sucesién, llamémosle B; a esta bola.
Ahora como B; también es totalmente acotado existe un mimero finito de bolas de
radio j tales que cubren a B;, nuevamente alguna de esas bolas contiene una infinidad
de elementos de la sucesién, llamémosle B,. nuevamente podemos cubrir a B, con
mimero finito de bolas cerradas de radio } y podemos elegir a Bj tal que contiene
una infinidad de elementos de la sucesién. Si continuamos con este procedimiento
contruimos una sucesién de bolas cerradas {B,}. Ahora para cada B, elijamos una
bola cerrada V,, con radio dos veces el radio de B, y con centro en el mismo punto.

Por construccién V,, 2 V4, para todan € N, yaquesi y € Vi1 ¥ 2ny1, 2, SOD
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el centro de V,,,; v V, respectivamente, vy v, v 7,41 los radios de B, y B, se
cumple

d(y, zn) < d(Y, zn41) + d(znt1,20) = 2Tny1) + 70 = 27

Asf y € V. Por lo tanto V,, 2 V4.

Ahora como X es completo se tiene que M2, V; # @ y consta de un solo punto,
digamos zg, y ademds lim,,_,, 2, = 2, asi X es numerablemente compacto y por lo
tanto compacto. ®

Definicién 138 Sea X un espacio métrico y M C X, decimos que M es relativa-
mente compacto si M es compacto.

Teorema 139 Sea X un espacio méirico completo, M C X es relativamente com-
pacto st y sélo si M es totalmenie acotado.

Prueba. Supongamos que M es relativamente compacto.

Asi M es compacto y por el teorema anterior M es totalmente acotado, sabemos
que M C M. Por lo tanto M es totalmente acotado.

Demostremos el regreso.

Supongamos que M es totalmente acotado.

Sabemos que M es totalmente acotado y como es subconjunto de un espacio
completo entonces también M es completo (ver [4], pag. 114). Por lo tanto M es
compacto. B

Definicién 140 Sea ® una familia de funciones definidas sobre [a,b], se dice que @
es equiacotada cuando existe K tal que | ¢(z) |< K para toda z € [a,b] y para toda
p€D.

Definicién 141 Una famila de fuciones @ se dice equicontinua si para todo € > 0
eziste § > 0 tal que | p(z1) — ¢(22) |< € para todo ¢ € D y todo zy,z, € [a,b] tales
que d(zy,z3) < 6

El siguiente teorema, nos da un criterio mds que se utiliza para determinar la
compacidad en un espacio métrico particular.

Teorema 142 (Arzeld)
Una familia ® de fuciones continuas, definidas sobre [a,b] es relativamente com-
pacta en Clgy 81 y solo si es equiacotada y equicontinua.
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Prueba. Supongamos que ¢ es una familia de funciones relativamente compacta
en Cla ).

Veremos que P es equiacotada y equicontinua.

Como @ es relativamente compacta, entonces ® es totalmente acotada, es decir,
para toda € > 0 existe una § — red finta, digamos {¢;, @,, ..., P }-

Ahora, como cada ¢; es continua sobre [a,b], entonces ; es acotada para toda
i=1,23,..,n Asf existen K, K, K3, ..., K,, tales que |p;(z)| < K; para toda
£=1,2,3,...n.

Sea K = méx { K, +5,K+5,. Ko+ £}

Como {4, 9y, -, pn} € una § — red se tiene que |p(z) — ¢;(z)| < § y por la
desigualdad del tridngulo se tiene la siguiente desigualdad:

le(@) - @)l < le(e) - ole)| < &

Asi ~5 < |p(@)] — (@) < 5, entonces |p(a)] < lpi(@)] +§ < Ki+§ < K.

Por lo tanto ® es una familia equiacotada.

Demostremos ahora que @ es equicontinua.

Sabemos que cada elemento de la § —red es uniformemente continua sobre [a, b] ya
que son continuas sobre [a,b]. Entonces existen {4, 4, ...0,} mayores que cero tales
que |p;(21) — p(22)| < § si |or— 22| <y parai=1,2,..,n

Sea § = min {d,03,...,0,}

Supongamos que |z; — 2| < § y sea ¢ € P, entonces existe y, tal que
lp(21) — @(22)| = lo(z1) — @(@1)|+H]@il(@1) — @il @2) [+ pi(22) — (z2)| < 5+5+5=¢

Por lo tanto @ es equicontinua.

Demostremos ahora el regreso del teorema.

Sea & una familia de funciones equiacotada y equicontinua.

Demostraremos que ¢ es relativamente compacta viendo que es totalmente aco-
tada (ver Teorema anterior).

Por ser ® equiacotada existe K tal que |¢(z)| < K para toda ¢ € & y como & es
equicontinua, para § > 0 se tiene que |¢(z;) — ¢(z2)| < § siempre que |z; — 73| < &
para toda ¢ € 9.

Seaa = z; < Ty < ...T, = b una particién finita del intervalo [a,b] tal que
|zi—zj] < 0y =K = 4 < ¥2 < ... < y» = K una particién del intervalo
[~ K, K] de tal forma que los intervalos [y; — ;] < £ y cuadriculemos el rect4ngulo
[a, b]x[— K, K] tomando las particiones anteriores como base. A cada funcién ¢ € @
se le asigna la funcién poligonal g(z) que tiene vertices en los puntos (z;,;) y tales
que |p(z¢) — g(z4)| < §-

Asf se cuplen las siguientes desigualdades.
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(2 — 4@ S £ ¥ 1¢(@1) — a@is)] < £ ¥ porser & equicontinua se cumple
le(z:) — p(zin)] < 5-

Entonces por la desigualdad del tridngulo

lg(z:) — g(@ir1)| = lg(z:) — (@) + (i) — P(Ti41) + @(2is1) — g(zi41)| <

lg(z:) — ()| + le(2:) — p(zin)| + [@(zin1) — g(zen)| < §+5+5 =5

Sea z € [a,b] y sea z; un elemento de la particién tal que z; < z y si z; < =z,
entonces z; < I;, asi que se tiene la siguiente desigualdad

lo(z) — q(z)| = lp(z) — @(z:) + p(z:) — q(z:) + g(z:) — g(2)] < |p(z) — @(@:)| +
() — a(z)| + la(ai) — g@) < £ +E+% e

Asi {¢(z)} es una € — red finita de ®. Por lo tanto ® es totalmente acotado. m



Capitulo 6
Espacios Localmente Compactos

En este capitulo abordaré algunos resultados sobre espacios que se comportan
localmente como espacios compactos.

Definicién 143 Decimos que un espacio topoldgico X es localmente compacto si cada
punto en X estd contenido en una vecindad compacta.

Es decir si para todo z € X, existe un conjunto K compacto y un conjunto A
abierto tales que z € A C K 6 biensi z € K°.

Ejemplo 144 R es un espacio localmente compacto.
En efecto ya que siempre se cumple para todoz € Rya < z < b,z € (a,b) C [a,b].

Ejemplo 145 En general para toda n € N, R" es un espacio localmente compacto,
ya que para todo T € R™ y € > 0 se tiene que x € B, (z) C B, ().

Ejemplo 146 Cualquier espacio discreto es localmente compacto.
Veamos un ejemplo de un espacio que no es localmente compacto.
Ejemplo 147 Q C R, no es localmente compacto.

Supongamos que si lo es, entonces para todo p € Q, existe K compacto tal que
p€ K° C K C Q. Entonces K es compacto en R. (ver Teorema 60)

Por ser p un punto interior de K, existe V vecindad de p tal que p € V C K°.
Pero cualquier punto de V\ @ es un punto de acumulacién de K que no es elemento
de K, asi K no es cerrado, lo cual es una contradiccién ya que K es compacto en R
y todo compacto es cerrado en R.

47
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Teorema 148 Todo subconjunto cerrado de un espacio X localmente compacto es
localmente compacto.

Prueba. Sea K C X, K cerrado.

Demostremos que K es localmente compacto.

Sea z € K, como X es localmente compacto existen R compacto y A abierto tal
quez € ACR.

Observemos que A N K es abierto en K.

RNK C R es cerrado y como es subconjunto de un compacto, también es compacto
y se cumple que

z€ AN K C RN K por lo tanto K es localmente compacto. ®

Ejemplo 149 [a,b] C R es localmente compacto.

Teorema 150 Sea X un espacio topoldgico compacto, entonces X es localmente com-
pacto.

Prueba. El espacio total X es vecindad abierta de cada uno de sus puntos, es
decir

Para todo z € X se tiene que z € X C X. Por lo tanto X es localmente compacto.

Sin embargo el regreso del teorema anterior no se cumple ya que existen espacios
localmente compactos que no son compactos.

Ejemplo 151 El espacio R con la topologfa usual no es compacto, pero como hemos
visto ya, es localmente compacto. (ver Ejemplo 144)

Veamos que la propiedad de compacidad local no se preserva bajo continuidad.

Ejemplo 152 Sea Q CR y f : (Q,71) — (Q,72) la funcién identidad, donde T, es
la topologia discreta, T4 la topologta usual.

Esta funcién es contfnua, suprayectiva y manda un espacio localmente compacto
en un espacio que no lo es.
Si ademés, le pedimos a la funcién que sea abierta, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 153 Sea X un espacio localmente compacto y [ : X — Y suprayectiva,
conlinua y abierta entonces Y es localmente compacto.
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Prueba. Sea y € Y. Como [ es suprayectiva existe £ € X tal que f(z) = y.
Ahora como X es localmente compacto existen A abierto y K compacto tales que
z € AC K y como f es abierta entonces f (A) es abierto en Y. También f (K) es
compacto dado que f es continua.

Asiy € f(A) = f(K) . Por lo tanto Y es localmente compacto. m

Respecto al producto de espacios localmentes compactos, se tiene el siguiente
Teorema:

Teorema 154 Si {X,} ., es una familia de espacios no vactos, ¢l espacio producto
es localmente compacto, si y sdlo si se cumplen las siquientes condiciones:
a) cada X, es localmente compacto,

b) todos los X, son compactos, excepto un nimero finito de ellos.

Prueba. Supongamos que I, X, es localmente compacto.

a) Las funciones proyeccién son continuas y abiertas (ver Teorema 130), entonces
cada factor es localmente compacto.

b) Sea z € II,X,, por hipétesis, el producto es localmente compacto, asi existe
K compacto y un elemento de la base de la forma II,U,, donde U, = X, excepto
para un mimero finito de indices tal que z € II,U, C K. Entonces m,(IlU,) = Xa
excepto para un mimero finito de indices.

Ahora ya que X, = 7, (Il,U,) C 7o (K), es decir X, C 74 (K) y como siempre
se cumple que 7, (K) C X, entonces 7, (K) = X,. Por lo tanto X, es compacto
para toda a excepto para un mimero finito de indices.

Demostremos el regreso del teorema.

Sea z € I1, X, y supongamos que X,,, Xa,, Xag, -y Xa, DO son compactos.

Cada X,,,i=1,2,...,n es localmente compacto, entonces para cada o; existe K;
vecindad compacta de las coordenadas {4, Zayg, s Ta, | de T. Asi T € Ilapa; Xa X
I1K;, la cual es una vecindad compacta de z y por lo tanto el producto es localmente
compacto. W






Capitulo 7
Espacios Paracompactos

Definicién 155 Sea X un espacio topoldgico y U una coleccion de subconjuntos de
X. Decimos que U es una familia localmente finita si para todo x € X, existe V
vecindad de T que intersecta a lo mds una coleccion finita de elementos de U.

Ejemplo 156 Cualquier coleccién finita de subconjuntos de un espacio X es local-
mente finita.

Ejemplo 157 Consideremos a R con la topologfa usual, entonces
U={[n,n+1]:n € Z} es una familia localmente finita.

Para todoz € R, existen € Ztalquen <z <n+1 ylavecindad (n —1,n+ 1)
de z intersecta solamente a [n — 2,n] y [n — 1,n + 1].
Veamos un ejemplo de una familia que no es localmente finita.

Ejemplo 158 Sea R con la topologfa usual y U = {(5,%) ,n € N}.

nldn
Aqui cualquier vecindad del cero intersecta a una infinidad de intervalos.

Definicién 159 Sea U una familia de subconjuntos de un espacio topoldgico X. Una
familia U' de subconjuntos de X es un refinamiento de U si para cada A € U' existe
BeU tal que AC B y ademds U{A: AcU'} =U{B:BeU}.

Ejemplo 160 Cualquier familia U es un refinamiento de ella misma.

Ejemplo 161 Sea U una familia de subconjuntos de X, entonces
U'= {{z}: 2 € Ugery A} es un refinamiento de U.

5l



Sea {z} € U', tenemos que demostrar que existe A € U tal que {z} € A, esto
es inmediato ya que z € UgeyA. Asi por definicién las uniones de los elementos
correspondientes de U y U coinciden.

N 3 L iiirs bt bt aeirn itk pdive Hreprs -0 .
Definicién 162 Fn cdso de gue (03 eleineiios de U’ sein dhieios (fcw'mtfus ), diremos
que se trata de un refinamiento abierto (cerrado) de U.

Ejemplo 163 Sea U = {[n,n+ 2],n € Z}, un refinamiento abierto de U es U' =
{(n,n+2),n € Z}.

En efecto ya que para todo n € Z se tiene (n,n+2) C [n,n+2], y ademés
Unez (n,n+2) =R = Upez [n,n + 2]

Definicién 164 Decimos que V' es un refinamiento localmente finito de U, si V es
un refinamiento de U y st para todo = € X, eriste una vecindad que intersecta sdlo a
un mimero finito de elementos de V.

Definicion 165 Decimos que V' es un refinamiento puntualmente finito de U, si
V' es un refinamiento de U y si todo z € X pertenece sélo a un nimero finito de
elementos de V.

Todo refinamiento V' localmente finito es puntualmente finito ya que si algiin
z € X perteneciera a una infinidad de elementos de V, entonces cualquier vecindad
de z intersectaria a una infinidad de elementos de V.

Lema 166 Si{A, : a € A} es una coleccidn de conjuntos, localmente finita, entonces
Uaa‘\Aa = UaEAAa-

Prueba. Ver 7], pag. 145. m

Definicién 167 Un espacio topoldgico X se dice paracompacto, si cualquier cubierta
abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

La definicién anterior la podemos escribir de la siguiente manera:

Un espacio topolégico X es paracompacto si para cualquier familia 2 de subcon-
juntos abiertos tales que U {A : A € A} = X, existe una coleccién A’ de subconjuntos
abiertos de X tal que:

1) Para cada A’ € A’ existe A € 2 tal que A' C A.

JuU{A:A e} =X

3) Para cada £ € X existe una vecindad que intersecta s6lo a un mimero finito
de elementos de A'.



Ejemplo 168 Cualquier espacio discreto es paracompacto.

Sea U una cubierta abierta de X , veamos que U' = {{z} :z € X} es un refi-
namiento abierto localmente finito.

1) Sea {z} € U’, como U es cubierta entonces z € A para alguna A € U, asf
{z} Cc A.

2) Uzex {z} = X. es claro.

3) Veamos que U’ es localmente finita.

Sea z € X, {z} es una vecindad de z y {z} N {z} # @ y es el tinico elemento de
U’ que lo intersecta, por lo tanto U’ es un refinamiento localmente finito de cualquier
cubierta abierta de X. Por lo tanto X es paracompacto.

Teorema 169 Todo espacio compacto es paracompacto.

Prueba. Sea X un espacio topolégico compacto

Sabemos que para toda U cubierta abierta X existe U 'subcubierta finita:

Demostremos que U es un refinamiento abierto localmente finito de U.

1) Sea A € U' como U' C U entonces A€ U y AC A.

2) Como U’ es cubierta de X entonces U{A tales que A€ U'} = X.

3) Sea £ € X entonces cualquier vecindad sélo puede intersectar a un mimero
finito de elementos de U’ ya que U’ es finita. m

Sin embargo no se cumple el regreso del teorema anterior, el siguiente ejemplo nos
sirve para ejemplificarlo:

Ejemplo 170 Si X es infinito y discreto, entonces es paracompacto y no es compacto
dado que es un espacio discreto.

Definicién 171 Sea X un espacio topoldgico, una coleccion de subconjuntos de X se
dice que es o- localmente finita si es la unién de una coleccidn numerable de familias
localmente finitas.

Ejemplo 172 Cualquier coleccion numerable { Ay}, n de subconjuntos de X es o-
localmente finita; ya que cada singulete {A,} es localmente finita.

Ejemplo 173 La coleccion {(7,1) : n € N} es o- localmente finita.

ntl'n

Ejemplo 174 Cualgquier coleccién localmente finita es o- localmente finita.
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Teorema 175 Si X es un espacio regular, entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1) X es paracompacto.

2) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o- localmente finito.

3) Toda cubierta abierta tiene un refinamiento localmente finito.

4) Toda cubierta abierta tiene un refinamiento cerrado localmente finito.

Prueba. 1) = 2)

Supongamos que X es paracompacto.

Sea € una cubierta abierta de X, entonces existe € refinamiento abierto local-
mente finito.Asi € es o- localmente finita.

2) = 3)

Sea € una cubierta abierta de X. Por hipétesis € tiene un refinamiento abierto
o- localmente finito digamos W, es decir W = U, W,, donde W, es una familia
localmente finita de conjuntos abiertos para toda n.

Para cada n € N, sea 20, = UW,, y A, = W\ Uicn W,

Veamos que {20,}, .y €s cubierta de X.

Sea z € X. Como W es refinamiento, W cubre a X y como W = U2 | W, entonces
z € UW,, para alguna n. Asi z € 25,.. Por lo tanto{20,,}, .y es cubierta de X.

Ahora veamos que {A,}, .y € un refinamiento localmente finito de {20, },.x-

Sea ng € N, Any = W\ Uicne Wi C Wh,es decir A,y C Wy,

Demostremos que {A,}, .y cubre a X.

Sea z € X. Como {20,} cubre a X, existe ng tal que 2 € W, es decir z € Ay,
6 T € Ujen, 2;.

Si z € A, terminamos la demostracién.

Si z € Uyn2;, entonces z € 25,, con ny < 1g.

Nuevamente hay dos opciones: = € A, 0 T € Ujcy,, 20;.

Si continuamos con este razonamiento resulta que z € A; para alguna j < n,. Por
lo tanto {An}, .y cubre a X, asf pues es un refinamiento.

Nos resta ver que es localmente finito.

Sea z € X. Existe ng € N tal que =z € 20, 20,,, es abierto ya que es unién de
abiertos. 20, N A,, # @ y a lo més intersecta a un mimero finito de elementos de
{An}nens @ < no ya que sf ny > ng, An, = Wy, — Uicn, W;; es decir W, es ajeno a
Ap,. Por lo tanto {A,}, .y es localmente finita.

SeaW={A,NV:neNVeW,.]}].

Veamos que U es un refinamiento localmente finito de €.



o
&

Observemos primeramente que A,NV CcV e W, € W.

Ahora como W es refinamiento de € existe C' € € tal que V C C, asi A,NV C C.

Veamos que {A, NV} cubre a X.

Sea z € X, existe n € N tal que z € A, esto implica que z € 205, es decir existe
VeW, talquez € V. Por lo tanto z € A, NV, esto es {A, NV} cubre a X. Por lo
tanto U es refinamiento de €.

Sélo resta probar que es localmente finito; pero esto se desprende del hecho de
que {A,} y W, son localmente finitos.

3)=4)

Sea € una cubierta abierta de X.

Sea z € X, como € es cubierta, existe C; € € tal que z € Cy; C; es abierto
entonces X\ C; es cerrado y como X es regular, existe V;, abierto tal que z € V, C V.
C C,. (ver Teorema 15).

Asf {V; :z € X} es una cubierta de X y por hipétesis existe 20 refinamiento
localmente finito de {V, : z € X}.

Veamos que {W : W € 2} es un refinamiento cerrado localmente finito de €.

Si W € 20, entonces W C V, € V; C C, esto quiere decir que W C V; C C,, asf
WccC..

Como 20 cubre a X entonces {W :WGQB} también cubre a X. Asi pues es un
refinamiento de €.

Sélo resta probar que es localmente finito. Pero esto es cierto dado que 20 es
localmente finita. (ver [6] pag 174).

4)=1)

Sean € una cubierta abierta de X y v = {G,} un refinamiento cerrado localmente
finito de €.

Para toda z € X, sea V; una vecindad abierta de = tal que intersecta sélo a un
mimero finito de elementos de 4. B = {V; : z € X} es una cubierta abierta de X,
nuevamente por hiétesis hay un refinamiento cerrado localmente finito de B al que
llamaremos §.

Para cada o, sea Wy = X —U{F € §: FNG, = 0}.

W, es abierto ya que es complemento de un cerrado. Veamos que G, C W,:

Sea z € Gq, entonces z ¢ U{F € §F: FNG, = 0}.

Asize XNU{FeF: FNG, =0} =W,.

Afirmacién

Para toda a y para toda F' € §, Wo N F # @ si y s6lo si Go N F # D............(*)

La razén es la siguiente:
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Supongamos que W, N F # (), sf G,NF = () entonces F € {F € F:F NG, = B},
entonces F'N W, = 0 lo que es una contradiccién.

Inversamente, supongamos que G, N F' # (). Sabemos que G, C W,, entonces
WaN F # Q.

Ahora para cada « elijamos C, € € tal que G, C C, y sea V, = W, N C,. El
conjunto V, es abierto pues es interseccién de abiertos.

Veamos que la familia {V,} es un refinamiento abierto de €.

La razén es la siguiente:

Por definicién de V, se tiene que V, C C,.

Veamos que {V,} cubre a X.

Sabemos que para toda T € X, existe o tal que z € G,.

También sabemos que G, C W, y G, C C,, entonces G, C W, NC, = V,. Asi
z € V. Por lo tanto {V,} cubre a X.

Por 1ltimo veamos que es localmente finita.

Sea z € X. Como § es localmente finita, existe U/ vecindad de z tal que U
intersecta a un mimero finito de elementos de F.

Veamos quecualquier elemento de §¥ intersecta una coleccién finita de elementos
de 7.

Si F € § hay V;, € B tal que F C V; y V, intersecta a un nimero finito de
elementos de y entonces por (*), resulta que si F' € § , F intersecta un mimero finito
de elementos de {W,} y por lo tanto a un mimero finito de elementos de {V,}. Asf
{Va} es localmente finita. Por lo tanto X es paracompacto. ®

Corolario 176 Si X es regular y Lindeldff entonces X es Paracompacto.

Prueba. Sea € una cubierta abierta de X. Como es Lindelsfl entonces existe €
subcubierta numerable de €, entonces € es un refinamiento abierto o- localmente
finito y del Teorema anterior se tiene el resultado. m

Ejemplo 177 La linea de Sorgenfrey es regular (ver Ejemplo 19) y Lindeloff (ver
Ejemplo 46), ast por el corolario anterior, es paracompacto.

Teorema 178 SI X es paracompacto y Hausdorff, entonces X es un espacio regular.

Prueba. Sea F cerrado de X y sea z € X\ F.
Como X es Hausdorff, para todo y € F' existen Uy, V, talesquez € Uy, y € V, y
U, NV, =0, entonces {V,, : y € I} U (X\\F) es una cubierta abierta de X.
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Como X es paracompacto, existe {W;} refinamiento abierto localmente finito de
la cubierta anterior.

Sea V =U{W;: Wi N F # 0}, V es unién de abiertos por lo que V es abierto y
ademés si y € F, entonces y € W, para alguna a, es decir y € V, por lo tanto F' C V.

Como{W;} es localmente finito existe U’ vecindad de z que intersecta sélo a un
mimero finito de elementos de {W; }, digamos Wy, , Wy, ..., Wi, . Si algin Wi, NF # 0
para alguna i = 1,2, ...,n, entonces Wy, C V| para alguna y € F, llamemosle V.

Sea U =U'N(Uy,,NU, N...NU,,), z €U y U es abierto.

Resta ver que UNV = (.

Si z € UNV, entonces 2z € Uy, y z € V,, pero esta es una contradiccién ya que
Uy, NV, = 0. Por lo tanto X es regular. m

Teorema 179 Si X es paracompacto y Hausdorff entonces es normal.

Prueba. Sean F), F, cerrados ajenos de X, como X es regular para cada z € F)
existen Uy, V; tales que z € U, y F; € V;, entonces € = {U,: z € Fj} UX\F} es
una cubierta abierta de X.

Ahora como X es paracompacto existe { Wy} un refinamiento abierto localmente
finito de €. (Wi C Uz 0 Wi € XN F)eereeerensrreesecicsssesne e snscnses ™

Sea U = U{W; : Wi, N F; # B}, U es abierto ya que es unién de abiertos y Fy C U
pues para todo = € F] se tiene que x € W), para alguna k, esto quiere decir que = € U.

Seay € Fy. Como {W;} es localmente finito, existe una vecindad H, que intersecta
solo una cantidad finita de elementos de {W;}. Sean W;, ..., W,, los elementos de { W, }
que intersectan a H, y que intersectan a F). Entonces por (*) existen 1y, ...,z, € Fy
talesque W; C U, i=1,...,n.

Sea G, = H,N(V;, N...NV;,), donde cada V;, es el conjunto correspondiente a
i

Gy es abierto pues es interseccién finita de abiertos, y € H, asf como en cada V.,
entonces y € Gy y G, NU = 0.

Sea V = Uyep, Gy, entonces V es abierto y es tal que F, C V,y VN U = 0. Por
lo tanto X es un espacio normal. ®

Sin embargo no todo espacio normal es paracompacto

Ejemplo 180 Qg es normal dado que cualquier espacio topolégico ordenado es nor-
mal (ver Teorema 84), sin embargo no es paracompacto (ver [3], pag. 60).

Teorema 181 Todo espacio métrico es paracompacto.
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Prueba. Demostremos que toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto
o—localmente finita.
Sea X un espacio métrico y sea € una cubierta abierta de X.
Para toda A € €y todon € N consideremos el conjunto A, = {z € A: d(z, X — A) > % }.
Afirmacién: A,, C A, 4, para toda n € N.
Si z € Ay, entonces d(z, X — A) > ?l,. > -.le;r asi £ € Anyr.
Afirmacién: d(A,, X — Any1) > g5
Sean z € Ap,y € X — Auy1, 2 € X — A, entonces por la designaldad del tridngulo
d(z,y) > d(z,2) — d(z,y) = 5 — 357 = 37, €sto quiere decir que 547 s cota
inferior, por lo tanto d(An, X — Ang1) > G ecerersessmssssssssssssssss s enans ().
Sea < un buen orden en €
Para cada A € €y n € N consideremos el conjunto A}, = A,NU{B,;;: BEC,B< A}
Afirmacién: Si A, € €y A < B, entonces B;, C X\ Any1-
Sea z € By, por definicién By, = B,;\U{A,;1: A€ €, A< B} asiz ¢ A,,,, por
lo tanto z € X\ Any1.
Analogamente si A, B € €y B < A, entonces A;, C X\ By1-
Afirmacién: En cualesquiera de los dos casos anteriores se tiene que d (A4}, B}) >
FoT-
Sean z € A}, y € B}, esto implica que T € A, y como y € Blentonces y €
X\ An+1-Asf por (*), resulta que d (z,y) > 5. Por lo tanto d (A}, By) > 557
Paracada A € €y cadan € N, consideremos el conjunto A, = {z € X : d (z, A}) < 543 }-
Afirmacion: d ( An, Bn) > 7z, para todo 4, B€ €y todan € N.
.Znesabiertoparatoda.nEN,ent-mmsDn = {ZH:A€€} es una familia de
conjuntos abiertos.
Afirmacién: D,, es localmente finita.
Demostremos que D es un refinamiento de €
Sea z € X, y A el primer elemento de la cubierta de € que contiene a , entonces
z € A, para alguna n € N, por definicién de A, y como A es el primer elemento que
contiene a z resulta que z € A}, asi d(z, A}) = 0, de aqui se desprende que z € An.
Por lo tanto D es cubierta de X.
Restaverqueﬁ“CAparatodaAEC.
Sea:ceE,,ysupongamosquexﬁA,esdecirmGX—A.ScayGA;,mmo
A;, C A, se tiene que d(z,y) > %,, > Fl_rg lo cual es una contradiccién, por lo que
z € A. Por lo tanto D es un refinamiento de €. m
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En el Ejemplo 168 se vié que todo espacio discreto es paracompacto, veamos que
todo espacio topolégico es la imagen continua de un espacio discreto: Si X tiene la
topologia discreta, entonces cualquiere funcion f : X — Y, donde Y es un espacio
topololdgico, es conttinua ya que todo subconjunto del espacio X es abierto, en par-
ticular las imagenes inversas de cualquier abierto de Y. Asf pues la imagen continua
de un espacio paracompacto no es necesariamente paracompacto.

Sin embargo se cumple el siguiente resultado

Teorema 182 Sean X, Y espacios topoldgicos, si X es paracompacto, Y Hausdorff
yf: X =Y escontinua y cerrada, entonces Y es paracompacto.

Prueba. Ver [7], pag. 149. m

El producto de espacios paracompactos no es necesariamente paracompacto ya
que la linea de Sorgenfrey X es un espacio paracompacto (ver Ejemplo 177). X x X
es un espacio Hausdorfl (ver [6], pag 131), si fuera paracompacto, entonces serfa un
espacio normal, pero esto no es cierto (ver Ejemplo 133). Por lo tanto X X X no es
paracompacto.

Sin embargo se tiene el siguiente resultado:

Teorema 183 El producto de un espacio paracompacto y de un compacto es un es-
pacio paracompacto.

Prueba. Sea X paracompacto y ¥ un espacio compacto.

Sea € una cubierta abierta de X x Y, para cada z € X el producto {z} X Y es
compacto y € es una cubierta de este espacio; asi existen {CY,C%, ..., C%} subcubierta
de C tal que {z} x ¥ C UL ,CF.

Existe A, abierto de X talque z € A, y A, x Y C U ,CY.

La coleccién A = {A, : € X} es una cubierta abierta de X y como X es para-
compacto existe D refinamiento abierto localmente finito de A .

Seaé={(DxY)NCF:i=1,..,n; z,D € D}

£ es un refinamiento abierto de €, ademéssi (z,y) € X XY, existe una vecindad U
de z tal que intersecta sélo a una coleccién finita de elementos de D y asf la vecindad
U x Y de (z,y) sélo intersecta a un mimero finito de elementos de &, es decir £ es un
refinamiento abierto localmente finito de €. Por lo tanto X x Y es paracompacto. m



Numerablemente Compacto

Lindeloff

Meétrico /

Compacto

» Compacto \
l ]‘ Localmente Compacto

Métrico
Numerablemente Paracompacto
Compacto

En este pequeio cuadro, se muestran las principales relaciones
entre los espacios que se estudiaron en el presente trabajo
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