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Introducción 

El objetivo de esta tesis es estudiar el concepto de compacidad en espacios 
topológicos, así como variantes, buscando relaciones, ejemplos y contraejemplos. 

Las variantes que estudiamos son: compacidad numerable, compacidad local y 
paracompacidad. 

El capítulo 1 está dedicado a desarrollar la herramienta básica que nos ayudará a 
comprender los siguientes. 

En el capítulo 3 titulado "Espacios Numerablemente Compactos", demostramos 
que todo espacio compacto es numerablemente compacto, y sobresale el 
contraejemplo que nos dice que el recíproco no es cierto. Esto lo hacemos 
ayudándonos del concepto de topología del orden, así demostramos que el conjunto 
de números ordinales n es un espacio topológico ordenado compacto y que el 
subespacio numerable Q¡, es un espacio numerablemente compacto que no es 
compacto. 

En el capítulo 6, dedicado a la compacidad local, demostramos que todo espacio 
compacto es localmente compacto, y es también mediante un ejemplo que vemos 
que no todo espacio localmente compacto es compacto. Lo mismo hacemos en el 
capítulo 7 que dedicamos al estudio de la paracompacidad. 

Uno de los temas de gran interés es también el de la compacidad en el producto de 
espacios topológicos; así que por ello le dedicamos un capítulo en el que revisamos 
los conceptos de redes y filtros. Demostramos primero que el producto finito de 
espacios compactos es compacto si y sólo si cada espacio factor es compacto para 
posteriormente generalizarlo al teorema de Tychonoff: "El producto no vacío de 
espacios es compacto si y sólo si cada espacio factor es compacto" . De igual 
manera, analizamos brevemente qué pasa con el producto de espacios localmente 
compactos y el producto de espacios paracompactos. 
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En el capítulo 5 exponemos el Teorema de Arzela que nos da una caracterización 
de los compactos contenidos en el espacio de funciones continuas. 

Al fmal incluimos un diagrama con las relaciones entre las variantes estudiadas. 
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Capítulo 1 

Conceptos Básicos 

Definición 1 Sea X un conjunto. Una topologta en X es un subconjunto r de P (X) 

que cumple las siguientes condiciones: 

i) X, 0 E r 

ii) Si A 11 B E r entonces An B E T 

iii) Sean Ai , i E J , tales que A. E r para todo i E J, entonces UiEIA. E r. 

Si r es una topología en X ,a la pareja (X, r) se le llama espacio topológico y a 

los elementos de r, se les llama abiertos de X. 

A veces es más conveniente definir no la totalidad de conjuntos abiertos en un 

espacio topológico, sino solamente una "base". 

Definición 2 Una base para r es un subconjunto B de r tal que si U E T 11 x E U, 

entonces existe B E B tal que x E B ~ U. 

Ejemplo 3 Sea IR el conjunto de los números reales, y sea B la familia de interoalos 

[x, r) donde x E IR, x < r 11 r E Q; B es base para una topologta de IR. A IR con esta 

topología se le llama la linea de Sorgenfrey. (ver [IJ, pago 21). 

Definición 4 Sea x un elemento de un espacio topol6gico (X, r). Decimos que Ve X 

es una vecindad de x si existe A E T tal que x E A e V. 

Notación 5 A la colecci6n de vecindades de x se le llama sistema de vecindades de 

x 11 la denotamos por V(x). 

Teorema 6 Sea (X, T) un espacio topol6gico 11 A ~ X. Supongamos que para todo 

x E A existe V", E V(x) tal que x E v., ~ A, entonces A es abierto. 
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Prueba. Supongamos que para todo x E A existe Vx E V(x) tal que Vx ~ A. 

Entonces por definición de vecindad para cada V. existe Bx E T tal que x E Bx ~ Vx. 

Afinnación: A = UXEABx. 

Sea x E A, entonces existe Bx tal que x E B x, así x E UXEABx. 

y por otra parte si y E UXEABx, entonces y E Bx para alguna x E A Y como 

Bx ~ A entonces y E A. Por lo tanto A es abierto. • 

En particular, A es abierto si para todo x E A existe V E T tal que x E V ~ A. 

Definición 7 Sea (X, T) un espacio topológico. Decimos que A ~ X es un conjunto 

cerrado si X~A es un conjunto abierto. 

Definición 8 Sean X espacio topológico y A e X. Definimos la cerradura de A como 

el siguiente conjunto de las x E X tales para todo U abierto de X que contiene a x, 

ocurre que U n A =1- 0. x E X. 

Notación 9 Denotamos a la cerradura de un conjunto A como Ce(A) o bien por A. 

Definición 10 Sean X espacio topológico y Ec X. Decimos que p E E e X es 

punto interior de E si existe un abierto A tal que p E A e E . 

Definición 11 Un espacio X se dice que es TI si para todo x , y E X distintos existe 

una vecindad de x que no contiene a y, y una vecindad de y que no contiene a x . 

Teorema 12 X es TI si y sólo si {x} es cerrado para todo x E X . 

Prueba. Supongamos que X es TI . 

Sea y E X~ {x}. Entonces existe A abierto tal que y E A Y x ti. A, así X~ {x} 

es abierto. Por lo tanto {x} es cerrado. 

Ahora supongamos que {x} es cerrado para todo x E X. 

Sean x, Y EX, x =1- y . Como {x} es cerrado existe A vecindad de y tal que 

A n {x} = 0, análogamente existe B vecindad de x tal que B n {y} =1- 0. Por lo tanto 

X es TI . • 

Definición 13 Un espacio X es T2 o HausdorjJ, si y sólo si para todo x , y E X 

existen U, V abiertos ajenos de X tales que x E U , Y E V. 

Definición 14 X es T3 o regular si es TI y para todo F e X cerrado y para todo 

x E ~F existen Al, A2 abiertos ajenos tales que F e Al y x E A2 . 
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Teorema 15 X es regular si y sólo si es TI y para todo x E X Y pam cada x E A, 

existe B abierto tal que x E B e B e A. 

Prueba. Sean X regular, x E X Y A abierto con x E A. Entonces X"'-.A es 

cerrado y es tal que x f/- X"'-.A. 

Como X es regular, existen B y e abiertos ajenos tales que x E B Y X"'-.A e e, 
así X"'-. e e A es un conjunto cerrado y como B e X"'-. e entonces B e X"'-. e, esto 

quiere decir que x E Be B e x"'-.e e A. Por lo tanto x E Be Be A. 

Inversamente, supongamos que X es un espacio TI' 

Sea F e X, cerrado y x E X"'-.F. 

X"'-.F es abierto pues es el complemento de un cerrado, por hipótesis existe B 

abierto tal que x E B e B e X"'-.F, entonces B y X"'-.B son abiertos ajenos tales 

que x E By Fe X"'-.B. Por lo tanto X es regular. -

Definición 16 Si un espacio X es TI y cumple que dados Fl, F2 cerrados ajenos 

existen A}, A2 abiertos ajenos tales que FI e A}, F2 e A2 , se dice que el espacio X 

es normal o T4 • 

Ejemplo 17 La línea de Sorgenfrey (ver Ejemplo 3) es un ~pacio nonnal. 

Dados A Y B cerrados ajenos, para toda a E A existe un intervalo [a, x( a)) ajeno 

a Bi de igual forma para todo b E B existe un intervalo lb, x{b)) ajeno al cerrado A. 

Sean U = UaEA [a,x(a)) Y V = U bEB [b,x(b)). Los conjuntos U y V son abiertos 

y tales que A e U y B e V. 

Veremos que para toda a E A y b E B se tiene que [a,x(a)) n [b,x(b)) = 0. 
Supongamos que no. Entonces si a < b tendriamos que b E [a, x(a)) y si b < a 

tendriamos que a E lb, x( b)) pero esto no puede ser ya que [a, x( a)) es ajeno a B y 

lb, x(b)) es ajeno a A. Así U n V = 0. Por lo tanto, la línea de Sorgenfrey es un espacio 

normal. 

Observación 18 Todo espacio normal es un espacio regular. 

Ejemplo 19 La línea de Sorgenfrey es un espacio regular. 

En efecto, ya que es un espacio normal y todo espacio normal es un espacio regular. 

Definición 20 Sea X un conjunto. Decimos que una función d : X x X -+ IR es una 

métrica en X si cumple las siguientes condiciones para todo x, y, z E X. 

i) d(x, y) ~ O. 
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ii) d(x, y) = O, si y sólo si, x = y. 

iii) d(x,y) = d(y,x). 

iv) d(x, z) :::: d(x, y) + d(y, z ). 

Definición 21 Sean X un conjunto y d : X x X -+ IR una métrica. A la pareja (X, d) 

le llamaremos espacio métrico. 

Teorema 22 Todo espacio métrico X es normal. 

Prueba. Sean (X, d) un espacio métrico y F I , F2 dos cerrados ajenos en X. Para 

cada x E F I sea Óx > O tal que B6JX) n F2 = 0 y análogamente sea éy > O tal que 

B~y(Y) n FI = 0 para cada y E F2 • 

Consideremos los conjuntos Al = UXEF1B!;..(x) y A2 = UYEF2B!Jt.(Y), los cuales 
3 3 

son conjuntos abiertos ya que son uniones finitas de abiertos y son ajenos ya que si 

z E Al n A2, entonces Z E B!;..(x) para alguna x E FI Y Z E B!Jt.(Y) para alguna 
3 3 

yE F2 • 

Así por la desigualdad del triángulo d(x,y) :::: d(x,z) +d(z,y) < ~ + ~ < 
máx{Óx,éy }, esto quiere decir que y E B6'(X) o x E BEy(y), pero esta es una con­

tradicción, además FI e Al y F2 e A2• Por lo tanto X es un espacio normal .• 

Definición 23 Sean x E X Y r un número real positivo. Al conjunto Br(x) 

{y E X : d(y, x) < r}, se le llama bola de radio r con centro en x. 

Definición 24 Una bola cerrada de radio r con centro en x es el conjunto de los 

puntos "y" en X que cumplen la condición d(y,x):::: r. 

Definición 25 Sean X un espacio métrico y K S; X. Se define el diámetro de K 

como diamK = sup{d(x,y): tales que x, y E K}. 

Definición 26 Sean X un espacio métrico y K S; X. Se dice que K es acotado si 

diamK es finito. 

Definición 27 Una sucesión en un conjunto X, es una función f : N -t X. 

Notación 28 Denotaremos a los elementos de la sucesión, como x}, X2 , X3, ... o sim­

plemente por el símbolo {xn }. 

Definición 29 Sea X un espacio métrico. Diremos que una sucesión {xn } S; X con­

verge a un elemento Xo si cumple la siguiente condición: Para todo é > O existe N E N 

tal que d(xn , xo) < é, si n > N. 



Definición 30 Una subsucesión de una sucesión {xn} es una sucesión de la forma 

Xn¡ , x n2 ' X n 3 ' .. . , donde los subíndices nj son tales que nI < n2 < n3 , ... 

A continuación demostraremos el Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es válido 

para todo IRn. Por simplicidad lo demostraremos para IR2; la demostración para IRn 

es similar. 

Teorema 31 Sea {xn} una sucesión acotada, contenida en JR2 . Entonces existe {xnk }, 

subsucesión de {xn}, que converge. 

Prueba. Consideremos dos casos: 

Caso 1: El conjunto {xn : n E N} es finito. Entonces{xn } tiene una subsucesión 

constante, es decir xnk = x para alguna x E X Y con a lgunos nI < n2 < n3 < ... 
Es claro que limk~ooxnk = x 

Caso 2: Si {xn : n E N} es infinito, como {xn} es acotada, la podemos considerar 

contenida en lID rectángulo JI = {(x ,y) E IR2: all ::; x::; bll ,al2 ::; y::; b12 }, para 

algunos al], bll ,a12, b12 E JR. 

Hagamos la siguiente construcción 

Bisectemos [all, bu]' así como el segmento [aI2, bI2]. Obtenemos así 22 rectángulos. 

Observemos que en alguno de esos rectángulos hay una infinidad de elementos de 

{xn}. 

Sea J2 ese rectángulo y tomemos xn¡ E J2 • 

Volvemos a dividir h en 22 rectángulos bisectando cada uno de los lados de J2• 

Nuevamente, en alguno de esos rectángulos hay una infinidad de elementos de 

{xn}. 

Elijamos a ese rectángulo como J3 y tomemos un elemento x n2 E J3 , con n2 > nI. 

Si continuamos inductivamente con esta construcción obtenemos una subsucesión 

{xn.} de {xn} y una sucesión de rectángulos {Jn} tales que JI :J J2 :J la :J ... . 

Así [all ,bll]:J [~¡,~d :J [a3¡,b3d:J ... , Y [a12,bd:J [~2 , b22]:J [aa2,b:!2]:J ... 

Observemos también que ail ::; bll para toda i, es decir {ail} esta acotado supe­

rionnente. Sea p = sup {a;l : i = 1, 2, 3, ... }. Como p es el supremo entonces ail ::; P 

para toda i = 1,2,3, .. . y también p ::; bil para toda i = 1,2,3, ... ya que si existiera 

j E N tal que bjl < p , como p es el sup {a;¡}, entonces existe a E N tal que bjl < aa:l' 

Sea k = máx {j, a}, entonces bkl ::; bjl < a(tl ::; akl. Tenemos entonces que bkl < akl, 

esto es una contradicción. Por lo tanto ail ::; P ::; bil para toda i = 1, 2, 3, ... , es decir, 

p E n~l [akl , bu] . 

Análogamente se puede ver que existe q E n~l [ak2,bd· Así (p,q) E n~lJk. 
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Veamos ahora que {xnk } converge al punto (p, q). 

A cada elemento de la subsucesión xnk lo podemos ver como un punto (X~k' x~.) 

en JR2. Sea d la distancia euclideana en JR2. Entonces d(x~k ' p) ::; d(akl ,p) +d(p, bkl ) ::; 
(bu - all) + (bll - au) = (bll - a¡¡) Así d(xl p) -t O cuando k -t 00 de la misma forma 

2k 2k 2k - 1' nk' , , 

d(X~k ' q) -t O cuando k -t oo. 

Por lo tanto {xnk } converge a (p, q). • 

Definición 32 Sea X un espacio topol6gico. Decimos que un conjunto A ~ X es 

denso en X , si la cerradura de A en X es igual a X. 

Teorema 33 Sea X un espacio topológico. Un conjunto A es denso en X si y s610 

si todo abierto no vacío en X intersecta al conjunto A. 

Prueba. Supongamos que A es denso en X . 

Veamos que V n A =1- 0 para todo V abierto no vacío de X. 

Sea V =1- 0 abierto de X. 

Como A es denso en X, nos dire la definición que Ce(A) = X. 

Supongamos que V n A = 0, entonces si x E V, x (j. Ce(A). Pero esto es una 

contradicción al hecho de que Ce(A) = X, por lo tanto V n A =1- 0. 

Por otra parte, supongamos que todo abierto no vacío de X intersecta al conjunto 

A. 

Veamos que Ce(A) = X. 

Sea x E X Y sea V abierto de X tal que x E V. Por hipótesis V n A =1- 0, entonces 

x E Ce(A), así X ~ Ce(A). Además siempre se cumple que Ce(A) ~ X, por lo tanto 

Ce(A) = X .• 

Definición 34 Decimos que un espacio topol6gico (X, T) es segundo numerable si 

tiene alguna base numerable. 

Veamos un ejemplo de un espacio métrico que no tiene base numerable. 

Ejemplo 35 Un espacio topol6gico X no numerable con la topología discreta no tiene 

base numerable. 

Recuérdese que una métrica para la topología discreta es: 

{

O si x=y 

d(x, y) = 1 
si x=l-y 

Veremos que X no tiene base numerable. 
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Sea l,B base para X . Sean x E X Y V = {x} . Como X es discreto, V es un conjunto 

abierto; así, existe B E l,B tal que x E B C;;; {x}, entonces B = {x} . Esto quiere decir 

que {{x} : x E X} es un subconjunto de cualquier base de X . 

Por lo tanto X no tiene base numerable, es decir no es segundo numerable. 

Definición 36 Un espacio topológico que contiene un conjunto denso numerable se 

le llama separable. 

Teorema 31 Un espacio métrico X es segundo numerable si y s610 si X es separable. 

Prueba. Supongamos que X es segundo numerable. 

Demostremos que X es separable. 

Sea l,B base numerable de X . Para cada B E !l3 elijamos x B E B. 

Sea D = {XB : B E l,B}, veremos que D es denso en X. Sea U abierto en X ; 

como l,B es base, entonces existe un BE l,B tal que B e U; así XB E B e U, es decir 

Un D -::J 0. Por lo tanto D es denso en X. 

Demostremos ahora el recíproco del teorema 

Supongamos que X es separable. 

Demostremos que es segundo numerable. 

Sea D C;;; X denso numerable y sea ~ = {Br(P) : p E D , rE Q}; dado que l,B es 

numerable, bastará ver que l,B es base. 

Sea A abierto y sea x E A, entonces existe Br(x) C;;; A. 

Sea a E Q tal que O < 2a < r; observemos que Ba(x) n D -::J 0 ya que D es denso. 

Sea p E Ba(x) n D y consideremos B = Ba(P), como d(x ,p) < a, entonces 

x E Ba(P) E l,B. 

Por último veamos que Ba(P) C;;; A. 

Sea Y E Ba(P), entonces d(x , y) ~ d(x,p) + d(p, y) ~ a + a 

y E Br(x) C;;; A Por lo tanto Ba(P) C;;; A. 

Por lo tanto l,B es base de X. • 

Corolario 38 Rn es segundo numerable, para cada n EN. 

2a < r, así 

Prueba. Consideremos al conjunto D = Qn; así IRn es separable y por el teorema 

anterior, R" es segundo numerable. • 

Definición 39 Sea {xn } una sucesi6n en un espacio métrico X. Decimos que la 

sucesión {x .. } es de Cauchy si para cualquier e> O existe N E N tal que si n, m> N 

entonces d(xn , x m ) < c . 
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Definición 40 Sea {Bn} una sucesión de bolas en un espacio métrico. Dir-emos que 

{Bn} es una sucesión de bolas encajadas siempre que Bn e Bm , para cada m > n. 

Definición 41 Un espacio métrico X se dice completo si toda sucesión de Cauchy 

en X es convergente. 

Teorema 42 Un espacio métrico X es completo si y sólo si cualquier sucesión de 

bolas cerradas de X , encajadas, cuyo radio tiende a cero, tiene intersección no vacía. 

Prueba. Supongamos que X es completo. 

Sean {Bn} una sucesión de bolas cerradas encajadas, {rn} la sucesión de radios y 

{xn} la sucesión de centros correspondientes a cada Bn. 

Sean é > O Y N E N tal que rn < ~, si n> N. 

Sean m , k > N. Entonces Xm , Xk E BrN+1 (XNH), así que 

d(xm , Xk) :::; d(xm, XN+]) + d(xN+h Xt) < r n + r n < é 

Entonces {xn} es una sucesión de Cauchy y como X es completo, {xn} converge, 

digamos a xo. 

Afirmación: Xo E ni:l Bi. 

Supongamos que existe j E N tal que Xo rJ. Bj. Entonces Xo E V = X",",Bj . 

Como V es abierto X n E V si n > N para alguna N EN. 

Sea n > máx {j, N}. Entonces xn E Bn e Bj, lo cual es una contradicción. Por lo 

tanto Xo E ni:]Bi. 

Demostremos el recíproco del Teorema. 

Supongamos que cualquier sucesión de bolas cerradas, encajadas, cuyo radio tiende 

a cero tiene intersección no vacía y demostremos que X es completo. 

Sea {xn} una sucesión de Cauchy y sea é = ~, entonces existe n] E N tal que si 

n > n], d(xn, xnl ) < 4 y consideremos la bola de radio 1 con centro en Xnl . 

Para é = ~ existe n2 E N, n2 > n] tal que si n > n2, entonces d(xn, xn2 ) < ~ y 

consideremos la bola cerrada de radio 4 con centro en xn2 . (véase figura 1.1) 

En general para é = 2k~1 existe nH] E N, ntH > nk tal que si n > nH], entonces 

d(xn , xnH1 ) < ifrr y se considera la bola cerrada de radio fr con centro en xnH1 · 

Así se construye una sucesión de bolas cerradas, digamos {Bk} con radio if=r que 

por construcción están encajadas. Entonces por hipótesis existe Xo E ni:l Bi. Como 

d( xo, xnk ) < 2/-1 ' la sucesión {Xnk} converge y por tanto el líilln~oo Xn = xo. Por lo 

tanto X es completo. • 
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Capítulo 2 

Espacios Compactos 

Definición 43 Sea (X.r) un espacio topológico. Una colección e: = {Gi } de subcon­

juntos de X es una cubierta abierta de X si e: es subconjunto de r y además UCi = X. 

Definición 44 Sea e: una cubierta abierta de X. Una subcubierta:D de e: es una 

subcolección de e: tal que U {C : C E :D} = X. 

Definición 45 Un espacio X es Lindel6ff si toda cubierta abierta de X tiene una 

subcubierta numerable. 

Ejemplo 46 La lfnea de Sorgenfrey es un espacio Lindeloff. 

Sean U = {UOl} OlEI una cubierta de la línea de Sorgenfrey, y M el conjunto de las 

intervalos racionales (p, q) tales que p < q yel intervalo [p, q) es subconjunto de algún 

elemento UOl de U. Veamos que M =f 0: Sea z E Q, dado que U es cubierta, z E UOl 

para alguna a El, así existe un intervalo elemento [p, q) de la base (ver Ejemplo 3) 

tal que z E [p,q) e UOl. Así el intervalo [z,q) E M. 

Para cada intervalo (p,q) E M, elijamos UOl(p,q) E U tal que [p,q) e UOl(p,q). 

Consideremos G2 el conjunto de los extremos derechos de cada elemento de M -. 

Para cada q E C2 , sea N = {x E IR : Ix, q) es subconjunto de algún VOl E U}. 

Veamos que N está acotado inferiormente: supongamos que para todo x E IR tal 

que x < q, existe y E IR tal que y < x y [y , q) e UOl' entonces existe p E Q tal 

que y ~ p < q y [p, q) e VOl. Así M es un conjunto no numerable, lo cual es una 

contradicción. 

Sea xq E IR tal que xq = ¡nf {x E IR : [x, q) es subconjunto de algún VOl E U} Y 

para cada x q sea Uo:q E U tal que x q E UOlq . 

La colección U' = {UOl(p,q)} (P,q)EM U {VOlq } qEC2 es numerable. 

15 
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Veamos que U' cubre a IR. 

Sea x E R Si x = xq para alguna q E C2 , entonces x E Uo.q • Si x f. xq existe 

Ua E ti tal que x E Uo.. 

Como U o. es abierto, entonces existe q E Q tal que [x, q) e U 0.. El punto q es 

1m elemento de C2 ya que para todo racional p' E [x , q) se tiene que [P', q) e Uo., 

así xq < x. Si p E Q cumple con xq < p < x, y como xq f. x es infimo entonces 

[p, q) e U et , asi que (p, q) es un elemento de ,\1 y como x E (p, q) entonces x E Uet(p,q) . 

Por lo tanto la línea de Sorgenfrey es un espacio Lindeloff. 

Teorema 47 Todo subconjunto de un espacio segundo numer·able es LindeloJJ 

Prueba. Sean X un espacio segundo numerable y A ~ X y supongamos que 

A ~ U i E1 Vi, donde cada Vi es un abierto no vacío de X. Veremos que existe una 

cantidad numerable de estos Vi, tales que A ~ Ul=l Vij • 

Sea lB base nmnerable de X, sea IB® = {B E lB :B ~ Vi para alguna i El}, IB® f. 
o ya que lB es base. 

Como IB® ~ lB entonces IB® es numerable; elijamos para cada B E IB® un conjun­

to Vi que contenga a B y denotemos como a(B) = Vi, así el conjunto {a(B) : B E lB} 

es también numerable ya que IB® es numerable. 

Veremos que A ~ U {a(B) : B E lB} . 

Sea a E A. Como A ~ UiE I V. entonces a E V. para alguna i E T, y como lB es 

base existe B E lB tal que a E B ~ Vi. Esto quiere decir que B E IB®, también 

B ~ a(B) y como a E B se tiene que a E a(B). Por lo tanto A ~ U {a (B) : B E lB}. 

En consecuencia A.es de Lindeloff. _ 

Corolario 48 Todo subconjunto de IRn es un espacio de Lindeloff. 

Prueba. Inmediato dado que IRn es segundo numerable (ver Corolario 38). _ 

Veamos ahora un ejemplo de un espacio X que no es de Lindeloff. 

Ejemplo 49 Sea (X, 'T), tal que X es no numerable y 'T es la topología discreta. 

En este espacio el conjunto {x} es abierto para todo x E X. Sea entonces lB = 
{{x} : x E X}; lB es una cubierta abierta de X y no existe subcubierta numerable 

ya que X no es numerable. Nótese que cualquier espacio numerable X es un espacio 

Lindeloff. 

Definición 50 Decimos que una propiedad es hereditaria, si cada vez que un espacio 

X la satisface , entonces cualquier subespacio de X también la satisface. 



17 

En el siguiente ejemplo, veremos que la propiedad de ser espacio de Lindeloff no 

se hereda. 

&jemplo 51 Sea X un espacio infinito no numerable y sea Xo E X . Démosle a X la 

topología r dada por: r = {X} U {E ~ X : Xo f{. E}. 

Sea ~ una cubierta abierta de X, como el único abierto de X que contiene al punto 

Xo es el total, entonces X E ~, así podemos extraer una subcubierta finita de ~ , a 

saber {X} es la subcUbierta finita. Por lo tanto X es un espacio de Lindeloff. 

Sin embargo, X"-. {xo} con la topología heredada es un espacio discreto no nume­

rable y por tanto no es un espacio de Lindeloff. 

Definición 52 Un espacio (X, r) se dice compacto si dada cualquier cubierta abierta 

~ de X , e:Ji.ste una subcubierta finita de ~. 

Definición 53 Sea X un conjunto. A una famila {Td i EI de subconjuntos de X tales 

que cualquier interseccion finita 11'=1 T; es no vacía, se le llama sistema centrado. 

El siguiente teorema es una definición dual tomando complementos, también se le 

conoce como la propiedad de la interse<X:ión finita. 

Teorema 54 Un espacio topológico X es compacto, si y sólo si todo sistema centrado 

{T;hEl de subconjuntos cerrados de X tiene intersección no vacía; esto es ~1T; f- 0. 

Prueba. Supongamos que X es compacto. 

Sea {T.}iEI un sistema centrado donde cada T; es cerrado y Ti C X para toda 

i E l. Supongamos que f!;EIT; = 0, así X = X" f!;EI T; = UiEI (X"Ti ). 

Sea Ci = X"-.T;; cada Ci es abierto ya que es complemento de un cerrado, como 

X es compacto existe un número finito de elementos de la familia {Ci } que cubren a 

X; es decir, X = UJ=l (Cl;), así nj=l T;; = 0 lo cual es una contradicción. Por lo tanto 

f!;EIT; f- 0. 
Para demostrar el recíproco supongamos que todo sistema centrado de cerrados 

de X, tiene interse<X:ión no vacía. 

Sea {Ci } una cubierta abierta de X y sea T; = X"," Cl , para cada i El. Todo Ti es 

cerrado y noEl(T.) = 0, así existe un número finito de elementos de la famila {T¡hEI 

tales que n'J=l Ti; = 0. Entonces X = UJ=l Ci ;. Por lo tanto X es oompacto. • 

Teorema 55 Sean X un espacio HausdorJJ y KI, K 2 dos subconjuntos compactos 

ajenos de X. Entonces existen dos abiertos ajenos A y B en X tales que Ki C A y 

K2 CB. 
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Prueba. Ver [6], pago 161. _ 

Teorema 56 Sea X un espacio compacto y sea K ~ X, K cerrado. Entonces K es 

compacto. 

Prueba. Sea ([ una cubierta abierta de K, como K es cerrado entonces X". K es 

abierto 

Sea ([' = ([U {~K}, tenemos así tilla cubierta abierta de X. Como X es 

compacto, existen C; , C~, ... , C~ elementos de ([' tales que X ~ U~= 1 C;. Consideremos 

los C; tales que Ci n K f= 0, obtenemos así una subcubierta finita de K cuyos 

elementos están en ([. Por lo tanto K es compacto. _ 

Teorema 57 Sean X un espacio Hausdorff y K ~ X compacto. Entonces K es 

cerrado. 

Prueba. Basta demostrar que X". K es abierto. 

Sea x E X".K y sea y E K. Como X es Hausdorff existen Vy y Uy abiertos ajenos 

tales que 

y E Vy Y x E Uy, esto ocurre para toda Y E K. 

Sea ([ el conjunto de las V' s elegidas de esta forma, es decir ([ = {Vy : y E K}, 

asi ([ es una cubierta abierta de K y por ser K compacto existen Vi , \12, ... , Vn tales 

que K ~ Ui=l V. 

Consideremos las correspondientes Ui que existen para cada Vi, para i = 1, .. . , n. 

Entonces 

x E ni=l Ui y llamemosle W a tal intersección. 

Observemos que W n K = 0, pues si z E W n K, entonces z E Ui n Vi para alguna 

i = 1, ... n. Esto es una contradicción; pues Ui y Vi son ajenos, así X".K es abierto. 

Por lo tanto K es cerrado. _ 

Veamos un ejemplo de un espacio X que no es Hausdorff y tal que existe K ~ X 

compacto, y K no es cerrado. 

Ejemplo 58 Sea (X, r), donde X es infinito y r es la topologia cofinita. Es decir 

r = {A ~ X tales que ~A es finito} U 0. 

Observemos primero que X no es Haurdorff 

Sean x, y E X, x f= y y A abierto tal que x E A y Y ~ A. Como A es abierto, 

X".A es finito, por lo que no puede existir B abierto ajeno al conjunto A tal que 

y E B. Por lo tanto X no es Hausdorff. 
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Observemos que si K C;;; X ,entonces K es compacto. 

Sea l!: = {CihEI lUla cubierta abierta de K, consideremos a E J tal que CanK -10 
y supongamos que B = (~Ca)nK -10; si no fuera así, {Ca} sería la subcubierta 

finita que se está buscando. 

Como ~Ca es finito, entonces B = {X¡,X2, ... , X n }. Ahora, para cada Xi E B 

existe CXi E l!: tal que Xi E CXi ' 

Así K C;;; CX ] U Cx• U .. . U CXn U Ca. Por lo tanto K es compacto. 

Se puede concluir entonces que todo subconjunto K de X es compacto y si K -1 X 

no es finito, entonces no es cerrado, pues los cerrados propios en (X, T), son finitos. 

Definición 59 Sean (X,T) un espacio topol6gico y S e X. A la pareja (S,T.) le 

llamamos subespacio topológico de X, donde T. es la topología débil inducida por la 

función inclusi6n. (ver [6] pago 93) A la topología Ts le llamamos la topología relativa 

enX. 

Teorema 60 Sean S e (X,T) y T. la topología relativa de S. Sea H e S e X 

entonces H es compacto respecto a T, si y s610 si H es compacto respecto a T •. 

Prueba. Sea H e S y supongamos que H es compacto respecto a T. 

Sea l!: una cubierta abierta en T. de H . 

Para toda C E l!:, C = AnS donde A es abierto en T, así H e uCi = U (A; n S). 

Veamos que {A;} es una cubierta de H en T. 

Sea X E H, entonces X E uCi es decir x E Aj n S para alguna j, por lo tanto 

x E Aj para alguna j. Por lo tanto H e uA;. 

Ahora como H es compacto respecto a T, existe un número finito de índices tales 

que H e Ui'=1A; y como H e S entonces H e Ui'=l (A; n S). Por lo tanto H es 

compacto en T s' 

Demostremos el recíproco del Teorema. 

Supongamos que H es compacto respecto a T •. 

Sea l!: = {Ci}iEI una cubierta abierta de H respecto a T. Como H e S entonces 

H e U (Ci n S), y como H es compacto respecto a T s , existen un número finito de 

índices tales que H e Ui:!,l (Ci n S). 

Así H e Ui:!,lCi ya que HeS. Por lo tanto H es compacto en T .• 

Teorema 61 Sean X espacio métrico y K subconjunto compacto de X . Entonces K 

es acotado. 
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PnJeba. Sea e: = {BI(x) : x E K}, entonces e: es una cubierta abierta de K. Co­

mo K es compacto existen XI, X2 , .. . , xn E K tales que e:' = {BI (x¡), BI(X2), ... , BI(xn )} 

es subcubierta finita de K. 

Sea M = máx {d(Xi' Xj) : i,j = 1,2, ... , n}. 

Veamos que M + 2 es cota para K . 

Sean x, y E K. Como e:' es cubierta de K existen BI (Xi) Y BI (Xi) tales que 

X E BI(x.) , y E BI (Xj), entonces d(x, y) :S d(x , Xi) + d(x¡, Xj) +d(xj , y) :S 2 + M. 
Por lo tanto K es acotado. _ 

Teorema 62 Sea K ~ lRn
, K. Entonces es compacto si y sólo si K es cerrado y 

acotado. 

PnJeba. Sea K ~ lRn tal que K es compacto 

Veremos que K es cerrado y acotado 

Como lRn es Hausdorff, entonces K es cerrado (ver Teorema 57). Además, por el 

teorema anterior, K es acotado. 

Supongamos ahora que K ~ lRn es un conjunto cerrado y acotado. 

Demostraremos que K es compacto. 

Sea e: una cubierta abierta de K y supongamos que no existe una subcubierta 

abierta finita de e:. 
Dado que K es Lindel~ff (ver corolario 48), existe e:' = {e.hEN subcubierta nu­

merable de elementos de e: pero como no existe subcubierta finita de e:, entonces para 

todo n E N, existe xn E K tal que xn f/. Uf.=lei . 

La sucesión {Xn} construida de esta forma es acotada, ya que K es acotado, así por 

el teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 31) existe {xn,} subsucesión convergente 

de {xn} . 

Sea z el límite de la sucesión {xn,}. Como K es cerrado, z E K. 

Sabemos que e:' es cubierta de K, entonces existe e. E e:' tal que z E e. y por 

la definición de convergencia existe jo E N tal que si j 2: jo, entonces xnj E e.j.En 

particular, existe nj 2: i tal que x nj E e¡; esto es una contradicción ya que si nj 2: í 

entonces xnj f/. ei . Por lo tanto K es compacto. -

A continuación mencionaremos algunos ejemplos de conjuntos cerrados y acotados 

que no son compactos. 

Ejemplo 63 Sean (X, d) un espacio métrico, X infinito y d la métrica discreta, es 

decir: 
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si x =y 

si x # y 
La primera observación es que todo subconjlUlto de X es abierto y cerrado. 

Veamos: 

Sea A <;;: X y sea x E A. La bola B~(x) = {x} <;;: A. Por lo tanto A es abierto. 

Sea B <;;: X. Como todo subconjlUlto de X es abierto entonces X"",B es abierto, 

por tanto B es cerrado. 

La segunda observación es que todo subconjlUlto de X es acotado. Veamos: 

Sea A <;;: X y sean x, y E A tales que x # y, entonces d(x , y) = 1, asi el diamA = 1, 

por lo tanto A es acotado. 

Sin embargo si A <;;: X es infinito, entonces A no es compacto: 

Sea Q: = { B ~ (x) : x E A} . Entonces Q: es cubierta abierta de A y no existe subcu­

bierta finita pues si existiera C[' subcubierta finita digamos Bl(X¡), Bl (X2), ... , Bl (xn ) 
2 2 2 

se tendría que A es finito. Por lo tanto A no es compacto. 

Ejemplo 64 Sea Q el conjunto de los numeras racionales con la topología usual y 

sea A = [a , b] nQ. 

El conjlUlto A es cerrado y acotado en Q. Veamos que A no es compacto en Q. 

Sea p E IR"",Q tal que p E (a , b), observemos que para todo q E A se tiene q E Q. 

{ 

{w E IR tales que q < w} , si p < q 

Sea V (q) = 
{z E IR tales que z < q} , si q < p 

Entonces V (q) n A es abierto para todo q E A. Así veremos que la familia 

{V (q) nA} qEA es lUla cubierta abierta de A que no tiene subcubierta finita. Veamoslo: 

Supongamos que si, es decir que existe {V (qi ) n A}iE{I , .. . ,n} subcubierta finita de 

{V (q) n A}qEA. Sea q* = mÍn {qi : P < q}, así los elementos de A entre p y q* no 

pertenecen a ningún elemento de la subcubierta. Por lo tanto A no es compacto. 

Ejemplo 65 Sea Q:(X) = {f : [0 , 1] --+ IR: f es continua} con la m étrica del supre­

mo dada por d (1, g) = máx {If(x) - g(x)1 : x E [0, 1j} . 

Sea 9Jl = {f E Q:(X) : f( x ) E [0,1j}. 

Veremos que 9Jl es lUl conjlUlto cerrado y acotado pero no es compacto. 
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Sea h(x) E ([(X)"'-illl, entonces existe Xo E [0 , 1] tal que h(xo) > 1 ó h (xo) < ° 
y sea lO = I h(X~)- I I , así Be(h) ~ ([(X)"'-illl. Hemos visto que el complemento de illl es 

abierto y por tanto illl es cerrado. illl es acotado pues diamilll = 1. 

Veamos ahora que mt no es compacto. 

Sea Jn(x) = Xn, {Jn} ~ illl, la sucesión {Jn} es acotada pues illl es acotado y el 

lúnite puntual (ver [8],pag. 153) límn~oo Jn = g, donde 9 se define como sigue: 

{ 
1

0 

g(x) = 
si XE[O,l) 

si x=l 

La primer observación, es que 9 .;. ([(X) ya que no es continua y por tanto el 

conjunto "1 = {Jn: n E N} no es cerrado en ([(X). Veamos que "1 no es compacto. 

Sea ([ = { B ~ (Jn) : n EN}, veremos que ([ es una cubierta abierta de "1 de la 

cual no se puede extraer una subcubierta finita. 

Supongamos que existe ([' subcubierta finita de ([, entonces existen ni, n2 , .. . , nk E 

N tales que ([' = {B ¡ (Jn¡), ... ,B ¡ (Jno)}. Consideremos a n' E N tal que 
2n }+2 ~ 

n' > máx {ni , n2, ... , nd, así Jn' no pertenece a ningún elemento de (['. Por lo tanto 

"1 no es compacto. 

También notemos que ni illl ni ([(X), son compactos ya que si illl fuera compacto, 

entonces cualquier subconjunto cerrado de illl sería compacto, lo cual no sucede como 

ya vimos. De la misma forma, ([(X) no es compacto. 

Ejemplo 66 Sea [2 = {(ah~,il3, ... ) : ai E IR, 2::::1 a~ < oo}, donde la distancia 

esta dada como sigue: 

d(a, b) = VE::1 (bi - ai)2. Sea E = {Xi = (:4, xt~ , ... ) : :S = 1, x{ = 0, i i' j}. 
Veremos que E es cerrado y acotado pero no compacto. 

Notemos que si Xi, Xj son dos elementos distintos de E, entonces d(Xi , Xi) = Y2. 
E es acotado ya que el diamE = sup {d(Xj, Xi) : Xj, Xi E E} = Y2. 
Ahora veamos que E es cerrado. 

Sea a E 12"'-E, veremos que la bola B:ii (a) contiene a lo más un punto de E. 
2 

Si Xi, Xi E En B:ii (a), entonces d(Xi, Xi) :::: d(Xi, a) + d(a, Xi) ~ :1{- + :1{- = v'2, 
2 

obtenemos así que v'2 < v'2 , lo cual es una contradicción. Por tanto, B:ii (a) n E 
2 

contiene a lo más un punto. 

Supongamos que Xi E B:ii(a) y sea r < d(Xi , a), entonces por el argumento 
2 

anterior Br(a) e [2"'-E. En consecuencia, E es cerrado. 
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Por último, dado que la distancia entre cualesquiera dos elementos de E es igual 

a ..;2, entonces la familia e: = { B,,? (Xi) : Xi E E}, no contiene subcubierta finita al­

guna. Por tanto, E no es compacto. 

Teorema 67 La imagen continua de un espacio compacto es compacto. 

Prueba. Sean X un espacio topológico, A e X compacto y f : X -+ Y tal que f 
es continua y suprayectiva. 

Sea C una cubierta abierta de f(A), entonces {J - l(C) : CE C} es una cubierta 

abierta de A. 

Como A es compacto, entonces existe {J- l(C¡),J- l(C2), • • .J- l(Cn )} tales que 

A e Uf=d -1 (Ci ), así f(A) e ~lCi. Por lo tanto f(A) es compacto .• 
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Capítulo 3 

Espacios N umerablemente 

Compactos 

Definición 68 Sea X un espacio métrico, sea M ~ X Y sea E > O. Una E - red de 

M es un conjunto A ~ X tal que para todo x E M existe un punto a E A que cumple 

d(x,a) SE . 

Ejemplo 69 Los puntos de coordenadas enteras en JR2 forman una ~ - red del 

plano. 

Definición 70 Un conjunto M se llama totalmente acotado cuando para toda E > O 

existe una E - red finita de M . 

Es decir, un conjunto M es totalmente acotado, cuando dado E > O, M se puede 

cubrir con un número finito de bolas cerradas de radio E. 

Observación: En general no es necesario que la E-red esté contenida en el conjunto 

M. Sin enhargo, si M es totalmente acotado, la E - red puede construirse de manera 

que sea un subconjunto de M. 

Sea E ~ O Y {al, ~, ... , a,.,} e X una E - red de M. Supongamos que para cada 

ai existe b¡ E M tal que d(ai.b¡) S E, así d(x , b¡) S d(x, ai) + d(ai, b¡) S E + E = 2é, es 

decir {b¡,b2 , oo., bn } es una 2é - red de M. 

Veamos también que un conjunto totalmente acotado, es acotado. 

Sea M totalmente acotado y sea E > O. Por definición existe una E - red A finita 

de M. Entonces M = UaEA (Be(a) n M). Por lo tanto M es acotado, ya que es unión 

finita de conjuntos acotados. 

Sin embargo, en general no es cierto que un conjunto acotado sea totalmente 

acotado. 

25 
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Ejemplo 71 Consideremos la esfera unitaria del espacio ['1 y nuevamente el conjunto 

E = {ij = (x{ ,:z;{, ... ): X; = l , x{ = O si i t- j}, como diamE =..;2, para e < yt no 

existe una e - red finita. 

Por último veamos que si M es totahnente acotado, entonces M también es 

totahnente acotado. 

La razón es la siguiente: 

Sea e > O Y sea Xo E M, entonces existe Yo E B!. (xo) n M. Como M es totahnente 
2 

acotado existe una ~ - red A de M, así hay un a E A tal que d(a,yo) S ~. Además 

cumple la siguiente condición: 

d(a, xo) S d(a, 1:A¡) +d(yo,xo) < ~ + i = e 

Así A es una e - red finita de M. Por lo tanto M es totalmente acotado. 

Definición 72 Un espacio X es numerablemente compacto si dado S ~ X nume­

rable, se tiene que S tiene un punto de acumulaci6n. 

Teorema 73 Todo espacio métrico numerablemente compacto es totalmente acotado. 

Prueba. Supongamos que X no es totahnente acotado, entonces existe e > O tal 

que no existe una e - red finita en X. 

Sea x¡ EX, entonces existe X2 E X tal que d(x¡, X2) > e. 

Nuevamente como X no es totalmente acotado existe x3 E X tal que d(x¡, X2) > e 

y d(x¡, X3) > e. 

Si continuamos con ese procedimiento, como d(x¡,xj) > e, obtendremos una suce­

sión {xn} no convergente de elementos de X; es decir obtuvimos un subconjuno 

numerable de X que no tiene punto de acumulaCión, lo cual es una contradicción. Por 

lo tanto X es totalmente acotado. • 

Corolario 74 Todo espacio métrico numerablemente compacto, es separable y segun­

do numerable. 

Prueba. Demostremos primero que existe D ~ X denso y numerable. 

Por el teorema anterior sabemos que X es totahnente acotado. 

Sea en = ~, n E N, así existe para toda n E N una en - red finita a la cual 

denotamos por Dn. 

El conjunto D = ~¡Di es un conjunto numerable, ya que es unión numerable de 

conjuntos finitos. 

Bastará con demostrar que D es denso en X. 
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Sea U abierto de X y sea Xo E U. Como U es abierto, existe r > O tal que 

Br(xo) ~ U. 

Sea n E N tal que ~ < r. Para Xo existe y E Dn tal que d(xo , y) ::; ~ < 1'. 

Así Br(xo) n D -10, entonces D n U -10. Por lo tanto D es denso en X. 

Finalmente X tiene base numerable ya que es separable. (ver Teorema 37) .• 

El siguiente teorema muestra la relación que hay entre los espacios compactos y 

los numerablemente compactos. 

Teorema 75 Todo espacio compacto es numerablemente compacto. 

Prueba. Supongamos que X contiene un conjunto numerable R, sin puntos de 

acumulación. 

Sea R = {Xl, X2, X3, ... } y consideremos los siguientes conjuntos: 

TI = R, T2 = {X2, X3, X4, ... }, •.• , Tn = {Xn, Xn+l, Xn +2, ... }, .•. para cada n E N. 

Por construcción TI ::) T2 ::) T3 ::) . •• 

Además cada Ji es cerrado ya que contiene a todos sus puntos de acumulación y 

la famila {Ji} forma un sistema centrado. 

Como R no tiene puntos de acumulación, entonces n~l Ti = 0, lo cual es una con­

tradiccón ya que X es compacto (ver Teorema 54). Por lo tanto X es numerablemente 
compacto. _ 

El siguiente lema nos ayudará a demostrar una caracterización de los conjuntos 

numerablemente compactos. 

Lema 76 Todo cubierta numerable de X contiene una subcubierta finita si y sólo si 

todo sistema centrado numerable de conjuntos cerrados de X tiene intersección no 

vacía. 

Prueba. Sea {Tn } un sistema centrado numerable de conjuntos cerrados. 

Demostremos que tiene intersección no vacía. 

Supongamos que n~l Ti = 0, y consideremos los complementos de cada uno de los 

elementos del sistema. 

Sea <r = {X"'-T¡, X",T2 , X",-T3 , . .. }. Cada uno de los elementos de <r es abierto y 

son tales que: 

X = X",-(n~l Ti) = U~l (X"'-Ti ), es decir, <r es una cubierta abierta de X. 
Por hipótesis existe una subcubierta finita, así para alguna n E N, se cumple que 

Uj'=I(X"'-JiJ = X; entonces n~ITij = 0 lo cual es una contradicción ya que {Tn } es 

un sistema centrado. Por lo tanto n~IJi -1 0. 
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Demostremos ahora el recíproco del teorema. 

Supongamos que todo sistema centrado numerable de cerrados de X tiene inter­

sección no vacía. 

Sea ~ = {C¡, C2, C3 , ... } cubierta numerable de X y supongamos que no contiene 

subcubierta finita, es decir, siempre que se tome la unión de un número finito de 

elementos de ~ existe Xo E X tal que Xo es elemento del complemento de esa unión. 

Sea R = {X"'-.C¡,X"'-.C2 ,X"'-.C3 , ... }, observemos que cada elemento de R es 

cerrado y cumple que nj'=I(X"'-.Cij ) = X"'-.(Uj'=lCiJ =10 para toda n E N, es decir, 

R es un sistema centrado numerable de conjuntos cerrados con intersección vacia, lo 

cual es una contradicción. 

Por lo tanto ~ contiene una subcubierta finita. • 

Teorema 77 Un espacio topol6gico X es numerablemente compacto si y s6lo si todo 

sistema centrado numerable de conjuntos cerrados de X tiene intersecci6n no vac{a. 

Prueba. Sea X un espacio topológico numerablemente compacto y sea {Tn } un 

sistema centrado numerable tal que cada Tn es cerrado. 

Sabemos que n~= l Ti =1 0 para cada n E N Y además TI ;2 n~=I7i ;2 ~=I Ti ;2 ... 

Observemos que si todas las intersecciones son distintas, existe xn E n~=I Ti"'-.Tn +¡. 

Entonces {xn} tiene punto de acumulación digamos xo. 

Afirmación: Xo E n~lTi = T. 

Supongamos que Xo r/:. T. Entonces Xo E V = X"'-.Tno para alguna 11.{) E N. Como 

Tnoes cerrado, V es abierto, así que existe N E N tal que si n > N X n E V 

Esto es una contradición ya que si n > máx {11.{), N} se tiene que X n E TI n ... n 
Tno n ... n Tn , es decir X n E Tno y xn E V. 

Por otra parte, si a partir de cierto momento las intersecciones son iguales también 

se cumple que Xo E T. Por tanto , n~l1i =10. 
La demostración del regreso se hace por contrapositiva, suponiendo que X no es 

numerablemente compacto y análogamente a la demostración del teorema anterior se 

demuestra la existencia de un sistema centrado numerable de conjuntos cerrados de 

X cuya intersección es vacía. • 

Hemos visto ya que un espacio compacto es numerablemente compacto, sin em­

bargo no todo numerablemente compacto es compacto. 

Para ejemplificar esto necesitaremos las siguientes definiciones: 

Definición 78 Sea X un conjunto no vacío. Una relaci6n::; en X es un orden parcial 

si satisface lo siguiente: 



i) x ~ x para toda x E X, 

ií) si x ~ y f3 y ~ z, entonces x ~ z, 

iii) si x ~ y f3 y ~ x, entonces x = y. 

Notación 79 A la pareja (X,~) se le llama conjunto parcialmente ordenado. 
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Definición 80 Sea X un conjunto parcialmente ordenado tal que para todo x, y E X 

se tiene x ~ y o y ~ x. En este caso se dice que X está totalmente ordenado. 

Notación 81 Dados un conjunto parcialmente ordenado X, Y un punto y E X, deno­

taremos al subconjunto {x E X : y < x} como (y, -+) y al subconjunto {x E X : x < y} 

como (<-, y). 

Teorema 82 Sea X un conjunto totalmente ordenado y no vacío, entonces el con­

junto f3 = {(y,-+): y E X} U {(<-,z) : Z E X} U {(y,z): y,z E X} U {X} es la base 

de una topología en X, a la que se le llama topología delorden (ver [3], pago 8). 

Definición 83 A un conjunto totalmente ordenado considerado con la topología del 

orden se le llama espacio topológico ordenado. 

Teorema 84 Todo espacio topológico ordenado no vado es normal. 

Prueba. (ver [3], pago 10). • 

Definición 85 Un conjunto (A,~) es bien ordenado, si y sólo si (A,~) es un con­

junto parcialmente ordenado y todo B ~ A tiene elemento mínimo. 

Construyam08 el conjunto n, que nos servirá para construir un ejemplo de un 

espacio numerablemente compacto que no es compacto. 

Recordemos que dado un conjunto A, se define la potencia de A, como el conjunto 

formado por los subconjuntos de A; y la denotamos como peS). 

Definición 86 Sea S un conjunto y sea <t e peS). Decimos que <t es una cadena si 

dados A, BE <t se tiene que A e B o B e A . 

Existen varias equivalencias del Axioma de Elección (ver [9], pago 99), en nuestro 

trabajo utilizaré las siguientes: 

1.- Teorema del Buen Orden: Para todo conjunto hay un Buen Orden 

2.-Lema de Zom: Sea S un conjunto. Si toda cadena de S tiene alguna cota superior 

en S, entonces existe un elemento maximal en S. 
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Sea (X,~) un conjunto bien ordenado, no nwnerable. 

Sea p f/:. X. El conjunto X· = X U {p} es un conjunto bien ordenado anteponiendo 

las siguientes condiciones: 

i) p ~ p. 

ii) para todo x E X, se tiene que x < p. 

Sea A ~ X·, entonces A = {p} o A n X'" 0. 

Si A = {p}, entonces A tiene primer elemento, a saber el mismo p. 

Si A n X '" 0 y como A n X ~ X, entonces A tiene primer elemento y como x < p 

para cualquier elemento de X, entonces el primer elemento de A n X es el primer 

elemento de A. Por lo tanto X· es un conjunto bien ordenado. 

Se define como O al primer elemento de X·. 

Sea w¡ = mÍn {x EX· : [O, x] es no numerable}. Nótese que w¡ existe debido a 

la existencia del punto p. Tenemos entonces que [O, w¡J también es un conjunto bien 

ordenado. 

Notación 87 Al conjunto [O, w¡] lo denotamos con la letra n. A los elementos de 

este conjunto se les llama números ordinales. 

Notación 88 Al conjunto [O ,w¡) lo denotaremos con la letra no. 
Definición 89 Sea X un espacio topol6gico ordenado. Diremos que un subconjunto 

no vacío A de X está acotado si A tiene cota superior y cota inferior. 

Teorema 90 Sea X un espacio topológico ordenado y no vacío, si todo subconjunto 

acotado superiormente y no vacío A de X tiene supremo, entonces todo subconjunto 

acotado inferiormente y no vacío A de X también tiene ínfimo. 

Prueba. (Ver [3], pago 19). _ 

Definición 91 Sea X un espacio topol6gico ordenado y no vacío. Diremos que X es 

completo si todo subconjunto acotado superiormente y no vacío de X tiene supremo. 

Teorema 92 Todo conjunto no vacío, acotado superiormente en no tiene supremo. 

Prueba. Sea A e no, A", 0 y sea e: = b E no : 'Y es cota superior de A} . Como 

e: ~ no, entonces e: tiene primer elemento, ese es precisamente la cota superior mínima 

de A. Por lo tanto A tiene supremo. _ 

Teorema 93 Sea X un espacio topol6gico ordenado y no vacío. Entonces, X es com­

pacto si y s6lo si X es acotado y completo. 
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PMleba. (Ver [3J, pago 20). _ 

Corolario 94 El conjunto [O, aJ es compacto, para toda a E Oo. 

PMleba. [O, aJ es acotado. Como esta acotado superiormente, entonces tiene 

supremo. Por lo tanto es compacto. _ 

Corolario 95 O es compacto. 

PMIeba. O es acotado. Dado que todo subconjunto de n es el mismo O o es 

subconjunto de no, entonces tiene supremo, es decir O es completo. Por lo tanto es 
compacto. _ 

Teorema 96 Todo conjunto numerable y no vado en no tiene supremo. 

PMleba. Sea A ~ no, A f= 0 y supongamos que A es numerable. 

Sea a E A. Observemos primero que el conjunto [O, aJ es numerable, de no ser asi, 

w} ::; a. 

Entonces el conjunto U {[O, a J : a EA} es numerable. 

El conjunto no \ U {[O, aJ : a E A} es numerable y tiene primer elemento, digamos 

(3. 
Ahora f3 1. U nO, aJ : a EA}, esto quiere decir que (3 1. [O, aJ para toda a E A. 

Así a < f3 para toda a, es decir f3 es cota superior de A. Por lo tanto gracias al 

Teorema 92, A tiene supremo. _ 

Ejemplo 97 no es numerablemente compacto, sin embargo no es compacto. 

Para ver que no es numerablemente compacto, por el Lema 76 y el Teorema 77, 

basta probac que si \! = { el , e2 , . •• } es una cubierta abierta numerable de no, entonces 

\! tiene una subcubierta finita. 

Si no existe una subcubierta finita de \!, entonces para toda n E N existe a n 1. 
e} ue2 U ... U en. 

Sea a = sup {a}, a2, ... }. Entonces a E no y no existe subcubierta finita de \! que 

cubra al compacto [O, aJ. Esto es una contradicción, por lo tanto, no es numerable­

mente compacto. 

Ahora, dado que 0 0 es numerable, la cubierta de conjuntos de la forma [O, a), 

a E no no tiene subcubierta finita. Por lo tanto no no es compacto. 

Teorema 98 Sea X un espacio topológico segundo numerable. Entonces, los concep­

tos de compacidad y compacidad numerable coinciden en X. 



32 

Prueba. La primera parte del teorema, ya la hemos demostrado, es decir compacto 

implica numerablemente compacto (ver Teorema 75). 
Asi que bastará con demostrar la segunda parte del teorema. 

Supongamos que X es segundo numerable y que X es numerablemente compacto, 

demostremos la compacidad de X. 

Sea (1: = {Ci}iEI una cubierta abierta de X, como es segundo numerable y por 

el Teorema 47 X es un espacio Lindeloff, así de la cubierta (1: se puede extraer una 

subcubierta numerable, digamos (.'. Ahora; como X es numerablemente compacto y 

nuevamente por el Lema 76 y Teorema 77 de (1:' se puede extraer una subcubierta 

finita. Por lo tanto X es compacto. • 

Corolario 99 Todo espacio métrico numerablemente compacto es compacto. 

Prueba. Hemos demostrado ya que todo espacio métrico numerablemente com­

pacto es segundo numerable (ver Corolario 74), y de acuerdo al teorema anterior, 

también es compacto. • 

La acotación total no es una amdición suficiente para la compacidad, como se 

muestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 100 El espacio [0,1] n Q con la distancia usual es totamente acotado pero 

como ya se haMa visto anteriormente, no es compacto (ver Ejemplo 64) . 



Capítulo 4 

Producto de Espacios Compactos 

Definición 101 Se dice que A es un conjunto dirigido si y sólo si hay una relación 

:::; en A que satisface las siguientes condiciones: 

i) A :::; A, para toda A E A, 

ii) si Al :::; A2 Y A2 :::; A3 , entonces Al :::; A3 , 

iii) si A¡, A2 E A, entonces existe A3 E A tal que Al :::; A3 Y A2 :::; A3. 

A la relación:::; se le llama dirección de A. 

Ejemplo 102 Sea Ve el sistema de vecindades de un punto x en un espacio X y la 

relación de orden que este dada por Vi :::; V2 , sí Y sólo si Ví e VI. 

Veamos que con esta dirección Vx es un conjunto dirigido. 

i) Sea V E Vx , corno V e V, entonces V :::; V 

ii) Sean Vi, V2 , V;¡ E Vx tales que Vi :::; \12, V2 :::; V;¡, entonces \12 e Vi y V;¡ e V2 , 

así V3 e Vi. Por lo tanto VI :::; V;¡. 

iii) Sean Vi, \12 E Vx y v3 = VI n \12, entonces Va e Vi y v3 e \12, así Vi :::; V;¡ y 

V2 :::; V;¡. 

Definición 103 Una red en un conjunto X es una función P : A -+ X , donde A es 

un conjunto dirigido. 

Notación 104 El punto P(A) se denota por x;.. y denotaremos a la red P en X como 

{X;..LEA o bien {x;..}. 

Podernos ver que el conc.epto sucesión es un caso particular tornando a A = N 

que es un conjuntodirigido con el orden usual. Es de esperarse encontrar el concep­

to de convergencia en redes también corno una generalización de tal concepto para 

sucesIones. 
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Definición 105 Sea {x.xl una red en X. Decimos que {x,d converge a x E X si 

para toda vecindad V de x existe >.o E A tal que si A ~ >.o, entonces x>. E V . 

En otras palabras, decima3 que {x>.} converge a x si y sólo si toda vecindad de 

x contiene una cola de {x>.}. Frecuentemente se dice: cuando {x>.} converge a x, que 

{x>.} está residualmente en toda vecindad de x. 

Definición 106 Decimos que {x>.} tiene un punto de acumulación x si y sólo si para 

toda vecindad V de x y para toda AO E A existe A ~ >.o tal que x>. E V. 

Ejemplo 107 Sea N el conjunto de los números naturales, el cual es un conjunto 

dirigido con el orden usual. En N cualquier sucesión {xn } es una red. 

Ejemplo 108 Sea (X,d) un espacio métrico y sea Xo E X. Consideremos en el 

conjunto ~ {xo}. Con la relación x :::; y si y sólo si d(y , xo) :::; d(x, xo), el conjunto 

~ {xo} es un conjunto dirigido. 

En efecto, VeaIDa3 que se cumplen las tres propiedades que difinen a un conjunto 

dirigido: 

i) Para todo x E ~ {xo} se tiene que d(x, xo) = d(x, xo), por lo tanto x :::; x. 

ii) Sean x, y, z E ~ {xo} tales que x :::; y y y :::; z, es decir d(y, xo) :::; d(x, xo) y 

d(z, xo) :::; d(y, xo), entonces d(z, Xo) :::; d(x, xo). Por tanto x :::; z. 

iü) Para la prueba de este punto considerema3 la Br(xo), donde 

r = mÍn {d(x, xo), d(y, xo)}, así cualquier punto de esta bola cumple con la propiedad. 

Por lo tanto X"," {xo} es un conjunto dirigido. 

Ejemplo 109 Sea f : X -+ Y, donde Y es un espacio métrico. La restricción de f 
a X"," {xo} define una red en Y. 

Definición 110 Una red {x>.} en un conjunto X es una ultrared sí y sólo si para 

todo E e X, {x>.} esta residualmente en E ó residualmente en X"," E . 

Si A es un conjunto dirigido, y E X; fijo la función P : A -+ X, definido por 

P(A) = x para todo A E A es una ultrared en X. 

Teorema 111 Si {x>.} es una ultrared en X y f : X -+ Y es suprayectiva, entonces{J(x>.)} 

es una ultrared en Y. 
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Prueba. Sea A e Y. Entonces ¡ - l(A) = X,,¡-I(~A), así que X,,¡ - I(A) = 
¡-I(~A). 

Como {xÁ} es una ultrared está residuahnente en ¡-1(A) o bien en ¡-I(~A) 

así {f(xÁ)} está residuahnente en A o bien en ~A. Por lo tanto {J(xÁ)} es una 

ultrared en Y .• 

Definición 112 Un filtro F en un conjunto S, es una colección no vacía de subcon­

juntos no vacíos de S con las siguientes propiedades: 

i) si F1 y F2 E JF, entonces Fl n F2 E JF, 

ii) si F E F Y Fe F', entonces F' E F. 

Definición 113 Una subcolección Fo de lF es un filtro base de F si y sólo si todo 

elemento de F contiene algún elemento de F o. 

Ejemplo 114 Sea X un conjunto y sea A e X. Entonces el conjunto 

F = {F e X : A e F} es un filtro . Veamoslo: 

i) Sea F1 , F2 E lF, entonces A e F1 y A e F2 , así A e (F1 n F2 ). Por lo tanto 

Fl nF2 EF. 

ü) Sea Fl E F. Supongamos que F1 e B, así A e F1 e B y se tiene entonces 

que A e B.Por lo tanto B E F. En consecuencia JF es un filtro. 

Observación: {A} es un filtro base de F. 

Ejemplo 115 Sean X un espacio topológico y A e X, entonces 

F = {U e X: A e UD} es un filtro en X. Veamos: 

i) Sean FJ, F2 E lF. Por definición, A e 11 y A e F!í, entonces A e (Ff n F'2) = 
(F¡ n F1)o. Por lo tanto Fl n F2 E F. 

ü) Sea F E F Y sea F' tal que F e F'. 

Como FD e (F') ° Y A e FD e (F') ° se tiene que F' E JF. 

Por lo tanto F es un filtro en X. 

Definición 116 Un filtro F en un espacio topológico X se dice que converge a x si 

y sólo si V", e JF . 

Definición 117 Se dice que JF tiene un punto de acumulación x si y sólo si x E 

n{F: FE F}. 



Observación: Si lF converge a x , entonces x es un punto de acumulación de lF. 

La Razón es la sig·uiente: 

Sea F E lF Y sea V vecindad de x , como V E lF entonces V n F =1 0, para todo 

FE lF. Así x E F, para todo F E lF. Por lo tanto x es un punto de acmnulación de lF. 

Definición 118 Un filtro lF es un ultra filtro si es maximal respecto a la contención. 

Teorema 119 UnfiltrolF en X es unultrafiltro si ysólosiparatodoA cX, se 

tiene que A E lF o bien X "'-A E lF. 

Prueba. Sean A e X y lF un ultrafiltro en X. 

Supongamos que A y X\A no son elementos de lF. 

Si A n F =10 para todo FE lF, entonces el conjunto 1> = {A n F : FE lF} es una 

base para algún filtro lF'. 

Como A n F E lF' Y A n F e A, entonces A E lF'. Dado que A f/. lF se tiene que lF' 

es más fino que lF lo cual es una contradicción, pues lF es un ultrafiltro. 

Supongamos ahora que A n F¡ = 0 para algún F¡ E lF Y que (X\ A) n F2 = 0 para 

algún F2 E lF. 

Entonces F¡nF2 = ((F¡ n F2 ) n A)U((F¡ n F2 ) n (X\A)) e (F¡ n A)U(F2 n (X\A)) = 
o que es una contradicción ya que F¡ y F2 E F. Así que (X\A) n F =1 0 para toda 

FE lF. 

Consideremos nuevamente como en el caso anterior el conjunto 1> = {(X\A) n F: FE lF} 

que es base para algún filtro lF' en X mas fino que lF ya que (X\A) E lF' y no en lF. 

Por lo tanto A E lF o bien (X\A) E lF. 

Supongamos ahora que A E lF o (X\A) E lF para todo A e X. Veremos que lF es 

un ultrafiltro. 

Si lF' un filtro más fino que lF entonces hay algun conjunto A E lF' tal que A f/. lF. 

Así por hipótesis (X\A) E lF y como lF e lF' se tiene que (X\A) E lF' lo cual es 

una contradicción pues A n (X\A) = 0. Por lo tanto lF es un ultrafiltro .• 

Teorema 120 Todo filtro lF esta contenido en algún ultra filtro. 

Prueba. Sean lF un filtro y ~ la colección de todos los filtros que contienen a lF y 

dotémoslo del siguiente orden parcial: decimos que lF¡ s: lF2 si Y sólo si lF¡ e lF2 • 

Consideremos una cadena <!: = {lFi : i E I}. Entonces UiE1lFi es una cota superior 

para la cadena. 

Veamos que UiE1lFi es un filtro. 
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Sean F1 , F2 E UiE1lFi. Por definición FI E lFi Y F2 E lFj , para algunos i,j E l. 

Como ([ es una <".adena; suponemos sin pérdida de generalidad que lFi e lFj . Entonces 

F¡ E lFj . Por lo tanto, FI n F2 E lFj . Así F¡ n F2 E UiEllFi. 

Sea FE UlFi y sea B tal que F e B. Como F E lFi para alguna i E 1 Y F e B, 

entonces B E lFi. Por lo tanto B E UiE1lFi. Por lo tanto UlF; es un filtro. De aquí que 

la cadena ([ tiene un elemento maximal el cual contiene al filtro lF. Así pues, por el 

Lema de Zorn, podemos concluir que el filtro lF está contenido en alg;{m ultrafiltro. _ 

Definición 121 Si {x.d es una red en X, el filtro generado por {x.d consiste de los 

conjuntos: B;;.o = {x;;. : A ;::: AO, Ao E A} . 

Definición 122 Si lF es un filtro en X , sea AF = {(x , F) : x E F E lF} . Notemos que 

AF es un conjunto dirigido con la relación (x}, F1 ) :S (X2 , F2 ) si Y sólo si F2 e F1 . 

La función dada por P(x , F) = x es una red en X llamada frecuentemente la red base 

de lF . 

Teorema 123 Para todo espacio topológico X las siguientes condiciones son equi­

valentes: 

i) X es compacto, 

ii) toda familia de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la intersección 

finita tiene intersección no vacía, 

iii) todo filtro en X tiene un punto de acumulación, 

iv) toda red en X tiene un punto de acumulación, 

v) toda ultrared en X converge, 

vi) todo ultra filtro en X converge. 

Prueba. i) => ii) 

Ver Teorema 54.. 

ii) => iii) 

Sea lF un filtro en X. 

Como nf=¡F,,¡ -¡. 0, entonces nf=lF,,¡ -¡. 0 para toda i, es decir {F: F E lF} tiene 

la propiedad de la intersección finita. Así n"E1F" -¡. 0. Por lo tanto lF tiene un punto 

de acumulación. 

iii) => iv) 

Sean {x.xl una red en X y lF el filtro generado por {x>.}. Por hipótesis lF tiene un 

punto de acumulación, digamos xo. 

Afimación: Xo es un punto de acumulación de la red {x>.}. 
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Sea >.o E A Y U abierto de X tal que Xo E U. Como Xo E BAO' entonces U nB AO -1= 0, 
así existe A E A tal que X A E U Y A ~ >.o. Por lo tanto Xo es un punto de acumulación 

de {xA} . 

iv) =* v) 
Sea {xA } una ultrared en X. Entonces {xA } tiene un punto de acumulación, di­

gamos Xo. 

Afirmación: {x A} converge a xo. 

Sea U abierto de X tal que Xo E U. Supongamos que {x A} esta residualmente en 

~U, entonces existe >.o E A tal que si A ~ >.o, entonces X A E X"'-U. Como Xo es un 

punto de acumulación de {xA } , para >.o existe A ~ ~ tal que X A E U, lo cual es una 

contradicción. Así {xA} está residualmente en U. Por lo tanto la red converge a Xo. 

v) ~ vi) 

Sea F un ultrafiltro en X y sea P la red base de F. 

Afirmación: P es una ultrared. 

Sea E e X. Como F es un ultrafiltro E E F ó ~E E F. 

Sin pérdida de generalidad supongamos que E E F. Sean P E E y (q, F) ~ (p, E), 

entonces P(q, F) = q E F e E, así q E E. Por lo tanto P está residualruente en E . 

De aquí que P es una ultrared. Tenemos entonces que P converge a un punto Xo E X . 

Sea U vecindad de Xo, entonces existe (]:U, Fo) E AF tal que si (p, F) ~ (po, Fo), se 

tiene que pE U. 

Afirmación: Fo e U. 

Supongamos que existe q E Fo"'-U. Como (q, Fo) ~ (]:U, Fo), entonces q E U, pero 

esto es una contradicción. Así Fo e U, de aquí que U E.F. Por lo tanto F converge a 

Xo· 
vi) ~ i) 
Sea e = {Ci : i E I} una cubierta abierta de X. Supongamos que cualquier sub­

cubierta finita de e no cubre a X, es decir: ~ {Cil U Ci2 U .. . U C ... } -1= 0 para toda 

n. 

Afirmación: La colección de conjuntos de la forma X "'-(CI U C2 U ... U Cn ) son una 

base para algún filtro F en X. 

Sean A "" X"'-(CI U C2 U ... U Cn) y B = X",-(q U q U .. . U q). Entonces 

AnB = X"'-(CI UC2 U ... ucnuq uqu ... uCk). 
Entonces F e F* donde F' es un ultrafiltro y F' converge a Xo para algún Xo E X . 

Como e es cubierta, Xo E C para algún C E e, así C E F' . Además ~ C E F e 
lF', entonces 0 E F' lo cual es una contradicción. Por lo tanto X es compacto. • 

Definición 124 Sean Xl , X 2 , ••. , X n espacios topológicos. La topología producto del 
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confunto IIi=lXi es la que tiene como base a todos los conjuntos de la forma II~l Ui, 

donde Ui es un abierto de Xi, para i = 1, ... , n . 

Definición 125 Si {Xa} aEI es una familia infinita de espacios topológicos. La topolo­

gía producto del conjunto IlaXa es la que tiene como base a todos los conjuntos de la 

forma IlaU"" donde Ua es abierto de X"" para cada a E 1. 

Definición 126 La topología de Tychonoff o topología producto en IlaX", tiene como 

base para los conjuntos abiertos a los conjuntos de la forma IIaU", donde 

i) U", es abierto en Xa para toda a E J, 

ii) Ua = Xa, excepto para un número finito de coordenadas a. 

Teorema 127 Una red {x>.} en un producto II",Xa converge a x si y sólo si para 

toda a se tiene que 1I"a(x>.) converge a 1I"a(x) en X", . 

Prueba. Ver [7], pago 76 .• 

Definición 128 Si X, Y son espacios topológicos y f : X --> Y, decimos que f es 

abierta (cerrada) si y sólo si para todo conjunto A abierto (cerrado) en X, f(A) es 

abierto (cerrado) en Y. 

Definición 129 La funcion 11"(3 : IlaX", --> X(3, definida por 1I"(3(x) = x(3, es decir la 

(3 - ésima coordenada, se le llama la función proyección de IIaXa en X (3 . 

Teorema 130 La proyección 11"(3 : IlaX", --> X(3 es continua y abierta. 

Prueba. Veamos que la proyección es continua. Sea U(3 abierto en X(3, entonces 

1I"pl(U(3) = IIaVa, donde Va = Xa para a f (3 y V(3 = U(3.ABí 1I"pl(U(3) es abierto en 

IIaXa. Por lo tanto 11"(3 es continua. 

Demostremos ahora que es abierta: 

Sean A abierto en IlaXa y x E 1I"(3(A), entonces existe Z E A tal que 1I",d(z) 

X. Ahora, existe un básico IlaUa en el producto tal que Z E IlaU", e A, así x E 

1I"(3(II",Ua) e 1I"(3(A). Como 11"(3 es continua 1I"(3(IlaUa) es abierto. Por lo tanto 1I"(3(A) es 

abierto en X(3. • 

Lema 131 Sean X, Y espacios topológicos, sean y E Y y A e X compacto. Entonces 

para todo W e X x Y, W abierto tal que A x {y} e W existen U e X y V e Y 

tales que A X {y} e U x V e W. 
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Prueba. Sea W abierto tal que A x {y} e W, y sea x E A. 

Como W es abierto la pareja (x, y) tiene una vecindad de la forma Ux x Vx tal 

que (x, y) E Ux x Vx e W, donde Ux e X y \1" e Yo 

Así A x {y} e UXEAUx x \1,,0 

Notemos que la familia {Ux : x E A} es una cubierta abierta de A y como A es 

compacto existen {x), X2, o o o, Xk} tales que A x {y} e U~= 1 U Xi X VXi o 

Sea U = U~=l UXi> entonces U es abierto pues es unión de abiertos o 

Sea V = ntl \l"i o V es abierto ya que es intersección finita de abiertos o 

Ahora A e U pues U es cubierta de A y también se cumple que y E V ya que 

y E VXi para toda i = 1,2, ooo,k, entonces A x {y} e U x V y además U x V e Wo • 

El lema anterior, se puede generalizar de la siguiente forma: 

'Ieorema 132 Sean X, Y espacios topológicos, sean A e X y B e Y compactoso 

Entonces paro todo W e X x Y abierto tal que A x B e W existen U e X y V e Y 

abiertos tales que A x B e U x Ve W o 

Prueba. Sea Yo E B. Por el lema anterior sabemos que existen U¿o' V;o abiertos 

tales que A x {Yo} e U¿o x V;o e Wo 

Notemos que {U¿} !lEB Y {~} !lEB son cubiertas abiertas de A y B respectivamente o 

Como Ay B son compactos existen {y), Y2, ooo,Yk} y {y~, 1h, ooo,Un} tales que {U¿,} ,i = 
1, 000' k y {V;,} ,j = 1, 000' no 

son subcubiertas finitas de A y B respectivamente o 

Sean U = n~=l U~i ' V = Uj=l V;; abiertoso 

Veamos que A x B e U x Ve Wo 

Sea (x, y) E A x Bo Como y E B y {V;;} es cubierta de B, entonces y E V;; para 

alguna j E {l,o oo, n}, Así (x,y) E U x V pues x E U¿ para toda y E Bo Por lo tanto 

AxB cUx Vo 

Ahora, si (x, y) E U x V, entonces y E ~; para alguna j E {1, 000' n}, así que 

(x, y) E U¿; x V;j e Wo Por lo tanto U x Ve W . • 

Veamos un ejemplo de un espacio que no es normalo 

Ejemplo 133 Si X es la Linea de Sorgenfrey, X x X no es un espacio normalo 

La diagonal L = {(x, y) : y = -x} es cerrado en X x X y con la topología relativa 

es discretoo F = {(x, -x) : X E Q} y su complemento L - F son cerrados ajenos en 

X y son tales que no se pueden separar, ya que cualquier abierto que contenga a F 

necesariamente tiene intersección no vacia con L - F (ver [5], pago 1(0)0 
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Teorema 134 Para todo espacio Hausdorff son equivalentes las siguientes proposi­

ciones: 

a) X es compacto, 

b) para todo Y la proyección 7r : X X Y -t Y es cerrada, 

c) para todo Y nonnalla proyección 7r : X x Y -t Y es cerrada. 

Prueba. a) => b) 

Supongamos que X es compacto y veamos que la proyección 7r : X X Y -t Y es 

cerrada. 

Sea F e X x Y cerrado, demostremos que el complemento de 7r( F) es abierto. 

Sea y E ~7r(F), entonces X x {y} e (X x Y) "-F. Como F es cerrado, 

(X x Y) "-F es abierto, así por el lema anterior existen U y V abiertos de X e 

y respectivamente tales que X x {y} e U x V e (X x Y)"-F; y E V entonces 

X X V e (X x Y) "-F asi que (X X V) n F = 0 entonces 7r(F) n V = 0.Por lo tanto 

7r( F) es cerrado en Y. 

b) => e) 

Si para todo Y la proyección 7r : X X Y -t Y es cerrada, en particular esto pasa 

cuando Y es nonnal. 

e) => a) 
Sean X espacio topológico, supong6ID.OS que para todo Y nonnal la proyección 

7r : X x Y ---> Y es cerrada, demostremos que X es necesari6ID.ente compacto. 

Sea {Fs} sES una familia de cerrados en X con la propiedad de la intersección finita 

y tal que nsEsF. = 0: 

Sea Yo ti- X, consideremos Y = X U {Yo} y dotemos a Y de la topología que 

consiste en todos los subconjuntos de X y todos los conjuntos de la forma {Yo} U 

(F., nF.2 n ... nF.,J U K donde Si E S, i = 1, ... ,n y K e X. 

Veamos que Y es un espacio TI. 

Sea z E X. Entonces ~ {z} ~ (X U {Yo})"- {z} = (~{z}) U {Yo} = {Yo} U 

(~{z}). Ahora como n.EsF. = 0 entonces z ti- nsEsFs, así existe So E S tal que 

z ti- F.o, entonces F so e X"- {z}. 

Así ~ {z} = {~} U Fso U (~{z})"-Fso, por lo tanto {z} es cerrado. Luego Y 

es un espacio TI. 

Veamos que Y es un espacio T4 • 

Sean R Y R' dos subconjuntos de Y cerrados ajenos. 

Supong6ID.os que Yo E R, entonces R' es abierto ya que es un subconjunto de X. 

Así R' es un conjunto cerrado y abierto, entonces ~R' es abierto pues es el 
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complemento de un cerrado y ademá'3 R e Y""-R' y R' n (~R') = 0. Por lo tanto, 

y es un espacio normal. 

Por otra parte, como X tiene la propiedad e) la proyección 7r(F) (donde F es 

la cerradura del conjunto {(x , x) : x E X} e X x Y) es cerrada en Y y X e 7r(F). 

Además Yo E 7r( F) ya que Yo E X = Y, así existe un punto Xo E X tal que (xo , Yo) E 

F. 

Para toda vecindad U de Xo y toda s E S se tiene que [U X ({Yo} U Fs )] n 
{(x, x) : x E X} f. 0, es decir, U n F. f. 0. Esto prueba que Xo E Fs para toda 

s E S, así que nsEsFs f. 0 lo cual es una contradicción. Por lo tanto X es compacto . 

• 
Corolario 135 El producto de un número finito de espacios compactos es compacto. 

PnIeba. Sean XI, ... , X k espacios compactos y Y un espacio topológico. 

Consideremos las siguientes proyecciones: 

PI : XI X X 2 X ... X X k X y -> X 2 X X 3 X ... X X k X y 

P2 : X2 X X 3 X . .. X X k X y -> X3 X X4 X . .. X X k X y 

Pk: X k X y -> y 

Cada proyección es cerrada dado que cada Xi es compacto para cada i = 1, 2, ... , k. 

Asíla composición p = Pk o Pk - l o ... o PI : Xl x X 2 X ... X X k X y -> y es cerrada. 

Por lo tanto el producto Xl x X 2 X ... X X k es compacto . • 

Teorema 136 (Tychonoff) 

El producto no vacío de espacios es compacto si y sólo si cada espacio factor es 

compacto. 

PnIeba. La proyección 7r¡3 : IIX", -> X¡3 es continua y suprayectiva, entonces X¡3 

es compacto. 

Inversamente, supongamos que {X",} es una familia de espacios compactos tales 

que X", f. 0 para toda a. 

Veamos que IIX", es compacto. 

Sea {x.d una ultrared en IIX"" entonces {7r¡3(x>.)} es una ultrared en X fj y como 

X¡3 es compacto la ultrared anterior converge en Xfj. Entonces po el Teorema 127 

{x>.} converge en IIX", . Por lo tanto el producto es compacto. • 



Capítulo 5 

Teorema de Arzela 

Teorema 137 Un espacio métrico X es compacto si y sólo si 

i) X es totalmente acotado. 

ii) X es completo. 

Prueba. Supongamos que X es llll espacio métrico compacto. Entonces X es 

nwnerablemente compacto, así X es totalmente acotado. 

Demostremos que X es completo. 

Sea {Xn} lllla sucesión de Cauchy en X y supongamos que no converge, esto quiere 

decir que {xn} no tiene plllltos de acumulación en X, esto es lllla contradicción ya 

que X es numerablemente compacto. Por lo tanto X es completo. 

Demostremos ahora el regreso del teorema. 

Supongamos que X es llll espacio métrico totalmente acotado y completo y de­

mostremos que X es compacto. 

Probaremos que X es numerablemente compacto. 

Sea {xn} ~ X. Por ser X totalmente acotado existe llll número finito de bolas 

cerradas de radio 1 que cubren a X, como { xn} es numerable existe lllla de estas bolas 

que contiene lllla infinidad de elementos de la sucesión, llamémosle Bl a esta bola. 

Ahora como B 1 también es totalmente acotado existe llll número finito de bolas de 

radio ~ tales que cubren a B 1 , nuevamente alglilla de esas bolas contiene lllla infinidad 

de elementos de la sucesión, llamémosle B 2 • nuevamente podemos cubrir a B 2 con 

número finito de bolas cerradas de radio i y podemos elegir a B3 tal que contiene 

una infinidad de elementos de la sucesión. Si continuamos con este procedimiento 

contruimos una sucesión de bolas cerradas {Bn}. Ahora para cada Bn elijamos una 

bola cerrada Vn con radio dos veces el radio de Bn y con centro en el mismo punto. 

Por construcción Vn 2 Vn + 1 para toda n EN, ya que si y E Vn+ 1 Y Zn + 1 , Zn son 

43 
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el centro de Vn+1 y Vn respectivamente, y rn y rn+1 los radios de Bn y Bn+h se 

emnple 

d(y , zn) :::; d(y , Zn+l) + d( Zn+ l ' zn ) = 2(rn+d + r n = 2rn· 

Así y E Vn • Por lo tanto Vn ;2 Vn + 1· 

Ahora como X es completo se tiene que n~1 V; =1 0 y consta de un solo punto, 

digamos Zo , y además lím" .... oo Zn = Zo, así X es nmnerablemente compacto y por lo 

tanto compacto. • 

Definición 138 Sea X un espacio m étrico y M <::::; X , decimos que M es relativa­

mente compacto si M es compacto. 

Teorema 139 Sea X un espacio m étrico completo, M <::::; X es relativamente com­

pacto si y sólo si M es totalmente acotado. 

Prueba. Supongamos que M es relativamente compacto. 

Así M es compacto y por el teorema anterior M es totalmente acotado, sabemos 

que M <::::; M. Por lo tanto M es totahnente acotado. 

Demostremos el regreso. 

Supongamos que M es totalmente acotado. 

Sabemos que M es totalmente acotado y como es subconjunto de un espacio 

completo entonces también M es completo (ver [4], pago 114). Por lo tanto M es 

compacto .• 

Definición 140 Sea <I> una familia de funciones definidas sobre [a , b], se dice que <I> 

es equiacotada cuando existe K tal que 1 ¡p(x) 1< K para toda x E [a,b] y para toda 

¡P E<I> . 

Definición 141 Una famila de fuciones <I> se dice equicontinua si para todo é > O 

existe Ó > O tal que 1 ¡P(Xl) - ¡P( X2) 1< é para todo ¡P E <I> Y todo X¡,X2 E [a , b] tales 

que d(xI , X2) < Ó 

El siguiente teorema, nos da un criterio más que se utiliza para determinar la 

compacidad en un espacio métrico particular. 

Teorema 142 (Arzelá) 

Una familia <I> de fuciones continuas, definidas sobre [a, b] es relativamente com­

pacta en C¡a,b] si y sólo si es equiacotada y equicontinua. 
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PMleba. Supongamos que 4> es una familia de funciones relativamente compacta 

en C¡a,b]' 

Veremos que 4> es equiacotada y equicontinua. 

Como 4> es relativamente compacta, entonres 4> es totalmente acotada, es decir, 

para toda é > O existe una ~ - red finta, digamos {rpI> rp2 , ... , rp,,}. 
Ahora, como cada rpi es continua sobre [a, b], entonres rp¡ es acotada para toda 

i = 1,2,3 , ... ,n. Así existen K], K 2 , K3 , ... ,K" tales que Irpi(X)1 < Kt para toda 

i = 1, 2,3, ... , n. 

Sea K = máx{K¡ + ~,K2 + ~ , .. . , K" + H 
Como {rp¡,rp2"" 'rp,,} es una ~ - red se tiene que Irp(x) - rpi(x)1 < ~ y por la 

desigualdad del triángulo se tiene la siguiente desigualdad: 

IIrp(x)l- Irp¡(x)1I ::; Irp(x) - rpi(x)1 ::; ~. 

Así -~ ::; Irp(x)1 -lrp¡(x)1 ::;~, entonces Irp(x)1 ::; Irp¡(x)1 + ~ ::; Ki + ~ ::; K . 
Por lo tanto 4> es una familia equiacotada. 

Demostremos ahora que 4> es eqwcontinua. 

Sabemos que cada elemento de la ~ - red es uniformemente continua sobre [a, b] ya 

que son continuas sobre [a, bj. Entonces existen {61, 152 , ..• ó,,} mayores que cero tales 

que Irp¡(x¡) - rp¡(x2)1 < ~ si Ix¡ - x21 < 6t para i = 1, 2, ... , n. 

Sea 15 = mín {ó}, 152 , ••• , ó,,} 

Supongamos que Ix} - x21 < 6 y sea rp E 4>, entonces existe rpt tal que 

Irp(x}) - rp(x2)1 = Irp(x¡) - rp(x¡)I+lrpi(X¡) - rp¡(x2)1+lrp¡(X2) - rp(X2) I < ~+~+~ = é 

Por lo tanto 4> es equicontinua. 

Demostremos ahora el regreso del teorema. 

Sea 4> una familia de funciones eqwacotada y eqwcontinua. 

Demostraremos que 4> es relativamente compacta viendo que es totahnente aco­

tada (ver Teorema anterior). 

Por ser 4> equiacotada existe K tal que Irp(x) I ::; K para toda rp E 4> y como 4> es 

equicontinua, para 15 > O se tiene que Irp(x¡) - rp(x2)1 < ~ siempre que Ix} - x21 < 15 

para toda rp E 4>. 

Sea a = x} < X2 < .. .. x" = b una partición finita del intervalo [a, b) tal que 

Ix; - Xj I < 15 y - K = y} < 112 < ... < Yn = K una partición del intervalo 

[- K, K) de tal forma que los intervalos [Yt - Yi) < ~ y cuadriculemos el rectángulo 

[a, b)x[-K, K) tomando las particiones anteriores como base. A cada función rp E 4> 

se le asigna la función poligonal q( x) que tiene vertices en los puntos (Xi, Yj) y tales 

que Irp(x¡) - q(x¡) I < ~. 
Así se cuplen las siguientes desigualdades. 
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ICP(Xi) - q(Xi)1 ~ ~ y Icp(Xi+1) - q(xi+dl < ~, y por ser <P equicontinua se cumple 

ICP(Xi) - cp(Xi+dl < ~. 
Entonces por la desigualdad del triángulo 

Iq(Xi) - q(xi+¡)1 = Iq(Xi) - CP(Xi) + CP(Xi) - CP(Xi+l) + CP(Xi+l) - q(Xi+dl ~ 

Iq( Xi) - cp(xi) 1 + ICP(Xi) - CP(Xi+l) I + Icp(xi+1) - q(xi+dl < ~ + ~ + ~ = ªj. 
Sea x E [a , bJ y sea Xi un elemento de la partición tal que Xi < X Y si Xj < x, 

entonces Xj < Xi, así que se tiene la siguiente desigualdad 

Icp(x) - q(x)1 = Icp(x) - CP(Xi) + CP(Xi) - q(Xi) + q(Xi) - q(x)1 ~ Icp(x) - CP(Xi) I + 
ICP(Xi) - q(xi)1 + Iq(x;) - q(x)1 < ~ + ~ + ªj = e 

Así {q(x)} es una e - red finita de <P. Por lo tanto <P es totalmente acotado . • 



Capítulo 6 

Espacios Localmente Compactos 

En este capítulo abordaré algunos resultados sobre espacios que se comportan 

localmente como espacios compactos. 

Definición 143 Decimos que un espacio topológico X es localmente compacto si cada 

punto en X está contenido en una vecindad compacta. 

Es decir si para todo x EX, existe un conjunto K compacto y un conjunto A 

abierto tales que x E A e K ó bien si x E KO . 

Ejemplo 144 IR es un espacio localmente compacto. 

En efecto ya que siempre se cumple para todo x E IR Y a < x < b, x E (a, b) e [a , b] . 

Ejemplo 145 En general para toda n E N, IRn es un espacio localmente compacto, 

ya que para todo x E IRn y é > O se tiene que x E Bé (x) e Bé (x). 

Ejemplo 146 Cualquier espacio discreto es localmente compacto. 

Veamos un ejemplo de un espacio que no es localmente compacto. 

Ejemplo 147 10 e IR, no es localmente compacto. 

Supongamos que si lo es, entonces para todo pElO, existe K compacto tal que 

pE KO e K e Q. Entonces K es compacto en IR. (ver Teorema 60) 

Por ser p un punto interior de K, existe V vecindad de p tal que p E V e KO. 

Pero cualquier punto de ~ 10 es un punto de acumulación de K que no es elemento 

de K, así K no es cerrado, lo cual es una contradicción ya que K es compacto en IR 

y todo compacto es cerrado en IR. 

47 
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Teorema 148 Todo subconjunto cerrado de un espacio X localmente compacto es 

localmente compacto. 

Prueba. Sea K e X, K cerrado. 

Demostremos que K es localmente compacto. 

Sea x E K, como X es localmente compacto existen R compacto y A abierto tal 

que x E A e R. 

Observemos que A n K es abierto en K. 

RnK e R es cerrado y como es subconjunto de un compacto, también es compacto 

y se cumple que 

x E A n K e R n K por lo tanto K es localmente compacto. • 

Ejemplo 149 [a, b] e lR es localmente compacto. 

Teorema 150 Sea X un espacio topológico compacto, entonces X es localmente com­

pacto. 

Prueba. El espacio total X es vecindad abierta de cada uno de sus puntos, es 

decir 

Para todo x E X se tiene que x E X eX. Por lo tanto X es localmente compacto . 

• 
Sin embargo el regreso del teorema anterior no se cumple ya que existen espacios 

localmente compactos que no son compactos. 

Ejemplo 151 El espacio lR con la topología usual no es compacto, pero como hemos 

visto ya, es localmente compacto. (ver Ejemplo 144) 

Veamos que la propiedad de compacidad local no se preserva bajo continuidad. 

Ejemplo 152 Sea Q e lR y f : (Q, TI) ....... (Q, T2) la función identidad, donde T} es 

la topologta discreta, T 2 la topología usual. 

Esta función es continua, suprayectiva y manda un espacio locahnente compacto 

en un espacio que no lo es. 

Si además, le pedimos a la flmción que sea abierta, se tiene el siguiente resultado: 

'IOOrema 153 Sea X un espacio localmente compacto y f : X ....... Y suprayectiva, 

continua y abierta entonces Y es localmente compacto. 



Prueba. Sea y E Y. Como f es suprayectiva existe x E X tal que f (x) = y. 

Ahora como X es localmente compacto existen A abierto y K compacto tales que 

x E A e K y como f es abierta entonces f (A) es abierto en Y. También f (K) es 

compacto dado que f es contínua. 

Así y E f (A) = f (K) . Por lo tanto Y es localmente compacto . • 

Respecto al producto de espacios localmentes compactos, se tiene el siguiente 

Teól'cma: 

Teorema 154 Si {X",} ",El es una familia de espacios no vacíos, el espacio producto 

es localmente compacto, si y s610 si se cumplen las siguientes condiciones: 

a) cada Xa es localmente compacto, 

b) todos los X", son compactos, excepto un número finito de ellos. 

Prueba. Supongamos que IL.X", es localmente compacto. 

a) Las funciones proyección son continuas y abiertas (ver Teorema 130), entonces 

cada factor es localmente compacto. 

b) Sea x E IIaXa, por hipótesis, el producto es localmente compacto, así existe 

K compacto y un elemento de la base de la forma II",U"" donde U", = Xa excepto 

para un número finito de índices tal que x E IL.U", e K. Entonces ?ra(IIaU",) = Xa 

excepto para un número finito de índices. 

Ahora ya que Xa =?r", (IL.U",) e ?r", (K), es decir X", e ?r", (K) y como siempre 

se cumple que ?r", (K) e Xa entonces ?r", (K) = X", . Por lo tanto X", es compacto 

para toda a excepto para un número finito de índices. 

Demostremos el regreso del teorema. 

Sea x E II",X", y supongamos que X"" , Xa21 X"'3l ... , X"'n no son compactos. 

Cada Xai> i = 1,2, ... , n es localmente compacto, entonces para cada ai existe Ki 

vecindad compacta de las coordenadas {xau x"'2, ... ,x"'n} de x. Así x E IIa#<>iX", x 

IIKi , la cual es una vecindad compacta de x y por lo tanto el producto es localmente 

compacto .• 
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Capítulo 7 

Espacios Paracompactos 

Definición 155 Sea X un espacio topol6gico y U una colecci6n de subconjuntos de 

X. Decimos que U es una familia localmente finita si para todo x E X, existe V 

vecindad de x que intersecta a lo más una colecci6n finita de elementos de U. 

Ejemplo 156 Cualquier colecci6n finita de subconjuntos de un espacio X es local­

mente finita. 

Ejemplo 157 Consideremos a IR con la topología usual, entonces 

U={[n, n + 1]: n E Z} es una familia localmente finita. 

Para todo x E IR, existe n E Z tal que n '5 x < n + 1 Y la vecindad (n - 1, n + 1) 

de x intersecta solamente a [n - 2, n) y [n -1, n + 1]. 

Veamos un ejemplo de una familia que no es locahnente finita. 

Ejemplo 158 Sea IR con la topología usual y U = {(n.!.¡'~) ,n E N} . 

Aquí cualquier vecindad del cero intersecta a una infinidad de intervalos. 

Definición 159 Sea U una familia de subconjuntos de un espacio topológico X. Una 

familia U' de subconjuntos de X es un refinamiento de U si para cada A E U' existe 

B E U tal que A e B y además U {A: A E U'} = U {B: B E U} . 

Ejemplo 160 Cualquier familia U es un refinamiento de ella misma. 

Ejemplo 161 Sea U una familia de subconjuntos de X, entonces 

U' = {{x} : x E UAEUA} es un refinamiento de U. 
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Sea {x} E U', tenemos que demostrar que existe A E U tal que {x} E A, esto 

es inmediato ya que x E UAEUA. Así por definición las uniones de los elementos 

correspondientes de U y U' coinciden. 

Definición 162 En (!t1so de tjüe lü;s él~m~~itÍ'ÍS de ti' sehn l¡Úeftü~ ({;~HiJJ¡}s;¡ Jitemos 

que se trata de un refinamiento abierto (cerrado) de U. 

Ejemplo 163 Sea U = {[n, n + 2], n E Z}, un refinamiento abierto de U es U' = 
{(n,n+2),nEZ}. 

En efecto ya que para todo n E Z se tiene (n , n + 2) e [n , n + 2]' y además 

UnEz (n, n + 2) = IR = UnEz [n, n + 2]. 

Definición 164 Decimos que V es un refinamiento localmente finito de U, si V es 

un refinamiento de U y si para todo x E X, existe una vecindad que intersecta sólo a 

un número finito de elementos de V. 

Definición 165 Decimos que V es un refinamiento puntualmente finito de U, St 

V es un refinamiento de U y si todo x E X pertenece sólo a un número finito de 

elementos de V. 

Todo refinamiento V localmente finito es puntualmente finito ya que si algún 

x E X perteneciera a una infinidad de elementos de V, entonces cualquier vecindad 

de x intersectana a una infinidad de elementos de V. 

Lema 166 Si {Aa : a E A} es una colección de conjuntos, localmente finita, entonces 

U"EAA" = U"EAAa. 

Prueba. Ver [7], pago 145. • 

Definición 167 Un espacio topológico X se dice paracompacto, si cualquier cubierta 

abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito. 

La definición anterior la podemos escribir de la siguiente manera: 

Un espacio topológico X es paracompacto si para cualquier familia 21 de subcon­

juntos abiertos tales que U {A : A E 2L} = X, existe una colección 21' de subconjuntos 

abiertos de X tal que: 

1) Para cada A' E 21' existe A E 2L tal que A' e A. 

2) U{A': A' E 21'} = X. 

3) Para cada x E X existe una vecindad que intersecta sólo a un número finito 

de elementos de A' . 
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Ejemplo 168 Cualquier espacio discreto es paracompacto. 

Sea U una cubierta abierta de X , veamos que U' = {{ x} : x E X} es un refi­

namiento abierto localmente finito. 

1) Sea {x} E U', como U es cubierta entonces x E A para alguna A E U, así 

{x} e A. 

2) uxEx {x} = X. es claro. 

3) Veamos que U' es localmente finita. 

Sea x E X, {x} es una vecindad de x y {x} n {x} i' 0 y es el único elemento de 

U' que lo intersecta, por lo tanto U' es un refinamiento localmente finito de cualquier 

cubierta abierta de X. Por lo tanto X es paracompacto. 

Teorema 169 Todo espacio compacto es paracompacto. 

Prueba. Sea X un espacio topológico compacto 

Sabemos que para toda U cubierta abierta X existe U' subcubierta finita: 

Demostremos que U' es un refinamiento abierto localmente finito de U. 

1) Sea A E U' como U' e U entonces A E U Y A e A. 

2) Como U' es cubierta de X entonces U {A tales que A E U'} = X. 

3) Sea x E X entonces cualquier vecindad sólo puede intersectar a un número 

finito de elementos de U' ya que U' es finita. • 

Sin embargo no se clUTIple el regreso del teorema anterior, el siguiente ejemplo nos 

sirve para ejemplificarlo: 

Ejemplo 170 Si X es infinito y discreto, entonces es paracompacto y no es compacto 

dado que es un espacio discreto. 

Definición 171 Sea X un espacio topológico, una colecci6n de subconjuntos de X se 

dice que es (7- localmente finita si es la uni6n de una colecci6n numerable de familias 

localmente finitas . 

Ejemplo 172 Cualquier colecci6n numerable {An}nEN de subconjuntos de X es (7 -

localmente finita; ya que cada singulete {An} es localmfmte finita . 

Ejemplo 173 La colecci6n {(n~l ' ~) : n E N} es (7- localmente finita . 

Ejemplo 174 Cualquier colecci6n localmente finita es (7- localmente finita. 
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'Ieorema 175 Si X es un espacio regular, entonces son equivalentes las siguientes 

afirmaciones: 

1) X es parncompacto. 

2) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto (J'- localmente finito. 

3) Toda cubierta abierta tiene un refinamiento localmente finito. 

~) Toda cubierta abierta tiene un refinamiento cerrado localmente finito. 

Prueba. 1) =* 2) 

Supongamos que X es paracompacto. 

Sea e: una cubierta abierta de X, entonces existe e:' refinamiento abierto local­

mente finito.Así e:' es (J'- localmente fillita. 

2) =* 3) 
Sea e: una <:ubierta abierta de X. Por hipótesis e: tiene un refinamiento abierto 

(J- localmente finito digamos W, es decir W = U~=l Wn donde Wn es una familia 

localmente finita de conjuntos abiertos para toda n. 

Para cada n E N, sea 2lJn = UWn y An = 2lJn "'- Ui<n 2lJn. 

Veamos que {2lJn }nEN es cubierta de X . 

Sea x E X. Como Wes refinamiento, W cubre a X y como W = U::"=l Wn entonces 

x E UWn para alguna n. Así x E 2lJn. Por lo tanto{2lJn}nEN es cubierta de X. 

Ahora veamos que {An}nEN es un refinamiento localmente finito de {2lJn}nEN ' 

Sea 1l{) EN, Ano = 2lJno "'- U¡<no 2lJi e 2lJnoes decir Ano e 2lJno · 

Demostremos que {An}nEN cubre a X. 

Sea x E X. Como {2lJn} cubre a X, existe no tal que x E 2lJno , es decir x E Ano 

ó x E U¡<no2lJj. 

Si x E Ano terminamos la demostración. 

Si x E U¡<no2lJ¡, entonces x E 2lJn¡ con nI < no. 
Nuevamente hay dos opdones: x E An1 o x E Uj<n¡ !IDj. 

Si continuamos con este razonamiento resulta que x E Aj para alguna j :5 nI' Por 

lo tanto {An}nEN cubre a X, así pues es un refinamiento. 

Nos resta ver que es localmente finito. 

Sea x E X. Existe no E N tal que x E 2lJno , 2lJno es abierto ya que es unión de 

abiertos. 2lJno n Ano i- 0 y a lo más intersecta a un número finito de elementos de 

{An} nEN' n < no ya que sí nI > no, An¡ = 2lJn¡ - U¡<n¡2lJi; es decir 2lJno es ajeno a 

Anl' Por lo tanto {An} nEN es localmente finita. 

Sea m = {An n v : n E N, V E Wn }. 

Veamos que ID es un refinamiento localmente finito de e:. 
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Observemos primeramente que An n V e V E Wn E W. 

Ahora como W es refinamiento de ( existe C E <!: tal que V e C, así An n V e C. 

Veamos que {An n V} cubre a X . 

Sea x E X, existe n E N tal que x E An esto implica que x E !IDn es decir existe 

V E Wn tal que x E V. Por lo tanto x E An n V, esto es {An n V} cubre a X. Por lo 

tanto m es refinamiento de <!:. 

Sólo resta probar que es localmente finito; pero esto se desprende del hecho de 

que {An} y Wn son localmente finitos. 

3) '* 4) 
Sea <!: una cubierta abierta de X. 

Sea x EX, como <!: es cubierta, existe Cx E <!: tal que x E Cx; Cx es abierto 

entonces X"'--Cx es cerrado y como X es regular, existe Vx abierto tal que x E Vx e V 
e Cx. (ver Teorema 15). 

Así {Vx : x E X} es una cubierta de X y por hipótesis existe !ID refinamiento 

localmente finito de {Vx : x E X}. 

Veamos que {W : W E !ID} es un refinamiento cerrado localmente finito de <!:. 

Sí W E !ID, entonces W e Vx e v" e Cx esto quiere decir que W e Vx e Cx, así 

WcCx . 

Como !ID cubre a X entonces {W : W E !ID} también cubre a X. Así pues es un 

refinamiento de <!:. 

Sólo resta probar que es localmente finito. Pero esto es cierto dado que !ID es 

localmente finita. (ver [6] pag 174). 

4) '* 1) 
Sean <!: una cubierta abierta de X y , = {G a} un refinamiento cerrado localmente 

finito de <!:. 

Para toda x E X, sea v" una vecindad abierta de x tal que intersecta sólo a un 

número finito de elementos de ,. ~ = {v" : x E X} es una cubierta abierta de X, 

nuevamente por hiótesis hay un refinamiento cerrado localmente finito de ~ al que 

llamaremos J. 
Para cada a, sea Wa = X - U {F E J: F n Ga = 0} . 

Wa es abierto ya que es complemento de un cerrado. Veamos que Ga e Wa : 

Sea x E Ga , entonces x f/. U {F E J: F n Ga = 0}. 

Así x E X"'-- U {F E J: F n Ga = 0} = Wa . 

Afinnación 

Para toda a y para toda F E J, Wa n F -10 sí y sólo si Ga n F -10 ............ (*) 

La razón es la siguiente: 
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Supongamos que W", n F i- 0, sí G", n F = 0 entonces FE {F E J :F n G", = 0}, 
entonces F n W'" = 0 lo que es una contradicción. 

Inversamente, supongamos que G", n F i- 0. Sabemos que G", e W"', entonces 

W",nF i- 0. 
Ahora para cada a elijamos C", E Q: tal que G", e C", y sea V", = W'" n Ca:. El 

conjunto Va: es abierto pues es intersección de abiertos. 

Veamos que la familia {Va:} es un refinamiento abierto de Q:. 

La razón es la siguiente: 

Por definición de Va: se tiene que Va: e Ca:. 

Veamos que {Va:} cubre a X. 

Sabemos que para toda x E X, existe a tal que x E Ca:. 

También sabemos que Ca: e W'" y Ga: e Ca:, entonces Ca: e Wa: n Ca: = Va:. Así 

x E Va:. Por lo tanto {Va:} cubre a X. 

Por último veamos que es localmente finita. 

Sea x E X. Como J es localmente finita, existe U vecindad de x tal que U 

intersecta a un número finito de elementos de J. 
Veamos quecualquier elemento de J intersecta una colección finita de elementos 

de ¡. 

Si F E J, hay Vx E ~ tal que F e Vx y Vr intersecta a un número finito de 

elementos de 'Y entonces por (*), resulta que si F E J , F intersecta un número finito 

de elementos de {Wa:} y por lo tanto a un número finito de elementos de {Va:}. Así 

{Va:} es localmente finita. Por lo tanto X es paracompacto .• 

Corolario 176 Si X es regular y LindelOff entonces X es Parocompacto. 

Prueba. Sea Q: una cubierta abierta de X. Como es Lindeloff entonces existe Q:' 

subcubierta numerable de Q:, entonces Q:' es un refinamiento abierto a- localmente 

finito y del Teorema anterior se tiene el resultado .• 

Ejemplo 177 La linea de Sorgenfrey es regular (ver Ejemplo 19) y Lindeloff (ver 

Ejemplo 46), así por el corolario anterior, es parocompacto. 

Teorema 178 SI X es parocompacto y HausdorjJ, entonces X es un espacio regular. 

Prueba. Sea F cerrado de X y sea x E X"'-.F. 

Como X es Hausdorff, para todo y E F existen V"' Vy tales que x E V"' Y E Vy Y 

VI! n V" = 0, entonces {VI! : y E F} U (X"'-.F) es una cubierta abierta de X. 
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Corno X es paracornpacto, existe {Wk } refinamiento abierto locahnente finito de 

la cubierta anterior. 

Sea V = U {Wk : Wk n F f 0}, V es unión de abiertos por lo que V es abierto y 

además si y E F, entonces y E W", para alguna a, es decir y E V, por lo tanto F e V. 

Como{WA:} es locahnente finito existe U' vecindad de x que intersecta sólo a un 

número finito de elementos de {Wd, digamos Wkl , Wk2 , ... , Wk". Sí algún Wki nF f 0 
para alguna i = 1,2, ... , n, entonces Wki e "u para alguna y E F, llamemosle Vyi' 

Sea U = U' n (UIII , nUII2 n ... n UyJ, x E U y U es abierto. 

Resta ver que U n V = 0. 
Si z E U n V, entonces z E UYi y z E Vyi pero esta es una contradicción ya que 

Ulli n "ui = 0. Por lo tanto X es regular .• 

'.Thorema 179 Si X es paracompacto y Hausdorff entonces es normal. 

Prueba. Sean F¡, F2 cerrados ajenos de X, como X es regular para cada x E F¡ 

existen U"" v" tales que x E U", Y F2 E Vx , entonces e: = {U", : x E F¡} U X"-...F¡ es 

una cubierta abierta de X. 

Ahora como X es paracompacto existe {Wk } un refinamiento abierto localmente 

finito de e:. (Wk e U", o Wk e X"-...F¡) ............................................. (*) 
Sea U = U {Wk : Wk n F¡ f 0}, U es abierto ya que es unión de abiertos y F¡ e U 

pues para todo x E F¡ se tiene que x E Wk para alguna k, esto quiere decir que x E U. 

Sea y E F2 • Como {Wk } es localmente finito, existe una vecindad By que intersecta 

solo una cantidad finita de elementos de {Wd. Sean WI, ... , Wn los elementos de {WA:} 

que intersectan a Hy y que intersectan a F¡. Entonces por (*) existen xI, ... , xn E Fl 

tales que Wi e UXi i = 1, ... , n. 

Sea Gy = Hy n (v"I n ... n v"n), donde cada VXi es el conjunto correspondiente a 

UXi ' 

Gy es abierto pues es intersección finita de abiertos, y E By así como en cada v"" 
entonces y E Gy Y Gil nu = 0. 

Sea V = UYEF2GII' entonces V es abierto y es tal que F2 e V, y V n U = 0. Por 

lo tanto X es un espacio normal. • 

Sin embargo no todo espacio normal es paracompacto 

Ejemplo 180 no es normal dado que cualquier espacio topológico ordenado es nor­

mal (ver Teorema 84), sin embargo no es paracompacto (ver [3], pago 60). 

Teorema 181 Todo espacio métrico es paracompacto. 
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Prueba. Demostremos que toda cubierta abierta tiene mI refinamiento abierto 

a-locahnente finita. 

Sea X un espacio métrico y sea <!: una cubierta abierta de X. 

Para toda A E <!: Y todo n E N consideremos el conjunto An = {x E A : d(x , X - A) ~ dn} . 
Afirmación: An e An+¡, para toda n E N. 

Si x E An, entonces d(x, X - A) ~ dn > ~ ,así x E An+I. 

Afirmación: d(An , X - An+l) ~ 2n1+1. 

Sean x E An, Y E X - An+l, z E X - A, entonces por la desigualdad del triángulo 

d(x, y) ~ d(x, z ) - d(z , y) = dn - 2n1+1 = 2n~l' esto quiere decir que 2n1+1 es cota 

inferior, por lo tanto d(An, X - An+l) ~ 2}+1 .••••....••••••••••.••...••...••....••..•...••••. (*). 

Sea < un buen orden en <!: 

Para cada A E <!: Y n E N consideremos el conjunto A~ = An" U{ Bn+ 1 : E E <!:, E < A } 

Afirmación: Sí A, E <!: Y A < E, entonces E~ e X"An+1• 

Sea x E E~, por definición E~ = Bn" U {An+l : A E <!:, A < E} así x <1. An+¡, por 

lo tanto x E X"An+1 . 

Analogamente si A, E E <!: Y E < A, entonces ~ e X"En +¡. 

Afirmación: En cualesquiera de los dos casos anteriores se tiene que d (~, E~) ~ 
1 

2ñTI. 

Sean x E A~, Y E E~ esto implica que x E An y como y E E~entonces y E 

X"An+l.Así por (*), resulta que d (x, y) ~ ~. Por lo tanto d (~, E~) ~ 2n~l. 

Para cada A E <!:ycadan E N,consideremoselconjunto An = {x E X : d(x , ~) < ~}. 

Afirmación: d (An, En) ~ ~, para todo A, E E <!: Y toda n E N. 

An es abierto para toda n E N, entonces Dn = {An : A E <!:} es una familia de 

conjuntos abiertos. 

Afirmación: Dn es localmente finita. 

Demostremos que D es un refinamiento de <!: 

Sea x E X, y A el primer elemento de la cubierta de <!: que contiene a x, entonces 

x E An para alguna n EN, por definición de A~ y como A es el primer elemento que 

contiene a x resulta que x E A~, así d(x,~) = 0, de aquí se desprende que x E An. 

Por lo tanto D es cubierta de X. 

Resta ver que An e A para toda A E <!:. 

Sea x E An y supongamos que x <1. A, es decir x E x-A. Sea Y E A~, como 

A~ e An se tiene que d( x, y) ~ dn > ~ lo cual es una contradicción, por lo que 

x E A. Por lo tanto D es un refinamiento de <!:. • 
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En el Ejemplo 168 se vió que todo espacio discreto es paracompacto, veamos que 

todo espacio topológico es la imagen contínua de un espacio discreto: Si X tiene la 

topología discreta, entonces cualqlúere funcion J : X -+ Y, donde Y es un espacio 

topolológico, es conttinua ya que todo subconjlUlto del espacio X es abierto, en par­

ticular las imagenes inversas de cualquier abierto de Y. Así pues la imagen contínua 

de un espacio paracompacto no es necesariamente paracompacto. 

Sin embargo se cumple el siguiente resultado 

Teorema 182 Sean X , Y espacios topológicos, si X es paracompacto, Y Hausdorff 

y J : X -+ Y es contínua y cerrada, entonces Y es paracompacto. 

Prueba. Ver [7], pago 149 .• 

El producto de espacios paracompactos no es necesariamente paracompacto ya 

que la línea de Sorgenfrey X es un espacio paracompacto (ver Ejemplo 177). X x X 

es un espacio Hausdorff (ver [6], pag 131), si fuera paracompacto, entonces sería un 

espacio normal, pero esto no es cierto (ver Ejemplo 133). Por lo tanto X x X no es 

paracompacto. 

Sin embargo se tiene el siguiente resultado: 

Teorema 183 El producto de un espacio paracompacto y de un compacto es un es­

pacio paracompacto. 

Prueba. Sea X paracompacto y Y un espacio compacto. 

Sea Ir una cubierta abierta de X x Y, para cada x E X el producto {x} x Y es 

compacto y Ir es una cubierta de este espacio; asi existen {C¡, C2, .. . , C~} subcubierta 

de Ir tal que {x} x Y e Ui'=lCi. 
Existe Ax abierto de X tal que x E Ax y Ax x Y e Ui'=l C[. 

La colección A = {Ax : x E X} es una cubierta abierta de X y como X es para­

compacto existe 1) refinamiento abierto localmente finito de A . 

Sea ~ = {( D x Y) n C[ : i = 1, ... , n; x, D E 1)} 

~ es un refinamiento abierto de Ir, además si (x , y) E X x Y, existe una vecindad U 

de x tal que intersecta sólo a una colección finita de elementos de 1) y así la vecindad 

U x Y de (x, y) sólo intersecta a un número finito de elementos de ~, es decir ~ es un 

refinamiento abierto localmente finito de Ir. Por lo tanto X x Y es paracompacto. • 



Métrico 

corr ------.. ~ Compacto 

Métrico 
Numerablemente 
Compacto 

Numerablemente Compacto 

~ LindelOff 

~ Localmente Compacto 

Paracompacto 

En este pequeño cuadro, se muestran las principales rela'ciones 
entre los espacios que ·se estudiaron en el presente trabajo 
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