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Introducción 

A pesar de la dificultad para determinar el inicio de una nueva rama de la 
ciencia, podemos enmarcar el nacimiento del Análisis Funcional entre finales 
del siglo XIX y principios del XX con los trabajos de Volterra sobre "funciones 
que dependen de otras funciones", y la resolución de ecuaciones integrales. Sus 
ideas fueron apreciadas rápidamente por otros matemáticos como Hadamard, 
quien introdujo en el tema a varios de sus alumnos, entre ellos: M. Frechét, R. 
Gateaux y P. Levy. 

Bajo la premisa "nada puede ocurrir en los espacios de dimensión infinita 
que no suceda, en efecto, en aquellos de dimensión finita", la intuición primera 
de Volterra no podía estar más lejos de la realidad. Ciertamente, en dimen­
sión infinita, muchos conceptos fundamentales en Análisis Funcional como son: 
compacidad, continuidad total, convergencia en sus diversas formas, están muy 
lejos de poderse caracterizar del mismo modo a como se hace en dimensión fini­
ta, donde bastan conceptos elementales tales como: cerradura y acotamiento, 
continuidad y convergencia ordinaria, respectivamente. 

Justamente algunos aspectos del tema de convergencia son los que desarrol­
lamos en el presente trabajo. En particular, nos interesa estudiar convergencia 
en un sentido local, como fue definido por G. W. Mackey. Para esto recorde­
mos que fueron Banach, con sus trabajos en espacios vectoriales normados, y 
Frechét, en espacios métricos, quienes sentaron fuertes bases estructurales para 
el desarrollo de la teoría de Análisis Funcional, en particular sobre problemas 
de convergencia. 

Más adelante, Schwartz con sus trabajos sobre teoría de distribuciones dio 
un gran salto y puso de manifiesto la necesidad de estudiar espacios vectori­
ales donde el concepto de la convergencia no está determinada por una métrica 
ni características muy específicas de las sucesiones, por ejemplo las de Cauchy. 
Surgió así el problema de estudiar la convergencia en espacios vectoriales con 
diferentes topologías no necesariamente metrizables; lo cual aumentó la diversi­
dad y dificultad del tema. 

Como hemos dicho anteriormente, nos interesa estudiar condiciones de con­
vergencia en el sentido de Mackey, podríamos decir, groso modo, que se carac­
teriza a los espacios localmente convexos con una topología no necesariamente 
metrizable, en los que es posible encontrar para cada sucesión nula un subespa­
cio normable que la contenga y su limite también es cero. Hechos similares se 
logran para conjuntos acotados. Para determinar cierta familia de espacios que 

v 
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satisfacen estas propiedades, en la última parte y principal de la tesis , desar­
rollamos algunos artículos [G2J, [G3J y [G4J que T. Gilsdorf ha publicado sobre 
condiciones de convergencia de Mackey en espacios palmeados, obteniendo así 
un compendio de los principales resultados que sobre el tema han aparecido 
en los últimos años. Incluimos también algunos resultados de Burzyk-Gilsdorf 
[B2J y de A. Garcfa [GiJ. Para desarrollar la teoría y satisfacer los requisitos 
para trabajar con estos artículos hemos utilizado principalmente los libros de 
Jarchow [JiJ y Perez-Carreras y Bonet [PiJ. 

El contenido de la tesis está dividido en cuatro capítulos. El primero con­
tiene conceptos generales sobre espacios localmente convexos necesarios para 
el desarrollo de los capítulos posteriores. El segundo capítulo, dedicado a la 
teoría básica de dualidad es fundamental, pues esta importante herramienta 
nos permite trasladar un problema específico en un espacio localmente con­
vexo, a otro más fácil de estudiar, en términos de formas lineales. La dualidad 
nos permite también el cambiar la topología original del espacio por otra más 
simple cuando tratamos problemas de acotamiento, convexidad, continuidad, y 
otros más. Incluimos varios resultados importantes en la teoría de espacios local­
mente convexos, como lo son los teoremas de Banach-Mackey, Alaoglu-Bourbaki 
y Mackey-Arens, entre otros. 

En el capítulo tres estudiamos palmas y espacios palmeados, ambos con­
ceptos establecidos en los años setenta por M. De Wilde, en su tesis doctoral. 
Con estas estructuras, basadas ciertamente en características de los espacios 
localmente convexos metrizables, De Wilde obtuvo los teoremas de la Gráfica 
Cerrada y del mapeo Abierto -los cuales incluimos en la tesis- con un muy am­
plio grado de generalidad, además de un Teorema de Localización que, junto 
con una condición de completitud local, será fundamental para la obtención 
de muchos de los resultados presentados en esta tesis, tanto para propiedades 
de regularidad de limites inductivos (también incluidos en este capítulo), como 
para la convergencia en el sentido de Mackey. 

El capítulo final, que incluye los resultados más importantes de la tesis, es­
tá dedicado a las condiciones de convergencia de Mackey (convergencia rápida) 
y la estricta de Mackey. La primera propiedad se refiere a que cada sucesión 
convergente en el espacio localmente convexo E es convergente en un sube­
spacio normado (de Banach) E" del espacio E, el cual contiene a la sucesión, 
que conserva dicho límite en tal subespacio. Y la segunda se refiere a que la 
topología de cada subconjunto acotado de E coincide con la que hereda de un 
subespacio normado EH de E . Ambas propiedades se estudian en el marco de 
espacios palmeados localmente completos y presentamos condiciones necesarias 
y suficientes para su cumplimiento. 



Capítulo 1 

Espacios Localmente 
Convexos 

Durante mucho tiempo se observó que diferentes áreas de las matemáticas 
como el Algebra Lineal, la Teoría de Aproximación, Ecuaciones Diferenciales, 
etc., compartían problemas con características comunes y propiedades similares. 
La búsqueda de un modelo concreto para poder plantear tales problemas y darles 
solución general llevó a estudiar conjuntos abstractos con ciertas característi­
cas comunes, que se deben cumplir con algunos axiomas de estructura, dando 
origen al concepto de espacio. Es así, teniendo ya un espacio con una estruc­
tura especial, se obtuvo en algunos casos, un método más general y simple para 
dar solución a algunas de las cuestiones que se habían planteado, desarrollando 
una teoría general aplicable en casos concretos; un caso especial es cuando ya 
se tenía desarrollada teoría para espacios normados y espacios métricos, dando 
origen al Análisis Funcional, una rama abstracta de las Matemáticas. 

El Análisis Funional juega un papel importante en las ciencias aplicadas, así 
como (-' 11 las matemáticas mismas, ya que esta rama estudia espacios con ciertas 
estructuras algebraico-topológicas y muchas veces la teoría desarrollada para 
estos e.spacios puede aplicarse a problemas analíticos. 

Existen diversos espacios de gran interés en Análisis Funcional: los espacios 
de Hilbert o de Banach por ejemplo. Ahora bien, al querer aplicar resultados 
ohtenidos para espacios de Banach, nos podemos encontrar con espacios que no 
cuentan con las mismas características que estos, entonces necesitamos p2dir 
que se cumplan menos condiciones y encontrar resultados más generales. Es 
;l.~í como podemos establecer diferentes conjuntos de axiomas y diversificar los 
espacios sobre los que se está trabajando. Si por ejemplo, en el campo de los 
lllímeros reales IR, con su topología usual, se cumple que una sucesión es de 
Cauchy si y sólo si es convergente, pero en general en espacios arbitrarios esto 
!lO es cierto; i!lcluso, e!l otros casos, se utilizan otras condiciones de convergencia 
que !lO necesariamente estan relacionadas con esto. Ya con los espacios métricos 
y ohservando las caraterísticas y propiedades que cumplen este tipo de espa-
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dos, se pudo construir otro tipo de espacios, determinados por la relación que 
existe entre su topología y la de los espacios Métricos, llamados espacios local­
mente convexos; en este Capítulo se incluye, además de los conceptos básicos, 
propiedades de tales espacios y algunas herramientas que se necesitarán más 
adelante. 

1.1. Nociones básicas. 

En muchos problemas de Análisis, no sólo se estudia una función o un 
operador, sino colecciones de estos. Muchas veces estas colecciones resultan ser 
espacios vectoriales sobre el campo de los números reales (IR) o complejos (e) , 
en nuest.ro caso nos interesarán principalmente los espacios vectoriales sobre el 
campo e de los números complejos, a no ser que especifiquemos lo contrario. 
Por otro lado, en ocasiones necesitamos que tales espacios esten dotados de al­
guna t.opología para poder hablar continuidad, acotamiento,etc.; yen otras más, 
t.enemos que conjuntar las dos ideas creando así un espacio vectorial topológico. 

Al hablar de espacios vectoriales topológicos consideraremos dos estructuras; 
una algebraica de espacio vectorial (para hablar de transformaciones lineales) y 
otra topológica (para hablar de continuidad). Estas dos estructuras deben ser 
compatibles; es decir, se tiene un espacio vectorial con una topología asignada 
que hace que las operaciones de suma y producto por escalares sean continuas. 

Definición 1 Un espacio vectorial topológico (e.v.t.) es una pareja (E, T), 
donde E es un espacio vectorial sobre los reales (R) o los complejos (e); 
T es una topología en E, tal que la suma de vectores y la multiplicación por 
escalares son funciones continuas, es decir: 

(a) +: E x E -+ E 

(x , y) .......... x+y 

(b) .: e x E -+ E 

(A,X) .......... AX 

ó 

es continua. 

·:IRxE-+E 

(A, x) .......... AX es continua. 

Donde las topologías sobre E x E y e x E (R x E) son las topologías 
producto. 

En lo que sigue, siempre consideraremos a E como un espacio vectorial 
t.opológico de Hausdorff. 

Notación : Dados A, B e E, A E e y x E E. Denotaremos por: 

i) AA:= {Aa : a E A}, 

ii) A+x:= {y+ :.: y E Af, 

iii) A - B:= {:r - y: x E A , y E B}, Y 

·iv ) A + B := {:c + y : :. E A, y E B f. 
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Observemos que si a E 1R+, entonces a (A + B) e aA + aB; pues dado 
111 E a (A + B), w = a (x + y) para algunos x E A, y E B, entonces 
10 = ax + ay E aA + aB. 

Nota: Debido a que más adelante hablaremos de distintas topologías 
asociadas a un mismo espacio E, y para especificar la topología que se está 
utilizando, si no es evidente, en lugar de decir que un subconjunto V de E es 
abierto (cerrado, compacto, etc.) con respecto a la topología T dada en E 
diremos que es T-abierto (T-cerrado, T-compado, etc.) en E; o bien, que es 
abierto (cerrado, compacto, etc.) en (E, T). 

Veremos ahora algunas propiedades de los conjuntos abiertos y cerrados, las 
cuales nos serán de gran utilidad posteriormente. 

Lema 2 Sea (E, r) un espacio vectorial topol6gico. Para X o E E, V e E 
"bierto (cerrado) , Aa E IC \ ¡O} Y A e E; tenemos las siguientes propiedades: 

1. :ro + V es abierto (cerrado). 

2. Ao V es abierto (cerrado). 

:J. A + V es abierto. 

Demostración. 

(1) Esta afirmación se debe a que la función 

f : ExE-+E ; (x ,Y)I--+- x +y 

es continua, pero también lo es, para X o E E fijo, la función 

i : E'-+ExE 

dada por i(z) = (xo , z ), para todo z E E; así la función 

f o i : E -+ E; y 1--+ -Xo + Y 

es continua y como V es abierto (cerrado), tenemos X o + V = (J oi)-l(V) 
es abierto (cerrado). 

(2) Efectivamente, pues la función 

f : IC x E -+ E ; (A,x) 1--+ AX 

es continua y, por otro lado, la función 

j:E-+lCxE 

definida como j(:r) = (A;;- I, x ), también es continua, por lo que la función 

foj:E-+E 

<)ueda definida por (Joj)(:c) = >.;;- Ix,escontinuayasí AoV = (Joj)- I(V) , 
de donde Aa V es abierto (cerrado) si V lo es. 
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(3) Probaremos que A + V es abierto si V es un subconjunto abierto de E . 
La razón de esto es que A + V = U (x + V) y, como se sabe, unión de 

"'EA 
conjuntos abiertos es abierto y por (1), x + V es abierto en (E, T) , así 
que también lo es A + V . 

• 
Notemos que muchos de los espacios de funciones o sucesiones habitualmente 

manejados en Análisis son espacios vectoriales topológicos. 

Ejemplo 3 (a) (en ,II·11 2 ) donde 11.11 2 es la nonna usual [IIX lb = C~ IXi I2) 1]' 
es un e.v.t. Para probarlo basta utüizar las propiedades de nonna. 

Estos espacios con cualquier otra nonna equivalente a la anterior, por 
ejemplo II:¡;II = máx IXi 1 , son espacios vectoriales topológicos. 

l:St:Sn 

(b) Sea K un subconjunto compacto y denotemos por 

C(K) = {J : K --+ e 1 f es continua}, 

C(K) es un espacio vectorial y le podemos dar la topología generada por 
Ilfll = sup If(t)l . Con la cual C(K) resulta ser un espacio vectorial 

tE K 
topológico nonnado. Observemos que la nonna está bien definida pues K 
es compacto y f es continua, por lo que el supremo existe. 

(e) Denotemos por (X, n, 1') un espacio de medida. Para 1 ~ p < 00 
consideremos al espacio vectorial sobre e . 

.cp (l') = {J : X --+ e If es n-medible y J IN dI' < 001 
x 

1 

con la seminonna definida por IIfll p = (¡ Ifl P dI' ) , .. Definimos por 

L p (l') al espacio cociente obtenido de .cp (l') identificando a las fun­
ciones iguales casi dondequiera, fl = h a.e.(h(x) lo h(x ) {=} x E B , 
Y B tiene medida cero). A este conjunto le podemos dar la topología 

generada por la nonna: Ilill
p 

:= Ilfll p (f E [fl = i) inducida por la 

seminonna anterior. Con esta topología nonnada, Lp (1') es un espacio 
vectorial topológico. 

(d) L',o es el espacio de funciones medibles escencialmente acotadas; es decir, 
de funciones tales que If(x)1 ~.x para casi todo x. Consideremos 

f : X --+ [O, +001 

donde f es medible y denotemos por S al conjunto de números reales 
{o: E IR : l' (J - I ((a, +00])) = 01· 
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Si S '" 0, sea (3 = inf S, y si S = 0, sea f3 = +00. Como 

" la unión numemble de conjuntos de medida cero tiene medida cero, se 
tierw que f3 E S. A f3 se le llama el supremo esencial (sup-es) de f . En 
LOO daremos la norma definida por IIflloo = sup-es If( x)l. 

Notemos que, lJ07' las observaciones anteriores, If( x) 1 < >. para casi todo 
:1: E X si y sólo si >. :::: 1111100' 

Definición 4 Sea A un subconjunto de E. 

(a) Decimos que A es convexo si tA + (1 - t)A e A pam todo O :::; t :::; 1 (en 
otms ¡mlabras, pedimos que tx + (1 - t)y E A pam todo par x, y E A y 
todo t E [0 ,1)J. 

(b) A es b"lanceado si aA e A pam todo a E C tal que lal:::; 1 (es decir, 
¡mm todo x E A y a E C tal que lal:::; 1, tenemos que ax E A). 

(e) A es absorbente si pam cada x E E existe a > O tal que >.x E A pam 
todo >. E C con 1>'1:::; a (de otm manem, "Ix E E, 3s > O tal que "1 
Itl > " se tiene que x E tAJo 

(ti) Denotaremos por conv(A) (bal(A)) a la envolvente convexa (balanceada) 
tle A , es decir al convexo (balanceado) más pequeño que contiene a A. 

(e) Por abscanv(A) denotaremos al conjunto absolutamente convexo, es decir 
balanceado y convexo, más pequeño que contiene a A y la llamaremos la 
(,nvolvente convexa y balanceada de A . 

Obsérvese que si tenemos una función lineal, esta preserva la convexidad y 
nllllld" conjuntos balanceados en conjuntos balanceados. Notemos además las 
~ip;uientes propiedades de los conjutos convexos y/o balanceados. 

l. E es convexo, balanceado y absorbente. 

2. Si A e E es convexo (balanceado) y >. E C, entonces >'A es convexo 
\ balanceado). 

Es fácil ver que estas dos afirmaciones se cumplen. 

a) Si A es convexo, dados x, y E >'A existen x I ,YI E A tales que 
:r = >':CI y y = >'YI; por lo que, por la convexidad de A, para 
cualquier t E [O, 1), 

tx + (1 - t)y = t(>..1:I) + (1 - t)(>'YI) = >.(txI + (1 - t)y¡) E >'A. 

b) En caso de que A sea balanceado, para cualquier elemento x de 
>'A pxistc .1: 1 E A tal que .1: = >'XI; es así como para todo a E C 
("OH Inl:::; 1, n:c = a (>.x¡) = >.(ax¡) E >'A. 
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3. En general A + A # 2A, por ejemplo si consideramos 

obtenemos que A+A = {(x,y) E JR2 : -1 :$ x:$ 1 Y -1:$ y:$ 1f # 2A. 

Fig.1 2A Fig.2 A+A 

Sin embargo, si A es convexo, se tiene que A + A = 2A. Mejor aún, 
sV + tV = (s + t)V para todo s, tE JR+, siempre que V sea convexo. 

La contensión (s + t)V e sV + tV siempre se da. Por otro lado, si 
z E sV + tV, entonces existen x, y E V tales que z = sx + ty; se sigue 
que 

por ser V convexo y (s+t)-ls+(S+t)-lt = 1; por lo tanto z E (s+t)V. 
Finalmente cuncluimos que (s + t)V = sV + tV. 

4. Si A y B son convexos, también lo son A - B y A + B. Como un 
caso particular, dado que {x} es convexo, para todo x E E , x + B es 
convexo. 

Demostración. Sean al ± bl , a2 ± b2 E A ± B y t E [0 , 1]. Entonces 
t(al ± bl ) + (1- t)(a2 ± b2) = tal ± tbl + (1 - t)a2 ± (1 - t)~ = 

[tal + (1 - t)a2] ± [tb l + (1 - t)~] E A ± B . 

De donde A ± B es convexo. • 



1.1. NOCIONES BAslCAS. 7 

5. La cerradura de un conjunto convexo (balanceado) es convexo (balancea­
do). 

Demostración. Sea B e E convexo (balanceado). Si y , z E E, t E [0,1) 

(>' E IC t.al que 1>'1:::; 1) podemos elegir (x~i)) y (x~2)) dos 
.. E A " E A 

redes en B tales que :¡;~l) converge a y y x~2) converge a z en E. 
Entonces t ."l:~1) +(I-t)x~2) (>.x~l), respectivamente) converge a ty+(I-t) z 
(converge a >.y) por la continuidad de la multiplicación por escalares y 

la suma de vectores. Además, (tx~i) + (1 - t )x~2)) "EA' ( ( >.X~l)) "EA) , es 

una red en B , por tanto ty + (1 - t)z E B, (>.y E E) . • 

(j . Intersección de conjuntos balanceados (convexos) también es balanceado 
(convexo). 

7. Si A e E es absorbente o balanceado, entonces O E A. 

Demostración. Esta afirmación es fácil de ver. 

Si A es absorbente, como O E E existe O < /l' = 2, por ejemplo, tal que 
>. . O = O E A siempre que 1>'1:::; /l'. 

Si A es balanceado, para todo escalar >. tal que 1>'1:::; 1, O = >. . O E A . 

• 
8. Si A es absorbente y x E E, entonces x + A no necesariamente es 

absorbente. Un claro ejemplo en IRn es Bl (O) = {y E IRn 
: Ilyll :::; 1} Y 

.1: = (2 , 2, ... , 2), x E IRn
, pero O ~ x + B¡(O). 

Este ejemplo también nos sirve para ver que: 

9. Si A es balanceado, para x E E arbitrario, x + A no necesariamente 
es balanceado. 

10. Intersección finita de conjuntos absorbentes es absorbente. 

11. cmw(A) = n{B e E: A e B , B convexo} . 

12. baltA) = nlC e E: A e C , C balanceado}. 

Ejemplo 5 Algunos ejemplos de conjuntos balanceados, convexos y/o absorbentes 
80TI,: 

(a) Todas las bolns abiert(LS de mdio é > O con centro en O, Be(O), son 
convexas, absorbentes y balanceadas en E = IRn

, en geneml esto es válido 
si E es un espacio normado. 

(b) Todns l".s rectas '/ en 1R2 y 1R3 que no pasan por el origen son convexas, 
'/1.0 I",lance.adas y no absorbentes. 

(e) Toda ,·eda en 1R2 y 1R3 que pasn por el origen es bnlanceada y convexa 
"" ro no "bsor·bente. 
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Decimos que una topología r sobre un espacio vectorial E es invariante bajo 
t.raslaciones (homotecias) si todas las traslaciones (homotecias) son homeomor­
fismos. 

Recordemos que una vecindad de x en un e.v.t. (E, r) es un subconjunto 
V de E tal que x E V, Y existe U abierto con x E U e V . Definimos por 
No (E , r) o simplemente por No(E), si no se presenta confusión, a la familia 
de vecindades de O en E , con respecto a la topología r. Si No (E, r) es 
la familia de vecindades de cero, ahora la familia de conjuntos a + U, donde 
U E N o (E, r) , es la familia de vecindades de a, para cualquier a E E ; a esta 
familia la denotamos por Na (E) O por Na (E , r) para específicar, si es 
que es necesario, con respecto a que topología estamos trabajando. Con esto 
obtenemos que la estructura topológica de E está determinada por la base 
de vecindades del origen. Para el siguiente resultado, primero observemos que, 
por el lema (1.1-2) , si U es una vecindad de O, y >. E C"- ¡O} , O E >'U yes 
también una vecindad de cero. 

Teorema 6 Sean E un e.v.t., a E E Y Na (E) la familia de vecindades de a. 
Entonces: 

1. Na(E)=a+No(E). 

2. V E No (E) Y Ve VI, implican VI E No (E). 

n 

3. VI , V2 , ... , v,. E No (E) => n Vi E No (E) . 
i=l 

4. V E No => 3 W E N o (E) tal que W + W e V. 

5. V E No (E) es invariante bajo homotecias. 

6. Toda V E No (E) es absorbente. 

7. Existe un sistema fundamental de vecindades balanceadas del origen; es 
decir, pam toda V E No (E) existe W E N o (E) balanceada tal que 
WcV. 

Demostración. 1) Para cada a E E, la traslación f : E ...., E dada por 
f(x) = x+a es un homeomorfismo vista como función de E en sí mismo. Esto 
se debe a que es continua, y si f(x) = x + a = y, entonces f- I (y) = X = Y - a; 
1'0 1' tanto f es una función uno a uno en E y además la función f- I es su 
inversa, la cual es continua. 

La c:ontensión N a (E) :) a + No (E) se tiene ya que, dada U E No (E) , 
existe U' E N o (E) abierto tal que U' e U y por tanto, a + U' es abierto, 
ver el lema (1.1-2) , y a E a + U' e a + U. A la inversa, sea V E Na (E) , 
entonces existe V' E Na (E) , abierto, con V:) V' = a + (-a + V'). De donde 
- 11. + V' es abierto y como a E V' , O = -a + a E (-a + V') tenemos que 
- f! + V' E N o (E) Y - a + V' e -a + V = U; así U E N o (E) , por lo tanto 
V = eL + U para a lgún U E No (E). 
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2) Sean V y VI como en las hipótesis. Entonces existe V E No (E) abierto 
t.al que V e V, por tant.o V e V¡, es decir, V¡ E No (E) . 

3) Como VI, V2 , ... , Vn ENo(E), se tienen V¡,V2 , ... ,V .. ENo(E) abiertos 
n n 

t.ales que Vi e Vi, para cada 1 S i S n . Entonces n Vi e n Vi y O es un 
i=l j=l 

" n 
[Jllnt.o del abiert.o n Vi. Por lo tanto n Vi E No (E). 

i = ] j=l 

4) Para t.odo V E No (E) podemos encontrar V E No (E), abierto, tal que 
V e V. Ahora, consideremos la función continua 

+:ExE-E 

definida por (x , y) 1---+ :t+y. Entonces, (+ )-¡(V) es abiert.o en ExE, por lo que 
"xist.en VI , V2 E No (E) abiertos tales que V¡ x V2 e (+)-¡ (V), esto implica 
que VI + V2 e V. Por otro lado, tomemos W:= V¡ nV2 n(-V¡)n(-V2 ) ; O E W 
~. IV es abierto, ya que cada Imo de los conjuntos que se están intersectando 
lo t~. Por lo tanto W E No (E) y es abierto. Ahora, como W e V¡, V2 , 

IV + 11" e VI + V2 e V ; además W = -W por construcción. 
5) Efectivament.e, (por el lema 1.1-2-(b)) si V es abierto y >. E e, >'V es 

ahiprt.o \. si adenHls V E No (E), >'V E No (E) pues >.· O = O E V. 
Por tanto, si V E No (E), elijamos V E No (E) abierto tal que V e V, 

t·'nt.onces O E >'V e >'V , donde >'V E No (E). 
6) Sea V E No (E) . La función 

(.) : e x E - E , (>. ,x) 1---+ >.x 

es continua para todo>. E e y x E E. 
Sea :e E E . Por la continuidad de la función (-), se puede considerar f: > O 

y V E Nr (E) t.ales que (·)(E.(O) x V) e V; es decir, .h E V siempre que 
1>'1 S f: . De aquí que V es absorbente. 

7) Sea V E No (E). Por (4), podemos encontrar W¡ E No (E) tal que 
W I + IVI e V. Como la multiplicación por escalares es continua, existen {j > O 
y W2 E No (E) t.ales que aW2 e W¡ si lal S {j. Tomando a 

W:= U{aW: lal S {j}, 

st·, obt.iene un conjunto balanceado, además W E No (E) y 
W e W I e WI + W¡ e V. • 

Podemos vpr que el recíproco de este Teorema también es válido. De esta 
lIIanera se puede caracterizar a los espacios vectoriales topológicos por medio 
de la base de vecindades de O, como lo muestra el siguiente resultado. 

Teorema 7 Sm E un espacio vectorial, denotemos por p (E) al conjunto de 
1)(I·1'f.(·" de E. SUIJOnqamos que existe una ¡unci6n 

¡: E- p(p(E)) 
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donde f(a) = Na (E). Así, Na (E) es una colección de subconjuntos de E . 
S"lL¡lOngamos además que Na (E) satisface las propiedades 1-7 del Teorema an­
ferior {l. 1-6). Entonces existe una única topología tal que para toda a en E, Na (E) 
es e"wctamente la familia de vecindades de a, y esta topología hace a E un e. v. t. 

Demostración. Mostremos que en efecto la topología T, para la cual Na (E) 
es la base de vecindades de a siempre que a E E, hace a E un espacio vectorial 
topológico. 

Tomemos No(E) la base de vecindades de cero. Como valen las propiedades 
1-7 del Teorema (1.1-6), Na(E) = a + No(E) para todo a E E. 

1) +: E x E -+ E 

(x, y) .......... x + y es continua con la topología producto: 

Sea (xo, Yo) E E x E. Para ver que (+) es continua en (xo, Yo) recordemos 
que cumple (4) del Teorema (1.1-6). 

Sea Vo E Nx .. +y..(E) abierto, esto implica que Vo = Xo + Yo + V para 
algún V E No(E) abierto. Sea W E No(E) abierto tal que W + W e V. 
Observemos que si x E X o + W y y E Yo + W, entonces 

x + y E X o + Yo + W + W e Xo + Yo + V = vo, 

con esto (+) ((xo + W) x (Yo + W)) e Yo; por tanto (+) es continua en 
(:ro , Yo)' 

2) Para demostrar que la multiplicación por escalares es continua, sean Aoun 
escalar en e y Xo E E , es decir (Ao, xo) E e x E . 

Sea Vo E N>. .. x .. (E), entonces existen V, U E No(E), U balanceada, tal que 
Vo = Aoxo + V, y U + U e V. Por ser U absorbente, existe [ > O tal que 
(A - Ao) Xo E U si lA - Aol < f. Así, tenemos que 

AXo E Aoxo + U e Aoxo + V = Vo 

siempre que lA - Aol < f. Por otro lado, como No(E) es invariante bajo 
homotecias J.LV E No (E), para cada J.L E e tal que O < IJ.LI < 1. De modo 
que, como IAol + [ > O, podemos elegir n E f\I tal que 

Notemos que 1J.Ll n < 1 Y IAI-IAo!' S lA - Aol < [, de donde 

IAI < [+ IAol S IJ.LI -
n 

; 

por lo que IAIIJ.Lnl = IAJ.Lnl S 1. ... [1) 

Sea W = fJ."U E No (E). Como U es balanceada, si (x-xo) E W tenemos 
¡,-"(x - .1:0 ) E U, de [1) tenemos como consecuencia que A (x - xo) E U. 
Ahora, AX = Aoxo + (A - Ao)xo + A(x - xo), por tanto 

AX E Aoxo + U + U e Ao.1:o + V = Yo; 
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es decir B«>.) x (:r:o + W) e Yo. Así la multiplicación por escalares es 
continua con la topología producto. 

Por lo t.anto (E, T) es un espacio vectorial topológico con la topología T 
generada por {Na (E) }aEE' 

Ahora veamos la unicidad. Sea T' una topología para la cual Na(E) es la 
hase de vecindades de a en E. Sea U E T , entonces para x E U existe V E Na(E) 
t.al que V e U por lo que U E T' Y de esta forma T ~ T' . De manera análoga 
obt.enemos que T' ~ T. • 

1.2. Espacios Localmente Convexos 

En esta sección hablaremos de la clase de espacios vectoriales topológicos que 
más nos int.eresarán, llamados espacios localmente convexos. Como sabemos, 
las propiedades que t.ienen los espacios métricos facilitan el trabajo en muchas 
("uest.iones; además, si se generalizan algunos resultados a veces es necesario que 
los .'spacios en los que est.amos trabajando conserven propiedades similares a 
las de los espacios métricos. 

Los espacios localmente convexos están estrechamente ligados con las semi­
normas, que son funciones que conservan, excepto una, las propiedades que tiene 
una norma, por lo que mantienen cierta relación con los espacios métricos. 

En esta sección daremos la definición de seminorma y después se verá la 
relación que existe entre estas y los espacios localmente convexos, junto con 
otras propiedades de dichos espacios. 

Definición 8 Sea E un espacio vectorial sobre IC. Una seminonna en E es 
una .función 

p: E - [0,00) 

tal que: 

(i) P (:1; + y) ~ p (:r:) + p (y) , :r:, y E E (subaditiva). 

(ii) (J (>.:e) = 1>'1 p (:r:) , x E E Y >. E IC (lineal positiva). 

Veamos ahora una semi norma que será de gran utilidad en la teoría de 
.espacios localmente convexos. 

Proposición 9 Sea (E, T) IIn e.v.t. y V E No (E), V abierto, balanceado y 
convexo. Entonces existe una única seminonna p en E tal qlle 

V = {x E E: p(x) < l}. 

Demostración. 
Sea V E N" (E), como en las hipótesis y p = Pv' donde 

(1 (1" : E - 1R+ U {O} 

:,: inf{t > O: e l
:¡; E V} 
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esta función es la "Funcional subaditiva de M inkowski de V"; p está bien 
definida ya que, al ser V absorbente I t > O : t- I x E V} f 0; por otro lado, 
p (:r) 2 O para todo x E E. 

Para probar que p es una seminonna, veamos que cumple las condiciones 
(i) y (ii) de la definición (1.2-8) : 

(i) Recordemos que como V es convexo, se tiene que (s + t) V = sV + tV 
para todo s, t E 1R+. Además, 

p(x ) = in/{t > O: elx E V} = inf{t > O: x E tV} y 

p(y) = in/Is > O: s-Iy E V} = inf{s > O: x E sV} ; 

entonces dado E: > O existen Ar , As > O tales que: 

E: 
A,. ::; p(x) + 2 con A;:-IX E V (x E ArV), y 

As ::; p(y)+~ con X;lyEV (YEA,V). 

Sesigueque Ar+As::; p(x)+p(y)+E: y (x+y) E ArV+AsV = (Ar +AS)V, 
lo cual implica que (Ar + A, )-I (x + y) E V. 

Teniendo en cuenta que p(x + y) = It > O : t - I(x + y) E V} , y que 
p(x +y) ::; Ar + As. obtenemos p(x +y) ::; Ar + As ::; p(x) + p(y) + E: ; es 
decir, p(x + y) ::; p(x) + p(y) + E: para todo E: positivo. 

De aquí que p(x+y) ::; p(x) + p(y), Vx, y E E. Por lo tanto p es subaditiva. 

(ú) Probemos ahora que p es lineal positiva. 

Notese que si A es balanceado y lal ::; 1, entonces aA e A . 

SeanxEE y aEIC. 

a) Si a = O, ax = O, con lo que p(ax) = p(O) = O. 

:. p(ax) = O = O· p(x) = lalp(x). 

b) Si afO,entonceslal > O y lalp(x)=lalinflt > O: t-' x EVI= 
infllalt > O : t-Ix E V} = inf{lalt > O: alal- ' elx E alal- ' V} 
= infll a lt > O: alal-'e'x E V} = inf{s > O: as-Ix E VI = 
p(a:r). 

En cualquier caso, p (ax) = lal p (x), Vx E E. Así, p es una seminorma. 
Sólo falta verificar que V = 1:" E E: p(x) < 1} Y que P es única. 

Primero demostremos que V = Ix E E: p(x) < 11 : 
Para esto, sea x E E tal que p(x) < 1, entonces se puede elegir O < t < 1 

con t - I x E V , pero por la convexidad de V , como x = t(t - I x ) + (1 - t)O , :1: E V . 
De donde, {x E E : p( x ) < 1} e V . 
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A la inversa, sea 11 E V arbitraria. Para esta y fija consideremos 

ep: (O, +00) -+ E 

dP!inida por ep(t ) = t-1y para cada t. La continuidad de ep la tenemos de 
'lue la función t -+ t- I es continua en (0,+00) y de las propiedades de espacio 
vect.orial topológico. Por estas razones, al ser V abierto 

t.ambién es abierto. Por otro lado, dado que y E V, tenemos 1 E ep-I(V); por 
t.anto existe E > O tal que 1-E E ep-I(V) (es decir , 1-E E {t > O : t-1y E V}) 
y c:omo P(lI) = inJ{t > O: t-1y E V} , obtenemos que p(y) ~ 1- E < 1. De 
aquí concluimos que y E {x: p(x) < 1}. Así, V e {x E E: p(x) < 1} ; en 
c:onsecuencia V = {:¡; E E : p(x) < 1}, como se quería. 

Por último, veamos que efectivamente p es única con la característica ante­
rior. 

Supongamos que existe q: E -+ [O, +00) tal que 

{x E E: p(x) < 1} = {y E E : q(y) < 1}. 

Entonces, 

l:c E E: p(:¡;) < r} = {y E E: q(x) < r}, ... [1] 

para c:ualquier r > O. Sea x E E Y a = p(x). Por definición de p (x) , tenemos 
qlleparat.oda ii > O,p(x) <a+ii,y por[l] q(x) <a+ii, '18 > O.En 
consecuencia q (x ) ~ a = p (x). 

De la misma manera se puede concluir que p (x) ~ q (x), para todo x E E. 
Por lo t.anto p(x) = (¡(x), para todo x E E , • 

Observemos que en esta demostración, para garantizar que p es una semi­
norllla, solamente se necesitó que V fuera un conjunto absorbente, balanceado 
y convexo. Así, para cualquier conjunto absorbente, absolutamente convexo se 
IlIIpde definir una seminorma en E , 

La proposición anterior es de suma importancia, ya que en cualquier espacio 
,·pct.orial se puede definir una topología usando una familia de seminormas, de 
la siguiente Illanera: 

Sea E un espacio vec;,urial y {Pa} aEI una familia de seminormas en E, 

donde 1 es un conjunto de índices, Definimos B""r = (r- 1p",)-I(-1,1) = 
(p,,) - I( _ " ,1') = {x: p", (:c) < r} para todo a E 1 y para todo r > O Y 
tomamos N" (E) de manera que V E No (E) si y sólo si existen al, .. " an E 1 

n 

y '/'1 , ... , "" E 1R+ t.ales que n B"' i,ri e V, De esta forma, es fácil determinar 
i=l 

iI N, (E) mmo x + No (E). 
n 

N()t,(,,~P 'lue B"" E N" (E) Y por consiguiente n Bai,,', E No (E). 
i= l 
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Definición 10 Sen. E un espacio vectorial topológico, diremos que E es un 
espacio vectorial topológico localmente convexo (e.v.t.l.c. o simplemente e.l.c.) 
si el origen tiene un sistema fundamental de vecindades convexas (es decir, pam 
toda V E No (E) , existe U E No (E), U convexo tal que U e V). 

Los espacios localmente convexos se caracterizan por medio de las seminor­
mas. Esto lo veremos en el siguiente Teorema, donde utilizamos las seminormas 
de Minkowski asociadas a los conjuntos abiertos, balanceados y convexos como 
se construyó en la proposición (1.2-9) . 

Teorema 11 Sea (E , r) un e.v.t. E es un e.l.c. si y sólo si existe {P .. 1"." 
una familia de seminormas qlte determinan a r. 

Demostración. 
Veamos primero que dado un espacio localmente convexo podemos dar una 

familia de seminormas que determinan la topología. 
Como E es un e.l.c. sea Bo una base de vecindades del origen en E formada 

por conjuntos abiertos, balanceados y convexos, por tanto absorbentes. Por la 
proposición anterior, (1.2-9) , dada B E '!lo existe una única seminorma P" tal 
que 

B={x:p,,{x) < ll· 

Consideremos {p" I BES .. ; esta es una familia de seminormas que determinan la 
t.opología original en E . 

Por otro lado, si {Po l oE t. es una familia de seminormas en E que deter­
minan su topología, tomemos a 

B p" = {:¡; : Po{x) < 11 = {Po) - l (- 1, 1) 

para cada Ck E ~. Estos conjuntos son abiertos, balanceados y convexos. Pero 
la familia de seminormas anterior define la topología en E; es decir, 

n 

'l1 = { n éi Bp" : Cki E ~,éi > 0, 1 ~ i ~ n, n E NI 
i= l ' 

es una base para la topología r en E . Notemos que cada uno de los elementos 
de 'l1 son también abieros, balanceados y convexos. Por tanto E es un espacio 
localmente convexo. _ 

Ejemplo 12 (a) Al espacio COO{[a,bJ) de funciones reales o complejas in­
finitamente diferenciables en [a , b] le asociamos la topo logia generada por 
las seminormas 

Pm (J) = sup I f(m) (t) I 
a~t::;b 

¡Jam cada m = 0, 1,2, .. . ; donde f (m) denota la m-ésima derivada, y pam 
111 = O a la función f. Por el Teorema anterior, y con esta topologia, el 
eS¡Jacio Coo ([a, bJ) resulta ser un e.l.c. 
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(b) Si S es un conjunto cualquiera, consideremos el espacio vectorial de todas 
la... funciones males o complejas sobre S. A este espacio lo podemos dotar 
de una tO/JOlog(a de e.l.c., la tO/JOlogía de la convergencia puntual, que está 
determinada por las seminormas: 

p,. (J) = II (t)1 

/mm mda tES. Con la cual resulta ser un e.l.c. 

( L) A cualquier· espacio vectorial le podemos dar una topología de e.l. c. toman­
do la topología que tiene por base de vecindades del origen a todos los sub­
conjuntos de E balanceados, convexos y absorbentes. Esta es la topología 
má.s fina de e.l. c. que se plLede dar en un espacio. Con esa topología todas 
las seminormllS msultan ser continuas y e/ espacio resulta ser de HattS­
dorff· 

Lema 13 Sea E "1111 e./.c. Si p y q son seminormas en E , entonces son 
1·lJuiva/entes: 

(a) p (:e) S q (:e) , 't :e E E. 

(11) I:e E E: q(;,:) < 1} <;;; I:e E E : p(x) < 1}. 

(1/) p(x) < 1 si IJ (:e) < 1. 

(e) l :e E E:I¡(:e) S l}<;;l :e E E:p(x) S I}. 

(e') p (:e) S 1 si q (:e) S 1. 

(d) l :eEE: q(:e) < I}<;;; IxEE:p(:e)S I}. 

(d') p (:e) S 1 si q (:e) < 1. 

Demostración. 
Claramente t.enemos (b) <==> (b'), (c) <==> (c' ), (d) <==> (d' ) y además, (a) 

illlplica cualquiera de las afirmaciones. 
(d)==>(lL). Sea :e E E, Y supongamos que q(x) = a. Si E > O, entonces 

de est.a manera 
1 2: p((n+ E)- 1 x) = (a+E)-1 p(x). 

Así que p(:e) S n +E = q(:e) +E, siempre que E> O. Por lo tanto p(x)::; q(x), 
para todo :e E E. De aquí que (d)==>(b) y (d)==>(c). 

Rf,st.a probar (b)==>(d) y (c)==>(d). 
( b)==>(d). Si q(:e) < 1, entonces p (x) < 1. De manera que p (x) S 1, como 

S(·, quería. 

(/:)==>(d) . Si q( :e) < 1, q(:e) S 1; por tanto p(:e) S 1. 
COIl est.o concluimos la demostración. _ 
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Proposición 14 Sea E un e.v.t. Si f: E -. C es una funcional lineal, no 
constante cero, entonces son equivalentes: 

(a) f es continua. 

(b) 3 U E No (E) tal que f(U) es acotado en te. 

(c) N(J) es cerrado. 

(d) N(J) no es denso en E. 

(e) f es continua en O. 

(J) x>---+ If(x)1 es una seminorma continua. 

Si E es un e.l.c. y :F = {Po: E -. 1R+ U {O} }oEA es una familia de 
sC7lIillormas que definen la topología en E, entonces las condiciones anteriores 
son equivalentes a: 

(g) Existen p"p" ... ,p" E:F Y escalares positivos a"a" ... ,a" tales que 

n 

If(x)l:s ¿ a,p, (x) , V x E E. 
k=1 

Demostración. 
(a.)==?(b). Sea c > O; de la continuidad de f, existe U E No (E) tal que 

U e f-I(B, (O)). De esto concluimos que f(U) e B,(O); así que f(U) es 
acot.ado en C . 

(b)==?( e). Sea c > O. Sabemos que existen M> O Y U E No (E) tal que 
lf(y)1 :S M para todo y E U. Entonces If(x)l:S 1 para todo x E -bU. 
Por tanto, If( ~x)1 :S ~ siempre que x E -bU. Es así como f(2~ U) e B,(O), 
donde 2~1 U E No(E). Concluimos que f es continua en cero. 

(e )==?(a.) . Sea c > O y A E C. Veremos que f- I (B, (A)) es abierto en 
E. Para el caso en que f- I (B, (A)) = 0, es trivial; por lo que se puede suponer 
que f- I (B, (A)) f. 0. Sea x E f- I (B, (A)), consideremos Bó (J(x)) e Be (A) 
con el = mín{ If(x) - AI,c - If(x) - Al} si f(x) f. A Y el = c si f(x) = A. 
Sahemos que f- I (Bó (O)) = f- I (Bó (J(x)) - f(x)) y por ser f continua en 
cero, existe V E No (E) abierto tal que f(y) E Bó (O) siempre que y E V. 
Definamos al V' := x + V. Sea z E V', !'ntonces z - x E V Y por tanto 
.f(z) - f(1:) = f(z - x) E Bó (O); es decir V' e f- I (B, (A)), con V' E N x (E) 
ahierto , como se necesitaba. 

(n)==?(c). Es inmediato, ya que {O} es cerrado en C, y como f es continua 
N( J) = f - I (lO}) es cerrado en E. 

(c)==?(d). Como N(J) es cerrado y f no es la constante cero, entonces 
N(f) = N(J) ~ E. Por lo que N(f) no puede ser denso en E . 

(rl)==?(b). Como N(J) no es denso (J f. O), existe X o E E \ N(J) , entonces 
() E - :1:0 + E \ N(J) el cual es abierto. Por este motivo, existe U E No (E) 
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"alanceado tal que U C - xo + E \ N(I) . De modo que X o + U c E \ N(I); 
''lltonces f( :r" + y) f. O para todo y E U. Además, como J es lineal 

J( xo ) f. - J(y) = J( -y) . 

Afirmamos que IJ(xo)1 es cota para J(U) : Supongamos que no, entonces 

existe z E U tal que IJ(z)1 > IJ(xo)1 > O; de donde '(H';~' < 1. Como U es 

"alanceada, si definimos o = ff~X;i) para y = oz se tiene que 

J(y) = oJ(z) = J(xo). 

Por lo tanto J( :ro) = J( z ) para algún z E U, lo que es una contradicción. Así 
concluimos que J(U) es acotada. 

(a)=(f). Claramente se da, como J es lineal y además continua, IJI es 
\lna seminorma y también continua, donde la vecindad que nos sirve para IJI 
,,,; la misma que para J. De manera análoga, si IJI es una seminorma continua, 
f t.ambién es continua. 

(f)=(g). Es claro que (g) implica (1), por la continuidad de las semi­
normas. Sólo nos restaría probar (I)=(g) . Por hipótesis, como IJI es una 
semi norma continua en E , tenemos IJI- I (B I (O)) E No(E) ; es decir , existen 
f'1 , f'2,· .. , p"E F y 0 1, 02 , ... ,0"ElR+ talesque 

n (0,1',)- 1 (BI(O)) c IJI- I (BI (O)) . 
i= 1 

c n (o,pTI (BI(O)) c IJI - I (B l (O)) y 
i=1 

E -+ [0,00) 

P.' IIna selllinonna continua en E , en consecuencia d= O,p;) -I (B I (O)) es abier­
i=1 

to y (~Üip,) - 1 (B¡(O)) c IJI- 1 (B I (O)) . Por el lema anterior (1.2-13), 

" If(:I;)I :::: ¿ ü,Pi(·1:) V x E E .• 
;.=1 

Corolario 15 Toda .funcional lineal J: E -+ IC continua manda acotados en 
llcotlldo ... 

Demostración. 
Es inmediat.a de la proposición anterior incisos (a) y (b) . • 

D efinición 16 Sell (E, r) un c.v. 1. y A c E . A es acotado (r-acotado) si 
jHl.mt:ulIl'luicl· V E N " (E) c3;ist.e oElR+ talque A coV. 
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Esta definición equivale a que pidamos que dado V E N o (E) existe a E IR+ 
t.al que A e >.V para todo>. E C tal que 1>'1 2 a. 

Notemos que en cn esta definición coincide con la definición de conjunto 
acotado que ya conocemos. Además, se tiene que cualquier vecindad de O en E 
absorbe a todo acotado, lo cual es natural. 

Por ser un poco diferentes a lo que usualmente tenemos en IRn daremos 
algunas propiedades de los conjuntos acotados. 

Proposición 17 Sea E un e.l.c. Si A, B e E son acotados, entonces: 

a) Todo subconjunto de A es acotado. 

b) A es acotado. 

c) Jl. A es acotado para todo Jl E C. 

d) A U B es acotado. 

e) A + B es acotado. 

f) conv(A) es acotado. 

Demostración. 
a) Sean C e A y V E No (E) . De la definición de acotado, existe a > O 

tal que C e A e oV, que es lo que se pide. 
1,) Sea V E N o (E), como E es un espacio vectorial topológico existe una 

hase fundamental de vecindades cerradas de O, así que existe W E No (E) t.al 
que W es cerrado y W e V. Por ser A acotado, para W existe a > O tal 
que A e (rW. Y a l ser W cerrado A e aW y por lo tanto A e aW e oV, 
de donde A es acotado. 

e) Puesto que A es acotado, para toda V E No (E) existe a E R+ tal 
que A e aV. Entonces JlA e JlaV = a IJlI V. Luego basta que tomemos, para 
la vecindad V y el conjunto JlA, el real positivo a IJlI . 

d) Sea V E No (E). Como E es un e.v.t. existe W E N o (E) , W balanceado, 
t.al que W c V . Si 01 ya2 son dos números rea les positivos tales que A e 0 1 W 
y Be 02W entonces, si denotamos por o al máximo de a l Y 02, tenemos 
que A e oW y Be aW, por consiguiente A U Be aW e oV. Fina lmente, 
de aquí se deduce que A U B es acotado. 

e) Sea V E No (E), por el mismo argumento que el inciso anterior, existe 
IV E No (E) , W balanceada tal que W + W e V. Si 01,a2 E IR · t ales que 
A e al W y B e a2 W , definamos como a al máximo entre o I y 02 , 
A e oW y B e aW. Así, A+B e oW +oW = a(W + W) e aV. Por lo que 
A + B es acotado. 

1) Demostremos ahora que conv(A) es acotado. Por ser A acotado y E 
un e.l. c., para toda V E No (E) , existe W E N o (E), W convexo, W e V tal 
que A e oW para alguna o > O. Pero 

conv( A) = tA + (1 - t)A e t(aW) + (1 - t)(aW). 
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Además, como W es convexo, también lo es oW. Así pues, tenemos 

rtW(t + (1 - t)) = oW e aV y conv(A) e (oW) (t + (1 - t)) = oW e aV, 

<le modo que conv(A) es acotado. 
Est.o completa la demostración. _ 

Proposición 18 Se.an E tm e.v.t. y A e E . A es acotado si y sólo si paro 
(",I/.alqllie,· sIIcc.sión (";")"EN en A y cualquier sucesión (On)nEN en R+ que 
IÚ'luLe " cem, 1" sucesión (OnXn)nEN converge aL origen en E . 

Demostración. 
Supongamos que A es acotado y que (Xn)nEN es una sucesión contenida en 

A. Sea (o.")"EN una sucesión de nÍlmeros reales positivos que tiende a cero y 
~ea V E N" (E). Entonces existe W E No (E), W balanceado, tal que W e V. 
S,,;) "E 1R+ tal que A e oW, dicho a existe por ser A acotado. 

Para {3 E IR+ tal que {3 ~ n existe no E N tal que an < ~ para n ~ no por 
,*,r (lL")"EN convergente a cero. Entonces, como an /3 < 1 Y W es balanceado, 

a,,/3W c Wc V 

para t.odo no ~ 11 por lo tanto a"xn E V, siempre que n :::: no ; es decir, 
(1I." :¡;")nEN converge al origen en E . 

Supongamos ahora que A no es acotado, entonces existe U E N o (E) tal que 
¡lA ~ U para t.oda /3 E IR+. Sea n un entero positivo y {3 = ~. Entonces existe 
:r" E A t.al que ~ :¡;" í U. De esta manera, para cada n E N obtenemos X n y 
podemos formar la sucesión (X,,)nEN de elementos en A tales que (~Xn)nEN 
no converge al origen en E y sin embargo (~)nEN converge a cero. _ 

Recordemos que uno de los principales resultados de Análisis Funcional, el 
Teorema de Hahn-Ban!\ch (ver W. Rudin [R3],3-3.3, pág. 57), nos garantiza que 
cnalquier funcional lineal definida en un subespacio Y de un espacio localmente 
convexo E , se puede extender a todo el espacio de manera lineal y continua; 
además podemos separar por medio de una funcional a cualquier subespacio 
""rrado de E de cualquier punto en E que no esté en dicho subespacio; es 
<l"cir, podemos encontrar un hiperplano donde dicho subespacio esta contenido, 
pero no al punto. Ahora veremos que también lo podemos hacer para algunos 
~l1bconjuntos de un espacio localmente convexo, por lo que tenemos los siguientes 
resultados para tales espacios. 

Antes de seguir con la demostración de nuestro próximo resultado, recorde­
lllOS que en 1(: , para cualquier complejo z t0nemos que z = Re z - i Re(iz); así, 
ciado un espacio localmente convexo E para cualquier funcional lineal f : E --+ 1(: 

f (:r) = Re(f(x)) - iRe(if(;¡;)) = Re(f(;¡;)) - i Re(f(ix)). 

Además, Re(f) : E --+ IR es una función IR-lineal y continua. 

Teorema 19 Sea E un e. L.c. reaL, F un subespacio de E , f E F' y p una 
.<I ·1I/.ÚW1T/w. en E laLes que f(x) ~ p (x), para todo x E F. Entonces existe 

¡ E E ' In[ 'j'IW j 11"= f 11 1j(:I:)1 ~ p(x) , "Ix E E . 
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Demostración. 
Tenemos que f(y) ~ p (y), siempre que y E F. supongamos que F es un 

subespacio propio de E . Sea .1:0 E EIF y Fo = F + {>.xo : A E IR}, el cual es un 
subespacio de E tal que contiene propiamente a F . Notemos que si y + AXo = 
y' + A':,o, donde y, y' E F y A, A' E R, obtenemos que (A - A')Xo = y' - Y E F, 
est.o último implica que A = A' Y Y = y'. Por tanto, cada z E Fo puede ser 
expresado de manera única en la forma z = y + AXo , con y E F y A E R. 

Sean YI , Y2 E F . Consideremos 

P(YI - X o + Y2 + xo) ~ P(YI - xo) + P(Y2 + xo), 

así que f (YI) - P (YI - x o ) ~ P (Y2 + xo ) - f(Y2) ' 
De esto se sigue que 

suplf(y) - p(y - .1:0 ): y E F} ~ inf{p(y + x o) - f(y) : y E F}. 

Entonces, existe a E IR tal que 

suplf(y) - p(y - x o ): y E F} ~ a ~ inf{p(y + x o ) - f(y) : y E F} . 

Sea lo(y + AXo) = f(y) + Aa, para cada y E F, A E R. Claramente, lo es una 
funcional lineal en F , y es tal que lo IF= f. Además, de la definición de a , para 
cada y E F y A E IR+, tenemos que 

lo (y + AXo) = A (J (A-Iy) + x o) ~ AP (A-Iy + x o) = p(y + AXo) , y 

lo (y - AXo) = A (J (A-Iy) - xo) ~ AP (rly - xo) = p(y - AXo) , 

así que lo (z) ~ P (x ), siempre que x E F. . ... . [1] 
Ahora, mostremos que f se puede extender a todo E: Sea F la colección de 

t.odas las funcionales lineales 9 tales que el dominio de 9 es un subespacio de E 
que contiene propiamente a F, la restricción de 9 en Fes f , y 9 esta dominada 
por p. 

Definamos el orden ~ en F como sigue: Dadas 91,92 EF, 91 ~ 92 si y sólo si 
el dominio de 91 es un subespacio del dominio de 92 y 91 es la restricción de 92 
en el dominio de 91. Así, cada cadena no vacía e en F tiene una cota superior, en 
efecto, si consideramos la funcional lineal cuyo dominio G es la unión de todos 
los dominios de los elementos de e, y para el cual definimos 9 : G -+ IR dada por 
i¡ (,,) = g( x), para cada x E G, y donde x E Fg el cual es el dominio de 9, para 
alguna q E e, y por construcción 9 también va a estar dominada por p. Así, por 
el lema de Zorn, F tiene maximal, digamos 1, y con esto sólo falta verificar que 
1 t.iene como dominio a E. SU'pongamos que M e E es un sub espacio propio y 
que además es el dominio de f. Sea .1: E EIM, entonces siguiendo con el mismo 
procedimiento para la const.rucción de lo (como en [1]), podemos encontrar 

Tt : M + {>.x : A E IR} -+ IR 
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t.al que ¡; IM= l De donde obtenemos que ¡; IF= j IF= f y F está contenido 
propiament.e en !vi + p..x: )' E IR} Y ¡; (y) ::; p(y), siempre que y E !vi + p.x: 
). E IR} , lo que contradice que ¡; sea maximal con estas características. Así, ¡ 
ti.,ne como dominio a E. _ 

O hservemos que en el Teorema anterior podemos pedir que I f (x) I ::; p (x) , 
para cada x E F , ya que -x E F y -f(x) = /(-x) ::; p(-x) = p(x). Este 
ült.imo Teorema se conoce como el Teorema de Hanh-Banach en su versión real, 
,,1 <:ualutilizamos para demostrar el Teorema de Hanh-Banach pero ahora para 
la versión compleja. 

Teorema 20 (Hanh-Banach) Seo. E un e.l.c. complejo, F un subespacio de 
E, fE F' Y puna seminorma en E tales que 1/(x)l ::; p(x), para todo x E F . 

Entonces e.1:iste j E E' tal que j IF= f y Ij(x)l::; p(x), 'Ix E E. 

Demostración. 
Consideremos Re(f) = fa, la cual es una funcional IR-lineal y es tal que 

Jo (y) ::; (l (y) , para todo y E F. Del Teorema anterior podemos encontrar Ta : 
E -> IR, funcional lineal tal que Ta Ir'= Re(f) y Ta (x) ::; p(x), para todo x E E . 
D.,finamos ¡(.x) = Ta (.x) -iTa (ix) . Sea x E E, entonces existe a E IC con lal = 1 

tal que 1 1(.x) 1 = o](x). Así, !T(x) 1 = ¡(ax) = Ta(ax) ::; p(ax) = p(.x). Con 
"st.o concluimos la demostración del Teorema. _ 

Teorema 21 Seo.n E tm e. l.c. y U e E abierto, no vacío y convexo, que no 
c:ont'icnc ni origen. Entonces existe F : E -> IC tal que 

N(F)nu=VI. 

Demostración. 
Supongamos que E es un espacio vectorial sobre IC. Entonces E también es 

un espacio IR-lineal, fijemos Xo E U y sea B = Xo - U. De donde B E No (E) 
ahiert.o y convexo. Por la proposición (1.2-9), existe una semi norma P" : E -+ IR 
t.al que B = { ,~ E E : P" (x) < 1}. Como O i U, X O i B, así que P" (xo) ;::: 1. 

S"" Y == {n:~o : n E IR} Y definamos fo : Y -> IR por fo (axo) = ap" (xo). 
Si n;::: O, entonces fo (nxo ) = ap" (xo) = P" (axo); si a < O, se tiene 

que f a (n:~o) = ap" (xo) ::; n < O ::; P" (axo)' Por lo tanto, fo ::; P" en y . 
Ent.onces podemos aplicar el Teorema de Hahn-Banach, así existe una funcional 
lineal y f : E -+ IR t.al que f Iy= f o y f::; P" en E . 

Ahora, si .x E U, entonces 'Xo - x E B Y f(xo) - f(x) ::; PB (xa - x) < 1. 
Por lo que f(.x) > f( .xo) - 1 = P" (xo) - 1 ;::: O para todo x E U. y de esta 
Illanera, N(f) n U = VI . 

Si F(:c) = f(;¡ ,)-if(ix), entonces F es una funcionallC-lineal y f =ReF. Con 
,,,;to F(.x) = () si y sólo si f(x) = f(i.x) = O; es decir, N(F) = N(f) n (iN(f» . 
D" ,[ond." N(F) n U = VI. _ 

Si cOllsideramos la misma cOllstrucción de f en la demostración del Teorema 
illlt.(~rior 1 t.mleUlOS: 
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Corolario 22 Sen. E un e.l.c. y U e E abierto, no vado y convexo, que 
no mntiene al origen. Entonces, existe f : E -+ IR linela y continua, tal que 
N(J) nU = 1/1. 

Observemos que si f : E -+ IR es una función IR-lineal, y A e E es un 
conjunto convexo, entonces f(A) es un subconjunto convexo de IR, de hecho, toda 
función lineal mantiene la convexidad. Además, bajo las mismas condiciones y 
con otra hipótesis, se tiene que: 

Lema 23 Sea E un e.l.c. Si f : E -+ IR es una funci6n continua IR-lineal, no 
identicamente nula, entonces f(A) es un intervalo abierto siempre que A sea 
"n s"bconjunto de E abierto y convexo. 

Demostración. 
Si A e E es convexo, entonces también lo es f(A). Para ver esto, con­

sideramos y , :: E f(A) donde y = f(Xl) Y z = f(X2) con x1,x2 E A , se 
sigue que si t E [0,11 , al ser f una función lineal y como tX1 + (1 - t).1:2 E A , 
ty + (1 - t):: = tf(x¡) + (1 - t)f(X2) = f(tX1 + (1 - t)X2) E f(A). 

Sea :c E A. Como A es abierto, existe un intervalo (s, t) tal que el segmento 
de recta de SI a tx está contenido en A. Sea, = f (x) ;entonces por la linealidad 
de f tenemos que (s" ti) e f(A). Por lo tanto f(A) es abierto. _ 

Se puede ver que la linealidad de f es una condición necesaria; por ejemplo, 
la función constante 1 es continua pero la imagen bajo esta función de cualquier 
subconjunto abierto no-vacío en E no es abierta. 

Teorema 24 Sea E es un e.l.c. y A, B e E convexos ajenos. Si A es abierto, 
entonces existe una funcional lineal continua f : E -+ IR y a E IR tal que 
f(o.) < a ¡Jara todo a E A y f(b) ~ a para todo b E B. Si B también es 
ILbie1·to, entonces se puede encontrar f mmo antes, con f(b) > Q para todo. 
¡lE B. 

Demostración. 
Ya que IR es subconjunto de IC y hereda las propiedades de la multipli­

cación por escalares sobre E, además es cerrado bajo la suma y la multiplicación 
usuales, podemos suponer que E es un espacio vectorial localmente convexo 
real. Sea e = A-B = {a-b : a E A , bE B}; e es convexo y además es abierto, 
pues e = U (A-b). Más aún, como AnB = 1/1, O f/; e. Por el corolario anterior 

bEB 
(1.2-22), existe una funcional lineal f : E -+ IR tal que N(J) n e = 1/1. Por lo 
cual f(e) es convexo y O f/; f(e). La convexidad nos garantiza que, como f es 
continua, f(x) > O 'Ix E e ó f(x) < O 'Ix E e; sin perdida de generalidad, 
supongamos que f(.1:) > O para todo x en e . Entonces, si a E A y b E B , 
O < f(a - b) = f(a) - f(b); es decir, f(a) > f(b). Elijamos Q E IR tal que 

sup{f(b) : bE B} ::; Q::; inf{f(a) : a E A}. 

Con est.o obt.enemos lo que se quería. 
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Si además B es abierto, se tiene que f(A) y f(B) son intervalos abiertos, 
a:"í que: 

f (:r) < n si ;~ E B , y f( x ) > a siempre que x E A . • 

Corolario 25 Sean E un e.l. c. y A e E convexo. Entonces, para todo ele­
lI",nto ;r de E \ A, existe f : E -+ R lineal y continua, tal que f( x ) !/: f(A) . 

Demostración. 
Sea U E N;,(E) abierto y convexo tal que (x + U) n A = 0. Por el Teorema 

aut.erior , exist.e f : E -+ IR liueal y continua, tal que f( x + U) n f(A) = 0. Pero 
.f(:r + U) es abiert.o (ver lellla 1.2-23), mejor aún f( x + U) E Nf(x ) (IR) . • 

Teorema 26 Sean E un e.l.c. y A , B e E cerrados, convexos y ajenos. Si B 
f '.' wm'1)(u;io. en tonces existen f : E -+ IR , lineal y continua, y a E IR tal que 
.f(:r ) < (t < f (y) , 'Ix E A , V E B . 

Demostración. 
COlllO en la demost.ración del Teorema anterior (1.2-24), podemos suponer 

'lile E es uu espacio localmente convexo real. Sea U una base de vecindades 
ahiert.as absolutamente convexas del origen en E . Como B es compacto, A es 
,",'rrado y A n B = 0, podemos encontrar y¡ , Y2"" , Yn E B y U¡ , U2" " ,Un E U 

" 
ta)!>s <lile B e U (Vi + Ui ) e E \ A y (Yi + 3U;) nA = 0 VI ~ i ~ n . Así, 

1:= 1 

(Ui + 2U¡) n (A + U;) = 0, VI ~ i ~ n ; en efecto, si x E (Yi + 2U;) n (A + Ui), 
eut.onces :re = ?Ji + 2'::i = (¡ + Wi p.a. Zi, Wi E Ui y (¡ E A , por lo que 
(( = !Ji + 2.:i, - Wi, '::i ,1IIi E Ui y a E A ; así a E Yi + 3Ui, llegamos a una 
,:out.radicción. 

" Definimos U := n Ui, ent.ouces (A + U ) n (B + U) = 0, ya que si 
i= l 

:r E (A+ U) n (B+U), implica que x =a+y=b+ z con aEA,bEB y 
Y. ~ E U, entonces a = b + .:: - y E b + 2U e Yi + 3Ui p.a. 1 ~ i ~ n ; lo cual 
"S una coutradicción. 

Por ot.ro lado, A + U y B + U son abiertos, convexos, no vacíos y ajenos, 
I'ut.ouces (por Teorema (1.2-24)) existen f : E -+ IR lineal y continua, y (t E IR 
t.al que f(er) < n < .f(y) Ver E A e A + U , y E B e B + U . • 

Corolario 27 Sean E un e. l.c. y A ,B e E cerrados, convexos y ajenos, con 
n f:01II1mcto. Si A es balanceado entonces, existe una funci6n 9 : E -+ e, lineal 
:ti ("() 'n t inun, tnl que 

sup Ig(x )1 < inf Ig(y)l. 
x EA yE B 

Demostración. 
COlllO se cumpleu las hipót.esis del Teorema (1.2-26) , sean f : E -+ IR y 

(1 E IR COlllO eu el Teorema anterior. Como A es balanceado, si x E A, -x E A , 
I'ut.ouC(~s I. f (;¡:)I < n , 'Ix E A. Eu particular, a > O, y sup If( x ll ~ a. Por otro 

xEA 

lado. " < If( yll , Vy E B , y B es compacto; entonces a < infyE B If( y )l. Si E 
,·s Ull "'spacio ""ct.orial sobre IR , hagamos 9 = f, y se tiene lo que se pide. 
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Si E es un espacio vectorial sobre e, sea f : E -+ lR como en (1.2.26). 
Definamos g(x) = f(x) - if(ix), y recordando que A es balanceado, ix 
t.ambién es nn elemento de A, Vx E A, de donde If(ix)1 < a , Vx E A. Así 

2a2 > (f (x))2 + (f (i x ))2 = Ig(x)l2 , Vx E A. 

Por lo tanto, Ig(x)1 < 12a, Vx E A. 
Además, para cualquier z en B se tiene que If( z )1 2 o, y If(i z )1 2 o. 

De donde Ig(y)12 = If(y)1 2 + If(iy)l2 = 2If(y)12 > 202 , para todo y E B. 
De esta manera, Ig(y)1 > 120 para todo elemento y de B. Por lo que 
120 < inf Ig(y)l, por ser B cerrado. Concluimos que 

!JEB 

inf Ig(x)1 < inf Ig(y)l . 
xEA yEB 

-
Corolario 28 Sea E e.l.c., A un subconjunto no vacío, absolutamente convexo 
de E . Entonces, paro todo y E E \ A, existe f : E -+ e, funcional LineaL 1/ 
contintta, tal que f(1/) > 1 Y If(x) l::; 1, Vx E A. 

Demostración. 
Sea B := {y 1, claramente B es compacto, entonces se cumplen las hipótesis 

del corolario anterior , al aplicarlo obtenemos 

g : E -+ e, 

lineal y continua tal que 
sup Ig(x)1 < Ig(y)1 . 
xE A 

Para tal función g, sea sup Ig(x)1 < (3 < Ig(y)l . Entonces, para f = (3-1 9 
xEA 

t.enemos lo que se pide. _ 
Hasta ahora hemos construido los espacios localmente convexos, además de 

dar algunos resultados importantes para estos; pero si tenemos un espacio lo­
calmente convexo E , nos podemos preguntar si dado un espacio cociente de E , 
con respecto a alguno de sus subespacios, le podemos asignar una familia de 
seminonnas y dar una topología localmente convexa que esté relacionada con la 
<,structura de E. 

Sean E = (E , T) localmente convexo y F e E un subespacio cerrado, esto 
"S, un subespacio lineal y cerrado con respecto a la topología T. Denotemos, como 
se hace usualmente, al espacio cociente de E sobre F como E/ F Y definamos 

¡r: E -+ E/ F 

vía la regla x .......... ¡r(x) =: [x ] = x + F, la función cociente y denotemos por T 
la topología cociente en E / F , donde U E f si y sólo si existe V E T tal que 
¡r - I(U) = V (ver Apéndice A-proposición (A.1-195)). 
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Proposición 29 Sea E un e. l. c. y F un subespacio cerrado de E . Sea runa 
./il7lú lút dú-i!lid" de seminonnlLS en E que definen la topología T . Entonces la 
./iLmilin r de todlLS llLs seminormas 

p : E / F->1R 

d('finida.¡; ¡I(}I ' 11" (:e) 1------+ inf YE F p( :e + 1/) , P E r , definen la topología cociente T. 

Demostración. 
Y">lmos que en efecto la función 

p : E / F->1R 

vía la regla 11" (:e) 1------+ inf p(:e + y), donde p E r , es una seminorma: 
yEF 

(i ) Mosl.remos que p saca escalares positivos. Sean [x) E E/ F Y A E C. 
Para ,,1 caso "n que A = O, se da trivialmente pues O E F , y así 

0 = ¡I( [O)) = ¡I(A[X)) = inf p(AX + y) = inf p(y) = O = Ap( [X)) . 
!lEF yE F 

En ot.ro ca<;Q tenemos 

¡1(A [:e)) = inf p(A:r + 1/) = in(p(Ax + Ay) = inf p(A( X + y)), 
~F ~f ~F 

1""1'0 por ser puna seminorma en E , se sigue que 

infJ' (A(:e + 1/)) = inf /AI p(x + y ) = lA/ inf p(x + y) = IAI p([x)) . 
!lE l· YEF yE F 

Por lo que j>(A[:r)) = IAI p([:r)), para todo [x) E E/ F y todo A E C. 
(ú ) Nos falt.a ver que p e.s subaditiva, es decir, satisface la desigualdad del 

Iri,\ngulo. Sean [:e), [.;) E E/ F, y A E e, así: 

jl( [;¡; + .;)) = inf p((x + z ) + y) = inf p(x + z + 2y) 
yE F YE F 

inf p((:e + y) + (z + y)) = (*) ; 
YEF 

I'"ro, como (J "S una seminorma en E , siempre se da 

p(:e +y + z +y) ~ p(:r +y) +p( z +y) , '1y E F. 

Ent.onces 

(*) = inf p("; + y +.; + y) ~ inf p(x + y) + inf p( z + y) = p([x )) + p([z)) . 
YE F y EF yEF 

D" ('St.o oht.enemos que 

jl ([ :e] + [.;)) ~ p([x )) + p([z)) . 

Ad"IIlÚ." por definición, a l ser puna seminorma , p es no negativa. Con esto 
('oncluimus <¡U" ji definida así es una seminorma en E/ F. 
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Llamemos T f a la topología generada por la familia de seminormas r 
obt.enida como arriba. Ahora, observemos que p o 1f : E -> IR Y que tenemos 
jJ o 1f(":) :5 p(:¡;)' "Ix E E, Vp E r . Entonces para é > O arbitrario se cumple: 

De modo que 

Con est.o Tf:5 T en E/F. 
Para la otra contensión, sea W E .!Vo(E/F,?). Elegimos pE r y é > O 

t.ales que [x) E W si p(x) < é; usando que r es una familia de seminormas 
dirigida. Consideramos ahora, V E No ( E/ F, Tf), 

V:= {[x) E E/F: p([x)) < éf. 

Dacio [x) E V, p(x + y) < é para algún y E F; es decir, [x) = [x + y) E W , 
para algún y E F. Esto es, V e W, y W E .!VA (E/ F, Tf) . En consecuencia 
? = Tf en E/F .• 

De aquÍ tenemos como consecuencia el siguiente resultado. 

Proposición 30 Sea E un e.l.e. y F es un subespacio cerrado de E, entonces 
E/ F es un e.l. c. con respecto a la topología cociente. 



Capítulo 2 

Dualidad 

Iniciaremos ahora el est.ndio de la dualidad, una herramienta que sirve para 
t.rat.ar de transferir un problema del espacio, el cual puede ser muy difícil, a uno 
<¡lIe lisa sólo propiedades lineales, con lo cual puede ser más fácil. 

Gracias a la dllalidad podemos reemplazar a la topología original por una 
nHís simple cuando se t.rate de problemas de convexidad, continuidad o aco­
tamient.o, entre otros. Una de las topologías más importantes que cumple con 
,'Sto es la t.opología débil, la cual es más fácil de manejar debido a que t iene 
propiedades lineales, heredadas de las formas lineales con las que se construye. 
LL' construcciones básicas de esta topología recaen en los conceptos de polar 
". hipolar; los cllales introduciremos en la segunda sección de este capítulo. De­
spués seguiremos con algunos conceptos y resultados importantes de la topología 
d,;hiJ , con lo que podremos dar topologías más fuertes o más débiles con respecto 
" la t.opología original y así obtener resultados importantes en dichas topologías. 

2.1. Dualidad y Topología Débil. 

En lo qlle sigue consideraremos a E y F como espacios vectoriales topológicos 
sohre el campo de los números complejos IC, a menos que se diga lo contrario; 
además definiremos por [JI, 12 , ... , Inl al conjunto de combinaciones lineales de 
11 , 12 , ... , f,, - I y In. 

Definición 31 Una dunlidnd es una tripleta (E, F, E), donde E y F son 
('-'1"'CÚJS vect07inles y E: E x F -+ IC es una f017nn bilinenl no degenemda; es 
decú', 8lLIis.fnce lM siguientes dos condiciones: 

(i) Si E(:c, .f) = O 1)(1m lodo lE F, entonces .1: = O. 

(ii) Si E(:I; . .f) = O ¡mm todo X E E, entonces 1=0. 

En (,,,te C(c,o dir'CTTl.os que E y F ' están en dualidad, 6 (E , F ) es una pareja 
( ' 11. dUILlú lruL. 

27 



28 CAPiTULO 2. DUALIDAD 

También, de la definición, podemos decir que para cualesquiera dos elementos 
dist.int.os X¡, X2 E E existe f E F tal que B(x¡, 1) f B(X2,1); es decir, F 
separa los puntos de E. De manera análoga, E separa los puntos de F. 

Notación : Escribiremos (x, J) en lugar de B(x, 1), y si E y F están en 
dualidad usaremos (E, F ) para referirnos a tal dualidad. 

Ejemplo 32 Definamos por E *= {f : E -+ te : f es linealf al dual algebraico 
de E . Si E es IIn e. v. t., con la topología r ; su dual topológico es 

E' = {f: (E, r) -+ te : f es lineal y continuaf = (E, r)'. 

Cllando no haya posibilidad de confusión, escribiremos E' en lugar de (E, r)' . 

Observemos que E' e E' , así tenemos: 

(a) Para todo espacio vectorial E, la forma bilineal canónica 

(-,.) : E* x E -+ te 

bajo la regla (J,x) >--+ (1, .oc) = : f(x), es no degenerada. Por tanto tenemos 
la dualidad (E*, E), y también (E, E*) es una dualidad con la forma 
bilineal 

(-, .) : E x E* -+ te; (.1: , 1)>--+ (x, f) = (1, x) = f(x). 

Demostración. 

i ) Si (1, .1:) = O para todo fE E* , entonces f(x) = O para todo fE E* , 
pero esto pasa si y sólo si x = O. 

Para ver esta afirmación, notemos que es inmediato que si x = O tenemos 
que (1, x) = f(x) = O, para toda función f : E -+ te lineal. A la inversa, 
dado .1: E E , x f O, podemos definir la funcional lineal f x : E -+ te dada 
por f",(AX) = A, para cada A E te y extendemos la función a todo E de 
manera lineal, por lo que si x f O existe una función lineal f : E -+ te tal 
que (1, .1:) f O. 

ii) (1, x) = O, "Ix E E = f = O, de la definición de (1, x). 

Así (E, E* ) Y (E* , E) en efecto son dualidades. _ 

({¡) Dado E = (E, T) un espacio localmente convexo, la siguiente forma bilineal 
es no degenerada: 

(-,.) : E' x E -+ te ; (J, x) >--+ (1, x) =: f(x) 

Por lo que (E', E) es una dualidad, y de la misma manera que en (a) , 
(E , E' ) también es una dualidad. 

Demostración. 

Aquí la condición (i i ) se cumple sin ningún problema, pero la part.e (i) se 
da si y sólo si E es de Hausdorff: 
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Sea :" E E, :1: f. O. Si E es de Hausdorff, {O} es convexo y cerrado en E , 
y por el corolario (1.2-25) existe Jo : E -+ IR lineal y continua tal que 
Jo(":) rf. Jo ({O}) = {O}; si consideramos J(x) = Jo(x)-iJo(ix) obtenemos 
'lile J( :" ) f. O, lo cual implica que existe J : E -+ e lineal y continua tal 
que (J, :¡;) f. O. Por tanto si (J, x) = O, V J E El, entonces x = O. 

Ahora, supongamos que (J, x) = O, V J E El si y sólo si x = O, y de­
mostremos que es de Hausdorff. Sean x, y E E, :1; f. y , así x - y f. O 
y existe Jo E El tal que Jo (x - y) f. O, de donde Jo (.1:) f. Jo (y) . Sea 
E: > U, tal que B, (Jo (x)) n BE (Jo (y)) = 0. Como Jo : E -+ e es con­
t.inua, tenemos que Jo- 1 (B. (Jo (x ))) y J;;1 (BE (Jo (y))) son abiertos en 
E, :c E J;; 1 (B. (Jo (x))) y Y E J;;1 (BE (Jo (y))), además por construcción 
J;; 1 (B, (Jo (x))) n J;;1 (B. (Jo (y))) = 0. De donde E es de Hausdorff. 

Así, como en un principio se dijo que soló trabajaremos con espacios vec­
toriales topológicos de Hausdorff, tenemos que en efecto (E, El) y (El, E) 
son dualidades. _ 

Usaremos a (b) como ejemplo particular, para mostrar que en una duali­
dad (E, F, B) arbitraria la elección especial de la forma bilineal B no es muy 
importante: esto explicará el uso de "dualidad"en la definición anterior. 

Eu efecto, por (ii) de la definición (2.1-32), la función lineal 

ddiuida como J >--+ B(J,·) =: 1/1 f es inyectiva. Donde, dado (x , J) E E x F, 

De p.sta mauera, B es justo la restricción de 

(., -) : E* x E -+ e 

"U F x E si identificalllos a F con 1/J (F). De la misma manera, la función lineal 

I{):E-+F* 

vía la regla :¡; >--+ B(·, x ) =: I{) . es inyectiva, debido a que se cumple (i) de la 
definición (2.1-30) , y donde I{),.': F -+ e es tal que I{), (J) = (J, x) . 

Si ahora ideutificamos a E con 1{) (E), entonces B es la restricción en F x E 
d.., la forma bilineal canónica 

(., .) : F x F* -+ e; (J, fj) >--+ fj(J). 

D .. mauera 'lile cuaudo hablemos de dualidad siempre consideraremos implici­
tillllPut." a F como IIn subespacio de E* , y a E como un subespacio de F* . 

Observación : Cabe seiialar que si (E, F ) es una dualidad, entonces induce 
las fllllcioues: ·111 r y I{).,. para cada x E E, J E F definidas arriba. 
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Si (E, F) es una dualidad, probaremos que la dualidad puede ser descrita 
de lllanera que a E se le puede dar una topología T l.c. tal que F = (E, T)'. 
Aunque esta topología no necesariamente es única. Para la construcción de tal 
t.opología, notemos que podemos considerar a E como un sub espacio lineal de 
CF 

Definición 33 La topología que E hereda de la topología producto de C F 

la denotamos por CT (E, F) Y nos relerimos a esta como la topología débil en 
E con respecto a la dualidad (E, F) . Esta topología es localmente convexa 
y de Hatlsdorff. Además, clammente la podemos identificar como la topología 
más débil, o que tiene menos abiertos, en E que hace continuas a todas las 
.funciones 

1/1¡: E --+ e ; 1/1¡{x) = (x,f) 

Análogamente definimos la topología débil en F, CT (F, E). 

Observemos que si E es un espacio localmente convexo, la topología débil 
en E , denotada por CT (E, E'), es la topología definida por la familia de semi-

normas {p¡: I E El}, donde p¡{x) = l(x,f)I. De la misma manera, para 

E' la t.opología débil, CT (E' , E), es la topología definida por las seminormas 
{p, : :e E E}, definidas por P, (x) = I(x, 1)1. Por lo que un subconjunto U de E es 
a {E , E')-abierto si y sólo si para todo X o E U existen é > O Y J¡, 12, ... , In E E' 
t.ales que 

n 

n Ix E E: I(x - xO , MI < E} ~ u. 
k=1 

Una característica particular de la definición anterior es que F es un sub­
pspacio del dual topológico de {E, CT (E, F». Para probar que en realidad F es 
su dual topológico necesitamos el siguiente lema, por lo que dadas J¡, ... , In E E* 
definimos por [/1,12, ... , In) al espacio lineal generado por I J¡, ... , In f· 

Lema 34 Sean 11 , 12, ... , In E E" arbitmrias. Entonces I E [tI , 12, ... , In) si 
" y sólo si n N(f;) e N(f). 

i=! 

Demostración. 
Una de las implicaciones es clara, ya que si lE [J¡ , 12, ... , In), tenemos 

n 

donde "'1, ... , Un E e arbitrarios. Por tanto, para cada x E n N(f;), I{x) = O. 
i=! 

" Así obtenemos: n N(f¡) e N(f). 
i= ! 

Para el recíproco supongamos, sin perdida de generalidad, que I J¡ , 12 , ... , 1" f 
'" linealmente independiente, es decir que si 1:::: k :::: n , 

" n N(f;) i- n N{J;). 
i= ! i=lk 
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n 
Por lo que existe 1/k E n N(J;) tal que Yk 1:. n N(J.), para cada 1 S; k S; n. 

'~k .~ 

De modo que fj(Y.) = O para j f k, pero fk(Yk) f O. Sea Xk = [Jk (Yk)]-I yk . 

Eutouces h(:r.) = 1 Y fj(x.) = O si j f k. 
Ahora, sea f COIllO en las hipótesis. 

n 
S"" 1} = :/; - L: f¡( :r)x¡, siempre que x E E, esto implica que 

;=1 

" fj(Y) = fj(x) . - L: f.(x)fJ(x.) = O. 
i=l 

De doude f(1}) = O. Por tanto 

Il n 
() = f(:t:) - L: /;( :r) f(·7:;) = f(x) - L: ad.(x), con ai = f(Xi); 

i=1 i=l 

n 

'lu ... equivale a decir que f = L: ad. · 
i=1 

De esta mauera concluimos la demostración del lema. _ 

Teorema 35 Sen (E. F ) una dualidad, entonces F = (E. a (E. E'))' . 

Demostración. 
Dada f E F . le podemos asociar la función 

B(J.·): E -+ C 

d"tiuida por f( :r ) = B(J.:r) = (J.x) , que es una función lineal a(E.F)­
coutinua. Por lo que basta que probemos la contensión (E,a (E. F))' e F . 

Observemos que (E. a (E. F)) es un espacio localmente convexo, con la 
familia de semi normas 

F u ={1,'I¡ :E-+CI t/J¡(x )=lf(x)l, VxEE;fEFf 

'lu" generan la t.opología. 
Supongamos que f E (E,a(E,F))'. Así, por la proposición (1.2-14), eli­

.iaulOs fl . h . .... fn E F Y al, a2, ... • a n E 1R+ tales que 

n n 

If(x)1 S; L: aitf; . (x) = L: a. If.( x)1 
i=l 1, i=l 

n 

para t.odo :r E E. Dc donde n N(Ji) e N(J), y por el lema anterior (2.1-34) , 
i=l 

I E [II. f2 • ... .!,,] y [JI . h . .... fn] e F. por ser espacio vectorial. Finalmente, 
<:ou esto coucluimos que fE F, como queríamos. _ 

Corolario 36 SelLn (E . FI) Y (E , F2) tales que FI e F2 · Entonces 

La ú/w¡/¡[I/.r! se da si 11 8ólo si FI = F2 . 
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Demostración. 
Sea U E No(E,rr(E,F¡)); es decir, existen J¡,f2,.·.,fn EF¡ y é¡ , é2, . . . ,é" 

reales positivos tales que n fi-¡ (B" (O)) e U. Pero J¡, f2, ... , fn E F2 , entonces 
i=l 

U E No (E, rr (E, F2)). Lo que demuestra que efectivamente 

Por otro lado, si F¡ = F2 claramente se da la igualdad. 
Supongamos ahora que rr(E,F¡) = rr(E,F2 ). Entonces 

F¡ = (E,rr(E,F¡))' = (E,u(E,F2 ))' = F2 . 

Por t.anto F¡ = F2 .• 

Corolario 37 Sea E es un e.l.c., entonces 

E'=(E,u(E,E'))' y E=(E',rr(E',E))'. 

Notemos que para cualquier espacio E = (E, r), dada U E No(E,u (E, E')) 
existe un número finito de funcionales J¡, f2, ... , fn E E' Y a¡, a2, ... , a n E R+ 

t.ales que n adi-¡(B¡(O)) e U, pero adi-¡(B¡(O)) E No(E,r), por ser cada 
i =l 

fi T-continua. Por lo que U E No(E, T). 
Así T , la topología original de E, es más fina que la topología débil, rr (E, E') , 

a la cual nos referiremos simplemente por rr en caso de considerar a la dualidad 
(E , E'). 

Dada una dualidad (E, F), podemos identificar a F con un subespacio de CE. 
De ('.sta forma podemos definir la topología débil rr (F, E) en F con respecto a 
(E , F). Por simetría, cada una de las afirmaciones anteriores tiene su análoga 
para rr (F, E). 

Es bastante peculiar que una topología débil sea completa. Esto es una 
consecuencia de la siguiente proposición. 

Proposición 38 Sea F un subespacio de E*, el dual algebraico de E. Entonces, 
la. forma bilineal canónica 

(-, ·):FxE-->C 

C8 no- rlege:· .. erada si y sólo si F es denso en (E *, rr (E *, E) ) . 

Demostración. 
Si F es denso en (E*,rr(E* , E)) y x E E es tal que (J,x) = O para 

todo f E F , ent.onces x = O, por la rr (E*, E)-continuidad de x , vista como una 
funcional lineal en E* 

PiUa ver que se cumple (ii) de la definición de forma bilinealno degenerada. 
supongamos que (J, :e) = O, para todo :e E E. Ent.onces f(x) = O, para todo 
;/: E E y claramente f = O. 
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Inversamente, supongamos que la forma bilineal 

(. , .) : F x E --+ e; (f,x) .......... (f,x) = f(x) 

..,~ no degenerada y demostremos que F es denso en (E*, a (E*, E)) . Por 
l:IInt.nulicción; es decir, supongamos que F no es denso en (E* , a(E*,E)); en 
ot.ras palabras P <;; E*. Sea 9 E E*\F. Por Hanh-Banach se puede elegir x E E 
t.al que (j, :~) = O, para toda f E F, y (g, x) f O. De aquí que x f O, lo cual 
(".; \lna contradicción a la parte (i) de la definición (2.1-30). 

Por lo tanto F es denso en (E*,a(E*,E)). _ 

Proposición 39 Sea (E, F) una dualidad. Entonces, (E, a (E, F)) es completo 
-,i JI -,óLo 8i E = F *. 

Demostración. 
Consideremos a (F*, a (F*, F)) como un subespacio de CF , que es un espacio 

localmente convexo completo con respecto a la topología producto. Sea f E CF , 

un punto de acumulación para F*. Demostremos que fE F*. 
Sean :C, y E F, A E e y E > O. Como f es un punto de acumulación de F*, 

"xist.c 9 E F* tal que 

E l(f - g)(=)1 :<:::: 3 V zE{X,y,AX+y}. 

Pues podemos tOlllar 9 E F* tal que 

E E E E 

I(J - g)(:~)1 :<:::: 31AI + 3 :<:::: 3 y l(f - g)(y)1 :<:::: 31AI + 3 :<:::: 3; 

ele donde 

If(A": + y) - V(:~) - f(y)! :<:::: If(AX + y) - g(AX + y)1 + IV(x) - Ag(x)1 

+ 1.II( y) - f(y)! :<:::: 
E E E 
3 + IAI 31AI + 3 + 3 < E. 

Est.o implica que If(A:1: + y) - Af(x) + f(y)1 :<:::: E para todo E > O. Entonces 
t.melllos que f(AX + y) = Af(x) + f(y) ; en otras palabras, f E F* . Con esto 
11m nos prohado que (F*,a(F*,F)) es completo. Ahora, si E = F*, es claro 
'Iu.., (E , 17 (E , F)) es colllpleto. 

Ahora, verifiquemos que si (E , a (E , F)) es completo, se tiene que E = F*. 
De la proposición anterior, (2.1-38), como la forma bilineal 

(', -) : F x E --+ e ; 
eI"finida por (J,1: ) .......... (j, :1:) = f(:I:) es no degenerada, E es denso en 
(F* . I7(F* , F)) , y además (E,u(E,F)) es completo y es tal que u(E,F) :<:::: 

I7(F*, F). Ent.onces E = F* , en caso contrario podemos elegir f E F*\E y una 
m i (Jo )"EA e E t¡\1 que f a --+ f en F* con respecto a la topología u (F*, F) , 
pOI" lo qur, (.f".)"EA converge a f con respecto a la topología u (E, F) en E, por 
"'l cOlllplet.o, y est.o es una contradicción. _ 
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De esta proposición podemos decir que (F*,a(F*,F)) es la completación 
de (E,a(E,F)). 

En cualquier espacio vectorial topológico (E, T), dado que a (E, E') ::; T, 
nos podemos preguntar si existen subconjuntos de E que comparten la misma 
est.ructura t.opológica tanto para a (E, E') = a como para T. Por ejemplo, que 
relación existe entre la T-cerradura de A e E con respecto a la a-cerradura, 
obviamente siempre se tiene que la T-cerradura contiene a la a-cerradura ya que 
la t.opología original de E puede tener más cerrados que la topología débil. 

El siguiente resultado muestra que bajo ciertas condiciones, estas dos 
cerraduras coinciden. 

Teorema 40 Sea E un e.l.c. y A un subconjunto convexo de E, entonces 
;¡:T, la T-cerradum de A, coincide con ;¡:u, la a (E,E')-cermdum de A. 

Demostración. 
Sabemos que la topología original en E es más fina que la topología débil 

(a ::; T). Entonces, como E \;¡:u es a-abierto, también es T-abierto. Así que 
;¡:u es T-cerrado y A e ;¡:u, en consecuencia ;¡:T e ;¡:u . 

Inversamente, sea x E E \ ;¡:T, entonces {x} es compacto y convexo. Por 
Teorema (1.2-26) , existen Ix: E -+ R lineal y continua, y Q E lR tales que 

Ix(Y) ::; Q < Ix(x) , para todo y E A. 

De donde, podemos elegir é > O tal que l(fx, Y - x)1 > é , V Y E A . 
Sea U:= él;l (B1 (O)), entonces U E No(E, a) es tal que (x + U) n A = 0, 

Jlor t.anto :/: rt ;¡:u. Lo que significa que ;¡:u e ;¡:T. Con esto queda demostrada 
la igualdad. _ 

Corolario 41 Sea E un e.l.c. y A un subconjunto convexo de E. Entonces A 
es ce7Tado si y sólo si es débilmente cerrado. 

Demostración. 
A =;¡:T = ;¡:u. _ 
La próxima definición para dos espacios E y F localmente convexos es de 

suma importancia para lo que trataremos acontinuación. 

Definición 42 Sea (E, F) una pareja en dualidad. Decimos que una topología 
T en E es compatible con la dualidad (E, F) si esta es localmente convexa y 
s'i además F = (E , T)'. 

Por (2.1-35), a (E, F) es justo la topología más débil en E que es compatible 
con la dualidad. Más adelante veremos que también existe una topología más 
fuert.e en E que tiene esta propiedad. Por ahora, solamente notemos que para 
cllalquier topología T, en E compatible con (E, F) es más fina que a (E, F). 
Más aún, del Teorema anterior, si T, y T, son dos topologías compatibles 
con la dualidad (E , F ), entonces, junto con la topología débil, comparten los 
lUiSlllOS conjllntos convexos cerrados. 
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2.2. Polarización. 

U lIa de las definiciones más importantes, que trae consigo una serie de resul­
t.ados que utilizaremos constantemente en el resto del trabajo , es la siguiente. 

Definición 43 Sean (E , F ) una pareja en dualidad, y A un subconjunto de E. 

J. Definimos 110r lit polar de A al conjunto 

AO := lf E F : l(x'!)1 $; 1, 'Ix E A} . 

De manem similar, a la polar de un subconjunto B de F la definimos 
""mo el subconjunto B a:= {x E E : l(x,!)1 $; 1 , V f E B} de E. 

2. Al e07~jlLnto Aoa := (A O)O lo llamamos la bipolar de A. 

Not.emos que AO = n .-,; -I(B¡(O)) , y AO = F siempre que A = {O} o 
"'EA 

A = VI . Además siempre tenemos que A e Aaa. 
EII la siguiente proposición se enuncian las propiedades más importantes de 

las polares que más adelante nos servirán como herramientas. 

Proposición 44 Sean 1 un conjunto de índices, A, A, , A" A ; e E no vacíos, 
i E l , 11 G un subespacio lineal de E (G $; E). Entonces tenemos las siguientes 
4irmaciones: 

(n) AU es balanceado y convexo. 

(11) AO te", a (F, E) -cer-rndo (por tanto cerrado en F con su topología original 
11 1Xtm cualquier t011010gÚL compatible con la dualidad (E, F) J. 

(e) Si A, e A" entonces A~ e A~. 

(ti) Si n E C\ {O}, entonces (aA¡O = a- lAo. 

H {O} " = F , y E a = {O} . 

(f) (U A.) U = n A~. 
iE I tEI 

(i) G" = {f E F : (:[,!) = O , V X E G}. 

(j) Si O E A, n A" entonces A~ n A~ e 2(A , + A,)O e 2(A~ n A~). 

Demostración. 
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(a.) Primero veamos que AO es balanceado. Sean a E IC, con lal :s; 1, 
Y f E AO. Entonces, I(x, af)1 = lall(x, f)1 :s; lal :s; 1 si x E A. Así 
af E AO, para todo a E IC, con lal:S; 1. De esta manera, tenemos que 
A ° es balanceado. 

Para ver que AO es convexo, consideremos t E [0, 1], fl, f2 E AO. Esto 
illlplica que 

I(x , tfl + (1 - t)fúl = I(x, tfl) + (x, (1 - t)f2)1 :s; I(x, tJ¡)I+I(x, (1 - t)MI, 

y por otro lado tenemos 

1(:1: , tJ¡)1 + 1(·1:, (1- t)f2)1 =t I(x, J¡)I + (1 - t) I(x, MI :s; t + (1 - t) = 1 

por lo que 
I(x, tJ¡ + (1 - t)f2) I :s; 1 

para todo .1: E A. 

En consecuencia, tJ¡ + (1 - t)f2 E AO. Luego entonces, AO es convexo. 

(b) Como AO = n x-I(B¡(O)) = n 'PJB¡ (O)), y cada función 
xEA xEA 

x = 'P,. : F --+ IC 

definida por f >--> 'PJJ) = (x, f) = f(x), es u (E, F)-continua, tenemos 
que .1:-

I (B¡(O)) es u(E,F)-cerrado. Por tanto AO es u(E,F)-cerrado, 
y por (a) AO es convexo, por lo que AO es cerrado en cualquier topología 
compatible con (E, F). 

(e) Queremos probar que al tomar polares se invierten las contenciones. Para 
est.o, observemos lo siguiente: 

Sea f E A~. Sabemos que f E A~ si y sólo si, por definición, I(x, f)1 :s; 1, 
para todo x E A,. Entonces I(x, f)1 :s; 1 para todo x E A" pues A, e A~. 
De donde f E A~. 

(d) Esta afirmación es clara si consideramos las igualdades: 

Por otro lado, 

{f E F: l(x,f)I:S; 1,V'x E aA} 

{f E F: l(ay,f)1 :s; 1, V'y E A} 

{f E F: lall(y,f)I:s; 1,V'y E A} = (*) 

{a-Ig: 9 E F, l(x, g)1 :s; 1 V'x E A} 

{It E F: 1(:r,ah)l:S; 1,V'x E A} 

{h E F: lall(x,h)l:S; 1,V'x E A} = (*) 

Así obtenemos la igualdad (aA)" = a - IAo. 
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(e) Sea J E F, entonces por ser lineal 1(0) = O, Y por tanto 1 E {O} O Por 
ot.ro lado, siempre t.enemos {Ol a e F; así {Ol a = F . 

Ahora, not.emos primero que {O} e E O = {f E F : I(x, 1 )1 :S 1 , V x E E}. 
S"a J E F\ {O}. Ya que J 1= O, podemos hallar y E E tal que I(y) 1= O. 
lhmelllos:" = 1/(;/)1 E E, entonces l(x, 1)1 = I/(x)1 = I/~)¡ I/(y)1 = 2 > 1. 
Dt, p.,t.a manera, para cada 1 E F \ {O} hemos encontrado x E E , con 
I(:c , 1)1 = 2 > 1. Con esto probamos que E O = {O} . 

(J) Est.a afirmación la obtenemos de las siguientes caracterizaciones: 

J,-nAO = If.A~ ,Vid = l(x,l) l:S 1,VuA ;,id 
id ' 

= 1(:c, I)I :S 1,Vxf. UA; = 1f. (UA ;) O 
iE l ¡El 

Por lo t.anto , (U A;)O = n A~. 
iE I iE I 

(!I) Es inmediato, si observamos que dado x E A, si 1 E AO, entonces 
I(:c, 1)1 :S 1 para toda 1 E AO. 

(11.) De (y) se t.iene que A e AOo, por lo que aplicando (b) , 

AooO := (A OO )O e AO. 

Ot.ra vez, de (.'1) , ahora aplicado a AO, obtenemos que AO e ((AO)O)O, 
I'"ro ((AO)O)O = (A OO )O =: AOoo. De donde tenemos lo que se pide. 

(i) Llamemos B al conjunto {f E F : (:r,1) = O , V x E G} , entonces 
D e Ga. 

Para ver la ot.ra contención, supongamos que B C;; GO. Esto implica que 
exist.e J E GO \ B , tal que podemos elegir x E G para el cual I(x) 1= O; 
es decir, O < IJ( :" )I :S 1. Sea y = 1f(~) 1 E G (G es un espacio vectorial), 
"nt.onces 

2 
J(y) = I/(x)1 J( :r ). 

De aquí se tiene () < l(y,1) 1 = I/(y)1 y I/(y)1 = l¡{x)1 I/(x) 1 = 2 > 1; 
por lo que J ~ GO , lo cual contradice lo que habíamos supuesto. 

Ent.oces concluimos que GO = B . 

(j) Primero demost.remos que A~ n A~ e 2(A, + AJO. Para esto es necesario 
lw :ordar que 2(A , + AJO = (2- 1(A, + AJ)o. 

S""n .f E A~' n A~ y y E (2- 1(A, + A,)) , entonces y = ~(x + :::), con 
:" E A , y :::EA, .Deaquíque 



38 CAPÍTULO 2. DUALIDAD 

1 1 1 
2 I (:t, f) + (z, f)1 :::; 2(I(x,f)1 + I(z, f)1) :::; 2(2) = 1. 

Concluimos que fE 2(A, + A,)O 

Para el resto de la afirmación, sea 9 E 2(A, +A,)O = (2- I (A, +A,)O y 

vp.amos que en efecto 9 E 2(A~nN). Pero 2(A~nA~) = (2- I (A, UA,W, 
por lo que basta que mostremos 1(~y,g)l:::; 1 siempre que y E A, UA,. 

Sea y E A, UA" entonces ~y E 2- I (A, UA,) y ~y = ~(y +0) es un 
elemento de 2- 1 (A, + A , ). Finalmente, como 9 E 2(A, + A,)o, entonces 
y = 2h, para algún h E (A, + A,)O, Y por consiguiente tenemos 

como deseabamos. 

Con esto podemos concluir la prueba de esta proposición. _ 
Como una consecuencia del Teorema de Hanh-Banach, se tiene el siguiente 

Teorema, el más importante en lo que se refiere a las polares. 

Teorema 45 (Bipolar) Sea (E, F) una dualidad y A e E na vacía. Entances 
1" bi¡JOlar' AOO coincide can la envalvente absalutamente canvexa y u (E , F)­
r:e.rada de A (absconv"(E,F) (A»). 

Demostración. 
Gracias a las afirmaciones (a) y (b) de la proposición anterior (2.2-

44), A e AOO implica absconv,,(E,F)(A) e AOo. Además, al ser absconv(A) 

c:onvexo, tenemos absconv"(E,F)(A) = absconv(E,T)(A), por tal motivo sólo 
escribiremos abseonv(A) para denotar a tal conjunto. 

Inversamente, por corolario (1.2-28), si xo E E\absconv(A), existe fE F tal 
<¡ue (J, x o) = f(xo) > 1 Y I(J, x)1 :::; 1 para todo x E abseonv(A). Entonces, 
por la proposición (2.2-44-(c» , f E (absconv(A»O e AO y xo f/: A OO. Por 
tanto si :[ E A Oo , tenemos :t E abscanv(A). De esta manera concluimos la 
demost.ración del Teorema. _ 

Corolario 46 Sea E un e.l.e. y B e E'. Entances 

---,,(E E') ---" ---T 

B oo = o.bsconv ' (B) = abscc]1lv (B) = absconv (B). 

Corolario 47 Sea E un e.l.c . Si A e E, entances AOOO = (o.bseanv( A» O = 
AfI. 

Demostración. 
Esto lo obtenemos directamente del Teorema anterior (2.2.45) y de (h) en 

1" proposición (2.2.44) , pues AO = AOOO := (AOO)O = (abseonv(A» o. _ 
Por ot.ro lado, tenemos un resultado dual de (2.2.44-(J)) , bajo ciertas re­

~tri cc iolles . 
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Corolario 48 Sea (A.)iEI una familia de subconjuntos absolutamente con­
',,,,;/:0.'1 :ti cermdos (a (E, F)- cerrodos) en E . Entonces 

(n A,)O = abscanv (U A~) . 
iEI iEI 

Demostración. 
Del Teorema de la Bipolar y la proposición (2 .2.44-(J)) tenemos 

( UA~)O = nA~o =nA¡ . 
iEJ iEI iEi 

De lluevo por el Teorema de la Bipolar, esto implica que 

(n A,) O = (U A~) OO = absconv (U A~). 
tE ! lEI 1EI 

• 

2.3. Barriles y Discos. 

Sea (E , F ) una dualidad. En esta sección continuaremos considerando a E 
COlllO un espacio localmente convexo, aunque cabe señalar que nuestro próximo 
resultado vale para espacios vectoriales topológicos en general, y además nos 
,.;era de grall utilidad más adelante. 

Proposición 49 Sea E un e.l.c. y T, T' dos tOlJOlogías lineales en E tales que 
T :S T'. SUlJOngftmOs además que (E, T') tiene una base de vecindades del origen 
./ánl/.ll/llI pOT' conjuntos T-cerrodos. Sea M un subconjunto no vacio de E. 

11.) Si (x" )"EA es tina red T' -Cauchy en M y además converge a x en E 
con respecto a T, entonces (x")"EA converge a x en E con respecto a la 
t.opología T'. 

b) Si Al 1''' comIlleto (sccllencilllmente completo) pllm T, entonces también 
l'.' w1lt¡lldo (secuencialmente completo) pllra T' . 

Demostración. 
Prilllero observemos que toda red (xa).,EA T'-Cauchy es T-Cauchy; de donde, 

si demost.ramos la afirmación (a) se cumple inmediatamente (b). 
Para probar (a), sea M e E no vacío y sea (X")"Eil. una red T'-Cauchy 

I'U Al t.al que ( ~S T-convergente a ;r en E. Sea V una vecindad de cero en E , 
l'am la t.ol'olop;ía T' , y elijamos U E No (E , T) balanceada, T-cerrada y tal que 
U + U e V. Por la elección de U, existe 0 0 E e:,. tal que x., - x{3 E U , siempre que 
n J i :::: /t,, ; t'_~ decir, .l;n E :e{3 +U, si o:::: 0 0 y (3 :::: 0 0 fija . Pero x{3+U es T-cerrado 
y (;';")" Eil. es T-collvergente axen E , por lo que X E X{3+U, de donde X-X{3 E U. 
Por taut.o , ;I:!J - ;1: E U, y así Xc> = x + .7:{3 - :e + ;r" - :r{3 E .7: + U + U e :e + V , 
si"lllpr<' '111" n :::: Ito . Esto implica que (x" )"Eil. es T'-convergente a x en E . • 
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Definición 50 Decimos que un subconjunto U de E es un barril (relativo a 
(E,F)) si es absorbente, absolutamente convexo y a(E,F)-cerrndo. Aunque, 
Jlor la convexidad, basta que pidamos que sea cerrndo con respecto a cualquier 
tOJlología compatible con (E, F). 

De esta definición y como consecuencia de la sección previa, toda vecindad 
U = uoo de O en E es un barril. Además, de acuerdo a lo que vimos en el 
Capítulo 1, la funcional de Minkowsky de un barril es una seminorma en E. 
Por el Apéndice A-(A.1-197), podemos formar al espacio normado E( ", y Sil 

compleción E;, . Entonces podemos probar la siguiente propiedad importante 
de la función cociente canónica 

definida por x >--+ cf.>,,(x), (ver Apéndice-observación (A.1-197)) . 

Lema 51 Sea U tm barril en E . Entonces U = cf.>;:-I(cf.>" (U)), y vista como 

unafunci6n de (E,a(E,F)) en ~,cf.>" tiene gráfica cerrnda. 

Demostración. 
Sea T(,., la topología de la norma en E(", . Por el Apéndice A (A.1-197) , 

y como U es cerrado, N(U) = n ~U es un subespacio a (E , F)-cerrado de E. 
nEN 

Así la topología a (E, F) define una topología cociente de Hausdorff, localmente 
convexa T en E(I '" 

Primero mostremos que U = cf.>;;-I (cf.>" (U)) . Claramente U e cf.>;;-I (cf.>" (U)). 
A la inversa, sea x E cf.>;;-I (cf.>" (U)), entonces cf.>" (x) E cf.>, . (U). 
De donde cf.>" (x ) = cf.>" (y) para algún y E U; y esto pasa si y sólo si 

;,; - y E N(U), por lo que P, . (x - y) = O. De manera que P" (x) ~ P" (x - y) + 
P, . (y) = P, . (y) < 1, Y con est.o x E U. Lo cual implica que efectivamente 

U=cf.>;:-I(cf.>" (U)). 

Sea V = cf.>, . (U) , V es cerrado en (E(", , T) ya que U = cf.>;;-I (V), que es 
eerrado en E. Definida así, como U es convexo y balanceado, y cf.>" es lineal 
y continua tenemos cf.>" (U) = V también es absolutamente convexo. Lo que 
significa que V e (1 + ~)V, para todo n E N, est.o implica 

v e n (1+.!.) V. 
nEN n 

.. ... [1] 

Además, V es una vecindad de cero en (E(" " T(", ), inclusive 

V = {cf.>, ,(z) E E(", : 11cf.>" (z) II, . < 11· 

Así {~V : n E N 1 es una base de vecindades de O en (E( ", , T(", ). Esto quiere 
decir que si cf.> ,, (y) E (1 +~) V, para todo n E N, tenemos 

cf.>, . (-'-'-y) = _n_<I>, . (y) E V para todo n E N. 
n+l n+l 
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Por lo que, como V c.errado y n~ J y --+ y con respecto a TI")' obtenemos 
!/ E \l. DI, JlIOUO que, junto con [1], tenemos 

V = n (1+.!.) V. 
n EN n 

SPit W una base de vecindades de O en (EI, ,), T) formada por conjutos 
halanceados y c.onvexos. Entonces 

1 
(W+-V:nEN,WEWf 

n 

(,,; ulla hase de vecindades de O para una única topología localmente convexa 
T (J ml E / I . )o 

Ohservemos que T o ::; T Y T o ::; T,,,) , pues W + ~ V E No(E(I ' )' TI"» ) 
Y W + t\l E N,.,(EI,.), T), para toda W E W , y todo n E N. Así la función 
id"llt.idad 

.. ... [2) 

p" lilleal y (T" ,), T o)-continua. Definimos por (El" )' To ) a la compleción de 

(Ew ,' Tu) . De manera que la inclusión 

PS cOIlt.inua y por tanto 

... .. [3) 

(,,; (:ollt.inua; el; decir (E" ,), T",» ) se sumerge continuamente en (E,,,). To ). 

Por otra part.e t.enemos que 

... .. [4) 

I.alllhién es cont.inua. 
Adelll'\s: 

1. {()f = n~\I. 
/l EN 

Por Ull lado, "S claro que O E n ~ V. Inversamente, 4>" (x) E n ~ V si 
7l EN n EN 

~ . sólo si (1)" (:r) E t V para todo n E N; entonces 

1 1 
<D, (x) E -4>" (U) = 4>" (-U) para todo n E N. 

n n 

Por lo 'IU<' :r E ~U para todo n E N; es decir , q, , (x) < 1; , para todo n 
lIalmal , il'; Í podelllos concluir que q,,(x) = O y 4>, ,(x ) = O. 
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2. n ~ V = n ~ V T

• 

nEN nEN 

Es inmediato, pues sabemos que para cualquier subconjunto M de 
(F, T,.) (ver Apendice A-(A.1-194)) se tiene que 

M
T

,.. n M+U. 
U EN .. (T¡.') 

Por otro lado, V = <1>" (U) es T-cerrado. 

3. n ~VT = n n (W+~V). 
nEN nEN WEW 

Por el mismo argumento que en (2), ~ V T n (W+~V) , 
IVEW 

entonces n ~VT = n n (W + ~V). 
nEN nENlVEW 

4. TQTT .. = n n (W + ~V). 
nEN WEW 

De manera análoga y utilizando el mismo resultado que en (2) y (3) 
obtenemos: 

TQTT .. = n U+{O}= n n (w+.!.v). 
. nENWEW 11 

U EN .. ("'( I' ) .. ,.. .. > 

Considerando las afirmaciones (1)-(4), tenemos {O} = TQTT .. , o sea (E,,, ), T o) 
es de Hausdorlf. Mejor aún, argumentando de la misma manera 

( 1) ( 1)T n n V + W+-V = n V+-V 
nEN I'VEW 11. nEN n 

n 1 + - V ( 1)-T 
nEN n 

n (l+.!.) V= V, 
nEN n 

e~t.o significa que T ,,,) tiene una base de vecindades de O formada por conjuntos 
T o-cerrados. 

Dc donde, por la proposición (2.3-49) la función 

(E" ' l, To ) ~ (E"", ~) 
e~ c:ollt.inua. Con esto, y considerando [3J y [4], tenemos 

c:ont.inuamente, es decir 

<1> " : (E,u(E,F)) -+ (E;,l'~) 

es ((T(E , F),~ )- continua. Por proposición (Apéndice A-(A.1-193)) , se con­
duye 'fue <1:>, . t.iene gráfica cerrada vist.a como una función de (E , u (E , F)) en 

(E;" T,;, ). • 
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Definición 52 Sea B un subconjunto de F no vacío. B es un disco en F 
(con H'.S¡Jecto a la dualidad (E,F)) si éste es balanceado, convexo, a(F,E)­
I/.wtado 11 rr (F, E)-cerrado. 

Similarmente, definimos un disco en E. 
N uestro siguiente resultado muestra que existe una correspondencia uno a 

11IlO ent.re los discos a (E, F)-cerrados en F y los barriles en E. 

Proposición 53 Sea B e F, B es a (F, E)-acotado si y s610 si BO es un 
blL77il en E. 

Demostración. Sea B e F a (F, E)-acotado. Entonces, para todo x E E 
existe n > O t.al que I(nx, 1)1 :S 1 para toda fE B; es decir, ax E BO. De 
donde, tii A E IC, IAI :S a tenemos que I(Ax, 1)1 = IAII(x, 1)1 :S a :S 1,entonces 
,\;¡; E BO, lo que implica que B O es absorbente en E. Además sabemos que 
[JO es absolutamente convexo y a (E, F)-cerrado. 

En consecuencia BO es un barril en E. 
A la inversa, sea x E E , queremos encontrar s> O tal que l(sx'!)I:S 1 si 

fE B . Como BO es absorbente, existe a .. E 1R+ tal que tx E BO para todo 
t. E IC con Itl:S n , . Sea s E (0,0'.) fijo, entonces para toda fE B tenemos 
1(~;¡:, J)I:s 1, como queríamos. Por lo tanto B es a (F,E)-acotado. _ 

Sea A un disco en E. Definimos como EA al subespacio lineal generado 
por A. Entonces 

E" := U M = U nA. 
6>0 rtEN 

Demost.remos esta afirmación: Para O > O, siempre podemos elegir n E N 
tal que 11. > O, lo que implica que oA e nA, pues A es balanceado. Así 
U Me U nA. 
~ "'> lJ "EN 

Por otra parte, si n E N, tomemos O > n, con esto tenemos que O < :r < l. 
Por tanto *;¡: E A para todo x E A, ya que A es balanceado, es decir 

n :¡; E oA para algún O > O, si x E A. 

De esto concluimos que en efecto EA := U oA = U nA. 
6>0 nEN 

Not.emos que A es absorbent.e, balanceado y convexo en EA ' Además, del 
Capít.ulo 1, t.enemos que la función: 

ddinida por ;¡; t---> 11:rII
A 

= inf{o > O : x E oAI = qA(X), donde qA es la 
funcional de Minkowsky de A, es una seminorma en EA' Llamemos T A a la 
t.opología loca lmente convexa generada por 11·11 A en EA' 

Como A" e F es un barril, para todo f E F existe a
f 

> O tal que 

f E n,A"= (<>~ IAr . Sea ;¡; E E" , entonces .1:EoA para algún o>O, de 

a'luí qu('. ri - I
;¡; E A. Ahora, como f E (},Ao, tenemos 0'7 1 f E Aa. 
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Esto implica que 1(<l-lx,a7If)I S 1;portanto l(x,J)lsaf<l y esto es 

para t.odo 6 > O tal que x E <lA. 
Obt.enemos así 

l(x,f)1 S a f IIxllA para todo x EA. 

De donde es claro que la inyección canónica 

e; (T" a (E, F) )continua. De modo que, como J A es inyectiva T A es de 
Hausdorff, por lo que, si IIxll .. = O, tenemos I(x, J)I S af IIxt = O para toda 
f E F. Así (x, J) = O para todo f E F y esto pasa si y sólo si x = O. Lo 
<:l1al implica que IH

A 
es una norma. Con esto podemos considerar siempre a 

EA = (EA' T A) como un espacio normado. 
Por otro lado, II'IIA = qA; entonces 

De manera que como A es a (E, F)-cerrado y acotado, entonces es T A -

<:errado y coincide con la bola unitaria cerrada de EA' con lo cual tenemos que 
la función inclusión i : (E, r A) -+ (E, r) es continua, y así la topología inducida 
por T en E A es más débil que T A' 

Definición 54 Seo. E un e.l.c. Decimos que un disco A en E es un disco de 
Bannch si E , es tm espacio de Banach. 

Este es el caso si A es secuencialmente completo, ya que es cerrado, con 
respect.o a cualquier topología en E compatible con (E, F). 

Para ver una característica importante de los barriles, necesitaremos el Teo­
rema de la Gráfica Cerrada para espacios de Banach. 

Teorema 55 (de la Gráfica Cerrada) Sean E y F e.v.t. métricos comple­
tos. Entonces, toda funci6n lineal cerrada T : E -+ F es continua. 

Teorema 56 (de Banach-Mackey) Seo. E un e. l.c. Si U es un barril en E , 
""tonces este absorbe todo disco de Banach. 

Demostración. Sea A un dise..> de Banach en E . Entonces la inyección canónica 

JA : EA -+ (E,a(E,F)) 

('S cont.inua, por lo que para cualquier red (xa ) convergente, digamos a :e en 
E .\ se tiene que :t " -+:t con repecto a la topología a (E , F). 

Por el lema (2.3-51) la función 

<1>, . : (E,a(E,F)) -+ E;, 
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t.icnl' v;ráfica cerrada. Entonces G (<p,,) = ((x, <P" (x)) : x E E} es cerrado en 

(E , (1 (E, F)) x E;, con la topología producto. 

Sahemos que EA y E" " son completos y 

Así, en caso de que <P" o JA tenga la gráfica cerrada, por el Teorema de la 
Gnifica Cerrada para espacios de Banach (2.3-54), tendríamos que <P" o J .. es 

(T." r;; )-eontinua. Así, <P" (A) es acotado en El")' de esto se sigue que A es 
ahsorbido por U = <p;-l (4),, (U)). Con lo cual tendríamos la demostración del 
Teorema. Ahora, oata ver que 4>" o J .. tiene gráfica cerrada: 

Sea ((:en , <P, . (:e"))f ,,ell una red en G(<p" o J .. ) = ((x, 4>" (x)) : x E E .. }, 
t.al que 

(x", 4>" (x,,)) --+ (x, y) 

<:on repect.o a la topología producto en E .. x El") ' Queremos prooar que 

<l', . (:e) = y. Como (x" , 4>" (x,,)) -+ (x,y) en E .. x E l")' X" -+ x en E .. 

y <P, . (x,,) --+ y en E,,,), entonces tenemos que x" -+ x en (E,O'(E,F)) y 

<D, . (:1;, .• ) -+ y en E;:). De modo que 

(x" , <P" (x,, )) --+ (x, y) 

len (E , O' (E , F)) x E" ,), Como G (<p, , ) es cerrado y por la completez de El")' 
oht.enemos (x , y) es un elemento de G(<p, .); es decir, 4>, . (x) = y. Por lo tanto 

(1:, y) = (:e, <P, . (x )) = (x ,4>" o J .. (x)) E G (4), , o J .. ) . 

Ent.onces, <P, . o .1" tiene gráfica cerrada, como necesitaoamos . • 
Una de las consecuencias mas importantes de este Teorema es: 

Teorema 57 Sea (E, F) una dualidad. Entonces todas las topologías en E que 
so!/. mm/Jatibles con (E , F) definen los mismos conjuntos acotados. 

Demostración. Sea T una topología compatible con (E, F) y sea B e E. 
Si B es T-acot.ado, como T es más fina que la topología débil O' (E, F), 

"nt.onces B es (1 (E, F)-acotado. Resta probar que todo conjunto O' (E, F)­
acot.ado es T-acotado. 

Para est.o, supongamos que B es O' (E , F)-acotado. Sea U E No(E, T) tal 
'111" U = U"" . Ent.onces U es un barril, y así la función cociente 

<P, . : E-+ E l" ) 

" S (T , T" .J-continua. Definimos 

W : (E" 'J)' --+ F 

I'ía la I'''v;la .'1 >--> .'1 o <1> ,. , W esta bien definida, es lineal e inyectiva: 
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1. La linealidad la obtenemos de 

W (g + >'h) = (g + >'h) 0<1>" = go<l>" + >'ho<l>" = W (g) + >.W (h) . 

2. La inyectividad se da gracias a que si tomamos h, 9 E (E("I)' con h ¡ g, 
entonces existen <1>" (x), <1>" (y) E E("I (es decir, x, y E E) distintos tales 
que 9 o <1>" (x) = 9 (<1>" (x)) ¡ h (<1>" (y)) = h o <1>" (y); y además x ¡ y. 
Por lo tanto W es inyectiva. 

Por otro lado, UO es un disco en F y podemos tomar al espacio F, ,,.; entonces 

W mapea isometricamente a (E(,,¡}' , considerando su topología normada, en 
F, .. . . Esto lo tenemos gracias a que, dado f E F" .. 

IIfllu.. ine{.5 > O : f E .)U0} = inf {.5 > O : r l f E UO} 

inf{.5 > O: IU,x)1 :5.5, "V x E U} 

Y si y E U , entonces IU, y)1 :5 sup IU, x)l· De donde IIfllu .. :5 sup IU, x)l. 
~u ~u 

Ahora, para x E U arbitrario 

IU, :c)l:5 >. para todo>. E {.5 > O: IU,x)I:5.5,"V x E U} ; 

entonces, sup IU, x) 1 :5 >., "V >. E {o > O : IU,x)1 :5 .5, "V x E U} ; es decir , 
x EU 

sup IU, :c)1 :5 Ilfllu ... Por lo tanto Ilfllu .. = sup IU,x)1 y así f IN(u)= O. 
xEU xEU 

Como (E(" I )' es un espacio de Banach con la norma usual, entonces UO es un 
disco de Banach. Pero por proposición (2.3-53), BO es un barril y >.UO e B O 
para algún>. > O. Esto implica que >.-Iuoo = (>'UO)O J B OO J B; es decir, 
>'B e UOO = U (B es absorbido por U). Por tanto B es T-acotado . • 

2.4. Bornologías y 23-Topologías. 

2.4.1. I.B-Topologías. 

Sea E un espacio localmente convexo, X un conjunto no vaCÍo, y G un 
subespacio lineal del espacio vectorial EX de todas las funciones de X en E. 
Para U y B subconjuntos no vacíos de E y X, respectivamente, definimos 
W" , := {f E G : f(B) e U} . 

El1tonce' tenemos 

Lema 58 Sean U, V e E no vacíos, B, C e X , y >. E IC"-{O} arbitmrios. 
Entonces 

(-i) IV",,, .. ,. ,., ,. e vv" ... n W, .. ,. ; 

(ú;) >.W" .,. = w"." ,. 
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Demostración. 
(i) Sea I E W,,, ... ·.' n l·' entonces I(B U e) e U n V; como I(B),/(e) e 

I(B U e), esto implica que I(B) , I(e) e U n V e U, V. Por tanto I(B) e U 
y I(e) e V , entonces lE W" .I' n W".I' · 

(i i ) Si I E W".,O + W",v, tenemos que 1= 9 + h con 9 E W" .I' y 
It. E W".I·' por lo que I(B) = g(B) + h(B) e U + V, Y así lE W".I'+" 

(iii) Tomemos lE >.W" ." , esto impica que 1= >.g para alguna 9 E WII.I" 
Ent.onces /(B) = >.g(B) e >.U. Concluimos que lE W II ., ... . 

Sea ahora E un espacio localmente convexo, U una base de vecindades de O 
mi E, y lB una familia no vacía de subconjuntos de X, que cubre a X, dirigida 
por inclusión. Entonces 

2lJ := ¡WII .,. : B E lB, U E U}, ..... [11 

cumple con las propiedades (i), (ii), Y (iii) del lema anterior; así 2lJ es una 
familia de subconjuntos de G que cumplen con las propiedades de una base 
<le vecindades del origen en G. Esta familia que generamos no depende de la 
elección part.icular de U. De esta manera podemos considerar a la lB-topología 
denotada por T ,", generada por 2lJ, en G; de manera que 2lJ es la base de 
""cindades de O en G para la topología T," • Además tenemos que 

Proposición 59 Sea E un e.l.c. Si U e E es convexo 6 balance4do, entonces 
tmn.bif",. lo e8 W" .,., ¡",ro todo B e X. 

Demostración. 
Sp.an B e X y U e E. 
1) Si U es eonvexo, para cada t E [0,11 Y 1, 9 E W".I' tenemos 

(ti + (1 - t)g)(B) = tl(B) + (1 - t)g(B) e tU + (1 - t)U = U. 

Por tanto, tI + (1 - t)g E W II ' 0; o sea W II ., efectivamente es convexo. 
2) Supongamos que U es iJalanceada. Sea a E e, tal que lal ~ 1. Sea, 

"denu\s, l E W".I" Entonces 

(nf)(B) = n/(B) e oU e U. 

Con c'St.o conduilllOS que WII.I' también es balanceada .• 

Proposición 60 Sen E un e.l.c. Sean V, U e E y e, B e X. 

1. Si V e U , entonces W" .I' e W" .I" 

2. Si e e B , entonces W".I' e ~V" .I" 

Demostración. 1. Sea / E W".I" Entonces /(B) e Ve U, por consiguiente 
f E IV", . . 

2. S~a / E W" .,o. De donde, I(e) e I (B) e U. Por tanto lE W, ..... . 

Definición 61 SelL E un e. l.e. , G un subes]Jacio lineal de EX y X un conjunto. 
D,'/'á//,,,,, 'In/' [J e X es G-lLcotado si /(B) es acotado en E , ]Jam todo I E G. 
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Proposición 62 Sea E un e.l.c. y sea 2U como en [1] . Entonces, 2U es una base 
d" vecindades de O ]Jara una tO]Jología T " lineal en G si y s6lo si '.B consiste 
",olamente de conjuntos G-acotados. En este caso, como E es de Hausdorff y '.B 
c¡¡lwc a X. tenemos que T,. es de Hausdorff. 

Demostración. Asumamos que U es una base de vecindades de O en E formada 
por conjuntos balanceados. 

Como 2U satisface (i), (ii) Y (iii) del lema (2.4.1-58) 2U es una base de 
vecindades del origen para la topología lineal T" de G si y sólo si W" ... es 
ahsorbent.e en G para todo B E '.B Y todo U E U; ya que una vecindad del origen 
en un espacio vect.orial t.opológico siempre es absorbente, lo cual no sucede si sólo 
t.enemos un espacio topológico, pues en un espacio vectorial topológico, además 
de t.ener la estructura topológica también se considera la estructura algebraica. 
Por (iii) , IV" /. es absorbente si y sólo si para todo f E G existe>. > O talque 
f E >.W"." ~ W""", y esto pasa si y sólo si para todo f E G existe>. > O 
t,alque f(B) e >.U. Lo último lo tenemos si y sólo si para toda f E G, f(B) es 
absorbido por U; lo cual es cierto si y sólo si B es G-acotado. 

Si E es de Hausdorff y '.B cubre a X, entonces f E n{ W"" : B E '.B, U E U}; 
lo CIIal implica f(B) = {O}, para todo B E '.B, por lo que j = O. Por tanto T,. 
P.s de Hausdorff. _ 

2.4.2. Bornologías. 

En lo que sigue E = (E, T,.,) y F = (F, TF ) siempre serán espacios localmente 
('onvexos. Asumiremos también que F #- {O}. 

Definición 63 Se dice que una familia '.B no vacía, de subconjuntos de E 
(1 (E,F)-acotados es una bornología en E (relativa a (E,F») si es dirigida 
/J07 ' inclusi6n y si, ¡Jara todo B E '.B Y >. E e existe C E '.B tal que >'B e C. 

Notemos que por el Teorema (2.3-57), (1 (E, E')-acotado es equivalente a 
T,,; -acot.ado. Dada una bornología '.B en E, consideramos la topología T" de 
a, 'uprdo a la sección anterior ('.B-Topologías) en el espacio L( E, F) de todas las 
funciones lineales (T", T /,' )-continuas de E en F . Si V es una base de vecindades 
<le cero en F formada por conjuntos balanceados, convexos y cerrados, entonces 
los conjunt.os 

IV" " := (T E L(E,F) : T(B) e V} , BE '.B , V E V, 

forlllan una base de vecindades del origen para T". Entonces algo es T,,­
convergent.e si y sólo si es uniformemente convergente en cada B E '.B. Además, 
nl(la W" " , P.S absolutamente convexo, en consecuencia T" es localmente con­
vexa. Como cada W"". es balanceado y convexo podemos considerar a la cor­
respondient.e seminorma de Minkowsky 

q" y : C(E, F) -+ IR 
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Ob~ervell1os que esta seminorma esta dada por 

q" ,. (T) = sup q, .(Tx) , 'ti T E C(E, F) ; 
, xEB 

donde q,. es la seminorma de Minkowsky de V . Pues 

q".,.(T) 

y pOI" ot.ro lado, 

inf/o > O: T E '¡W".I' 1 = inflo > O: T E W" . .v 1 
inf{Ó > O: T(x) E oV, 'ti x E Bl 

sup 'l, . (Tx ) = sup(inf{.X > O: Tx E AV}) . 
xEB xE B 
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Sea (1 -> sup q, . (Tx). Entonces a > q, . (Tx) para toda x E B, por tanto Tx es 
;I:EB 

un elemento de nV para todo x E B ; es decir q".v(T):$ supqv(Tx) . Además 
"'EB 

si -y > '1" ,. (T), entonces Tx E "IV para todo x E B; por lo tanto -y ~ qv (Tx) 
para todo ':e E B. Así, supq,.(Tx):$ qll .v (T). Concluimos que 

x EB 

supq,,(Tx) = q".v (T) 
xEB 

Si F = e, entonces las polares BO, B E '!I, forman una base de vecindades 
de O para la topología T .. en E' = e (E, q. 

Definición 64 Decimos que una bomologia es saturoda si contiene los subcon­
juntos de lo.s bi¡JO/ares de cada uno de sus elementos. 

Dada una bornología '!I en E, sea '!Isa! la colección de todos los subconjuntos 
d" la.~ hipolares de los elementos de '!l. Entonces, '!Isa! es la bornología saturada 
uub pequeüa en E que contiene a '!l. Ya que, cualquier bornología saturada que 
cout.i"I\Cl a '!I, por definición contiene a '!Isa/.; y además '!I sa! también es una 
hOl"uología: 

1. Sus d e111eut.os obviamente son (1 (E, F)-acotados. 

2. C01110 '!I es dirigida por inclusión, también lo es '!I sa!. 

3. S'·¡U1 B E '!I s,, ' y >. E e, entonces BCD para algún D E '!I , así existe 
e E '!I t.al que >'B e >'D e C. 

Por C01110 la defini111os, es sat.urada. 

Definición 65 Un .,""br:01~j1tnto '!In de '!I es una base paro '!I si todo B E '!I 
(·sl.1/. r:m'.t( 'u.úl" (" /1. I/.l.'llÍ1/. e E '!lo-
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Note que una base 'Bo de 'B también es una bornología; ya que es claramente 
dirigida por inclusión, y si B E 'Bo , ,X E e, entonces B E 'B y existe D E 'B 
t.al que ,XB e D . Como 'Bo es base de 'B, existe C E 'Bo tal que D e C. 
Ent.onces ,XB e D, con esto 'Bo es en efecto una bornología. Además, claramente 
'B~n/ = 'B"'/. Por ejemplo, {Boa: B E 'B} es una base de 'B . a'. 

La siguiente proposición es una consecuencia de los resultados precedentes. 

Proposición 66 Sea 'B una bomologia en E. Entonces T", = T "' ... , en 
C (E , F) . En particular, se tiene que T", = T "' .. paro toda base 'Bo de 'B . 

Si .J:'i es una bomologia saturoda en E tal que T.,. = T _ , entonces .J:'i = 'B.a ' . 
'" 

Demostración. Recordemos que si N o(F) es la base de vecindades bal­
anceadas, cerradas y convexas de cero en F, entonces 

W:={W" ,v :BE'B,VENo(F)} es una base de T"" 

la cual es localmente convexa. 

1. Pm'a cada U E N o(C (E, F) , T ", ) existen B I, B2 , ... ,Bn E 'B y VI , V2 , .. . , v,. 
n 

p.nNn(F) tales que n IV", ... , cU.Como 'B e 'B . a
', se tiene T .,. ~ T.,. .... ,. 

i=l 

Sea U E No (C (E, F) , T "' . ... ) . Entonces existen B; , B~ , ... , B~ E 'B sa
/ y 

n 
VI , V2 , .. . , \1" E No(F) tales que n w , . e U. Para cada B; E 'B. a/ , 

i=1 II ;.V, 

1 ~ i ~ n , existe Ai E 'B , 1 ~ i ~ 71, que satisface B; e Aja, 1 ~ i ~ n . 
Por tanto, podemos elegir Bi E 'B, 1 ~ i ~ 71 , tal que W" ,.v, e W,,; .\ ., ' 

n n 

Así, n v\1" ,.v, e n W", .. \,¡ Entonces T.,. = T .,. . .. , . . 
i=1 i=l' 

2. Ahora, T" = T "' .. ' pues 'B ~a' = 'B.a' si 'Bo es base de 'B. Entonces 

T '11 = T '}\ "'¡/ = T 'l' ;".," . = T 'l' ... 

3. Supongamos que no; es decir, existe e E .J:'i \ 'B . a', esto implica que 

T ~ .... "I f=. T 'i" , pues 

• 

{W" ,v : B E .J:'i y V E N o (F)} = W 

PS \lna base de vecindades del origen para T .. , de manera similar 

{W" ,v : B E 'B sa
/ y V E N o(F)} = W ' 

PS \lna base de vecindades de cero para T .,. ... ,. Además, W'I W' . Por 
t.ant.o T ;¡ '1 T" .... , , lo cual es una contradicción . 

Definición 67 Sea (E , T) e. l.c. y M e E. Decimos que M es total si su e.1:pan­
"úín lin",,¡ es densa en E. 
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Por la continuidad de la multiplicación por escalares, la definición anterior 
'" "'Illivalente a pedir que el conjunto de las combinaciones lineales racionales 
de, elementos de M es denso en E. De esto se sigue que E es separable si y sólo 
",¡ tie.ne un subconjunto total numerable. 

Vn sistema de subconjuntos de E , cuya unión de sus elementos es total en 
E, t.ambién se dice que es total en E. 

Proposición 68 Sea P. una born.ología en E . 

(o.) L" topología T,. en L(E, F) es Hausdorff si y sólo si P. es total en E. 

(11) T,. e.s más fina que la topología simple T. si y sólo si p..a! cubre a E . 

Demostración. 

• 

(o.) Como P. es tot.al en E, la proposición (2.4.1-62) implica que T.. es de 
Hausdorff. 

A la inversa, supongamos que P. no es total en E . Entonces M, la cerradura 
del subespacio lineal generado por U B, es un subespacio cerrado propio 

BE'lI 
de E . Entonces, por Hanh-Banach, existe f E E'-{O} tal que f 1.,=0. Si 
fijamos y E F \ {O} e identificamos a e con el subespacio generado por 
{ 11 1; a f le podemos asociar la función 

dada por j(:c) = A:r.Y, :c E E, donde A:r. = f(x) , y es tal que j IM= O y 
.i -1 O; así, j es un elemento de n{ W",v : B E p., V E No(F) 1 = {OT. 
Como j -1 O, T,. no puede ser Hausdorff, lo cual es una contradicción. 

(/1) Sea p. .. = {A e E : A es finito 1 y T. la topología generada por la 
bornología P. s (la topología simple). Si T. ~ T,. , como T . es de Haus­
dorff, t.enemos {OTT ,. e {OTT. = {O l,esto implica que T,. es de Hausdorff. 
De manera que, por (a), P. es total en E ; entonces por la definición de 
bornología saturada, obtenemos que p.sa! cubre a E . 

Inversament.e, para t.odo A e E finito existe B OO = B E p..a', tal que 
A e B: entonces W" .,. e WA ., . para todo U E No(F). De donde T. ~ T,. . 

Ejemplo 69 Consideremos E = (E, T,.J un e.l.c. 

(o.) L" topología T s de la convergencia simple, justamente la antes citada, es 
1" to¡wlogía T ~ ,donde P. s es la born.ología formada por todos los subcon­
juntos finitos -de E. Nos roeferiremos a la respectiva envolvente saturada 
'H :nt como la born.ología finita en E. Sea B e E, entonces B E p. ~a' si y 
_,,jI,, .,.¡ d .",,"e.spacio lineal generado por B es de dimensión finita: Ya que 
[J E P. ::" t , si 11 sólo si B e C OO ¡mra algún C E p.. ; y esto implica que la 
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cC1-mdura del subespacio lineal generado por C (que tiene dimensión fini­
ta) c.ontenga al subespacio lineal generado por B, y por tanto este tí/timo 
es de dimensión finita . Por otro lado, si la expansión lineal de B es de 
dimensión finita, entonces tiene una base finita, la cual esta en '1:\:at . 

Si F = IC, entonces claramente T s = u (E' , E) en E' = L (E , F) . 

(b) El sistema '1:\ ,. de todos los subconjuntos de E que son u (E , E')-acotados 
(es decir, T . -acotados) es una bornología saturada en E. Formemos la 
p. .. -topología correspondiente y denotemos por T " a dicha topología. Note­
mos que esta topología es la topología localmente convexa más fuerte en 
L (E, F) obtenida con esta idea. 

Si F = e, entonces denotemos a T " por {3 (E', E) Y nos referiremos 
a esta como la topología más fuerte en E' = L (E, e), determinada por 
(E',E). Entonces, por lJroposición (2.3-53), una base de vecindades de O 
en (E' , {3 (E', E)) esta dada por todos los barriles en E'. 

De manera análoga, la topología fuerte {3 (E, E') en E (relativa a (E, E')) 
esta definida como la topología de convergencia uniforme de todos los sub­
conjuntos de E' que son u (E', E)-acotados. Esta es más fina que u(E, E') 
y tenemos una base de vecindades del origen formada por todos los barriles 
en E . 

(e) Todos los subconjuntos {3 (E, E')-acotados de E forman otra bornología 
p. .,. en E . A la correspondiente p.". -topología en L (E , F) la denotaremos 
]Jor" T " • . 

Si F = e, entonces T". en E' la denotamos por {3"(E', E) . 

Similarmente, la topología en E de convergencia uniforme para todos los 
s"bconjuntos de E' {3 (E', E) -acotados la denotamos por {3" (E,E') . 

(d) Sean B y C discos de Banach en E . Entonces E" x E,. es un espacio 
,1<, Banach bajo la topología producto. Las proyecciones canónicas 

J,,: E" ~ E Y J,.: E,. ~ E 

80n continuas para u(E, E') en E. El subespacio G := R(J,,) + R(J,.) 
de E puede ser escrito como G = (E" X E, .) / N, donde N es el núcleo 
de la función continua E" x E,. ~ E bajo la regla (x ,y) .......... J"x+ J, .y. 
Con 1'Cspecto a la norma cociente (ver Apéndice), G es un espacio de 
Banach lJue se sumerge continuamente en E. Así, podemos considerar a 
la bola unitaria como disco de Banach en E . Entonces elijamos un multiplo 
adecuado de la bola unitaria que contenga a B yaC. 

De estas consideraciones, podemos concluir que los discos de Banach en 
E f01711an una bornología P.b en E. A la cm'respondiente p.b-topología en 
L (E , F) la denotaremos por T". 

Si F = e, entonces escribimos b(E' , E) a la topología T" en E'. De 
1" m1.Sma forma , la topología en E de la convergencia un(forme sob1'C los 
discos de Banach de E' la denotamos por b (E , E') . 
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re) De awenlo al Apéndice, la familia '13 / de todos los discos (j (E, E')-compactos 
"11 E "S una bomología en E . Formemos la correspondiente '13,,-topolog(a 
"n L (E , F) Y la denotaremos por r

"
. 

Si F = e, entonces nos referiremos por ¡.t (E', E) a la topología T" en E' ; 
llam.eula topología de Mackey en E' determinada por (E', E). De modo 
.,im.ilm·, la t01)ología de Mackey, ¡.t (E, E'), determinada por (E, E') esta 
definida como l(t topología de la convergancia uniforme sobre todos los 
discos (T (E', E)-compactos en E' . 

En los ejemplos dados anteriormente, la topología T ,.; dada inicialmente 
"n E que,lct en seglLndo termino; esto sólo nos sirvió pam fijar la dualidad 
(E, E' ), 11 el espacio L(E, F). Pero esta puede introducirse más implici­
lamente. 

(f) El sistema '13TX: de todos los conjuntos precompactos de (E, T,J es una 
bornología satumda en E. Por T pe nos referiremos a la '13pe-topología en 
L(E, F) . 

Si F = e, entonces escribimos T pe (E' , E) en lugar de T pe. 

Omsionalmente escribiremos Lv (E, F) en lugar de (L (E, F) , T v) donde 
11 nee.mplaza a s, ¡J, ¡J*, b, ¡.t, pe, ... Similarmente, utilizaremos Ev Y E~ pam 
referirnos a (E, v (E, E')) y (E', v(E' , E)). 

Ohservemos que, para el caso en que F = e, la topología de Mackey, ver 
(2.4.2-69-(e)) , es la topología más fuerte compatible con la dualidad (E , E') , 
"sto se demostrará más adelante. 

Teorema 70 Se" (E, F) una pareja en dualidad. 

(o.) T()(lo disco de Banad! en E es ¡J(E,E')-acotado. 

(b) En L (E , F) , tenemos T .::S T" ::s TI. ::s T" . ::s T". 

(e) T, !J T,. definen los m.ismos conjuntos acotados en L(E,F) . 

Demostración. 

(o.) Sabelllos que los baJTiles eu E forman una base de vecindades del origen 
"U E para la {j (E , E')-topología, y además, por Banach-Mackey (2.3-56), 
uu barril absorbe a todo disco de Banach; por lo que todo disco de Banach 
" 11 1:: l'" ti (E, E')-acotado. 

(b) La eOlltensión T s::S T" la tenemos ya que 

"st.a eout.ellida en '13 / . 

Por ot.ro lado, t.odo disco (T (E, E')-compacto es un disco de Banach, de 
aquí quP T " ~ T" . 
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Para ver que T,. ::; T" sólo necesitamos hacer ver que en E', como 

s(E',E) = (f(E',E) ::; {3 (E', E) , 

cualquier subconjunto {3 (E', E)-acotado es (f (E' , E)-acotado, así tenemos 
'1\" C '1\"., donde '1\" , es la bornología en E' formada por todos los 
conjuntos {3 (E' , E)-acotados y '!I" es la bornología en E' que consiste de 
t.odos los subconjuntos de E' (f(E' , E)-acotados; es decir , T " . ::; T " , 

Además, siempre tenemos que T,. ::; T " " pues si '1\b es la bornología de 
t.odos los discos de Banach en E, entonces, por (a), '1\bC '1\",; con esto 
t.enemos lo que necesitabamos. 

(e) De (b) tenemos que un conjunto T 11' -acotado siempre es T s-acotado en 
L(E,F). 

• 

2.5. 

Sea M C L (E , F) un conjunto T,I.-acotado. Sea W una vecindad de O 
en (L (E, F) , T,.) ; podemos asumir que W = WII ,v' donde B C E es 
{3 (E , E')-acotado y V = voo es una vecindad del origen en F. 

Notemos que 

Pv (f) infl>. > O: fE >'V} = inf{>. > O: ¡(x ,!)¡ ::; >.,Vx EVO) 

sup ¡(x , !)¡. 
xEV" 

Como M es Ts-acot.ado, pv(Tx) < 00 para todo T E M Y todo x E E. 
De donde, 

A := {x o T : T E M, x E V O y x es la función evaluar en x} 

es acot.ado en (E' , (f(E' , E)) . Por la proposición (2.3-52) , AO es un barril 
en E ; es decir, es una vecindad de O en (E, (3(E, E')). En particular, como 
B es (.¡ (E, E')-acotado, B c >'Ao para algún >. > O, así A c >'Bo. Por lo 
t.ant.o, P".I' (T) = sup PI ' (Tx) ::; >., para todo T E M . Con esto obtenemos 

xEB 
que efectivament.e M es T". -acotado . 

Conjuntos Equicontinuos y Compactologías. 

Para <-'S ta sección consideremos E = (E , T,J y F = (F, T, .. ) espacios local­
lIlent.e convexos. 

Definición 71 Decimos que un subconjunto H de C(E, F) es equicontinuo si 
l"'ln toda vecindad V de O en F existe una vecindad U de O en E tal que 
T (U ) C V ¡mm todo T E H . 
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Observemos que si F = e, la definición anterior equivale a pedir que H e UO 
para alguna vecindad U de O en E . 

En nuest.ro siguiente resultado probaremos dos propiedades básicas pllIa con­
juntos equicontinuos. 

Teorema 72 (a) Si He C(E, F) es eqllicontinllo, entonces Hes Tp-acotado 
11 .," ,,:rmdllm en (el espacio producto) FE está contenida en C(E, F) y 
t.ILmbi<'n (~s ef¡uicont.inuo. 

(/¡) Sm H e C( E , F) equicontintLO. Entonces, las topologías T s y T pe coin­
(-úlen. 

Demostración. 

(n) Sea H e L(E, F) equicontinuo. Sea Hla cerradura de H en FE; es decir , 
la cerradura con respecto a T., la topología producto. ProbllIemos que 
H e L(E, F) Y que H es equicontinuo. 

Sean T E H y (T")"EA e H una red tal que T" converge a T con respecto 
a la topología T s' Entonces, 

T(:c + >.y) = lím T,, (x + >.y) = lím T,,(x) + >.T,,(y) = T(x ) + >.T(y) , 
" " 

para t.odo OC, y E E, >. E C. De donde T es lineal, y así H e L(E, F) . 

Demost.remos ahora que T es continua. Sea V E No(F) cerrada, elijamos 
U E N,,( E) t.a l que T(U) e V para todo T E H (esto se puede pues H es 
eCi uicont.inuo). Como 

ó, : FE -+ F ; f .......... f( x) 

e~ cont.inua, entonces Iix(H) e V para todo x E U , pues 1i:r(H) e V. 
E~t.o implica 

Iix(H) e V = V . 

P,ml sahemos que si 9 es una función continua, entonces g(B) e g(B) 
para t.udo subconjunto B del dominio de g; por lo tanto, Iix(H) e V para 
t.odo:/: E U. 

En consecuencia, T(U) e V, así T es continua y H e C(E , F). De esto 
también obtenemos que T(U) e V para toda T E H, por tanto H es 
'''I'lÍcullt.inuo. 

Finalmente, demostremos que H es Tp-acotado. Es decir, necesitamos 
prohar 'lile si B e E acotado y V E No(F) , existe >. > O tal que 

H e >.WB,v. 

S"" B e E acotado y V E No (F) . Sea U E No(E ) tal que T(U) e V , para 
t"do T E H , la existencia de esta vecindad U la garant izamos del hecho 
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de que H es equicontinuo. Sea ó > O tal que B e óU, que existe ya que B 
(·,s acotado. Entonces 

T(B) e T(óU) = óT(U) e ÓV, si T E H. 

Por tanto 
He W B,6V = óWB,v ; 

o :;ea, H es T ¡j-acotado. 

(b) Sean To E H , V E N o(F), V = voo, y S un conjunto precompacto, S e E . 
Demostraremos que existe un conjunto finito M e E tal que 

(To + WM ,v)nH e To + Ws,v. 

Procedamos de la siguiente manera: Sea U E No(E) que satisface 

1 
T(U) e 2V, v T EH. 

Dado que S es precompacto en E , S e K + ~U para algún K e E finito. 
Tomemos M := 2K, que también es finito, así WM,v E T •. 

Sea T E (To + WM ,v) n H fijo . Entonces T(y) E ~V , siempre que y E U , 
y (T - To)(x) E ~V para todo x E K . Lo último lo tenemos gracias a 
'lue T = To + T' , para algún T' E WM,v ; es decir , 

2T'(K) = T'(2K) = T'(M) e V. 

Esto implica que T'(K) e ~ V, y así 

(T - To)(:¡;) = T( x ) - To(x ) = To(x) + T'(x) - To(:¡; ) = T'( x ) E ~ V. 

Por otro lado, a cada s E S lo podemos escribir como s = x + ~y con 
:1: E K y y E U. De esta manera 

pero 
1 1 1 1 1 

(T - To)( x) + 2T(y) - 2To(Y) E 2V + ¡V + ¡V = V ; 

es decir, (T - To ) E W:5,V . 

De modo que T E To + Ws,v. Se sigue T pc ::; T s · 

La ot.ra cont.ención siempre la tenemos, pues todo B e E finito es pre­
compacto, por lo que W B,v E T pe· 

Como 1111 corolario tenemos el siguiente Teorema fundamental. 
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Teorema 73 (Alaoglu-Bourbaki) Sea H e E' eqtlicontintlo. Entonces Hes 
,dativaTllcntc Tpc-compacto. 

Demostración. 
Por el Teorema anterior, basta con probar que H es relativamente u (E, E')­

COlnpacto, ya que en H las topologías T pe Y T. coinciden. De este mismo 
T'''Jrema, t.ambién sabemos que como u (E, E') = T so H es u (E', E)-acotado 
(acot.ado en CE). Además, H es compacto en CE = TI f (x), pues del 

zEE,J:E~C 

Apéndice A-(A.1-203) obtenemos: A e CE es precompacto (compacto) si y sólo 
~i f(A) es precompacto (compacto), para toda f; y como H es acotado, f(H) 
t"; acotado para toda f, por lo tanto f(H) e f(H) son acotados y cerrados en 
C. 

De donde H es compacto; es decir, H es relativamente u (E' , E)-compacto. 
Otra consecuencia del Teorema anterior es H e E', por lo que H es u (E', E)­

compacto. • 
Notemos que H es relativamente compacto para cualquier topología en E' 

m,\s débil que TT",(E' , E). Una consecuencia importante del Teorema de AlaOglu­
Bourbaki es el Teorema de Alaóglu, una de las principales propiedades de la 
t.opología débil: 

Teorema 74 (de Alaoglu) Sea E tln e.l.c. Si V es tina vecindad de O en E , 
"ntonces vn e E' es u (E', E)-compacto. 

Demostración. 
Sea V E N,,(E). Entonces f(V) e BI (O) , para toda f E VD; es decir, VD es 

11Il conjunto equicontinuo. Concluimos entonces que VD es u (E', E)-compacto . 

• 
Definición 75 Sea E 1111. e.l.c. , llamamos compactología (con respecto a (E , E'») 
(1, tod" bomolor¡ía '1'\ formada por discos u (E, E')-compactos. 

De manera análoga definimos una compactología en E'. 
Observemos que este concepto sólo depende de la dualidad (E, E') . La 

J,oruología '1'\,. de todos los discos u (E, E')-compactos (ver (2.4.2-69» es la 
compact.ología lllás grande en E dada por (E, E'). 

S"a E un espacio localmente convexo. El sistema de todos los discos equicon­
t.iIlIlO~ (T (E' , E)-cerrados en E' es una compactología en E' , y la llamaremos 
la C07ILlJacfología eqllicontintla en E' y aquí la denotaremos por [. Esta depende 
"xplícitalllente de la topología definida en E. 

L. ,envolvente saturada, [sat, de [ consiste de todos los subconjuntos equicon­
tinllos de E . Si N o (E) es la base de vecindades de O en E , entonces 

{UO: U ENo(E)} 

('s tilla has( ~ de [.. 
Pn)!)¡uunos: 



58 CAPiTULO 2. DUALIDAD 

Proposición 76 Sea E = (E,TIJ un e.l.c. y sea E la correspondiente com­
lmciología eqllicontinua. Entonces 

(a.) T l,; coincide con la E -topología T" . 

(b) Si E es sepamble, entonces los conjuntos en E son sepambles y metrizables 
mn 1'eSpecto a la topología inducida por O' (El, E) . 

(e) Si E es metrizable y sepamble, entonces (EI,O'(EI,E)) es sepamble. 

Demostración. 

(a.) Sea No (E) la base de vecindades de cero en E. Entonces, como 

forman una base de vecindades de cero en E, obtenemos (a). 

(b) Sea D e E denso numerable, que existe por ser E separable. Si con­
sideramos al espacio lineal generado por D y la llamamos G, entonces, 
por la proposición (2.1-38), la topología O'(G,EI) en G existe como una 
t.opología localmente convexa Hausdorff. Sea W una vecindad del origen 
en El, con respecto a O'(EI, G) . Entonces existen Y¡, Y2, ... , Yk E G tales 
que {y¡, Y2, ... , Ydo e W. Dado que Yi E G, 1 -::; i -::; k, podemos elegir 
{:r ¡,:r2, ... , :¡;m} e D y p.~) : 1 -::; i -::; k, Y 1 -::; n -::; m} e te tales que, 

m 

para cada 1 -::; i -::; k, Yi = L >.~).1:n; es decir cada Yi lo podemos poner 
71=1 

como combinación lineal de elementos de D . Si elegimos>. > O racional 

tal que >. :::: L I>'~) 1, entonces 
t,n 

1 
~{X¡,X2 , ... , Xm}O e {y¡,Y2, "·,Yk}O e W. 

La razón de esto es que: 

t 
jf~{:r¡ , .1:2," " X",}O = jf(>'{X¡ , X2,""X",})O 

= 1(>.xj,j)l-::;t,lfl-::;j-::;m 

= >'lj(xj)1 = 1>.j(xj)1 -::; 1, Ifl -::; j -::; 111 

1 . = Ij(xj)1 -::; ~' 1ft -::; J -::; m. 

m (i) 
Ahora, Yi = L >'n :rn, por lo que 

n=J 
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• 

COIllO queríamos. 

Así, los lllultiplos racionales de las polares de los subconjuntos finitos de 
D forlllan una base de vecindades de O en (E', a (E' , G» y esta base es 
IlInnerable, lo cual implica que a (E', G) es metrizable. 

Por ot.ro lado, por el corolario (2.1-35), a(E',G) e a(E' , E). 

Sea H E [. Y consideremos la topología inducida por a (E' , E) en H. 
Esta t.opología coincide con la inducida por a (E', G) en H, ya que al ser 
H llll disco a (E', E)-cerrado, equicontinuo, y al coincidir a (E', E) con 
Tl'c(E', E) en H tenemos 

i : (H, Tpc(E', E» -> (H,a(E',G» 

la fUllción inclusión es continua y biyectiva, puesto que todo conjunto 
finit.o es precompacto y G e E; además a (E', G) es la topología simple 
en H bajo G, con lo que tenemos lo que necesitamos. Como H es rela­
tivamente a (E',E)-compacto y cerrado, es a (E',E)-compacto; además, 
H es metrizable. Ahora, sea n E N y consideremos H e U B lo (h); 

hEH .. 

como H es a (E' , E)-compacto existen h\n),h~n), ... ,h!::) E H tales que 

H e O Bl.(hi"». 
k=1 " 

Sea A := {hl n
) : n E N, 1 ~ i ~ m n }, el cual claramente es numerable, 

incluso es denso en H . Veamos que en efecto, tenemos que A es denso en 
H : 

Sea E > O y hE H. Entonces existe n E N tal que B .t{h) e B,(h); además 

por la (1 (E' , E)-compacidad de H podemos encon~'rar hln
) E A, el cual 

sat.isface que h E Bl. (hl n », por lo que hln
) E Bl. (h) . Concluimos que A es 

denso en H , y así H ''es separable. .. 

( ( . ) COIllO E es met.rizable y separable podemos dar una base numerable de 
vecindades de cero en E, inclusive podemos considerar a N o(E) como 
{B'I(O) : IJ E Q+ f· Así, E' = U (Bq(OW Y como cada (Bq(O»O es sepa­

qEQ+ 

rabie por (b) , elegimos a D' = U Dq, donde Dq es el denso numerable 
qEQ+ 

en (Bq(O») O con respecto a la topología a (E' , E), para cada q E Q+; así 
D' I~S un denso numerable en E' . 

Otra consecuencia del Teorema de Alaoglu-Bourbaki es la siguiente. 

Teorema 77 (Mackey-Arens) Sea E = (E , T,.,) un e.l. c. Entonces la topología 
de MlI.d,,,y, ¡¡(E, E'). 1'8 la topología más fina en E compatible con la dualidad 
(E.E' ). 
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Demostración. 
Sea 'E" = {B e E' : B es un disco u (E', E)-compacto} la bornología en E' 

que genera la t.opología de Mackey J.L (E, E') en E . Así 

B _ { AO e E : A e E' u (E' , E) -acotado, balanceado, } 
,, - convexo y u(E',E)-compacto 

(e:; una base de vecindades del origen en E para J.L (E , E') . 
Ahora tomemos a la compactología equicontinua correspondiente en E' 

[; {B e E' : B es un disco u(E',E)-cerrado, equicontinuo} 

{B e E': B es un disco u(E',E)-compacto equicontinuo} . 

Esto t.rae como consecuencia que T,,; = T ,. en E , por la proposición anterior 
(2.5-78), y, ya que [; C'E" , tenemos u(E, E ' ) ::; T, ,; = TE ::; TI'" Ahora, por 
el Teorema (2.1-35) , como (E , E ' ) es una dualidad E' = (E ,u(E, EI))' y si 
F := (E , ti (E , E'))' obtenemos de manera inmediata que E' e F, además E' 
es un subespacio lineal de F . 

Denotemos por " o" y " ." a la polarización en (E, E') Y (E , F ), re­
spectivamente. Sea [( e E' un díseo u(E',E)-compacto ([( = K oo ), entonces 
go = {:c E E : l(x ,!)1 ::; 1, VI E [(} y J(" = {x E E : l(x, !)1 ::; 1, VI E Kf; 
por lo que [(0 = [(o. Esto quiere decir que [(00 = [(00 , cabe selialar que esto 
pasa para cualquier subconjunto K de E' . Ya que K es balanceado y convexo 

KOO = absconv T" ([() = R,,(F .E) 

en (F,u(F. E)) . 
Observemos que (EI,u(E',E)) es un subespacio de (F,u(F, E)) ; esto es . 

¡[ehido a que E' e F y u (E' , E) = u(F, E) en E'. De aquí, como [( es u (E' , E)­
compact.o, entonces [( es u (E', E)-cerrado; en consecuencia K es u (F, E )­
cerrado y así 

[(00 = [( = K"(F.E) = [(00 = Koo. . .. [1] 

Sabemos que las polares, con respecto a la dualidad (E, E' ), de los discos 
(T (E' . E)-compactos forman una base de vecindades de cero Bo en (E , J.L (E , E')) 
y as í el conjunto de las polares, con respecto a (E, F) , de cada V E Bo forman 
Hna base de vecindades del origen en F . Ahora, por [1], para cua lquier I ' E F , 
f' E [(no = K , para algún disco [( u (E' , E)-compacto, con K e E'; por lo 
t.ant.o F e E' . Entonces tenemos que F = E' ; es decir, J.L (E , E') es compatible 
con (E , E' ). 

Para ver que es la más fina con esta propiedad , sea T cualquier topología en 
E compat.ible con la dualidad (E , E' ), entonces (E , T)' = E ' . De esto, tenemos 
como consecuecia que la polar de toda vecindad de O en (E , T) es u (E' , E )­
eO! upado. Mostremos que esta afirmación es cierta: 

Sea V E No(E , T) ; tomemos V a, que es balanceado, convexo y u(E' , E )­
cerrado. De la definición de polar obtenemos que V a es un conjunto equicont in­
uo: ent.onces, aplicando el Teorema de Alaoglu-Bourbaki , V A es rela tivamente 
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T,H .(E' , E)-compacto, pero T,,,, (E', E) = Ts (E', E) = u (E', E) en E'. Por lo 
taut~) VO "ti relativamente u (E', E)-compacto y además tenemos que VO es 
a (E' , E)-cerrado; así V O es u (E',E)-compacto. Entonces, T ~ ¡.t(E,E' ) . • 

Proposición 78 Sea E = (E, T) un espacio localmente convexo. 

(fI.) Si E e8 metrizable, entonces T = P' (E, E') (en particular T = ¡.t (E, E')) . 
Si E es completo, entonces T = P (E, E'). 

(1/) Si (E , T) es normado y T' es la topología del espacio dual E', que es de Ba­
nach, entonces T = (J' (E, E') y T' = P (E', E). Si además E es completo, 
"ntonces T = (:J(E,E' ). 

Demostración. 
El inciso (b) se tiene de manera inmediata si demostramos (a). Esto ya 

que, como E es normado, tenemos que (E, T) es métrico y localmente convexo, 
además (E',T' ) es de Banach, por lo que T = P' (E, E') Y T' = P(E',E). Si E 
es completo T = P (E, E'). 

Demostremos la afirmación (a) . Supongamos que T f P' (E, E'), entonces 
p.xiste B e E' P (E' , E)-acotado pero no equicontinuo en (E, T) . 

Sea {Un: 71 E N f una base de vecindades decreciente de O en E, que existe 
por ser E metrizable. Como B no es equicontinuo en E, para cada n E N 
podemos elegir In E Un y fn E B tales que ~ If .. (xn)1 > 1; es decir, B i. nU:; , 
VII. E N. Así, podemos elegir una suceción (Xn)nEN tal que X n E Un, para todo 
1/. E N, y una sucesión U .. )nEN en B tales que cumplen IUn, xn)1 > n, n E N. 
Adenl>ís, por nuestra elección de {Un: 11 E NI, (Xn)nEN es una sucesión nula en 
(E. T) Y por lo tanto T-acotada. Pero la sucesión Un)nEN es P (E', E)-acotada, 
ya que B es ¡3 (E', E)-acotado, y sin embargo no es absorbido por {xn : n E NI 0, 

que l",s una vedndad de cero en (E', P (E', E)); llegamos así a una contradicción. 
Por tal motivo, T = P' (E, E') . 

De donde, por el Teorema (2.4.2-70) tenemos que T = ¡.t (E, E'). 
Supongmnos ahora que E es completo. Sabemos que si B es un disco de 

nanach, B es acotado en E" y por tanto es u-acotado; de donde es claro que 
b (E. E') ~ /) (E , E'). 

O" (2.4.2-70) tenemos que b(E',E) ~ (j(E',E) en E' . Como Eescompleto, 
si wnsideramos BOo, donde B es acotado en E, tenemos que Boo es un disco 
d" Bi\nach eu E. Esto último trae como consecuencia que BOOO = BO es una 
\'ecindad de cero en E' para la topología b (E', E), incluso {BO : B es acotado 
en E} tion vecindades de cero para la topología b (E' , E) , y además {BO : B 
es <lcot.ado en E I es una base de vecindades del origen en E' con respecto a 
la topología /i(E' , E) , por tanto P(E',E) = b(E',E) en E'. De nuevo por el 
Teorema (2.4.2-70), tenemos que P*(E', E) = P (E' , E) , y por el mismo Teorema 
(2.4-70) obtenemos que como s(E' , E) = u (E', E) en E', y definen los mismos 
coujlllltos i\eot.ados en E', lo cual implica P (E, E') = P* (E, E') . • 
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Capítulo 3 

Espacios Palmeados y 
Localmente Completos 

Gran parte de la teoría de lo espacios métricos completos esta basada en 
importantes resnltados estructurales, dos de los cuales son el Teorema de la 
Gráfica Cerrada y el Teorema del Mapeo Abierto; estos teoremas no sólo son 
importantes para la teoría desarrollada en dichos espacios, sino que también 
existen generalizaciones de estos Teoremas para espacios vectoriales topológicos, 
('11 part.icular para los espacios localmente convexos palmeados que trataremos 
" 11 Co'$t.e capítulo. 

Aquí daremos una demostración para las generalizaciones de los dos Too­
wmas arriba mencionados, para esto necesitaremos algunos resultados para es­
pa.Gios de Baire, lo que abarcará la primera sección de este capítulo; además 
d,! <:oncept.os y herramientas sobre los espacios palmeados, que desarrollaremos 
"11 la segunda sección. En la tercera sección de este capítulo, daremos una de­
lllostración del Teorema de la Gráfica Cerrada, utilizando palmas, mientras que 
en la cuart.a sección veremos el Teorema del Mapeo Abierto. En las siguientes 
tws secciones introduciremos algunos conceptos y resultados importantes que 
necesit.aremos más adelante, entre ellos está el Teorema de Localización, algunos 
'Ü"lllplos de espacios Palmeados y propiedades de límites inductivos, por tílti-
1110 t."u<lremos una sección importante relacionada con los espacios localmente 
compl"t.os y algunos ejemplos de estos espacios. 

3.1. Categoría de Baire. 

A lo largo de esta sección y únicamente en esta, trabajaremos con espa­
cios vedoriales t.opológicos con el fin de dar resultados generales, los cuales 
t.endremos en forma particular para los espacios localmente convexos. 

La siguient.e definición, importante para la topología general , nos puede 
servir COlllO \lila herramienta útil para ver la "medida" de un subconjunto A 
,1<- \lll espacio E . 

63 



64 CAPÍTULO 3. ESPACIOS PALMEADOS Y LOCALMENTE COMPLETOS 

Notación: Denotaremos por int(A) al interior de A, donde A es un sub­
conjunto de un espacio topológico E . 

Definición 79 Sea E un e. v. t. y A e E . 

(1) Decimos lJue A es mro, o denso en ninguna parte, si int(A) = 0. 

(2) A es de la 1,rimero categoría, o , en E si A e U An donde {An} nEN es 
nEN 

IIna sucesión de subconjuntos de E densos en ninguna parle. 

(3) Decimos que A es de la segunda categoría si A no es de la primem cate­
goria. 

(4) Un espacio de Baire es un espacio topológico de Hausdorff que es de la 
segllnda categoría, en sí mismo. 

Notemos que la definición (1) equivale a decir que EIA es denso en E. 

Ejemplo 80 En IR, con la topología euclidiana, todo conjunto numemble es de 
1" 1nimem categoría, en parlicular Q es de la primem categoría. 

Observación : La unión numerable de conjuntos de la primera categoría 
,~, de la primera categoría. Esto es fácil de ver, ya que la unión numerable de 
uniones numerables de conjuntos densos en ninguna parte es una familia numer­
ahle de conjuntos densos en ninguna parte .. Además, si A es un subconjunto 
denso en ninguna parte de un espacio vectorial topológico E , entonces A también 
es denso en ninguna parte pues 

int ( (A)) = int(A) = 0. 

Así, para fines prácticos, podemos considerar a los conjuntos densos en ninguna 
part.e como cerrados. Por otro lado, si A e E es de la segunda categoría en E , 
entonces E también es de la segunda categoría en sí mismo. 

En lo que sigue, un espacio "ectoria! topológico de Baire, o simplemente un 
espacio de Baire, será un espacio vectorial topológico que también es un espacio 
de Baire. 

El principal resultado de esta sección es el siguiente. 

Teorema 81 Sea (E , d) un espacio métrico completo y A e E no vacío. Si A 
( 'S abierto,entonces A es de la segunda categoría. En parlicular, todo espacio 
"/I('C f07-ifLI /.o/>ológico metrizable completo es un espacio de Baire. 

Demostración. 
Supongamos que existe A e E, no vacío y abierto tal que lo podemos cubrir 

por {A" }",EN, una familia no vacía de subconjuntos de E , cerrados, no vacíos y 
densos en ninguna parte. 

Sea Co := A y Cn := E'\...A", 'In E N. Como A" es cerrado y denso en 
Ilill¡(una parte, C" es un abierto en E , no vacío y denso, para cada n E N. 
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Dado :r E E y E > O, sean 

B(:I:, E) := {y E E: d(:r:,y) ~ El y B(X,E):= {y E E: d(x, y) < El. 

Sea :1:" E Cn fijo. Como Co es abierto, podemos elegir Eo > O tal que B(Xo,éo) 
.'Sb\ incluido propiamente en Co. Así, dado n E N tomemos Xn_1 E e,,_1 
y E,,_I > (} t.ales que B(Xn_I,E,,_d e en-l' Ahora, la densidad de en nos 
¡.:arantiza que en n B(.1:n_I , E .. _¡) el 11. Pero en n B(Xn-I,En-d es abierto, 
ent.onces podemos encontrar xn E E Y O < En ~ ~En_1 tales que 

B(x,,, E,,) e en n B(Xn-l,én_d . 

Por construcción, (E .. )nEN es una sucesión nula. Más aún, para todo m, n E N, 
obt.enemos 

rl(xn+m, Xn) ~ f: d(Xn+i, Xn+i-d ~ 2-n+IEo, 
i=1 

por lo que (:ru )"EN es una suceción de Cauchy en (E, d). Al ser (E, d) completo, 
I~iste :; E E tal que x n -+ ;; con respecto a la métrica d. 

Observelllos que, por la construcción de cada B(Xn,En), tenemos que 

B(Xm ,Em) e B(Xn,En), si m ~ n, 

y cada tillO de 'estos conjuntos es cerrado. De esta manera tenemos que 

:; E B(xn,E,,) e Cn = ~An, n E N, 

y por t.anto :; 1:- A. Pero:; E B(Xo,Eo) e eo = A, con lo que llegamos a una 
t:Ontmdicción. Concluimos que todo subconjunto abierto no vacío de un espacio 
lllét.rico completo es, en efecto, de la segunda categoría. En consecuencia, todo 
''>ipacio ve<:t.orial t.opológico metrizable completo es un espacio de Baire. _ 

Lema 82 Sm E 1In e. v.t. 11 L 1In subespacio propio de E . Entonces, int(L) = 11. 

Demostración. 
Si int(L) el 11 , existen .1: E L y U E No (E) tales que x + U e L, se sigue 

'1U" -:1: - U e L , por ser subespacio lineal, además U e U - U e L + L = L. 
S"h,'mos que t.oda veciudad del origen es absorbente, entonces L es absorbente 
"n E , y L es un subespacio lineal; es decir, L = E. Por tanto, int(L) = 11. _ 

Ahora, sea (E, r) un espacio vectorial topológico de Baire con una base de 
HiIluelnumerable, {el ,e2, ... , e", .. . }. Así, Ek := ({el,e2, ... ,ed) , la expansión 
lineal de {f' 1 , e2, .... , ek }, es UI1 subespacio cerrado dimensionalmente finito de E , 
para t.odo k E N, pues sabemos que todo subespacio de dimensión finita de un 
I'Spaeio de HausdorfI es cerrado. 

Oht..,nemos que E = U E k ; por lo tanto, como E es un espacio de Baire, 
keN 

i.nt(Ed el ~ para algún k E N. Del lema anterior (3.1-81) deducimos que 

E = Ek , para algún k E N. 

Ot· ( ~ta IlH.Ulf'ra t e lle lllOS : 
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Proposición 83 Sen E un espacio de Baire. Entonces E tiene dimensión finita 
Ó dim,," .. ~ión no numemble. 

Para enunciar algunas aplicaciones, aquí incluimos dos resultados impor­
t.antes para funciones bilineales. Demostremos el primero de estos resultados; 
para esto necesitamos algunas definiciones. 

Definición 84 Senn E,F, G e.v.t. y B : E x F - G una función bilineal. La 
continuidad de B la tomaremos con respecto a la topologia producto en E x F. 
Si ¡)(1m tal función bilinenl B su cumple que cada una de las funciones 

B(a ,·): F - G, a E E, Y B(-,b): E - G, bE F, 

son continuas, decimos que B es continua en cada variable, o continua distin­
""/Lible. 

Proposición 85 Sen E, F, y G e.v.t. Entonces, una función bilineal 

B:ExF-G 

e8 continua si y sólo si esta es continua en (O, O). 

Demostración. 
Que B sea continua en E x F, claramente implica que B sea continua en 

(0.0). 
Inversamente, sean a E E Y b E F fijos, y sea W E No(G) . Sea W¡ en 

N,(G), halanceada, tal que W¡ + W¡ + W¡ e W. Si B es continua en (0, 0), 
pnt.onccs existen U E N o(E) y V E No(F), tales que satisfacen B(U x V) e W¡. 
Escojamos O < tS ~ 1 tal que tSa E U Y tSb E V. Para cada x E U , tenemos 
B(;¡;. li) = B(6-¡ ;c ,6b) E W¡, y como W¡ es balanceada obtenemos B(tSx,b) es 
Illl elemento de W¡, para todo x E U. Similarmente, B(a,y) E W¡, '1y E 6V. 
Ent.onces, dado (z,w) E ((a + tSU) x (b+tSV)), z = a+6x, x E U, y w = b+6y, 
:ti E V: llegamos aque B(z , w) = B(a+tSx, b+6y) = B(a, b)+B(a, tSy)+B(6x, b) , 
y pOI" tant.o B(::: ,w) E B(a,b) + W¡ + W¡ + W¡. Esto implica que 

B((a +6U ) x (b+tSV)) e B(a, b) + W¡ + W¡ + W¡ e B(a, b) + W. 

Con lo cual terminamos la demostración de esta proposición. • 
El «ue una función bilineal sea cont.inua siempre implica que sea continua en 

cada variable, pero el inverso nq necesariament.e es cierto, entonces nos podemos 
pl"Pguat.ar bajo que condiciones se cumple que una función bilineal 

B:ExF-G 

continua en cada variable es continua. 

Teorema 86 Sean E, F Y G e.v.t.; E y F metrizables, uno de los cuales es de 
!3,ún'. Entonces, toda función bilineal continua en cada variable B : E x F - G 
( 'S l'OutiUlI.fL . 
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Demostración. 
Supongalllos, sin pérdida de generalidad, que E es un espacio de Baire y que 

n : E x F ---> G es una función bilineal continua distinguible pero no continua. 
COlllO B no es continua, existen W E No (G), (x")nEN una suceción nula en E , 
.r (Y")"E N una suc('.siónnula en F tales que B(xn, Yn) ~ W, Vn E N. 

Sea W n E./II" (G) cerrado y balanceado tal que W o + W o e W . Tomemos 

Un := n (B (-, y,,))-1 (Wo ), 

"EN 

.",t.e es balanceado y c.errado en E . Veamos que Uo es absorbente: sea a E E 
fijo y elijalllos Ito E N tal que {Yn : n ~ no} esta contenido en la vecindad de 
cero (B(a, .))-1 (Wn ) de F. Elijamos ¡.¡. ~ 1 tal que B(a,Yn) E ¡,¡,Wo, Vn < no. 
Entonces B(a, y,,) E ¡,¡,Wo, Vn E N, así que a E ¡,¡,Uo. En consecuencia, Uo es 
ahsorbente. 

Como Un es balanceado y absorbente, tenemos E = U kUo. Pero además, 
kEN 

Un es cerrado y E es un espacio de Baire, entonces Uo tiene interior no vacío. Con 
esto U = Uo+Uo es una vecindad del origen en E. Así, para cada x E U tenemos 
B(:c, Yn) E Wo + Wn e W, Vn E N. Ahora, como x n E U, para n suficientemente 
~Tande, obt.enemos B(x,,, y,,) E W, lo cual es una contradicción. _ 

3.2. Espacios Palmeados. 

De ahora en adelante nuevamente trabajaremos con espacios localmente con­
"exos, asullliendo que los resultados obtenidos en la sección previa también los 
t.enelllOS para estos espacios, por ser una clase particular de espacios vectoriales 
t.opológicos. 

Definición 87 Sea E 1m e.l.c. y W : U Nk ---> 2E Y <p E NN, definimos 
kEN 

W".k:= W(<p(I) , ... ,<p(k)), Vk E N. 

Decirnos que W e$ UnlL palma en E si satisface: 

(IV 1) El mnlJo de W consi.ste solamente de subconjuntos absolutamente convex-
0$ de E. 

(IV 2) U{WI' .I : <p E NN} es absorbente en E. 

(W 3) Dado <p E NN 11 k E N, todo punto en W".k es absorbido por el conjunto 
U{W'¡' .k+ 1 : 1/) E !'IN, 1/)(i) = <p(i), Vl:S; i:S; k} . 

(W 4) WI'.k+ 1 + W". k+1 e W".k. Vk E N, V<p E !'IN. 

En lo que sigue. escribiremos Wk en lugar de W".k, siempre y cuando estemos 
cOllsiderando una misma 'P E !'IN De modo que podemos dar las siguientes 
cl"finiciones. 
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Definición 88 Sea E = (E,r) un e.l. c. y W una palma en E. 

1. Una cadena de W es tina colección de elementos (Wkl kEN de W, tales 
'{'le Wk+ 1 e Wk, para toda k E N; de donde, (W'!' .k)kEN es una cadena, 
¡",m toda cp E NN. 

2. Decimos que W es compatible (con la topología r de E) si, para toda 
vecindad U de O en E y toda cadena (Wk)kEN' existe n = n(cp, U) E N tal 
que W,!,.n e U. 

Cahe hacer notar que, podemos asumir que para cada cadena (Wk)kEN ele 
W, y para cada k E N 

... [IJ 

Esto es gracias a que Wk es convexo y que Wk+l + Wk+l e Wk, así que 
Wk+1 + Wk+1 = 2Wk+1 e Wk. Notemos además que la definición de palma 
compatible es equivalente a pedir que: para cada vecindad U de O en E y para 
mela cadena (Wk)kEN de W, existe ko E N tal que Wk e U siempre que k 2 ko. 

En el siguiente resultado daremos equivalencias de la definición de palma 
c:ompatible. 

Proposición 89 Sea (E, r) un e.l.c. y W una palma en E . Entonces, son 
('(Jllivalentes: 

(1) W es compatible. 

(2) Dadn cp E NN, sea (Yn)nEN una sucesión en E tal que Yn E W,!,.n, "In E N. 

Entonces ( t Yn) es una sucesión de Cauchy en E. 
n=l kEN 

(3) Se¡¡n cp y (Yn)nEN como en (2) . Entonces (Yn)nEN es una sucesión ntlln en 
E. 

Demostración. 
(1) ==} (2) . Sea cp E NN fijo y (Yn)nEN tal que Yn E W", .n, "In E N. Dada U , 

una vecindad de O en E, podemos encontrar ko E N tal que W",.k" e U, por ser 
W una palma compatible en E . Entonces, W", .k e U, Vk 2 ko . Así, para todo 
k: 2 ka y t.odo p E N, tenemos que 

1.:+11 k J1 

¿ :t}i - ¿ Yj = ¿ Yn+k E W",.k+l + ... + W""k+p e W",.k y W",.k e U, 
1.= 1 )= 1 71.=1 

pues 

W"" k+i + W",.k+i+l e W",.k+i + W""k+i+1 + W",.k+i+l, 

y ele (3 .2-85-(W4)) se tiene que 
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De donde (t 11k) es una sucesión de Cauchy en E. 
n=1 kEN 

n n-I 

(2) => (3). Es fácil ver esta implicación, ya que 11n ¿ Yi - ¿ Yi Y 
i=l j=) 

( t 11,,) es una suceción de Cauchy. Así, dada U E No (E) , 3ko E N tal 
,,=1 kE N 

'Iue W",.k e U, siempre que k 2 ko. De donde, para todo k 2 ko y P E N se 
l' 

<:lIlnple que ¿ 11n+k E W""k e U; en particular para p = 1, Yk+1 E W""k e U, 
n.=J 

"Ik 2 ka. Por lo tanto, (Yn)nEN es una sucesión nula en E . 
(3) => (1). Supongamos que existe cp E NN Y U E No (E) tal que 

W""n 1= U, "In E N; 

es decir , W no es compatible con la topología T en E. Si elegimos Yn E W""n ,,",U , 
"In E N, entonces (Yn)nEN no puede ser una sucesión nula en E, pues Yn rt U, 
"In E N, lo que es una contradicción a nuestras hipótesis. _ 

De esta última proposición, obtenemos la siguiente definición. 

Definición 90 Sea E un e.l.c. y W una palma en E. Decimos que W es una 
¡)(lIma completante si pam toda cp E NN Y toda elecci6n de Yn E W""n, n E N, la 

"t'.I'ie (t 11 .. ) conllerye en E. 
n=l kEN 

Una pahna completante en un espacio localmente convexo E siempre es com­
pat.ible, por la proposición (3.2-90). La inversa es cierta si E es secuencialmente 
complet.o, pues si W es una palma compatible tenemos que para toda cp E NN y 

toda sucesión (11n)"EN tal que Yn E W""n , 11 E N, la suceción (t Yn) es de 
n=1 kEN 

Cauchy y por lo t.anto converge siempre que E sea secuencialmente completo, 
a ..... í: 

Proposición 91 Sea E UlI c.l.c. secuencialmente completo, y W una palma en 
E. Ent.onces, W es completante si y s610 si es compatible en E. 

Definición 92 Sea E un e.l.c. Decimos que E es un espacio palmeado si tiene 
"I/."a 1)(Llma c01n¡Jletlmte. 

Un ejemplo fácil, de espacio palmeado, lo obtenemos considerando un espacio 
loealment.e convexo metrizable, como sigue: 

Proposición 93 Sea E un e.l.c. completo 11 m etrizable. Entonces E es un e.l.c . 
])(L/lII/!lLdo. 

Demostración. 
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Como E es metriza ble podemos elegir una base de vecindades del origen 
Illuuerable. Sea {Uk f k EN una base de vecindades de cero en E, con Uk balanceada 
y cerrada, \lk E N, tales que Un+1 + Un+1 e Un, \In E N. Entonces, la función 

dada por (ni, ... , nk) >---+ Uk, es trivialmente una palma compatible en E. 
Por la proposición anterior (3.2-91) y de (3.2-89) , W es completante si y sólo 

si E es secuencialmente completo; es decir, W es completante si y sólo si E es 
completo . • 

Ahora, nos podemos preguntar si el inverso es cierto; es decir, si todo palmea­
do es metrizable y/o completo, esta afirmación no necesariamente es cierta pues 
exist.en espacios que son palmeados pero que no necesariamente son metrizables 
o completos. En la última sección de este capítulo damos algunos ejemplos, en 
particular ha remos notar que los espacios ep son palmeados pero no son com­
plet.os ni metrizables. 

3.2.1. Propiedades de estabilidad para Espacios Localmete 
Convexos Palmeados. 

En relación a la propocisión (3.2-93), el siguiente Teorema muestra que mu­
chos de los espacios localmente convexos relevantes están en la clase de los 
espacios palmeados. Para esto, decimos que un espacio localmente convexo G 
"S Ull cociente del espacio localmente convexo E si existe M e E un subespacio 
cerrado tal que G, con su topología localmente convexa, es homeomorfo a E/NI , 
cou respecto a su topología cociente. 

Teorema 94 Sen E = (E, T) un e.l.c. palmoodo. 

(a) Todo subespacio secuencialmente ccompleto L de E es un e. l.c. palmeado. 

(bJ Si F es un e. l. c. tal que existe una función lineal, continua y suprayectiva 
T : E -+ F , entonces F es un e. l.c. palmeado. 

(e) Si G es un e.l.c. cociente de E , entonces G es un e. l.c. palmeado. 

(11) E es un e.l.c. palmeado con respecto a toda topología lineal Hausdorff más 
débil que T. 

Demostración. 
Sea W una palma completante en E. 
(al Sea L un subespacio secuencialmente completo de E . Entonces, obten­

muos una palma completante en L de la siguiente forma: 

cldiuida por (n i , .. ,nk) ,......... L n IV (ni, ... ,nd . En efecto, esta palma, W', es 
cOluplet.aut.e en L: 
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(W 1) Como cada W(n¡, ... ,l1k) es absolutamente convexa, para cada k E N, 
t.ambién lo es W'(nl , ... , 7tk), de las propiedades de espacio vectorial para 
L. 

(W 2) l.J {W~ .1 : cp E NN} es absorbente en L, ya que U{W,!,,1 : cp E NN} es 
absorbent.e en E . 

(IV 3) Claramente, para toda cp E NN y toda k E N, todo punto en W; ,k es 
absorbido por el conjunto 

puest.o que todo punto de W,!"k es absorbido por 

u { W"" k+ 1 : t/J E NN, t/J (i) = cp (i) , 'v'1 ~ i ~ k} . 

(W 4) También, W~,k+l+W~,k+l e W~,k' 'v'cp E NN, 'v'k E N, se tiene trivial­
mente de que W"" k+l+W"" k+l e W""k, 'v'cp E NN, 'v'k E N, en E . 

En est.e caso, que W' es completante se tiene de la proposición (3.2-90) . 
(b) Sea T : E -+ F, continua, lineal y suprayectiva, con F un espacio lo­

calmente convexo. De manera similar que en L , definimos en F una palma 
completante dada por: 

W": U Nk 
-+ 2F 

kEN 

vía la regla (7t¡, ... , nd >--+ T (W(111 , ... , nd). Así, W" es completante en F: 

(IV 1) Como cada W(I1¡, ... ,nk) es absolutamente convexa, para cada k E N, 
t.ambién lo es W"(111 , ... , I1k) , por ser T lineal. 

(IV 2) U{ W;.l : cp E NN} es absorbente en F, pues U{ W,!"l : cp E NN} es ab­
sorbent.e en E , y T es lineal y suprayectiva. 

(W 3) Clarament.e, para t.oda cp E NN y toda k E N, todo punto en W;,k es 
ahsorbido por el conjnnto 

U{W~;,k+ l: t/J E NN ,1jJ (i) = cp(i),'v'I::; i::; k} 

del hecho que todo punto de W,!"k es absorbido por 

:.- de la linealidad de T. 

(H-' 4) Finalmente, W';;.k+l+W~;,k+l e W~;, k' 'v'cp E NN, 'v'k E N, se tiene trivial­
m"nte de que ¡'V,¡,.k+l+W"" k+ l e W""k, 'v'cp E NN, 'v'k E N, en E y además 
que T (>s lineal. 
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Ahora, W" es completante en F, pues si <p E NN y (Y~)nEN es una sucesión 
1'11 F t.al que Y:. E W",.n, \/n E N, entonces existe (Yn)"EN una sucesión en E , 

00 

t.al que y~ = T(Yn) y Yn E W""n, \/n E N, y la serie ¿ Yn converge en E ; es 
n=1 

00 

decir, existe z E E tal que z = ¿ y" , por tanto, ya que T es secuencialmente 
n=1 

cont.inua, la serie f y~ converge en F, inclusive T(z) = T (f Yn) = f y~. 
n=l n=1 n=1 

Las afirmaciones (c) y (d) son inmediatas de (a) y (b) . La razón de esto es 
que, por un lado, la función cociente 7r : E -> G es continua (por lo que también 
e~ secuencialmente continua), lineal, y suprayectiva; y por otro, si T' es una 
t.opología más débil que T, la función identidad Id: (E, T) -> (E , T') también es 
continua (y así, es secuencialmente continua), lineal y suprayectiva. _ 

3.3. El Teorema de la Gráfica Cerrada. 

Dados dos conjuntos E, F, Y una función f : E -> F, la gráfica de f está 
definida como el subconjunto G, := {(x,f(x)): x E E} de E x F . Si E y F son 
espacios t.opológicos, con F Hausdorff, entonces G, es cerrado en E x F, con la 
topología producto, siempre que f sea continua (ver Apéndice). El Teorema de 
la Gráfica Cerrada nos asegura que, bajo condiciones convenientes para E, F, 
y f , la inversa de esta afirmación también es cierta: Si G, es cerrada, entonces 
f es continua. 

Existen diferentes formas para demostrar el Teorema de la Gráfica Cerrada 
para espacios vectoriales topológicos y funciones lineales. Aquí, a una función 
lineal ent.re espacios vectoriales topológicos, que tiene gráfica (secuencialmente) 
cerrada, la llamaremos función (secuencialmente) cerrada. 

Para demostrar el Teorema de la Gráfica Cerrada, veamos la siguiente defini­
ción. 

Definición 95 Sea E un e.v. t., {E,,}nE N una familia de espacios vectoriales 
tO)loló!licos, :ti F = {Sn : En -> E: n E N} una familia de funciones lineales. 
D~fi1/.inws a la topología lineal inductiva definida por esta familia Y por las fun­
ciones linetLles Sn E F , n E N, como la tO/JOlogía más fina que hace continuas a 
todas las funciones Sn : En -> E, n E N. 

De la definición anterior, t.enemos que U E T si :; sólo si, por definición, 
S;;-I(U) E T" , \/n E N. Es decir, Sn es abierta, para todo n E N. 

Proposición 96 Sea E un e.v.t. con la topología lineal inductiva T, dada por 
{ E" } "EN una familia de espacios vectoriales topológicos Y las funciones lineales 
S" : E" -> E , 11 E N. Sea F un e. l. c. Y T : E -> F una función lineal. Entonces, 
T ~"' T-<:01lti1ll'" si Y sólo si T o Sn : E" -> F es continua, \/n E N. 

Demostración. 
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Primero, supongamos que T es continua. Así, como Sn : En -+ E son con­
tilllI1L~ , para t.odo 11 E N; claramente se tiene que T o Sn : En -+ F es continua, 
Vn E N. 

A la inversa, si T o Sn : En -+ F es continua, Vn E N, entonces 

'" abierto, VII E N, donde V es abierto en F . Observemos que T-I(V) e E, y 
recordemos que un subconjunto de E es abierto si y sólo si su imagen inversa, 
con respect.o a cada Sn, 71 E N, es abierta en En. Lo cual se cumple por hipótesis, 
¡L~í T - 1 (V) es abierto en E, y en efecto T : E -+ F es continuo. _ 

Teorema 97 (Gráfica Cerrada) Seo. E un e.l.c. Supongamos que la topología 
en E es ltl tOlJOlogítllineal inductiva definida por una familia {En}nEN de e.l.c. 
de BaÍ1-e y ftmciones lineales Sn : En -+ E, n E N. Si F es un espacio localmente 
nm1lexo lJalmeo.do, entonces toda funci6n lineal cerrnda T : E -+ F es continua. 

En particular, de la proposición (3.3-96), T es continua si y sólo si T o Sn : 
E" -+ F es continua, Vn E N. Por tanto podemos considerar a E como un 
pspacio de Baire, y el Teorema anterior es una clara consecuencia del próximo 
rp$ultado. Cabe señalar que un espacio E con una topología lineal inductiva no 
necesariamente es de Baire, más adelante se da un ejemplo de un espacio que 
cumple con esto. 

Teorema 98 Sea E un e.l.e. Supongamos que G es un subespacio de la segunda 
mtl~Jorifl de E y que F es un espacio localmente convexo palmeo.do. Seo. T E 

L(G, F) cC7mdo en E x F , entonces T es continuo. 

Demostración. 
Sea W una palma completante en F. Denotemos por Wn a W,!"n, y por Wn,k 

a W(III , ... ,nd = W"" k y es tal que ..p(i) = <p(i) si 1 ~ i ~ n. 
(,,) COIllO U W'!'.I es absorbente en F , y E es un espacio de Baire, existe 

."EN' 
.,: E N tal <¡ue T - 1(W,!, . .J es de la segunda categoría en E . Por tal motivo, 
podelllos elegir (Wd kE N, una cadena en la palma W, tal que T-1(Wk) es de 
la segunda categoría en E, Vk E N. La construcción de tal cadena es de la 
siguiente manera, supongamos que Wk- I es tal que T-I(Wk_.) es de la segunda 
categoría en E ,como Wk _ 1 e U mWk _ l •n , podemos encontrar k E N tal que 

m .nEN 

Ir"-I.k := Wk satisfaga que T - 1(Wk) es de la segunda categoría en E. Así, 
oht.enelllos la cadena (Wk)kEN e W buscada. 

(1)) Tomemos Wo = F , y sea Ak := T - 1(Wk ) ; escojamos Xk E Ak Y Uk en 
A:, (E) , balanceada, tal que 

..... [1] 

1" cual "s posible por ser Ak de la segunda categoría en E. Afirmamos que 
e n A k+1 e T - 1(Wd , Vk E N: 
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Sea :c E G n Ak+2, entonces existe Zk+2 E (x + Uk+3 ) n A k+2; es decir , 
·:k+2 E Ak+2 y X - Zk+2 E Uk+3 , ya que Uk+3 es balanceada. 

Como Xk+3+Uk+3 e A k+3, de ]1], tenemos que Xk+3+X-Zk+2 =: x' E Xk+3+ 
Uk+:¡ e Ak+3. Ahora, x' E A k+3, por tal motivo existe zk+3 en (x ' + Uk+4) n 
Ak+:¡, y como Xk+4 + Uk+4 e Ak+4 obtenemos que 

:c' - '::k+3 + :Ck+4 = x - (Zk+2 + Zk+3 ) + (Xk +3 + Xk+4) E Ak+4 ; 

iterando, tenemos que 

N N 
:C - 2: '::k+i + 2: :tk+i E Uk+N+I, y 

i=2 i=3 
N 

x - 2: ('::k+i - Xk+i+I) E Ak+N+I, "IN 2: 3. 
(=2 

..... ]2] 

. .... ]3] 

00 00 

Como W es una pahua completante en F, los límites 2: T Xk+ i+1 y 2: T Zk+i 
i=2 i=2 
00 

exist.en en F , y son elementos de W k+1. Así, y := 2: T(Zk+i - Xk+i+¡) Y 
i=2 

i~ T('::k+i - :Ck+i+¡) = ,Jí~oo [i~ T( Zk+') - i~ T(Xk+i+¡)] E W k+1 + W k+ 1, 

pero W k+1 + W k+1 e W k , por tanto y E W k . 

Consideremos ahora, U E No(E) y V E N o(F). Por ]3] existe ak+N+l en 
A¡,+N+ I tal que 

N 

:c - 2: ( '::k+ i - .-¡;k+.+¡) - ak+N+1 E U, "IN 2: 3. 
i=2 

. .... ]4] 

Como W es compatible, (Tak+N+I)N >3 es convergente a cero en F , ya que 
Tak+N+1 E Wk+N+I, "IN 2: 3. Esto implica que 

y - T C~ (.:k+' - Xk+i+¡) + ak+N+1) = y-.~ T( Zk+.-Xk+i+¡) - Tak+N+l E V, 

si N 2: P fij a y suficientemente grande. . .... ]5] 
De ]4] y ]5], si GT es la gráfica de T , tenemos que ](x, y) + (U x V)] '1 \1 . 

Dado que a U y a V las tomamos de manera arbitraria, y GT es cerrada, tenemos 
que (:c , y) E GT ; es decir, T x = y E Wk . 

(e) Veal110s ahora que T es continuo. Sea V E No(F) cerrada, como W es 
(·ol11pat.ible, existe (Wk)kE N e W cadena tal que W k e V , si k 2: ko. Por la 
segunda parte de la prueba, tenemos que : 

Xk+3 + (G nUk+3) e GnAk+3 e T-1(Wk+ I ). 

P"ro:Ck+:¡ E A k+3, esto implica que T(GnUk+3) e Wk+ 3+ IVk+ l e W k e V. 
Por lo tant.o T es continuo. _ 

Si E es un espacio de Baire metrizable, entonces en la demostración anterior, 
podel11os elegir (Ukl kEN como una base de vecindades de cero en E , decreciente. 
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Entonces, de [2] tenemos que x = ¿ Zk+i -Xk+i+l' Si y := ¿ T( zk+i -Xk+i+I), 
i>2 i >2 

concluimos <¡ue T:~ = y siempre y ~uando GT sea secuenciafiuente cerrada. Así, 
procediendo de la misma forma que en (3.3-98), tenemos. 

Teorema 99 Sea E 1m espacio vectorial y supongamos que E tiene la topología 
lin""l üuluctúm definida por "na familia {En: n E N f de espacios de Baire 
met,iz"bles, y las funciones lineales Sn : En -+ E, n E N. Si F es una espacio 
¡Húmeado, entonces toda fución lineal secuencia/mete cerrada T : E -+ F es 
(:ont.inua. 

Usando el Teorema anterior, el Teorema (3.1-81) y la proposición (3.2-93) 
obtenemos el Teorema de la Gráfica Cerrada Clásico (para espacios de Fréchet) . 

Corolario 100 (Teorema de la Gráfica Cerrada de Banach) Seo.n E y F 
('"¡,,,cios de H "échet. Entonces, toda función lineal cerrada T : E -+ F es con­
tinua. 

Teorema 101 Seo. E un espacio de Baire. Entonces, E es pa/meado si y sólo 
-,·i ('s metrizable y completo. 

Demostración. 
Por el Teorema (3.1-81) y la Proposición (3.2-93) sólo tenemos que demostrar 

lJue un espa.cio de Baire, el cual admite una palma completante W, es metrizable 
y c:olllpleto. 

Si hacelllos algo iUlálogo a la demostración del Teorema (3.3-98), tenemos: 
Da.da lE : E -+ E la función identidad, como W es una palma completante 

"n E, existe una. cadena (Wk)kEN en W tal que Wk = 1¡;;t(Wk) es de la segunda 
ca.t.egoría ell E , I:Ik E N; la razón de esto es: Como U W,!, .I es absorbente en 

'!'EN' 
E, Y E es IUl espacio de Baire, existe cp E N tal que Jel(W'!'. I) = W'!' .I es de 
la segunda. cat.egoría en E . Con esto podemos definir WI := W,!,.I y cumple que 
lE' (Wd es de la. segunda categoría en E. Ahora tomemos W2 := W"'.2 donde 
W E NN Y ''S t.al que IE ' (W2 ) es de la segunda categoría en E, pues WI es 
ahsorbido por {W", .2: ljJ E NN Y 1/1 (1) = cp(1)f. Supongamos que tenemos con­

struida la colección (W")~=I en la palma W de E, tal que IE1(Wk_d = Wk- I 
ps de la. segunda categoría en E. Como Wk e U mW'¡' .k+l, podemos 

mEN,tPEN~ 

I'llcolltrar w' E NN t.al que W"".k+l := Wk+ 1 satisfaga IE'(Wk+Il = Wk+ l , 
t·'~ de la. segunda cat.egoría en E. Notemos que por construcción tenemos que 
W,.+ , + Wk1 e Wk. Así, hemos construido una cadena (Wk)kE N e W tal que 
JE' (Wd es de la segunda categoría en E, I:Ik E No 

TOlllemos Wo = E, Y escojamos ."!:k E W k y Uk en No(E) , balanceada, tal 
que 

..... [1J 

1" cual es posihle por ser Wk de la. segunda categoría en E. Por la Proposición 
(;¡.2-89) , (:¡:;,)kEIII es una. sucesión nula en E. Si U es una vecindad del origen 
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p.n E , y V E N o (E) es tal que V - V e U; entonces Xk E V, para algún 
k E N. Como Wes compatible, además podemos suponer que Wk e V . Así, 
Uk e W k - :¡; k e V - Ve U. Con esto, mostramos que (Uk)kEN forma una base 
<le vecindades de O en E. Como (Uk)kEN es una familia numerable de vecindades 
<le cero en E, tenemos que en efecto E es metrizable. 

Veamos que E es completo. Sea (zn)nEN una sucesión de Cauchy en E. Sea 
mi < m2 < 7n1 < ... en N tales que Zm - Zn E Uk+l , Vm,n 2: mk, Vk E N, lo 
cllal pasa por ser (Zn)nEN una sucesión de Cauchy y Uk+1 E No(E), Vk E N. 
Entonces, por [1] y ya que Wk+1 + Wk+1 e Wk, para cada k E N, tenemos 

.. .... [2] 

Sea U Ilna vecindad del origen en E. Elijamos Vn E No(E) tal que 

Observemos que Vn+ 1 e Vn y Vn + 1 + Vn + l , Vn +2 + Vn + 1 e Vn, Vn E N. De aquí 
que para cada n E N obtenemos: 

V,,+:I + Vn+ 3 + Vn + 2 + Vn + 1 e Vn+ 2 + Vn+ 2 + Vn+ 1 e Vn + 1 + Vn+ 1 e Vn, 

V,'+I + Vn+1 + Vn+ 2 + Vn+ 1 e Vn+ 3 + Vn+3 + Vn+ 2 + Vn+ l , 

m 

¿ v,,+k e Vn , Vm E N. . .... [3] 
k=1 

Por [2] y como W es compatible, para la cadena (Wk)kEN dada arriba, dado 
k E N existe Yk E Wk tal que 

.. ... [4] 

00 

Ahora, como Wes una palma completante en E, y = ¿ Yk existe en E. De 
k=1 

r 

donde, para cada n E N, existe r n 2: n en N tal que y - ¿ Yk E Vn , si 7" 2: rn · 
k=1 

Por lo que, para esta r, 

por [4]: además de [3] tenemos que 

,. 
v" + ¿ Vk e VI + ... + Vn_1 + Vn + Vn + Vn e VI + VI e U. 

k=1 

00 

En consecuencia, ¿ z"" +' - Zm, existe en E y es igual a y. Pero entonces, la 
k= 1 

sllcesióll (t (=111. 1.'+ I - zml.' ) = zmJ,.+ I - =ml ) converge en E a y; es decir, la 
k=1 nEN 
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SlIcp.sióu (z"" )kE N couverge a 11 + zm,; así, la sucesión (zn)nEN también converge 
a y + ':Hl I {~ ll E: 

Sea V E N" (E) , balanceda, tal que V + Ve U. Entonces, dado que (Zm')kE N 

couver~e a 1/+ z'" , ,existe No E N tal que y+zm, -zm,. E V, siempre que k:::: No ; 
por ut.ro lado, existe NI E N, NI :::: m N .. , tal que Zm -Zn E V, si n, m:::: NI. Sea 
N = máx{No , NI}, eutonces y+ zm, - Zn = y+zm, - zm,. +zm,. -Zn E V +V e U, 
<:ou k :::: N , siempre que n :::: N, de aquí concluimos que en efecto (zn)nEN 
nl\lver~e eu E. Finalmente, E es completo como deseabamos. _ 

Cou respecto al teorema anterior, nos podemos preguntar si existen espacios 
que sou palmeados pero que no son de Baire, en realidad si existen este tipo de 
ffipacios, para construir un espacio que cumpla con esto necesitaremos algunos 
coucept.os y herramientas que veremos en la sección 3.6, por lo que tal ejemplo 
lo iucluimos en la última sección de este capítulo. 

3.4. Algunas Consecuencias. 

Para demostrar el Teorema de la Mapeo Abierto, primero veamos el siguiente 
Teorema General: 

Teorema 102 Sean E y F e.l.c., E palmeado, y TE L(E, F) cerrado. Si R(T) 
«5 de la segunda categoría en F , entonces T es abierta. 

Demostración. 
Sea GT e E x F , la gráfica de T. Primero veamos que N(T) es cerrado. 

Supon~amos que N(T) no es cerrado, así existe x E N(T)"-.N(T); de donde, 
,·'xist.e uua red (:r" )"EA eu N(T) tal que converge a x en E, pero T(x) # O. Así, 
(:1:, ,, T( :r,, » = (:r,,, O) ....... (:t , O) en GT , y GT es cerrada, entonces T(x) = O, con 
lo que llegamos a una contradicción. Por tanto, N(T) es cerrado. 

Si tomamos el cociente E/ N(T), este es un espacio de Hausdorff, con re­
spect.o a la t.opología cociente, y de (3.2.1-94)-(c) obtenemos que E/ N(T) es 
1IU espacio palmeado. 

Además, la funcióu 
T : E /N(T) ....... R(T) 

vía la regla T(:r + N(T» = T x, esta bien definida, pues por la linealidad de T 
t·('uemos 

T(:r + N(T» 

T(:r- z ) 

G.¡- es cerrada: 

T(:: + N(T» {=> Tx = T z {=> 

O{=> x-zE N(T) {=>x+N(T) = z+ N(T). 

Si Gj. = {(:c + N(T), T x) : x E El e E/N(T) x R(T), donde Gf es la 

¡.(rMica de T, queremos ver que para cada red (x" + N(T), T X")"EA e Gf tal 

'1"" T" + N(T) ....... :c + N(T) , eu E/N(T), y T(x" + N(T» = Tx" ....... y ; en 
R(T) , t.euemos que T( :c + N(T» = Tx = 1/. 
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Como :c" + N(T) ...... x + N(T) en E/N(T), asumamos que existe una red 
(¡IN) /j Ef e E formada por representantes de x" + N(T), para cada a E A, tal 
que Y/3 ...... :t en E(esto lo demostraremos más adelante), por otro lado, TY/3 ...... Y 
en R(T) , de aquí que (Y/3, TY/3) ...... (x , y) en E x R(T) ; pero como GT es cerrada 
y ((Y/3 , TYfl ))flEf es una red en GT obtenemos que (x , y) E GT; es decir, T x = y. 

Por tanto f( x + N(T)) = y, así Gf es cerrada en E/N(T) x R(T) . 

Como T: E ...... R(T) es suprayectiva, también lo es f : E/N(T) ...... R(T). 
Para ver que fes invectiva, seax+N(T) E E/N(T) tal que f(x+N(T)) = 0, 
pero esto último pasa si y sólo si Tx = 0, lo cual se da si y solamente si 
:r E N(T), por tanto x + N(T) = N(T) en E/ N(T) . Por lo que efectivamente, 
fes invectiva. Esto quiere decir que existe f - l : R(T) ...... E /N(T) , la inversa de 
f. Como f es cerrada, tambiénf-1loes, pues Gf-' = {(Tx ,x+N(T)) : x E Ef 
es cerrado en R(T) x E/N(T) . Observemos que f- l es continua, ya que R(T) 
es un subespacio de F , R(T) es de Baire y E/ N(T) es palmeado, y si aplicamos 
el Teorema de la Gráfica Cerrada, en efecto f-l es continua. Lo cual implica 
que si V es abierto en E , como V + N(T) es abierto en E/ N(T) , tenemos 
que T(V) = f(V + N(T)) es abierto en R(T), y por ser R(T) de la segunda 
categoría en F tenemos que T es suprayectiva, es decir R(T) = F. 

(*) Por último demostremos que en efecto existe una red (Y/3 ) /3Ef en E , for­
mada por representantes de la red (x" + N(T))" E!\' tales que (Y/3 )/3Ef converge 
a:r en E . Esta afirmación la tenemos gracias a que Ves abierto en E/ N(T) si y 
sólo si 11"-1 (V) es abierto en E, donde 11" es la función cociente 11" : E ...... E/ N(T). 
Además, como la topología cociente es la más fina en E / N (T) que hace con­
tinua 11 la función 11" : E ...... E/ N(T) , x >--+ x + N(T), tenemos que 11" es 
abierta . 

Entonces, dada U E Nx(E) , obtenemos que V := U + N(T) es un elemento 
de N.T.+N(T)(E/N(T)), y existe 0 0 E A tal que Xc> + N(T) E V, 'Va 2: oo' 
Consideremos x~ .. E 11"-1 (V) n U tal que x~ .. + N(T) = x" + N(T) , o 2: 0 0 , lo 
cual podemos hacer pues x" + N(T) E V = U + N(T) . 

Ahora, tomemos la red (Y/3 )/3Ef' donde (J = o,,, para algunos U E N x(E) , 
n E A, y Y/3 = :¡;~.,; además, dados (J, "Y E r tenemos a u = (J :s: "Y = 6". si y sólo 
si o :s: 6 y U' e U, con 0 ,6 E A. 

Así, por construción (Y/3 )/3E f converge a x en E. 
Concluimos la demostración de este resultado. _ 

Teorema 103 Sean E y F e. l.c., E palmeado, y F de Baire. Entonces, toda 
jimción continua, lineal y suprayectiva T : E ...... F es abierta. 

Demostración. 
Como T es suprayectiva R(T) = F , que es de Baire. Por ser T continua, 

T es cerrada, por tanto se cumplen las condiciones del Teorema anterior y ru;í 
oh tenemos que T es abierta . _ 

El Teorema (3.4-102) generaliza un resultado clásico, conocido como el Too­
n"ma de Banach-Schauder: 
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Teorema 104 (Banach-Schauder) Sean E y F e.l.c. metrizables, completos. 
Si T E L(E. F) es continua, entonces R(T) es de la primero categoría ó cerrado 
' ''I/.F. 

Demostración. 
Como E C~ metrizable y completo, de la proposición (3.2-92) tenemos que 

E e~ palmeado; como T es continuo, T es cerrado. Así: 
Si R(T) = F ó R(T) = {O}, se cumple trivialmente lo que nos piden. 
Supongmnos que {Of <; R(T) <; F, Y además que R(T) no es de la primera 

cat.egoría ni cerrado. Al no ser R(T) de la primera categoría tenemos que R(T) 
es de la segunda categoría. Así, se cumplen las hipótesis del Teorema (3.4-
102), Y por tanto T es abierta. De donde R(T) es un abierto en F, inclusive 

R(T) E Nn ( F) Y \\ f= R(T) e int ( R(T)). En consecuencia, R(T) es absorbente 

PH F. Por lo que dado z E F, existe>. > O tal que z E >'R(T), por lo que 
f'xiste :1: E R(T) que satisface T(>.x) = z . Por lo tanto, z E R(T) y F = R(T). 
Llegamos así a una contradicción, con esto R(T) sólo puede ser de la primera 
categoría o cerrado. _ 

3.5. Espacios Estrictamente Palmeados. 

EH espacios COHcretos usualmente podemos encontrar palmas teniendo un 
propiedad m,ís fuerte que tener solamente una palma completante. 

Definición 105 Sea E un e.l.c. Decimos que una palma W en E es una palma 
,'.st7'i.da si I'S com¡lletante y si, dada 'P E NN y una sucesión (Yn)nEN en E con 

= 
!fu E WI'.'" 1/. E N, tenemos que ¿ Yk E W"",n, "In E N. 

k=n+l 

Por la proposición (3.2-89) es claro que toda palma completante que tiene por 
clemeHtos sólo a conjuntos secuencialmente cerrados es estricta. En particular, la 
pahna const.ruida en la demostración de la proposición (3.2-93) para un espacio 
lnet.rizable completo tiene esta propiedad. De esta manera obtenemos: 

Proposición 106 Sea E un e. l.c. metrizable y completo. Entonces, E admite 
U'TUL ¡mlnUL estricta. 

Demostración. 
Como E es metrizable podemos elegir una base de vecindades del origen nu­

lllerable. Sea {Uk f kE r, una base de vecindades de cero en E, con Uk balanceada, 
cOllvexa y cerrada, Vk E N, tales que Un+1 + Un+1 e Un, "In E N. Entonces, la 
función 

W: U Nk 
-+ 2E 

kEN 

dada por (nI, oo., nd 1--+ Uk , claramente es una palma compatible en E. 
Por la proposición (3.2-91) y (3.2-89), W es completante si y sólo si E es 

s"t:u"llcia lmellt.e completo; es decir, W es completante si y sólo si E es completo. 
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Ahora, por la proposición (3.2-89) dada (Yn)nEN una sucesión tal que Yn E 

Un , 11 E N, tenemos que (t Yn) es una sucesión de Cauchy en E, pero por 
n=l nEN 

00 

ser E completo la sucesión converge y así ¿ Yn existe en E; en consecuencia, 
n=l 

00 

para cada 11 E N, la serie ¿ Yk converge en E. 
k=n+l 

m 

Como ¿ Yk E U,.+l + Un+2 + ... + Um y Un+1 + Un+2 + ... + Um e Un , 
J.:=n+l 

00 

'In E N, y cada Un es cerrada en E, obtenemos que ¿ Yk E Un. Esto implica 
k=n+l 

que W es una palma estricta en E . • 

Definición 107 Sea E un e.l.c. Si E admite una palma estricta, decimos que 
E es un espacio estrictamente palmeado. 

Haciendo algunas modificaciones al Teorema (3.2.1-94) obtenemos el sigu­
iente resultado: 

Teorema 108 Sea E = (E, T) un e.l.c. estrictamente palmeado. 

(11) Todo subespacio secuencialmente cerrado L de E es un e.l.c. estrictamente 
1mlmeado. 

(ú) Si Fes IIn e.l.c. tal que existe una/unción lineal, secuencialmente continua 
11 8lt1J1nyectiva T : E -+ F, entonces F es un e.l.c. estrictamente palmeado. 

(e) Si G es un e.l.c. cociente de E, entonces G es un e.l.c. estrictamente 
1)(llme.ado. 

(ti) E es U1I e.l.c. estrictamente palmeado con respecto a toda topología lineal 
Hausdorff más débil que T. 

Demostración. 
Si demostramos el inciso (b), es fácil ver que (c) y (d) se cumplen, pues si G 

es un espacio localmente convexo cociente de E, existe "Ir : E -+ G lineal, contin­
ua y suprayectiva, aplicando (b) tendríamos que G es estrictamente palmeado. 
Por otro lado, si T' es una topología más débil que T, entonces la función in­
clusión i : (E, T) -+ (E, T') es continua, con lo que es secuencialmente continua, 
lineal y suprayectiva; y de nuevo, aplicando (b) resulta que (E, T') también es 
pst.rictamente palmeado. 

Las demostraciones de (a) y (b), de que L y F, respectivamente, son palmea­
dos lo t.enemos del Teorema (3.2.1-94). Consideremos la misma contrucción de 
las palmas en la demostración de (3.2.1-94) y veamos que dichas palmas, W ' en 
L y en W" F , son estrictas. 

(u) Para ver que W' es estricta, sea (W~)kEN e W' una cadena, y (Y~)nEN una 

"teesión en L, t.ales que y;, E W,. , para cada n E N. Así, existe (w?J) e W 
kEN 
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una cadena, y (X:.)"EN una suceción en E tales que x~ E WÁl), para todo n E /11 , 

con L n W,\I) = W;" n E /11. Entonces, la serie f: x~ converge en WÁl); de 
k=n+l 

<XI 

donde L y~ converge en W~, Vn E /11, ya que L es secuencialmente cerrado. 
k=n+1 

Así obtenemos que en efecto, L es estrictamente palmeado. 
(ú) Para ver que W" es estricta, sea (Wt)kEN e W" una cadena, y (Y~)nEN 

una sucesión F , tales que y~ E Wn, para cada n E /11. Entonces, existe (W~2)) 
kEN 

una cadena en W , y ( x~ )nEN una sucesión en E tales que x~ E WÁ2) , para todo 

n E /11, con T(W,F) = W;: , n E /11 . Así, la serie f: x~ converge en WÁ2) ; de 
k=n+l 

no 

,londe L yZ converge en W~, Vn E /11, T es secuencialmente continua. Por 
k=n+1 

tanto, F es estrictamente palmeado. _ 
Contamos con un importante teorema válido solamente para espacios estric­

tamente palmeados, el cual es una variación del Teorema de la Gráfica Cerrada, 
llamado Teorema de Localización. 

Teorema 109 (Localización) Sea E un espacio localmente convexo de Baire 
11 F un espacio estrictamente palmeado. Sea W una palma estricta en F . Si 
T : E --+ F es ILna función lineal cerrada, entonces T es continua, y existe una 
mdelllL (WdkEN ¡mm la cual, los conjuntos T-l (Wn) son vecindades de O en 
E , VnE /11. 

Demostración. 
Por el Teorema (3.3-98), es inmediato que T es continua. Para obtener el 

n'.sto de la afirmación, hagamos la siguiente construcción: 
Queremos encontrar una cadena (Wn)nEN de W tal que An := T-l(Wn), 

71. E /11, sea de la segunda categoría en E . Sea Wo = F . Como U Wop,l es 
opEN' 

ahsorbente en F , y E es un espacio de Baire, existe <p E /11 tal que T - l(Wop,¡) 
'*' de la segunda categoría en E. Por tal motivo, podemos elegir W1 := Wop, l, 
Illl elemento del primer nivel de la palma W que satisface que T-l(W¡) es de 
la primera cat.ep;oría en E. Así, escojamos ahora a W2 := W'¡' ,2, donde 1/1 E /IIN 
Y 1/' (1) = y ( 1 ), con W2 de la segunda categoría en E , lo cual podemos hacer 
ya que W1 "5 absorbido por 1 W.¡. ,2 : 1/1 E /IIN, 1/1 (1) = <p (1)}; observemos que 
vV2 + W2 e W1 por construcción. Ahora supongamos que tenemos construida la 
colección (W")~=l tal que T-1(W;) es de la segunda categoría en E , 1 ~ i ~ k 
y W;+ l + W;+ l e W; si 1 ~ i,i + 1 ~ k. Como Wk e U mW.¡.,k+l , 

mEN,'¡'EN' 

podemos encontrar 1/,' E /IIN tal que W'¡",k+1 := Wk+1 satisfaga que T-1(Wk+¡) 
PS de la segunda cat.egoría en E , con Wk e Wk+ l . Así, obtenemos una cadena 
(Wd kE N e W tal que T-I (Wk ) es de la segunda categoría en E , Vk E /11. Sea 
AA' := T - I (\Vd , k E l\I. Como W es una palma estricta tenemos que Ak+2 e Ak: 

La contensión WA'+2 e Wk en F implica que Ak+2 e Ak. Además, podemos 
" llCOllt.rar uua sucesión (xd kEN tal que x k E Ak , y para cada k E /11 podemos 
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degir Uk E No(E) tal que Xk + Uk e Ab ya que Ak es de la segunda categoría: 
Sea '/IIk E int(Ad, así existen Vk, Uk E No (E), balanceadas con Uk + Uk e Vk, 
t.ales que Wk + Vk e Ak; por otro lado, podemos elegir Xk E Ak tal que Xk - Wk E 

Uk, de donde Xk + Uk e Ak. 
Sea k E N y x E Ak+2, así existe Zk+2 E Ak+2 Y Uk+3 tal que x - Zk+2 E Uk+:l 

y :/: - ::k+2 + :Ck+3 E Ak+3; de manera inductiva, escojamos Zk+N E Ak+N tal 
N 

que:r: - ¿(::k+i - Xk+i+tl E Ak+N+l, para N ::::: 3. Como Wes una palma 
i=2 

00 00 

cOlllpletante est.ricta en F, ¿ TXk+i+ 1 está en Wk+2 y ¿ TZk+i es un elemento 
i=2 1=2 

00 

de Wk+1 y convergen en F. Entonces, si y := ¿ T(Zk+i - Xk+i+tl converge en 
;=2 

N 
IVk y ¿(::k+i - Xk+i+tl converge a x en E, cuando N -+ 00, tenemos que 

i=2 

:r: E T-1(y). Por tanto, Ak+2 e Ak. 
Entonces, T(Uk+3) e Wk; de donde Uk+3 e Ak = T-l (Wk), Y Uk+3 es una 

vecindad de cero en E .• 

Corolario 110 Sean E un e.l.e. y F estrictamente palmeado con W una palma 
testricta en F. Sea T : E -+ F una funci6n lineal con gráfica cerrada. Entonces, 
1}(1m cada disco de Banaeh B en E, existe (Wk)kEN una cadena de W en F tal 
'lile, 1mm cada k E N, existe Ctk E lR que satisface T(B) e O<k wk. 

Demostración. 
Como B es un disco de Banach, tenemos que E" es un espacio de Banach y 

por tanto es de Baire. Además, T : E -+ F, y la función inclusión i : E" -+ E, 
son continuas, por lo que T 1",,: E" -+ F es continua y tiene gráfica cerrada. 

Aplicando el Teorema de Localización obtenemos que T-I (Wd E No (E,,, T,,), 
Y como {(:lB: (:1 E QI+} es una base de vecindades de cero en E,,, obtenemos 
que, para cada k E N, existe /3k E QI+ e lR tal que /3kB e T-I (Wk). Esto 
implica que /3kT(B) = T(/3kB) e Wk. Sea O<k = /3;1, entonces T(B) e O<kWk , 
para t.odo k E N. • 

Corolario 111 Sea E un e.l.e. de Baire y F estrictamente palmeado con W 
IIna 1Jalma estricta en F. Sea T : E -+ F una funei6n lineal con gráfica cerrada. 
Entonces, para todo B e E acotado, existe (Wk)kEN una cadena de en F y 

("k)kEN e te tales que, para cada k E N, T(B) e O<k Wk. 

3.5.1. Espacios Secuencialmente Palmeados. 

La definición (3.2-88) implica que los elementos de W (una palma com­
pat.ihle en E) son, en algún sentido, más pequeñas que las vecindades de O en 
E , est.o es suficiente para obligar a que una sucesión (Xn)nEN sea una sucesión 
nula-Mackey, como se verá en el capítulo 4. Tenemos así motivada la siguiente 
definición. 
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Definición 112 Un espacio E es secuencialmente palmeado si este tiene una 
¡"tima com]KLtible W tal que paro cada sucesi6n nula (xn)nEN en E, existe una 
mlecci6n finita de cadenas, 

{ (W(l)) , (W~2)) , ... , (W~I)) } 
k kEN kEN kEN 

de. W tales '1tLe 1Jaro cada k E N existe N k E N con x~ E U W~i) siempre qtLe 
i=l 

Ahora, presentamos un ejemplo de tales espacios secuencialmente palmeados. 

Proposición 113 Sea E un e.l.c. metrizable. Entonces, E es secuencialmente 
¡Ialmen.do. 

Demostración. 
Si {Ud kEN es una base de vecindades de O absolutamente convexas en el 

espacio metrizable E, tal que, 

ent.onces {Uk : k E NI = W es una palma compatible en E, como vimos 
ant.eriormente. Ciertamente, aquí toda sucesión (xn)nEN en E tal que X n -> O 
<'st.a eventualmente contenida en la única cadena (Uk)kEN de W . • 

3.6. Limites Inductivos. 

Sea (En , Tn)"E N una familia de espacios localmente convexos, y tal que para 
.. ada n E N, existe una función inyectiva, lineal y continua in,n+1 : (En , Tn ) -> 

(E,,+I,T,,+I)' 

Definición 114 Al sistema que consiste de una sucesi6n de espacios localmente 
t:Onve_T.OS (E,,, T,, ), 1L E N 11 las inclusiones in,n+l, n E N, como arriba, lo 
llamamos 1m si.stema inductivo de espacios vectoriales topol6gicos localmente 
( :(J1I.llC:l:OS. 

A~í, podemos considerar que En e En+l , para todo n E N, y las funciones 
inclusión i".n+ 1 : En -> E n + l , al referirnos al sistema inductivo (En , T")nEN' 

Ent.onces, definamos: 

Definición 115 Sea (E, ,, Tn)nEN un sistema inductivo de espacios localmente 
, ·,mll".7:08. Definimos E = U En 11 le damos la topología lineal inductiva T 

nEN 
¡/'".finidu 1'07' h, funciones in : En -> E. Donde T, la topología lineal inductiva 
¡/, ·./inúl" 1)()I' (E" , Tn)nEN 11 las funciones in,n+1 : En -> En+l, n E N, es la 
tOlwlo.'lía linml1ll.ás fina tal que cada funci6n in : (En, T n) -> (E, T) es continua. 
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Además, si E" := (En,Tn), n E N, denotamos a E, con su topolog{a lineal 
inductiva implicita, por ind lím (En, Tn ) =: ind lím En , 6 simplemente indEn , 

~N ~N ~N 

el Hmite inductivo de (En, T n)"EN' 

Definición 116 Sea (En,Tn)nEN una sucesi6n inductiva de e.l.c. Decimos que 
[" sucesi6n es estricta si T n+ 1 lE" = T n, IIn E N. 

Teorema 117 Sea (En ,Tn)nEN,En:=(En , Tn) , una sucesi6n inductiva es­
tricta 11 E:= (E , T) = ~7~~En . Entonces, T lE,,, = Tm , 11m E N. 

Demostración. 
De la definición de límite inductivo, es claro que T lE ... S; T m, 11m E N. 
Veamos la otra contensión: 
Sea U E N o(E""Tm), con 111 E N fijo. Definamos (Uk)kE N una cadena de 

vecindades de cero en Em tales que U1 + U1 e U y Un+1 + Un+ 1 e Un, n E N. 
Para 1 ~ i ~ m, sea Vi := Um n Ej. Ahora, ya que tenemos definidas las 
vecindades Vi, para 1 ~ i ~ 111, para cada k E N definamos recursivamente 
vecindades V,n+k E No(Em+k, Tm+k) t.ales que 

00 n 

Est.o inplica que si consideramos al conjunto Z:= U I: Vi, tenemos que Z es 
n=li=l 

Iln elemento de No(E, T), por la definición de topología lineal inductiva. 
Así, para k E N, obtenemos: 

ya que EmnVrn+k = Em n (V,n+k nEm+k-¡), y Em e Em+k-l, IIk E N. . .... [1] 
Pero además, 

ya (lile se cumple [1] Y (Vm+k + Vm+k) n Em+k-l e Vm+k- 1 , Y donde 

por const.rucción de V,n+k. 
Procediendo de la misma manera obtenemos que 
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E", n (11,"+1 + Vm+d e Vm , 

k 

.Y 11,,, = U", n Em. e U. Por tanto, E", n ¿ V",+i e II,n, Vk E N. 
i=l 

85 

Ent.onces, si :1: E Z n Em y k E N, es tal que x E C;k V; ) n Em, tenemos 

( "') (( k ) ) k ":E .¿v; nEm+ ¿lI,n+i nEm c.¿(UmnE;)+Um,. 
1=1 J=I 1=1 

r por ot.ro lado, 

k k k-I k-I 

¿ (U", nEi ) + U'" e ¿ Um + Um e ¿ Um + Um + Um e ¿ Um + Um _ 1 
;=1 i=l i=l i=l 

k-3 k-3 
e ¿ Um +Um +Um +U",_I e ¿ U", +Um _ 1 +Um _ 1 

i=l i=l 

k-3 
e ¿ Um + Um - 2 e .. . e UI + UI e U . 

i=1 

Concluimos que U E No (E"" T lE, .. ) . • 

Definición 118 Sen (En, Tn)nEN una sucesión inductiva de e.l.c. y E = indEn . 
nEN 

Decimos que E es r'e9ular si cada subconjunto acotado de E está contenido y es 
(1m/lUlo en algún En . 

Teorema 119 Sea E = indE el límite inductivo estricto de una sucesión in­
nEN 

dudiva (E,,, T")"E N tal que cada En es cerrado en En+l , n E N. Entonces E es 
/l.1/. l'Ímite inductivo Tf'.gt¡/ar. 

Demostración. 
De la definición (3.6-118) , necesitamos probar que si B es Wl subconjunto 

<le E acot.ado, entonces exist.e n E N tal que B e En yes acotado en En , pero 
ut.ilizando el Teorema (3.6-117) basta que veamos que B está contenido en algún 
En , n E N. 

Supongamos lo contrario; es decir, 3{nl < n2 < ... } e N y (Xk)kEN una 
sucesión en B t.al que:1: E En. ".En,._" Vk E N. Sea Un,. lUla base de N o(En,.), 
!' >nllada por conjunt.os absolutamente convexos. Consideremos 710 := 1, y sea 
!/k := t:':k: así, (ydkEN converge a cero en (E, T). Como El e En" cerrado, 

n.+l 
t'xiste U, E Un, t.al que (YI + Ud n El = 0. Sea VI E Un, tal que ¿ VI 

i = l 
VI + ... + VI e UI, 111 + 1 sumandos. 

Supongamos que hemos construido vecindades Uk, Vk E Un,., tales que 
nJ,.+1 

lh n E", e Vk _ l , (Yk + Ud n En, = 0 y ¿ Vk e Uk , para algún k E N. 
i= l 

COllst.ruyamos ahora las vecindades correspondientes Uk + 1, Vk + 1: 

S"it U,,+ I E U" ' + , tal que satisface: 
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1) Uk + 1 n EnH , e Vk . 

2) (Yk+1 + Uk+.) n E",.+, = ¡l. 

n",+I+l 
Sea Vk+ 1 E U",.+, tal que L Vk +1 = Vk + 1 + ... + Vk+ 1 e Uk+l, !tk+1 + 1 

i=l 
sumandos. 

Sea, ahora, 

Wi={ VI n Ei , para 1 ~ i ~ !tI, 

Vk+1 nEi , para nk < i ~ l1k+l, k E N 

""_+1 
Queremos ver que 'Vk, 1 E N tenemos: Yk 1: L Wi . Supongamos que esto no es 

i=l 
n"_+1 

válido para algunos k, 1 E N. Como Yk E En, Y Yk E L W i obtenemos: 
i=l 

Pero 

11.1. + 1 I H/.' + I nl.,+ I _ I 

L- Wi + L Vk+l- I n Ei e L Wi + (Uk+l-I n E"<+I _,)' 
;=1 i =n/" + I _ I +1 i=1 

U¡'"+ I 

ya que Vk+I _ 1 E N~ (E"H/ _')' L Vk+l- I = Vk+l- I + ... +Vk+I _ 1 e Uk+l , 
i=nk+I _ 1 +1 

y E; e E", +I_, si !tk+i-I ~ i ~ !tk+l· 
Ahora, 

ti C=~ _, ~ n Ei) + Vk e i~ Ui = :t: Ui + Uk, y 

t (. ~ ~ n Ei) + Vk e kt

l 

V; + Uk . 
J=1 \=n'; _ 1 t=1 

Por lo cual 
JIA .. + I k - I 71", + , k-} 

L Wi e L Ui + Uk y L Wi e L V; + Uk 
i =l i=l i=1 i=l 

Como !Jk E C:~' Wi ), tenemos que O E C:~' Wi) - Yk, Y sabemos que 

(
" " .,) (k- I) (k-I ) L Wi - !Jk e L V; + Uk - Yk = L V; + Uk + Yk; 
'/ = 1 t= 1 t=1 
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de donde, ~i (Uk + 11") n ((kf Vi) = 0, O rt ("ti Vi) + Uk + Yk; pero O es un 
1=1 1=1 

d elllento de ("f Vi) +Uk+Yk, pues O E (nf' Wi) -Yk e (kf Vi) +Uk +Yk , 
t= 1 1=1 1=1 

¡c,j llegamos an una contradicción. Por tanto (Uk + Yk) n ((ktl Vi) -# 0. 
1=1 

Ahora, (Uk + 11kl n (Ct: Vi) e (Uk + Yk) n Enk _I' lo cual contradice la 

d eccÍón de Uk. Por ta,nto (Yk)kEN = (txk)kEN e (U f Wn) E No (E). 
m=ln=J 

Esto último es una contradicción, así concluimos que existe n E N tal que B 
~ta contenido y es acotado en En . • 

Proposición 120 Sea (En, T n)nEN una sucesión inductiva de e.l.c. y sea E = 
i1l.dE n . Si (En, T n ) es palmeado, \In E N, entonces E es palmeado y admite una 
lIEN 
palma completante W tal que W (n) = En ,\In E N. 

Demostración. 
Como cada (En , T n) es palmeado, n E N, existe w(n) una palma completante 

en En. En E definimos una palma completante W como sigue: 
Consideremos el primer nivel como la colección de todos los espacios En , 

{W(n) = En: n E N} ; 

pi ~ej!;undo nivel como la colección 

{w(n) (k) : n,k E N}, 

.'" decir, de los primeros niveles de cada una de las palmas w(n), n EN. Defi­
nillnos el t.ercer nivel como la colección 

{w(n) (k , m) : n ,m,k E N} 

!<>nnada por los segundos niveles de cada palma w(n ), n E N; y así sucesivam­
He te . 

En t.onces , W cumple con las propiedades de palma: 

(I'¡; 1) Por construcción, W es una colección numerable de conjuntos absoluta­
lllente convexos. 

(\.1' 2) Esto ~ fácil de ver, pues U W (n) 
nEN 

absorbente en E . 

U En E , que claramente es 
nEN 

(11" a, IV 4) Lc, condiciones (IV 3) y (IV 4) se cumplen gracias a que w(n) es una 
pahua <'u En , n E N. 



88CAPÍTULO 3. ESPACIOS PALMEADOS Y LOCALMENTE COMPLETOS 

Por t.anto W es una palma en E . 
Para ver la compatibilidad de W, sea U E No(E), y sea (WdkEN una cadena 

rle W. Notemos que WI = En .. , para algún no E N. Como cada Wk+1 e Wk, 
Vk E N, t.enemos que Wk e En .. , Vk E N. Ahora, dado que El e E2 e ... , se 
sigue que para cada k E N, Wk es un elemento de W(j), con 1 ::; j ::; no. 

Como Wk+1 e Wk, Vk E N, si W .. E W(J'), con ji < no, tenemos que 
(Wdk>,. e Ej'; es decir, para 111 suficientemente grande (Wk)k>m debe estar 
c:ontel~do en W(j··), para algún jo E N. ..~ . [IJ 

Sin perdida de generalidad, asumamos que jo = l. 
Ahora, como U n El E No(EI ) y W(J) es compatible en El, existe k E N 

t.al que Wk e U n El e U. Esto hace a W una palma compatible en E. Por 
ot.ro lado, dado n E N, un elemento del k-ésimo nivel de w(n) es también un 
("Iemento del (k -1)-ésimo nivel de W, y esto se tiene para cada k E N. Así que 
cada cadena (Wk)kEN de la palma w(n) también es una cadena de W. 

Finalmente, veamos que Wes una palma completante en E . Sea <p E NN Y 
(!I,,) .. EN una sucesión en E tal que Yn E W"",,, Vn E N. Queremos probar que 

( t !In) converge en E. 
n == 1 kE N 

Por un argumente similar a [IJ , (Wdk>n .. está contenida en w(n .. ) , para al-

glÍn n o E N. Entonces, por ser w(n .. ) una p:hna completante en En .. , ( t Yn) 
n=1 k > ll .. 

,",s una sucesión convergente en En .. y por tant.o convergente en E. Así la suci" 

si6u (nf' y,. + ( t y,,)) converge en E. Por lo tanto, (t Yn) es 
n=1 H=n.. k>no n=1 kEN 

una sucesión convergente en E y W una palma completante en E . • 

Proposición 121 Sea (En, T n)nEN una sucesi6n inductiva de espacios estric­
tlLlntm.te ¡1fI./metLdos. Entonces E = indEn es estrictamente palmeado. 

nEN 

Demostración, 
Por la proposición anterior, E admite una palma W completante tal que 

W(n) = En , Vn E N. Veamos que esta palma W en E es estricta. 
Sea <p E NN Y (Yn)nEN una sucesión en E tal que Yn E W""n , Vn E N. 

00 

Probaremos que ¿; Yk E W""n, Vn E N. 
k=n+l 

De las propiedades de palma tenemos W""n = W(<p(I), ... , <p(n)) y además 
IV.".,,+I e W""n, Vn E N. Así, W""I = W(<p(I)) = E",(I) por construcción de W , 
lo cual implica que (Yn)nEN e E",(J) ' 

Por t.anto, como (W",.n )n~2 es una cadena de W(",(J» , la correspondiente 
00 

pahua estricta de E",(J) , y cada Yn E W"" n, n ~ 2, tenemos que ¿; Yk E W",.,,, 
k=n+l 

"1/. ~ 2; además, como Y2 E E",(J) Y W",,2 e E",(J) tenemos que 

00 00 

¿; l1k = Y2 + ¿; Yk E 112 + W", ,2 e E",(J) = W"" ,. 
k=2 k=3 
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no 

Entonces, L Yk E W", .• " "In E 111. Concluimos que W es una palma es­
k ;;: u+1 

t.riet.a en E. _ 
El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema de Localización (3.5-

lO!)) . 

Proposición 122 Sen E = (E, T) un e.l.c. de Baire. y (F, T') un limite inducti­
'/10 de !17m slLcesión inductiva (F". T ")"EN de espacios palmeados. Sea T : E -+ F 
mw flLnción lineal cerrada. Entonces, existe n E 111 tal que T(E) e F" y la fun­
ción T' : E -+ F" inducida por T es continua. 

Demostración. 
Por el resultado anterior (3.6-121), F es un espacio estrictamente palmeado 

y además admite una palma estricta W tal que W(n) = F", n E 111. 
Por el Teorema de Localización (3.5-109) existe <p E IIIN tal que 

es una vecindad de O en E. Como U es absorbente en E, T mapea a E en 
F",(I) ' Por otro lado GT , la gráfica de T, es cerrada en E x F, y (F",(l), T' IF.,,(I) 
es un subespacio de (F, T'), ya que F tiene la topología lineal inductiva dada 
por la familia inductiva (F", T")nEN' por tanto T' := T :E -+ (F",(I) , T' IF.,,(I )) 
p_~ <:ontinuo y así GT' = {(x, T'x) : x E E} es cerrado en E x F",(l) con su 
t.opología proucto TI dada por la topología T en E y T' IF.,,(I) en F",(l)' Además, 
la funeión inclusión in: (F",(I), T .",,) -+ (F",(l) , T' IF.",,) es continua; por tanto, 
si (":,n T :. O)" Et> es una red en GT , la cual es convergente a (x, y) en E x F "'(l)' 

con su topología producto T2 definida por las topologías T en E y T.,,(,), también 
PS TI-convergente a (.1: , y), y como GT' es cerrada en (E x F",(I),Tl), obtenemos 
'lile (:. , y) E GT' , lo cual implica que GT' es cerrada en (E x F",(l),T2); así, como 
F", ( 1) , ,..: palmeado, E de Baire y por el Teorema de la Gráfica Cerrada, podemos 
("oncluir que T' : (E , T) -+ (F",(l) , T ",(1») es continua. -

Definición 123 Sea E = ind lím En el Hmite inductivo de los espacios local-
"EN 

1I/.ente conlle:ros (E", T,,) . Decimos que E es un espacio secuencialmente retmc-
1.;1ItJ .,.¡ l",m tod" sucesión (Xk)kEN e E y T-convergente a x o , existe no E 111 tal 
1jU/' (":dkEN e En .. , y es T",,-convergente a Xo' 

Observemos que, de la definición, nos basta considerar solamente a las suce­
('iones c:onvergentes a eero. 

Teorema 124 Sean (E", Tn)nEN una sucesión inductiva de e.l.c. secuencial­
m.ente Ilalm.eados 11 E = indE" su límite inductivo. Entonces, E es secuencial­

nEN 
"/.l,nte 1Y~tracti!lo .. i 11 sólo si es secuencialmente palmeado. 

Demostración. 
Denot.emos por w(n) a la palma en (En , T n) que hace a En un espacio 

s"clI"neia lmellte palmeado, n E 111 , y por T a la topología lineal inductiva en 
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E. Además, consideremos a W como la palma en E que se tiene construida 
mmo en la demostración proposición (3.6-120) . 

Supongamos que E es secuencialmente retractivo. Queremos mostrar que 
E es secuencialmente palmeado: De la definición de secuencialmente retracti­
vo, dada (:em)mEN una sucesión nula en (E, T), existe n E N tal que (Xm)mE N 

" S IIna slIcesión nula en (En, T n)' Por otro lado, En es un espacio secuencial­
mente palmeado, por lo que existe un número finito de cadenas (Wt ,I))kE N, 

(I'Vi"·2))kEN , ... , (W~n ,I))kEN de w(n) en En tales que para cada k E N, 3 Nk E N, 

t.al que satisface: X m E U W~n,i), 11m ~ N k • Notemos que, por la forma en que 
i=l 

construimos la palma de límite inductivo en E, cada cadena (W~n,i) ) , 
kEN 

1 :5 i :5 l, es una cadena de W en E. De esta manera, se cumple que efectiva-
mente E es secuencialmente palmeado. 

Para el regreso, supongamos que E es secuencialmente palmeado y veamos 
<] ue es secuencialmente retractivo. 

Sea (:e m )"'EN una sucesión nula en (E, T); como E es secuencialmente palmea­
do, para t.oda sucesión nula (Xm)mEN en E, existe una colección finita de cadenas 

( (1)) (2)) (1)) . Wk ,Wk , ... , Wk de W en E tales que satisfacen: 
kE N kEN kE N 

"k Ihl 3N Ihl t I U
l 

W(i). > N v .. E ¡', k E ¡, a que X m E k SI m_k· ... [IJ 
i=l 

Por la forma de la palma en E , (W~i)) es una cadena de W(,,;) en 
kEN 

E" . , para algún Hi , 1 :5 i :5 1, con En; = WI( i). Sin perdida de generalidad, 
supongamos que ni < n2 < ... < ni. Sea U E No(En ,) . Observemos que 
Un EII. E No(En ; ). Por la compatibilidad de las palmas W(i) en En" existe 

k ; E N, t.al que W~i) e U n En;, si k ~ ki , 1 :5 i :5 l. Tomemos como 

A'o = máx{ k l , k2 , ... , kl f, entonces W~i) e U n En" IIk ~ /(0 ' 1 :5 i :5 l. De 
1 , (i) I 

donde U H k e U U n En; e U n En, = U, IIk ~ /(0' Además, de [IJ , 
;=1 i= l 

para [(o existe NI< .. E N tal que X on E U WJ2 , siempre que m ~ NI< ... En 
i=l 

consecuencia, :em E U , si m ~ N K .. . Es decir, (Xm)mEN es una sucesión nula 
"11 E",. Por lo tanto E es secuencialmente retractivo. _ 

Corolario 125 Sea E = indEn un límite inductivo estricto regular de e.l.e. 
nEN 

-,cc,wncú¡[mente palmeados. Entonces, E es secuencialmente palmeado. 

Demostración. 
Aplicando el Teorema anterior, demostremos que E es secuencialmente re­

t.ract.ivo: 

S"" (:e" )" EN IIna sucesión convergente a x en E . Esto implica que (xn -:e)"E N 

," IIn" slIcesióu nula y acotada en E. Como E es un límite inductivo estricto 
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re)!;ular t.enemos (x" - X)nEN e (En" T lE,) y es acotada aquí, para algún 

1/.;, E N. Observemos que {(Xn)"EN, ;'f e E~', + x al cual podemos incluir en 
al)!;lÍn (En,., T lE" ,,) , Ito E N, en donde (xn - ;)nEN sigue siendo nula por ser E 
un límite inductivo estricto regular. 

Por el Teorema (3.6-117), T IE" ,, = T n", esto implica que (x n - x)nEN es una 
sucesión nula en (E"", T n..l. Esto implica que (Xn)nEN converge a x en En". 
Concluimos que E es secuencialmente retractivo. _ 

Definición 126 Sea E = indEn un límite inductivo. Decimos que E es retroc-
nEN 

tillO en acotados o sim¡ILemente (b .r.), por sus iniciales en froncés, si paro cada 
.'ubconjunto acotado A de E, existe n E N tal que A e En, Y la topología de E 
coincide C01/. La topoLogía de En restringida a A . 

La siguient.e definición la volveremos a dar en el siguiente capítulo, en este 
(:liSO la incluimos aquí ya que tenemos un resultado importante para espacios que 
sat.isfacen las condiciones de la definición y que utilizaremos cuando tratemos 
la condición de convergencia estricta de Mackey. 

Definición 127 Sea E un e.L.c. Una paLma compatibLe W en E es compatible 
con acotado .. (e .. decir, el espacio tiene una palma compatible con acotados), si 
¡lILm cada subconjunto acotado A de E, existe una cadena (Wk)kE N de W, paro 
la c1Ial se tiene que: 

i) Pam CIIda k EN, existe Ok E IC tal que 

A e OkWk, 

ii) Pam cada k E N , existe Uk una vecindad de cero, absolutamente 
C07LII/!Xa taL que 

Sea E el límite inductivo de {(En, T n) fnEN una familia inductiva de espacios 
localmente convexos y palmeados, como cada (En, T n ) es palmeado, n E N, ex­
ist.e w(n) ulla palma completante en En . En E definimos una palma completante 
Wc{)mosi)!;ue: 

Consideremos el primer nivel como la colección de t.odos los espacios En , 

(W(n) = En: n E NI ; 

PI se)!;undo nivel como la colección 

(w(n ) (k) : n ,k E NI , 

"" decir. de los primeros niveles de cada una de las palmas w(n), n E N. Defi­
IH\lUOS el t.ercer nivel como la colección 

(w( n) (k,m) : n,m,k E Nf 

túnnada por los segundos niveles de cada palma w(n) , n E N; Y así sucesi­
\";Imne!...,. Como ya vimos, en la proposición (3.6-120) , W construida así es una 
pahua complet.ant.e en E y es t.al que En = W"" ,l, para alguna 'P E N. 
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Proposición 128 Supongamos que E = indEn tal que cada En tiene una pal­
nEN 

7na compatible con acotados. Formemos en E la palma W como arriba. En-
tonces, E es (b. r.) si y s6lo si W es una palma compatible con acotados. 

Demostración. 
Asumamos primero que E = indEn es (b.r) y que A e E es un acotado 

nEN 
arhit.rario. Denotamos por W la palma en E obtenida como en la proposición 
(3.6-120) y por w(n) a la palma compatible con acotados de En, para cada 
1/, E N. Por hipótesi tenemos que W es una palma compatible en E. Ahora 
hien, al ser E regular, existe n E N para el cual A e En y A es acotado en 

EH' 
Sea (WdkEN la cadena de W n e En que satisface la definición (3.6-127) , 

es decir: 
(i) Para cada k E N, 3ak E C tal que A e CtkWk. . .. [11 
(.¡j) Para cada k E N, 3Uk E No(En, T n) balanceada y convexa tal que 

AnUk e Wk. 
De la construcción de W, (Wk)kEN es una cadena de W, por lo que la 

parte (i) de la definición se cumple en E, debido a [11. 
Para demostrar que W cumple (ii) en E, fijemos k E N. Aplicando (ii) en el 

espacio EH y la palma (Wk)kEN de En, como arriba, elegimos Uk E No(En, T n ) 
balanceada y convexa que satisface A n Uk e Wk . 

Como la topología de E coincide con la topología de En en A; existe una 
vpdndad de cero en E, digamos Vk, balanceada y convexa con AnVk e AnUk; 
entonces, para esta Vk , A n Vk e Wk . 

Así, W satisface la parte (ii) de la definición de palma compatible con 
acotados. Por lo tanto W es una palma compatible con acotados en E, y así 
~e tiene la primera implicación. 

Para el regreso, buscamos demostrar que si E tiene una palma W COIll­

patible con acotados, entonces E es (b.r.). 
Sea A cualquier subconjunto acotado de E. Sabemos que existe una palma 

(WdkEN de W que satisface: (a) Dado k E N, 3Ctk E C tal que A e CtkWk. 
Por ello, como (Wk)kEN es también una cadena en En, para algún n E N, se 
t.iene que A e En. Mejor aún, para cualquier V E No(En, T n ) balanceada 
y convexa, existe, por la compatibilidad de w(n), k E N tal que W k e V. 
Llamemos !>k el escalar que cumple (a) , en consecuecia 

De aquí se puede concluir que A es acotado en En. En otras palabras, E 
es un límite inductivo regular. 

Finalmente, con Wk y V como antes, escogemos Uk E N o(E) balanceada 
y convexa tal que A n Uk e Wk (de la definición de palma compatible con 
acot.,tdos). Entonces, como una consecuencia inmediata se tiene 
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De aquí que A n Uk e A n V, y por tanto la topología de E, inducida en A, 
es lIlá~ fina que la t.opología de En, inducida en A. Pero la topología de E es 
sielllpre más débil que la topología de En en A; es decir, las dos topologías 
coinciden en A. Por lo tanto E es (b.r .). _ 

3.7. Espacios Localmente Completos. 

Para est.udiar los espacios localmente convexos en ocasiones es conveniente 
t.olllar subespacios que admiten una topología normada y que nos brindan infor­
lIlación global sobre el espacio total con su topología original. La importancia 
de est.o radica en que los espacios normados, más aún, los espacios de Banach, 
t.ieuen muchas propiedades tangibles, y por ello nos interesa conocer los espacios 
loeahnent.e convexos que tienen estas propiedades a través de secciones de los 
lIlismos. Tales espacios son los espacios localmente completos. 

Recordemos que si tenemos un espacio localmente convexo E = (E,7) Y B 
P.~ IIn disco en E , entonces podemos considerar al subespacio lineal E" generado 
por B. Además, t.enemos que la función: 

II ·II B : E" -+ IR 

definida por :c>-+ IIxllB = infló > O ::¡; E óBI = q,,(x), donde q" es la 
fuucional de Minkowsky de B, es una norma en E". Denotamos por 7" a la 
t.opología localmente convexa generada por 11'11" en E", con esto podemos 
considerar siempre a E" = (E", 7,,) como un espacio normado. Por otro lado, 
II·II H = lj,, ; y por las propiedades que probamos para q,,: 

{;¡: E E" : lI:rll B < 11 e B e {x E E" : IIxllB $ 11 · 

De manera que como B es 17 (E, F)-cerrado y acotado, entonces también es 
7" -cerrado y coincide con la bola unitaria cerrada de E", con lo cual tenemos 
'lue hl función inclusión i : (E,7,,) -+ (E,7) es continua, y así la topología 
inducida por 7 en E" es más débil que 7,, ; ver capítulo 2, sección 2.3. 

Definidón 129 Sea E un e.l.c. y (xn)nEN una sucesión en E. Decimos que 
(;¡:",) "EN "., localmente convergente Ó Mackey convergente a x en E si existe 
un ¡/-isco B "n E tnl que x" -+ x con la topología normada en E" . Si x = O, 
tl",:i1ll.os que (:r:" )"EN es una sucesión localmente nula ó Mackey nula. A una 
"u"csión (:1:" ),.EN In llamamos localmente Cauchy ó Mackey-Cauchy si esta es 
"111/.11. su.cesión de ClLuchy en E" .1'am algún disco B de E. 

COIllO la topología normada 7" de E" es más fina que la topología inducida 
"U E" por la t.opología 7 de E , para cualquier disco B e E , toda sucesión 
l\l¡u:key uula es IIna sucesión nula para la topología original 7 en E . Con esto 
t,·,uemos que t.oda sucesión Mackey nula es una sucesión nula. 

Lema 130 S"" E "1111 c.l.c. metrizable y (x")"EN una sucesión nula en E. En­
'.on",·.'. C:J:i.,tl' (n" )"EN una sucesión creciente, no acotada, de reales positivos tal 
filM ' [a ."i'tu:t-'sü5n (nn:r: " )n EN (:onverge a.l origen en E . 
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Demostración. 
Sea (UdkEN una base de vecindades de cero en E, decreciente y formada por 

conjuntos absolutamente convexos. Con esto, para UI podemos elegir NI E N tal 
que ;t" E UI , si n ~ NI. Así, para cada k ~ 2, existe N k E N, con Nk- I :::: Nk, 
tal que ;t" E tUk, siempre que n ~ N k • 

Sea Cl'" := 1 si 1 :::: n < NI, y o" := k si N k :::: k < N k+ l , k E N. Entonces, 
COlllOCl'";t,, E a"k¡iUk+i = Uk+i e Uk,si Nk+i :::: n < NK+i+I,j ~ O, tenemos 

que ;t" E tUk, si 71 ~ Nk, para toda k E N. Por tanto, la sucesión (anxn)nE N 
converge al origen en E, además la sucesión (On)nEN está formada por reales 
positivos y es tal que On --+ 00, cuando n --+ oo .• 

Proposición 131 Sea E un e.l.c., x E E y (xn)nEN una sucesión en E. 

(i) La sucesión (xn)"EN es localmente convergente a x si y sólo si (xn - X)"EN 
"8 LocaLmente nuLa. 

(ii) (;¡;" )"EN es localmente nula si y sólo si existe (O")"EN una sucesión cre­
ciente, no acotada, en IR+ tal que (a"x")"EN converge al origen en E. 

Demostración. 

(i) Esta afirmación es fácil de ver. Como (X")nEN es una sucesión localmente 
convergente a x en E, entonces existe un disco B de E tal que (x")nEN 

eonverge a x en Ew Así, x" 'j¡ x si y sólo si x" - x 'j¡ O en E,,, cuando 
71 --+ 00; es decir, (x n - x)nEN es una sucesión nula en E,,, lo cual pasa si 
y solamente si (x" - x)"EN es una sucesión localmente nula en E . 

(ii) Sea (:t")"EN una sucesión localmente nula en E. Pero, (xn)nEN es una 
sucesión localmente nula en E si y sólo si, por definición, existe B un 

• 

disco en E tal que x" 'j¡ O en E", y esta topología es metrizable; así, 
por el lema (3.8-130), existe (o")nEN una sucesión creciente no acotada 
en IR+, tal que (onx")nEN converge al origen en Ew Con esto último, 
(n")"EN es tal que (onx")nEN es una sucesión localmente nula en E. Por 
t.anto, (a"x")"EN es una sucesión nula en E. 

A la inversa, sea (an)nEN e IR+ no acotada, tal que (onxn)"EN converge 
al origen en E, por tanto es acotada. Así que el conjunto 

es IIn disco en E y además, como 0;;-1 --+ O, cuando n --+ 00, tenemos que 
(n~l (n" ;¡;" ))"EN es una sucesión nula en E,,, lo cual implica que (.1:")"EN 
es una sucesión localmente nula en E . 

Lo que sigue nos servirán más adelante, al estudiar espacios que satisfacen 
la condición de convergencia de Mackey (c.e.M.), lo cual es lo que nos interesa 
"st.lldiar y que t.iene que ver con la siguiente. 
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Proposición 132 Sea E un e.l.c. metrizable, y (xn)nEN una sucesi6n en E. 
Entonces, (:¡;")"EN e.s converyente si y s610 si es localmente converyente en E . 

Demostración. 
Sea (xn)"EN una sucesión en E, tal que converge a x E E . Por el lema 

(3.7-130), existe (Ctn)nEN e R+ una sucesión creciente no acotada tal que 
(n" (:/:" - :/:))"EN converge al origen en E, y por la proposición (3.7-131)-(ii) 
esto sucede si y sólo si (x n - x)nEN es localmente nula en E . Esto último se da 
si y solamente si (x" )nEN es localmente convergente a x en E, otra vez, por la 
proposición (3.7-131)-(i) .• 

Definición 133 Sea E un e.l.c. Decimos que E es localmente completo si toda 
.'.,.cesi6n lomlmente Cauchy es localmente converyente. 

En el siguiente capítulo veremos la condición de convergencia estricta de 
Mackey (c.e.M), para lo cual necesitaremos el próximo resultado para espacios 
metrizables, el cual además utilizaremos para demostrar un resultado impor­
t.ante para espacios metrizables, localmente completos. 

Teorema 134 Sen. E = (E, T) un e. l.c. metrizable. Entonces: 

1. P",n tOfla sucesi6n (An)nEN de conjuntos acotados en E, existe en > O, 
H E N, tales que U cnAn es un conjunto acotado en E . 

nEN 

2. Pam tOfla sucesi6n de conjuntos acotados (An)nEN' existe B un disco tal 
'lIte C/ula An es acotado en E". 

:1. P",n todo subconjunto acotado A en E, existe un disco B tal que A e B 
11 las t01JOlogías inducidas en A por E y E" coinciden. 

Demostración. Sea (Un)nEN una base decreciente de vecindades del origen en 
E , absolutamente convexas y cerradas. 

1) Para todo n E N, determinemos Cn > O tal que enAn esta incluida en Un, 
1/. E N. Así, como Un e Um , siempre que m :s; n, y además que para cada k E N 

k-I 

tenemos que U c;A; es acotado y U CiAi e Um. Entonces, dada Un, podemos 
i=J i?~m 

n-l 

t.omar " > 1 tal que U c;Ai e ¡;.Un, lo cual implica que 
i = 1 

nu (;'-1 ) ( 00 ) U c;A; = U Ci A¡ U U c¡A; 
1,=1 t= 1 t,2:n 

Por t.ant.o, U cnAn es acotado en E. 
/l. E N 

2) Consideramos la misma construcción que en (1), y definimos a 

B := absconv ( U CnAn ) , 
nEN 
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que es acotado, absolutamente convexo y cerrado, por tanto B es un disco y 
c¡'u'amente A" es acotado en E" . 

3) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es absolutamente 
convexo. Primero elijamos B un disco en E tal que contiene a A y para todo 
,. > O existe 11 E N con A n Un e OtB, de la siguiente forma: Dado A existe 
"i > O tal que A e CiUi , i E N; escojamos bi ~ Ci tal que la sucesión (Cib¡l) iEN 
es nula en E . Sea B:= n biUi , entonces B cumple con lo que deseamos, y por 

iEN 
construcción B y E inducen la misma topología en A. • 

Ahora, veremos algunas caracterizaciones de los espacios localmente comple-
t.os. 

Proposición 135 Sea E = (E, T) un e.l.c. Entonces, las siguientes condiciones 
-'011 equivalentes: 

(i) E es localmente completo. 

(ii) Todo disco en E es un disco de Banach. 

(iii) Si B es un disco en E , toda sucesi6n de Cauchy en E" es a-convergente. 

(i"ll) Si T' es tina topología en E, compatible con la dualidad (E,E' ), y B es 
un disco en E, entonces toda sucesi6n de Cauchy en E" es convergente 
en (E , T' ). 

(1') Si B es un disco en E, toda sucesi6n de Cauchy en E" es T-convergente. 

(lIi) Todo subconjunto acotado de E está contenido en un disco de Banach. 

Demostración. 
(i) = (ii). Sea B un disco en E y (xn)nEN una sucesión de Cauchy en 

E", así (:c")"EN es acotada en El/" Por (i) , existe x E E tal que (xn)nEN es 
localmente convergente a x en E. Ahora, como (x")"EN es acotada en E" y B 
es la bola unitaria en E" existe Ot > O tal que x n E OtB, '</n E N. Al ser B 
,,>.n ado en E, aB también es cerrado, entonces x E OtB e El/" Más aún, para 
t.odo r3 > O, existe N E N tal que :t" - x'" E (:lB, '</n, In ~ N. Si fijamos n y 
hacemos tender In a infinito, tenemos que X n - x E (:lB, siempre que n ~ N. Por 
t.ant.o , (:¡;")"EN converge a x en E", con lo cual E" es completo. Así, obtenemos 
que B es un disco de Banach. 

(ii) = (iii). Sea B un disco en E. Si (xn)"EN es una sucesión de Cauchy 
"n E", el cual es un espacio de Ballach por hipótesis; tenemos que (xn)nEN es 
una sucesión convergente en E" . Por otro lado, sabemos que 

i: (E" , T,,) -> (E ,T) Y j: (E,T) -> (E,a(E,E' )) 

son continuas. Por tanto,joi: (E" , T,,) -> (E,a(E , E ' )) es continua y (X")"E N 
es una sucesión a (E, E')-convergente en E . 

De la proposición (2.3-49) , como para cada disco B en E tenemos que E" 
admit.e una base de vecindades T'-cerradas, donde T' es cualquier topología en 
E (''()lllpatihle mnla dualidad (E,E' ), es claro que (iii) {=} (il') {=} ("11). 
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(v ) ==> (ii ). Sea (x")"EN una sucesión de Cauchy en E,,, donde B es un 
disco en E . Por (v ), existe x E E tal que (xn)nEN converge a x en (E,r) . Por 
ot.ra parte, para todo n > O existe N E l\I tal que X n - X m E nB, 'l/n, m ~ N , 
donde B es cerrado en E, otra vez, por la Proposición (2.3-49) tenemos que B 
" S un disco de Banach. 

(ii ) ==> (vi ). Sea A un subconjunto acotado de E. Consideremos B := AOo , 
E e~ un disco en E , y por (ii ) tenemos que B es un disco de Banach y además 
A e E , COIllO queríamos. 

(vi ) ==> (i) . Sea (xn)nEN una sucesión localmente de Cauchy en E . Así, 
exist.e A un disco en E tal que (xn)nEN es una sucesión de Cauchy en EA' y 
por tanto (:t" )"EN es una sucesión acotada en EA ' Pero la función inclusión 
·i : (E" r .. \) ----+ (E, r) es continua, entonces (xn)nEN es una sucesión acotada en 
E . Que (x" )"EN sea acotada en E, por (iv), implica que (xn)nEN e B donde 
B es un disco de Banach en E , además es (xn)nEN de Cauchy en E,,, pues sin 
perdida de generalidad A e B . Con esto, (xn)nEN converge a x , para algún 
:¡; E El< ' es decir, es una sucesión localmente convergente en E. Concluimos que 
E es localmente completo. _ 

Corolario 136 Sen. E = (E, r) un e.l.c. Entonces, (E, r) es localmente com­
Illeto si 1/ sólo si (E, r/) es localmente completo, para toda topologia r ' en E 
<:o1ltImtible con la dualidad (E, E') . 

Demostración. 
Sea r ' una t.opología en E compatible con la dualidad (E, E') . Sea B un 

disco en (E, r') , entonces B es un disco en toda topología compatible con la 
dualidad (E , E' ), pues B es convexo y cerrado, en particular para (E, r) . Por 
la proposición anterior (3.7-135) , B es un disco de Banach, siempre que (E , r ' ) 
"" J \ localmente completo; es decir, El< es un espacio de Banach con su topología 
nOflnada. Concluimos que (E, r') es localmente completo si y sólo si (E, r) es 
localmente completo. _ 

En caso de que (E, r) sea secuencialmente completo tenemos que todo disco 
E ' '11 E , es secuencialmente completo y así El< es de Banach. Entonces, por la 
Illisllla proposición (3.7-135) , obtenemos: 

Corolario 137 Se<¿ E = (E, r) un e. l. c. Si E es secuencialmente completo, 
('ntonce .. es localmente completo. 

Corolario 138 Sm E = (E, r) e.l. c. metrizable. Entonces, E es localmente 
t:01/l.pleto si 11 sólo si es completo. 

Demostración. 
Si E es eompleto, en particular es secuencialmente completo, y por el coro­

lario anterior, esto implica que E es localmente completo. 
Ahora supongamos que E es localmente completo, y sea (xn)nEN una suce­

sión de Cauchy en E . Como (:tn )"EN es de Cauchy en E , tenemos que 

{x,, : nEN }OO = : C 
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es T-acotado en E. Por el Teorema (3.7-134), existe un disco B en E tal que 
C est.a contenido en B y las t.opologías de E y E" coinciden en C . Es decir, 
(:.:" )"EN es de Cauchy en C y por tanto también es de Cauchy en E,,; este último 
es completo, ya que E es localmente completo y por la proposición anterior (3.7-
135) B es un disco de Banach, lo cual implica que (Xn)nEN converge a x E E,.. 
Por otro lado, la topología T" es más fina que la topología T lB inducida por T 

en E", con lo que obtenemos que (x")"EN converge a x en E . Por lo tanto E es 
completo. _ 

Lema 139 Sea E = (E, r) un e.l.c. Sea (.1:n )"EN una sucesi6n nula en E. 
00 

Supongamos que paro todo (u")nEN E el, la serie L: unxn converge en E. 
n=1 

00 

Entonces, la funci6n f : el -+ (E, r) , dada por f((un)nE N) := L: UnX" es 
n=1 

lineal 11 su restricci6n a la bola unitaria cermda de el, dotada con la topología 
.. (PI , co ), es continua. 

Demostración. 
La linealidad de la función f se tiene inmediatamente de la condición de 

00 

convergencia que se da para L: anxn, para todo (an)nEN E el. 
n=l 

Sea U la bola unitaria cerrada de PI ya = (Un)nEN un elemento fijo de U. 
Como (Xn)nEN es una sucesión nula en E, dada V una vecindad convexa de cero 
en E , podemos elegir m2, J.L dos reales positivos tales que X n E 2-2 V , si n > m2, 
y :/:" E ¡.LV, para todo 1 S TI S ,L. Definamos al conjunto W := {b = (bn)nEN E 
U : lb" - u,,1 < (2J.Lm2)-I}, no es difícil ver que Wes una vecindad de a en 
(U . .s(fl,co ))' Así, si b E W, t.enemos 

00 00 00 00 

f(b)- f(a) = L: b"x,,- L: a"x" = L: (b"xn-unxn) = L: (bn-an)xn = f(b-a) . 
n=l n=1 n=1 n=1 

Por otro lado, 

f(b - a) = i:: (b" -un ):c" + L (bn - a")x,, E i:: Ibn - a" l¡tV +2(2- 2 )V , y 
Il=l n=m:!+l n=1 

i:: lb" -u"I,tV +2(2-2 )V e I: (2J.L1n2)-I,tV +z-Iv = z-Iv +z-Iv = v. 
H=l Il=l 

Concluimos que f es continua en a . _ 
Para demostrar uno de los resultados de ésta sección necesitamos recordar 

la siguiente propiedad important.e para los espacios de Banacll y la cual es bien 
conocida, por lo que su demost.ración se puede ver en cualquier libro de Análisis 
básico. 

Lema 140 SelL E = (E , r") un espacio de Banach 11 (xn)nEN una sucesi6n en 
= 00 

E. Si L: :"" es absolutamente convergente, entonces L: x" es convergente en 
1/=1 n =l 

E. 
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Lema 141 Sea E = (E, r) IIn e.l.c. y B IIn disco en E. Si B es compacto 6 
",e"ue1lcialmente comllleto, entonces B es 1In disco de Banach. 

Demostración. 
Para el caso en que B sea secuencialmente completo, es inmediato que E" 

es de nanacho 
Si B es compacto, tenemos que toda sucesión de Cauchy (xn)"EN en E" 

,,,.;ta c:ontenida en oB, para algún o > O. Esto implica que existe una subred 
(;¡;"'( ;¡ )'EI de (;cn )"EN convergente a x en oB, así, dado que 1 es un conjunto 
dirigido y 'P : 1 -> N es una función que mantiene el orden y tal que para 
cualesquiera 111 , n E N existe io E 1 tal que cumple m, n :s; ip (io ), para cada 
e > O existe N E N Y i. E 1 tales que x n - x m E ~B y N :s; cp (id. De esto 
líltimo tenemos que si cp (id :s; cp (k), cp (1), en particular X\p (k) - X\p(l) E ~B , 

por lo que (:I:;:>(i))iEI es de Cauchy en E,,; por la proposición (2.3-50) (X\p(i)),EI 

,>;; convergente a ;¡; en E ... Además tenemos quexn - X\p(k) E ~B siempre que 
N :s; n y cp (i.) :s; cp (k), de aquí que 

siempre que N :s; n, por lo tanto (xn)nEN converge también a x en E" y así este 
l'''' de Banach eomo queríamos. • 

Proposición 142 Sea E = (E, r) 1In e.l. c. Sea ( x n)nE N 1Ina s1lcesi6n n1lla en 
E. Entonce .. , la bipolar B de (xn)"EN es compacta si y s6/0 si E" es 1In espacio 
tle BIL1ULCh. A,fás atin, en este caso E" es metrizable. 

Demústración. 
Si B es compacta, entonces, por el lema anterior, B es un disco de Banach y 

por t.anto E" es de Banach, con lo que tenemos la primera parte de la afirmación. 

Supongamos ahora que E" es de Banach. Como (x")nEN es acotada en E" , se 

"" sigue que I: ni:ci es absolutamente convergente en E", para todo (On)nEN E e.; 
;= ) 

00 

¡ l~í , por el lema (3.7-140) la serie I: OiXi converge en E" y por tanto también 
i=l 

converge en E , para todo (On)"EN E el. Aplicamos el lema (3.7-140) y obtenemos 
00 

'Iue la funcióu f : el -> (E , r) definida por f((O n )"EN) = I: O" X" es lineal y 
n=l 

f Ir; cout.inua, donde U es la bola unitaria, cerrada de el. Dado que (el, 11.11 1) es 
de Banach U es S(el , co l-compacto, por Banach-Alaoglu (2.5-75). Esto último y 
'1ue f lues continua, implican que I(U) es absolutamente convexo y compacto 
I'U E, y adelJJ¡ls (x")"E N e I(U) , por t.anto B e I(U). 

Por otro lado. 
00 00 

f( U) = {I: 0".1:,,: I: 10,, 1:S; 1}, 
IL= I n= l 
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00 

y si 11 E f(U),donde y = ¿ Ctnxn , tenemos que 
n=l 

De donde B = f(U); y así, ya que f I(U,.(ll 'c,,)) es continua B es T-compacto 
en E. 

Mejor aún, sabemos que si E¡ = ca' entonces E; = el' Con lo que s(e Jo ca) = 
l1( f l, ca ). Así, como U es u (e¡, co)-compacto, y dado que es separable y gracias 
a la proposición (2.5-77), todos los discos u(e¡, col-compactos son separables y 
metrizables con respecto a u(e¡,co ). En particular (U,s(e¡,co» = (U, u(e¡ , ca)) 
es compacto y metrizable. Por lo tanto, EII también es metrizable. _ 

Teorema 143 Sea (E, T) = E un e.l.c. Entonces, son equivalentes: 

(i) E es localmente completo. 

(ii) La bipolar de toda sucesi6n localmente nula en E es compacta. 

(iii) La bipolar de una sucesi6n nula en (E, s(E, E'» es compacta en (E, s(E, E'». 

(iv) La bipolar de una sucesi6n nula en E es compacta. 

Demostración. 
(i) ==* (iii) . Sea (Xn)nEN una sucesión nula en E , por tanto también es 

una sucesión nula en E con respecto a su topología débil. Sea B la envolvente 
absolut.amente convexa y cerrada de (Xn)nEN. Como E es localmente completo, 
por (3.8-137), E" es un espacio de Banach, si aplicamos la proposición (3.7-143) 
tenemos que B es T-compacta, por tanto también es s(E, E')-compacta. 

(iii ) ==* (iv) . Sea (Xn)nEN una sucesión nula en E. Denotemos por B a 
la envolvente absolutamente convexa y cerrada de (xn )nEN en E . Entonces, 
por hipót.esis tenemos que B es s(E, E')-compacto y por tanto B es un disco 
de Banach, entonces, por la proposición anterior, tenemos que B t.ambién es 
T-c.olllpacto en E. 

(iv) ==* (ii). Esta implicación es fácil de ver, ya que toda sucesión localmente 
nula es nula en E . 

(ii) ==* (i) . Sea B un disco en E y (Xn)nEN una sucesión de cauchy en E" . 
Dado que (Xn)nEN es de Cauchy, podemos elegir una sucesión creciente (nk)kEN 
de "nt.eros positivos tales que X nH1 - .1:n ,_ E 2-2k R. 

Definamos ahora a la sucesión (Yk)kEN donde Yk = 2k(xnH 1 - x n .), para 
cada k E N. Ahora, si k 2: ka tenemos que Yk E 2- k B e 2- k .. B , lo cual implica 
<¡ue (ydkEN converge al origen en E,.. Por (ii), tenemos que si A es la bipolar 
de (ydkEN, entonces A es compacta en E. 

T' 
Consideremos ahora a la sucesión zp = ¿ 2- kYk, la cual es una sucesión de 

k=1 

Canchy en E, cont.enida en A. Así, existe x E E tal que (Zp)pE N converge a x( 

" H E, ). 



J.8. EJEMPLOS. 101 

Como 

la sucesión (:C,, )nEN converge a x + x n , en E . Entonces, por (3.7-l36)-(iv) ten­
emos que E es localmente completo. _ 

3.8. Ejemplos. 

A continuación enunciaremos algunos ejemplos interesantes sobre las defini­
ciones que hemos dado en este capítulo. 

Ejemplo 144 Nuestro primer ejemplo es el de un espacio de Baire metrizable 
el cual no es completo. 

Sea E = ep , 0< p < 00, y extendamos al conjunto formado por los vectores 
unitarios en E a una base de Hamel B en E . Como E es de Baire, por la 
Proposici6n (3.1-82), tiene que tener una base no numerable; es decir, B es no 
nUTllerable. Así, podemos elegir una sucesi6n (Xk)kEN de elementos distintos en 
~{en : nEN}. 

Observemos que si Ek es el subespacio lineal propio generado por 

~{Xn: n > k}, 

este es denso en E, \lk E N, Y además E = U Ek. Como E es de Baire, 
kEN 

,úgún Ek es de la segunda categoría en sí mismo, k E N. Por tanto obtenemos 
"(tU espacio de Baire Ek que por construcci6n es metrizable, pero no puede ser 
coml/leto. 

Ejemplo 145 Sea E el límite inductivo estricto de (En, T n)nEN una sucesión 
ti" espacios Vi'ctoriales topológicos metrizables y completos. 

Si E" <; En+ 1, \In E N, entonces E no puede ser un espacio de Baire. Si 
este fuera el caso, podemos asumir que E = U En , lo cual implica que algún 

"EN 
Ek t'iene interior no vacío en E, con lo que tendríamos que 0 f int(Ek) e E y 
úl.t(Ek ) es absorbente en E. Así, 'Ix E E, 3¡.t > O tal que ¡.LX E int(Ek) e Ek 
y como Ek es un espacio vectorial ¡.t-I(¡.tX) = x E Ek; con esto tenemos que 
Ek = E. De otra manera, Ek es un subespacio propio de E y por el lema (3.1-
82) int(Ed = 0. En ambos casos llegamos a una contradicci6n. Por tanto Ek 
no es de Baire. 

Un caso partiwlar es considerando a E como el espacio :i) (n) de todas las 
funciones eoo con valores en IC y soporte compacto, definidas en un conjunto 
ab'ierto n e IR". Es decir: 

Dado n e IRr abierto, sea (K")"EN una cubierta de n formada por sub­
ronjllntos compactos de n, tales que K" e int(K"+I), 'In E N. Así, para cada 
11. E N, definimos 

:i) ([(n) := {f E COO (n) : sop(J) e K,,}, 
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con la 710nna supremo, por lo que podemos considemr a 1J(Kn ) como un espacio 
rne.frizable completo. Pam m ::; n, 1J(Km ) es un subespacio lineal topol6gico 
1nv1/io de 1J(K .. ), así que 

U 1J(Kn) = 1J(0) := (f E COO(O) : sop(J) es compacto}, 
nE N 

(tI cual le damos la topología lineal inductiva, con esto tenemos que 1J(0) es 
completo visto como es el límite inductivo estricto de los 1J(Kn ). 

Ejemplo 146 El siguiente ejemplo es el de un espacio completo que no es de 
Baire, además es loca/mente completo y no metrizable. 

Sea (En, 11 ·1I .. )nEN una sucesi6n de espacios de Banach, tales que pam cada 
n E N, En <;;; En+1 Y la nonna en En+l, restringida a En es equivalente (t 
11 · 11 .. ; es decir, (En, 11 ·lIn)nEN es una sucesi6n inductiva estricta de espacios de 
Banach. 

Gmcias a los teoremas (3.6-117) y (3.6-119) tenemos que E es completo 
con su topología lineal inductiva T dada por la familia (En, 1I·lIn)nEN. De donde, 
E es secuencialmente completo, y por el corolario (3.7-137) tenemos que E es 
localmente completo. 

Ahom, (E , T) no es de Baire: Como cada (En, 11·11 n) es completo y el límite 
inductivo es estricto, obtenemos que cada En es cermdo en E , pam toda n E N. 
P07' otro lado tenemos que En <;;; En+l, pam toda n E N, es decir, cada (En, 11·11 .. ) 

eB un subespacio propio de E . As!, por el lema (3.1-82), 

int(En ) = int(En ) = 0, 

00 

con res1Jecto a la topología en E. Con lo cual E = U En es una uni6n numer-
n=l 

"ble de conjuntos raros en E, así obtenemos que (E , T) no es de Baire. 
Por el Teorema de Baire tenemos que un e.l.c. metruable y completo es un 

eS1lacio de Baire, por tanto , con este ejemplo tenemos que completo no implica 
de Baire en general; además, podemos concluir que E = indEn no puede ser' 

nEN 
metrizable. Así que hemos obtenido ILn espacio localmente completo que no es 
de Bair"e, ni metrizable pero que si es completo. 

Observemos que, un caso mlLy particular es considerar a En como IRn con SIL 
t011OIogía euclidiana, y podemos ver que aunque tengamos una familia inductiva 
de eS1lacios de Banach simples, el límite inductivo no necesariamente es de Baire 
ni metrizable. 

Ejemplo 147 Consideremos dos topologías lineales metrizables, TI y T2 en un 
eS1Jacio vectorial E, tales que T) ;;; T2 Y T2 es completa. Entonces, 

te" continua. Así, lE extiende a una ¡unci6n lineal supmyectiva de (E , T)) e.n 
(E . 72) que no 11!!ede ser invectiva, en cuyo caso tendríamos un homeomorfismo 
y 7 1 = T 2· 
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Ejemplo 148 ConsideT-emos al espacio de Banach (ca' 11.11 (0 ), Denotemos por 
B " l" bola 'Imitada 11 cerrada en (ca' 11.11 00 ), Entonces, W:= {2-"B : n E NI es 
'1111.11 ¡udma com¡l/etante en (co , 11.11(0)' por lo que (ca' 11 .11 (0) es palmeado. Mejor 
mí1/., Cn dotado con StL topología débil u (ca' el) es palmeado con respecto a la 
1mlrrUL W: 

1. W (; .. ILlta palma compatible en ca' con respecto a u, ya que para todo 
V E .N"(c,,,u) absolutamente convexo y cerrado, tenemos que V E No(co, 11.11

(0
), 

;ti IIOT' t"1Ito exi.~te 11 E N tal que 2-" B e V. 
2. Sea (:r")"EN una sIIcesión en ca tal que X n E 2- n B, 'in E N. Como W 

00 

1''' una ¡Ialm.a completante en (ca' 11 .11(0 ), E X n es absolutamente convergente y 
n= l 

]101' /0 tanto es 1I·lI oo -convergente en ca' por el lema (3.7-1-40). De donde, esta 
seTie tr:mbién es u-convelyente en ca. Por lo que W es completante en ca para 
(T. 

AlU/m, como (ca' 11 .11 (0 ) es completo, en particular tenemos que todo disco 
en Co es 1In disco de Banach (ver el corolario (3. 7-136)). Así que (ca' 11 .11(0) es 
localmente completo. Pero por el corolario (3.7-136), como u es compatible con 
l/l dualidad (co ,el ), tenemos que (co,u) es localmente completo. 

Ejemplo 149 Con este ejemplo mostraremos que un espacio palmeado (Ioca/-
1/1.<' 7/.1,1' ,,01ll11Ieto) no necesariamente es completo ni metrizable. Sea 1 ~ P < 00, 

y co'll.~úlere1lLos a/ espacio ( ep,II'lI p) dondeep = {(xn)nEN e e: E IxnlP < 00 1 
n=l 

y 11 ·111' : p,. -;-' IR esta definida por: para cada x E ep , x = (Xn)nEN, IIxllp = 

( no ) ¡; E 1:1:,,1" 
11 =1 

Este eS/IIL(:io, definido así, es un espacio de Banach. Además, se puede ver 
que su dwtl ,,"mple: 

Pam 1 < 11 < 00, e~ = (ep , 1I'lI p )' = eq , donde q > O yes tal que ~ + ~ = 1. 

Si l' = 1, tenernos que e; = loo = {x = (Xn)nEN: sup Ixnl < 00 1. 
nEN 

Como ((1,,, 11'lI
j
,) es de Banach, tenemos que es palmeado y localmente com­

Illdo, l",m 110"la pmposición (:/.2.1-94) y el corolario (3. 7-136) también tenemos 
que (e,,, (T (f,,, f,,)) . si 1 < p < 00, y (el, u (el, eoo )) es palmeado y localmente com-
11/do. y 1'0" (Die.,tel(D2J) eT" con su respectiva topología débil, no es completo, 
1,m' t/lnto no es secuencialm.ente completo; además no son metrizables. 
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Capítulo 4 

Condiciones de 
convergencia de Mackey 

En espacios localmente convexos sucede, como hemos visto, que algunas suce­
siones convergentes son también convergentes en algún subespacio con respecto 
a una topología normada; el problema de caracterizar los espacios localmente 
convexos, para los que toda sucesión covergente a cero es una sucesión Mack­
ey nula, es decir, que satisfacen la condición de convergencia de Mackey, sigue 
abierto. 

En este capitulo consideraremos ciertos tipos de espacios palmeados local­
lllente convexos para establecer sobre ellos condiciones necesarias y suficientes 
para satisfacer las condiciones de convergencia y convergencia estricta de Mack­
ey, además de brindar otros importantes resultados con ellas. 

4.1. Condición de convergencia de Mackey (c.c.M.) 

R."eordelllos que una sucesión (Xn)nEN en E es localmente convergente ó 
Maekey convergente a x E E si existe un disco B en E tal que X n -+ x con 
la t.opología normada en E,,; además, si x = O decimos que (xn)nEN es una 
~ucesión localmente nula o Mackey nula en E. 

El preguntarnos qué espacios satisfacen que toda sucesión nula es una suce­
sión Mackey nula nos lleva a la siguiente definición: 

Definición 150 Sea E = (E , r) un e.l.c. Decimos que E satisface la condi­
ción de convergencia de Mackey (c. c. M. o c.c.Mackey) si toda sucesión conver­
!lente (equivalentemente, nula) es una sucesión Mackey convergente (equivalen­
t«mente, Mackey nllla). 

En part.icular, si E es un espacio metrizable localmente convexo, este satis­
fae:" la condición de convergencia de Mackey, ya que, gracias al lema (3.7-130) , 
para toda sucesión nula (xn)nEN existe (rn)nEN una sucesión creciente y no 

105 
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acotada de reales positivos tales que (rnxn)nEN converge al origen en E, de 
donde, por la proposición (3.7-132), esto es equivalente a que (xn)nEN es nula 
en El< para algún disco B en E; es decir, (xn)nEN es una sucesión Mackey nula. 
Ahora, en la demostración del lema (3.7-130) utilizamos una base numerable y 
decreciente de vecindades absolutamente convexas de cero, la cual puede ser la 
palma W contruida en E como en la proposición (3.6-120); asC, como esta base 
es decreciente podemos ir construyendo tal sucesión, de esta manera y sigu­
iendo la misma idea podemos hacer algo similar para espacios secuencialmente 
palmeados, ya que en este tipo de espacios una sucesión nula está eventualmente 
contenida en una colección finita de cadenas. 

4.1.1. U na condición suficiente. 

A continuación daremos una caracterización para una colección de espacios 
localmente convexos los cuales satisfacen la condición de convergencia de Mack­
ey. 

Consideremos un espacio localmente convexo E, con una palma compatible 
W, y supongamos que para cada (xn)nEN sucesión nula en E, tenemos que 
eventualmente (xn)nEN está contenida en alguna colección finita de cadenas 
de W. Esta definición de espacio secuencialmente palmeado (3.5.1-112) implica 
que los elementos de W son "más pequeños"que las vecindades de O en E, pero 
suficientemente grandes para contener a las sucesiones nulas, lo que obligará que 
cada sucesión nula (xn)nEN sea una sucesión Mackey nula. AsC, tenemos: 

Teorema 151 Sea E = (E, r) un e.l.c. Si E es secuencialmente palmeado, 
entonces satisface la c.c.M. 

Demostración. 
Asumamos que E es secuencialmente palmeado, y sea X n -+ O en E. 
Por la proposición (3.7-131) , (xn)nEN es una sucesión Mackey nula si y sólo 

si existe una sucesión (rn)nEN en (0,00) tal que r n -+ 00, cuando n -+ 00, 
y 1·"X .. -+ O en E. Busquemos una suceción (rn)nEN que cumpla con esto. 

Sean (WP))kEN, (W?))kEN,"" (W~m))kEN las cadenas de W en E , tales 

que para cada k E N existe N k E N con xn E U W~i) , Vn ~ N k . Notemos 
1=1 

que por la definición (3.2-85), para cada i = 1, .. . , m y para cada k E N, 

(i) 1 (i) (i) 1 (i) 1 (i) 
Wk+1 e 2Wk , Wk+2 e 2 Wk+ 1 e 22Wk , ... 

De donde obtenemos 

<i) 1 (i) 
Wk+l e 2lWk ' VI E N. 

Así, para cada k E N, podemos encontrar Ik , E N tal que 2'!' < t· 
Definamos W?) == W~+l)l ,entonces tenemos que 

L· , k1 
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De la misma manera, existe lk ; E f\I tal que 

W(il e _l_W(il e .!.W(il 1 . 
1,.; 2" .; k k k , :$ z :$ m. 

Sea lk =: máxllk ; : i = 1,2, ... , mI. Entonces, existe N'k E f\I tal que 

. . '" (i l m 1 (il m 1 (il 1 m (il . 

. /." E U W
" 

e U 2
" 

Wk e U -k Wk e -k U Wk , "In 2: N". 
1=1 1=1 1=1 1=1 

Por lo que 

... [1] 

Así, podemos elegir N" . + , E f\I tal que satisface N,k+ , > N,k , Y 

.. . [2] 

!:Ontinuando inductivamente, obtenemos: para todo M E f\I existe N ,kH" E f\I 
t.al que N'kH1 > N" H/_" y 

Ahora definamos (r,,)nEN por rn = k, para N'k :$ n < N,H, Y rn = 1 si 
1/. :$ N k . Por cons trucción, lím rn = lím k = oo. Resta demostrar que rnXn --+ 

rl_OO k-oo 
() cm E , cuando Il --+ oo. Para ver esto, sea U E No(E) . Por la compatibilidad 

el" W, existen enteros positivos k¡, k2 , ... , km tales que W~~l e U, W~~l e U, 

... , wt: l e U. Elijamos k = máx{ki : i = 1,2, ... ,ml, y así tenemos 

U W~il e U. 
1=1 

M,Í>; aún, por [1] , podemos encontrar N" E f\I tal que 

• 

m (i) 
' ·,.:Cn E U Wk e U, para n 2: N, k , por [1] . 

i=l 

Por lo que, ' ·" :C,, --+ O en E, y así (Xn)nEN es una sucesión Mackey nula . 

Ob.se'·lIacián : No¡."mos que por el Teorema (3.6-124), todo límite inductivo 
secuenciahuente retractivo de espacios secuencialmente palmeados satisface la 
condición ele convergencia de Mackey. En particular: 

Ejemplo 152 Sea (En, r n )nEN una sucesión inductiva estricta de espacios de 
H ú :het. y (E , T) SIL límite inductivo (es decir, E es un (LF)-espacio) . Entonces, 
pU7· d Teorema (:/. 6-1 24), (E, T) es secuencialmente palmeado y por tanto sat­
';-'.fu"" la condición de convergencia de Mackey. En particular, todo espacio de 
Fn'(:/wl. también satisface la condición de convergencia de Mackey. 
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4.1.2. Una condición necesaria. 

Con algunas otras hipótesis sobre el espacio E, podemos obtener el recíproco 
del Teorema (4.1.1-151). 

Teorema 153 Sea E = (E,T) un e.J.c. localmente completo y estrictamente 
palmeado. Si E satisface la c.c.M., entonces E es secuencia/mente pa/meado. 

Demostración. 
Sea W una palma estricta en E y (xn)nEN una sucesión nula en E . 
Por hipótesis, (xn)nEN es una sucesión Mackey nula; por la proposición (3.7-

131) existe una sucesión (rn)nEN en IR+ creciente no acotada y tal que (rnxn)nE N 
c:onverge al origen en E . 

Sea A := {rnxn : n E NI. Entonces, A es acotado en E y, por la proposición 
(3.7-134), está contenido en algún disco de Banadl B de E. Además, A es 
acotado en el espacio de Banach E" . 

Denotemos por C a la envolvente absolutamente convexa y Tu-cerrada de 
A. Así, C es un disco secuencialmente cerrado en E" y por tanto de Banach. 
Notemos que, como la inclusión i : Ec' -+ E es continua tiene gráfica cerrada. 
Dado que C es acotado en E, de esto se sigue que, por el corolario (3.5-111) 
del Teorema de Localización, existe (WkhEN una cadena W y una sucesión de 
esaclares (Ok)kEN tales que, para todo k E N, i(C) = C e Drk Wk ; además, 
T"X n E Ok Wk , para todo n E N. Como r n diverge a infinito cuando n -+ 00, 
para k E N fijo existe N k E N tal que ~ < 1, siempre que n ~ N k . 

Así, X" E J.;:lWk e Wk, para to~~ n ~ Nk, ya que Wk es balanceada, 
V,,: E N. Entonces, (Wk)kEN es una cadena en W tal que la sucesión (x" )nEN 
est.á eventualmente contenida en ella. Por lo tanto, la palma en E es secuencial. 

• 
Corolario 154 Sea E = (E, r) un e.J.c. loca/mente completo y estrictamente 
lmlmeado. Entonces, E satisface la c.c.M. si y sólo si es secuencialmente palmea­
rlo. 

Ejemplo 155 Consideremos al espacio (t1 , 11·111)' este es de Banach, y por el 
Te01l'ma de Shur (Apéndice-(A.2-(205))) tenemos que (xn)nE N es II · III-convergente 
(, cem si y sólo si esa (el, eoo)-convergente aO. Por otro lado, a(el ,eoo ) f 1' 11 . 11, ' 

rle manero más general a ( el , eoo ) no puede ser metrizable, de ser así, ten­
rlríamos que el admite una base de vecindades de cero numeroble, con respecto 
" su topología débil, así existe una sucesión (Jn)n EN e eoo tal que paro cada 
U E No ( el, a (e I ,eoo )) podemos elegiré: E 1Qi+ Y N" E N tal que 

fi l (B, (O)) n ... n r;/ (B,(O)) e U. 

Pam cada f E eoo , consideromos f- I (B I (O)) E No (el , a (el, eoo)) y sean fI. ... , f N E 
f oo !l E E 1Qi+ tales que fi l (B, (O))n ... nfÑ I (B, (O)) e f- I (B I (O)) , esto impli-

N 
CIl que n N(J;) e N(J) y por el lema (2.1-34) tenemos que f es combinación 

i= l 
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liTW(ú de fl , ... , f N-I Y fN ' Ahom, sea Fm = esp{JI, ... '!m 1, el cual es de di­
IIwTI.,i6n finita y es un subespacio lineal cerrado de eoo , más aún, eoo = U Fm , 

mEN 
111101' 8er de Baire existe Fm con interior no vac{o, así Fm = eoo , lo cual es una 
coutmtlicci6n ya que eoo no tiene dimensión finita. Por tanto, (el,cr(el,eoo )) no 
¡r""I" .W'1· metriz(tble. 

Como (ti, 11 . 11 1 ) es de Banach, es localmente completo y satisface la condición 
d" mnvergencút de Mackey, pero también, por el corolario (3.7-136), (el, cr (el, eoo )) 
e._ localmente completo, y además satisface la condición de convergencia de 
M(tckey: 

Si (:en)nEN e8 una sucesión cr (el, eoo)-nula, por el Teorema de Shur, (xn)nEN 

P.,' "TU¡ sucesión 11 . 11 1 -nula, de donde existe un disco de Banach B e el tal que 
(:en)nEN es una suc.esión nula en E u' pero B es un disco de Banach con respec­
/.0 a cualquier t011OIogía compatible con la dualidad (el,eoo ), así tenemos que 
(;¡:n)"EN es una sucesión Mackey nula en el con respecto a cr (el, eoo )' Además, 
(fl , a(el,l'oo )) es secuencialmente palmeado, ya que, por la proposición (3.5.1-
11:1) , (f 1 , 11.11 1) es secuencialmente palmeado con la palma W que tiene por única 
mdenrt a una base de vecindades de cero decreciente y numemble (Un)nEN for­
lIuula 110r l:onjuntos absolutamente convexos y tales que Un+1 + Un+1 e Un; de 
tltnule, como CT < TU,' W = (Un)nEN también es una palma en (el,cr(e¡,foo )) 

/fue hace a este espacio secuencialmente palmeado y por lo tanto satisface la 
mndición de convergencia de M ackey. Entonces, (e 1, cr (el, eoo )) es un espacio 
8l<cuencialmente palmeado, localmente completo y satisface la condición de con­
'IC1!Ienr:ia de Mackey pero no es metrizable. 

4.2. Espacios casi-secuencialmente palmeados y 
c.c.M. 

Como vimos en el Capítulo anterior, un espacio localmente convexo E es 
_ :lIeucialmente palmeado si para cada sucesión nula (xn)nEN en E existe una 

cole(:(:ión finit.a de cadenas {(wP») , (W~2») , ... , (W~m») } de W 
kEN kEN kEN 

t.al que para cada k E N existe N k E N para el cual se satisface que x n E O W~i), 
i=l 

siempre que I! :::: Nk . Podemos utilizar una condición más débil para ver que 
t.ambién se satisface la condición de convergencia de Mackey: 

Definiciól, 156 Sea E = (E, T) un e.l.c. palmeado, y sea W una palma com­
¡",tibie en E. Decimos qlte E es casi-secuencialmente palmeado si pam toda 
,"í'lu:f:.o.;újn 1l.UllL (xn )IlE N en E , eJ-'iste 

{(wil»)kE N' (WP»)kEN"'" (w~m»)kEN} 
U'/I.(/. wkt:"Úí71. .linda de cadenas en W tales que, dado k E N, podemos elegir 

NA- E N tal Ir"" :e" E O V~i), siempre que n :::: N k, donde V~i) = absca7tv (Wk). 
i = 1 
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En espacios localmente convexos, ser casi-secuencialmente palmeado es una 
propiedad que se hereda sin problemas, como veremos en el siguiente Teorema. 

Teorema 157 (a) Si E es un e.l. c. metrizable, entonces es casi-secuencialmente 
1)(llmoodo. 

(b) Sea E = indEn secuencialmente retrnctivo, con En cerrado en E, pam 
nEN 

c.ada n E N. Si En es casi-secuencialmente palmeado, "In E N, entonces E 
también es casi-secuencialmente palmeado. 

(e) Si E es un (LF)-espacio estricto, entonces es casi-secuencialmente palmea­
do. 

(d) Sea E = (E, r) un e.I.c. casi-secuencialmente palmeado y L un subespacio 
de E . Entonces, L es casi-secuencialmente palmeado. 

Demostración. 
(a) Sea E un espacio localmente convexo metrizable y W = {Un: n E N} 

una base de vecindades del origen en E, formada por conjuntos absolutamente 
convexos y cerrados. Además, pidamos que Un+1 e Un, "In E N. Claramente, 
W es una palma compatible en E y por la proposición (3.6-120) E es casi­
secuencialmente palmeado. 

(b) Sea E = indEn un límite inductivo secuencialmente retractivo, con En 
nEN 

cerrado en E y casi-secuencialmente palmeado. 
Para cada n E N, denotemos por w(n) a la palma en En que hace a este 

espacio casi-secuencialmente palmeado. Contruyamos W la palma en E, como en 
la demostración de la proposición (3.6-120), la cual es compatible. Sea (xn)nEN 

una sucesión nula en E. Así, dado que E es secuencialmente retractivo tenemos 
qne (.Ln)nEN es una sucesión nula en En .. , para algún no E N. Entonces, podemos 

elegir { (w~n .. ,l») ,(W(n",2») , ... , (W(n, ,,m») } una colección finita de 
k kEN k kEN k kEN 

cadenas en En" tales que existe Nk E N para el cual Xn E U V~n",i), siempre 
i=l 

que n 2: N k , para cada k E N, donde Vt,,,i) = absconvW~n,,,i) T"" = Wt,,,i) T" •• , 

para todo 1 ~ i ~ In Y k E N. Pero, como cada En es cerrado en E, tenemos 

que vk(,,···i) e vt·"i) T e E:" = En". Por otro lado, por la construcción de W 
en E , cada cadena de w(n,,) en En" es una cadena de W en E, de aquí que E 
es casi-secuencialmente palmeado. 

(c) Esta afirmación es inmediata de (b), ya que un (LF)-espacio estricto 
satisface todas las propiedades que se enuncian en (b) . 

(d) Sea E un espacio localmente convexo, casi-secuencialmente palmeado y 
L llll subespacio de E . Sea W una palma compatible en E. Definamos la palma 
compat.ible W' en L donde W E W' si y sólo si W = L n W' , para algún 
W' E W, como en la proposición (3.2.1-94). Sea (Xn)nEN una sucesión nula en 
L , COlllO (L , r Id es subespacio de (E, r), (Xn)n EN es una sucesión nula en E. 
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Así, existe 

{ ( W~I») ,(W~2») , ... , (W~m») } 
kEN kEN kE N 

l1na c:olección finita de cadenas en W tales que, para cada k E N, existe N k E N 
m (i) . (i) 

t.al que :~" E U Vk ,siempre que n ~ Nk , donde Vk = absconv (Wk). Por 
i=1 

t.anto, la colección finita de cadenas en W', 

{ ( Wp ·L») ,(W?,L») , ... , (W(m .L») } , 
kEN kEN k kEN 

donde W~i.L ) = W~i) n L, Vk E N, 1 ~ i ~ m, tal que xn E O V¿i,L), con 
i=1 

--.-TI, vt· L) = nbsconvW~··L) " con la cual L cumple la definición de espacio casi­
secuencialmente palmeado. _ 

Si en la demostración del Teorema (4.1.1-151), tomamos V~ = absconvW~, 
y ¡L~Ulllimos que el espacio que estamos considerando es casi-secuencialmente 
palmeado, facilmente obtenemos la demostración de el siguiente Teorema, por 
lo cual no se lo incluimos aquí. 

Teorema 158 Sea E = (E, T) un espacio casi-secuencialmente palmeado. En­
tonces, E satisface la c.c.M. 

Observemos que del Teorema (4.1.2-153): Si E es localmente completo, estric­
t.amente palmeado, y satisface la condición de convergencia de Mackey, entonces 
E es secuencialmente palmeado y por tanto es casi-secuencialmente palmea­
elo. Para generalizar este resultado, primero necesitamos introducir la siguiente 
definición: 

Definición 159 Sea E = (E, T) tLn e.l.c. Decimos que E es loca/mente de Baire 
si paro cad" subconjunto no vacío y acotado A de E existe un disco B tal que 
A e B , y (E" ,T,,) es un espacio de Baire. 

Observemos que todo espacio localmente completo es localmente de Baire, 
ya que abscanv(A) = B es un disco en E, y por la proposición (3.7-135) \'l fe EII 
PS un espacio de Banach y por tanto de Baire, además A e B. 

Lema 160 Sea E = (E, T,J un e.l.c. de Baire, F = (F, T, .. ) un e.l.c. palmeado, 
con W SI! respectiva palma completante, y T : E --+ F una funci6n lineal. 
Entonces, e:riste una cadena (Wk)kEN de W tal que pam cada k, T I(Wk ) es 
unll vecindad de cero en E. 

Demostración. 
Definamos Wo = F; así, T - 1(Wo ) = T-I(Wo ) = E es claramente una vecin­

dad ele cero y ele la segunda categoría en E . Ahora, para cada k ~ O, supongamos 
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que tenemos definido Wk tal que T- 1 (Wk ) es de la segunda categoría en E y 
T I(Wk ) es una vecindad de cero en E. Como 

tenemos que 

Wk e U mW,¡"k+l, 
mEN,'¡'ENN 

T- 1 (Wk) e U T-1 (mW,¡"k+l) = U mT-1 (W,¡"k+l) , 
mEN,'¡'EN' mEN,'¡'EN' 

de donde existe 'lj;k E NN tal que T-l (W,¡,.,k+l) es de la segunda categoría en 
E, definamos Wk +1 = W'¡'.,k+l' De manera similar escojamos Wk+2 , la elección 

de Wk +2 implica que T I(Wk+l) es una vecindad de cero en E, ya que al ser 
T-l(Wk+2 ) de la segunda categoría en E, existen x E E y U una vecindad de 
('.ero tal que x + U e T I(Wk+2 ), en particular x E T-l(Wk+2) , por lo que 

de las propiedades de palma y por ser T lineal. Con esto obtenemos (Wk)kEN 
una cadena de W como se pide. _ 

Ahora, utilizando este lema, daremos un recíproco al Teorema previo, bajo 
esta nueva condición y utilizando espacios palmeados no estrictos. 

Teorema 161 Sea E = (E, T) un e.l.c. palmeado y localmente de Baire. Si E 
satisface la c.c.M., entonces E es casi-secuencialmente palmeado. 

Demostración. 
Sea (x")nEN una sucesión nula en E . Como E satisface la condición de con­

vergencia de Mackey, existe (ll'n)nEN e R+ tal que ll'n --+ 00, Y ll'nXn --+ 0, 
cuando 11 --+ 00, en E . Sea A = {ll'nx,, : n E NI. Así, A es acotado y, como E es 
localmente de Baire, existe B e E un disco tal que A e B y El) es un espacio 
de Baire, además A es acotado en EH' 

Por otro lado, la inclusión i : EIl --+ E es lineal y continua, con EH de Baire 
y E palmeado. Así, si W es una palma completante en E, por el lema anterior , 
existe una cadena (Wk)kEN e W tal que i- 1(Wk) es una vecindad de cero 
en E,,, por lo que existe una sucesión ('/'k)kEN de escalares no cero tales que 

Be lé-1(Wk) e Iki- 1(Wk), para cada k E N, donde la última contensión se 
da por la continuidad de i. Así, i(B) = B e Ik Wk, para todo k E N; por lo tanto, 
para todo n E N tenemos que ll'nXn E IkWk e Ik Vk, donde Vk = absconv(Wk). 

Esto implica que, para cada k E N fijo, podemos elegir Nk E N tal que 
!.:r.l < 1, para n ~ Nk • De donde tenemos que X n E !.:r.l Vk e Vk, ya que Vk es 
I;~ianceado. Por lo tanto E es casi-secuencialmente pa'i~eado. _ 

Como consecuencia del Teorema (4.2-158) y el Teorema previo tenemos: 

Corolario 162 Sea E = (E,T) un e. l.c. localmente de Baire y palmeado. En­
tonces, E satisface la c.c.M. si y s610 si E es casi-secuencialmente palmeado. 
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4.3. Condición de convergencia rápida. 

Ahora queremos considerar espacios localmente convexos que satisfacen la 
condición de convergencia de Mackey, y que además satisfacen que los discos 
considerados para la convergencia de cada sucesión convergente (nula) son de 
I3anach. Por lo que estamos tomando espacios que satisfacen una condición más 
fuert.e que la condición de convergencia de Mackey. 

Definición 163 Sea E = (E , T) un e.l.c. y (xn)nEN una sucesión en E . Deci­
lito", que U1/.a sucesión Mackey nula (xn)nEN en E es rápidamente convergente a 
"I'ro ,,11. E .• i existe un disco de Banach B en E tal que (xn)nEN es nula en EII ' 

Definición 164 Sea E = (E, T) lIn e. l.c. Decimos que E satisface la condición 
tle coTtt1erg/!7Lcia rápida (c. c. r.) si toda sucesión T -convergente a cero en E es 
1Ú¡JÜÜUnent(! convergente a cero en E. 

Así, dado que t.opologías compatibles comparten discos de Banach, es in­
mediato el siguiente resultado: 

Proposición 165 Sea E = (E,T) un e.l.c. Si (E ,u(E,E')) satisface la c.c.r., 
entonces (E, T) satisface la c.c.r. 

Habitualmente, dentro de la bibliografía se suele definir esta propiedad de 
convergencia rápida como la convergencia de una sucesión Mackey nula en un 
disco compact.o en lugar de sobre disco de Banach en general, ahora veremos 
'lue est.as dos condiciones son en efecto equivalentes y daremos una más: 

Teorema 166 Sea E = (E, T) un e.l.c. Entonces, las siguientes afirmaciones 
801/. equivalentes: 

(a) E satisjlLce la condición de convergencia rápida. 

(b) Pam mila sucesión nula (x")"EN en E existe un disco compacto [( en E 
tal que (:rn)"EN converge al origen en E K • 

(e) E e'" lomlmente completo y satisface la condición de convergencia de 
NIILckey (e.e.M.). 

Demostración. 
(a)=(b) . Sea (x")"EN una sucesión nula en E. Como E satisface la condi­

ción d., convergencia rápida, existe B un disco de Banach en E tal que contiene 
11 (:¡;")"EN y (:rn)"EN es nula en E,.. Ahora, si e := {Xn : n E N}DD, tenemos 
'l,ue C e B , por lo que E,. también es de Banach. Por la proposición (3.7-142) 
t"nemos que C es compacto en E II , y por ende en E. 

Como (:r")"E N es localmente nula, por la proposición (3.7-131) , existe una 
sucesión crecient.e y no acotada (rn)nEN de reales positivos tales que (rnxn ) 
.. EN ,,~ nula en E: ahora hien, por lo dicho anteriormente si D es su envolvente 
ahsolut.ament.e convexa y cerrada en E , D es compacto en E y disco de Banach. 
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Veamos que (xn)"EN converge al origen en E". Sea er > O, como (rn)nEN es 
creciente y no acotada, existe N E N, tal que r;;-l :5 er, para todo n 2: N, y dado 
que (r"xn)nEN e D tenemos que Xn = r;;-lrnXn E CiD, siempre que n 2: N, así 
(xn)"EN es una sucesión nula en E". 

Ahora demostremos (b)=>(c) . Para esto basta ver que E es localmente 
completo, pues toda sucesión nula, por hipótesis, es localmente nula o Mackey 
nula. Sea (xn)nEN una sucesión nula en E . Entonces, X n -+ O en El(, para algún 
disco compacto K en E. Sea 

A absconvTI( {xn : n E N}, Y 

B absconv
T 

{Xn : n E NI . 

Así, por definición de A, A e CiK, para algún escalar positivo Ci, y por tanto A 
es compacto en El(; pero además i : El( -+ E es continua, de donde A también 
e.s compacto en E. Ahora, claramente absconv{xn : n E NI e A, así que B e A , 
por ser A r-cerrado; de esto se sigue que B compacto en E. De modo que, por 
el Teorema (3.7-143), E es localmente completo. 

Finalmente demostremos (c)=>(a). Sea (xn)nEN e E una sucesión nula. 
Como E satisface la condición de convergencia de Mackey, existe B un disco en 
E tal que (xn)nEN es nula en E", y por ser E localmente completo tenemos que 
B es de Banach. De donde E satisface la condición de onvergencia rápida. _ 

Corolario 167 Sea E = (E, r) un e.l.c. que satisface la condición de conver­
gencia rápida. Entonces, E es localmente completo. 

Corolario 168 Sea E = (E, r) un e.l.c. metrizable no completo. Entonces, 
E satisface la condición de convergencia de Mackey pero no la condición de 
convergencia rápida. 

Demostración. 
Por el Teorema (4.2-157) E es casi-secuencialmente palmeado, y por el Teo­

rema (4.2-158) E satisface la condición de convergencia de Mackey. Ahora, si E 
satisface la condición de co vergencia rápida, entoces, por el corolario anterior 
E es localmente completo, y por el corolario (3.7-138) , esto implica que E es 
completo, lo que es una contradicción. _ 

Ahora, como una consecuencia directa del Teorema anterior (4.3-167) ten­
e UlOS: 

Corolario 169 Sea E = (E, r) un e. l.c. localmente completo. Entonces, E sat­
isface la condición de convergencia rápida si y sólo si E satisface la c.c. M. 

Los siguientes dos Teoremas son combinaciones del Teorema anterior (4.3-
167) Y resultados anteriores. Estos nos da una equivalencia para espacios palmea­
,los localmente convexos que satisfacen la condición de convergencia rápida. 

Teorema 170 Sea E = (E , r) un e. l.c. palmeado. Entonces, son equivalentes: 

(Il) E satisface la condición de convergencia rápida. 
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(b) E es LocaLmente compLeto y casi-secuenciaLmente paLmeado. 

Demostración. 
(a)==(h) . En vista del Teorema (4.3-167) , como E satisface la condición 

de !:Onvergencia rápida, E es localmente completo y satisface la condición de 
convergencia de Mackey. Por otro lado, tenemos que E es palmeado y al ser 
localmente <:ompleto también es localmente de Baire; así, por el Teorema (4.2-
16 1) , E es casi-secuencialmente palmeado. 

(b)==(a) . Si E es un espacio casi-secuencialmente palmeado, por el Teorema 
(4.2-158) , E satisface la condición de convergencia de Mackey y si además E es 
loeahnente <:ompleto, ahora por el Teorema (4.3-167), E satisface la condición 
de convergencia rápida. _ 

Para nuestro próximo resultado recordemos que un límite inductivo E de 
espacios localmente convexos es regular si cada conjunto acotado en E esta 
<:ont.enido y es acot.ado en uno de los espacios que forman el limite inductivo E . 

Teorema 111 Sea E = (E, T) un límite inductivo reguLar de espacios Local­
m ente com11Letos piúmeados. Entonces, son equivaLentes: 

(a) E satisface La condición de convergencia rápida. 

(b) E sati.sface La condición de convergencia de Mackey. 

(e) E es casi-secuenciaLmente palmeado. 

Demostración. 
Sea (E" , T")"EN una familia inductiva de espacios localmente completos y 

palmeados, y sea E = (E, T) su limite inductivo regular. 
Por el corolario (4.3-170) , del Teorema (4.3-161), para ver que (a)<==>(b), 

.'" suficient.e ver que E es localmente completo. Para esto, sea A e E acotado. 
Como E = indEn es regular, tenemos que A esta contenido y es acotado en 

nEN 
En, ., p.ua algún n o E N. Por lo que si B = absconvT""A, entonces B es un 
disco de Banuch en En .. , por ser En.. localmente completo. De modo que B 
t.ambién es un disco de Banach en E, gracias a la continuidad de las funciones 
i: El< -> E" .. , Y in .. : En" --+ E. Además, A e B, así que obtenemos que todo 
conjunto acot.a.do en E esta contenido en un disco de Banach. Por el Teorema 
(3.7-135), E es localmente completo. 

Como E es localmente completo, y de la proposición (3.6-120) , E es palmea­
do, así que, por el Teorema (4.3-171), tenemos (a)<==>(c) . _ 

Ejemplo 172 Con este ej empLo veremos que existen espacios paLmeados LocaL­
'/Iw nf.e ('.Out11Ldos 'lILe no satisfacen La condición de convergencia de Mackey, por 
lo q'llc no satisfacen la condición de convergencia rápida. Consideremos eL es­
]I(u:io tle Banach (co , 11. 11

00
), Sabemos que (co , 11. 11

00
) es localmente compLeto, aL 

u¡'/U/.L 'lILe (e,,, (T (co , f d). 
A ¡/P1r/.lí." r:omo (co , (T ( co , f I )) es paLmeado y localmente compLeto también es 

IO('(J.lm.cnt" dI' Baire, 1I1JOr eL corolario (4. 2-162) deL Teorema (4.2-161) tenemos 
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que (ca' a (co,f.)) satisface la condición de convergencia de Mackey si y sólo si 
(ca' (f (ca' el)) es casi-secuencialmente palmeado. 

Consideremos la sucesión (xn)nEN en ca' donde en = (xi', x2' ... , x;:', ... ) tales 
que .1::: = 1 Y x;:, = O si m f n . Entonces, (en)nEN es una sucesión no nula en 
(co , /1·/1 00)' ya que /l e" - 01100 = sup IX;:' I = 1, 'In E N. Por lo que (en)nEN no 

mEN 
c01we7ye al origen en (ca ' 11 ·1100) ' Pero (en)nEN es una sucesión nula en ca con 
res1Jecto a (f, pues dada (akhEN E e) tenemos que «ak)kEN' en) = a n yan -+ O 
en IR; de donde en -+ O en (ca' 0'). Es decir, este espacio tiene sucesiones que son 
debilmente convergentes, pero que no son 1I ·lIoo-convergentes. De modo que, en 
este caso, (en)nEN no puede estar eventualmente contenida en la única cadena 
(2-" B)nEN de W, y asf(co, O' (ca' i.)) no puede ser casi-secuencialmente palmea­
do, lo cual implica que (ca' O' (co,i.)) no satisface la condición de convergencia 
de Mackey ni la condición de convergencia rápida. Por lo tanto, (ca' O' (eo , i.)) 
es un espacio palmeado localmente completo que no satisface la condición de 
convergencia de Mackey ni la condición de convergencia rápida. 

Ejemplo 173 Del ejemplo ({1.2-155) tenemos que (i),O'(i),eoo )) es local­
mente completo y satisface la condición de convergencia de Mackey pero no 
es metrizable,de modo que, por el Teorema (4.3-167), (e),O'(e),ioo )) satisface 
la condición de convergencia rápida. 

Incluimos ahora algunas aplicaciones de la condición de convergencia de 
Mackey, especialmente nos interesará considerar la siguiente propiedad: 

Definición 174 Sea E = (E, r) un e.l.c. Decimos que E satisface la propiedad 
K (o es un J( -espacio) si paro toda sucesión nula (xn)nEN en E existe una 

00 
8ILbsILcesión (.1: n , )kEN de (xn)nEN tal que L Xn, converge en E. 

k=) 

Proposición 175 Sea E = (E, /1 ·11) un espacio de Banach. Entonces, E satis­
face la propiedad J(. 

Demostración. 
Sea (:~")"EN una sucesión nula en E . Consideremos la subsucesión de (xn)nEN 

formada por: Xn , := x); Xn, con n2 := mínln E N : /lxn/l ~ 11; xn", con 
n~ := mínln E N : Ilxnll ~ 2- ); inductivamente definimos x nH " con nk+1 := 
mínl n E N : /lxnll ~ 2-k }, lo cual podemos hacer por ser (xn)nEN una sucesión 

00 00 00 
nula en E . Entonces, L /lxn,./I ~ L 2-n + Ix) Id < 00, así que L Xn,. es 

k=) n=) k=1 

absolutamente sumable en E y por el lema (3.7-140) tenemos que es también 
s\lllIable. Por tanto todo espacio de Banach satisface la propiedad J( . • 

Definición 176 Sea E = (E, r) un e. l.c. y (xn )nEN una sucesión en E. Dec­
imos que (x" )nEN es una sucesión débil Mackey convergente (o simplemente 
(f-Mackey convergente) en E si es Mackey convergente en E con la topología 
débil (f (E , E') ; es decir, existe (ak)kEN e IR+ una sucesión creciente y no (LCO­

I.ada talque (an,x")"EN es (f (E , E')-convergente a O en E. 
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Teorema 177 Sm E = (E , T) un e.l.c. 

(1) Si E "S lomlmente COmlJleto Y satisface la c.c.M., entonces satisface la 
111"(1);,,,[,,,1 [{ . 

(2) Tori" sucesión en (E,a(E,E' )) débil Mackey convergente es Mackey con­
'/I(!7!/('nte con respecto a T . 

(:1) Si E .mtisface la c.c.M. con respecto a su topología débil, entonces toda 
"uc""úín débilmente convergente es T -convergente en E . 

Demostración. 

(1) Supongamos que (x")nEN es una sucesión nula en (E, T). Como E es lo­
cahllellte completo y satisface la condición de convergencia de Mackey, 
tp.nelllOS qne existe B un disco de Banach en E tal que (xn)nEN es una 
sucesión nula en E". Por la proposición anterior tenemos que E" satis­
face la propiedad [{, así que (xn)nEN tiene una subsucesión (xn,)kEN cuya 

nu 

serip. L :/;", converge a x en El/' Como T" es más fina que T lE" por 
k = 1 

00 

ser B acotado, la inclusión i : E" -+ E es continua y la serie L Xn" es 
k=l 

convergente al mismo x en E. 

(2) S"a (:/;")"EN una sucesión a-Mackey convergente en E. Así, existe una 
sucesión (an)"'EN en R+ , creciente no acotada tal que (anxn)nEN es débil 
convergente a cero en E . 

Recordemos que a y T comparten conjuntos acotados pues son dos topologías 
"11 E compatihles con la dualidad (E, E'), por lo que el conjunto 

es T-acotado ya que es a-acotado. Ahora, para ver que (xn)nEN es Mackey 
T-c:onVp.rgente en E, por la proposición (3.7-130), basta encontrar una suce­
sión de reales positivos (A")nEN creciente y no acotada tal que (AnXn)nEN 
converja al origen en E con respecto a la topología T. 

Para cada n E N definamos "" := *. Observemos que como la sucesión 
(n")"EN diverge a +00, la sucesión (Ón)"EN con verge a cero en lR, además 
si tOlllalllos A" := a"Ón =,¡a;;, tenemos que An -+ 00, cuando n -+ 00 y 
(A")"EN e lR+ . 

Vealllos que (A,, ;C")"EN converge a cero en E con respecto a la topología T. 

Sp.a U E N,,(E, T) balanceada, Como (an Xn)nEN es T-acotada, existe J1. > O 
tal «ue "":/;,, E I'U , para todo n E N; pero además, como ("n)"ENconverge 
a cero también la sucesión (J1.Ón)nEN converge a cero, entonces existe No 
en N tal que 1/''',,1 :<::: 1, siempre que n 2': N o, Así que 
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siempre que n 2: No' Es decir, (AnXn)nEN es una sucesión nula en (E, r). 
Lo cual significa que en E toda sucesión Mackey u-convergente es Mackey 
r -c.onvergente. 

(3) Como (E, u) satisface la condición de convergencia de Mackey, tenemos 
que toda sucesión (xn)nEN e E u-convergente a x E E es u-Mackey 
convergente a x; por el inciso (2) también es r-Mackey convergente a x en 
E, y por lo tanto es r-convergente a x en E . 

• 
Ejemplo 178 En el ejemplo (4.1.1-155) vimos que (el, u (el, loo» es loca/mente 
completo y satisface la condici6n de convergencia de Mackey, por tanto, del 
Teorema anterior tenemos que este es un K -espacio. 

4.4. Convergencia estricta de Mackey. 

Hasta ahora tenemos caracterizados a los espacios palmeados localmente 
<:onvexos que satisfacen la condición de convergencia de Mackey, ahora queremos 
caracterizar a otra clase especial de espacios palmeados localmente convexos que 
satisfacen una condición de convergencia de Mackey más fuerte. 

Definición 179 Sea E = (E , r) un e. l.c. Decimos que E satisface la condici6n 
de. convergencia estricta de Mackey (c.c .e.Mackey o simplemente c.e.M.) si paro 
todo subconjunto acotado A de E , existe un disco B e E que contiene a A y 
t,,1 que las topologías de E y EB coinciden en A. 

Por la proposición (3.7-134) sabemos que todo espacio metrizable satisface la 
condición de convergencia estricta de Mackey. Si observamos la demostración de 
('-sta proposición tenemos que utilizamos dos condiciones básicas: Si {Wk : k E 

N} es una base decreciente de vecindades del origen absolutamente convexas 
en un espacio metrizable, y A es un subconjunto acotado arbitrario, entonces 
estas dos condiciones son: 

(i) Para cada k E N, existe un escalar 0k tal que A e 0k Wk , 

(ii) Para cada a> 0, existe k E N con A n Wk e aB, 
donde B es de la forma B = n{bkWk : k E N} para ciertos escalares " ., . 
Nuestra meta en este caso es reemplazar en (i) los Wk por elementos de una 

palma en E , entonces reescribimos (ii) de tal manera que tengamos vecindades 
de cero Uk absolutamente convexas tales que A n Uk e aB, y además, hacemos 
que B sea una intersección de multiplos escalares de los elementos de una palma. 
La ventaja de usar una palma en esta situación es que los elementos de una palma 
son una familia numerable y pueden ser o no, vecindades del origen, conjuntos 
acotados, 11 otro t ipo de subconjuntos, con lo que obtenemos resultados m>lS 
~ellerales. 
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4.4.1. Suficiencia para la condición de convergencia estric­
ta de Mackey. 

La siguient.e definición incluye las ideas ya expuestas arriba, tratando de 
generalizar la idea de base de vecindades de cero que se tiene para espacios 
Ilwt.rizables; enseguida, damos un resultado para espacios localmente convexos 
palmeados ell donde demostramos que es suficiente que estos espacios admitan 
ulla palma que cumple con la definición de palma compatible con acotados para 
'1ue el espacio cumpla la condición estricta de Mackey. 

Definición 180 Sea E = (E, r) un e.l.c. palmeado y W una palma completante 
"71 E. Decimos que W es compatible con acotados en E; es decir, el espacio 
tiene una palmn compatible con acotados, si para cada subconjunto acotado A 
(:11. E, e:¡;iste una mdena (Wk)kEN de W, para la cual tenemos que: 

i) ?nm mda k E N, existe ak E C tal que 

ii) ?am cada k E N, existe Uk una vecindad de cero, absolutamente convexa 
tal que 

El result.,ulo principal de esta sección es el siguiente. 

Teorema 181 Sea E = (E, T) un e./.c. palmeado. Si la palma W es compatible 
(:(I7/. neotados en E , entonces E satisface la condición de convergencia estricta 
d,> Mackey. 

Demostración. 
Por W denot.emos a la palma compatible con acotados en E . Supongamos 

'1ue A e E e"~ un conjunt.o acotado. Elijamos la cadena (WkhEN de W, y 
los (>"~calares (ndkEN que satisfacen la parte (i) de la definición (4.5.1-180). 
Construyalllos ahora una sucesión (bk ) kEN de la siguiente manera: 

Inductivament.e definimos: bl E N fijo tal que lall < bl ; para a2 sea ~ E N 
fijo t.al que 21<t21 < b2 ; ... ; para a n sea bn E N fijo tal que n lanl < bn ;.· · 

Así '1ue b;:: 1 I"kl < t Vk E C. 
Ent.onces, (h)kE N es ta l que para cada k E 1\", bk > O, b¡;1 lakl < t, y 

{I;:: I I"kl -+ O cuando k -+ oo. Sea B = n bkWk = n bkWk. 
kEN kEN 

Pro hemos que B es un disco; es decir, que B es acotado, absolutamente 
convexo y cerrado. 

Es inlllediato ver que B es balanceado, convexo y cerrado. Ahora, para 
Illost.rar que B es acotado notemos primero que 

n bk W k e b", W m , para todo In E N. 
k E N 
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Por la compatibilidad de la palma W con la topología r en E, tenemos 
<l\le para toda U E No(E, r) absolutamente convexa existe ku E N tal q\le 
W" C U para toda n 2': ku. De esta manera, n bkWk C bnWn C bnU para 

kEN 

71 2': k" y por lo tanto n bkWk C bk.,U C bU si b > bk .. > O. Así, n bkWk 
kEN kEN 

es acotado y por tanto también lo es B, como necesitabamos. 
Recordemos que para cualquier disco B , la topología normada de EB es más 

fina que la topología de E inducida en EB . Entonces es suficiente demostrar que 
la topologia de E induciada en A es más fina que la topología de E B inducida 
en A. Para lo cual se necesita que dado a > O, exista Ua E No(E, r) tal que 
AnUa c aBo 

Sea a > O. Elijamos ko E N tal que para cada k 2': ko se tiene que 
b¡;1 lakl < a; es decir, lakl < abk . 

Así, A C akWk C abkWk, Vk 2': ko. ...[1] 
Sea mo E N tal que 2-m 

.. < ab, donde b = mín{ b¡ : i = 1,2, ... , ko - 1}, 
Y l E N t.al q\le W I C 2-m .. W k .. , esto es posible gracias a que Wk+1 C 4Wk, 
para todo k E N. Ahora consideremos UI E No(E, r) que satisface la parte (ii) 
de la definición (4.5.1-180). De donde, 

A n UI C W I C Tm .. W k .. C abWk.. y 

W lW - 2- I W 2-2 W 2- k .. + l w k.. C 2 k .. - I - k .. -I C k .. -2 C ... C 1, 

por lo que, de la definición de b tenemos: 

Similarmente, 

A n UI C abWk .. C 2-2abWk .. _2 C abWk .. _'2 C abk .. - 2 W k .. - 2 , ... , 

A n UI C abWk .. C 2- k .. +1abW1 C abW1 C ab l W 1. 

Sea Ua = UI , entonces AnUI = AnUa C A y de lo anterior AnUa C abk Wk 

para 1:::; k :::; ko. 
Finalmente, junto con [1], tenemos que para cada k E N, 

Deaq\líque AnUac n abkWk=a n bkWkCa n bkWk=aB .• 
kEN kEN kEN 

Observación: Evidentemente en la definición (4,5.1-181), podemos utilizar 
W k, la (E, r)-cerradura de Wk, en lugar de W k, y la demostración anterior 
para est.e caso sería igual, pues se tiene que B es cerrado, con esto y junto con el 
lema (4.2-160) t.enemos un resultado similar para espacios palmeados de Baire. 

Corolario 182 Sea E = (E, r) un e.l.c. de Baire y W una palma compatible 
,,11. E. Entonces. E satisface la condición de convergencia estricta de Mackey. 
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Demostración. 
Como E es IIn espacio palmeado de Baire, y la función identidad ¡ : E -> E es 

lineal, por el lema (4.2-160), existe una cadena (Wk)kEN tal que ¡-I(Wk) = Wk 
(-" IIna vecindad de cero, para todo k E N, por lo que es fácil ver que estas 
v"cindade.~ satisfacen los requerimientos de la observación anterior. _ 

Para el siguiente resultado necesitamos recordar que un espacio es secuen­
ciahnente palmeado si tiene una palma compatible W de conjuntos balanceados 
y convexos tal que a cada sucesión nula (xn)nEN en el espacio le corresponde 
IIna colección finita de cadenas, {(Wf )kE N, (W:¡kEN, ... , (Wk')kEN} de W para 
las cuales: dada k E N existe N k E N tal que 

m 

x" E U W~ , "In 2: Nk . 
i=l 

Dada esta definición podemos notar que es natural que una palma compatible 
<:on acotados sea secuencial , y en realidad la demostración de esto es sencilla. 

Proposición 183 SeJ:' E := (E,T) un e.l.c. con W una palma compatible con 
uwtados. Entonces, E es secuencialmente palmeado. 

Demostración. 
Empecemos por considerar una sucesión nula (Xn)nE N en el espacio E . Sea 

A = Ix" : 7l E NI, y por (WdkEN denotemos a la cadena en W que cumple 
(:on la definición (4.5.1-181) para el conjunto acotado A. 

Ahora, para cada k E N escojamos Uk E N o (E) balanceada y convexa tal 
'lile satisface la parte (i i ) de la definición de palma compatible con acotados. Al 
mismo t iempo, existe N k E N tal que para cada 11. 2: Nk, X n E Uk, por ello 

de donde, E es secuencialmente palmeado. _ 
Para ver IIn ejemplo interesante de que una palma puede ser "secuencial "sin 

ser compatible con acotados, necesitamos algunas definiciones y lemas que pueden 
ser consultadas en el Apéndice A-(A.2) : 

Ejemplo 184 Mostmremos IIn espacio (DF) que satisface la c.c.Mackey pero 
no satisface Ir, c.e.Mackey. 

Pam la costrltcci6n de tal eS¡Jacio: 
Seu (E , 11 ·11) un eS)Jacio de Banach no separable y reflexivo; y U = B1(0). 
Clamm.,nl.e tenemos que las topologías fuerte, l' fj, de M ackey, TI" de la nor-

1IUL, 7 :1. 11 ' y T" coinciden en E. 
Conside1'cmos ahom la topología 1' ,/ en E de la convergencia uniforme so-

1m' co1\iuntos acotados y separables de E'- Por la observaci6n (A.2-215) del 
Apéndice A tenemos que (E , 1' ,/ ) es un espacio (DF) no-cuasi barrilado. Por lo 
fa1d.o: 

(Y <;; 1' ,/ S;; 1'/3 = TI' = 1', . = 1' 11 -11 ' 

JI/!'/" Ir, lJue T"y /'s com¡mtible con la dualidad_ 
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Veamos que (E,T{3) satisface la condición de convergencia de Mackey: 
Sea (xn)nEN una sucesión T..,-nula y L = espan{xn : n E N}. Ya que E es 

IIn espacio de Banch-Mackey, por ser localmente completo, la proposición (A.2-
21:1) nos gamntiza que T.., y T{3 coinciden en L. Por lo tanto (xn)nEN es T{3-nula 
" e:Li ... ~te un disco de Banach en E, podemos tomar al mismo U, donde (Xn)nE N 
es T" -nula. 

Veamos ahom que (E, T..,) no satisface la condición estricta de Mackey: Pam 
esto, supongamos que si la satisface, entonces por ser {nU }nEN un sistema fun­
damental de acotados en E, existe P E N tal que E PU y T.., inducen la 
misma topología en U, y de acuerdo con el lema (A.2-214), concluimos que 
T-y = T H1 , lo cILal es absurdo. 

Por último, notemos que en particular, en vista del Teorema (4.5.1-182) 
y de la proposición (3.6-128), todo límite inductivo E (b.r.) de una familia 
inductiva de espacios localmente convexos que admiten una palma compatible 
con acotados satisface la condición de convergencia estricta de Mackey. 

4.4.2. Algunas condiciones necesarias. 

En esta sección, demostraremos que si un espacio es localmente completo 
y estrictamente palmeado, entonces la condición de convergencia estricta de 
Mackey implica la existencia de una palma compatible con acotados. Siendo 
menos exigentes en las hipótesis, si consideramos un espacio localmente de Baire 
y palmeado podremos obtener un resultado similar utilizando las cerraduras de 
los elementos de una cadena. 

Teorema 185 Sea E = (E, T) un e. l. c. localmente completo, estrictamente 
¡la/meado y tal qILe satisface la condición de convergencia estricta de M ackey 
(e.e .M.). Entonces, E admite una palma compatible con acotados. 

Demostración. 
Sea E un espacio estrictamente palmeado, localmente completo y A un sub­

conjunto acotado de E . Denotemos por W a la palma estricta en E . 
Supongamos que E satisface la condición de convergencia estricta de Mackey. 

Entonces, en E existe un disco B tal que A e B y las topologías de E B y 
E coinciden en A. 

Como E es localmente completo, E B es un espacio de Banach. Por otro 
lado, la función inclllSión 

id: EB -> E 

es continua, así que tiene la gráfica cerrada. 
Como W es estricta, por el corolario (3.5-111) del Teorema de Localización, 

se puede considerar una cadena (Wk)kEN de la palma en E, para la cual existe 
f1'k E e tal que 

A e B = id(B) e Qk Wk 

pa.ra cada k E N, por lo que se cumple la parte (i) de la definición de palma 
compatible con acotados. 
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Para ver la parte (ii), para cada k E N, sea bk > O tal que bk IOkl < 1, 
donde (tk (·'s como arriba. De la condición de convergencia estricta de Mackey, 
sabelllos que se puede elegir una vecindad de O, balanceada y convexa Uk en 
E tal que A n Uk e bkB, así que 

pues asumimos por definición que cada Wk es balanceado y convexo. Por lo 
t.¡Uito W es compatible con acotados en E, con lo que termina la demostración 
del Teorema. _ 

Así, del Teorema anterior y el Teorema (4.5. 1-182), tenemos la siguiente 
"'Iuivalencia: 

Teorema 186 Sea E = (E, T) un e.l.c. estrictamente palmeado, localmente 
comIlleto. Entonces, E satisface la condición estricta de Mackey si y sólo si 
tiene una ¡Jalma compatible con acotados. 

Observemos que se puede obtener una "versión cerradura"de el Teorema 
anterior, aplicable a situaciones donde los espacios no son del todo localmente 
completos, como veremos en el siguiente resultado. 

Recordemos que un espacio E es localmente de Baire si para cada sub­
conjunto acotado A de E, existe un disco B con A e B, tal que E B es 
IlU espacio de Baire. Además, observemos que la colección de todos los espa­
cios localmente de Baire incluyen propiamente a todos los espacios localmente 
completos. 

Teorema 187 Sea E = (E, T) tln e.l.c. localmente de Baire y palmeado, con 
W una IJalma completante en E. Si E satisface la c.e.M., entonces a cada 
-''IIbconjunto acotado A en E , le corresponde una cadena (Wk)kEN de W, y 
"S calares ctk (k E N) tales que paro cada k E N se tiene lo siguiente: 

1) A e nkWk, 

2) (::J;iste Uk E No(E, T) absolutamente convexa tal que A n Uk e W k . 

Demostración. 
Sea A e E acotado, existe B e E un disco tal que E B es un espacio de 

Baire, A e B , A es acotado en E B , y además TE" IA= TIA . 

Consideremos a la función inclusión 

id : E B - E , 

est.a es lineal y continua, aplicando el lema (4.2-160) , tenemos como consecuencia 
<¡ue existe (Wk)k EN una cadena en W tal que A e B = id(B) e ctkWk , lo 
cual im plica 

A e OkWk . 

Por lo <¡ue se cumple (1). 
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Ahora, demostraremos (2) : Para cada k E /\/, sea bk > O t.q. bk Ictkl < 1, 
(:011 etk como arriba. Como E satisface la c.e.M., podemos elegir Uk E No(E, T) 
balanceada y convexa, para cada k E /\/, tal que 

Concluyendo así la parte (2) . • 



Apéndice A 

Preliminares 

Para poder obtener todos los resultados de este trabajo, algunas veces se 
ut ilizaron teoremas u otros resultados en las demostraciones; es por este motivo 
que se enunciarán los más importantes, considerando siempre a E como un 
""pacio vect,orial topológico, en caso contrario lo especificaremos. 

A.1. Algebra y Topología. 

En esta sección daremos algunas definiciones que regularmente se dan en 
un curso I»\:;ico ele Algebra, Algebra lineal y Topología, y que aquí utilizamos, 
además de dar algunos resultados interesantes. 

Sean E , F , G espacios vectoriales. 
Un subconjunto S del espacio vectorial E es linealmente independiente si, 

para todo subconjunto finito { X ) ,X2 ," " X n } de S y l>'1,A2, .. . ,An } de IC, ten-
n 

'.m08 ,'., = ... = An = O siempre que L AiXi = O. En otro caso diremos que S 
i=l 

PS linealmente dependiente. 
Se" ','¡ (E) la familia de todos los subconjuntos linealmente independientes 

<1" E , ordenada por inclusión. Entonces: 

Definición 188 Decimos (jue todo elemento maximal en ~'¡ (E) es una base de 
Hmnel ¡JlLnt E. 

Sea {E j I ,iE .I una familia de espacios vectoriales, Entonces, el correspondiente 
producto 

,.,,; un espacio vectoria l con respecto a las operaciones (·'tj)j E J + (Yj)jEJ .­

(:1:1 + Y,i),i E,J Y A ' ( :rj)j E.I := (A1:j)jEJ, para todo ( ·'tj ) jE J' (Yj)j E J E n E j , y 
JEJ 

125 
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Definición 189 Sea E = (E,r) un espacio topológico. Decimos que (xO)OEt. 
('S una red en E si ~ es un conjunto dirigido y (xO)oEt. e E. Además, la red 
(x")OEt. es r-convergente a x E E si y sólo si, por definición, paro toda vecindad 
UTo de x existe 00 E ~ tal que X o E Ux, siempre que ° 2: OO' 

Proposición 190 Sea E = (E, r) un espacio topológico y K un subconjunto 
d" E . Entonces, K es compacto si y sólo si toda red (xO)oEt. e K tiene una 
.mbrm conve1yente (X<p(i»)iEI digamos a x E K en E. 

Definición 191 Una función B: E x F ..... G es una función bilineal (forma 
bilineal) si las "funciones parciales" 

son lineales, paro todo X o E E Y todo Yo E F. 

Las formas lineales E x F ..... G forman un subespacio f.(E, F; G) de 
GEx F. Si G = e, escribiremos f.(E, F) en lugar de f.(E, F; q. Los elementos 
de este subespacio son llamados formas bilineales en E x F. 

Proposición 192 Sea E un espacio vectorial topológico. Entonces, E es de 
Hausdorff si y sólo si ¡Of es cermdo en E. 

Proposición 193 Sean E = (E, r /J, F = (F, r / .. ) espacios topológicos, con F 
de Hausdorff. Sif: E ..... F es una función continua, entoncesG¡:= {(x,f(x)): 
:1: E E f es cermdo en E x F con respecto a su topolog{a producto. 

Demostración. Sea (x, y) E E x F - G¡. Así, Y f. f(x) . Como y, f(x) E F 
Y F es de Hausdorff, podemos encontrar V E Ny(F) y U E N¡(x)(F) tales que 
vnu =~. Como f es continua, tenemos que f-I(U) es abierto en E y es tal que 
:/; E f-I(U) , de donde f-I(U) E Nx(E). Luego entonces, f-I(U) x Ve E x F 
es abierto y f-I(U) x V e E x F-G¡, pues si (z,w) E f-I(U) x V obtenemos 
que f(:;) E U y w E V, de donde f(z) f. w .• 

Proposición 194 Sea E un e.v.t. con N o(E) su base de vecindades de O. 

l. Si M cE, entonces M = n M + U. 
U EN.. 

2. Si>' E e"'¡Of y M e E, entonces >'M = >'M. 

Demostración. La desmostración de esta proposición es fácil de ver: 
1. x E M {==> (x - U) n M f.~, "IU E No. 
Pero esto pasa si y solamente si x E M + U, "IU E No; lo cual es equivalente 

a que x E n M + U. 
UEN.. 

2. Ut.ilizando (1) tenemos que >'M = n >'M + U = n >. (M + tU) = 
UEN.. UEN.. 

A ( n M + tU) = AM .• 
11 EN .. 



A.l. AL CEBRA y TOPOLOCiA. 127 

Definición 195 Sean E 11 F espacios topológicos. Decimos que una función 
f : E -> F e8 abierta si mapea conjuntos abiertos de E en con.iuntos abiertos 
,Ir, F. 

De est.a manera, una función lineal entre espacios vectoriales topológicos es 
ahiert.a tii y sólo si mapea vecindades de O en vecindades de O. 

S,,,ut E un e.v.t.., F ":; E un subespacio y 

71' E->EIF 

ce .......... [x] = x+F 

la función cocient.e. La topología cociente 7' en El F se define como: U e El F 
es 7'-abierto si y sólo si, por definición, 7r- 1(U) es abierto en (E, T) . 

Ohservesequesi Al e E,entonces7r(M) = M+F,porloque 7r- 1(M+F) = 
7r- 1(7r(M)) = U"EFY + M : 

Por una part.e, si y E F , entonces 7r(y + M) e 7r(M), de donde y + M e 
71'- 1 (7r(M)) . Por ot.ro lado, Z E 7r- 1 (M + F) ===} z + F E M + F ===} z + F = 
:1: + F , para algún :1: E M ; luego entonces, [z] = [x], y esto ocurre si y sólo si 
.: - :e E F. Entonces z E x + F, lo cual indica que z E M + y, para algún 
y E F. esto último es lo que se queríamos. 

De las propiedades de espacio vectorial topológico de E , y de la estructura 
algehraica de El F se tiene que la topología cociente 7' en El F también 
,es vp.c:tr,rial t.opológica. Además, 71' manda conjuntos abiertos en conjuntos 
ahiertos. 

Proposición 196 (El F,'i') es un e. v. t. , Y 71' es una función abierta. Además 
7' r.s de H(Ij~«lor1f si y sólo si F es un subespacio cerrado en E . 

Demostración. Sabemos que M e EIF es 7'-abiertosiysólosi 7r- I (M) e E 
es T-abiert.o. Así, si M e E es T-abierto, tenemos que 7r(M) es 7'-abierto en 
E I F , ya que 7r- 1(7r(JIf)) = U y + M . Por lo tanto 7r es abierta. 

yEF 

S.,a No(E) la base de vecindades abiertas y balanceadas de O en (E, T). 
Entonces, [a] + 7r (Nó (E)) es una base de vecindades de [a] en (El F,'i') , para 
to,lo [nI E El F . Donde 71' (No (E)) satisface: 

1) Si V E 7r (No (E)), V es balanceado y absorbente, por ser 7r lineal y 

cont.inua. 
2) Parat.oda V'+V' e 7r- 1(W), de donde 71' (V' + V') e 7r(V')+7r(V') e W. 
Entonces, T es una topología lineal. 
Si T es Hausdorff, {O I e E l Fes T-cerrado, así que N (7r) = F es T-cerrado. 

Si F (·,s T-cerrado y ce E El F - {O l, podemos encontrar U E No (E) tal que 
(:¡; + U)nF = \1 , de donde 71' (x) rf. 7r (U) . Por lo que 7r (x) +71' (U) E N,,(x) (EIF) 
y f'~ t.. .i que 71' (x) + 7r(U) e EIF - {Ol. En consecuencia, {Ol es T-cerrado en 
E l F, y así T es de Hausdorff. _ 

Obse rvación 197 Como vimos en el Capítulo J, si E = (E, T) es un e. l.c. y 
JV,,(E) ''s una base de vecindades de cero en E formada por conjuntos absoluta­
I/wnt." t:tJ1/.1W:WS . t.enemos que r := {P" : U E No (E ), donde PI' es la seminorma 
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de Minkowski de U} es una familia dirigida de seminonnas para la topología T 
en E. 

Para U E No (E), defiTUJ.mos N(U) := N(p,,) = p;;-I(O), el cual es un sube­
SI}(Lcio cermdo de E, ya que p" es continua. Mostremos que p;;-I (O) = n ~U: 

nEN 

Si ;c E n ~U, entonces x = ~Yn, donde Yn E ~U, para todo n E N. Esto 
nEN 

irnlJlica que p . (x) ~ ~p" (y,,) ~ ~, para todo n E N, por lo que p" (x) = O; es 
decir, x E p;;-! (O). A la inversa, sea x E p;;-I (O); esto significa que P" (x) = O, 
de donde x E pt(-~,~) = {z E E : P" (z) ~~} = ~U, para todo n E N, por 
lo que;c E n ñU. 

nEN 
Consideremos al espacio cociente, que en este caso es de HausdorjJ, E (I') := 

E/N(U), y definamos la nonna: 

11'11" : E,,,) -+ 1R+ U {O}; IIx + N(U)II" := P" (x). 

La wal esta bien definida, pues x+N(U) = y+N(U)si y s6lo si x-y E N(U) , es 
decir, Ip, . (x) - P, . (y)1 ~ P" (x - y) = O, por tanto P" (x) = P" (y). Además, es 
una seminroma por como se defini6, y se cumple que P" (x) = O si y solamente 
si ;c E N(U), lo cual pasa si y s610 si x = [O] . Así, (E,,,>, 11 '11,,) es un espacio 
nonnado. 

De esta manera, definimos a la funci6n cociente can6nica 

<1>, . : E -+ E,,,); x .......... x + N(U) = [x] = <1>" (x), 

" dotamos a E ,,,) con la topología cociente T,,'). Entonces, <1>" es claramente 
unaftlnci6n lineal y afinnamos que es (T, T, ,,») -continua: 

B II .II " = {[x] : P" (x) ~ 1} = {[x] : x E Uf, 

IJor lo que <1>;;-1 (BII .II " ) = U E No (E) . Ahora, llamemos E" ,) a la compleci6n de 

E" .). Entonces, la funci6n inclusi6n E,,,) '-+ E, ,, ) es (T,,,), T,,,) )-continua. De 

donde <1>, . : E -+ E,,,) es una funci6n continua. 

Definición 198 Sea E un e. l.c. Decimos que una funci6n q de E en los reales 
no negativos es UTUJ. q-nonna si satisface lo siguiente 

1. q (>.x) ~ q (x), para todo:¡; E E . 
2. lím q ('!'x) = O, para todo x E E. 

n_OC) n 

:/. q(x+y) ~ q(x) +q(y), Vx,y E E. 
4· q (x) = O ==> x = o. 

Teorema 199 Para todo espacio E = (E , T) , son equivalentes: 

1. E es metrizable. 

2. E es Hausdorff y tiene una base de vecindades de O numerable. 
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:1. Existe una q-normaen E talque T=T{q}' 

Definición 200 Sm E UTl e.v.t. y A un subconjunto de E . Decimos que A es 
¡l1rnJm¡)(lcto si, P'UTI toda vecindad U E No(E), podemos encontmr un subcon­
junto finito !vI de E tal que A e !vI + U. 

En la definición anterior, podemos considerar solamente a U como una 
\"(~ :illdad que está en una base de vecindades de cero en E fija. 

Definición 201 Dado B e E; decimos que B es relativamente compacto en E, 
.,.¡ B es com¡)(Icto 1'11 E. 

Teorema 202 Sea E 1I1t e.v.t. y E su compleción. Pam todo subconjunto A 
,[,. E ,. son equivalentes: 

1. .4 es ¡necom¡)(Lcto en E. 

:!. A cs n :latillamente compacto en E. 

Proposición 203 Sen (Ej)jEJ 
Un .mbc07Üllnto A de nEj 
¡11r:comlJfu:to. Vk E .J . 

tina familia de espacios vectoriales topológicos. 
es precompacto si y sólo si 1Tk(A) e Ek es 

Definición 204 Dada '/I1Ia pareja (E, :::;), decimos que es un conjunto parcial­
""."lI.t" oalenado si E es 1171, conjunto y :::; es tina relacióTl de oreden en E . 

Lema 205 (de Zorn) Sea (E, :::;) un conjunto parcialmente ordenado no vacío, 
si Imla (:(Idena e e1l E tiene una cota superior en E, entonces E tiene elementos 
!I/.(l:úmales. 

A.2. Análisis Funcional. 

Notación 206 A lo largo de todo el tmbajo se usa la siguiente notación. 

1. P07' J:(E,F) denotamos al conjunto de todas las funciones lineales de 
E en F. 

:!. Escribi7Y:mos [(E , F) ¡)(1m denotar al conjunto de todos las funciones lin­
c",les :ti continua.' de E en F . 

Teorema 207 (Shur) Consideremos el espacio (e., 11 ·11.) , y sea (xn) nEN e e •. 
Entonces, :/:" ---> O en 11·11 . si y sólo si Xn ---> O con respecto a (r. 

Definición 208 Sea (E , T) IIn e.l.c. Decimos que (E , T) es de Fréchet si este 
"s 1II.etrizablr' :ti completo. 

Definición 209 Sen (E, ,, T")"E N IIna sucesión inductiva deespacios de Fréchet. 
Eu/.ouces. ",1 límite indllctivo de la familia (E,." T n)nEN lo llamamos un (LF)­
('87UU:io . 



130 APÉNDICE A. PRELIMINARES 

Definición 210 Sea E = (E, T) un e. l.c. y U e E . 
1. Decimos que U es bornívoro si paro todo subconjunto acotado A de E 

e.7:1.ste .x > O tal que A e .xU. 
2. Decimos que tina sucesión (Bn)nE N de conjuntos acotados en E es tina 

81<CF.sión f1<ndamental de conjuntos acotados ( o simplemente f.s.b.) en E si todo 
s1<bconjunto acotado A de E esta contenido en B m , paro algú.n m E N, inclusive 
¡JOdemos asumir que 2B"+1 e Bn. 

:1. Si U es 1<n barril en E y es tal que existe una sucesión (Un)nE N de vecin­
dades (Lbsolutamente convexas y cermdas del origen en E tales que U = n Un, 

nEN 
de.cimos que U es un No-barril. 

Definición 211 Sea E = (E , T) un e.l.c. Decimos que E es No-casi barrilado 
si todo No-barril bornívoro es una vecindad de cero. 

Definición 212 Sea E = (E, T) un e.l.c. Decimos que E es un espacio (DF) 
si tiene una (f.s.b.) y es No-casibarrilado. 

Definición 213 Sea E = (E, T) un e.l.c. Decimos que E es barrilado si todo 
barril en E es tina vecindad del origen. 

Lema 214 Sea E = (E , T) un e.l.c. Entonces E es No-barrilado si y sólo si 
todo subconjunto acotado de (E', b (E', E)) , el cual es la unión numeroble de 
conjuntos E-equicontinuos también es E-equicontinuo. 

Proposición 215 Sea (E, T) tln (DF) -espacio. Si L es un subespacio sepa­
mble de (E, T) , entonces b*(E, E') y T inducen la misma topología en L . 

Lema 216 Sea TI , T2 dos topologías Hausdorff en E. Sea U E No(TI) y 
den.otemos por T~ y T2 a las topologías en U inducidas por TI y T2 , respectiva­
m ente. Entonces 

i) T2 ~ T; => T2 ~ TI 

ü) T; ~ T2 => TI ~ T2 

Observación 217 Sea E un espacio de Banach, reflexivo, no sepamble y T la 
topología de la convergencia uniforme sobre conjuntos acotados sepambles de E'. 
Dado que la bola unitaria cermda de E es débil compacta, (E, T) es un (DF)­
espacio, el cual es la unión de una sucesión de conjuntos débil-compactos pero 
no es cuasibarrilado. En este caso, (E , TI") siempre es barrilado. 
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