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Introduccién

A pesar de la dificultad para determinar el inicio de una nueva rama de la
ciencia, podemos enmarcar el nacimiento del Andlisis Funcional entre finales
del siglo XIX y principios del XX con los trabajos de Volterra sobre "funciones
que dependen de otras funciones", y la resolucién de ecuaciones integrales. Sus
ideas fueron apreciadas rdpidamente por otros mateméticos como Hadamard,
quien introdujo en el tema a varios de sus alumnos, entre ellos: M. Frechét, R.
Gateaux y P. Levy.

Bajo la premisa "nada puede ocurrir en los espacios de dimensién infinita
que no suceda, en efecto, en aquellos de dimensién finita", la intuicién primera
de Volterra no podia estar mds lejos de la realidad. Ciertamente, en dimen-
sién infinita, muchos conceptos fundamentales en An4lisis Funcional como son:
compacidad, continuidad total, convergencia en sus diversas formas, estdn muy
lejos de poderse caracterizar del mismo modo a como se hace en dimensién fini-
ta, donde bastan conceptos elementales tales como: cerradura y acotamiento,
continuidad y convergencia ordinaria, respectivamente.

Justamente algunos aspectos del tema de convergencia son los que desarrol-
lamos en el presente trabajo. En particular, nos interesa estudiar convergencia
en un sentido local, como fue definido por G. W. Mackey. Para esto recorde-
mos que fueron Banach, con sus trabajos en espacios vectoriales normados, y
Frechét, en espacios métricos, quienes sentaron fuertes bases estructurales para
el desarrollo de la teoria de Anilisis Funcional, en particular sobre problemas
de convergencia.

Mas adelante, Schwartz con sus trabajos sobre teorfa de distribuciones dio
un gran salto y puso de manifiesto la necesidad de estudiar espacios vectori-
ales donde el concepto de la convergencia no estd determinada por una métrica
ni caracteristicas muy especificas de las sucesiones, por ejemplo las de Cauchy.
Surgié asi el problema de estudiar la convergencia en espacios vectoriales con
diferentes topologfas no necesariamente metrizables; lo cual aumenté la diversi-
dad y dificultad del tema.

Como hemos dicho anteriormente, nos interesa estudiar condiciones de con-
vergencia en el sentido de Mackey, podrfamos decir, groso modo, que se carac-
teriza a los espacios localmente convexos con una topologia no necesariamente
metrizable, en los que es posible encontrar para cada sucesién nula un subespa-
cio normable que la contenga y su limite también es cero. Hechos similares se
logran para conjuntos acotados. Para determinar cierta familia de espacios que

v



VI INTRODUCCION

satisfacen estas propiedades, en la \ltima parte y principal de la tesis, desar-
rollamos algunos artfculos [G2], [G3] y [G4] que T. Gilsdorf ha publicado sobre
condiciones de convergencia de Mackey en espacios palmeados, obteniendo asi
un compendio de los principales resultados que sobre el tema han aparecido
en los ultimos anos. Incluimos también algunos resultados de Burzyk-Gilsdorf
[B2] y de A. Garcia [G1]. Para desarrollar la teorfa y satisfacer los requisitos
para trabajar con estos artfculos hemos utilizado principalmente los libros de
Jarchow [J1] y Perez-Carreras y Bonet [P1].

El contenido de la tesis estd dividido en cuatro capftulos. El primero con-
tiene conceptos generales sobre espacios localmente convexos necesarios para
el desarrollo de los capitulos posteriores. El segundo capitulo, dedicado a la
teoria bdsica de dualidad es fundamental, pues esta importante herramienta
nos permite trasladar un problema especifico en un espacio localmente con-
vexo, a otro mds fdcil de estudiar, en términos de formas lineales. La dualidad
nos permite también el cambiar la topologfa original del espacio por otra mds
simple cuando tratamos problemas de acotamiento, convexidad, continuidad, y
otros mas. Incluimos varios resultados importantes en la teorfa de espacios local-
mente convexos, como lo son los teoremas de Banach-Mackey, Alaoglu-Bourbaki
y Mackey-Arens, entre otros.

En el capitulo tres estudiamos palmas y espacios palmeados, ambos con-
ceptos establecidos en los anos setenta por M. De Wilde, en su tesis doctoral.
Con estas estructuras, basadas ciertamente en caracterfsticas de los espacios
localmente convexos metrizables, De Wilde obtuvo los teoremas de la Gréfica
Cerrada y del mapeo Abierto -los cuales incluimos en la tesis- con un muy am-
plio grado de generalidad, ademds de un Teorema de Localizacién que, junto
con una condicién de completitud local, serd fundamental para la obtencién
de muchos de los resultados presentados en esta tesis, tanto para propiedades
de regularidad de limites inductivos (también incluidos en este capitulo), como
para la convergencia en el sentido de Mackey.

El capitulo final, que incluye los resultados mds importantes de la tesis, es-
td dedicado a las condiciones de convergencia de Mackey (convergencia répida)
y la estricta de Mackey. La primera propiedad se refiere a que cada sucesién
convergente en el espacio localmente convexo E es convergente en un sube-
spacio normado (de Banach) E,, del espacio E, el cual contiene a la sucesion,
que conserva dicho limite en tal subespacio. Y la segunda se refiere a que la
topologia de cada subconjunto acotado de E coincide con la que hereda de un
subespacio normado E,, de E. Ambas propiedades se estudian en el marco de
espacios palmeados localmente completos y presentamos condiciones necesarias
v suficientes para su cumplimiento.



Capitulo 1

Espacios Localmente
Convexos

Durante mucho tiempo se observé que diferentes dreas de las matemdticas
como el Algebra Lineal, la Teorfa de Aproximacién, Ecuaciones Diferenciales,
etc., compartfan problemas con caracterfsticas comunes y propiedades similares.
La Inisqueda de un modelo concreto para poder plantear tales problemas y darles
solucién peneral llevé a estudiar conjuntos abstractos con ciertas caracterfsti-
cas comunes, que se deben cumplir con algunos axiomas de estructura, dando
origen al concepto de espacio. Es asf, teniendo ya un espacio con una estruc-
tura especial, se obtuvo en algunos casos, un método m4s general y simple para
dar solucién a algunas de las cuestiones que se habian planteado, desarrollando
una teorfa general aplicable en casos concretos; un caso especial es cuando ya
se tenfa desarrollada teorfa para espacios normados y espacios métricos, dando
origen al Andlisis Funcional, una rama abstracta de las Matemadticas.

El Andlisis Funional juega un papel importante en las ciencias aplicadas, asf
como en las matemédticas mismas, ya que esta rama estudia espacios con ciertas
estructuras algebraico-topolégicas y muchas veces la teorfa desarrollada para
estos espacios puede aplicarse a problemas analiticos.

Existen diversos espacios de gran interés en Analisis Funcional: los espacios
de Hilbert o de Banach por ejemplo. Ahora bien, al querer aplicar resultados
obtenidos para espacios de Banach, nos podemos encontrar con espacios que no
cuentan con las mismas caracteristicas que estos, entonces necesitamos pzdir
que se cumplan menos condiciones y encontrar resultados mds generales. Es
asi como podemos establecer diferentes conjuntos de axiomas y diversificar los
espacios sobre los que se estd trabajando. Si por ejemplo, en el campo de los
mimeros reales R, con su topologfa usual, se cumple que una sucesién es de
Cauchy si y sélo si es convergente, pero en general en espacios arbitrarios esto
no es cierto; incluso, en otros casos, se utilizan otras condiciones de convergencia
(ue 110 necesariamente estan relacionadas con esto. Ya con los espacios métricos
y observando las carateristicas y propiedades que cumplen este tipo de espa-
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cios, se pudo construir otro tipo de espacios, determinados por la relacién que
existe entre su topologia y la de los espacios Métricos, llamados espacios local-
mente convexos; en este Capitulo se incluye, ademds de los conceptos basicos,
propiedades de tales espacios y algunas herramientas que se necesitardn mds
adelante.

1.1. Nociones bdésicas.

En muchos problemas de Andlisis, no sélo se estudia una funcién o un
operador, sino colecciones de estos. Muchas veces estas colecciones resultan ser
espacios vectoriales sobre el campo de los miimeros reales (R) o complejos (C),
en nuestro caso nos interesardn principalmente los espacios vectoriales sobre el
campo C de los mimeros complejos, a no ser que especifiquemos lo contrario.
Por otro lado, en ocasiones necesitamos que tales espacios esten dotados de al-
guna topologia para poder hablar continuidad, acotamiento,etc.; y en otras mds,
tenemos que conjuntar las dos ideas creando asf un espacio vectorial topolégico.

Al hablar de espacios vectoriales topolégicos consideraremos dos estructuras;
una algebraica de espacio vectorial (para hablar de transformaciones lineales) y
otra topolégica (para hablar de continuidad). Estas dos estructuras deben ser
compatibles; es decir, se tiene un espacio vectorial con una topologia asignada
que hace que las operaciones de suma y producto por escalares sean continuas.

Definicién 1 Un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.) es una pareja (E,7),
donde E es un espacio vectorial sobre los reales (R) o los complejos (C):
T e¢s una topologia en E, tal que la suma de vectores y la multiplicacion por
escalares son funciones continuas, es decir:

(fa) +:ExE—-E

(z,y)—z+y es conlinua.
(b)) -:CxE—E é RxE—-E
(A z) — Az (A z) — Az es continua.

Donde las topologias sobre Ex E y Cx E (R x E) son las topologias
producto.

En lo que sigue, siempre consideraremos a £ como un espacio vectorial
topolégico de Hausdorff.
Notacién : Dados A,B C E, A€ C y z € E. Denotaremos por:

i) M :={la:a € A},

i) A+zi={y+z:y€ A},

i) A—B:={z—y:z€ A, ye B}, y
w) A+ B:={x+y:2€ A,y B}
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Observemos que si a € R, entonces «(A + B) C aA + aB; pues dado
we a(A+B), w = a(r+y) paraalgunos z € A, y € B, entonces
w=qax+ay € ad + aB.

Nota: Debido a que mds adelante hablaremos de distintas topologfas
asociadas a un mismo espacio E, y para especificar la topologia que se estd
utilizando, si no es evidente, en lugar de decir que un subconjunto V de E es
abierto (cerrado, compacto, etc.) con respecto a la topologia 7 dada en E
diremos que es T-abierto (7-cerrado, T-compacto, etc.) en E; o bien, que es
abierto (cerrado, compacto, etc.) en (E, 7).

Veremos ahora algunas propiedades de los conjuntos abiertos y cerrados, las
cuales nos serdan de gran utilidad posteriormente.

Lema 2 Sea (E,7) wun espacio vectorial topolégico. Para z, € E, V C E
abterto (cerrado), A\, € C\ {0} y A C E; tenemos las siguientes propiedades:

1. wx,+V es abierto (cerrado).
2. AV es abierto (cerrado).
a4 A+V es abierto.
Demostracién.
(1) Esta afirmacién se debe a que la funcién
fiExE—E ; (z,y)— —-xz+y
es continua, pero también lo es, para z, € E fijo, la funcién
i:ESExE
dada por i(z) = (z,, z), para todo z € E; asf la funcién
foi:E—E; yr— —z5+y

es continua y como V es abierto (cerrado), tenemos z, + V = (foi)~ (V)
es abierto (cerrado).

(2) Efectivamente, pues la funcién
f:CxE—-E ; (Az)— A\
es continua y, por otro lado, la funcién
j:E->CxE
definida como j(x) = (A;',x), también es continua, por lo que la funcién
foj:E—-E

queda definida por (foj)(x) = A; 'z, es continuay asf A,V = (foj)~'(V),
de donde A,V es abierto (cerrado) si V' lo es.



4 CAPITULO 1. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS

(3) Probaremos que A+ V es abierto si V es un subconjunto abierto de E.

La razén de esto es que A+ V = |J (x4 V) y, como se sabe, unién de
zEA

conjuntos abiertos es abierto y por (1), z + V es abierto en (E,7), asi

que también loes 4 + V.

[ ]
Notemos que muchos de los espacios de funciones o sucesiones habitualimente
manejados en Andlisis son espacios vectoriales topolégicos.

Ejemplo 3  (a) (C",||ll;) donde ||-||; es la norma usual [Iizllz = (‘Z":]Isc;l"")2

es un e.v.t. Para probarlo basta utilizar las propiedades de norma.

Estos espacios con cualquier otra norma equivalente a la anterior, por
ejemplo ||z|| = lr}:t;ig; |z:i| , son espacios vectoriales topoldgicos.

(b) Sea K wun subconjunto compacto y denotemos por
C(K)={f:K — C| f es continua},
C(K) es un espacio vectorial y le podemos dar la topologta generada por
Ifll = sup|f(t)| . Con la cual C(K) resulta ser un espacio vectorial
tek

topoldgico normado. Observemos que la norma estd bien definida pues K
es compacto y f es continua, por lo que el supremo existe.

(¢) Denotemos por (X,{,p) wun espacio de medida. Para 1 < p < o

consideremos al espacio vectorial sobre C.

Lo(p)={f: X >C|f es Q-medibley [|f|”dp < oo}
X

4
con la seminorma definida por |f|, = (f Fild d,u) . Definimos por
X

Ly(p) al espacio cociente obtenido de L,(u) identificando a las fun-
ciones iguales casi dondequiera, f; = fo a.e.(fi(z) # fa(z) < 2 € B,
y B tiene medida cero). A este conjunto le podemos dar la topologia

generada por la norma: "f”p = |fll, (f € [f] = f) inducida por la

seminorma anterior. Con esta topologia normada, L, (i) es un espacio
vectorial topoldgico.

(d) L™ es el espacio de funciones medibles escencialmente acotadas; es decir,
de funciones tales que |f(x)] < A para casi todo xz. Consideremos

f: X = [0,4+00]

donde f es medible y denotemos por S al conjunto de nimeros reales
foeR: pu(f'((a, +o0])) =0}.
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SiS#W seaf=infS, ysiS=W, sea §=+00. Como
o0 1
7 @ = O 5 (64 3, 400])

y la unidn numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero, se
tiene que 3 € S. A B se le llama el supremo esencial (sup-es) de f. En
L™ daremos la norma definida por ||f||,, = sup-es|f(z)|.

Notemos que, por las observaciones anteriores, |f(z)| < A para casi todo
xe X siysolosid>|f]-

Definicién 4 Sea A un subconjunto de E.

(a) Decimos que A es convezo sitA+(1—t)AC A paratodo 0 <t <1 (en
otras palabras, pedimos que tx + (1 — t)y € A para todo par z,y € A y
todo t € 0, 1]).

{b) A es balanceado si «A C A para todo a € C tal que |o] <1 (es decir,
para todo z € A y a€C tal que |a| <1, tenemos que ax € A).

{¢) A es absorbente si para cada z € E emiste o >0 ftal que Az € A para
todo A € C con |\ < «a (de otra manera, Vz € E, 35 > 0 tal que ¥
[t] > s se tiene que x € tA).

(d) Denotaremos por conv(A) (bal(A)) a la envolvente conveza (balanceada)
de A, es decir al convero (balanceado) mds pequenio que contiene a A.

(¢) Por absconv(A) denotaremos al conjunto absolutamente convezo, es decir
balanceado y co 0, mds pequerio que contiene a A y la llamaremos la
envolvente conveza y balanceada de A.

Obsérvese que si tenemos una funcién lineal, esta preserva la convexidad y
manda conjuntos balanceados en conjuntos balanceados. Notemos ademds las
siguientes propiedades de los conjutos convexos y/o balanceados.

1. E es convexo, balanceado y absorbente.

2. Si AC E es convexo (balanceado) y A € C, entonces AA es convexo
{balanceado).
Es ficil ver que estas dos afirmaciones se cumplen.
a) Si A es convexo, dados z, y € AA existen 1z, € A tales que

@ = Ar; y y = Ay por lo que , por la convexidad de A, para
cualquier t € [0,1],

te+ (1 —t)y = t(Azy) + (1 — t) (A1) = Mtz + (1 — t)y) € AA.

b) En caso de que A sea balanceado, para cualquier elemento z de
AA existe a; € A tal que x = Azry; es asf como para todo a € C
con |a| <1, ax=a(Ax;) = AMaz;) € AA.
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3. En general A+ A # 2A, por ejemplo si consideramos
A={(z,y)eR*:y=0y -1<z<1,6 z=0y —-1<y<l1},

obtenemos que A+A={(z,y) eR?:-1<z<1y -1<y<1}#24.

A
Y

Fig. 1 2A Fig.2 A+A

Sin embargo, si A es convexo, se tiene que A+ A = 2A. Mejor aiin,
sV +tV = (s +t)V paratodo s,t€ R*, siempre que V sea convexo.

La contensién (s + t)V C sV + tV siempre se da. Por otro lado, si
= € sV + tV, entonces existen z,y € V' tales que z = sx 4 ty; se sigue
que

(s+t) lz=(s+t) Wsz+ty) =(s+t) ‘sz + (s +t) tyeV

por ser V convexoy (s+t)"ls+(s+t)"'t =1; por lo tanto z € (s+t)V.
Finalmente cuncluimos que (s+t)V = sV +tV.

4. Si A y B son convexos, también loson A—B y A+ B. Como un
caso particular, dado que {z} es convexo, para todo z € E,z+ B es
convexao.

Demostracién. Sean a; +b,a; by € A+ B y t€ |0,1]. Entonces
tlay £by) + (1 —t)(az £ b)) = ta; £ thy + (1—tlag £ (1 -t} =

[tay + (1 — t)ag] £ [thy + (1 —t)by] € A+ B.

De donde A+ B es convexo. m
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. La cerradura de un conjunto convexo (balanceado) es convexo (balancea-
do).
Demostracién. Sea B C E convexo (balanceado). Siy,z € B, t € [0,1]
(A € C tal que [A < 1) podemos elegir (:-:&”) y (xff)) dos
€A wEA

o

"

redes en B tales que IE.” convergea Yy ¥y zd converge a = en E.

Entonces tz{! +( lwt):\:ff) (.\:x:g,l} , respectivamente) converge a ty+(1—t)z
(converge a Ay) por la continuidad de la multiplicacién por escalares y

la suma de vectores. Ademds, (t:cg,l) +(1- t)zg )) . ((/\xg,”) ), es
aEA aEA
una red en B, por tanto ty+ (1 -t)z € B, [.\y € 3} ]

6. Interseccién de conjuntos balanceados (convexos) también es balanceado
(convexo).

7. Si AC E es absorbente o balanceado, entonces 0 € A.
Demostracién. Esta afirmacién es fécil de ver.

Si A es absorbente, como 0 € F existe 0 < a = 2, por ejemplo, tal que
A-0=0€ A siempre que |A| < a.

Si A es balanceado, para todo escalar X talque [A|<1,0=X-0¢€ A.
n

8. Si A es absorbente y = € E, entonces = + A no necesariamente es
absorbente. Un claro ejemploen R™ es Bi(0)={y e R": |ly| €1} ¥
x=(2,2,..,2), x € R", pero 0¢ z+ B;(0).

Este ejemplo también nos sirve para ver que:

9. Si A es balanceado, para z € E arbitrario, z + A no necesariamente
es halanceado.

10.
11. conv(A)=({BC E: AC B, B convexo}.
12. bal(A)=N{C c E: Ac C, C balanceado}.

Interseccion finita de conjuntos absorbentes es absorbente.

Ejemplo 5 Algunos ejemplos de conjuntos balanceados, convezos y/o absorbentes

SOTL

(a) Todas las bolas abiertas de radio € > 0 con centro en 0, B.(0), son
convezas, absorbentes y balanceadas en E = R"™, en general esto es vdlido
si E es un espacio normado.

(b) Todas las rectas 1 en R® y R* que no pasan por el origen son convezas,
no balanceadas y no absorbentes.

(¢) Toda recta en R? y R® que pasa por el origen es balanceada y conveza
nero no absorbente.
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Decimos que una topologfa T sobre un espacio vectorial E es invariante bajo
traslaciones (homotecias) si todas las traslaciones (homotecias) son homeomor-
fismos.

Recordemos que una vecindad de z en un e.v.t. (E,7) es un subconjunto
V de E tal que x € V, y existe U abierto con z € U C V. Definimos por
N, (E,7) o simplemente por AN,(E), si no se presenta confusién, a la familia
de vecindades de 0 en E, con respecto a la topologia 7. Si AN, (E,7) es
la familia de vecindades de cero, ahora la familia de conjuntos a + U, donde
U € N, (E,1), es la familia de vecindades de a, para cualquier a € E; a esta
familia la denotamos por AN, (E) o por MN,(E,7) para especificar, si es
que es necesario, con respecto a que topologia estamos trabajando. Con esto
obtenemos que la estructura topolégica de E estd determinada por la base
de vecindades del origen. Para el siguiente resultado, primero observemos que,
por el lema (1.1-2), si U es una vecindad de 0,y A€ C\{0},0€ AU yes
también una vecindad de cero.

Teorema 6 Sean E un en.t., a € E y N, (E) la familia de vecindades de a.
Entonces:

I No(E)=a+N,(E).
2. VeN,(E) y VcV, implican Vj € N, (E).

3 VisVayo Vi €N (E) = () Vi €N, (E).
i=1

4. VEN, = IWEN,(E) tal que W+W V.

V € N, (E) es invariante bajo homotecias.

=

&

Toda V € N,(E) es absorbente.

=

Ezxiste un sistema fundamental de vecindades balanceadas del origen; es
decir, para toda V € N, (E) existe W € N,(E) balanceada tal que
WcV.

Demostracién. 1) Para cada a € E, la traslaciéon f : E — E dada por
f(x) = r+a es un homeomorfismo vista como funcién de E en si mismo. Esto
se debe a que es continua, y si f(z) =2 +a =y, entonces f~!(y)=z=y—a;
por tanto f es una funcién uno a uno en E y ademés la funcién f~! essu
inversa, la cual es continua.

La contensién N, (E) D a + N, (E) se tiene ya que, dada U € N, (E),
existe U’ € N,(E) abierto tal que U’ C U y por tanto, a + U’ es abierto,
ver el lema (1.1-2), y a € a+ U’ C a+U. A la inversa, sea V € N, (E),
entonces existe V' € N, (E), abierto, con V D V' =a+ (—a + V’). De donde
—a+ V' esabiertoy como a € V', 0 = —a+a € (—a+ V') tenemos que
—a+V' eN,(E) y —a+V'C —a+V =U;asi U € N, (E), por lo tanto
V =a+U paraalgin U € N, (E).
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2) Sean V y V; como en las hipétesis. Entonces existe U € N, (E) abierto
tal que U € V, por tanto U C Wi, es decir, V; € N, (E).
3) Como Vj, Vi, ...,V € N, (E), se tienen Uy, Uy, ...,U, € N, (E) abiertos

n n
tales que U; C V;, paracada 1 <i <n. Entonces [ U; C Vi ¥y 0 esun
=1

i=l1 i

puito del abierto () Us. Por lo tanto [ V; € N, (E).
j=1

i=1
4) Para todo V € N, (E) podemos encontrar U € N, (E), abierto, tal que
U c V. Ahora. consideremos la funcién continua

+:ExE—-E

definida por (x,y) — 2+y. Entonces, (+)~'(U) es abiertoen ExE, por lo que
existen V), Vi € N, (E) abiertos tales que Vi x Vo C (+)7" (U), esto implica
que V) +V, C U. Por otro lado, tomemos W := VinWan(-W)N(=V2);0e W
v W es abierto, ya que cada uno de los conjuntos que se estdn intersectando
lo es. Por lo tanto W € N, (E) vy es abierto. Ahora, como W C V;,V, ,
W+WcWV+VacU; ademds W =—W por construccién.

5) Efectivamente, (por el lema 1.1-2-(b)) si U es abiertoy A€ C, AU es
abierto v si ademds U € N, (E), AU € N,(E) pues A-0=0€U.

Por tanto, si V € N, (E), elijamos U € N, (E) abierto tal que U C V,
entonces 0 € AU C AV, donde AV € N, (E).

G) Sea V € N, (E). La funcién

():CxE—E , (\Mz)— Az

es continua para todo A€ C y z € E.

Sea & € E. Por la continuidad de la funcién (-), se puede considerar £ > 0
y U € N, (E) tales que (-)(Be(0) x U) C V; es decir, Az € V siempre que
|A] < £. De aqui que V' es absorbente.

7) Sea V € N, (E). Por (4), podemos encontrar W, € N, (E) tal que
Wy + 11y ¢ V. Como la multiplicacién por escalares es continua, existen d >0
v Wy € N, (E) tales que aWy C W, si |a| < 6. Tomando a

W :=U{aW : |a] < 4},

se obtiene un conjunto balanceado, ademds W € N, (E) y
WocWwW,cw,+W,CcV. m
Podemos ver que el reciproco de este Teorema también es vilido. De esta
manera se puede caracterizar a los espacios vectoriales topologicos por medio
de la base de vecindades de 0, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 7 Sea E un espacio vectorial, denotemos por o(E) al conjunto de
partes de E. Supongamos que existe una funcion

[E— p(p(E))
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donde f(a) = N, (E). Ast, Nu(E) es una coleccién de subconjuntos de E.
Supongamos ademds que N, (E) satisface las propiedades 1-7 del Teoremna an-
terior (1.1-6). Entonces existe una tinica topologia tal que para toda a en E, N, (E)
es exactamente la familia de vecindades de a, y esta topologia hace a E un e.v.t.

Demostracién. Mostremos que en efecto la topologia 7, para la cual N,(E)
es la base de vecindades de a siempre que a € E, hace a E un espacio vectorial
topoldgico.
Tomemos N,(E) la base de vecindades de cero. Como valen las propiedades
1-7 del Teorema (1.1-6), Na(E) = a + N,(E) paratodoa€ E.
1) +:ExE—E
(z,y9) = x+y es continua con la topologia producto:

Sea (2,,o) € E x E. Para ver que (+) es continua en (z,,y,) recordemos
que cumple (4) del Teorema (1.1-6).

Sea V, € N: 4y, (E) abierto, esto implica que Vo, = z, + y, + V para
algiin V € N,(E) abierto. Sea W € N,(E) abierto tal que W + W c V.
Observemos que si z € ,+ W yy € yo + W, entonces

T+yET A Y+ W+WCa,+y+V =V,
con esto (+) ((zo + W) x (yo + W)) C Vo; por tanto (+) es continua en
(%61 Yo)-

2) Para demostrar que la multiplicacién por escalares es continua, sean A,un
escalar en C y z, € E, es decir (A,,z,) € Cx E.

Sea V, € Ny, z,(E), entonces existen V,U € N,(E), U balanceada, tal que
Vo, =Aote+V,y U+ U C V. Por ser U absorbente, existe ¢ > 0 tal que
(A= As) e € U si |A— As| < €. Asi, tenemos que

Ay € Mo +U C Az +V =V,

siempre que |A — A,| < €. Por otro lado, como N,(E) es invariante bajo
Liomotecias uV € N, (E), para cada p € C tal que 0 < |p| < 1. De modo
que, como |A,| + & > 0, podemos elegir n € N tal que

= 1 n
[ = |ul™" = (m) 2 Ao + €.

Notemos que |u|" < 1y [A — A} < |A = Xo| < ¢, de donde
[Al <&+ [Ao] < lul™5
por lo que |A| || = |Ap™| < 1. 1]
Sea W = U € N, (E). Como U es balanceada, si (z—2,) € W tenemos

" (x — x,) € U, de [1] tenemos como consecuencia que A (z —2,) € U.
Ahora, Ax = Az + (A = Ap)ze + A(z — m,), por tanto

A E Mo+ U+U C Mz, +V =V,
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es decir B.(A) x (z, + W) C V,. Asf la multiplicacién por escalares es
continua con la topologia producto.

Por lo tanto (E,T) es un espacio vectorial topolégico con la topologfa 7
generada por {N,(E)}ack-

Alora veamos la unicidad. Sea 7/ una topologia para la cual N,(E) es la
hase de vecindades de a en E. Sea U € 7, entonces para z € U existe V € N,(E)
tal que V C U por lo que U € 7' y de esta forma 7 < 7'. De manera andloga
obtenemos que 7' < 7. m

1.2. Espacios Localmente Convexos

En esta seccion hablaremos de la clase de espacios vectoriales topolégicos que
niis nos interesardn, llamados espacios localmente convexos. Como sabemos,
las propiedades que tienen los espacios métricos facilitan el trabajo en muchas
cuestiones; ademds, si se generalizan algunos resultados a veces es necesario que
los espacios en los que estamos trabajando conserven propiedades similares a
las de los espacios métricos.

Los espacios localmente convexos estdn estrechamente ligados con las semi-
normas, que son funciones que conservan, excepto una, las propiedades que tiene
una norma, por lo que mantienen cierta relacién con los espacios métricos.

En esta seccién daremos la definicién de seminorma y después se verd la
relacién que existe entre estas y los espacios localmente convexos, junto con
otras propiedades de dichos espacios.

Definicién 8 Sea E un espacio vectorial sobre C. Una seminorma en E es
una funcion

p: E—[0,00)
tal que:
(i) pla+y) <plz)+ply), z,y€ E (subaditiva).
(1) p(Azx) = |Ap(x) ,x€ E y A€ C (lineal positiva).

Veamos alora una seminorma que serd de gran utilidad en la teorfa de
espacios localmente convexos.

Proposicién 9 Sea (E,7) unewvt y V € N,(E), V abierto, balanceado y
convero. Entonces eriste una tinica seminorma p en E tal que

V={zeE:p(z) <1}

Demostracién.
Sea V € N, (E), como en las hipétesis y p = p,,, donde

p = p,:E—-RYU{0}
@ — mf{t>0:t7'z eV}
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esta funcién es la " Funcional subaditiva de Minkowski de V"; p estd bien
definida ya que, al ser V' absorbente {t > 0: t~'z € V} # #; por otro lado,
p(x) >0 para todo xz € E.

Para probar que p es una seminorma, veamos que cumple las condiciones
(i) ¥ (i) de la definicién (1.2-8):

(i) Recordemos que como V es convexo, se tiene que (s+¢t)V = sV + ¢tV
para todo s,t € R*. Ademads,

plz)=inf{t>0:t7'zeV}=inf{t >0:z€tV} y

ply)=infl{s>0:s"'yeV}=inf{s>0:z€sV};

entonces dado € > 0 existen A.,A; > 0 tales que:

A £ p(J:)+§ con A'zeV  (zeAV), y

A < p(y)+g con AlyeV  (yeV).

Sesigueque A+, < p(x)+p(y)+e vy (z+y) € MV AV = (A +As)V,
lo cual implica que (A +A,) " (z+y) € V.

Teniendo en cuenta que p(z+y) = {t > 0: ¢t (z+y) € V}, y que
plr+y) < A+ A;, obtenemos  p(z+y) < A+ A, < p(x) +p(y) +€;es
decir, p(z +y) < p(z) + p(y) + € para todo € positivo.

De aqui que p(z+y) < p(z)+p(y), Vz,y € E. Por lo tanto p es subaditiva.

(71) Probemos ahora que p es lineal positiva.
Notese que si A es balanceado y |a| < 1, entonces oA C A.

Seanz e E y acC.
a) Sia=0, ar=0, conlo que p(az)=p(0)=0.
“p(az) =0=0-p(z) = |al p ().

b) Si a#0,entonces |a| >0 y |a|p(z) = |ofinf{t >0:t" 'z eV} =

inf{lajt >0:t"'z € V} =inf{la|t > 0: ala| 'tz € ala| ™' V}
=inf{lo|t > 0:ale|/ 'tz eV} =inf{s>0:as"'zeV}=
plaz).

En cualquier caso, p(az) = |a|p(z), Vo € E. Asf, p es una seminorma.
Solo falta verificar que V = {z € E: p(z) <1} y que p es tnica.

Primero demostremos que V = {z € E : p(z) < 1}:

Para esto, sea x € E tal que p(z) < 1, entonces se puede elegir 0 < < 1
con t='x € V, pero por la convexidad de V, como z = t(t~'x) + (1 -t)0, z € V.
De donde, {z € E:p(z) <1} C V.
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A la inversa, sea y € V arbitraria. Para esta y fija consideremos
¢:(0,400) = E

definida por ¢(t) = t~'y para cada t. La continuidad de ¢ la tenemos de
que la funcién t — t~! es continua en (0,+00) y de las propiedades de espacio
vectorial topolégico. Por estas razones, al ser V abierto

e V) ={t>0:t7yeV}

también es abierto. Por otro lado, dado que y € V, tenemos 1 € ¢~ '(V); por
tanto existe € > () talque 1—¢ € ¢~ (V) (esdecir,1—c € {t>0:t"'ly e V})
v como p(y) = inf{t > 0:t" 'y € V}, obtenemos que p(y) <1—¢ < 1. De
aqui concluimos que y € {z : p(z) < 1}. Asf, V C {z € E : p(z) < 1}; en
cousecuencia V = {x € E : p(z) < 1}, como se querfa.

Por iiltimo, veamos que efectivamente p es tnica con la caracteristica ante-
rior.

Supongamos que existe q: E — [0,+400) tal que

{freE:plx)<l}={ye E:qly) <1}
Entonces,
freE:plx)<r}={ye E:q(z) <r}, (1]

para cualquier r > 0. Sea z € E y a = p(x). Por definicién de p(z), tenemos
que para toda d > 0, p(z) < a+4,ypor (1] g(z) <a+d, V& >0.En
consecuencia ¢ (x) < a = p(x).

De la misma manera se puede concluir que p(z) < g(z), para todo z € E.
Por lo tanto p(x) = q(z), paratodo z € E. m

Observemos que en esta demostracion, para garantizar que p es una semi-
norma, solamente se necesité que V fuera un conjunto absorbente, balanceado
v convexo. Asi, para cualquier conjunto absorbente, absolutamente convexo se
puede definir una seminorma en E.

La proposicién anterior es de suma importancia, ya que en cualquier espacio
vectorial se puede definir una topologfa usando una familia de seminormas, de
la siguiente manera:

Sea E un espacio veciorial y {p, }aes una familia de seminormas en E,
donde I es un conjunto de indices. Definimos B, , = (r"pn}_l (-1,1) =
(p,)""(=r,r) ={a:p,(x) <7} paratodo ae ] yparatodo r >0 y
tomamos N, (E) de manera que V € N, (E) siy sélo si existen ay,...,0, € T

Y rpeenry € RY tales que [ Ba, . C V. De esta forma, es fdcil determinar
i=1
a N, (E) como =+ N, (E).
n
Notese que B,,, € N, (E) y por consiguiente () Ba,.,, € N, (E).
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Definicién 10 Sea E wun espacio vectorial topoldgico, diremos que E es un
espacio vectorial topoldgico localmente convexo (e.v.t.lc. o simplemente e.l.c.)
st el origen tiene un sistema fundamental de vecindades convezas (es decir, para
toda V € N, (FE), existe U € N,(E), U convezo tal que U C V).

Los espacios localmente convexos se caracterizan por medio de las seminor-
mas. Esto lo veremos en el siguiente Teorema, donde utilizamos las seminormas
de Minkowski asociadas a los conjuntos abiertos, balanceados y convexos como
se construyé en la proposicién (1.2-9).

Teorema 11 Sea (E,7) un ev.t. E es un elc. si y sdlo si existe {p }, _.
una familia de seminormas que determinan a 7.

Demostracién.
Veamos primero que dado un espacio localmente convexo podemos dar una

familia de seminormas que determinan la topologfa.

Como E esune.l.c. sea B, una base de vecindades del origenen E formada
por conjuntos abiertos, balanceados y convexos, por tanto absorbentes. Por la
proposicién anterior, (1.2-9), dada B € B, existe una iinica seminorma p,  tal
que

B={z:p, (z) <1}
Consideremos {p, } ses,; esta es una familia de seminormas que determinan la
topologfa original en E.

Por otro lado, si {p,}aca es una familia de seminormas en E que deter-

minan su topologfa, tomemos a

B, ={x:pa(a) <1} =(ps) "' (-1,1)

para cada a € A. Estos conjuntos son abiertos, balanceados y convexos. Pero
la familia de seminormas anterior define la topologfa en E; es decir,

n
M={NeB,, i€ >01<i<nneN}
i=1 8

es una base para la topologia 7 en E. Notemos que cada uno de los elementos
de M son también abieros, balanceados y convexos. Por tanto E es un espacio
localimente convexo. m

Ejemplo 12 (a) Al espacio C™([a,b]) de funciones reales o complejas in-
finitamente diferenciables en [a,b] le asociamos la topologia generada por
las seminormas

P (f) = sup | O (2) |
a<t<b

para cadam = 0,1,2,...; donde f (m) denota la m— ésima derivada, y para
m =10 ala funcién f. Por el Teorema anterior, y con esta topologia, el
espacio C™ ([a,b]) resulta ser un e.l.c.
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(b) Si S es un conjunto cualquiera, consideremos el espacio vectorial de todas
las funciones reales o complejas sobre 5. A este espacio lo podemos dotar
de una topologia de e.l.c., la topologia de la convergencia puntual, que estd
determinada por las seminormas:

p(f)=1f ()

para cada t € S. Con la cual resulta ser un e.l.c.

1.

(¢) A cualquier espacio vectorial le podemos dar una topologia de e.l.c. t
do la topologia que tiene por base de vecindades del origen a todos los sub-
conjuntos de E balanceados, convexos y absorbentes. Esta es la topologia
mis fina de e.l.c. que se puede dar en un espacio. Con esa topologia todas
las seminormas resultan ser continuas y el espacio resulta ser de Haus-

dorff.

Lema 13 Sea E un elc. Si p y q son seminormas en FE, entonces son
ciuivalentes: -

(a) p(z) <q(z) ,V2€E.
(B) {z€ E:q(z) <1} C {x € E: p(z) <1}.
() plx) <1 si g(x)<1.
() fxreE:qx) <1t C{xreE:p(z) <1}
() p(x) 1 si g(x) <1
(d) {x€ E:q(x) <1} C{z € E:p(2) < 1).
(d') p(x) 1 si g(zx) <1

Demostracién.

Claramente tenemos (b) <= ('), (¢) <= (¢), (d) <= (d’) y ademds, (a)
implica cualquiera de las afirmaciones.

(d)=(a). Sea 2 € E, y supongamos que ¢(z) = a. Si £ > 0, entonces

q ((t‘r+£]_l.?.') =(a+e)la<l,

de esta manera
1> p((a+£)_] 'L') =(a+e) " p(z).

Asique p(z) < o+ = q(x) + ¢, siempre que £ > 0. Por lo tanto p(z) < q(z),
para todo x € E. De aqui que (d)==(b) y (d)==(c).

Resta probar (b)==(d) v (c)==(d).

( by==(d). Si q(x) < 1, entonces p(x) < 1. De manera que p(z) < 1, como
se queria,

(¢)==>(d). Si g(x) < 1, g(x) < 1; por tanto p(z) < 1.

Con esto concluimos la demostracion. m
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Proposicién 14 Sea E unewt. Si f: E — C es una funcional lineal, no
constante cero, entonces son equivalentes:

(@) f es continua.
() 3U € N,(E) tal que f(U) es acotado en C.
() N(f) es cerrado.

(d) N(f) no es denso en E.

(€) f es continua en 0.

(f) x+— |f(z)| es una seminorma continua.

Si E esunelec y F={p,: E = R* U{0}}aca es una familia de
seminormas que definen la topologia en E, entonces las condiciones anteriores
son equivalentes a:

(g9) Ezisten p ,p,,....p, € F y escalares positivos a,,a,,...,a, tales que

f@I< S ap, @), Yeek.

Demostracion.

(a)==(b). Sea & > 0; de la continuidad de f, existe U € N, (E) tal que
U C f~'(B:(0)). De esto concluimos que f(U) C Bc(0); ast que f(U) es
acotado en C.

(b)==(e). Sea & > 0. Sabemos que existen M >0 y U € N, (E) tal que
[f(y)] < M paratodo y € U. Entonces |f(z)| < 1 para todo z € U.
Por tanto, |f{§r)| < § siempre que z € #U. Es asf como f(557U) C B.(0),
donde 35U € N,(E). Concluimos que f es continua en cero.

(e)==(a). Seac >0 y A€ C. Veremos que f~!(B,()\)) es abierto en
E. Para el caso en que f~' (B, ())) =¥, es trivial; por lo que se puede suponer
que fV(B. (X)) #0. Sea =z € f~'(Be (X)), consideremos Bs (f(z)) C Be(\)
con 4 = min{[f(z) - Al,e —|f(z)=Al} siflz)# X yd=¢ si f(z)=A
Sabemos que f~'(Bs(0)) = f~' (Bs(f(z)) — f(z)) y por ser f continua en
cero, existe V € N, (E) abierto tal que f(y) € Bs(0) siempre que y e V.
Definamos al V' := 2+ V. Sea z € V', ntonces z —z € V y por tanto
f(z) = f(z) = f(z — z) € Bs(0); es decir V' C f~'(B.(A)), con V' € N, (E)
abierto, como se necesitaba.

(e)==>(c). Es inmediato, ya que {0} escerradoen C,y como f es continua
N(f)= f~'({0}) es cerradoen E.

c)=>(d). Como N(f) escerradoy f no es la constante cero, entonces
N(f)=N(f) S E. Por lo que N(f) no puede ser denso en E.

(d)==(D). Como N(f) no es denso (f # 0), existe z, € E\N(J), entonces

0 € —x,+ E\ N(f) el cual es abierto. Por este motivo, existe U € N, (E)
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balanceado tal que U C —z, + E \ N(f). De modo que z,+ U C E\ N(f);
entonces  f(x, +y) #0 para todo y € U. Ademds, como f es lineal

flwo) # = f(y) = f(-v).
Afirmamos que |f(z,)] es cota para f(U): Supongamos que no, entonces

existe = € U tal que |f(z)| > |f(z,)| > 0; de donde Jﬁ%ﬁl < 1. Como U es
balanceada, si definimos a = 1}‘(‘;)1 para y = az se tiene que

f(y) = af(=) = f(20)-

Por lo tanto f(x,) = f(z) para algin z € U, lo que es una contradiccién. Asi
concluimos que f(U) es acotada.

(a)<=>(f). Claramente se da, como f es lineal y ademds continua, |f| es
una seminorma y también continua, donde la vecindad que nos sirve para |f|
e5 la misma que para f. De manera andloga, si | f| es una seminorma continua,
f también es continua.

(f)<=(g). Es claro que (g) implica (f), por la continuidad de las semi-
normas. Sélo nos restaria probar (f)==(g). Por hipétesis, como |f| es una
seminorma continua en E, tenemos |f|™ (B, (0)) € N,(E); es decir, existen
PraPos o fPn €EF ¥ @y, a9,...,0, € RT tales que

.-é,(“"P-')"' (B1(0) C IfI7" (B1(0)).

Pero
1] =1 n
(Son) @) c Awn) @O BO) ¥

Sap i E—[0,00)
i=1

n
es una seminorma continua en E, en consecuencia (3 aip;) "' (B1(0)) es abier-

=

n =1

to y (Zn.—pi) (By(0)) € |fI”"(B1(0)). Por el lema anterior (1.2-13),
i=l

f@) < Eoip(z) Yrek. m

Corolario 15 Toda funcional lineal f: E — C continua manda acotados en
acotados.

Demostracién.
Es imuediata de la proposicién anterior incisos (a) y (b). m

Definicién 16 Sca (E.7) un ewnt. y AC E. A es acotado (T-acotado) si
pare cualquier V€ N, (E) eriste a € RY tal que A C aV.
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Esta definicién equivale a que pidamos que dado V € N, (E) existe a € R*
tal que A C AV para todo A € C tal que |A| > a.

Notemos que en C" esta definicién coincide con la definicién de conjunto
acotado que ya conocemos. Ademds, se tiene que cualquier vecindad de ) en E
absorbe a todo acotado, lo cual es natural.

Por ser un poco diferentes a lo que usualmente tenemos en R™ daremos
algunas propiedades de los conjuntos acotados.

Proposicién 17 Sea E une.lc. Si A B C E son acotados, entonces:

a) Todo subconjunto de A es acotado.
b) A es acotado.

¢) p- A es acotado para todo u € C.
d) AUB es acotado.

e) A+ B es acotado.

f) conv(A) es acotado.

Demostracién.

a)Sean C C A y V € N,(E). De la definicién de acotado, existe o« > 0
tal que C C A C aV, que es lo que se pide.

b) Sea V € N, (E), como E es un espacio vectorial topolégico existe una
base fundamental de vecindades cerradas de 0, asf que existe W € N, (E) tal
que W escerradoy W C V. Porser A acotado, para W existe a >0 tal
que AC aW. Y alser W cerrado A C aW y por lo tanto A C aW C aV,
de donde A es acotado.

¢) Puesto que A es acotado, para toda V € N,(E) existe a € Rt tal
que A C aV. Entonces pA C paV = a|p| V. Luego basta que tomemos, para
la vecindad V vy el conjunto uA, el real positivo a|p|.

d) SeaV € N, (E). Como E esune.v.t. existe W € N, (E), W balanceado,
talque W C V. Sia; y az son dos mimeros reales positivos tales que A C oy W
y B C asW entonces, si denotamos por a al méximo de o, y ag, tenemos
que AC aW y B C aW, por consiguiente AU B C aW C aV. Finalmente,
de aqui se deduce que AU B es acotado.

¢) Sea V € N, (E), por el mismo argumento que el inciso anterior, existe
W e N,(E), W balanceada tal que W + W C V. Si aj,a; € R tales que
Ac oW y B C a;W, definamos como « al mdximo entre «; y asg,
ACcaW y BCaW. Asi, A+ B C aW +aW = a(W + W) C aV. Por lo que
A+ B es acotado.

f) Demostremos ahora que conv(A) es acotado. Por ser A acotadoy E
un el.c., para toda V € A, (E), existe W € N, (E), W convexo, W C V tal
que A € oW para alguna o > 0. Pero

conv(A) =tA+ (1 - t)A C t{aW) + (1 — t)(aW).
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Ademds, como W es convexo, también lo es aWW. Asf pues, tenemos
aW(t+(1—t))=aW CaV y conv(A) C (aW)(t+(1-1)) = aW C oV,

de modo que conv(A) es acotado.
Esto completa la demostraciéon. m

Proposicion 18 Sean E un ewv.t. y AC E. A es acotado si y sdlo si para
cualquier sucesion (2, )nen en Ay cualguier sucesion (an)nen en R que
tiende a cero, la sucesion (o, %, )nen converge al origen en E.

Demostracién.

Supongamos que A es acotado y que (z,)nen €s una sucesién contenida en
A. Sea (a,)nen una sucesion de mimeros reales positivos que tiende a cero y
sea V € N, (E). Entonces existe W € A, (E), W balanceado, tal que W C V.
Sea e RT tal que A C aW, dicho « existe por ser A acotado.

Para 3 € R talque 3 > o existe ng € N tal que a, < ‘% paran > ng por
n convergente a cero. Entonces, como a,f <1 y W es balanceado,

aBW CWcCV

ser (ay), c

para todo ng < n por lo tanto a,x, € V, siempre que n > ng; es decir,
(tuitn ), en converge al origen en E.

Supongamos ahora que A no es acotado, entonces existe U € N, (E) tal que
#A G U paratoda § € R*. Sea n un entero positivoy = 1. Entonces existe
x, € A tal que %:}:,, ¢ U. De esta manera, para cada n € N obtenemos z,, y
podemos formar la sucesion (xn)nen de elementos en A tales que (%-’L‘,.)neu
no converge al origen en E y sin embargo (1)nen converge a cero. m

Recordemos que uno de los principales resultados de Anélisis Funcional, el
Teorema de Hahn-Banach (ver W. Rudin [R3],3-3.3, pdg. 57), nos garantiza que
cualquier funcional lineal definida en un subespacio Y de un espacio localmente
convexo E, se puede extender a todo el espacio de manera lineal y continua;
ademds podemos separar por medio de una funcional a cualquier subespacio
cerrado de E de cualquier punto en E que no esté en dicho subespacio; es
decir, podemos encontrar un hiperplano donde dicho subespacio esta contenido,
pero no al punto. Ahora veremos que también lo podemos hacer para algunos
subconjuntos de un espacio localimente convexo, por lo que tenemos los siguientes
resultados para tales espacios.

Antes de seguir con la demostracién de nuestro préximo resultado, recorde-
mos que en C, para cualquier complejo z tenemos que z = Re z — i Re(iz); asi,
dadlo un espacio localmente convexo E para cualquier funcional lineal f : E — C

f () = Re(f(x)) - i Re(i(x)) = Re(f(x)) — i Re(f(iz)).
Ademds, Re(f) : E — R es una funcién R-lineal y continua.

Teorema 19 Sea E un e.l.c. real, F un subespacio de E, f € F' y p una
senunorma en E tales que  f(x) < p(x), para tedo x € F. Entonces eriste

fe E tal que f lk=f ¥ ‘f(1)| < p(z), vz e E.
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Demostracién.

Tenemos que f(y) < p(y), siempre que y € F. supongamos que F es un
subespacio propio de E. Sea x, € EAF y F, = F + {Az, : A € R}, el cual es un
subespacio de E tal que contiene propiamente a F. Notemos que si y + Az, =
y' + Na,, donde y,y’ € F y A\, X' € R, obtenemos que (A — X))z, =y —y € F,
esto iltimo implica que A = X' y y = ¢/. Por tanto, cada = € F, puede ser
expresado de manera tnica en la forma z = y + Az,,cony € Fy A€ R.

Sean 1, y2 € F. Consideremos

f)+f)=Ffln+w)<pln —zo+v2a+3,), ¥

Py — %o +y2 + 2o) < p(y1 — o) + ply2 + o) ,

ast que f (y1) — p(v1 — %o) < p(¥2 +To) — f(v2)-
De esto se sigue que

sup{ f(y) —p(y—z,) :y € F} <inf{p(y +2,) — f(y) :y € F}.
Entonces, existe a € R tal que
sup{f(y) —ply—x,):y€ F} <a<inf{p(y+x,) — fly) :y € F}.

Sea ﬁ,(y + Ax,) = f(y) + Aa, para cada y € F, A € R. Claramente, f; es una
funcional lineal en F, y es tal que f, |r= f. Ademds, de la definicién de a, para
caday € F y A € R, tenemos que

foly+2z.) = A(f(A7'y) +2,) S (A 'y +20) = p(y+2z0), ¥

Joly = 2z0) = A(f (A'y) —20) < M (V' = 20) = p(y — Azo),

asf que f, (z) < p(x), siempre que z € F. -1

Ahora, mostremos que f se puede extender a todo E: Sea F la coleccién de
todas las funcionales lineales g tales que el dominio de g es un subespacio de F
que contiene propiamente a F', la restriccién de g en F es f, y g esta dominada
por p.

Definamos el orden < en F como sigue: Dadas gy, g2 €F, g1 < g2 si y s6lo si
el dominio de g, es un subespacio del dominio de g2 y g, es la restriccion de g2
en el dominio de g;. Asi, cada cadena no vacia C en F tiene una cota superior, en
efecto, si consideramos la funcional lineal cuyo dominio G es la unién de todos
los dominios de los elementos de C, y para el cual definimos § : G — R dada por
§(x) = g(x), para cada 2 € G, y donde = € Fj el cual es el dominio de g, para
alguna g € C, y por construccién § también va a estar dominada por p. Asi, por
el lema de Zorn, F tiene maximal, digamos f, y con esto sélo falta verificar que
f tiene como dominio a E. Supongamos que M C E es un subespacio propio y
que ademss es el dominio de f. Sea x € E\M, entonces siguiendo con el mismo
procedimiento para la construccién de f, (como en [1]), podemos encontrar

fi:M+{z:2eR} >R
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tal que f, [ar= f. De donde obtenemos que fi |r= f |r=f y F est4 contenido
propinmente en M + {Az: A € R} ¥ fl (y) < p(y), siempre que y € M + {Ax :
A € R}, lo que contradice que f; sea maximal con estas caracterfsticas. Asf, f
tiene como dominio a E. =

Observemos que en el Teorema anterior podemos pedir que |f (z)| < p(z),
para cada x € F, yaque —z € F y —f(z) = f(—xz) € p(—=x) = p(z). Este
tiltimo Teorema se conoce como el Teorema de Hanh-Banach en su versién real,
el cual utilizamos para demostrar el Teorema de Hanh-Banach pero ahora para
Ia version compleja.

Teorema 20 (Hanh-Banach) Sea E un e.lLc. complejo, F un subespacio de
E, f € F' y p una seminorma en E tales que |f(z)| < p(z), para todo x € F.

Entonces existe f € E' tal que f |[p=f y If{z)' < plz), Yz € E.

Demostracién.

Consideremos Re(f) = f,, la cual es una funcional R-lineal y es tal que
fo(y) < ply), para todo y € F. Del Teorema anterior podemos encontrar fo :
E — R, funcional lineal tal que f,, |r=Re(f)y f,, (z) < p(x), para todo z € E.
Definamos f (x) = f, (z)—if, (iz). Sea 2 € E, entonces existe a € C con |a| = 1

tal que |f(.1:}| = af(z). Asi, |f(:|:)| = f(az) = j:,(cr::) < plaz) = p(z). Con
esto concluimos la demostracién del Teorema. =

Teorema 21 Sean E un el.c. y U C E abierto, no vacio y convexo, que no
contiene al origen. Entonces existe F : E — C tal que

N(F)nU = .

Demostracién.

Supongamos que E es un espacio vectorial sobre C. Entonces E también es
un espacio R-lineal, fijemos o € U ysea B =a20—U. Dedonde B € N, (E)
abierto y convexo. Por la proposicién (1.2-9), existe una seminorma p, : E = R
tal que B={x € E:p, (z) < 1}. Como 0 ¢ U, z, ¢ B, asf que p, (z,) > 1.

Sea Y = {ax, : a € R} y definamos f, : Y = R por f, (az,) = ap,, (z,).

Si o > 0, entonces f, (az,) = ap,, (z.) = p,, (ax,); si «a < 0, se tiene
que f, (ax,) = ap,, (2,) < a <0< p, (az,). Por lo tanto, f, < p, en ).
Entonces podemos aplicar el Teorema de Hahn-Banach, asi existe una funcional
linealy f: E—=Rtalque f |[y=f, y f<p, enE.

Alora, si @ € U, entonces 2, —x € B y f(z,) = f(z) < pg(z, —xz) < 1.
Por lo que f(x) > f(x,) =1 = p, (2,) =1 2> 0 paratodo z € U. Y de esta
wanera, N(f)nU =0

Si F(x) = f(x)—if(iz), entonces F es una funcional C-lineal y f =ReF". Con
esto F(z) =0 siy sélosi f(z) = f(ix) = 0; es decir, N(F) = N(f) N (iN(f)).
De donde, N(F)NU =§. =

Si consideramos la misma construccion de f en la demostracién del Teorema
anterior, tenemos:
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Corolario 22 Sea E un ele. y U C E abierto, no vacio y convero, que
no contiene al origen. Entonces, existe f : E — R linela y continua, tal que

N(f)nU = .

Observemos que si f : E — R es una funcién R-lineal, y A € E es un
conjunto convexo, entonces f(A) es un subconjunto convexo de R, de hecho, toda
funcién lineal mantiene la convexidad. Ademds, bajo las mismas condiciones y
con otra hipdtesis, se tiene que:

Lema 23 Sea E un el.c. Si f: E — R es una funcién continua R-lineal, no
identicamente nula, entonces f(A) es un intervalo abierto siempre que A sea
un subconjunto de E abierto y convero.

Demostracién.

Si A C E es convexo, entonces también lo es f(A). Para ver esto, con-
sideramos y, = € f(A) donde y = f(z1) y 2z = f(z2) con z,22 € A, se
sigue que si t € [0,1], al ser f una funcién lineal y como tz; + (1 —t)z, € A,
ty+ (1 —t)z = tf(z1) + (1 = 1) f(z2) = f(tz1 + (1 — t)x2) € f(A).

Sea x € A. Como A es abierto, existe un intervalo (s, t) tal que el segmento
de recta de s a tx estd contenido en A. Sea v = f (x);entonces por la linealidad
de f tenemos que (sv,ty) C f(A). Por lo tanto f(A) es abierto. m

Se puede ver que la linealidad de f es una condicién necesaria; por ejemplo,
la funcién constante 1 es continua pero la imagen bajo esta funcién de cualquier
subconjunto abierto no-vacio en £ no es abierta.

Teorema 24 Sea E esunelc.y A, B C E convexos ajenos. Si A es abierto,
entonces eriste una funcional lineal continua f : E - R y a € R tal que
fla) < a paratodoa € A y f(b) > a para todo b € B. Si B también es
abierto, entonces se puede encontrar f como antes, con f(b) > a para toda
he B.

Demostracién.

Ya que R es subconjunto de C y hereda las propiedades de la multipli-
cacién por escalares sobre E, ademds es cerrado bajo la suma y la multiplicacién
usuales, podemos suponer que E es un espacio vectorial localmente convexo
real. Sea G = A—B = {a—b:a€ A,be B}; G es convexo y ademds es abierto,
pues G = |J (A—0). Més aiin, como ANB =, 0 ¢ G. Por el corolario anterior

LEB
(1.2-22), existe una funcional lineal f : E — R tal que N(f)NG = @. Por lo

cual f(G) es convexoy 0 ¢ f(G). La convexidad nos garantiza que, como f es
continua, f(z) >0 V€ G 6 f(z) <0 Vz € G; sin perdida de generalidad,
supongamos que f(z) > 0 para todo z en G. Entonces,sia € A y b€ B,
0 < fla—b) = f(a) — f(b); es decir, f(a) > f(b). Elijamos a € R tal que

sup{f(b) : b€ B} < a < inf{f(a):a € A}.

Con esto obtenemos lo que se queria.
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Si ademds B es abierto, se tiene que f(A) y f(B) son intervalos abiertos,
asi que:
fle) <o size B,y f(z) > a siempreque z € A. m

Corolario 25 Scan E un elec. y AC E convezo. Entonces, para todo ele-
mento w2 de E\ A, eriste f : E — R lineal y continua, tal que f(x) ¢ f(A).

Demostracidén.

Sea U € N,(E) abierto y convexo tal que (z +U) N A = i). Por el Teorema
anterior, existe f : E — R lineal y continua, tal que f(z + U) N f(A) = @. Pero
f(x+U) es abierto (ver lema 1.2-23), mejor atin f(z +U) € Njy(;)(R). m

Teorema 26 Sean E une.lc.y A,B C E cerrados, converos y ajenos. Si B
es compacto. entonces existen f: E — R, lineal y continua, y a € R tal que
fley<a< f(y), Vxe A, ye B.

Demostracién.

Como en la demostracién del Teorema anterior (1.2-24), podemos suponer
que E es un espacio localmente convexo real. Sea i una base de vecindades
abiertas absolutamente convexas del origen en E. Como B es compacto, A es
cerrado y AN B = 0, podemos encontrar yy,y2,...,yn € B vy Uy, Us, ..U, € U

tales que B © U(‘u,+U}CE\A y (i +3U;)NA=0 V1 <i<n. Asi

(wi +2U]H(A+U.j =W, V1 <i<n;enefecto, si x € (y; +20;) N (A +U;),
entonces x = y; + 25 = a+w; pa z,w; € Up y a € A, por lo que
a=y +2z —w, zuw €lU; y a€ A;asi a € y; +3U;, llegamos a una
contradiccion. ;

Definimos U := (| U;, entonces (A +U)N (B +U) = @, ya que si

i=]
wx€(A+U)N(B+U), implicaque z=a+y=0b+2 con ac A,beB y
.z €U, entonces a=b+:—yeb+2UCy+3U; pa. 1l1<i<n; locual
es una contradiceion.
Por otro lado, A+ U y B + U son abiertos, convexos, no vacios y ajenos,
entonces (por Teorema (1.2-24)) existen f : E — R lineal y continua, y o € R
tal que f(x) < < f(y) Ve ACA+U, ye BCB+U. m

Corolario 27 Sean E un e.lc. y A,B C E cerrados, convezos y ajenos, con
B compacto. Si A es balanceado entonces, existe una funcién g : E — C, lineal
i continua, tal que

sp lg(z)| < ;gg lg(w)| -

Demostracién.
Como se cumplen las hipétesis del Teorema (1.2-26), sean f : E - R y
o & R como en el Teorema anterior. Como A es balanceado, si 2 € A, —z € A,
entonees | f(x)| < a, Vo € A. En particular, & > 0, y sup |f(z)| < a. Por otro
TEA

lado. ev < [f(y)]. Yy € B, y B es compacto; entonces a < infyep |f(y)|. Si E
es i espacio vectorial sobre R, hagamos g = f, y se tiene lo que se pide.
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Si E es un espacio vectorial sobre C, sea f : E — R como en (1.2.26).
Definamos g(x) = f(x) — if(iz), y recordando que A es balanceado, ix
también es un elemento de A, Vz € A, de donde |f(iz)| < a, Vz € A. Asi

2a% > (f (2))* + (f (i2))* = |g(2)*, Vz € A.

Por lo tanto, |g(z)| < V2a, Yz € A.

Ademds, para cualquier z en B se tiene que |f(z)| > «, y |f(iz)] = a.
De donde |g(y)I* = |f(¥)I* + |£(iy)* = 21f(v)I* > 20, para todo y € B.
De esta manera, |g(y)| > v2a para todo elemento y de B. Por lo que
V2a < ylgg |lg(w)|, por ser B cerrado. Concluimos que

:“G'fz lg(z)| < ,}'éfs lg(w)l -
]

Corolario 28 Sea E e.l.c., A un subconjunto no vacfo, absolutamente convero
de E. Entonces, para todo y € E\ A, existe f : E — C, funcional lineal y
continua, tal que f(y) > 1 y |f(z)] <1, Vz € A.

Demostracién.
Sea B := {y}, claramente B es compacto, entonces se cumplen las hipétesis
del corolario anterior, al aplicarlo obtenemos

g: E—C,

lineal y continua tal que
sup |g(z)] < |g(v)| -
TEA
Para tal funcién g, sea sug lg(z)] < B < |g(v)|. Entonces, para f = A 'g
T
tenemos lo que se pide. IE
Hasta ahora hemos construido los espacios localmente convexos, ademds de
dar algunos resultados importantes para estos; pero si tenemos un espacio lo-
calmente convexo E, nos podemos preguntar si dado un espacio cociente de E,
con respecto a alguno de sus subespacios, le podemos asignar una familia de
seminormas y dar una topologia localmente convexa que esté relacionada con la
estructura de E.
Sean E = (E,7) localmente convexoy F C E un subespacio cerrado, esto
es, un subespacio lineal y cerrado con respecto a la topologia 7. Denotemos, como
se hace usualmente, al espacio cociente de E sobre F' como E /F y definamos

x:E—E/F

via la regla 2+ w(x) =: [z] = z + F, la funcién cociente y denotemos por 7
la topologia cociente en E /F, donde U € T si y sélo si existe V € 7 tal que
a Y U) =V (ver Apéndice A-proposicién (A.1-195)).
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Proposicién 29 Sea E un e.l.c. y F un subespacio cerrado de E. Sea T' una
Jamilia dirigida de seminormas en E que definen la topologia 7. Entonces la
familia T’ de todas las seminormas

p:E/F - R
definidas por w(x) — inf,ep p(x+y), p €T, definen la topologia cociente 7.

Demostracién.
Veamos que en efecto la funcién

p:E/F =R

via la regla 7(a) — 1:51}'_ plxz +1y), donde p € I', es una seminorma:
¥

(i} Mostremos que p saca escalares positivos. Sean [z]€ E/F y A€ C.
Para el caso en que A =0, se da trivialmente pues 0 € F, y asi

0= p([0]) = p(Alz]) = inf p(Az +y) = inf p(y) = 0 = Ap([z]).
vEF yEF
En otro caso tenemos
PA]) = inf p(Az +y) = inf p(Az + Ay) = inf p(A(z +)),
pero por ser p una seminorma en E, se sigue que

inf p(Ae +y)) = inf [Alp(z +y) = |Al jgip(x +y) = |Al p([z]).

Por lo que p(A[z]) = [A] p([]), para todo [z] € E/F ytodo A€ C.
(ii) Nos falta ver que p es subaditiva, es decir, satisface la desigualdad del
tridngulo. Sean [z], [z] € E/F,y A€C, ast:

Al + 1) = e+ =) = il pl(z+32) +9) = inf pla + 2 +2y)

inf p((z+y)+ (2 +y)) = (+)
veEF
pero, como p es una seminorma en  E, siempre se da
plr+y+z+y) <ple+y)+p(z+y), Yye F.
Eutonces
= x & <i x i = p(| p([=])-

(+) = inf pla+y+2+y) < inf pla+y)+ inf o= +y) = p((=]) + A([=])
De esto obtenemos que
A=) + [2]) < p(l2]) + ([=])-

Ademids, por definicién, al ser p una seminorma, p es no negativa. Con esto
concluimos que o definida asi es una seminorma en E/F.
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Llamemos 77 a la topologia generada por la familia de seminormas r
abtenida como arriba. Ahora, observemos que pow : E — R y que tenemos
pom(x) < p(x), Vxe E, Vp e I'. Entonces para € > ( arbitrario se cumple:

p~(Be(0)) € (pom) ™" (Be(0)).
De modo que
(p™!(Be(0)) € m((pom) ™! (Be(0))) = ™" (B (0)).

Conesto 7 <7 en E/F.

Para la otra contensién, sea W € N,(E/F,7). Elegimos pel y €>0
tales que [z] € W si p(z) < &; usando que T’ es una familia de seminormas
dirigida. Consideramos ahora, V € N,(E/F,T¢),

Vi={|z] € E/F: p(|z]) < e}

Dado [z] € V, p(z +y) < &€ para algin y € F; es decir, [z] = [z +y] € W,
para algin y € F. Estoes, VC W,y W € N,(E/F, 7). En consecuencia
Ff=71ren E/F. m

De aqui tenemos como consecuencia el siguiente resultado.

Proposicién 30 Sea E un e.l.c. y F es un subespacio cerrado de E, entonces
E/F es un el.c. con respecto a la topologia cociente.



Capitulo 2

Dualidad

Iniciaremos ahora el estudio de la dualidad, una herramienta que sirve para
tratar de transferir un problema del espacio, el cual puede ser muy dificil, a uno
que usa sélo propiedades lineales, con lo cual puede ser mds facil.

Gracias a la dualidad podemos reemplazar a la topologia original por una
niis simple cuando se trate de problemas de convexidad, continuidad o aco-
tamiento, entre otros. Una de las topologias mds importantes que cumple con
esto es la topologia débil, la cual es mds facil de manejar debido a que tiene
propiedades lineales, heredadas de las formas lineales con las que se construye.
Las construcciones bésicas de esta topologia recaen en los conceptos de polar
v bipolar; los cuales introduciremos en la segunda seccién de este capitulo. De-
spués seguiremos con algunos conceptos y resultados importantes de la topologia
débil, con lo que podremos dar topologias més fuertes o mds débiles con respecto
at la topologia original y asi obtener resultados importantes en dichas topologfas.

2.1. Dualidad y Topologia Débil.

En lo que sigue consideraremos a E y F' como espacios vectoriales topolégicos
sobre el campo de los mimeros complejos C, a menos que se diga lo contrario;
ademis definiremos por |[fi, f2, ..., fx] al conjunto de combinaciones lineales de

Jrl‘f‘)-. weey fn—l ¥ .lfl’!'

Definicién 31 Una dualidad es una tripleta (E,F,B), donde E y F son
espacios vectoriales y B : E x F — C es una forma bilineal no degenerada; es
decir, satisface las siguientes dos condiciones:

(i) Si B(ax,f)=0 paratodo f € F, entonces x = 0.
(ii) St B(a. f) =0 para todo x € E, entonces f = 0.

En este caso divemos que E y F - estdn en dualidad, 6 (E, F) es una pareja
en dualidad.

27
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También, de la definicién, podemos decir que para cualesquiera dos elementos
distintos xy,29 € E existe f € F tal que B(zy, f) # B(xa, f); es decir, F
separa los puntos de E. De manera andloga, E separa los puntos de F.

Notacién : Escribiremos (z, f) enlugar de B(z, f), ysi E y F estdn en
dualidad usaremos (E, F) para referirnos a tal dualidad.

Ejemplo 32 Definamos por E*={f: E — C: f es lineal} al dual algebraico
de E. Si E es un e.v.t., con la topologia 7; su dual topoldgico es

E'={f:(E,7) = C: f es lineal y continua} = (E,7)’.
Cuando no haya posibilidad de confusion, escribiremos E' en lugar de (E,7)’.
Observemos que E' C E*, asi tenemos:
(n) Para todo espacio vectorial E, la forma bilineal canénica
(,):E*XE—C

bajo laregla (f, z) — (f,z) =: f(z), es no degenerada. Por tanto tenemos
la dualidad (E* E), y también (E,E*} es una dualidad con la forma
bilineal

() :ExE*=C; (x,f) — (. f) = (f,2) = f(=).

Demostracién.

i) Si (f,2) =0 paratodo f € E* entonces f(z)=0 paratodo f € E*
pero esto pasa si y sélosi x = 0.

Para ver esta afirmacién, notemos que es inmediato que si z = ) tenemos
que (f,z) = f(z) = 0, para toda funcién f : E — C lineal. A la inversa,
dado = € E, x # 0, podemos definir la funcional lineal f, : E — C dada
por fr(Az) = A, para cada A € C y extendemos la funcién a todo E de
manera lineal, por lo que si x # 0 existe una funcién lineal f : E — C tal

que (f,x) # 0.
ii) (f,z) =0,Vz € E = f =0, de la definicién de (f, z).
Asi (E,E*) y (E* E) en efecto son dualidades. m

(b) Dado E = (E, T) un espacio localmente convexo, la siguiente forma bilineal
es 1o degenerada:

() E'xE—=C; (f,z)— (f,z) = f()
Por lo que (E',E) es una dualidad, y de la misma manera que en (a),
(E.E') también es una dualidad.

Demostracién.

Aqui la condicién (iz) se cumple sin ningiin problema, pero la parte (i) se
da si y sélo si E es de Hausdorff:
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Sea x € E, x # 0. Si E es de Hausdorff, {0} es convexo y cerrado en E,
v por el corolario (1.2-25) existe f, : E — R lineal y continua tal que
fol) & fo({0}) = {0}; si consideramos f (x) = fo(x) — i f,(iz) obtenemos
que f(x) # 0, lo cual implica que existe f : E — C lineal y continua tal
que (f,x) # 0. Por tanto si (f,z) =0, Vf € E’, entonces z = 0.

Alora, supongamos que (f,z) = 0, Vf € E' si y sélosi z = 0, y de-
mostremos que es de Hausdorff. Sean z, y € E, 2 # y, asi a —y # 0
y existe f, € E' tal que f,(z —y) # 0, de donde f, (z) # fo(y). Sea
e > 0, tal que B, (f,(z)) N Be(fo(y)) = ¥. Como f, : E — C es con-
tinua, tenemos que f; ! (B, (f.(z))) v £, (Be(fo(y))) son abiertos en
E,x € 7' (B (fo(2))) ¥y y € £ (Be (fo (y))), ademds por construccién
£ (B (fo (2))) N £ (Be (fo (y))) = 9. De donde E es de Hausdorff.

Asi, como en un principio se dijo que solé trabajaremos con espacios vec-
toriales topolégicos de Hausdorff, tenemos que en efecto (E, E') y (E', E)
son dualidades. m

Usaremos a (b) como ejemplo particular, para mostrar que en una duali-
dad (E, F, B) arbitraria la eleccién especial de la forma bilineal B no es muy
importante: esto explicar4 el uso de "dualidad"en la definicién anterior.

En efecto, por (ii) de la definicién (2.1-32), la funcién lineal

Y: F — E*

definida como f — B(f,-) =: ¥, es inyectiva. Donde, dado (z, f) € E x F,

(f,2) = B(f,2) = (9,,3).
De esta manera, B es justo la restriccién de
(,}):E*xE—-C
en F x E si identificamos a F con ¢ (F'). De la misma manera, la funcién lineal
p: E— F*

via la regla @ — B(-,x) =: ¢ es inyectiva, debido a que se cumple (i) de la
definicién (2.1-30), y donde ¢ : F — C estalque ¢ (f)=(f, z).

Si ahora identificamos a E con ¢ (F), entonces B es la restriccién en Fx E
de la forma bilineal canénica

()i Fx F*=C;5 (f,9)— 3(f)

De manera que cuando hablemos de dualidad siempre consideraremos implici-
tamente a F como un subespacio de E*, y a E como un subespacio de F*.

Observacién : Cabe senalar que si (E, F) es una dualidad, entonces induce
las funciones: vy ¢ paracadax € E, f € F definidas arriba.
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Si (E, F) es una dualidad, probaremos que la dualidad puede ser descrita
de manera que a E se le puede dar una topologia 7 lc. tal que F = (E, 7).
Aunque esta topologfa no necesariamente es tinica. Para la construccién de tal
t.o‘!?oiog[a, notemos que podemos considerar a E como un subespacio lineal de
CF.
Definicién 33 La topologia que E hereda de la topologia producto de CF
la denotamos por o (E,F) y nos referimos a esta como la topologia débil en
E  con respecto a la dualidad (E,F). Esta topologia es localmente convera
y de Hausdorff. Ademds, claramente la podemos identificar como la topologia
mds débil, o que tiene menos abiertos, en E gque hace continuas a todas las
funciones

¥, E~C; ¥,(@)=(.f)

Andlogamente definimos la topologta débil en F, o(F,FE).

Observemos que si E es un espacio localmente convexo, la topologia débil
en E, denotada por o (E, E'), es la topologfa definida por la familia de semi-
normas {p! :fe E‘}, donde p (z) = [(z,f)|. De la misma manera, para
E’ la topologia débil, o (E’, E), es la topologfa definida por las seminormas
{p, : x € E}, definidas por p_(x) = |(z, f)|. Por lo que un subconjunto U de E es
o (E, E')-abierto si y sélo si para todo z, € U existene >0 y f, fa,...., fu € E'
tales que

N{ze E:|(z—=, fi) <e}CU.
k=1

Una caracteristica particular de la definicién anterior es que F' es un sub-
espacio del dual topolégico de (E, o (E, F)). Para probar que en realidad F es
su dual topolégico necesitamos el siguiente lema, por lo que dadas fy, ..., fn € E*
definimos por |fy, fa, ..., fu] al espacio lineal generado por { fy,..., fu}.

Lema 34 Sean fy, fa,..., fu € E* arbitrarias. Entonces f € [fy, fa, ..., fu] si
y solo st n N(fi) c N(f).

Demostracién.
Una de las implicaciones es clara, ya que si f € [fi, fa,..., fa), tenemos

f=mfitafot+..+anfn
n
donde ¢, ..., e, € C arbitrarios. Por tanto, para cada = € (| N(f;), f(z) =0.
i=!

Asi obtenemos: ﬁ N(f:) € N(f).

Para el reciproco supongamos, sin perdida de generalidad, que {fi, fo, ..., fu}
es linealmente independiente, es decir quesi 1 <k <n,

ﬁmm¢gwmy
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Por lo que existe y, € (] N(f;) tal que y & () N(fi), paracada 1 <k <n.
iEk i=!

De miodo que f;(yx) = 0 para j # k, pero fi(uk) # 0. Sea 2x = [fi (us)] i
Entonces fi(ax) =1y fi(z) =0 si j#k.
Alora, sea f como en las hip6tesis.

Sea y=ux— Y fi(z)z;, siempre que x € E, esto implica que

=1

) = fi(z). - {:1 fi@)f () =0.

De donde f(y) = 0. Por tanto

n

0= f(z) - gf.-(:c}f(x.-) = f(x) - 3 e fil®), con o = f(zi);

n
(ue equivale a decir que f= 3" a;f;.
i=1
De esta manera concluimos la demostracién del lema. =
Teorema 35 Sea (E,F) una dualidad, entonces F = (E,o(E,E")).

Demostracién.
Dada f € F, le podemos asociar la funcién

B(f,.):E—C

definida por f(x) = B(f,z) = (f,z), que es una funcién lineal ¢ (E,F)-
continua. Por lo que basta que probemos la contensién (E,o (E,F))' C F.

Observemos que (E,o(E,F)) es un espacio localmente convexo, con la
familia de seminormas

Fo={v,:E—-C|y (2)=|f(z)| , Vze E; f€ F}

que generan la topologia.
Supongamos que f € (E,o (E, F))'. Asf, por la proposicién (1.2-14), eli-
jamos fi, fo,... fu € F ¥y ay,00,...,a, € RT tales que

/(@) < & o, () = z1 o ()]

i=

para todo x € E. De donde F] N(f:) € N(f), y por el lema anterior (2.1-34),

=1
fefi.fanfu] ¥ [fisfaeeny fu) C F, por ser espacio vectorial. Finalmente,
con esto concluimos que f € F, como queriamos. m

Corolario 36 Sean (E.F\) y (E,F,) tales que F) C Fy. Entonces
a(E,F)<o(E F).

La igualdad se da s1 y solo si Fy = F.
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Demostracién.
Sea U € N,(E,o (E, F)); es decir, existen fy, fa,..., fn € F1 ¥ €1,62,...,€n

reales positivos tales que [,"] 71 (B..(0)) C U. Pero fi, fa, ..., fa € Fy, entonces

i=1
U e N,(E,o(E, F)). Lo que demuestra que efectivamente
o(E,[,)<o(E,F).

Por otro lado, si F} = F; claramente se da la igualdad.
Supongamos ahora que o (E, F;) = o (E, F;). Entonces

Fi\=(E,0(E,FR)) =(E,c(E F)) =F.
Portanto Fi =F;. m

Corolario 37 Sea E es un e.l.c., entonces
E'=(E,6(E,E")) y E=(FE' o(E' E)).

Notemos que para cualquier espacio E = (E,7),dada U € N,(E,o (E,E"))

existe un nimero finito de funcionales fy, fa,..., fn € E' y ay,09,...,a, € R*
n

tales que () aif'(B1(0)) € U, pero aif'(B1(0)) € No(E,T), por ser cada

fi T-continua. Por lo que U € N,(E, ).

Asi 7, la topologia original de E, es m4s fina que la topologia débil, o (E, E'),
a la cual nos referiremos simplemente por ¢ en caso de considerar a la dualidad
{E,E").

Dada una dualidad (E, F), podemos identificar a F' con un subespacio de CE.
De esta forma podemos definir la topologia débil o (F, E) en F con respecto a
(E, F). Por simetria, cada una de las afirmaciones anteriores tiene su andloga
para o (F, E).

Es bastante peculiar que una topologia débil sea completa. Esto es una
consecuencia de la siguiente proposicién.

Proposicién 38 Sea F un subespacio de E*, el dual algebraico de E. Entonces,
la forma bilineal candnica
() :FxE=C

¢s no-degeerada si y sdlo si F' es denso en (E*, o (E* E)).

Demostracion.

Si F es denso en (E*,o(E*,E)) y z € E es tal que (f,x) =0 para
todo f € F, entonces x = 0, por la o (E*, E)-continuidad de z, vista como una
funcional lineal en E*.

Para ver que se cumple (ii) de la definicién de forma bilineal no degenerada,
supongamos que (f,z) = 0, para todo x € E. Entonces f(x) = 0, para todo
x € E yclaramente f=0.
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Inversamente, supongamos que la forma bilineal
(\): FxE—C; (fiz)— (f,z) = f(z)

es no degenerada y demostremos que F es denso en (E* o (E* E)). Por
contradiceion; es decir, supongamos que F no es denso en (E* o (E* E)); en
otras palabras F G E*. Sea g € E*\F. Por Hanh-Banach se puede elegir = € E
tal que (f,2) =0, paratoda fe€ F,y (g,z) # 0. De aqui que z # 0, lo cual
es una contradiccién a la parte (i) de la definicién (2.1-30).

Por lo tanto F es denso en (E*,o(E* E)). m

Proposicién 39 Sea (E, F) una dualidad. Entonces, (E,o (E, F)) es completo
sty solo st E=F*

Demostracién.

Consideremos a (F*, o (F*, F)) como un subespacio de CF, que es un espacio
localmente convexo completo con respecto a la topologia producto. Sea f € CF,
un punto de acumulacién para F*. Demostremos que f € F*.

Seanx,y € F, AeC y € > 0. Como f es un punto de acumulacién de F*,
existe g € F* tal que

-9V zefnyra+y)

Pues podemos tomar g € F* tal que

v [(f-9)w)l < <

£
I(f = )@ S 57375 5

*.s[,\|+3—3 3|A+3

de donde

[f(Az+y) = Af(z) = f(y)] < U(w\z‘ + y) g(Az + y)| + A f(z) = Ag(z)|

+laly) - flu)l < + b e 3|«\I 3 + <e.
Esto implica que |f(Az +y) — Af(z) + f(y)| < € para todo ¢ > 0. Entonces
tenemos que  f(Ax + y) = Af(z) + f(y); en otras palabras, f € F*. Con esto
hemos probado que (F*, o (F* F)) es completo. Ahora, si E = F*, es claro
que (E, o (E, F)) es completo.

Ahora, verifiquemos que si (E,e (E, F)) es completo, se tiene que E = F*,
De la proposicién anterior, (2.1-38), como la forma bilineal

(w):FxE->C ;

definida por (f.2) — (f.z) = f(z) es no degenerada, FE es denso en
(F*.a (F*.F)), vy ademds (E,o(E,F)) es completo y es tal que o (E,F) <
a(F*, F). Entonces E = F*, en caso contrario podemos elegir f € F*\E y una
red (fu)aea € E tal que f, — f en F* con respecto a la topologia o (F*, F),
por lo que (f,)aea converge a f con respecto a la topologia o (E, F') en E, por
ser completo, v esto es una contradiccién. =
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De esta proposicién podemos decir que (F*, o (F*, F)) es la completacién
de (E,o(E,F)).

En cualquier espacio vectorial topolégico (E,7), dado que o (E,E') < 1,
nos podemos preguntar si existen subconjuntos de E que comparten la misma
estructura topoldgica tanto para o (E, E') = ¢ como para 7. Por ejemplo, que
relacién existe entre la 7-cerradura de A C E con respecto a la o-cerradura,
obviamente siempre se tiene que la 7-cerradura contiene a la o-cerradura ya que
la topologia original de E puede tener més cerrados que la topologia débil.

El siguiente resultado muestra que bajo ciertas condiciones, estas dos
cerraduras coinciden.

'I:eorema 40 Sea E unelc. y A tm_subcanjun:o convero de E, entonces
A7, la T-cerradura de A, coincide con A%, la o (E, E')-cerradura de A.

Demostracién.

Sabemos que la topologfa original en E es més fina que la topologia débil
(0 < 7). Entonces, como E \ A% es o-abierto, también es T-abierto. Asi que
A% es r-cerradoy A C A%, en consecuencia AT C A7,

Inversamente, sea = € E'\ AT, entonces {z} es compacto y convexo. Por
Teorema (1.2-26), existen f, : E — R lineal y continua, y a € R tales que

f:(y) < @ < fz(z), paratodoy € A.

De donde, podemos elegir ¢ >0 tal que |(fz,y—2)| >, Vye A

Sea U :=ef;'(B1(0)), entonces U € No(E,0) estal que (z+U)NA=0,
por tanto z ¢ A?. Lo que significa que A7 C A”. Con esto queda demostrada
la igualdad. m

Corolario 41 Sea F un e.l.c. y A un subconjunto convero de E. Entonces A
es cerrado si y sdlo si es débilmente cerrado.

Demostracién.

A=A"=A" =m

La préxima definicién para dos espacios E y F localmente convexos es de
swma importancia para lo que trataremos acontinuacién.

Definicién 42 Sea (E,F) una pareja en dualidad. Decimos que una topologia
7 en E es compatible con la dualidad (E, F) si esta es localmente convera y
st ademds F = (E, 7).

Por (2.1-35), o (E, F) es justo la topologia més débil en E que es compatible
con la dualidad. Mds adelante veremos que también existe una topologfa més
fuerte en E que tiene esta propiedad. Por ahora, solamente notemos que para
cualquier topologia 7, en E compatible con (E,F) es mds fina que o (E, F).
Mss atin, del Teorema anterior, si 7, y 7, son dos topologias compatibles

con la dualidad (E, F), entonces, junto con la topologia débil, comparten los
mismos conjuntos convexos cerrados.
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2.2. Polarizacién.

Una de las definiciones mds importantes, que trae consigo una serie de resul-
taddos que utilizaremos constantemente en el resto del trabajo, es la siguiente.

Definicién 43 Sean (E, F) una pareja en dualidad, y A un subconjunto de E.

1. Definimos por la polar de A al conjunto
={feF: | f)l <1,Vz € A}.

De manera similar, a la polar de un subconjunto B de F la definimos
comao el subconjunto B° :={z € E:|(z, f)| <1,V f€ B} de E.

2. Al conjunto A°° := (A®)? lo llamamos la bipolar de A.

Notemos que A° = [ =~ '(B,(0)), y A° = F siempre que A = {0} o
rEA
A = . Ademds siempre tenemos que A C A%
En la siguiente proposicién se enuncian las propiedades mds importantes de

las polares que mds adelante nos servirdn como herramientas.

Proposicién 44 Sean I un conjunto de indices, A, A,,A,, A, C E no vacfos,
i€ l,y G un subespacio lineal de E (G < E). Entonces tenemos las siguientes

afirmaciones:

(n) A” es balanceado y convezo.

(h) A es a(F, E} mvuda (por tanto cerrado en F con su topologia original
3 pura cualquier topologia compatible con la dualidad (E,F)).

() Si A, C A,, entonces A C A7,
(d) Si « €T\ {0}, entonces (ad)’ =a~'A°.
(e) {0} =F,y E°={0}.

(n( ) N Ae.
|€.F el

(g) A A= (A0,
(h) A= (A™")° =: A>°.

(i) G>={f€F:(x,f)=0,VYz€GC}

(j) Si 0e A, NA,, entonces A°N A% C 2(A, +A,)° C 2(A°N A?).

Demostracion.
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(n) Primero veamos que A° es balanceado. Sean a € T, con |a < 1,
y f € A° Entonces, [(z,af)| = |a|[{z,f)] < |a|l <1 si z € A Asf
af € A°, paratodo a € C, con |a| < 1. De esta manera, tenemos que
A? es balanceado.

Para ver que A° es convexo, consideremos t € [0,1], f,, f2 € A°. Esto
implica que

K tfy + (1 = t) 2}l = (=, tfr) + (2, (1 = ) f2)l < [, tfn) |+ [z, (1 = 2) fa)l,
y por otro lado tenemos
[z thi)l+ [z, (1= ) fo)| =t |(z, f)| + (1 —t) {2, fo)| St + (1 —2) =11

por lo que
[z, th+(1-t)f2) <1
para todo = € A.
En consecuencia, tf; + (1 —t)f2 € A°. Luego entonces, A° es convexo.
(b) Como 4° = N z=Y(B1(0)) = N ¢,(B1(0)), y cada funcién
rEA

TEA
z=¢ 1 F—=C

definida por f+— ¢ (f) = (z, f) = f(z), es o (E, F)-continua, tenemos
que 27'(B,(0)) es o (E, F)-cerrado. Por tanto A° es o (E, F)-cerrado,
y por (a) A° es convexo, por lo que A° es cerrado en cualquier topologia
compatible con (E, F).

(¢) Queremos probar que al tomar polares se invierten las contenciones. Para
esto, observemos lo siguiente:

Sea f € A}. Sabemos que f € A7 siy sélo si, por definicién, |{z, f}| < 1,
paratodo x € A,. Entonces |(z, f)] <1 paratodo z € A ,pues A, C A,.
De donde f € A?.

(d) Esta afirmacion es clara si consideramos las igualdades:

(ad)” {f € F:|(z,f)| <1,Vz € aA}
{f€F:llay, f)l <1,Yy € A}

{feF:lall(y. /Il <1Vye A} =(+)

Por otro lado,

@l = {alg:g€F|(ng) <1Vz e A}
= {he F:|(z,ah)| <1,Vz € A}
= {heF:|a||{z,h)] <1,Vze A} = (¥)

Asi obtenemos la igualdad («A)” = a=1A4°.
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(¢) Sea f € F, entonces por ser lineal f(0) =0, y por tanto f € {0}°. Por

otro lado, siempre tenemos {0}° C F; asf {0}° = F.

Ahora, notemos primero que {0} CE°={fe F:|(z,f)|<1,Vze€ E}.
Sea fe F\|0}. Yaque f3# 0, podemos hallar y € E tal que f(y) #0.
Tomemos z = T(%ﬂ € E, entonces |(z, )| = |f(z)| = UT_)T Ifwl=2>1.
De esta manera, para cada f € F\ {0} hemos encontrado z € E, con
|(x, f)| = 2 > 1. Con esto probamos que E° = {0}.

(f) Esta afirmacién la obtenemos de las siguientes caracterizaciones:

feMA? <= feAl\Viel <= |(z, f)| < 1,VzeA,  iel
il
= (o, f)l<1LVze|JA, <= fc(UA_) .
el

el

Por lo tanto, (U A,) = A4°.

i€l i€l

(#) Es immediato, si observamos que dado 2 € A, si f € A° entonces

|{x, f})] €1 para toda fe€ A°.

(h) De (g) se tiene que A C A®, por lo que aplicando (b),

(i

(4

—

A% .= (A°°)° C A°.

Otra vez, de (g), ahora aplicado a A°, obtenemos que A°® C ((A°)?)°,
pero ((A°)?)? = (A%)° =: A°°°. De donde tenemos lo que se pide.

Llamemos B al conjunto {f € F : (2, f) = 0, ¥ 2 € G}, entonces
Bc G

Para ver la otra contencién, supongamos que B & G°. Esto implica que
existe f e G”\ B, tal que podemos elegir x € G parael cual f(z) #0;
es decir, 0< |f(z)] <1.Sea y= U%HT € G (G es un espacio vectorial),
cntonces

flv)= e ]If(r)

De aqui se tiene 0 < |{y, /)l = |f()| v |f(¥)] = ﬁ'?:-ﬁ i) =25 L

por lo que f ¢ G, lo cual contradice lo que habiamos supuesto.

Entoces concluimos que G = B.

Primero demostremos que A° N A7 C 2(A, + A,)°. Para esto es necesario
recordar que 2(A, + A,)” = (2 (A, + A,))".

Sean f € ATNAT vy y€ (27'(A, + A,)), entonces y = %(:r: + z), con
w€ A y z€A,. Deaquique

0 = (3 + 2 0)| = [ &+ 20| = Flmn+ ey
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30 + (01 < 501 A+ D) < 5(2) =1,

Concluimos que f € 2(A, + A,)°.

Para el resto de la afirmacién, sea g € 2(A, +A4,)° = (27Y(A, +A4,))° ¥
veamos que en efecto g € 2(A°NA?). Pero 2(A°NA?) = (271(4, UA4,))°,
por lo que basta que mostremos J(%y,g)| <1 siempreque y € A, UA,.
Sea y € A, UA,, entonces éy €27Y(A, UA,) ¥ %y = %[y +0) esun
elemento de 27'(A, + A,). Finalmente, como g € 2(4, + A,)°, entonces
g =2h, para algin h € (A, + A,)°, y por consiguiente tenemos

|<%y.y>1 = |<%(y+0)'9>| = |é (y+0,2h)

como deseabamos.

=w. M) <1,

Con esto podemos concluir la prueba de esta proposicién. =
Como una consecuencia del Teorema de Hanh-Banach, se tiene el siguiente
Teorema, el mds importante en lo que se refiere a las polares.

Teorema 45 (Bipolar) Sea (E, F) una dualidad y A C E' no vacio. Entonces
la bipolar A°® coincide con la envolvente absolutamente convexa y o (E,F)-

cerrada de A (absconv (E'F)(A)).

Demostracién.
Gracias a las afirmaciones (a) y (b) de la proposicién anterior (2.2-

44), A C A° implica absconv "")(A) C A%. Ademss, al ser absconv(A)

convexo, tenemos absconv {E'F](A) = absconv E'r)(A], por tal motivo sélo

escribiremos absconv(A) para denotar a tal conjunto.

Inversamente, por corolario (1.2-28), si z, € E\absconv(A), existe f € F tal
que (f.2,) = f(z,) > 1 y |(f,2)| <1 paratodo z € absconv(A). Entonces,
por la proposicién (2.2-44-(c)), f € (absconv(A))® C A° y a, ¢ A®°. Por
tanto si ¥ € A”, tenemos 2z € absconv(A). De esta manera concluimos la
demostracién del Teorema. m

Corolario 46 Sea E un e.l.c. y B C E'. Entonces

a{E.E'}(B) = absconv’ (B) = absconv' (B).

B° = absconv
Corolario 47 Sea E un e.l.c. Si A C E, entonces A°° = (absconv(A))? =
A,

Demostracién.

Esto lo obtenemos directamente del Teorema anterior (2.2.45) y de (h) en
la proposicién (2.2.44), pues A° = A°° := (A°?)° = (absconv(A))°. =

Por otro lado, tenemos un resultado dual de (2.2.44-(f)), bajo ciertas re-
stricciones.
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Corolario 48 Sea (A, )ic; una familia de subconjuntos absolutamente con-
newos y cerrados (o (E, F)-cerrados) en E. Entonces

() = (i 4).

Demostracién.
Del Teorema de la Bipolar y la proposicién (2.2.44-(f)) tenemos

(-‘Le'l; A?)o = ‘.g, i Q‘_ A,.

De nuevo por el Teorema de la Bipolar, esto implica que

(-‘Qf A')o - (,—g; A?)m s (:lé,: A?) '

2.3. Barriles y Discos.

Sea (E,F) una dualidad. En esta seccién continuaremos considerando a E
como un espacio localmente convexo, aunque cabe sefalar que nuestro préximo
resultado vale para espacios vectoriales topolégicos en general, y ademés nos
sera de gran utilidad més adelante.

Proposicién 49 Sea E un e.l.c. y 7, ' dos topologias lineales en E tales que
T < 7'. Supongamos ademds que (E, ') tiene una base de vecindades del origen
formada por conjuntos T-cerrados. Sea M un subconjunto no vacio de E.

a) Si (x0),ea s una red 7'-Cauchy en M y ademds converge a z en E
con respecto a T, entonces (Ta),cp converge a x en E con respecto a la
topologia 7'.

h) Si M es complete (secuencialmente completo) para T, entonces también
es completo (secuencialmente completo) para 7'.

Demostracién.

Primero observemos que toda red ()¢5 7'-Cauchy es 7-Cauchy; de donde,
si demostramos la afirmacién (a) se cumple inmediatamente (b).

Para probar (a), sea M C E no vacfo y sea (z4),cn una red 7'-Cauchy
en M tal que es T-convergente a x en E. Sea V una vecindad de cero en E,
para la topologia 7/, y elijamos U € N, (E,7) balanceada, T-cerrada y tal que
U+U c V. Por la eleccion de U, existe o, € A tal que z, — 23 € U, siempre que
o, 3 = a,:esdecir, 2, € xg+U,sia > a, v § > «, fija. Pero 25+ U es T-cerrado
v (i#q Juea 8 T-convergente a x en E, por loque z € z3+U, dedonde z—xz5 € U.
Por tanto, wy —w e U, yasizg=x+axg -2+, —a2g€x+U+UCx+V,
sicmpre que o > a,,. Esto implica que (2,),. es 7'-convergente a x en E. m
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Definicién 50 Decimos que un subconjunte U de E es un barri (relativo a
(E,F)) si es absorbente, absolutamente convezo y o (E, F)-cerrado. Aunque,
por la converidad, basta que pidamos que sea cerrado con respecto a cualquier
topologta compatible con (E,F).

De esta definicién y como consecuencia de la seccién previa, toda vecindad
U=U de 0 en E es un barril. Ademds, de acuerdo a lo que vimos en el
Capitulo I, la funcional de Minkowsky de un barril es una seminorma en E.
Por el Apéndice A-(A.1-197), podemos formar al espacio normado E,, y su
complecién E':‘ ,- Entonces podemos probar la siguiente propiedad importante
de la funcién cociente candnica

‘I’,,:E—»E"‘

[LL ]

definida por =+ &, (z), (ver Apéndice-observacion (A.1-197)).

Lema 51 Sea U un barril en E. Entonces U = &'(®,, (U)), y vista como

una funcién de (E,o (E,F)) en E‘:‘,, d,, tiene grifica cerrada.

Demostracién.
Sea 7, latopologia de la normaen E,, . Por el Apéndice A (A.1-197),
y como U es cerrado, N(U) = () 1U es un subespacio o (E, F)-cerrado de E.
N

T

Asi la topologia o (E, F) cleﬁneeuna topologfa cociente de Hausdorff, localmente
convexa T en E“.J.

Primero mostremos que U = &' (®,, (U)). Claramente U C @' (®,, (U)).

A la inversa, sea z € &' (@, (U)), entonces @, (z) € ®,, (U).

De donde @, (z) = @, (y) para algiin y € U; y esto pasa si y sélo si
x—y € N(U), por lo que p, (2 —y)=0. De manera que p, (z) <p, (z—y)+
p,.(y)=p,(y) <1,y conesto = € U. Lo cual implica que efectivamente

U=3;"(®, (V).

Sea V = &, (U), V es cerrado en (E,,,,7) ya que U = &' (V), que es
cerrado en E. Definida asi, como U es convexo y balanceado, y @, es lineal
y continua tenemos @, (U) = V' también es absolutamente convexo. Lo que

significa que V C (1+ %)V. para todo n € N, esto implica

1
vecnin (1+—) V. swall]
nen T
Ademsds, V' es una vecindad de cero en (E,,, 7, ), inclusive
V={®.(:) €E,, :12.(2)ll, <1}
Asi {1V :n € N} es una base de vecindades de 0 en (E,, 7, ). Esto quiere
decir quesi @, (y) € (1+ %) V, para todo n € N, tenemos

q:,.(%y) = %fl’,.(y) €V para todon € N.
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Por lo que, como V' cerrado y 25y — y con respecto a 1, , obtenemos
i € V. De modo que, junto con [1], tenemos

V= (1+1)v.

neN n

Sea W una base de vecindades de 0 en (E,,,7) formada por conjutos
halanceados v convexos. Entonces

{W-i-’—l!V:nEN,WGW}

¢ una base de vecindades de 0 para una iinica topologia localmente convexa
T, en E ..

Observemos que 7, <7 y T, <7, pues W+ 1V ¢ No(E )i 7))

y W+ %V © JV:-(E”_‘,T], para toda W € W, y todo n € N. Asi la funcién
identidad

I (B s Tin) = (Buyi®e) e 2]

7,)-continua. Definimos por (E:],ﬁ',) a la complecién de
(E, , Ts). De manera que la inclusién

s lineal ¥ {Tr!'l‘

L
(E[I-’;!Tﬁ) = (E{npfﬂ]
es continua y por tanto
f{iD.Inl : {El!'l'rsrl) - (E(l';lﬁ-') ""‘[3]

——

os continua; es decir (E,, ,7,,) se sumerge continuamente en (E,,,75).
Por otra parte tenemos que

oy —
(EiiinTan) = (EiwiTin) coe[d]
también es continua.
Ademas:
1L {o}= N iv.
=

Por un lado, es claro que 0 € [ 1V. Inversamente, &, (x) € [ L1V si
neN neN

vsolosi @, (2) € 1V paratodo n € N; entonces
®, (x) € %q:,.(U) - q:,.(:-lU) para tod6' n € N.
7

Por lo que x € LU paratodo n € N; es decir, g, (x) < L, para todo n
uatural, asi podemos concluir que g, (z) =0 y @, (z) =0.
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2. Niv=N LV
nelN neN
Es inmediato, pues sabemos que para cualquier subconjunto M de
(F,7,.) (ver Apendice A-(A.1-194)) se tiene que
M+*= N M+U.

HEN(7 1)

Por otro lado, V = ®,,(U) es 7-cerrado.

3. NW=n N wW+1iv).
nen neNWew
Por el mismo argumento que en (2), FT = -,I;Vr = N (W+1iv),
wew
entonces [ %Vr =N N (W+2iv).
neN neN Wew
4 =N N W+1iv).
neN WGW
De manera andloga y utilizando el mismo resultado que en (2) y (3)
obtenemos:
—_—,. 1
{0} "= n u+{ol=nN N (W+—V).
HEN B gy 7o) neN Wew n

Considerando las afirmaciones (1)—(4), tenemos {0} = {U} cosea (E,, 7o)
es de Hausdorff. Mejor aiin, argumentando de la misma manera

7 n N (V+W+;1;V)=n(v+$v) =n(1+;1;)7'

neN Wew nelN nenN

n (1 + l) V=V,
neN B

esto significa que 7, tiene una base de vecindades de 0 formada por conjuntos

7 ~cerrados.
De donde, por la proposicién (2.3-49) la funcién

Il

Il

(E(l'l y ﬁ') - (En')‘ ;(:;)
es continua. Con esto, y considerando [3] y [4], tenemos

Idod_ —
)

@,
(B0 (E,F)) =5 (B Ty) = (B o) S (B 7 P
continnamente, es decir
&, : (E,0(E.F)) - (B, 7o)

es (o (E,F),7,)- continua. Por proposicién (Apéndice A-(A.1-193)), se con-
cluye que @, tiene grafica cerrada vista como una funcién de (E,o(E, F)) en

(BoysTan): ®
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Definicién 52 Sea B wun subconjunto de F no vacio. B es un disco en F
(con respecto a la dualidad (E,F)) si éste es balanceado, convezo, o (F,E)-
acotado y o (F, E)-cerrado.

Similarmente, definimos un disco en E.
Nuestro siguiente resultado muestra que existe una correspondencia uno a
uno entre los discos o (E, F)-cerrados en F y los barriles en E.

Proposicién 53 Sea BC F, B es o(F, E)-acotado si y sélo si B° es un
barril en E.

Demostracién. Sea B C F ¢ (F, E)-acotado. Entonces, para todo z € E
existe a >0 tal que [{az, f)| <1 paratoda f € B; es decir, az € B°. De
donde, si A€ C, [A] € a tenemos que [{Az, f)| = [A||{z, f}| £ a < 1,entonces
Ar € B? lo que implica que B° es absorbente en FE. Ademds sabemos que
B? es absolutamente convexo y ¢ (E, F)-cerrado.

En consecuencia B° es un barril en E.

A la inversa, sea x € E, queremos encontrar s > 0 tal que |(sz, f)| <1 si
f € B. Como B? es absorbente, existe ¢, € R* tal que txr € B° para todo
teC con [t|<a, .Sea se€(0,a,) fijo, entonces para toda f € B tenemos
[(s, f})| <1, como queriamos. Por lo tanto B es o (F, E)-acotado. m

Sea A un disco en E. Definimos como E, al subespacio lineal generado
por A. Entonces

E,:=UdA= | nA.
d>0 neEMN

Demostremos esta afirmacién: Para 4§ > 0, siempre podemos elegir n € N
tal que n > 4, lo que implica que 64 C nA, pues A es balanceado. Asf
UdAc U nA
A=0 nel

Por otra parte, si n € N, tomemos § > n, con esto tenemos que 0 < F<L

Por tanto %x € A paratodo x € A, yaque A es balanceado, es decir
na € dA para algin 6 >0,si z € A.

De esto concluimos que en efecto E, := |J d4 = |J nA.
&>0 neN
Notemos que A es absorbente, balanceado y convexo en E,. Ademds, del

Capitulo I, tenemos que la funcién:
I, :E, =R

definida por =+ |lz]|, = inf{d > 0: 2 € 64} = g,(z), donde g, esla
funcional de Minkowsky de A, es una seminorma en E,. Llamemos 7, ala
topologia localmente convexa generada por |-, en E,.

Como A C F es un barril, para todo f € F existe a, >0 tal que
fean A= (n;"A) .Sea @€ E,, entonces x € A para algin 4 > 0, de

aqui que 7' € A. Ahora, como f € o, A°, tenemos ﬂr!"f e A°.
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Esto implica que J_I:r,ar'lf>| < 1; por tanto [{z, f)| < a,d y estoes
para todo d > 0 tal que z € §A.
Obtenemos asf

[(z, )l <, |z, paratodo z € A.
De donde es claro que la inyeccién canénica
J,:E, - FE

es (7,,0(E, F))continua. De modo que, como J, es inyectiva 7, es de
Hausdorff, por lo que, si ||z||, =0, tenemos |[(z, f)| < a, |lz||, =0 para toda
feF.Ast (x,f) =0 paratodo f € F y estopasasiysélosi 2 =0.Lo
cual implica que ||-||, es una norma. Con esto podemos considerar siempre a
E,=(E,,7,) como un espacio normado.

Por otro lado, |-||, = g,; entonces

(€E,:|sll, <1} CAC{z€E,:|zl, <1}

De manera que como A es o (E, F)-cerrado y acotado, entonces es 7 ,-
cerrado y coincide con la bola unitaria cerrada de E,, con lo cual tenemos que
la funcién inclusién i : (E,7,) — (E,7) es continua, y asf la topologia inducida
por T en E, es mds débil que 7.

Definicién 54 Sea E un e.l.c. Decimos que un disco A en E es un disco de
Banach si E, es un espacio de Banach.

Este es el caso si A es secuencialmente completo, ya que es cerrado, con
respecto a cualquier topologia en E compatible con (E, F).

Para ver una caracterfstica importante de los barriles, necesitaremos el Teo-
rema de la Gréfica Cerrada para espacios de Banach.

Teorema 55 (de la Gréfica Cerrada) Sean E y F e.v.t. métricos comple-
tos. Entonces, toda funcidn lineal cerrada T : E — F es continua.

Teorema 56 (de Banach-Mackey) Sea E une.l.c. Si U es un barril en E,
entonces este absorbe todo disco de Banach.

Demostracién. Sea A un disco de Banach en E. Entonces la inyeccién canénica
J,:E, —(E,0(E,F))

es continua, por lo que para cualquier red (z,) convergente, digamos a x en

E, setiene que x, — x con repecto a la topologia o (E, F).

Por el lema (2.3-51) la funcién

®,:(E,0(E,F)—E
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tiene grifica cerrada. Entonces G (®,,) = {(2,®,(x)) : z € E} es cerrado en
(E.o(E.F)) x E, con la topologia producto.
Sabemos que E| vy E:: son completos y
®,0J,:E, = E,

oy "

Asi, en caso de que @, o J, tenga la grifica cerrada, por el Teorema de la
Grifica Cerrada para espacios de Banach (2.3-54‘)_,'_tendrfamos que $,0J, es
(7..7,,,)-continua. Asf, ®,,(A) es acotado en E, , de esto se sigue que A es
absorbido por U = &' (®,, (U)). Con lo cual tendriamos la demostracién del
Teorema. Ahora, bata ver que @, o J, tiene gréfica cerrada:

Sea {(tn,?P, (2a))}aca unareden G(®,0J,)={(z,®, (z)):2€ E,},
tal que

(‘Tcn @, (za]) =¥ (x,y]

con repecto a la topologia producto en E, x E,:; Queremos probar que

®, (x) = y. Como (za,®,, (va)) = (z,y) en E, xE, , Ta =z en E,

y @, (z.) =y en E‘,::}, entonces tenemos que z, — z en (E,o(E,F)) y

¢, (x4) = yen E . De modo que

(2, 2, (za)) = (z,9)
en (E,o(E,F))x E,T: Como G(®,,) es cerrado y por la completez de .EP.‘;I-,',,

obtenemos (z,y) es un elemento de G(®,,); es decir, ®,, (z) = y. Por lo tanto
(2,9) = (5,8, () = (v, @, 0 J,(x)) € G(®, 0J,).

Entonces, ¢, o.J, tiene grifica cerrada, como necesitabamos. ®
Una de las consecuencias mas importantes de este Teorema es:

Teorema 57 Sea (E, F) una dualidad. Entonces todas las topologias en E que
son compatibles con (E, F) definen los mismos conjuntos acotados.

Demostracién. Sea 7 una topologfa compatible con (E,F) ysea B C E.
Si B es 7-acotado, como 7 es més fina que la topologia débil o (E, F),
entonces B es o (E, F)-acotado. Resta probar que todo conjunto ¢ (E, F)-
acotado es T-acotado.
Para esto, supongamos que B es o (E, F)-acotado. Sea U € N,(E,7) tal
que U = U™. Entonces U es un barril, y asi la funcién cociente

®,:E—E,,
es (7,7, )-continua. Definimos
v:(E,)—=F

via laregla g —— go @, , ¥ esta bien definida, es lineal e inyectiva:
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1. La linealidad la obtenemos de
U(g+ M) =(g+M)od, =go®, +Ahod, =T (g) + AV (h).

2. La inyectividad se da gracias a que si tomamos h,g € (E,,,) con h# g,
entonces existen ®,,(z), ¢, (v) € E,,, (es decir, z, y € E) distintos tales
que go®, (z) =g (®, (z)) # (P, (v)) =ho®, (y); y ademds z # y.
Por lo tanto ¥ es inyectiva.

Por otro lado, U? es un disco en F' y podemos tomar al espacio F,,.; entonces

¥ mapea isometricamente a (E{,,})', considerando su topologfa normada, en
F,... Esto lo tenemos gracias a que, dado f € F,,,,

£ lles inf{6 >0: f €Ut =inf{6 >0: 1" f e U°}

inf{6 > 0:|(f,z)| <4,V zeU}

Il

y siy €U, entonces |(f,y)| < 323“!',1‘”- De donde | fl[;.. < f:gl(fvx)l-
Ahora, para 2 € U arbitrario

[(f,x)] < Aparatodo A€ {6 >0:|(f,z)| <6, VzeUk
entonces, qu])l{f ) <AV Ae{d>0:|{fiz)] €4 Vae U} es decir,
*glll{f *-)I ‘C I 7llg... Por lo tanto | |f{|y. = Sgpl(f,-"-')l y asl f |nw)=0.

Como (E,,.,)" es un espacio de Banach con la norma usual, entonces U® es un
disco de Banach. Pero por proposicién (2.3-53), B° es un barril y A\U° ¢ B”
para algin A > 0. Esto implica que A™'U% = (AU°)° D B® D B; es decir,
AB c U? = U (B es absorbido por U). Por tanto B es T-acotado. m

2.4. Bornologias y B-Topologias.
2.4.1. ‘B-Topologias.

Sea E un espacio localmente convexo, X un conjunto no vacfo, y G un
subespacio lineal del espacio vectorial EX de todas las funciones de X en E.
Pz\ra U y B subconjuntos no vacfos de E y X, respectivamente, definimos

Vi =1{feG:f(B)c U}

Euntonces tenemos

Lema 58 Sean U,V C E no vacios, B,C C X, y A € C\{0} arbitrarios.
Entonces

) Whiienpinr 1€ Who EVW
(\'?} ”'bn_r + W TR C IVM.:'H"‘
(iit) )\H',m = ”'n,u =
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Demostracién.

(i) Sea fe W, .. ..,e;ntonces f(BUC)cC UNV;como f(B), f(C)C
f(BUC), esto implica que f(B), f(C)cUNV c U, V. Por tanto f(B) c U
y f(C)C V, entonces fe W, NW,.,.

(i) Si feW,,+W,,, tenemos que f=g+h con ge W, , vy
he W, ., porloque f(B)=g(B)+h(B)cU+V,yast feW, , .

(#4i) Tomemos f € AW, ,, esto impicaque f= Ag paraalguna ge W, .
Entouces f(B) = Ag(B) C AU. Concluimos que feW, , . =

Sea ahora E un espacio localmente convexo, il una base de vecindades de 0
en E, y B una familia no vacia de subconjuntos de X, que cubre a X, dirigida
por inclusion. Entonces

W:={W,, :BeB,Uey}, wenfl]

cumple con las propiedades (i), (i), y (éi1) del lema anterior; asi 20 es una
familia de subconjuntes de G que cumplen con las propiedades de una base
e vecindades del origen en G. Esta familia que generamos no depende de la
eleccion particular de il. De esta manera podemos considerar a la B-topologia
denotada por T, , generada por 20, en G; de manera que 20 es la base de
vecindades de 0 en G para la topologia 7, . Ademds tenemos que

Proposicién 59 Sea E un e.l.c. SiU C E es convezo ¢ balanceado, entonces
también lo es W, ., para todo B C X.

Demostracion.
Sesun BC X vy UCE.
1) Si U es convexo, para cada t€ [0,1] y f, g€ W, tenemos

(tf+(1=t)g)(B)=tf(B)+(1-t)g(B) CtU + (1 -t)U =U.

Por tanto, tf +(1—t)ge W, .;osea W, efectivamente es convexo.
2) Supongamos que U es balanceada. Sea o € C, tal que |a|] < 1. Sea,
ademds, f € W, .. Entonces

(af)(B) =af(B) CalU CU.
Con esto concluimos que W, |, también es balanceada. m
Proposicién 60 Sea E un el.c. Sean VVUC E yC,B C X.
1. SiVcU, entonces W,,.C W, .
2. S5iCcC B, entonces W, , CcW,.,..

Demostracién. 1. Sea f e W, .. Entonces f(B) C V C U, por consiguiente
fFew,,.
2. Sea fe W, ,..Dedonde, f(C)C f(B)cU.Portanto feW,. .. =

Definicién 61 Sea E un e.le., G un subespacio lineal de EX y X un conjunto.
Decimos que B C X es G-acotado si f(B) es acotado en E, para todo f € G.
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Proposicién 62 Sea E un e.l.c. y sea 20 como en [1]. Entonces, 20 es una base
de vecindades de 0 para una topologia 7, lineal en G si y sélo si B consiste
solamente de conjuntos G-acotados. En este caso, como E es de Hausdorff y B
cubre a X, tenemos que T, es de Hausdorff.

Demostracién. Asumamos que U es una base de vecindades de 0 en E formada
por conjuntos balanceados.

Como 20 satisface (i), (#i) y (iii) del lema (2.4.1-58) 20 es una base de
vecindades del origen para la topologfa lineal 7, de G si y sélo si W, , es
absorbente en G para todo B € B y todo U € i; ya que una vecindad del origen
en un espacio vectorial topolégico siempre es absorbente, lo cual no sucede si sélo
tenemos un espacio topolégico, pues en un espacio vectorial topolégico, ademss
de tener la estructura topolégica también se considera la estructura algebraica.
Por (iit), WV, . es absorbente si y sélo si para todo f € G existe A > 0 talque
FeAW, =W,  yesto pasa siy s6lo si para todo f € G existe A > 0
talque f(B) C AU. Lo 1iltimo lo tenemos si y sélo si para toda f € G, f(B) es
absorbido por U; lo cual es cierto si y sélo si B es G-acotado.

Si E es de Hausdorff y B cubre a X, entonces f e '{W,,,, : Be B, U € U};
lo enal implica f(B) = {0}, para todo B € B, por lo que f = 0. Por tanto 7,
es de Hausdorff. m

2.4.2. Bornologias.

En lo que sigue E = (E,7,,) y F = (F, 7,.) siempre serdn espacios localmente
convexos. Asumiremos también que F # {0}.

Definicién 63 Se dice que una familia B no vacfa, de subconjuntos de E
a (E, F)-acotados es una bornologia en E (relativa a (E,F)) si es dirigida
por inclusion y si, para todo BEB y A€ C eriste C € B tal que A\BC C.

Notemos que por el Teorema (2.3-57), ¢ (E, E')-acotado es equivalente a
7 .~acotacdo. Dada una bornologia B en F, consideramos la topologia 7, de
acuerdo a la seccién anterior (B-Topologfas) en el espacio L(FE, F) de todas las
funciones lineales (7,., 7,.)-continuas de E en F. Si V es una base de vecindades
e cero en F formada por conjuntos balanceados, convexos y cerrados, entonces
los conjuntos

W,.,:={T€L(E,F):T(B)cV}, Be® VeV,

forman una base de vecindades del origen para 7,. Entonces algo es 7,,-
convergente siy sélo si es uniformemente convergente en cada B € B. Ademas,
cada W, . es absolutamente convexo, en consecuencia 7, es localmente con-
vexa. Como cada W, . es balanceado y convexo podemos considerar a la cor-
respondiente seminorma de Minkowsky

Guv tL(E,F)—=R
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(bservemos que esta seminorma esta dada por

4y (T) = supq,.(Tz), VT € L(E,F);
zelB

donde q,. es la seminorma de Minkowsky de V. Pues

v (T)

inf{d>0:T €W, }=inf(6>0:TeW,,,}
= inf{(6>0:T(z) €V, V z € B}

y por otro lado,

sup q,.(Tz) = sup(inf{A > 0: Tz € AV}).
+eB reB

Sea o > sup g,.(Tz). Entonces a > q,.(Tz) para toda x € B, por tanto T'z es
reR
un elemento de aV' para todo x € B; es decir g,, ,.(T') < sup g, (T'z). Ademéds
zER
si ¥ > q,,,.(T), entonces T € ¥V para todo z € B; por lo tanto v > q,.(T'z)
para todo = € B. Asf, sup q,.(Tz) < q,, ,(T). Concluimos que
+€B

sup g, (T.’L‘] =quv (T}
ceB

Si F' = C, entonces las polares B°, B € B, forman una base de vecindades
de ) para la topologia 7, en E' = L(E,C).

Definicién 64 Decimos que una bornologia es saturada si contiene los subcon-
Juntos de las bipolares de cada uno de sus elementos.

Dada una bornologia B8 en E, sea B** la coleccién de todos los subconjuntos
de las bipolares de los elementos de B. Entonces, B** es la bornologia saturada
s pequena en E que contiene a B. Ya que, cualquier bornologia saturada que
contiene a B, por definicién contiene a B**; y ademss B**' también es una
hornologia:

1. Sus elementos obviamente son o (E, F)-acotados.
2. Como B es dirigida por inclusién, también lo es B3,

3. Sean B € B y X € C, entonces B C D para algiin D € B, asi existe
CeDBtalque ABC AD c C.

Por como la definimos, es saturada.

Definicion 65 Un subconjunto B, de B es una base para B si todo B € B

esta contenido en algin C € B,.
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Note que una base B, de B también es una bornologia; ya que es claramente
dirigida por inclusién, y si B € B,, A € C, entonces B € B y existe D € B
tal que AB C D. Como B, es base de B, existe C € B, tal que D C C.
Entonces AB C D, con esto B, es en efecto una bornologfa. Ademds, claramente
Bl = @l Por ejemplo, {B° : B € B} es una base de W%,

La siguiente proposicién es una consecuencia de los resultados precedentes.

Proposicién 66 Sea B una bornologia en E. Entonces 7, = 7., e¢n

L(E,F). En particular, se tiene que 7, = 7,  para toda base B, de B.

Si B es una bornologia saturada en E tal que 7, = 74, entonces B = Bt

Demostracién. Recordemos que si A,(F) es la base de vecindades bal-

anceadas, cerradas y convexas de cero en F, entonces
W:={W,,:BeB,VeN/(F)} esunabasede 7, ,

la cual es localmente convexa.

1. ParacadaU € N,(L(E,F),7, )existen By, Bs,....B, € By V},V,,...,V,
en N,(F) talesque (| W, . cU.Como B C B setiene 7, <T_ ..,
i=]

Sea U € N, (L(E,F),T,, .
Vi, Vo, Vo € No(F) talesque M W,,  CU.Paracada Bj€ meat
i=1 e

)- Entonces existen By, B, ..., B, € B* y

1<i<n,existe A; € B, 1<i<mn,quesatisface B! C A?, 1<i<n.
Por tanto, podemos elegir B; € B,1<i<n,talque W, . C W”,"_r,

Asi, N W, .. C N W, . Entonces 7, =7__,.
i=1 = | Ld

2. Ahora, 7,, =7, , pues B = B si B, es base de B. Entonces
=T

T =T
L

- man Ly = ..,

3. Supongamos que no; es decir, existe C € B\ B2 esto implica que

T st # T Dues
(W, :BeEByVeN,(F)}=u2
es una base de vecindades del origen para Tas de manera similar
(W, ., :BeB* "y VeN,(F)} =

es una base de vecindades de cero para 7., . Ademds, 90 # 2. Por

tanto 7 #7 ., lo cual es una contradiceién.
=

Definicién 67 Seu (E,7) e.l.c. y M C E. Decimos que M es total si su expan-
sidn lineal es densa en E.
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Por la continuidad de la multiplicacién por escalares, la definicién anterior
es equivalente a pedir que el conjunto de las combinaciones lineales racionales
de elementos de M es denso en E. De esto se sigue que E es separable si y sdlo
st tiene un subconjunto total numerable.

Un sistema de subconjuntos de E, cuya unién de sus elementos es total en
E, también se dice que es total en E.

Proposicién 68 Sea B una bornologia en E.
(a) La topologia 7, en L(E,F) es Hausdorff si y sdlo si B es total en E.
(b) 7, es mds fina que la topologia simple T, siy sélo si B*** cubre a E.
Demostracién.

() Como B es total en E, la proposicién (2.4.1-62) implica que 7, de
Hausdorff.
A la inversa, supongamos que B no es total en E. Entonces M, la cerradura
del subespacio lineal generado por |J B, es un subespacio cerrado propio

Be®
de E. Entonces, por Hanh-Banach, existe f € E'-{0} tal que f |,,=0. Si
fijamos y € F'\ {0} e identificamos a C con el subespacio generado por
{y}: a f le podemos asociar la funcién

f‘.E—»F

{!n.da por f[:l:) = Ay, € E, donde A; = f(z), y es tal que f I;;:iy
f # 0; asi, f es un elemento de N{W,, . : B € B, V € N,(F)} = {0}.
Como f #0, T, ho puede ser Hausdorff, lo cual es una contradiccién.

(b) Sea B, = {A C E : A es finito} y 7, la topologia generada por la
bornologia B, (la topologfa simple). Si 7, < 7, , como 7, es de Haus-
dorff, tenemos iﬁr' C W' = {0},esto implica que 7, es de Hausdorff.
De manera que, por (a), B es total en E; entonces por la definicién de
hornologia saturada, obtenemos que B*** cubre a E.

Inversamente, para todo A C E finito existe B*® = B € B**, tal que
A C B: entonces W, . ¢ W, paratodo U € N,(F). Dedonde 7, < 7.

[ ]
Ejemplo 69 Consideremos E = (E,7,,) un e.l.c.

{a) Lu topologia T4 de la convergencia simple, justamente la antes citada, es
la topologia T, , donde B, es la bornologia formada por todos los subeon-
juntos finitos de E. Nos referiremos a la respectiva envolvente saturada
B1"" como la bornologia finita en E. Sea B C E, entonces B € B si y
solo si el subespacio lineal generado por B es de dimensidn finita: Ya que
B € B, si y sélo si B C C° para algiin C € B, y esto implica que la
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cerradura del subespacio lineal generado por C (que tiene dimensidn fini-
ta) contenga al subespacio lineal generado por B, y por tanto este iltimo
es de dimensidn finita. Por otro lado, si la ezpansion lineal de B es de
dimension finita, entonces tiene una base finita, la cual esta en B3,

Si F = C, entonces claramente 7, =0 (E',E) en E' = L (E, F).

El sistema B, de todos los subconjuntos de E que son o (E, E')-acotados
(es decir, T, -acotados) es una bornologia saturada en E. Formemos la
B -topologia correspondiente y denotemos por 7, a dicha topologia. Note-
mos que esta topologia es la topologia localmente convera mds fuerte en
L (E,F) obtenida con esta idea.

Si F = C, entonces denotemos a 1, por 8(E',E) y nos referiremos
a esta como la topologia mds fuerte en E' = L(E,C), determinada por
(E',E). Entonces, por proposicidn (2.3-53), una base de vecindades de 0
en (E',B(E',E)) esta dada por todos los barriles en E'.

De manera andloga, la topologia fuerte 3 (E,E') en E (relativa a (E,E"))
esta definida como la topologta de convergencia uniforme de todos los sub-
conjuntos de E' que son o (E’, E)-acotados. Esta es mds fina que o(E, E’)
y tenemos una base de vecindades del origen formada por todos los barriles
en E.

(¢) Todos los subconjuntos B (E, E')-acotados de E forman otra bornologia

B . en E. A la correspondiente B . -topologia en L (E, F) la denotaremos
porT,..

§i F = C, entonces 7,. en E' la denotamos por 3*(E', E).
Similarmente, la topologia en E de convergencia uniforme para todos los
mbaanjunws de E' ,8 (E’, E)-acotados la denotamos por 3* (E, E').

(d) Sean B y C discos de Banach en E. Entonces E, x E,. es un espacio

de Banach bajo la topologia producto. Las proyecciones candnicas
J,:E,—E y J.:E.—>E

son continuas para o (E,E') en E. El subespacio G := R(J,)) + R(J,.)
de E puede ser escrito como G = (E,, x E,..) /N, donde N es el micleo
de la funcion continua E,, x E,. — E bajo la regla (z,y) — J, x + J_.y.
Con respecto a la norma coctente (ver Apéndice), G es un espacio de
Banach que se sumerge continuamente en E. Asi, podemos considerar a
la bola unitaria como disco de Banach en E. Entonces elijamos un multiplo
adecuado de la bola unitaria que contenga a B y a C.

De estas consideraciones, podemos concluir que los discos de Banach en
E forman una bornologia B, en E. A la correspondiente B, -topologia en
L(E.F) la denotaremos por T,.

Si F = C, entonces escribimos b(E', E) a la topologia 7, en E'. De
la. masma forma, la topologia en E de la convergencia uniforme sobre los
discos de Banach de E' la denotamos por b (E, E').
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(¢) De acuerdo al Apéndice, la familia B, de todos los discos o (E, E')-compactos
en E es una bornologia en E. Formemos la correspondiente B, -topologia
en L(E,F) y la denotaremos por 7.

Si F = C, entonces nos referiremos por u(E', E) a la topologta 7, en E';
llamada topologia de Mackey en E' determinada por (E', E). De modo
stmilar, la topologia de Mackey, it (E,E'), determinada por (E,E’) esta
definida como la topologia de la convergancia uniforme sobre todos los
discos o (E', E)-compactos en E'.

En los ejemplos dados anteriormente, la topologia T,, dada inicialmente
en E queda en sequndo termino; esto sdlo nos sirvid para fijar la dualidad
(E,E'), y el espacio L (E,F). Pero esta puede introducirse mds implici-
tamente.

(f) El sistema B,. de todos los conjuntos precompactos de (E,7,) es una
bornologia saturada en E. Por T, nos referiremos a la B,.-topologia en
L(E.F).

Si F = C, entonces escribimos T,.(E',E) en lugar de Tpe.

Ocasionalmente escribiremos L, (E,F) en lugar de (L (E, F),7,) donde
v reemplaza a s, 3, 8%, b, p, pe, ... Similarmente, utilizaremos E, y E] para
referirnos a (E,v(E,E")) y (E',v(E', E)).

Observemos que, para el caso en que F = C, la topologia de Mackey, ver
(2.4.2-69-(e)), es la topologia mds fuerte compatible con la dualidad (E, E’),
esto se demostrard mds adelante.

Teorema 70 Sea (E, F) una pareja en dualidad.

(a) Todo disco de Banach en E es 8 (E, E')-acotado.

(b) En L(E,F), tenemos 7, <7, <7, <7,.57,.

(¢) 7« ¥ 7, definen los mismos conjuntos acotados en L (E, F).
Demostracién.

() Sabemos que los barriles en E forman una base de vecindades del origen
en E para la 3 (E, E')-topologfa, y ademés, por Banach-Mackey (2.3-56),
un barril absorbe a todo disco de Banach; por lo que todo disco de Banach
en E es 3 (E, E')-acotado.

(b) La contension 7, < 7, la tenemos ya que

BRI = a2,y 00, ) :neNz; € E,1<i<n}

osta contenida en B,

Por otro lado, todo disco o (E, E')-compacto es un disco de Banach, de
acui que 7, < 7.
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Para ver que 7 . < 7, s6lo necesitamos hacer ver que en E’, como

s(E',E)=0o(E'\E) < B(E",E),

cualquier subconjunto 3 (E’, E)-acotado es o (E’, E)-acotado, asi tenemos
B, C B,., donde B . es la bornologia en E' formada por todos los
conjuntos 3 (E’, E)-acotados y B, es la bornologfa en E' que consiste de
todos los subconjuntos de E’ o (E’, E)-acotados; es decir, 7,. < 7,.

Ademds, siempre tenemos que 7, < 7., pues si B; es la bornologia de
todos los discos de Banach en E, entonces, por (a), B,C B .; con esto
tenemos lo que necesitabamos.

—

(c) De (b) tenemos que un conjunto 7 .-acotado siempre es 7-acotado en

L(E,F).

Sea M C L(E,F) un conjunto 7 ,.-acotado, Sea W una vecindad de 0
en (L(E,F),7,.); podemos asumir que W = W, ., donde B C E es
B (E, E')-acotado y V = V*° es una vecindad del origen en F.

Noteimos que
p.(f) = mf{A>0:feAV}=inf{A>0:]|(z, f}| < A VzeV°}
= sp (=, )1

Como M es 7 -acotado, p,(Tx) < oo para todo T € M y todo z € E.
De donde,

A:={ioT:Te M,zeV’? y i es la funcién evaluar en z}

es acotado en (E',o(E’, E)). Por la proposicién (2.3-52), A° es un barril

en E; es decir, es una vecindad de 0 en (E, 8(E, E')). En particular, como

B es (E, E')-acotado, B C AA? para algiin A > 0, asi A C AB°. Por lo

tanto, p, (T) = sug p,.(Tzx) < A, para todo T € M. Con esto obtenemos
=€

que efectivamente M es T -acotado.

2.5. Conjuntos Equicontinuos y Compactologias.

Para esta seccién consideremos E = (E,7,.) vy F = (F,7,) espacios local-
mente convexos.

Definicién 71 Decimos que un subconjunto H de L(E, F) es equicontinuo si
para toda vecindad V' de 0 en F existe una vecindad U de () en E tal que
T(U)ycV para todo T € H.
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Observemos que si F' = C, la definicién anterior equivale a pedir que H C U°
para alguna vecindad U de 0 en E.

En nuestro siguiente resultado probaremos dos propiedades bdsicas para con-
Juntos equicontinuos.

Teorema 72 (a) Si H C L(E,F) es equicontinuo, entonces H es Tg-acotado
y su cerradura en (el espacio producto) FE estd contenida en L(E,F) y
también es equicontinuo.

(b) Sea H C L(E,F) equicontinuo. Entonces, las topologias T, y Tp. coin-

ciden.
Demostracién.

(a) Sea H C L(E, F) equicontinuo. Sea H la cerradura de H en FE; es decir,
la cerradura con respecto a 74, la topologfa producto. Probaremos que
H cC L(E,F)y que H es equicontinuo.
SeanT € H y (Ta)aea C H unared tal que T, converge a T con respecto
a la topologia 7,. Entonces,

T(x+ Ay) = li‘:‘n Tolz + Ay) = Ii;‘nTg,{z‘] + Ma(y) = T'(z) + AT (y) ,

para todo x,y € E, A € C. De donde T es lineal, y asf He L(E,F).

Demostremos ahora que T es continua. Sea V € N,(F) cerrada, elijamos
U/ € N,(E) tal que T(U) C V para todo T € H (esto se puede pues H es
equicontinuo). Como

§z: F& = F; f+— f(x)

es continua, entonces §.(H) C V para todo z € U, pues §.(H) C V.
Esto implica _
(HcV=V.

Pero sabemos que si g es una funcién continua, entonces g(B) C g(
para todo subconjunto B del dominio de g; por lo tanto, §.(H) C V' par:
tolo x € U

En consecuencia, T(U) € V, asi T es continua y H
también obtenemos que T(U) € V para toda T €
equicontinuo.

£ —

C L(E,F). De esto
H, por tanto H es

Finalmente, demostremos que H es Tg-acotado. Es decir, necesitamos
probar que si B C E acotado y V € N,(F), existe A > 0 tal que

HcC AWgy.

Sea B C E acotado y V € N,(F). Sea U € N,(E) tal que T(U) C V, para
todo T € H, la existencia de esta vecindad U la garantizamos del hecho
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de que H es equicontinuo. Sea d > 0 tal que B C 4U, que existe ya que B
es acotado. Entonces

T(B)  T(6U) = 6T(U) C 6V, si T € H.

Por tanto
Hc Wgsy =Wgy ;

osea, H es Tg-acotado.

(b) SeanT, € H,V € N,(F), V =V, y S un conjunto precompacto, S C E.

Demostraremos que existe un conjunto finito M C E tal que

(T, +Wny)NHCT, + Wsy.
Procedamos de la siguiente manera: Sea U € N,(E) que satisface
T(U) %V, VT eH.

Dado que S es precompacto en E, S C K + iU para algin K C E finito.
Tomemos M := 2K, que también es finito, asi Wy y € 7.

Sea T € (T, + Wy v) N H fijo. Entonces T(y) € %V, siempre que y € U,
y (T —T,)(z) € 1V para todo z € K. Lo iltimo lo tenemos gracias a
que T =T, + T, para algiin T' € Wjy,v; es decir,

oT'(K) = T'(2K) = T'(M) c V.

Esto implica que T'(K) C 3V, y asf
(T - T,)(z) = T@) ~ To(x) = Tu(a) + T'(2) - To(z) = T'(z) € 3V.

Por otro lado, a cada s € § lo podemos escribir como s = = + 1y con
s P 2Y
x€ K y yeU. De esta manera

(T-T.)(s) = (T-T.)(@) +(T-T)(3y) = (T~ To)(a) + 5T(0) - 3To(o).

|)[‘.|.'ﬂ
1 1 1 1 1
o Koy £ s “V+=V+=-V=V;
(T-T)@) +5T0) - 3T € 5V + 3V +7
es decir, (T - T,) € Wg .
De modo que T € T, + Wg y. Se sigue 7p. < 75.

La otra contencién siempre la tenemos, pues todo B C E finito es pre-
compacto, por lo que Wg v € Tp..

Como un corolario tenemos el siguiente Teorema fundamental.
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Teorema 73 (Aladglu-Bourbaki) Sea H C E’ equicontinuo. Entonces H es
relativamente T p.-compacto.

Demostracién.

Por el Teorema anterior, basta con probar que H es relativamente o (E, E’)-
compacto, ya que en H las topologfas 7,. y 7, coinciden. De este mismo
Teorema, también sabemos que como ¢ (E,E') = 75, H es o (E', E)-acotado

(acotado en CF¥). Ademéds, H es compacto en CF = I1 f (z), pues del
z€E,[:E—C

Apéndice A-(A.1-203) obtenemos: A C CE es precompacto (compacto) si y s6lo
si f(A) es precompacto (compacto), para toda_f; y como H es acotado, f(H)
es acotado para toda f, por lo tanto f(H) C f(H) son acotados y cerrados en
C.

De donde H es compacto; es decir, H es relativamente o (E', E)-compacto.

Otra consecuencia del Teorema anterior es H C E’, por lo que Hes o (E', E)-
compacto. ®

Notemos que H es relativamente compacto para cualquier topologia en E’
s débil que 7pc(E’, E). Una consecuencia importante del Teorema de Aladglu-
Bourbaki es el Teorema de Aladglu, una de las principales propiedades de la
topologfa débil:

Teorema 74 (de Aladglu) Sea E un e.l.c. Si V es una vecindad de 0 en E,
entonces V? C E' es o (E', E)-compacto.

Demostracién.

Sea V € N,(E). Entonces f(V) C B;(0), para toda f € V?; es decir, V°es
un conjunto equicontinuo. Concluimos entonces que V° es o (E’, E)-compacto.
]

Definicién 75 Sea E une.l.c., l 0s ia (con respecto a (E, E’))
a toda bornologia B formada por discos ar(E E’] compactos

De manera andloga definimos una compactologia en E’.

Observemos que este concepto sélo depende de la dualidad (E,E’). La
bornologia B,, de todos los discos o (E, E')-compactos (ver (2.4.2-69)) es la
compactologia mds grande en E dada por (E, E').

Sea E un espacio localimente convexo. El sistema de todos los discos equicon-
tinnos o (E’, E)-cerrados en E' es una compactologia en E’, y la llamaremos
la compactologia equicontinua en E' y aqui la denotaremos por £. Esta depende
explicitamente de la topologfa definida en E.

Li: envolvente saturada, £5*', de £ consiste de todos los subconjuntos equicon-
tinuos de E. Si A, (E) es la base de vecindades de 0 en E, entonces

{U°:U eN,(E)}

s una base de £.
Probarcmos:
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Proposicién 76 Sea E = (E,7,.) un e.lc. y sea £ la correspondiente com-
pactologia equicontinua. Entonces

(a) 7,. coincide con la E-topologia T, .

(b) SiE es separable, entonces los conjuntos en & son separables y metrizables
con respecto a la topologia inducida por o (E', E).

(¢) Si E es metrizable y separable, entonces (E’,o (E', E)) es separable.
Demostracién.
(a) Sea A, (E) la base de vecindades de cero en E. Entonces, como
U :U e N, (E)}
forman una base de vecindades de cero en E, obtenemos (a).

(b) Sea D C E denso numerable, que existe por ser E separable. Si con-
sideramos al espacio lineal generado por D y la llamamos G, entonces,
por la proposicién (2.1-38), la topologia o (G, E') en G existe como una
topologia localmente convexa Hausdorff. Sea W una vecindad del origen
en E’, con respecto a o(E’,G). Entonces existen y;,y2,...,yx € G tales
que {11,y2, ... ¥x}° € W. Dado que y; € G, 1 < i < k, podemos elegir
{z1, 20, eyam} C D ¥ {AL"] :1<i<kyl<n<m}CC tales que,

m ¥
paracada l <i <k, y; = ) /\,{,:):n:,,; es decir cada y; lo podemos poner

n=1
como combinacién lineal de elementos de D. Si elegimos A > 0 racional
tal que A > 3 A

i,n

, entonces

1 a
ez Em}” C {y1,v2, . Uk} C WL
La razon de esto es que:

fE(A{ L1y XLy ey Typ })o

ffé{l'l.-’-"z»---,lm}" =
— i(A:.-:j,f}l <LVli<j<m
S —
—

Alf() =M f(z) S1LVI<j<m
|f(=z;)] < %,Vl <£js=m

Alora, y; = ¥ z\,(f}z:.,, por lo que

n=|

=55 AOf (@)

n=l

¥y

[(fouadl = 1)l = |f ( % «\ff‘:vn)
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(e

£ 207 @) < £ P01r @i < (£ o) ar <1
n=l n=1 n=1

CONo queriamos.

Asi, los multiplos racionales de las polares de los subconjuntos finitos de
D forman una base de vecindades de 0 en (E’,o (E’,G)) y esta base es
numerable, lo cual implica que o (E’, G) es metrizable.

Por otro lado, por el corolario (2.1-35), ¢ (E',G) C ¢ (E', E).

Sea H € £ y consideremos la topologia inducida por ¢ (E',E) en H.
Esta topologfa coincide con la inducida por o (E’,G) en H, ya que al ser
H un disco o (E’, E)-cerrado, equicontinuo, y al coincidir o (E’, E) con
Tue(E', E) en H tenemos

i:(H,7p(E',E)) = (H,0 (E',G))

la funcién inclusién es continua y biyectiva, puesto que todo conjunto
finito es precompacto y G C E; ademds o (E’, G) es la topologia simple
en H bajo G, con lo que tenemos lo que necesitamos. Como H es rela-
tivamente o (E’, E)-compacto y cerrado, es o (E’, E)-compacto; ademés,

H es metrizable. Ahora, sea n € N y consideremos H C |J Bi(h);
heH "

como H es o (E’', E)-compacto existen h(l"},ltm,.‘.,hs.'.') € H tales que
m

Hc U B.(h™).
k=1 "

Sea A :={ hg"’ :n €N, 1<i<m,}, el cual claramente es numerable,
incluso es denso en H. Veamos que en efecto, tenemos que A es denso en
H:

Seae >0 y h € H. Entonces existe n € N tal que By (h) C B.(h); ademds
por la o (E’, E)-compacidad de H podemos encontrar h,{-“) € A, el cual

satisface que h € By (hE“’ ), por lo que h‘[“] € By (h). Concluimos que A es

denso en H, y asi H ‘es separable.

Como E es metrizable y separable podemos dar una base numerable de

vecindades de cero en E, inclusive podemos considerar a A,(E) como

{B,(0):q € Q). Asi, B = |J (B4(0))° y como cada (B,(0))° es sepa-
geQ*

rable por (b), elegimos a D’ = |J D,, donde D, es el denso numerable

qeQ*
en (B,(0))° con respecto a la topologfa o (E', E), para cada g € Q; asf
D' es un denso numerable en E'.

Otra consecuencia del Teorema de Alaoglu-Bourbaki es la siguiente.

Teorema 77 (Mackey-Arens) Sea E = (E, 7, ) un e.l.c. Entonces la topologia
de Mackey. pn(E, E'), es la topologia mds fina en E compatible con la dualidad
{(E.E".
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Demostracién.
Sea B, = {B C E’ : B es un disco o (E', E)-compacto} la bornologia en E’
que genera la topologia de Mackey pu(E, E’) en E. Asi

B — A°C E: AC E' o(F', E)-acotado, balanceado,
L convexo y o (E’, E)-compacto

es una base de vecindades del origen en E para u(E, E').
Ahora tomemos a la compactologia equicontinua correspondiente en E’

£ = {BC E':B esundisco g (E’, E)-cerrado, equicontinuo}
= {B C E': B es undisco o (E’', E)-compacto equicontinuo}.

Esto trae como consecuencia que 7, = 7, en E, por la proposicién anterior
(2.5-78), y, ya que £ CB,,, tenemos ¢ (E,E') < 7, = 7, < 7, Ahora, por
el Teorema (2.1-35), como (E, E') es una dualidad E' = (E,o (E,E’)) y si
F := (E,u(E,E"))" obtenemos de manera inmediata que E' C F, ademds E’
es un subespacio lineal de F.

Denotemos por " o” y " " a la polarizacién en (E,E') y (E,F), re-
spectivamente. Sea K C E' un disco o (E’, E)-compacto (K = K*°°), entonces
Ke={zeE:|(2,f)l <, VfeKlyK*'={zecE:|{x,f)| <1, Vfe K}
por lo que K° = K*. Esto quiere decir que K = K**, cabe sefalar que esto
pasa para cualquier subconjunto K de E’. Ya que K es balanceado y convexo

K** = absconv " (K) = y ‘ghi
en (F,o (F, E)).

Observemos que (E’,o (E’, E)) es un subespacio de (F,o (F, E)); esto es.
debido aque E' C Fy o (E',E) = a(F, E) en E'. De aquf, como K es o (E', E)-
compacto, entonces K es o (E’, E)-cerrado; en consecuencia K es o (F, E)-
cerrado y asi

K®=K=R"E) - goo — k=, L

Sabemos que las polares, con respecto a la dualidad (E, E’), de los discos
a (E’, E)-compactos forman una base de vecindades de cero B, en (E, 4 (E, E'))
y asi el conjunto de las polares, con respecto a (E, F), de cada V € B, forman
una base de vecindades del origen en F. Alora, por (1], para cualquier f' € F.
f' € K™ = K, para algin disco K ¢ (E’, E)-compacto, con K C E’; por lo
tanto F C E’. Entonces tenemos que F = E'; es decir, u(E, E') es compatible
con (E, E').

Para ver que es la mds fina con esta propiedad, sea 7 cualquier topologia en
E compatible con la dualidad (E, E'), entonces (E,7)’ = E'. De esto, tenemos
como consecuecia que la polar de toda vecindad de 0 en (E,7) es o (E', E)-
compacto. Mostremos que esta afirmacién es cierta:

Sea V € N,(E,1); tomemos V°, que es balanceado, convexo y o (E’, E)-
cerradlo. De la definicién de polar obtenemos que V' es un conjunto equicontin-
uo: entonces, aplicando el Teorema de Alaoglu-Bourbaki, V° es relativamente
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7e(E', E)-compacto, pero T, (E',E) = 7,(E'\E) = o (E',E) en E'. Por lo
tauto V° es relativamente o (E’, E)-compacto y ademés tenemos que V° es
a (E', E)-cerrado; asi V° es ¢ (E’, E)-compacto. Entonces, 7 < u(E,E’). m

Proposicién 78 Sea E = (E,T) un espacio localmente convezo.

(a) Si E es metrizable, entonces 7 = 3" (E, E') (en particular 7 = u(E, E")).
Si E es completo, entonces T = 3 (E, E').

(b) Si(E,7) es normado y 7' es la topologia del espacio dual E', que es de Ba-
nach, entonces v = * (E,E') y ' = B(E',E). Si ademds E es completo,
entonces T = (I (E, E’).

Demostracién.

El inciso (b) se tiene de manera inmediata si demostramos (a). Esto ya
que, como E es normado, tenemos que (E, 7) es métrico y localmente convexo,
ademds (E’,7') es de Banach, por lo que 1 = 3 (E,E') y 7' = B(E',E). Si E
es completo 7 = 3 (E, E’).

Demostremos la afirmacién (a). Supongamos que 7 # 8° (E, E'), entonces
existe B C E' §(E’, E)-acotado pero no equicontinuo en (E, 7).

Sea {U, : n € N} una base de vecindades decreciente de 0 en E, que existe
por ser E metrizable. Como B no es equicontinuo en E, para cada n € N
podemos elegir x,, € U,, v f, € B tales que 'll | falzn)| > 1; es decir, B € nUZ,
Vn € N. Asi, podemos elegir una sucecién (z,)nen tal que z, € Uy, para todo
n € N, y una sucesion (f,)nen en B tales que cumplen |(fn,z,)| > n, n € N.
Adenmuis, por nuestra eleccion de {Uy, : n € N}, (2, )nen es una sucesién nula en
(E.7) y por lo tanto T-acotada. Pero la sucesién (f,)nen es 8(E’, E)-acotada,
va que B es 3 (E', E)-acotado, y sin embargo no es absorbido por {z,, : n € N}°,
que es una vecindad de cero en (E’, 8 (E’, E)); llegamos asf a una contradiccién.
Por tal motivo, 7 = g* (E, E').

De donde, por el Teorema (2.4.2-70) tenemos que 7 = pu(E, E').

Supongamos ahora que E es completo. Sabemos que si B es un disco de
Banach, B es acotado en E,, y por tanto es g-acotado; de donde es claro que
b(E.E') < B(E,E).

De (2.4.2-70) tenemos que b (E', E) < §(E’', E) en E'. Como E es completo,
si consideranos B, donde B es acotado en E, tenemos que B es un disco
de Banach en E. Esto iiltimo trae como consecuencia que B°*® = B? es una
vecindad de cero en E’ para la topologia b (E’, E), incluso {B° : B es acotado
en E} son vecindades de cero para la topologfa b(E’. E), y ademds {B° : B
es acotado en E} es una base de vecindades del origen en E’ con respecto a
la topologia f# (E’, E), por tanto §(E’', E) = b (E', E) en E'. De nuevo por el
Teorema (2.4.2-70), tenemos que §°(E’, E) = 3 (E’, E), y por el mismo Teorema
(2.4-70) obtenemos que como s(E’, E) = o (E', E) en E’, y definen los mismos
conjuntos acotados en E’, lo cual implica 3(E,E’) = 3" (E,E'). m
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Capitulo 3

Espacios Palmeados y
Localmente Completos

Gran parte de la teoria de lo espacios métricos completos esta basada en
importantes resultados estructurales, dos de los cuales son el Teorema de la
Grifica Cerrada y el Teorema del Mapeo Abierto; estos teoremas no sélo son
lmportantes para la teoria desarrollada en dichos espacios, sino que también
existen generalizaciones de estos Teoremas para espacios vectoriales topolégicos,
en particular para los espacios localmente convexos palmeados que trataremos
en este capitulo.

Aqui daremos una demostracién para las generalizaciones de los dos Teo-
remas arriba mencionados, para esto necesitaremos algunos resultados para es-
pacios de Baire, lo que abarcard la primera seccién de este capitulo; ademds
de conceptos y herramientas sobre los espacios palmeados, que desarrollaremos
en la segunda seccién. En la tercera seccién de este capftulo, daremos una de-
mostracién del Teorema de la Grafica Cerrada, utilizando palmas, mientras que
en la cuarta seccién veremos el Teorema del Mapeo Abierto. En las siguientes
tres secciones introduciremos algunos conceptos y resultados importantes que
necesitaremos mds adelante, entre ellos est4 el Teorema de Localizacién, algunos
ejemplos de espacios Palmeados y propiedades de limites inductivos, por iilti-
mo tendremos una seccién importante relacionada con los espacios localmente
completos v algunos ejemplos de estos espacios.

3.1. Categoria de Baire.

A lo largo de esta seccién y iinicamente en esta, trabajaremos con espa-
cios vectoriales topoldgicos con el fin de dar resultados generales, los cuales
tendremos en forma particular para los espacios localmente convexos.

La siguiente definicién, importante para la topologia general, nos puede
servir como una herramienta itil para ver la "medida" de un subconjunto A
de un espacio E.
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Notacién : Denotaremos por int(A) al interior de A, donde A es un sub-
conjunto de un espacio topolégico E.

Definicién 79 Sea E un ev.t. yAC E .
(1) Decimos que A es raro, o denso en ninguna parte, si int(A) = {.
(2) A es de la primera categoria, o, en E si A C U A, donde {Ap}nen es
una sucesion de subconjuntos de E densos en mﬂguﬂa parte.

(3) Decimos que A es de la segunda categoria si A no es de la primera cate-
goria.

(4) Un Hpacw de Baire es un espacio topoldgico de Hausdorff que es de la

4

seq categoria, en s{

Notemos que la definicién (1) equivale a decir que E\A es denso en E.

Ejemplo 80 En R, con la topologia euclidiana, todo conjunto numerable es de
la primera categoria, en particular Q es de la primera categoria.

Observacion : La unién numerable de conjuntos de la primera categoria
es de la primera categorfa. Esto es fdcil de ver, ya que la unién numerable de
uniones numerables de conjuntos densos en ninguna parte es una familia numer-
able de conjuntos densos en ninguna parte.. Ademds, si A es un subconjunto
denso en ninguna parte de un espacio vectorial topolégico E, entonces A también
es denso en ninguna parte pues

int (E) = int(A) = 0.

Asi, para fines précticos, podemos considerar a los conjuntos densos en ninguna
parte como cerrados. Por otro lado, si A C E es de la segunda categoria en E,
entonces E también es de la segunda categoria en sf mismo.

En lo que sigue, un espacio vectorial topolégico de Baire, o simplemente un
espacio de Baire, serd un espacio vectorial topoldgico que también es un espacio
e Baire.

El principal resultado de esta seccién es el siguiente.

Teorema 81 Sea (E,d) un espacio métrico completo y A C E no vacfo. 51 A
cs abierto.entonces A es de la segunda categorin. En particular, iedo espacio
vectorial topoldgico metrizable completo es un espacio de Baire.

Demostracién.

Supongamos que existe A C E, no vacio y abierto tal que lo podemos cubrir
por | A, }uen, una familia no vacia de subconjuntos de E, cerrados, no vacios y
densos en ninguna parte.

Sea C, == Ay C, = ENA,, Yn € N. Como A, es cerrado y denso en
ninguna parte, C,, es un abierto en E, no vacio y denso, para cada n € N,
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Dado x € E y € > 0, sean
B(r.e):={y€ E:d(z,y) <e} y B(x,e):={y€ E:d(z,y) <e}.

Sea x, € C, fijo. Como C, es abierto, podemos elegir £, > 0 tal que B(z,,¢,)
estid incluido propiamente en C,. Asi, dado n € N tomemos z,-; € C,_;
v a1 > 0 tales que B(Zn_1,6n—1) C Cn_;. Ahora, la densidad de C, nos
garantiza que C, N B(zn—1,4n—1) # W. Pero C, N B(z,—1,6n-1) es abierto,
entonces podemos encontrar z, € E y 0 < &n < 4en- tales que

'E{xrnsn} C Cn nB(xn—Issn—l)-

Por construccion, (€,)nen es una sucesiéon nula. M4s aiin, para todo m,n € N,

obtenemos
m

d(mn-{-)nr wn) < Z d(zn-d-l'vxn-l-i‘-l) S 2_n+ IEOI
i=1

por lo que (x,),en es una sucecién de Cauchy en (E,d). Al ser (E, d) completo,
existe = € E tal que x,, — = con respecto a la métrica d.
Observemos que, por la construccién de cada B(z,,&,), tenemos que

§{Im15m) C E{xﬂtsn)i Si m 2 n!
v cada uno de estos conjuntos es cerrado. De esta manera tenemos que
: € B(n,en) C Cn = ENAp, n €N,

y por tanto = ¢ A. Pero = € B(x,,6,) C C, = A, con lo que llegamos a una
contradiccién. Concluimos que todo subconjunto abierto no vacfo de un espacio
métrico completo es, en efecto, de la segunda categorfa. En consecuencia, todo
espacio vectorial topoldgico metrizable completo es un espacio de Baire. m

Lema 82 Sea E un e.v.t. y L un subespacio propio de E. Entonces, int(L) = (\.

Demostracién.

Si int(L) # W, existen x € L y U € N, (E) tales que = + U C L, se sigue
que —x — U C L, por ser subespacio lineal, ademds U c U-~U C L+ L = L.
Sabemos que toda vecindad del origen es absorbente, entonces L es absorbente
en E, y L es un subespacio lineal; es decir, L = E. Por tanto, int(L) = 0. m

Ahora, sea (E, 7) un espacio vectorial topolégico de Baire con una base de
Hamel numerable, {e;,eq, ..., en,...}. Asi, Ex := ({e1,e€2,...,er}), la expansién
lineal de {e;, ey, ....ex}, es un subespacio cerrado dimensionalmente finito de E,
para todo k € N, pues sabemos que todo subespacio de dimensién finita de un
espacio de Hausdorff es cerrado.

Obtenemos que E = |J Ej; por lo tanto, como E es un espacio de Baire,

keN
int(Eyx) # W para algin k& € N. Del lema anterior (3.1-81) deducimos que
E = Ey, para algin k£ € N.

De esta manera tenemos:
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Proposicién B3 Sea E un espacio de Baire. Entonces E tiene dimensién finita
¢ dimension no numerable.

Para enunciar algunas aplicaciones, aquf incluimos dos resultados impor-
tantes para funciones bilineales. Demostremos el primero de estos resultados;
para esto necesitamos algunas definiciones.

Definicién 84 Sean E.F, G ev.t. y B: E x F — G una funcién bilineal. La
continuidad de B la tomaremos con respecto a la topologta producto en E x F'.
Si para tal funcién bilineal B su cumple que cada una de las funciones

B(a,”): F - G,a€E, yB(-,b): E—- G, be F,

son continuas, decimos que B es continua en cada variable, o continua distin-
quible.

Proposicién 85 Sea F, F, y G e.v.t. Entonces, una funcién bilineal
B:ExF—G
es continua si y sdlo si esta es continua en (0,0).

Demostracién.

Que B sea continua en E x F, claramente implica que B sea continua en
(0.0).

Inversamente, sean a € E y b € F fijos, y sea W € N, (G). Sea W, en
N.(G), balanceada, tal que Wy + W) + W; € W. Si B es continua en (0,0),
entonees existen U € NL(E) y V € N,(F), tales que satisfacen B(U x V) C W,.
Escojamos 0 < § < 1 tal que da € U y éb € V. Para cada x € U, tenemos
B(x.b) = B(6~'a,8b) € Wy, y como W es balanceada obtenemos B(dz,b) es
un elemento de W, para todo x € U. Similarmente, B(a,y) € W;, Yy € §V.
Entonces, dado (z,w) € ((a+6U) x (b+4dV)), z=a+déx,z €U,y w= b+ dy,
y € V: llegamos a que B(z,w) = B(a+dz, b+dy) = B(a,b)+ B(a,dy)+B(dz,b),
y por tanto B(z,w) € B(a,b) + W, + W) + W,. Esto implica que

B((a +8U) x (b+ 6V)) C B(a,b) + Wy + W, + W, C B(a,b) + W.

Con lo cual terminamos la demostracién de esta proposicién. m

El que una funcién bilineal sea continua siempre implica que sea continua en
cada variable, pero el inverso no necesariamente es cierto, entonces nos podemos
preguntar bajo que condiciones se cumple que una funcién bilineal

B:ExF—-G
continua en cada variable es continua.

Teorema 86 Sean E, F y G e.v.t.; E y F metrizables, uno de los cuales es de
Baire. Entonces, toda funcién bilineal continua en cada variable B : Ex F — G

o5 confinua.
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Demostracioén.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que E es un espacio de Baire y que
B : E x F — G es una funcién bilineal continua distinguible pero no continua.
Como B no es continua, existen W € N, (G), (4),,ey una sucecién nula en E,
¥ (Yn),en una sucesion nula en F tales que B(zn,yn) ¢ W, ¥n € N.

Sea W, € N, (G) cerrado y balanceado tal que W, + W, C W. Tomemos

U0 n (B (- yn]}_: {WO)!
neN

este es balanceado y cerrado en E. Veamos que U, es absorbente: sea a € E
fijo v elijamos n, € N tal que {y, : n > n,} esta contenido en la vecindad de
cero (B(a,-))”" (W,) de F. Elijamos p > 1 tal que B(a,y,) € pW,, ¥n < n,.
Eutonces B(a,y,) € uW,, ¥n € N, asf que a € pl,. En consecuencia, U, es
absorbente.

Como U, es balanceado y absorbente, tenemos E = |J kU,. Pero ademds,

kEN

U, es cerrado y E es un espacio de Baire, entonces U, tienefnterior no vacio. Con
esto U = U,+U, es una vecindad del origen en E. Asi, para cada z € U tenemos
B(x,y,) € W,+W, C W, ¥n € N. Ahora, como z,, € U, para n suficientemente
grande, obtenemos B(x,,y,) € W, lo cual es una contradiccién. m

3.2. Espacios Palmeados.

De aliora en adelante nuevamente trabajaremos con espacios localmente con-
vexos, asuimiendo que los resultados obtenidos en la seccién previa también los
tenemos para estos espacios, por ser una clase particular de espacios vectoriales
topoldgicos.

Definicién 87 Sea E un el.c. yW: |J N* — 28 y o € NN, definimos
keN

Wk = W(p(1), ..., p(k)), Yk € N.
Decimos que W es una palma en E si satisface:

(W 1) El rango de W consiste solamente de subconjuntos absolutamente convez-
os de E.

(W2) ulW,, :p€ NN} es absorbente en E.

(W 3) Dado ¢ € N" y k € N, todo punto en W,y es absorbido por el conjunto
U{Wyasr 1w € NY, (i) = (i), VI<i< Kk}

(W 4) Woppr +Wongr C© Wy, Yk €N, Vp € NN,

Eu lo que sigue, escribiremos Wy, en lugar de W,, i, siempre y cuando estemos
considerando una misma ¢ € N¥. De modo que podemos dar las siguientes
definiciones.
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Definicién 88 Sea E = (E,7) un e.l.c. y W una palma en E.

1. Una cadena de W es una coleccion de elementos (Wy),.cy de W, tales
que Wiy C Wy, para toda k € N; de donde, (WU’J‘JJ:EN es una cadena,
para toda p € NN,

2. Decimos que W es compatible (con la topologia T de E) si, para toda
vecindad U de 0 en E y toda cadena (Wy )y, existen = n(p,U) €N tal
que Wy, CU.

Cabe hacer notar que, podemos asumir que para cada cadena (Wj)ren de
W, y para cada k € N

Wi C %Wk s4[1]
Esto es gracias a que Wi es convexo y que Wiy + Wiy C Wi, asi que
Wisr + Wigy = 2Wiyy € Wi. Notemos ademds que la definicién de palma
compatible es equivalente a pedir que: para cada vecindad U de 0 en E y para
cada cadena (W )een de W, existe k, € N tal que Wy, C U siempre que k > k,.
En el siguiente resultado daremos equivalencias de la definicién de palma
compatible.

Proposicién 89 Sea (E,7) un ele. y W una palma en E. Entonces, son
cquivalentes:

(1) W es compatible.
(2) Dada ¢ € NN, sea (Yn)nen una sucesién en E tal que y, € Wy n, Vn € N.
k
Entonces (Z yn) es una sucesion de Cauchy en E.
keN

n=1

(3) Sean ¢ y (yn),en como en (2). Entonces (yn), ey €5 una sucesion nula en

Demostracién.

(1) = (2). Sea ¢ € NN fijo y (¥n)nen tal que y,, € Wi, ¥n € N. Dada U,
una vecindad de 0 en E, podemos encontrar k, € N tal que W,, . C U, por ser
W una palma compatible en E. Entonces, W, .. C U, Vk > k,. Asi, para todo
k =k, y todo p € N, tenemos que

k4p

ke
Y- _El Y =
=

i=1

Ji
Ynik € Woksr+ oo + W kap C W y Wi C U,
1

n=

pues
Woseti + Wokaits € W kqi + Wokqivr + Wo ksit,

v de (3.2-85-(W4)) se tiene que

”‘,\S‘.k+l i H'v\p.k+|+1 e Wsp,k+| + wqp.k-i»i € Ww‘k+i—l.V1 < i < P= 1.
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De donde ( 3 _t;k) es una sucesion de Cauchy en E.
keN

n=|

mn n=1
(2) = (3). Es fdcil ver esta implicacién, ya que y,, = E Vi— LYY

i=1 3=1

i
(Z y,,) es una sucecién de Cauchy. Asi, dada U € N, (E), 3k, € N tal
kEN

n=l1

que W, C U, siempre que k > k,. De donde, para todo k > k, y p € N se
”
cumple que Y ynix € Wi C U, en particular para p =1, ypq1 € Wy C U,

n=1

vk > k,. Por lo tanto, (y,.)"EN es una sucesién nula en E.
(3) = (1). Supongamos que existe ¢ € NN y U € N, (E) tal que

Won U, VneN;

es decir, W no es compatible con la topologfa 7 en E. Si elegimos y, € W, ,\U,
Vn € N, entonces (yn),cy N0 puede ser una sucesién nula en E, pues y, ¢ U,
¥n € N, lo que es una contradiccién a nuestras hipétesis. m

De esta iiltima proposicién, obtenemos la siguiente definicién.

Definicién 90 Sea E un e.l.c. y W una palma en E. Decimos que W es una
palma completante si para toda @ € N¥ y toda eleccién de y, € Wy o, n € N, la

n=l

k
serie ( Y y,,) converge en E.
kEN

Una palina completante en un espacio localmente convexo E siempre es com-
patible, por la proposicién (3.2-90). La inversa es cierta si E' es secuencialmente

completo, pues si W es una palma compatible tenemos que para toda ¢ € NN y
k

toda sucesion (¥ ),y tal que y, € W, 5, n € N, la sucecién ( > y,.) es de

n=] kEN
Canchy y por lo tanto converge siempre que E sea secuencialmente completo,
st

Proposicién 91 Sea E un c.l.c. secuencialmente completo, y VW una palma en
E. Entonces, W es completante si y sdlo si es compatible en E.

Definicién 92 Sea E un e.l.c. Decimos que E es un espacio palmeado si tiene
una palma completante.

Un ejemplo facil, de espacio palmeado, lo obtenemos considerando un espacio
localmente convexo metrizable, como sigue:

Proposicién 93 Sea E un e.l.c. completo y metrizable. Entonces E es un e.l.c.
palmeado.

Demostracion.
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Como E es metrizable podemos elegir una base de vecindades del origen
numerable. Sea { Uy } ken una base de vecindades de cero en E, con Uy balanceada
y cerrada, Yk € N, tales que U4y + Uny1 C Uy, ¥n € N. Entonces, la funcién

W: | N = 2F
kEN
dada por (n,,...,nx) — Uy, es trivialmente una palma compatible en E.

Por la proposicién anterior (3.2-91) y de (3.2-89), W es completante si y sélo
si E es secuencialmente completo; es decir, W es completante si y sélo si E es
completo. =

Ahora, nos podemos preguntar si el inverso es cierto; es decir, si todo palmea-
do es metrizable y /o completo, esta afirmacién no necesariamente es cierta pues
existen espacios que son palmeados pero que no necesariamente son metrizables
o completos. En la iltima seccién de este capitulo damos algunos ejemplos, en
particular haremos notar que los espacios €, son palmeados pero no son com-
pletos ni metrizables.

3.2.1. Propiedades de estabilidad para Espacios Localmete
Convexos Palmeados.

En relacién a la propocisién (3.2-93), el siguiente Teorema muestra que mu-
chos de los espacios localmente convexos relevantes estdn en la clase de los
espacios palmeados. Para esto, decimos que un espacio localmente convexo G
es un cociente del espacio localmente convexo E si existe M C E un subespacio
cerrado tal que G, con su topologia localmente convexa, es homeomorfo a E/M.
con respecto a su topologfa cociente.

Teorema 94 Sea E = (E,7) un e.lc. palmeado.
(a) Todo subespacio secuencialmente ccompleto L de E es un e.l.c. palmeado.

{b) Si F es un e.l.c. tal que existe una funcidn lineal, continua y suprayectiva
T:E — F, entonces F es un e.l.c. palmeado.

(¢) S§i G es un e.l.c. cociente de E, entonces G es un e.l.c. palmeado.

(d) E es un e.l.c. palmeado con respecto a toda topologta lineal Hausdorff mds
débil que .

Demostracién.

Sea W una palma completante en E.

(a) Sea L un subespacio secuencialmente completo de E. Entonces, obten-
emos una palma completante en L de la siguiente forma:

W : |J NF = 2k
kEN

definida por (g, ...,nx) — LN WV (nq,...,n). En efecto, esta palma, W', es
completante en L:
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(W 1) Como cada W(ny,...,n;) es absolutamente convexa, para cada k € N,
también lo es W(ny,...,n), de las propiedades de espacio vectorial para
L.

(W 2) W, :pe€ NN} es absorbente en L, ya que U{W,; : ¢ € NN} es
absorbente en E.

. N
(W 3) Claramente, para toda ¢ € N" y toda k € N, todo punto en W:,.k es
absorbido por el conjunto

UiWppr i €NV 9 () = 9 (i) V1 < i< k)
puesto que todo punto de W, ;. es absorbido por

UfWy ks : ¥ € NV 9 (i) = p (i), V1 i < k).

(W 4) También, Wj, . +Wy, ., C Wi, Vo € NN, Vk € N, se tiene trivial-
mente de que Wy xp1+Wy 1 C Wy i, Vo € NN Wk €N, en E.

En este caso, que W’ es completante se tiene de la proposicién (3.2-90).

(b) Sea T : E — F, continua, lineal y suprayectiva, con F' un espacio lo-
calmente convexo. De manera similar que en L, definimos en F una palma
completante dada por:

W' | Nf=2F

keEN

via la regla (n,...,n5) — T (W(ny,...,nx)). Asf, W" es completante en F:

(W 1) Como cada W(n,,...,nx) es absolutamente convexa, para cada k € N,
también lo es W”(n,,...,n), por ser T lineal.

(W 2) U{WZ, : p € NN} es absorbente en F, pues U{W,,; : ¢ € NN} es ab-
sorbente en E, y T es lineal y suprayectiva.

(11" 3) Claramente, para toda ¢ € N¥ y toda k € N, todo punto en Wi es
absorbido por el conjunto

UIW) eyt € NNy (i) = ¢ (i) V1 < i < k)
del hecho que todo punto de W, x es absorbido por

U{Wo ks 1 ¥ € NN (i) = (i) V1 S i < k}
v de la linealidad de T.

(W 4) Finalmente, W/ +W/ ., C W} Vo e N Vk € N, se tiene trivial-
mente de que Wy, g1 #Wy kg1 C© Wyk, Yo € NV Wk € N, en E y ademds

que T es lineal.
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Ahora, W es completante en F, pues si ¢ € NN y (¥5)nen €S una sucesién

en F tal que y;, € W, 5, Vn € N, entonces existe (yn), ey una sucesién en E,
o0

tal que y;, = T(yn) ¥ Un € Wy, Vi € N, y la serie Zi yn converge en E; es
n=

o0
decir, existe z € E tal que z = ¥ y,, por tanto, ya que T es secuencialmente
n=1

o0 o0 00
continua, la serie 3 y., converge en F, inclusive T'(z) =T ( o yn) = 3 k.
n=1 n=1 n=1
Las afirmaciones (c) y (d) son inmediatas de (a) y (b). La razén de esto es
que, por un lado, la funcién cociente 7 : E — G es continua (por lo que también
es secuencialmente continua), lineal, y suprayectiva; y por otro, si 7° es una
topologfa mds débil que 7, la funcién identidad Id : (E,7) — (E, ') también es
continua (y asi, es secuencialmente continua), lineal y suprayectiva. m

3.3. El Teorema de la Grafica Cerrada.

Dados dos conjuntos E, F, y una funcién f : E — F, la grifica de f estd
definida como el subconjunto Gy := {(z, f(z)):x € E} de Ex F. Si E y F son
espacios topolégicos, con F Hausdorff, entonces G es cerrado en E x F, con la
topologia producto, siempre que f sea continua (ver Apéndice). El Teorema de
la Grifica Cerrada nos asegura que, bajo condiciones convenientes para E, F,
v f, la inversa de esta afirmacién también es cierta: Si Gy es cerrada, entonces
f es continua.

Existen diferentes formas para demostrar el Teorema de la Gréfica Cerrada
para espacios vectoriales topoldgicos y funciones lineales. Aqui, a una funcién
lineal entre espacios vectoriales topolégicos, que tiene grafica (secuencialmente)
cerrada, la llamaremos funcién (secuencialmente) cerrada.

Para demostrar el Teorema de la Grafica Cerrada, veamos la siguiente defini-
Clon.

Definicién 95 Sea E un e.v.t., {E,},en una familia de espacios vectoriales
topoldgicos, y F = {S, : E, — E: n € N} una familia de funciones lineales.
Definimos a la topologia lineal inductiva definida por esta familia y por las fun-
ciones lineales S, € F, n € N, como la topologia mds fina que hace continuas a
todas las funciones S, : B, — E, n € N.

De la definicién anterior, tenemos que U € 7 si 7 sélo si, por definicién,
STYU) € 1y, ¥n € N. Es decir, S, es abierta, para todo n € N.

Proposicién 96 Sea E un e.v.t. con la topologia lineal inductiva 7, dada por
| E, Yuen una familia de espacios vectoriales topoldgicos y las funciones lineales
S, :E,—=E, neN. Sea Funelc. yT:E — F una funcién lineal. Entonces,
T es T-continua si y sélo siTo S, : E,, —» F es continua, Yn € N.

Demostracion.
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Primero, supongamos que T es continua. Asf, como S, : E, — E son con-
tinuas, para todo n € N; claramente se tiene que T'0 S,, : E,, — F es continua,
Vn € M.

A la inversa, si T o S, : E,, — F es continua, ¥n € N, entonces

(ToSy)™" (V) =S:1(T~(V))

es abierto, V. € N, donde V es abierto en F. Observemos que T~(V) C E, y
recordemos que un subconjunto de E es abierto si y sélo si su imagen inversa,
con respecto a cada S,,, n € N, es abierta en E,,. Lo cual se cumple por hipétesis,
asi T~!1(V) es abierto en E, y en efecto T : E — F es continuo. m

Teorema 97 (Gréfica Cerrada) Sea E un e.l.c. Supongamos que la topologi
en E es la topologia lineal inductiva definida por una familia { E, }nen de el.c.
de Baire y funciones lineales S, : E, — E,n € N. §5i F es un espacio localmente
convero palmeado, entonces toda funcidn lineal cerrada T : E — F es continua.

En particular, de la proposicién (3.3-96), T es continua si y sélo si T o S, :
E,, — F es continua, Yn € N. Por tanto podemos considerar a E como un
espacio de Baire, y el Teorema anterior es una clara consecuencia del préximo
resultado. Cabe senalar que un espacio E con una topologfa lineal inductiva no
necesariamente es de Baire, mds adelante se da un ejemplo de un espacio que
cimple con esto.

Teorema 98 Sea E un e.l.c. Supongamos que G es un subespacio de la sequnda
categoria de E y que F es un espacio localmente convero palmeado. Sea T €
L(G, F) cerrado en E x F, entonces T es continuo.

Demostracién.

Sea W una palma completante en F. Denotemos por Wy, a W, », y por Wy, &
a Wiy, .on) =Wy yestalque ¥ (i) =p(i)sil <i<n.

(a) Como |J W, es absorbente en F, y E es un espacio de Baire, existe

PENT

v € N tal que T-'(W,, ) es de la segunda categorfa en E. Por tal motivo,
podemos elegir (W }kEN’ una cadena en la palma W, tal que T—'(W}) es de
la segunda categoria en E, Vk € N. La construccién de tal cadena es de la
siguiente manera, supongamos que Wj._; es tal que T~ (Wj._,) es de la segunda

categoria en E,como Wie—y € |J mWg_;,, podemos encontrar k € N tal que
m.neN

Wioix 1= Wi satisfaga que T—!(W}) es de la segunda categorfa en E. Asi,
obtenemos la cadena (W), .y C W buscada.

(b) Tomemos W, = F, y sea Ay := T~!'(Wy); escojamos z; € Ay y Ui en
NL(E), balanceada, tal que

a4 Ug CA_L-, Wk € N, ....,[1]

lo cual es posible por ser Ag de la segunda categoria en E. Afirmamos que
GNAps2 CT Y (W), Vk e N:
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Sea x € G N Agyz2, entonces existe zxyo € (z + Ukys) N Agyo; es decir,
k+2 € Arg2 ¥ T — k42 € Ukys, ya que Uk es balanceada.

Como zx43+Uk43 C Axya, de (1], tenemos que zxy3+2—2k42 =: 2’ € Bpya+
Uiy C Agys. Ahora, ' € Agy, por tal motivo existe zxy3 en (z' + Upyy) N
Apyz, y como Tgpq + Ukyqg C Agyq obtenemos que

@' = Zpys + Erga = 2 — (Zra2 + 2k43) + (Trgs + Trta) € Arpas

iterando, tenemos que

N N

= ;2 Tt + Z: Tiyi € Urpnanyy (2]
N —

= .Zz(:kﬁ = Tktit1) € Argns1, VN 23 ES

O o0
Como W es una palma completante en F, los limites 3 Tagpiiv1 ¥y 3 Tzieqi
=2

=2

e i (=]
existen en F, y son elementos de Wiy, Asf, vy := 3 T(zksi — Thpit1) ¥
i=2

o N N I
3 T(zkpi — Tipigr) = Hm |3 T(ze4i) — 3 T(@htivr)| € Wigr + Wiy,
i=2 _ N—oo iz i=2
pero Wiy + Wiy € Wi, por tanto y € Wy.

Consideremos ahora, U € N,(E) y V € N,(F). Por [3] existe agyn4+1 en
Apg vy tal que

N
- ZJ(:H.- — Tktitl) —akan41 €UL,VN 23, L [4]

Como W es compatible, (Tax4n41)y >3 €s convergente a cero en F, ya que
Tayyn+1 € Wignt1, YN > 3. Esto implica que

N N
y=T (_Z_zf-fkﬂ = Tptitr) + ﬂk+N+1) = U“.Z; T(zk4i—Zkpiv1)—Taren+1 €V,
si N > P fija y suficientemente grande. . [5)

De [4] y [5], si Gt es la gréfica de T, tenemos que [(z,y) + (U x V)] # W
Dado que a U y a V las tomamos de manera arbitraria, y Gt es cerrada, tenemos
que (x,y) € Gr; es decir, Tz =y € W,.

(¢) Veamos ahora que T es continuo. Sea V € N,(F) cerrada, como W es
compatible, existe (Wy)ren € W cadena tal que Wi C V,sik >k, Porla
segunda parte de la prueba, tenemos que :

Trys + (GNUkss) € GNAgys € T7HWig).

Pero 44 € Agys, esto implica que T(GNUy43) C© Wigz+Wig C WecCV.
Por lo tanto T es continuo. =

Si E es un espacio de Baire metrizable, entonces en la demostracién anterior,
podemos elegir (Uy )ren como una base de vecindades de cero en E, decreciente.
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Entonces, de [2] tenemos que £ = ¥ zZgpi —Tptit1- Siy = Y T(2pgi—Tgis1),
i>2 i>2

concluimos que T = y siempre y cuando Gr sea secuencialmente cerrada. Asi,

procediendo de la misma forma que en (3.3-98), tenemos.

Teorema 99 Sea E un espacio vectorial y supongamos que E tiene la topologia
lineal inductiva definida por una familia {E, : n € N} de espacios de Baire
metrizables. y las funciones lineales S, : E,, — E, n € N. Si F es una espacio
palmeado, cntonces toda fucién lineal secuencialmete cerrada T : E — F es

continua.

Usando el Teorema anterior, el Teorema (3.1-81) y la proposicién (3.2-93)
obtenemos el Teorema de la Grafica Cerrada Clésico (para espacios de Fréchet).

Corolario 100 (Teorema de la Gréfica Cerrada de Banach) Sean E y F
espacios de Fréchet. Entonces, toda funcién lineal cerrada T : E — F es con-
tinua.

Teorema 101 Sea E un espacio de Baire. Entonces, E es palmeado si y sélo
st es metrizable y completo.

Demostracién.

Por el Teorema (3.1-81) y la Proposicién (3.2-93) s6lo tenemos que demostrar
que un espacio de Baire, el cual admite una palma completante W, es metrizable
v completo.

Si hacemos algo andlogo a la demostracion del Teorema (3.3-98), tenemos:

Dada [ : E — E la funcién identidad, como W es una palma completante
en E, existe una cadena (Wi)ren en W tal que Wy, = I (Wy) es de la segunda

categorfa en E, Vk € N; la razoén de esto es: Como |J W, es absorbente en
PENY

E, v E es un espacio de Baire, existe ¢ € N tal que fg‘(ww,.) = W, es de
la segunda categorfa en E. Con esto podemos definir W, := W, ; y cumple que
I5' (W)) es de la segunda categorfa en E. Ahora tomemos Wy := Wy 5 donde
T e N¥ y es tal que IEI(W-Z} es de la segunda categoria en E, pues W) es
absorbido por {Wy.2: v € N¥ y (1) = ¢(1)}. Supongamos que tenemos con-
struida la coleccién {W,.}:=1 en la palma W de E, tal que Iz'(Wi_1) = Wi_,

es de la segunda categoria en E. Como Wy C U mWy k41, podemos
meN, pENN

encontrar W' € NV tal que Wy ipy := Wiy satisfaga IEI(WHI) = Wi+,
es de la segunda categoria en E. Notemos que por construccién tenemos que
Wig1 + Wi C Wi Asi, hemos construido una cadena (Wi),.cy € W tal que
I;' (W) es de la segunda categoria en E, Vk € N.
Tomemos W, = E, y escojamos xx € Wy y Ui en Ny(E), balanceada, tal
e
xp + U C m,Vk eN, L. [1]

lo enal es posible por ser W de la segunda categorfa en E. Por la Proposicién
(3.2-89), (1),cy es una sucesién nula en E. Si U es una vecindad del origen
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en E,y V € N,(E) es tal que V — V C U; entonces z;, € V, para algin
k € N. Como W es compatible, ademds podemos suponer que Wi C V. Asi,
Ui, € Wi —ax € V-V c U. Con esto, mostramos que (Uk)keN forma una base
de vecindades de 0 en E. Como (Uy),cy s una familia numerable de vecindades
de cero en E, tenemos que en efecto E es metrizable.

Veamos que E es completo. Sea (2y),cx una sucesién de Cauchy en E. Sea
my < mp < mg < ...en N tales que z,,, — 2z, € Ugqy, Ym,n > my, Yk € N, lo
cual pasa por ser (z),cy una sucesién de Cauchy y Uky1 € No(E), Yk € N.
Eutonces, por [1] y ya que Wiy + Wiy C Wy, para cada k € N, tenemos

Zinges — 2mp € W1 — Zpy1 C Wi,V €N sensi[2]
Sea U una vecindad del origen en E. Elijamos V,, € N,(E) tal que
Vi+WVicUy Vig 4+ Vagr + Vg C V,, para todon € N.

Observemos que Vi1 C Vi ¥ Vg1 + Vap1, Voo + Vi C Vi, ¥n € N De aqui
que para cada n € N obtenemos:

Viez +Vara +Voagpa+ Vo € Vi + Voo + Vs C Vi + Vg C Wy,
Visr+ Vaga + Vage + Vaqr € Vigs + Vaga + Vigo + Vg,

$ Vask C Vi VmeN. 3]
k=1

Por [2] y como W es compatible, para la cadena W),y dada arriba, dado
k € N existe y. € Wy tal que

Yk = (2meyy — 2m,) € Vi (4]
00
Alora, como W es una palma completante en E, y = 3 yi existe en E. De
k=1

donde, para cadan € N, existe r, >nenNtalquey— Y yp € Vi, sir > 1,
k=1
Por lo que, para esta r,
L r r T
o= z [-:uu+| e :"u) =y E Yk + 2 (y.k = (-"m;,“ e :m;)) eVu+ Z Vi,
k=1 k=1 k=1 k=1
por [4]: ademds de [3] tenemos que

Va+ o VicVi+..+Vaa+Va+ Vot Vac i+ Vi CU
k=1

o0
En consecuencia, 3 Zm,,, — *m, existe en E y es igual a y. Pero entonces, la
k=1

n
sucesion ( > (Simwi = 2wy = Zmigg = :m,) converge en E a y; es decir, la
k=1 nen
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SUCesion (2,,, ) ey CONVErge a y + 2, ; asi, la sucesion (z,), oy también converge
AY+ ., en E:

Sea V € N, (E), balanceda, tal que V+V C U. Entonces, dado que (2, ) e
converge a y+z,,, , existe N, € N tal que y+zp,, —z,,, € V, siempre que k > N,;
por otro lado, existe Ny € N, Ny 2 m,, , tal que z,, —z, € V,sin,m > N,. Sea
N = max{N,, N }, entonces y+zm, —2n = Y+2m, —Zm, +2m, —2n € V+V C U,
con k = N, siempre que n > N, de aquf concluimos que en efecto (zn),en
converge en E. Finalmente, E es completo como deseabamos. m

Con respecto al teorema anterior, nos podemos preguntar si existen espacios
que son palmeados pero que no son de Baire, en realidad si existen este tipo de
espacios, para construir un espacio que cumpla con esto necesitaremos algunos
conceptos y herramientas que veremos en la seccién 3.6, por lo que tal ejemplo
lo incluimos en la 1iltima seccién de este capftulo.

3.4. Algunas Consecuencias.

Para demostrar el Teorema de la Mapeo Abierto, primero veamos el siguiente
Teorema General:

Teorema 102 Sean E y F e.l.c., E palmeado, y T € L(E, F) cerrado. Si R(T)
es de la sequnda categoria en F, entonces T es abierta.

Demostracién.

Sea Gr C E x F, la gréfica de T. Primero veamos que N(T') es cerrado.
Supongamos que N(T') no es cerrado, asf existe z € N(T)\N(T); de donde,
existe una red (2. ),c, en N(T) tal que converge a x en E, pero T(z) # 0. Asf,
(%0, T(2a)) = (24,0) — (x,0) en Gr, y Gr es cerrada, entonces T(z) = 0, con
lo que llegamos a una contradiccién. Por tanto, N(T') es cerrado.

Si tomamos el cociente E,/N(T), este es un espacio de Hausdorff, con re-
specto a la topologia cociente, y de (3.2.1-94)-(c) obtenemos que E,/N(T) es
un espacio palmeado.

Ademas, la funcién

T:E/N(T) — R(T)

via la regla T(x + N (T')) = Tz, esta bien definida, pues por la linealidad de T
teneinos

T(z+ N(T)) &= Ta =Tz <

04= z—z€ N(T) <=z + N(T) = z + N(T).

T(x + N(T))
T(x—2)

G . es cerrada:

Si Gj = {(x+ N(T),Tx) : x € E} C E/N(T) x R(T), donde G5 es la
grifica de T, queremos ver que para cada red (f" + N(T),T2a),ep C G tal
que i, + N(T) — 2+ N(T), en E/N(T), y T(za + N(T)) = Tz, — y; en

R(T), tenemos que T(x + N(T)) =Tz = y.
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Como x4 + N(T) = 2+ N(T') en E/N(T), asumamos que existe una red
(v4) yer C E formada por representantes de z, + N(T), para cada a € A, tal
que yz — x en E(esto lo demostraremos mds adelante), por otro lado, Tys — y
en R(T), de aqui que (yg,Tyg) — (z,y) en E x R(T); pero como Gr es cerrada
¥ ((y8: Tys)) gp ©s una red en Gr obtenemos que (z,y) € Gr; es decir, Tz = y.
Por tanto f'(:, + N(T)) = y, asf G es cerrada en E/N(T) x R(T).

Como T : E — R(T) es suprayectiva, también lo es T E/N(T) — R(T).
Para ver que T es inyectiva, sea z + N(T) € E/N(T) tal que T(z+ N(T)) =0,
pero esto tltimo pasa si y sélo si Tz = 0, lo cual se da si y solamente si
x € N(T), por tanto = + N(T) = N(T) en E,/N(T'). Por lo que efectivamente,
T es inyectiva. Esto quiere decir que existe 71, R(T) — E/N(T), la inversa de
T. Como T es cerrada, también 7! lo es, pues Gi-, = {(Tz,2+N(T)) : z € E}
es cerrado en R(T) x E/N(T). Observemos que T—! es continua, ya que R(T)
es un subespacio de F, R(T) es de Baire y E,/N(T') es palmeado, y si aplicamos
el Teorema de la Grdfica Cerrada, en efecto T-1 es continua. Lo cual implica
que si V es abierto en E, como V + N(T) es abierto en E/N(T), tenemos
que T(V) = T(V + N(T)) es abierto en R(T), y por ser R(T) de la segunda
categoria en F tenemos que T es suprayectiva, es decir R(T) = F.

(*) Por iiltimo demostremos que en efecto existe una red (y3) 4 en E, for-
mada por representantes de la red (zq + N(T)),¢n, tales que (yg) 4 converge
a a en E. Esta afirmacién la tenemos gracias a que V es abierto en E/N(T) siy
solo si m~!(V) es abierto en E, donde 7 es la funcién cociente 7 : E — E /N(T).
Ademss, como la topologia cociente es la mds fina en E,/N(T) que hace con-
tinua a la funcién = : E — E/N(T), x — z + N(T), tenemos que 7 es
abierta.

Entonces, dada U € N, (E), obtenemos que V := U + N(T') es un elemento
de N;yn(r)(E/N(T)), y existe a, € A tal que z, + N(T) € V, Va > a,.
Consideremos zf, € #~}(V)NU tal que z, + N(T) = za + N(T), a = a,, lo
cual podemos hacer pues z, + N(T) € V =U + N(T).

Ahora, tomemos la red (ys)g¢r, donde § = v, para algunos U € N:E),
a €A,y ys = xl, ; ademds, dados 3,7 € I" tenemos a,, = f < v = d, si y sélo
siae<dyU' CcU,cona,deA

Asi, por construcion (yg) s converge a z en E.

Concluimos la demostracién de este resultado. m

Teorema 103 Sean E y F e.lc., E palmeado, y F' de Baire. Entonces, toda
funcion continua, lineal y suprayectiva T : E — F es abierta.

Demostracion.

Como T es suprayectiva R(T) = F, que es de Baire. Por ser T continua,
T es cerrada, por tanto se cumplen las condiciones del Teorema anterior y asi
obtenemos que T es abierta. m

El Teorema (3.4-102) generaliza un resultado clasico, conocido como el Teo-
rema de Banach-Schauder:
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Teorema 104 (Banach-Schauder) Sean E y F e.l.c. metrizables, completos.
5iT € L(E, F) es continua, entonces R(T) es de la primera categoria 6 cerrado
en F.

Demostracién.

Como E es metrizable y completo, de la proposicién (3.2-92) tenemos que
E es palmeado; como T es continuo, T es cerrado. Asf:

Si R(T) = F 6 R(T) = {0}, se cumple trivialmente lo que nos piden.

Supongamos que {0} ¢ R(T) ¢ F, y ademds que R(T) no es de la primera
categoria ni cerrado. Al no ser R(T') de la primera categorfa tenemos que R(T')
es de la segunda categoria. Asi, se cumplen las hipétesis del Teorema (3.4-
102), ¥ por tanto T es abierta. De donde R(T') es un abierto en F, inclusive

R(T) € N,(F) y % # R(T) C int (R{T_))‘ En consecuencia, R(T) es absorbente
en F. Por lo que dado z € F, existe A > 0 tal que 2 € AR(T), por lo que
existe € R(T) que satisface T'(Azx) = z. Por lo tanto, z € R(T) y F = R(T).
Llegamos asi a una contradiccién, con esto R(T') sélo puede ser de la primera
categoria o cerrado. m

3.5. Espacios Estrictamente Palmeados.

En espacios concretos usualmente podemos encontrar palmas teniendo un
propiedad mds fuerte que tener solamente una palma completante.

Definicién 105 Sea E un e.l.c. Decimos que una palma W en E es una palma
estricta si es completante y si, dada ¢ € NN y una sucesion (y, Jnen €n E con

o0
i € Wom. 1 € N, tenemos que Y, yx € Wy, ¥ne N.
k=n+1

Por la proposicién (3.2-89) es claro que toda palma completante que tiene por
elementos sélo a conjuntos secuencialmente cerrados es estricta. En particular, la
palma construida en la demostracién de la proposicién (3.2-93) para un espacio
metrizable completo tiene esta propiedad. De esta manera obtenemos:

Proposicién 106 Sea E un e.l.c. metrizable y completo. Entonces, E admite
una palma estricta.

Demostracién.

Como E es metrizable podemos elegir una base de vecindades del origen nu-
merable. Sea {Uy }ren una base de vecindades de cero en E, con Uj balanceada,
convexa y cerrada, Yk € M, tales que U4 + Uns1 C Uy, ¥Yn € N. Entonces, la
funecion

W: J N = 2F
kEN
dadda por (ny,...,ny) — Uy, claramente es una palma compatible en E.

Por la proposicién (3.2-91) y (3.2-89), W es completante si y sélo si E es

secuencialmente completo; es decir, W es completante si y sélo si E es completo.



80CAPITULO 3. ESPACIOS PALMEADOS Y LOCALMENTE COMPLETOS

Ahora, por la proposicién (3.2-89) dada (y,),.y una sucesién tal que y, €
k
U,, n € N, tenemos que ( 3 y,.) es una sucesién de Cauchy en E, pero por
n=1 neN
o0
ser E completo la sucesién converge y asi Y y, existe en E; en consecuencia,

n=1

oo
para cada n € N, laserie Yy converge en E.

k=n+1
"
Como Y wk€Unt1+Unso+ .. +Un yUni1 + Ung2 + ... + Uy C Uy,
k=n+1
o0
¥n € N, y cada U, es cerrada en E, obtenemos que 3 yx € U,. Esto implica

=n+1
que W es una palma estrictaen £. =

Definicién 107 Sea E un e.l.c. Si E admite una palma estricta, decimos que
E es un espacio estrictamente palmeado.

Haciendo algunas modificaciones al Teorema (3.2.1-94) obtenemos el sigu-
iente resultado:

Teorema 108 Sea E = (E,7) un e.lc. estrictamente palmeado.

(a) Todo subespacio secuencialmente cerrado L de E es un e.l.c. estrictamente
palmeado.

(b) SiF esune.l.c. tal que eriste una funcidn lineal, secuencialmente continua
y suprayectivaT : E — F, entonces F es un e.l.c. estrictamente palmeado.

(¢) Si G es un el.c. cociente de E, entonces G es un e.l.c. estrictamente
palmeado.

(d) E es un e.l.c. estrictamente palmeado con respecto a toda topologta lineal
Hausdorff mds débil que 7.

Demostracién.

Si demostramos el inciso (b), es facil ver que (c) y (d) se cumplen, pues si G
es un espacio localmente convexo cociente de E, existe 7 : E — G lineal, contin-
ua v suprayectiva, aplicando (b) tendriamos que G es estrictamente palmeado.
Por otro lado, si 7/ es una topologia mds débil que 7, entonces la funcién in-
clusion i : (E,7) — (E,7') es continua, con lo que es secuencialmente continua,
lineal y suprayectiva; y de nuevo, aplicando (b) resulta que (E, ") también es
estrictamente palmeado.

Las demostraciones de (a) y (b), de que L y F, respectivamente, son palmea-
dos lo tenemos del Teorema (3.2.1-94). Consideremos la misma contruccién de
las palmas en la demostracién de (3.2.1-94) y veamos que dichas palmas, W' en
L v en W' F| son estrictas.

() Para ver que W' es estricta, sea (W), oy € W' una cadena, y (y;,),,cy una

sucesion en L, tales que y), € W,, para cada n € N. Asf, existe (W'Eu)keh' cw
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una cadena, y (},),, oy una sucecién en E tales que z, € Wi, para todo n € N,
head

con LN WS = W/, n € N. Entonces, la serie Y 2, converge en W{'"); de
k=n+1

donde Z‘: ;. converge en W), ¥n € N, ya que L es secuencialmente cerrado.
Asf (ah:;l,;llos que en efecto, L es estrictamente palmeado.

(b) Para ver que W" es estricta, sea (W}/), .y C W" una cadena, y (y1),en
una sucesion F, tales que y), € W,, para cadan € N. Entonces, existe (WFJ)EN
una cadena en W, y (z7),,cn una sucesién en E tales que z); € w, para todo

5 o0
n €N, con T(WS?) = W” n€N. Asi, laserie Y. z] converge en WS?; de
k=n+1

oo
donde 3y converge en W)/, ¥n € N, T es secuencialmente continua. Por
k=n+1
tanto, F es estrictamente palmeado. m

Contamos con un importante teorema vélido solamente para espacios estric-
tamente palmeados, el cual es una variacién del Teorema de la Grafica Cerrada,
llamado Teorema de Localizacién.

Teorema 109 (Localizacién) Sea E un espacio localmente convezo de Baire
y F un espacio estrictamente palmeado. Sea W una palma estricta en F. Si
T : E — F es una funcién lineal cerrada, entonces T' es continua, y eriste una
cadena (Wi ) ey para la cual, los conjuntos T~' (W,) son vecindades de 0 en
E. ¥YneHN.

Demostracion.

Por el Teorema (3.3-98), es inmediato que T' es continua. Para obtener el
resto de la afirmacién, hagamos la siguiente construccién:

Queremos encontrar una cadena (Wy), oy de W tal que A, := T~1(W,),
n € N, sea de la segunda categorfa en E. Sea W, = F. Como |J W, ; es

PENY
absorbente en F, y E es un espacio de Baire, existe y € N tal que T (W)
os de la segunda categoria en E. Por tal motivo, podemos elegir W) := W, ;,
un elemento del primer nivel de la palma W que satisface que T-'(W,) es de
la primera categoria en E. Asi, escojamos ahora a W, := Wy 2, donde ¥ € NN
v ¥/(1) = ¢ (1), con Wy de la segunda categoria en E, lo cual podemos hacer
ya que W, es absorbido por {Wy5 : ¥ € NN, (1) = ¢ (1)}; observemos que
Wy + Wy € Wy por construccién. Ahora supongamos que tenemos construida la
coleccion (W,,)%_, tal que T—!(W;) es de la segunda categorfaen E, 1 <i <k
yWigr + Wiy ¢ Wesil €40+ 1 < k. Como Wy C U mWyks,
meN, pENY

podemos encontrar ¥’ € NV tal que Wy g41 = Wiy, satisfaga que 7= (Wiy1)
es de la segunda categoria en E, con Wy, C Wiy,. Asi, obtenemos una cadena
(Wi)pen €W tal que T7! (Wy) es de la segunda categorfa en E, Vk € N. Sea
Ay = T~ (W}), k € N. Como W es una palma estricta tenemos que m C Ag:

La contension Wi o € Wy en F implica que Apy2 C Agx. Ademds, podemos
cncontrar una sucesion (2 )ey tal que zx € Ay, y para cada k € N podemos
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olepir Uy, € N,,(_E‘ ) tal que x4 + Uk C Ay, ya que Ax es de la segunda categorfa:
Sea wy. € int(Ay), asf existen Vi, Ux € N, (E), balanceadas con Uy + Uy C Vi,
tales que wy + Vi C Ag; por otro lado, podemos elegir z € A tal que zx —wy €
Uy, de donde zy + Uy C Af.

Seak € Ny x € Aryo, asf existe zxyg € Aryz ¥ Ukys tal que 2— 2y € Urys
v — 4” + Tr43 € Arsa; de manera inductiva, escojamos zpyn € Aryn tal

que T — Z(..;H., — Zktits1) € Argens1, para N > 3. Como W es una palma

completante estricta en F, z TZpyisg estden Wiio y ): T'zy4; es un elemento
i=2 i=2

o0
de Wiy y convergen en F. Entonces, si y := 3 T(zk4i — Tr4i41) cOnverge en
i=2

Wi v 3 (2k4i — Thtig1) converge a = en E, cuando N — oo, tenemos que
i=2

x € T~'(y). Por tanto, Ags4e C Ag.
Entonces, T(Uy43) C Wy; de donde Upy3 C A = T~ (Wy), ¥ Ukys es una
vecindad de ceroen E. m

Corolario 110 Sean E un e.l.c. y F estrictamente palmeado con W una palma
estricta en F. Sea T : E — F una funcidn lineal con grifica cerrada. Entonces,
para cada disco de Banach B en E, existe (Wi), oy una cadena de W en F tal
que, para cada k € N, existe o). € R que satisface T(B) C a,W,.

Demostracién.

Como B es un disco de Banach, tenemos que E,, es un espacio de Banach y
por tanto es de Baire. Ademds, T : E — F, y la funcién inclusién i : E,, — E,
son continuas, por lo que T | P E,, — F es continua y tiene gréfica cerrada.
Aplicando el Teorema de Localizacién obtenemos que T—! (W) € N, (E,,,T,,),
y como {#B : f € Q*} es una base de vecindades de cero en E,,, obtenemos
que, para cada k € N, existe 8, € Q* C R tal que 8,B C T~ (W,). Esto
implica que 8, T(B) = T(8,B) C Wi. Sea oy = ﬁ;l, entonces T(B) C oWy,

para todo k€ N. m

Corolario 111 Sea E un e.l.c. de Baire y F estrictamente palmeado con W
una palma estricta en F. Sea T : E — F una funcién lineal con gréfica cerrada.
Entonees, para todo B C E acotado, existe (W), .y una cadena de en F y
(k)en C C tales que, para cada k € N, T(B) C o, W.

3.5.1. Espacios Secuencialmente Palmeados.

La definicién (3.2-88) implica que los elementos de W  (una palma com-
patible en E) son, en algiin sentido, mds pequenas que las vecindades de () en
E, esto es suficiente para obligar a que una sucesién (z,)nen sea una sucesion
nula-Mackey, como se verd en el capitulo 4. Tenemos asf motivada la siguiente
definicion.
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Definicién 112 Un espacio E es secuencialmente palmeado si este tiene una
palma compatible W tal que para cada sucesion nula (zn)nen en E, existe una
coleccidn finita de cadenas,

{(W'E”)kem ’ (Wém)keN T (W’Et}) kEN}

. ;
de W tales que para cada k € N existe Ni. € N con z,, € |J W*('J siempre que
i=
n > Ng.

Alora, presentamos un ejemplo de tales espacios secuencialmente palmeados.

Proposicién 113 Sea E un e.l.c. metrizable. Entonces, E es secuencialmente
palmendo.

Demostracién.
Si {Uk}ren es una base de vecindades de 0 absolutamente convexas en el
espacio metrizable E, tal que,

1
2
entonces {Uy : k € N} = W es una palma compatible en E, como vimos

anteriormente. Ciertamente, aqui toda sucesién (z,)nen en E talque z, — 0
esta eventualmente contenida en la tnica cadena (Up)ren de W. m

Uiy C zUg, paratoda k € N,

3.6. Limites Inductivos.

Sea (En,7n),.cn una familia de espacios localmente convexos, y tal que para
cada n € N, existe una funcién inyectiva, lineal y continua i, nyy : (En,7Tn) —
(Eu+1 R TEN| )

Definicién 114 Al sistema que consiste de una sucesién de espacios localmente
converos (E,,7,), n € N y las inclusiones i, n41, n € N, como arriba, lo
llamamos un sistema inductivo de espacios vectoriales topoldgicos localmente
CONVETOS.

Asi, podemos considerar que E,, C E, 4, para todo n € N, y las funciones
inclusion i, .41 : En — E,q1, al referimos al sistema inductivo (En, 7n),en-
Eutonces, definamos:

Definicién 115 Sea (E,,7Tn),cy un sistema inductivo de espacios localmente

converos. Definimos E = |J E,, y le damos la topologia lineal inductiva v
nenN
definida por las funciones i, : E, — E. Donde 7, la topologia lineal inductiva

definida por (Ey, Tn),cn ¥ las funciones innyr @ En — En41, n € N, es la
topologia lincal mds fina tal que cada funcion i, : (E,,7,) — (E,T) es continua.
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Ademds, si E, = (E,,T,), n € N, denotamos a E, con su topologia lineal
inductiva implicita, por ind Iigi (EnyTn) =: ind Iié% E., 6 simplemente iféﬁEn,
n n n

el limite inductivo de (Ep, Tn) en-

Definicién 116 Sea (E,, T")neN una sucesion inductiva de e.l.c. Decimos que
la sucesion es estricta si Tpyy |g,= Tn, Yn € N.

Teorema 117 Sea {E“"T“)I’IGN , Ey := (En,7yn), una sucesion inductiva es-
trictay E:=(E,7)= éréﬁE,.. Entonces, 7 |g,,= Twm, Ym € N.
Ll

Demostracién.

De la definicién de lfmite inductivo, es claro que 7 |g,, < Ty, Ym € N.

Veamos la otra contensién:

Sea U € No(Ewm,Tm), con m € N fijo. Definamos (Uy)ren una cadena de
vecindades de cero en E,, talesque Uy + Uy C U y Upy1 + Uppy C UL, n € ML
Para 1 < i < m, sea V; := U, N E;. Ahora, ya que tenemos definidas las
vecindades Vi, para 1 < ¢ < m, para cada k € N definamos recursivamente
vecindades Vi 41 € No(Emik Tm+k) tales que

(Vinak + Vingr) N Emgre—1 € Vingr—.
oo n
Esto inplica que si consideramos al conjunto Z := |J ¥ V;, tenemos que Z es
n=li=l
un elemento de N,(E, 7), por la definicién de topologfa lineal inductiva.
Asi, para k € N, obtenemos:

k k=1
EnNY Vingi = Ean N (Z Vinti + (Vingx nEm+k-l)) 3
i=1 i=1

yaque B NVipgr = EnN(Vingx NEmsk=1), Y Em C Engr-1, YVREN. ... [1]
Pero ademads,

k=1

Enn (E Vinsi+(Vingsx N Em+k—-l}) c W,

i=1

ya que se cumple [1] ¥ (Vinsk + Vinsr) N Emgk—1 C Vingr—1, vy donde
ke

2
W=Enn ( Vintit (Vintk—14+Vinge-1) N Em+i-—2]) )
=1

lo cual implica que (Visx N Emtix-1)NEm C Vigk—1 NEmik—1 NE,,. Ademds,
k=2 k=2

E,,.n( 5 Vi Wi+ Viosn 0 Em+k-zj) c E,.,n( S Vi V.,.+A-~2) ;
i=1 i=1

por construccion de Vi, qk.
Procediendo de la misma manera obtenemos que

k=2
Emn( z Vm+|’ i {(Vmﬂc—l T Vm+k—l) n Ern+k-2)) C...C Emr“(lf’m+1+]r‘:n+l}-
i=]



3.6. LIMITES INDUCTIVOS. 85

E,. n{‘/m‘i-l + Vm+l) C Vs

K
vy Vou=UnNE, cU. Por tanto, E, N Y. Vipyi € Vin, Yk € N.
i=1

m+k
Entonces, siz € ZNE,, yk€ N, es tal que z € ( > V.-) N E,,, tenemos

€ (; v,-) O Em + ((g v,,.ﬁ) n E,,,) c g;l (Un N E:) + U,

¥ por otro lado,

k
Z(U,,,OE)+U,,. & ZU.,.+U,,.C EU,,,+U..,+U.,.C ZUm+Um,

= i=]

C Z Usi U +Ui + Uiny € E U + Uy + Uy

i=1 i=1

k=3
C YUn+Unac..cUy+U,clU.

Concluimos que U € Ny (Ejn,7 |E,,).- ®

Definicién 118 Sea (E,,, T,,)“eN una sucesion inductivade e.l.c. yE = irelgEn.
n

Decimos que E es reqular si cada subconjunto acotado de E estd contenido y es
acotado en algin E,,.

Teorema 119 Sea E = de el limite inductivo estricto de una sucesién in-

ductiva (E,,7,),en tal r,me mda E, es cerrado en E,, n € N. Entonces E es
un limite inductivo reqular.

Demostracién.

De la definicién (3.6-118), necesitamos probar que si B es un subconjunto
de E acotado, entonces existe n € N tal que B C E,, y es acotado en E,,, pero
utilizando el Teorema (3.6-117) basta que veamos que B est4 contenido en algin
E,, neN

Supongamos lo contrario; es decir, 3{n; < ny < ...} C Ny (zx),cn una
sticesion en B tal que x € E,, \E,,_,, Vk € N. Sea U,, una base de N,(E,,),
formada por conjuntos absolutamente convexos. Consideremos n, := 1, y sea
gk = fars ash, (Ya)gey converge a cero en (E,7). Como E; C E,,, cerrado,

ni+1
existe Uy € U, tal que (yy + Uy)) NE, = 0. Sea V) € U,, tal que Y V; =
i=1

Vi + ...+ WV, € U, n; + 1 sumandos.
Supongamos que hemos construido vecindades Uy, Vi € U,,, tales que

ng+1
UsnE, C Vici, ye +U)NE,, =0y }: Vi C Uy, para algiin k € N.

|=]
Construyamos ahora las vecindades correspondientes Ugyq, Vigr:
Sea Upyy € Uy, ,, tal que satisface:
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1) Ups DE,,H, Cc V.
2) (1 + U )N Ey, , =0

npgatl

Sea Vigr € Un,,, talque 3 Vigr = Vigr + o + Vigr C Ugg1, g +1
i=1

sumandos.
Sea, alora,
W — VinE;,, paral<i<n,
' Vi1 NE;, parang <i<ngsy, kel

gl
Queremos ver que Yk,l € N tenemos: y. € Y, W;. Supongamos que esto no es
i=1

Mgyt

vilido para algunos k,! € N. Como y, € E,, y yx € Y. W; obtenemos:
i=1

Mg g Mgt — MLt Mpgi-1 i

YW= Y Wi+ T W= Y Wi+ Y ViunkE.
Frm i=1 i=npgro1+1 i=1 s |
Pero
Nigt= LT Tl
¥ Wi+ Y VipanEc Y Wi+ (U1 NE,,, )
=l 1=ng4i-1+1 =]

ey

vaque Vigot €N, (Bugyrsy )y 2 Viaior = Vipor e+ Vigpor € Uk,
i=ngpr-g+1
YE CE, ., _, Sitgyi—) i< ngyp.

Ahora,
Magi- ng ke ny
E H’.‘+(U&+1_]OE,,H,_,)C e ZW.'-FW.;C E ( E IGHE‘)+VJ;.
i=l i=1 =1 \i=n;_,

K ", k k=1
Z( Z lGﬁE;)+VkCZUi=ZU.'+Uk,}’
i=1 i=] i=]

i=n,.

K n, k=1
E( 3 "GHE.)-FVL-C Y V; + Us.

=1 \i=n;_, =1
Por lo cual
T4 k=1 Mg k=1
ZW.‘CEU;-}-UJ;)’ ZW’:‘C EV;'-O-U&-
i=1 1=l i=1 i=1

ey e

Como yx € ( N7 W.-), tenemos que 0 € ( 3 W,-) — Yk, ¥ sabemos que
i=1

i=]

My g k=1 k=1
( ¥, W.) — Uk C (Z V,-) + Uk —yx = (Z V.-) + Us + yis
=1 i=] i=]
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k=1 k=1
de donde, si (Ux + y) N ( ( b "’;) =0,0¢ (Z V;) + Uk + yx; pero 0 es un
=1 i=l1

T4t

fimd k=1
elemento de ( Y, V,) + U + ¥k, pues 0 € ( B Wi) - C (Z Vu) + Uk +yk,
i=] i=]

k=1
asi llegamos an una contradiccién. Por tanto (Uy + yx) N [( 3 Vl-) # 0.
i=1
k=1
Abora, (U + m) N {( ¥ Vl-) C (Ux + y&) N Ey, _,, lo cual contradice la
i=1

oc m

eleccion de Uy. Por tanto (ye)ieny = (%‘T*)xen C ( ux W,,) € N, (E).
m=1l n=1

Esto iltimo es una contradiccidn, asi concluimos que existe n € N tal que B

esta contenido y es acotado en E,. m
Proposicién 120 Sea (Ey,Tn),en una sucesidn inductiva de e.l.c. y sea E =
iu-;{E... Si (E.,Tn) es palmeado, ¥n € N, entonces E es palmeado y admite una
nen
palma completante W tal que W (n) = E,,¥n € N.
Demostracién.

Como cada (E,,, 7,) es palmeado, n € N, existe W) una palma completante

en E,,. En E definimos una palma completante W como sigue:
Consideremos el primer nivel como la coleccién de todos los espacios E,,,

{W(n)=E,:neN}
el segundo nivel como la coleccién
(W) (k) :n,k € N},

ex decir, de los primeros niveles de cada una de las palmas W™, n € N. Defi-
namos el tercer nivel como la coleccién

(W) (k,m) :n,m, k € N}

formada por los segundos niveles de cada palma W™ n € N; y asi sucesivam-
nete.
Eutonces, W cumple con las propiedades de palma:

(1" 1) Por construccién, W es una coleccién numerable de conjuntos absoluta-
mente convexos.

(W 2) Esto es ficil de ver, pues |J W(n) = |J E. = E, que claramente es
neN neM
absorbente en E.

(11" 3.1 4) Las condiciones (W 3) v (W 4) se cumplen gracias a que W™ es una
palma en E,,, n € N,
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Por tanto W es una palma en E.

Para ver la compatibilidad de W, sea U € N,(E), y sea (W )ken una cadena
de W. Notemos que W; = E,, , para algin n, € N. Como cada Wy, C W,
Yk € N, tenemos que Wy, C E, , Yk € N. Ahora, dado que E, C E; C .., se
sigue que para cada k € N, Wi es un elemento de W), con 1 < j < n,.

Como Wiy, € Wi, Vk € N, si W, € W("’), con j' < n,, tenemos que
(Wk)izn C Eji; es decir, para m suficientemente grande (Wi )x>m debe estar
contenido en WU-), para algin j,eN. (1]

Sin perdida de generalidad, asumamos que j, = 1.

Ahora, como U N E; € N,(E;) y W) es compatible en E,, existe k € N
tal que W, ¢ UnNE, C U. Esto hace a W una palma compatible en E. Por
otro lado, dado n € N, un elemento del k-ésimo nivel de W(™ es también un
elemento del (k — 1)-ésimo nivel de W, y esto se tiene para cada k € N. Asf que
cada cadena (Wy)ken de la palma W(") también es una cadena de W.

Finalmente, veamos que W es una palma completante en E. Sea ¢ € NN y
(#n)nen una sucesién en E tal que y, € W, ,, ¥n € N. Queremos probar que

k
( E y.;) converge en E.
keN

n=|

Por un argumente similar a (1], (W), estd contenida en W) para al-

k
@in n, € N. Entonces, por ser W(™) una palma completante en E..; ( 3 y,.)
k>n,

n=1

es una sucesién convergente en E,, y por tanto convergente en E. Asf la suce-

n,—1 k &
sion ( 3 e+ ( ¥ y,.)) converge en E. Por lo tanto, (Z yn) es
k>no n=1

n=1 n=n,, keN
una sucesién convergente en E'y W una palma completante en E. m

Proposicién 121 Sea (E,,Tn)nen una sucesion inductiva de espacios estric-
tamente palmeados. Entonces E = itérlsEn es estrictamente palmeado.
n

Demostracidén.
Por la proposicién anterior, E admite una palma W completante tal que
W(n) = E,, ¥n € N. Veamos que esta palma W en E es estricta.
Sea ¢ € NN ¥ (Yn)nen una sucesién en E tal que y, € W, ,, ¥n € N.
00

Probaremos que Y. yx € W, Vn € N.
k=n+1

De las propiedades de palma tenemos W, ,, = W(gp(1),...,¢(n)) y ademds
Wont1 © Won, Vn € N. Ast, W,y = W(p(1)) = E,(1) por construccién de W,
lo cual implica que (yn)nen C Ep(1)-

Por tanto, como (W, ,)n>2 es una cadena de W) la correspondiente

o0
palma estricta de E, (), y caday, € W, n,n > 2, tenemos que 3 yx € Wi,
k=n+1

n > 2; ademds, como yp € E, ) y W2 C Ey(y) tenemos que

ye=va+ 2 U €ya+Wo2C Eyq) =W
fem=i} k=3
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)
Entonces, Y. wyx € Wy, ¥n € N. Concluimos que W es una palma es-
k=n+1
trictanen E. m
El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema de Localizacién (3.5-

109).

Proposicién 122 Sea E = (E, ) un e.l.c. de Baire, y (F, ') un limite inducti-
vo de una sucesion inductiva (F,,7,),,cy de espacios palmeados. SeaT : E — F
una funcion lineal cerrada. Entonces, existe n € N tal que T(E) C F,, y la fun-
cion T' : E — F,, inducida por T es continua.

Demostracion.

Por el resultado anterior (3.6-121), F es un espacio estrictamente palmeado
y ademds admite una palma estricta W tal que W(n) = F,,, n € N.

Por el Teorema de Localizacién (3.5-109) existe ¢ € N" tal que

U:i=T"YW,1) =T (Fpm)

es una vecindad de 0 en E. Como U es absorbente en E, T mapea a E en
F,(1y. Por otro lado G, la gréfica de T, es cerradaen E x F, y (F,(1), 7' |F,,,,)
es un subespacio de (F,7'), ya que F tiene la topologfa lineal inductiva dada
por la familia inductiva (Fy,, 7,),.en, por tanto T' := T:E — (F), 7 |F,,)
es continuo y asi G = {(x,T'z) : « € E} es cerrado en E x F(;) con su
topologia proucto 7; dada por la topologia 7 en E'y 7' | £, en F,(;). Ademds,
la funcioén inclusion i, : (Fyy, 7 ,,) = (Fpa), 7' |F,(,,) €5 continua; por tanto,
si(a, Tw,),, ca s una red en G la cual es convergente a (z,y) en E x Fw(lh
con su topologfa producto 2 definida por las topologias T en E'y 7, también
es Ty-convergente a (z,y), y como Gt es cerrada en (E x Fy(1), 1), obtenemos
que (x,y) € Gp+, lo cual implica que G- es cerrada en (E x Fy(;),T2); asf, como
F,(1) e« palmeado, E de Baire y por el Teorema de la Grafica Cerrada, podemos
concluir que T': (E,7) — (Fy(1), Tp(1)) es continua. m

Definicién 123 Sea E = ind Iié'% E, el limite inductivo de los espacios local-

mente convezos (E,,T,). Decimos que E es un espacio secuencialmente retrac-
tivo si para toda sucesion (xj )].-GN C E y T-convergente a x,, eriste n, € N tal
que (21) ey C En,, U €8 Ty, -convergente a z,.

Observemos que, de la definicién, nos basta considerar solamente a las suce-
ciones convergentes a cero.

Teorema 124 Sean (E,,T.)nen una sucesion inductiva de e.l.c. secuencial-

mente palmeados y E = iugEn su limite inductivo. Entonces, E es secuencial-
ne

mente retractivo si y sélo si es secuencialmente palmeado.

Demostracién.

Denotemos por WO a la palma en (E,,7,) que hace a E, un espacio
secnencialmente palmeado, n € N, y por 7 a la topologia lineal inductiva en
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E. Ademds, consideremos a W como la palma en E que se tiene construida
como en la demostracién proposicién (3.6-120).

Supongamos que E es secuencialmente retractivo. Queremos mostrar que
E es secuencialmente palmeado: De la definicién de secuencialmente retracti-
vo, dada (2, )men una sucesién nula en (E,7), existe n € N tal que (2, )men
es una sucesién nula en (E,,7,). Por otro lado, E, es un espacio secuencial-
mente palmeado, por lo que existe un mimero finito de cadenas ( Wé"‘”)ken.

(WD) e (WD) en de W™ en E,, tales que para cada k € N, 3 Ny, € N,
1 ;
tal que satisface: z,, € |J Wé“"}, ¥m > Nj. Notemos que, por la forma en que
i=l]
construimos la palma de limite inductivo en E, cada cadena (W,f"'n)k et
€
1 <1 <[, es una cadena de W en E. De esta manera, se cumple que efectiva-
mente E es secuencialmente palmeado.
Para el regreso, supongamos que E es secuencialmente palmeado y veamos

que es secuencialmente retractivo.
Sea (,, );men una sucesién nula en (E, 7); como E es secuencialmente palmea-
do. para toda sucesién nula (zm)men en E, existe una coleccién finita de cadenas

(“"(’”)a—eﬁ’ (W,Ez})kEN,..., (Wfl)xeN de W en E tales que satisfacen:

l ;
vk €N, 3N, €N tal que =, € |J W,E') si m > N;. (1]

Por la forma de la palma en E, (Wkﬁ))keﬂ es una cadena de W) en

E, ., para algin n;, 1 <i <[, con E,, = W](ij. Sin perdida de generalidad,

supongamos que n; < ng < ... < ny. Sea U € N,(E,,). Observemos que

UnNE,, €N,(Ey,). Por la compatibilidad de las palmas W) en E,,, existe

ki € N, tal que W,E'] CUNE,,si k2 k,1 < i< [l. Tomemos como

K, = max{ky, ks, ... ki}, entonces W' ¢ UNE,,, Vk > K,, 1 <i <l De
i " [

donde  J H-’i'l c UUNE,, cUNE, =U, Yk > K,. Ademis, de [1],
i=1 i

i=1
L ;
para I, existe Ny, € N tal que z,, € |J W(:_}_, siempre que m > Ny.. En

i=1
consecuencia, x,, € U, si m > Ny . Es decir, (2;,)men s una sucesién nula
en E,,,. Por lo tanto E es secuencialmente retractivo. m

Corolario 125 Sea E = ing}i‘ﬂ un limite inductivo estricto regular de e.l.c.
ne

secuencialmente palmeados. Entonces, E es secuencialmente palmeado.

Demostracidén.

Aplicando el Teorema anterior, demostremos que E es secuencialmente re-
tractivo:

Sea (i, ), e una sucesién convergente a x en E. Esto implica que (Tn—2)nen
es una sucesion nula y acotada en E. Como E es un limite inductivo estricto
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regular tenemos (z, — z)nen C (En, 7 | 5--.’.) y es acotada aqui, para algin
n, € N. Observemos que {(n)nen,z} C En; + = al cual podemos incluir en
algin (E, .7 |g,, ). 1 € N, en donde (z, — z)nen sigue siendo nula por ser E
un limite inductivo estricto regular.

Por el Teorema (3.6-117), 7 |g, = Ty,, esto implica que (Zn — Z)nen es una
sucesion nula en (E,,,,7,,). Esto implica que (z,).en converge a z en E,, .
Concluimos que E es secuencialmente retractivo. m

Definicién 126 Sea E = i’éﬁﬁ'n un lémite inductivo. Decimos que E es retrac-
n

tivo en acotados o simplemente (b.r.), por sus iniciales en francés, si para cada
subconjunto acotado A de E, existe n € N tal que A C E,,, y la topologia de E
coincide con la topologia de E, restringida a A.

La siguiente definicién la volveremos a dar en el siguiente capitulo, en este
caso la incluimos aqui ya que tenemos un resultado importante para espacios que
satisfacen las condiciones de la definicién y que utilizaremos cuando tratemos
la condicién de convergencia estricta de Mackey.

Definicién 127 Sea E un e.l.c. Una palma compatible W en E es compatible
con acotados (es decir, el espacio tiene una palma compatible con acotados), si
para cada subconjunto acotado A de E, eziste una cadena (Wyi)ren de W, para
la cunl se tiene que:

i) Para cada k € N, existe a,. € C tal que

AC oWy,

i) Para cada k € N | existe U, una vecindad de cero, absolutamente
conveza tal que

ANU, c W,.

Sea E el limite inductivo de {(E,, Tn) }nen una familia inductiva de espacios
localmente convexos y palmeados, como cada (E,,, T,) es palmeado, n € N, ex-
iste WO una palma completante en E,,. En E definimos una palma completante
W como sigue:

Consideremos el primer nivel como la coleccién de todos los espacios E,,,

{W(n)=FE,:neN}
¢l segundo nivel como la coleccién
(W™ (k) : n, k € N},

es decir. de los primeros niveles de cada una de las palmas W™, n € N. Defi-
namos el tercer nivel como la coleccién

(W) (k,m) :n,m, k € N}

formada por los segundos niveles de cada palma W™, n € N; y asi sucesi-
viunete, Como ya vimos, en la proposicion (3.6-120), W construida asi es una
pala completante en E y es tal que E,, = W,, 1, para alguna ¢ € N.
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Proposicién 128 Supongamos que E = i?eng'n tal que cada E,, tiene una pal-
ma compatible con acotados. Formemos en E la palma W como arriba. En-
tonces, E es (b.r.) st y sélo si W es una palma compatible con acotados.

Demostracién.
Asumamos primero que E = iig]dNE,. es (br) yque AC E es un acotado
n

arbitrario. Denotamos por W la palmaen E obtenida como en la proposicién
(3.6-120) y por W a la palma compatible con acotados de E,,, para cada
n € N. Por hipdtesi tenemos que W es una palma compatible en E. Alhora
bien, al ser E' regular, existe n € N paraelcual ACE, y A es acotado en
E,.

Sea (Wi)ken lacadenade W™ C E,, que satisface la definicién (3.6-127),
es decir:

(i) Paracada k€N, Jap € C tal que A C apW;. (1]

(ii) Para cada k € N, 3U; € Ny(E,,7,) balanceada y convexa tal que
ANUx € Wy.

De la construccién de W, (Wi)ren es una cadena de W, por lo que la
parte (i) de la definicién se cumple en E, debido a [1].

Para demostrar que W cumple (ii) en E, fijemos k € N. Aplicando (iz) en el
espacio E,, ylapalma (Wy.)ren de E,,, como arriba, elegimos Uy € Ny(E,, 7,)
balanceada y convexa que satisface ANU, C W,.

Como la topologia de E coincide con la topologfa de E, en A; existe una
vecindad de cero en E, digamos V., balanceada y convexa con ANV ¢ AnUy;
entonces, para esta Vi, ANVi C Wy,

Asf, W satisface la parte (ii) de la definicién de palma compatible con
acotados. Por lo tanto W es una palma compatible con acotados en E, y asi
se tiene la primera implicacion.

Para el regreso, buscamos demostrar que si E tiene una palma W com-
patible con acotados, entonces E es (b.r.).

Sea A cualquier subconjunto acotado de E. Sabemos que existe una palma
(Wi)ken de W que satisface: (a) Dado k € N, 3a;. € C tal que A C oWy
Por ello, como (Wy)ken es también una cadena en E,, para algin n € N, se
tiene que A C E,. Mejor atin, para cualquier V € N,(E,,7,) Dbalanceada
y convexa, existe, por la compatibilidad de W™, k € N tal que Wy, C V.
Llamemos «y. el escalar que cumple (a) , en consecuecia

A C oWy C |ag| Wi C o] V.

De aqui se puede concluir que A es acotado en FE,. En otras palabras, E
es un limite inductivo regular.

Finalmente, con Wi y V como antes, escogemos Uy € N,(E) balanceada
v convexa tal que ANU. C Wi (de la definicién de palma compatible con
acotados). Entonces, como una consecuencia inmediata se tiene

AnUgsc W, V.
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De aqui que ANUg C ANV, y por tanto la topologia de E, inducida en A,
es mds fina que la topologfa de E,,, inducida en A. Pero la topologfa de FE es
siempre mds débil que la topologfa de E,, en A; es decir, las dos topologias
coinciden en A. Por lo tanto E es (br.). m

3.7. Espacios Localmente Completos.

Para estudiar los espacios localmente convexos en ocasiones es conveniente
tomar subespacios que admiten una topologfa normada y que nos brindan infor-
macion global sobre el espacio total con su topologfa original. La importancia
de esto radica en que los espacios normados, mds aiin, los espacios de Banach,
tienen muchas propiedades tangibles, y por ello nos interesa conocer los espacios
localmente convexos que tienen estas propiedades a través de secciones de los
mismos. Tales espacios son los espacios localmente completos.

Recordemos que si tenemos un espacio localmente convexo E = (E,7) y B
es un disco en E, entonces podemos considerar al subespacio lineal E,, generado
por B. Ademds, tenemos que la funcién:

“HB : En —-R

definida por 2+ ||z||g = inf{d > 0: z € dB} = q,(z), donde ¢, esla
funcional de Minkowsky de B, es una norma en E,,. Denotamos por 7, ala
topologia localmente convexa generada por |||, en E,, con esto podemos
considerar siempre a E,, = (E,,7,,) como un espacio normado. Por otro lado,
-l 5 = 4,.; ¥ por las propiedades que probamos para gq,,:

{xeE, :|zllg<l}cBC{ze€E,:|=zl|z <1}

De manera que como B es o (E, F)-cerrado y acotado, entonces también es
7,.~terrado y coincide con la bola unitaria cerrada de E,,, con lo cual tenemos
que la funcion inclusién i : (E,7,,) — (E,T) es continua, y asi la topologfa
inducida por 7 en E,, es mds débil que 7,,; ver capitulo 2, seccién 2.3.

Definicion 129 Sea E un el.c. y (¥n),cn una sucesion en E. Decimos que
(#n)uen s localmente convergente 6 Mackey convergente a x en E si existe
un disco B en E tal que x, — x con la topologia normada en E,,. Si z = 0,
decimos que (x,),en €s una sucesion localmente nula 6 Mackey nula. A una
sucesion (2,),cy lo llamamos localmente Cauchy ¢ Mackey-Cauchy si esta es
una sucesion de Cauchy en E,, vara algin disco B de E.

Como la topologia normada 7, de E,, es m4s fina que la topologia inducida
en E,, por la topologia 7 de E, para cualquier disco B C E, toda sucesién
Mackey nula es una sucesion nula para la topologia original 7 en E. Con esto
tenemos que toda sucesion Mackey nula es una sucesién nula.

Lema 130 Sca E un e.l.c. metrizable y (x,),, ¢y una sucesion nula en E. En-
tonces, existe (o, ), e Una sucesion creciente, no acotada, de reales positivos tal
que la sucesiin (o), oy converge al origen en E.
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Demostracién.

Sea (Uy ),y una base de vecindades de cero en E, decreciente y formada por
conjuntos absolutamente convexos. Con esto, para U; podemos elegir N, € N tal
que z,, € Uy, si n > N,. Asi, para cada k > 2, existe N € N, con Nx_; < N,
tal que x,, € £ Uy, siempre que n > N.

Sea a,, :=1si1<n< N, ya,:=ksi Ny £k < N, k € N Entonces,
COMo a1k, € ay, &,-Ukﬂ = Upyj C Uy, 8i Niyj <1 < Ngyjgr, J 2 0, tenemos
que x, € %U;_-, si n > Ny, para toda k € N. Por tanto, la sucesién (ﬂr,..:t:,.},,EN
converge al origen en E, ademds la sucesién (o), oy estd formada por reales
positivos y es tal que a,, — 0o, cuando n — co. ®

Proposicién 131 Sea E un e.lc., x € E y (zn),cn una sucesion en E.

(i) La sucesion (x,), oy es localmente convergente a  si y sélo si (xn — ), oy
es localmente nula.

(#1) (xn),en es localmente nula si y sdlo si existe (a,), oy una sucesion cre-
ciente, no acotada, en R* tal que (a,,:c,.)“eN converge al origen en E.

Demostracién.

() Esta afirmacion es fdcil de ver. Como (z,),, .y s una sucesién localmente
convergente a = en E, entonces existe un disco B de E tal que (),
T . T
converge a x en E,,. Asf, T, -4 z si y s6lo si z, —z -4 0 en E,,, cuando
n — 00; es decir, (T, — .1*:)“EN es una sucesién nula en E,,, lo cual pasa si
y solamente si (z,, — x),,¢y s una sucesién localmente nula en E.

(#i) Sea (1), una sucesién localmente nula en E. Pero, (za),cy €s una
sucesion localmente nula en E si y sélo si, por definicién, existe B un
disco en E tal que z, % 0en E,,, y esta topologfa es metrizable; asf,
por el lema (3.8-130), existe (ay),cy una sucesién creciente no acotada
en R*, tal que (ann),cy converge al origen en E,,. Con esto iiltimo,
(n),en ©s tal que (@nTy, ),y es una sucesién localmente nula en E. Por
tanto, (@, T, ),y €S una sucesién nula en E.

A la inversa, sea (o), ey C R* no acotada, tal que (anzn), en converge
al origen en E, por tanto es acotada. Asf que el conjunto

B := {a,z,:n € N}*°

es un disco en E y ademds, como ;! — 0, cuando n — oc, tenemos que
(a;' (e, .'L'“))“ en €5 una sucesién nula en E|,, lo cual implica que (I,lj,leh-
es una sucesiéon localmente nula en E.

]

Lo que sigue nos servirdn mds adelante, al estudiar espacios que satisfacen
la condicién de convergencia de Mackey (c.c.M.), lo cual es lo que nos interesa
estudiar y que tiene que ver con la siguiente.
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Proposicién 132 Sea E un e.l.c. metrizable, y (xn)nEN una sucesion en E.

Entonces, (wn), en €5 convergente si y sdlo si es localmente convergente en E.

Demostracién.

Sea (x,),en una sucesién en E, tal que converge a z € E . Por el lema
(3.7-130), existe (@n),cy C R* una sucesién creciente no acotada tal que
(cn (n — 2)),,cn converge al origen en E, y por la proposicién (3.7-131)-(i1)
esto sucede si y sélo si (z, — ),y s localmente nula en E. Esto iltimo se da
si y solamente si (2,),cy es localmente convergente a z en E, otra vez, por la
proposicién (3.7-131)-(¢). =

Definicién 133 Sea E un e.l.c. Decimos que E es localmente completo si toda
sucesion localmente Cauchy es localmente convergente.

En el siguiente capitulo veremos la condicién de convergencia estricta de
Mackey (c.e.M), para lo cual necesitaremos el préximo resultado para espacios
metrizables, el cual ademds utilizaremos para demostrar un resultado impor-
tante para espacios metrizables, localmente completos.

Teorema 134 Sea E = (E,T) un e.l.c. metrizable. Entonces:

1. Para toda sucesion (An),cy de conjuntos acotados en E, existe ¢, > 0,

n € N, tales que |J c,An es un conjunto acotado en E.
neN

2. Para toda sucesion de conjuntos acotados (An), cy, existe B un disco tal
que cada A, es acotado en E,,.

4. Para todo subconjunto acotado A en E, existe un disco B tal que A C B
y las topologias inducidas en A por E y E,, coinciden.

Demostracién. Sea (Up),,cy una base decreciente de vecindades del origen en
E, absolutamente convexas y cerradas.
1) Para todo n € N, determinemos ¢, > 0 tal que ¢, A, esta incluida en U,
n € N. Asi, como U,, C U,,, siempre que m < n, y ademds que para cada k € N
k=1
tenemos que |J ¢;A; es acotadoy |J ¢;4; C U,,. Entonces, dada U, podemos
=] izm
n—1
tomar j¢ > 1 tal que U c;A; C pU,, lo cual implica que

D cid; = (’[ll C,'A.') U (G C;Ai) C pU LU, € ul,.

i=l i=1 izn

Por tanto, |J ¢, A, es acotado en E.
el
2) Consideramos la misma construccién que en (1), y definimos a

B = abscmw( U C,.An) +
neN
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que es acotado, absolutamente convexo y cerrado, por tanto B es un disco y
claramente A,, es acotado en E,,.

3) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es absolutamente
convexo. Primero elijamos B un disco en E tal que contiene a A y para todo
« > 0 existe n € N con ANU, C aB, de la siguiente forma: Dado A existe
e; > 0 tal que A C ;U;, i € N; escojamos b; > ¢; tal que la sucesién {c,-b“'l]‘_EN
es nula en E. Sea B := [ b;U;, entonces B cumple con lo que deseamos, y por

ieEN
construccién B y E inducen la misma topologia en A. =
Alora, veremos algunas caracterizaciones de los espacios localmente comple-
tos.

Proposicién 135 Sea E = (E, ) un e.l.c. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) E es localmente completo.
(i1) Todo disco en E es un disco de Banach.
(7ii) 5i B es un disco en E, toda sucesién de Cauchy en E,, es o-convergente.

(iv) Si 7' es una topologia en E, comp con la dualidad (E,E'), y B es
un disco en E, entonces toda sucesion de Cauchy en E,, es convergente

en (E,7').
(v) SiB es un disco en E, toda sucesién de Cauchy en E,, es T-convergente.

$ah .

(vi) Todo subconjunto acotado de E estd contenido en un disco de Banach.

Demostracién.

(i) = (ii). Sea B un disco en E y (zn),cy una sucesién de Cauchy en
E,. asi (x,),cy es acotada en E,,. Por (i), existe z € E tal que (z,),.y s
localmente convergente a  en E. Ahora, como (z,), .y s acotadaen E,, y B
es la bola unitaria en E, existe a > 0 tal que =, € aB, V¥n € N. Al ser B
cerrado en E, aB también es cerrado, entonces z € aB C E,,. Mds aiin, para
todo 3 > 0, existe N € N tal que =, — 2,, € B, ¥n,m > N. Si fijamos n y
hacemos tender m a infinito, tenemos que z, —x € 3B, siempre que n > N. Por
tanto, (2,), ey converge a z en E, , con lo cual E,, es completo. Asi, obtenemos
que B es un disco de Banach.

(1) = (i#i). Sea B un disco en E. Si (z,),cy es una sucesién de Cauchy
en E,,, el cual es un espacio de Banach por hipétesis; tenemos que (), .y e
una sucesién convergente en E,,. Por otro lado, sabemos que

i:(E, 7,)—=(ET) y j:(E7)—(EoEE))

son continuas. Por tanto, joi: (E,,7,) — (E,o(E, E')) es continua y (,),,cy,
es una sucesion o (E, E')-convergente en E.

De la proposicién (2.3-49), como para cada disco B en E tenemos que E,,
adite una base de vecindades 7'-cerradas, donde 7’ es cualquier topologia en
E compatible con la dualidad (E, E'), es claro que (iii) <= (iv) <= (v).
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(v) => (ii). Sea (zn),n una sucesién de Cauchy en E,, donde B es un
disco en E. Por (v), existe z € E tal que (zy),, oy converge a z en (E, 7). Por
otra parte, para todo « > 0 existe N € N tal que 2, — z,, € aB, ¥Yn,m > N,
donde B es cerrado en E, otra vez, por la Proposicién (2.3-49) tenemos que B
es un disco de Banach.

(i1) = (vi). Sea A un subconjunto acotado de E. Consideremos B := A%,
B es un disco en E, y por (ii) tenemos que B es un disco de Banach y ademés
A C B, como queriamos.

(vi) = (i). Sea (zp),cn una sucesién localmente de Cauchy en E. Asi,
existe A un disco en E tal que (2,), oy es una sucesién de Cauchy en E,, y
por tanto (an),cy ©s una sucesién acotada en E,. Pero la funcién inclusién
i:(E,,7,) — (E,T) es continua, entonces (z,), .y €s una sucesién acotada en
E. Que (), ¢y sea acotada en E, por (iv), implica que (zn),cy C B donde
B es un disco de Banach en E, ademéds es (zn),cy de Cauchy en E,,, pues sin
perdida de generalidad A C B. Con esto, (), cy converge a z, para algin
@ € E,,, es decir, es una sucesién localmente convergente en E. Concluimos que
E es localmente completo. =

Corolario 136 Sea E = (E,7) un e.l.c. Entonces, (E, ) es localmente com-
pleto si y sélo si (E,7') es localmente completo, para toda topologta ™' en E
compatible con la dualidad (E, E').

Demostracién.

Sea 7/ una topologfa en E compatible con la dualidad (E, E'). Sea B un
disco en (E,7’), entonces B es un disco en toda topologfa compatible con la
dualidad (E, E'), pues B es convexo y cerrado, en particular para (E, 7). Por
la proposicion anterior (3.7-135), B es un disco de Banach, siempre que (E,7')
sea localmente completo; es decir, E,, es un espacio de Banach con su topologia
normada. Concluimos que (E,7’) es localmente completo si y sélo si (E,7) es
localmente completo. m

En caso de que (E, 7) sea secuencialmente completo tenemos que todo disco
B en E, es secuencialmente completo y asf E,, es de Banach. Entonces, por la
isma proposicién (3.7-135), obtenemos:

Corolario 137 Sea E = (E,7) un e.l.c. Si E es secuencialmente completo,
entonees es localmente completo.

Corolario 138 Sea E = (E,7) el.c. metrizable. Entonces, E es localmente
completo si y sélo si es completo.

Demostracién.

Si E es completo, en particular es secuencialmente completo, y por el coro-
lario anterior, esto implica que E es localmente completo.

Alora supongamos que E es localmente completo, y sea (T, )nen una suce-
sion de Cauchy en E. Como (xy,)nen es de Cauchy en E, tenemos que

{z, :neN}**=C
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es 7-acotado en E. Por el Teorema (3.7-134), existe un disco B en E tal que
C esta contenido en B y las topologias de E y E,, coinciden en C. Es decir,
(1 )uen es de Cauchy en C'y por tanto también es de Cauchy en E, ; este tltimo
es completo, ya que E es localmente completo y por la proposicién anterior (3.7-
135) B es un disco de Banach, lo cual implica que (z,)nen converge a z € E,,.
Por otro lado, la topologia 7, es més fina que la topologfa 7 |5 inducida por 7
en E,,, con lo que obtenemos que (z,),en converge a z en E. Por lo tanto F es
completo. =

Lema 139 Sea E = (E,7) un elc. Sea (z,),.y una sucesién nula en E.
o0

Supongamos que para todo (an),ey € €1, la serie ) a,z, converge en E.

n=1
Entonces, la funcién f : €; — (E,7), dada por f((an),en) = }: pky, €S
=1

lineal y su restriccion a la bola unitaria cerrada de €, dotada con Ia topologia
s(#y.¢,), es continua.

Demostracién.
La linealidad de la funcién f se tiene inmediatamente de la condicién de
o0
convergencia que se da para Y «,z,, para todo {cr,.)nEN € ¥.
n=l
Sea U la bola unitaria cerrada de f| y a = (@, )nen un elemento fijo de U.
Como (2, )nen es una sucesién nula en E, dada V' una vecindad convexa de cero
en E, podemos elegir mg, p dos reales positivos tales que z,, € 272V, si n > ma,
y x, € uV, para todo 1 < n < p. Definamos al conjunto W := {b = (b,)nen €
U : by — an| < (2umz)~ '}, no es diffcil ver que W es una vecindad de a en
(U, s(fy,¢,)). Asi, si be W, tenemos

SO =£(@) = 3 buza=3- Gn2n = 3 (baZn=nzn) = 3 (ba=an)zn = f(b-a).
n=1 n=] n=1 n=1
Por otro lado,
flb—a) = E{b.,—an}z"+ ﬁ (b —avn)2y € Z by — | uV +2(272)V, ¥
n=1 n=my+1 n=1
% [bn — x| BV +2(272)V C E 2uma) 'V +2° V=27V + 27V =V.

n=| n=
Concluimos que f es continuaena. m
Para demostrar uno de los resultados de esta seccién necesitamos recordar
la siguiente propiedad importante para los espacios de Banach y la cual es bien
conocida, por lo que su demostracién se puede ver en cualquier libro de Analisis
bésico.
Lema 140 Sea E = (E,7,) un espacio de Banach y (’:ﬂ)neh una sucesion en
E. Si Z a,, es absolutamente convergente, enfonces Z T, es convergente en

n=I s=x]
E.
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Lema 141 Sea E = (E,7) un el.c. y B un disco en E. S5i B es compacto 6
secuencialmente completo, entonces B es un disco de Banach.

Demostracién.

Para el caso en que B sea secuencialmente completo, es inmediato que E,,
es de Banach.

Si B es compacto, tenemos que toda sucesién de Cauchy (z,),cy en E,
esta contenida en aB, para algin a > 0. Esto implica que existe una subred
(#20)) ¢, de (xn), ey convergente a z en aB, asi, dado que [ es un conjunto
dirigido y ¢ : I — N es una funcién que mantiene el orden y tal que para
cualesquiera m,n € N existe i, € I tal que cumple m,n < ¢ (i,), para cada
£ > 0existe N € Nyi, € tales que 2, —z,, € §B y N < (i;). De esto
liltimo tenemos que si ¢ (i1) < ¢ (k), 9 (1), en particular z,4) — z,0) € §B,
por lo que [:J:,',,(,-]}‘.(_EI es de Cauchy en E,; por la proposicién (2.3-50) {x"("])iEI
es convergente a x en E,,. Ademds tenemos quer, — T, € 5B siempre que
N <nye(iy) < ¢(k), de aqui que

Ty =L =L — Tp(k) + Tpk) — T € %B-l— %B:EB,

siempre que N < n, por lo tanto (z,), .y converge también a x en E,, y asf este
es de Banach como querfamos. ®

Proposicién 142 Sea E = (E, ) un e.l.c. Sea (z,),cy una sucesién nula en
E. Entonces, la bipolar B de (z,,),,cy €s compacta si y sélo si E,, es un espacio
de Banach. Mas aiin, en este caso E,, es metrizable.

Demustracién.
Si B es compacta, entonces, por el lema anterior, B es un disco de Banach y
por tanto E,, es de Banach, con lo que tenemos la primera parte de la afirmacién.
Supongamos ahora que E,, es de Banach. Como (z,,),,cy es acotadaen E,,, se
o
sigue que Y o x; es absolutamente convergente en E,,, para todo (), en € s
i=l
o0
ast, por el lema (3.7-140) la serie ¥ a;z; converge en E,, y por tanto también
i=1
converge en E, para todo (an ),y € ¢1- Aplicamos el lema (3.7-140) y obtenemos
o0
que la funcion f : €, — (E, 1) definida por f((an)nen) = ¥ anzy es lineal y

f |i: continua, donde U es la bola unitaria, cerrada de ¢;. Da.d:) que (€y, ||-]|,) es
de Banach U es s(fy, ¢,)-compacto, por Banach-Alaoglu (2.5-75). Esto dltimo y
que f |yses continua, implican que f(U) es absolutamente convexo y compacto
en E, y ademds (), ey € f(U), por tanto B C f(U).

Por otro lado.

FU) =1 S tntn: 3 |aal <1,

n=1 n=]
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o0
ysiy € f(U)donde y = 3 a,z,, tenemos que

n=1

o0
| X anTyn E lan] llznllg < E o] < 1.

B

De donde B = f(U); y asi, ya que f |(,s(e, c.)) s continua B es T-compacto
en E.

Mejor aiin, sabemos que si Ey = ¢,, entonces E| = ¢;. Con lo que s(¢;,¢,) =
a(f),¢,). Asf, como U es o (€', c,)-compacto, y dado que es separable y gracias
a la proposicién (2.5-77), todos los discos a(¢;, ¢,)-compactos son separables y
metrizables con respecto a o(f;,¢c,). En particular (U, s(€y,¢,)) = (U, (€1, ¢,))
es compacto y metrizable. Por lo tanto, E,, también es metrizable. m

1. 4.

Teorema 143 Sea (E,7) = E un e.l.c. Entonces, son equi

(i) E es localmente completo.

(ii) La bipolar de toda sucesidn localmente nula en E es compacta.
(i1i) La bipolar de una sucesién nula en (E, s(E, E")) es compacta en (E,s(E, E")).
(iv) La bipolar de una sucesién nula en E es compacta.

Demostracién.

(i) = (iii). Sea (Tn)nen una sucesién nula en E, por tanto también es
una sucesién nula en E con respecto a su topologfa débil. Sea B la envolvente
absolutamente convexa y cerrada de (z,)nen. Como E es localmente completo,
por (3.8-137), E,, es un espacio de Banach, si aplicamos la proposicién (3.7-143)
tenemos que B es T-compacta, por tanto también es s(E, E')-compacta.

(i#i) = (iv). Sea (Tn)nen una sucesién nula en E. Denotemos por B a
la envolvente absolutamente convexa y cerrada de (z,)nen en E. Entonces,
por hipétesis tenemos que B es s(E, E')-compacto y por tanto B es un disco
de Banach, entonces, por la proposicién anterior, tenemos que B también es
T-compacto en E.

(iv) = (ii). Esta implicaci6n es fdcil de ver, ya que toda sucesién localmente
nula es nula en E.

(it) = (i). Sea B un disco en E y (z,)nen una sucesién de cauchy en E,,.
Dado que (x,)nen es de Cauchy, podemos elegir una sucesién creciente (ng)ien
de enteros positivos tales que z,,,, — T,, € 272*R.

Definamos ahora a la sucesién (yx)ren donde yx = 2¥(zpn, ., — 2n, ), para
cada k € N, Ahora, si k > k, tenemos que yx € 27B C 27% B, lo cual implica
que (yx)ren converge al origen en E,,. Por (ii), tenemos que si A es la bipolar
de (yi)ren, entonces A es compacta en E.

Consideremos ahora a la sucesién z, = Z 2~ %34, la cual es una sucesién de

k=
Cauchy en E, contenida en A. Asi, existe 2 e E tal que (z,)pen converge a z(
en E ).
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Como
- P
p= kz 27y = kE](Im-H - I\'h,-] — (zﬂ;-u = Tn, ) L)
=1 =

la sucesién (x, )aen converge a = + x,, en E. Entonces, por (3.7-136)-(iv) ten-
emos que E es localmente completo. m

3.8. Ejemplos.

A continuacién enunciaremos algunos ejemplos interesantes sobre las defini-
ciones que hemos dado en este capitulo.

Ejemplo 144 Nuestro primer ejemplo es el de un espacio de Baire metrizable
el cual no es completo.

Sea E = ¢,, 0 < p < 00, y extendamos al conjunto formado por los vectores
unitarios en E a una base de Hamel B en E. Como E es de Baire, por la
Proposicién (3.1-82), tiene que tener una base no numerable; es decir, B es no
numecrable. Ast, podemos elegir una sucesion (zi),ey de elementos distintos en
BN{e, : n € N}.

Observemos que si Ey. es el subespacio lineal propio generado por

BN{zn : n >k},
este es denso en E, Vk € N, y ademds E = |J Ex. Como E es de Baire,

kEN
algiin E}. es de la sequnda categoria en sf mismo, k € N. Por tanto obtenemos
un espacio de Baire E). que por construccién es metrizable, pero no puede ser
completo.

Ejemplo 145 Sea E el limite inductivo estricto de (En,Tn)nen una sucesion
de espacios vectoriales topoldgicos metrizables y completos.

Si E, C En41, Vn € N, entonces E no puede ser un espacio de Baire. Si
este fuera el caso, podemos asumir que E = |J E,, lo cual implica que algiin

neN
E. tiene interior no vacio en E, con lo que tendriamos que W # int(Ex) C E y
nt(Ey) es absorbente en E. Ast, Vx € E, 3u > 0 tal que px € int(Ey) C Ej
y come Ej es un espacio vectorial p~(uz) = x € Ej; con esto tenemos que
Ey = E. De otra manera, E}. es un subespacio propio de E y por el lema (3.1-
82) int(Ey) = W. En ambos casos llegamos a una contradiccion. Por tanto Ej
no es de Baire.

Un caso particular es considerando a E como el espacio D (§1) de todas las
funeiones C* con valores en C y soporte compacto, definidas en un conjunto
abierto } C R". Es decir:

Dado 2 ¢ R™ abierto, sea (K, )nen una cubierta de Q0 formada por sub-
conjuntos compactos de 0, tales que K,, C int(K, 1), ¥Yn € N. Asi, para cada
nel, ri(.'ﬁnimas

D (Ky) == {f € C%(Q) : sop(f) C Kn},
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con la norma supremo, por lo que podemos considerar a D(K,) como un espacio
metrizable completo. Para m < n, D(K,,) es un subespacio lineal topoldgico
propio de D(K,,), asf que

U D(Kn) =D(Q) := {f € C™() : sop(f) es compacto},

neMN
al cual le damos la topologia lineal inductiva, con esto tenemos que D(f2) es
completo visto como es el limite inductivo estricto de los D(K,).

Ejemplo 146 El siguiente ejemplo es el de un espacio completo que no es de
Baire, ademds es localmente completo y no metrizable.

Sea (En, ||-|l,,Jnen una sucesidn de espacios de Banach, tales que para cada
n € N, E, C Eoy1 y la norma en E,,, resiringida a E,, es equivalente a
II-l,.; es decir, (En, |||l,,)nen €s una sucesion inductive estricta de espacios de
Banach.

Gractas a los teoremas (3.6-117) y (3.6-119) tenemos que E es completo
con su topologta lineal inductiva T dada por la familia (E,, |||, )nen. De donde,
E es secuencialmente completo, y por el corolario (3.7-137) tenemos que E es
localmente completo.

Ahora, (E,T) no es de Baire: Como cada (En, ||-||,,) es completo y el limite
inductivo es estricto, obtenemos que cada E,, es cerrado en E, para todan € N.
Por otro lado tenemos que E, C Epy1, para todan € N, es decir, cada (Eq, ||-||,,)
es un subespacio propio de E. Asi, por el lema (3.1-82),

int(E,) = int(E,) = 0,

con respecto a la topologia en E. Con lo cual E = U E, es una unidn numer-

able de conjuntos raros en E, asf obtenemos que (E T) no es de Baire.
Por el Teorema de Baire tenemos que un e. l.c. metrizable y completo es un
1} 4 1ot Is

espacio de Baire, por tanto , con este ejemp 05 que comp no implica
de Baire en general; rsdemé.s podemos concluir que E = i'é:duE" no puede ser
metrizable. Asi que hemos obtenido un espacio localmente completo que no es
de Baire, ni metrizable pero que si es completo.

Observemos que, un caso muy particular es considerar a E,, como R" con su

topologia euclidiana, y podemos ver que aunque tengamos una familia inductiva
de espacios de Banach simples, el limite inductivo no necesariamente es de Baire

ni metrizable.

Ejemplo 147 Consideremos dos topologias lineales metrizables, Ty y 7o en un
espacio vectorial E, tales que Ty 2 79 y T2 es completa. Entonees,

Ig: (E,m1) — (E,72)

es continua. Asi, Ip extiende a una funcidn lineal suprayectiva de (E, 7)) en

E.73) que no puede ser inyectiva, en cuyo caso tendriamos un homeomorfismo
2] t

¥T =Tz



3.8. EJEMPLOS. 103

Ejemplo 148 Consideremos al espacio de Banach (c,,||-||,). Denotemos por
B a lu bola unitaria y cerrada en (co, ||-|| ). Entonces, W := {27"B :n € N} es
una palma completante en (co, |||l ), por lo que (co, ||-||,) es palmeado. Mejor
atin, ¢, dotado con su topologia débil o (c,,€,) es palmeado con respecto a la
palma W:

1. W es una palma compatible en c,, con respecto a o, ya que para todo
V € N,(ca ) absolutamente convezo y cerrado, tenemos que V € No(co, [|]lo0),
y por tanto existe n € N tal que 27"B C V.

2. Sea (x,)nen una sucesion en c, tal que z, € 27"B, Vn € N. Como W
es una palma completante en (co, |||l ), E x, es absolutamente convergente y
por lo tanto es ||-||  -convergente en c,, pm' el lema (3.7-140). De donde, esta
serie tembién es o-convergente en c,. Por lo que W es completante en ¢, para
a.

Ahora, como (e,,]|||,,) es completo, en particular tenemos que todo disco
en ¢, es un disco de Banach (ver el corolario (3.7-136)). Asf que (¢o, ||| ) es
localmente completo. Pero por el corolario (3.7-136), como o es compatible con
la dualidad (c,, (,), tenemos que (c,,0) es localmente completo.

Ejemplo 149 Con este ejemplo mostraremos que un espacio palmeado (local-
mente completo) no necesariamente es completo ni metrizable. Sm 1<p<oo,
y consideremos al espacio (8,,, II-l ) donde £, = {(xn),en CC: Z |zal? < oo}
ullll, : & — R esta definida por: para cada x € €, x = (I..,],,E]q, I|:l:]|

= 1
( ZI |:;:"|’)
Este espacto, definido asi, es un espacio de Banach. Ademds, se puede ver
que su dual cumple:
Paral <p< oo, &, = (f.’p,ll‘"p) = €;, donde g > 0 y es tal que 5 L4
Sip =1, tenemos que ¢} = lo = {@ = (ZTn)nen : sup |z,| < oo}.
neN

1 _
lai.

Como (1",.. - ,,) es de Banach, tenemos que es palmeado y localmente com-
pleto, pero por la proposicion (3.2.1-94) y el corolario (3.7-136) también tenemos
que (6,0 (€,,6,)), sl < p < oo, y(l,0(1,6x)) es palmeado y localmente com-
pleto. y por (Diestel[D2]) ¢, con su respectiva topologta débil, no es completo,
por tante no es secuencialmente completo; ademds no son metrizables.

o
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Capitulo 4

Condiciones de
convergencia de Mackey

En espacios localmente convexos sucede, como hemos visto, que algunas suce-
siones convergentes son también convergentes en algiin subespacio con respecto
a una topologia normada; el problema de caracterizar los espacios localmente
convexos, para los que toda sucesién covergente a cero es una sucesién Mack-
ey nula, es decir, que satisfacen la condicién de convergencia de Mackey, sigue
abierto.

En este capftulo consideraremos ciertos tipos de espacios palmeados local-
mente convexos para establecer sobre ellos condiciones necesarias y suficientes
para satisfacer las condiciones de convergencia y convergencia estricta de Mack-
ey, ademds de brindar otros importantes resultados con ellas.

4.1. Condicién de convergencia de Mackey (c.c.M.)

Recordemos que una sucesién (z,).en en E es localmente convergente 6
Mackey convergente a x € E si existe un disco B en E tal que 2, — z con
la topologia normada en E,,; ademds, si x = 0 decimos que (z,), ¢y s una
sucesion localmente nula o Mackey nula en E.

El preguntarnos qué espacios satisfacen que toda sucesién nula es una suce-
sion Mackey nula nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 150 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E satisface la condi-
cién de convergencia de Mackey (c.c.M. o c.c. Mackey) si toda sucesion conver-
gente (equivalentemente, nula) es una sucesion Mackey convergente (equivalen-
temente, Mackey nula).

En particular, si E es un espacio metrizable localmente convexo, este satis-

face la condicién de convergencia de Mackey, ya que, gracias al lema (3.7-130),
para toda sucesién nula (2,), .y existe (r,),cy una sucesién creciente y no

105
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acotada de reales positivos tales que (rpzn),cy converge al origen en E, de
donde, por la proposicién (3.7-132), esto es equivalente a que (zn ),y es nula
en E,, para algin disco B en E; es decir, (Zp),¢y €s una sucesién Mackey nula.
Alora, en la demostracién del lema (3.7-130) utilizamos una base numerable y
decreciente de vecindades absolutamente convexas de cero, la cual puede ser la
palma W contruida en E como en la proposicién (3.6-120); asf, como esta base
es decreciente podemos ir construyendo tal sucesién, de esta manera y sigu-
iendo la misma idea podemos hacer algo similar para espacios secuencialmente
palmeados, ya que en este tipo de espacios una sucesién nula estd eventualmente
contenida en una coleccién finita de cadenas.

4.1.1. Una condicién suficiente.

A continuacién daremos una caracterizacién para una coleccién de espacios
localimente convexos los cuales satisfacen la condicién de convergencia de Mack-
ey.

Consideremos un espacio localmente convexo E, con una palma compatible
W, y supongamos que para cada (z,),cy sucesion nula en E, tenemos que
eventualmente (z,),y estd contenida en alguna coleccién finita de cadenas
de W. Esta definicién de espacio secuencialmente palmeado (3.5.1-112) implica
que los elementos de W son "mds pequeiios"que las vecindades de 0 en E, pero
suficientemente grandes para contener a las sucesiones nulas, lo que obligard que
cada sucesién nula (z,,), oy sea una sucesién Mackey nula. Asf, tenemos:

Teorema 151 Sea E = (E,7) un e.l.c. Si E es secuencialmente palmeado,
entonces satisface la c.c.M.

Demostracién.
Asumamos que E es secuencialmente palmeado, y sea z, — 0 en E.
Por la proposicién (3.7-131), (zn)nen es una sucesién Mackey nula si y sélo

si existe una sucesién (rn)nen en (0,00) tal que r, — oo, cuando n — oo,

¥ rman — 0 en E. Busquemos una sucecién (75)nen que cumpla con esto.
Sean {W,S“}kem (Wk(z))keﬂ‘.“, (W,Em))kem las cadenas de W en E, tales

m 4

que para cada k€ N existe Ny €N con z,€ |J W,E') , ¥n > N,. Notemos

i=]

que por la definicién (3.2-85), para cada i=1,..,m y paracada k€ N,

1

22W,§",

i | i 1. i
Wi caWd Wi c Wi c
De donde obtenemos

0 - Lo
Wk+! C EW" , WleN.
Asi, para cada k € N, podemos encontrar [, € N tal que ;;:_—I < £
Definamos W,{‘” = 'If‘lr’,f_"_},Jb , entonces tenemos que

i 1 oy 1
Wl ¢ Lwic 3

1)
[ 2ll.| WJE g
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De la misma manera, existe [, € N tal que
(i) 6 - Lo .
Wh C2TW EWk' y1<i<m.
Sea I = mix{ly, :1=1,2,...,m}. Entonces, existe N;, € N tal que

LY i m ] i m ] - 1 m .

e YW e UagWPc U WP UWwdiva>N,.
fa] =y 2 = k k=)

Por lo que

kz, e YW, w2 N, 1]

i=1l
Asi, podemos elegir N, ,, € N tal que satisface N,,, > N,y
(k+1)zn € U W, >Ny, ; -2

continuando inductivamente, obtenemos: para todo M € N existe N, ,, €N
tal que Nhuu > Nhuu—l’ ¥

(k+ M)z € U Wy V> Ny,
=

Ahora definamos (rn)nen por rn =k, para N, <n < Ny, yran=1si
n < N.. Por construccién, ].Il'll e llm k = 0o. Resta demostrar que r,z, —

0 en E, cuando n — oo. 'Para ver asbo sea U € N,(E). Por la compatibilidad
de W, existen enteros positivos ky, ko, ..., k,, tales que W,L“ cU, W,Ef} cl;
1"I-"f_"_'_'} C U. Elijamos k = méax{k; :i =1,2,...,m}, y asf tenemos

Owo cu.

M:s ain, por [1], podemos encontrar N;, € N tal que

e € U W,E‘]' Cc U, para n > N, por [1].
i=1
Por lo que, 7,2z, = 0 en E,y asi (z,)nen es una sucesién Mackey nula.
]
(Jbservacion : Noicmos que por el Teorema (3.6-124), todo limite inductivo
secuencialmente retractivo de espacios secuencialmente palmeados satisface la
condicion de convergencia de Mackey. En particular:

Ejemplo 152 Sea (E,,Tn)nen una sucesién inductiva estricta de espacios de
Fréchet. y (E, 7) su limite inductivo (es decir, E es un (LF)-espacio). Entonces,
por el Teorema (3.6-124), (E,7) es secuencialmente palmeado y por tanto sat-
isface la condicion de convergencia de Mackey. En particular, todo espacio de
Fréchet también satisface la condicion de convergencia de Mackey.
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4.1.2. Una condicién necesaria.

Con algunas otras hipétesis sobre el espacio E, podemos obtener el reciproco
del Teorema (4.1.1-151).

Teorema 153 Sea E = (E,7) un el.c. localmente completo y estrictamente
palmeado. Si E satisface la c.c.M., entonces E es secuencialmente palmeado.

Demostracion.

Sea W una palma estricta en E y (z,),cy una sucesién nula en E.

Por hipétesis, (z,),,cy €s una sucesién Mackey nula; por la proposicién (3.7-
131) existe una sucesion (r),,cy en R* creciente no acotada y tal que (raz,),cn
converge al origen en E.

Sea A := {rpz, : n € N}. Entonces, A es acotado en E y, por la proposicién
(3.7-134), estd contenido en algin disco de Banach B de E. Ademés, A es
acotado en el espacio de Banach E,,.

Denotemos por C a la envolvente absolutamente convexa y 7 ,-cerrada de
A. Asi, C es un disco secuencialmente cerrado en E,, y por tanto de Banach.
Notemos que, como la inclusién i : E,. — E es continua tiene grafica cerrada.
Dado que C es acotado en E, de esto se sigue que, por el corolario (3.5-111)
del Teorema de Localizacién, existe (W), .y una cadena W y una sucesién de
esaclares (ay),cn tales que, para todo k € N, i(C) = C C axWi; ademss,
Ty € oWy, para todo n € N. Como r, diverge a infinito cuando n — oo,
para k € M fijo existe N € N tal que I:—I*l < 1, siempre que n > Nji.

Asi, z, € l?—:ka C Wi, para todo n > N, ya que W) es balanceada,
Vk € N. Entonces, (Wj),cy es una cadena en W tal que la sucesién (), cp
estd eventualmente contenida en ella. Por lo tanto, la palma en E es secuencial.
[ ]

Corolario 154 Sea E = (E,7) un e.l.c. localmente completo y estrictamente
palmeado. Entonces, E satisface la c.c.M. si y sélo si es secuencialmente palmea-
do.

Ejemplo 155 Consideremos al espacio (£1,]|']l,), este es de Banach, y por el
Teorema de Shur (Apéndice-(A.2-(205))) tenemos que (x,),,cn €5 ||-||,-convergente
a cero si y sélo si es o (01, € )-convergente a 0. Por otro lado, o (£1,0) # T, i
de manera mds general o (€y,0x) no puede ser metrizable, de ser asi, ten-
driamos que €, admite una base de vecindades de cero numerable, con respecto
a su topologia débil, ast existe una sucesién (fn),en C loo tal que para cada
UeN, (€0, b)) podemos elegire € QF y N, € N tal que

STH(B(0) N...n f5' (B.(0)) c U.

Para cada f € €y, consideramos f~! (B1(0)) € N, (61,0 (€1,€00)) y sean fy, ..., fx €
foo Y€ € Q* tales que fi' (Be (0)N...N f5" (Be(0)) C £~ (By (0)), esto impli-
A

ca que () N(fi) € N(f) y por el lema (2.1-34) tenemos que f es combinacion
i=1
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lineal de fy,...,fn-1 y fn. Ahora, sea F,, = esp{fi,..., fm}, €l cual es de di-

mensidn finita y es un subespacio lineal cerrado de €., mds aiin, bo, = |J Fn,
meN

y por ser de Baire existe F,,, con interior no vacifo, ast F,, = ., lo cual is una

contradiccidn ya que €y, no tiene dimensidn finita. Por tanto, (1,0 (£1,€x)) no

puede ser metrizable.

Como (#1,|-|l,) es de Banach, es localmente completo y satisface la condicién
de convergencia de Mackey, pero también, por el corolario (3.7-136), (€1,0 (€1,€))
es localmente completo, y ademds satisface la condicion de convergencia de
Mackey:

8i (), en €8 una sucesion o (€1, €eo)-nula, por el Teorema de Shur, (), en
es una sucesion ||-||,-nula, de donde existe un disco de Banach B C ¢, tal que
(n),en €8 una sucesion nula en E, , pero B es un disco de Banach con respec-
to a cualquier topologia compatible con la dualidad (£,¢.,), ast tenemos que
(""*)neh' es una sucesion Mackey nula en €; con respecto a o (¢,,€y). Ademds,
(1,0 (f1,€x)) es secuencialmente palmeado, ya que, por la proposicién (3.5.1-
113), (1, |I-l;) es secuencialmente palmeado con la palme W que tiene por inica
cadena a una base de vecindades de cero decreciente y numerable (Un),,cn for-
madae por conjuntos absolutamente converos y tales que Uny1 + Uny1 C Un; de
donde, como o <7, W= (Up),cy también es una palma en (1,0 (£1,x))
que hace a este espacio secuencialmente palmeado y por lo tanto satisface la
condicion de convergencia de Mackey. Entonces, (£1,0 (£1,€x)) €s un espacio
secuencialmente palmeado, localmente completo y satisface la condicién de con-
vergencia de Mackey pero no es metrizable.

4.2. Espacios casi-secuencialmente palmeados y
c.c.M.

Como vimos en el Capitulo anterior, un espacio localmente convexo E es
secuencialmente palineado si para cada sucesién nula (z,), .y en E existe una

coleccion finita de cadenas {(w':”)ken i (Wém)keﬂ oo (Wém))keu} de W

m at
tal que para cada k € N existe N, € N para el cual se satisface que z,, € |J W,E'},

i=1
siempre que n > Ni. Podemos utilizar una condicién més débil para ver que
también se satisface la condicién de convergencia de Mackey:

Definicién 156 Sea E = (E,7) un e.l.c. palmeado, y sea W una palma com-
patible en E. Decimos que E es casi-secuencialmente palmeado si para toda

sucesion nula (x,), en €n E, existe

{(Wé”)ka, (W'En)ken'"" (W’Em})ken}

una colecerdn fintta de cadenas en W tales que, dado k € N, podemos elegqir
Ny € N tal gue z,, € |J Vk{ i‘_. stempre que n > Nj., donde Vkm = absconv (Wy).

i=1
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En espacios localmente convexos, ser casi-secuencialmente palmeado es una
propiedad que se hereda sin problemas, como veremos en el siguiente Teorema.

Teorema 157 (a) Si E es un e.l.c. metrizable, entonces es casi-secuencialmente
palmeado.

(b) Sea E = irelgE,, secuencialmente retractivo, con E,, cerrado en E, para
i

cadan € N. Si E, es casi wcialmente palmeado, Wn € N, entonces E
también es casi-secuencialmente palmeado.

(¢) SiE esun(LF)-espacio estricto, entonces es casi-secuencialmente palmea-
do.

(d) Sea E = (E,7) un e.l.c. casi-secuencialmente palmeado y L un subespacio
de E. Entonces, L es casi-secuencialmente palmeado.

Demostracién.

(a) Sea E un espacio localmente convexo metrizable y W = {U, : n € N}
una base de vecindades del origen en E, formada por conjuntos absolutamente
convexos y cerrados. Ademds, pidamos que U4y C U,, ¥n € N. Claramente,
W es una palma compatible en E y por la proposicién (3.6-120) E es casi-
secuencialmente palmeado.

(b) Sea E = ;e'lggﬁ,, un limite inductivo secuencialmente retractivo, con E,

cerrado en E y casi-secuencialmente palmeado.

Para cada n € N, denotemos por W) a la palma en E, que hace a este
espacio casi-secuencialmente palmeado. Contruyamos W la palma en E, como en
la demostracién de la proposicién (3.6-120), la cual es compatible. Sea (21),,cn
una sucesién nula en E. Asf, dado que E es secuencialmente retractivo tenemos
que (), o €s una sucesién nula en Ey, , para algiin n, € N. Entonces, podemos

elegir { (W,E""‘”)kEN, (Wé""‘z))keﬂ, - (W,E""‘mj)ken} una coleccién finita de

m -
cadenas en E,, tales que existe Ni. € N para el cual z,, € |J V,f""")‘ siempre
i=1
que n > Ny, para cada k € N, donde V,f"""} = nbscvaé""'i] e Wé""'i] .
para todo 1 < i < m y k € N. Pero, como cada E, es cerrado en E, tenemos

: —
que V,f"“"] C Vk(""") & E; = E,,. Por otro lado, por la construccién de W
en E, cada cadena de W(™) en E, es una cadena de W en E, de aqui que E
es casi-secuencialmente palmeado.
(¢) Esta afirmacién es inmediata de (b), ya que un (LF')-espacio estricto
satisface todas las propiedades que se enuncian en (b).
() Sea E un espacio localmente convexo, casi-secuencialmente palmeado y
L un subespacio de E. Sea W una palma compatible en E. Definamos la palma
compatible W' en L donde W € W' si y sélo si W = LN W/, para algiin
W' € W, como en la proposicién (3.2.1-94). Sea (z,)nen una sucesién nula en
L. como (L.7 |1) es subespacio de (E,7), (Tn)nen s una sucesién nula en E.
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Asi, existe

{70 (92 () 0}

una coleccion finita de cadenas en W tales que, para cada k € N, existe N € N
tal que z,, € |J Vk(". siempre que 1 > Ny, donde Vk{i] = absconv (W}.). Por
i=1

tanto, la coleccion finita de cadenas en W',

{(WJELL]).L-EN‘ (Wf‘b))keﬂ bl (Wém‘”)kEN}’

(L) _ prtd : AR
donde W, =W, ' NnL vVke N 1<i<m,tal quez, € |JV,"", con
i=1
(i.L) o - . ;
V" = absconvW." , con la cual L cumple la definicién de espacio casi-
secuencialmente palmeado. =
Si en la demostracién del Teorema (4.1.1-151), tomamos V{i = absconvW},
y asumimos que el espacio que estamos considerando es casi-secuencialmente
palmeado, facilmente obtenemos la demostracién de el siguiente Teorema, por
lo cual no se lo incluimos aqui.

Teorema 158 Sea E = (E,T) un espacio casi-secuencialmente palmeado. En-
tonces, E satisface la c.c. M.

Observemos que del Teorema (4.1.2-153): Si E es localmente completo, estric-
tamente palmeado, y satisface la condicién de convergencia de Mackey, entonces
E es secuencialmente palmeado y por tanto es casi-secuencialmente palmea-
do. Para generalizar este resultado, primero necesitamos introducir la siguiente
definicién:

Definicién 159 Sea E = (E, 1) un e.l.c. Decimos que E es localmente de Baire
si para cada subconjunto no vacio y acotado A de E eriste un disco B tal que
ACB, y(E,,7,) es un espacio de Baire.

Observemos que todo espacio localmente completo es localmente de Baire,
yi que absconv(A) = B es un disco en E, y por la proposicién (3.7-135) # # E,,
es un espacio de Banach y por tanto de Baire, ademds A C B.

Lema 160 Sea E = (E,7,.) un e.l.c. de Baire, F = (F,7,.) un e.l.c. palmeado,
con W su respectiva palma completante, y T : E — F una funcién lineal.
Entonces, eriste una cadena (Wy), oy de W tal que para cada k, T—1 (W) es
una vecindad de cero en E.

Demostracién.
Definamos W, = F; asi, T"'(W,) =T~ 1(W,) = E es claramente una vecin-
il de cero y de la segunda categoria en E. Ahora, para cada k > 0, supongamos
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que tenemos definido Wy tal que T-!(Wy) es de la segunda categorfa en E y
T-Y(W}) es una vecindad de cero en E. Como

Wi C U mWy k41,
meN, peNN

tenemos que

T'W)c U THmWeen)= U mT (Wykn),
meN,peNY meEN,pENY

de donde existe 1, € NN tal que T~! (Wy, x+1) es de la segunda categoria en
E, definamos Wiy = Wy, k+1- De manera similar escojamos W42, la eleccién
de Wiy2 implica que T—1(Wy4,) es una vecindad de cero en E, ya que al ser
T~'(Wi42) de la segunda categorfa en E, existen = € E y U una vecindad de
cero tal que z + U C T—1(Wp42), en particular x € T—1(Wj43), por lo que

U C T~ (Wiy2) + T (Wicy2) C T (Wiyz) + T (Wiy2) € T-H (W),

de las propiedades de palma y por ser T lineal. Con esto obtenemos (Wy).cy
una cadena de W como se pide. m

Alora, utilizando este lema, daremos un recfproco al Teorema previo, bajo
esta nueva condicién y utilizando espacios palmeados no estrictos.

Teorema 161 Sea E = (E,7) un e.l.c. pafrmmdo y Iocalmeﬂte de Baire. Si E
satisface la c.c.M., entonces E es casi-secuenci P

Demostracién.

Sea (2,),,cn una sucesién nula en E. Como E satisface la condicién de con-
vergencia de Mackey, existe (as),cy C R* tal que @, — 00, y apz, — 0,
cuando n — oo, en E. Sea A = {anz, : n € N}. Asi, A es acotado y, como E es
localmente de Baire, existe B C E un disco tal que A C B y E,, es un espacio
de Baire, ademds A es acotado en E,,.

Por otro lado, la inclusién i : E,, — E es lineal y continua, con E,, de Baire
vy E palmeado. Asi, si W es una palma completante en E, por el lema anterior,
existe una cadena (Wi),.cy C W tal que i~}(W}) es una vecindad de cero
en E,, por lo que existe una sucesién (v,),cy de escalares no cero tales que
B C v,i~Y(Wi) C v,i~' (W), para cada k € N, donde la tltima contensién se
da por la continuidad de i. Asf, i(B) = B C 7, Wy, para todo k € N; {; por lo tanto,
para todo n € N tenemos que a,z, € 7 Wi C ¥k Vi, donde Vi, = abscmv(wk)

Esto implica que, para cada k& € N fijo, podemos elegir N, € N tal que
J%‘—I < 1, para n 2 Ni. De donde tenemos que z,, € %‘le C Vi, ya que Vi es
balanceado. Por lo tanto E es casi-secuencialmente paliheado. ]

Como consecuencia del Teorema (4.2-158) y el Teorema previo tenemos:

Corolario 162 Sea E = (E,7) un e.l.c. localmente de Baire y palmeado. En-
tonces, E satisface la c.c.M. si y sélo si E es casi-secuencialmente palmeado.
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4.3. Condicién de convergencia rapida.

Alora queremos considerar espacios localmente convexos que satisfacen la
condicién de convergencia de Mackey, y que ademds satisfacen que los discos
considerados para la convergencia de cada sucesién convergente (nula) son de
Banach. Por lo que estamos tomando espacios que satisfacen una condicién mds
fuerte que la condicién de convergencia de Mackey.

Definicién 163 Sea E = (E,7) un e.l.c. y (zn),cn una sucesion en E. Deci-
mos que una sucesion Mackey nula (z,), .y en E es rdpidamente convergente a
cero en E i eriste un disco de Banach B en E tal que (z,,),.y es nula en E,,.

Definicién 164 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E satisface la condicion
de convergencia ripida (c.c.r.) si toda sucesién T-convergente a cero en E es
ripidarnente convergente a cero en E.

Asf, dado que topologias compatibles comparten discos de Banach, es in-
wediato el siguiente resultado:

Proposicién 165 Sea E = (E,7) un e.l.c. §i (E,o (E, E')) satisface la c.c.r.,
entonces (E, T) satisface la c.c.r.

Habitualmente, dentro de la bibliografia se suele definir esta propiedad de
convergencia rdpida como la convergencia de una sucesién Mackey nula en un
disco compacto en lugar de sobre disco de Banach en general, ahora veremos
que estas dos condiciones son en efecto equivalentes y daremos una mds:

Teorema 166 Sea E = (E,7) un e.l.c. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) E satisface la condicién de convergencia rdpida.

(b) Para cada sucesién nula (x,,), oy en E existe un disco compacto K en E
tal que (x,), oy converge al origen en E, .

(¢) E es localinente completo y satisface la condicién de convergencia de
Mackey (c.e.M.).

Demostracién.

(a)==(D). Sea (z,.), ey una sucesién nula en E. Como E satisface la condi-
cidn d.- convergencia rdpida, existe B un disco de Banach en E tal que contiene
a (n),en ¥ (%n),en €s nula en E,,. Ahora, si C = {2, : n € N}°°, tenemos
que C' C B, por lo que E,. también es de Banach. Por la proposicién (3.7-142)
tenemos que C es compacto en E,,, y por ende en E.

Como (), oy s localmente nula, por la proposicién (3.7-131), existe una
sneesion creciente y no acotada (r,), oy de reales positivos tales que (r,z,)
weti o5 mula en E: aliora bien, por lo dicho anteriormente si D es su envolvente
absolutamente convexa y cerrada en E, D es compacto en E y disco de Banach.
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Veamos que (zn),cy converge al origen en E,,. Sea a > 0, como (ry),,cy s
creciente y no acotada, existe N € N, tal que ;! < a, para todon > N, y dado
que (ryzp), oy C D tenemos que z, = rlraz, € aD, siempre que n > N, asi
(), en ©s una sucesién nula en E,,.

Ahora demostremos (b)==(c). Para esto basta ver que E es localmente
completo, pues toda sucesién nula, por hipétesis, es localmente nula o Mackey
nula. Sea (InJ“eN una sucesién nula en E. Entonces, z, — 0 en E,, para algiin
disco compacto K en E. Sea

A = absconv *{z,:neN},y
B = absconv {z,:n e N}

Asi, por definicién de A, A C aK, para algiin escalar positivo a, y por tanto A
es compacto en E, ; pero ademds i : E, — E es continua, de donde A también
es compacto en E. Ahora, claramente absconv{z, :n € N} C A, asique B C A,
por ser A T-cerrado; de esto se sigue que B compacto en E. De modo que, por
el Teorema (3.7-143), E es localmente completo.

Finalmente demostremos (c)==>(a). Sea (z,),cy C E una sucesién nula.
Como F satisface la condicién de convergencia de Mackey, existe B un disco en
E tal que (z,), .y es nulaen E,, y por ser E localmente completo tenemos que
B es de Banach. De donde E satisface la condicién de onvergencia rdpida. m

Corolario 167 Sea E = (E,7) un e.l.c. que satisface la condicion de conver-
gencia rdpida. Entonces, E es localmente completo.

Corolario 168 Sea E = (E,7) un e.l.c. metrizable no completo. Entonces,
E satisface la condicién de convergencia de Mackey pero no la condicién de

convergencia rdpida.

Demostracién.

Por el Teorema (4.2-157) E es casi-secuencialmente palmeado, y por el Teo-
rema (4.2-158) E satisface la condicién de convergencia de Mackey. Ahora, si E
satisface la condicién de co vergencia rdpida, entoces, por el corolario anterior
E es localmente completo, y por el corolario (3.7-138), esto implica que E es
completo, lo que es una contradiccién. m

Alora, como una consecuencia directa del Teorema anterior (4.3-167) ten-
cInos:

Corolario 169 Sea E = (E,7) un e.l.c. localmente completo. Entonces, E sat-
isface la condicidn de convergencia rdpida si y sélo si E satisface la c.c.M.

Los siguientes dos Teoremas son combinaciones del Teorema anterior (4.3-
167) y resultados anteriores. Estos nos da una equivalencia para espacios palmea-
dos localmente convexos que satisfacen la condicién de convergencia répida.

Teorema 170 Sea E = (E,7) un e.l.c. palmeado. Entonces, son equivalentes:

() E satisface la condicion de convergencia rdpida.
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(b) E es localmente completo y casi-sec ialmente palmeado.

Demostracién.

(a)==(b). En vista del Teorema (4.3-167), como E satisface la condicién
de convergencia rdpida, E es localmente completo y satisface la condicién de
convergencia de Mackey. Por otro lado, tenemos que E es palmeado y al ser
localimente completo también es localmente de Baire; asf, por el Teorema (4.2-
161), E es casi-secuencialmente palmeado.

(b)==(a). Si E es un espacio casi-secuencialmente palmeado, por el Teorema
(4.2-158), E satisface la condicién de convergencia de Mackey y si ademés E es
localmente completo, ahora por el Teorema (4.3-167), E satisface la condicién
de convergencia rdpida. m

Para nuestro préximo resultado recordemos que un limite inductivo E de
espacios localmente convexos es regular si cada conjunto acotado en E esta
contenido y es acotado en uno de los espacios que forman el limite inductivo E.

Teorema 171 Sea E = (E,7) un limite inductivo reqular de espacios local-
mente completos palmeados. Entonces, son equivalentes:

(a) E satisface la condicidn de convergencia répida.
{b) E satisface la condicidn de convergencia de Mackey.
(e) E es casi-secuencialmente palmeado.

Demostracién.

Sea (E,,Ty)nen una familia inductiva de espacios localmente completos y
palmeados, y sea E = (E, 7) su limite inductivo regular.

Por el corolario (4.3-170), del Teorema (4.3-167), para ver que (a)<=>(b),
ex suficiente ver que E es localmente completo. Para esto, sea A C E acotado.
Como E = li:é:riE,, es regular, tenemos que A esta contenido y es acotado en

E,,., para algin n, € N. Por lo que si B = absconv " A, entonces B es un
disco de Banach en E, , por ser E,  localmente completo. De modo que B
también es un disco de Banach en E, gracias a la continuidad de las funciones
i:E, = E, yi,, E, — E. Ademds, A C B, asi que obtenemos que todo
conjunto acotado en E esta contenido en un disco de Banach. Por el Teorema
(3.7-135), E es localmente completo.

Como E es localmente completo, y de la proposicién (3.6-120), E es palmea-
do, asi que, por el Teorema (4.3-171), tenemos (a)<=>(c). =

Ejemplo 172 Con este ejemplo veremos que existen espacios palmeados local-
mente completos que no satisfacen la condicion de convergencia de Mackey, por
lo que no satisfacen la condicidn de convergencia rdpida. Consideremos el es-
pacio de Banach (co, |||, ). Sabemos que (e,,]|-|,) es localmente completo, al
wual que (c,, 0 (co, 01)).

Ademds, como (¢,.0(co, (1)) es palmeado y localmente completo también es
localmente de Baire, y por el corolario ({.2-162) del Teorema (4{.2-161) tenemos
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que (co, 0 (co, €y)) satisface Ia condicidn de convergencia de Mackey si y sdlo si
(Co,0 (€0, €1)) es casi- Imente palmead

Consideremos la sucesion (T, ),y en co, donde en = (2,25,...,2, ...) tales
que xy; = 1 y = 0 sim # n. Entonces, (en),cy €5 una sucesién no nula en
(collllc)s ya que [len — O, = sip |z] = 1, Vn € N. Por lo que (en),cy no

converge al origen en (co, ||l )- Pero (en)nen €5 una sucesion nula en c, con
respecto a , pues dada (k) ey € €1 tenemos que «“k}keu ,e,.) =0, ya, — 0
en R; de donde e, — o en (c,,0). Es decir, este espacio tiene sucesiones que son
lebilmente ¢ yentes, pero que no son ||| -convergentes. De modo que, en
este caso, (en), ey Mo puede estar tualmente contenida en la tinica cadena
(27" B),.en de W, y ast (co, 0 (o, €1)) no puede ser casi-secuencialmente palmea-
do, lo cual implica que (c,,0 (co,€1)) no satisface la condicién de convergencia
de Mackey ni la condicién de convergencia rdpida. Por lo tanto, (c,,0 (cg, €1))
es un espacio palmeado localmente completo que no satisface la condicion de
convergencia de Mackey ni la condicidn de convergencia rdpida.

Ejemplo 173 Del ejemplo (4.1.2-155) tenemos que (1,0 (€1,€0x)) es local-
mente completo y satisface la condicion de convergencia de Mackey pero no
es metrizable,de modo que, por el Teorema ({.3-167), (£;,0 (€1,€x)) satisface
la condicidn de convergencia rdpida.

Incluimos ahora algunas aplicaciones de la condicién de convergencia de
Mackey, especialmente nos interesar4 considerar la siguiente propiedad:

Definicién 174 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E satisface la propiedad
K (o es un K-espacio) si para toda sucesidn nula (z,),cn en E eziste una

oo
subsucesion (Tn, )yen de (zTn), ey tal que 3 xp, converge en E.
k=1

Proposicién 175 Sea E = (E,||||) un espacio de Banach. Entonces, E satis-
face la propiedad K.

Demostracién.

Sea (xy),,cn una sucesién nula en E. Consideremos la subsucesién de (), ¢y
formada por: z,, := z;; Zn, con ng := min{n € N : ||z,|| < 1}; z,,, con
ng = min{n € N : ||z,|| < 27!; inductivamente definimos z,, pry CON Mgy i=
min{n € N: ||z,|| < 2"‘} lo cual podemos hacer por ser (z“)nEN una sucesion

nula en E. Entonces, Z lzn, |l < Z 27" 4 |x1|, < oo, asi que E Ty

absolutamente sumab!e en E y por el lema (3.7-140) tenemos que es tamb:én
sumable. Por tanto todo espacio de Banach satisface la propiedad K. m

Definicién 176 Sea E = (E,7) un e.l.c. y (zn),en una sucesion en E. Dec-
imos que (Tn), oy €8 una sucesion débil Mackey convergente (o simplemente
a-Mackey convergente) en E si es Mackey convergente en E con la topologia
débil @ (E, E'); es decir, existe (ax),cy C Rt una sucesidn creciente y no aco-
tada tal que (a2, oy €5 0 (E, E')-convergente a 0 en E.
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Teorema 177 Sea E = (E,7) un e.lc.

(1) Si E es localmente completo y satisface la c.c.M., entonces satisface la
propicdad K.

(2) Toda sucesion en (E,a(E, E')) débil Mackey convergente es Mackey con-
vergente con respecto a 7.

(1) Si E satisface la c.c.M. con respecto a su topologia débil, entonces toda
sucesion débilmente convergente es T-convergente en E.

Demostracién.

(1) Supongamos que (), ¢y es una sucesién nula en (E,7). Como E es lo-
calmente completo y satisface la condicién de convergencia de Mackey,
tenemos que existe B un disco de Banach en E tal que (z,), .y es una
sucesion nula en E, . Por la proposicién anterior tenemos que E,, satis-

face la propiedad K, asf que (z,), cy tiene una subsucesién (z,, )<y cuya

serie i &y, converge a z en E,. Como 7, es mds fina que 7 |g, por
k=1 N

ser B acotado, la inclusién ¢ : E,, — E es continua y la serie 3 z,, es

convergente al mismo z en E. =

(2) Sea (xy),en una sucesién g-Mackey convergente en E. Asf, existe una
sucesion (o, )“EN en R*, creciente no acotada tal que (a,zn Jnen €s débil
convergente a cero en E.

Recordemos que ¢ y T comparten conjuntos acotados pues son dos topologfas
en E compatibles con la dualidad (E, E'), por lo que el conjunto

{apz, :n € N}

es T-acotado ya que es o-acotado. Ahora, para ver que (), .y es Mackey
T-convergente en E, por la proposicién (3.7-130), basta encontrar una suce-
sion de reales positivos (A, ),y creciente y no acotada tal que (An%n),cn
converja al origen en E con respecto a la topologia 7.

Para cada n € N definamos §,, := -\7;— Observemos que como la sucesién
(vn), e diverge a +o00, la sucesién (§,),,cy con verge a cero en R, ademés
si tomamos A, := a,d, = /0, tenemos que A, — oo, cuandon — 00 y
(An),en € RY.

Veamos que (A, x, )neN converge a cero en E con respecto a la topologia 7.
Sea U € N,(E. 1) halanceada. Como (ﬂnxn)"EN es T-acotada, existe u > 0
tal que e, x, € plU, para todo n € N; pero ademds, como (8, ), cyconverge
a cero también la sucesién (pdy ), oy converge a cero, entonces existe N,
en N tal que [pd,,| < 1, siempre que n > N,. Asi que

/\n-"-'n = Juﬂ’nl’n € d‘u}-l'-U L U\
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siempre que n > N,. Es decir, (AnZs),, ey €8 una sucesién nula en (E, 7).
Lo cual significa que en E toda sucesién Mackey o-convergente es Mackey
T-convergente.

(3) Como (E, o) satisface la condicién de convergencia de Mackey, tenemos
que toda sucesién (z,),cy C E o-convergente a z € E es o-Mackey
convergente a x; por el inciso (2) también es T-Mackey convergente a x en
E, y por lo tanto es T-convergente a x en E.

Ejemplo 178 En el ejemplo (4.1.1-155) vimos que (€1, 0 (€1, €x)) es localmente
completo y satisface la condicion de convergencia de Mackey, por tanto, del
Teorema anterior tenemos que este es un K-espacio.

4.4. Convergencia estricta de Mackey.

Hasta ahora tenemos caracterizados a los espacios palmeados localmente
convexos que satisfacen la condicién de convergencia de Mackey, ahora queremos
caracterizar a otra clase especial de espacios palmeados localmente convexos que
satisfacen una condicién de convergencia de Mackey mds fuerte.

Definicién 179 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E satisface la condicién
de convergencia estricta de Mackey (c.c.e.Mackey o simplemente c.e.M.) si para
todo subconjunto acotado A de E, existe un disco B C E que contiene a A y
tal que las topologias de E y Eg coinciden en A.

Por la proposicién (3.7-134) sabemos que todo espacio metrizable satisface la
condicién de convergencia estricta de Mackey. Si observamos la demostracién de
esta proposicién tenemos que utilizamos dos condiciones bésicas: Si {W). : k €
N} es una base decreciente de vecindades del origen absolutamente convexas
en un espacio metrizable, y A es un subconjunto acotado arbitrario, entonces
estas dos condiciones son:

(i) Para cada k € N, existe un escalar ay. tal que A C ap Wi,

(22) Para cada a > 0, existe k € N con ANW, C aB,

donde B es de la forma B = N{b Wy : k € N} para ciertos escalares ..

Nuestra meta en este caso es reemplazar en (i) los Wy por elementos de una
palma en E, entonces reescribimos (ii) de tal manera que tengamos vecindades
e cero U absolutamente convexas tales que ANU, C aB, y ademds, hacemos
que B sea una interseccién de multiplos escalares de los elementos de una palma.
La ventaja de usar una palma en esta situacién es que los elementos de una palma
son una familia numerable y pueden ser o no, vecindades del origen, conjuntos
acotados, n otro tipo de subconjuntos, con lo que obtenemos resultados mds
generales,
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4.4.1. Suficiencia para la condicién de convergencia estric-
ta de Mackey.

La siguiente definicién incluye las ideas ya expuestas arriba, tratando de
generalizar la idea de base de vecindades de cero que se tiene para espacios
metrizables; enseguida, damos un resultado para espacios localmente convexos
palmeados en donde demostramos que es suficiente que estos espacios admitan
nna palma que cumple con la definicién de palma compatible con acotados para
«que el espacio cumpla la condicién estricta de Mackey.

Definicién 180 Sea E = (E,7) un e.l.c. palmeado y W una palma completante
en E. Decimos que W es compatible con acotados en E; es decir, el espacio
tiene una palma compatible con acotados, si para cada subconjunto acotado A
en E, existe una cadena (Wi)ren de W, para la cual tenemos que:

i) Para cada k € N, eziste oy € C tal que

A C oWy,

1) Para cada k € N, eziste Uy una vecindad de cero, absolutamente conveza

tal que
ANU. Cc W,

El resultado principal de esta seccién es el siguiente.

Teorema 181 Sea E = (E,7) un e.l.c. palmeado. Si la palma W es compatible
con acotados en E, entonces E satisface la condicién de convergencia estricta
de Mackey.

Demostracién.

Por W denotemos a la palma compatible con acotados en E. Supongamos
que A C E es un conjunto acotado. Elijamos la cadena (Wi)ken de W,y
los escalares (a).cy que satisfacen la parte (i) de la definicién (4.5.1-180).
Construyamos ahora una sucesion (by) ren de la siguiente manera:

Inductivamente definimos: by € N fijo tal que |a;| < by; para ap sea by € N
fijo tal que 2|mg| < bg;...; para @, sea b, € N fijo tal que n|a,| < by,;...
Asique bp'|og| < VkeC.

Entonces, (bg),cy es tal que para cada k € M, bx > 0, by ak| < £ ¥
h;l lege] = 0 cuando k — o0c. Sea B = ) bW = N beWi.

keN keN

Probemos que B es un disco; es decir, que B es acotado, absolutamente
Convexo y t'.Prl'ad(l.

Es inmediato ver que B es balanceado, convexo y cerrado. Ahora, para
mostrar que B es acotado notemos primero que

N bWy C b,y W,,, para todo m € N.

kel
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Por la compatibilidad de la palma W con la topologia 7 en E, tenemos
que para toda U € N,(E,7) absolutamente convexa existe k, € N tal que

W, C U para toda n > k,. De esta manera, [ bW, C bW, C b,U para
keN
n > k, y por lo tanto ﬂkakak UcbU sib> b, >0. Asi, ﬂ b Wi

es acotado y por tanto tambtén lo es B, como necesitabamos.

Recordemos que para cualquier disco B, la topologfa normada de Eg es mds
fina que la topologfa de E inducida en Ep. Entonces es suficiente demostrar que
la topologia de E induciada en A es m4s fina que la topologia de Eg inducida
en A. Para lo cual se necesita que dado a > 0, exista U, € N,(E,7) tal que
AnU, C aB.

Sea a > 0. Elijamos k, € N tal que para cada k > k, se tiene que
b ! k| < a; es decir, |ax| < aby.

Asi, A C oWy C aby Wy, Yk > k,. ...[1]

Sea m, € N tal que 2™ < ab, donde b= min{b; :¢=1,2,....,k, — 1},
y L €N tal que W, C 2-™W,,, esto es posible gracias a que Wiy C %Wk.
para todo k € N. Ahora consideremos U; € N,(E,7) que satisface la parte (ii)
de la definicién (4.5.1-180). De donde,

Anl, ¢ Wc 2"“"Wk C ﬂka“ y
1
We, C 5Weo1=2""Wi,o1 C272We, 5 C .. C 275,

por lo que, de la definicién de b tenemos:
ANl c ﬂka“ o=} 2"«1ka___1 & abW;,.__l C abk__m;Wk.__l.
Similarmente,

ANU © abWi, C 27%abWi,_2 C abWy, 3 C aby, _oWi, _2,...,
AnU, c abWg, C 2‘*"“abW1 C abW, C abjW,.

Sea U, = Uy, entonces ANU; = ANU, C A y de lo anterior ANU, C ab Wy
para 1 <k <k,.
Finalmente, junto con [1], tenemos que para cada k € N,

ANU,; C abpWh.

De aqui que ANU, C ) abyWi =a ﬂ Wi Ca ﬂ Wi =aB. m
kEN
Observacién : Evidentemente en la cleﬁmcuﬁn (4.5.1- 181) podemos utilizar

Wi, la (E,7)-cerradura de Wi, en lugar de Wi, y la demostracién anterior
para este caso serfa igual, pues se tiene que B es cerrado, con esto y junto con el
lema (4.2-160) tenemos un resultado similar para espacios palmeados de Baire.

Corolario 182 Sea E = (E,7) un e.l.c. de Baire y W una palma compatible
en E. Entonces. E satisface la condicion de convergencia estricta de Mackey.
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Demostracién.

Como E es un espacio palmeado de Baire, y la funcién identidad [ : E — Ees
lineal, por el lema (4.2-160), existe una cadena (Wj),cy tal que 1= (W) = W
ex una vecindad de cero, para todo k € N, por lo que es fdcil ver que estas
vecindades satisfacen los requerimientos de la observacién anterior. m

Para el siguiente resultado necesitamos recordar que un espacio es secuen-
cialmente palimeado si tiene una palma compatible W de conjuntos balanceados
y convexos tal que a cada sucesién nula (z,), .y en el espacio le corresponde
una coleccién finita de cadenas, {(W}!)ken, (WZ)ken, - (W™ Jren} de W para
las cuales: dada k€ N existe Ny € N tal que

m =
z, € U W, Yn> N
i=1

Dada esta definicién podemos notar que es natural que una palma compatible
con acotados sea secuencial, y en realidad la demostracién de esto es sencilla.

Proposicién 183 Sea E := (E,7) un e.l.c. con W una palma compatible con
acotados. Entonces, E es secuencialmente palmeado.

Demostracién.

Empecemos por considerar una sucesién nula (z,)nen en el espacio E. Sea
A = {a, :n € N}, y por (Wi)ren denotemos a la cadena en W que cumple
con la definicién (4.5.1-181) para el conjunto acotado A.

Alora, para cada k € N escojamos U, € N, (E) balanceada y convexa tal
«que satisface la parte (i) de la definicién de palma compatible con acotados. Al
mismo tiempo, existe N € N tal que para cada n > Nj, z,, € U, por ello

zn € ANUL C Wk, Yn > Ny,

de donde, E es secuencialmente palmeado. m

Para ver un ejemplo interesante de que una palma puede ser "secuencial"sin
ser compatible con acotados, necesitamos algunas definiciones y lemas que pueden
ser consultadas en el Apéndice A-(A.2):

Ejemplo 184 Mostraremos un espacio (DF) que satisface la c.c. Mackey pero
no satisface la c.e. Mackey.

Para la costruccion de tal espacio:

Sea (E,||-||) un espacio de Banach no separable y reflexivo; y U = By(0).

Claramente tenemos que las topologias fuerte, 75, de Mackey, 7, de la nor-
ma, T,y 7T, coinciden en E.

Consideremos ahora la topologia 7, en E de la convergencia uniforme so-
bre conjuntos acotados y separables de E'. Por la observacion (A.2-215) del
Apéndice A tenemos que (E,7) es un espacio (DF') no-cuasi barrilado. Por lo
tanto:

OC TG Tg=Tu=T, =T,

porlu que 7, es compatible con la dualidad.
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Veamos que (E,73) satisface la condicién de gencia de Mackey:
Sea (x,)nen una sucesion T -nulay L = espan{z, :n € N}. Ya que E es
un espacio de Banch-Mackey, por ser local te completo, la proposicion (A.2-

213) nos garantiza que 7., y Tg coinciden en L. Por lo tanto (x,).en s Tg-nula
y existe un disco de Banach en E, podemos tomar al mismo U, donde (z,)nen
es T, -nula.

Veamos ahora que (E, T.) no satisface la condicidn estricta de Mackey: Para
esto, supongamos que si la satisface, entonces por ser {nl },en un sistema fun-
damental de acotados en E, existe P € N tal que Epy y 7. inducen la
misma topologia en U, y de acuerdo con el lema (A.2-214), concluimos que
Ty =T, ,, lo cual es absurdo.

n-n?

Por iltimo, notemos que en particular, en vista del Teorema (4.5.1-182)
y de la proposicién (3.6-128), todo lfmite inductivo E (b.r.) de una familia
inductiva de espacios localmente convexos que admiten una palma compatible
con acotados satisface la condicién de convergencia estricta de Mackey.

4.4.2. Algunas condiciones necesarias.

En esta seccién, demostraremos que si un espacio es localmente completo
y estrictamente palmeado, entonces la condicién de convergencia estricta de
Mackey implica la existencia de una palma compatible con acotados. Siendo
menos exigentes en las hipétesis, si consideramos un espacio localmente de Baire
v palmeado podremos obtener un resultado similar utilizando las cerraduras de
los elementos de una cadena.

Teorema 185 Sea E = (E,7) un el.c. localmente completo, estrictamente
palmeado y tal que satisface la condicién de convergencia estricta de Mackey
(e.e.M.). Entonces, E admite una palma compatible con acotados.

Demostracién.
Sea E un espacio estrictamente palmeado, localmente completo y A un sub-
conjunto acotado de E. Denotemos por W a la palma estricta en E.
Supongamos que E satisface la condicién de convergencia estricta de Mackey.
Entonces, en E existe un disco B tal que A C B y las topologias de Ep ¥

E coinciden en A.
Como E es localmente completo, Eg es un espacio de Banach. Por otro

lado, la funcién inclusién

. id: Eg — E
es continua, asi que tiene la gréfica cerrada.

Como W es estricta, por el corolario (3.5-111) del Teorema de Localizacién,
se puede considerar una cadena (Wy),cy dela palma en E, para la cual existe
ap € C tal que

AcB= td(B) C o Wy
para cada k € N, por lo que se cumple la parte (i) de la definicién de palma
compatible con acotados.
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Para ver la parte (ii), para cada k € N, sea b, > 0 tal que by |ax| < 1,
donde . es como arriba. De la condicién de convergencia estricta de Mackey,
sabemos que se puede elegir una vecindad de 0, balanceada y convexa U en
E tal que ANUx C b B, asi que

ANU. C B C by Wy, € Wy,

pues asumimos por definicién que cada W es balanceado y convexo. Por lo
tanto W es compatible con acotados en E, con lo que termina la demostracién
del Teorema. =

Asi, del Teorema anterior y el Teorema (4.5.1-182), tenemos la siguiente
equivalencia:

Teorema 186 Sea E = (E,7) un e.l.c. estrictamente palmeado, localmente
completo. Entonces, E satisface la condicion estricta de Mackey si y sdlo si

tiene una palma compatible con acotad,

Observemos que se puede obtener una "versién cerradura"de el Teorema
anterior, aplicable a situaciones donde los espacios no son del todo localmente
completos, como veremos en el siguiente resultado.

Recordemos que un espacio E es localmente de Baire si para cada sub-
conjunto acotado A de E, existe un disco B con A C B, tal que Eg es
un espacio de Baire. Ademds, observemos que la coleccién de todos los espa-
cios localmente de Baire incluyen propiamente a todos los espacios localmente
completos.

Teorema 187 Sea E = (E,7) un e.lc. localmente de Baire y palmeado, con
W  una palma completante en E. Si E satisface la c.e.M., entonces a cada

subconjunto acotado A en E, le corresponde una cad (Wi)ken de W, y
escalares oy (k € N) tales que para cada k € N se tiene lo siguiente:
1) AcC oWy,

2) existe Uy € N,(E,T) absolutamente conveza tal que ANU, C W.

Demostracién.

Sea A C E acotado, existe B C E un disco tal que Ep es un espacio de
Baire, AC B, A esacotadoen Epg,yademéds 75, [4=7|a .

Consideremos a la funcién inclusién

id: Eg = E,

esta es lineal y continua, aplicando el lema (4.2-160), tenemos como consecuencia
que existe (Wi)ren una cadenaen W talque A C B =id(B) C apWy, lo
cual implica

AC W,

Por lo que se enmple (1).
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Ahora, demostraremos (2): Para cada k€ N,sea by >0 t.q. bglag| <1,
con ay como arriba. Como E satisface la c.e.M., podemos elegir Ui € N,(E,T)
balanceada y convexa, para cada k € N, tal que

ANUi C b BN A C by || Wi € Wy,

Concluyendo asi la parte (2). =



Apéndice A
Preliminares

Para poder obtener todos los resultados de este trabajo, algunas veces se
utilizaron teoremas u otros resultados en las demostraciones; es por este motivo
que se enunciardn los mds importantes, considerando siempre a E como un
espacio vectorial topolégico, en caso contrario lo especificaremos.

A.1. Algebra y Topologia.

En esta secciéon daremos algunas definiciones que regularmente se dan en
un curso bhdsico de Algebra, Algebra lineal y Topologia, y que aqui utilizamos,
ademds de dar algunos resultados interesantes.

Sean E, F, G espacios vectoriales,

Un subconjunto S del espacio vectorial E es linealmente independiente si,
para todo subconjunto finito {z1,z2,...,z.} de § y {A1, A2, ..., An} de C, ten-
n
emos N = ... = A, = 0 siempre que 3 A\;z; = 0. En otro caso diremos que S

es linealmente dependiente. '

Sea 3 (E) la familia de todos los subconjuntos linealmente independientes
de E, ordenada por inclusién. Entonces:

Definicién 188 Decimos que todo elemento mazximal en 3 (E) es una base de
Hamel para E.

Sea { E;} e una familia de espacios vectoriales. Entonces, el correspondiente
producto

[T E; =A{(a;);e, 1 x; € Ej, Vi€ J}

i€J
es un espacio vectorial con respecto a las operaciones (J.'J')J.EJ + (y; )jEJ 1
(e, +0i)jes v A (25);c, = (Azj)jes, para todo (z;), ,, (¥5)c, € I1E;y

j€d
reC.
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Definicién 189 Sea E = (E,T) un espacio topoldgico. Decimos que (Ta).en
es una red en E si A es un conjunto dirigido y (Ta),cp C E. Ademds, la red
(Za)aea €8 T-convergente a x € E siy sdlo si, por definicién, para toda vecindad
U, de x existe o, € A tal que x, € Uy, siempre que a > a,.

Proposicién 190 Sea E = (E,T) un espacio topoldgico y K un subconjunto
de E. Entonces, K es compacto si y sélo si toda red (Ta),cn C K tiene una
subred convergente (), s digamos az € K en E.

Definicién 191 Una funcién B:E x F — G es una funcidn bilineal (forma
bilineal) si las "funciones parciales”

B(zo,): F > G, yr— B(zo,y) v B(w¥%):E— G, a2+ B(z,y,)
son lineales, para todo z, € E y todo y, € F.

Las formas lineales E x F — G forman un subespacio £(E,F;G) de
GE*F_Si G = C, escribiremos £(E,F) en lugar de £(E, F;C). Los elementos
de este subespacio son llamados formas bilineales en E x F'.

Proposicién 192 Sea E un espacio vectorial topoldgico. Entonces, E es de
Hausdorff si y sélo si {0} es cerrado en E.

Proposicién 193 Sean E = (E,1,.), F = (F,7,.) espacios topoldgicos, con F
de Hausdorff. Si f : E — F es una funcidn continua, entonces Gy := {(z, f(z)) :
2 € E} es cerrado en E x F con respecto a su topologia producto.

Demostracién. Sea (z,y) € E x F — G;. Asf, y # f(z). Como y, f(z) € F
y F es de Hausdorff, podemos encontrar V € Ny (F) y U € Ny(;)(F) tales que
VNU = §. Como f es continua, tenemos que f~!(U/) es abierto en E y es tal que
x € f~Y(U), de donde f~}(U) € N(E). Luego entonces, f~}(U)xV C Ex F
es abierto y f~'(U) x V C E x F — Gy, pues si (z,w) € f~}(U) x V obtenemos
que f(z) e U yw eV, de donde f(2) #w. m

Proposicién 194 Sea E wun e.w.t. con N,(E) su base de vecindades de 0.
1. Si MCE, entonces M= (| M+U.
UEN.,

2. SiAeC\{0} y M C E, entonces \M = M.

Demostracién. La desmostracién de esta proposicién es facil de ver:
LLzeM < (z—-U)NM#0 VU €EN,.
Pero esto pasa si y solamente si z € M + U, YU € Aj; lo cual es equivalente
aque z€ [ M+U.
UEN. _

2. Utilizando (1) tenemos que AM = | AM +U= ) A(M+1U)=
UEN. UEN.

A( N M+%U)= M. =

1EN.,
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Definicién 195 Sean E y F espacios topoldgicos. Decimos que una funcién
f: E — F es alnerta st mapea conjuntos abiertos de E en conjuntos abiertos
de F.

De esta manera, una funcién lineal entre espacios vectoriales topolégicos es
abierta si y sélo si mapea vecindades de 0 en vecindades de 0.
Sean £ un ev.t., F < E un subespacio y

# : E-—E[F
z — [g]=z+F

la funcién cociente. La topologia cociente 7Ten E/F se define como: U C E/F
es T-abierto si y sélo si, por definicién, #~!(U) es abierto en (E,7).

Observese quesi M C E, entonces 1(M) = M+F, porloque n~'(M+F) =
7~ x(M)) = Uyery + M:

Por una parte, si y € F, entonces w(y + M) C n(M), de donde y+ M C
7! (m(M)). Porotro lado, z€ 7 ' (M +F)=z2:+FeM+F=:+F=
a + F, para algiin € M; luego entonces, [z] = [z], y esto ocurre si y s6lo si
z—x € F. Entonces z € z + F, lo cual indica que z € M + y, para algiin
y € F. estoiltimo es lo que se querfamos.

De las propiedades de espacio vectorial topolégico de E, y de la estructura
algebraica de E/F se tiene que la topologia cociente T en E/F también
es vectorial topoldgica. Ademds, 7 manda conjuntos abiertos en conjuntos
abiertos.

Proposicién 196 (E/F,T) esun e.v.t., y 7 es una funcién abierta. Ademds
7 es de Housdorff si y sélo si F es un subespacio cerrado en E.

Demostracién. Sabemos que MCE /F es T-abierto siy sélo si n"{ﬁ JCE
os T-abierto. Asf,si M C E es 7-abierto, tenemos que m(M) es T-abierto en
E/F, ya que 7~ (m(M)) = |J y+ M. Por lo tanto 7 es abierta.

EF

v

Sea Ap(E) la base de vecindades abiertas y balanceadas de 0 en (E, 7).
Entonces, [a] + m (Np (E)) es una base de vecindades de [a] en (E/F,7), para
todo ] € E/F. Donde 7 (N, (E)) satisface:

1) Si V € m(N,(E)), V es balanceado y absorbente, por ser = lineal y
continua.

2) Paratoda V'+V' c 7= (W),dedonde x (V' + V') C & (V')+m (V') C W.

Entonces, 7 es una topologia lineal.

Si 7 es Hausdorff, {0} € E/F es 7-cerrado, asi que N () = F es T-cerrado.
Si F es 7-cerrado v » € E/F — {0}, podemos encontrar U € N, (E) tal que
(x+U)NF =W, de donde m (z) ¢ 7 (U). Por lo que 7 (z) +7 (U) € Ny(z) (E/F)
y es i que 7 (x) + m(U) € E/F — {0}. En consecuencia, {0} es 7-cerrado en
E/F,y asi 7 es de Hausdorff. m

Observacién 197 Como vimos en el Capitulo I, st E = (E,7) es un e.l.c. y
NUE) es una buse de vecindades de cero en E formada por conjuntos absoluta-
mente converos, tenemos que T := {p, : U € N, (E), donde p,, es la seminorma
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de Minkowski de U} es una familia dirigida de seminormas para la topologia T
en E.
Para U € N, (E), definamos N(U) := N(p,,) = p;;*(0), el cual es un sube-

spacio cerrado de E, ya que p,, es continua. Mostremos que p7;' (0) = (| 1U:
neN

Siz € M LU, entonces x = Ly,, donde y, € LU, para todo n € N. Esto
neN

implica que p, (z) < 1p,, (ya) < L, para todo n € N, por lo que p,, (z) = 0; es

decir, = € p;;' (0). A la inversa, sea z € p;! (0); esto significa que p, () =0,

de donde x € p7' (-1, 1) ={z€ E:p, (z) < 1} = LU, para todo n € N, por

lo que x € %U.
neN
Consideremos al espacio cociente, que en este caso es de Hausdorff, E,., :=

E/N(U), y definamos la norma:
-, : £

L]

w = RYULO); 2+ NI, = p, (2).

La cual esta bien definida, pues x+N(U) = y+N(U)si y sélo siz—y € N(U), es
decir, |p,, () — p,, (¥)| < p,, (z —y) =0, por tanto p,, (z) = p,, (y). Ademds, es
una seminroma por como se definid, y se cumple que p,, (z) = 0 si y solamente
siz € N(U), lo cual pasa si y sdlo si z = [0]. Asi, (E,,,,|-ll,) es un espacio
normado.

De esta manera, definimos a la funcién cociente canénica

&, :E—E,;z—z+N{U)=[z =2, (),

LLL6 R

y dotamos a E, con la topologia cociente Ty Entonces, ®, es claramente
una funcién lineal y afirmamos que es (7,7, )-continua:

Byy, ={le]:p, (x) <1} ={[z] : z € U},

por lo que Q;I{BII-II,.) =U € N, (E). Ahora, llamemos EJ:) a la complecidén de
E

- Entonces, la funcién inclusion E | — ET:} es (T{,,).fr”,,)-wntinua. De

donde @, : E — E’: , €s una funcidn continua.

Definicién 198 Sea E un e.l.c. Decimos que una funcién q de E en los reales
no negativos es una g-norma si satisface lo siguiente

1. q(Ax) < q(x), para todo x € E.

2. “lingoq(%a:} =0, para todo z € E.

Laglz+y)<g(xz)+q(y), Vz,y€ E.
4. g(z)=0=2=0.

Teorema 199 Para todo espacio E = (E, ), son equivalentes:

1. E es metrizable.

2. E es Hausdorff y tiene una base de vecindades de 0 numerable.
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J. Eziste una q-normaen E tal que 7= 7(,.

Definicién 200 Sea E un e.v.t. y A un subconjunto de E. Decimos que A es
precompacto si, para toda vecindad U € No(E), podemos encontrar un subcon-
junto finito M de E tal que AC M +U.

En la definicién anterior, podemos considerar solamente a U como una
vecindad que estd en una base de vecindades de cero en E fija.

De!inicidn 201 Dado B C E: decimos que B es relativamente compacto en E,
st B es compacto en E.

Teorema 202 Sea E un e.v.t. y E su complecion. Para todo subconjunto A
de E. son equivalentes:

1. A es precompacto en E.
2. A es relativamente compacto en E.

Proposicién 203 Sea (E;)jes una familia de e.spacioslvectar‘iales topoldgicos.
Un subconjunto A de IIE; es precompacto si y sélo si mi(A) C Ei es
precompacto, Yk € 1.

Definicién 204 Dada una parejo (E, <), decimos que es un conjunto parcial-
mente ordenado si E es un conjunto y < es una relacion de oreden en E.

Lema 205 (de Zorn) Sea(E, <) un conjunto parcialmente ordenado no vacto,
si toda cadena C en E tiene una cota superior en E, entonces E tiene elementos
nucrimales.

A.2. Andlisis Funcional.

Notacién 206 A lo largo de todo el trabajo se usa la siguiente notacion.

1. Por £(E,F) denotamos al conjunto de todas las funciones lineales de
E en F.

Eseribivemos L(E, F) para denotar al conjunto de todos las funciones lin-
cales y continuas de E en F.

e

Teorema 207 (Shur) Consideremos el espacio (€y, |-|l,), ¥ sea (zn), ey C 6.
Entonees, x,, — 0 en |||, si y sélo st x, — 0 con respecto a o.

Definicién 208 Sea (E,7) un e.l.c. Decimos que (E, ) es de Fréchet si este

es metrizable y completo.

Definicién 209 Sea (E,,, T,.}“EN una sucesion inductiva deespacios de Fréchet.
Entonees, al timite mductive de la familia (E."T,.)"E” lo llamamos un (LF )-
CRPHLCI0.



130 APENDICE A. PRELIMINARES

Definicién 210 Sea E = (E,7) unelc. yU C E.

1. Decimos que U es bornfvoro si para todo subconjunto acotado A de E
eriste A > () tal que A C AU.

2. Decimos que una sucesion (Bp), .y de conjuntos acotados en E es una
sucesion fundamental de conjuntos acotados ( o simplemente f.5.b.) en E si todo
subconjunto acotado A de E esta contenido en B,,, para algpiin m € N, inclusive
podemos asumir que 2B,4, C By.

3. SiU es un barril en E y es tal que existe una sucesion (U, ), oy de vecin-

dades absolutamente converas y cerradas del origen en E tales que U = () U,,
neN

decimos que U es un R,-barril.

Definicién 211 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E es W,-casi barrilado
si todo R,-barril bornfvoro es una vecindad de cero.

Definicién 212 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E es un espacio (DF)
st tiene una (f.s.b.) y es W,-casibarrilado.

Definicién 213 Sea E = (E,7) un e.l.c. Decimos que E es barrilado si todo
barril en E es una vecindad del origen.

Lema 214 Sea E = (E,7) un e.l.c. Entonces E es ¥,-barrilado si y sdlo si
todo subconjunto acotado de (E',b(E', E)), el cual es la unién numerable de
conjuntos E-equicontinuos también es E-equicontinuo.

Proposicién 215 Sea (E,7) un (DF)-espacio. §Si L es un subespacio sepa-
rable de (E, 1), entonces b*(E,E') y 7 inducen la misma topologia en L.

Lema 216 Sea 71, 79 dos topologtas Hausdorff en E. Sea U € Ny(71) ¥
denotemos por 7y y 75 a las topologtas en U inducidas por 7\ y Ta, respectiva-
mente. Entonces

i) Th<T =712 <1

i) T)<Th=1 <72

Observacién 217 Sea E un espacio de Banach, reflexivo, no separable y 7 la
topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos acotados separables de E'.
Dado que la bola unitaria cerrada de E es débil compacta, (E,T) es un (DF)-
espacio, el cual es la unién de una sucesion de conjuntos débil-compactos pero
no es cuasibarrilado. En este caso, (E,T,) siempre es barrilado.
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