@Wm . w "’l/
i
= I

i vzgw'm

FACULTAD DE CIENCIAS
UNAM

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

EL TEOREMA DEL MAPEO DE RIEMANN
Y EL GRAN TEOREMA DE PICARD.

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

PRESENTA:
JUAN JOSE ALBA GONZALEZ

DIRECTOR DE TESIS:
M. en C. JOSE ANTONIO GOMEZ ORTEGA

UDIgs
& D e s
N %
D %,
S Z
N >
2004 FACULTAD DE CIENCIAS

SECCION ESCOLAR



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



VNIVER4ADAD NACJIONAL
AVEN'MA DE
MEXICO

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ
Jefe de 1a Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito:

realizado por

“El teorema del mapeo de Riemann y el gran teorema de Picard”

Juan José Alba Gonzalez

con nimero de cuenta 09757279-8 , quien cubri6 los créditos de la carrera de:

Matematicas

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Atentamente

Director de Tesis ey -
Propietario M. en C. José Antonio Gémez Ortega L(;{(?
Propietario .

Dr. Javier Paez Céardenas ra—"
Propietario

P M. en C. Ana Irene Ramirez Galarza ,ﬂfo; lf2acd |~ /

Suples Dra. Maria de la Paz Alvarez Scherer @
Suplente

. 3 1A e .u[."\s
M. en C. AlejandroAgul%isgo Mojica '~
. U URCagiginipintah
Coordinador de la Carrera ¢ Matematicas
HATEMATIGES



El teorema del mapeo de Riemann

y
el gran teorema de Picard

Juan José Alba Gonzilez



A mis padres.



Agradecimientos

Agradezco a mi familia, a mis amigos, a mis maestros, a la OMM y a la
UNAM.



Introduccion

El teorema del mapeo de Riemann es uno de los més importantes del andlisis
complejo. Este nos permite reducir el estudio de funciones holomorfas definidas
en regiones simplemente conexas al estudio de las funciones holomorfas definidas
en un disco.

El gran teorema de Picard es una fuerte generalizacién del teorema de Liou-
ville y una mejora impresionante sobre el teorema de Casorati-Weierstrass. El
teorema de Liouville dice que una funcién entera acotada es constante mientras
que una consecuencia del teorema de Picard es que basta que omita sélo dos
valores para que sea constante. El teorema de Casorati-Weierstrass establece
que, para una funcién con una singularidad esencial, la imagen de cualquier ve-
cindad de la singularidad es densa, mientras que el teorema de Picard asegura
que dicha imagen es, o bien todo el plano complejo, o bien el plano menos un
punto.

En este trabajo se demuestran el teorema del mapeo de Riemann y el gran
teorema de Picard. Para estos fines se ha dividido en tres capitulos.

En el capitulo 1 se demuestran los teoremas de Montel y Vitali. El teorema de
Montel dice que cualquier sucesién localmente acotada de funciones holomorfas
tiene una subsucesién compactamente convergente. El teorema de Vitali da dos
condiciones equivalentes a que una sucesién localmente acotada de funciones
holomorfas sea compactamente convergente.

En el capitulo 2 se demuestra el teorema del mapeo de Riemann, el cual
dice que cualquier regién “sin hoyos”, es decir, simplemente conexa, distinta del
plano, es equivalente (biholomorfamente) al disco unitario.

En el capitulo 3 se demuestra el gran teorema de Picard que muestra lo
caético del comportamiento de una funcién con una singularidad esencial, esta-
bleciendo que dicha funcién mapea cualquier vecindad de la singularidad a todo
el plano (salvo, tal vez, un punto). Se dan algunos ejemplos de aplicaciones del
teorema.

Estos dos teoremas se consideran avanzados y no es comun tratarlos en los
primeros cursos de variable compleja, aqui se presentan completos y con un
minimo de requisitos.
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Notacion y Preliminares

N, Z, Q, R y C, denotan como es usual a los naturales, los enteros, los
racionales, los reales y los complejos, respectivamente. IE denota el disco unitario,
E={zeC:|zl< 1}

Una regién es un subconjunto de C, abierto y conexo. Las letras D y G
denotaran regiones. Dada una regién D, D denota la cerradura de D, C(D)
denota la familia de las funciones complejas continuas con dominio D y O(D)
denota la de las funciones holomorfas con dominio D.

Dada una funcién f: A C €C — C, |f|a denota la norma del supremo, esto
es, [fla = sup{|f(z)|: z € A}

B (z) denota la bola abierta de radio r con centro en z, es decir B;.(z) = {w €
C : |z—w]| < 1}. Si el radio no importa, o se sobrentiende, escribimos solamente
B(z). Si el centro es 0, escribimos solamente B;.

Dada una sucesién de funciones f, : D — C, se dice que converge com-
pactamente si converge uniformemente en cualquier subconjunto compacto de
D.

A continuacién se enuncian sin demostracién algunos de los teoremas im-

portantes que se usaran a lo largo del trabajo. Para las demostraciones véase
(3].

Teorema (Teorema de Cauchy) Sean D una regidn simplemente coneza,
f € O(D), v una curva cerrada contenida en D que es C' por tramos. Entonces

J f(z)dz = 0.
24

Teorema (Férmulas integrales de Cauchy) Sean D una regién, f € O(D),
Y una curva cerrada contenida en D que es C' por tramos, zo € D y n € IN.
Entonces

n! f(z
Indy (z0)f ™ (z0) = 5 | =TT
Y

donde Indy(zo) es el indice dey en zo, es decir, el mimero de vueltas que 'y da

\Y%



VI NOTACION Y PRELIMINARES

alrededor de zy en sentido positivo (levdgiro), y estd dado por

1 dz
Indy(zo):mj Z_Zo.
4

En particular, cuandon = 0 yy le da una sola vuelta a zo en sentido positivo

f(zo) = : J fz) dz.
Y

2mi ), z— 2

Teorema (Estimaciones de Cauchy) Seanzo € C, f € O(D) yr > 0 tal
que B.(z9) C D. Si [f(z)| < M para toda z € B.(zp) entonces para todo n > 0
se tiene que 1™ (z0)] < %

Teorema (Teorema del Médulo Méaximo) Sea f € O(D). Entonces para
todo compacto K C D se tiene que |f| alcanza su mdzximo en 0K.

Teorema (Teorema del Médulo Minimo) Sea f € O(D) tal que f no se
anula en D. Entonces para todo compacto K C D se tiene que |f| aicanza su
minimo en oK.

Teorema (Teorema de Weierstrass) Sea fn € O(D) una sucesidn de fun-
ciones que converge compactamente en D a f: D — C; entonces f € O(D) y

ademds f;k) — £(K) compactamente.

Teorema (Lema de Schwarz) Sea f € O(E) tal que f(0) =0 y [f(z)| < 1
para toda z € E. Entonces |f(z)| < |z| para toda z € IE y |[f'(0)] < 1. Ademds, si
[£(0)] = 1 6 |f(z)| = |z| para alguna z # 0, entonces f es una rotacidén, es decir,
f(z) = az para alguna a con |a| = 1.

Teorema (Teorema de Identidad) Sean f,g € O(D) tales que el conjunto
{z € D | f(z) = g(z)} tiene un punto de acumulacién en D. Entonces f = g.

Teorema (Teorema de la Funcién Inversa) Seanzo € D yf € O(D) tales
que f'(z9) # 0. Entonces, eziste una vecindad U de zo y una vecindad V de
f(z0) tales que f: U — V es biyectiva y f~' : V = U es analitica.

Teorema (Teorema del Mapeo Abierto) Toda funcién holomorfa no cons-
tante es abierta.



Capitulo 1

Los Teoremas de Montel y
Vitali

Después de introducir algunos conceptos bésicos para las sucesiones de fun-
ciones, y probar algunas de sus propiedades, se define el concepto de convergen-
cia continua, que es mas fuerte que el de convergencia compacta pero resulta
equivalente cuando consideramos solamente funciones continuas. Con ayuda de
dicha equivalencia se demuestra el teorema de Montel, y como consecuencia
del de Montel, se prueban un criterio de convergencia y el teorema de Vitali.
También se dan algunas aplicaciones de ambos teoremas.

1.1. El Teorema de Montel

Se dice que una familia de funciones F C C(D) estd acotada en un subcon-
junto A de D si existe M > 0 tal que |f|a < M para toda f € F; se dice que la
familia F estd localmente acotada en D si para todo z € D existe una vecindad
abierta de z, U C D tal que F estd acotada en U.

Se dice que una familia de funciones F C C(D) estd puntualmente acotada
en D si para cada z € D, el conjunto {f(z) | f € F} esta acotado.

Toda familia acotada estd localmente acotada, pero el reciproco no es cierto,
como lo muestra la familia de funciones {f,(z) = nz™ | n € N} C O(E). En
efecto, no estéd acotada porque f,(2~1/") = %;' pero estd localmente acotada
porque converge a 0 en cada disco B, con t < 1.

Proposicién 1.1 Una familia F estd localmente acotada en D si y sélo si F
estd acotada en K, para todo K C D compacto.

Demostracion:

(=) Sean F localmente acotada en D y K C D compacto. Para cada z € K,
como F estd localmente acotada, existe U, C D una vecindad de z tal que

1



2 CAPITULO 1. LOS TEOREMAS DE MONTEL Y VITALI

F estd acotada en U,. Los conjuntos U, forman una cubierta abierta de
K, y como K es compacto existe una subcubierta finita Uz, ,U,,,..., U, .
Para cada j entre 1 y n, como F estd acotada en U,,, existe M; > 0 tal que
lfluzj < M; para toda f € F. Sea M = max{M;, M,,..., M,}. Entonces,
para toda f € F, dada z € K, existe j entre 1 y n tal que z € U, y por lo
tanto [f(z)| < Ifluz’ < Mj £ M, de donde [flx < M. Luego F esté acotada
en K.

(&) Supongamos ahora que F estd acotada en K, para todo K C D compacto.
Sea z € D, como D es abierto, podemos encontrar v > 0 tal que B;(z)

estd contenido en D. B.(z) es compacto por lo que F estd acotada en
B.(z), de donde F est4 acotada en B, (z).

Una consecuencia de esta proposicién es que si B =B(z) conz € C,r >0y
F C O(B), entonces F esta localmente acotada en B si y sélo si F estd acotada
en todos los discos B,(z) para toda p < r.

Proposicién 1.2 Dada una familia F C C(D) puntualmente acotada, existe
una subregion D’ C D no vacia tal que F estd localmente acotada en D’.

Demostracién: Supongamos que no es cierto. Sea fo € F, fop # 0. Entonces
existe un punto zp € D tal que [fo(2zo)| > 0. Como fp es continua podemos
encontrar una bola cerrada Ko C D alrededor de z¢ tal que 0 ¢ fo(Kop). El
interior de Ko es una subregién de D y como estamos suponiendo que no se
cumple la conclusién del teorema, entonces F no estd localmente acotada en
en interior de Ko. Esto quiere decir que podemos encontrar un punto z; en el
interior de Ko y una funcién fy € F tales que |f1(z1)| > 1. Como f; es continua
existe una bola cerrada K; C D alrededor de z; tal que |[f;(z)] > 1 para toda
z € K;. Podemos ademads suponer que Ko D K;. Siguiendo con esta construccién
obtenemos fo, f1,f2,... una sucesién de funciones de F y Ko D Ky D Kz --- una
sucesién de compactos no vacios tales que, para cada n € IN, |[f,(z)| > n para
toda z € Kn. Dado que [ Kn es no vacia podemos tomar w un punto de esta
interseccién para el cual se cumple que |f,,(W)| > n € IN para toda n. Luego
el conjunto {f(w) | f € F} no estd acotado. Esta contradiccién demuestra el
teorema.

Una sucesién de funciones f, : D — C se dice que estd acotada en D,
localmente acotada en D o puntualmente acotada en D segin lo esté la familia
{fa In € N}

Lema 1.8 Sea F C O(D) una familia localmente acotada en D. Entonces para
cada ¢ € D y para todo € > 0 existe un disco B C D con centro en c tal que
[f(w) — f(2)| < € para toda f € F y para cualesquiera w,z € B.
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Demostracién: Sean € > 0 y ¢ € D. Como F estd localmente acotada en D,
existe To > 0 tal que By, (c) C D y F estd acotada en By, (c). Hagamos = I
y B’ = Bro( c). Como F estd acotada en B’ existe M > 0 tal que [flgr < M
para toda f € F. Sea § = min{z5,7} > 0. Veremos que el disco buscado es
B =Bs(c). Sean w,z € By f € F; como & < T tenemos que |({—w)({—2z)| > 2
para cualesquiera w,z € B, € 0B’. Se tiene entonces por la férmula integral

de Cauchy que
1 l

- f(C)
5 'ZLBI ( dC'

Il

[f(w) —f(2)]

27 (—w)({—2)

w— 2| [f(2)l
< 2 .L)Bl I(C—W)(C_znldq
< Wodtle oo — 2w 2t
= 2t T ®
< %25MS€~

Lema 1.4 Sea f, : D = C, n € N, una sucesion de funciones tales que la su-
cesidn f(z) estd acotada para cada z € D. Entonces para cualquier subconjunto
numerable A de D eriste una subsucesion gn de f,, que converge puntualmente
en A.

Demostracién: Sea A = {a1, az,...}. Como la sucesién f,(a;) estd acotada,
existe una subsucesién fi n de fn tal que fi n(a1) converge. Como la sucesién
f1,n(a2) estd acotada, existe una subsucesién f; n de f1 n tal que f3 n(a2) con-
verge. Siguiendo con este proceso podemos construir para cada j > 1 la sucesién
fjn como una subsucesién de fj_1 n y tal que fj n(a;) converge.

Sea gn = fnn con n € N la sucesién “diagonal” de las sucesiones fj n.
Entonces, para todo m € IN, por la construccién de gn, los términos gm, gm+1,
gm+2, .- son una subsucesién de fuy n. Como fm n(am) converge, entonces
gn(am) también converge.

1]

Se dice que una sucesién de funciones f,, : D — C es continuamente con-
vergente si para toda sucesién convergente z,, € D se tiene que limy fn(2zn)
existe. Dadas cualesquiera 2 sucesiones convergentes en D con el mismo limite,
Xn — X ¥ Yn — X podemos tomar la sucesién (zn) = (x1,Y2,%3,Y4,X5, Y6, .- .)
que converge a x. Sabemos que limy, fr(Xn ), limp fn(yn) y limy, fo(zn) existen.
Pero las sucesiones fn(Xn) ¥ fn(zn) tienen una subsucesién en comiin, y por lo
tanto tienen el mismo limite; andlogamente fy,(yn) y fn(zn) tienen el mismo
limite, de donde limp fn (Xn) = limp, fn(Yn). En particular si y, es la sucesién
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constante x, tenemos que limy, f, (x) existe. Esto quiere decir que toda sucesién
fn. continuamente convergente también converge puntualmente a una funcién
f: D — C y se satisface que lim,, f,, (xn) = f(x).

Veremos a continuacién que la funcién limite f es continua (aunque las fun-
ciones f, no lo sean).

Para esto observemos primero que si f, es una subsucesién de f,, entonces
fn, también converge continuamente a f, porque dada una sucesién en D, xx —
x, la sucesién dada por ym = Xk si m = ny para alguna kK y Yy, = x si no,
converge a x. Entonces fn, (xk) es una subsucesién de f, (ym) la cual converge
a f(x). Por lo tanto fy, converge continuamente a f.

Proposicién 1.5 Si f, : D — € converge continuamente a f, entonces f es
continua.

Demostracion: Sean x € D, x,, una sucesién convergente a x y € > 0. Como
limn fr(x1) = f(x1), existe ny tal que [fn(x1) — f(x1)| < § para toda n > n;.
Como limy, fn(x2) = f(x2), existe n, tal que [fn(x2) —f(x2)| < § para toda n >
N2, y podemos escoger ny > ny. Siguiendo con esta construccién obtenemos una
sucesién ny tal que la subsucesién fn, de fn cumple que [fn, (xx) — f(xx)| < §
para toda k. Como sabemos que limg fn, (xx) = f(x), podemos encontrar K, tal
que [fn, (xx) —f(x)| < § para toda k > K. Tenemos entonces que [f(xy) —f(x)| <
[f(xk) — fny (xk )|+ [fn, (%) — f(x)| < € para toda k > K, de donde f es continua.

|

Lema 1.6 Una sucesion f, : D — C converge continuamente si y sélo si con-
verge compactamente a una funcién continua f.

Demostracién:

(=) Sea fn, : D — C una sucesién que converge continuamente a f. Como
ya se vio, T es continua. Vamos a demostrar que f,, converge a f com-
pactamente. Sea A compacto. Supongamos que |[f, — f|a no converge
a 0. Entonces podemos encontrar € > 0 y una subsucesién g, de f,
que cumple que |gn — f|[a > € para toda n € IN. Entonces para cada
n € N existe x, € A tal que |gn(xn) — f(xn)| > €. Como A es com-
pacto existe una subsucesién convergente x,, — x de xy. Para la subsu-
cesién se sigue teniendo que |gn, (Xn,) — f(xn, )| > € para toda k € IN.
Como gn, es una subsucesién de f,, converge continuamente a f. En-
tonces limg gn, (xn,) = f(x), y por la continuidad de f, tenemos que
limy f(xn, ) = f(x), de donde limyk (gn, (Xn, ) — f(xn,)) =0, lo cual contra-
dice el hecho de que |gn, (%n, ) — f(xn, )| > € para toda k.

(&) Sea f, : D — C una sucesién que converge compactamente a f, una
funcién continua. Sea x, — X una sucesién convergente. El conjunto A =
{x1,%2,...,%} es compacto, por lo que f,, converge uniformemente en A.
Sea € > 0, entonces existe Ny tal que |[f, — fl]a < § para toda n >
N; y existe Ny tal que [f(xn) — f(x)| < § para toda n > N, porque f
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es continua. Haciendo N = méax{N1, N} tenemos que |fn(xn) — f(x)| <
[fr(xn) — F(xn)| + [f(xn) — f(x)| < [fn —fla + [f(xn) — f(x)| < € para toda
n > N.

Corolario 1.7 Dada una sucesion f,, € C(D), la convergencia compacta y la
convergencia continua son equivalentes.

Demostracién: Si f,, converge continuamente entonces, por el lema, conver-
ge compactamente. Si, por otra parte, converge compactamente, entonces la
funcién limite tiene que ser continua, porque las funciones f;, son continuas.
Aplicando el lema obtenemos que f,, converge continuamente.

|

Teorema 1.8 (Teorema de Montel) Toda sucesidn de funciones f, € O(D)
localmente acotada tiene una subsucesion que converge compactamente en D.

Demostracién: Sea f,, una sucesién de funciones en O(D) localmente acotada.
Tomemos A C D un denso en D numerable. Como f, estd localmente acotada,
entonces f,(z) estd acotada para cada z € D, y por el lema 1.4, existe gn
una subsucesién de f,, que converge puntualmente en A. Veremos que g, es la
subsucesién buscada. Sean z,, — z una sucesién convergente en D y € > 0. Por el
lema 1.3, existe un disco B C D con centro en z tal que [gn(W1) —gn(w2)| < §,
para cualesquiera wy,w, € B y para toda n € IN. Como A es denso, existe
a € ANB, y como z, — z existe Ny tal que z,, € B para toda n > Nj.
Como gn(a) converge, existe N tal que |gn(a) — gm(a)| < § para cualesquiera
n,m > N,. Haciendo N = max{N;, N} tenemos que |gn(zn) — gm(zm)l <
l9n(zn) — gnl(a)l + [gn(a) — gm(a)l + |gm(a) — gm(zm)| < € para cualesquiera
m, . > N. Esto prueba que gn(zn) es una sucesién de Cauchy y por lo tanto es
convergente. Se sigue entonces que gr, converge continuamente en D. Aplicando
el corolario 1.7 tenemos que la sucesién gn, es compactamente convergente.

Teorema 1.9 (Criterio de convergencia de Montel) Sea f,, € O(D) una
sucesion localmente acotada en D. Si existe f € O(D) tal que cualquier sub-
sucesién compactamente convergente de fy, converge a f, entonces f,, converge
compactamente a f en D.

Demostracién: Supongamos que existe un compacto A C D tal que |f;, — f|a
no tiende a 0. Entonces existe € > O para el cual podemos encontrar una sub-
sucesién gn de fn, que cumple que |gn, — fla > € para toda n € IN. La sucesién
gn estd localmente acotada en D (porque fy, lo estd). Por el teorema de Montel,
existe una subsucesién h,, de g, tal que h, converge compactamente en D.
Como h,, es una subsucesién de g, tenemos que |h,, —f|a > € para todan € IN.
Pero por la hipétesis h,, debe converger a f, lo cual nos lleva a que |[hy,, — f|a
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tiende a 0. Esto es una contradiccién, luego, f,, converge compactamente a f en
D.
|

1.2. El Teorema de Vitali

Lema 1.10 Seanc € C, r > 0 y B = B,(c). Dada una sucesion f, € O(B)
acotada son equivalentes:

= f,, converge compactamente en B.
» La sucesion f( )( ) converge para toda k =0,1,2,3,...

Demostraciéon: Supongamos que f,, converge compactamente en B. Enton-
ces, por el teorema de Weierstrass, para cada k € IN la sucesién ka) converge
compactamente en B, y por lo tanto la sucesién £ (c) es convergente.

Supongamos ahora que la sucesién fg‘ )(c) converge para toda k. Como la
sucesién f,, estd acotada, existe M > 0 tal que |fn|g < M. Construimos la
sucesién gn : E — €, dada por gn(z) = %fn(rz + c). Entonces tenemos que
gn € O(E) y |gnlg < 1. Ademds, la hipétesis acerca de f,, se traduce en que la
sucesién gg‘k) (0) converge para toda k.

Expresando a gn como serie de potencias tenemos gn(z) = Y @n,;2) donde

Qnj = ,gg) (0). Entonces aj = limy, an ; existe para toda j. Por las estimaciones

de Cauchy, como |gnlg < 1, tenemos que |an ;| < 1 y por lo tanto |a;| < 1
para toda j. Definimos g(z) = }_ a;z). Como para cada j, |a;| < 1, el radio
de convergencia de la serie que define a g es mayor o igual que 1, por lo que
g € O(E).

Vamos a demostrar que gn, converge compactamente a gen IE. Sean p € (0,1)

y € > 0. Escojamos 1 € N de manera que Tin . Como limy Z - Ian,,
a;lp’ = 0, existe no tal que para toda n > ng se tlene que Zj:O lan,;—a;lp? <

Entonces para toda n > ng y para toda z € B,(0), tenemos que

o0 o0
lgn(2) —9(2)l = |) (an;— )2 <) lan; —gq;ld’
=0 3=0
1-1 ) 00 ) -1 )
< D lani—glo’+ ) 200 =3 lan;—ajlp’ +
=0 j=1 j=0

Esto muestra que gn es compactamente convergente en IE, de donde f,, es
compactamente convergente en B.
|

Teorema 1.11 (Teorema de Vitali) Sea f, € O(D) una sucesion localmen-
te acotada en D. Entonces son equivalentes:
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1. f, converge compactamente en D.

2. Existe c € D tal que para cada k € IN la sucesion fx )(c) converge.

8. El conjunto A ={z € D | fo(2) converge} tiene un punto de acumulacion
en D.

Demostracion:

(1=2) Como fy, converge compactamente en D, por el teorema de Weierstrass,
ka) converge compactamente en D para toda k € IN. Entonces cualquier
punto ¢ € D cumple que ka)(c) converge para toda k.

(2= 3) Sea B un disco con centro en ¢ tal que B C D. Como f,, estd localmente
acotada, tomando el radio de B mads chico si es necesario, podemos supo-
ner que f,, estd acotada en B y por el lema 1.10, f,, es compactamente
convergente en D. Se sigue que f(z) converge para cada z € B, por lo que
B C A y por lo tanto A tiene puntos de acumulacién en D.

(8=1) Sean gn y hn dos subsucesiones de f,, compactamente convergentes en
D, con limites g y h, respectivamente. Para todo a € A, como g, (a)
y hn(a) son subsucesiones de f,(a), que es una sucesién convergente,
lim,, gn(a) = lim, hy(a), es decir, g(a) = h(a). Como g y h coinciden en
todos los puntos de A y A tiene un punto de acumulacién en D, por el
teorema de identidad, g = h. Por el criterio de convergencia de Montel,
f. converge compactamente en D.

1.3. Aplicaciones y ejemplos de los teoremas de
Montel y Vitali

Teorema 1.12 (Osgood) Sea fo,f1,f2,... una sucesién de funciones en
O(D) que converge puntualmente a f. Entonces existe D’ un abierto denso en
D tal que f, converge compactamente en D’ y f es holomorfa en D’.

Demostracién: Consideremos la familia F = {fo, f1,f2,...}. Para cada abierto
U C D podemos aplicar la proposicién 1.2 a F y a U para obtener un abierto
Dy C U no vacio donde F esta localmente acotada. Entonces D’ = (Jy;p Du
es un abierto denso en D en el que f,, estd localmente acotada. Entonces, en cada
componente conexa de D’, tenemos que f,, estd localmente acotada y converge
puntualmente a f. Por el teorema de Vitali, f;, converge compactamente a f y
por el teorema de Weierstrass, f es holomorfa.

|

Veremos como se relacionan los teoremas que hemos visto con el concepto
de familia normal. Se dice que una familia de funciones F C O(D) es normal
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en D, si toda sucesién de funciones de F tiene una subsucesién compactamente
convergente en D.

Proposicién 1.13 Una familia F de funciones holomorfas estd localmente aco-
tada en D si y sélo si es normal en D.

Demostracién: Supongamos que F estd localmente acotada. Cualquier suce-
sién de funciones de F estd también localmente acotada y por el teorema de
Montel, tiene una subsucesiéon compactamente convergente.

Supongamos ahora que F es normal en D y sea K C D un compacto. Si F no
estd acotada en K, entonces para cada n € IN existe f,, € F tal que |fn|x > 1.
Entonces lim,, [fn|x = 00. Si f,, tuviera una subsucesién g, convergente a g, se
tendria que |glk > |gnlk — |9 — gnlk lo cual es absurdo porque limy [gn |k = oo
y limy |g — gnlxk = 0. Esto demuestra que F estd localmente acotada en D.

|

Veremos algunos ejemplos de familias normales.

= Sean D y D’ dos regiones de C, D’ acotada. Entonces O(D,D’), el con-
junto de todas las funciones holomorfas de D a D’ es una familia normal
porque estd localmente acotada (de hecho estd acotada).

» Para cada M > 0, la familia Fp = {f(z) = ¥_axz® | Vk € N, |ax| <
M} es normal en IE. Esto es porque para cada v € (0,1) y para cada
f € Fm tenemos que [f(z)] < Th—f; para toda z € B.(0), de donde Fm
estd localmente acotada en IE.

= Si F es una familia normal en D y k € IN entonces la familia F (k) — {f(k) |
f € F} es normal en D por el teorema de Weierstrass. Esto prueba que
cuando F es localmente acotada, también lo es F(¥).

» Dada f € O(D) se define ||fllo = ([, If(z)2dA) %, y se dice que f es
cuadrado-integrable en D si ||[f|lp < oo. El conjunto H(D) de todas las
funciones cuadrado-integrables en D es un C-espacio vectorial y se tiene
el siguiente resultado debido a Bergman [2]:

Si K es un compacto contenido en D # C y d es la distancia de K a 0D,
entonces |flx < {l%% para toda f € H(D).

De esta desigualdad se sigue que, dada v > 0, la bola {f € H(D) | ||f|lo < r}
estd localmente acotada y es, por lo tanto, una familia normal.

Teorema 1.14 Sean vy : [a,b] — C una trayectoria, D C C una region y
f : v(la,b]) x D —» C una funcion localmente acotada tal que para cada t €
[a,b], f(y(t),z) es holomorfa en D y para cada z € D, la integral de Riemann
fy f(¢,z)d( existe. Entonces la funcién dada por F(z) = fy f(¢,z)dl es holomor-
fa en D. Ademds, para cada z € D, la integral j‘y g—i—({, z)d{ existe y es igual a
F'(z).
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Demostracién: Veremos que para cada z € D existe una vecindad U C D de
z tal que f estd acotada en y([a,b]) x U.

Para cada t € [a, b], como f estd localmente acotada, existen Vi y Ut vecin-
dades de y(t) y z respectivamente, tales que f estd acotada en Vi x U;. Como
v([a, b]) es compacto, un niimero finito de las Vi’s cubren y([a, b]); y podemos
tomar U como la interseccién de las correspondientes Uy’s.

Consideremos una sucesién de particiones del intervalo [a,b], Pn = {tn,o,
th1,th2,. .. ytn,m.} tal que la norma de P, tiende a O, y puntos (n 1, (n, 2,

.+, {n,m, en los intervalos de la particién Py. Llamemos Sn(z) a la suma de
Riemann correspondiente a la funcién f(y(t),z)y’(t) con la particién Py, es
decir,

= Z Fy(Cn3)s 27 (k) (B k — trk—1):
%

Por hipétesis, para cada z € U, S, (z) converge a F(z). Observemos que cada Sy,
es holomorfa en U. Tenemos que

ISn(z)] < Z (Y (Cn,ir DY (Gn i)tk — trk—11 € MY/ |(a, b1 (b — @),
X

donde M es una cota de f eny([a, b]) X UL, por lo que la sucesién S,, estd acotada.
Por el teorema de Vitali, S, converge compactamente a F en U. Por el teorema
de Weierstrass, S/, converge compactamente a F’ en U, pero

S-:I-L(Z Z —f(Y Cn k ) ,(Cn,k)(tn,k = tn,k—l)

es una suma de Rlemman arbitraria para la funcién 3 Zf (v(t),2)y'(t), de donde
la integral fy 28 (g,2)d existe y es igual a F/(z).
|
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Capitulo 2

E]l Teorema del Mapeo de
Riemann

En este capitulo probaremos el teorema del mapeo de Riemann que establece
que toda regién simplemente conexa D # C es biholomorfa a IE.

Para esto, veremos primero que con la ayuda de la raiz cuadrada podemos
transformar de manera biholomorfa a cualquier regién simplemente conexa dis-
tinta de € en una cuyo exterior sea no vacio. Una vez hecho esto haremos ver que
podemos invertir en un circulo contenido en el exterior de dicha regién, después
trasladar y finalmente hacer una homotecia para obtener un subconjunto del
disco unitario biholoformamente equivalente a la regién original. Luego, con la
ayuda de los automorfismos del disco y una vez mads, de la raiz cuadrada, se cons-
truyen las expansiones. Usando el teorema de Montel se construye una funcién
biholomorfa entre la regién y el disco como un caso limite de expansiones.

2.1. Introduccion

Una regién D C C se llama simplemente coneza si toda trayectoria cerrada
v :[a,b] — D es homotdpica en D a una trayectoria constante.

Se dice que una funcién f: D — D es un bikolomorfismo (o que f es biholo-
morfa) si f es biyectiva, holomorfa y su inversa es holomorfa. Se dice en ese caso
que D y D son regiones biholomorfas (o conformemente equivalentes) y ésta es
una, relacién de equivalencia entre regiones del plano.

Una regién D C C se llama homoldgicamente simplemente coneza si para
toda trayectoria 7y : [a,b] — D cerrada que es continuamente diferenciable por
tramos y para toda funcién f € O(D) se tiene que _fy f(¢)d¢ =0.

El teorema integral de Cauchy nos dice que toda regién simplemente conexa
es homolégicamente simplemente conexa, permitiéndonos cambiar una condi-
cién geométrica por una puramente analitica. Entonces, para probar el teorema
del mapeo de Riemann basta probar que cualquier regién homolégicamente sim-
plemente conexa distinta de C es biholomorfa a IE.

11
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2.2. Reduccién a regiones contenidas en E.

Se dice que una regién D C C tiene la propiedad de la raiz cuadrada si
toda unidad en O(D) tiene una raiz cuadrada en O(D), es decir, si para toda
f € O(D) tal que f(z) # 0 para toda z € D, existe g € O(D) tal que g% = f.

Obsérvese que si @ : D — D es un biholomorfismo y f es una unidad en
O(D), entonces f o @ es una unidad en O(D). Si existe g € O(D) una raiz
cuadrada de f o @, entonces g o @~ es una raiz cuadrada de f en O(D). Esto
nos dice que la propiedad de la raiz cuadrada es invariante bajo biholomorfismos.

Una de las consecuencias del teorema de Cauchy establece la existencia de
logaritmos definidos en regiones simplemente conexas, esto es, dada una regién
homolégicamente simplemente conexa D y una funcién f € O(D) que no se
anula, existe F € @(D) tal que ef = f.

Proposicién 2.1 Toda region homoldgicamente simplemente conexza D tiene la
propiedad de la raiz cuadrada.

Demostracién: Sea f € O(D) una funcién tal que f(z) # O para toda z € D,
como D es homolbgicamente simplemente conexa, f tiene un logaritmo en O(D),
es decir, existe g € O(D) tal que e9 = f. Sea h = e?. Tenemos que h € O(D)
y h?2 = e9 = f, de donde h es una raiz cuadrada para f en D.

|

Lema 2.2 Dada una regién D # C con la propiedad de la raiz cuadrada, existe
D una regién biholomorfa a D tal que C\ D contiene un abierto no vacio.

Demostracién: Sea a € C\ D. La funcién f : D — C dada por f(z) =z—a
es una unidad en O(D), y como D tiene la propiedad de la raiz cuadrada,
existe g € O(D) tal que g2 = f. Observemos que g(z) = g(w) implica que
z—a = g%(z) = g?(w) = w— qa, de donde z = w. Esto muestra que g es
inyectiva y por lo tanto biyectiva en su imagen D = g(D).

Como g es biyectiva, su derivada no se anula, y por el teorema de la funcién
inversa, g: D — D es un biholomorfismo.

Veremos que g(D) N (—g)(D) = 0. Supongamos que existen ¢,d € D tales
que g(c) = —g(d), entonces ¢ — a = g%(c) = g?(d) = d — q, de donde ¢ = d,
por lo que g(c) = —g(c). Pero esto quiere decir que 0 = g(c) y entonces ¢ = a.
Pero esto es una contradiccién porque a € C\ D y c € D.

Entonces (—g)(D) es abierto, no vacio y est4 contenido en €\ g(D) = C\D.

a

Teorema 2.3 Dada una region homoldgicamente simplemente conexa D # C,
existe D bikolomorfa a D tal que D C E.

Demostracién: Como D es homolégicamente simplemente conexa, por la pro-
posicién 2.1, D tiene la propiedad de la raiz cuadrada. Por el lema 2.2, existe D*
biholomorfa a D tal que C\ D* contiene un abierto no vacio. Sea ¢ en dicho abier-
to, y v > 0 tal que B.(c) C C\ D*. La funcién f dada por f(z) = 272"_—c) mapea
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biholomorfamente el complemento de B.(c) en B 1 (0) \ {0}. Como D* est4 con-

tenido en dicho complemento, si hacemos D = f(D*), la funcién f |p+: D* — D
es un biholomorfismo entre D* y D, un subconjunto de IE.
|

2.3. Expansiones

Sea D una region tal que 0 € D C E. Se dice que una funcién f : D = E
es una contraccién de D en E si f(0) = 0 y [f(z)| < |z| para toda z € D \ {0}
y se dice que es una ezpansién de D en E si f(0) = 0 y [f(z)| > |z| para toda
z € D\ {0}. ‘

Para probar la existencia de expansiones, las construiremos como inversas
de contracciones.

Para cada ¢ € I, consideremos la funcién g, : E — E dada por g.(z) =
#=- Como ¢ € E, g es holomorfa. Ademis, g. es una involucién, es decir,
gc © g = idg. Eso quiere decir que g. es su propia inversa y por lo tanto es un
biholomorfismo de IE en E.

Denotamos por j : IE — E a la funcién j(z) = 22.

Proposicién 2.4 Sea D & E una region con la propiedad de la raiz cuadrada
tal que O € D. Entonces existe una expansion de D en IE holomorfa e inyectiva.

Demostracion: Consideremos primero, para cada ¢ € IE, la funcién @, =
gc2 0j 0 gc. Veremos que @ es una contraccién de IE en E.

Tenemos que @ es holomorfa y @c(0) = gc2(j(gc(0))) = gc2(jlc)) =
gc2(c?) = 0. Ademés, por el lema de Schwarz, como @ no es una rotacién
(no es inyectiva), tenemos que |9 (z)| < |z| para toda z € E \ {0}. Por lo tanto
@ es una contraccién.

Ahora, sea a € IE\ D. Entonces gq|p es una unidad en O(D). Como D
tiene la propiedad de la raiz cuadrada, existe h € O(D) tal que h? = g,. Sea
f: D — E dada por f = gn(o) © h. Vamos a ver que f es la expansién que
buscamos.

Primero, como [h(z)>? = [h%(z)| = |ga(z)] < 1, f est4 bien definida. Da-
do que h y gp(o) son holomorfas en D, también lo es f. Tenemos que f(0) =
gn(0)(h(0)) = 0. Observemos que @n(0) ©f = gn2(0) ©J © Gn(o) © Gnoy © h =
gn2(0) ©J O h = gn2(0) o h?. Pero h?(0) = g4(0) = a, de donde Qnoyof =
gaoh? = g, 09q = idp. Esto muestra que f es inyectiva. Por dltimo, para toda
z € D\{0} tenemos que f(z) # O (porque f(0) = 0 y f es inyectiva) y como @ g
es una contraccién, concluimos que |z| = |@n (o) (f(2))| < If(z)].

|

2.4. El Teorema de Hurwitz

El siguiente resultado debido a Hurwitz tiene consecuencias importantes.
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Lema 2.5 Si una sucesion f, € O(D) converge compactamente en D a una
funcién no constante f, entonces para todo ¢ € D existe ng € N y una sucesién
(dn)n>ne, C D tal que limp dn = ¢ y fr(dn) = f(c) para todo n > ny.

Demostracién: Sea ¢ € D. Como f 3 f(c), por el teorema de identidad, existe
un disco abierto B con centro en ¢ tal que B C D y la funcién f — f(c) no se
anula en B\{c}. Entonces m = min{|f(z) —f(c)| : z € 9B} > 0. Como fy, converge
a f uniformemente en 9B y puntualmente en ¢ podemos encontrar no tal que
[fn(c) —f(c)l < T < min{[fn(z) — f(c)| : z € 3B} para toda n > ny.

Por las desigualdades anteriores y el principio del médulo minimo, para
cada n > ny, fn, — f(c) debe tener un cero d,, en 9B. Dicha sucesién cumple
que fn(dn) = f(c). Ademds, para cualquier subsucesién convergente dn, — d
se tiene que, por la convergencia continua de fn, 0 = limy(fn, (dn, ) — f(c)) =
f(d)—f(c), Pero como f—f(c) no tiene otros ceros en B aparte de c, tenemos que
d = c. El que la sucesién d,, sea acotada y todas sus subsucesiones convergentes
tengan el mismo limite ¢, muestra que d,, converge a c.

Corolario 2.6 Sea f,, € O(D) una sucesién de funciones que convergen com-
pactamente a una funcién no constante f € O(D). Si ninguna de las funciones
fn se anula en D, entonces f tampoco se anula en D.

Demostracién: Si f tuviera un cero ¢ € D, entonces, por el lema, todas las
funciones de la sucesién a partir de cierto indice tendrian un cero en D, contra-
diciendo la hipdétesis.

[ |

Teorema 2.7 (Hurwitz) Sean D y D dos regiones, y sea fn : D — D una
sucesion de funciones holomorfas inyectivas que convergen compactamente en
D a una funcién no constante f € O(D). Entonces f(D) C D y f es inyectiva.

Demostracién: Sea b € €\ D. Para cada n € N se tiene que f, — b no tiene
ceros en D y como f—b # 0 porque f no es constante, tenemos, por el corolario,
que f — b no tiene ceros en D, de donde b ¢ f(D).

Sea ¢ € D. Para cada n € N, como f,, es inyectiva, la funcién f,, — f,(c) no
se anula en D \ {c}. Como f — f(c) # 0 porque f no es constante, tenemos, por
el corolario, que f — f(c) no se anula en D \ {c}, esto es, f(z) # f(c) para toda
z € D \ {c}. Como c era un punto cualquiera de D, f es inyectiva.

|

2.5. El Teorema del mapeo de Riemann

Teorema 2.8 (Teorema del mapeo de Riemann) Sea D # C una regidn
simplemente coneza, entonces D es biholomorfa a .
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Demostracién: Por la observacién de la introduccién del capitulo, D es una
regién homolégicamente simplemente conexa. Componiendo con una traslacién,
que es un biholomorfismo, podemos suponer que 0 € D.

Por el teorema 2.3 sabemos que existen G C IE y un biholomorfismo ¢ :
D — G. Sea ¢ = @(0), gc es un automorfismo de E que manda a ¢ en 0.
Entonces h = g, 0 @ es un biholomorfismo entre D y un subconjunto de I, tal
que h(0) = 0. Esto muestra que la familia 7 = {f € O(D) | f(D) C E, f(0) =
0,f es inyectiva} es no vacia. Por el teorema de la funcién inversa, cada f € F
es un biholomorfismo de D a (D).

Sea p € D\ {0}. Como F es no vacia, entonces y = sup{|f(p)|: f € F} > 0.
Existe entonces una sucesién fy,fs,... € F tal que limy,|fn(p)| = t. Como F
estd acotada, por el teorema de Montel existe una subsucesién h;,, de f,, que
converge compactamente en D a una funcién h € O(D). Como h,(0) = 0 para
toda n € IN, tenemos que h(0) = 0. Ademés |h(p)| = limy, |hn(p)| = 1. Como
p > 0, h(0) # h(p), por lo que h no es constante. Por el teorema 2.7 h es
inyectiva y h(D) C E, de donde h € F.

Supongamos que h(D) & EE. Como D tiene la propiedad de la raiz cuadrada
(por el lema 2.1), entonces h(D) también la tiene y ya que h(0) = 0, tenemos
que 0 € h(D). Por la proposicién 2.4, existe una expansién k : h(D) — E.
Hacemos g = k o h. Como tanto h como k son inyectivas, g también lo es.
g(0) = k(h(0)) = k(0) = 0. Ademsds, g € O(D) y g(D) C E, de donde g € F.
Como h es inyectiva, h(p) # 0, por lo que [g(p)| = [k(h(p))| > [h(p)] = n,
contradiciendo que p es el supremo del conjunto sup{|f(p)|: f € F}.

Se tiene entonces que h(D) = E y por lo tanto h es un biholomorfismo de D
a E.

|

Lema 2.9 Sean f1 y f2 dos biholomorfismos de D en E. Si eriste a € D tal

que fi(a) =fa(a) ¥ %% > 0 entonces f; = 5.

Demostracién: Hacemos b = fi(a) = fz(a), hy = gpb ofy y hy = gp o f3.

Entonces h; y hy son dos biholomorfismos de D en E y cumplen que h;(a) =

h} ! (1(a))f} f!
ha(a) =0y h;§§§ = gz&;:z;;fﬂzg = flfz; > 0. Basta probar que h; = h;.

Sea @ = h; o hz_]. Notemos que ¢ es un automorfismo de E. Como ¢(0) =
hy (h;' (0)) = hi(a) = O entonces @ es una rotacién, es decir, @(z) = sz para

hi(h7'(0)) _ hj(a) _
RRT(0) hi(n) > 0, de donde s = 1.

Entonces @ es la identidad y por lo tanto hy = h;.

algiin s € Sy. Pero s = ¢'(0) =

Podemos entonces enunciar el teorema del mapeo de Riemann de la siguiente
forma:

Teorema 2.10 Sean D # C una region simplemente conexa y a € D. Entonces
existe un tdnico biholomorfismo f: D — E tal que f(a) =0 y f'(a) > 0.
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Demostracién: Por el teorema del mapeo de Riemann, existe un biholomorfis-
mo entre D y E. Componiendo con un automorfismo de IE podemos conseguir
uno que manda a en O y cuya derivada en a es mayor que 0. Por el lema este

biholomorfismo es tnico.
[ |



Capitulo 3

El Gran Teorema de Picard

Se prueba primero el teorema de Bloch, que establece condiciones bajo las
cuales la imagen de una funcién contiene discos de un tamaiio fijo. Usando esto
se prueba que la imagen de una funcién entera no constante tiene discos de
tamafio arbitrario. Después, con ayuda de la funcién de Schottky, se da una
cota para la velocidad de crecimiento de una funcién holomorfa y con esto se
prueba el gran teorema de Picard.

3.1. El Teorema de Bloch

Dada una regién D C €, O(D) denota el conjunto de las funciones holomor-
fas en alguna vecindad abierta de D.

Lema 3.1 Sean G C C una region acotada y f € O(G). Si a € G entonces
Bs(f(a)) C f(G) donde s = d(f(a), f(0G)).

Demostracién: Como G es compacto y f es continua entonces f(G) es un
cerrado que contiene a f(G), de donde f(G) C f(G) = f(G) U f(3G). Como f es
holomorfa, f(G) es abierto y 3f(G) = f(G)\f(G) C (f(G)Uf(3G))\f(G) C f(3G).

Por la definicién de s, Bs(f(a)) no intersecta a f(0G) y por lo tanto tampoco
a 0f(G). Se sigue entonces que Bs(f(a)) C f(G).

Lema 3.2 Sea B = B.(a) y f € O(B) no constante y tal que |f'|zg < 2/f'(a)|.
Entonces Br(f(a)) C f(B) donde R = (3 — 2v/2)r|f'(a)|.

Demostracién: Trasladando podemos suponer que a = f(a) = 0. Definimos
9(z) = f(z) — zf'(0). Tenemos que g(z) = [(f'(¢) — '(0))d{, de donde |g(z)| <
[ I/ (zt) — £(0)l|zldt.

Por la férmula integral de Cauchy, si w € B tenemos que

/ ris . ) f'(¢) (0 _w '({)
f(w)—f(O)_%LB (C—W ¢ >dc_27ﬁjaa C(C—W)d("

17
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Entonces

() — f(O)l_'WIJ AT jagy < e,

27 o 1CIIC—W| [w|
de donde

l2tlIf'ls |21 L
g T N c )

Por la desigualdad del tridngulo |f(z)| > [f'(0)llz| — |g(z)| > [f'(0)||z] —
2 2

1001 = 1F(0)] (121 — 22f57)-
Paraxentre Oy r, x— ——2— alcanza su maximo (3—2v/2)r en xo = (1— 4)1’.

Por lo tanto, [f(z)| > (3 — 2\/_ 2)r|f’(0)| = R para toda z con |z| = xo. Entonces
s = d(0,f(0G)) > R, donde G = on(O) Por el lema 3.1, Bs(0) C f(G) y
entonces Br(0) C B;(0) C f(G) C f(B).

Teorema 3.3 (Teorema de Bloch) Sife OF) yf(0) =1 entonces f(IE)
contiene un disco de 'radzo =2 5 ]2

Demostracién: Sea g : E — R dada por g(z) = |f'(z)|(1 —|z|). Como f € O(E)
tenemos que g € C(IE). Ademis, g(0) = |f'(0)| =1y g(z) = O para toda z € JE,
por lo que g alcanza su maximo M > 1 en un punto a € E.

Sea r = %(l — |a|); notemos que r es la distancia de B;(a) a OF, por lo
que los puntos z de esta bola satisfacen que 1 — |z| > 1. Para toda z € B.(a)
se tiene que [f'(z)|(1 — [zl) < [f'(a)I(1 — |al) = if'(a)l2r < If'(a)l2(1 — |2]), de
donde [f'(z)] < 2{f’(a)| para toda z € B.(a). Aplicando el lema 3.2 (f no es
constante porque f’(0) # 0) obtenemos que Bg(f(a)) C f(B+(a)) C f(E), donde

— (3-2V2)rif'(a)l = (3 - V2)(1 - la)'(a)l = (3 —V2IM > § — V2
|

Corolario 3.4 Sea G una regidn, f € O(G) y ¢ € G tal que f'(c) # 0. Entonces
f(G) contiene discos de radio le-slf’(c)l para todo s < d(c,0G).
Demostracién: Trasladando podemos suponer que ¢ = 0. Dada s < d(c, 0G)
tenemos que B¢ (0) C G, asi que la funcion g(z) = sff(,s(?) € O(E). Como g’(0) =
1, por el teorema de Bloch, g(IE) tiene un disco de radio -\ 13- Ademads, f(Bs(0)) =
sf’(0)g(IE), por lo que f(G) contiene un disco de radio ]—lz—slf’(()]l.

[ |
Corolario 3.5 La imagen de una funcion entera no constante contiene discos
arbitrariamente grandes.

Demostracién: En la demostracién del corolario anterior, podemos escoger s
arbitrariamente grande.
|

Observemos que el teorema de Liouville es consecuencia de este corolario.
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3.2. El Pequeno Teorema de Picard

Lema 3.6 Sea G simplemente conezo y f € O(G) tal que 1,—1 & f(G). Enton-
ces existe F € O(G) tal que f = cos(F).

Demostracién: Como 1 — f2 € O(G) no toma el valor 0 y G es simplemente
conexo, existe g € O(G) tal que g?> = 1—f2. Entonces 1 = f2 4+ g2 = (f+ig)(f—
ig). Se sigue que f + ig no tiene ceros en G y por lo tanto existe F € O(G) tal
que f +1ig = e'f. Entonces f —ig = e~ *F, luego f = 3 (e'f + e~iF) = cos(F).

|

Lema 3.7 Sea G simplemente conezo y f € O(G) una funcién tal que 0,1 ¢
f(G). Entonces existe g € O(G) tal que f = %(1 + cos(mcos(mg))). Ademds, si
g es cualquier funcién que cumpla esto, entonces g(G) no contiene discos de
radio 1.

Demostracién: Como la funcién 2f — 1 no toma los valores —1 y 1, por el
lema 3.6 existe F € O(G) tal que 2f — 1 = cos(mF). Observemos que F debe
omitir todos los valores enteros, en particular —1 y 1. Una vez mds, por el lema
3.6, existe g € O(G) tal que F = cos(ng). Se tiene entonces que f = J(1 +
cos(mcos(mg))). Ahora consideremos el conjunto A = {m =+ %arccosh(n) me
Z,n € Z*}. Tenemos que cos(mA) = Z\{0} porque cos('n:(m:i:%arccosh(n))) =
cos(mtm)cosh(arccosh(n)) F i sin(mm)sinh(arccosh(n)) = (—1)™n. Enton-
ces, como F no toma valores enteros, g no puede tomar valores en A, es decir,
g(G) N A = 0. Los puntos de A son los vértices de una “reticulla” rectangular

en C. Sus rectidngulos tienen ancho 1 y alturas de la forma ~(arccosh(n +

1) — arccosh(n)) con n € Z*. Para n = 1 tenemos M‘:’L(Z) < 1, pa-
ran > 2, por el teorema del valor medio, para alguna x entre n y n + 1,
arccosh(n + 1) — arccosh(n) = \/x_z;_—] < ﬁ < 7‘—3 < 7 y en este caso
la altura del rectdngulo también es menor que 1. Asi, para cualquier w € C,
existe a € A tal que [Re(w) — Re(a)| < ¥ y [Im(w) — Im(a)| < ¥ de modo que
|w — a| < 1 y entonces cualquier disco de radio 1 intersecta a A. Por lo tanto,
como ¢(G) no intersecta a A, no puede contener discos de radio 1.

||

Teorema 3.8 (El pequefio teorema de Picard) Toda funcién entera que
omite dos valores complejos es constante.

Demostracién: Sea f € O(C) tal que a,b ¢ f(C), con a # b. Definimos
h(z) = 1(;1—;3 € O(C). Entonces h nunca toma los valores 0 y 1. Por el lema

3.7, existe g € O(C) tal que f = %(1 +cos(mcos(mg))), y g(C) no contiene discos
de radio 1. Pero entonces, por el corolario 3.5, g tiene que ser constante y por

lo tanto f también es constante.
YA YIS WO BEBE
AL . i SIBLIOTEGA
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La siguiente proposicion es una inesperada pero bonita aplicacién del teore-
ma de Picard.

En general una funcién entera puede no tener puntos fijos, como lo muestra
f(z) = z + e*, pero se cumple lo siguiente:

Proposicién 3.9 Sea f: C — C holomorfa, entonces fof: C — C tiene un
punto fijo, a menos que f sea una traslacién f(z) =z+b,b #0.

Demostracion: Supongamos que fof no tiene puntos fijos. Entonces f tampoco
tiene puntos fijos y podemos definir en C la funcién g(z) = %%%;—Z € 0(C).
Observemos que si tuvieramos que g(z) = O entonces z seria un punto fijo de
fof ysig(z) =1 tendriamos que f(z) es un punto fijo de f. Como estamos
suponiendo que fof no tiene puntos fijos, entonces g no puede tomar los valores
0 y 1, de donde, por el teorema de Picard, g es constante. Esto significa que
existe ¢ # 0,1 tal que f(f(z)) — z = c(f(z) — z) para toda z € C. Derivando
obtenemos que (f/(f(z)) — ¢)f’(z) = 1 — ¢ para toda z € C, de donde, como
c#1,1'(z) # 0y f'(f(z)) # c para toda z € C. Entonces f’ o f es una funcién
entera que omite los valores 0 y ¢ # 0, de donde, por el teorema de Picard, f'of
es constante. Pero entonces f’ es constante en la imagen de f, que es abierta,
de donde f’ es constante en C. Se sigue que f(z) = az+ b y como f no tiene
puntos fijos, para que la ecuacién az + b = z no tenga solucién debe cumplirse
quea=1yb#0.

|

El pequeio teorema de Picard se puede traducir a funciones meromorfas de
la siguiente manera:

Teorema 3.10 (El Teorema de Picard para funciones meromorfas) Si
una funcion meromorfa en C omite tres valores, entonces es constante.

Demostracién: Si f € M(C) omite los valores distintos a,b y c, entonces ?—_'—a
es una funcién entera que omite los dos valores distintos bl—a y cl—a, de donde,
por Picard, es constante y entonces f también es constante.

3.3. El Teorema de Schottky

Lema 3.11 Para todo w € C eziste v € C tal que cos(mv) =w y [v| < 1+ w.

Demostracién: Sea v = a + ib tal que cos(mv) = w. Cambiando a por a +
2n con n entero, podemos suponer que |a] < 1. Entonces [w|2 = |cos(ma +
imb)|2 = cos?(ma)cosh?(mb)+sin?(ma)sinh?(nb) = cos?(ma)(1+sinh?(nb))+
sin?(ma)sinh?(nb) = cos?(ma) + sinh?(mb) > (mb)? porque sinh?(x) > x2

para todo x € R, de donde v = VaZ + 02 < /14 22 <14 2% < 7 4 ),
N
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Lema 3.12 Si f € O(E) omite los valores 0 y 1, entonces existe g € O(E) tal
que f = ]7(1 + cos(mcos(mg))) con |g(0)] < 3 + 2|f(0)| v para todo t € (0,1), s

|z| < t entonces |g(z)| < |g(0)] + 12L.

Demostracién: Por el lema 3.11, existe b € C tal que cos(mtb) = 2f(0) — 1
y [b] < 14 2f(0) — 1] < 2 + 2|f(0)|. Por el lema 3.6, existe h € O(E) tal que
2f — 1 = cos(mth), y como cos(mth(0)) = 2f(0) — 1 = cos(nb), podemos escoger
h de manera que h(0) = b. Por el lema 3.11, existe a € C tal que cos(ma) =b
y la] £ 14 |b| < 3+ 2|f(0)|. Como h no toma valores enteros, por el lema 3.6,
existe g € O(E) tal que h = cos(mg), y como cos(mtg(0)) = h(0) = b = cos(ma),
podemos escoger g de manera que g(0) = a. Entonces f = -‘2-(] + cos(mcos(mg)))
y 19(0)] = la| < 3+ 2/f(0)). -

Ahora sea t € (0,1) y z tal que |z| < t. Por el lema 3.7, g(IE) no contiene
discosderadio 1, y por otro lado, por el lema 3.4, corno d(z,9IE) > 1—t, contiene
un disco de radic 1—(] — t)|g’(z)| tenemos que (] —t)|g’(z)] < 1, de donde,

|g (z)| < 1% Por lo tanto, |g(z)| = |g(0) + [ ¢’ c)d(,|<|g(0|+lfog )dg) <
I+J’o Ig zu)|lzldu < |g(0)] + 12
; ]
Para t € (0,1) y r > 0, definimos la funcién

12t

L(t,7) = exp(mexp(n(3 + 2r + +—

)

Esta funcién nos da una cota para el crecimiento de las funciones holomorfas,
como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.13 (El teorema de Schottky) Seant >0, t € (0,1) yf € O(E)
tal que |f(0)| < v y omite los valores O y 1. Entonces para toda z tal que |z| < t
se tiene que |f(z)| < L(t,7).

Demostracmn Observemos que para toda z € C, |cos(z]| = | (e'* 4+ e~ %)
3(le¥|+le™t#)) < (el +el7H#l) = el y 3i1+cos(z)| = [cos 2(%)l leos(3)12
(e"zI')2 = elzl, Por el lema 3.12,

<
<

fz) = ;—H+cos(ncos(ng(zmlSexv(ﬂlcos(vrg(ﬂ)”
< explmexp(rig(2)) < exp(rexp(n(3 + 2f(0)| + 1))
< L(t,7)

3.4. El Gran Teorema de Picard

Sea G C C una reglon y F ={f € O(G) | f omite los valores 0 y 1}. Notemos
que si f € F entonces + 7 estd en F.
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Lema 3.14 Para cada w € G y para cada v > 0, existe B, una vecindad de w
tal que la familia {f € F : [f(w)| < 1} estd acotada en B.

Demostracién: Seanw € G, r > 0y f € F tal que [f(w)| < r.Sea t > 0 tal que
B2:(W) C G. Consideremos la funcién g € O(E) dada por g(z) = f(2tz + w).
Tenemos que [g(0)] < r y que g omite los valores O y 1. Por el teorema de
Schottky, |g(z)| < L(%,T] para toda z € B%(O), de donde [f(z)| < L(%,‘r) para
toda z € B¢(w).

]

Definimos para w € G la familia F,, = {f € F : [f(w)| < 1}. Observemos
que para toda fe€ F, f o + esta.n en Fy,.

Lema 3.15 Para cada w € G, F,, ‘estd localmente acotada.

Demostracién: Sean w € G y U ={z € G.| F,, estd acotada en una vecindad
de z}. Es claro que U es. abierto. Ademds. U es no vacio porque, por el lema
anterior, w € U. Si U no es todo G, podemos encontrar z € 9ULN G, y entonces
existe fn € Fw una sucesion tal que limnfyn(z) = oco. Definiendo g, = ?1— €
F, tenemos que limngn(z) = 0. Por el lema anterior, {gn} esté acotada en
una vecindad de z. Por el teorema de Montel, existe una subsucesién gn, que
converge uniformemente en alguna vecindad B de z a una funcién g € O(B).
Como gn, no se anula y g(z) = 0, por el lema 2.6, g es constante igual a 0.
Pero entonces, f,,, converge uniformemente a infinito en todo B, pero esto es
una contradiccién porque B contiene puntos de U. Se tiene entonces que U = G
y por lo tanto F,, estd localmente acotada. .
v |

Ampliaremos ahora la definicién de familia normal, para incluir sucesmnes
fn que convergen compactamente a oo (esto es, f‘ converge compactamente a
0).

Teorema 3.16 F es normal en G.

Demostracion: Sea f,, una sucesién en F. Fijamos un punto w € G. Si f;, tiene
alguna subsucesién en F,,, entonces, por el lema anterior, dicha subsucesién esta
localmente acotada en G y por Montel tiene una subsucesién compactamente
convergente. Si no, casi todas las funciones % estan en F,,. Por el lema anterior
y Montel, existe una subsucesién g, que converge compactamente a una funcion
g € O(G). Si g no se anula, entonces g]_n es una subsucesién de f,, que converge
compactemente a %. Si g se anula, por el lema 2.6, g =0 y entonces g‘—n es una
subsucesion de f,, que converge compactamente a co.

Teorema 3.17 (El gran teorema de Picard) Sea ¢ una singularidad esen-
cial de f. Entonces, f toma todos los valores complejos salvo tal vez uno, en
cualquier vecindad de c.
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Demostracién: Sean r > 0 y B* = B (c) \ {c} tales que f € O(B*). Suponga-
mos que a,b & f(B*), con a # b. Sea g € O(E*) dada por g(z) = -fﬂ%i_%)——‘l
Entonces g no toma los valores 0 y 1. Ademads, es claro que f tiene una sin-
gularidad esencial en c si y s6lo si g tiene una en 0. Consideremos la sucesién
gn € O(E*) dada por gn(z) = g(Z). Por el teorema anterior, gn tiene una
subsucesién gn, compactamente convergente en EX. gn, puede converger com-
pactamente a h € O(IEX) o a co. En el primer caso, converge uniformemente
en aB: (0), por lo que estd acotada en 0B 1 (0). Esto quiere decir que existe
M > 0 tal que [g(;= )| < M si |z] = 5. De donde |g(z)| < M para cualquier z
en los circulos |z| = In_k' Por el prmcipio del médulo maximo, en cada anillo
anﬂ <zl € %:, |g(z)] < M. Entonces g est4 acotada en una vecindad del
0, y por lo tanto es analitica en 0. En el segundo caso, g‘ converge compac-
1

tamente a 0. Con un argumento andlogo al del caso anterior, obtenemos que 5
es analitica en 0, y por lo tanto g es meromorfa en 0. En cualquier caso, g no
tiene una singularidad esencial en 0, de donde f tampoco tiene una en c.

Corolario 3.18 Sea ¢ una singularidad esencial de f. Entonces, f toma todos
los wvalores complejos salvo tal vez uno, una infinidad de veces, en cualquier
vecindad de c.

Demostracién: Sea U una vecindad perforada de c. Por el teorema de Picard,
existe a € C tal que f toma en U; todos los valores complejos salvo tai vez a. Sea
w # a arbitrario, entonces existe z; en U; tal que f(z;) = w. Tomamos ahora
U, C Uy una vecindad perforada de ¢ que no contenga a z;. Por el teorema de
Picard, f omite a lo més un valor en U;. Pero como U, C Uy, dicho valor (si
es que eXISt;e) tiene que ser a. Por lo tanto existe zy € Uy tal que f(z2) = w.
Ademés, z; # z1 porque z1 & U;. Siguiendo de esta manera podemos construir
una sucesién z,, de puntos distintos en U; tales que f(z,) = w para toda n.

|

Corolario 3.19 Sea f una funcion entera trascendente, es decir, una funcion
entera que no es un polinomio, entonces f toma todos los valores complejos salvo
tal vez uno, una infinidad de veces.

Demostracién: La funcién f (—l—) tiene una singularidad esencial en 0. Por 3.18

f(%), y por lo tanto f, toma todos los valores complejos salvo tal vez uno, una
infinidad de veces.

Lema 3.20 Sif es una funcidn inyectiva y analitica en una vecindad perforada
de un punto, entonces f tiene un polo o una singularidad removible en ese punto.
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Demostracién: Si en ese punto f no tuviera un polo o una singularidad remo-
vible, entonces f tendria una singularidad esencial. Pero por 3.18, f no podria-
ser inyectiva.

- |

Un automorfismo del plano es una funcién biholomorfa de € en C. Por el
teorema de la funcién inversa, para que una biyeccién del plano sea un automor-
fismo de C, basta que sea entera. El siguiente teorema clasifica completamente
dichos automorfismos.

Teorema 3.21 Los automorfismos del plano son las funciones de la forma
f(z) =az+b con a #0.

Demostracién: Es claro que las funciones de esa forma son automorfismos de
C. Ahora, si f es un automorfismo de C, entonces, por 3.19, f no es trascendente.
Esto quiere decir que f es un polinomio, pero como f es biyectiva, por el teorema
fundamental del algebra, tiene que ser de la forma az + b con a # 0.

]

Un automorfismo de la esfera de Riemann (el plano extendido) es una biye-
ccién de la esfera que es meromorfa.

Teorema 3.22 Los automorfismos de la esfera de Riemann son las funciones
de Mdbius.

Demostraciéon: Sabemos que las funciones de Mobius son automorfismos de la
esfera. Por otra parte, dado un automorfismo f, podemos encontrar una trans-
formacién de Mobius h tal que g = f o h manda al infinito en el infinito. Por lo
tanto, g restringida al plano es un automorfismo de C, por lo que g(z) = az+b
con a # 0, que es una transformacién de Mébius. Entonces f = go h™' es
también una transformacién de Mobius.

|

Teorema 3.23 Los automorfismos de C\{0} son las funciones del forma f(z) =
az con a # 0 junto con las de la forma f(z) = £ con a #0.

Demostracién: Obviamente las funciones de dichas formas son automorfismos
de C\{0}. Ahora, sea f un automorfismo cualquiera de C \ {0}. Por el lema 3.20,
f tiene una singularidad removible o un polo en 0. En el primer caso, definimos
f(0) = zp de manera que f sea entera. Como f era biyectiva en C \ {0}, zo tiene
que ser O y entonces f es un automorfismo de €. Tenemos pues que f(z) = az+b
con a # 0y ademés f(0) = 0 de donde f(z) = az. Si f tiene un polo en O entonces
]? tiene una singularidad removible en 0. Con un argumento andlogo al anterior
podemos demostrar que Jf-(z) = @Gz para algin d # 0, de donde f(z) = % =2
con a = —:.; #0.

|
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Teorema 3.24 El grupo de los automorfismos de C\{0, 1} es isomorfo a S3, el
grupo de permutaciones de un conjunto con tres elementos.

Demostracién: Las funciones de z dadas por z, %, 1—2z, I]Tz’ =y Z;‘
son automorfismos de C \ {0, 1} y forman un subgrupo de éstos isomorfo a S3.
Por otra parte, veremos que cualquier isomorfismo de C \ {0, 1} es una de estas
funciones. Por el lema 3.20, f tiene un polo o una singularidad removible en 0,
1 e co. Podemos entonces extender f a toda la esfera de Riemann de manera
meromorfa definiéndola en 0, 1 e co. Tenemos entonces que f es meromorfa en
toda la esfera y para que pueda ser biyectiva en C \ {0, 1} tiene que ser, cuando
se restringe a los puntos 0, 1 e oo, una permutacién de éstos. Resulta entonces
que f es una transformacién de Mobius que permuta los puntos O, 1 e co, por
lo que es alguna de las 6 funciones mencionadas.
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