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Introducción 

El teorema del mapeo de Riemann es uno de los más importantes del análisis 
complejo. Éste nos permite reducir el estudio de funciones holomorfas definidas 
en regiones simplemente conexas al estudio de las funciones holomorfas definidas 
en un disco. 

El gran teorema de Picard es una fuerte generalización del teorema de Liou­
ville y una mejora impresionante sobre el teorema de Casorati-Weierstrass. El 
teorema de Liouville dice que una función entera acotada es constante mientras 
que una consecuencia del teorema de Picard es que basta que omita sólo dos 
valores para que sea constante. El teorema de Casorati-Weierstrass establece 
que, para una función con una singularidad esencial, la imagen de cualquier ve­
cindad de la singularidad es densa, mientras que el teorema de Picard asegura 
que dicha imagen es, o bien todo el plano complejo, o bien el plano menos un 
punto. 

En este trabajo se demuestran el teorema del mapeo de Riemann y el gran 
teorema de Picardo Para estos fines se ha dividido en tres capítulos. 

En el capítulo 1 se demuestran los teoremas de Montel y Vitali. El teorema de 
Montel dice que cualquier sucesión localmente acotada de funciones holomorfas 
tiene una subsucesión compactamente convergente. El teorema de Vitali da dos 
condiciones equivalentes a que una sucesión localmente acotada de funciones 
holomorfas sea compactamente convergente. 

En el capítulo 2 se demuestra el teorema del mapeo de Riemann, el cual 
dice que cualquier región "sin hoyos", es decir, simplemente conexa, distinta del 
plano, es equivalente (biholomorfamente) al disco unitario. 

En el capítulo 3 se demuestra el gran teorema de Picard que muestra lo 
caótico del comportamiento de una función con una singularidad esencial, esta­
bleciendo que dicha función mapea cualquier vecindad de la singularidad a todo 
el plano (salvo, tal vez, un punto). Se dan algunos ejemplos de aplicaciones del 
teorema. 

Estos dos teoremas se consideran avanzados y no es común tratarlos en los 
primeros cursos de variable compleja, aquí se presentan completos y con un 
mínimo de requisitos. 
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Notación y Preliminares 

1N, Z, Q, R y {;, denotan como es usual a los naturales, los enteros, los 
racionales, los reales y los complejos, respectivamente. lE denota el disco unitario, 
lE = {z E {;: Izl < 1}. 

Una región es un subconjunto de {;, abierto y conexo. Las letras O y G 
denotarán regiones. Dada una región O, O denota la cerradura de O, e(O) 
denota la familia de las funciones complejas continuas con dominio O y 0(0) 
denota la de las funciones holomorfas con dominio O. 

Dada una función f : A ~ {; -+ {;, IflA denota la norma del supremo, esto 
es, IflA = sup{lf(z)I : z E A}. 

BT(z) denota la bola abierta de radio r con centro en z, es decir BT (z) = {w E 
{; : Iz - wl < r}. Si el radio no importa, o se sobrentiende, escribimos solamente 
B(z). Si el centro es O, escribimos solamente BT. 

Dada una sucesión de funciones f n : O -+ {;, se dice que converge com­
pactamente si converge uniformemente en cualquier subconjunto compacto de 
O. 

A continuación se enuncian sin demostración algunos de los teoremas im­
portantes que se usarán a lo largo del trabajo. Para las demostraciones véase 
[3]. 

Teorema (Teorema de Cauchy) Sean O una región simplemente conexa, 
fE 0(0), Y una curva cerrada contenida en O que es el por tramos. Entonces 

L f(z)dz= O. 

Teorema (Fórmulas integrales de Cauchy) Sean O una región, fE 0(0), 
Y una curva cerrada contenida en O que es e 1 por tramos, Zo E O y n E 1N. 
Entonces 

( ) (nl( ) - ~ J f(z) lnd)' Zo f Zo - 2' ( ) + 1 dz, m )' Z-Zo n 

donde lnd)'(zo) es el índice de y en Zo , es decir, el número de vueltas que y da 

v 
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alrededor de zo en sentido positivo (levógiro), y está dado por 

1 J dz Indy(zo) = -. --o 
2m y z-zo 

En particular, cuando n = O Y Y le da una sola vuelta a ZO en sentido positivo 

f(zo) = ~ J !l:Ldz. 
2m y z-zo 

Teorema (Estimaciones de Cauchy) Sean Zo E C, f E 0(0) Y T > O tal 
que BT(zo) ~ O. Si If(z)1 $ M para toda z E BT(zo) entonces para todo n 2: O 
se tiene que If(n)(zo)1 $ ~:;!. 

Teorema (Teorema del Módulo Máximo) Sea fE 0(0). Entonces para 
todo compacto K ~ O se tiene que Ifl alcanza su máximo en oK. 

Teorema (Teorema del Módulo Mínimo) Sea fE 0(0) tal que f no se 
anula en O. Entonces para todo compacto K ~ O se tiene que Ifl alcanza su 
mínimo en a K. 

Teorema (Teorema de Weierstrass) Sea f n E 0(0) una sucesión de fun­
ciones que converge compactamente en O a f : O ~ C; entonces f E 0(0) Y 
además f~k) ~ f(k) compactamente. 

Teorema (Lema de Schwarz) Sea f E O(IE) tal que f(O) = O Y If(z)1 $ 1 
para toda z E IE. Entonces If(z)1 $ Izl para toda z E IE Y If/(O)1 $ 1. Además, si 
If/(O)1 = 1 ó If(z)1 = Izl para alguna z -¡. O, entonces f es una rotación, es decir, 
f(z) = az para alguna a con lal = 1. 

Teorema (Teorema de Identidad) Sean f, 9 E 0(0) tales que el conjunto 
{z E O I f(z) = g(z)} tiene un punto de acumulación en O. Entonces f = g. 

Teorema (Teorema de la Función Inversa) Sean Zo E O Y fE 0(0) tales 
que f/(zo) -¡. O. Entonces, existe una vecindad ti de zo y una vecindad V de 
f(zo) tales que f: ti ~ V es biyectiva y f - l : V ~ ti es analítica. 

Teorema (Teorema del Mapeo Abierto) Toda función holomorfa no cons­
tante es abierta. 



Capítulo 1 

Los Teoremas de Mantel y 
Vitali 

Después de introducir algunos conceptos básicos para las sucesiones de fun­
ciones, y probar algunas de sus propiedades, se define el concepto de convergen­
cia continua, que es más fuerte que el de convergencia compacta pero resulta 
equivalente cuando consideramos solamente funciones continuas. Con ayúda de 
dicha equivalencia se demuestra el teorema de Montel, y como consecuencia 
del de Montel, se prueban un criterio de convergencia y el teorema de Vitali. 
También se dan algunas aplicaciones de ambos teoremas. 

1.1. El Teorema de Montel 

Se dice que una familia de funciones Fe e(O) está acotada en un subcon­
junto A de O si existe M > O tal que IflA :::; M para toda f E F; se dice que la 
familia F está localmente acotada en O si para todo z E O existe una vecindad 
abierta de z, U e O tal que F está acotada en U. 

Se dice que una familia de funciones F e e (O) está puntualmente acotada 
en O si para cada z E O , el conjunto {f(z) I f E F} está acotado. 

Toda familia acotada está localmente acotada, pero el recíproco no es cierto, 
como lo muestra la familia de funciones {fn(z) = nzn I n E IN} e OrlE). En 
efecto, no está acotada porque f n (2- 1/ n ) = ~,pei:o está localmente acotada 
porque converge a O en cada disco Br con r < 1. 

Proposición 1.1 Una familia F está localmente acotada en O si y sólo si F 
está acotada en K, para todo K e O compacto. 

Demostración: 

(~) Sean F localmente acotada en O y K e O compacto. Para cada z E K, 
como F está localmente acotada, existe U" e O una vecindad de z tal que 

1 



2 CAPÍTULO 1. LOS TEOREMAS DE MaNTEL y VITALI 

F está acotada en Uz . Los conjuntos Uz forman una cubierta abierta de 
K, y como K es compacto existe una subcubierta finita U Z1 , U Z2 "'" U Zn ' 
Para cada j entre 1 y n, como F está acotada en UZj , existe Mj > O tal que 
Ifluoj :S Mj para toda fE:F. Sea M = máx{Ml, M2, ... , M n}. Entonces, 
para toda f E F, dada Z E K, existe j entre 1 y n tal que z E UZj y por lo 
tanto If(z)1 :S IflUo j :S Mj :S M, de donde IflK :S M. Luego F está acotada 
en K. 

( <=) Supongamos ahora que F está acotada en K, para todo K e D compacto. 
Sea z E O, como O es abierto, podemos encontrar T > O tal que Br (z) 
está contenido en O. Br(z) es compacto por lo que F está acotada en 
Br(z), de donde F está acotada en Br(z) . 

• 
Una consecuencia de esta proposición es que si B = Br(z) con z E {;, T > O Y 

Fe O(B), entonces F está localmente acotada en B si y sólo si F está acotada 
en todos los discos B p (z) para toda p < T. 

Proposición 1.2 Dada una familia F e e(O) puntualmente acotada, existe 
una subregión O' e O no vacía tal que F está localmente acotada en O' . 

Demostración: Supongamos que no es cierto. Sea fo E F, fo =1- O. Entonces 
existe un punto Zo E O tal que Ifo(zo)I > O. Como fo es continua podemos 
encontrar una bola cerrada Ko e O alrededor de Zo tal que O fj. fo(Ko) . El 
interior de Ko es una subregión de O y como estamos suponiendo que no se 
cumple la conclusión del teorema, entonces F no está localmente acotada en 
en interior de Ko . Esto quiere decir que podemos encontrar un punto ZI en el 
interior de Ko Y una función fl E F tales que Ifl (zl)1 > 1. Como fl es continua 
existe una bola cerrada Kl e O alrededor de ZI tal que Ifl (z)1 > 1 para toda 
z E K 1. Podemos además suponer que Ko :::> K 1. Siguiendo con esta construcción 
obtenemos fo, f 1 , f2, ... una sucesión de funciones de F y Ko :::> Kl :::> K2 ' . . una 
sucesión de compactos no vacíos tales que, para cada n E 1N, Ifn(z)1 > n para 
toda z E Kn. Dado que n Kn es no vacía podemos tomar w un punto de esta 
intersección para el cual se cumple que Ifn(w)1 > n E 1N para toda n. Luego 
el conjunto {f(w) I f E F} no está acotado. Esta contradicción demuestra el 
teorema. 

• 
Una sucesión de funciones fn : O -) {; se dice que está acotada en O, 

localmente acotada en O o puntualmente acotada en O según lo esté la familia 
{fn In E 1N}. 

Lema 1.3 Sea Fe 0(0) una familia localmente acotada en O. Entonces para 
cada e E O Y para todo € > O existe un disco B e O con centro en e tal que 
If(w) - f(z)1 :S € para toda f E F Y para cualesquiera w, z E B. 
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Demostración: Sean € > O Y e E D . Como F está localmente acotada en D, 
existe TO > O tal que BTo (e) e D y F está acotada en BTo (e) . Hagamos T = !f 
y B' = BTo (e) . Como F está acotada en B' existe M > O tal que IflB' ::; M 
para toda f E :F. Sea 5 = mínU':~, T} > O. Veremos que el disco buscado es 
B = B5(e). Sean w,z E B Y f E F; como 5::; T tenemos que l(e-w)(e-z)1 ~ T2 

para cualesquiera w, z E B, e E aB' . Se tiene entonces por la fórmula integral 
de Cauchy que 

If(w) - f(z)1 - f(e) -- - - de 
1
1J (1 1) I 

2m (lB' e - w e-z 

Iw-zJ f(e) del 
2m (lB' (e-w)(e-z) 

< Iw - zl J If(e)1 Idel 
27r (lB' I(e - w)(e - z)1 

< Iw - zllflB' (2n2T) = ~Iw- zllflB ' 
27r T2 T 

2 
-25M < € . < 
T -

• 
Lema 1.4 Sea fn : D ~ e, n E 1N, una sucesión de fun ciones tales que la su­
cesión fn(z) está acotada para cada z E D. Entonces para cualquier subconjunto 
numerable A de D existe una subsucesión 9n de f n que converge puntualmente 
enA. 

Demostración: Sea A = {al, a2, ... }. Como la sucesión fn(al) está acotada, 
existe una subsucesión fl,n de fn tal que fl,n( ad converge. Como la sucesión 
f l ,n(a2) está acotada, existe una subsucesión h,n de fl ,n tal que f2,n(a2) con­
verge. Siguiendo con este proceso podemos construir para cada j > 1 la sucesión 
fj,n como una subsucesión de fj-l,n Y tal que fj,n(aj) converge. 

Sea 9n = fn ,n con n E 1N la sucesión "diagonal" de las sucesiones fj ,n. 
Entonces, para todo m E 1N, por la construcción de 9n, los términos 9m, 9m+ 1 , 

9m+2, . . . son una subsucesión de fm ,n. Como fm,n(am) converge, entonces 
9n( a m) también converge. 

• 
Se dice que una sucesión de funciones f n : D ~ e es continuamente con­

vergente si para toda sucesión convergente zn E D se tiene que límn fn(Zn) 
existe. Dadas cualesquiera 2 sucesiones convergentes en D con el mismo límite, 
Xn ~ x y "Yn ~ x podemos tomar la sucesión (Zn) = (Xl, "Y2, X3, "Y4 , XS, "Y6,' .. ) 
que converge a x . Sabemos que límn fn(xn ), límn fn("Yn) Y límn fn(Zn) existen. 
Pero las sucesiones fn(xn ) Y fn(Zn) tienen una subsucesión en común, y por lo 
tanto tienen el mismo límite; análogamente fn("Yn) Y fn(Zn) tienen el mismo 
límite, de donde límn fn(xn ) = límn fn("Yn) . En particular si"Yn es la sucesión 
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constante x, tenemos que límn fn(x) existe. Esto quiere decir que toda sucesión 
f n continuamente convergente también converge puntualmente a una función 
f: D -) e y se satisface que límn fn(xn ) = f(x). 

Veremos a continuación que la función límite f es continua (aunque las fun­
ciones f n no lo sean). 

Para esto observemos primero que si fn. es una subsucesión de fn, entonces 
fn. también converge continuamente a f, porque dada una sucesión en D, Xk -) 
x, la sucesión dada por Ym = Xk si m = nk para alguna k y Ym = X si no, 
converge a x . Entonces fn.(Xk) es una subsucesión de fm(Ym) la cual converge 
a f( x). Por lo tanto f n. converge continuamente a f. 

Proposición 1.5 Si f n : D -) e converge continuamente a f, entonces f es 
continua. 

Demostración: Sean x E D, xn una sucesión convergente a x y € > O. Como 
límn fn(XI) = f(XI), existe nI tal que Ifn(XI) - f(XI)1 < ~ para toda n 2:: nI. 
Como límn fn (X2) = f(x2l, existe n2 tal que Ifn (X2) -f(X2)1 < l para toda n 2:: 
n2, Y podemos escoger n2 > nI. Siguiendo con esta construcción obtenemos una 
sucesión nk tal que la subsucesión fn. de fn cumple que Ifn.(Xk) - f(Xkll < l 
para toda k . Como sabemos que límk fn. (Xk) = f(x), podemos encontrar K, tal 
que Ifn. (Xk) -f(x)1 < ~ para toda k> K. Tenemos entonces que If(Xk) -f(xll ::; 
If(Xk) -fn. (xk)1 + Ifn. (Xk) -f(x)1 < € para toda k> K, de donde f es continua . 

• 
Lema 1.6 Una sucesión f n : D -) e converge continuamente si y sólo si con­
verge compactamente a una función continua f. 

Demostración: 

(~) Sea f n : D -) e una sucesión que converge continuamente a f. Como 
ya se vio, f es continua. Vamos a demostrar que f n converge a f com­
pactamente. Sea A compacto. Supongamos que If n - flA no converge 
a O. Entonces podemos encontrar € > O Y una subsucesión 9n de f n 
que cumple que 19n - flA > € para toda n E 1N. Entonces para cada 
n E 1N existe Xn E A tal que 19n(xn ) - f(xnll > € . Como A es com­
pacto existe una subsucesión convergente xn• -) x de Xn . Para la subsu­
cesión se sigue teniendo que 19n.(xn.l - f(xn.)1 > € para toda k E 1N. 
Como 9n. es una subsucesión de fn, converge continuamente a f . En­
tonces límk9n.(Xn.) = f(x), y por la continuidad de f, tenemos que 
límk f( xnJ = f( x), de donde límk (9n. (xn .) - f( xn.)) = O, lo cual contra­
dice el hecho de que 19n.(xn.l - f(xn.ll > € para toda k. 

( {=) Sea f n : D -) e una sucesión que converge compactamente a f, una 
función continua. Sea Xn .-) x una sucesión convergente. El conjunto A = 
{Xl, X2, .. . , x} es compacto, por lo que fn converge uniformemente en A. 
Sea € > O, entonces existe N 1 tal que If n - flA < ~ para toda n 2:: 
NI Y existe N2 tal que If(xn ) - f(x)1 < ~ para toda n 2:: N2 porquef 
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es continua. Haciendo N = máx{Nl, N2} tenemos que Ifn(xn ) - f(xll ::; 
Ifn(xnl - f(xnll + If(xn ) - f(x)1 ::; Ifn - flA + If(xn ) - f(x)1 < € para toda 
n 2: N . 

• 
Corolario 1. 7 Dada una sucesión f n E e (O), la convergencia compacta y la 
convergencia continua son equivalentes. 

Demostración: Si fn converge continuamente entonces, por el lema, conver­
ge compactamente. Si, por otra parte, converge compactamente, entonces la 
función límite tiene que ser continua, porque las funciones f n son continuas. 
Aplicando el lema obtenemos que fn converge continuamente. 

• 
Teorema 1.8 (Teorema de Montel) Toda sucesión de funciones f n E 0(0) 
localmente acotada tiene una subsucesión que converge compactamente en O. 

Demostración: Sea fn una sucesión de funciones en 0(0) localmente acotada. 
Tomemos A e O un denso en O numerable . Como fn está localmente acotada, 
entonces fn(z) está acotada para cada z E O, Y por el lema 1.4, existe gn 
una subsucesión de fn que converge puntualmente en A. Veremos que gn es la 
subsucesión buscada. Sean Zn -4 Z una sucesión convergente en O y € > O. Por el 
lema 1.3, existe un disco B e O con centro en z tal que Ign(wI) - gn(w2)1 < j, 
para cualesquiera Wl , w2 E B Y para toda n E 1N. Como A es denso, existe 
u E A n B, y como Zn -4 Z existe NI tal que Zn E B para toda n 2: NI . 
Como gn(u) converge, existe N2 tal que Ign(u) - gm(u)1 < j para cualesquiera 
n, m 2: N2 . Haciendo N = máx{N I , N2} tenemos que Ign(Zn) - gm(zm)1 ::; 
Ign(zn) - gn(u)1 + Ign(u) - gm(u)1 + Igm(a) - gm(zm)1 < € para cualesquiera 
m, n 2: N. Esto prueba que gn (Zn) es una sucesión de Cauchy y por lo tanto es 
convergente. Se sigue entonces que gn converge continuamente en O . Aplicando 
el corolario 1.7 tenemos que la sucesión gn es compactamente convergente. 

• 
Teorema 1.9 (Criterio de convergencia de Montel) Sea f n E 0(0) una 
sucesión localmente acotada en O. Si existe f E 0(0) tal que cualquier sub­
sucesión compactamente convergente de f n converge a f, entonces f n converge 
compactamente a f en O. 

Demostración: Supongamos que existe un compacto A e O tal que Ifn - f lA 
no tiende a O. Entonces existe € > O para el cual podemos encontrar una sub­
sucesión gn de fn que cumple que Ign - f lA 2: € para toda n E 1N. La sucesión 
gn está localmente acotada en O (porque f n lo está) . Por el teorema de Montel, 
existe una subsucesión hn de gn tal que hn converge compactamente en O . 
Como hn es una subsucesión de gn tenemos que Ihn - flA 2: € para toda n E 1N. 
Pero por la hipótesis hn debe converger a f, lo cual nos lleva a que Ihn - flA 
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tiende a O. Esto es una contradicción, luego, f n converge compactamente a f en 
o. 

• 
1.2. El Teorema de Vitali 

Lema 1.10 Sean e E C, T > ° y B = Br(e). Dada una sucesión f n E O(B) 
acotada son equivalentes: 

• f n converge compactamente en B. 

• La sucesión f~k) (e) converge para toda k = 0, 1,2,3, ... 

Demostración: Supongamos que f n converge compactamente en B. Enton­
ces, por el teorema de Weierstrass, para cada k E IN la sucesión f~k) converge 
compactamente en B, y por lo tanto la sucesión f~k)(e) es convergente. 

Supongamos ahora que la sucesión f~k)(e) converge para toda k . Como la 
sucesión fn está acotada, existe M > ° tal que IfnlB < M . Construimos la 
sucesión gn : lE -) C, dada por gn(z) = ~1. fn(TZ + e) . Entonces tenemos que 
gn E OrlE) Y Ign lE ~ 1. Además, la hipótesis acerca de fn se traduce en que la 

sucesión g~k) (O) converge para toda k. 
Expresando a gn como serie de potencias tenemos gn(z) = L o.n,jzj donde 

o.n,j = n g~) (O) . Entonces o.j = límn o.n,j existe para toda j. Por las estimaciones 
de Cauchy, como IgnlE ~ 1, tenemos que Io.n,j l ~ 1 Y por lo tanto Io.j l ~ 1 
para toda j. Definimos g(z) = L o.jzj . Como para cada j, Io.jl ~ 1, el radio 
de convergencia de la serie que define a 9 es mayor o igual que 1, por lo que 
9 E OrlE). 

Vamos a demostrar que gn converge compactamente a 9 en lE. Sean p E (0,1) 

Y € > o. Escojamos 1 E IN de manera que ~ < ~ . Como límn L~:610.n , j -

o.j lpj = O, existe no tal que para toda n > no se tiene que L~:6 Io.n,j - o.jlpj < ~ . 
Entonces para toda n > no y para toda Z E Bp(O), tenemos que 

00 00 

Ign(z) - g(z)1 I L (o.n,j - o.j)zj I ~ L Io.n,j - o.jlpj 
j=o j=O 
~1 00 ~1 2 1 

~ L Io.n, j - o.jlpj + L 2pj = L Io.n,j - o.j lpj + 1 ~ < € 

j=O j=1 j=O P 

Esto muestra que gn es compactamente convergente en lE, de donde fn es 
compactamente convergente en B. 

• 
Teorema 1.11 (Teorema de Vitali) Sea f n E 0(0) una sucesión localmen­
te acotada en O. Entonces son equivalentes: 
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1. f n converge compactamente en O. 

2. Existe e E O tal que para cada k E IN la sucesión f~k) (e) converge. 

3. El conjunto A = {z E O I fn(z) converge} tiene un punto de acumulación 
en O. 

Demostración: 

(1=}2) Como f n converge compactamente en O, por el teorema de Weierstrass, 

f~k) converge compactamente en O para toda k E IN. Entonces cualquier 
punto e E O cumple que f~k) (e) converge para toda k. 

(2=}3) Sea B un disco con centro en e tal que BcD. Como f n está localmente 
acotada, tomando el radio de B más chico si es necesario, podemos supo­
ner que f n está acotada en B y por el lema 1.10, f n es compactamente 
convergente en O. Se sigue que fn(z) converge para cada z E S, por lo que 
S e A y por lo tanto A tiene puntos de acumulación en O. 

(3=} 1) Sean 9n Y hn dos subsucesiones de f n compactamente convergentes en 
O, con límites 9 y h, respectivamente. Para todo a E A, como 9n(a) 
y hn(a) son subsucesiones de fn(a), que es una sucesión convergente, 
límn 9n(a) = límn !i.n(a) , es decir, g(a) = h(a). Como 9 y h coinciden en 
todos los puntos de A y A tiene un punto de acumulación en O, por el 
teorema de identidad, 9 = h . Por el criterio de convergencia de Montel, 
f n converge compactamente en O. 

1.3. 

• 
Aplicaciones y ejemplos de los teoremas de 
Montel y Vitali 

Teorema 1.12 (Osgood) Sea fO,f1 ,f2, ... una sucesión de funciones en 
0(0) que converge puntualmente a f . Entonces existe D' un abierto denso en 
O tal que f n converge compactamente en O I Y f es holomorfa en D'. 

Demostración: Consideremos la familia F = {fo, fl, f2, .. . }. Para cada abierto 
ti e O podemos aplicar la proposición 1.2 a F y a ti para obtener un abierto 
Ou e ti no vacío donde F está localmente acotada. Entonces D' = UUC D Ou 
es un abierto denso en O en el que f n está localmente acotada. Entonces, en cada 
componente conexa de D', tenemos que f n está localmente acotada y converge 
puntualmente a f . Por el teorema de Vitali, fn converge compactamente a f y 
por el teorema de Weierstrass, f es holomorfa. 

• 
Veremos como se relacionan los teoremas que hemos visto con el concepto 

de familia normal. Se dice que una familia de funciones F e 0(0) es normal 
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en O, si toda sucesión de funciones de F tiene una subsucesión compactamente 
convergente en O . 

Proposición 1.13 Una familia F de funciones holomorfas está localmente aco­
tada en O si y sólo si es normal en O. 

Demostración: Supongamos que F está localmente acotada. Cualquier suce­
sión de funciones de F está también localmente acotada y por el teorema de 
Montel, tiene una subsucesión compactamente convergente. 

Supongamos ahora que F es normal en O y sea K e O un compacto. Si F no 
está acotada en K, entonces para cada n E 1N existe f n E F tal que If nlK > n . 
Entonces límn IfnlK = oo. Si f n tuviera una subsucesión 9n convergente a 9, se 
tendría que 191K ~ 19n1K - 19 - 9nlK lo cual es absurdo porque límn 19n1K = 00 

y límn 19 - 9nlK = O. Esto demuestra que F está localmente acotada en O . 

• 
Veremos algunos ejemplos de familias normales. 

• Sean O y O' dos regiones de {:, O' acotada. Entonces 0(0, O'), el con­
junto de todas las funciones holomorfas de O a O' es una familia normal 
porque está localmente acotada (de hecho está acotada) . 

• Para cada M > O, la familia FM = {f(z) = L akzk 1 'v'k E 1N, lakl ~ 
M} es normal en lE. Esto es porque para cada T E (0,1) Y para cada 
f E FM tenemos que If(z)1 ~ /'::-T para toda z E BT(O) , de donde FM 
está localmente acotada en lE. 

• Si F es una familia normal en O y k E 1N entonces la familia F(k) = {f(k) 1 
f E F} es normal en O por el teorema de Weierstrass . Esto prueba que 
cuando F es localmente acotada, también lo es F(k). 

• Dada f E 0(0) se define IIfllo = (Jf o If(z)12dA) t, y se dice que f es 
cuadrado-integrable en O si IIfllo < oo. El conjunto Ji(O) de todas las 
funciones cuadrado-integrables en O es un {:-espacio vectorial y se t iene 
el siguiente resultado debido a Bergman [2] : 

Si K es un compacto contenido en O -# {: y d es la distancia de K a 3D, 

entonces IflK ~ I~~ para toda f E Ji(O) . 

De esta desigualdad se sigue que, dada T > O, la bola {f E Ji(O) IlIfllo < T} 

está localmente acotada y es, por lo tanto, una familia normal. 

Teorema 1.14 Sean y : [a, b) ----t {: una trayectoria, O e {: una regzon y 
f : y([a, b]) x O ----t {: una función localmente acotada tal que para cada t E 
[a, b), f(y(t), z) es holomorfa en O y para cada z E O, la integral de Riemann 
fy f((,z)d( existe. Entonces la función dadaporf(z) = fy f((,z)d( es holomor-

fa en O . Además, para cada z E O, la integral f y ~~ ((, z) d( existe y es igual a 
f'(z) . 
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Demostración: Veremos que para cada z E O existe una vecindad li e o de 
z tal que f está acotada en 1'([a, b]) xli. 

Para cada t E [a, b], como f está localmente acotada, existen Vt y lit vecin­
dades de 1'(t) y z respectivamente, tales que f está acotada en Vt x lit . Como 
1'([a, b]) es compacto, un número finito de las Vt's cubren 1'([a, b])j y podemos 
tomar li como la intersección de las correspondientes lit 's. 

Consideremos una sucesión de particiones del intervalo [a, b], Pn = {tn.o, 
t n .1, in.2, ... , tn.mn} tal que la norma de Pn tiende a 0, y puntos Cn.1, Cn.2, 
... , Cn.mn en los intervalos de la partición Pn . Llamemos Sn(z) a la suma de 
Riemann correspondiente a la función f(1'(t)'z)y'(t) con la partición Pn , es 
decir, 

Sn(z) = L f(1'(Cn.k),Z)1"(Cn.k)(tn.k - tn.k- d. 
k 

Por hipótesis, para cada z E li, Sn(z) converge a F(z). Observemos que cada Sn 
es holomorfa en li. Tenemos que 

ISn(z)1 ::; L If(1'(Cn.k, z)II1"(Cn.k)lltn.k - t n .k-11 ::; MI1"lra.bl (b - a), 
k 

donde M es una cota de f en 1'([a, b]) xli, por lo que la sucesión Sn está acotada. 
Por el teorema de Vitali, Sn converge compactamente a F en li. Por el teorema 
de Weierstrass, S~ converge compactamente a F' en li, pero 

S~(z) = L oO/(1'(Cn.k),Z)Y'(Cn.k)(tn.k -tn.k-d 
k 

es una suma de Riemman arbitraria para la función :'1'. f(1'(t), z)y'(t), de donde 
la integral Soy g!(C,z)dC existe y es igual a F'(z) . 

• 
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Capítulo 2 

El Teorema del Mapeo de 
Riemann 

En este capítulo probaremos el teorema del mapeo de Riemann que establece 
que toda región simplemente conexa D #- e es biholomorfa a lE. 

Para esto, veremos primero que con la ayuda de la raíz cuadrada podemos 
transformar de manera biholomorfa a cualquier región simplemente conexa dis­
tinta de e en una cuyo exterior sea no vacío. Una vez hecho esto haremos ver que 
podemos invertir en un círculo contenido en el exterior de dicha región, después 
trasladar y finalmente hacer una homotecia para obtener un subconjunto del 
disco unitario biholoformamente equivalente a la región original. Luego, con la 
ayuda de los automorfismos del disco y una vez más, de la raíz cuadrada, se cons­
truyen las expansiones. Usando el teorema de Montel se construye una función 
biholomorfa entre la región y el disco como un caso límite de expansiones. 

2.1. Introd ucción 

Una región D e e se llama simplemente conexa si toda trayectoria cerrada 
y: [a, b] ~ D es homotópica en D a una trayectoria constante. 

Se dice que una función f : D ~ Ó es un biholomorfismo (o que f es biholo­
morfa) si f es biyectiva, holomorfa y su inversa es holomorfa. Se dice en ese caso 
que D y tJ son regiones biholomorfas (o conformemente equivalentes) y ésta es 
una relación de equivalencia entre regiones del plano. 

Una región D e e se llama homológicamente simplemente conexa si para 
toda trayectoria y : [a, b] ~ D cerrada que es continuamente diferenciable por 
tramos y para toda función f E O(D) se tiene que fy f(()d( = o. 

El teorema integral de Cauchy nos dice que toda región simplemente conexa 
es homológicamente simplemente conexa, permitiéndonos cambiar una condi­
ción geométrica por una puramente analítica. Entonces, para probar el teorema 
del mapeo de Riemann basta probar que cualquier región homológicamente sim­
plemente conexa distinta de e es biholomorfa a lE. 

11 
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2.2. Reducción a regiones contenidas en lE. 

Se dice que una región D e () tiene la propiedad de la raíz cuadrada si 
toda unidad en O(D) tiene una raíz cuadrada en O(D), es decir, si para toda 
fE O(D) tal que f(z) # O para toda z E D, existe 9 E O(D) tal que g2 = f . 

Obsérvese que si <p : D ~ 6 es un biholomorfismo y f es una unidad en 
0(6), entonces f o <p es una unidad en O(D) . Si existe 9 E O(D) una raíz 
cuadrada de f o <p, entonces 9 o <p-l es una raíz cuadrada de f en 0(6) . Esto 
nos dice que la propiedad de la raíz cuadrada es invariante bajo biholomorfismos. 

Una de las consecuencias del teorema de Cauchy establece la existencia de 
logaritmos definidos en regiones simplemente conexas, esto es, dada una región 
homológicamente simplemente conexa D y una función f E O(D) que no se 
anula, existe F E O(D) tal que eF = f. 

Proposición 2.1 Toda región homológicamente simplemente conexa D tiene la 
propiedad de la raíz cuadrada. 

Demostración: Sea f E O(D) una función tal que f(z) # O para toda z E D, 
como D es homológicamente simplemente conexa, f tiene un logaritmo en O (D), 
es decir, existe 9 E O(D) tal que e9 = f. Sea h = et . Tenemos que h E O(D) 
Y h2 = e9 = f, de donde h es una raíz cuadrada para f en D. 

• 
Lema 2.2 Dada una región D # () con la propiedad de la raíz cuadrada, existe 
6 una región biholomorfa a D tal que () \ 6 contiene un abierto no vacío. 

Demostración: Sea a E () \ D. La función f: D ~ () dada por f(z) = z - a 
es una unidad en O(D), y como D tiene la propiedad de la raíz cuadrada, 
existe 9 E O(D) tal que g2 = f. Observemos que g(z) = g(w) implica que 
z - a = g2(z) = g2(w) = W - a, de donde z = w. Esto muestra que 9 es 
inyectiva y por lo tanto biyectíva en su imagen 6 = g(D) . 

Como 9 es biyectiva, su derivada no se anula, y por el teorema de la función 
inversa, 9 : D ~ 6 es un biholomorfismo. 

Veremos que g(D) n (-g)(D) = 0. Supongamos que existen e, dE D tales 
que g(e) = -g(d), entonces e - a = g2(e) = g2(d) = d - a, de donde e = d, 
por lo que 9 (e) = -g (e) . Pero esto quiere decir que O = 9 (e) y entonces e = a. 
Pero esto es una contradicción porque a E () \ D Y e E D . 

Entonces (- g)( D) es abierto, no vacío y está contenido en () \ 9 (D) = () \ 6 . 
• 

Teorema 2.3 Dada una región homológtcamente simplemente conexa D # (), 
existe 6 biholomorfa a D tal que 6 e IE. 

Demostración: Como D es homológicamente simplemente conexa, por la pro­
posición 2.1, D tiene la propiedad de la raíz cuadrada. Por el lema 2.2, existe D* 
biholomorfa a D tal que ()\ D* contiene un abierto no vacío. Sea e en dicho abier­
to, y T > O tal que Br(e) e () \ D*. La función f dada por f(z) = 2(z~c) mapea 
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biholomorfamente el complemento de BT(e} en B 1(0) \ {O}. Como 0* está con-
2" 

tenido en dicho complemento, si hacemos Ó = f(O*), la función f ID.: 0* -t Ó 
es un biholomorfismo entre 0* y Ó, un subconjunto de 18. 

• 
2.3. Expansiones 

Sea O una región tal que O E O e 18. Se dice que una función f : O -t 18 
es una contracción de O en 18 si f(O) = O Y If(z)1 < Izl para toda z E O \ {O} 
Y se dice que es una expansión de O en 18 si f(O) = O Y If(z)1 > Izl para toda 
z E O \ {O}. 

Para probar la existencia de expansiones, las construiremos como inversas 
de contracciones. 

Para cada e E 18, consideremos la función ge : 18 -t 18 dada por ge (z) = 
t~el . Como e E 18, ge es holomorfa. Además, ge es una involución, es decir, 
ge o ge = idE o Eso quiere decir que ge es su propia inversa y por lo tanto es un 
biholomorfismo de 18 en 18. 

Denotamos por j : 18 -t 18 a la función j(z) = z2 . 

Proposición 2.4 Sea O S;; 18 una región con la propiedad de la raíz cuadrada 
tal que O E O . Entonces existe una expansión de O en 18 holomorfa e inyectiva. 

Demostración: Consideremos primero, para cada e E 18, la función <Pe 
ge2 o jo ge. Veremos que <Pe es una contracción de 18 en 18. 

Tenemos que <Pe es holomorfa y <Pe (O) = gedHge(0))) = ge2 (He)) 
9c2(e2) = O. Además, por el lema de Schwarz, como <Pe no es una rotación 
(no ~ inyectiva), tenemos que l<Pe(z)1 < Izl para toda z E 18 \ {O}. Por lo tanto 
q:>e es una contracción. 

' Ahora, sea a E 18 \ O. Entonces 9a lD es una unidad en 0(0) . Como D 
tiene la propiedad de la raíz cuadrada, existe h E 0(0) tal que h 2 = 9a . Sea 
f : O -t 18 dada por f = 9h(O) o h. Vamos a ver que f es la expansión que 
buscamos. 

Primero, como Ih(z)12 = Ih2(z)1 = 19a(z)1 < 1, f está bien definida . Da­
do que h y 9h(O) son holomorfas en D, también lo es f . Tenemos que f(O) = 
9h(O)(h(0)) = O. Observemos que <Ph(O) o f = 9h2(O) o jo 9h(O) o 9h(O) oh = 
9h2(O) o jo h = 9h2(O) o h2. Pero h2(0) = 9a(0) = a, de donde <Ph(O) o f = 
9a o h2 = 9a o 9a = idD . Esto muestra que f es inyectiva. Por último, para toda 
z E O \ {O} tenemos que f(z) .¡. O (porque f(O) = O Y f es inyectiva) y como <Ph(O) 
es una contracción, concluimos que Izl = l<Ph(O) (f(z))1 < If(z)l. 

• 
2.4. El Teorema de Hurwitz 

El siguiente resultado debido a Hurwitz tiene consecuencias importantes . 
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Lema 2.5 Si una sucesión fn E 0(0) converge compactamente en O a una 
función no constante f, entonces para todo e E O existe no E IN Y una sucesión 
(dn)n~no e O tal que límn dn = e y fn(dn ) = f(e) para todo n ~ no. 

Demostración: Sea e E O. Como f t:. f( e), por el teorema de identidad, existe 
un diseo abierto B con centro en e tal que B e O y la función f - f( e) no se 
anula en B\{e}. Entonces m = mín{lf(z) - f(e)l: z E aB} > O. Como fn converge 
a f uniformemente en aB y puntualmente en e podemos encontrar no tal que 
Ifn(e) - f(e)1 < T < rnín{lfn(z) - f(e)1 : z E aB} para toda n ~ no . 

Por las desigualdades anteriores y el principio del módulo mínimo, para 
cada n ~ no, fn - f(e) debe tener un cero dn en aB. Dicha sucesión cumple 
que fn(dn ) = f(e) . Además, para cualquier subsucesión convergente dnk ~ d 
se tiene que, por la convergencia continua de fn , 0= límdfnk (dnk ) - f(e)) = 
f(d) -f(e), Pero como f-f(e) no tiene otros ceros en B aparte de e, tenemos que 
d = e. El que la sucesión dn sea acotada y todas sus subsucesiones convergentes 
tengan el mismo límite e, muestra que dn converge a e. 

• 
Corolario 2.6 Sea fn E 0(0) una sucesión de funciones que convergen com­
pactamente a una función no constante f E 0(0). Si ninguna de las funciones 
f n se anula en O, entonces f tampoco se anula en O. 

Demostración: Si f tuviera un cero e E O, entonces, por el lema, todas las 
funciones de la sucesión a partir de cierto índice tendrían un cero en O, contra­
diciendo la hipótesis . 

• 
Teorema 2.7 (Hurwitz) Sean O y Ó dos regiones, y sea fn : O ~ Ó una 
sucesión de funciones holomorfas inyectivas que convergen compactamente en 
O a una función no constante f E 0(0). Entonces f(O) e Ó y f es inyectiva. 

Demostración: Sea b E e \ Ó. Para cada n E IN se tiene que fn - b no tiene 
ceros en O y como f - b t:. O porque f no es constante, tenemos, por el corolario, 
que f - b no tiene ceros en O, de donde b 'i f(O) . 

Sea e E O . Para cada n E N, como f n es inyectiva, la función f n - f n (e) no 
se anula en O \ {e}. Como f - f(e) t:. O porque f no es constante, tenemos, por 
el corolario, que f - f(e) no se anula en O \ {e}, esto es, f(z) i- f(e) para toda 
z E O \ {e}. Como e era un punto cualquiera de O, fes inyectiva. 

• 
2.5. El Teorema del mapeo de Riemann 

Teorema 2.8 (Teorema del mapeo de Riemann) Sea O i- e una región 
simplemente conexa, entonces O es biholomorfa a ]E. 
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Demostración: Por la observación de la introducción del capítulo, O es una 
región homológicamente simplemente conexa. Componiendo con una traslación, 
que es un biholomorfismo, podemos suponer que O E O . 

Por el teorema 2.3 sabemos que existen G e JE y un biholomorfismo cp : 
O --t G. Sea e = cp(O), gc es un automorfismo de JE que manda a e en O. 
Entonces h = gc o cp es un biholomorfismo entre O y un subconjunto de JE, tal 
que h(O) = O. Esto muestra que la familia F = {f E 0(0) I f(O) e JE, f(O) = 
O, fes inyectiva} es no vacía. Por el teorema de la función inversa, cada f E F 
es un biholomorfismo de O a f(O). 

Sea p E O \ {O}. Como F es no vacía, entonces 11 = sup{lf(p JI: f E F} > O. 
Existe entonces una sucesión f 1 , f 2, . .. E F tal que li m n If n ( P ) I = 11. Como F 
está acotada, por el teorema de Montel existe una subsucesión hn de f n que 
converge compactamente en O a una función hE 0(0) . Como hn(O) = O para 
toda n E IN, tenemos que h(O) = o. Además Ih(p)1 = límn Ihn(p)1 = 11. Como 
11 > O, h(O) -# h(p), por lo que h no es constante. Por el teorema 2.7 hes 
inyectiva y h(O) e JE, de donde hE F. 

Supongamos que h(O) ;;; JE. Como O tiene la propiedad de la raíz cuadrada 
(por el lema 2.1), entonces h(O) también la tiene y ya que h(O) = O, tenemos 
que O E h(O). Por la proposición 2.4, existe una expansión K : h(O) --t JE . 
Hacemos 9 = K o h . Como tanto h como K son inyectivas, 9 también lo es. 
grO) = K(h(O)) = K(O) = O. Además, 9 E 0(0) Y grO) e JE, de donde 9 E F . 
Como h es inyectiva, h(p) -# O, por lo que Ig(p)1 = IK(h(p))1 > Ih(p)1 = 11, 
contradiciendo que 11 es el supremo del conjunto sup{lf( p) I : f E F}. 

Se tiene entonces que h(O) = JE y por lo tanto h es un biholomorfismo de O 
aJE. 

• 
Lema 2.9 Sean f1 y f2 dos biholomorfismos de O en JE. Si existe a E O tal 

t ' (a) 
que fJ(a) = f2(a) y dla) > O entonces f1 = f2. 

Demostración: Hacemos b = f1 (a) = fz(a), h1 = gb o f 1 Y h2 = gb o f2 . 
Entonces h 1 y h2 son dos biholomorfismos de O en JE y cumplen que h1 (a) = 
h2(a) = O y ~H~l = ~W~I~mU~l = !H~l > O. Basta probar que h1 = h2 . 

Sea cp = h 1 o h 2
1. Notemos que cp es un automorfismo de JE . Como cp(O) = 

hdh21 (O)) = hda) = O entonces cp es una rotación, es decir, cp(z) = sz para 

1 • S P - '(O) - h;(hz'(O» - híl a ) O d d d 1 a gun s E 1· ero s - cp - h~lh2 1 (O» - h~(a) > , e on e s = . 

Entonces cp es la identidad y por lo tanto h1 = h2. 

• 
Podemos entonces enunciar el teorema del mapeo de Riemann de la siguiente 

forma: 

Teorema 2.10 Sean 0-# () una región simplemente conexa y a E O . Entonces 
existe un único biholomorfismo f: O --tJE tal que f(a) = O Y f'(a) > O. 
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Demostración: Por el teorema del mapeo de Riemann, existe un biholomorfis­
mo entre O y 1E. Componiendo con un automorfismo de 1E podemos conseguir 
uno que manda a en O y cuya derivada en a es mayor que O. Por el lema este 
biholomorfismo es único. 

• 



Capítulo 3 

El Gran Teorema de Picard 

Se prueba primero el teorema de Bloch, que establece condiciones bajo las 
cuales la imagen de una función contiene discos de un tamaño fijo. Usando esto 
se prueba que la imagen de una función entera no constante tiene discos de 
tamaño arbitrario. Después, con ayuda de la función de Schottky, se da una 
cota para la velocidad de crecimiento de una función holomorfa y con esto se 
prueba el gran teorema de Picardo 

3.1. El Teorema de Bloch 

Dada una región O e C, 0(0) denota el conjunto de las funciones holomor­
fas en alguna vecindad abierta de O. 

Lema 3.1 Sean G e C una región acotada y f E 0(<;). Si a E G entonces 
Bs(f(a)) e f(G) donde s = d(f(a), flaG)). 

Demostración: Como G es compacto y f es continua entonces f(G) es un 
cerrado que contiene a f(G), de donde f(G) e f(G) = f(G) U flaG) . Como f es 
holomorfa, f(G) es abierto y Of(G) = f(G)\f(G) e (f(G)uf(aG))\f(G) e flaG) . 

Por la definición de s, Bs(f(a)) no intersecta a flaG) y por lo tanto tampoco 
a Of(G) . Se sigue entonces que Bs(f(a)) e f(G). 

• 
Lema 3.2 Sea B = Br(a) Y f E O(B) no constante y tal que If'ls :$ 2If'(a)l. 
Entonces BR(f(a)) e f(B) donde R = (3 - 2V2)rlf'(a)l. 

Demostración: Trasladando podemos suponer que a = f( a) = O. Definimos 
g(z) = f(z) - zf'(O) . Tenemos que g(z) = J~(f'(C) - f'(O))dC, de donde Ig(z)1 :$ 

J~ If'(zt) - f'(O)llzldt. 
Por la fórmula integral de Cauchy, si w E B tenemos que 

f'(w) - f'(O) = ~ J (f'(C) - f'(C)) dC = ~ J f'(C) de 
2m as C-w C 2m as C(C-w) 

17 
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Entonces 

[f'(w) - f'(O)[ ::; [w[ J [f'(~)[ [de[::; ~[f'[s, 
2rc as [e[[e - w[ r - [w[ 

de donde 

J
I [ztllf'[s [z[2, [z[2, 

[g(z)[ ::; -[ -[ [z[dt ::; 2( [[) [f [s ::; -[-[ [f (0)[. o r - zt r - z r - z 

Por la desigualdad del triángulo [f(z)[ ~ [f'(O)[[z[ - [g(z)[ ~ [f'(O)[ [z[ -

rl~II: 1 [f'(O)[ = [f'(O)[ ( [z[ - ;~II: I ) ' 
Para x entre O y r, x- r~x. alcanza su máximo (3-2v'l)r en Xo = (1- 4 )r. 

Por lo tanto, [f(z)[ ~ (3 - 2v'l)r[f'(0)[ = R para toda z con [z[ = xo . Entonces 
s = d(O, f(oG)) ~ R, donde G = Bx.o (O) . Por el lema 3.1, Bs(O) e f(G) y 
entonces BR(O) e Bs(O) e f(G) e f(B) . 

• 
Teorema 3.3 (Teorema de Bloch) Si f E oCiE) y f'(O) = 1 entunces f(lE) 
contiene un disco de radio ~ - v'l > 112 , 

Demostración: Sea 9 : E --t IR dada por g(z) = [f'(z)[(l - [z[) . Como f E OrE) 
tenemos que 9 E C(E) . Además, grO) = [f'(O)[ = 1 Y g(z) = O para toda z E olE, 
por lo que 9 alcanza su máximo M ~ 1 en un punto a E lE. 

Sea T = ~(1 - [al); notemos que r es la distancia de Br(a) a olE, por lo 
que los puntos z de esta bola satisfacen que 1 - [z[ ~ r . Para toda z E Br(a) 
se tiene que [f'(z)[(l - [z[) ::; [f'(a)[(l - [al) = [f'(a)[2r ::; [f'(a) [2(1 - jz[) , de 
donde [f'(z)[ ::; 2[f'(a)[ para toda z E Br(a) . Aplicando el lema 3.2 (f no es 
constante porque f'(O) i- O) obtenem03 que BR(f(a)) e f(Br(a)) e f(lE), donde 
R = (3 - 2v'l)r!f'(a)[ = (t -- v'l)(1 -- [a[)[f'(a)[ = (~- v'l)M ~ ~ - V2. 

• 
Corolario 3.4 Sea G una región, fE O(G) yc E G tal que f'(e) i- O. Entonces 
f(G) contiene discos de radio ,j.s[f'(e)[ para todo s < d(e,oG). 

Demostración: 'frasladando podemos suponer que e = O. Dada s < d(e,oG) 
tenemos que Bs(O) e G, así que la funcion g(z) = :i ,s(~) E OrE) . Como g'(O) = 

1, por el teorema de Bloch, g(lE) tiene un disco de radio ti. Además, f(B s (O)) = 
sf'(O)g(lE), por lo que f(G) contiene un disco de radio 112s[f'(0) [. 

• 
Corolario 3.5 La imagen de una función entera no constante contiene discos 
arbitrariamente grandes. 

Demostración: En la demostración del corolario anterior, podemos escoger s 
arbitrariamente grande. 

• 
Observe~os que el teorema de Liouville es consecuencia de este corolario. 

;1., ... 
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3.2. El Pequeño Teorema de Picard 

Lema 3.6 Sea G simplemente conexo y f E O(G) tal que 1, -1 (j. f(G). Enton­
ces existe FE O(G) tal que f = cos(F). 

Demostración: Como 1 - f2 E O(G) no toma el valor O y G es simplemente 
conexo, existe 9 E O(G) tal que g2 = 1- f2. Entonces 1 = f2+g2 = (f+ig)(f­
ig). Se sigue que f + ig no tiene ceros en G y por lo tanto existe FE O(G) tal 
que f + ig = eiF . Entonces f - ig = e- iF , luego f = t(eiF + e-iF) = cos(F) . 

• 
Lema 3.7 Sea G simplemente conexo y f E O(G) una función tal que 0,1 (j. 
f(G). Entonces existe 9 E O(G) tal que f = t(l + cos(ncos(ng))) . Además, si 
9 es cualquier función que cumpla esto, entonces g(G) no contiene discos de 
radio 1. 

Demostración: Como la función 2f - 1 no toma los valores -1, y 1, por el 
lema 3.6 existe F E O(G) tal que 2f - 1 = cos(nF) . Observemos que F debe 
omitir todos los valores enteros, en particular -1 y 1. Una vez más, por el lema 
3.6, existe 9 E O(G) tal que F = cos(ng). Se tiene entonces que f = t(l + 
cos(ncos(ng))) . Ahora consideremos el conjunto A = {m± ~arccosh(n) : m E 
Z, n E Z +}. Tenemos que cos(nA) = Z\{O} porque cos(n(m±~arccosh(n))) = 
cos(7Im)cosh(arccosh(n)) =f i sin(nm)sinh(arccosh(n)) = (_l)mn . Enton­
ces, como F no toma valores enteros, 9 no puede tomar valores en A, es decir, 
g(G) n A = 0. Los puntos de A son los vértices de una "retícula" rectangular 
en {: . Sus rectángulos tienen ancho 1 y alturas de la forma ~(arccosh(n + 
1) - arccosh(n)) con n E Z+ . Para n = 1 tenemos aTcc:sn(2) < 1, pa­
ra n 2: 2, por el teorema del valor medio, para alguna x entre n y n + 1, 
arccosh(n + 1) - arccosh(n) = v'xLl ::; v'nLl ::; ~ < n y en este caso 
la altura del rectángulo también es menor que 1. Así, para cualquier W E (:, 
existe a E A tal que IRe(w) - Re(a)1 ::; t y Ilm(w) - Im(a) 1 < t de modo 'que 
Iw - al < 1 Y entonces cualquier disco de radio 1 intersecta a A. Por lo tanto, 
como 9 (G) no intersecta a A, no puede contener discos de radio 1. 

• 
':I'eorema 3.8 (El pequeño teorema de Picard) Toda función entera que 
omite dos valores complejos es constante. 

Demostración: Sea f 'E O({:) tal que a, b (j. f({:), con a i b. Definimos 
h(z) = f~z~~a E O({:) . Entonces h nunca toma los valores O y 1. Por el lema 

3.7, existe 9 E O({:) tal que f = t(1 +cos(ncos(ng))), y g(C) no contiene discos 
de radio 1. Pero entonces, por el corolario 3.5, 9 tiene que ser constante y por 
lo tanto f también es constante. '. 

t .: 

ti.. L, 
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La siguiente proposición es una inesperada pero bonita aplicación del teore­
ma de Picardo 

En general una función entera puede no tener puntos fijos, como lo muestra 
f (z) = z + eZ

, pero se cumple lo siguiente: 

Proposición 3.9 Sea f : () ~ () holomorfa, entonces f o f : () ~ () tiene un 
punto fijo, a menos que f sea una traslación f(z) = z + b, b =1- O. 

Demostración: Supongamos que fof no tiene puntos fijos . Entonces f tampoco 
tiene puntos fijos y podemos definir en () la función g(z) = f~~))2:z E O(()) . 
Observemos que si tuvieramos que g(z) = O entonces z sería un punto fijo de 
f o f y si g(z) = 1 tendríamos que f(z) es un punto fijo de f . Como estamos 
suponiendo que f o f no tiene puntos fijos, entonces 9 no puede tomar los valores 
O y 1, de donde, por el teorema de Picard, 9 es constante. Esto significa que 
existe e =1- 0,1 tal que f(f(z)) - z = e(f(z) - z) para toda z E () . Derivando 
obtenemos que (f/(f(z)) - e)f/(z) = 1 - e para toda z E (), de donde, como 
e =1- 1, f/(Z) =1- O Y f/(f(z)) =1- e para toda z E () . Entonces f' o f es una función 
entera que omite los valores O y e =1- O, de donde, por el teorema de Picard, t' eH 
es constante. Pero entonces f' es constante en la imagen de f, que es abierta, 
de donde f' es constante en () . Se sigue que f(z) = az + b Y como f no tiene 
puntos fijos, para que la ecuación az + b = z no tenga solución debe cumplirse 
que a = 1 Y b =1- O. 

• 
El pequeño teorema de Picard se puede traducir a funciones meromorfas de 

la siguiente manera: 

Teorema 3.10 (El Teorema de Picard para funciones mero morfas ) Si 
una función meromorfa en () omite tres valores, entonces es constante. 

Demostración: Si f E M(()) omite los valores distintos a,b y e, entonces f~a 
es una función entera que omite los dos valores distintos b~a y C~(l, de donde, 
por Picard, es constante y entonces f también es constante. 

• 
3.3. El Teorema de Schottky 

Lema 3.11 Para todo W E () existe v E () tal que eos(7r\I) = w y Ivl :S 1 + Iwl . 

Demostración: Sea v = a + ib tal que eos(7r\I) = W. Cambiando a por a + 
2n con n entero, podemos suponer que lal :S 1. Entonces Iwl2 = leos(7ta + 
i7tb)12 = eos2 (7ta)eosh2(7tb)+sin2 (7ta)sinh2 (7tb) = eos2 (7ta)(1+sinh2 (7tb)) + 
sin2(7ta)sinh2(7tb) = cos2(7t;a) + sinh2(7tb) ~ (7tb)2 porque sinh2(x) ~ x2 

para todo x E nt, de donde Ivl = va2 + b_2 :S V1 + ~ :S 1 + ':' :S 1 + Iwl. 

• 
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Lema 3.12 Si f E oCiE) omite los valores O y 1, entonces existe 9 E oCiE) tal 
que f = -!(1 + cos(7tcos(7tg))) con Ig(O)1 $ 3 + 2If(0)1 y para todo t E (0,1), si 
Izl $ t entonces Ig(z)1 $ Ig(O)1 + 11:~. 

Demostración: Por el lema 3.11, existe b E e tal que cos(7tb) = 2f(0) - 1 
Y Ib l $ 1 + 12f(0) - 11 $ 2 + 2If(0)1. Por el lema 3.6, existe h E orlE) tal que 
2f -1 = cos(7th), y como cos(7th(O)) = 2f(0) -1 = cos(7tb), podemos escoger 
h de manera que h(O) = b. Por el lema 3.11, existe a E e tal que cos(7ta) = b 
Y lal $ 1 + Ibl $ 3 + 2If(0) 1. Como h no toma valores enteros, por el lema 3.6, 
existe 9 E OrlE) tal que h = cos(7tg), y como cos(7tg(O)) = h(O) = b = cos(7ta), 
podemos escoger 9 de manera que grO) = a. Entonces f = i(1 +cos(7tcos(7tg))) 
y Ig(O)1 = lal $ 3 + 2If(0)1 . 

Ahora sea t E (0,1) Y z tal que Izl $ t. Por el lema 3.7, g(JE) no contiene 
discos de radio 1, Y por otro lado, por el lema 3.4, como d(z, oJE) ~ 1-t, contiene 
un disco de radio ,j(1 - t)lg'(z)1 tenemos que h-(1 - t)lg'(z)1 $ 1, de donde, 
Ig'(z)1 $ l~t ' Por lo tanto, Ig(z)1 = Ig(O) + f~ g'(()d(1 $lg(O)1 + 1 f~ g'(()d(1 $ 

Ig(O)1 + f~ Ig'(zu)llzldu ~ Ig(O)1 + 11:~ . 

Para t E (0,1) Y r > O, definimos la función 

12t 
L(t, r) = exp(7texp(7t(3 + 2r + -1 -))). 

- t 

• 

Esta función nos da una cota para el crecimiento de las funciones holomorfas, 
como lo muestra el siguiente teorema. 

Teorema 3.13 (El teorema de Schottky) Seanr > O, t E (0, 1) yf E OrlE) 
tal que 1ft Ó) 1 $ r y omite los valores O y 1. Enton'ces para toda z tal que Izl $ t 
se tiene que If(z)1 $l(t,r) . 

Demostración: Observemos que para todaz E e, Icos(z) 1 = l-t(eiz + e- iz)1 $ 
-!(leizl+le-izl) $ i(elizl+el-izl) = elzl y ii1+cos(z)1 = Icos2 (I)1 = Icos(I)12 ~ 
(eltl )2 = elzl . Por el lema 3.12, 

If(z)1 
1 
2'11 + cos(7tcos(7tg(z)))1 $ exp (7tlcos (7tg (z))1) 

12t 
< exp(7texp(7tlg(z)l)) $ exp(7texp(7t(3 + 2If(0)1 + 1 _ t))) 

< l(t,r) 

• 
3.4. El Gran Teorema de Picard 

Sea G e e una región y F = {f E O(G) 1 f omite los valores O y 1}. Notemos 
que si f E F entonces t está en F . 
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Lema 3.14 Para cada W E G Y para cada r > O, existe B, una vecindad de w 
tal que la familia {f E F: If(w)1 :5 r} está acotada en B. 

Demostración: Sean w E G, r > O Y fE F tal que If(w)1 :5 r . Sea t > O tal que 
B2t(W) e G. Consideremos la función 9 E O(E) dada por g(z) = f(2tz + w) . 
Tenemos que Ig(O)1 :5 r y que 9 omite los valores O y 1. Por el teorema de 
Schottky, Ig(z)1 :5 l(t ,r) para toda z E Bt(O), de donde If(z)1 :5 llt,r) para 
toda z E Bt(w) . 

• 
Definimos para w E G, la familia Fw = {f E F : If(w)1 :5 1}. Observemos 

que para toda f E F, f ó t están en Fw . 

Lema 3.15 Para cada w E G,Fwestá localmente acotada. ' ; 1 , 

Demostración: Sean w E G Y U = {z E G,I F w está acotada en una vecindad 
de z}. Es claro que U es abierto: Además,U es no vacío. porque, por· el lema 

anterior, w E U. Si U no es todo G, podemos encontrar z E au n G, y entonces 
existe fn E Fw una sucesión tal que li11tnfn(z) = oo . Definiendo gn = f~ E 
F, tenemos que limngn(z) = O. Por el lema anterior, {gn} está acotada en 
una vecindad de z. Por el teorema de Montel, existe una subsucesión gnk que 
converge uniformemente en alguna vecindad B de z a una función 9 E O(B) . 
Como gnk no se anula y g(z) = O, por el lema 2.6, 9 es constante igual a O. 
Pero entonces, f nk converge uniformemente a infinito en todo B, pero esto es 
una contradicción porque B contiene puntos de U . Se tiene entonces que U = G 
Y por lo tanto fw está localmente acotada. 

• 1 ; 

Ampliaremo~ . ahora la defiÍlÍción de familia norníal, para in~luir: su~~sfqp~ 
f n que convergen cómpacta'ID~nte a 00 (esto es, -i- converge compactam~·nt~ ~ O). ') . ' n · '; :' ' I ! ! I . 

Teorema 3.16 F es normal en G. 

Demostración: Sea f n una sucesión en F . Fijamos un punto w E G. Si f n tiene 
alguna subsucesión en Fw , entonces, por el lema anterior, dicha subsucesión esta 
localmente acotada en G y por Montel tiene una subsucesión compactamente 
convergente: Si no, ~asi todas las funciones f~ están en Fw . Por el lema anterior 
y Montel, existe una subsucesión gn que converge compactamente a una función 
9 E O(G) . Si 9 no se anula, entonces gln es una subsucesión de f n que converge 

compactemente a _gl. Si 9 se anula, por el lema 2.6, 9 = O Y entonces ...L es uná gn 
subsucesión de f n que converge compactamente a oo. 

• 
Teorema 3.17 (El gran teorema de Picard) Sea c una singularidad esen­
cial de f. Entonces, f toma todos los valores complejos salvo tal vez uno, en 
cualquier vecindad de c. 
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Demostración: Sean r > O Y BX = BT(e) \ {e} tales que f E O(B X
) . Suponga­

mos que a, b rt f(B X), con a f= b. Sea 9 E O(]EX) dada por g(z) = f(T:+ctb . 
Entonces 9 no toma los valores O y 1. Además, es claro que f tiene una sin­
gularidad esencial en e si y sólo si 9 tiene una en O. Consideremos la sucesión 
gn E O(]EX) dada por gn(z) = g(;i-) . Por el teorema anterior, gn tiene una 
subsucesión gn. compactamente convergente en ]Ex. gn. puede converger com­
pactamente a h E O(]EX) o a oo. En el primer caso, converge uniformemente 
en aB 1 (O), por lo que está acotada en aB 1 (O). Esto quiere decir que existe 

l' l' 

M> O tal que Ig(;.)I::; M si Izl = 1. De donde Ig(z)l::; M para cualquier z 
en los círculos Izl = ~. Por el principio del módulo máximo, en cada anillo 

2n~+1 ::; Izl ::; 2~., Ig(z)1 ::; M . Entonces 9 está acotada en una vecindad del 

O, y por lo tanto es analítica en O. En el segundo caso, _1_ converge compac-
9ft. 

tamente a O. Con un argumento análogo al del caso anterior, obtenemos que i 
es analítica en O, y por lo tanto 9 es meromorfá en O. En cualquier caso, 9 no 
tiene una singularidad esencial en O; de donde f 'ta:rnpoco tiene una en e. 

• 
Corolario 3.18 Sea e una singularidad esencial de f . Entonces, f toma todos 
los valores complejos salvo tal vez uno, una infinidad de veces, en cualquier 
vecindad de e. 

Demostración: Sea ti 1 una vecindad perforada de e. Por el teorema de Picard, 
existe a E e tal que f toma en ti1 todos los valores complejos salvo tal vez a. Sea 
w f= a arbitrario, entonces existe Zl en ti1 tal que f(Zl) = w . Tomamos ahora 
ti2 ~ ti1 una vecindad perforada de e que no ~on,tenga a Zl. Por el teorema de 
Picard, fomite a lo más un valor en ti2 . Per9c9plO ti2 ~ ti1, dicho valor (si 
es que existe) tiene que ser a . Por lo tanto existe Z2 E ti2 tal que f(Z2) = w . 
Además, Z2 f= Zl porque Zl rt ti2 . Siguiendo de esta manera podemos construir 
una sucesión Zn de puntos distintos en ti1 tales qu~ f(Zn) = w para todli n. 

• 
Corolario 3.19 Sea f una fun ción entera trascendente, es decir, una función 
entera que no es un polinomio, entonces f toma todos los valores complejos salvo 
tal vez uno, una infinidad de veces. 

Demostración: La función f( l) tiene una singularidad esencial en O. Por 3.18 
f( l), y por lo tanto f, toma todos los valores complejos salvo tal vez uno, una 
infinidad de veces. 

• 
Lema 3.20 Si f es una función inyectiva y analítica en una vecindad perforada 
de un punto, entonces f tiene un polo o una singularidad removible en ese punto. 
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Demostración: Si en ese punto f no tuviera un polo o una singularidad remo­
vible, entonces f tendría una singularidad esencial. Pero por 3.18, f no podría ' 
ser inyectiva. 

• 
Un automorfismo del plano es una función biholomorfa de e en e. Por el 

teorema de la función inversa, para que una biyección del plano sea un automor­
fismo de e, basta que sea entera. El siguiente teorema clasifica completamente 
dichos automorfismos. 

Teorema 3.21 Los automorfismos del plano son las funciones de la forma 
f(z) = uz + b con u =1= o. 

Demostración: Es claro que las funciones de esa forma son automorfismos de 
e. Ahora, si f es un automorfismo de e, entonces, por 3.19, f no es trascendente. 
Esto quiere decir que f es un polinomio, pero como fes biyectiva, por el teorema 
fundamental del álgebra, tiene que ser de la forma az + b con u =1= O. 

• 
Un automorfismo de la esfera de Riemann (el plano extendido) es una biye­

cción de la esfera que es meromorfa. 

Teorema 3.22 Los automorfismos de la esfera de Riemann son las funciones 
de Mobius. 

Demostración: Sabemos que las funciones de Mobius son automorfismos de la 
esfera. Por otra parte, dado un automorfismo f, podemos encontrar una trans­
formación de Mobius h tal que 9 = f o h manda al infinito en el infinito. Por lo 
tanto, 9 restringida al plano es un automorfismo de e, por lo que g(z) = uz+ b 
con u =1= O, que es una transformación de Mobius. Entonces f = 9 o h-1 es 
también una transformación de Mobius. 

• 
Teorema 3.23 Los automorfismos de e\ {O} son las funciones del forma f(z) = 
uz con u =1= O junto con las de la forma f(z) = ~ con u =1= o. 

Demostración: Obviamente las funciones de dichas formas son automorfismos 
de e \ {O}. Ahora, sea f un automorfismo cualquiera de e \ {O}. Por el lema 3.20, 
f tiene una singularidad removible o un polo en O. En el primer caso, definimos 
f(O) = Zo de manera que f sea entera. Como f era biyectiva en e \ {O}, Zo tiene 
que ser O y entonces f es un automorfismo de e. Tenemos pues que f(z) = uz+ b 
con u =1= O Y además f(O) = O de donde f(z) = uz. Si f tiene un polo en O entonces 
t tiene una singularidad removible en O. Con un argumento análogo al anterior 
podemos demostrar que lf (z) = az para algún a =1= O, de donde f(z) = .J- = .Qo 

az z 

con u = k =1= o. 
• 
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Teorema: 3.24 El grupo de los automórfismos de () \ {e, 1} es isomorfo a 53, el 
grupo de permutaciones de un conjunto con tres elementos . 

. Demostración: Las funciones de z dadas por z, ~, 1 - z, 1 ~z, z-= 1 y z~ 1 

son automorfismos de () \ {O, 1} Y forman un subgrupo de éstos isomorfo a 53. 
Por otra parte, veremos que cualquier isoIhorfismo de () \ {O, l}es una de estas 
funciones . Por el lema 3.20, f tiene un polo o una singularidad removible en O, 
1 e oo. Podemos entonces extender f a toda la esfera de Riemann de manera 
meromorfa definiéndola en O, 1 e oo. Tenemos entonces que f es meromorfa en 
toda la esfera y para que pueda ser biyectiva en () \ {O, 1} tiene que ser, cuando 
se restringe a los puntos O, 1 e 00, una permutación de éstos, Resulta entonces 
que f es una transformación de M6bius que permuta los puntos O, 1 e 00, por 
lo que, es algu~a de las 6 funciones me;Dcionad¡¡.s. 

• 
.' 

~ . " . 

.. i , ' 0 ' , / : , 

'. ¡j ' 
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