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Resumen

En esta tesis se muestra un novedoso robot manipulador tipo serial, el cual consta de
seis grados de libertad, presentando una configuracién Prismética-Prismética-Esférica-
Prismética (PPSP).

La disposicién de los eslabones y pares cineméticos de dicho manipulador, le provee a
éste un movimiento en forma de hélice. Este manipulador nos hace recordar al mecanismo,
basado en un tornillo, el cual consiste en una cadena conectada serialmente y que se basa

en la férmula de Rodrigues para obtener un desplazamiento general de tornillo.

Este tltimo mecanismo mencionado, proporciona un movimiento no flexible, es decir,
una pieza de trabajo es transportada por el mecanismo a partir de una posicién inicial
a una {inal, a través de una trayectoria fija en forma de hélice. Los correspondientes
pardmetros del tornillo de este mecanismo, son calculados en funcién de las posiciones
de tres puntos no colineales pertenecientes a la pieza de trabajo para los dos extremos
de la trayectoria fija.

Pero en el caso de cambiar las condiciones de la tarea, es necesario sustituir por
completo todo el mecanismo, de manera que cumplan con los nuevos pardmetros del
tornillo. Debido a este problema, se propone en esta tesis un manipulador flexible, es
decir, capaz de cambiar su posicién y orientacién de acuerdo a las situaciones actuales.
Para poder encontrar la adecuada configuracién de tornillo, fué necesario desarrollar la
cinemdtica inversa correspondiente al manipulador PPSP, en términos de las coordenadas
operacionales.

Los resultados obtenidos a partir de la aplicacién de la cinemética inversa, son mostra-
dos para la evolucién de cada una de las articulaciones de las que consta el robot mani-

pulador, cuando ejecuta dicha tarea, al hacer variar un simple pardmetro que evoluciona



desde cero hasta uno. Como perfil de trayectoria, se escogié al polinomio de octavo grado.

También se resuelve el problema dindmico inverso del manipulador helicoidal "PP-
SP", determinando las ecuaciones de movimiento a partir de la formulacién recursiva de
Newton-Euler. Por iltimo, a partir de las ecuaciones obtenidas se realiza una simulacién
del manipulador cuando transporta una pieza de trabajo en su érgano terminal, desde
una posicién inicial Py hasta una posicién final Py, a través de una trayectoria helicoidal.
Se presentan las graficas de la posicién, velocidad, aceleracién y de la evolucién dindmica

para cada una de las variables articulares.
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Objetivos
Objetivo Principal

Proponer y analizar un novedoso robot manipulador helicoidal de seis grados de liber-
tad para sustituir al mecanismo de tornillo rigido. Este manipulador se propone para:

a) operaciones de transporte de piezas en donde s6lo importan las posiciones iniciales

y finales de éstas.

b) adaptar su estructura mecénica (postura), cuando las condiciones (puntos inicial y

final) de la trayectoria cambien.

Objetivos Secundarios

1. Desarrollar el modelo de la cinemdtica inversa correspondiente en términos de las
coordenadas operacionales. Necesaria para poder encontrar la configuracién ade-
cuada del eslabonamiento de tornillo del manipulador helicoidal, para diferentes

puntos extremos de la trayectoria cuando las condiciones de la tarea cambien.

2. Encontrar la evolucién de las variables de articulacién necesarias para tomar y dejar
un objeto a través de una trayectoria en forma de hélice cuando un parametro simple

evoluciona desde cero hasta uno.

3. Desarrollar una transformacién del movimiento general de tornillo. Este operador
contendra la informacién necesaria para ser capaz de transformar cualquier vector

de posicién conforme a un movimiento de tornillo.
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Definicién del problema

Las actividades comerciales e industriales han evolucionado hasta llegar a la globa-
lizaci6n, esto genera que muchas de las empresas de todo el mundo tengan que ir adaptan-
do sus sistemas tecnolégicos y administrativos para poder ofrecer productos y servicios
de calidad mundial; aunado a esto los avances tecnolégicos de los iltimos anos impone
nuevos retos en el drea de la automatizacién mmdustnal.

Los sisternas de manufactura modernos cuentan con robots manipuladores que dotan,
junto con la integracién de otros dispositivos a una linea de produccién, de flexibilidad.
Estos robots estdn dedicados a la manipulacién de piezas, objetos y herramientas.

Supéngase que dentro de un proceso de manufactura se estd ulilizando actualmente
un mecanismo rigido de tornillo que transporta una pieza de trabajo a partir de una
posicidn inicial P1Q;R; hasta una final P2Q;R,, donde P;Q;R; pertenece a la pieza de
trabajo, la cual describe un movimiento a través de una trayectoria en forma de hélice,
cuyo diseno ha sido inspirado en la formulacién del Tornillo de Rodrigues. En la figura. (a)
se muestra la situacién de la pieza de trabajo en las posiciones inicial y final y también
se muestran los cuatro pardmetros del tornillo de Rodrigues. Estos pardmetros son:

1) El 4ngulo de rotacién del desplazamiento alrededor del eje del tornillo (¢).
2) El eje del tornillo (&).
3) La traslacién a lo largo del eje del tornillo (d).

4) El vector de posicién que define el punto geométrico por donde pasa el eje del

Lornillo (§ J_g).

v
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Fig. (a). Desplazamiento general de tornillo de una pieza de trabajo.

El mecanismo rigido de tornillo, vinicamente funciona para transportar la pieza de
trabajo para un solo tipo de operacién, es decir, es capaz de ejecutar la misma tarea
tantas veces como le sea requerido. De manera que al cambiar la posicién inicial y final
de la tarea, se vuelve obligatorio el tener que cambiar por completo todo el mecanismo
y por consecuente tener que volver a calcular los pardmetros necesarios para disenar un
nuevo mecanismo de tornillo rigido, para la nueva tarea planteada.

Ahora bien, teniendo en cuenta que el ciclo de vida de muchos de los productos son
relativamente cortos y que los sistemas de manufactura actuales exigen flexibilidad, surge
la necesidad de sustituir el mecanismo de tornillo rigido por un robot manipulador que

cumpla con el mismo movimiento que aquél, pero que pueda adecuarse a las condiciones



inicial y final de la tarea que se requiera.

Un robot manipulador tiene la ventaja de requerir solamente cambios en su progra-
macién para poder realizar diferentes tipos de actividades, a diferencia de los cambios en
estructura mecdnica que deben efectuarse en otros mecanismos antes de poder realizar
una nueva tarea.

De esta manera, surge la necesidad de resolver el siguiente problema.

PROBLEMA:

Se pretende sustituir al mecanismo de tornillo rigido por un robot manipulador que
esté formado por tres eslabonamientos. Los cuales tendrdn como finalidad que el manipu-
lador resultante de este arreglo pueda posicionar y orientar al eslabonamiento de tornillo.

FEl principal propésito del manipulador helicoidal obtenido deberd tener la capacidad de
cambiar su postura conforme las condiciones (puntos inicial y final) de la tarea cambien.

El arreglo del manipulador que se obtenga podrd generar movimientos iguales que el
mecanismo de tormillo rigido, es decir, tendrd la capacidad de generar un movimiento

cuya trayectoria que se genere en el efector final (pinza) sea en forma de hélice.

Es necesario indicar que el movimiento helicoidal generado no es lo importante. Lo que
importa es tomar la pieza en una posicién y orientacién iniciales y dejarla en una posicién
y orientacién finales. El movimiento helicoidal, es el resultado de tratar de resolver el
problema del transporte de una pieza de trabajo mediante el principio del Tornillo de

Rodrigues.
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Establecimiento de Hipdtesis

El robot manipulador helicoidal PPSP, basado en el principio del Tornillo de Ro-
drigues, debera ser capaz de transportar piezas de trabajo adaptando su postura

conforme a las posiciones iniciales y finales de la tarea.

Debe existir un operador lineal parametrizado en [uncién del tiempo, capaz de
transformar cualquier vector de posicién conforme a un movimiento de tornillo, en

el que se basa el diseno del manipulador PPSP.

El arreglo PPSP deberd proporcionar los cuatro parameltros de tornillo de acuerdo

a la formulacién del desplazamiento general de Tornillo de Rodrigues.
Estas hipétesis pueden ser probadas contestando las preguntas siguientes:

{Cuéles son las ecuaciones de las variables de articulacién que le proporcionan al

robot manipulador helicoidal PPSP un movimiento general de tornillo?

¢Cudl es el operador lineal parametrizado en funcién del tiempo que contiene la
informacién del movimiento general de tomillo y es capaz de proporcionarle al

manipulador helicoidal PPSP una trayectoria en forma de hélice?

VII



Nomenclatura

Definiciones

PPSP Arquitectura del manipulador helicoidal:
Prismético-Prismético-Esférico-Prismatico.

PPRRRP Arquitectura del manipulador helicoidal equivalente a PPSP:
Prismético-Prismético-Rotacional-Rotacional-Rotacional-Prismético.

RPSP Arquitectura del manipulador helicoidal:
Rotacional-Prismético-Esférico-Prismaltico.

SPRP Arquitectura del manipulador helicoidal:
Esférico-Prismatico-Rotacional-Prismético.

RRSP Arquitectura del manipulador helicoidal:
Rotacional-Rotacional-Esférico-Prismatico.

Escalares

NE Numero de eslabones

NA Nimero de articulaciones.

Lp Longitud del brazo del robot manipulador

OBJ Punto perteneciente a la pieza de trabajo donde el manipulador la toma.
P; Punto perteneciente a la pieza de trabajo, donde i = 1,2 para la

posicién inicial y final respectivamente.

Q: Punto perteneciente a la pieza de trabajo, donde i = 1,2 para la
posicién inicial y final respectivamente.

R; I"'mto perteneciente a la pieza de trabajo, donde i = 1,2 para la

posicién inicial y final respectivamente.

VIII



E Punto central de la articulacién esférica cuando el sexto eje del mani-
pulador PPSP llega a ser coincidente con el eje del tornillo.

E’ Punto central de la articulacién esférica cuando el manipulador toma la
pieza de trabajo.

C Punto de interseccién entre la 1iltima articulacién prismética y el sexto
eje, antes de tomar la pieza.

C’ Punto de interseccién entre la dltima articulacién prismatica y el sexto
eje, después de tomar la pieza.

M Punto operacional del efector final cuando el sexto eje coincide con el
eje del tornillo.

M’ Punto operacional del efector final cuando el manipulador toma la
pieza de trabajo.

EE’ Linea definida por los puntos E y E'.

S, Punto donde el eje € corta el plano formado por los vectores

So Punto ubicado sobre el eje € diferante a S,,.

Utornitio (!) Pardmetro en funcién del tiempo y varia desde cero correspondiente a
t = 0 ,hasta uno,correspondiente a ¢t = 1y

*p(t) Polinomio de quinto grado que define el perfil geométrico de la
trayectora

*v(t) Perfil de velocidad para un polinomio de quinto grado.

*a(t) Perfil de aceleracién para un polinomio de quinto grado.

*ag Coeficientes del polinomio de quinto grado.

p(t) Polinomio de octavo grado que define el perfil geométrico de la
trayectoria

v (t) Perfil de velocidad para un polinomio de octavo grado.

a(t) Perfil de aceleracién para un polinomio de octavo grado.

ap Coeficientes del polinomio de octavo grado.

iy Tiempo al fin de recorrido en el perfil de trayectoria.

IX



dt Distancia total de reccorrido.

indice_m Escalar que controla la curva del perfil de trayectoria gobernada por un
polinomio de grado 8.

d; Variables articulares prismaticas, correspondientes a la primera,
segunda y sexta articulaciones.

0; Variables articulares rotacionales, correspondientes a la tercera,
cuarta y quinta articulaciones.

d Traslacitn 8 lo largo dd eje ded bamillo
@ Angulo de rotacién del desplazamiento alrededor del eje del tornillo
3 Angulo existente entre los vectores °P;y y °S, .
v Angulo existente entre los vectores 8 y "Popy k-
) A:ngu.lo existente entre los vectores of)OBJ/'C y Ol?'E:/E.
Matrices
I3 Matriz Identidad 3 x 3
“R Describe la orientacién del sistema de referencia {w}
respecto de {u}.
T Matriz de transformacién homogénea de dimensién 4 x 4 que define la
relacién de {w} respecto de {u}.
oy, Matziz de inercia de los eslabones § =1,2,3.4.5 y 6.
Mg, Matriz antisimétrica del vector Xp.
Mo . Matriz antisimétrica del vector °S | 5.

Rot (x,e) Descripcién de la orientacién representada por la formulacién de Gibbs
en funcién de un eje de giro,*, y un dngulo de giro,e.

Vectores
Py Vector de posicién del centro de la articulacién esférica respecto de
{0}.
Q_

) Vector unitario normal al plano (°§ L8 —6) ’

.L(B§J__“.“ '6
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Eje del tornillo
Vector de posicién que define el punto geométrico donde pasa el
eje del tormllo
Vector unitario coincidente en la interseccién de los planos
(815 -8) ¥ (30— %)-
Vector que describe la posicién del efector final referido a {0} .
Vector diferencia entre los vectores “Pop; y "Pp.
Vector diferencia entre los vectores “Pogs y hl
Vector que describe la posicién del punto C referido al sistema de
referencia {0} .
Vector que describe la posicién del punto C’' referido al sistema de
referencia {0} .
Vector diferencia entre los vectores P v *Pg.
Vector unitario coincidente en la interseccién de los planos
(€="Poss,c) y (Yo — ).
Vector unitario normal al plano (€ —° ﬁOBJ‘/C).

Vector que describe la posicién del punto E’ referido a {0} .
Vector resultante de la proyeccién del vector € en la direccién Xg.
Vector resultante de la proyeccién del vector ¥4 en la direccién X,.
Vector de posicién del punto P; relativos a S,,.

Vector de posicién del punto P relativos a S,,.

Vector de posicién del punto P, relativos a Sy.

Vector de posicién del punto P73 relativos a Sg.

Vector de posicién del punto S, relativos a S.

Vector de posicién del punto P relativos a {0} .

Vector de posicién del punto P, " relativos a {0} .

Vector de posicién del punto Sy relativo a {0} .

Vector de traslacién que lleva el punto Pj a la posicién Ps.
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Vector de posicién del punto P; referido a {0} ,donde i = 1,2 para la
posicién inicial y final respectivamente.

Vector de posicién del punto Q; referido a {0} ,donde i = 1,2 para la
posicién inicial y final respectivamente.

Vector de posicién del punto R; referido a {0} ,donde i = 1,2 para la
posicién inicial y final respectivamente.

Vector de posicién del sistema de referencia {B} referido a {A}.
Vector de posicién del punto P, referido al sistema de referencia {B} .
Vector de posicién del punto P referido al sistema de referencia {B} .
Vector de posicién del punto P, referido al sistema de referencia {B} .
Vector de velocidad angular del eslabén w medido en el sistema de
referencia {u}.

Vector de aceleracién angular del eslabén w medido en el sistema de
referencia {u}.

Vector de aceleracién lineal del eslabén w medido en el sistema de
referencia {u} .

Vector de aceleracién lineal del centro de gravedad del eslabén w
medido en el sistema de referencia {u}.

Vector de fuerza debido al movimiento dindmico del eslabén w
medido en el sistema de referencia {u}.

Vector de momento angular debido al movimiento dindmico del eslabén
w medido en el sistema de referencia {u} .

Vector de fuerzas resultantes que actiian en el eslabén w medido en el
sistema de referencia {u} .

Vector de momento angular resultante en el eslabén w medido en el
sistema de referencia {u}.

Par aplicado en una articulacién rotacional i.

Fuerza aplicada en una articulacién prismatica i.
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Tornitio (*,€, 0,481 5, d) : ® — R° Transformacién de tornillo. Operador lineal
capaz de transformar a cualquier vector de posicién conforme a el movimiento tornillo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El hombre desde su aparicién sobre la faz de la tierra ha dedicado mucho trabajo
para el desarrollo de dispositivos y estructuras que le ayuden en el aprovechamiento
de los recursos naturales. Es asi como crea la Tecnologia, la cual tiene como objetivo
potenciar la fuerza de trabajo humano, para controlar los fenémenos de la naturaleza.

Aquellos hombres, "nuestros ancestros", fueron los predecesores del ingeniero de la
era moderna, marcando una diferencia significativa entre ellos y nosotros, el conocimiento
acumulado desde principios de la humanidad hasta nuestros dias. Los ingenieros de la
antigiiedad tenian como impedimento para la realizacién de sus disenos, el no tener
el conocimiento acerca de las ciencias. Pero esta situacién ha cambiado, debido a que el
conocimiento cientifico ha evolucionado con una inmensa acumulacién de informacién. El
conocimiento humano de la estructura de la materia, los fenémenos electromagnéticos, los
elementos quimicos y sus relaciones, las leyes del movimiento, los procesos de transmisién
de energia y muchos otros aspectos del mundo fisico, ha aumentado. En el siglo XIX los
ingenieros aprovecharon este ctimulo de conocimientos, para la resolucién de los problemas
practicos de la humanidad. Debido al empleo de los principios cientificos para abordar
los problemas, la ingenieria antigua evolucioné hasta su forma moderna.

1



Actualmente es casi inconcebible considerar nuestras vidas, sin la influencia de la
ingenieria.

La manufactura y la ingenieria forman juntas una gran actividad econémica y pro-
porcionan las bases para nuestra prosperidad. La competencia industrial ha crecido en
todo el mundo, debido a la desaparicién gradual de barreras internacionales. Es necesario
hacer notar que los fabricantes que manufacturan un producto con alta calidad y a un
bajo costo se ven beneficiados por la preferencia de los clientes y a la larga tendrdan una
gran influencia dentro del mercado al que pertenece dicho producto. Pero para poder
reducir los costos es necesario ser eficientes y productivos.

En la manufactura, para aumentar la productividad y producir con calidad uniforme
que nos permitan competir con empresas a nivel mundial, es necesario pensar en la
automatizacién. Muchos de los productos actuales son de gran complejidad y sofisticacién
y el operar con tecnologia obsoleta, dificilmente nos puede llevar a competir a nivel
internacional.

Esto nos obliga al perfeccionamiento de los sistemas de manufactura, teniendo como
objetivo obtener productos de alta funcionalidad y fiabilidad a un bajo costo y en muy
corto tiempo.

Estos sistemas de manufactura modernos cuentan con robots manipuladores, que
dotan junto con la integracién de otros dispositivos a una linea de produccién de flexi-
bilidad.

Existe una gran variedad de tareas en donde son utilizados los robots, tales como
manejo de material, soldadura por arco y de punto, montajes de piezas, pintura al spray,
carga y descarga de mdquinas controladas numéricamente, exploraciones espaciales y
submarinas, investigacién de brazos protésicos y en el manejo de materiales peligrosos
[1].

Esta tesis se enfoca, en el estudio de un robot aplicado a la transferencia de materiales,
el cual tiene como objetivo mover un objeto de un sitio (posicién y orientacién) a otro

diferente a través de una trayectoria en forma de hélice, en donde para el caso méas simple,



la posicién y orientacién entre estos dos lugares no son importantes. Cuando los robots
son utilizados para este tipo de aplicaciones se les suelen llamar robots para tareas “pick-
and-place”, debido a que el robot manipulador inicamente toma un objeto a partir de
un lugar y lo coloca en otro.

Para poder determinar el movimiento al que ha sido sometida una pieza de trabajo es
necesario, considerar cierto mimero de puntos en ella. El niimero de puntos a considerar
depende del tipo de movimiento que se desea estudiar.

La férmula de Rodrigues para un desplazamiento general de tornillo, nos proporciona
cuatro pardmetros necesarios para efectuar un movimiento de tornillo a través de una
trayectoria en forma de hélice en términos de las condiciones (posicién y orientacién)
inicial y final de una pieza de trabajo [2]. Estos pardmetros se pueden determinar a
partir de seis coordenadas independientes, o la posicién de tres puntos no colineales
pertenecientes al objeto.

Existen algunos mecanismos fijos basados en un tornillo, capaces de efectuar la ope-
racién mencionada pero, con respecto a su naturaleza inflexible, ellos ejecutan siempre
la misma tarea tantas veces como sea requerido. Debido a esto, cuando las condiciones
de operacién cambian, se vuelve necesario sustituir por completo todo el mecanismo. Un
mecanismo es una combinacién de materiales resistentes cuyas partes tienen movimiento
relativo rigido [3].

Una de las principales caracteristicas de un sistema robético reside en su capacidad de
adaptacién, es decir, tienen la capacidad de cambiar su postura conforme a las condiciones
actuales en curso. A partir de esta idea en mente, la biisqueda se enfoca en encontrar un
manipulador flexible, capaz de cumplir con dicho movimiento basdndose en un tornillo.

Un robot, de acuerdo a The Robot Institute of America (RIA) es [1],[4]:

“Un manipulador multifuncional y reprogramable diseriado para mover materiales,
partes, herramientas, o dispositivos especiales, a través de movimientos variables progra-
mados para la ejecucion de una variedad de tareas”.

La mayoria de los movimientos que se dan en los mecanismos son: el movimiento



coplanario, movimiento rectilineo, movimiento helicoidal y movimiento esférico [3].

El movimiento helicoidal es ejecutado cuando un cuerpo gira alrededor de su eje y
al mismo tiempo se mueve paralelamente a este. Cualquier punto en un cuerpo con este
tipo de movimiento describe una curva llamada hélice [3].

Aunque, existen algunos manipuladores bien conocidos, cuyos arreglos cineméticos
son capaces de desempenar la trayectoria en forma de hélice; esta tesis se enfoca en la
mvestigacién de un manipulador cuyo arreglo de eslabones y pares cinematicos sea lo
més parecido para poder desempenar el movimiento deseado. El concepto de “parecido”
significa que el manipulador ficilmente deberd adquirir la capacidad de un auténtico
tornillo suministrando un movimiento de transmisién.

El mimero de grados de libertad que posee un robot, depende del tipo de tarea a
realizar y seis grados es el mimero minimo de grados que se requieren para poder dotar al
manipulador propuesto de una flexibilidad adecuada, es decir, que sea capaz de orientar y
posicionar el eslabonamiento de tornillo conforme cambien las posiciones (inicial y final)
en las que se toma la pieza de trabajo y se deja.

El disenio del sistema robético propuesto para cumplir con la trayectoria helicoidal,
presenta una configuracién del tipo PPSP y es mostrado en la figura (1.1).
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Fig. (1.1). Robot manipulador helicoidal PPSP

El robot manipulador helicoidal PPSP presentado, satisface los requerimientos men-
cionados debido a su capacidad de proporcionar los cuatro pardmetros necesarios para
cumplir con dicho movimiento [2],[5],[6], estos pardmetros son:

1) El 4ngulo de rotacién del desplazamiento alrededor del eje del tornillo ().
2) El eje del tornillo (€).

3) La traslacién a lo largo del eje del tornillo (d).



4) El vector de posicién que define el punto geométrico por donde pasa el eje del
tornillo (§ 18)-

El manipulador helicoidal PPSP posee tres articulaciones prisméticas y otra més que
provee un movimiento esférico. Por lo general es commin disenar manipuladores que tienen
articulaciones esféricas, mediante tres articulaciones de rotacién, donde los ejes de éstas
se intersectan en el punto central de la esfera [4], de esta manera, el arreglo PPSP se
convierte en el arreglo PPRRRP, como se muestra en la figura (1.1).

1.2. Organizacién de la tesis

En el Capitulo 2 se muestra como estd constituido el sistema mecénico del robot
manipulador helicoidal PPSP y las caracteristicas de cada uno de sus eslabones. Las
ecuaciones de la cinemética directa, obtenidas a partir del método de Denavit y Harten-
berg son mostradas. En este capitulo también se resuelve el problema de la cinemdtica
inversa, exhibiendo las ecuaciones de cada una de las vanables de las articulaciones en
términos de las coordenadas operacionales.

En el Capitulo 3 se efectiia el andlisis dindmico del manipulador, determinando las
ecuaciones de movimiento a partir de la formulacién recursiva de Newton-Euler.

En el Capitulo 4 se muestra la formulacién del Tornillo de Rodrigues para el des-
plazamiento general de tornillo. También se obtiene una transformacién que contiene la
informacién del movimiento de tornillo, con la cual el robot puede generar con su érgano
terminal, el lugar geométrico helicoidal. Ademds, se muestran el perfil de trayectoria
de octavo grado empleado para suavizar el movimiento del robot manipulador, cuando
ejecuta la trayectoria en forma de hélice.

En el Capitulo 5 son empleadas las ecuaciones obtenidas en los capitulos 2, 3 y 4 para
realizar una simulacién del manipulador cuando transporta una pieza de trabajo con su
6rgano terminal, desde una posicién inicial P; hasta una posicién final P, a través de
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una trayectoria en forma de hélice. Se presentan las grédficas de la posicién, velocidad

y aceleracién para cada una de las variables articulares. Por iltimo, se presentan las
gréaficas de la evolucién dindmica correspondientes para cada articulacién.

En el Capitulo 6 finalmente se presentan las conclusiones obtenidas en este trabajo.

1.3. Revisiéon Bibliogréafica

A partir de la definicién del problema presentada anteriormente, se encontraron al-

gunos trabajos referentes al tema tratado [6],[7],[8]. A continuacién se presenta una breve

descripcién de estos:

i

Kim, Byungmoon and Rossignac, Jarek. Collision Prediction for Polyhedra
under Screw Motions. GVU Center and College of Computing. Georgia Institute
of Technology. June 16-20,2003. Seattle, Washington, USA.

Este trabajo, trata acerca de la prediccién de choques de cuerpos rigidos, que se
someten a un movimiento de tornillo. Se obtienen expresiones en forma cerrada para
la trayectoria de un punto sometido a movimientos de tornillo, las cuales sirven
para predecir el instante del choque y el punto de contacto entre dos poliedros,
cuyo movimiento relativo se aproxima por uno o varios segmentos de movimiento

de tornillo.

Lee, Eric and Mavroidis, C. Rigid Body Displacement Analysis Using The
Method of Loci and Its Application in the Direct Kinematics of Hybrid
Serial-Parallel Mechanisms. Tenth World Congress on the Theory of Machine
and Mechanisms. June 20-24, 1999. Oulu, Finland.

En este trabajo, se resuelve el problema del desplazamiento de un cuerpo rigido
para dos posiciones, cuando son impuestas seis restricciones entre las posiciones
inicial y final del cuerpo. Busca obtener los pardmetros del Tornillo de Rodrigues
para el desplazamiento de cuerpo rigido estudiando dos conjuntos de restricciones:
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a) Se especifican, la distancia de traslacién de un punto y la posicién final de otros

dos puntos.

b) La distancia de traslacién de tres puntos y la posicién final de otro punto
perteneciente al cuerpo rigido, son dadas.

El primer conjunto de restricciones, corresponde a resolver el problema de la cine-
madtica directa de un mecanismo con tres piernas, una de las cuales estd compuesta
de un actuador prismatico y las otras dos son cadenas seriales con tres grados de
libertad. Para el segundo conjunto de restricciones, se busca resolver la cinemética
directa de un mecanismo con cuatro piernas, tres de ellas compuestas por actuadores
prismaticos y la tltima de una cadena serial de tres grados de libertad. Un nuevo
método llamado “method of loci” se emplea para encontrar las ecuaciones de la
cinemética directa, para mecanismos espaciales hibridos (paralelo-serial), cuando

se conocen algunas posiciones pertenecientes al cuerpo rigido.

3. Mavroidis, C. Completely Specified Displacements of a Rigid Body and
Their Application in the Direct Kinematics of In-Parallel Mechanisms.
ASME Design Technical Conferences. 1998. Atlanta, GA.

En este trabajo, se resuelve el problema de determinar los pardmetros del Tornillo
de Rodrigues, cuando las distancias de traslacién de seis puntos pertenecientes a
un cuerpo rigido son dadas.

1.4. Estado del arte

El robot manipulador PPSP no es el tinico robot que proporciona un arreglo de tornillo
flexible, capaz de cumplir con un movimiento helicoidal. La biisqueda nos ha llevado a
encontrar adicionalmente otros tres tipos particulares de cadenas cinemaéticas espaciales,



que son capaces de efectuar movimientos en forma de hélice. Estos arreglos son el RPSP,
SPRP y el RRSP. Los robots RPSP y el SPRP se muestran en la figura (1.2) y (1.3)
respectivamente.

Fig. (1.2) . Robot manipulador helicoidal RPSP



Efector-Final

Fig. (1.3) . Robot manipulador helicoidal SPRP

Estas arquitecturas mecdnicas espaciales, también fueron disefiadas inspirdndose en
la formulacién de Rodrigues para un desplazamiento general de tornillo, por lo que, cada
uno de ellos, proporcionan también los cuatro pardmetros necesarios para poder realizar
una trayectoria en forma de hélice, en términos de las condiciones inicial y final de una
pieza de trabajo [2].

Cada uno de estos manipuladores posee una cinemdtica inversa particular,
pero para cubrir los objetivos de esta tesis, \inicamente se reporta el andlisis
cinematico del manipulador PPSP.
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Parte de las investigaciones realizadas con respecto a este tema se han publicado

en congresos internacionales [9],[10],[11],[12]. A continuacién se presentan las referencias

acerca de estos:

1.

Judrez Campos, Ignacio; Oracio Garcia, Lara y Judrez Campos, Beatriz. The In-
verse Kinematics of The RPSP Screw-Based Robot Manipulator. The 4*
International Conference on the Advanced Mechatronics (ICAM' 04). October 3-5,
2004. Asahikawa, Japan. pp 143-148.

Judrez Campos, Ignacio, Oracio Garcia, Lara y Judrez Campos, Beatriz. Trajec-
tory Planning for the PPSP Helicoidal Robot Manipulator. Internacional
Symposium on Robotics and Automation 2004. August 25-27, 2004. Querétaro,
México. pp 287-294.

Judrez Campos, Ignacio; Judrez Campos, Beatriz; Garcia Lara, Oracio y Ramirez
Méndez, Margarita. The Inverse Kinematics of The PPSP Helicoidal Robot
Manipulator. Proceedings of the Tenth IASTED Internacional Conference on
Robotics and Applications. August 23-25,2004. Honolulu, Hawaii, USA. pp 22-27.

Judrez Campos, Ignacio; Oracio Garcia, Lara y Judrez Campos, Beatriz. The In-
verse Kinematics of The SPRP Screw-Based Manipulator. Proceedings of
the Tenth IASTED Internacional Conference on Robotics and Applications. August
23-25, 2004. Honolulu, Hawaii, USA. pp 34-40.
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Capitulo 2

Modelado Matematico

En este capitulo se presenta el estudio cinemético del manipulador helicoidal PPSP.
La cinemética se interesa por la descripcién analitica del movimiento espacial del robot
como una funcién del tiempo y por la descripcién espacial (posicién y orientacién) del
extremo final del robot con los valores que toman las coordenadas articulares [1].

El objetivo principal de nuestro manipulador, consiste en transportar a su érgano
terminal (Pinza) a un estado especifico para cumplir con su tarea, de tal forma que,
bajo ciertos estados de la cadena cinematica, el érgano terminal ejecute una trayectoria
helicoidal.

En esta bisqueda de cumplir con la tarea especificada, nos planteamos las siguientes

preguntas:

A1) ; Cuadl es la situacién del 6érgano terminal bajo algin estado conocido del manipu-
lador?, y por otra parte,

A2) ;Cuéles son los posibles estados del manipulador cuando se conoce el estado del
6rgano terminal?
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2.1. Descripcion de la arquitectura PPSP

El disefio mecédnico de un manipulador estd constituido por un conjunto de cuerpos
rigidos, los cuales estdn conectados por medio de juntas [4].

En esta tesis se enfoca la atencién hacia un manipulador cuyo arreglo de eslabones
y pares cinematicos sea lo més parecido para poder desempenar un movimiento general
de tornillo. El concepto de “parecido” significa que el manipulador facilmente deberd
adquirir la capacidad de un auténtico tornillo.

El mimero de grados de libertad que posee un robot, depende del tipo de tarea a
realizar [1],[4] y seis grados es el mimero minimo de grados que se requieren para poder
dotar al manipulador propuesto de una flexibilidad adecuada, es decir, que sea capaz
de orientar y posicionar el eslabonamiento de tornillo conforme cambien las posiciones
(inicial y final) en las que se tome la pieza de trabajo y se deje.

El diseno del sistema robético propuesto para cumplir con la trayectoria helicoidal,
presenta una configuracién del tipo PPSP y es mostrado en la figura (1.1).

El sistema mecéanico del manipulador helicoidal PPSP de este trabajo, posee tres ar-
ticulaciones prisméticas y otra més que provee un movimiento esférico. Es commin disefiar
manipuladores que tienen articulaciones esféricas, por medio de tres articulaciones de
rotacién, cuyos ejes se intersectan en el punto central de la esfera [4], de esta manera,
el arreglo PPSP puede cambiarse por el arreglo PPRRRP, como se muestra en la figura
(1.1).

El robot manipulador helicoidal PPSP presentado, satisface los requerimientos para
un movimiento general de tornillo de acuerdo con la formulacién de Rodrigues, debido
a su capacidad de proporcionar los cuatro pardmetros necesarios para cumplir con dicho
movimiento [2], [5], [6], estos pardmetros son:

1) El dngulo de rotacién del desplazamiento alrededor del eje del tornillo (i) .

2) El eje del tornillo (€).
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3) La traslacién a lo largo del eje del tornillo (d).

4) FEl vector de posicién que define el punto geométrico por donde pasa el eje del
tornillo (§ J_g).

El manipulador PPSP est4 constituido por tres eslabonamientos:

a) El primero sirve para posicionar al tornillo y estd formado por las dos primeras
articulaciones, las cuales son del tipo prismético (P1 — P2).

b) El segundo orienta al tornillo y esta formado por dos articulaciones rotacionales
(R3 — R4).

¢) Un tornillo tipico, rota alrededor de su eje de rotacién mientras experimenta un
desplazamiento lineal; de esta manera, el ltimo eslabonamiento correspondiente al
tornillo, se forma a partir de una articulacién rotacional y una prismética (R5 — P6).

En la figura (2.1) se puede apreciar los eslabonamientos.que constituyen al robot
manipulador PPSP.
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Fig. (2.1) . Eslabonamientos que constituyen al Robot manipulador helicoidal PPSP

En la figura (1.1) se presenta el manipulador PPRRRP para un proceso de movimiento
helicoidal. Este manipulador tiene 7 eslabones segin la regla de la Ec.(2.1) que establece
el mimero de eslabones (NE) que debe tener una cadena cinemética abierta respecto del
nimero de sus articulaciones (NA). El manipulador tiene 6 articulaciones de diferente
tipo segun se aprecia en la tabla (2.1).

NE=NA+1 (2.1)
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Articulacién B D e L G
P1 Prismética Estas dos articulaciones, sirven
P Prismatica para posicionar el manipulador
R3 Rotacional Estas dos articulaciones, sirven
: para orientar el manipulador, y
R4 Rotacional no cambian durante el movimiento
Proporciona el angulo de giro al
RS Rotacional eslabonamiento de tornillo del
manipulador
Proporciona el desplazamiento al
P6 Prismatica eslabonamiento de tornillo del
manipulador

Tabla 2.1. Caracteristicas de las articulaciones del manipulador PPSP.

Las dimensiones de los eslabones se eligieron de manera arbitraria y tan solo para ser

utilizarlas en la metodologia que caracteriza al movimiento de tornillo.
En la tabla (2.2) se presenta la masa y el material elegido para cada uno de los

eslabones moéviles.

1 Aluminio 0.67 kg
2 Aluminio 0.13 kg
3 Aluminio 0.1 kg
4 Aluminio 0.02 kg
5 Aluminio 0.48 kg
6 Aluminio 0.36 kg

16
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Los tensores de inercia de cada uno de los eslabones, respecto del sistema de referencia

coincidente con el centro de gravedad, se muestra a continuacién:

5650.57 0 0
L = 0 109.22 0 kg mm?
0 0  5623.35

5893 0 0 )
Py = 0 3346 0 kg mm
0 0 59.12 )

3453 0 0 )
My = 0 3374 0 |kgmm
0 0 14.02 )

205 0 0
ALy = 0 118 0 |kgmm?
0 0 287
2098.3 0 0
By = 0 29983 0 kg mm
0 0 5457
67.59 0 0
M= 0 71377 0 kg mm
0 0  698.27

Los centros de gravedad de cada eslabén se muestran a continuacién:

1Pc1 =

155 | mm
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(2.3)

(2.4)

(25)

(2.6)

(2.7)

(2.8)



( 18.36 ] (2.9)
3Py = (2.10)
1537
P, = ( ] (2.11)
5P = (2.12)
121.3
—73.66
Pu= mm (2.13)

2.2. Cinematica Directa

Para poder dar respuesta a la primera pregunta planteada (A1) en la introduccién
de este capitulo, se emplea la cinematica directa. La cual consiste en calcular la posicién
y orientacién del érgano terminal, con respecto a un sistema de referencia fijo, conocidos

los valores de las articulaciones y los parametros geométricos de los elementos del robot

[1], [4], [13].
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Es decir, consiste en encontrar una funcién de la siguiente forma:

X=F(@©) € R"

Donde X representa el espacio operacional del manipulador, es decir, condiciones de
posicionamiento y orientacién del organo terminal, por lo tanto, n serian los elementos
independientes de X.

Por otro lado, © representa el vector de variables articulares del manipulador o espacio
articular.

2.2.1. Descripcién Espacial

Debido a que los eslabones del manipulador pueden rotar y trasladarse, es necesario
poder calcular el desplazamiento espacial total del érgano terminal con respecto a un
sistema de referencia fijo.

Este se obtiene a través del método de representacién de Denavit y Hartenberg, de
asignacién de sistemas de referencia, el cual toma en cuenta el estado particular de cada
eslabén y la relacién entre ellos, que son los datos [1], [4], [13].

Este método utiliza matrices de transformacién homogénea de dimensién (4 x 4) para
obtener la descripcién espacial entre sistemas de referencia. Estas matrices contienen
informacién acerca de la posicién y orientacién [13].

La cadena cinematica completa estd constituida por un eslabén fijo y seis cuerpos
moviles, asi, los sistemas de referencia {0} a {6} corresponden a estos eslabones, para
el 6rgano terminal corresponde el sistema de referencia {7}, esto se muestra en la figura
(2.2).
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Fig. (2.2). Descripcién espacial de cada uno de los eslabones del manipulador.

Los pardmetros del manipulador helicoidal PPSP, obtenidos mediante el método de

Denavit-Hartenberg se muestran en la tabla (2.3).

|l @iy || o5 || di || 6;
1 0 0° |dy| 0°
2 0 —90° | dy | —90°
3 0 —90° | d3 | 05
4 0 9° | 0 04
5 0 —-90° | O 0s
6 0 0° |dg| 0°
7 -Lg| o |0 o

Tabla 2.3. Pardmetros del manipulador helicoidal PPSP
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Donde d, ds, 03, 04,05 y dg representan a cada una de las variables de articulacién. Las
matrices de transformacién que definen la descripcién espacial de un sistema de referen-
cia con su anterior se muestran en las Fes.(2.14)-(2.20), las cuales fueron determinadas
usando los parametros de la tabla anterior.

(10
0 1
0 0
L0 0

0\

0
da

.

(2.14)

o = o ©

[0 1
00
10
\ 0 0

(2.15)

o O O
o

Co; —-50; 0
0 0 1
—-S0; —C03 0
0 0 0

iT = (2.16)

Coy —S6, 0 0
0 0 -10

3T = (2.17)
S0, COy 0 0

0 0 01

Cos —S6s 0 0
0 0 10

T = (2.18)
—S6s —C6s 0 0

0 0 01
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1000

. 010 0
0 0 1 dg
000 O
1 00 —Lg
010 O
L (2.20)
001 O
000 O

donde, S0; = Sin(6;) ,C0s = Cos(0;) y Lp representa la longitud del brazo del
manipulador.
Por lo tanto, el modelo directo viene dado por:

TE= ST ITITIT T L IT
Tomando la parte que define la posicién del 6rgano terminal se tiene:

ds + dgCy — LpC05506,
P =| dy+ dsS0,S0s + Lp(CO3505 + C0,C05505) (2.21)
dy — dgC0350, — Lp(CO3CH,C0s — S05503)

2.3. Cinematica Inversa

Para poder dar respuesta a la segunda pregunta planteada (A2) en la introduccién
de este capitulo, se resuelve el problema cinemético inverso. El principal propésito de
la cinemdtica inversa consiste en que las vanables de las articulaciones necesitan ser

expresadas en términos de las coordenadas operacionales [13|, [14]. En este caso, los
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pardametros del tornillo son las coordenadas mencionadas en términos de la condicién de
la pieza de trabajo.

En esta seccién se trata de obtener los valores de las variables articulares para que la
posicién y orientacién del érgano terminal ejecute una trayectoria en forma de hélice. El

modelo cinematico inverso se muestra a continuacion.

2.3.1. Obtencién de las variables articulares que sirven para

posicionar al eslabonamiento de tornillo del robot ma-

nipulador
Obtencién de la primera y segunda variables articulares

Para determinar las dos primeras variables articulares, es necesario determinar al
vector que sitiia el centro de la articulacién esférica. Para ello, se supone que el centro
de la articulacién esférica esta situada en el plano (Yo — Zo).

En la figura (2.3) se puede observar que el vector que determina el centro de la ar-
ticulacién esférica esta representado por °P g, también se muestran dos planos formados

por (*8.5—28) ¥ (Jo— 20).
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Fig. (2.3). Interseccién de los planos (°§ La— 6) y (¥o—12%0).

Se puede apreciar de la figura (2.3) que P es un vector que cae exactamente en la
interseccién de los planos (°§ le— 3) y (Yo — Zo). Por lo tanto, conociendo el vector
unitario coincidente con dicha interseccién se puede encontrar “Pz. A continuacién se

presenta el procedimiento para obtener el vector *Pp.

Paso 1. Normalizar el vector S ;.

T (222
© o fles.e
Paso 2. Determinacién del vector perpendicular o normal al plano °S, § — &.
v, (*81%) = ’S,:®@¢€ (2.23)
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Paso 3. Determinacién del vector perpendicular o normal al plano yo — Z.
Como se esta trabajando con una terna ortonormal derecha el vector perpendicular
al plano ¥ — Zo es,
Xo = Yo ® %o (2.24)

Paso 4. En la figura (2.4) se pueden observar la situacién de los vectores V', o5, , 4)
y Xp normales a los planos (°§ L8 —6) y (Yo — Zo) respectivamente. De acuerdo con
ésta el vector que coincide en la interseccién de los planos (°§L s —'é) y (Yo—%o), es
el vector Of’m. Asi el vector coincidente en la interseccién se describe por medio de la
Ec.(2.25).

b

Fig. (2.4). Situacién de los vectores \' 1(8,58) Y Xo normales a los planos (0§ 1Ls— 6)
¥ (¥o — Zo) respectivamente.



Piv=%8V (s, , 3 (2.25)

Paso 5. Al realizar el producto vectorial de dos vectores unitarios, no necesariamente
se obtiene como resultado un vector unitario. A partir de este hecho, se vuelve necesario

normalizar el vector coincidente con la interseccién de los planos.

Py = ——— (2.26)

Paso 6. Hasta este momento solo se cuenta con la direccién del vector 9?5, para
poder determinarlo por completo es necesario encontar su magnitud. Para ello deter-
minaremos el dngulo existente entre los vectores of,m y °§_,_ -

Fig. (2.5). Angulo existente entre B,y y og_j_ 3

De la figura (2.5) se observa el 4ngulo 8 formado entre los vectores °Pry y °S 5.
El 4ngulo [ se puede determinar a partir de la definicién del producto interno entre los

vectores "§J_ e OP,x es decir:
0§J_3 z Of’m = nogLa n Hof’m” 003(5)
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COS([S’) = ogj_ @ L of’IN (2.27)

Paso 6. Determinacién de 01’55-.
En la figura (2.5), se observa que la funcién trigonométrica que relaciona a los vectores
P v %S, ; es el coseno debido a esto:

Cos (8) = I°S
1P|
por lo tanto
- 98, =
HOPE” _ ”C(;BH (2.28)
pero de la Ec.(2.27), tenemos
Cos (B) = %3, s 7Py
- 5.
= 8,3
Pull = =———1— 2.29
[Pl = g e @29

Un vector se forma con una magnitud y una direccién, por lo que, para determinar

al vector P es necesario multiplicar a la magnitud ||°ﬁ E“ con el vector unitario °P;y:

i oS, 5 =
HDPEHDPIN: h" J'}“,._ B,y
(OSL a) Pin

por lo tanto

‘]_ a ~
oo | —Sel ) op,, (2:30)
(USJ_ s ) Py



La Fc.(2.30) se necesita dejarla en funcién de los pardmetros del Tornillo de Rodrigues,
para ello realizamos lo siguiente:

5 [°S . & Py

B, — T ) (ll"?mil)

() (e

[

(Fe)
("_1 Iogls'r)( s “ﬁm) 1P|

°S; s "”Fm "
o _ (18.al’ [Pu]]\ [ “Pun
" 0S. 5T P |°P ||

s _ (ISl o
T (0§L6 T 0Py P

La norma al cuadrado de un vector es igual al producto punto del vector consigo mismo,

P, =

de aqui que ”0§L 3”2 =05, .7 ogj_é‘:

. 05, .7 %S, -
P, = ( L ) P v (2.31)

)} (io OV, (s, —a)) (2.32)

Sustituyendo el vector V i definido por la Ec.(2.23) en la Ec.(2.32):

°8, 5 —8)’

s | (5975, o O
Fa= |:(0§_L3)T (ﬁ)@ (“31_8@6))} (xo®(Sle® )) (233)

De acuerdo con la Ec.(2.22) el vector 0g | = n—*—“nog 2. a partir de esto se obtiene:
s, 5
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Pr = 5s) (ﬁ,@ ”Z—gﬁ[m)) (ﬁo®(":§—i:”®é‘))
. (5.0)" (5.4
(813) (R®(*S.12@8))

Si hacemos Mz, = Xo®; Mog, . = °S, s® [4]; donde Mg, y Mog _ representan
matrices antisimétricas, en la Ec.(2.34) se tiene:

hsea@ (8.5 ©9)) (2.34)

P, = [ _ (OﬁL e)T (°S.3) ] (Mg, Mo, )& (2.35)
(°S.3) (Mx Mog, , @) a

Como se puede observar la Ec.(2.35), estd en funcién del eje de giro (€) y del vector de
posicién perpendicular al eje de giro (S 3), los cuales son dos de los cuatro pardmetros
del Tornillo de Rodrigues.

A manera de ilustracién se gener6 el siguiente ejemplo, para utilizar la ecuacién obteni-
da para el vector "Py.

Como se puede observar en la figura (2.6), €l eje del Tornillo de Rodrigues (€) coincide
con el centro de la articulacién esférica (E), por lo que, el vector °Pr debe ser ignal al

vector °S| 3, lo cual se comprueba empleando la Ec.(2.35).

£,

1]
S1e B ©,1.1)
o

Fig. (2.6). Posicién del eje € a partir de la base {0} .
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de la figura (2.6) observamos:

1T
§=[1 00

0 )
0§¢a= 1

0
[011} 1
- 1
OPE=‘
(00 0 0 =11 1

—
o
o
o

[011] 00 -1
| \0 1 0 -1 0 © 0

00 oY/ o0 -11\/1
00 -1 1 0 0|]o
010 )\-100)\o

0 0
— 2
GPE = (5) 1 1=11
il |

Por lo tanto se comprueba que ‘P = S =.
Asi, las dos primeras variables articulares se determinan de la siguiente manera:

& =P % (2.36)



dy = "Pg" ¥o (2.37)

Nota: Estas ecuaciones son vélidas dnicamente para el caso donde el centro de la
junta esférica cae en el centro del eje del Tornillo de Rodrigues (€). Estas variables
articulares determinan el centro de la articulacién esférica.

Para obtener las variables articulares para el caso en donde el eje de Tornillo de Ro-
drigues no es coincidente con el centro de la articulacién esférica, nos apoyamos de la
descripcién geométrica mostrada en la figura (2.7), de la cual, se observa que el manip-
ulador toma la pieza de trabajo en un punto llamado OBJ. Es importante observar que
los puntos P, Q, R y OBJ pertenecen a la pieza de trabajo. La Figura (2.7) muestra
los vectores involucrados y puntos pertenecientes al manipulador para el caso general,
donde:

E es el punto central de la articulacién esférica cuando el sexto eje del manipulador
PPSP llega a ser coincidente con el eje del tornillo.

E’ es el centro esférico cuando el manipulador toma la pieza de trabajo (en este
instante, los puntos M’ y OBJ llegan a ser el mismo punto).

C y C’ coinciden con la interseccién entre la tltima articulacién prismatica y el sexto
eje, antes de y después del momento de tomar el objeto.

M y M’ son los puntos operacionales del efector final, el primero es el punto cuando
el sexto eje coincide con el eje del tornillo y el segundo es el punto cuando el manipulador
toma la pieza de trabajo en el punto OBJ.

La Figura (2.7), muestra la trayectoria seguida por el punto esférico E' durante la
sujecién de la pieza. El manipulador entero (E’, C’, M’) necesita rotar ¢ alrededor del
eje del tornillo; al mismo tiempo, el punto C' se desplaza a lo largo del eje de la sexta
articulacién.
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Trayectoria Esférica

Fig.(2.7). Puntos pertenecientes al robot y a la pieza de trabajo.

A partir de la figura (2.7), se obtiene el vector que define la posicién del efector final
(6rgano terminal) con respecto al sistema de referencia {0}:

"Poss = "Pe+ "Poss ke (2.38)

*Poss e = "Poss— Pg (2.39)

Como se puede observar en la figura (2.7), se forma el tridngulo "C-E-OBJ". De
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dicho tridngulo se concluye:
h

I°Pos., &

h.} = COS ('7) Hoﬁog_j'/p;” (241)

Cos(y) = (2.40)

El d4ngulo v se puede determinar a partir de la definicién del producto interno entre

los vectores € y GﬁOBJ/E , €s decir:

e’ 0§OBJ/E = ||3|| Hoﬁos.}/ﬁ'“ Cos (’T)

ET OFOBJ/ E ET O?OBJ/ E
e — ek = — 2.42
%) = & Poss, e~ [Poss ] (242

Combinando la Fc.(2.42) con la Ec.(2.41) se obtiene la magnitud del vector %h;,

_ T 0D
hy=e POBJ’/E

debido a que h; estd situado sobre el eje de giro del Tornillo de Rodrigues, para
obtener el vector h; solamente multiplicamos la magnitud de este por la direccién e:

%h, = (&7 "Poss 5)€ (2.43)
De nuevo a partir del tridngulo "C-E-OBJ"de la figura (2.7):
U?OBJ/E = DE + O?OBJ/C

n?oBJ/c = B?-OBJ/E — %h, (2.44)

Sutituyendo la Fc.(2.39) en la ecuacién anterior, se tiene:
"Posssc = "Poss— Pe— "l

"Posssc = "Pops — ("Pe+ "hy) (2.45)
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Pero, *h; = (€7 °Pogs r)€
DﬁosJ/c = "Pops — (Ufg 0 g (ET (rlsOBJ/E) 5)
Ademés, “Pop., & = "Pops— Pk
Posssc = "Pops— ("Pe+ (€" ("Poss — “Pg))€)
Desarrollando las operaciones indicadas de la ecuacién anterior:
"Posssc = "Pops— ("Pe+ (€7 "Poss—¢" "Pg)e)

®Posssc = "Pops — (ﬂﬁE + (ET GE:)BJ) e— (ET oﬁs) 5)

Del hecho, de que la magnitud se puede cambiar de posicién sin alterar el resultado,
tenemos:

Popssoc = "Pops— ("Pe+& (" "Pogs) —€ (" °Pg))
"Ponssc = "Poss— (P +(€8") "Poss — (887) °P)
*Popssc = "Pops— "Pp— (€€") "Pops+ (€€") "Pg

Agrupando términos semejantes:
"Poss/c = (laes — (€ &))" Posy + (Jaua + (687)) Ps

Popssc= (Izes — € ET)DﬁOBJ — (Isz3 —€ €") "Pg
Pops c = (Iszs —€€") ("Pops — "Pg) (2.46)

Normalizando el vector *Pop; ¢ , se tiene:

op _ "Pos.,/c
OBJ/C = | (2.47)

|DﬁOBJ/C ||
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De la figura (2.7) se puede observar que:
Po= Pr+ Iy
Sustituyendo la Ec.(2.43) en la ecuacién anterior:
Pe= "Pe+ (ET oﬁOBJ/E) e
Pero, de la Ec.(2.39) Pogs g = "Pops— P
Pc = P+ (¢" ("Poss — "Pg)) e
Desarrollando las operaciones indicadas de la ecuacién anterior:

Oﬁc = Duﬁg -+ (’éT 0?03.; = BT O‘P”E) ‘é

Pc= "Pg+ (" "Poss)e— (" 'Px) e
Del hecho, de que la magnitud se puede cambiar de posicién sin alterar el resultado,
tenemos:
"By = %Py +8 (6" Pogy) — & (7 °Py)
"Bo = %Pp+ (687) Pons— (667) "Ps
%Py — (Pr— (687) “Pa) + (687) Pos
0B, = lea — 88 Pk (BF) Pony (2.48)
Con los vectores Oﬁog_j/c y %h; se forma un plano que corta al plano (Yo — Zo)-
Sucede que la interseccién de los planos coincide con el vector (Oﬁg: — G?E) , por lo

tanto, necesitamos encontrar dicha interseccién. Para esto primero necesitamos encontrar

al vector “Pg..



A partir de la figura (2.7):

05 05 05
Po = "Pops+ "PersoBg

oﬁc'/o&r = Lp (— OPOBJ’/‘C')

Poryops = —Lg of’osJ/c (2.49)

donde, Lg representa a la longitud del brazo del manipulador
Asi:
'Pc =° Pops — L%f’OBJ/C (2.50)

Observando la figura (2.7) el vector P también puede ser descrito como:

Po = Pe +° ﬁc'/c:
despejando de la ecuacién anterior a P ¢
Po o= Po— "Pc (2.51)
Sustitutyendo las Ecs.(2.48) y (2.50) en la Ec.(2.51) resulta:
Poiyc = (oﬁt')BJ’ — Lp 01308.!/0) — [Tz —€€") Pp+ (€€") "Popy]
desarrollando las operaciones indicadas:

T = o~ o~ '~ 0"—'
Porsc = "Poss— Lp "Popssc— (Tzz3 — € e’) "Pr - (e GT) Poss



Factorizando:
Cl_“Phc*/c = (13:;3 = ET) Pogs — (I3a:3 —@ ET)D?E — Lg °§OBJ/C
Poryc = (Isas — € €") ("Pops — “Pg) — Lp *Pogi,c (2.52)

Combinando las ecuaciones Ec.(2.47) y Ec.(2.52) obtenemos:

5 W = B
OPCr/c = (1333 —e eT) (GPOBJ = GPE) =T= (“ oﬁOBJ/C ”)
oBJ/C

Pero de la EC.(2.46) O?OBJ/G = (1333 - 6 ET) (OI_)OBJ - O_P"E)

0?c’/cr = (13:1:3 —€ ET) ( oﬁ(:DBJ - PE) =
Lp ~ AT\ (0D 0p
(” Pops o “) [( 323 — €€ ) ( OBJ E)]
Factorizando:

— L o _ -
t}Pc'/c: = [Isa,-s 3= (I—B) Is::s] (Iszs — € BT) (OPOBJ = OPE)

| “Poss,c ||
B | Lm0 Vo lesr— 8 & By~ ")
| “Possc ||
_ L —~ T T
Bojom (1o ) (luame8) (Poms— Be) 253
” Pogs/c ”

Por 1ltimo se necesita buscar al vector Df’Ef/E, el cual determina la interseccién de
los planos (3 - Of’OBJ/c) Y (Yo — 7o) -
El vector normal al plano (E - of’om/c) es:

-~

— 3 Op
- =e® Posisc
l(-- Popisc
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El producto cruz entre Xo y \' define al vector coincidente con la inter-

J—(""* of'OBJ/c)

seccién de los planos (E — Df’om/c) y (Yo — Zo)-

Pr/e=%00V (s 0pop,0) (2.54)
Asf, obtenemos la direccién del vector, °Pg /g, pero nos hace falta su magnitud.
Para ello nos referimos a la figura (2.7), donde a la linea EE' la trasladamos hasta

hacerla coincidente en C con E, de esta manera obtenemos un tridngulo formado por "C-

E'-C'"; y el interés de esto se centra en el 4ngulo entre los vectores of)OBJ/C y of)E-‘/E.

Este d4ngulo se denota por § y se determina de la siguiente manera:

Aplicando la definicién del producto punto entre "Poii scy y I JE:

Popssc T of’E'/E=n°f’osJ/c“ ||°f’E'/E|| Cos (9)

oisOBJ/cT of)E’/ g = Cos (9) (2.55)
A partir de la definicién del coseno, tenemos:

_ [I°Posd

O ]

(2.56)

Si se igualan la Ec.(2.55) con la Ec.(2.56), se puede obtener la magnitud del vector

OﬁE:/E:
P 2 Pe
Popssc Pey/E= H
despejando [Py k|| tenemos:
[°Per<||

_
Pg = — .
P ol = e —

Ahora, podemos construir el vector °P g /E, debido a que ya contamos con su mag-
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nitud y direccién :

Pp g = ”0?8"/8”0 f’f;'/s

Py g = — “"Fc:/cﬂ gﬁE’/E
Pops . "Pr/E
Sustituyendo la Ec.(2.54) en la ecuacién anterior:
oS
o5 _ IPorc|| 5
Prrm= o (%0 V. (o 0pony0))  (257)
OBJ/C (x@ L(e- Of*om/c))
De la figura (2.7) observamos que:
Pp = "Pp+ "Pp g (2.58)

La primer variable articular, tipo prismética, es encontrada mediante:

d = Py % (2.59)

La segunda variable articular, tipo prismdtica, es encontrada mediante:

dy= Py Fo (2.60)

A partir de la Ec.(2.59) y la Ec.(2.60) se determinan las dos primeras variables articu-
lares, para el caso general (cuando el centro de la articulacién esférica no coincide con el
eje del Tornillo de Rodrigues), las cuales como se mencioné con anterioridad sirven para
posicionar al eslabonamiento de tornillo del robot manipulador. Estas ecuaciones est4n
en funcién de los pardmetros del Tornillo de Rodrigues
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2.3.2. Obtencién de las variables articulares que sirven para

orientar al eslabonamiento de tornillo del robot manipu-

lador

Obtencién de la cuarta variable articular

La tercera (f3) y cuarta (f4) variable sirven para orientar al eslabonamiento de tor-
nillo del robot manipulador. En la figura (2.8) se muestran cuatro sistemas de referencia
para el instante donde 0, y 03 son iguales a cero, a saber, los sistemas de referencia {4}
y {3} pertenecen a la articulacién esférica, el {2} a la segunda articulacién prismética
y el sistema inercial se representa con {0}. Se supone que el centro de la articulacién
esférica esta situada en el plano (Yo — Zp), por ello coinciden en el mismo punto el centro
de la articulacién esférica y el origen del sistema de referencia {2}. Se indica el sistema
de referencia inercial {0}, para saber la orientacién que guardan con éste los sistemas de
referencia méviles.



Fig. (2.8). Situacién existente entre los sistemas referenciales {0}, {2}, {3}, {4} cuando
03 y 04 son iguales a cero.

Para determinar la cuarta variable articular, es necesario tomar en cuenta que el eje
de giro (€) del Tornillo de Rodrigues, esté definido de la siguiente manera:

e= ( & €& € )T (2.61)

y que el vector €, es un vector libre, el cual es colineal con ¥;.
Ast:
Ya=¢€ (2.62)

A partir de este hecho podemos encontrar la cuarta variable articular (6,) tipo rota-
cional, la cual rota alrededor del eje yo. El instante cuando 64 es variable y 63 igual a
cero se muestra en la figura (2.9).



Fig. (2.9).Situacién existente entre los sistemas referenciales {3} y {4} cuando 0, varia.

De acuerdo con la figura (2.9) 6, es el 4ngulo existente entre los vectores z3 y ¥4, pero
Z3 tiene la misma direccién que Xy, por lo que es posible determinar a 0y, de la siguiente

manera:

Proyz.e = [éﬁ.—io]ﬁoz(ﬁT Xo) Xo (2.63)
8 (X" o)
1
R R T
peroXxp= | 0 }’e=(ex € ez)
0
1
Proyz,e = (ez ey ez) 0 Xo
0
Proyz.e =e; Xo (2.64)



Calculando el producto punto entre los vectores € y Xp:
&7 %o = 6] Ioll Cos (62) = Cos (64) (2.65)
Combinando las ecuaciones (2.63) y (2.65) resulta:
Proysz,e = Cos (04) %o (2.66)

Igualando la Ec.(2.66) con la Ec.(2.64):

Cos(04) X, =¢, X,
De donde 04:
4 = Cos™ (e;) (2.67)

Por lo que es posible determinar a la variable articular 04 utilizando a la Ec.(2.67), la
cual esta en funcién del eje del Tornillo de Rodrigues.

Nota: De la Ec.(2.67) se puede deducir que la variable articular 0, permanece cons-
tante durante todo el movimiento del robot manipulador helicoidal PPSP.

Obtencién de la tercera variable articular

En la figura (2.10) se presenta la situacién existente entre el sistema de referencia {3}
y {0} una vez que 0, y 63 han variado. La tercera variable articular 03, tipo rotacional,
rota alrededor del eje Xp.



2,4

Fig. (2.10). Situacién existente entre los sistemas de referencia {3} y {0} una vez que 6,
y 63 han variado.

El 4ngulo existente entre los vectores unitarios X; y X3 queda determinado por 03,
como se puede verificar de la figura anterior este mismo dngulo se forma entre los vectores
unitarios €, y la proyeccién del vector € en el plano (Yo — Zo), asf, es posible determinar
a 03 de la siguiente manera:

Tan (65) = (?) (2.68)
despejando a 65:
03 = Tan™* (Z—") (2.69)

De este modo la variable articular 83 se determina con la Ec.(2.69). Es importante
observar que 63 permanece constante durante todo el movimiento, la cual esta en funcién
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del eje del Tornillo de Rodrigues.
Al igual que para determinar a la variable articular 64, 3 estd en funcién de los
términos del eje del Tornillo de Rodrigues €.

2.3.3. Obtencién de las variables articulares del eslabonamiento

de tornillo

Obtencién de la quinta variable articular

En la figura (2.11) se muestra la situacién existente entre los sistemas de referencia
{4} y {5} para el instante donde 65 no ha cambiado y es igual a cero, los cuales tienen
como punto comiin, el centro de la articulacién esférica.

Proy& »- Proyze

Fig. (2.11). Relacién existente entre los sistemas de referencia {4} y {5}.



La quinta variable articular, es del tipo rotacional y se representa por 5. Por defini-
cién, la variable articular @5, es el 4ngulo comprendido entre los vectores unitarios X; y
Xs, alrededor del eje 5, por lo que, se puede obtener 05, calculando el producto punto

entre dichos vectores:

%, T 9% =[] [°s]) Cos (05) (2.70)

las normas de ambos vectores son igual a uno, por lo que:

°%, T %5 = Cos (05) (2.71)

La variable articular 05, forma parte del eslabonamiento de tornillo, y le suministra
a éste, el movimiento de giro alrededor del eje del Tornillo de Rodrigues, el cual es
fundamental para cumplir con el movimiento deseado.

El vector ®Pop /¢ que se muestra en la figura (2.11), describe la direccién del tltimo
eslabén correspondiente al brazo del robot manipulador. Si a este vector se le traslada
con respecto al eje del tornillo del mampulador hasta hacerlo coincidir con el centro de la
articulacién esférica, se puede observar que, el vector ”ISOB J,c s paralelo al vector X5 y
de sentido contrario, manteniéndose de este modo, en todo momento durante la ejecucién
del movimiento helicoidal.

Lo anterior quiere decir que:
%% = — "Posssc (2.72)
Sustituyendo la Ec.(2.72) en la Ec.(2.71) y despejando 85 se tiene:

(024 T) (— of)oBJ/c) = COS (95)

05 = Cos™! [(oi,, 7 (— ﬂf’om/c)]



95 = 008_1 ("‘ Oi‘l x of)OBJ/C) (2.75)

Para poder encontrar @5, es necesario encontrar al vector X, medido en sistema de

referencia fijo {0} es decir:
=R ;R IR IR X

%2, = IR %, (2.76)

A partir de la cinemética directa se determina IR , la cudl establece que:

—
(=]
o

R —

o o
(=T
[ =)

010
IR=]10 0 1
100

[ co, —S6; 0
H= 0 0 1
\—393 —Cl; 0 )

[ co, —S6, 0 )
Rm=1 0 0 -1
\ 6. Co, 0 )

S0, CO, 0
R=| —S0,xC0, SO0;%x50, Cb,
093 * 064 —063 * 394 803
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De lo anterior resulta

S0, Co, 0 1
Re=| —S0,%C0, SO;%50, Cbs 0
093 * 094 —093 * 894 583 0

S84
°Ra=| —S0;%Cl, (27
093 * 004

Sustituyendo la Ec.(2.77) en la Ec.(2.75) se obtiene:

T

S04
05 =Cos™ |- | —86;+C8, of'oaJ/c
093 * 094

T -

-S04
05 = Cos™! S5 % CO, 01‘:\'cnw/c' (2.78)
_093 * 094

Es importante hacer notar, que la ecuacién obtenida para la variable articular s,
tinicamente orienta al eslabonamiento de tornillo del manipulador.

Por lo tanto, para poder imprimirle al eslabonamiento de tornillo del manipulador un
movimiento helicoidal , es necesario sumarle el valor del dngulo de giro phi en funcién
del tiempo, es decir, ¢ (t). Este d4ngulo se obtiene a partir de la formulacién del Tornillo
de Rodrigues. Asi la Ec.(2.78) se convierte en:

—8504
fs = Cos™? 505 x Cl, of'os.f/c +o(t) (2.79)
—Cl3 % Cl,
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De esta manera la Ec.(2.79) sirve para determinar a la quinta variable articular.

Obtencién de la sexta variable articular

La sexta variable articular, es del tipo prismaético y se representa por dg.
A partir de la figura (2.12) se obtiene la \ltima variable articular, como:

Fig. (2.12). Relacién existente entre los sistemas de referencia {4} y {5}.

ds = | Per — P (2.80)

donde, de las ecuaciones obtenidas con anterioridad se tiene, °P¢:

(157 (11 5Y 0n
PC’ = POBJ = LB POBJ/C
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“Pogs c = M
1*Pos

Posisc = (1333 -8 ET) (O—POBJ = DﬁE)

donde “Py de la figura (2.7)

Pr = Pg+ Py 5

o5 =[ (°§¢3)T (Og_i_a) ] (M Moz ),é
E ( §l G)T (Mxo Mong 6) Xo S.s

IPer/cl|

0 T <o .
Pogs,c (x @V, (s- °Poss,c)

G?E;/E = ) (i ® VL(G— OE'OBJ/ C))
Lg
| “Poss, c “
De este modo a partir de la Fc.(2.80) se determina la sexta variable articular, la cual
queda en funcién de los pardmetros del Tornillo de Rodrigues.

Oﬁcr/c - (1 ) (13:3 - 6 ’éT) ( O?OBJ == G?E)



Capitulo 3

Dinamica del Manipulador

3.1. Introduccién

La dindmica se ocupa de la relacién entre las fuerzas que actian sobre un cuerpo y
el movimiento que en él se origina. El modelo dindmico de un robot tiene como objetivo
generar la formulacién matemitica de las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones de
movimiento describen la conducta dindmica del manipulador. A partir de estas ecua-
ciones es posible realizar una simulacién por computadora del movimiento del robot,
diseno y evaluacién del control dindmico del robot y la evaluacién del diseno y estruc-
tura cinemdtica del robot. El problema de control consiste en obtener modelos dindmicos
del brazo del robot fisico y a continuacién especificar leyes o estrategias de control para
conseguir la respuesta y rendimiento deseado [1].

En este trabajo, se obtiene el modelo dindmico del robot manipulador, considerando
a cada uno de los eslabones del manipulador como cuerpos rigidos.

En este capitulo se resuelve el problema dindmico inverso del robot manipulador
helicoidal PPSP, el cual parte de que conocidos los desplazamientos, las velocidades y las
aceleraciones para cada una de las articulaciones se calculan los pares o fuerzas actuantes
en estas. Para resolver este problema existen dos métodos convencionales, a saber, las
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formulaciones de Euler-Lagrange y Newton-Euler. A partir de estas formulaciones es
posible obtener las ecuaciones dindmicas que describen el movimiento del robot y aunque
el camino que toman es totalmente diferente conducen exactamente al mismo resultado
[4].

De estas dos formulaciones se obtienen diferentes formas de describir la dindmica
de un manipulador, con el objeto de obtener modelos manejables por los sistemas de
célculo de una manera més eficiente, tales como las ecuaciones de Euler-Lagrange de
Uicker (1965), las ecuaciones recursivas de Lagrange de Hollerbach (1980), las ecuaciones
de Newton-Euler de Luh (1980) y las ecuaciones generalizadas d’Alembert y Lee (1983).
Aunque estas ecuaciones de movimiento son equivalentes en el sentido que describen la
conducta dindmica del mismo robot fisico, sus estructuras pueden diferir porque cada una
de ellas se obtienen por diversas razones y objetivos. En algunos casos para conseguir
célculos rdpidos en la evaluacién de los pares de las articulaciones, otras para facilitar el
an4lisis y la sintesis de control y otros para mejorar la simulacién en una computadora
del movimiento del robot [1].

La obtencién del modelo dindmico de un manipulador basado en la formulacién de
Euler-Lagrange, es un planteamiento simple y més sistemdtico que la formulacién de
Newton-Euler [1], [15]. Ademds proporcionan ecuaciones de estado explicitas para la
dindmica del robot y se pueden analizar y disenar estrategias de control avanzadas en el
espacio de las variables de articulacién [1]. La formulacién de Euler-Lagrange conduce a
ecuaciones finales bien estructuradas donde aparecen de manera clara los diversos pares
y fuerzas que intervienen en el movimiento [15].

Sin embargo la formulacién de Euler-Lagrange es dificil de utilizar con fines de control
en tiempo real a menos que se simplifiquen, ya que el cdlculo de las fuerzas y pares
aplicados son del orden de n*, donde n es el mimero de grados de libertad del brazo .

En la formulacién de Newton-Euler la caracteristica més importante para utilizarla
reside en el tiempo de célculo de las fuerzas y pares, ya que este es proporcional al mimero
de articulaciones del brazo e independiente de la configuracién del mismo.
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La ineficacia de la formulacién de Euler-Lagrange se debe en parte al uso de las
matrices homogéneas 4 X 4 que describen la cadena cinematica, mientras que la eficacia
de la formulacién de Newton-Euler se basa en su formulacién vectorial y en su naturaleza
recursiva [1].

En este trabajo se obtienen las ecuaciones de movimiento del manipulador empleando

la formulacién recursiva de Newton-Euler.

3.2. Formulacion recursiva de Newton-Euler

Las ecuaciones del movimiento dindmico para cada una de las articulaciones del robot
se obtienen en términos de pardametros geométricos e inerciales de los elementos. Las ecua-
ciones de movimiento, se obtienen a partir de la formulacién recursiva de Newton-Euler.
Este conjunto de ecuaciones recursivas hacia adelante y hacia atrds, se aplica secuencial-
mente a cada uno de los elementos del robot manipulador. La recursién hacia adelante
propaga la informacién cinemética (velocidades lineales y angulares, aceleraciones angu-
lares y lineales del centro de masa de cada elemento) desde el sistema coordenado de la
base, hasta el sistema de coordenadas del efector final. La recursién hacia atrds propaga
las fuerzas y momentos ejercidos sobre cada elemento desde el efector final del robot
manipulador hasta el sistema de referencia de la base [1].

3.2.1. Propagacién hacia adelante

Las ecuaciones recursivas de Newton-FEuler, para el proceso de recursién hacia adelante

se presenta a continuacién [13]:
La velocidad angular del eslabén i+1 estd dado por la Ec.(3.1):

Hlii= MR w; + 0,124 (3.1)
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La aceleracién angular del eslabén i1+1, si la articulacién es rotacional, viene dada
por la Ec.(3.2):

i+1w§+1 - ::+1R iu"i_]_ ::-I-IR iwi ®9‘H-1 §+]Ei+l +é‘f+l i-HEi-l—l (3_2)
Cuando la junta i+1 es prismética, la Ec.(3.2) se simplifica a:
i+

l(;J,H_] = ::+1R ih.J,' (3-3)

La aceleracién lineal del eslabén i+1, si su articulacién es rotacional, estd dada por
la Ec.(3.4):

- = §+1R ( " ® Pip+ fwi @ ( w; ® éPH—l) 7 i‘.ﬁ') (3.4)
Cuando la junta i+1 es prismética, la Ec.(3.4) se convierte a:

i = PR ( "W ® P+ 'wi ® ( "w; ® liP:i+1) + i"ﬂ') + (3-5)

2 ¥l ®dys B +din %
La aceleracién lineal del centro de gravedad del eslabén i+1, viene dado por la Ec.(3.6):
a1 = Mo ® MPap+ HMwin ® ( e ® 1i+1Pm’+1) + 0 (3.6)

La fuerza debida a la aceleracién del eslabén 141 (segunda ley de Newton), estd dada
por la Ec.(3.7):

P = mip T Ve (3.7)

El momento angular debido al movimiento rotacional del eslabén i+1, estd represen-
tado por la Ec.(3.8) siguiente:

i+lN€+1 — Ci+11i+1 £+1";"1'+1 + i+1wi+1 ® ﬁ+11i+1 ‘i+1w£+1 (3-8)
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Empleando las Ecs. (3.1 a 3.8) mostradas anteriormente para el proceso de recursién
hacia adelante, y variando 1 desde 0 hasta 5, tenemos:

Proceso para la velocidad angular “Hlw;,; :
Para i =0: (Articulacién tipo prismética )
1&11 = 'I)R 0(.00 -+ 91121

0
lwl = 0 (3.9)
0

Para i =1: (Articulacién tipo prismatica )
2(4’2 = %R lwl -+ 92262

0
QWQ = D (3.1 0)
0

Parai=2: (Articulacién tipo rotacional )

3 3 2 j 3o
w3 = 3R “wy + 05723

Swy=1 0 (3.11)

Parai=3: (Articulacién tipo rotacional )

4 ipy 3 § As
wy = R w3 +042,4
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T

COs —SO, 0 0 0
4y = 0 0 -1 0o |+ O
S8, CO, 0 05 b4
0350,
fwa=| 6500, (3.12)
04

Para i =4: (Articulacién tipo rotacional )

5&-’5 = iR 4(-04 + 95%5

T -
G0 —50; 0 0550, 0
Sy = 0 0 1 6,00, | +1| 0
—S0s —Cos 0 04 0

0350,C05 — 0,565
Pwy = | —0550,505 — 0,C05 (3.13)
05C04 + 05

Parai=5: (Articulacién tipo prismética )
Cwe = §R 50-'5 + 95656

0550,C05 — 0,565
we= | —0350,505— 0,CO5 (3.14)
05C64 + 05

6

Proceso para la aceleracién angular **d@;,; :

Parai=0: (Articulacién tipo prismatica)

1o = oR %y
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0
Ioy=1 0 (3.15)
0

Parai=1: (Articulacién tipo prismatica)
%oy = R 'dy
0
2s =10 (3.16)

0

Para i = 2: (Articulacién tipo rotacional)

3(4-’3= gR2(;J2+ 2R2W2®g33§3+é3 323

oy =1 0 (3.17)

Para i =3: (Articulacién tipo rotacional)

4- ey B dyy 3 b e o B
wy = 3R “ws+ 3R “w3®04 "24 + 04 “24

T
Co, —S6, 0O 0
foa=1| o0 0 -1 0 |+
S6, CoO, 0 05
Coy —S6, 0 ’ 0 —6; 0 0 0
0 0 -1 6 0 0 0o |+ o
S8, CO, 0 0 0 0 0, 6,
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0356,
toy=| 8500, (3.18)
04
Para i =4: (Articulacién tipo rotacional)

5, 5 4 - 5 4 (] ~ F;
Wy = 4R wy + 4R w4®955z5+955'£5

T

Cls —S0s 0 0350,
Wy = 0 0 1 05C0, |+
-S6; —Cos 0 0,
Cos —S6s 0 ! 0 —0, 0500, 0 0
0 0 1 04 0 —6350, 0 |+]| o
—-S8; —C8s 0 —0;C0, 0:50, 0 05 b5

0350,C05 — 04505 + 05C0,05C0s
%Wy = | —0350,505 — 0,C05 — 05C0,05505 (3.19)
6200, — 0350405 + 65

Para i =5: (Articulacién tipo prismética)
%6 = IR w5 =Isu3 *ws

0550,C05 — 0,505 + 0,C6,05C05
g = | —0550,505 — 0,C05 — 63C0405505 (3.20)
0200, — 0350405 + 05



Proceso para la aceleracién lineal vy, :

Para i =0: (Articulacién tipo prismatica)

Vi = g,R (GGJ0® P, + owg®(°wn® DPl) + “\‘rc) L

2w ® dl HPZ‘H] + 0?1 7

g 0
W= R (%) +di Bi=Tus | 0 |+]| 0
0 dy
g9
vi=1| 0 (3.21)
dy
Parai=1: (Articulacién tipo prismética)
2\72 — %R ( lh.-'] Q 1P2 + 1(.01 & ( 1w1 X 1P2) + 1\}1) +
22wy ®dy %% +da %%
T
010 g 0
W= R(V1)+d2 =0 0 1 o |+]| o
100 dy do
d,
a=| g (3.22)
dy

Parai=2: (Articulacién tipo rotacional)

Wi= R (%02 ® P+ 2we ® (Pwe ® ?P3) + V)
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T

Cl; —S03 0 d
g = 3R (*¥y) = 0 0 1 g
~S6; —C3 0 dy
dyC03 — dpS0s
s=| —dS03 — dyChs (3.23)
g

Para i =3: (Articulaci6én tipo rotacional)

Va= 3R (P ® *Pa+t ‘w3 @ (Pws® *Pa) + V)

0
donde*P, = | 0
0
: .
co, —S0, 0 d1C03 — dyS05
y=3R (Cvs)=| 0 0 -1 —d1S05 — dyCO5
S, CO, O g

094 (J] 093 -— d.25'93) + 8049
So=| —58, (31093 = 52393) + Clag (3.24)
d1S05+d,CO3

Para i =4: (Articulacién tipo rotacional)

5\.15 = gR ( 46:-14 X 41:’5 + 4&)4 ® ( 4(.&)4 X 4P5) -} 4‘}4)



0
donde “‘Ps=| 0

0
T 5 -
o5 —S05 0 €04 (1005 — dpS8s ) + Sbag
s=3R (W)=| 0 0 1 50, ((flco:, —32393) +Clyg
-80s —Co; 0 d1 505 + d,COs

Cos (094 (Jl()eg _ d",zsas) + 894g) — 505 (&'1393 2 cheg)
595 = | —S8s (034 (éfl Cos — &2393) + Se,,g) — OO (&1393 + &2093) (3.25)
56, (&‘1003 - Jgsas) + Clg

Para i =5: (Articulacién tipo prismética)

e = SR (w5 "Pe+ *ws® (w5 ® "Pg) + *Vs) +

2 Swe ®@6%+%6’iﬁ

( e 5PGg 50..252 + SP&‘ 5&)5” e 5P53 ((5w5z)2 -I- (5W5y)2) + \

5 Poy (wsy) (Cwsz) + °Pe. (Pwsz) (Cwsz) + 55z + 2 Cweyds

®Pe, Pwsz — °Pez Pwsy + °Por (Pwss) (Cwsy) —

\ ; e (3.26)
Poy ((Cwse)” + ()’ +° Poo (Pwss) Cvsy) +° sy — 2 Swads

\}6=

—5 P wsy +° Poy’wse +° Poy (Pwsz) (Pwsz) +° Poy (Pws:) (Cwsy) —

\ ®Pe, ((5‘*’59)2 + (5w5m)2) + S5, + dg )
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Proceso para la aceleracién lineal del centro de gravedad del eslabén 141,

Para i = 0:

Para i = 1:

Para i = 2:
g

(Articulacién tipo prismética)

Va=191® Pa+ w1 ® ('w1® 'Py)+ 'y

. le
Vaa= V1=

(Articulacién tipo prismética)

2\.702 = 2(4.}2 ® 2P,_-_2 + 2(02 ® ( 20)2 @ 2P02) + 2{’2

(Articulacién tipo rotacional)

3‘}(.3 = 3&:.’3 & 3Pc3 -+ 3&)3 &® ( 3&.’3 [v39) 3Pc3) - 3‘?3

[0 —d5 0) (31-"&
= | 8 0 0 3Pay | +
\0 0 0/ \*®Pa
[0 -6 0\ [0 —b5 0) [ 3Pa
05 0 0 0 0 0 3Pasy | + Vs
\0 0 o/\0o o0 o 3P.a:
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—03 3Py — 0y * 3Py + 0
3.

Vs =| 033Ps,—0, 3Pg,+ i, (3.29)
33
Para i =3: (Articulacién tipo rotacional)
Vo= M@ Pu+ wi® ("wi® Pot) + My
[0 —tw %o \ [ P
W = AT 0 — iy, “Puy |+
\ — Yy e 0 )\ *Pu
( 0 - 4{“)& 4014;; \ / 0 _ 4“-"4,; 4&343;
4(.042 0 - 4{.043 4&..'4; 0 = 40)4:;
\ — 4W4y Wyr 0 ) \ —— 4&)4!, Wz 0
/ P 4‘"4:.-
P |+ Yay
\ 4Pc4= 41}“
[ - Y4y YPoy + sy *Pese +* waywar Py —* Wy, 2 *Pozt \
4&1424&}424 Poé.z _4 w4z2 4 Pm +4 U&a:
4- 4 4. 4 4,, 24 4
4‘_’04 _ W4 Pm — Wiy Pm — Wy, Pg;qg - 4&)4;4&)4” Peaz+ (3‘30)

4

4 4 4
Wz w,,y Pm =

4. 4 4: 4
— “ay “Poar + “Waz “Poay —

wuz 4P04y +4 1)4!"

4{.:{1;:2 4P¢43 + 4w4z“w4z4pm—

4 24 4 4 4 4 -
\ w4y Podz"!’ Way Wy, Pc4y+ V4
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Para i = 4:

Ves =

Vs =

Parai=>5:

5

5

Wsg

(Articulacién tipo rotacional)

5‘}(5 = 5(:-’5 & 5P& + 5(1-’5 ® ( 50)'5 & 5Pc5) + 5‘}5

[0 —%0s Sws \ [ *Pse
Sws, 0 —Ows Py |+
{ — Swsy  Owse 0 \ P
[0 - Sws,  Swsy [ o0 - Sws, B
Sy 0 — Swe, S, 0 -
\ — Pwsy  Pwsy 0 \ — Pwsy,  Pwsy
( SP.. SV
Py | + | sy
\ 5P sz

= 5{:05, 5Pc59 -I- 5(;.)595})@ + 5&J5y5W5¢5P¢5y—

Wsy

5

5 25 5
2 %Pese + °wssws,” Pesy —° wg,” *Puse +° Uss

Wsz ®Pesy — s ® Pesz — Pws,? 5 Posy+

5

Wey *Pose + Pwisa Wiy "Posx — “weeT ®Posy + sy

- 5&)5!;5}305‘: -+ 5(;)&; 5P¢59 -5 w5f 5P05z+

\ 55&-’5.1:50-)5;5}3&):: _ 5W5y25Pdiz +5W5y5W535Pc5y s 5,053 )

(Articulacién tipo prismética)

Ve = W6 ® Py + ®ws ® (%ws ® Pes) + Vg

(3.31)



Ve

Vg =

\ﬁwszewﬁzspm_ swwz sPcﬁz+6w5y6wﬁzsPcsy 45 g, )

[0 —%us %0 \ [ °Ps
bog; 0 —Sug || OPg |+
\ — %oy %z 0 ) \ °Pa
[ 0 — Swe,  Cwey W ( 0 — Swe,  Swey
6 e 0 — S, B 0 — B
\ — bwg,  Swe, 0 ) \ — Swg,  Swe, 0
/613.:&.I|= ﬁvﬁa:
Pe |+ | 6
\ ﬁpcﬂz 61}&
[ %, OPgy + Siey OPgs 48 wey®wea Py — )

ﬁwﬁy 2 GPC&Z < ﬁwﬁzswﬁwspcﬁz _6 wﬁz2 GPdi'r _|_6 'vﬁc:

6 - -
Wez ®Pegr — Cge ®Posz — swsxz 6Pc6y+

ﬁwszﬁwsyﬁpm i ﬁw&swsgﬁpcﬁz — 8”632 s-Pcﬁvy +6 Uﬁg

_ edﬂ'ﬁy 6Pm+ GQ& GP@_sw&2 ﬁpdjz_l_

Proceso para las fuerzas debidas al movimiento, “H'F;,; :

Para i = 0:

(Articulacién tipo prismaética)

g myg
Fr=my Vo =m 0 = 0
d] mltfl

(3.32)

(3.33)



Para i =1: (Articulacién tipo prismética)

Jl mzfil
Fo=maVao=ma| g | =| mayg (3.34)
dp Mady

Para i=2: (Articulacién tipo rotacional)

—03 3Py — 05 * 3Py + 305,
*Fy=m3 Vg =my 533Pc32—9323pcsy+ 33y
3,
ma (“"93 Py — 93 ? 3P + 3‘f?3a:)
"Fs = | mg (B *Psc =05 2Pugy + i) (3.35)
m3 (303.)

Para i =3: (Articulacién tipo rotacional)

Veaz
Fo=my Ve =my | iy, (3.36)
4i}c4z
Para i =4: (Articulacién tipo rotacional)
51.}4:5&:
°F5 = ms "V =m5 | Sipg, (3.37)
5i’c.5z



Para i = 5: (Articulacién tipo prismética)

Vebx

=

F¢ = mg *Ves =ms | i, (3.38)
ﬁﬁcﬁz
Proceso para los momentos angulares debidos al movimiento rotacional, 1 N;, ; :

Para i =0: (Articulacién tipo prismética)
lN'1 — clII 1“-}1 3 le ® cIII le

0
IN;=| o (3.39)
0

Parai=1: (Articulacién tipo prismatica)
"Ny = I %0s + 2wy ® “Ip *wy

0
2N2 = 0 (3.40)
0

Para i =2: (Articulacién tipo rotacional)

3 c3 3 - 3 c3 3
N3 = “I3"ws + “w3 ® “I3 “ws

67



[ Sly — Ly — S ) [ 0

W = | =BLs DL —PL 0 |+
\ =%y —®Lha  “La 03
[0 —b 0 Bl —BLyy ~SLa V[ 0
0 0 0 —Bla s —Sh 0
\ 0 0 0 =%l — %Ly Bl 03

C3I933é32 - r:.31'@7.363
Ny = | — BI,u30," — @I,.30 (3.41)

3 -
I zz3 93

Para i =3: (Articulacién tipo rotacional)

- 4
IN, = %1, 40, + W, ® 4, 4w,

( m‘rz:c‘l - mlsytl - mfzml 4‘;34:5
Ne = | s gy — Lo || 40y |+
\ = mfmtl = o¢1‘y34 C4Izz4 4{;.}43
{ 0 — Yy twyy
4(4)43 0 $= 4&.241.

\ — “wyy Wiz 0
( 0412:::4 = c‘lIzy-l - 04[“4 4“’4:!:

- GdI:lzyd. o‘]yy'ﬂ. - “Iyzi 4w4y
\ — Alen — %Ly L Awes



4

4

\

Para 1 = 4:

Z
I

w.;y (— 641;,

4

4

1

Waz (—

m}m4 4‘;}& o c41w4 4(;}45’ =

4

Waz (— o&Izwt

_c4 4- cd 4, _—
I=y4 Wyz + IW“ w@

Waz (04]:::!:4 i

Wig + Od'Iw,_‘ 4{.&1‘4& =

o4 4
Wag — I:ya Way —

ot 4,
Lrza “wige+

4 A 4 4 4
24 Wiay — Iyz.; wWay + Lz w4z)—

MIyzfi 40.}4;)

64Iyz4 4&42 +

o‘lIwztl 4‘”43) -

4 4 c4 4 cd 4
Waz (_ © Izzal Wiz — Iyz4 Way i Izz& w‘tz)

4 4 c4 4
— P lna g — fyz.i Wyey +

041':@4 4

4 cd 4 cd
w4y( I:ca:d. Whr — I

(Articulacién tipo rotacional)

wlh: + C4Iw4_ 41""’49 -

4
yd “Way —

cd 4 -
Izztl w-i.z‘l'

e 4&)45) =

AL 4W¢z)

5N5 = c515 5‘35 3 5(."5 ® 0515 5[.‘)5

i TR S
= Izy5 ﬁIyy& 5= c511,.-25

\ == C5I:Gz5 = lﬁfyusS cﬁfzz5

( 0 = 5&)5; Wsy

5(.&)53 0 = 5@53.

\ - sw:,y Wse 0

( diI:.czS - d)Ixy5 - Ia:zs
- oﬁj’:l:yﬁ dstyEl - Iyz5

\ - 651:75 - CSIyzﬁ IzzS
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Wsg

&«

wsy |+

&

Wsz

Wsa
Wsy

Wsz

)

/

(3.42)



( (511:55 5(24’503 _ C51:cy5 5&51, — cﬁ}:zﬁ 5w5z+ \
5w5y (_ :;st25 5w5z = ﬁIyzs 5w5y o dIzzS 5w5z) _

5&)5; (— d]m 51’.4.75,; + csfws 5&)59 = dsI.yz5 50.;5:)

c5 5 cb L ch 5
— Plpys “Wse + IW5 Wsy — s “wse+
5 ch 5 ch 5 cb 5
Wz ( Lps “woe — @lg "wsy — “lpas w&) —

5 5

3 Sy 5 Sy 5
Wse (— Ipzs Pwse — Fl5 "wsy + “Lezs w5z)

c5 5. c5 5. S 5.
= Izzs Wse — Iyzs sy -+ Izz5 w5z+

5 5 5 c5 5 5
Wsz (— Iz‘y5 W5¢+ Iyg5 Wsy — c{)Iyz5 w5z) ==

\ 5(&)5,; ( 05.[”5 50)53 - ﬁ}—xyﬁ 5W5y = ﬁIma 5(.05;) )

Para i =5: (Articulacién tipo prismética)

6N6 — aﬁlﬁ 8‘;’6 + 6w6® 0616 6“"6

Sos  — BLye — Pl 6 g
= | —SLye Sy — Sl || Cwe |+
— b6 — Clpe Pl 662
( 0 — Seg, Wey
Swes 0 — Swes
\ - swsy W 0
( cefxxs - cﬁfxye — B ese Cwes
- Csfzys cﬁst - csfyza swey
\ — ®le — BLe Sl Swes
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[ SL g Swe — L ey — Pl St )

swﬁg (— csfng sw& = cGIyzs Gwsy + diirz,zﬁ swﬁz) -

ﬁwﬁz (— ‘ﬁfxyﬁ BW&,—_ + CGIM GOJGy = cﬁlyzﬁ sw&)

GNG — Gwﬁz (061:::::6 Bwﬁa: _ diIa;yﬁ ﬁwey _ aﬁfa:zs ﬁw&) _ (344)

6 c6 6 b 6 c6 6
wez (— ©Lzz6 Swer — .6 "wey + “lLiz6 w&z)

sw&: (_ cﬁ}m ew& + cﬁIM swsy — CstzS swﬁz) —

\ vy (PLacs *wor — Ploys *woy — Plras *wer) ,

3.2.2. Propagacién hacia atrds

El siguiente proceso representa la propagacién hacla atrds, y consiste en realizar un

balance de fuerzas y momentos angulares sobre cada eslabén [13].

El equilibrio de fuerzas en el eslabén i , queda representado por la Ec(3.45):
= LR+ T (3.45)
El equilibrio de pares, queda representado por la Ec(3.46)
m= N+ R0+ Pu® Fit Py ® 1Ry (3.46)

Para poder determinar el par en una articulacién rotacional se utiliza la Ec. (3.47) y
para la fuerza en una articulacién prismatica la Ec.(3.48):

i="'n T (3.47)



fi — s'fi T iﬁi (3_48)

A continuacién se presentan los diagramas de cuerpo libre en donde se representan

las fuerzas y momentos en cada uno de los eslabones correspondientes.

a) Base

e) Eslabén 4 f) Eslabén 5



Empleando las Ecs.(3.45 y 3.46) mostradas anteriormente para el proceso de propa-
gacién hacia atrds, y variando i desde 6 hasta 1, tenemos:

Proceso para la suma de fuerzas, *f;:

Parai=6:
fc = SR 'f;+ °Fs
64
% = °F¢ =msg | Sig, (3.49)
65
Parai=>5:
s = eR %+ °Fs
 fou Pless % for + s PUese
Mo=Tas | Ofey |+ M| %ty | = | ©fec+ms sy (3.50)
® fe $csa ® foo + M5 Pes,
Parai=4:

“fi= R+ By

035 _S 95 0 5f b5z 'Uort:
4£l = 0 0 1 & f Sy +my 41')04?’
—S0s —COs 0 5L Dot



065 sta: — 895 5f5y + my 41}m
a = ? for + My Mgy (3.51)
—56; 5f5a: — Cos sfsy + my g,

Para i=3:
3% = SR, + OF,
Co, —S0, 0 4f,. 3 i ae
= 0 o0 - Yy | +ms| i,
S0, CO, 0 he B
CO4 *f1z — S04 *fay + m3 i3z
fy = — 4 fas +mg 3igg, (3.52)
S04 *faz + CO4 *f1y + My %ia,
Parai=2:
%= IR3G+ ?F,
Cos —S6; 0 ® faa MDenz
= 0 0 1 o | Fm2| iy
~S0; —CO; 0 3¢, B0,
COs ®f3, — S5 3 fay +my H,
" = 3fae + iy 2y, (3.53)
—8503 ° fax — CO3 ® f3 + mp 201,
Parai=1:

lfl = ;R 2fg + 1F1

010 2f

i’cl:r
Ifl = 001 2f 2y +my Uely
1 00 2fo, Y1z
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2f2y + My 1‘bcl:l:
M= | 2fy, +my Yig, (3.54)

2 1
Soz +my “er,

Proceso para la suma de momentos angulares, *n; :

Parai==6:
®ng = ®*Ne+ SR 'y + P ® °Fs+ °P, @ SR f;
®ng = °Ng + *Ps® °Fe
5 Neo ) 0 —%Pg ©Pg, 6 Fs
ng=| €N, |+ 6P, 0 — 6P, L
6 Ne. ) —%Ps, SPg 0 o
[ ®Ne, — Py, ®Fy, +° Py ®Fa
61]6 = GNSy 46 P, GF&; _ ch&c GFﬁz (355)
\ GNﬁz = spcﬁy SFﬁz +6 Pd’iz GF(;y
Parai=5:
*nsg = N5+ ¢R°ng+ *Ps® °F5+ Ps® SR °f;
[ 5N, O, 0 —5Ps 5P
5n') = 5N5.y + 13.1;3 snsy = SPC52 0 — SP(_{w
\ 5N5z t‘.n&z = 51")05” 5Pc5a: 0
[ sp, 0 —SR, 5P foe
5F5y + SP& 0 = 5Pﬁm I3a:3 sfay
\ 51!;*5= __ 5P6y 5P6a: 0 Gsz

7



[ 5Ngw + ®ngs — Py 5Fyy + %Py SFsa— )
®Po: ®foy + °Poy ®fos

Sng — SNy + Sngy + 3Pusy *Fsg — ®Posg ®Fyu+ (3.56)
5Pez ®fox — °Pox ® fo-

5N52+ Gﬂﬁz— 5Pc5y 5Fﬁa:+ Spm 5F5y_

\ *Pay ® foz + *Pou ® oy )
Parai=4:
41]4 = 4N4+ ;R 5115 R 4Pc4® 4F4+ 4P5® ;R 5f5
[ N, Cos —S05 0\ [ ns,
g = | 4N, |+]| o 0 1 Snsy | +
\ AN, —-S0s —Cls 0 s
( 0 —4P,. ‘P, \ ‘Fy,
AP .. 0 —~EP ‘Fy |+
\ —1Py 4Py 0 )\ "Fe
[0 —ep, p, \[ cos —S05 0\ [ 5fs
ip,. 0 -—14P, 0 0 1 o
\ — 4P5y 4P5¢ 0 \ —895 “—095 0 5f5z
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Parai=3:

( 4N4,z + 095 57!-5_-,- = 895 571,5,, = 4Pm 4F4y + 4Po¢y 4F4z—— \

*Ps, ® fs: + 4P5y (—S0s ° fs — CO5 ®foy)

4N4y+ 5n52+ 4Po¢z 4},"&_ 41_')‘:4:: 4F4,,+

APy, (Cls *foo — 905 *fig) — *Pos (=05 *fi — Cls i)

4N4z - 805 5?!.5“; = 095 5n5y = 4Po4y 4F4_-; + 4Pc43 4F4y—

4Psy (COs °fsz — SO5 ® fy) + *Psz ® fs.

3113”—” 3N3+ gR‘Lﬂq‘l‘ 3P63® 3F3+ 3P4® 2R 4f4

[ 3N,
3N,
\ *Nao
[ o

3Pc3z

SP&

CO, —S0, 0\ gy

F 0
504
—3p,,

0

0 -1
céy O
%Py \
_3p.
0 )
3P,
_3p,
0

7

4“43; _|_
) \ *ne
(sFaa:
3, |+
5
(o, —S6, 0
0 0 -1
\ $6. OBy 0

faa
4f 4y
*fax

(3.57)



/ 3N33; + 094 47?»43 T 394 4'!149 ™ 3P¢35 3F3y o 3Pc3y 3F33+ \
3P4z 4f4,z + 3P4y (S@ﬁf@; + Cl4 4f4y)

5 3N3y — g, + 3}3‘,3z 3F3;¢ == 3Pc3-; 3Fs.+

8Piz (CO4 * faz — SO0,* fay) — 2Pz (S0, faz + CO4 * f4)

3N3z 5 894 4”43 + 094 "n.;y = 3Pc3y 3F3¢ + 3P63:; 3F3y—'

\ *Puy (COs * fae — 804" fay) — *Paz *fax )

Para:1=2:

2[[2 = 2N2 - gR 3]]3 + 2Pc2 X 2F2 + 2P3 & gR 3f3

(3.58)

/ 2No, Co; —S0; 0 *i3e
p = | 2Ny, |+] O 0 1 Sngy | +
k 2Ngz —393 —093 0 3'ﬂ.3z
0 —2Py, 2P, \ [ 2B,
P 0 —?Pa 2Foy | +
\ ~*Pa, *Pa 0 )\ B
[ o -2, 2P, \[ ct -50; 0) [
2Ps. 0 —?P 0 0 1 3 fay
\ = %Py P 0 \—593 —Cls 0 2 fo
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( 2N2_’¢ + 093 3??,3,, pe= 893 3n3y — 2Pc25 2F2y + 2Pc2y 2ng— \
2Py, ®fa. + 2Py (=503 % far — CO3 *f3,)

2N2y + 3'-'137, =+ 2P¢23 2F2z - 2Pc23: 2F23+

Ny =
2P, (CO3 2 fzz — SO3 % f3,) — 2Pag (—S03 > fax — CO3 2 f3,)
2Ngz = 593 37?.3-, = 093 3n3y i 2Pc2y 2F2¢ -+ 2P,323 2F29—
\ 2Py, (CO3 2 far — SO3 3f3,) + %Py, % fas )
Parai=1:

ni= 'N; 4+ R my+ 'Pu® 'Fi+ 'P,® 3R,

(1N, 010) [ %
m = | N, |+] 001 2ng, | +
\ Ve 100 20,
[ o — P “Pay \ 'Fig
1P 0 =1P 1R, |+
\ — 2Bay P 0 / Fy,
[ o - 1P, 1P, (010  fou
Py, 0 -'P 001 2 foy
\ — Py P 0 \1 00 2 f
Op ;QS‘[S
[81, I
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( IN]_»,; o 2712” = ]Pc]z lFly -+ IJde lFlz— \
1Po: 2for + *Poy % for

1y 'Niy + *ng; +' Payy 'Fig — 'Perg 'Frat (3.60)
1= 4
'Po; foy — 'Paz *fou

1le + 2”2&: - llpcly lFlz =} 1JPclz lFly_
\ 1Py, *fay + P *fo. )

3.3. Obtencién de la fuerza o par aplicado para cada

articulacion

Es importante hacer notar que debido al planteamiento hecho en la cinematica directa,
el balance sobre el eje z de cada sistema de referencia realizado con anterioridad para cada
uno de los eslabones, es el efecto cinético que debe ser reaccionado por los actuadores
de cada articulacién; mientras que las componentes restantes en z y ¥ de los momentos
para las juntas rotacionales y fuerzas en el caso de las juntas prismaticas son soportados
por la estructura del robot manipulador.

Como se mencioné en la seccién 3.2.2, para poder determinar el par en una articulacién
rotacional se utilizard la Fc.(3.47) y para la fuerza en una articulacién prismitica la
Ec.(3.48).

La primera articulacién es del tipo prismatico y la fuerza aplicada queda determinada
por la Ec.(3.61):

1= 2far 4+ my M (3.61)



La segunda articulacién es del tipo prismético y la fuerza aplicada en ésta se deter-
minada por la Ec.(3.62):

2f2 = —593 3f3$ = 093 3f3y -+ Mo 21.}(;22 (3.62)

La tercera articulacién es rotacional y el par aplicado en ésta se determina por la

Ty = 3N32 + Sg,; 4‘”.4,1, + 094 47143; — 3Pc3y 3F33; + 3Pc3:u 3F3®, - (3.63)
®Pay (CO4 * faz — 504" fay)) — *Piz * fac

La cuarta articulacién es del tipo rotacional y el par aplicado en ésta se determina
por la Ec.(3.64):

Ty = 4N4z - 895 5??,5@ - 005 5?’!.5.y — 4Pcd=y 4F4,: + 4}'3.:4,3; 4F4y — (3.64)
“Psy (COs°fsz — SO °fsy) + *Poz °fse

La quinta articulacién es del tipo rotacional y el par aplicado en ésta se determina
por la Ec.(3.65):

75 = °Ns, + ®ng. — 5Pdiy 5Fsx + °Pesy 5F5y = 5P6y b fee + ®Pez sfﬁy (3.65)

La sexta articulacién es del tipo prismatico y la fuerza aplicada en ésta se determinada
por la Ec.(3.66):
®fo = me (0cs2) (3.66)

Las Ecs.(3.61)-(3.66) componen el modelo dindmico, ya que a partir de éstas es
posible monitorear la carga sobre los actuadores cuando el robot manipulador ejecuta

una tarea.
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Capitulo 4

Generacion de Trayectoria

El presente capitulo se enfoca al estudio de la generacién de trayectoria del robot
manipulador, considerando un movimiento libre de obstdculos. El robot manipulador
helicoidal PPSP, debe transportar en su efector final una pieza de trabajo, desde una
posicién inicial (posicién y orientacién) hasta una posicién final generando una trayec-
toria en forma de hélice. La trayectoria se define como la evolucién en el tiempo de la
posicién, velocidad y aceleracién para cada grado de libertad [13]. Asi pues, el estudio de
la generacién de trayectoria considera dos aspectos, a saber, el perfil de trayectoria y el
lugar geométrico de la trayectoria, los cuales se presentan en las siguientes secciones.

4.1. Perfil de Trayectoria

La pieza de trabajo que serd transportada por el manipulador, deberd de partir de
un posicién inicial (posicién y orientacién) y llegar hasta una posicién final. Donde para
ambas posiciones el estado del objeto es estédtico, es decir, no presenta velocidad ni
aceleracién. El tiempo que le lleva al manipulador para cumplir con la trayectoria, se
indica por medio de t; y la distancia total de recorrido por dt.

Para cumplir adecuadamente con la trayectoria deseada (Trayectoria en forma de
hélice), es conveniente anadir restricciones en la velocidad y aceleracién durante el paso
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de los puntos que forman la trayectoria, de manera que se asegure una suavidad [15].
Para ello en esta seccién se muestran dos perfiles de trayectoria: a) Quintico y b) Octal.
Estos deben su nombre debido al grado del polinomio que los generan.

La justificacién del empleo de un polinomio de octavo grado como perfil de trayecto-
ria se comprende a partir de los siguientes parrafos, extraidos de la bibliografia consultada:

» The motions undergone by robotic mechanical systems should be, as rule, as smooth
as possible; i.e., abrupt changes in position, velocity and acceleration should be
avoided. Indeed, abrupt motions require unlimited amounts of power to be imple-

ment, which the motors cannot supply because of their physical limitations [16].

Este comentario manifiesta la importancia del empleo de funciones suaves. Debido a
esto nos interesamos en seleccionar un polinomio de octavo grado ya que garantiza la
continuidad de la posicién, velocidad y aceleracién de las articulaciones del robot.

Comparando a los polinomios de grado alto, como el octal con uno de los perfiles
ampliamente utilizados, los splines ciibicos:

= Los splines cibicos ofrecen algunas ventajas. En primer lugar, es la funcidn poli-
nomial de menor grado que permite continuidad en velocidad y aceleracion. En
sequndo lugar, los polinomios de bajo grado reducen la cantidad de célculos nece-

sarios y la posibilidad de inestabilidades numéricas [1].

Se concluye que los splines ciibicos tienen la ventaja de producir menos inestabilidades
numéricas. Aunque en este tipo de polinomios se asegura la continuidad en la aceleracién,
las curvas de aceleracién que se generan para un polinomio de octavo grado son més
suaves, que las correspondientes a un spline ciibico [17].

= Sin embargo, la utilizacion de un polinomio de grado elevado para interpolar los
puntos nudos dados puede no ser satisfactoria. Es dificil encontrar sus extremos y

tienden a tener movimientos extrarios [1].
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Este comentario nos muestra los inconvenientes de trabajar con un polinomio de grado
alto.

No obstante de los inconvenientes que presenta el trabajar con un polinomio de octavo
grado, las siguientes razones justifican el uso de un perfil de octavo grado, las cuales han
sido demostradas en [17]:

> La existencia de una familia universal de polinomios de octavo grado que incluyen
al de quinto grado. Es decir, incluye otro de menor grado que tampoco tiene dis-
continuidades en toda la trayectoria.

> A partir de la eleccién correcta de un indice de control dentro de un cierto rango,
se puede controlar la velocidad méxima que alcance el robot y conseguir operar de
manera adecuada con este polinomio, sin que se presenten inestabilidades.

> Debido al grado de éstos, se garantiza la continuidad en la posicién, velocidad y
aceleracién para cada articulacién.

4.1.1. Perfil de Trayectoria de grado 5

El perfil de trayectoria quintico es una funcién polinomial de grado 5 con 6 coeficientes,
mostrado en la Ec.(4.1). Las Ecs.(4.2) y (4.3) corresponden a la derivadas temporales del
polinomio de grado 5.

*p(t) = ap + a1t + ast® + agt® + ast* + ast® (4.1)
*v(t) = ay + 2a4t + 3ast> + 4a,t® + Sast? (4.2)
*a (t) = 2ay + 6ast + 12a4t> + 20ast® (4.3)

Los seis coeficientes, son incégnitas que se determinan a partir de la siguientes

restricciones temporales:



Para ¢t =0,

"p(0)=0

*v(0) =0

*a(0) =0
Para t = ty,

*p(ts) = dt

v (ty) =0

*a(t;) =0

(44)
(45)

(4.6)

(4.7)
(4.8)

(4.9)

A partir de las restricciones en el tiempo inicial y final, mostradas en las ecuaciones

Ec.(4.4)-Ec.(4.9), obtenemos 6 ecuaciones a partir de las cuales encontramos los coefi-

clentes a;:
'p(0)=0=ao
w(0)=0=a;
*a(0) =0=a,

*p(ts) = dt = ap+ asty + ant; > + asty ® + agts * + asty ®
*v(tr) =0 = a1+ 209t; + 3ast; > + dast; > + Sast; *

*a(ty) = 0= 2as +6ast; + 12a4t; >+ 20ast, *

Resolviendo el sistema (6 X 6) de ecuaciones, se obtienen los coeficientes a;:

‘a{)=0
‘(11"—_0
*012=0

(4.10)
(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



a5 = 10ds (l)s (4.19)

ty
1 4
‘64 = —15dt (:‘f}) (4.20)
1 5
*as = 6dt (—) (4.21)
ly
Sustituyendo las ecuaciones Ec.(4.16)—Fc.(4.21) en la ecuacién Ec.(4.1), tenemos:
1)° T%* 1\°
*p(t)=10dt [ —) t*—15dt | — ) t* +6dt|— | & (4.22)
ts Ly ts

arreglando la Ec.(4.22), obtenemos el perfil de la posicién para un polinomio de quinto

grado:
vo-afo(f) () (@]

El perfil de la velocidad para un polinomio de quinto grado, queda definido por la
Ec.(4.24):
i t#

t4
*v () = dt |30—; — 60— + 30— (4.24)
ty ty ly

El perfil de la aceleracién para un polinomio de quinto grado, queda definido por la
Fc.(4.25):

t {2 a
f f T



4.1.2. Perfil de Trayectoria Octal

El perfil de trayectoria octal es una funcién polinomial de grado 8 con 9 coeficientes,
mostrado en la Ec.(4.26). Las ecuaciones Ecs.(4.27) y (4.28) corresponden a la derivadas
temporales del polinomio de grado 8.

p(t) = ap + at + agt® + azt® + agt* + ast® + agt® + art” + ast®

v (t) = a1 + 2ast + 3ast® + 4agt® + Sast* + 6ast® + Tart® + Bagt”

a(t) = 2as + 6ast + 12a4t% + 20a5t> + 30agt* + 42a,t> + 5605t°

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Los nueve coeficientes, son incégnitas que se determinan a partir de la siguientes

restricciones temporales:

Para t =0,

Parat =t;/2,

Para t = {;,

p(0)=0
v(0)=0
a(0)=0

p(ty/2) =dt/2
v ([t7,72) = ax

a(ty/2) =0

(4.29)
(4.30)

(4.31)

(4.32)
(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)



a(t;) =0 (4.37)

Con las restricciones anteriores mostradas en la ecuaciones Ec.(4.29)-Ec.(4.37), pode-
mos determinar 9 ecuaciones correspondientes a cada restriccién temporal, a partir de

las cuales encontramos los coeficientes a;,

p(0)=0=aqo (4.38)
v(0)=0=gq (4.39)
a(0)=0=ay (4.40)

t t . tr\°
p(Ef) = dt/2=ag+a (L ) + a3 (Ef) + (4.41)

(8) v )
o (3) +e

ts t tr\’ tr\°
v ) = Vpar=01+2a (- ) +3a3 Ty + 4ay + (4.42)

oIS TolS
s o S’
+ o+
& $
/-—-\/_,__\
Y

N———

=]

+

2 2 2
tr\* tr\° tr\° tr\"
5@5(2) +ﬁas(2) + Taz 5 + 8as 2
{ t £ Y2
a(E”) = 0=2a,+6a; (5)')+12a4 (-Ef) & (4.43)
t'\" tr\* tr\° ir\?
p(ty) = dt=ao+arts+ast,®+ast;*+ (4.44)

a4tf4 + asty By agls € arts T3 astfs
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v(ty) = 0=a1+2ast; +3ast;”+4dast;*+ (4.45)

a(ty) = 0=2a,+6ast, +12a4t, >+ 20ast, > + (4.46)
30aet; * + 42a5t; ® + 56ast ; ©

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por Ec.(4.38)-Ec.(4.46), se obtienen los
coeficientes a;:

ap =0 (4.47)
a; = 0 (4.48)
;=0 (4.49)
70dt  32Upmas
w=g 5 i3 (4.50)
315dt = 160V,
a4 = — tf 1 + tf 3 (4.51)
546dt  288Vmas
o= — =% (4.52)
f f
420dt =~ 224
a6 = ——— + = (4.53)
f f
120dt  64vp0s
- t! 7 t_f 6 (4'54)
ag =0 (4.55)
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Sustituyendo las ecuaciones Ec.(4.47)-Ec.(4.55) en la ecuacién Ec.(4.26):

70dt 32, 315dt 160w
t) = oo o D T - i i 4.
b46dt 288 420dt 224V a0z
5 UTM P 4| = g + '05 t°+
ty ty ty ty

(120dt 64vm) t.,.
ty” £ ®
Arreglando la Ec.(4.56), obtenemos el perfil de la posicién para un polinomio de

octavo grado, formado por dos partes, una constante y otra variable para el valor de la
velocidad maxima deseada:

2 1 288 4
e (-Gt - Bes Be- K

1 546 420 120
p(t) = dt ( 03154 +— - *+— tT) + (4.57)

Derivando la Ec.(4.57), obtenemos el perfil de la velocidad para un polinolio de octavo
grado:

21 1260 , 2730, 2520, 840
Mn——ﬁ(tg t4ﬁ+t5ﬁ—tﬁﬁ+;7£)+ (4.58)
f I f f b
o (_ 962 2 642 5 ;4440 " 134;4 48 4 )

Para un polinomio de quinto grado, al igual que en el de octavo grado, el valor méaximo
de la velocidad se presenta en el instante -‘21, afirmacién védlida \inicamente para ciertas
condiciones, [17]. Imponiendo esta restriccién para el perfil de velocidad de quinto grado

tenemos:



para t =17/2,

v(ts,/2) = Vmas
tr /2 e 20P te /2)4
uvm—%m_&kﬁ”q 6&?9-%&??}
f f f
i £ 3 o
v(t1,/2) = Vmae = di {30 i3 = 60&; ¥ 30 16tf }
dt (120—120+30) (30) dt
VUmaz = T = || = Jor—
P 16 16 t,
dt

f
Ahora, si en la Fe.(4.57), la cual rige el perfil de la posicién para un polinomio de
octavo grado sustituimos la Ec.(4.59), tenemos:

70 ., 315 , 546 . 420 120 ’
t) = dt P 4 P — & t 4.60
p() (tfa tf‘i +tf5 tfﬁ +t_f? )+ ( )
(D) & ( B+ BB, Dg )

simplificando la Fc.(4.60), se obtiene como resultado el perfil de trayectoria quintico,

p(t) =dt [10 (%)3 —-15 (%)4 +6 (tj )5] (4.61)

De lo anterior se concluye que el perfil de trayectoria para un polinomio de quinto
grado pertenece a la familia universal de polinomios de octavo grado.

El valor de la velocidad méxima (V,z), para un polinomio de grado 8 queda definido
por un pardametro de control adimensional, llamado indice m, como se muestra en la
Ec.(4.62), por lo que, la Ec.(4.57) toma la forma Ec.(4.63).

dt
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donde, dt y ¢, , indican el valor de la distancia total de recorrido y el tiempo final del
proceso, respectivamente.

70 315 546 420 120

) = di| =B ———#f — PP 4.

p(t) (tfg = +tf5 0 t7 )+ (4.63)
o (e 10 5 B

2
2§§_é%f)
by by

De esta manera si el valor del indice_m en la ecuacién anterior es 1.875 entonces el

polinomio de grado 8 llega a representar a el polinomio de grado 5.

El pardmetro indice m, para condiciones adecuadas de perfil de trayectoria, debera
de quedar dentro del rango [1.458334, 2.1875].

Si el pardmetro de control es indice._m = 1.458334 la pendiente de la curva de
velocidad generada es muy brusca al inicio y fin del recorrido, y se alcanza la menor
velocidad méxima, como se muestra en la figura (4.1).

Por otro lado, si el pardmetro de control indice _m = 2.1875 la curva es muy suave
al inicio y fin del recorrido, y la méxima velocidad es alcanzada, como se muestra en la

figura (4.1), [17].
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Fig. (4.1). Perfiles de velocidad para los indice_m = 1.458334, indice_m = 1.875 ¢
indice_m = 2.1875.

4.2. Lugar geométrico de la trayectoria

El lugar geométrico de la trayectoria, representa los puntos cartesianos por donde
pasaré el 6rgano terminal. Esta tesis se enfoca, en el estudio de un robot aplicado para
la transferencia de materiales, el cual tiene como objetivo mover un objeto de un sitio
(posicién y orientacién) a otro diferente a través de una trayectoria en forma de hélice.
Para poder dotar al manipulador de una trayectoria en forma de hélice se emplea la
formulacién del Tornillo de Rodrigues para el desplzamiento general de tornillo y se
obtiene una fransformacion de tornillo que es capaz de transformar cualquier vector de
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posicién de acuerdo a un movimiento de tornillo.
El movimiento helicoidal es ejecutado cuando un cuerpo gira alrededor de su eje y
al mismo tiempo se mueve paralelamente a este. Cualquier punto en un cuerpo con este

tipo de movimiento describe una curva llamada hélice [3].

4.2.1. Desplazamiento general de Tornillo

En esta seccién se deduce la ecuacién del "Tornillo de Rodrigues" para el desplazamien-
to general de tornillo (general screw displacement). Para poder determinar el movimiento
al que ha sido sometida una pieza de trabajo es necesario, considerar cierto nimero de
puntos en ella. El mimero de puntos a considerar depende del tipo de movimiento que se
desea estudiar.

La férmula de Rodrigues establece que para tres puntos no colineales P; Q; y R,
pertenecientes a una pieza de trabajo, que son llevados a las posiciones Py , Qo y R,
por un desplazamiento de tornillo (¢,d) alrededor de un eje con direccién € definido
en un punto por el vector S, es posible encontrar los pardmetros del desplazamiento
(¢,d,€,S.5) dadas las posiciones inicial y final del cuerpo rigido [2], [5], [6], [7], [8]-

De esta manera el problema consiste en encontrar los parametros del desplazamiento

de tornillo ¢, d, €, S5, donde:
1) El 4ngulo de rotacién del desplazamiento alrededor del eje del tornillo (y) .
2) El eje del tornillo (€) .
3) La traslacién a lo largo del eje del tornillo (d).

4) El vector de posicién que define el punto geométrico por donde pasa el eje del
tornillo (_S- J_a).

De Geometria plana se sabe, que la perpendicular es la més corta de las rectas que
pueden trazarse a una recta de un punto situado fuera de ella [18]. Puesto que se requiere
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encontrar el vector més corto que existe desde el origen de un sistema de coordenadas
hasta el eje del Tornillo de Rodrigues se vuelve necesario encontrar el vector perpendicular

(5.9)-

Método para obtener la ecuacién del desplazamiento general de tornillo

Un objeto puede quedar totalmente definido por tres puntos, siempre y cuando estos
no sean colineales. Supéngase que se conocen la posicién de un cubo en dos posiciones,
el cudl ha sufrido un desplazamiento de tornillo.

La férmula se basa en tomar un punto P; y considerar su desplazamiento a la posicién
P,". Se considera su desplazamiento como uno en el cual P primero rota alrededor del
eje del tornillo a la posicién P," y se traslada paralelo a € de P," a la posicién P,. A
continuacién se presenta dicho procedimiento:

Paso 1. Considere que el punto Py, rota ¢ grados alrededor del eje del tornillo hasta
la posicién P,". Donde P; y P,” quedan situados en un mismo plano normal al eje del
tornillo, como se ilustra en la figura (4.2). El punto S, indica el punto donde € corta a
dicho plano, P,, es el punto donde la perpendicular bisectora de la cuerda P;P," corta
dicha cuerda, y los vectores m; y mj; son los respectivos vectores de posicién de los puntos
P, y P," relativos a S,,.
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Fig. (4.2). Diagrama vectorial del Desplazamiento Rotacional

De la figura(4.2) se tiene que:

e\ _ e —m| /2 |jm, — 1|
tan(z) |+ | 2 |y + |

I8, — | = tan (%) |15 + 26 (4.64)

Donde ¢ es el dngulo de rotacién del desplazamiento alrededor del eje del tornillo. Si
se introduce el vector unitario € a lo largo del eje del tornillo (con su sentido definido
positivo de acuerdo con la regla de la mano derecha relativo al 4ngulo de rotacién @), la
expresién vectorial 4.64 se puede escribir de la siguiente manera.



De la figura (4.2) tenemos:
u=eQRv
multiplicando la Fc.(4.64) por el vector % para poder obtener los vectores correspon-
dientes,

) |m; + )|z

|my — 1y || 2 = tan (g |m; +mp||e®v
m, — iy = tan (1) €@ [ + | 0
T, — Wy = (tcm (g)) & ® (M@, + my) (4.65)

La FEc.(4.65) representa la férmula de Rodrigues para un desplazamiento plano con
centro en el origen del desplazamiento [2].

Paso 2. Si se considera que el origen de coordenadas se encuentra ahora localizado
en otra parte sobre el eje de giro, llamdndole a dicho punto Sy, entonces los vectores de
posicién de los puntos P; y p,” de interés ahora son, M, y M,, como se muestra en la

figura (4.3).
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é

Fig. (4.3). Rotacién de P; a Pj.

De acuerdo a la figura(4.3) se tiene:

1 =SoS, +m; (4.66)

M, = S,S, + m; (4.67)

Despejando i,y T, de las Ec.(4.66) y Ec.(4.67) respectivamente:
m; = M, — S,S, (4.68)

m, = M, — S,S, (4.69)
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sustituyendo las Ec.(4.68) y Ec.(4.69) en la Ec (4.65) se obtiene:

M; — SoS, — Mi + 505, = (tan (£)) 8 ® (M1 - o5, + M, - 568))

M, M, = (r,an (%)) 8® (M, + M, — 255, (4.70)

El vector SoS, y € son colineales por lo que el producto cruz es igunal a cero, de aqui
la Ec.(4.70) se convierte en:

M, - M, = (tan (%)) e o (M, +M,) (4.71)

La Ec.(4.71) representa la férmula de Rodrigues para un desplazamiento esférico
alrededor de un eje que pasa a través del origen de coordenadas [2].

Paso 3. Ahora, el sistema de referencia ya no coincide con el eje del tornillo. El vector
S & mide la posicién del punto S relativo al nuevo sistema de referencia {0}, quedando

los vectores de posicién para los puntos Py y P,” representados con , p; y Py, como se

muestra en la figura (4.4).



Fig. (4.4). Desplazamiento esférico medido en un sistema de referencia {0} arbitrario.

De la figura (4.4) se observa que:

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)



Sustituyendo las Ec.(4.72) y Ec.(4.73) en la Ec (4.71) se obtiene:

P ~Sa—Pi+8: = (tan (7)) 60 (B - Se + B - S5)

B =P = (tan (3)) 20 B+ - 550) (a76)
La Ec.(4.76) representa la férmula de Rodrigues para un desplazamiento esférico

medido relativo a cualquier origen {0} arbitrario, [2].

Paso 4. Finalmente para el desplazamiento espacial general se debe adicionar la
traslacién del tornillo, d, la cual lleva p,” a la posicién p2. Esto se muestra en la figura
(4.5):

Fig. (4.5). Desplazamiento general de Tornillo
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La magnitud d, se multiplica por €, para obtener el vector de traslacién ds. A partir
de la figura (4.5) se tiene:
P.=P, +ds

Py =Py — ds (4-77)
sustituyendo p,” en la ecuacién (4.76):

ﬁz—&“E: (tan (g))6®(§1+*§2—d3_2§3)

Los vectores dg y € son colineales por lo que el producto cruz es igual a cero.
B~ P = (tan (%)) &0 (3, +5, — 25) + e (4.78)

La ecuacién (4.78) representa la férmula de Rodrigues para el desplazamiento general
de tornillo, [2].

Para poder obtener los parametros del tornillo, escribimos la Ec.(4.78) en términos
de las posiciones de tres puntos no colineales, P;, Q; y R;, asi:

PP = (ta,n (%)) e® (ﬁl +Py— 2§§) +ds (A)
@ - = (tan (%)) o0 (@ +% - 25) + & (B)
Tp— T = (tan (-‘g))é‘@: (F1 472 — 255) + ds (©)

donde: P;, G; y T;, son los vectores de posicién que describen a P;, Q; y R;., cuando
$=1; 2

A partir de las ecuaciones (A),(B) y (C) se pueden obtener los cuatro pardmetros del
Tornillo de Rodrigues. Como se puede observar tenemos 3 ecuaciones y 4 incégnitas.
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Asi, restando la ecuacién A con B

-~

e® P1+§2_2§‘)+a§—

h
S’

tan

P—P)—(@—q) = (tan(
(

P i ]
IR RS
p
N’

)

€® (q; +G,—2S:) — ds

(P — @) — (1 —@)] = (tan (£)) 8@ (B2 — @) + (B, — @)

SRS
~—
N

De la misma manera restamos C con B

(72~ @) — (F1— )] = (tan (§)) 20 (7~ @) + (71 — )]

Premultiplicar D vectorialmente, por la parte izquierda de la aecucaién E.

(72 — o) — (71— )] @ (B2 — @) — (B — @)l =
(72— @) — (71— @) © (tan (£)) 80 (B2 — @) + (B1 — @)

(D)

(E)

(F)

Aplicando la siguiente identidad a®@b®¢€ = (a7 €)b— (a” b)T, en la Ec.(F), se

tiene:

[(f2 - ﬁz) - (fl = ﬁl)] ® [(ﬁz - 32) - (51 - '%'h)] .
[(F2 — &) — (F1 —@)]" [(P2 — @) + (B — @) (tan (£) ) &~
(72 — @) — @ — @) [tan (%) €] (B, — @) + (B — @)

(G)

Nota: De la Ec.(E), sabemos que el vector [(T» — @,) — (T1 — @) es L a (tan (£))e

ya[[T—q)+ (1 —q)].

Por lo que, el segundo término del lado derecho de la Ec(G) es igual a cero.

(2—Q) - T —@)][P:— @) — (P —@)] =
(72— @) — (F1 —@)I" (B, — @) + (B — @] (tan (£) )
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Despejando, tan (%) e:

n(2) sz (BT~ (1 -@)] 0 (B, - ) - (B ~ @)
“ (2) [(F2 — Q) — (F1 — (_11)]T (P, —G2) + (P — Q)] (H)

Haciendo tan (%) € igual @

Y PR i ———
i ()] 81~ 5 = = 120 15
Asf el angulo de rotacién puede ser calculado a partir de:

tan (£) = 1=

o = 2tan™" (||@) D

mientras que el eje de giro, se determina mediante:

)

=

e

Ahora premultiplicamos la Ec.(A) escalarmente por € para encontar d:
&7 (5, p) =& [(tan (%)) %0 (B, + 5, — 25) + &

e’ (p,—P1) =¢" (do)
d= ET (I_)z = ﬁl) (K)

Por 1ltimo queremos buscar el vector S; perpendicular al eje del tornillo €, es decir
se deberd de cumplir que (€,Sg) = 0.
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Para ello se premultiplica la Ec.(A) vectorialmente por e:
60 (P, ~P) =20 (tan(£))e® (b, +7, - B.5) +0 4

60 (P, ~P) =20 (tan (£)) 20 (B + 7, 25.4)

Utilizando la siguiente identidad, a®@b®¢c = (a’ ¢) b— (a’ b)T, se tiene:

8® (B, ~P1) =" (B +72) (tan (£) ) 8~ tan (%) (51 + 7, — 25.4)
Dprejandoagj_g:
glfe‘:%l(ﬁl‘*‘ﬁz)‘l‘&tgg?(_%_)ﬁ—l) (AT Pz+P1) ] (L)

En resumen es posible encontrar los cuatro pardmetros del tornillo en términos de
tres puntos no colineales pertenecientes a un cuerpo rigido que ha sufrido un movimiento
de tornillo, usando las ecuaciones Ec.(H)-Ec.(L).

4.2.2. Transformaciéon de Tornillo

A continuacién se obtiene una transformacién lineal que contiene la informacién del
movimiento de tornillo, con la cual el robot puede generar en su efector final, el lugar
geométrico de una hélice; la cual servird para llevar a cabo la simulacién de una tarea
realizada por el robot manipulador helicodal PPSP.

La transformacién de tornillo que se busca contiene cinco pardmetros, a saber, cuatro

de ellos corresponden a los cuatro paramétros obtenidos de la "Formulacién del Tornillo
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de Rodrigues" y el iiltimo a un vector de posicién que ubica el punto(perteneciente al
cuerpo transportado) donde el érgano terminal de nuestro manipulador toma la pieza de
trabajo.

Para encontrar la " Transformacion de tornillo"se realiza el siguiente procedimiento:

Paso 1. Establecimiento de un sistema de referencia {B} sobre el eje de giro del
tornillo de Rodrigues (€), como se muestra en la figura(4.6). La descripcién espacial del
sistema de referencia relativo {B}, con respecto al sistema de referencia absoluto {A},

AR Ap
pr=| ° ?
0 0 0 1

donde, 4R: Indica la orientacién del sistema de referencia {B} con respecto del

se representa como:

sistema de referencia {A}

aR={*%p “¥5 “25} (4.79)

donde , “Pp: Vector de posicién del origen del sistema de referencia {B} con respecto
del sistema de referencia {A}
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Fig. (4.6). Desplazamiento general de tornillo de una pieza de trabajo.

De acuerdo a la figura(4.6) se tiene:

AZp =@ (4.80)
A §J_ e
Xp=—7=—"7 (4.81)
1S3l

como se esta trabajando con una terna ortonormal derecha,
Y5 =%p ®Xp

‘9p=2e® (—”gﬁ) (4.82)
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Sustituyendo las ecuaciones Ec.(4.80)-Ec.(4.83) en la Ec.(4.79) se tiene:

§R=(— K PP ‘é‘)

“Pp= 48, (4.83)

Paso 2. Encontrar el vector 2P}, el cual define la posicién inicial del punto "P;"

perteneciente a el cuerpo transportado por el efector final del robot manipulador. De la
figura (4.6) se puede observar:

B (Aﬁl) _ B (A?B )+ Bp,
Bp, = B (Aﬁl) _ B (Aﬁs )
pero, AP =18, &, asi:
Bp, — B (A?I) _ B (Agj_a )
P1= 5R “P;- 4R “8,;
si BR=4RT = 4R’ entonces:
Bp, = 4R T 4P; — 4RT 48,5 (4.84)
Paso 3. Se le aplica al vector P, un desplazamiento d en la direccién del eje de
giro € del Tornillo de Rodrigues y una rotacién ¢ alrededor de este mismo eje, como se

muestra en la figura (4.6). El resultado de ejecutar dicha operacién queda definido por
el vector BP,, el punto en esta posicién queda definido por Py:

5P, = d %5 + Rot (2s,9)" P, (4.85)
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De la formulacién de Gibbs [19], tenemos:

Rot (°2p,¢) = P25 BEBT + cos () (1333 T BEBT) +sen(p) PZp®@  (4.86)

Paso 4. Se mide la posicién del punto "P,", con respecto al sistema de referencia
absoluto {A}:
AP, — APy + A (5P,)

4P, = “Ps + 4R PP,

donde, 4Py = 1S, &

Py,= 18, :+ 4R PP, (4.87)

sustituyendo la Ec.(4.85) en la Ec.(4.87), se obtiene:
“P,= “S.5+ 4R (d "% +Rot (*25,¢)" P))
adem4s sustituyendo la Ec.(4.84) en la Ec.(4.87), se tiene:
AP, = 48, 5+ AR (d ®Z5) + AR Rot (P25,¢) [4R” AP, — AR” 4§, 4]
“Py= 48 s+ sR (d5Z5) + 4R Rot (®°Zs,¢) [5RT (“Pi— “S.s) ]| (4.88)

Paso 5. Para que el robot manipulador desempene el movimiento de tornillo, el
angulo de giro (¢), y el desplazamiento (d) deben estar relacionados. Esta relacién est4
determinada por el pardmetro [Uiorniio (£)], €l cual estd en funcién del tiempo y varia
desde cero correspondiente al ¢ = 0, hasta uno, correspondiente a t = ¢; [9], [12]. El
pardmetro Usorio (t) corresponde al perfil de trayectoria octal, mostrado en la Ec.(4.63)
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(ecuacién repetida).

1 54 420 12
Uornitto () = P (t) = - ™ ke : f 4+ — 6 5120 4 + = 0 +  (4.63)
tr® 1y ty® t;© t,"
indice_m* (— 322t3 + 162, i 282 £+ 223 - 646 {’)

La traslacién d y la rotacién ¢ son afectadas por este pardmetro como se muestra en
la Ec.(4.89) y Ec.(4.90).
¢ () = tornino (£) * ¢ (4.89)

d (t) = Utornillo (t) *d (4.90)

De esta manera, si ponemos a AP, en funcién del pardmetro [@tornitio (t)] , obtenemos

la transformacién de tormllo que se busca.
Tiornitto (': 8: (P)A _S_J_ € d) = A§2 (t’)
Tornitio (t, eS8, 5, d) = 4P, *) = A4S, s+ ﬁR [(ﬂmnmo (t) = d)B EB] 4
2R Rot (BEBr'utorniHo (t) * @) [ R (A?I - 15, 3) ]
de la Ec.(4.89) y Ec(4.90), se obtiene:
Tiornitto (*,€,¢," S15,d) = Py (t) = “Sia+ gR [d (1) "zs] + (4.91)
4R Rot (BEB, P (t)) [ SRT (Aﬁl - 18, a) ]
De la formulacién de Gibbs [19], tenemos:

Rot (BEB, (/2] (t)) = BEB BEBT + cos ((p (t)) (133_'; =— BEB BEBT) + sen (30 (t)) B§B®
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Finalmente se hace una prueba de la transformacién de tornillo obtenida (Tiornino) -
Probar que para t = 0, Tiornito (®, €, ¢, 5.5, d) = 4P, (0) = Py :
Para t = 0,

Utornillo (0) =0

@ () = Ueornitto (£) * ¢ = 0

d(t) = ‘umuw(t) xd=0
Que sustituyéndose en la Ec.(4.91) se tiene:
Ttornwo (.va: ®, A§L € d) = Aﬁ2 (0) = Ag_L 4 gR [0 (BEB)] +

AR [BEBBEBT + cos (0) (1333— BG B’z“;) + sen (0) B§B®]

AR " ("Pi- “5.4) |

donde,
0
Ze=1| 0
1

Ttor‘nﬂlo ('161 993A §J. e d) = AF? (0) = Ag.l. i Rg

0 0
0(001)+13,,3—0(001)
1 1

[4R " (P, - 5.3)|
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Ttmﬂﬂlo (.!63 ‘P:AS'L € d) =A “I_’z (D) = AgJ_E -+ JéR

000 100
000 |+|o1o0 [ﬁRT(""E—Aﬁa)]
00 1 000

Teornito (0,€,¢,81 5 ,d) = P2 (0) = ‘S s+ SR Iss 3R ’ (“P1—*8.%)
Ttm‘niﬂa (.: 6: ‘P:A SJ. € d) = AﬁZ (0) — Agl s+ (Aﬁl A §.L ’é)
Ttornato (';E, ‘P,A S, @ d) = Aﬁa (0) = Py

Asi, comprobamos que variando el pardmetro Uornai, (t), para ¢ = 0 hasta t = ¢
obtenemos la simulacién del robot manipulador helicoidal para un movimiento de tornillo
helicoidal.

La transformacién de tornillo Ty (®,€,0,2S,5,d): %2 — R* obtenida, es
un operador lineal capaz de transformar a cualquier vector de posicién conforme a
el movimiento tormillo. L.os puntos, descritos por los mencionados vectores de posi-
cién, experimentan desplazamientos en forma de hélice. Este operador es una funcién
parametrizada, la cual contiene la informacién del "Tornillo de Rodrigues"[9], [10], [11],
[12]. El mencionado pardmetro [Uiormino (t)] €s un escalar en funcién del tiempo que varfa
desde "0", correspondiente a ¢ = 0, hasta 1, correspondiente a ¢ = t; (Instante final del

movimiento).
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Capitulo 5

Simulacion

5.1. Introduccién

En este capitulo se realiza una simulacién del robot manipulador helicoidal PPSP,
transportando en su 6rgano terminal una pieza de trabajo, desde la posicién inicial P,
hasta la posicién final Py, a través de una hélice como lugar geométrico y con un polinomio
de 8 grado como perfil de trayectoria

Para cada una de las variables articulares con las que cuenta el manipulador PPSP,
se presenta la historia con respecto al tiempo de la posicién, velocidad y aceleracién. Una
vez realizado esto se obtienen los pares motrices necesarios para que se pueda cumplir

con la tarea asignada al manipulador.

5.2. Descripciéon de la tarea

Para propésitos de demostracién el manipulador ha sido idealizado. Para cada una
de las tareas dentro del proceso de la simulacién, se ha considerado que el centro de la
articulacién esférica coincide con el plano formado por ¥y — Zg. Es necesario hacer notar

que el manipulador posee una longitud de brazo "LB=10".
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Importante: Las unidades no han sido significativas para el proceso de la simulacién.

Tarea.

El manipulador desarrolla una trayectoria en forma de hélice, tomando una pieza de
trabajo en el punto OBJ y la lleva a la posicién final ( respecto del sistema inercial {0})
en un tiempo de proceso de 3 seg. El perfil de trayectoria seleccionado, es un polinomio
de 8 grado con indice  m=1.875, con lo cual se llega a un polinomio de 5 grado.

En la tabla (5.1), se muestran los puntos pertenecientes a la pieza de trabajo en las
posiciones inicial y final , asi como, el punto donde el manipulador toma a la pieza de

trabajo llamado "OBJ". Estos puntos representan las coordenadas operacionales.

Pieza de Trabajo Coordenadas
P, (6,5,5)
Q (6,5,6)
R, (5,6,5)
P, (8,10,0)
Q. (8,9,6238,0,9265)
R, (7,10,9265,0,3762)
Punto de Sujecién , OBJ (6,5,6)

Tabla 5.1. Espacio Operacional

Los cuatro parametros del Tornillo de Rodrigues, son obtenidos utilizando las ecua-
ciones Ec.(H)-Ec.(L) presentadas en el capitulo anterior. La tabla 5.2 muestra los pardme-
tros obtenidos.

Parametros del Tornillo
@ 215
8 1 o oF
Sis (0 20,3017 15,3017)"
d 2

Tabla 5.2. Pardmetros del Tornillo de Rodrigues
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A partir de los datos mostrados en las Tablas 5.1 y 5.2 y las ecuaciones obtenidas en la
cinemética inversa se obtuvierén las siguientes gréficas que muestran el comportamiento
de cada una de las seis variables con las que cuenta el robot manipulador PPSP en
su evolucién con respecto al tiempo. También se obtuvieron las gréficas necesarias para
monitorear la carga sobre los actuadores al efectuarse la tarea. Para obtener estas gréficas
se utiliz6 el software Mathematica 4.

| —
g 4.6
B N
B g N
5 \
—
_g 4.2 \
o]
g 4
T \
53.8
'_| 3
T i

3.6/

0 0.5 g 2 2.5 3

1.5
tseq]

Gréfica 5.1. Desplazamiento lineal de la primera articulacién.
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Gréfica 5.4. Desplazamiento lineal de la segunda articulacién.
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Gréfica 5.5. Velocidad de la segunda articulacién.
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Gréfica 5.6 Aceleracién de la segunda articulacién.
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Gréfica 5.7. Variacién de la tercera articulacién rotacional.
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Gréfica 5.8. Velocidad de la tercer articulacién.
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QGréfica 5.9. Aceleracién de la tercer articulacién.
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Gréfica 5.11. Velocidad de la cuarta articulacién.
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Gréfica 5.13. Variacién de la quinta articulacién rotacional.
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Gréfica 5.14. Velocidad de la quinta articulacién.
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Gréfica 5.15. Aceleracién de la quinta articulacién.
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Gréfica 5.16. Desplazamiento lineal de la sexta articulacién.
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Gréfica 5.17. Velocidad de la sexta articulacién.
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Gréfica 5.18. Aceleracién de la sexta articulacién.

Gréfica 5.19 Fuerza requerida en la primera articulacién (N)
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Gréfica 5.20 Fuerza requerida en la segunda articulacién (N).

Gréfica 5.21. Par motriz requerido en la tercera articulacién (N-m).
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Gréfica 5.22. Par motriz requerido en la cuarta articulacién (N-m).

Gréfica 5.23 Par motriz requerido en la quinta articulacién (N-m).
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Gréfica 5.24. Fuerza requerida en la sexta articulacién (N).
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Capitulo 6

Conclusiones

A través del desarrollo realizado en este trabajo se cumplen los objetivos planteados
en un inicio.

Con respecto al objetivo principal, se concluye que el Robot Manipulador Heli-
coidal PPSP cuyo diseno se basa en la formulacién del Tornillo de Rodrigues es capaz

de desarrollar operaciones de transporte de piezas y adaptar su estructura mecdnica
conforme las condiciones iniciales y finales de la trayectoria cambian.
Con respecto a los objetivos secundarios se tiene para el mimero:

1. A fin de encontrar la configuracién adecuada para el eslabonamiento de tornillo del
manipulador helicoidal PPSP se obtuvo el modelo cinematico inverso correspon-
diente en términos de las coordenadas operacionales, hecho que es mostrado en el
capitulo 2.

2. Para validar cada una de las ecuaciones obtenidas para las variables articulares
del manipulador helicoidal PPSP se realizé una simulacién en donde se muestra
la evolucién para cada articulacién, al variar el pardmetro [Uiornaio (£)]. Mostrando
que dicho pardmetro es un escalar en funcién del tiempo que varia desde "0",
correspondiente al { = 0, hasta 1, correspondiente a ¢ = ;.
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3. La transformacién de tornillo Tiorminie (o, e,0S &, d) : 2 — N2 obtenida, es un
operador lineal capaz de transformar a cualquier vector de posicién conforme al
movimiento de tornillo.

La transformacién de tornillo encontrada contiene, cinco pardametros, a saber, cua-
tro de ellos corresponden a los cuatro pardmetros obtenidos de la Formulacién
del Tornillo de Rodrigues y el tltimo a un vector de posicién que ubica el punto
(perteneciente al cuerpo transportado) donde el érgano terminal del manipulador
helicoidal PPSP toma la pieza de trabajo. Los puntos, descritos por los mencionados
vectores de posicién, experimentan desplazamientos en forma de hélice.

Las ecuaciones cinemdticas presentan algunas singularidades. Hay algunas posiciones
iniciales y finales de tarea en las cuales el denominador de la Ec.(H) mostrada en el
capitulo 4 se hace cero, asi pues, no es posible encontrar los correspondientes pardmetros
del Tornillo de Rodrigues. Ademads, hay otra singularidad cuando la linea definida por
los puntos E'-C'(mostrada en la figura (2.7)) llega a ser paralela al plano ¥, — Zo.

Respecto de las hipétesis planteadas:

HIPOTESIS 1: El robot manipulador helicoidal PPSP, basado en el principio del
Tornillo de Rodrigues, debera ser capaz de transportar piezas de trabajo adaptando
su postura conforme a las posiciones iniciales y finales de la tarea.

CONCLUSION HIPOTESIS 1: Es verdadera.

HIPOTESIS 2: Debe existir un operador lineal parametrizado en funcién del tiempo,
capaz de transformar cualquier vector de posicién conforme a un movimiento de
tornillo, en el que se basa el diseno del manipulador PPSP.

CONCLUSION HIPOTESIS 2: Es verdadera.
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HIPOTESIS 3: El arreglo PPSP deber4 proporcionar los cuatro pardmetros de torni-
llo de acuerdo a la formulacién del desplazamiento general de Tornillo de Rodrigues.

CONCLUSION HIPOTESIS 3: Es verdadera.

6.1. Trabajo Futuro

En este trabajo se muestra la habilidad que tiene el Robot Manipulador Helicoidal
PPSP en la ejecucién de tareas de transferencia de materiales, es decir, donde el manipu-
lador tinene como objetivo mover un objeto de un sitio (posicién y orientacién) a otro
diferente (tareas "pick-and-place"), a través de una trayectoria en forma de hélice. Pero
debido a la demanda de flexibilidad dentro de los procesos de manufactura es necesario
conocer cual seria su desempeno en tareas y trayectorias diferentes.

Queda claro que es importante conocer si el manipulador PPSP es capaz de ejecutar
trayectorias geométricas diferentes al movimiento de tornillo. Por lo tanto, un trabajo
futuro tendrd que realizarse acerca de la planeacién de trayectorias. Sin embargo las
ecuaciones obtenidas de la cinematica inversa pueden ser empleadas para obtener una
trayectoria distinta a la del tornillo. Si al érgano terminal del manipulador PPSP se
le asigna una trayectoria diferente a la del tornillo, basta con encontrar el conjunto de
pardmetros de tornillo correspondientes a la trayectoria asignada.
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