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RESUMEN

El trabajo desarrollado en esta tesis se inscribe dentro de la investigacion tedrica de
los mecanismos de movimiento subcelular.

Mediante la aplicacion de la Teoria de la Micronatacion se construye un modelo de
la traslacién de las particulas subcelulares, en donde la hipétesis central es que el organelo
se desplaza mediante deformaciones periédicas de baja amplitud de su frontera envolvente.
Esta suposicién se adecua bien a algunas de las distintas hipoétesis deterministas que en la
actualidad se proponen, en el ambito de la Biologia, como posibles explicaciones de la
traslacioén de organelos membranosos.

En el presente trabajo se consideran dos casos, el de una esfera desplazandose en un
medio fluido infinito y el de un circulo nadando dentro de un recipiente finito. La solucién
de cada uno de estos problemas produce resultados que, en sus aspectos cuantitativos y
cualitativos, indican la viabilidad de la hipétesis de la micronatacion como mecanismo de
movimiento subcelular, tanto desde un punto de vista fisico como bioldgico.



SUMMARY

The theoretical research of subcellular transport mechanisms is the general subject
which this thesis belongs to.

A model for the translation of subcellular particles is made using Microswimming
theory. The central assumption is that the organelle moves by deforming its shape through
low amplitude periodic waves. This supposition fits well with most of the current biological
deterministic hypothesis about organelle's motion.

In this work, two different cases are considered, a sphere moving in an infinite fluid
domain and circle swimming inside a finite recipient. The solution of each of this problems
seem to indicate, from a quantitative and qualitative point of view, the feasibility of
microswimming as a mechanism of subcellular transport from both, physical and
biological perspectives.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 Planteamiento del problema.

El tema general en el que se inscribe el presente trabajo es en el de los mecanismos
de movimiento subcelular; jcomo se mueven las particulas subcelulares tales como
mitocondrias, vesiculas, etc.?.

Actualmente se reconocen dos tipos basicos de movimiento subcelular en la célula
eucarionte: azaroso y vectorial (o dirigido). El primero de ellos seria causado por el
muiltiple impacto de los elementos infinitesimales del fluido intracelular sobre el cuerpo en
cuestion y podria resultar en un proceso de difusion. Dadas las dimensiones de las
particulas subcelulares se espera que las fuerzas Brownianas sean siempre un componente
influyente, en mayor o menor grado, sobre la dindmica total de un organelo cualquiera.

En el segundo caso se trata de un movimiento en el que la particula subcelular trata
de mantener una direccién y sentido preferentes y en donde, partiendo de un sitio origen
determinado, tiene que alcanzar un destino especifico dentro de la célula. Ejemplos de este
tipo de movimiento serian las vesiculas secretoras que, formandose por gemacion en el
aparato de Golgi, se mueven hacia la membrana celular para verter su contenido al medio
extracelular después de fusionarse con dicha membrana en regiones especificas. Otro
ejemplo es el movimiento de mitocondrias hacia las regiones de alta demanda de energia en
células especializadas. En general se puede hablar del movimiento vectorial de muchos
organelos membranosos dentro de la célula tales como endosomas, lisosomas, vacuolas
etc.[1].

En la categoria de movimiento vectorial puede también incluirse el que realiza el
ribosoma citoplasmico, un organelo no membranoso, durante el proceso de sintesis de
proteinas.

1.2 Hipotesis actuales.

Son cinco las hipétesis principales que se han generado en los tiltimos afios para
explicar el mecanismo del movimiento de traslacion vectorial de los organelos dentro de la
célula. La hipdtesis mas reciente es la del cometa, mientras que las primeras tres que se dan
a continuacion, fueron sugeridas con anterioridad [2].

1) Movimiento Browniano. Aun cuando existen pruebas experimentales que
descartan la posibilidad de que un proceso de difusién sea el responsable del movimiento
vectorial de algunos organelos [2], y de que en general sélo se le concede alguna
importancia en el caso de las pequefias células procariontes [1, 3], el movimiento
browniano es aun frecuentemente invocado como causa del desplazamiento de particulas
subcelulares, por ejemplo en [4]. También como posible explicacién de los numerosos
reportes acerca de la persistencia de los procesos de exocitosis después de la destruccion



del citoesqueleto, problema que se discute mas ampliamente en el punto 4 referente a las
proteinas motoras.

2) Cambios de forma. En esta hipétesis el organelo se desplazaria ejecutando
ciclicamente una secuencia de cambios de forma. Es decir que propiamente estaria nadando
a través del medio intracelular. De hecho se llegd a describir la secuencia ciclica de
deformaciones por las cuales atravesaba la mitocondria para conseguir trasladarse de un
punto a otro dentro de la célula [5]. Cambios de forma concomitantes con desplazamiento
también ocurren en el caso de vesiculas de transportacién en el axon, segiin se ha observado
mas recientemente [6]. Desde luego permanece el problema de averiguar si dichos cambios
de forma son una causa o un efecto del movimiento del organelo.

3) Actividades metabdlicas. La actividad metabdlica de un organelo, ya sea
mediante la accion de los distintos tipos de bombas y canales idnicos localizados en su
membrana o por medio de cambios configuracionales de, por ejemplo, las proteinas de
superficie, podria generar un campo de velocidades en el fluido que provocara el traslado
del organelo en una direccién preferente. Lo anterior probablemente requeriria de la accién
concertada de los elementos de membrana mencionados. Esta hipétesis fue originalmente
concebida para la mitocondria [2].

4) Proteinas motoras. En esta hipétesis, también denominada como hipétesis del
citoesqueleto, se propone que el transporte de carga intracelular seria efectuado por la
actuacion de proteinas motoras que, unidas por un lado al organelo por transportar y por
otro a una fibra del citoesqueleto, se deslizarian a lo largo de ella mediante cambios
conformacionales adecuados de la proteina motora, los cuales serian dependientes de
energia quimica.

Los elementos estructurales del citoesqueleto de transportacion, es decir los
microtibulos y las fibras de actina (actina-F), también tendrian una funcioén especifica de
acuerdo a sus caracteristicas fisico-quimicas. Los largos, gruesos y estables microtiibulos
servirian basicamente para el transporte de larga distancia dentro de la célula mientras que
las comparativamente delgadas, cortas y dindmicas fibras de actina se involucrarian mas
con el posicionamiento final del organelo [7].

El citoesqueleto y las proteinas motoras también se han involucrado como agentes
causales de las corrientes citoplasmicas, que son un medio de transporte vectorial mas
tipico de las células vegetales [1].

En cuanto a la fisica de estos fendmenos de movimiento hay que sefialar que la
dindmica de las proteinas motoras ha sido modelada frecuentemente utilizando ecuaciones
del tipo Langevin [8-10]:

dx 3}

2 k[ax Uxi)+ F] FE() - @D)
en donde k es una constante de proporcionalidad, x es el vector de posicién del centro de
masas de la proteina motora, U(x, {) es un potencial deterministico, F es un campo de
fuerzas externo y £(¢) es una funcién aleatoria que caracteriza ruido de algin tipo.

Se pueden resaltar dos aspectos generales de la situacion actual de la hipétesis del
citoesqueleto. A pesar del considerable cuerpo de evidencia tanto experimental como
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tedrica que lo sustenta, este modelo esta aun en proceso de verificacién y son muchas las
preguntas que aun tienen que resolverse, especialmente con experimentos in vivo. Por
ejemplo: ;cuantas proteinas motoras mueven en realidad a un organelo?. A parte de las que
participan en el movimiento ;hay otras unidas a la membrana y si las hay son del mismo
tipo, es decir son todas anterogradas o hay retrogradas también presentes?. Y en cualquier
caso jcomo se coordinan para que resulte s6lo el movimiento en el sentido deseado?. ;Esta
la proteina motora unida a la fibra del citoesqueleto mientras se desplaza con su carga, o
por el contrario hay una distancia significativa entre ellas?. La respuesta a éstas y otras
preguntas podria contribuir a cambiar la imagen de la dindmica subcelular expresada en la
hipétesis del citoesqueleto y por lo tanto a modificarla o adecuarla.

Por otra parte existen contradicciones experimentales que aun no han sido resueltas,
especialmente en lo concerniente a los experimentos de destruccion de parte del
citoesqueleto de transportacion. Existen reportes [11-20], algunos de ellos recientemente
revisados [21-22], en los cuales ha quedado claro que, en ciertos sistemas celulares
experimentales, la célula puede mantener su actividad secretora en practicamente el mismo
nivel, aun en ausencia de la red de microtiibulos, tanto por la via basal de secrecién como
por la estimulada. Estos resultados se han obtenido tanto en células polarizadas (glandula
lagrimal, epitelio) como no polarizadas (como por ejemplo, cultivos de lineas celulares
GH3 de la glandula pituitaria) y basicamente utilizando nocodazol, una sustancia
despolimerizante de los microtiibulos. En células tratadas con nocodazol, el aparato de
Golgi se fragmenta en cuerpos vesiculares, que luego se dispersan en el citoplasma celular
y a pesar de eso continua la exocitosis [15-20].

Parece poco probable que en células en las que la red de microtibulos ha sido
dafiada y no funciona, las vesiculas pueden atin ser llevadas por miosinas a través de la red
de actina-F y continuar asi con la secrecion. Se ha reportado que la destruccion de
solamente la red de actina en cierto tipo de células (GH3 y Theca) con citocalasina (B o D)
tiene un efecto despreciable o aun aumenta la secrecién de vesiculas [14,23-24]. Esto se ha
interpretado como que: /) el transporte de estas vesiculas no ocurre via redes de actina-F y
2) la actina F, que es principalmente cortical en estas células, de hecho actiia como barrera
o centro regulatorio de la exocitosis.

En mitocondrias también se tiene una situacién similar, en donde la destruccién de
los microtiibulos por colchicina no impide su movimiento direccional [2].

;Como es que puede proseguir el movimiento vectorial subcelular cuando ha sido
destruida la red de microtiibulos, siendo que éstos son las vias por sobre las cuales se
mueven las proteinas motoras (kinesinas o dineinas) que se supone transportan a las
vesiculas a lo largo de toda la ruta de secrecion y también a las mitocondrias, de acuerdo
con la hipétesis del citoesqueleto?. Se pueden elaborar diversas explicaciones de estos
resultados de manera que se mantenga la hipétesis del citoesqueleto [22], pero hasta el
momento ninguna de ellas ha sido verificada en la practica por lo que la contradiccion
permanece aun sin resolverse.

5) Cauda de cometa. Actualmente ha aparecido ademas la hipétesis del
cometa, en donde el movimiento de vesiculas de transportacion se quiere explicar por la
polimerizacién de fibras de actina que, organizadas por determinadas proteinas en la
membrana de la vesicula, proporcionaria la fuerza necesaria para impulsar la carga a lo
largo del trayecto [25]. Esta es una propuesta aniloga a la hecha previamente para explicar
el traslado de cierto tipo de parasitos intracelulares [26].



1.3. Relacion entre hipotesis.

En general, el status actual de estas hipétesis puede resumirse diciendo que si bien
las tres primeras nunca fueron totalmente rechazadas o aprobadas, permanecen hoy dia
relegadas en vista de la gran actividad presente, tanto experimental como teérica, alrededor
de la hipétesis de las proteinas motoras. La hipétesis del cometa aunque genera
investigacion actual, aparentemente no recibe todavia mucha atencion.

Por supuesto, desde un punto de vista 16gico, una demostracién positiva definitiva
de cualquiera de las hipétesis no necesariamente descartaria la existencia de las demas, ya
que no existe en Biologia nada parecido a un "principio de exclusién", por lo que en iiltimo
término, siempre seria necesario demostrar la inexistencia del resto de los mecanismos
propuestos.

Desde un punto de vista experimental, es claro que las contradicciones en la
hipétesis del citoesqueleto, sefialadas en el punto 4 del apartado anterior, apuntan en la
direccion de la posible actuacidn de otras formas de desplazamiento, cuyas modalidades de
interaccién podrian en principio ser muy variadas. Algunas de estas posibilidades se
sefialan a continuacion.

Los mecanismos propuestos podrian ser "organelo-especificos", de modo que
algunas particulas subcelulares utilizaran alguno de ellos preferentemente mientras que
otras se moverian mediante algin otro. En relacién con esto, piénsese en el caso
previamente mencionado del movimiento del ribosoma citoplasmico, el cual ocurre, como
se ha demostrado experimentalmente, en ausencia de cualquier elemento del citoesqueleto,
ya sean estas fibras o motores moleculares asociados. En realidad, se ha propuesto que el
propio ribosoma seria en si mismo un motor molecular [27-28] cuya dindmica esta atin
lejos de comprenderse en términos de un modelo biofisico verificado.

Otra posibilidad es que dos o més de los mecanismos propuestos podrian co-existir,
de modo que cada uno fuera sélo un componente de la resultante final. De hecho este debe
de ser el caso al menos del movimiento browniano, como se cité anteriormente.

Se puede concebir también que algun tipo de organelo echara mano de varios de los
mecanismos citados, de acuerdo a las circunstancias particulares del medio celular.

Finalmente, es posible que existiera un mecanismo central principal que, solamente
cuando registra alguna falla, es relevado por algiin otro medio de generacion de
movimiento. Esta es precisamente la supuesta situacién del movimiento browniano en
relacién con los experimentos de destruccién del citoesqueleto, como ya se menciond.

1.4. Niimero de Reynolds y Fluidos de Stokes.

Una cosa cierta que comparten las cinco hipdtesis anteriormente mencionadas es el
régimen dinimico en el que se encuentra el fenémeno de movimiento que pretenden
explicar, Dada la relacion entre el tamaiio y la velocidad tipica de un organelo subcelular
con la viscosidad del medio en el que se mueve, la traslacién de las particulas subcelulares
ocurre a bajos niimeros de Reynolds. En este régimen din4mico en el que se carece de
fuerzas inerciales, el cambio de forma es la tinica posibilidad fisica real que tiene un objeto
para poder autopropulsarse.
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El niimero de Reynolds, Re, es un parametro adimensional que mide la relacién
entre las fuerzas inerciales y las viscosas que actiian sobre un cuerpo que se mueve en un
fluido. Se define como:

Re= rVpln = rVlv

en donde r es un "radio generalizado" o longitud tipica del cuerpo que se mueve con
velocidad tipica ¥ en un fluido de densidad py viscosidad 7 o equivalentemente, en un
fluido de viscosidad dinamica v (que para el agua es de 1072 cm?/s). Por ejemplo, un ser
humano nadando en agua tiene un Re ~ 10* mientras que los peces de acuario se encuentran
a Re ~ 10 y las bacterias tienen un Re caracteristico de alrededor de 107, En el caso de
particulas subcelulares se tiene Re ~ 107,

Como se establece en la ley de similitud de la Mecéanica de Fluidos [29], dos
situaciones con el mismo niimero de Reynolds son dindmicamente similares, es decir que
en ese caso, el cuerpo encara los mismos problemas de movimiento. Por ejemplo, un
cuerpo del tamaiio de ser humano
estaria a Re ~ 10™® nadando en
melaza fria.

A bajos Re las fuerzas
viscosas prevalecen sobre las
inerciales. Como consecuencia un

a) Vesiculas:
Re= (50nm) (1um/s) + 1x10”? cm?/seg = 5x10°

b) Mitocondria:
en microtibulos: Re =4 x 10
en actina: Re =8 x 10°*

- objeto se movera tnicamente si en
¢) Ribosoma: = ese momento hay una fuerza
Re=9x10" actuando sobre éL. Por lo tanto un
organismo o particula subcelular sélo
Figura L1. Valores tipicos del nimero de Reynolds para tiene a la geometria, a través del
algunos organelos. cambio de forma, como agente motor

para desplazarse continuamente a
través de un medio fluido. Una secuencia ciclica de cambios de forma constituye una
estrategia de natacion particular en la cual el objeto avanzara empujandose y girando contra
el fluido para conseguir, como reaccion y si la estrategia es exitosa, traslacion y rotacién
netas.

A bajos Re el movimiento del fluido es altamente ordenado y el mezclado es dificil.
Entonces, los flujos son basicamente reversibles, un hecho dramatizado en los videos de
Taylor [30] que muestran cémo una mancha de tinta vertida en melaza recupera su forma
inicial revirtiendo la secuencia de movimientos de mezclado. Lo anterior implica que el
parametro temporal es irrelevante en realidad, el patrén de movimiento generado por una
estrategia de natacion luce igual independientemente de la velocidad con la que ésta se
ejecute, un hecho reflejado en el caracter auténomo de las ecuaciones de Stokes, que son
las que se utilizan generalmente para modelar este tipo de fluidos.

LS. Teoria de la Micronatacion.
Otra consecuencia de la reversibilidad de los fluidos de Stokes es que las estrategias

de natacion reciprocas no producen traslacion neta, algo que se conoce a veces como
"teorema de la ostra" [31]. Una estrategia de natacion es reciproca cuando el cuerpo vuelve
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a su forma inicial simplemente revirtiendo la secuencia de deformaciones ejecutada en un
principio.

El teorema de la ostra es parte de lo que se conoce como Teoria de la
Micronatacion, la cual pertenece al campo de la Hidrodinamica Tedrica y se deriva de la
aplicacién de las Teorias de Norma a la Cinematica de cuerpos deformables que se
desplazan en fluidos a bajo Re [32]. Esta teoria, de creacién relativamente reciente [33], ha
sido aplicada a fenémenos de movimiento biol6gico unicamente a nivel de organismos, por
ejemplo para explicar, con cierto éxito, el movimiento de algunas bacterias y gusanos
microscépicos [34-35]. Lo que hace interesante a esta teoria en relacion con el problema
del movimiento de particulas subcelulares, es precisamente su énfasis en los cambios de
forma como agentes causales del movimiento autopropulsado de un cuerpo a bajos Re.

La forma y sus cambios son un hecho importante en Biologia, ya no se diga a nivel
de los organismos sino también a nivel subcelular, en donde forma y funcién tienen una
estrecha relacion en los distintos organelos y de hecho cada uno presenta una morfologia
particular que sirve para definirlos.

Intuitivamente es claro que incorporar a la forma y sus cambios puede ser esencial
en la modelacion matematica de los fendémenos de movimiento subcelular, algo que sin
embargo no ha sido hecho hasta ahora.

Por un lado se tiene que los modelos de Langevin tratan a las muy peculiares
proteinas motoras solo como puntos geométricos, aun y cuando, con bastante ingenio, algo
de la particular morfologia de los motores moleculares puede plasmarse en la parte
determinista de la ecuacién de Langevin (I.1), pero esto nunca de manera que quedase
explicita una tinica morfologia en el modelo. Por otro lado, las aplicaciones de la
Micronatacion han quedado restringidas hasta ahora al nivel de los organismos, cuya
variedad de formas y condiciones de frontera son diferentes de las del nivel subcelular.

Es importante sefialar aqui que la Teoria de la Micronatacion no es una teoria acerca
de un mecanismo de movimiento en particular. En su aplicacién al fenémeno de
movimiento subcelular no se supone la verdad de, por ejemplo, ninguna de las cinco
posibilidades dadas anteriormente en la seccion 1.2. La Micronatacidn es una teoria acerca
de las caracteristicas hidrodindmicas (cinéticas y energéticas ) del patrén de fluido que se
genere como consecuencia del movimiento de un cuerpo deformable.

La relacion entre la Micronatacién y los mecanismos de generacién de movimiento
se establece a través del modelo de la envoltura [36], en donde se supone que el agente que
de hecho esté fisicamente ejecutando las deformaciones periddicas, no es necesariamente la
membrana del cuerpo, sino algunas extensiones de ella, que pueden, al rodearlo, envolverlo
y que son de hecho las que se encargarian de ejecutar los movimientos de deformacion
necesarios para generar un determinado campo de velocidades en el fluido circundante.

Piénsese por ejemplo en la mecénica de movimiento de los microorganismos
ciliados. Las deformaciones periddicas necesarias para generar traslacion no las ejecuta su
rigida membrana celular, cosa que haria al proceso energéticamente incosteable debido a la
magnitud de los esfuerzos requeridos. En cambio, esos esfuerzos son trasladados a
estructuras mucho mas flexibles como los cilios, que batiendo ritmicamente el fluido
circundante, generan en él un campo de velocidades de ciertas caracteristicas que logra el
impulso del microorganismo.

Asi, en el caso subcelular, la envoltura podria estar formada por proteinas que
ejecuten ciclicamente cambios conformacionales o por bombas y canales iénicos, al modo
sefialado por la hipétesis 3 de actividades metabélicas. O podria también estar formada por

14



motores moleculares como en la hipétesis 4, en donde una o mas proteinas motoras unidas
a la superficie del organelo agitarian el fluido por medio de cambios conformacionales
ciclicos dependientes de energia. Finalmente, cabe la posibilidad de que en el caso de los
organelos, la membrana completa al ser mas flexible que la celular, esté de hecho
ejecutando las deformaciones, como lo sefiala la hipdtesis 2 de cambios de forma.

Pero de los resultados de la Teoria de la Micronatacion no se desprende necesaria y
univocamente un mecanismo particular de movimiento, sélo se pueden sugerir
posibilidades compatibles con las predicciones de la teoria, tanto en su aspecto cinético
como energético. Es entonces s6lo una herramienta para modelar el desplazamiento de
objetos deformables, es decir que presupone que existe ya dada una cierta manera de
producir los cambios de forma, mecanismo que no le concierne mas que por sus
caracteristicas cinéticas, tales como los parametros tipicos de la onda de deformacion,
amplitud, periodo etc.

L6. Plan, Hipdtesis, Objetivo.

En esta tesis se aplica la idea de la micronatacion al fendmeno del movimiento de
traslacién de particulas subcelulares, porque:

a) La mayoria de las hipétesis deterministas actuales proponen mecanismos de
desplazamiento que pueden ser representados por cambios de forma de una envolvente
flexible del cuerpo en movimiento.

b) Experimentalmente, se observan cambios de forma conspicuos que ocurren
simultineamente con el movimiento vectorial de traslacién de algunos organelos [6].

El presente trabajo es un primer intento de aplicacién de la Teoria de la
Micronataci6n al nivel subcelular, motivo por el cual conviene comenzar por limitarse a
considerar inicialmente s6lo a formas y tipos de deformacién relativamente simples de
modelar matematicamente.

Por esta razén es que la forma del nadador se supondra esférica, mientras que con
respecto al medio circundante, la premisa inicial mas simple es que se trata de un medio
ilimitado. Posteriormente se hace la suposicion de que el nadador subcelular se mueve en
un medio acotado, lo que es mas realista pero requiere de reducir el problema a dimensién
dos, para no comprometer demasiado la sencillez del modelo.

En ambos casos se asumira que el cuerpo se desplaza a través del fluido
autopropulsandose mediante pequefias deformaciones ciclicas de su frontera lo cual, dentro
de la teoria de Micronatacién, brinda la posibilidad de obtener resultados analiticos.

Estos principios tedricos son los que esencialmente configuran al modelo de
Micronatacion que en concreto se aplica en el presente trabajo.

Se puede ahora enunciar, en términos generales, la hipdtesis central de esta tesis:

Si el modelo de Micronatacién aqui empleado puede explicar el movimiento
vectorial de determinadas particulas subcelulares, entonces se esperaria:

1) La existencia en los organelos de una envolvente deformable propulsora, es decir
de un mecanismo de accionar periddico responsable de la generacion de un flujo
hidrodinamico impulsor, cuyas caracteristicas en este caso debieran de poder explicarse por
ondas de baja amplitud de dicha envolvente.

2) Un acuerdo razonable, tanto en términos cuantitativos como cualitativos, entre
los resultados tedricos y datos experimentales relevantes.
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El objetivo que se persigue es dar una evaluacion de la factibilidad del modelo de
Micronatacién empleado. Dicha evaluacién consiste en analizar las consecuencias tedricas
de dicho modelo, mediante la comparacién de sus predicciones contra hechos y datos
experimentales de la Biologia Celular y la Biofisica, tanto en el orden cualitativo como
cuantitativo.

Entonces, resumiendo, se utiliza a la teoria de la Micronatacion, que se expone en el
capitulo II, para calcular algunos parametros cinéticos y energéticos en dos casos: el de un
nadador esférico en un medio no acotado (capitulo III) y el de uno circular moviéndose en
un fluido acotado (capitulo IV), el cual propiamente seria el modelo bidimensional de una
vesicula de transportacién moviéndose dentro de una célula. Conjuntando los resultados de
los dos casos sera posible dar algunas estimaciones cuantitativas del modelo tridimensional
acotado. Ademas, los resultados tedricos que se obtengan seran comparados con datos y
hechos experimentales y asi se podra discutir y concluir, en cada caso, acerca de algunas de
las posibilidades que tedricamente tiene la micronatacién como modelo de los mecanismos
de movimiento subcelular.
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CAPITULO I1

MICRONATACION

En esta seccion se tratan de explicar los fundamentos de la teoria de Micronatacion
utilizando el enfoque mas reciente, en el cual se reformulan algunos de los conceptos y
métodos clasicos de las Teorias de Norma en términos de los de la Geometria Diferencial
[36-38].

En aras de la claridad, en algunos de los temas se da primeramente una exposicién
heuristica informal de los principales conceptos de la teoria y enseguida se ocupa un
apartado extra para dar algunas precisiones matematicas.

I1.1. Fluidos de Stokes.

Considérese un elemento o particula de un fluido con densidad constante p que se
desplaza a través del medio con una velocidad ¥ . De acuerdo con la Ley de Euler, la fuerza
total que actiia sobre la particula es igual a la tasa de cambio de su momento total. En
general sobre el elemento actdan dos tipos de fuerzas, las de superficie y las volumen (o de
masa). Las fuerzas de superficie son debidas a la interaccion de corto alcance que se da
entre la frontera de la particula y el medio fluido a su alrededor, mientras que las fuerzas de
volumen son de largo alcance y pueden afectar cualquier parte del fluido. Un ejemplo de
este tipo de fuerzas es la gravedad. En términos de la derivada material y en un fluido de
densidad constante (es decir incompresible), la ecuacién que establece el balance del
momento lineal de la particula es [39]:

POl ", T &L
Esfuerzos sobre Fuerzas de masa

Tasa de cambio &l elemento por sobre ¢l elemento

del momento unidad de volumen  5or unidad de

total por unidad volumen

de volumen

en donde IT es un tensor de segundo orden (diadica) conocido como tensor de esfuerzos y
que para fluidos Newtonianos incompresibles se expresa por:

IN=-pl+2uD

en donde p es la presion,  la viscosidad dindmica, I = 6; es el tensor unitario y D es el
tensor de deformaciones:

=%[(V§)+ (v3) ]

en donde el superindice ¢ denota a la transpuesta.
Substituyendo la expresion de I1 en la ecuacién de balance se obtiene:

Dy
pF‘:’:—Vp+;sz+pf
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que es la ecuacién de Navier-Stokes para un fluido newtoniano, incompresible, de densidad
y viscosidad constantes. Esta ecuacién no-lineal, es una de las distintas ecuaciones de
campo que definen las leyes mas generales que debe de satisfacer el movimiento de un
medio continuo.

Los fluidos de Stokes se definen a partir de las siguientes reglas constitutivas. A
bajos nimeros de Reynolds las fuerzas viscosas (esfuerzos) predominan sobre las
inerciales, por lo que estas ultimas pueden despreciarse. Si ademis se quiere estudiar
linicamente el caso estacionario, es decir aquel en el cual el campo de velocidades solo
depende de la posicién y no del tiempo, resulta que:

. & +¥-Vi=0
Dt ot

Ademis, en una situacion en donde también se puedan despreciar las fuerzas de
masa, la ecuacién de Navier-Stokes se reduce a:

W5 =Vp ...(2.1)

que se conoce como la ecuacién de Stokes y define la conducta de los fluidos a bajos
numeros de Reynolds. De acuerdo con la ley de similitud de Reynolds [29], esta ecuacién
describe la dindmica de un nadador ya sea cuando este es comparativamente grande y/o
rapido pero se mueve en un fluido muy viscoso o cuando es pequefio y/o lento, aun
nadando en un fluido de relativamente baja viscosidad como el agua.

Es interesante hacer notar que la ecuacién de Stokes es lineal, en el sentido de que si
(v1, 1) ¥ (v2, p2) son dos de sus soluciones, entonces (vi+v,, pi+p>) es también una
solucién. Es entonces factible lograr soluciones exactas en muchos casos, ain en los
relativamente mas complejos, a través de técnicas de superposicion aplicables a ecuaciones
diferenciales parciales lineales [39]. Por supuesto si las condiciones de frontera son no-
lineales, aiin se tendra, en otro sentido, un problema no-lineal [58].

I11.1.1. Planteamiento General. En general el problema que se tiene es el de un objeto de
determinado tamafio y forma que se desplaza en un fluido el cual ocupa un dominio D, que
puede estar acotado o no, dentro de un espacio con cierta dimensién (bidimensional o
tridimensional). Este dominio D es siempre exterior al nadador, es decir que no se
considera al fluido que el cuerpo pudiera contener dentro de si.

Debido a lo realmente pequefios que son los niimeros de Reynolds, Re involucrados
en la dinimica subcelular (~107®), el movimiento de un objeto desplazindose en un fluido
en estas condiciones queda razonablemente bien descrito por la ecuacion de Stokes (2.1)

a la que se le agrega la condicion:
V-y=0..(22)

en el caso de un fluido incompresible. El campo vectorial incognito ¥ define la velocidad

del fluido en cada punto del dominio en el que éste se encuentre, p es la presién y p es la
constante de viscosidad dindmica del fluido en cuestion.
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Una de las condiciones de frontera que es necesario especificar corresponde a la de
la frontera de un nadador con forma ¢. En todo el presente trabajo se asumira siempre que
el campo de velocidades del fluido iguala al campo vectorial U de velocidades instantaneas
de deformacion sobre g:

o], = U ..(2.3)

Esta condicion se conoce como de no-resbalamiento, el fluido se supone
perfectamente adherido a la frontera del objeto en movimiento, de manera que ambos
tienen la misma velocidad en dicha frontera.

La ultima condicién que es necesario especificar corresponde a la velocidad del

fluido i’:laev sobre la frontera 3D del dominio D. Estas condiciones son particulares de los

casos no acotado y acotado y se dan en los capitulos correspondientes (IIl y IV resp.).
Al problema de encontrar a los campos v y p solucion de la ecuacion (2.1), dadas

las condiciones (2.2), (2.3) y v la:u , e le conoce como Problema Exterior de Stokes o

simplemente Problema de Stokes. Nétese que aplicando €l operador rotacional a ambos
lados de (2.1) se obtiene:

4V (Vx7)=0

puesto que el rotacional de un gradiente es cero. De esta manera se tiene una sola ecuacioén
en la incdgnita v, lo que indica que es posible resolver (2.1) encontrando primero el campo
de velocidades que satisfaga las condiciones de frontera impuestas, y después integrar
dicho campo, de acuerdo con (2.1), para obtener finalmente la presion.

Al campo solucién v , frecuentemente denotado también como v, se le denomina
extension de Stokes, en el sentido de que, como define el flujo correspondiente a la
condici6n de frontera U en todo punto del dominio exterior D, se puede pensar como que
v extiende a dicha condicion de frontera a todo D.

Un elemento central de la resolucién de un problema de hidrodinamica es el tensor
de esfuerzos I( ) que se obtiene una vez que se calculan con la extensién de Stokes v y la
presion p. El tensor de esfuerzos contiene toda la informacion necesaria para obtener los
parametros dindmicos y aun energéticos del fluido en movimiento.

I1.1.2. Supuestos del Modelo de Stokes. La aplicabilidad de la ecuacion de Stokes (2.1) al
caso que aqui se trata, queda restringida en mucho al cumplimiento de las condiciones: a)
Hipétesis del Continuo, b) Magnitud de Re, ¢) No-resbalamiento, d) Propiedades fisicas del
fluido.

a) El tamafio microscépico de las particulas subcelulares (50-100 nm) puede ser de
cierta preocupacion el aplicar el modelo de Stokes, especialmente en lo concerniente a la
hipétesis del continuo. Sin embargo, la aplicabilidad de la ecuacién Stokes llega incluso a
tamafios de particulas correspondientes a la escala de pequefias moléculas organicas [39].

b) Cuando Re no es muy bajo, se ha reportado que la ecuacién (2.1) no describe
adecuadamente la dinamica del fluido. Se han tratado distintas aproximaciones para
resolver este problema pero en general puede decirse que estas desviaciones se presentan
cuando Re~1 [38-39], por lo que en el caso de las particulas subcelulares se estaria
razonablemente confiado en asegurar que (2.1) es una buena aproximacién.
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El hecho de que Re es realmente pequefio en el caso del movimiento subcelular,
permite también evitar el problema de la validez de la ecuacidn de Stokes a gran distancia
del objeto en movimiento. Dado que el término inercial: (v -V) ¥V, que se elimina de la
ecuacién de Navier-Stokes, es del orden de U/, en donde U es una velocidad tipica y » es
la distancia desde el centro del objeto, mientras que el término que es retenido: vV ¥ es del
orden de vU/#’, entonces la relacién del primero contra el segundo es del orden de: Urfv =
Re(r/l) en donde / es una longitud caracteristica del problema y v la viscosidad cinematica
[66]. La aproximacién de Stokes permanece valida en tanto esta razon sea pequefia. A bajos
Re esto sucede si /I permanece pequefio. En el caso de las particulas subcelulares dentro de
una célula, se tiene que, a lo mas, #//~10” mientras que con Re~1 0% se garantiza que la
razon de fuerzas inerciales a viscosas permanece aun bastante baja en el rango de distancias
involucrado.

¢) La complejidad propia de las distintas particulas subcelulares puede muy bien
poner en duda la condicion (2.3) de no-resbalamiento. Los grupos hidrofilicos de las
biomoléculas presentes en la membrana de un organelo, ya sean los de las cabezas de los
lipidos de membrana, de amino4cidos en las proteinas o aun carbohidratos de
glicoproteinas, interactiian de distinta manera con las moléculas de agua vecinas. Por un
lado pueden inmovilizarlas en cierto grado a su alrededor y crear asi una especie de capa
intermitente y amorfa de moléculas de agua, alrededor del organelo, que estarian
moviéndose a distintas velocidades dentro de dicha capa. Nada maés alejado de una
condicién de no-resbalamiento ideal. De hecho atin en sistemas fisicos, la condicién (2.3)
desaparece cuando se consideran por ejemplo fluidos no Newtonianos y otros casos con
paredes no humectables [39]. Por supuesto la determinacién experimental de la condicién
(2.3) en el caso particular de las particulas subcelulares aun no ha sido hecha y en este
trabajo se asume como una primera aproximacién ideal.

d) La fase fluida del citoplasma de una célula tiene una viscosidad practicamente
igual a la del agua pura, de acuerdo a experimentos de medicién in vive [40], lo que permite
pensarla como un fluido newtoniano al menos en las escalas de temperatura y presién en las
que existen la mayoria de los seres vivos. Sin embargo es conocido que la dindmica celular
normal involucra muchas veces transiciones sol-gel del citoplasma que harian muy dificil
concebir una viscosidad constante en todo lugar y momento dentro de la célula. De nuevo,
aqui se adopta la hipétesis de u = constante como una peticién de principio.

I1.1.3. Hidrodinamica cldsica y Micronatacion. Es basicamente a través de la condicién de
no-resbalamiento que la Teoria de la Micronatacién se conecta con la Mecénica de Fluidos
clasica. Los campos U especifican las distintas deformaciones que la forma bésica g del
nadador va adoptando para desplazarse a través del fluido, por lo que una secuencia

natatoria de cambios de forma vendra descrita por una curva g (¢, o) definida en el espacio

de todas las deformaciones posibles de g, siendo o~ una parametrizacion conveniente de la
forma basica. En general se tiene que resolver un problema de Stokes por cada forma

4 (1,0') que constituya al ciclo de natacién. En cada uno de dichos problemas se tendré
como condicién (2.3) a:

o0 -
vlq = ”a_tq(t’o-)
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en donde la derivada de la forma g (¢,07) da el cambio de forma instanténeo U (ec. 2.3).

El hecho de que en principio (¢, ) es parte de las inc6gnitas en el problema de

encontrar la trayectoria que sigue el nadador al ejecutar su brazada hace a este problema
altamente implicito y no lineal, a pesar de que la ecuacion de Stokes (2.1) sea lineal.
Llevar el problema al nivel infinitesimal, aproximadamente en el espiritu del
método de Euler en las ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta en cantidades
calculables que pueden ser integradas para dar el desplazamiento neto final del nadador.

I1.2. Haz Fibrado. La estructura matematica fundamental en la que se basa la teoria de
micronatacion es la de haz fibrado. En los siguientes apartados se definen sus distintos
componentes.

11.2.1. Descripcion General. Al tratar de describir la cinemética de un nadador cuya
forma inicial es Sy y que se encuentra a bajos Re, se anotarian tanto la secuencia de
deformaciones corporales que constituyen su brazada natatoria como la trayectoria que
sigue el objeto al ejecutar repetidamente dicha brazada. Para representar la totalidad posible
de esas observaciones es conveniente utilizar al espacio fase Q de "formas localizadas" o
configuraciones, en el que se afiade a la descripcion de cada forma su localizacién espacial
particular. Como se supone que el organismo no se rompe o rasga durante su movimiento,
entonces en Q sélo hay deformaciones obtenidas por continuidad a partir de la forma inicial
So. Ademads, por conveniencia matematica, se supondra que ninguna de las formas posibles
contiene "picos" o lineas quebradas en general en su superficie, es decir que son formas
"suaves",

Para la especificacion de todas las posibles brazadas natatorias, que son secuencias
de formas "puras" independientes de la posicion del nadador, el espacio Q es demasiado
redundante en el sentido de que hay elementos de Q que difieren entre si no por su forma
sino s6lo por estar orientados y localizados en distintas direcciones y en distintos puntos del
espacio. Al espacio fase de todas las formas obtenidas a partir de la forma inicial basica Sy
(con las mismas restricciones arriba mencionadas) sin referencia a la posicion que ocupen
en el espacio, se le denota como S (shape).

Cualquier posible secuencia de natacion del
objeto queda entonces descrita por una curva cerrada
0 en S (cerrada por que se trata de un ciclo de
) movimientos). La curva vendria dada por una funcién

— b que a cada instante de tiempo ¢ le asigna la forma
particular s€S que en ese momento aparece en la
secuencia.

Se puede establecer una relacion entre los
espacios de formas previamente definidos mediante
S de la funcién de proyeccion m, cuyo dominio es Q'y
contradominio S:

Figura IL.1 0—>S

La regla que define a 7 es que aplica a una forma localizada particular en su forma
deslocalizada correspondiente. Esto hace que se piensa en la funcion proyeccién © como
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una funcién de "olvido" puesto que su regla se puede interpretar como "olvida la posicién y
quédate con la forma". De esta manera 7t no es una funcién uno a uno porque manda a todas
las configuraciones que sdlo difieran por su posicién, pero que tengan la misma forma
basica, a precisamente dicha forma en S. En consecuencia la pre-imagen de cualquier
elemento s del espacio S es un subconjunto de O con mas de un elemento y que se le
conoce como fibra n‘i(s) (Fig. II.1). Si se dibujara la fibra sobre cada s S es
intuitivamente creible que se cubriria de esta manera a todo Q, es decir que la unién de
todas las fibras es igual a Q. Esta caracteristica es parte de lo que define al espacio Q como
un espacio fibrado o haz fibrado.

Los elementos de una fibra difieren entre ellos sélo por estar orientados y
localizados en distintas direcciones y en distintos puntos del espacio, pero trasladindolos a
un origen comiin y rotiandolos se puede hacer que todas las configuraciones coincidan y
reconocer asi que tienen la misma forma. Esto indica que las formas localizadas de una
misma fibra, sélo difieren entre si por la accion de una transformacién rigida, ya sea esta
una rotacion, una translacién o la composicién de ambas.

Matematicamente las transformaciones rigidas se representan por matrices, en
particular, en el caso del espacio tridimensional R>, el orden de las matrices de rotacién es
de 3x3 y el de las de translacion es de 1x3 (vectores). En virtud de las propiedades de la
composicion de transformaciones rigidas, este conjunto adquiere la estructura algebraica de
Grupo y de hecho de un Grupo continuo o de Lie, puesto que la operaciéon de composicion
y su inversa resultan ser continuas. Al grupo de transformaciones rigidas del espacio
euclidiano d-dimensional (d = 2 o 3) se le denota por SE(d) y sus elementos quedan bien
especificados por parejas ordenadas (r, ¢r) cuya primer componente es una rotacion r y el
segundo es una translacion #r. Un hecho algebraico relevante es que, las fibras 7'(s) son
isomorfas al Grupo de Lie SE(d), lo cual es muy importante por que, junto con otros
isomorfismos que ya se mencionaran, permite "aterrizar" el cuadro geométrico en formulas
de célculo.

Intuitivamente puede resultar claro que el espacio de configuraciones Q médulo el
grupo euclidiano SE(d) es el espacio de formas no localizadas (puras) S :

S=0Q/SE(d)

porque agrupando los elementos de Q que son iguales bajo transformaciones rigidas daria
como resultado el espacio de formas abstractas S.

Ahora se tienen ya todos los elementos que constituyen la definicién de un haz
fibrado Q con espacio base S, fibra tipica n”'(s) y grupo de invarianza (o isometrias) SE(d) .

I1.2.2. Algunas Precisiones. La mayor parte de la teoria de haces fibrados est4
dedicada al caso en donde el espacio fase Q es de dimensi6n finita (p.ej. ver [41]). Sin
embargo la mayoria de los conceptos y algunos de los resultados principales se pueden
extender a los espacios de dimensién infinita.

Matematicamente el espacio Q de dimensi6n infinita es el conjunto Emb(Sy) de
todos los encajes posibles j en RY (d = 2, 3) de la forma bésica inicial Sy, la cual se supondré
compacta y suave:

Q= Emb(S,)={i(S,)|:8 - R}
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en donde j es k-diferenciable y su derivada es de rango maximo, con lo que se garantiza que
la deformacicn j(So) hereda la topologia relativa del espacio ambiente R”, no tiene "picos” y
en cada punto xe Sy se puede definir un tinico vector normal.

Como 8y es compacto, se puede utilizar la estructura Euclidiana de R? para hacer de
Q un espacio de Banach, al ser posible determinarlo como un conjunto abierto en el espacio
de Banach X de todos los mapas C* de Sy en R? [42]. Es esencial dotar a O con una
estructura de espacio de Banach (y no con una mas general Ej.: Fréchet) para asi poder
tener las suficientes herramientas formales como para contar por ejemplo con propiedades
de existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales [42-45]. En lo particular esto es
importante considerando que aqui se trata en primer lugar de resolver la ecuacion de Stokes
para fluidos viscosos.

Comenzando con subconjuntos abiertos de Q, éstos pueden pegarse mediante
isomorfismos p-diferenciables para construir en Q una estructura de variedad diferencial
[43]. De hecho Q puede constituirse como una variedad infinito dimensional C*
diferenciable [42].

El conjunto SE(d), d =2 o 3, de parejas ordenadas (7, tr) de transformaciones rigidas
del espacio euclidiano con dimensién d, en donde el primer componente es una rotacion r
(operador ortogonal de orden dxd) y el segundo es una translacién ¢ (vector 1xd), junto
con la operacion:

(rsti)o(roty) = (ri - mom -1, +1,)

constituyen un grupo continuo o de Lie, puesto que dicha operacién y su inversa son
continuas, SE(d) tiene una dimensién finita igual a 2d y puede descomponerse como el
producto semidirecto del subgrupo orl0§onal de rotaciones SO(d) con el subgrupo vectorial
de traslaciones, el cual es isomorfo a R":

SE(d)=SO(d)®R*

Cada grupo de Lie tiene siempre asociado un espacio vectorial particular conocido
como algebra de Lie. En el caso de SE(d) su algebra asociada, denotada aqui por se(d), es el
conjunto de las matrices antisimétricas, so(d) y vectores de R’ en donde las primeras
representan a rotaciones y los segundos a traslaciones infinitesimales (ver II.3). Asi, de
nuevo, los elementos de se(d) quedan también especificados por parejas ordenadas (r,fr).
Formalmente se(d) se expresa como:

se(d)=so(d)®R’
la suma directa de las sublgebras indicadas, en donde so(d) puede identificarse con R"® si

n(3) =3 yn(2) = 1. En consecuencia, el algebra de Lie se(d) y su dual se*(d) son isomorfos
a:

se(d) =R OR! ; se'(d)=(R™) ®(RY)
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Un grupo de Lie y su algebra estan relacionados entre si porque pueden obtenerse
uno del otro mediante operaciones generalizadas semejantes a la exponenciacion y su
inversa, el logaritmo (ver I1.2.2).

La tipica acci6n (libre) del grupo euclidiano sobre R? se puede extender
naturalmente al espacio de configuraciones Q de la signiente manera:

SE(d)xQ—>Q talque (rtr)-f=r-f+tr

lo que permite definir sin ambigiiedad al espacio cociente O/SE(d) (espacio de 6rbitas)
como el conjunto de clases de equivalencia:

SEQ!SE(d)z{[qllqu}

en donde g~q'sii 3 GeSE(d): G-q=q" .

El espacio de formas S de hecho tiene la topologia cociente y hereda la estructura de
variedad diferencial que tiene Q. El resultado finito dimensional de que S es una variedad
diferencial cuando Q lo es y es actuado por un grupo de transformaciones G, que satisface
condiciones muy generales [41], se puede llevar hasta el caso en donde Q es una variedad
de Fréchet actuada por el grupo de difeomorfismos Diff [44-45] y en consecuencia es
valida cuando Q es un espacio de Banach actuado por SE(d), dado que SE(d)cDiff.

Dadas las anteriores definiciones de los espacios fase Q y S se garantiza la
existencia de una funcioén de proyeccion canénica diferenciable m: Q — S que manda a cada
elemento geQ a la clase de equivalencia a la que pertenece, es decir que 7 aplica a una
forma localizada particular en su forma abstracta correspondiente. De esta manera 7, no es
en general una funcién uno a uno pero si es sobreyectiva y en consecuencia es una
sumersién y la fibra 7'(s) es también una variedad diferenciable para cada seS [45].

Sea UcS un abierto del espacio de formas y seU. Si U es suficientemente pequefio
se puede confiar en que el proceso de asignar a cada seUcS su correspondiente fibra '.r:_l(s)
puede repetirse para todos los elementos del abierto U. Entonces por construccion es claro
que se cubriria de esta manera a todo el conjunto ¥ =n"'(U) cQ, es decir que:

V=n(U)xU

Esta caracteristica, llamada de trivialidad local, es la que finalmente permite definir
al espacio Q como un espacio fibrado o haz fibrado principal con espacio base S, fibra
tipica n”'(s) y grupo estructural de invarianza (o isometrias) SE(d). La demostracién de la
trivialidad local del espacio de configuraciones O para el caso més general de espacios de
Fréchet actuados por Diff puede verse en [44). Pero Q no es \inicamente localmente trivial,
sino también globalmente trivial [45] y en consecuencia puede expresarse como:

PQ=FxS
en donde F es la fibra tipica.
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I1.3 Espacio tangente.

El conjunto de todas las deformaciones instantaneas a partir de una cierta forma
localizada geQ constituyen el espacio vectorial tangente sobre el punto ¢ y son
representadas por campos de velocidades (no necesariamente tangentes) a lo largo de la
frontera de ¢. Es mediante dichas deformaciones que se conecta a la cinematica del cuerpo
deformable con la hidrodinamica, al considerarse como condiciones de frontera en el
problema de Stokes.

11.3.1. Descripcion general. En el espacio Q de formas localizadas, cada forma
particular ¢ se obtiene a partir de una forma inicial basica gy especificando la deformacion
particular que debe de sufrir go para convertirse en g. La especificacion de tales
deformaciones puede darse convenientemente mediante un campo vectorial U sobre la
forma go, U : go - R® que a cada punto x perteneciente a go le asigna un vector de R? cuya
magnitud, direccion y sentido caracterizan completamente la accién de deformacion
emprendida en x. De esta manera, la nueva localizacién de cada punto x de g, se obtiene
mediante la transformacién: x— x + ¢U con x € go y £ un niimero lo suficientemente
pequefio como para que la accion de U quede restringida al &mbito infinitesimal.

Considérense todas las curvas ¢ (f)que en un instante #, pasan por un punto geQ.

La derivada de cada una de las infinitas curvas en ¢ especifica localmente un cambio de
forma particular necesario para transformar a una forma vecina ¢' en el propio g, es decir:

Figura I1.2

Se muestra el espacio tangente en el punto geQ, T,0, que tiene la misma dimension de Q, asi como su
descomposicion en un espacio vertical, V, representado por un solo eje y el espacio horizontal, H, que
forma un plano y que a su vez es isomorfo al espacio tangente TS sobre s €S. El vector U tiene
proyecciones en H, y V, siendo esta tiltima la imagen A(U) del campo U por la forma de conexién 4.
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dq (t) -0
dt

]

El conjunto de todas estas deformaciones constituye entonces al espacio vectorial
tangente definido sobre ¢ € Q y denotado 7,0 (Fig.IL.2). Nétese que tanto las rotaciones
como las traslaciones infinitesimales de la forma ¢ son también elementos de T,Q, siendo
ellas las transformaciones que causan deformaciones nulas y que vendrian dadas por
campos vectoriales de movimientos rigidos infinitesimales restringidos a ¢. Los elementos
U de T,Q son también las condiciones de frontera posibles que sobre el nadador se imponen
para poder plantear y eventualmente resolver la ecuacién de Stokes para fluidos viscosos,
como se vera mas adelante.

Se puede demostrar que el espacio tangente 7,0 se descompone en una suma de dos
subespacios. Uno de ellos es precisamente el conjunto los campos vectoriales rigidos sobre
q y se le conoce como espacio vertical V,. El otro subespacio, H, complementa lo que resta
de V, para generar a 7,0, es decir:

T,0 = V®H,

Después de la introduccién de una métrica conveniente en 7,0 que defina una
geometria en el espacio tangente, resultara que H, es el complemento ortogonal de V, por lo
que se le conoce por espacio horizontal (Fig.I1.2). El espacio horizontal H, esta constituido
por todas las deformaciones fisicamente permitidas a . Dichas deformaciones son aquellas
en las que la fuerza F y torca T totales que el nadador ejerce sobre el fluido son iguales a
cero. Lo que significa que le esta prohibido al nadador contorsionarse de manera que haya
deformaciones en su cuerpo que se toquen o sobrepongan entre si jalandose o empujandose
mutuamente. En otras palabras, se supondra que el nadador puede controlar su forma pero
que no puede ejercer fuerzas netas o torcas sobre si mismo [33]. En notacién conjuntista se
diria que:

H,={UeT,Q:F=T =0}

De esta manera se tiene que cualquier campo vectorial U sobre la forma ¢ puede
representarse de manera tinica por una transformacién rigida de ¢ mas una deformacién
cuya fuerza y torca totales sean cero.

En consecuencia los movimientos fisicamente permitidos del nadador forman una
curva "horizontal" en Q, es decir una curva de deformaciones g(¢) tal que, en cada instante

t:
dq (r) .

6(f)= dt q

Es importante mencionar aqui que el espacio vertical V, es isomorfo al algebra de
Lie se(d) mientras que el espacio horizontal H, es isomorfo al espacio tangente en s€S, en
donde qeu"(s). Ademas, en cada punto geQ, se tiene que el espacio vertical V, es tangente
a la fibra que contiene a g, que es la razén por la cual los elementos de V, reciben el
calificativo de infinitesimal mencionado antes.
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I1.3.2. Precisiones. El dlgebra de Lie se(d) es el espacio vectorial tangente de la
variedad diferencial SE(d) en é, el elemento neutro de SE(d). Existe una vecindad Vs de é
tal que se puede mapear difeomérficamente a un abierto B8(0,6) del cero de se(d), en V.
Dicho mapeo se define como la exponencial exp: B(0,6)— V; . Como consecuencia, siempre
que £ € se(d) el conjunto H = exp(t £) es un subgrupo de SE(d) con parametro teR. Sean
qeQ y £ € se(d) puntos particulares fijos de sus respectivos espacios. Existe una accion del
subgrupo H correspondiente a £ sobre el punto g que genera una orbita H-g, la cual pasa por
el punto g cuando ¢ = 0. El vector tangente a dicha érbita por el punto g es entonces:

%exp(frf)-q

=0

y es un elemento de 7;0. Repitiendo lo anterior para cada ge( se genera un campo
vectorial & que representa la accion infinitesimal del subgrupo A en Q. Haciendo lo
anterior para todo £ € se(d) se genera un espacio isomorfo a se(d) que es precisamente el
espacio vertical V, y representa la accion del algebra de Lie se(d) sobre el espacio de
configuraciones (. Dicha accion es tangente a la accion del grupo euclidiano SE(d) sobre

0.

I1.4 Métrica Potencia. Aqui se plantea el hecho de que es posible establecer una métrica en
los espacios tangentes con un significado fisico relevante. En lo particular la métrica del
espacio tangente proporciona la potencia E gastada por el cuerpo al ejecutar una
deformacion durante su ciclo de natacion.

En este apartado s6lo se proporciona la expresion mas general que define a E, la
cual toma formas especificas dependiendo del problema de Stokes particular que se esté
resolviendo y que se dan en los capitulos siguientes.

11.4.1. Descripcion General. Al ir atravesando por cada uno de los cambios de
forma que constituyen su brazada, el cuerpo en movimiento sufre la accion de una fuerza
que el fluido en el que se encuentra gjerce sobre cada punto de la frontera del nadador.
Existe de hecho una relacién entre la deformacién U efectuada por el nadador de forma g y
la fuerza F que se ejerce sobre su frontera. Esta relacién la da el operador de propulsion o
de Lorentz @: U - F, en donde fisicamente ®U)(x), x€q, es la fuerza por unidad de area
que el fluido ejerce sobre g en el punto x, dado que g sufre la deformacién especificada por
U.

Entonces, por definicién de potencia (energia disipada) £, que en general es el
producto de la fuerza por la velocidad, se tiene que la energia hidrodinamica disipada en un
elemento infinitesimal de 4rea de la frontera del nadador es:

dE =U -@(L?)ds

en donde dS es un elemento infinitesimal de area de ¢. Integrando a dE sobre la frontera del
nadador se obtiene la potencia total correspondiente:
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E(U)= LG-@(C’]dS -~ Q24)

es decir, el gasto energético que genera el cuerpo en movimiento en el instante ¢ al estarse
deformando de acuerdo con U, el cual es producto de los esfuerzos generados entre las
capas del fluido como resultado del movimiento de deformacion de la frontera del nadador.

Se puede demostrar que la funcién de potencia E asi definida, establece una métrica
en el espacio tangente 7,0 para toda geQ [37]. Bajo esta métrica, llamada de potencia, el
espacio horizontal H, y el vertical V, son ortogonales:

H, LV,
11.4.2. Algunas Precisiones. El operador de Lorentz ®se define como:

KO)=Tl|,* 7 ... (2.5)

y es una funcion vectorial lineal que a cada campo de deformacién U de la forma ¢ le
asocia la contraccion del tensor de esfuerzo I'(i7) con el vector normal unitario 7, evaluado
sobre la frontera de la forma g. El tensor de esfuerzo IT corresponde aqui al campo de
velocidades # del fluido, obtenido como solucidn de la ecuacién de Stokes cuando la
condici6n de frontera sobre ¢ es U [36-37].

La funcion de potencia E dada por (2.4) es una forma cuadratica cuya forma bilineal
correspondiente:

E(7,#)= [v-@(#)ds Vi, #eT,Q .. (26)

es la que propiamente establece una métrica Riemaniana como producto interior en 7,0. La
métrica potencia es invariante bajo la accién del grupo euclidiano SE(d) y H. Lorentz
demostrd que era positiva definida [ver 38]. La propiedad de simetria de dicha métrica la
establece el teorema de reciprocidad de Lorentz:

E(3,%)= [v-@(w)ds= [ -2 (7)ds =E(#.7)
que es una consecuencia directa de la igualdad:
div(v -1 (i) - -TI(¥)) =0
IL5 Conexion de Stokes.

La teoria de conexiones desarrollada para variedades de dimensién finita [41] puede
extenderse al caso de variedades de dimensién infinita al menos en lo que concierne a los
conceptos basicos y los resultados mas elementales [ver p.ej. 44-45].
1L5.1. Descripcién General. En cada punto g de QO existe un espacio tangente 7,0

descomponible en la suma de un subespacio vertical V, y un subespacio horizontal, H,
(Fig.I1.3). Es asi posible definir ahora al conjunto de todos los espacios horizontales de Q.
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Este conjunto recibe el nombre de conexion de Stokes, potencial de norma o simplemente
conexion, denotado por C y contiene a todas las formas fisicamente accesibles al nadador:

C={Hq |Hy LVyYqeQ}

En general una conexion es una regla que permite decidir si una propiedad de un
objeto o una cantidad se han conservado, o como han cambiado, al ser transportadas de un
punto al otro del espacio en el que se encuentran. Existen distintos tipos de conexiones pero
todas tienen en comun que estan construidas para preservar algo, por ejemplo la conexion
afin preserva el concepto de paralelismo entre vectores mientras que las conexiones de las
distintas teorias de Norma en la Fisica preservan las leyes -o algun aspecto esencial de
ellas- que rigen el movimiento de las particulas involucradas [46]. En el caso de la
conexién de Stokes, lo que se preserva al moverse por el espacio 0, es precisamente las
formas fisicamente permitidas de nadar a bajos Re, las cuales estan contenidas en cada
espacio horizontal.

Se puede demostrar que para cada geQ existe una transformacion lineal 4 que va de
T,0 al algebra de Lie se(d):

A: T,0— se(d)

y tal que el niicleo de esta transformacién 4 es igual al espacio horizontal H, . El mapa A4 es
central en la teoria, recibiendo el nombre de 1-forma de la conexion de Stokes y a cada
campo vectorial I sobre g (es decir a cada deformacién de ¢) le asocia la transformacion
rigida infinitesimal que determina el desplazamiento obtenido como resultado de esa
deformacioén. La funcién 4 actia también como una proyeccion de los campos vectoriales
U eT,Q sobre el espacio vertical V, , ya que, como ya se menciond, el algebra de Lie se(d)
es isomorfa a V (Fig.IL.3).

Una manera de obtener al operador A4 es partiendo del operador de Lorentz utilizado
en el apartado anterior para definir la métrica en 7,0 [36]. Definase al operador total de
propulsién £ como el operador lineal que a cada deformacion instantianea UeT,Q le asocia
la fuerza F y torca T totales que el fluido ejerce sobre el nadador, £: U —(F, T).
Restringiendo el dominio de £ al conjunto de las transformaciones rigidas (infinitesimales)
se obtiene el operador de resistencia G, que en el caso tridimensional es una matriz
simétrica y positiva definida de orden 6x6. Entonces:

AL 2T

11.5.2. Precisiones. Cuando una conexion se relaciona con una métrica de manera que los
espacios horizontales sean ortogonales a los verticales en esa métrica, se dice que se tiene
una conexion mecanica natural o que la conexion surge de la métrica. Ahora bien, dada una
conexién siempre se puede encontrar una métrica baja la cual tal conexién es natural. Lo
que no siempre ocurre es que la métrica dada sea fisicamente significativa. En el presente
caso la métrica potencia que da la conexién de Stokes tiene como energia cinética asociada
a la potencia gastada por el cuerpo deformable cuando éste ejecuta una deformacioén
infinitesimal [36].

Un aspecto determinante de la forma de conexién 4 es su relacién con la funcién
momento p: 7,0 — se*(d) (en donde se*(d) es el dual de se(d)). La funcién momento es el
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invariante o cantidad conservada prometido por el teorema de Noether, el cual dice,
figurativamente, que "donde hay una simetria existe una cantidad conservada”, estando las
simetrias del problema de micronatacion a cargo del grupo de Lie correspondiente, SE(d).
En el caso d=3, se puede demostrar [38] que:

u=(FT)

en donde F y T son la fuerza y torca totales que el fluido ejerce sobre una forma
determinada q.
Cuando H, L Vg larelacién entre la forma de conexion 4 y la funcién momento p
es realmente directa:
A=I-p

en donde / es el isomorfismo canénico entre el algebra de Lie se(3) y su dual [38].

I1.6. Holonomia.

Como fendmeno matematico, la holonomia se entiende como la situacién en donde
un cierto objeto cambia sus propiedades al volver a su punto inicial de partida después de
recorrer una curva cerrada o lazo [47]. En el contexto de la Teoria de Micronatacién la
holonomia se entiende también como una transformacion rigida que permite calcular
cuanto se ha trasladado y rotado un nadador después de ejecutar su brazada. A continuacién
se discute con mas detalle su significado.

IL.6.1. Descripcion General. Al dar una brazada, el organismo ird cambiando de
forma pero también de posicién y orientacion en el espacio real, de manera que al final de
un ciclo de natacion regresa a su misma forma inicial aunque, si la estrategia de natacién es
exitosa, ya se habra desplazado y rotado una cierta cantidad. En los espacios fase de formas
localizadas Q y no localizadas S, puede visualizarse
este proceso como se muestra en la Fig.IL.3, en donde

~<0 se ve como la curva o(?) del ciclo de natacion en el
\q\ © | espacio S "levanta” en una espiral ¢(1) en Q a través
/ de las fibras 7”'(s), convirtiendo a la curva cerrada
o(t) en S en una curva abierta g(f) en Q. Como al
g / /| terminar la brazada el objeto vuelve a su forma
inicial, el proceso inicia y termina en la misma fibra,
/ "' (s0) (cuya base es una cierta forma inicial so). Pero
|4 ~ como ha avanzado y rotado, el punto de la fibra al que
3¢ —5‘(5 S regresa en Q) es distinto del que parti6. La distancia en

Q de estos dos puntos sobre 7' (so), que representa el
desplazamiento y rotacion netos que sufre un
Figura IL3 organismo al pasar por un ciclo de natacion, es
exactamente la cantidad que finalmente se tiene el
propésito de calcular. Dicha cantidad viene determinada por un operador especifico que se
conoce dentro de la teoria como holonomia o potencial de norma y es un elemento g del
grupo SE(d), puesto que, como el organismo regresa a su forma inicial al terminar una
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brazada, no ha sufrido finalmente deformacion alguna y entonces su desplazamiento total
queda descrito por una transformacion rigida.

11.6.2. Algunas Precisiones. Puesto que g €SE(d) entonces g = (Rq, tro) ¥ si go ¥ g1
son las formas localizadas inicial y final sobre la fibra 7' (so) entonces:

qr =99, =Rog, +1r,

En general un ciclo natatorio o brazada que comienza y termina en la forma s, viene
dado por una curva Sy(f) en S. Entonces el "levantamiento” de Sy(/) en la espiral g(f) en O se

determina por:
q(1)=2(1)-5, ()

en donde g(7) es una secuencia de transformaciones rigidas, cada una de las cuales localiza
correctamente en Q a la forma pura Sy(¢) en cada tiempo ¢, es decir que le asigna la posicion
que debe tener a lo largo de su fibra 7' (So(t)) correspondiente. El levantamiento q(t) sera
entonces horizontal, es decir que satisface que:

ra@)=5() v 1= eh, v

Si el operador de resistencia G es inyectivo entonces el levantamiento horizontal existe y es
unico [38].

El problema dinamico completo de la autopropulsién a bajos Re consiste entonces
en encontrar a g(f). La curva g(f) se determina en principio como la solucion a la ecuacion
diferencial lineal no auténoma de primer orden [48]:

%EL) =g(1)- 44, (4(1)) - 28)

en donde 4 es la /-forma de la conexion de Stokes correspondiente a la forma q(f) y
evaluada en la deformacion instantdnea g (r) y proporciona el desplazamiento infinitesimal

total de 1a forma basica s que resulta de una deformacién infinitesimal s, . Integrando (2.4)

se obtiene g(7) y entonces la holonomia g es: g(T') = g en donde T es el periodo del ciclo de
brazada. Debido al caracter no abeliano del grupo SE(d) la solucion de (2.8) no es tan
directa como podria parecer y resulta en lo que a veces se llama una "exponencial de
trayectoria ordenada" [33, 36]. En el apartado I1.8 se presenta un método para aproximar la
holonomia g.

I1.7. Mecanismo del desplazamiento.

Sea Sy(f) una curva cerrada en el espacio de formas S, es decir la representacion
abstracta de la brazada de un cuerpo deformable con forma inicial so= Sp(0). En general la
secuencia de formas So(f) no constituye un movimiento permitido puesto que puede generar
fuerzas y torcas netas sobre el nadador. El movimiento correcto, que involucra la misma
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secuencia de formas, incluira desplazamientos rigidos adicionales que cancelen en cada
instante ¢ a cualesquier fuerzas y torcas totales distintas de cero. Tales desplazamientos
rigidos de correccién los da la aplicacién del operador 4 sobre la forma instantanea definida
por So(t) para cada ¢, como se explica a continuacién.

Considérese a un nadador ¢ con forma inicial go € Q , correspondiente a la forma
pura inicial so, que en un primer instante se deforma de acuerdo con la deformacién
instantanea v :

;. =99
°dt.,

El campo ¥, € T,Q especifica la condicién de frontera sobre la frontera del

nadador, que junto con el resto de las condiciones, permite resolver la ecuacién de Stokes.
Esta ecuacion determina el movimiento del fluido tinicamente hasta la adicion de flujos que
rigidamente trasladan o rotan a la forma g y que en consecuencia no afectan a la condicién
de no-resbalamiento. Por lo tanto se esta en libertad de afiadir dichos flujos para cancelar
cualesquier fuerzas y torcas totales netas producidas por V.

Sea v el campo solucidén. Este determina a través del tensor de esfuerzos una fuerza
y torca totales sobre la frontera del nadador que en general seran distintas de cero. Como un
nadador a bajos Re no ejerce ni fuerza ni torca totales al moverse en el fluido, se tiene que
corregir a la deformacién v, de modo que se "horizontalice", obteniéndose su parte
horizontal mediante la igualdad:

‘7;' =, "A({"c)

La deformacién ¥, no ejerce fuerza ni torca totales sobre el nadador. La forma inicial

qo€Q se transforma en la nueva forma ¢, deslizndola a lo largo de los vectores
infinitesimales que en cada punto de la frontera de gy define de manera fisicamente correcta

v, , de modo que después de un tiempo dt la nueva posicién de un punto xeq es
x+; (x)dt € q,[38].

I1.8. Curvatura y Holonomia.

La distribucién de espacios
horizontales en Q, o sea la conexién, tiene
una curvatura, que intuitivamente se puede
ver como la osculacién de los hiperplanos
horizontales al ir cambiando de punto en
punto de Q. Utilizando la curvatura de la
conexion de Stokes se puede aproximar a la
buscada holonomia.

Existe un fenémeno curioso en el
movimiento a bajos mimeros de Reynolds el
cual queda definido en el llamado "Teorema
de la Ostra" que, como se menciond ya en la
introduccién, establece que un objeto que

Figura I1.4 Holonomia 8P y Corchete de Lie.
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trate de moverse ejecutando una brazada reciproca no tiene traslacion neta a bajos Re. Una
brazada reciproca es una en la que al llegar a una cierta forma final se regresa a la inicial
revirtiendo la misma secuencia de deformaciones, y quedaria descrita por una curva abierta
s(?) (o sea que no delimita ninguna regién) en el espacio de formas abstractas S. Dicha
curva podria verse a su vez como un segmento de una curva integral (recorrida en uno y

otro sentido) de un solo campo vectorial V definido en S, tal que en cada punto de la curva
s(t), V le asigna el elemento del espacio tangente correspondiente a §(¢). En

consecuencia se concluye que una brazada "exitosa" a bajos Re debe de venir dada al
menos por dos campos vectoriales no colineales.

Entonces el lazo o curva cerrada S(f) en S que describa a una brazada infinitesimal
elemental de un nadador con forma inicial sy, se puede pensar como dado por las curvas

integrales de dos campos vectoriales V,Ww que tienen en uno de sus vértices a sy (figura
11.4). Para comenzar, partiendo de sp vidjese durante un tiempo € a lo largo de una de las
curvas integrales de alguno de los
dos campos, por ejemplo V). Asi se
llegara al punto A. Ahora partiendo
de A vigjese durante el tiempo 1 pero
ahora siguiendo la curva W5,
llegandose al punto B. En otro
recorrido, iniciando en so se viaja
durante el mismo tiempo pero ahora
primeramente a lo largo de W,
arribando al punto C y a partir de ahi
trasladese por un tiempo € a lo largo
de V; con lo que se llegara al punto
D. En general se tendra la holonomia
B+D. La diferencia entre ambos
puntos 6P = B-D viene dada por un

Figura IL.5. Aproximacion del elemento g de la fibra 7 (50) vcc'lor el cual s igual al area del

a la que pertenece el punto g, mediante el vector 4,(g) del pOthPO_ABCD por el corchete de
espacio ¥, en donde la 1-forma de conexion A4 proyectaag Lie [V, W:l de los campos

sobre V,.

vectoriales dados, mas términos de
orden mayor a 2 [46]:

SP= sq[ﬁ, ﬁ’] +0(¢*)
El corchete de Lie de dos campos horizontales se define como el campo vectorial dado por:
[?*,W”]:(P*-V)ﬂ —(W*-V)ﬂ
q q

en donde el gorro * significa que se trata de la extension de Stokes correspondiente, la cual
se restringe a la forma q.
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Haciendo el levantamiento horizontal del lazo S(f), de la manera sefialada en el
apartado IL.5, y proyectando, mediante la 1-forma 4, al corchete de Lie hacia la mejor
aproximacién en q a la fibra sobre s¢, 0 sea proyectando hacia el espacio vertical

correspondiente (Fig. I1.5), se obtiene una aproximacién a segundo orden de la holonomia g
[38]:

g zqu([ﬁ*,u“f*]) - (2.9)

Se aprecia mejor aqui la necesidad de que se trate inicamente con ciclos de
deformaciones infinitesimales (basados en la forma so), puesto que asi su levantamiento
definira una pequefia holonomia g, que es un elemento de SE(d) = 7 (s0), que se puede
aproximar localmente de manera lineal por un elemento G € se(d) del espacio vertical
tangente a la fibra que contiene al punto g, de una manera analoga a como se aproxima el
valor de una funcién en una pequefia vecindad de un punto basiandose en su derivada en tal
punto. Lo anterior sirve para aclarar porque se proyecta sobre ¥, = se(d) y no propiamente
sobre la fibra 77 (so).

La curvatura Fde la forma de conexién A4, se define mediante la expresion general:

F=dA

en donde d es la derivada exterior. Entonces, siendo 4 una 1-forma, Fes una 2-forma o
tensor. Utilizando la férmula de derivacion exterior en el caso de dos campos horizontales

V" W"se tiene que:
o 774 (47 (47 77

que puesto que F*, " son horizontales se tiene que A4 (17* ) = (W“ ) =0 y entonces:
(VW)= —A([F’*,W*]) .. (2.10)

Combinando las férmulas (2.9) y (2.10) se obtiene la aproximacion de la holonomia por la
curvatura de la conexién de Stokes. Nétese como, en esta aproximacion, solo es necesario
conocer la extension de Stokes en una pequefia vecindad de la frontera del nadador, lo
suficiente como para permitir el calculo de las derivadas que definen al corchete de Lie.

Algebraicamente  es un operador bilineal antisimétrico que va de 7,0 x T,0 a
se(d) lo que lo califica como un tensor (0,2) generalizado, puesto que su dominio no son
vectores sino campos vectoriales sobre la forma basica g y su contradominio no es
numérico sino matricial, en tltimo término. A un par de campos vectoriales sobre la forma
g, el tensor de curvatura  les asigna un vector cuya direccién marca la direccion del
movimiento del nadador y su magnitud da el tamafio del desplazamiento.

Como se menciona en I1.2.2 se(d) es isomorfo a:

se(d) =R @R’
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Esta descomposicion en suma directa de rotaciones y traslaciones del algebra de Lie
permite a su vez descomponer al tensor de curvatura ¥ en una parte traslacional " y otra
rotacional #"

F'=pyoF ; F" =pyo°F
en donde py; ¥ prot SON las proyecciones:
pe:se(d) >R ; p. :se(d)— R"

Por supuesto esta misma descomposicion puede hacerse también para la forma de conexion
A.

11.8.1. Desplazamiento. En el presente trabajo se esta interesado unicamente en el calculo
del componente de traslacion del movimiento del nadador cuando este realiza una brazada
"pequeiia”. Al final resultara que tal informacién esta contenida esencialmente en el tensor
de curvatura, necesitandose solamente un cambio de escala para obtener el desplazamiento
D, es decir que: D o< |F"].

Dados dos campos vectorial vy, v; sobre la forma ¢ el término 4 ([vf 4 vf,_‘ ]) representa
a un elemento del espacio vertical V,, es decir un campo vectorial rigido sobre g. En el caso
infinito dimensional, es la integracion sobre g del campo infinitesimal A4 ([v, /57 ]) lo que

propiamente define a la forma de conexién correspondiente en g:
A= LA v, ])dS =-F(v,v) .. (2.10b)

que puede verse como la divergencia del campo rigido infinitesimal A4 ([v, I ]) En virtud

de la igualdad (2.10) esto equivale a obtener también la curvatura ¥ Comenzando con la
parte traslacional de la forma de conexién se obtienen las correspondientes partes
traslacionales totales:

4= [ 4, (2] 8 == (3,

Los componentes F,, del tensor de curvatura con respecto a dos vectores v,, v,, del espacio

vectorial 7,0 son en general:
an = cF(vm’vu)

y en consecuencia:
Fr =" (v,,v,)

que representa el movimiento euclidiano infinitesimal dado por el acoplamiento de los
Campos Vp, v, [36].
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Biésicamente el desplazamiento total del nadador se puede obtener integrando los
desplazamientos infinitesimales F durante el periodo T de duracién de la brazada, como

se precisa un poco mas en los siguientes pérrafos.
Sea el lazo Sy(f) en S parametrizado como:

So (1) =8, +s(¢) ... 2.11)

en donde Sy es la forma inicial del objeto y s(¢) define una secuencia temporal de
deformaciones infinitesimales de Sy. Las deformaciones s(f) se pueden expandir en
términos de una determinada base {v, } de campos vectoriales en Sy, fija en el tiempo:

s()=2a )y - 212)

en donde las funciones a,(f) definen las coordenadas de s(¢) en cada instante ¢. La base {v, }

define a la estrategia de natacion seguida por el cuerpo deformable.
El cambio de forma instantaneo o campo de velocidades sobre Sy(f) es entonces:

v(1)= %{(0 =26 .. (2.13)

El desplazamiento total después de ejecutar el ciclo de deformaciones Sy(f) con periodo T es
[33]:

S 1 T : . v
D=3 _L a,a F"dt =E§‘[’ (a,a, -a,a,)Fudt ..(2.14)

m<n

La forma particular que esta expresion toma en el caso de los problemas considerados, se
da en los capitulos siguientes.

I1.9. Eficiencia.

En general, dado un desplazamiento neto prescrito por la holonomia g
conviene saber cual es la estrategia de natacion que logra producirlo con el menor gasto de
energia. Esto crea un problema de optimizacion en el espacio Q, en donde se buscaria
minimizar la funcional del gasto de energia & para curvas g(f) en Q que tengan el mismo
desplazamiento fijado por g.

La funcional & o potencia de brazada, es el gasto de energia total generado al
ejecutarse un ciclo de cambios de forma con periodo T. El operador E(V) representa la
energia disipada por unidad de tiempo debido a la deformaci6n instantanea especificada por
el campo V, como se menciona en IL.3. Para el ciclo de deformaciones Sy(#) (ec. 11),
horizontalmente levantado al espacio Q, & se obtiene sumando las contribuciones
instantaneas £ a lo largo de la trayectoria cerrada:
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&= _[:E(v" ()t ... (2.15)

en donde v/(#) corresponde aqui a las partes horizontales de los campos de deformacién
instantaneos dados por (2.13).
Con respecto a una determinada base de deformaciones {v, } la matriz de

componentes Ky, = E(V,,,V,) es positiva definida. Para una deformacion infinitesimal como
la dada por la ecuacién (2.12), la potencia de brazada es entonces:

&=Y [ a,aK,d ..(2.16)

que resulta de aplicar las propiedades de bilinealidad del operador de potencia E.

Se llega asi a un cierto concepto de eficiencia [49], llamado a veces "naive",
definido como el minimizador 7 del problema de optimizacion citado y que se expresa
como:

_1a
=t 217)

en donde D es el desplazamiento del objeto generado por una brazada, T es el tiempo que se
toma en ejecutar dicha brazada.

Dividiendo entre el periodo 7T se consigue una definicién de eficiencia
independiente de reparametrizaciones del tiempo, es decir independiente de la duracién del
ciclo de natacion. De esta manera un ciclo de natacion no serd mas o menos eficiente por el
hecho de ser ejecutado mas lento o mas rapido. Igualmente, debido a la propiedad de
bilinealidad de los operadores de curvatura y potencia, la definicion anterior tampoco
depende de ninguna magnitud lineal que caracterice al tamafio del nadador, como por
ejemplo el radio ni, por la misma razén, de la deformacion relativa e.

De acuerdo con [52] estas son caracteristicas deseables en toda buena definicion de
eficiencia. Sin embargo, desde un punto de vista practico puede resultar también
interesante cuando un concepto de eficiencia depende al menos en parte de alguna de
aquellas cantidades, tales como el tiempo, el tamafio del nadador o de la amplitud de la
onda de deformacion. Por ejemplo, si un organismo requiere de lograr cierta meta dentro de
un tiempo limitado, el permitir o no reparametrizaciones temporales se vuelve un tema
importante.

Estas consideraciones llevarian a concluir que cada problema especifico de
movimiento requeriria de una definicion de eficiencia particular, dependiendo de la forma
de la funcional de energia, el propésito del proceso de locomocion y del resto de la
informacién fisico-biologica disponible [49].

Sin embargo, y debido a la linealidad del espacio de soluciones extremales, en [52]
se conjetura que cualquier nocion "razonable" de eficiencia deberia resultar en el cilculo de
las mismas estrategias 6ptimas de movimiento, el cual es uno de los problemas centrales en
el &mbito de la Micronatacién. Es decir que, al final, habria unidad dentro de la diversidad
de definiciones de eficiencia, al menos en lo que respecta a las estrategias de natacion
optimas.
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Las razones principales que llevaron a escoger la nocion de eficiencia "naive" son
que se ha trabajado sobre de ella en otras investigaciones y que, debido a su independencia
de reparametrizaciones de tiempo y tamafio, permite la comparacion entre situaciones muy
diversas. Ademas, es de hacer notar que esta definicién de eficiencia est4 profundamente
enraizada en la estructura geométrica impuesta en el haz fibrado, puesto que, por un lado, el
desplazamiento depende de la curvatura de la conexi6n y por otro, la potencia de brazada se
relaciona directamente con la métrica del espacio tangente.

I1.10. Procedimiento General.

Para calcular el desplazamiento y la eficiencia de natacién se puede plantear el
siguiente método general. Por supuesto, dependiendo de las condiciones particulares de
cada problema, algunas veces serd posible tomar atajos o sera necesario seguir otros
derroteros a los aqui sefialados.

11.10.1. Algoritmo para el Desplazamiento.

1. Resolver la ecuacién de Stokes para cada uno de los campos vectoriales de
deformacién U que constituyan el ciclo de natacién, los cuales determinan a la
condicion de no-resbalamiento (2.3). Usualmente se puede escoger una determinada
familia de campos U (¢,0°) sobre la forma basica g, dependientes del tiempo ¢ y con
cierta parametrizacion 0.

2. Con la extension de Stokes v de cada caso, calcular el correspondiente tensor de
esfuerzos I1( V), de donde se obtienen la fuerza F y torca T totales.

3. Queda asi definido el operador de propulsién £ (ver sec. IL6): £ (U) = (F,T).

4. Restringir el dominio de £ al conjunto de las transformaciones rigidas para obtener
al operador de resistencia G.

5. Calcular .

6. Obtener la forma de conexién 4 mediante (2.7): 4 = gL'L.

7. Dados dos extensiones de Stokes, v, W, obtener sus partes horizontales:

% =A(P) ; W, =A(W).
8. Calcular su corchete de Lie: [3,,W,].

9. Obtener los desplazamientos infinitesimales F,,, mediante (2.10).
10. Calcular D con (2.14).

I1.10.2. Algoritmo para la Eficiencia.

1. Habiendo calculado el tensor de esfuerzos I( ) se obtiene el operador de Lorentz @
utilizando la ecuacién (2.5).

2. Para cada extension de Stokes obtener la potencia E asociada a ¥ mediante (2.4).

Calcular la potencia de brazada & usando (2.15).

4. Con el desplazamiento D y la potencia & obtener la eficiencia n con (2.17).

La
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CAPITULO III

CASO TRIDIMENSIONAL NO ACOTADO

IIL.1. Antecedentes.

En este capitulo se estudia la dindmica y energética de un nadador esférico que,
mediante pequefias oscilaciones periédicas y axisimétricas de su membrana, se desplaza a
través de un fluido que ocupa un dominio tridimensional ilimitado, en una situacién de
bajos Re. Sélo se estudian dos tipos de deformaciones, tangenciales y radiales, lo que da la
posibilidad de poder expresar, en principio, cualquier otro tipo de deformacién.

El interés de estudiar este caso en el presente trabajo es diverso y no se basa en la
posibilidad de aproximar la situacién acotada, en donde en un espacio tridimensional el
cuerpo deformable se mueve dentro de un recipiente finito. A bajos Re los modelos no
acotados en general no dan buenas aproximaciones cuantitativas de los casos acotados, aun
si el recipiente del fluido es mucho mas grande que el nadador. Los gradientes de
velocidad cuando Re es pequefio son muy suaves, por lo que los efectos de pared tienen que
ser tomados en cuenta en un problema acotado aun cuando el cuerpo no se encuentre cerca
de la pared del recipiente. Como una regla general, los efectos de pared son despreciables
en tanto dw/le>20/Re en donde dw es la distancia entre el nadador y la pared y /e es una
longitud tipica del cuerpo en movimiento [50]. Para una particula del tamafio de una
vesicula de secrecion situada en el centro de una célula, dw/le es del orden de 10? mientras
que 20/Re~10°. De paso, cabria mencionar aqui que este solo hecho advierte sobre la
necesidad de ser precavido al evaluar los muchos resultados que existen de mediciones
cuantitativas de algunos de los parametros fisicos de los motores moleculares, los cuales
hasta ahora han sido obtenidos in vitro inicamente.

A pesar de que cuantitativamente no se trate necesariamente de una buena
aproximacion al caso tridimensional acotado, estudiar el caso no acotado proporciona aun
asi, tanto resultados cuantitativos relevantes para la estimacién de parametros del primer
caso como también resultados cualitativos utiles, en especial en lo que concierne a
comenzar a configurar una posible respuesta a la pregunta: ;qué estrategia de natacién tiene
una mejor posibilidad teérica de ser adoptada por un nadador subcelular esférico?. Se trata
entonces de una primera aproximacién que ademas permite tomar ventaja de los resultados
previos de [33] en donde ya se encuentran calculados, de cierta manera, los coeficientes de
curvatura F,, y de [37,49] en donde se elaboré acerca de la potencia y eficiencia de
natacién del nadador esférico.

La pregunta planteada en el parrafo anterior no ha sido respondida ni aun en el caso
de los microorganismos, en donde las aplicaciones de la Micronatacion se han concentrado
hasta el momento en estudiar basicamente un tipo concreto de estrategia de movimiento,
dejando de lado su comparacion con otras estrategias posibles [34-35]. Por ejemplo en [34]
se calcula sélo el desplazamiento producido por deformaciones tangenciales de la
membrana de la cianobacteria Synechococcus sp. modelada como una esfera y, sobre la
base de que se obtienen calculos razonables de algunos parametros cinéticos, se concluye
que es posible que el microorganismo esté utilizando tal estrategia de natacion,
especulandose solamente sobre la posibilidad de que las deformaciones mixtas,
combinaciones de deformaciones tangenciales y radiales, proporcionen velocidades
mayores. La cuestion energética y de eficiencia no es tratada en ese trabajo.
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Aqui se extienden los resultados de [34] en dos direcciones, considerando la
situacion energética y ademas incluyendo el caso de deformaciones radiales. Los
resultados que se presentan en este capitulo estin reportados en [S1].

IIL.2. Marco General.

En esta seccidn se particularizan los conceptos y formulas generales, dados en el
capitulo anterior, a las condiciones especificas del problema aqui planteado asi como
también se dan los coeficientes de curvatura ya determinados por Shapere y Wilczek [33].

111.2.1. Forma y Estrategia.

La forma basica Sy que aqui se considera
es la superficie esférica §, 8=5, parametrizada
mediante o por coordenadas esféricas (r,6,¢) (Fig.
I11.1) en la esfera unitaria, es decir:

o= (sené’cosqa, senOseng, cosrp)

de modo que la esfera de radio R serd Ro.

De acuerdo con IL8. se requiere un
minimo de dos campos vectoriales linealmente
independientes sobre §° para poder generar
desplazamiento. Dichos campos definen en si a la
estrategia de natacién. En el presente trabajo se
consideran solamente este tipo de estrategias
minimas.

Sean V(c), W(c") dos campos estacionarios
en §” linealmente independientes. Entonces un
ciclo elemental de deformaciones infinitesimales
So(t) de Sp que constituya su brazada natatoria
viene dado por (2.11) y (2.12):

Sy (1) =8, +s(z)

Figura IIL.1
con: s(t)= e(a (e)v + b(r)W) ~G1)

Coordenadas esféricas y sus
correspondientes vectores unitarios en un
punto. Debido a la simetria respecto del eje

en donde € es un nimero pequefio. z, se puede prescindir del dngulod,
Aqui los coeficientes a(r), b(f) representan las red,“]c‘?“d"set]a 5‘“‘“_?:“_ aun cenlo con

s . pas sélo los vectores unitarios & y & como
con}nb}lcxones pcnodlca§ de cada m?do de elementos base para definir la accién de las
oscn_lac1én V, Wen cada_ mStal_'ltc d_e tlt.Bl‘IlpO 1. Es deformaciones axisimétricas sobre S°.
decir, que las deformaciones infinitesimales que

sufre la esfera Sy = Ro durante el ciclo de brazada son:
Ro — Ro + Roe(a(t)V +b(t)W)

De acuerdo con (2.13) el campo de velocidad U que especifica el cambio de forma
durante el ciclo de brazada Sy(r) y que es la condicién de no-resbalamiento en el
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problema de Stokes (ec. (2.3)), se obtiene derivando Sy(f) con respecto a ¢, es decir:
U =Ros(a(t)V +b()W) ..(3.2)
Por simplicidad se supondra que a(¥), b(f) vienen dados por:
a(t)=cos(2zvt) ; b(t)=sen(2zvt) ...(3.3)

en donde v = 1/T es la frecuencia de la oscilacién en Hz.

El tipo de deformaciones de S* que se estudian en este trabajo es solamente el de las
deformaciones axisimétricas, es decir aquellas que no dependen del angulo ¢ (Fig. IIL.1).
La razon de esta restriccion es debido a que se ha propuesto que las deformaciones
axisimétricas son las que maximizan la eficiencia del movimiento de una esfera [52]. Una
deformacién axisimétrica sobre la superficie esférica puede obtenerse definiendo un campo
vectorial de deformacion en un circulo ¢ = Cte. y luego girando dicho circulo alrededor del
eje z. Es decir que basicamente sélo se requiere de trabajar en S'.

Como consecuencia de lo anterior, en este caso bastan los campos vectoriales
bésicos radial e, y tangencial e, para especificar una deformacion axisimétrica cualquiera
(Fig. I11.1). En el presente trabajo sdlo se consideran estrategias de natacién (V(o), W(o))
puramente radiales o tangenciales, ya que, al formar una base para las deformaciones
axisimétricas, brindan la posibilidad de expresarlas como una simple combinacion lineal.

Una manera de especificar a las deformaciones tangenciales y radiales consiste en
dar las funciones que definen el cambio en la magnitud del radio r y en el angulo azimutal
6 después de una deformacion. En general para describir la posicién de un punto material m
sobre la superficie deformada, se tienen las relaciones:

rm=rm(0,0) =R(4((6,0); On=0n(6,)=0+g(6,0); ¢n=Cte. ...(3.4)

en donde la 1iltima igualdad expresa la condicion de simetria del angulo ¢ con respecto al
eje z .Las funciones /'y g, se supondran periddicas en el tiempo ¢ con un periodo fijo T. Asi
para deformaciones puramente tangenciales se hard f= 0, g # 0 y lo contrario para
puramente radiales.

I11.2.2. Desplazamiento y Estrategia. La simetria alrededor del eje z causa que el
movimiento de traslacién de la forma Sy quede restringido exclusivamente a dicho eje.

Dado que se tiene una estrategia de natacion bimodal, la ecuacién (2.14) se reduce
a:

1 ) .
=3 [ Fo[Re(a()r" +b()W*),Re(a(e)v* +B()w*) e
Aplicando bilinealidad y antisimetria del operador F* y que:

[[a(tya(ey = [ b(t)(e)t =0
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se llega a:

D=%R’£2 [ (a()b(0)-b()a(0)) P [v*.w* Yt

. -;—st’ ([ (adb~baa) F* [, *] = %RZEZF" [7*,#*] [[ (adb - bda)

Puesto que la curva paramétrica (a(f), b(1)) = S ! la integral por calcular es una
integral de linea que, aplicando el teorema de Green, es igual al 4rea encerrada por ', es
decir 2x. En consecuencia:

D=R&nF" V', W] ..(35)

Por lo tanto, las unidades de medicién en que se expresa la curvatura F son de inverso de
longitud, L.
La velocidad promedio del nadador durante una brazada es en general:

v-—- =

% wR*EF" [V' W] = %md’F" [V".w"] ..3.6)

b | =

en donde @ = 27v es la frecuencia angular y d = Re es la deformacion absoluta.

I11.2.3. Potencia y Estrategia. Sea Sy(f) una secuencia elemental de campos de deformacién
dada por (3.1). Entonces So"(r), representa la brazada fisicamente correcta, en donde el
superindice A se refiere a las partes horizontales de las formas Sy(#). Por lo tanto los
cambios de forma U hidrodindmicamente permitidos vienen dados por la
"horizontalizacién" de s(f) en (3.1):

0" (1) = Re(a(e)V* +b(r)W*)
La potencia asociada a la brazada Sy"() es, de acuerdo con (2.15):
&= [ E(T* (1)t
en donde E la forma cuadratica de potencia (ec. 2.4). Entonces:
&= [ E(0*(1),0" (1)t = [ E(Re(a()v* +b(t)W*), Re(a(e)V* +B()W* )it
Aplicando la bilinealidad del operador E se tiene que:

[ E(Re(a(t)v* +b(t)w"), Re(a(e)V* + b(t)w* ) e
=R [ E((a (@) +5()W*).(a()v* + b(e)w*)
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=R L{ E(Vha(e)r* +b()W*)+ () E(W,a(e)v* +b()w* )} e
6t [ fa(o)[a(r)B( V* V) +B()E(V W)+ B()[a () E(W*.v*)+b(e) E(W ") ]} a
’s’_L{ (VE(W*V*)+a(O)b()E(V* W) +b(e)a () E(W*,V*)+ 5 () E(W* ")} dt

Puesto que el operador E es simétrico, entonces lo anterior se reduce a:

R’ L (@ ()E(V" V") +2a(0)B(1) E(V* 0" )+ 5 (e) E(W* " )} d

= R*¢’ [L a* () E(V", v e + Zfd[r)ﬁ(:)E(V“,W*)dr + .[:5’ (:)E(W*,W*)d:]
Como la estrategia de natacién (¥, ) es auténoma entonces:
= R [E(V*,V*) [[a oy +2£(v* ") [ a(e)B(e) e+ E(w* w*) [ 52 (r)dt]
Dada la forma (ec. 3.3) en que se escogieron los coeficientes periddicos a(r), b(f) se tiene

ue:

i fd’ (t)dt = EBZ (t)dt=2xv

[[a(e)b()ar=o0
Por lo tanto:
g=2vRe[E(V' V') +E(W*' W*)] ..3.7)

Ya que la potencia basica E tiene por unidad de medida: [E] = L*MT, entonces la potencia
de brazada & tiene u.mdades de: [8] = (LT )(L2MT ) =M (L>MT?)?, es decir unidades
de (masa)™ (energxa)

111.2.3.1. Base de Lorentz. El cilculo de las normas al cuadrado E(V, V"), (W, W) se
puede hacer expandiendo los vectores ¥*, W en la base de vectores propios de Lorentz,
como se explica enseguida.

Si el cuerpo deformable g se encuentra nadando en un dominio infinito D y su
frontera dg es una superficie C2, el operador de Lorentz @ (ver sec. I1.3) es autoadjunto y
positive definido, tiene un conjunto discreto de valores propios {A,} de multlpll(:ldad finita
y también un conjunto completo {v,} de vectores propios, en el sentido L [37]. En
consecuencia en este caso se puede desarrollar cualquier elemento del espacio tangente 7,0
en términos de la base de Lorentz {v,}. Asi si:

P Fod
Z ]c"v" 4 n=|d”v"

E[V*,V*} [Z” C; ",Z“ 2 .] Zp G E[v,,v,]

Entonces:
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Aplicando la definicion (6) del operador de potencia se tiene que:

Z:—;C: Vs n ,,] c, I_L ‘P(VnyS

Como {v,} son eigenfunciones del operador de Lorentz se llega a :

=Zj_lcjj’j’s,vn-,1,v,,ds=2’ ).,,JLv,, v,dS=Y" ca,

en donde la ltima igualdad se obtiene aplicando la condicién de normalizacién establecida
sobre los vectores {v,}. Por lo tanto:

E[V' V" ]=X" ¢, ..(38)
Anélogamente:

h h
E[W W] =304, (39)
II1.2.4. Eficiencia. Substituyendo las expresiones (3.5) y (3.7) en (2.17) se obtiene:

RezF" [V, w*] B Fr[v'w"]
r2vR e (E(Vh, )+ E(Wh ")) 2z (E(V*,v*)+ E(W", "))

.. (3.10)

que es la expresion de la eficiencia naive para este caso en particular.
Dadas las unidades de la curvatura y de la potencia, resulta que las unidades de la
eficiencia naive son:

[n]= T L M- L'r(C*M™'1?)

que son unidades de (velocidad)™ (energia)™.
II1.2.5. Coeficientes de Curvatura. El problema de Stokes a resolver en el caso de un
nadador esférico desplazdndose en un dominio no acotado, consiste de las ecuaciones (1),

(2) y (3) mas la condicién de frontera en el infinito:

UV =Vp



La solucién a este problema es bien conocida [53] y la correspondiente extensién de
Stokes es funcién de armoénicos esféricos, los cuales constituyen una base para las
deformaciones de S°. Los arménicos esféricos de dicha solucién estén definidos a su vez en
términos de los polinomios de Legendre de grado uno y orden n, P, y sus asociados
normalizados V.
2 '

P

(]{:n(n-#l) "

siendo %', la derivada de P, con respecto a su argumento. En coordenadas esféricas los
polinomios P, y ‘V, son funciones de cos(6).

Cuando las deformaciones U de S son axisimétricas s6lo es necesario conocer los
cambios en las coordenadas radial  y azimutal 6 para determinarlas, U (r, §). Supéngase
que las coordenadas r y # cambian de acuerdo con (3.4) mediante las expresiones:

r=r, +gia(:)£(c056‘o) ; 0=6, +£iﬂ(f)q{(°°59a)

=l n=]

en donde ry y 6 especifican las correspondientes coordenadas en la condicién sin deformar
y a(?), B(7) son coeficientes periédicos. Entonces de acuerdo con (3.2) y a menor orden en ¢
los componentes de U en la direccion radial y azimutal son [33]:

Ur=’;=£zdu£ > U6=9.=£ZBR(‘;:

U=¢[(XaR)z+(XA%)]

en donde €,,€, son los campos vectoriales basicos unitarios de las coordenadas esféricas,
(Fig.1).

Debido a la simetria respecto del eje z, el movimiento causado por las
deformaciones de S° ser4 siempre en la direcci6n de dicho eje. Los valores de los
componentes F,, del tensor de curvatura ¥ en esa direccion, fueron ya calculados por
Shapere y Wilczek [33] en todas los casos posibles de combinaciones diferentes entre
modos de oscilacion (deformaciones) radiales y tangenciales.

En el presente trabajo sélo se exploran los casos "puros”, en donde se acoplan
campos del mismo tipo, radiales con radiales y tangenciales con tangenciales. En estas
condiciones se tienen los siguientes coeficientes de curvatura [33]:

y por lo tanto:

- 8
P =T Be) ™ (2n+1)(2n+3)R @Y
i 2
F, i =F B8 B if wanrl G

IE')=(2n+l)(2n+3)R

en donde R es el radio de la esfera.
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Hay que aclarar que para estas deformaciones estos son los tinicos componentes de
¥ distintos de cero. Es decir que, solamente el acoplamiento de modos de oscilacién
consecutivos, n, n+1, produce una curvatura distinta de cero y por lo tanto generan
desplazamiento, el resto de las posibilidades siendo nulas no producen traslacién del
nadador esférico.

IIL.3. Cambio de Base.

Existe un problema con los polinomios de Legendre y sus asociados y es que
cuando el orden n es muy alto, sus ceros se acumulan en la vecindad de los puntos 8 =0, 7,
o sea en los polos de §%. Como consecuencia la esfera presenta ahi deformaciones muy
conspicuas, semejantes a peinetas.

Por supuesto no hay razén a priori para decidir que tales deformaciones no se presentaran
fisicamente en un nadador subcelular real, pero precisamente debido a esta carencia de
informacién parece mas conveniente adoptar bases de deformacion cuya distribucion de
ceros sea uniforme, como por ejemplo las de las funciones seno y coseno. Asi para
describir las oscilaciones de la membrana, se decidi6 utilizar a las funciones
trigonométricas mencionadas.

Asi, para el caso de las deformaciones tangenciales la base es:

V =cos(nf)e, ; W =sen(nb)e, ...(3.13a)
y en el caso de las deformaciones radiales:
V =cos(nf)e, ; W =sen(nb)e, ...(3.13b)

que a su vez constituyen las estrategias de natacion tangencial y radial respectivamente.
Esta seleccion es consistente con la especificacién de deformaciones dada por las
ecuaciones (3.4), cuando se ha adoptado una onda viajera cosenoidal, como fue hecho en
[34].
Por ejemplo, en el caso de deformaciones puramente tangenciales se tendria en (3.4)
que = 0. Definase a g como una cantidad cosenoidal general u oscilacién arménica, de
amplitud infinitesimal &, longitud de onda A = 2n/w y fase inicial n0:

g =€ cos(nf— wt)
con @ = 2xv la velocidad angular. Asi se tiene que:
g =€ cos(nf- wt) = ¢ [sen(wt)sen(nb) + cos(wt)cos(nb)]
y al multiplicar por el campo azimutal & :
g &= ¢ [sen(wf)sen(nf) + cos(wt)cos(nb)] & = € [sen(wt)sen(nb) & + cos(wt)cos(nb) &)

La estrategia de natacion tangencial es entonces dada por V= cos(nf)égy W = sen(nf)é, de
acuerdo con (3.13a).
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De hecho, expandiendo en serie de Fourier cualquier onda viajera A(nf— wf) & se
puede obtener su representacion en la base definida por (3.13).

Dados los coeficientes periddicos a(f), b(¢) de acuerdo con (3.3) y la estrategia de
natacion tangencial ¥, W, dada por (3.13a), cada punto de la superficie esférica se movera,
bajo la influencia de estos campos, oscilando alrededor de su posicion de equilibrio
siguiendo la direccién de la tangente en dicho punto. Como resultado de la diferencia de
fase entre puntos consecutivos se generan alrededor de la esfera bandas meridianas
alternantes de compresion y extension cuyo numero es mas grande conforme crece n. En
consecuencia las deformaciones tangenciales son inconspicuas, no alterando propiamente la
forma esférica.

En el caso radial, con los vectores basicos dados por (3.13b), cada punto de 5
oscilara alrededor de su posicion inicial siguiendo el radio que pasa por dicho punto. Como
consecuencia las deformaciones radiales se ven como una superficie esférica ondulante, con
olas igualmente espaciadas y de la misma altura, aumentando en nimero conforme » sea
mas grande.

El calculo de los coeficientes de curvatura en términos de una base de senos y
cosenos se puede hacer partiendo de los resultados (3.11), (3.12) y desarrollando a las
funciones trigonométricas como combinaciones lineales de polinomios de Legendre [54]:

cos (n ) =2, A,Pn
sen (n @) =X, B.P,

Derivando término a término estos desarrollos, se obtienen las sumas correspondientes en
funcién de los polinomios asociados normalizados V,, las cuales son necesarias para el
caso tangencial.

En consecuencia y debido a sus propiedades de bilinealidad y antisimetria, el valor
de la curvatura ¥ en la direccion del eje de simetria z y en funcién del seno y coseno sera
dado por la expresion general:

F (sen(n 8),cos(n ) = L, n BT (Dj, Dy)

en donde los coeficientes a, , 5, son especificos de los casos tangencial o radial segiin se
trate, lo mismo que @, que es igual a P, o V, segin sea el caso, como se ve enseguida.

II1.4. Resultados.

Los resultados del presente trabajo corresponden al célculo de la curvatura en el
caso radial, y al calculo de las potencias y eficiencias tanto para el caso radial como para el
tangencial. También se presenta el calculo de la curvatura en el caso tangencial, puesto que
si bien ya habia sido reportado en [34], aqui se da con mas detalle.

I11.4.1. Curvatura caso tangencial.

El objetivo de esta siguiente seccién es calcular F(sen(n 6)&;, cos(n 6)ég), dado que
se conoce a F(V &, V. &). Por la antisimetria del tensor &, la curvatura de esta estrategia
de natacién también especifica, salvo un cambio de signo, la dada por la ec (3.11).
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De acuerdo con [33], F(Vmé&s, V,&) =0 a menos que m y n difieran en 1 en cuyo
caso:
8

F(Ve,, V.e)=
(Ve,, V.2) (2R+])(2n+3]R

Segin las formulas 8.924.3 y 8.924.4 de [55] se tiene la suma finita:

Air)y R sin es par

cos(n8)=A"B + AP, +..+ AVP, + ... [ .. (3.14)

A[“ ,z]?’ si n es impar

en donde cada polinomio de Legendre es funcién del cos(6), P; (cos 6), 4;"™ son ciertos
coeficientes conocidos y [.] es la funcién "mayor entero menor o igual que..".
Para el seno se tiene la serie:

sen(nd)=(/8)[ BYR., + BB, +..+ BOB pyy + .| . (3.15)

Primeramente se va a derivar cada una de estas sumas con respecto a @, para
ponerlas en términos de los polinomios asociados de Legendre P!, = —send P', en donde
#'» es la derivada con respecto de & del polinomio P, [54]. Después se haré la substitucion:
Vn=[2/(n(n+1))] P, para asi poner finalmente la serie en términos de los polinomios de
Legendre asociados normalizados, V,,.

Derivando (4.4):

—senf A", R'sin es par
-nsen(nf) = —senf A" P'~ senf A" P', — ... sen AP, — ...~ ’ A}"”HF;' . J
—senf A7), ®'si n es impar

Puesto que P!, =—send ', entonces, substituyendo:

B sin es par
-nsen(na) A‘g"lso' A}uipl e +A:N)P| A(m)-l p
(n) gl
A[,,z]P si n es impar

de donde se obtiene la suma finita:

" B sinespar
Seﬂ(ﬂg) ( lfn) {n)PI A‘{uJPI 4 +A§H)PI o 2172 P
" Ay %' sin esimpar

Anélogamente para el coseno resulta la serie:

cos(m?) = (ﬂf(4ﬂ))[Bff"P' +B"Pl +...+ BF) me2kn T ]

n+l

Entonces, el coeficiente de curvatura F(sen(n 6), cos(n 6)) es:
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T((_“”)[Aéﬂﬁt i3 A\mﬁﬂz +..+ Amplu +. ] :rl(4n))[_8£'|"92'| Bl;"}ﬁ:-l +o.t B("}ﬁ:ZHI ]]

en donde el término final de la suma finita correspondiente a la funcién seno se ha omitido
por claridad.

Aplicando bilinealidad a cada argumento resulta:

=—(1/n)(7/(4n
—(lfn)(fr."(4n

) A BYE (BB ) - (1/n)(x1(4n)) A" BOF (2, BL ) + ..
) A B (BL, B ) (1/n)(7/ (4n)) A" BOE (B, B ) + .

n+l

es decir una suma finita de las series correspondientes a cada coeficiente A(")J-.

Puesto que los coeficientes de curvatura distintos de cero son aquellos para los que
sus subindices difieren en 1, entonces la suma anterior se reduce a:

=—(Un)(rr!(4n))[ APBYE(R,B)+ AVBOE(R B )+ AVBYE (B, 2! )] (3.16)

Como V, = (2/(n(n+1)))P' , entonces:

2 i 2 " 2 2 1
(YY) = T[ (n+1)£'(wl)(wg)ﬁ']:n(n+1)(n+1)(n+z) (%%)=

4 1 1
TR o) )

(2 .2)= _LL')_L;ZJ F(V,Y.)

Como ademas F(V,, Vas+1) = 8/((2n+1)(2n+3)R) entonces, substituyendo y simplificando
se llega a:
¢('Els i‘) " 2n(n+1)" (n+2)
(2n+1)(2n+3)R

en consecuencia:

1 2(n=1)n*(n+1) Doy 2(n=2)(n=1)"n
iR ey crreyy I GRS ey ey

Substituyendo en (3.16) estas expresiones y las correspondientes a cada coeficiente A®,
B™, que de acuerdo con [55] son:
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2""n!

-n(2n-3)2" (n-2)!
(2n-1)1

(2n-1)11

BY =(2n-1)112"" (n-1)! ; B;naz_(nmn-:)(ﬁi%i(fl?:il

realizando la suma y simplificando (con el auxilio de Mathematica 3.0), finalmente se llega
a:

A7 = ; A" =

.. (3.17)

F (sen(n), cos (nﬂ)) ..(3.18)

de acuerdo también con [34].

En consecuencia, substituyendo en (3.5) el desplazamiento del nadador tangencial
es:

D= %Re’n” ..(3.19)

Substituyendo este resultado en (3.6) se tiene que:

V= ldzmﬂ
2 4R

que, en términos de la velocidad de onda ¢ = Av en donde A = 2nR/n es la longitud de onda,

queda asi:
3 2 2
\7:%{%} c—%dT .(3.20)

II1.4.2. Curvatura caso radial.

El objetivo de esta siguiente seccion es calcular ¥ (sen(n 0)é,, cos(n 6)&;), dado que
se conoce a F(Pné,, Pné,).
De acuerdo con [33], F(Pmé;, Pné;) =0 amenos que m y n difieran en 1 en cuyo caso (ec.
3.11):

2n* +2n+1
¢ (P2 P2 )=
(%2, %u2,) (2n+1)(2n+3)R

Como en el caso radial puro los coeficientes de los vectores de la base de
deformaciones son polinomios de Legendre P,, se puede partir de las ecuaciones (3.14) y
(3.15) para substituirlas directamente dentro del argumento de F (sen(né), cos(né)). Luego
de aplicar bilinealidad y la regla de nulidad: F (P , P») = 0 a menos que |m—n| =1; se llega
de nuevo a una suma con sélo tres términos distintos de cero:

(7:!4)[Aén13(n)q:(;:1:’991)+ (”}B("’T(Pl l)_'_A,(u)BE:}q_-(ﬁl"ﬁ_lz)] .. (321)
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Partiendo de (3.12) se obtienen las siguientes expresiones para F en funcion de los
asociados de Legendre:

Doy 2(n=1) +2n-1
( )= (2n-1)(2n+1)R

U

I ol _._2(,1_2)21-2:1—3
el e

?(?211.5‘:1, ) = —fF(thgl)= _[—Z(H - 2)2 +2n —3]

(2n-3)(2n-1)R

Después de incluir en (3.21) estas expresiones y las correspondientes a los
coeficientes B™ y 4™ que aparecen en (3.17), realizar la suma indicada y simplificar se
llega a que:

4n® —14n" —4n’ +23n°
ft"(sen(nﬂ),cos(n&)):—%{ & 4n:'—5n:i+-; " :| .. (3.22)

expresion mas complicada en apariencia que la correspondiente al caso tangencial, pero que
es en realidad una funcion de orden n, por lo que el resultado de graficara Fvs. nes
también una linea recta. Esta formula, cuya obtencion se verifico ampliamente con
Mathematica 3.0, no ha aparecido antes en la literatura de investigacién.

En consecuencia, substituyendo en (3.5) el desplazamiento del nadador tangencial

es:
5 4 3 2
D= —lezzz 4n 14:1 4:1 +23n (323
8 4n” —5n" +1
Substituyendo en (3.6) se obtiene la velocidad:
2 5 4 3 2 2 32 5 4 3 2
v=_xd @| 4n 14:: 4:1 +23n .. d°c| 4n 14:: 4:1 +23n .. (324)
16R 4n" —5n" +1 8RA 4n” —-5n" +1
111.4.3. Potencia.

Aqui se expone el clculo de la potencia de brazada dada por la ecuacion (3.7) para
los casos tangencial y radial. En ambos casos se quiere calcular &(sen(nf), cos(nf)) para lo
cual se requiere de conocer E(sen(nf), sen(nf)), y E(cos(n6), cos(nf)). El calculo se puede
hacer siguiendo el procedimiento general dado en la seccién I11.2.3.1, es decir expresando a
la estrategia de natacién V, W, dada en la ecuacion (3.13) en términos de los vectores de la
base de Lorentz. Esto se consigue expresando los polinomios de Legendre como
combinacién lineal de los vectores propios y luego sustituir estas expresiones en los
desarrollos (3.14) y (3.15).
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Para deformaciones axisimétricas, en la base de vectores propios de Lorentz (A,, v,)
por cada n existen tinicamente dos vectores propios vl }, v"m, faltando el correspondiente al
superindice 2 debido a la simetria asumida. Estos vectores y sus correspondientes valores
propios son [37,49]:

(1 _ 1 M _H
W (-(n+1)P, +Ve,) , A =£2(n+2) ...(3.25)
@ 1 @) ;12?!14-1
=——(nPe, +V , A =— (326
i~ D B S
I11.4.3.1. Caso tangencial. De (3.25) se tiene que:
V2 1
n_ n+l Pe, + Ve, )=-Fe, + ——Ve, ... (3.27
St (n+l)( ( ) =5+ oy Koo - G2D
y de (3.26):
£v£3,=1 n¥Pe, +Ve,) =P, +Lag, . (328)
n- 8 n-r n- g
Jn n n

sumando (3.27) y (3.28) se llega a:

'\5 (1) \/_(3) [1 1 JYE 2n+1

—_— et e
In+l +(n+l) * n(n+1) =
por lo que:
Ve _n(n+1) JE (1)+'J5 (3) HVZ("+1) v(1}+("+1)‘/2_nv(3} (3.29)
"0 T on+1 (Jn+l J_ 2n+1 " 2n+1 " T

La estrategia tangencial ¥ = sen(nf)és, W= cos(nf)ég se puede desarrollar en
términos de los polinomios asociados normalizados de Legendre de acuerdo a (3.14) y
(3.15), resultando en:

l Iu-" 2[
=3 &, |2, sin esimpar
L=

V= con: o =—2__ 4" .. (3.30)

("-*2 1 0 n(n+1)
oV, [, sin es par
L=

n 2 ’
[ Z ﬁ( n+2i+l }ei con: 5 ) = BE ) s (331)

nis n(n + l)

Substituyendo ahora (3.29) en los desarrollos (3.30) y (3.31) se ponen los campos ¥, Wen
funcién de la base de Lorentz:
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Vv=>3"cv,; W=3" dy, ..(332)

de acuerdo con lo dicho en la seccion I11.2.3.1.

A partir de ahi se aplica el operador potencia £ y por sus propiedades de
bilinealidad y simetria se llegara a expresiones como (3.8) y (3.9). Este procedimiento fue
automatizado en un programa de computadora, instruyendo a Mathematica 3.0 con las
propiedades del operador de potencia E y aplicandolo sobre las sumas (3.32). El listado de
dicho programa se encuentra en el anexo IIl.1. La grafica de los resultados obtenidos es la
figura IT1.3.

I11.4.3.2. Caso radial. De (3.25) y (3.26) se tiene que:
V2(n+ 1) =~(n+1) %, + Ve,
2m) = ne, + Ve,
restando estas expresiones se llega a:

J2(n+ ) =2m?) = —(n+1) Pe, + Ve, - n¥e, - Ve,
2072, 7, 75, (an-1)

(3) (1)
_V2m)  J2(nt1) . (333)

T 2n+1 2n+1

por lo que:

La estrategia radial V = sen(nf) &,, W=cos(n6) &, se puede desarrollar en términos de
los polinomios de Legendre de acuerdo a (3.14) y (3.15) resultando en:

{ZWMJ‘ .. (3.38)

nl2]
[ AP Je si n es impar
k=0

W= .. (3.35)
(ni21
[ b A{")P_n]e si n es par

k=0

Substituyendo ahora (3.33) en los desarrollos (3.34) y (3.35) quedan los campos V,
W en funcién de la base de Lorentz, de acuerdo con (3.32). El procedimiento automatico
del célculo de la energia de brazada para este caso es idéntico al del acaso anterior y la
grafica de resultados correspondiente es la figura II1.6.
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II1.4.4. Grdficas.

Los datos correspondientes a las siguientes graficas fueron obtenidos con los
parametros: R = 1x107 cm, £ =0.01; v =500 Hz ; p = 0.01 Poises.

Ademas, en la evaluacién de las series infinitas dadas por la ecuacién (3.15) se
consideraron 15 términos, lo que da una aproximacién razonablemente buena de las
funciones trigonomeétricas consideradas, en un tiempo de procesamiento moderado.

Caso Tangencial:

Dx107cm =
g
Ty

10 ¢

- n
100 200 300 400 500

Figura II1.2. Grifica de la ecuacién (3.19) del desplazamiento por brazada D en
funcién del modo de oscilacién n.

8%1[]-? gr-lerg? Tg

1z

10

: : : : - n
100 200 200 400 500

Figura II1.3. Griéfica de la potencia de brazada £ dada por la ecuacién (3.7) enel
caso de deformaciones tangenciales, de acuerdo con la seccion I11.4.3.1.
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Tg

" N i AR L n
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Figura I11.4. Grafica de la eficiencia naive #, dada por la ecuacion (3.10), con
los datos de curvatura dados a la ecuacion (3.18) y los de potencia
correspondientes a las ecuaciones (3.8) y (3.9) para el caso tangencial de
acuerdo con la seccion [11.4.3.1.

Caso Radial.

Dxll}‘?cm Rad

n

.'I.(llﬂ ZI;O SI;O 'M;D 5;0
Figura IIL.5. Grafica de la ecuacion (3.23) del desplazamiento D por
brazada en funcién del modo de oscilacion n.

55



=L, SO T

Ex10™" gr-terg Rad
5 f
1af

1z

n

100 200 300 400 500

Figura IIL.6. Grafica de la potencia de brazada & dada por la ecuacién (3.7) en el
caso de deformaciones radiales, de acuerdo con la seccién I11.4.3.2.

7 (cm/seq) “lt:rg"l Rad

175

s b
so b

25 +

100 200 300 400 500

Figura IIL.7. Gréfica de la eficiencia naive #, dada por la ecuacion (3.10), con los
datos de curvatura dados a la ecuacién (3.22) y los de potencia correspondientes a
las ecuaciones (3.8) y (3.9) para el caso radial de acuerdo con la seccién I11.4.3.2.
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IIL.5. Discusion.
Este apartado se divide en una parte de discusion relativa a la Fisica y otra a la
Biologia de la micronatacion.

I11.5.1. Fisica. En este apartado sdlo se dan algunas interpretaciones de caracter elemental
acerca de los resultados de la seccién anterior y de sus posibles causas. La seccion se divide
en un anélisis de las semejanzas y diferencias entre los resultados concernientes a las
estrategias de natacion tangenciales y radiales.

I11.5.1.1. Semejanzas. Son de orden cualitativo.

i) Forma de las curvas D, E. Comparando entre el caso tangencial y el radial se ve
que las curvas correspondientes al desplazamiento y potencia son similares y como
consecuencia directa las de eficiencia también.

No se tiene por el momento una explicacion fisica de este hecho, en parte debido a
que la variedad de casos estudiados hasta ahora no es muy amplia, ni en relacién con la
forma del nadador, en donde comiinmente se trata con formas geométricamente simples, ni
con respecto al tipo de deformaciones supuestas, para las cuales siempre se asume alguna
hipétesis de simetria simplificadora.

Un posible punto de partida para comenzar a explicar esta semejanza seria el
considerar deformaciones libres sobre la esfera, por ejemplo sin el supuesto de axisimietria.

En relacion con el desplazamiento y desde el punto de vista formal se tiene que en
ambos casos: D « F* « n, de acuerdo con las ecuaciones (3.19) y (3.23).

i) Relacion entre n 'y D. A bajos niimeros de Reynolds las fuerzas viscosas
prevalecen sobre las fuerzas inerciales y por lo tanto son las primeramente citadas las que
un cuerpo en movimiento tiene que usar para autopropulsarse a través de un fluido. En este
régimen dinamico, resistencia y cambios en resistencia en una direccion particular pueden

resultar en propulsién. Por ejemplo
Ex107 grlemg? - una membrana oscilatoria a bajos

6 Re bésicamente utiliza la

. viscosidad del fluido para
conseguir apoyo y asi poder

. impulsarse [50,56-57].

5 En consecuencia, para una
membrana de longitud dada,

2 mientras més grande sea el nimero

1 de onda n de su oscilacion, mas
grande sera también el nimero de

5 10 15 » | regiones de la membrana que

interactuarian fuertemente con el

fluido por medio de la generacién
Figura I11.8. Ampliacién de la regién de bajos niimeros de de esfuerzo. Se esperaria entonces
onda 7 de la gréfica de la figura IIL.3 correspondiente a que esta suerte de "agarre" entre la
deformaciones tangenciales. membrana y el fluido produjese, en
una estrategia de natacion exitosa,
un mayor desplazamiento en proporcion con el niimero de onda de la deformacién
oscilatoria, que es lo que se aprecia en las figuras I11.2 y IIL.5. Esto ocurre también en el
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caso de planos finitos, filamentos elipses y circulos cuyas fronteras oscilan periédicamente
en medios no acotados [33,36,57-58].

iii) Relacion entre n y €. De acuerdo a la explicaci6n anterior, se esperaria que la potencia
de brazada también aumentara conforme crece el nimero de onda 7. Esto es asi para la
mayor parte del rango explorado, como se ve en las figuras I11.3 y II1.6.

Sin embargo, &(n) tiene una conducta muy peculiar cuando 7 es pequefio, como se
muestra en la figura I11.8. Comienza por aumentar un poco, para luego decaer de manera
oscilatoria amortiguada hacia un limite, antes de volver a tomar su tendencia alcista. El
estudio de esta particularidad requeriria de un trabajo posterior. Por el momento se puede
descartar razonablemente la posibilidad de que algiin componente de este fendmeno sea
debido a un problema numérico en el que pudiera estar involucrada la aproximacién finita
que se hace al seno y al coseno por medio de las series de polinomios de Legendre.
Aumentando el tamafio de las sumas parciales en la ecuacién (3.15) no produce cambios
numéricos significativos en el calculo de la potencia de brazada, esto hasta el punto en el
que todavia se tienen tiempos de procesamiento no muy largos.

iv) Relacion entre n y 1. La conducta de la potencia & es similar en ambos casos,
decreciendo para bajos nimeros de onda y comenzando a crecer a partir de cierto n,
convirtiéndose después en, basicamente, una linea recta. Con dependencias funcionales
similares de D y & con respecto a n, lo que resulta es que 1) cambia de la misma manera con
respecto al nimero de onda, tanto en el caso tangencial como en el radial.

La forma de la curva de la eficiencia puede explicarse debido a que al principio, en
modos de oscilacion bajos, la energia disipada disminuye mientras que el desplazamiento
aumenta constantemente, lo que causa que el cociente D/ € aumente fuertemente con n.
Después de cierto nimero de onda, la & "tuerce" hacia arriba, y rapidamente se convierte en
una recta con lo que el cociente D/ & permanece basicamente constante, generdndose
finalmente la "meseta" de la curva de eficiencia. Estos resultados concuerdan parcialmente
con los dados en [49], en donde se cita que tanto D como & crecen al aumentar n. La
diferencia estriba en que mientras en dicho articulo se afirma que lo hacen a la misma tasa,
por lo que 1 permanece constante, aqui eso es valido sélo en determinado rango del niimero
de onda cuando # es relativamente grande.

Una caracteristica cualitativa relevante de las curvas de eficiencia de las figuras ITL.4
y I11.7 es que 1(n) parece tender a un limite en ambos casos, al menos dentro del rango
explorado numéricamente. Se puede entonces conjeturar si la eficiencia "naive" esta
acotada superiormente o no, en el caso presente de la esfera sujeta a deformaciones
axisimétricas periédicas de baja amplitud.

La respuesta es afirmativa de acuerdo con la proposicién 7 de [49], en donde se
reporta que la eficiencia naive alcanza un maximo y que este maximo es alcanzado
asint6ticamente por las deformaciones de orden 7 elevado.

Los céalculos en [49] fueron hechos considerando una base de deformaciones un
poco distinta a la aqui utilizada y ademas se refieren solamente a modos normales de
oscilacién por lo que en principio no son directamente aplicables aqui. Sin embargo puede
afirmarse que los resultados de las figuras I11.4 y I11.7 son consistentes con la propuesta de
[49].
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I11.5.1.2. Diferencias. Son de orden cuantitativo.

i) Desplazamiento. Una estimacion de la pendiente m de la recta de ajuste de los
datos de las figuras I11.2 y I1L.5, proporciona los valores m® ~2.5x 107y m™~1x107°.
Es decir que en cada brazada la deformacion
tangencial (fg) avanza mas que la radial (rad) y esta
diferencia se amplia al aumentar el nimero de onda.

ii) Potencia. Aproximadamente a partir de » =
25 se cumple siempre que E&™>E®. Si se comparan las
pendientes de las rectas aproximadas que se dan en el
rango (25<n<500) resulta que la pendiente en el caso
radial ~3x10~ es mas grande que la del tangencial
~2x10”. En consecuencia la disipacion de energia es
mayor para cada n en el caso radial y crece también

a) b)

(BN ELNE N (B RENEN]

mas rapido al aumentar n>25.
Este resultado podria explicarse porque las
Figura I1L.9 deformaciones radiales al producirse, exponen mas de
Hemisferio longitudinal de S’ la superficie de la esfera al fluido (Figura II1.9), por lo

mostrando a) modo de oscilaciénalto,  que se esperaria una mayor disipacion de energia a
=80 y b) bajo con n=15. Las grificas  partir de los esfuerzos generados. Estos esfuerzos en
corresponden a trenes de ondaradiales o 0554 radial actitan de manera més complicada,
generados por la ec 3.1 para la B ;i . S :
estrategia de natacién sagmen(?o dxrecc;{ones més variadas que en el caso
[sen(n@),cos(nd)]. tangencial mas simple, por lo que algunos de ellos se
cancelarian mutuamente o tendran componentes muy
pequefios en la direccién del movimiento. Se tiene asi la resultante de que este mayor nivel
general de esfuerzo no redunda necesariamente en un mayor desplazamiento, como de
hecho sucede de acuerdo a lo dicho en el primer punto de esta seccion.
iii) Eficiencia. Como consecuencia de lo anterior la estrategia de natacion tangencial resulta
ser mas eficiente que la radial y esto se cumple para todo valor de n en el rango explorado.

En general se tiene que 17 ¢ ~ (5/2) n ™.

111.5.1.3. Flujo tangencial. A continuacion se describira la trayectoria que sigue un
elemento infinitesimal del fluido conforme pasa la onda tangencial en la superficie del
nadador, de acuerdo a la figura I11.10.

En tanto la regién de contraccion C se acerca, la gota es empujada hacia arriba y ala
derecha. Cuando C va pasando es empujada arriba y hacia la izquierda, (arriba rapido, a la

‘ﬂTR‘ (4_ l ‘ﬁTR‘ <(_

305 71 | R K VN5 5 557 | R

T3 S I (€€ €C P> > > > PP(€ € <
C E C

M

Figura III.10. Esquemna de como una onda viajera tangencial sobre la membrana M afecta al fluido
adyacente en el exterior. Las flechas representan el perfil de velocidad del fluido en un tiempo fijo .
Notese como decae rapidamente conforme uno se aleja de M. La onda se esta moviendo hacia la
izquierda. Imaginese una gota de agua comenzando cerca de M en donde se indica ().
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izquierda lento). En la region entre la zona de contraccién C y la de expansién E es
empujada a la izquierda (como esta arriba, a la izquierda es lento). Acercandose E es
empujada hacia abajo y a la izquierda. Pasando E, es empujada abajo y a la derecha y entre
E y la siguiente C es empujada a la derecha (como esta abajo, a la derecha es rapido).

Notese que los movimientos hacia la izquierda ocurren preponderantemente
"arriba", es decir lejos de M, en donde el campo de velocidades es menos intenso, mientras
que los movimientos hacia la derecha son precedidos por movimientos hacia abajo,
llevando a la gota a la zona cerca de la membrana en donde la velocidad es mayor. El
resultado neto es que la gota es empujada mas lejos hacia la derecha que a la izquierda. En
consecuencia, una vesicula que pudiera deformar tangencialmente su membrana nadaria
hacia la izquierda, en la misma direccién que la onda de deformacion.

Asumiendo que el segmento del circulo mostrado en la figura es muy pequefio,
entonces tendria una ligera curvatura, la cual provoca que el desplazamiento neto de la gota
tenga un componente en la direccién del eje z y otro en el del eje x. Este tltimo se
cancelaria con el correspondiente al punto opuesto por la cuerda en la otra mitad, mientras
que los correspondientes al eje z se sumarian, provocandose el movimiento en esa
direccion.

111.5.1.4. Estrategias Mixtas. Para redondear el estudio de las estrategias de natacién
axisimétricas de una esfera faltaria incluir el caso de las estrategias que combinan modos de
oscilacién radiales y tangenciales. Esto es de importancia también en vista de las
aplicaciones biolégicas. El problema con los célculos de curvatura, potencia y eficiencia en
este caso es doble. Por un lado no se cuenta con formulas cerradas para la curvatura, como
las dadas por las ecuaciones (3.18) y (3.22) correspondientes a los casos tangenciales y
radiales puros, respectivamente. Esto obligaria a realizar calculos numéricos que
involucrarian la truncacién de las series involucradas con la consiguiente generacion de
errores. Por otra parte, desde un punto de vista tedrico la cuestién de si para cualquier par
de campos vectoriales la eficiencia "naive", como esta definida por (3.10), es una funcién
acotada necesita ser redefinida en un espacio funcional adecuado.

I1L.5.2. Biologia.

Puesto que el modelo acotado que se presenta en el siguiente capitulo es el
que se ajusta mejor a la situacion real del movimiento de organelos dentro de una célula, en
este apartado sé6lo se discuten algunas aplicaciones bioldgicas al caso de organismos
celulares, principalmente en relacién con las conclusiones expresadas en [34].

II1.5.2.1. Modelo de la Envoltura. Existen dos principios basicos que permiten
proponer mecanismos biol6gicos como posibles responsables de la produccion de ondas de
deformacién de superficie, en seres vivos. Uno de ellos es que en la descripcién puramente
cinemética del movimiento del nadador lo esencial es el patrén de flujo generado, es él el
que explica la hidrodindmica del movimiento del objeto.

Otro principio, relacionado con el anterior, es que un mismo patrén de flujo puede
ser obtenido por medios distintos.

Una inmediata aplicacién de estos dos principios es que, no es necesario suponer
que siempre que se estd pensando en deformaciones de superficie en un organismo
unicelular, se estd implicando que es su membrana celular la que las sufre. De hecho en el
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modelo de la envoltura que se explica a continuacién, lo que se supone es que son
extensiones flexibles de la frontera del cuerpo deformable, las propiamente encargadas de
agitarse de cierta manera para producir un determinado patrén de flujo o campo de
velocidades alrededor del organismo.

Se propone asi la existencia de una envoltura alrededor de la frontera del nadador
cuya dindmica seria la responsable de la generacion de los movimientos de deformacién
necesarios para crear un cierto patron en el fluido [36]. Fisicamente, esta envoltura la
constituyen los agentes dinamicos que de hecho se encargan de agitar el fluido alrededor
del organismo para causar su propulsién. Estos agentes pueden ser por ejemplo cilios o
flagelos en el caso de un organismo unicelular o también podria considerarse en principio a
la propia membrana celular, pero esto no sera siempre necesario. De hecho, en un
organismo unicelular, la solucién a los enormes esfuerzos que generaria la deformacién
actual de una membrana celular son precisamente los cilios y flagelos, que al ser estructuras
mas flexibles, producen el movimiento de agitacion deseado de forma energéticamente
costeable.

La figura II1.10 sugiere que puede establecerse una relacion entre #, el nimero de
onda de una deformacién y el niimero de agentes propulsores constituyentes de la
envoltura. En el caso concreto del movimiento tangencial, el nimero de zonas de extensién
y compresién coincide con n, de modo que es plausible pensar en un nimero igual de
agentes propulsores que operando periédicamente de cierta manera, generen el movimiento
necesario para crear en el fluido el campo de velocidades tangencial. Aunque esta hipotesis
podria ser 16gicamente suficiente, claramente es no necesaria, es decir constituiria en todo
caso s6lo una posible envoltura dindmica. Sin embargo, como se ve mas adelante, la
utilizacion de este supuesto produce algunas ideas de interés biolégico.

111.5.2.2. Deformaciones tangenciales v.s. radiales. La cianobacteria del género
Synechococcus es un organismo de forma aproximadamente cilindrica que se desplaza sin
la ayuda visible de ningtin tipo de apéndices natatorios. Al microscopio tampoco se
aprecian deformaciones de su cuerpo, lo que dio pie a la idea de que posiblemente trenes de
las inconspicuas ondas tangenciales estuvieran recorriendo su superficie y generando asi el
movimiento observado.

Asumiendo esta hipdtesis, en [34] se concluy6 que quizas la cianobacteria esté
utilizando ondas tangenciales debido a que: 1. No hay deformaciones visibles en su cuerpo
al ir nadando y 2. la velocidad experimentalmente medida de 25 pm/s puede explicarse
utilizando la formula (3.20) con valores razonables para los parametros de onda
involucrados. En [34] se aplica la férmula correspondiente a una esfera porque se afirma
que sélo diferira de la correspondiente a un cilindro en una constante que causaria errores
cuantitativos dentro de un orden de magnitud.

De hecho utilizando los mismos valores que en [34]: d=0.02 pm; ¢ =160 pm/s y &
= (.2 um con una velocidad promedio de 25 pm/s y un radio R = 1 pm, pero ahora
resolviendo para n en la ecuacién (3.24) de deformaciones radiales, resulta que n = 35,
mientras que en el caso tangencial se tiene n = 31. Nétese que aqui la deformacién absoluta
d es de s6lo 20 nm y ciertamente que aun en el caso de una deformacion radial, ésta
resultaria también invisible al microscopio. En cualquier caso se podria proponer una 4 aun
mas pequefia y se obtendrian deformaciones radiales con valores de n més grandes que
proporcionan la velocidad promedio requerida.
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Es decir que el argumento de invisibilidad no es suficiente para distinguir entre
ondas de deformacion tangenciales y radiales como agentes propulsores de Syrnechococcus.
El calculo anterior muestra que hay deformaciones radiales inconspicuas que también
explican la velocidad promedio de la bacteria, con los mismos parametros de onda que las
tangenciales, excepto por que tienen mimeros de onda » mayores.

Sin embargo, considerando la eficiencia de las deformaciones si es posible
distinguirlas entre si. La eficiencia es un concepto importante en Biologia puesto que
cualquier ser vivo dispone de una cantidad limitada de tiempo, materia y energia para
conseguir sus objetivos de crecimiento, mantenimiento y reproduccién. [60-61). Es por ello
que un uso eficiente de sus recursos tiene que tener un valor adaptativo significativo en el
organismo vivo.

Para valores de n de alrededor de 30 la eficiencia de natacién tangencial es mas del
doble que la radial. Por lo tanto, considerando que una mayor eficiencia de movimiento
probablemente constituiria una ventaja adaptativa de largo plazo para esta bacteria, es
razonable proponer a la estrategia de natacién tangencial, como la que teéricamente tendria
mejores posibilidades de ser el agente propulsor de Synechococcus.

Sin embargo, esta conclusién tropieza al menos con dos dificultades. La primera de
ellas estriba en que no se puede suponer que la evolucién esté tratando de resolver
precisamente el mismo problema de optimizacién que result6 en el concepto de eficiencia
naive (ver seccion II). En todo caso es mas probable que en la realidad estén participando
otras variables que proporcionarian restricciones adicionales al problema, de manera que la
solucién 6ptima pudiera ser bastante més complicada, quizas presentando éptimos
muiltiples separados por regiones "metaestables" como sucede por ejemplo en algunos
sistemas formales de evolucion genética [59].

Por lo tanto, en este trabajo se adopta el punto de vista expresado por Childress en
[58], de que la eficiencia naive puede ser uno de quizds muchos parimetros ttiles en la
evaluacion de resultados experimentales.

Asi por ejemplo, si resultara que Synechococcus esta generando un campo de
velocidades tangencial en el fluido en el que se mueve, idea que ha recibido ya cierto apoyo
experimental [62], uno podria concluir que, al elegir una solucién hidrodindmicamente
eficiente, la bacteria esté tratando de optimizar sus recursos posiblemente por vivir de un
presupuesto energético relativamente "apretado”. Las causas de ello podrian empezar a
buscarse en restricciones ambientales ecolégicamente significativas.

La otra dificultad concierne al hecho de que la potencia de brazada se refiere
exclusivamente a energias hidrodindmicas generadas como resultado del movimiento
relativo de las distintas capas infinitesimales del fluido que responden a la deformacién de
la superficie del nadador (seccién I1.4.1). No estan consideradas las contribuciones
energéticas debidas a las propiedades elasticas de los biomateriales que de hecho estuvieran
realizando la deformacion, tales como bicapas lipidicas glicoproteinas etc. Al agregar estas
contribuciones la relacién de eficiencia entre estrategias tangenciales y radiales podria muy
bien cambiar e incluso invertirse.

Puede darse un argumento mas en favor de las ondas tangenciales. Como para cada
n el desplazamiento tangencial es mayor que el radial, entonces la estrategia radial requiere
siempre de ejecutarse con niimeros de onda n mayores si se quiere que iguale a un
desplazamiento tangencial dado. Asumiendo la hipétesis de que n es del orden del nimero
de agentes propulsores en la membrana de un organismo, resultaria que la produccién de un
campo de velocidades radial en el fluido posiblemente requeriria de mis materia y energia
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que la estrategia tangencial dada. De nuevo pensando en que un ser vivo busca una solucién
que maximice el uso de los recursos disponibles, se diria que un proceso de seleccion
natural favoreceria a la larga a una estrategia de natacion tangencial sobre una radial.

II1.6. Conclusion.

La consideracion del aspecto energético y de las estrategias de natacion radiales
permite fundamentar mejor la preponderancia de las deformaciones tangenciales, de modo
que éstas se mantienen como los més probables candidatos tedricos actuales para explicar
la natacién de Synechococcus, como fue propuesto por primera vez en [34], quedando atin
pendiente la evaluacidn de las estrategias de natacién mixtas, de nuevo, tanto en sus
aspectos cinéticos como energeéticos.

Asi mismo, la consideracion de dichos aspectos permitié ampliar la discusion en
tomno a las posibilidades de la micronatacion en general como agente propulsor en
organismos vivos que se mueven a bajos Re y esto debido basicamente a la aplicacién del
concepto de eficiencia, el cual es relevante tanto fisica como biolégicamente.
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CAPITULO 1V

CASO BIDIMENSIONAL ACOTADO

IV.1. Antecedentes.

La situacion real de una particula subcelular moviéndose dentro de una célula,
considerandolos a ambos de forma aproximadamente esférica, se modela en este capitulo
mediante una geometria bidimensional. Al perder la dimensién real del problema se gana
en simplicidad formal, ademés de que los resultados del capitulo anterior pueden ser
utilizados junto con los de éste, para estimar algunos parametros de importancia bioldgica
correspondientes al caso tridimensional acotado.

De manera que lo que aqui se intenta resolver es el problema, a bajos nimeros de
Reynolds, de la traslacion y disipacion de energia de un circulo nadador que avanza
deformando su frontera mediante oscilaciones periddicas de baja amplitud, en un fluido que
esta contenido en un recipiente también circular. Sélo se consideran estrategias de natacién
puramente tangenciales o transversales, lo que también da la posibilidad de poder
representar a cualquier otro tipo de deformaciones del circulo.

En geometrias bidimensionales el problema de la existencia y unicidad de
soluciones de la ecuacion de Navier-Stokes esta resuelto afirmativamente [63], en parte
debido al desarrollo de poderosas técnicas basadas en el calculo de variables complejas que,
por ejemplo, han sido aplicadas desde tiempo ha en numerosos problemas finitos de
elasticidad [64].

A pesar de esto, hasta donde se sabe, ninguna parte de la solucién al problema de
Hidrodinamica Tedrica que aqui se quiere resolver, ha aparecido atn en la literatura
cientifica, ni dentro del marco de la teoria de Micronatacién, en donde sélo se han resuelto
modelos no acotados, ni utilizando algin otro método o teoria. El unico antecedente
relacionado que se tiene se refiere al caso de las traslaciones rigidas de un circulo, problema
que surge como modelo de una batidora de pasteleria y que fue resuelto encontrando las
soluciones a la ecuacion de Stokes utilizando el método de las imagenes y aplicando
resultados para fluidos planos de la Hidrodindmica Tedrica clasica [65].

IV.2. Problema de Stokes.

El dominio plano D en donde se supone se encuentra el fluido es un anillo
excéntrico formado por la remocién de un disco Dy, con radio Ry, del interior de un disco
D; con radio R;, siendo R;>R;. Asi se tiene que D = D,/D,. En la situacién biolégica real la
relacién entre R, y R es de ~100.

Las fronteras circulares C, = dD; y C; = dD, de los discos correspondientes,
representaran a las membranas de la célula y del organelo en movimiento, respectivamente.
Se supondra que el nadador parte de una posicién central dentro de C; y se desplaza hacia
la periferia ocupando cualquier posicién excéntrica, parametrizada por €, a lo largo de la
direccion de un eje conveniente que se especifica més adelante (Fig. IV.1).

Debido a lo realmente pequefio que son los niumeros de Regnolds involucrados en
los movimientos de traslacién de las particulas subcelulares (~107), la ecuacién de Stokes
constituye una buena aproximacion a la descripcién de la dindmica del fluido.
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Figura IV.1. Coordenadas cartesianas definidas en el anillo excéntrico D. Los circulos C, y C; pueden
ser elegidos de manera que representen a circulos del sistema de coordenadas bipolares.

Entonces, el problema de Stokes que se quiere resolver aqui esta definido en el dominio D
yes:

UV =Vp
(4.1) ... {Incompresibilidad: V-v=0;
No resbalamiento: ¥ e = U

Homogenidad: ¥|, =0

La geometria del dominio D sugiere la utilizacién del sistema de coordenadas
bipolares como natural para resolver este problema. De hecho, un problema equivalente al
(4.1) pero correspondiente a la Teoria de Elasticidad, ha sido ya resuelto en dicho sistema
de coordenadas. Como se amplia en la seccién IV.3, esa solucidn puede usarse aqui. Asi,
resulta conveniente escoger un sistema cartesiano de referencia de modo que los circulos C,
y C; sean coaxiales y con el origen fuera del dominio D, como en la figura IV.1. El eje que
marca la direccion de traslacién del nadador es entonces el gje y.

En la condicién de no-resbalamiento del problema (4.1), U es un campo vectorial
definido sobre la frontera C; del nadador y representa la deformacién instantinea que el
cuerpo circular tiene en el instante 7.
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Una condicién necesaria para que el modo de deformacion U genere traslacién neta
es que venga descrito por al menos un par de campos vectoriales ¥, ¥ definidos en C; y
linealmente independientes. De otra manera se produciria un movimiento reciproco que
como ya se explico antes (apartado I1.8) no genera traslaciones netas. Las deformaciones
basicas V, W definen asi a la estrategia de natacion y deben de ser infinitesimales para
garantizar la aproximacion de la holonomia por la curvatura de la conexion de Stokes,
como se sefiald en la seccion 11.8.

Asumiendo separabilidad en la dependencia temporal, una brazada minima s(7) es
determinada por una combinacion lineal de dos modos base:

s(ty=a(r)V +b(t)W

en donde los coeficientes a(r), b(f) representan las contribuciones periddicas de cada modo
en todo instante £. Es decir que se asume que los campos V, W se suponen estacionarios,
quedan fijos para todo instante 7.
De igual manera a lo hecho en el caso no acotado aqui también se supondra, por
simplicidad, que:
a(t)=Cos(2zvt) ; b(t)=Sen(2zvt)

En el presente caso la forma basica es la dada por el circulo o de radio R,. Mas
adelante se establece la parametrizacion de o, después de haber elegido a un sistema de
coordenadas conveniente para resolver el problema (4.1). Las distintas formas que
constituyen el ciclo de natacién, definido por la brazada s(f), vienen dadas entonces por:

o> o+Re(a(t)V (o) +b(1)W (o))

en donde ¢ es un numero arbitrariamente pequefio que garantiza que se trata de
deformaciones infinitesimales de o-.

De esta manera, los cambios de forma U que ocurren durante la brazada s(¢) se
obtienen derivando la transformacion anterior con respecto al tiempo:

U =Re(a(t)V (o) +b()W ()

IV.3 Solucion biarmonica.
El problema bidimensional de Stokes (4.1) puede reformularse en términos de la
ecuacion biarmonica [66]:
V¥ =0 ..(42)

en donde V¥ es la funcién de corriente, un campo escalar definido en el dominio D cuyas
superficies de nivel definen las lineas de corriente del fluido. En un caso auténomo como el
presente, estas lineas de corriente coinciden con las trayectorias de las particulas del fluido.

La existencia de ¥ en un problema bidimensional esta garantizada por las hipétesis
de continuidad e incompresibilidad del fluido [66].
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Encontrando ¥ se determinan los componentes de velocidad vy, v; de la extension
de Stokes v mediante las ecuaciones:

0¥ ¥
I= — 2=— T— e 43
Y h’aqz v hlaq: (4.3)

en donde /1, h; son los coeficientes métricos correspondientes a las coordenadas curvilineas
q1, q2.

YA
Plano z=x+iy 8
A  Plano =a+ip
¢ = Log| Z212) y
(z-ia)
......................... >
‘ .............................. < oy o 'Il
z=iaCoth({ /2)
x
"
v

Figura IV.2. Circulos bipolares a,, a; en el plano Cartesiano y su representacion en el plano bipolar
complejo § , siendo a una longitud real positiva. Se muestran también la definicién del dngulo B, los
vectores unitarios bipolares €, , € y las transformaciones conformes entre ambos planos, ademas de los
angulos 8, y 8, que definen a P y las longitudes r;, r; que definena a.

La ecuacién biarménica (4.2) fue resuelta por Jeffery [67] en coordenadas bipolares
a, B, lo que permite solucionar directamente el caso de un anillo excéntrico. En la figura
IV.2 se esquematiza a dos circulos a; y ay, coaxiales con el eje y del plano cartesiano y su
representacion en el plano bipolar.

El sistema de coordenadas bipolares utilizado por Jeffery corresponde a uno en
donde la familia de circulos no intersectantes a = Cte. tiene como eje co-axial al eje y,
como se muestra en la Fig.. IV.2, razén por la cual se le denomina aqui, como coordenadas
bipolares "verticales". La familia complementaria de circulos intersectantes, = Cte. (que,
por claridad, no se muestra en la figura) tienen asi sus centros alineados a lo largo del eje x.
En este sistema se tiene que:

s=s{e ) aSen ()

_ aSenh(a)
" Cosh(a)~Cos (B

Cosh(a)—Cos(B)

.. (4.32)

y s y=y(a.B)=

y la ecuacién de los circulos co-axiales con o = Cte., con centro en aCoth(a) y radio
aCsch(a).es:

x* +(y—aCoth(a))’ =a*Csch* (a) ... (4.3b)
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La solucién completa en coordenadas bipolares al problema bidimensional
biarmoénico es [67]:

h¥ = (ECos( )+ FSen()+ GCosh(a)+ HSenh(a)) B
+(B,Cosh(a)+ D,Senh(c)) a + 4,Cosh(a) + C,Senh(c)
+[ 4Cosh(2a)+ B, + C,Senh(2a) + D | Cos ( B)
+[ 4\, Cosh(2a) + B'+ C", Senh(2a)+ D', a | Sen()

+g{ﬁ(a)Cos (nB)+G, (a) Sen(np)} .. (4.9)

con:

F,(a) = A4,Cosh[ (n+1)a |+ B,Cosh[ (n-1)a ]+ C,Senh[ (n+1)a |+ D,Senh[ (n 1)
G,(a)=A', Cosh[(n+1)a]+B', Cosh[(n—1)a]+C", Senh[(n+1)a]+ D", Senh[(n-1)a]
. (45)

en donde @, § son las coordenadas bipolares (Fig.IV.2) y h = [Cosh(a) — Cos(B)]/a es el
coeficiente métrico bipolar. El producto A'¥ se le denominaré funcién de Jeffery. En lo
sucesivo la dependencia explicita de ¥ y & de las coordenadas e, # se omitira en la notacién
por simplicidad.

IV.4. Método general.

El procedimiento que se siguié aqui para encontrar el desplazamiento y la eficiencia
correspondientes al problema de Stokes (4.1), es basicamente el sefialado en el apartado
I1.10. , pero con los siguientes cambios.

En el caso del desplazamiento, se calculd la curvatura F,,, encontrando en la
extension de Stokes del corchete de Lie de los modos de oscilacién Vy, ¥, , la parte
correspondiente a movimientos rigidos de traslacion, de acuerdo con la ecuacién (2.10)
pero sin necesidad de calcular explicitamente a la 1-forma 4 de la conexién de Stokes.

El algoritmo para conseguir esto consiste de tres partes principales. En la primera
parte se determina a que término de la solucién general (4.4) del problema de Stokes,
corresponden las traslaciones rigidas en la direccion del eje y (seccion IV.5).

En la segunda parte se establecen condiciones generales de Neumann y Dirichlet, en
forma de series de Fourier, para el corchete de Lie restringido a la membrana del nadador
C). Estas condiciones junto a condiciones homogéneas definidas en la membrana de la
célula C; permitiran resolver el correspondiente problema de Stokes y determinar asi su
extension 4. Después de esto, es posible localizar la parte en # responsable de la traslacion

rigida en la direccién del vector unitario ; y dar asi una expresion general para poder
calcularla (seccion IV.6, ec.(4.18)).

En la tercera parte del procedimiento general, se calculan las extensiones de Stokes
particulares correspondientes a las deformaciones tangenciales (IV.7.1) y transversales
(IV.7.2) del circulo, luego se ponen sus corchetes de Lie en forma de series de Fourier
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(IV.10) y finalmente se obtiene el componente traslacional de interés aplicando la férmula
general encontrada en la primera parte.

En lo concemniente al célculo de la potencia y eficiencia el procedimiento seguido es
igual al sefialado en el apartado I1.10.2.

IV.5. Traslacion a lo largo del eje y. Es sencillo verificar el hecho, implicitamente citado
por Jeffery, de que los multiplos de Sen(B) en la expresion (4.4) corresponden a traslaciones
rigidas en la direccién del vector unitario ;.

Sea la solucion A'¥ = Sen(B). Entonces la funcion de corriente ¥ es:

|_P=Sen(ﬂ)= aSen(p)
h Cosh(a) - Cos(B)

Aplicando (4.3) al caso particular de coordenadas bipolares se tiene que:

M o¥
W= hg > ¥y =—h-—a—a* (46)

Substituyendo la expresion para ¥ en (4.6) se obtienen los componentes vy, v, del campo de
velocidades solucién v:

y =1—Cos(ﬂ]Cash(a) - Sen(p) Senh(a)
' Cosh(a)-Cos(B) ° * Cosh(a)-Cos(B)

Entonces:

" - . _[1-Cos(B)Cosh(a)), Sen () Senh (cx)
¥ B)=vl. +vi ‘( Cosh(a) - Cos (f) ]"”" +[Cosh(a)~Cos(ﬁ)

}éﬂ . (47)

siendo é;, ég los vectores unitarios bipolares en la direccién de la coordenada o y B
respectivamente (ver figura IV.2).
La expresion en el plano cartesiano de los vectores unitarios bipolares es:

s o _ Sen () Senh(a) i_._l_C’os(,&)Ccash(t::)—l .

“~"a  Cos(B)-Cosh(a) = Cos(B)- Cosh()
g l—Cos(ﬂ)Cosh(a)f_F Sen( ) Senh(a) 5
Y Cos(B)—Cosh(a)  Cos(B)—- Cosh(a)

.. (48)

en donde 7 es el vector de posicién de un punto en el plano.

Substituyendo a (4.8) en (4.7) y simplificando, se obtiene la expresién del campo de
velocidades en coordenadas cartesianas:

v=(0,-1)=~j
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es decir un campo de velocidades que globalmente define una traslacién del plano.
Dada la unicidad de las soluciones de la ecuacion (4.4) se tiene entonces la
proposicion:
hY =1Sen(B) < v =F]

y en consecuencia se puede concluir que los miltiplos del Sen(B) y solo ellos, se
corresponden con traslaciones rigidas en la direccion del vector unitario j .

En la notacion de la ecuacion (4.4) estos multiplos estin representados por el
término B,' Sen(B). Por lo tanto en un problema especifico, determinar al coeficiente By'
permite encontrar cuanto se ha trasladado el objeto en la direccion del eje y.

Concretamente, en un problema de valores a la frontera establecido en el dominio D
en donde el campo de deformacién U, definido en la membrana del nadador, sea el corchete
de Lie de las partes horizontales de dos extensiones de Stokes V,, ¥, (modos de
oscilacién), determinar al coeficiente B;' equivale a encontrar F,,, , de acuerdo con la
ecuacién (2.10) y en consecuencia al desplazamiento infinitesimal del cuerpo deformable
(ec.(2.14)). De esta manera es que se puede calcular el coeficiente de curvatura Fp,
particular sin determinar explicitamente a toda la 1-forma 4.

Hay que hacer notar que en la solucién general (4.4) originalmente dada por Jeffery,
no aparecen los multiplos de Sen (B) ni de ninguno de los correspondientes al resto de los
movimientos rigidos, debido a la invarianza que ante estas transformaciones tiene el
problema de elasticidad que dicho autor considero.

1V.6. Formula general del coeficiente de traslacion.

Sea v un campo vectorial con componentes v;, v; definido en el circulo bipolar
parametrizado por a,, el cual representa al nadador. Tal condicién de frontera puede,
genéricamente, expandirse como serie de Fourier para cada componente:

v, =(a,/2)+ i a,Cos[nf]+b,Sen[np]
a:l - (4‘9)
v, =(c,/2)+ Y c,Cos[np]+d,Sen[np]

Restringiendo a la frontera a, las igualdades (4.6) se tiene que:

v,=h£\v PP . (PR

ap da

|

Entonces, de la primera ecuacion resulta:

o= [ a8
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que también puede desarrollarse en serie de Fourier:

= (a3 /2)+ 3. a}Cos[np]+ b Sen[np] .. (4.11)

n=l

en donde se presupone la restriccion de la funcién de corriente ¥ a la frontera ;. Entonces
la condicién de Dirichlet para h¥ en dicha frontera es:

hY = {Cm(a‘) = Contf )](( 012)+ 3 Cos[np] +b°Sen[nﬁ])

a

n=]

= (a'o !2) - i a,Cos[np]+b,Sen[np] ... (4.12)

Por otra parte, de la segunda ecuaci6n de (4.10) se tiene:

v __ﬁ'd

oal, hl,
entonces:
o(h¥) =(h§+qlﬂ] “ h( B e W R
da da da N da o
y por lo tanto, con:
oh _ Sinh(a)
da  a
se tiene:
8(}:\}’)

= [ *‘Z‘ Cos[nf]+d, Sen[uﬁ]} ( +Za“Cos[nﬂ]+b°se,,[ ﬁ]]smh(al

=(e/2)+ Z e,Cos[np]+ f,Sen[np] ... (4.14)

que establece la condicién general de Neumann en a;.

En la frontera celular a; se pide la nulidad del campo de velocidades, lo que permite
tomar a dicha frontera como una linea de corriente, la cual queda convenientemente
definida por:

¥=0..(4.15)
que es la condicién de Dirichlet.
Substituyendo (4.15) en (4.13) se tiene entonces que:

m =0 ..(4.16)
a
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lo que establece la condicién de Neumann en a,.
La derivada con respecto de o de (4.4) es:

%:((Sﬂﬁad-ﬂ&sha} f+B,Cosha + DSenhar+( DyCoshar + B,Senha) @ + ASenha + GCoshar

[248enh(2a) +2GCosh(2a) + 13 ] Cos( B) +[ 24, Senh(22) +2C", Cash(222) + D', ]Sen( B) +
- {[(n+1)4,Senh(n+1)a+(n—1)B,Sah(n—l)a+(n+1)qom(n+1)a+(n—I}Dﬂcma(ml)a]Cos(nﬁy
[(n+1) 4!, Senh(n+1) @+(n~1) B', Senh(n~1) @+ (n+1)C', Cosh(n+1)@+(n~1) D', Cosh(n~1) @ |Sen(n)

]

.. (4.17)

Igualando términos correspondientes entre la ecuacion (4.4) y las condiciones de
Dirchlet (4.12) , (4.15) y entre la ecuacion (4.17) y las condiciones de Neumann (4.14) ,
(4.16), se llega a que el sistema de ecuaciones para determinar al coeficiente B', del Sen(p)
es:

A',Cosh2q, + B'+ C',Senh 2¢, + D', a, = b,
A',Cosh2a, + B'+ C', Senh 2a, + D', @, = 0
24", Senh (2¢,) +2C", Cosh(2¢,) + D', = f,
24", Senh(2a,)+2C", Cosh(2a,)+ D', =0

en donde b,' corresponde al desarrollo (4.12) mientras que f; al (4.14).
El determinante de este sistema es:

8[(a, —a,) Cosh(a, —a,) - Senh (@, — a,) | Senh (e, -, )

que se anula sélo si o) = o,.
Al resolver el sistema para B' se tiene el resultado unico:

. Csch(e, ~@,)2(by — e f; +(a,/; - b;) Cosh(2(a, - ,))) +(f; — 4asb; ) Senh (2(e, -3 )

1 8[(al —az)Cosh(m _ag)_senh(al -, )]

- (4.18)

IV.6.1. Coeficientes de B'|. A continuacién se muestra como calcular los coeficientes que
aparecen en la definicién de B'; en términos de los datos del problema. De la definiciéon
(4.14) es inmediato que:

.. (4.19)

b’Senh (e,
fi=-d, +-'__;_(__'_l

en donde d, corresponde al desarrollo del componente v, de la condicién de frontera
(ec.4.9) y b;” es un término del desarrollo de la funcién de corriente ¥ (ec. 4.11).
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En el caso de by', realizando las operaciones indicadas en la definicién de (4.12) (las
cuales estan detalladas en al apéndice IV.1) se llega a:

h¥, [M ;‘;J ('Cosh(al}—-—-—E]Cos ﬂ)+z( Cosh(al)- o*' f:]c*os(nﬁ)
[b' Cosh(al]—b’JSeu (B)+ z( Cosh(al)- %-ﬁ)&m(m)
= S+ iCos () + iSen( )+ 3Cos () +;Se(np)

En consecuencia:
0

B cgs;,(a,)_"_ . (4.20)

en donde ,°, b, son términos del desarrollo (4.11) de ¥.

1V.6.2. Coeficientes de \¥. Para completar la definicién de f; dada en (4.19) y by’ establecida
en (4.20), se requiere de obtener el desarrollo en serie (4.11) de la funcion de corriente, para
asi conocer a los coeficientes b1 )b

Se tiene que:

¥, I‘L'L dp=2 +Za°Cos[nﬂ]+b°Sen[nﬁ]

n=l

con (4.9):
y %°—+ianCos[nﬂ]+b,Sen[nﬂ] _—
;L = = i =——+§a Cos|np)+b,Sen[np]
Puesto que [67]:
- (a:,ﬁ) = aCsch(a,) +2aCsch(e, )ge"‘“' Cos(np)
Entonces:

%L ( +Za Cos[np]+b, Sen[nﬁ])[a(;‘sch (@) +2aCsch(a) > e ""*Cas(nﬁ)}

Realizando las operaciones indicadas en el producto de series anterior, las cuales
estan detalladas en el apéndice IV.2, se llega a que:

%‘L +Za Cos[np)+b,Sen[np]

n=1

= a,aCsch(a, ) +2aCsch(a, Za

j=l

74



6 =)+ i) 3™ +20mh(a) S0

" = -l
a, =a,aCsch(a;)e™ +aCsch(c;)a, +a(3-ch(q)[Zaje""”"“ +2Cosh(nal) ) ae” +) a,e " J n>1
= =

b = aCsoh{ar ) +a<:scfa(q)[

=), + )| S 4250k

En consecuencia:

v|[a,B]= I%Ia df = [(%i+ ia;Cos[nﬂ]+b;Sen[nﬁ] A=

=£29~ﬂ + ;%"Sen (np)

—he™a +28'enh(al)ibje“j“‘J

i be’ +

J=2

J=n+l

J=nsl

=l
Zb}e*""”‘“‘ n>1
J=

- %‘;dﬂ +3 . [Cos[npldp+3 b, [Sen[np)dp

De la uiltima igualdad se tiene:

Por lo tanto:

o b;
_Z_;I_

%—O:ao=
0
%=0:>a°=0
a°=—2’:~
" n

n

Cos(np) = 5290~+ iafCos [nB]+ by Sen[np]

b’ = a,aCsch(a,)e™ +aCsch(a,)a, + aCsch(a, )[a,e”"‘ +2Cosh(a,) i ae’™ J
=

2 ©
B = %[aoaCsch (e,)e?™ +aCsch(a,)a, +aCsch (al)[z a,e P + 2Cosh(2a,) ) a,e™" +ae™ ]J
J= j=3

IV.7. Extensiones de Stokes.
En este apartado se resuelve el problema de Stokes para el caso de deformaciones

puramente tangenciales y transversales, las cuales por ser linealmente independientes,

constituyen una base suficiente para la descripcion de las deformaciones del circulo.

.. (4.21)
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Como se muestra en los apartados I11.2.2 y I11.2.3, para obtener el desplazamiento y
la potencia de brazada de una deformacion elemental, basta calcular el coeficiente de
curvatura y la potencia de los componentes basicos V¥, W de la estrategia de natacién. En
consecuencia es suficiente obtener las extensiones de Stokes correspondientes a dichos
modos basicos por separado, es decir que ellos son los que definen, cada uno por su cuenta,
la condicién de no-resbalamiento del problema de Stokes en cada caso. Esto equivale a
recorrer el ciclo de brazada no por el circulo (a(#), b(1)) sino, como se menciona en IL.8,
mediante un cuadrilatero, de la misma drea que dicho circulo, y en donde cada modo V, W
actua solo por su cuenta durante un tiempo infinitesimal en cada lado del cuadrilatero.

IV.7.1. Deformaciones Tangenciales. Debido a que el vector unitario € es tangencial en
cada punto del circulo a;, el campo vectorial correspondiente constituye una base natural
para expresar a este tipo de deformaciones.

En analogia a lo hecho en el capitulo anterior, las estrategias de natacién
tangenciales V, W, se definen como sigue:

V="1(B)é s W=f,(B)é .. (422)

en donde la funcién:
Cos(mp)

AOE P

De este modo la brazada general elemental s(f), o sea la familia completa de
deformaciones periddicas es:

s()=a(t)V +b(t)W = Cos(2nvt) f,,(B)é, + Sen(27vt) £, (B)é,

mientras que la transformacién que especifica las deformaciones infinitesimales de la forma
basica R;o es aqui:

o = 0 + R (Cos(22v1) £, (B)é, + Sen(22vt) £, (B)é, )

siendo ¢ = (x, y-aCoth(a)) la parametrizacion del circulo bipolar de radio R; = aCsch(w),
con x = x(a, ff), y = ¥(a, ff) de acuerdo con las ecuaciones (4.3a).

Bajo la acci6n de estas deformaciones tangenciales, cada punto de la frontera del
circulo o oscilara alrededor de su posicion inicial siguiendo la direccién de la tangente en
dicho punto. Como consecuencia, la frontera del nadador mostrara zonas alternantes de
compresion y extension, de manera analoga a lo sucedido en el caso no acotado del capitulo
anterior.

A partir de la definicién de los campos de deformacion se obtendran condiciones de
Neumann y Dirichlet para la funcién de Jeffery /¥ en ambos componentes de & D.

Frontera o = a,. Sea entonces v el campo de deformacién definido sobre R;o0. En
coordenadas bipolares se tiene en general que:

V=v.e, +Vye,
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En el caso puramente tangencial, el componente radial v, = 0, por lo que de acuerdo
con (4.22):

vy =1,(B)=71(B)

Mediante las relaciones (4.6) se tiene que:

v, = h;ﬂ =0
gp .. (4.23)
w=hZ = 1(8)

Condiciones de Dirichlet: Una caracteristica muy conveniente de las deformaciones
tangenciales es que son "lisas", en el sentido de que no alteran con protrusiones a la forma
inicial. En consecuencia la frontera a = a; = Cte. puede ser definida como una linea de
corriente de '¥. Entonces:

Y| _ =K

en donde K es una constante real. En particular se puede hacer X' = 0 por lo que:
Y|, =0=>hY|_ =0..(429)

es la condicion de Dirichlet en esta frontera.
Condicion de Neumann:

Como:
o) _ov 00
oa da da

entonces al restringir a a; se tiene, por la condicién de Dirichlet ¥ = 0, que:

o(hY

la dltima igualdad consecuencia de la segunda ecuacién de (4.23). Entonces la condicién de
Neumann en la frontera a, es:

a0t

=S (p) - (429)

Frontera a = o,. Puesto que la frontera a;, , correspondiente a la membrana celular, se
supone inmoévil e impermeable se puede hacer:

Y|, =0=>h¥| . =0..(426)
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que define la condicién de Dirichlet y:

como condicién de Neumann en esta frontera.

IV.7.1.1. Solucion. Para encontrar soluciones sin multivaluacién causada por el angulo B,
tanto en el campo de velocidades como en la presién y ademas que dichas soluciones
provengan de condiciones de frontera de caricter oscilatorio no trivial (es decir excluyendo
transformaciones rigidas y dilataciones), se eliminara el término de B y los correspondientes
an=0yn=1, quedando la solucién general (4.4) como™:

2 (4,Cosh[(n+1)e] + B Cosh[(n—1) ]+ C,Senh[ (n-+1) ]+ D,Senh[ (n~1) t]) Cas () + }
= |( 4, cosh[(n+1)a]+B', cosh[(n—1)a]+C", senh[(n+1) @]+ D", seh[ (n—1) ]} Sen(n)
.. (4.28)

que, aplicando las definiciones (4.5) puede escribirse como:

hY = iﬁ (@) Cos(nB)+G, () Sen(np)

n=1

Derivando con respecto a o la expresion anterior se obtiene:

) _ {Em)/;&h(m)m{n 1) B Senh{n—1) a+(n-+1) G,Gush{n-+1) cx+(n—1) D Cash{n—1) | Cos(mf) +
a (n+1) A, Seh(n-+1) @+{n—1) B., Serh(n—1) a-+(n+1) C,, Gh{n-+1) a+(n—1) D, Girsh(n—1) | Sen(n)
. (4.29)

a(h‘P ZF (@) Cos(nB)+ G, () Sen(np)

en donde el apéstrofe se refiere aqui a la derivada con respecto a a.
IV.7.1.2. Caso f(B) = Cos(mp).

En este caso especifico las condiciones de Neumann y Dirichlet (4.24)-(4.27) se
convierten en:

* En lo sucesivo, el indice n se refiere al orden de los términos de la solucién de Jeffery y no debera
confundirse con el orden de los modos de oscilacién, de acuerdo con (4.22)
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Frontera o,:
hY =0
a(h‘l’)

T = —Cos(mﬁ)

Frontera a,:
¥ =0
a(ny)

-—_—<=0

da

Por lo tanto, al igualar los coeficientes del desarrollo (4.28) con la condicion de
Dirichlet correspondiente a la frontera a,, se obtiene:

P:r(al)=0 ; Gn(al)=0
para todo n=2. Igualmente para la condicién de Dirichlet en la frontera a,:
F(a)=0 ; G,(a,)=0

Sea m € N fijo y tal que m = 2. Al igualar los coeficientes del desarrollo (4.29) con
la condicién de Neumann correspondiente a la frontera a,, se obtiene:

F(2)=0 ; G(a)=0
para todo n=2 tal que n # m, mientras que para m se tiene que:
Fy(a)=-1 ; G,(a)=0
Finalmente, para la condicion de Neumann en la frontera a;:
Fi(e)=0 ; G(a)=0
vialido para todo n=2.

Como conclusién de lo anterior, el sistema homogéneo de cuatro ecuaciones en las
cuatro incognitas A',, B',, C'n, D', dado por:

G,(@)=0
G,()=0

Gi(e)=0
G, (a,)=0

ESTA TES]S NO SAL}
DE LA BIBLIOTECA ’



es valido para toda n=2. Este sistema tiene como tinica solucién al vector 0 y por lo tanto se
tiene que:

Ay=By= Cp= D\=0

para toda n=2. Es decir que no aparecerén en la solucién final funciones del seno, cosa que
era de esperarse debido a que en las condiciones de frontera del presente caso tampoco
aparece la funcién Sen.

El sistema de cuatro ecuaciones formado por las funciones F,(a), F'x(e) es también
homogéneo para toda n distinta de m:

y por lo tanto en ese caso:
An=B,= C,= D,=0

El 1inico sistema que no es homogéneo corresponde a m, y es:

A, cosh[(m+1)a, | + B, cosh[(m~1), ] + C,senh[(m+1), ]+ D,senh[ (m—1), ]=0
A, cosh[(m+1)a, |+ B, cosh[(m—1)e, |+C,senh[(m+1)e, | + D,senh[(m—1)a, | =0
(m+1) A, sinh[ (m+1) e ]+(m—1) B, sinh[ (m 1) ] +(m+1)C, cosh[ (m + I)a,]+[m—l)D_omh[(m—l)q]=—l
(m+1) A, sinh[ (m+1)a, |+(m~1) B, sinh[ (m 1)@, | +(m+1)C, cosh[ (m +1)a, ]+ (m ~1) D,cosh[ (m-1)a, | =0

que tiene como solucién tinica (encontrada en Mathematica 4.0):

An -(-1+m) Sinh[(1+m) a1] - mSinh[a; - Maj - 2a3] - Sinh[a; - May+ 2magz]
2(-1+m?-m?Cosh[2 (a3 -az)] + Cosh[2m (a1 - a3)]) !
B -(1+m) Sinh[a; - Mmaj] - mSinh[a; + Mmaj - 2a3] + Sinh(a; + Mma; - 2mMaz]
2 (-1+m?- m? Cosh[2 (aj; - a3)] + Cosh[2m (a1 - &32)]) 8
Con- (-1+m) Cosh[ (1+ m) a3] -mCosh[a; - Maj - 2a3] + Cosh[aj - Maj + 2Ma3z]

2 (-1+m?-m2Cosh[2 (a; - a3)] + Cosh[2m (a1~-a3)])
-(1+m) Cosh[a; - ma;] + mCosh[a; + maj - 2a3] + Cosh[a; + maj - 2majz]

Da - 2 (-1+ m?- m? Cosh(2 (a1 - az)] + Cosh[2m (az-a2)])

Con los valores encontrados para los coeficientes 4, ,.., D', para cada n=2, se tiene
entonces que la solucién final es:

h¥ =[ 4, cosh(m +1)a + B, cosh(m—1)a + C,senh (m +1)a + D, senh (m —1) & | Cos (m )
=

W= %[Am cosh(m+1)a + B, cosh(m —1)a +C,senh (m +1)a + D, senh (m —1) & | Cos (m3)

o0 equivalentemente:
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¥(a, §) = F. (@) Cos (mp)
con o< @ <a;.

Como se demuestra en apéndice IV.3, la solucion para A\ satisface las condiciones
de frontera y la funcién de corriente Y satisface a la ecuacién biarmonica. La grafica de
contornos de ¥ en el dominio D se encuentra en la figura IV.3.

El campo vectorial de velocidades solucion del problema de Stokes (4.1), o sea la
extension de Stokes v, se puede obtener de la funcion de corriente ¥ en coordenadas
bipolares por medio de las relaciones (4.6), que en este caso resultan en:

3 (@ ) =ve (2, 8), +v, (2, B), = hg—\;e‘n -2,
: [ 7 (a)[v Cos(m;zl S (B) _ o 'G)J]é“ + Cos(m ﬁ)[;«; (@) ::nh(a) - (a)]é,,

La expresion final correspondiente a los componentes v,, v; esta en el punto 3 del
apéndice IV.3 en donde se verifica también que el campo es incompresible. En las figuras
IV.4 yIV.5, se grafica la extension de Stokes obtenida. De hecho, la fig. IV.5 es la version
completa, extendida a toda la frontera del nadador, de la fig. II1.10.

Esta solucién proporciona mediante integracion de la ecuacion de Stokes, una
presién p univaluada, es decir que no depende directamente del 4ngulo S (ver apéndice IV.3
punto 5).

IV.7.1.3. Caso f (B) = Sen(mp).
En este caso especifico las condiciones de Neumann y Dirichlet (4.24)-(4.27) se
convierten en:

Frontera a;:

a(h¥)
oa

= —Sen(mﬁ)
Frontera a,:
hY =0

a(hY) =g
da

Procediendo idénticamente a lo realizado en la seccién anterior, se llega a que el
tinico sistema que no es homogéneo corresponde a m, y es:

A, cosh[(m+1)a |+ B',, cosh (m—1) ]+ C', senh[(m+1) & |+ D', senh[ (m~1) o |=0

A, cosh[(m+1)a |+ B, cosh[ (m—1) e, |+C', senh[(m+1) e, |+ D', senh[ (m~1) e, | =0

(m+1) 4", sinh[(m+1)e; ] +(m~1) B, simh[(m~1)&; | +(m-+1)C', cosh[(m+1) & |+(m~1) D", cosh[ (m~1); | =-1
(m+1) 4, sivh[(m+1), | +(m~1) B, sivh[ (m—1), |+(m+1)C', cosh[(m+1) e, |+(m~1) D, cosh[ (m~1) e, ]=0
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que tiene como solucién unica a:

' -(-1+m) Sinh[(1+ m) al] - mSinh[cl- mal- 2a2] - Sinh[al-mal+2mal]
Ba=- 2 (-1+ m?- m? Cosh(2 (al-«2)] + Cosh[2m (al-a2)])

-(1+m) Sinh[al-mal] - mSinh{al+ mal-2a2] + Sinh[al+ mal-2ma2)
- 2 (-1+m?- m? Cosh([2 (al-a2)] + Cosh[2m (al-a2)])

' (-1+m) Cosh[(1+m) al] - mCosh[al-mal-2a2] + Cosh[al-mal+ 2ma2]
Ga=- 2 (-1+ m?- m? Cosh(2 (al-a2)] + Cosh[2m (al-a2)])

+ =(1+m) Cosh[al-mal] + mCosh[al+mal-2a2] + Cosh[al+ mal-2ma2]
Da = 2 (-1+m?2-m? Cosh[2 (al-a2)] + Cosh[{2m (al-a2)])

L

B,

’

En consecuencia y para cada m=2, se tiene entonces que la solucion final es:
h¥ = 4', cosh(m+1)a+B', cosh(m—1)a+C', senh(m+1)a + D', senh(m—1)a | Sen(mp)
P

Y= %[A‘_ cosh(m+1)a+B', cosh(m~1)a+C", senh(m+1)a + D', senh (m 1) | Sen(mp)

o equivalentemente:

¥(a, B) = %Gn () Sen(mp)

con Gp(@) como en (4.5) y para o< @ <a;.
Aplicando ahora las férmulas (4.6) se obtienen los componentes de la extension de
Stokes, que en general es en este caso:

3(a,B) =v. (@, 8)8, +v, (@ )%, =h%‘§é¢, —h%ép
=[G_ M[ﬁﬂ(ﬂ% +mCos(mﬂ)]]éc +Sen(mﬂ)[w—6'_ (a)]e,

Siguiendo los mismos procedimientos del apartado anterior, y que se detallan en el
apéndice IV.3, aqui también se verifica que el campo vectorial de velocidades es
incompresible y proporciona una presion univaluada que satisface la ecuaci6n de Stokes.

IV.7.2. Deformaciones Transversales. En este caso se impusieron en la membrana del
nadador circular, condiciones de frontera que son de alguna manera "ortogonales" a las
definidas en el caso tangencial. Esto garantiza extensiones de Stokes no tangenciales que
sean lo suficientemente simples como para plantear sistemas sencillos de resolver al aplicar
la solucién de Jeffery.

Frontera o = a,. Condiciones de Dirichlet:

W= 1.(5) :{Cos(nﬁ]

Sen(np)
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Condicion de Neumann:
o(h¥
() _,
da

Frontera o = a,. Condicion de Dirichlet:

Y =0

Condicion de Neumann:
3}
() _,
oa
Estas condiciones de frontera implican las siguientes deformaciones en el circulo C,
del nadador.
Si:
Cos(np)
W, =1 (B)=y o
Sen(np)
entonces:
B
¥(a, p)= L
h(a; B)

Como:

¥ v

Y(e,B)= df= |2 d
()= I35 47 | a6

entonces:

1 (ﬁ) - { [f (ﬁ)]

De la uiltima igualdad se tiene que, si f, ( 8 ) = Cos(nB):

Ya
PR

; Serz[ l]ﬁ] — nSen(nB) - Sen([n+1]ﬂ)
2ah 2ah
ysi fo (B)=Sen(np):
V= __Cos[(zna; 1) ﬁ] +nCos (Hﬁ) + —COS[(;G; l) ﬂ]
Por otro lado, como:
a(h‘P] -0
da
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By LA L
oa da [0 4 oa
entonces:
gy mp on _1.(B 1, (B) Sinh(a)
da h a
por lo tanto:
Sin(np)Sinh(a) _ Sin (npB)Sink()

sif,(B)=Cos(nB): vy = ; sif, (B)=Cos(npB): v,

ah ah

En conclusién, los campos de deformacion transversales sobre C; son de tipo mixto,
presentando tanto un componente radial v; como uno angular vg no nulos.
De nuevo se buscan soluciones del tipo®:

¥ =" F, (@) Cos(np)+ G, (o) Sen(nf)

=2

que implica, como en la seccién IV.7.1.1, que:

20 3.k (@) Cos (1) i () Sen(n)

IV.7.2.1. Caso f (8) = Cos(mp). Procediendo de idéntica forma a lo hecho en el apartado
IV.7.1.2, se llega a que el tnico sistema de coeficientes no homogéneo se obtiene cuando
ocurre que n = m Yy este es:

A, cosh[(m+1)a, ]+ B, cosh[(m~1)a; ]+ C,senh[(m+1)a, ]+ D,senh[(m~1)a, ] =1

A, cwh[(m+1)q]+8_, cosh[(m— l)a,]+C_5mh[(m+ l)a,]-i-D_,smh [(m —»l)a,] =0

(m+1) A,_sinh[ (m+1)a, ]+(m 1) B, sinh[(m~1)a, | +(m+1)C, cosh[(m+1), ]+ (m~1) D cosh[(m~1)e, ]=0
(m+1) A, sinh[(m+1)a, | +(m~1) B, sinh[(m~1)a, ]+(m+1)C, cosh[(m +1)a, ]+ (m~1) D,cosh[(m~1)a, | =0

que tiene como solucion nica:

(-1+m) ((1+m) Cosh[(1+ m) al] - mCosh[al-mal- 2a2] - Cosh[al-mal+ 2ma2])

st 2 (-1+ m? - m2 Cosh[2 (al-a2)] + Cosh{2m (al- a2)]) ‘
Ba (lc m) (- (-1+m) Cosh[al- mal] + mCosh[al+ mal-2a2] - Cosh[al+mal- 2ma2])
: 2 (-1+ m? - m2 Cosh(2 (al-a2)] + Cosh(2m (al-a2)])
po_ {1+ ((L+m) Sinh{(1+m) al] - mSioh((-1+m) al+2a2) + Sinh((-1+m) al-2ma2))
- 2(-1+m?- m2Cosh[2 (al-a2)] + Cosh[2m (al-a2)])
Bas (1+m) ((-1+ m) Sinh{al- mal] + mSinh{al+mal- 2a2] + Sinh[al+mal- 2ma2])

2 (-1+m?- m?Cosh[2 (al-a2)] + Cosh[2m (al-a2)])

® En lo sucesivo, el indice n se refiere al orden de los términos de la solucién de Jeffery y no debera
confundirse con el orden de los modos de oscilacion, de acuerdo con (4.22)
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Por lo tanto, la funcién de Jeffery solucién es:

R¥ = A4, cosh(n+1)a + B, cosh(m —1)a + C,senh (m +1)a + D, senh (m 1)a | Cos (mpB)

~

W= %[Am cosh(n +1)a + B, cosh(m —1)a +C,senh (m +1)a + D, senh (m —1) & | Cos (m )

o0 equivalentemente:

¥(a, p)= %Fﬂ () Cos(mpB)

con Fy(@) como en (4.5) y para a1 < a <a;. Es decir que tiene la misma forma que la
solucién tangencial correspondiente a este mismo caso, difiriendo ambas s6lo por las
expresiones particulares de los coeficientes 4,,.., D,. En consecuencia la forma general de
la extension de Stokes es también la misma.

Como se verifica en el apéndice IV .4, la
solucion encontrada para ¥ satisface la ecuacion
biarménica y A satisface las condiciones de frontera
0 (ver en apéndice IV.4). Las curvas de nivel de la
funcion de corriente estan en la grafica de la figura
IV.6.

La expresion analitica de la extension de
Stokes obtenida se da en el punto 3 del apéndice IV 4,
mientras que su grafica en el dominio 2 se puede ver
en las figuras IV.7 y IV.8.
Bajo la accién de las deformaciones
transversales, cada punto de la frontera del circulo o
Figura IV.9. Deformaciones o:scilar_ﬁ alredgdor de su posicion in'icial siguiendo la
transversales con 7z = 100, £ = 102, direccién radial. Como consecuencia, la frontera del
nadador mostrara pequeiias "olas" en su superficie
como se muestra en la figura IV.9 y de acuerdo con la transformacién:

c—oo+ R,S(Cos (27vt) v, 8, + Sen(2zvt)v,é,)

con vq y vg como en las paginas 72-73 y siendo o = (x, y—aCoth(a)) la parametrizacion del
circulo bipolar de radio R, = aCsch(a), con x = x(a, ), y = ¥(a, ff) de acuerdo con las
ecuaciones (4.3a).

Aplicando los mismos procedimientos utilizados en el apéndice IV.3 se verifica que
también aqui el campo de velocidades es incompresible y proporciona una presién
univaluada que satisface la ecuacion de Stokes, cuya expresion final se puede ver en el
punto 4 del apéndice IV 4.

IV.7.2.2. Caso f (B) = Sen(mf). El unico sistema de coeficientes no homogéneo se obtiene
cuando n=myes:
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A', cosh[(m+1)q; |+B', cosh[(m~1)q, |+C', senh[(m+1)q |+ D', senh[(m—1)e; |=1

A'_,omh[(m +1)a1]+B'_ msh[(m—l}az]+C'_sa:lh[(m+l) a2]+D'~ smh[(m—l}az]ﬂ)

(m+1) A", sivh[(m+1)a, ]+(m~1) B', sivh[(m—1)g; |+(m+1)C', cosh[(m+1); | +(m~1) D', cosh[(m~1); |=0
(m+1) 4", sivh[(m+1)a, |+(m—1) B', sinh[ (m—1)e, | +(m+1)C", cosh[ (m+1), | +(m~1) D', cosh[(m~1); ] =0

que tiene como solucién tnica:

¢+ (-1l¢m) ((1+m) Cosh[(1l+m)al] - mOoshf{al-mal- 2a2] - Coshfal-mal+ 2ma2])

B = 2 (-1+ m? - m2 Cosh[2 (al-a2)] + Cosh{2m (al-a2)]) d

' (1+m) (-(-1+m) Cosh[al-mal] + mCosh[al+mal-2a2] - Cosh[al+ mal-2ma2])
2 (-1+m? -m?2 Cosh([2 (al-a2)] + Cosh[2m (al-a2)])

(-1+m) ((1+m) Sinh[(1+ m) al] + mSinh[al- mal- 2a2] - Sinh[al- mal+ 2ma2])
2 (-1+ m2- m2 Cosh([2 (al-a2)] + Cosh{2m (al-a2)]) !

{(1+m) ((-1+m) Sinh[(-1+m) al] - mSinh[al+ mal-2a2] - Sinh[al+ mal-2ma2])
2(-1+m?-m2Cosh[2 (al-a2)] + Cogh[2m (al-a2)])

%--
AR
Dmﬁ-

Por lo tanto, la funcién de Jeffery solucioén es:
h¥ =[ 4", cosh(m+1)a + B', cosh(m—1)a +C', senh(m +1)a + D', senh (m —l)a] Sen(mp)
2=

Y= %[A'n cosh(m +1)a + B', cosh(m—1)a +C', senh(m +1)a + D', senh(m—1)a | Sen(mp)

o equivalentemente:

¥(a, §) =%G,, (a) Sen(mp)

con Gn(@) como en (4.5) y para @< @ <a;. Es decir que tiene la misma forma que la
solucidn tangencial correspondiente a este mismo caso, difiriendo ambas sélo por las
expresiones particulares de los coeficientes 4/, ,.., D',, obteniéndose entonces también la
misma forma general de la extensién de Stokes.

Todas las verificaciones hechas en los apartados anteriores se cumplen
satisfactoriamente también en este subcaso.

IV.8. Tensor de esfuerzo.
En notaci6n tensorial, se tiene que el tensor de esfuerzo II es:
II=-pl+2uD

en donde I es el tensor identidad p la presion p la viscosidad y D es el tensor de
deformaciones:

D= %(Vu + (Vu)')
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siendo u un campo vectorial.
Como Vu, el gradiente del vector u, es una diadica en el plano entonces es de la
forma:

2 2
Vu= Zuj,‘ljit =y i, Fuil, g il +u,i5i,
J=1 k=1

en donde u, son sus componentes en el sistema de coordenadas ortogonal {ij, i,}. Su

transpuesta es:
2 .2

- S s s .. . s F
Vu' = ZEH&;IJI* =uy i, +uyi 0, +u,i, i,
J=1 k=1
En consecuencia:

1 ty 1, .. 5% i g i i i &
D= E(Vu +(Vu) ) = E[uuull, F by + iy + Uy, + il + i, + Ui, + Uiy,
= 5[2“u‘1ll +(yy + oy )iy + (s + 145, ), + 2“22'212]
A | ] ox s - ia s
=uyLl, “"‘2‘(“;2 +uy )H'z +E(“2I +u, )'zll +tylydy = Dyyigdy + Dy, + D)y + Dy,

en donde se aprecia la simetria del tensor D, dado que:
Dz =uja+uz=uz +up2=Dy

De acuerdo a [39 p:489] se tiene que:

_p | o ara nl @y, 9L

"‘(aqf"‘“”‘aqz[h]]’“” ’“[ ; "“aqi«]}*
o4 _, 9(1 _nlo, , 01

“*""“[aqz ’““zaq,[fan v/ "‘[aq,”""‘aq.[hz]}

substituyendo resulta:
ou a1 1 u (1 ou a1
=h| —t+hu, —| — | |iji, +=| b | =% = by, —| — —L —hu,—| —
D hl(aql"'hz zaqz(hj]l'l‘*z[hl[aql hzlaqz{k,]]-'-hz{ s hlzaqI hz})]lliz

(35 e 2 (1)), (3 2 (1 a2 (1),
*5(”’ {E e aq,(ieﬂ”‘[aq, G (famiz“h’{% g, [@H

En consecuencia y en coordenadas bipolares, la forma nonion de la diadica D es:
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A I e “
D=De.e, + 5 D,zeaeﬁ - ?[Ji:u.eﬁe‘x + Dnepeg
... (4.30)
en donde las yuxtaposiciones €,és etc. de los vectores unitarios bipolares son diadas y los u;

son los componentes del campo u.
Por lo tanto, cada componente del tensor de esfuerzo es:

I, =2uD, - pé,
en donde d; es la delta de Kronecker.

En el punto 1 del apéndice IV.5 se da el algoritmo utilizado para calcular cada
componente I1;, de acuerdo a las férmulas anteriores.

1V.8.1. Teorema de la divergencia. Como se menciona en el apartado I1.4, el teorema de
reciprocidad de Lorentz implica que la potencia E es una métrica en el espacio tangente.
Para que se cumpla dicho teorema es imprescindible que se satisfaga el teorema de la
divergencia para el tensor de esfuerzos Il en la regién anular D:

[[v-mi(v)ds = [T(v)-nal

en donde II(V) es el tensor de esfuerzos asociado a la extensién de Stokes v y n es el
vector normal exterior.

Partiendo de la férmula A-7.8 p:489 de [39] se llega a que la divergencia de un
tensor (0,2) en coordenadas bipolares es:

wnten [ {2+ ) )]
S ROt
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en donde ITj; son los componentes del tensor I1.

El algoritmo utilizado para calcular la divergencia del tensor de esfuerzo y su
integral en la region D se detalla en el punto 2.1 del apéndice IV.5.

Por otra parte la fuerza total ejercida por el fluido en la frontera @D es:

F= [fds= [T(v)-nds

siendo f el vector de esfuerzo y D = @, +a; es la unién de los circulos bipolares
parametrizados por a; y ;.

En coordenadas bipolares el vector normal exterior a los circulos @ = Cte. es &,

excepto para la frontera exterior a; en donde es — €, , lo anterior debido a la convencién de

direccion de integracion.
Entonces, para la frontera interior @ se tiene:

I(v)-n=(-pl+2uD)-(&,)=-pé, +2uD-é,
Dado que:

%G ol 52 5 % P
D=uéé + E(ulz +uy)E,8, + E(u" + Uy, ) 848, +Upéyé,
en donde u; son los componentes del gradiente del campo de velocidades. Entonces:

i EE T | X & sk )a
D'ea =[ulleaea +5(“I2 +u21)e€leﬁ +5(u2| F: uu)eﬂe“ +uueﬁeﬂ}‘e" =

A | ~ " . . "
=u,é, + E(un +u,)é, =D&, + D&, = D,é, + D¢,

- a

Asi se tiene que:
II(v)-n=(-pl+2uD)-(&,) = —pé, +2u(D,é, + D,é,)

y para la frontera a;:
TI(v)-n=(-pl+2uD)-(-&,) = pé, —2u(D, 8, + D,é, )
Ademas, como el elemento de longitud ds, para curvas a = Cte., es:

ds=38
h
entonces, para la frontera a;:

F= T[—péa +24(D,é, + D,yé, )]h"aﬁ

y para la frontera a;:
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F= ][ pé, —2u(D,é, +D,é, )] h'op

(v)-n=T1(v)-¢, =(IL,¢, +11,,¢,)

O dado que también:

entonces, en a;:
F= I(I'I“e +11,,6,)h™'0f = [ 16 + 10,8, ) h'0B .. (4.322)
y para la frontera a;:

P=- ] e, +ﬂ2,e,, "aﬂ=—]'(1'lué¢+I1|2é§)h"6ﬂ...(4.32b)

-

El algoritmo utilizado para calcular las integrales (4.32) se da en el punto 2.2 del
apéndice IV.5.

Como se sefiala en ese punto, para todos los casos considerados en la seccién IV.7
se obtuvo, por un lado, que la divergencia del tensor de esfuerzo es cero y por otro, que la
suma de la fuerza total sobre las fronteras del dominio anular también es cero, por lo que en
todos los casos efectivamente se satisface el teorema de la divergencia.

IV.9. Componentes horizontales.

De acuerdo con las ecuaciones (2.10) y (2.15), es necesario calcular las partes
horizontales de las extensiones de Stokes para poder conocer tanto a la curvatura asociada
al acoplamiento de dos modos de oscilacién, para de ahi calcular el desplazamiento
producido, como la energia de brazada asociada a una deformacion determinada.

Como se cit6 en I1.3, un campo es horizontal si la fuerza y torca totales que el fluido
ejerce sobre un cuerpo son ambas iguales a cero.

La fuerza total en la frontera del nadador es en general:

F= [fds= [T1()-nds

y no es otra més que la dada por la ecuacion (4.32a) siendo dC la frontera del circulo
nadador. Como ya se demostré en el punto IV.8.1 esta integral es igual a cero tanto en el
caso tangencial como en el radial:

F=0

Por otra parte, la torca total ejercida por el fluido en la frontera dC es:
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T= [idS= [r,xI1(5)-nds
ac ac

con [ es el vector de torca por unidad de superficie dS'y rq es un vector de posicién
referido al centro de geométrico del cuerpo en movimiento.
Dadas las ecuaciones (4.3a) de cambio de coordenadas en el sistema bipolar
"vertical":
aSen () aSenh(a)
x= P y=
Cosh(a) - Cos () Cosh(a) - Cos ()

se llega a que la ecuacion de los circulos de o = Cte. es (4.3b):
x* +(y—aCoth (ac))2 =a’Csch’ (a)

En consecuencia, referidos al centro (0, y) de la circunferencia a; con y =—aCoth(a,), €l
vector rg en el plano cartesiano es:

= (xvay)e aSen () aSenh(c,) RUEIER
o =(xy+7) [Cosh(a,)—Cos(ﬂ)’Cash(a,]—Cos(ﬂ) Coth( l)J

El vector de posicion ry se expresa en el plano bipolar como una combinacién lineal
de la forma:

T, = Aé, + Bé,
en donde los coeficientes 4, B deben de satisfacer el sistema:

e = Aé + Bé}l
1y = A + Bé;
siendo 7%, v , &, &', i=1,2 los componentes del vector de posicién ro y de los vectores
unitarios é,, é respectivamente.
Geométricamente es claro que, como ry es paralelo al vector unitario radial &,
entonces debe de ser B =0 y ademas como | rq | =y entonces 4 =y, que de hecho es el

resultado que se obtiene al resolver el sistema anterior.
Puesto que:

I(9)-m=(-pl+2uD)-(&,) = -pé, + 2u(D, &, + D,,é,)
entonces:
r, xI1(9)-n = (48,)x (péa -2u(D,é, + Dy, ))
= A&, x pé, —2u( 48, % D, &, + 4é, x D, é, )
=—2uAD, K
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con K = ¢, xé, un vector unitario paralelo al vector cartesiano k en direccion del eje z. En
consecuencia:

T

[, xT1(9)-ndS = -24u& [D,h"'dp

as

Calculando la integral anterior mediante los algoritmos descritos en los puntos 3 y 4
del apéndice IV.5, se obtiene el resultado:

T=0

valido tanto para deformaciones tangenciales como transversales.

En conclusién, puesto que tanto la fuerza como la torca totales son idénticamente
cero para todas las extensiones de Stokes v obtenidas en la seccion IV.7, entonces dichos
campos vectoriales son ya horizontales.

Esto era de esperarse, puesto que los campos de velocidad ¥ fueron obtenidos de
funciones de Jeffery en donde desde el comienzo se buscaron soluciones que carecieran por
completo de los términos de movimiento rigido (ver IV.7.1.1), es decir que no tuvieran
elementos del espacio vertical.

IV.10. Corchete de Lie.

En general, lo que se ha estado realizando hasta ahora es resolver problemas
definidos inicialmente en la region anular cartesiana D llevandolos, mediante el cambio de
coordenadas z = @( (), a la regién rectangular més simple en el plano bipolar £ (Fig. IV.2).
Asi si ¢(z) es una funcién desconocida en el plano cartesiano z, lo que se trata de encontrar
es la funcién compuesta ¢* = ¢-o definida en el plano bipolar. A la funcién ¢* se le conoce
como el "pullback" (retraccién) de la funcién ¢ en el plano £, Una vez que se resuelve para
@*() se puede encontrar la funcién @ del problema original, componiendo con la inversa
del cambio de coordenadas: ¢ = ¢*-@™' (o simplemente substituyendo en @* los valores
conocidos de a y p).

1V.10.1. Componentes. Como se menciond en I8, 1a expresion general del corchete de Lie
de dos modos de oscilacién horizontales, evaluado en la frontera de la forma g es:

(38,721 = (32 -9)32, (32 V)%,

Aplicando esta definicion y la regla de la cadena se obtiene el "pullback" del

Corchete de Lie [68]:
[75.%! ]=[ﬁa—¢]L s +(ﬂ£} 7—[5‘1’—-611 ! —(i’L@JL 7 .. (433)
o¢ oz . 0¢ & o oz : o¢ 0z .

restringido a la frontera del circulo nadador @, y en donde:

axl
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%{z}" =[a_,-ac0,h (4;2))"

& \a¢ o

Las extensiones de Stokes ¥ calculadas en la seccién IV.7 se expresan en forma de
funciones complejas en el plano bipolar como:

2(¢)=v($)+iv,(¢) =V(a, B) =v,(a, B) +iv, (a, B)

siendo{=a +ip.

Puesto que entre el plano complejo cartesiano y el bipolar media un mapeo
conforme, entonces en el plano bipolar las ecuaciones de Cauchy tienen la misma forma
que las del plano cartesiano, simplemente substituyendo x = a, y — B:

o o, . Oy _ 0w

da O ' Of oa
Por lo tanto también se cumplen las identidades:

d 10 iad d 10 i290
; = 22

o 20a 208 ' o 20a 208

Utilizando las definiciones anteriores, es posible calcular el corchete de Lie de
cualesquier dos extensiones de Stokes de la seccion IV.7 aplicando directamente la férmula
(4.33).

Los cuatro casos resueltos en IV.7 generan s6lo dos tipos generales distintos de
funcién de corriente:

a)‘{’=%Fm(a)Cos[mﬁ) : b)‘-P'—*%GM () Sen(mp)

Entonces, para especificar qué modos de oscilacién de qué casos son los que se
estin acoplando en el corchete de Lie, se usara la notacién:

v, (Cos)

que por ejemplo designa a una extension de Stokes con modo de oscilacién n y
correspondiente a una funcién de corriente que depende del coseno. Asi la notacién:

[V, (Cos),v, (Cos)]

se refiere al corchete de Lie de dos modos m y n que provienen de la funcion de corriente
tipo a).

El algoritmo que se siguio para calcular los componentes £; y £; del corchete de Lie
se da en el apéndice IV.6 y arroja los siguientes resultados generales:
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TablaIV.1
I.- Caso Tangencial:

i) [Vm(Cos), va(Cos)]:
1 m=n+3 m4n+3
= B, Sen|k B', Sen[k
. a(Cos (B) - Cosh (a))2 {k=§—3 [ ﬁ]+ x=§-s en| ﬁ]]
1 m-n+3 man+3
- C,Cos|k C', Cos|k
L, g(Cos(ﬁ)—Cosh (a))? LE% os| ﬁ]+‘£=§“3 os[ ;3]]

ii) [vm(Sen), va(Sen)]: Igual al caso i) anterior.

iii) [vm(Cos), v4(Sen)]:

= 1 il s . minsd s
. a(Cos(B) - Cosh (a))z (kﬂg_jA*C (%] h;—;‘l C [kﬁ]}

l [“fj DSen[k]+ S D, Sen[kﬁ]J

&= a(Cos(B) - Cosh(a ))2 kemon-3 kemin-3

iv) [vm(Sen), v,(Cos)]: Igual al caso iii).

I1.- Caso Transversal: Igual al caso tangencial.
III.- Caso Tangencial-Transversal: Los ocho casos posibles son iguales, de 4 en 4, al caso
tangencial.

Los coeficientes A, A’ .. etc. de la serie de cada componente £, y £; son largas
expresiones algebraicas que tienen como parametros a los indices modales, m,nyala
coordenada @) y se sobreentiende que dichos coeficientes son distintos en cada uno de los
casos sefialados, puesto que sélo son expresiones generales.

IV.10.2. Series de Fourier. Lo que se quiere ahora es expresar a cada componente £, y £,
del corchete de Lie como serie de Fourier:

=%+ 3" a,Cos(nf)+b,Sen(nf) ; L, = %43 c,Cos(np) +d,Sen(nf) ... 434

Esto se consigue, primero expresando en serie de Fourier al término:

1
(Cos (B) - Cosh (e:z))2
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para luego realizar el producto de series y sumas indicado en cada caso.

Como se desprende de los resultados de la seccion anterior, en realidad solamente
hay dos casos independientes a considerar, [v,(Cos), va(Cos)] ¥ [vm(Cos), va(Sen)] que son
los que se tratan a continuacion.

En el apéndice IV.7, se demuestra que:

l ==Lolia) LI +2Csc e (j+ Coth(a))Cos
(Cos(B) - Cosh(a)) Sob{a) G} +2CaN{e Z (J + Coth(a))Cos (B)

1V.10.2.1. Caso [vm(Cos), v4(Cos)]. Substituyendo la serie anterior en las sumas para £, y
L, en este caso resulta:

L= i(—Coﬁ: (a)Csch(a)’ + 2C.rch(a)’ ge"" i+ Cark(a)}Cos(jﬂ)][ ‘f, B, Sen[kp]+ ni“ B% Sen{kﬁ]]

L, =%[—Carﬁ(a}Cmﬁ(a)z +2Csch(a)’ 2{’“ (n+Cntﬁ(a})Cos(jﬂ)][ Z C*Cos[kﬁ]+ Mi ch Cos[kﬁ]]

k=min-3

a) £;. Abriendo paréntesis en la expresion de £;, aplicando identidades trigonométricas y
rearreglando algunas de las sumatorias que aparecen en el proceso, procedimiento que se
detalla en el apéndice IV.7 se llega a:

=%(“)2[-Com(a)[ }: B Sen[kp]+ Z B, Sen[kﬁ]]+i(Bq+B'q)Sen(qﬁ)]

k=m-n-3 k=m+n-3 g=1
.. (4.35)
con:
B, = “Z B,[ &1 (4bs{(q — k))+ Coth (a,)) — e 1! (bs[(g + k)] + Coth(a,))
k=m-n-3
+B_,Coth(a,) - B,Coth(«,) ... (4.36)

mn+3

B\, = 3, B [e ™ (4bsi(q-k)]+ Coth(a,))—e 1 (4bsi(q + k)] + Coth (1)) |

q
k=men=3

-B',(Coth(a,)) - (4.37)

Para 2<m<n la expresion (4.32) es de hecho un desarrollo de Fourier de la forma:

6= 3 b,Senqp]

q=1

b) L. Procediendo andlogamente al inciso anterior, se llega a:

=C‘°'LA[ Coth(a( Z C,Cos[kB]+ Z ¢, Cos[kﬁ]] L +r°+2(r +I )Cos(qﬂ)]

k=m-n-3 k=m+n-3

... (4.38)
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”2 Ce™ ™ (Abs(k] + Coth(a,)) ... (4.39)

k=m-n-3
(]

m-n+3

= >, G (Absi(q - k) + Coth(ay)) +& 1™ (bs[(g + k)] + Coth(a))]

k=m-n-3
- C_,Coth(a,) - C,Coth(a,) .. (4.40)
man+d
['y= >, C\e™™ (4bslk]+Coth(a,)) ... (4.41)
k=m+n-3
m+n+d

D=3, €[ (As{(g - k) + Coth (@) + € 10" (bsi(q + k)] + Coth(a;))

k=m+n-3

-C',(Coth(a,)) .. (442)

y se tiene asi un desarrollo de Fourier de la forma:
c o
L= ?" + Zchos [¢5]
q=l

1V.10.2.2. [vs(Cos), va(Sen)]. En la tabla IV.1 se puede notar que, aparte de los nombres de
los coeficientes, el presente caso difiere del anterior en que aqui las sumas finitas en la
expresion de £; dependen del coseno mientras que en el anterior dependen del seno.
Anélogamente para £; , las dichas sumas finitas dependen aqui del seno mientras en el
punto anterior dependen del coseno. Es decir que, formalmente ambos casos son isomorfos
mediante las transformaciones:

L’ >L) A (4->C)A(4,>C); £2>L A (D,>B)A (D', > BY)

en donde los superindices sefialan el caso correspondiente de acuerdo con la tablaIV.1.
En consecuencia se tiene que el resultado es ahora:

:CSC’;(G) [ Cgrh(a)[ _z A,Cos[kp]+ E_,A' Cos[kﬂ]) +Z(A +Aq)Cos(qﬂ):|
. (443)
=f'4+ia,Cos[qﬁ]

Csch(a) [—C rh[a)( '2" D,Sen[k ] + z D', Sg,,[kﬁ])+i(a +A' )Sen(qﬁ)]

k=m-n-3 k=m+n-3 g=1

.. (4.44)
=3 d,Sen[ap]

g=1
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Dados los anteriores renombramientos de simbolos se tiene entonces también que:
Ag-Ty, ATy, Ag-Ty, Al cuando £ — L)), mientras que para £2) — L
A-»Bg, A'\=B'q . Es decir que se pueden usar las formulas (4.36), (4.37) y (4.39) a (4.42)
para determinar los coeficientes del presente caso, sin mas que hacer los cambios de
nombre indicados.

Estos son las tinicas dos posibilidades independientes, por lo que el resto de las
inscritas en la tabla IV.1 se podrian encontrar haciendo los cambios de nombre
correspondientes.

1V.10.3. Direccion de traslacion. Como conclusion de la seccién IV.10.2 anterior se tiene

que:
a) Caso [vu(Cos), va(Cos)].

L =ibq.5'en[qﬂ] 3 Ly =%"+i€qcf’s[‘1)3]

q=1 q=1

b) Caso [vm(Cos), va(Sen)].
="+ a,Cos[qp] ; £, =Y.d,Sen[qp]
q=1 q=1

Notese que, con respecto al desarrollo de Fourier completo dado por la ecuacién
(4.34), para el caso a) se cumple que:

a,=0VgeNAd, =0VgeN
Incluyendo este resultado en las ecuaciones (4.21) se tiene:
b =b)=d, =0
y por lo tanto, de acuerdo a (4.19) y (4.20) resulta que:

B =0
f£i=0

Al sustituir estos resultados en (4.18) se obtiene: B;' = 0, es decir que no habria componente
de traslacién en la direccién ;.
En cambio, en el caso del inciso b), se tiene lo contrario:

a,#0vgeNnd, #0VgeN

por lo que se puede esperar que los coeficientes b, b°, de los desarrollos (4.21)
probablemente seran distintos de cero y en consecuencia puede ocurrir que los coeficientes
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de (4.19) y (4.20) no sean nulos, con lo que, en general, By' #+ 0 y se tendré la posibilidad de
traslacion a lo largo del eje y.

De hecho, encontrando las condiciones para la generacién de movimiento de
traslacién a lo largo de la direccién i (que se dan en el apéndice IV.8), se puede demostrar
que el desarrollo de Fourier del caso a) cumple con tales condiciones, mientras que el del
b) no.

La situacién anterior puede resumirse en la siguiente tabla:

tg/tr/tg-tr/tr-tg | Cos(nB) | Sen(nB)
Cos(mp) i bi
Sen(mp) F i

Es decir que, para cualquier tipo de deformacion, ya sean tangenciales (tg) o
transversales (¢r) puras o mixtas, el acoplamiento de campos "en fase" produce traslacién
solamente en la direccién 7 , mientras que un acoplamiento "fuera de fase" produce
traslacién exclusivamente en la direccién ;.

Como se cita en el apartado IV.2, s6lo se estudia aqui el tema de la traslacién del
nadador a lo largo del eje y. La razon de ello es la sencillez matematica, puesto que las
soluciones a la ecuacién biarmdnica vienen ya dadas en [67] para el sistema bipolar
"vertical" exclusivamente. El movimiento de traslacién a lo largo del eje x tendria que
estudiarse en el sistema bipolar "horizontal", en donde los circulos de a constante son
coaxiales con el eje x. En consecuencia, en lo subsiguiente sélo se considerar al caso b) de
acoplamiento de modos de oscilacion v,,(Cos), v(Sen).

IV.11. Escalamiento.

IV.11.1 Similitud. Debido a que las coordenadas bipolares:

a=Ln[i] . B=6,-6,

n

(ver fig. IV.2) son adimensionales, la inica escala de medida con que cuenta este sistema
de coordenadas es precisamente la constante a que aparece en el coeficiente métrico h =
[Cosh(a) — Cos(B)]/a. La constante a actiia como factor de dilatacién-compresién
(homotecia) en el plano z, de manera que los circulos bipolares se ajusten al tamafio real del
problema en cuestién mediante valores adecuados de a.

Para encontrar el valor de a que corresponde a cada posicién del nadador,
representado por el circulo interior C; (ver figura IV.1), primero se encuentran un par de
circulos bipolares @, a; que satisfagan las proporciones del sistema real, es decir que la
razén de sus radios sea igual a 100 por un lado y por otro que la excentricidad €, mediada
como la relacién que guardan la distancia entre los centros de ambos circulos y el radio
mayor, sea la misma. Como consecuencia los circulos @), @, son geométricamente similares
a los circulos C, C; correspondientes, respectivamente, al nadador y a la célula.
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Para determinar a los dichos circulos bipolares similares, se plantea el siguiente
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. De acuerdo con la ec. (4.3b), la ecuacién de
los circulos de coordenada bipolar @ = Cte. es:

x* +(y—aCoth (a))z = a’Csch(a)’

en consecuencia cada circulo tiene centro ¢, = (0, aCoth()) y radio p = aCsch(a).
La distancia entre los centros de dos circulos bipolares @) y @, (con @) > a2 y @,
a;>0) es entonces:

+\/(aCafh (er,)—aCoth (e, ))2 = a(Coth(a,) - Coth(a,))

puesto que Coth(x) es una funcion decreciente de su argumento y tiende a 1 si x>0.
Por otro lado, la razén entre los radios es:

p, _ aCsch ()

= = Csch inh
o aCech(a) Csch(ex,) Sinh(ex,)

siendo p; y p2 los radios de los circulos @; y @; respectivamente.
Entonces el sistema de ecuaciones para determinar a @ y a; es:

a(Coth(a,) - Coth(e,)) = eaCsch(a, )
Csch(a, ) Sinh (e, ) =100
en donde € €(0,1) es:

dcl -G

R,

E=

siendo dc.-c, la distancia entre los centros de los circulos C,; y C,. Nétese que el sistema

anterior no depende del pardmetro a.

Una vez determinados los circulos bipolares a; y a; se encuentra el valor de a que
es necesario para que estos tengan las dimensiones reales del problema. Puesto que en la
situacion bioldgica Ry~ 107 cm. entonces:
10°°

10 = aCsch i
aCsch(a,)=>a Coch(a)

1V.11.2. Normalizacion. Para efectos de la comparacion entre los resultados de los
casos de deformacion tangencial y transversal, tanto entre las distintas situaciones de
acotamiento (bidimensional acotado y no acotado) como en cada una de ellas, es
indispensable trabajar en una base de deformaciones normalizada, para lo cual se utilizé la
norma ||| de L*:
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en donde (, ) es el producto punto.
Entonces, en coordenadas bipolares se tiene que:

FF = [ .7) 2

en donde 4 es el coeficiente métrico bipolar.
a) En el caso tangencial, la base de deformacion es (ver seccion IV.7.1):

v=1.(P)
con f, (B ) como en (4.22). En consecuencia:

rraCsch(a)(l +e'z") sif, (B)=Cos(np)

P
¥l .E,[ﬂ' (‘8)] h ;mcsc};(a)(l—e‘z"") si f,(B)=Sen(np)

b) En el caso transversal, la base de deformacién es:

V=v,6, +V,é,
con v, y vg como en la seccién IV.7.2. Asi se tiene que:
b’ = f”(vaéa +VE5,V,8, + vﬁéﬂ)% = fx(v: + v;)%
que da por resultado, sif, () = Cos(nf):
I7F° = 7] aCsch(a)(1+n® +2Csch? (@) +&™= (1+3n + 4nCoth(a) + 2Csch* (a)))
s 1, (8) = Sen(np):
IFF =7[aCsch(a)(1+n* +2Csch (@)~ € (1+3n* +4nCoth(a) + 2Csch’ (a))) |

En el caso anterior, resultaron utiles las siguientes formulas de integracién (no
siempre féciles de encontrar):

i B Cos(n8)
_QCh(a)_Ef'Cm(ﬂ)—th(a) i f os(B) - Cosh(a) ki

que junto con sus derivadas respecto de a, permiten el célculo de la integral de la norma.
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IV.12. Algoritmo para el cdlculo de la curvatura.

El calculo de la curvatura se restringe a dos casos concretos:

[v;f (Cos), v (Sen)]
[v: (Cos), v (Sen)]

es decir, a los casos de acoplamiento entre campos de deformacién del mismo tipo
(tangenciales (1g) o transversales (tr)) que pueden producir desplazamiento en la direccién
del vector unitario j , de acuerdo a lo establecido en los apartados IV.2 y IV.10.

Los célculos se hicieron para cada una de 10 posiciones excéntricas del nadador
circular C), correspondientes a los valores del parametro de excentricidad e = 0.1,
0.2,...,0.98 (el parametro € esta definido en el apartado IV.11). En lo subsiguiente a estos 10
sitios de evaluacion se les denominari también, estaciones y se numeran del 1 al 10
partiendo de la mas central (e =0.1) a la mas periférica (e = 0.98).

En cada estacién se corrieron calculos numeéricos para los modos m, n con
2=m=<100y n=m+25.

Después de asignar un valor definido a m y n se calculan los parametros @y, @2 y a
de los circulos bipolares correspondientes a cada posicién excéntrica particular del nadador,
de acuerdo con las formulas de la seccion IV.11.

Definidos m, n, y ai, @ es posible calcular los coeficientes 4,,, By,.. de las férmulas
(4.5), segiin el caso y de acuerdo con las expresiones que para cada coeficiente se dan en la
seccion IV.7.

Conociendo a las funciones F,(e), de (4.5) se puede ahora determinar ya a los
coeficientes Ay ,..,.D' correspondientes a las sumas finitas de las férmulas (4.43) y (4.44)
para los componentes £; y £; del corchete de Lie.

Enseguida y con los valores de Ay, ..,D'x del paso anterior, se determinan los valores
de los coeficientes Ag, A'g, Ag,.., de acuerdo con las féormulas (4.39) a (4.42) segun se
explicé en la seccion IV.10.2. Estos coeficientes corresponden a la parte infinita de £, y £,
dada por las series en (4.43) y (4.44).

Con esto se tendria ya la serie truncada de Fourier para £, y £, y por lo tanto quedan
asi disponibles los coeficientes a; y di necesarios para definir a 5% , 8% de acuerdo con la
ecuacion (4.21).

A partir de esto se calcula el valor de f; y b'; con las férmulas (4.19) y (4.20) con lo
que es finalmente posible encontrar el término de holonomia B'; de acuerdo con la
expresion (4.18).

Estos resultados representan la curvatura F[v,, v,,] debida al acoplamiento de dos
modos vy, v,. Con el fin de que el tiempo de procesamiento fuera el minimo posible,
primero se calculé la curvatura de modos de oscilacion vy, v,, no normalizados y al final se
multiplicé el resultado por el producto de los factores de normalizacion correspondientes
II-II_I, de acuerdo con la seccién IV.11.2. Debido a la propiedad de bilinealidad de F, esto
corresponde al calculo de la curvatura de los modos de oscilacién normalizados:

Va=Wvall'va 5 V=l va v
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ya que F1¥p, V] = Il Va 71l Vi I FT Vi, V).

Tanto en los desarrollos de Fourier como para £, y £, dados por (4.43) y (4.44)
como en las formulas (4.21) para definir a 5°; y 5%, se tomaron 10 términos en los
desarrollos infinitos. Incluyendo hasta 25 términos no se obtuvieron cambios numeéricos
significativos, algo que es de esperarse debido a la presencia de funciones exponenciales
decrecientes en la definicion de estas formulas.

El programa que se utiliz6 para implementar este algoritmo esta en el apéndice IV.9.

IV.13. Potencia.
De acuerdo con I1.4, el operador de potencia se define por:

E(7,%)= [v-@(#)5 V9,weT,0

en donde ®es el operador autoadjunto de Lorentz y § corresponde, en principio, a la
frontera total del dominio D ocupado por el fluido, es decir § = C,UC;. Puesto que aqui se
ha supuesto que el campo ¥ se anule en C», entonces la integral correspondiente a esa
frontera es igual a cero, quedando \inicamente la correspondiente al circulo C; que es el que
representa al nadador. Por lo tanto, en lo subsecuente se asumira que S = C;.

La forma cuadratica asociada al operador bilineal E:

E(7)=E(%,79)= [v-e(?)5

representa la energia disipada E o potencia, la cual es generada por la tasa con la que los
esfuerzos que actian sobre la superficie S, realizan trabajo debido a la deformacién
instantanea especificada por el campo ¥ € T,;0.

Desarrollando la expresion anterior se tiene que:

E(¥)= [v-1(9)-d5 = [ -T1(7)-iids = [ 7- fds

en donde f es el vector de esfuerzo o fuerza unitaria de superficie.
Por el teorema de la divergencia se tiene que:

E(F)=[¥-1(7)-d5 = [ V-(7-TI(7))dV ... (4.45)

El integrando en la 1iltima igualdad, representa la tasa temporal unitaria por unidad
de volumen a la cual la energia esta siendo suministrada por el trabajo hecho por los
esfuerzos en un elemento de volumen, sin considerar fuerzas de masa. Esta funcién viene
dada por [39 p:29]:

V-(¥-I1)=-pV-$+®+7-(V-II) ... (4.46)
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en donde el primer término representa el trabajo hecho sobre la particula del fluido por
cambios en su volumen, y se anula para un fluido incompresible.

El segundo término ® es la funcion de disipacion de energia mecanica, que
representa el trabajo hecho sobre la particula al vencer las fuerzas de friccion interna y
viene dada en general por:

©=2uD:D+k(V-7)

en donde y es la viscosidad dindmica, & es el médulo de elasticidad volumétrica y D es el
tensor de rapidez de deformacion, el cual es simétrico. Para un fluido newtoniano
incompresible lo anterior es simplemente:

O=2uD:D
Finalmente el dltimo término de (3), representa el trabajo hecho en el movimiento
del elemento de volumen como un todo. Para fluidos de Stokes, sin fuerzas de masa
actuantes, se tiene que [39 p:85,89]:
V.-I1=0
En consecuencia (4.46) se reduce a:
V-(3-II)=0 ... (447)
Substituyendo (4.47) en (4.45) se tiene finalmente que:

E(V)= [ ®av ... (4.48)
que coincide con la tasa de disipacién de energia mecéanica en una regién V' cualquiera,

ocupada por el fluido [39 p:30].

IV.13.1. Cdlculo de ®.
De acuerdo con la expresion (4.30) en coordenadas bipolares (e, 8) se tiene que:

-~ . | (A ar
D=¢,¢,D,+—¢,¢,D, +Ee“,e.,,;l)21 +é,e,D,,

1
2
con Dy3 = Dy y é,, ég los vectores unitarios bipolares.

En general, el doble producto punto de la diadica D" con la diadica D es el

escalar dado por [39 p:530]:
M .2 — M (2
D" :D _EI:Z*:DJ.,‘D;

En consecuencia se tiene que D : D es:

2. 2 2 2
D:D=)>D,D, =Y > Dj =D} +D},+Dj +Dj, =D}, + D}, + 2D},
Jj=1 k=1 Je=l k=I
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y por lo tanto:
2
d=2u (Z D} + 29,1) .. (4.49)

i=l

Asi, substituyendo (4.49) en (4.48) se obtiene la potencia en coordenadas bipolares:

’ z d dad
E(%)= LZ#[Z}Dé + Zﬂé]dV = sz(ZD; + 2952}‘1—2”

=]
dadf
h'2

Cuando la regién R de integracion es el rectangulo o< a <@, -1 <f<m, que
corresponde a un anillo excéntrico en el plano cartesiano se tiene que:

dasl)y . 1530)

EG)=2u] [0

al -x

En la practica, esta férmula resulta mas sencilla de calcular que la dada por la
integral de superficie en las igualdades (4.45), porque a pesar de que ahora se trata de una
doble integracion, se tiene la ventaja de que en (4.50) no aparece el término de presion.

IV.14. Resultados.

IV.14.1. Curvatura y desplazamiento.

Los resultados que aparecen en esta seccion se obtuvieron mediante la aplicacion
del algoritmo descrito en el apartado IV.12.

Tanto para deformaciones tangenciales como transversales, los calculos muestran
que en cada estacion y para cada m, la curvatura como funcién del modo de oscilacién n
decae rapidamente a cero después de alcanzar un maximo cuando se acoplan los modos m,
n=m+1. En las figuras IV.10a, IV.10b se muestran dos curvas tipicas de cada caso. Nétese
la diferencia de magnitud entre ambos, de hecho para todo acoplamiento miximo en
cualquier estacién se cumple que:

o

mm+

y <l

m,m+l

siendo la relacién de magnitudes aproximadamente:

o
Fm.au!

EEF"
3

mm+l

valida en promedio en cada estacion.

Al comparar los modos de curvatura maxima m, n = m+1 dentro de cada estacién
particular, resulta que mientras mas grande sea m mayor sera la curvatura y esto se da de
manera aproximadamente lineal tanto en el caso tangencial (Fig. IV.11a) como en el
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transversal (Fig. IV.11b). La diferencia entre ambos es puramente cuantitativa, El cociente
entre las pendientes aproximadas de cada recta, favorece al caso transversal en una
proporcién promedio de = 4/3. Aunque la proporcion se hace mas pequefia conforme la
excentricidad posicional del nadador crece, siempre es mayor a 1 en todos los casos.

Entre estaciones, el valor de los modos maximos de curvatura crece
comparativamente poco al principio conforme la excentricidad aumenta, subiendo
drasticamente en las estaciones ya cercanas a la pared celular. En las primeras siete
estaciones el aumento de la curvatura procede aproximadamente doblando el valor de la
estacion precedente, mientras que en las estaciones finales el crecimiento es exponencial.
Lo anterior ocurre para todos los modos de oscilacién de curvatura maxima analizados,
tanto en el caso tangencial (de la cual la Fig.IV.12a es tipica) como en el transversal (Fig.
IV.12b).

Aplicando la férmula (3.5) para el desplazamiento D, con los mismos parametros
que en el caso no acotado, se obtienen las graficas de las figuras IV.13 que muestran la
dependencia de D con respecto al modo de oscilacién en una estacion tipica, mientras que
las graficas de las figuras IV.14 se ve el crecimiento de D en cada estacién cuando se
acoplan los modos m = 50 y n = 51. Obviamente estas graficas tienen la misma tendencia
que siguen las correspondientes gréficas de curvatura (figs. IV.11 y IV.12) y guardan la
misma relacion cuantitativa, puesto que entre D y F,, solo media un cambio de escala. Asi
se ve como la estrategia de natacién transversal avanza aproximadamente 5/3 mas en cada
brazada que la tangencial.

1V.14.2. Potencia basica y de brazada

Aplicando la férmula (4.50) para el caso de deformaciones tangenciales, se obtiene:

E=—{ra SsH{r{ ) {6~y +r{-+1 S s s) + 2o ) S 25 ) +{n-1) o 2(n-1) (4 -3

-2nS{2n{ )} 1) {2+ (6 ~x)) )/ Omh{ 2t ) P st 2 ) 7 -1
... (4.51)

que es valida tanto para cuando f( 8 ) = Sen(n 8) como para cuando /(8 ) = Cos(n ).
Para deformaciones transversales resulta que la potencia es:

E=(raqd (1 -1) (2n{" ~1) Soh{ 2 & ~ )~ k{4 4 )) ~n{m+1) S{ 2(n—1) (5 ~3)) +2{ ~1) Sinh{ 2n(; ~ )

2 2
S an(c; ) {1 i +1) Sb(2(n+1) (& ) ) /({2 )~ {2 )+ -1
.. (4.52)
igualmente vélida para ambos casos de f( 8 ).
Debido a la propiedad de bilinealidad del operador E, para obtener la potencia
correspondiente a un modo de deformacién normalizado:

-1
Va=llvall vy
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se debe de multiplicar las férmulas anteriores por los correspondientes factores de
normalizacién segtin el caso de que se trate, y de acuerdo con los resultados de la seccién
IV.11.2. Esto es:

E[V, Val =l va [PV, 2]

en donde E[v,, v,] corresponde a las férmulas (4.51) o (4.52), segin el caso.

Calculando con estas ecuaciones se obtiene que, mientras mas alto sea el modo de la
oscilacién n mayor es la potencia disipada, siguiendo una tendencia lineal tanto en el caso
tangencial como en el transversal (Figs. IV.15a y IV.15b). Como ocurrié con la curvatura,
la diferencia entre los dos casos es cuantitativa, cosa que no se aprecia en las graficas
debido a que es muy pequefia. Los valores tangenciales son = 2% mayores que los
transversales cuando n = 10, disminuyendo el porcentaje hasta 0.02% para modos cercanos
100.

Comparando entre estaciones y para cada n, se observa que la potencia de hecho
permanece bisicamente constante cuando el nadador se mueve desde el centro a la periferia
tanto en el caso tangencial como en el transversal (Figs. IV.16 y IV.17), aunque se
obtuvieron dos comportamientos caracteristicos distintos, observables solo al amplificar la
escala (Figs. IV.18 y IV.19).

En el caso tangencial, para modos de oscilacién bajos (n<10) en donde la magnitud
de E es pequeiia, se tiene una curva levemente ascendente en donde la diferencia més
grande entre el valor minimo ( en € = 0.1) y maximo ( en € = 1) llega hasta un 14% cuando
n =2, disminuyendo dicha diferencia rapidamente a un valor de 0.02% cuando n =5 (Fig.
IV.18a)ya 107 para n = 10. En modos con n grande, la potencia oscila con una amplitud
muy pequefia (= 10™'°) alrededor de una tendencia promedio ligeramente ascendente (Fig.
IV.19a), de manera que practicamente se podria considerar como constante a lo largo del
trayecto entre estaciones.

En el caso transversal la leve tendencia ascendente de la curva de potencia entre
estaciones, ocurre inicamente para modos con n<4. En el resto de los modos persiste una
tendencia ligeramente descendente. Para modos de oscilacién bajos (n<10) en donde la
magnitud de E es pequeiia, se tiene que la diferencia mas grande entre el valor méaximo (e =
0.1) y minimo (e = 1) llega hasta un 30% cuando n = 2, disminuyendo dicha diferencia
rapidamente hasta un valor de 2% cuando n = 5 (Fig. IV.18b) y de 0.6% cuando n = 10. En
modos de oscilacién mayores, la diferencia es del orden de 107" alrededor de un cierto
valor, de manera que practicamente se podria considerar como constante aun con su
tendencia descendente (Fig. IV.19b).

En las figuras IV.20 y IV.21 se grafican las curvas de la potencia de brazada &,
calculada de acuerdo con la ecuacion (3.7), y en donde se puede apreciar la magnitud de
esta variable, la cual sigue la misma forma de las correspondientes curvas de la potencia
basica (figs. IV.15 , IV.16 y IV.17), puesto que entre ambas solo media un cambio de
escala.
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GRAFICAS DE CURVATURA.
Unidad de medida del coeficiente de curvatura Fy,: cm™.

Fa,nx10° =50

Fa,nx10° m=50
12

10

, S——

55 &0 65 0 5

Figura IV.10a. Caso tangencial. Coeficiente
de curvatura F,, con m =50, estacion 5.

Figura IV.10b. Caso transversal. Coeficiente
de curvatura F, con m =50, estacion 5.

Py nx10°
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Figura IV.11a. Caso tangencial. Coeficiente
de curvatura maximo Fy, ,+) estacion 5.

Figura IV.11b. Caso transversal. Coeficiente
de curvatura maximo Fp, ,+ estacion 5.

7
F-.;;XIU m=50, n=51
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Fa,n X107 y_50, =51
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Figura IV.12a. Caso tangencial. Coeficiente
de curvatura Fss; en las distintas estaciones.
El tltimo dato, que no se muestra en la
grafica, es para € = 0.98, Fsg 51 = 12219,

Figura IV.12b. Caso transversal. Coeficiente
de curvatura Fg s en las distintas estaciones. El
tltimo dato, que no se muestra en la grafica, es
parae = 0.98, FSO.SI. = 15165.
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GRAFICAS DE DESPLAZAMIENTO.
Unidad de medida del desplazamiento D: cm.

Radio del nadador r =107, amplitud de la deformacién relativa € = 0.01.

Dx10 7 cn

20 40 50 80 100

z0 40 &0 80 100

Figura IV.13a. Caso Tangencial.
Desplazamiento contra niimero de onda n en la
estacion 5.

Figura 1V.13b. Caso Transversal.
Desplazamiento contra mimero de onda n en la
estacion 5.

Dx10 5cm
25
20
15
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]
0 0.2 0.4 0.5 o:s 1 -

Figura IV.14a. Caso Tangencial.
Desplazamiento contra excentricidad
correspondiente a los modos m=50,n=51.

Dx1076ca

40
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura IV.14b. Caso Transversal.
Desplazamiento contra excentricidad
correspondiente a los modos m=50, n=51.
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GRAFICAS DE LA POTENCIA BASICA.
Unidad de medida de la potencia basica E: ergs/seg.

Escalas de las graficas: completa.

Ex104
20 -

: P
10 /’

E x 10%
20 /

Figura IV.15a. Caso tangencial. Potencia E
en funcién del mimero de onda n, estacion 5.

Figura IV.15b. Caso transversal. Potencia E
en funcién del nimero de onda n, estacién 5.
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Ex10*% m=5, n=6
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Figura IV.16a. Caso tangencial. Potencia E
correspondiente al modos m=5, n=6 en
funcién de la excentricidad del nadador. La
diferencia entre el valor maximo y minimo de
E es del orden de 0.05%.

Figura IV.16a. Potencia £ correspondiente
al modos m=5, n=6 en funcidén de la
excentricidad del nadador. La diferencia
entre el valor miximo y minimo de £ es del
orden de 2%.
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Figura IV.17a. Caso tangencial. Potencia E
correspondiente al modos m=50, n=51 en
funcién de la excentricidad del nadador. La
diferencia entre el valor maximo y minimo de
E es del orden de 107",

Figura IV.17b. Caso transversal. Potencia
E correspondiente al modos m=50, n=51
en funcion de la excentricidad del nadador.
La diferencia entre el valor maximo y
minimo de £ es del orden de 107,
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GRAFICAS DE LA POTENCIA BASICA.
Unidad de medida de la potencia bdsica E: ergs/seg.

Escalas de las graficas: en el rango de valores de la potencia.

E m=5, n=6

E m=5, n=6

0.922936

Figura IV.18a. Caso tangencial. Potencia E
correspondiente al modos m=5, n=6 en
funcion de la excentricidad del nadador. La
diferencia entre el valor miximo y minimo de
E es del orden de 0.05%.

Figura IV.18a. Potencia E correspondiente
al modos m=5, n=6 en funcién de la
excentricidad del nadador. La diferencia
entre el valor miximo y minimo de E es del
orden de 2%.

m=50, n=51

10 .\*‘."’.\‘~.”,.\‘h.___'_,d.———o——o

E =50, na5l

9.99199

Figura 1V.19a. Caso tangencial. Potencia E
correspondiente al modos m=50, n=51 en
funcién de la excentricidad del nadador. La
diferencia entre el valor méximo y minimo de
E es del orden de 107",

Figura IV.19b. Caso transversal. Potencia
E correspondiente al modos m=50, n=51
en funcién de la excentricidad del nadador.
La diferencia entre el valor maximo y
minimo de £ es del orden de 107,
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GRAFICAS DE LA POTENCIA DE BRAZADA.
Unidad de medida de la potencia de brazada &: gr™'ergs’.

8x10°5
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Figura IV.20a. Caso tangencial. Potencia & en
funcién del mimero de onda n, estacion 5.

Figura IV.20b. Caso transversal. Potencia &
en funcién del niimero de onda #, estacion 5.
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Figura IV.21a. Caso tangencial. . Potencia &
correspondiente al modos m=50, n=51 en
funcion de la excentricidad del nadador.

Figura IV.21b. Caso transversal. Potencia &
correspondiente al modos m=50, n=51 en
funcion de la excentricidad del nadador.




GRAFICAS DE EFICIENCIA
Unidades de medida de la eficiencia n: (cm/seg) "erg™.

Figura IV.22a.Caso tangencial. Eficiencia n
como funcién del modo de oscilacién n,
estacién 5.

Figura IV.22b.Caso transversal. Eficiencia
1 como funcién del modo de oscilacién n,
estacion 5.

Figura IV.23a.Caso tangencial. Eficiencia n
del modo méximo m=50, n=51 como funcién
de la excentricidad. No se muestra en la
grafica el lltimo dato para el cual en € =0.98
se tiene que 1 = 96276.
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Figura IV.23a.Caso transversal . Eficiencia
n del modo maximo m=50, n=51 como
funcion de la excentricidad. No se muestra en
la gréfica el wiltimo dato para el cual en €
=(.98 se tiene que = 114977.

112



1V.14.3. Eficiencia.

Unicamente se calculé la eficiencia de los modos de curvatura maximos m, n = m+1
de acuerdo con la ecuacion (3.10):

Frlvawt]
2x(E(V*V*}+E(ﬁ?,W¢H

f?:

m?*m

férmula cuya obtencién de describe en el apartado II1.2.

En el caso tangencial la forma de las curvas de la eficiencia como funcién de 7 es la
misma en todas y cada una de las estaciones (Fig. [V.22a). En dicha forma, que en general
pudiera asimilarse a un segmento de una hipérbola equilétera, hay una fase de crecimiento
rapido aproximadamente lineal, crecimiento cuya tasa disminuye progresivamente
conforme sigue aumentando », hasta que parece alcanzar un limite para valores grandes del
numero de onda.

En todas las estaciones del caso transversal se tiene que la forma de la curva de
eficiencia es también una rama de una hipérbola equilatera pero invertida respecto de la del
caso tangencial (Fig. IV.22b). Estas curvas comienzan en un valor maximo de eficiencia
cuando n=2 ( n =23 en la tltima estacion) y a partir de ahi la curva desciende
asintéticamente, hacia un aparente valor limite, conforme aumenta n.

Cuantitativamente se tiene el resultado:

M <7y

para toda n>1 en cada una de las estaciones. De hecho, promediando sobre todas las
estaciones se obtiene:

T S=0,

para toda n > 20.

Como funcién de la posicién del nadador, la eficiencia siempre crece con la
excentricidad e para toda n>1. Al principio, en las primeras ocho estaciones, el aumento en
la eficiencia procede a una tasa aproximadamente constante de alrededor de 2.5 en
promedio, pero en las dos estaciones finales se da un drastico incremento de tipo
exponencial, tanto en el caso de deformaciones tangenciales como transversales (Figs
IV.23a y IV.23b).

IV.15. Discusion.

Esta seccion se subdivide en dos partes. En la primera se considera el fenémeno
desde un punto de vista fisico elemental, basicamente buscando verificar en lo posible los
resultados obtenidos comparandolos con resultados previos, asi como también evaluando su
factibilidad a partir de relaciones generales y dando algunas explicaciones heuristicas sobre
sus posibles causas.
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En la segunda parte se discute sobre lo que es el principal objetivo del presente
trabajo, las aplicaciones a la Biologia de los resultados obtenidos, tanto en el aspecto
cuantitativo como cualitativo.

IV.15.1. Fisica.

IV.15.1.1 Curvatura. A bajos nimeros de Reynolds las fuerzas viscosas prevalecen
sobre las inerciales y por lo tanto son las primeras las que debe de usar un cuerpo en
movimiento para propulsarse a si mismo a través de un fluido. En este régimen dinamico la
resistencia y los cambios en resistencia que ofrezca el medio ante el avance del nadador, en
una direccién de movimiento particular, pueden resultar en propulsién. Por ejemplo, una
membrana oscilatoria a bajos Re, basicamente utiliza la viscosidad del fluido para apoyarse
y generar algtn apalancamiento [50, 56-57].

Para una membrana de una cierta longitud fija, mientras mas grande sea el nimero
de onda n mayor seré el niimero de regiones en la membrana que interactian fuertemente
con el fluido por medio de la generacion de esfuerzo. Basindose en lo mencionado en el
parrafo anterior, se esperaria entonces que esta suerte de "agarre" del fluido por la
membrana del nadador produjese un desplazamiento mayor en proporcién directa con el
nimero de onda de la deformacion oscilatoria, esto en tanto se trate de una estrategia de
natacion exitosa producida con ondas de amplitud pequefia y constante. De hecho eso es lo
que ocurre en los diferentes modelos de membranas oscilatorias, tales como planos,
filamentos, esferas, circulos y elipses moviéndose en medios fluidos no acotados mediante
deformaciones periddicas de baja amplitud y con determinada simetria [33, 51, 57-58].

Como lo demuestran los célculos presentados en las figuras IV.11, esa misma
tendencia se recupera aqui también para el caso del nadador circular contenido en un medio
acotado, tanto en el caso de estrategias de natacion tangenciales como transversales.
Mientras mas alto es el acoplamiento modal, mas grande es el coeficiente de curvatura
correspondiente y por lo tanto mayor el desplazamiento del cuerpo.

En los casos no acotados arriba citados, el resultado se obtiene en bases sin escala,
de modo que los coeficientes de los campos vectoriales de deformacion son unitarios (como
en ec. 4.22), quedando la especificacién de la amplitud de deformacién restringida
exclusivamente a la constante &, tal y como se sefiala en la férmula (3.5) para el
desplazamiento.

La diferencia en |F,,,| a favor de la estrategia de natacion transversal, mostrada en
las figuras IV.11, es algo que cabria esperar partiendo de las diferencias de complejidad
entre ambas deformaciones. La estrategia de natacién tangencial aqui estudiada es minima
o estrictamente bimodal, puesto que esta constituida por la superposicién de dos vectores
tangenciales cada uno de los cuales consta de una sola funcién trigonométrica bésica, por
ejemplo:

V(o) =( Cos (m B) + Sen (n B) )ég
en consecuencia la curvatura asociada a esta deformacién es simplemente el término
elemental:

Fun[Cos (m ) és , Sen (n ) ég]

En cambio, la estrategia transversal de la seccion IV.7.2 es trimodal en la direccién
radial y unimodal en la direcci6n tangencial:
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ZI:!g;. (a,ﬁ,n)Sen[(n + j)ﬁ]]éa + (g'(a, ) Sen (nﬁ))éﬂ

o)
-

En consecuencia el operador de curvatura correspondiente al acoplamiento de dos
modos de oscilacion transversales: Fp,y [Vin , V2] , se expande en una suma de 16 términos
de curvatura mas elementales. Asi, puede percibirse que en una situacién tal, la
probabilidad de que se obtengan curvaturas relativamente grandes es mayor en los casos
multimodales que en los bimodales. Por ejemplo, en [34] se cita que de hecho las
estrategias de natacion mixtas proporcionan velocidades varios 6rdenes de magnitud
mayores que las tangenciales. Por supuesto que existen deformaciones multimodales con
curvaturas totales menores a las de una deformacion minima. En el apéndice IV.10 se
muestran casos sencillos de deformaciones mixtas multimodales en las que una
efectivamente supera en su coeficiente de curvatura total a cualquier de los modos de
deformacién simples, tanto tangenciales como radiales, y la otra tiene una curvatura menor
a la de estos casos, en la situacion del nadador circular en un medio infinito.

La tendencia de la curvatura a aumentar conforme el circulo nadador C; se mueve
hacia la periferia, es un resultado compatible con el trabajo de H. Stone relativo al cilculo
de la velocidad de un cuerpo deformable [69].

Partiendo del teorema de reciprocidad de Lorentz (sec. 11.4.2) y con la condicién de
"non-bootstrap" [33] de fuerza y torca totales iguales a cero (sec. I1.3.1), en [69] se llega a
establecer, para el caso no acotado, la siguiente relacion entre las deformaciones periddicas
#'( ¢ ) de la frontera del cuerpo y su velocidad de natacién resultante U (¢ ):

6(:):%“'(:)(13

en donde las constantes K y K> se determinan a partir de la forma basica C; del nadador.
La constante K aparece en la expresion del vector de esfuerzo del movimiento rigido
correspondiente a la traslacién del nadador, mientras que K es la constante que relaciona al
empuje (drag) con la velocidad de dicho movimiento.

Puesto que en el caso acotado el teorema de reciprocidad de Lorentz también es
vélido [38], entonces es posible emplear el método anterior para extenderlo a la situacién
de un fluido finito, cosa que se detalla en el apéndice IV.11. Asi es posible determinar
como cambia la velocidad de traslacién U ( ¢ ) durante el trayecto del nadador circular.
Como U ( t) es directamente proporcional a la curvatura F,,, (ec. 3.5), entonces de esta
manera se podra inferir el cambio de F,,, en cada estacion, de acuerdo con la teoria
desarrollada en [69].

En el presente trabajo se ha supuesto que la estrategia de natacion @'( 7 ) sea siempre
la misma durante todo el trayecto cuerpo, y por lo tanto su integral alrededor de la frontera
C) es siempre una constante. Entonces, si se quiere averiguar como cambia U ( ¢ ) conforme
el nadador se mueve centrifugamente en el dominio acotado, basta conocer como cambia la
constante geométrica G = K,/ K; durante dicha travesia.

Realizando los célculos necesarios se llega a que (ver apéndice IV.11):
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a, —a, - Tanh(a, - @,)
dan

G=

Al calcular los parametros bipolares a;, a; , a, correspondientes a cada estacion, se
obtiene que G crece de la siguiente manera conforme el nadador se mueve atravesando las
distintas estaciones (Est):

Est
2 4 & 8 10

lo que implica que la velocidad crecera también de la misma forma y por lo tanto de igual
manera lo haria la curvatura. Notese que G(Est) tiene también dos fases de crecimiento, al
igual que las graficas de Fy, en las figuras IV.12. Incluso el orden de magnitud del
incremento en el valor de G guarda una proporcion similar al incremento del orden de
magnitud en la curvatura, que es de 107 si se consideran solamente los datos més tipicos
para cada n.

Se tiene asi una confirmacién cualitativa para los resultados obtenidos relativos a la
tendencia de la curvatura como funcién de la posicion excéntrica del nadador. Asi mismo,
el enfoque adoptado en [69] permite resaltar aun mas la importancia del teorema de
reciprocidad, que es el que lo fundamenta. Restaria en todo caso poder dar una explicacion
que permitiera aclarar las razones fisicas, hidrodinimicas, que sustentan a este fenémeno.

Es interesante comparar, entre los casos bidimensionales acotado y no acotado, a los
desplazamientos generados por estrategias semejantes. Como se establece en la seccion
1V.12, el dnico caso de deformacién tangencial estudiado aqui es:

W) = (Sen (m p) + Cos (n B) )ég
Resolviendo el caso anélogo en la situacién no acotada:
(o) =( Sen (m @) + Cos (n 6) )éq
resulta que la magnitud del componente de curvatura correspondiente es (ver apéndice
e Foun [Sen (m 8) &5, Cos (n 6) ] = (1/4) (3 m—n)

Puesto que en ambos casos se trata de estrategias de nataciéon bimodales y
periddicas con coeficientes unitarios, aplica la misma férmula de desplazamiento (3.5).
Como se muestra en la grafica [V.23, al comparar circulos con el mismo radio sujetos a
deformaciones con idéntica amplitud relativa &, el desplazamiento es del mismo orden de
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GRAFICAS DE DESPLAZAMIENTO CASOS ACOTADO Y NO ACOTADO.

Calculos con radio R =107 cm, deformacion relativa £ = 0.01.
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Figura IV.21a. Desplazamiento caso no acotado.
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Figura IV.21b. Desplazamiento caso acotado, estacién 1.
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GRAFICAS DE POTENCIA DE BRAZADA, CASOS ACOTADO Y NO ACOTADO.
Unidad de medida de la potencia de brazada &: gr_]ergsz.

Calculos con radio R = 107 cm, deformacion relativa € = 0.01.
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Figura IV.24a. Potencia de brazada, caso no acotado.
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Figura IV.24b. Desplazamiento caso acotado, estacion 5.
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magnitud, en los casos no acotado y acotado, cuando en este tiltimo el nadador ocupa la
posicidn mas céntrica.

Como la magnitud de la curvatura crece, en el caso acotado, al irse acercando €l
cuerpo hacia la periferia (fig. IV.12a), la diferencia entre ambos va aumentando (comparese
también con fig.IV.13a), de manera que en la posicion mas excéntrica el desplazamiento
del nadador acotado es ya de tres 6rdenes de magnitud mayor.

Sobre la base de lo anterior, puede concluirse que el efecto de acotamiento se hace
sentir en toda posicion del nadador, puesto que se va generando un aumento del
desplazamiento en cada estacién, aunque en la posicién mas lejana de cualquier sector de la
pared el efecto es el menor posible. Ademas dicho efecto se va incrementando a un ritmo
cada vez mayor conforme se esta mas cerca de la pared.

A bajos nimeros de Reynolds, la autopropulsion de un cuerpo flexible se alcanza
cuando este distorsiona de tal manera su frontera que el cuerpo debe de moverse hacia
adelante para asi poder cancelar la fuerza total que sobre €l ejercen los esfuerzos viscosos
del fluido que lo rodea [57]. La figura IV.10 muestra que el nadador circular moviéndose
en un fluido acotado, tiene a su disposicion varios modos de oscilacion que resultan en
desplazamiento neto, en un sentido o en otro, a lo largo de la direccién marcada por el
vector unitario cartesiano j . Sin embargo, la magnitud del méximo valor de curvatura, que
ocurre cuando los modos m y n = m+1 se acoplan, es mucho mayor que las demas, las
cuales basicamente tienden rapidamente a cero conforme m aumenta. Esta es una situacién
comparable a la que ocurre para algunas de las estrategias probadas en la esfera y en el
circulo en fluidos no acotados, en donde los unicos modos con curvatura distinta de cero
son también los consecutivos m1, n =m+1 [33, 52].

De hecho, como el operador de curvatura &, de dimensidn infinita, es bilineal y
antisimétrico, entonces puede representarse canonicamente por una matriz tridiagonal, en
donde las diagonales superior e inferior a la principal, son las tinicas con entradas F,,
distintas de cero. Es decir que, teéricamente, la matriz de curvatura de una estrategia de
natacion, la cual tipicamente tendria inicialmente una distribucion dispersa de coeficientes
Fny distintos de cero, puede llevarse, mediante un cierto cambio de base de los campos
vectoriales de deformacién, en una matriz en donde los tnicos coeficientes de curvatura
distintos de cero correspondan a los consecutivos, m, n = m+1. Genéricamente, el cambio
de base involucraria a una serie infinita de elementos de la base canénica, por lo que
numérica o experimentalmente la situacién mas comiin sera la de obtener matrices de
curvatura dispersas en mayor o menor grado.

IV.15.1.2 Potencia. Una explicacién aniloga a la dada en el caso de la curvatura se
puede aplicar también para la potencia E como funcién del mimero de onda n. Al aumentar
el mimero de puntos de generacién de esfuerzo conforme aumenta », se esperaria que la
energia disipada igualmente aumentase, en tanto la amplitud de deformacién permaneciese
constante, tal y como ocurre en las figuras IV.15, lo mismo para el caso tangencial que para
el transversal. Este es un resultado que se obtiene también en el circulo para todo n [52] y
en la esfera a partir de n~10 [51], ambos nadando en un medio no acotado mediante
deformaciones periddicas de amplitud constante, axisimétricas. También es un resultado
que se obtiene en problemas de micronatacién con supuestos mas generales [49].
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Ademas, dicho aumento se produce siguiendo una tendencia lineal en ambos casos,
cosa que esti en completo acuerdo con lo que ocurre en el caso bidimensional no acotado
[52].

La pequefia diferencia cuantitativa que existe entre ambos tipos de deformacién, y
que indica que la estrategia tangencial disipa un poco mas energia que la transversal, quizas
pudiera parecer como algo contra-intuitivo en un primer momento.

En efecto, en comparacion con las deformaciones tangenciales las transversales
alteran de manera significativa la forma del nadador (Fig. IV.9). Por un lado, la frontera
deformada transversalmente expone al fluido una longitud mas grande, con lo que aumenta
el mimero de puntos de contacto entre el fluido y el nadador y por lo tanto de puntos de
generacion de esfuerzo. Por otra parte, las protrusiones generadas en las deformaciones
transversales, que basicamente siguen una direccion radial, producen ademés esfuerzos
normales que no estan presentes en las tangenciales. De esta forma, intuitivamente se
podria esperar un nivel general de generacién de esfuerzo mayor en el caso transversal que
en el tangencial.

De hecho, eso es lo que ocurre en el caso acotado si se compara con bases de
deformacién no normalizadas, en donde se obtiene que la potencia transversal, promediada
en las distintas estaciones, supera en alrededor de tres érdenes de magnitud a la tangencial
para cada modo de oscilacién n. En linea con lo anterior, las deformaciones radiales
también disipan mas energia que las tangenciales en el caso de la esfera en un medio no
acotado, como se cité en I11.5.1.2 y que también es un resultado en una base no
normalizada.

La normalizacién de las bases de deformacién cambia todo el panorama anterior en
la situacién acotada. Mientras que en el caso tangencial se puede considerar que la norma
de las deformaciones basicas no depende de n, lo contrario ocurre con la norma transversal
(ver seccién IV.11.2). En esta tltima situacién lo que pasa es que al normalizar las bases, la
potencia de modos de oscilacién altos es mas fuertemente corregida que la de los bajos, con
lo que se cierra la brecha energética cuantitativa con la potencia tangencial. Al final de
cuentas ambas resultaron ser ligeramente distintas y esto ultimo es comparable a lo que
ocurre en el caso bidimensional infinito. De acuerdo con [52] la energia disipada por un
circulo nadador moviéndose en un medio no acotado, es la misma para cualquier tipo de
deformacién que tenga el mismo vector de coeficientes periédicos, {a(?), b(f)} y
suponiendo también a dichas deformaciones como axisimétricas y de baja amplitud. En
particular, para estrategias bimodales, ya sean estas tangenciales, radiales o transversales,
se tiene que E, = E[V,, V,] = 2nun para el circulo unitario (ver apéndice IV.10).

En cambio, la normalizacién no alteraria le relacién de potencias £, / E%, en los
casos esférico o circular no acotados, porque la norma L* de los vectores basicos de las
ilftrategias utilizadas, tanto tangenciales (fg) como radiales (#r), es simplemente la constante

.

Es interesante comparar la potencia de brazada entre los casos bidimensionales
acotado y no acotado, porque esta variable toma en cuenta el tamafio real de los cuerpos y
sus deformaciones. Utilizando a las mismas estrategias tangenciales definidas en el caso del
desplazamiento y suponiendo también un radio de 7= 10" y una amplitud relativa € = 0.01,
los resultados obtenidos se presentan en la figura IV.24. Los datos graficados son
virtualmente idénticos en su mayoria y cuando existen diferencias estas tiene un valor
méximo de 1%, unas veces a favor del caso acotado y otras al del no acotado. Puesto que el
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cambio de la potencia & entre las distintas estaciones es pequefio (figs IV.21), la situacién
de igualdad entre el caso no acotado y el acotado es valida en cualquier estacién.

Ciertamente que lo anterior tiende a sugerir que el efecto de pared sobre la potencia
es, en general, inapreciable. Esta conclusion es similar a la que se extrae de los resultados
reportados en [65], para el caso del movimiento radial centrifugo de un circulo rigido
trasladandose, a bajo nimero de Reynolds, en un contenedor también circular. Ahi se
muestra que mientras mas pequeifia es la proporci6n entre el radio del cuerpo en
movimiento y el radio del contenedor, la potencia permanece constante a lo largo de mas
estaciones, antes de subir asintéticamente a un valor limite en posiciones ya muy cercanas a
la pared. De hecho, para una relacién radial de 1:100 la estacién en donde la curva de
potencia asciende verticalmente, se encuentra tan cercana a la pared, que implicaria que el
cuerpo esta casi en contacto con ella.

Asi que, en cuanto a la permanencia de un valor constante de la potencia a lo largo
del trayecto hacia la pared, los resultados tanto de las deformaciones tangenciales como de
las transversales, coinciden con lo reportado para el cuerpo rigido en un medio acotado. A
partir de ahi existen dos diferencias.

Por un lado, el ascenso de la curva de potencia en la cercania de la pared solo se da
aqui para las deformaciones tangenciales, en donde la forma de la curva coincide
completamente con la del cuerpo rigido en términos cualitativos. En el caso de las
transversales, la deflexion descendente final de la curva de potencia es un efecto de la
normalizacion de bases que se hizo. Los datos sin normalizar tienen la referida tendencia
asintética ascendente. Asi que la fuerte correccion que hace la norma transversal cuando
crece n, termina por deflectar hacia abajo la curva de potencia cuando n es grande. Esto
podria ser una caracteristica de condiciones de frontera “expansivas”, en donde la
superposicion de funciones trigonométricas contiene términos no lineales en n, tales como
nSen(n ) , nCos(n ) del caso transversal (sec. IV.7.2).

Por otra parte, la tendencia ascendente de la curva de potencia en el caso del cuerpo
rigido es de uno o dos érdenes de magnitud, al comparar los valores de potencia de los
puntos de la asintota con los de puntos en la parte constante de la curva. Es decir que se
trata de una deflexion notable, a diferencia de lo que ocurre con el circulo deformable
sujeto a oscilaciones tangenciales, en donde la deflexion podria incluso despreciarse,
especialmente cuando 7 es relativamente grande.

Esta diferencia entre el caso rigido y el deformable, y también otras que se
comentan mas adelante, puede tratar de ser explicada partiendo de las diferencias en la tasa
de extincién de la magnitud del campo de velocidades conforme uno se aleja de la frontera
del cuerpo.

No existe un acuerdo acerca de una expresion general para dicha tasa, al menos en
lo concerniente a la micronatacion. Por un lado, y siempre refiriéndose a un nadador en un
medio no acotado, en [52] se menciona que el flujo del fluido debido al n-ésimo modo de
oscilacién se extingue a una tasa geométrica de r ™", en donde r mide la distancia de un
punto del fluido a la membrana oscilante del cuerpo deformable. Por otra parte, C. Brennen
en su modelo de propulsion ciliar, citado en [34], encuentra que los efectos no estacionarios
de la capa limite de fluido alrededor del cuerpo oscilante, decaen a una tasa exponencial de
e ". Asi que, distintas caracteristicas del fluido podrian estar decayendo de manera
diferente cuando el punto de referencia se aleja del cuerpo.

En las figuras IV.25 y IV.26 se muestra la manera en que decaen los campos de
velocidad estudiados en esta tesis. Es notable como, para n pequefio, el campo decae mucho
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mas lentamente al principio que en el caso de n grande, en donde se puede decir que el
campo de velocidades sdlo existe en una pequefia vecindad de la frontera del nadador. La
diferencia entre un decaimiento exponencial y uno geométrico se ve mejor cuando n es
pequefio. Mirando a estas gréficas se aprecia, en primera instancia, que el decaimiento se
asemeja mas a una tasa geométrica. De hecho, si se calcula la proporcién entre la magnitud
del campo vectorial en la cercania de la pared celular (99% de la distancia total) con la
magnitud en la frontera del nadador, esta es del orden de 10~ cuando n =2 y de cero
cuando n = 50, en promedio de todas las estaciones en el caso de las deformaciones
tangenciales. Algo similar ocurre para la estrategia transversal.

En consecuencia, se propondria que los campos de velocidad generados por una
membrana oscilante se extinguen mas rapido con la distancia que los provocados por el
arrastre de un cuerpo rigido. Asi, el cuerpo deformable podria acercarse mucho a la pared
celular sin perturbar al fluido circundante més alla de una pequefia region a su alrededor y
por lo tanto la energia disipada no variaria mucho entre los distintos puntos del trayecto.
Incluso al llegar al contacto con la pared, la pequeiia cantidad de fluido arrastrada por el
cuerpo, causaria una disipacion final de energia también pequefia, de donde se sigue la
mintiscula deflexién de la curva de potencia en el caso deformable.

Como se comento en la seccién de resultados IV.14.2, cuando el nimero de onda n
es del orden de las unidades, la variacion de la potencia entre las distintas estaciones es mas
notable que cuando » es mas grande, siendo imperceptible ya cuando »>10, tanto en el caso
tangencial como en el transversal.

Sobre la base de lo anterior, se puede proponer que, dado que a modos de oscilacién
bajos los efectos en el fluido generados por la membrana oscilante, se llegan a sentir en la
pared celular proporcionalmente mas que con n grande, el efecto del acotamiento, en este
caso sobre la potencia, serd mayor cuando n es pequefio que cuando n es grande. En este
ultimo caso, el nadador puede acercarse tanto como quiera a la pared celular, y aun asi su
interaccion con ella a través del campo de velocidades serd minima. Asi, como ya se
comento, la energia disipada por la deformacién solo se generaria en una pequefia capa
limite del fluido alrededor del cuerpo deformable, y por lo tanto siempre seria de una
magnitud comparable a la potencia en estaciones mas céntricas.

IV.15.1.3 Eficiencia. La presencia de un limite para la eficiencia "naive" conforme
aumenta el modo de la deformacién, es tipica de todos los casos de micronatacién que se
han estudiado hasta ahora [49, 51-52]. En la mayoria de estos estudios, €l énfasis se pone
en lo que ocurre cuando el indice » del modo de deformacion tiende a infinito,
obteniéndose en estas regiones cotas superiores para el valor de 1, en el caso de estrategias
de natacién de amplitud baja y constante dadas por la forma general (2.11). La
manifestacién de modos de oscilacion bajos muy eficientes, como en el caso transversal de
la figura IV.22, solo habia sido conjeturada en el caso de la esfera en un medio no acotado
[52].

De hecho, si se incluye también el estudio de la eficiencia de deformaciones con
modos de oscilacién bajos, ocurren al menos dos casos: o aparece alguna rama de la
hipérbola equilatera como en las figuras IV.22, o como en la esfera en [51] y en el circulo
sujeto a deformaciones radiales (apéndice IV.10), o la eficiencia permanece en un nivel
constante maximo, como en el caso de algunas deformaciones tangenciales del circulo en
un fluido no acotado (apéndice IV.10).
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GRAFICAS DE EXTINCION DE LA VELOCIDAD.

Estacion #1. El valor de a decrece hacia la pared celular y es maximo en la membrana del
nadador. Rango del angulo 8: —n<f<n.

Deformaciones tangenciales.

Estacién 1

Fig.IV.25a. Modo de oscilacion n = 3.

Estacién 1

Fig.IV.25b. Modo de oscilacion n = 80.
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Deformaciones transversales.

Estacién 1

Fig.IV.26a. Modo de oscilacién n = 3.

Estacién 1

Fig.IV.26b. Modo de oscilacién n = 80.
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De esta manera, las curvas de 11 como funcion de n de las figuras IV.22 se
encuentran en linea con algunos resultados previos, al menos en cuanto a su forma y
aparente conducta al limite.

El hecho de que las ramas de hipérbola correspondientes al caso tangencial y
transversal, se encuentran invertidas una respecto de la otra, es una consecuencia de las
diferencias entre los factores de normalizacion. Como ya se menciond antes, la norma del
vector de deformacion transversal es una funcién de n, mientras que la tangencial puede
considerarse practicamente constante. Como resultado de eso, en el caso tangencial el
término de normalizacion sale como factor comiin en el denominador de la férmula (3.10)
de la eficiencia "naive" y puede cancelarse con el respectivo término del numerador, pero
no asi en el caso transversal. Ahi basicamente queda un término de norma sin cancelar en el
denominador, que causa que la eficiencia tenga un valor maximo al principio, en lo que el
término de curvatura crece lo suficiente como para compensar el crecimiento del término
de normalizacién y generar finalmente la conducta asintética hacia un limite mayor a cero
que se observa en la figura IV.22b.

En el caso de la esfera presentado en el capitulo II, las deformaciones tangenciales
ahi consideradas resultaron ser claramente mas eficientes que las radiales, situacién que se
repite en el caso del circulo en un medio no acotado, al menos para modos # bajos,
(apéndice IV.10). Para el circulo en un fluido acotado, los comparativamente mayores
desplazamientos de la estrategia transversal son obtenidos con una disipacién de energia
hidrodinimica relativamente mas baja, resultando por consecuencia en eficiencias casi dos
veces mas elevadas que las de las deformaciones tangenciales. Una situacion analoga
también ocurre en el caso circular no acotado. Como se muestra en el apéndice IV.10,
existen estrategias transversales (también llamadas mixtas) que superan (o igualan) la
eficiencia de las tangenciales.

La continua elevacion de la eficiencia con la excentricidad en ambos tipos de
deformaciones (Figs.IV.23), es el resultado conjunto del aumento en el desplazamiento del
cuerpo conforme este se acerca a la pared (Figs.IV.14), con el hecho de que al mismo
tiempo la potencia permanece basicamente constante (Figs.IV.21).

Es interesante tanto desde un punto de vista Fisico como Biologico, comparar el
caso del nadador circular acotado con el del no acotado. Debido a su invarianza respecto de
los distintos parametros métricos de la deformacion (ver I1.9), una comparacion en términos
cuantitativos puede hacerse con més seguridad utilizando a la eficiencia "naive".

En el caso de un circulo nadando en un medio no acotado, utilizando estrategias
bimodales puras (radiales o tangenciales), del mismo tipo que el dado por las ecuaciones
(3.13), resulta que la maxima eficiencia alcanzable es igual a:

1
167% 1

que con p = 0.01 toma un valor de 0.633 (apéndice IV.10).

En el caso acotado, la estrategia mas eficiente es la transversal y la eficiencia
depende de la posicién del nadador. Niveles de eficiencia iguales o mayores a la cota dada
los alcanzan los modos de oscilacion altos desde la primera estacion en el caso transversal y
a partir de la segunda en el tangencial. En este tiltimo caso en la estacién mds céntrica se
tiene un valor de eficiencia maximo de alrededor de 0.3.
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En general puede decirse entonces que la magnitud de la eficiencia es
significativamente menor en el caso no acotado que en el acotado, para toda posicién del
nadador circular. Puesto que en ambos la potencia de brazada es de la misma magnitud
(figs. IV.20 y IV.21), la mayor eficiencia en la situacién acotada se debe al
comparativamente mayor desplazamiento, el cual aumenta al irse acercando el nadador a la
pared (fig. IV.14).

Es decir que es la diferencia que hay entre los tensores de curvatura y potencia en
cuanto a su sensibilidad de las condiciones de finitud del dominio del fluido, lo que
finalmente redunda en una mayor eficiencia de natacién, para un cuerpo circular deformado
por oscilaciones periédicas de baja amplitud desplazandose en un medio acotado.

Uno de los objetivos principales de la Micronatacion es determinar las estrategias
6ptimas de movimiento de una forma particular, de acuerdo a un cierto criterio de
eficiencia. Esto ha sido hecho para modos finitos de oscilacién en el caso del circulo y la
esfera en fluidos no acotados y de acuerdo al concepto de eficiencia "naive" [52]. Los
resultados que ahi se obtienen, involucran siempre y solamente a deformaciones que son
transversales en general. En ese mismo articulo, se conjetura que, en cada problema de
micronatacion particular, se llegaria a la misma estrategia 6ptima partiendo de cualquier
concepto razonable de eficiencia. Por los resultados de este capitulo, se puede asegurar que
tampoco en el caso acotado del circulo, las estrategias tangenciales son las 6ptimas.

1V.15.2. Biologia.

IV.15.2.1 Estimaciones cuantitativas.

i) Potencia. Para dar una idea aproximada del consumo de potencia de un nadador
esférico moviéndose en un fluido acotado por un recipiente también esférico utilizando
datos de un modelo bidimensional, se puede considerar el hecho de que a bajos mimeros de
Reynolds la proporcién de la magnitud de las fuerzas de arrastre sobre una esfera y un
cilindro circular es del orden de 10 [39].

Puesto que para ambos tipos de deformaciones el valor de la potencia de brazada
& (ec.3.7) como funcién de n esta en el orden de 107 y préacticamente no cambia entre
estaciones, en los calculos siguientes se tomo E~10~ como un valor representativo para
esta variable dentro de la célula. Ademas, con un valor para la energia libre estandar del
ATP dentro de la célula de AG = 12 Kcal/mol, para una vesicula de radio R = 1x10~ 3 cm,
deformacién relativa € = 1x107 y frecuencia de oscilacién de la onda de deformacién v =
500 seg™, (similar a las reportadas para motores moleculares in vitro) con u = 1 centipoises
para el agua intracelular, mediante la formula:

[ATP] = (K/AG)( &Y)"?

se obtiene la concentracién molar de ATP necesaria para generar los datos de potencia aqui
obtenidos para las distintas estrategias de natacién. En la formula anterior X es el factor de
conversion de ergs a calorias y Y es el volumen de la vesicula.

Para deformaciones tanto tangenciales como transversales se obtiene un rango en el
orden de [ATP]~ 107'* M. Estos resultados se pueden comparar con el valor de la
concentracién intracelular tipica de ATP que es de 10~ M, o con la concentracién de
saturacion de ATP necesaria para que un motor molecular alcance su méxima velocidad in
vitro, que es [ATP] ~10~* M [9).
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La potencia hidrodinamica es tinicamente un componente de la disipacién total de
energia que un cuerpo deformable en natacion tendria. Fuentes mas relevantes de
disipacion de energia provendrian de las caracteristicas de elasticidad de los materiales que
de hecho se encontrasen involucrados en la deformacién. En este sentido, la potencia
hidrodinamica seria un piso minimo de disipacién de energia en un proceso de
micronatacién y, como se desprende de los datos anteriores, el compuesto de alta energia
tipico de la bioquimica celular, se encuentra en concentraciones mas que suficientes para
cubrir la demanda energética hidrodinimica del nadador, aun considerando el orden de
magnitud que seria necesario afiadir por tratarse de una estimacion bidimensional, como se
mencionoé en el primer parrafo de esta seccion.

Los datos obtenidos se pueden considerar como razonables, en el sentido de que se
encuentran dentro de la escala energética de un ser vivo. Es comiin encontrar que, para
llevarse a cabo, algunos procesos bioquimicos involucren concentraciones nano o pico
molares de ATP. Ademas siendo en realidad que se trata de concentraciones bajas, dejan
margen suficiente para poder incluir otras contribuciones de disipacién de energia que,
necesariamente, ocurririan durante un proceso real de micronatacion.

i) Amplitud de deformacion. Debido a que se conocen estimaciones experimentales
razonablemente buenas in vivo, de la velocidad promedio de algunos organelos dentro de la
célula, se puede utilizar la férmula de la velocidad, dada por la ecuacién (3.6), para dar un
aproximado del valor de la amplitud de deformaci6n absoluta, utilizando los datos de los
coeficientes de curvatura. Dado que la forma circular se apega més a la de las vesiculas de
transportacion, en lo que sigue se considera tinicamente ese caso para el céalculo, utilizando
un valor de 1 pm/s para la velocidad promedio.

De la ecuacion (3.6) se tiene que la deformacion absoluta d es:

Utilizando un valor de v =500 5™ y realizando un promedio entre estaciones del
promedio de la magnitud de los coeficientes de curvatura entre modos de oscilacion, se
obtiene que, para ambos tipos de deformaciones, d~ 4 nm.

Este mimero no se compara mal con los tamaiios tipicos de los biopolimeros de
membrana, los cuales supuestamente podrian ser los agentes fisicos minimos encargados de
las hipotéticas deformaciones. Por ejemplo, la longitud de equilibrio de bicapas lipidicas es
del orden de 7 nm. Dado que las longitudes de enlace organicas son del orden de 0.1 nm se
podrian tener alrededor de 40 de dichos enlaces en una distancia de la talla calculada para
d. A temperatura ambiente, los fosfolipidos de las biomembranas adoptan constantemente
configuraciones plegadas, llamadas "kinks", que usualmente involucran alrededor de 3
enlaces por cadena de hidrocarburo [71]. Algo similar ocurre también en los cambios
conformacionales de las proteinas. En consecuencia se puede pensar que una deformacién
de 4 nm involucraria a lo mas a pequefios grupos de biopolimeros.

De manera que se puede concluir que la amplitud calculada de las deformaciones
propuestas, se encuentra dentro de la escala comiin de los cambios conformacionales de las
biomoléculas.
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Para completar la estimacién de los parametros de la onda de deformacion,
considérese un modo de n = 20, que se encuentra cercano al nivel maximo de eficiencia
tanto para deformaciones transversales como para tangenciales, la longitud de onda A de la
deformacién seria A = 2R/n que para una vesicula con un radio tipico de 100 nm tiene un
valor de A~30 nm y una velocidad de onda ¢ = vA de c~15 p/s.

1V.15.2.2 Caracteristicas cualitativas.

i) Direccionalidad. Una caracteristica importante del movimiento subcelular
vectorial, que ha sido corroborada con estudios in vivo, es que los organelos membranosos
se trasladan tanto en la direccién retrégrada como en la anterégrada a lo largo de las fibras
del citoesqueleto. Debido a la antisimetria del tensor de curvatura &, esta es una propiedad
presente necesariamente en un cuerpo deformable que nada mediante ondas periddicas de
baja amplitud, puesto que la direccién del movimiento puede invertirse simplemente
intercambiando los modos bésicos de oscilacién sin que se afecte la magnitud del
desplazamiento. Esta accién demandaria de la envoltura deformable del organelo, la
capacidad suficiente como para generar tales modos de oscilacién.

if) Estabilidad. Es interesante notar como un pequefio cambio en el modo de
oscilacién alrededor del correspondiente a la méxima curvatura, que ocurre cuando se
acoplan los modos consecutivos m, n=m-+1 (figura IV.10), traeria como consecuencia un
gran cambio en las caracteristicas del movimiento de traslacion para este tipo de nadador,
tanto en términos de rapidez como en direccién.

Supéngase que un nadador se traslada en un momento dado utilizando cierto modo
de oscilacion. A priori, basandose en los resultados anteriores, se puede pensar que se
usaria, por ejemplo, un modo lo suficientemente alto como para garantizar una alta
eficiencia y que nadar de esa manera seria un objetivo importante para el organismo, asi
que buscaria mantenerlo ante perturbaciones del medio intracelular.

Se puede postular entonces la existencia de un generador de ondas de la envoltura
deformable de un organelo, que se comportara como un servo-mecanismo capaz de regresar
a su funcionamiento normal después de suffir alguna perturbacion. Esas perturbaciones
provocarian cambios transitorios en el modo original de oscilacion de la membrana, que el
servo-mecanismo trataria de corregir. Tanto en la fase de perturbacién como en la de
correccion, se manifestarian modos de oscilacion distintos al Optimo, por ejemplo se podria
pasar del m, m+1 a un m, m+2 en distintos momentos antes de volver al punto de
estabilidad dinamica del mecanismo generador de ondas. Puesto que canénicamente sélo
los modos consecutivos inducen desplazamientos distintos de cero, entonces el movimiento
de traslacién completo del nadador se veria como teniendo periodos relativamente largos de
movimiento con alta velocidad y en la direccién correcta, acompafiados por periodos de
inmovilidad o aun por otros en donde el desplazamiento cambia de sentido.

Esta clase de movimiento "saltatorio" es una caracteristica distintiva del transporte
subcelular y ha sido observada en distintas situaciones experimentales, tanto in vivo como
in vitro [70]. Entonces, los resultados de la seccion anterior sugieren que la estabilidad
comprometida de un generador de ondas determinista, posiblemente después de encarar
fluctuaciones aleatorias del medio intracelular, puede explicar dicho tipo de movimiento.
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iii) Mecanismos bioldgicos.

Fenémenos biolégicos sostenidos por ondas periédicas auto-organizadas son
comunes al nivel de componentes celulares, por ejemplo el batido ciliar, la propulsién
flagelar y mas generalmente los potenciales de accién de la membrana celular y
mitocondrial. En el ambito molecular, existen también numerosas sugerencias teéricas
acerca de solitones biolégicos. Es més dificil encontrar corroboraciones experimentales de
este tipo de oscilaciones en otros organelos, tales como las vesiculas de transportacion, pero
aun asi se pueden sugerir algunas posibilidades tedricas razonablemente bien fundadas y
que se exponen a continuacion.

A priori se pueden concebir varios agentes bioldgicos que podrian constituir al
mecanismo generador de ondas arriba supuesto, de acuerdo con el modelo de la envoltura
explicado en la seccion II1.5.2.1. La propuesta seria que, una onda viajera de deformacion
auto-organizada se moveria alrededor de la superficie de la vesicula partiendo de un foco
primario, el cual seria el sitio en donde ocurre el "golpe" energético inicial necesario para
poner en movimiento la ola de deformacion y que a su vez marcaria la direccion del
movimiento de natacion.

En las cinco posibilidades expuestas enseguida, en general la envoltura deformable
esta constituida por agentes flexibles con un accionar periddico resultante en un patrén de
flujo que impulsaria la traslacién de un organelo intracelular.

a) La membrana del organelo. ;Podria la propia membrana considerarse como la
envoltura deformable de un organelo?. Esta es una posibilidad que no puede excluirse al
nivel subcelular, al menos no por las mismas razones por las que se excluye en el &mbito de
organismos unicelulares, en donde la deformacién de la rigida membrana celular
ciertamente que generaria enormes esfuerzos que convertirian al proceso de micronatacion
en algo energéticamente incosteable. Tan es asi que los micro-organismos desarrollan
estructuras flexibles, tales como cilios y flagelos, que les sirven para realizar los cambios de
forma necesarios a un costo energético relativamente moderado.

Como lo sugieren los calculos aproximados del tamafio de la deformacion, esta
podria no involucrar mas que a unas pocas de las biomoléculas presentes en la membrana
del organelo, ya sean estos los propios fosfolipidos o segmentos de glico-proteinas
sumergidas en la matriz lipidica. El nimero de segmentos involucrados en cada region
deformable (~40), hace pensar que posiblemente este proceso de cambio de forma fuese
energéticamente realizable. De hecho, a temperatura ambiente una proporcién significativa
de fosfolipidos en una bicapa lipidica se encuentra ya en conformaciones no lineales, o
plegadas [71].

b) Proteinas de membrana. De los componentes de la membrana de los organelos
otro probable ejecutor de semejantes deformaciones seria algin tipo de proteina de las que,
estando ancladas en la bicapa lipidica, recubren al organelo. De hecho, existe una clase de
proteinas, llamadas en general proteinas G, conocidas también como proteinas "switch" por
su caracteristica de cambiar entre dos conformaciones "on-off" al unirse con un compuesto
de alta energia, el GTP [1]. Estas proteinas se encuentran en la membrana de las vesiculas
secretoras formando parte de un complejo proteinico mas grande, conocido como COP y
que actualmente se le reconoce un papel en la formacion, por gemacion, de la vesicula
secretora en el Reticulo Endoplasmico y en el Aparato de Golgi. También se cree que
tienen algin papel dentro del modelo de transporte por via del citoesqueleto.

129



La sugerencia aqui es que la cubierta proteinica actuaria como el medio que
transporta, generandola mediante cambios conformacionales, a la onda viajera de
deformacién o solitén estructural. Esta idea tiene semejanza con el truco que emplean los
microorganismos para solucionar el problema de los grandes esfuerzos a los que estaria
sometida una membrana biolégica a causa de las deformaciones natatorias, desplazando el
ejecutor de dichas deformaciones a estructuras flexibles, tales como cilios o flagelos.

Aqui se estaria proponiendo entonces que la cubierta proteinica juega el papel, en la
vesicula secretora o en otro organelo, de la capa de cilios en lo que posiblemente seria un
ejemplo de como la vida aplica muchas veces el mismo esquema de solucion en diferentes
niveles de organizacion.

¢) Coatomeros.

Otra manera de producir un patrén de flujo sin recurrir a las deformaciones de la
membrana, seria la existencia de "hélices" localizadas alrededor de la vesicula. Estas
ejecutarian los movimientos necesarios para batir el fluido alrededor de la vesicula de
manera que se produjera un patrén de flujo determinado. Si se observan micrografias
electrénicas de las vesiculas secretoras (Fig.IV.17), se advierte la presencia de estructuras
redondeadas distribuidas a su
alrededor en toda su superficie.
Estas estructuras son ensambles
de proteinas conocidos como
coatémeros y de las cuales
forman parte principal las COP
mencionadas arriba. A primera
vista, el niimero de coatomeros
que se observa, considerando que
se trata de cortes de vesiculas, no
parece poder ir mucho mas alla
de algunas centenas, pero claro
que se requiere de un cilculo més
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Figura IV.17. Vesiculas secretoras recubiertas de clatrina a) y

por coatémeros b). Se cree que estas tiltimas median el preciso. Por ejemplo, si se
transporte de vesiculas constitutivo y las segundas el selectivo pudiera conocer el tamaiio
en una célula. aproximado de un coatémero

seria posible estimar el niimero
de ellos sobre una superficie esférica y compararlo con los mimeros de onda ya obtenidos.
De acuerdo a los resultados de eficiencia en el caso tangencial, mientras més grande sea el
nimero de onda mayor es la eficiencia del movimiento de traslacién. Sin embargo, y
haciendo la hipédtesis de equivalencia entre modo de oscilacién y niimero de agentes
propulsores, si el organismo buscase optimizar también la cantidad de materia que utiliza,
probablemente escogiese un niimero de complejos proteinicos en el orden de las decenas,
en donde préicticamente se alcanza el nivel miximo de eficiencia. En el caso transversal,
bastaria con 2 o 3 unidades de estos complejos y de hecho afiadir mas causaria una
disminucién de la eficiencia, pero en cambio le proporcionaria estabilidad ante la pérdida
funcional de algiin agente motor, puesto que con n grande la eficiencia ya no cambia
mucho.
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Es importante sefialar, en apoyo de esta idea, que las vesiculas de la ruta de
secrecion permanente (constitutiva) de una célula no se desprenden nunca de la cubierta de
coatomeros en su viaje del aparato de Golgi a la membrana plasmatica.

Sin embargo, la situacién es mas complicada. Las vesiculas que pertenecen a la ruta
de secrecion estimulada, no estan cubiertas de coatémeros sino por una rejilla de malla
hexagonal formada bisicamente por una proteina llamada clatrina (Fig. IV.17) en la que no
se aprecian estructuras semejantes a los coatémeros, ni tampoco otros aditamentos que
pudiera argumentarse estan funcionando como estructuras propulsoras. Ademés, una vez
que han sido formadas, las vesiculas se desprenden de la cubierta de clatrina, al proseguir
en su movimiento hacia la membrana.

Aun asi, es interesante comentar que en la cianobacteria Synechococcus, conocida
por su habilidad para moverse sin flagelos o cilios que la ayuden, se ha identificado
también una estructura de apariencia muy geométrica, encerrando a su membrana exterior a
modo de rejilla de malla romboidal. Asociadas a la rejilla se observan unas espiculas, que
se propone podrian estar batiendo el medio acuoso y producir asi movimiento [62]. ; Se
encontrara algo semejante a estas espiculas en el caso de la membrana de los organelos ?.

d) Mecanismos de transporte de membrana.

La accion coordinada de algiin tipo de canal iénico o bomba de transportacion de la
membrana del organelo, podria ser suficiente para generar el movimiento del fluido
necesario para producir un movimiento de traslacién de la particula subcelular.

La presencia de canales idnicos y bombas en la membrana de los organelos esta
bien probada, ya sea que se trate de mitocondrias o vesiculas de transporte y es sabido que,
no importando su especificidad, siempre movilizan agua al estar operando.

Seria interesante tener alguna estimacion de la cantidad de fluido que se moviliza en
cada ciclo de operacion de alguno de estos tipos de mecanismos de transporte
transmembranal, para compararlo con la magnitud del flujo que un campo de velocidades
del fluido produce en las cercanias de la membrana. Una comparacion asi ayudaria a probar
la posibilidad minima de este tipo de mecanismo como agente de traslacion intracelular.

e) Motores moleculares.

Dos de las muchas preguntas que no sean contestado hasta el momento en relacién
con la actuacién de los motores moleculares durante el transporte subcelular in vivo son:
cuintos motores moleculares lleva unidos a su membrana un organelo que esté siendo
transportado y si el o los motores moleculares que de hecho estén realizando el trabajo de
traslacion, interactian siempre lo suficientemente fuerte con la fibra del citoesqueleto como
para que pudiera pensarse que se estan apoyando en ella. Si la interaccién es lo bastante
débil como para considerar que el organelo transportado esta en flotacién libre, entonces el
esquema tedrico de la micronatacién puede aplicarse también en la hipétesis del
citoesqueleto.

De esta manera, se puede hacer la sugerencia de que los cambios conformacionales
que realizan las proteinas motoras servirian para agitar el fluido y asi proporcionar el
impulso necesario para la transportacién de su carga.

En los resultados de eficiencia para ambos tipos de deformaciones, se ve que los
modos de oscilacion relativamente bajos de aproximadamente 10<m<20, practicamente
alcanzan el nivel maximo estable de eficiencia. Entonces, se puede sugerir que quizas el
niimero de motores moleculares unidos a un organelo y que se encuentran activos durante
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su traslado, se encuentre en el orden de unas pocas decenas a lo mas. Inclusive algunos de
estos motores moleculares podrian estar realizando acciones distintas al mismo tiempo. Por
ejemplo, algunos estarfan arrastrando al organelo de la manera sugerida en la hipétesis del
citoesqueleto mientras otros remarian agitando el fluido en fase con el movimiento
oscilatorio de los primeros.

iv) Estrategia hipotética.

Seria deseable llegar a proponer al menos el tipo de deformaciones que, bajo algin
criterio valido, serian de esperarse como las mas probables de aparecer en un determinado
organelo en el medio intracelular.

De acuerdo con los resultados del capitulo IV.14.1, la estrategia tangencial no puede
ser la mas eficiente en el caso del nadador circular en un fluido acotado y esto quizas seria
asi, independientemente del concepto de eficiencia que se maneje. Ademds, tampoco es la
més eficiente en el caso de un nadador esférico ni circular en medios no acotados. De modo
que, si el concepto de eficiencia de movimiento en general, cualquiera que este fuese,
tuviese algun significado relevante en Biologia Celular, seria razonable esperar la
preponderancia de determinado tipo de deformaciones transversales en el medio subcelular,
al menos para el caso de organelos de forma aproximadamente esférica.

Hasta la fecha los tinicos cambios de forma que se han observado en los organelos
membranosos intracelulares han sido grandes y conspicuas deformaciones. No se sabe aun
si estas deformaciones juegan un papel significativo en el movimiento de las particulas
subcelulares, pero el hecho apunta en la direccién sefialada previamente de la hipotética
preponderancia general de las deformaciones transversales. Por supuesto que para descartar
finalmente a las deformaciones tangenciales no se puede recurrir a la observacion de
cambios de forma sino, por ejemplo, a la caracterizacién del patrén de flujo.

IV.16. Conclusion.

En este capitulo se presenta por primera vez la solucién a un problema de
Micronatacién acotado.

La Fisica del nadador circular auto-propulsado por ondas periddicas de deformacion
de baja amplitud, que se traslada a través de un fluido contenido en un medio finito, es
consistente con lo que se esperaria a partir de consideraciones generales y resultados
previamente reportados.

Cuando se aplica a la Biologia en problemas de movimiento subcelular, el modelo
puede interpretar adecuadamente algunas de las més importantes caracteristicas in vivo de
la traslaci6n de organelos y también proporciona estimaciones cuantitativas, bajo supuestos
razonables, que no entran en conflicto con datos conocidos y que incluso se ubican dentro
de lo que seria de esperarse en la escala biol6gica.

Esto demuestra que la posibilidad de que la traslacién de organelos se lleve a cabo
por la accion de una envoltura deformable permanece viable, al menos en términos del
terreno tedrico explorado, tanto fisico como biolégico.
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IV.17. PERSPECTIVAS.

a) Experimentales. Como se menciona en la hipétesis general de esta tesis, un punto
central que distingue a la micronatacién de otros mecanismos de movimiento subcelular es
la existencia de una campo de velocidades propulsor, de ciertas caracteristicas, en el fluido
que rodea al organelo. Idealmente se quisiera observar dicho patrén de movimiento en la
vecindad de la particula subcelular. Si el patron corresponde en todas sus caracteristicas con
uno tipico del simple arrastre de un cuerpo sélido a través del fluido, la idea completa de la
micronatacién estaria en duda. Por el contrario, si el flujo es mas complicado o se conforma
con alguno de los calculados por la teoria, se estaria apoyando dicha idea.

La escala micro o nanométrica a la que ocurre el movimiento subcelular mas la
necesidad de tener datos in vivo, hacen sospechar que experimentos de este tipo no serian
muy sencillos de realizar.

Otra manera de proceder seria tratar de probar experimentalmente las hipétesis que
se dan en el apartado IV.12.2 acerca de la posible composicion de la envoltura deformable.
Por ejemplo, en el caso de la hipétesis de los cambios conformacionales de proteinas de
membrana, se podria intentar bloquear de manera especifica la unién entre la proteina y el
compuesto de alta energia (GTP o ATP), de manera que se impidieran los cambios
conformacionales y determinar si existen variaciones en las caracteristicas del movimiento
del organelo. O quizas también podria intentarse trabajar con mutantes que presentaran
defectos estructurales en dichas proteinas los cuales les impidieran realizar la unién con el
compuesto de alta energia.

De manera anéloga, el bloqueo especifico de los distintos tipos de canales iénicos
de la membrana del organelo, mediante agentes quimicos adecuados o técnicas genéticas,
ayudaria a discernir si la actividad metabélica de dichos canales juega o no un papel en el
movimiento del organelo.

En relacion con la hipétesis de la membrana deformable, debido a que se espera que
las deformaciones ocurran en una escala nanométrica, seria razonable proponer un estudio
experimental basado en técnicas que revelen el microambiente de las moléculas, quizés
algo como la resonancia magnética. En un estudio asi se estarian buscando alteraciones
ciclicas de la sefial de resonancia, las cuales deberian de tener una duracion y magnitud
tales que, permitieran inferir la presencia de una onda de deformacion con caracteristicas
similares a las propuestas por la teoria.

b) Teoricas. Queda mucho por hacer en cuanto a dar interpretaciones fisicas,
fundamentadas en la mecénica de fluidos, de algunos de los resultados obtenidos, en
especial el del aumento del desplazamiento del nadador en posiciones excéntricas dentro de
la célula.

El estudio de la parte rotacional de las estrategias de natacion aqui consideradas,
completaria el cuadro fisico del fenémeno de desplazamiento subcelular. En el caso
acotado, en primera instancia esto representa un reto de cierta dificultad debido a que, como
ocurrié en la parte traslacional aqui analizada, no se esperan formulas asintéticas que
permitan una evaluacion directa del término de rotacion.

Un segundo punto de interés seria el estudio de la cinematica y energética de las
estrategias mixtas de natacion, es decir de aquellas que se expresan como una combinacién
lineal de estrategias basicas, como por ejemplo tangenciales y transversales. ; Seréan estas
estrategias mas eficientes y rapidas que las basicas y por lo tanto, mejores candidatos que
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estas iiltimas para ser propuestas como los candidatos tedricos de la micronatacién
subcelular ?. Este punto ha sido trabajado en [52] para el caso de bases finitas de
deformacion expresadas en polinomios de Legendre sobre la esfera y el circulo, nadando
ambos en un fluido infinito. El resultado es que, efectivamente cierto tipo de estrategia
combinada es las mas eficiente, bajo un criterio de eficiencia un tanto mas restringido que
el "naive".

Como se menciona en el capitulo introductorio, experimentalmente se han
observado deformaciones muy conspicuas durante la traslacion de algunos organelos. Esto
sugiere la importancia de estudiar tedricamente también la micronatacion de grandes
deformaciones, aunque en ese caso practicamente se debe de abandonar la esperanza de
encontrar soluciones en forma analitica [36].

También en la introduccién de esta tesis se cita que al menos existe un organelo
cuyo movimiento ciertamente no ocurre a través del citoesqueleto, el ribosoma
citoplasmico durante la sintesis de proteinas. Para la teoria este caso representa retos
considerables ademds de que, en mi opinién, se trata de una de las mejores posibilidades
que tiene la micronatacién de ser un considerado como un mecanismo real de movimiento
subcelular. La forma peculiar del objeto (basicamente dos subunidades semiesféricas
unidas por una especie de resorte proteinico) y la necesidad de no solamente determinar el
componente de traslacién del movimiento, sino también el de rotacién — porque sélo de esa
manera seria posible proponer una explicacién razonable a las tipicas figuras helicoidales
que deja el RNAm al ser leido por los ribosomas— representan dos de las circunstancias que
hacen especial el tratamiento tedrico de este caso.

Otra buena posibilidad de la micronatacién se da en el caso de la teoria simbidtica
del origen de la mitocondria, en donde se supone que una bacteria fagocitada por una célula
primitiva pudo entrar en una relacién cooperativa con esta hasta convertirse morfol6gica y
funcionalmente en una mitocondria. Parece claro que en un principio la célula primitiva no
tenia a disposicion el sofisticado sistema de transportacion via citoesqueleto, por lo que la
bacteria debid de estarse trasladando por si misma, en un proceso de locomocién que muy
bien pudo haberse llevado a cabo mediante deformaciones ciclicas de alguna envolvente, a
la manera de algunas de las bacterias actuales.

En relacién con lo anterior, debido a que, al menos para el caso del circulo, la
eficiencia de natacién en el medio acotado es en general més alta que en el no acotado, se
puede asumir que el encierro de la mitocondria en la célula huésped le significé una ventaja
adaptativa mas, aunada a otras como resguardo, nutrientes, etc.
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APENDICE IIIL.1
PROGRAMA PARA EL CALCULO DE CURVATURA Y POTENCIA

El producto escalar

Coeficientes.
a[n_, 0] := - (2 " (n-1) Factorial[n] /Factorial2[2n-1])/n
a[n_, k_] :=(2n-4k+1) 2" (n-2k-1) Factorial[n-k-1]
Factorial2[2 k- 3] / (Factorial2[2n- 2k+ 1] Factorial[k])
ind[n_] := If[EvenQ([mn], 1, 0];
B[n_, -1] := (Pi/4) (Factorial2[2mn-1]/ (2 “(n-1) Factorial[n]))
Bln_, k] :
- (Factorial2[2n+ 2k -1] Factorial2[2k-1]
(2n+4k+3)/ (2" (2 k) Factorial[n + k+ 1] Factorial[k+ 1]))
((Pi/4) /2" (n+1))

non

Expansiones.

S[n_ ] := Sum[a[n, k] P[n-2k], {k, 0, Floor[n/2]}] -
ind[n] a[n, Floor[n/2]] P[0]

Co[n_] :=Sum[@g[n, k] P[n+2k+1], {k, -1, 20}]

Propiedades de Operador de Potencia.

En[a_+b_, c_] := En[a, c¢] + En[b, c];

En[a_,b_+c_] := En[a, b] + En[a, c];
En[k_P[n_],c_] := kEn[P[n], c] /; FreeQ[k, P]
En[a_, k_P[n_]] := kEn[a, P[n]] /; FreeQ[k, P]

En[k v[n , r ], c_] := kEn[v[n, r], c] /; FreeQ[k, v]
En[a_, k_v[n_, r_]] := kEn[a, v[n, r]] /; FreeQ[k, v]

Al[n ] := 2 (n+2)
A3[n_] := (2n"2+1)/ (n+1)
En[v[n , i ], v[m_, j_1] := If[i 1= j, O,
If(fm != n, O,
If[4i==1, Al[n].
If[i==3, 2A3[n]]]]]
sust =

{P[n_] -> ((Sgrt[2]/Sgrt[n+1])n v[n, 1]+ 8grt[2mn] v[n, 3])
((m+1)) /(2n+1)}
Energia usando los modos S[n] y Co[n]
ESC[n_] :=
(R2e22pPi™2 v)
( En[Expand[S[n] /. sust], Expand[S[n] /. sust]] +
En[Expand[Co[n] /. sust], Expand[Co[n] /. sust]]):;
energias = Table[N[ESC[n]], {n, 1, 500}]
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APENDICE IV.1
DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES EN LA CONDICION DE DIRICHLET:

De acuerdo con (4.12) la condicién de Dirichlet para Ay es:

(s B)¥ (0, B) = [C"”‘ (= )a' Cos(f )J@ 5 gaf:Cos (1] +b:Sen[nﬁ]J

:(ccsh(a,)~Cos(ﬁ)}£+[cosh(al)—cgs(ﬁ)]( - J

5 > a’Cos[np]+ b Sen[np]

5 a
El término:

[ Cosh(a, )a— Cos (ﬁ)](i a,Cos[np]+ b Sen [nﬁ])
es:

. i["“" (o) 3;etcos(np)+ senlonp] |- Cos(ﬁ)[gaza,s[nﬁpb:Se,,[n,g])]
=i[ZaECosh(fxl)COS[nﬂ]+be'osh (ct)Sen[np] - 3 Cos () Cos[np] + s () S [nﬂ]}
Dado que:
Cos(§)Cos(n8) = 5[ Cos((n=1) ) + Cos((n+1) )]
Cos () Sen(np) =3 Sen((n~1) p) + Sen((n+1) §)]
entonces:
gjafCos(ﬁ)Coe [n8]+bCos(B) Sen[nB] =
= g%(‘?‘”[(" ~1)f]+Cos[(n+1)]) +b—£(Sen[(u ~1) 8]+ Sen[(n+1) £])

Por lo tanto:

Cosh(al)—Cos(ﬁ)ﬁ_'_i

a 2 i

hY|, = Ir;—‘?C‘osa‘z (a,)Cos[nﬂ]+b;'?Cosh () Sen[np]-

_Z%E(Cos[(n ~1) B+ Cos[(n+1) B]) + %(Sen[(n 1) B+ Sen[(n+1) B])
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_ Cosh(ey)a;  Cos(p)a;
2 2a

_g%CoS(nﬁ) = ;-ﬁ-Cos(nﬁ) -gz“—:Sen(nﬁ) -—ZZ:-E";'—Sen np)

Z Cosh (al)Cos[nﬂ]-k--—Cosh () Sen[np]

Rearreglando:

", [ Cooklar)s ;‘1)[ Cos) - 5 o ) 5 & cosha) - .- (o)
.

+[—th(a.)—EJSm(ﬁF;[;"CM’*(%)“ s fon(op)
ae
2

Cos () +bSen(p +ga;Cas[n,B]+b;Sm[nﬂ]
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APENDICE 1V.2

DETERMINACION DE COEFICIENTES DE Y.

Se tiene que:
v|a, dﬁ———+Za°Cos[nﬁ]+b°Sen[nﬁ]
con: ;
——+ Za Cos[nf]+b,Sen[np]
%L = = =—+Za Cos[np]+ b,Sen[np]
Puesto que:
Sinh
y(a,p)= ,:(na—(;)]
’ (@.0) (@)
yla, p _ Sinh (e, _ 2y el
a Cosh(a,)~Cos(ﬁ)_1+2§e s nf)
entonces:
Sinh(,) i
ah(a, 5) =1+ ZZe Cos(nﬂ)
de donde:
1 a

h(a,, B ) Senh(a,) Senh(al)"z’l:e‘wicos (nB)=

=aCsch(a,)+2aCsch(a,) Z e™'Cos(np)

n=l

En consecuencia:

"’T:L L Za Cos [nf]+b,Sen [nﬂ][aCsch(a, )+ 2aCsch [ai)z e'"“'Cos(nﬂ)J

n=l

= TﬂaCsch () + 7"2&6&‘0& (e, )Ze‘“‘Cos(nﬁ) +aCsch(a,) Za,,Cos [B]+b,Sen[np]

+24Csch (a,)(ga,‘Cos [1B]+b,Sen [nﬂ]]{g e""'Cos(nﬁ]]

El término:

(ia,ccs[nﬁ] +b,Sen [nﬁ])(i e'”'Cos(nﬁ)J

n=l n=]

= ia,Cos[ﬂﬁ]i e ™'Cos(np) Zb Sen[nﬁ]z.e "Cos (np)

n=] n=] n=1
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i) El primer producto es:

ia,ccs[nﬁ]z::e-"'ccs(nﬁ) = (aCos[ B]+ a,Cos[28] +..) (e Cos (B) + €' Cos (28) +...)
=a,Cos|B]e ' Cos(B) +a,Cos[ Be**'Cos (28) +..= T a,e™"'Cos[ B] Cos (np)
+a,Cos[2]e™'Cos () + a,Cos[2] ' Cos (28) + .. = iaze'“lCOS [28]Cos (np)
+..+a,Cos[k ] Cos(B) + a,Cos[k e Cos (2) +..= gake'”l(,‘os [£]Cos(nB)

=33 a,e™Cos[kp]Cos(nB) ... (A1)

k=1 n=1
Puesto que:
TrigReduce[Cos[kg] Cos[ng]]
5 (Cos(kp -ng] + Cos{ks +ng])
Map| Factor, %, 10]
% (Cos[ (k-n) B] + Cos[ (k+mn) B])
entonces:

k=1 m=1 k=1 n=1

-3 (25 ae=cos[(k-n) 13 S~ cos[(k+n) ]|

k=1 =]

%iia*emla)&.[(& -n) B+ %iia*e'mCos[(k +n)f]

iia*e‘"'Cos[kﬁ]Cas(nﬂ) = iia,e"‘“' {%Cos[(k -n) B+ %Cos[(k + n)ﬁ])

= %gg"*"’"“'a"[("'k)ﬁ]+%Z§ﬂ.s"‘“‘€os[(n+k)ﬁ]

Desarrollando el primer término:

i ia_e’“'Cos [(n-K)B]

m=l k=l
= a,e™'Cos[0p]+ a,e™"'Cos[-p)+a,e™*'Cos[-2 8] +..+ ae™* Cos[ (1- k) 8]+
+a,e™'Cos| B+ a,e™'Cos[08] + a,e™*' Cos[-B] +..+ a,e™* " Cos[ (2 - k) B+

.+aje“‘"Cos[(j -l)ﬂ]+ aje"‘“'Cos[(j - Z)ﬁ] +.+a,e”’Cos[0p]+.+ ajeh'“"Cos[(j —k)ﬁ].‘
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Agrupando los términos para cada n de Cos(n f§) y utilizando la paridad de la funcién
coseno, resulta que lo anterior puede escribirse como

iaje"“' +i[ia}.3'(’“”"' +2Cosh(nal) i aje'f“‘]Cos[nﬁ]
= aml \_j=l

J=n+l

Desarrollando el segundo término:

> ae r“"'Co.'r]: n +k)ﬂ] = a,e™'Cos[2]+ae™Cos[3B]+..+q, "‘“‘Cos[(l-!-k ﬁ]+

+a,e” "' Cos[3B]+ a,e™' Cos[4 ]+ a,e*'Cos[5 ] +..+ a,e™*' Cos [(2 +k) ,8] +

+ae “‘Cos[(j +1) ﬂ] +a,e” Cos [(; +2) ﬁ] +..+a,e™"Cos [(; +k) ﬁ] +

Agrupando los términos para cada n de Cos(n f) resulta que lo anterior puede escribirse
como:

Sumando estos dos términos se llega a que:

Za Cos[nﬂ]Ze " Cos(np) =

n=]

iaje +Z[Za & "% 4 2Cosh (nal) Z a e“'"'}’.‘c}s [p]
l j=1 =l \_j=1

J=n+l
2 o0 n-1 ;
+Z( ae il }’.’os[nﬂ]
n=2\ j=

Za g +[a, '+ 2Cosh (al)iaje'f“’]Cos[ﬁ]
J=1 =2

@ n-1
+Z[Zaje""*j}“’ +2Cosh(nal) Y. a;e ™ +3 ae "™ }os [nB]
= jentt =

ii) Por otro lado, en analogia con (A.1) se tiene que

Puesto que:

k=1 n=l

Zb Sen[nﬂ]z:e “'Cos(np) = ZZb e ™' Sen[k ] Cos (np)
TrigReduce[Sin[kg] Cos[nB]]

5 (Sinlkp-np] + Sin[ks + np])
Map( Factor, %, 10]
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1
5 (Sin[ (k-n) 8] + Sin[ (k+n) B])
entonces:

Zf}:b,,e-msﬂ[kﬁ] Cos(np) = iihe‘m [% Sen[(k-n)B] +—;—Sen[(k +n) ﬁ]]

k=1 n=1

%gb*e'“lSen[(k - n)ﬁ] +%ni;lbie‘mSen[(k + n)ﬁ])

> be™" Sen| (k- n)ﬁ]+ %iibie"‘“'Sen[(k + n)ﬁ]

k=1 n=1

b, Sen[[(n—k) B+ %igb”e"‘“'Sen [(n+)B]

A=)

I
i .

M= N

i[M]s %‘Ma

3
-
1S

M

Desarrollando el primer término:

3. 3 b, Sen[ (n~ k) ]

=l k=l

=be™ Sen[0] + be ™' Sen[-B] + be™ "' Sen[-2 8]+ ..+ be*'Sen[ (1- k) B] +..
+b,e"* Sen[ B]+ b,e™ ' Sen[0 8] + b,e™*' Sen [~ B + .. + be™'Sen[ (2 - k) B] +..

+b,eSen[(j—1) B +be” ' Sen[(j—2) B]+.+be " Sen[08] +.+b,e™ Sen[ (j - k) B]+.

Agrupando los términos para cada n de Sen(n f§) y utilizando la antisimetria de la
funcién seno, resulta que lo anterior puede escribirse como:

i[—ibje*“m +2Senh(nal) 3" bje‘f“’}sen[nﬁ]

n=1 J=1 J=n+l

Desarrollando el segundo término:

33 be ! Sen [(n+k)B]=be ™ Sen[2)+ b Sen[3] +..+ be™“'Sen[ (1+ k) B] +

=l k=l

+b,e Sen[3p]+ b,e ™' Sen[4 8] + b, Sen[S B + ..+ b Sen[ (2+ k) ] +

+be ™ Sen[(j+1) B]+b,e™ Sen[(j +2) B +..+be™" Sen[ (j +k) B]+...

Agrupando los términos para cada n de Sen(n f) resulta que lo anterior puede escribirse

como: i [z‘: b e }ceu [n]

n=2\_ j=1
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Sumando estos dos términos se llega a que:
ib"Sen[nﬁ]ie'”'Cos (np) =
n=1 n=1

" %[Z[{ be ™ 4 2Senh(nat) 3 be }Sen[nﬂ]+ i(ibje""'ﬂ“' }fen[nﬁ]]

n=1 j=1 J=n+l n=2 \_j=1

|i-b,e'2"' +2Senh (al) i be ™ :| Sen| ]
1

=2

2 " L ) n-
+Z|:—ije'("”“' +28enh(nal) ) be™ +zl:bje'("'”‘" }S‘erx[nﬂ]

pr =l J=n+l Jj=1

En consecuencia:

(Saclte nsolodl | Secaton)-

=%§ﬂ;€"‘“ +%[a.e'2“‘ +2Cush(al) ga,e‘“]&s[p] +% Z{Zaj g +m(,m)§;aje—1d +§:a,e*‘*f”' }‘m’[nﬁ)
ol o Sy oS3 S st S oS i

Por lo tanto:

v,

I‘L = %"aCsch (e1)+ a—z"ZaCsch (al)ie"‘"'Cos (nB) +aCsch [al)i a,Cos[np)+b,Sen[np] +

+2aCsch(al) (Z a,Cos[nf]+b,Sen [nﬂ]) [i‘, e™'Cos (nﬁ))

= %" aCsch(al) + i%" 2aCsch(al)e™ Cos (nf) + i aCsch(al) a,Cos[np]+aCsch(al)b,Sen[np]+

g A

%iaje"‘“ + %[a,e"‘" +2Cosh(al) ia‘,e"“"leos[ﬁ]
=l f=2
™ n = a-1
+Z%[Zaje""‘”"' +2Cosh(nal) Y ae ™ + Zﬂjf-""‘hl}“[”ﬁ]
i =l famsl J=1
+%I:—ble""‘ + ?.Senh(al)ibje"“' :lSen (8]
i

i%['i bje™ ™" + 2Senh(natl) 3 be '+ ?::f’fe“”m ]&"[nﬁ]
= A

\ m=2 J=l J=asl

+2aCsch(al)

Los términos correspondientes a la serie del Cos(nf}) entonces son:
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=2 aCsch(al) + aCich (al)ga;e""‘
+[a°aCsdl (al)e™ +aCsch(al)a, +aCsch(al) [a,e"“' +2Cosh(al) ia_,e"“’ ' ]:! Cos(f)
+

L] o n-1
+|:q,aCs'ch (at)e™ +aCsch(al)a, +aCsch(al) [z ae ™ +2Cosh(nal) z a J,e"*"' s Za 7 Ry H Cos(nf)
I Jene1 =

y los correspondientes a Sen(nf) son:
=[aCkc}1(a1)£1 +aCsch(al) [—lge"“‘ +2Senh(al) ibje"“']]Sen( p)

+.+ |:aCsd! (1) b, +aCsch(al) {—:Zlb € "+ 28enh(nal) i be ' + :-Z:bje'("'ﬂ"’ ﬂ Sen(np)

J=ntl

Entonces:
l;*LL = .‘é':- 4 ga:Cas [nB]+b,Sen[np]
G = aaCoc(a) + 2aCch(a1) 3
a =agaCsch(al)e™ +aCsch(al)a, +aCsch(al) [qe‘”' + ZChsh(al):Zza je‘*"]
o, = a,aCsch(al)e™ +aCsch(al)a, + aCsch(al)[;a el 4 ZCosh(nal)ng ae " + :Z:a,e""ﬂ“'] n>1
b =aCsch(al)} + a&d:(al)[ﬂe"" +2Senh(al) gb)e"")
B, = aCsch(al)b, + ac:sch(al)(-;zlb,e"“m +2Senh(nal) EI bt + ?':_“:b,e*"»"“’] n>1
En consecuencia:
v[a, B]= j‘;—'L dp= “7 + Za:Cos [n]+ b, Sen [nﬁ]}{ f=
- J%dﬁ +§ a, [Cos[npldp +gb: [sen[npldp

=594 3 Sen(n) -3, Cos(p) = %+ S arCos[np 5[]
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De la ultima igualdad se tiene:

“—2°=0:a; =0
aU
?°=0:>a§ =0
a°=—£
! n
A

n
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APENDICE 1V.3
VERIFICACIONES CASO TANGENCIAL.
Las siguientes verificaciones fueron calculadas en Mathematica 4.0.

1. kY satisface condiciones de frontera.
Con las definiciones de los coeficientes 4, ..., D, dadas en se tiene que h'¥ es:

by = ( (AnCosh (n+ 1) a) « BnCosh{ (n- 1) a] + CnSioh[ (n+ 1) a] + DnSich[(n- 1) a]) /. s0l) Gos[ng]
osinB) {- (1+n) Goshl[al-nal] +nGoshlal +nal - 2a2] + Goghlal+ nal - 2na2]) Sinh[ (-1+n) a)

2 (-1+12-n2 Coeh(2 (al-a2)] + Cosh([2n (al-a2)])
((-1+n) Coehl (1+n) al] - nCosh[al -nal - 2a2] + Goshlal-nal+ 2na2]) Sinh[ (1+n) al
2 (-1+m2-n2sh(2 (al-a2)) + Gsh[2n (al-a2)]) .
Gosh[ (-1+n) a] (- (1+n) Sinh{al-nal) - nSinh[al + nol- 2a2)] + Sinh{al + nal- 2na2])
2 (-1+12-12Coeh(2 (al-a2)] + Cosh[2n (al-a2)]) B
Coeh| (1+n) a) (-(-1+n) Sinh((1+n) al] -nSinh[al - nal- 262] - Sinh[al-nal+2na2]) )
2 (-1+m2-12Coeh[2 (al-a2)] +Cosh[2n (al-a2)])

hY¥ satisface condiciones de Dirichlet (4.23) y (4.25):

Simplify[hy /. a+ al]

0
Simplify[hy /. a-» a2]
0
y de Neumann (4.24) y (4.26):
Cbﬂia . D“” ral;

Simplify[dpsia /. a-> a2]
0

Simplify([dpsia /. a -> al]

-Cos[ng]

2. ¥ satisface ecuacion biharmonica.
La funcién de corriente AY /A es:

¥ la_, B_] = Simplify[hy/h]
(a@s(np) ((1+n) Sioh{(-1+1) (a-al)] + (-1+n) Sirh{(1+1) (a-al)] - nSinh{a+na+ol-nal-2a2] +
nSirh{a-na+al+ned - 2a2] + Sinhfa+ na-al + nal- 2no2] - Sioh( (-1+n) a+ ol +nal-2na2])) /
(2 (@s(B] - Coehla]) (-1+1f -1 Cosh(2 (al-a2) ] +@eh{2n (al-02)]))

y satisface a la ecuacién biarménica (4.2):

<< Calculus VectorAnalysis™
SetCoordinates[Bipolar[g, a, 2, Ia]]
Bipolar(B, a, z, i a]
Simplify[Biharmonic(y[a, 81]]
0

149



3. Campo de velocidades.
De la expresion anterior para la funcién de corriente se obtienen los componentes va
y vb de la extension de Stokes mediante las igualdades (4.6):

sk =_k£
op da

que dan como resultado:

va = Simplify[hD(¢[a, ], 8]]
- ((nCos[B] Cos[np] - nCos[ng] Coshla] + Sin(A] Sin[nAl)
((1+n) Sinh[(-1+n) (a-al)] +« (-1+n) Sinh[(1+n) (a-al)) - nSinh[a +na+al-nal-2a2]+
nSinh[a-na+al+nal-2a2] + Sinh[a+ na-al+nal-2na2] - Sinh[(-1+n) a+al+nal-2na2]) }/
(2 (Cos[B] - Coshla]) (-1+n°-n®Cosh(2 (al-a2)] +Cosh(2n (al-a2)]))

vB = Simplify[-hD[¥[a, B], a]]

(Sin[na] ((Cos[a] - Coshla]) ((-1+n) (1+n) Cosh{(-1+n) (a-al)] + (-1+n) (1+n) Cosh{(1l+n) {a-al)] -
n(l+n) Coshfa+na+al-nael-2a2]- (-1+n) nCoshla-na+al+nal-2a2] +
{l+n) Cosh[(l+n)a+(-1+n)al-2na2] - (-1+n) Cosh{(-1+n) a+al+nal-2na2]) +

Sinhfa] ((1+n) Sinh{(-1+n) (a-al)] + (-1+n) Sinh[(1+n) (a-al)] -

nSinh[a+na+al-nal-2a2] + nSinh(a-na+al+nal-2a2] +
Sinh[a+na-al+nal-2na2) - Sinh[(-1+n) a+alsnal-2na2])))/

(2 (Cos[B] - Cosh{a]) (-1+n°-n?Cosh[2 (al-a2)] +Cosh[2n (al-a2)]))

4. Divergencia. La extension de Stokes hecha explicita en el punto anterior satisface la
condicion de incompresibilidad impuesta:

div(7) = i* [%[vf] a?s (E&D 0

tl= Simplify[va/h]
t2 - Simplify[ve/h]
t3 - Simplify([D[tl, a]]
t4 - Simplify[D[t2, 8]]
t5 = Simplify[h’t3)
t6 = Simplify[h’ t4]
div= Simplify[t5+ t6]
0

5. Presion.

Primero se expone la obtencién de la ecuacién de Stokes en coordenadas curvilineas
(que no fue sencilla de encontrar en la biblografia) para después mostrar el proceso
automatico que se usé para calcular la presién mediante su integracion. Todas las citas y
féormulas se refieren a los apéndices de [36].

La vorticidad, es @ = %V xu ,con u campo de velocidades. En el caso plano, en

componentes se tiene que:
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o= %qu =ik, [aq, {“hj] ai [’;—']} . (A-5.4), (A-5.5) p:484

siendo i3 el vector unitario curvilineo en la direccion de la coordenada curvilinea ga.
Usando la relacién vectorial Vu =V(V-u)—Vx(Vxu) p:485 y el hecho de que el
campo de velocidades tiene divergencia cero, junto con las ecuaciones de Stokes:
Vp = pV*u para obtener
Vp=puVa=-uVx(Vxu)=-2uVx®

que en componentes se escribe como

-in=2me=
y7

[EBH6)] o [(2)26)

gl ) vale(3) )

igualando componentes,

=ihh,

szenzlon(a(e)2 ()]

S22
22t le(2 () 2] L2 -2 lr(2(%)-5(2)
Ao i ()54l (2056

Partiendo como aqui de la expresion de la vorticidad o, se obtiene una formula mas simple
que utilizando directamente al comienzo la expresién del gradiente de un campo vectorial.
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El proceso utilizado para integrar la ecuacién anterior en Mathematica 4.0 solo tiene
la dificultad de simplificar cada componente y evaluar la integral en cada término de su
expansi6n trigonométrica, para acelerar el proceso.

coefil - Simplify[D[b? (D[(v8/h, a] - D[va /b, 8]). 8]]
tl= Simplify[ve /h]
t2 = Simplify(va /h]
t3 = Simplify[D[tl, a]]
t4 = Simplify[D[t2, 8]]
Simplify[h® (t3- t4)]
t5=%;
coefi2 = Simplify[D[t5, a], TimeConstraint-» 1200]
ex = Expand[TrigReduce[coefil]];
r=0;

For[k= 1, ks Length[ex],

r=r+ Integrate[ex[[k]], a] ;
Print[k];

k++];
Simplify[r]
pa=-u%
ex = Expand[TrigReduce[coefi2]];
r=0;
For[k= 1, ks Length[ex],

r= r+ Integrate[ex([k]], B] ;

Print(k] ;
k+s];
Simplify(r]
]b = %
sl= Simplify[pa- pb)
0

con el resultado final de:
p =

-(u (n(l+m) Cos[(-1+m) ) Cosh((-1+n) (a-al)]- (-1+n)nCos[(1+mn)p] Cosh[(l+n) (a-al)] -
Oos[np] Coshna- al-nal] +n°Cos[np] Cosh[na - al-nal] + Cos[ng] Cosh(na + al- nalj -
n®Cos(np] Cosh{na + al-nalj + Cos(np] Cosh{al-n (a+al-2a2)] +
nCos(ng] Cosh{al-n (a+al-2a2)] - Cos(np] Coshjal+n (a+al-2a2)] +
nCos(ng) Coshlal+n (a+al-2a2)) -nCos[ng) Cosh[na+al-nal-2a2) -
n’Cos[np] Cosh[na + al- nal-2a2] + n2Cos[ (1+n) 8] Coshla+Na+al-nNal-24a2] -
n?Cos[ (-1+n) p] Cosh(a - Na + als Nal - 242] -nCos[np] Cosh[na - al-nals2a2] +
n’Cos[np] Cosh[na - al-nals+ 2a2] - nCos( (1+n) 4] Coshla + Na-al+Nal-2na2) -
nQos[ (-1+n) ] Cosh(a-na-al-nals2na2]))/

(a(-1+n?-n®Cosh(2 (al-a2)] + Cosh{2n (al-a2)]))
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APENDICE IV 4
VERIFICACIONES CASO TRANSVERSAL.

1. WY satisface condiciones de frontera.
Con las definiciones de los coeficientes A4, ..., D, dadas en se tiene que AY es:

byl = ( (AnCosh[ (n+ 1) a] + BnCosh[ (n-1) o] + ChSinh[ (n+ 1) a] + DnSinh[{(n- 1) a]) /. sol) Cos[nA]
(os[ng]
{ (1+n) Coehl(-1+n) a] (-(-1+n) Coehlal-nal] + nGoehlal + nal-2a2) - Goshfal + nal- 2na2))
2(-1+m2 -1 oeh(2 (al-a2) ] + Cosh[2n (al-a2) ]) *
(-1+n) Gosh[ (1+1) a] ((1+n) Goshl(1+n) al] -nCoehlal - nal- 2a2] - Goehlal -nal+ 2na2])
2 (-1+12-1R0oeh[2 (al-a2) ] +Coshi2n (al-a2) ]) )
(-1+1n) Sinh{(1+n) a] ((1+n) Sinh( (1+n) al] -nSinh{(-1+1n) al+2a2] + Sinh{ (-1+n) al-2na2])
2 (-1+m2 -2 Coeh(2 (al-a2) ] + Gosh[2n (al-a02)]) *
(1+n) Sinh[(-1+n) a] ((-1+n) Sinh[el-nal] + nSinh[al+nal-2a2) + Sinh[al+nal-2ne2]) \
2 (-1+m2-n?Coeh(2 (al-a2)] + Goeh[2n (al-a2)])

hY satisface condiciones de Dirichlet (4.23) y (4.25):

Simplify[hyl /. a -> a2)
0
Simplify[hyl /. a -> al]
Cos[ng)
y de Neumann (4.24) y (4.26):
m = Diwl ral;
Simplify[dhpsia /. a -> a2]
0
Simplify[dhpsia /. a -> al]
0

2. Y satisface ecuacion biharmonica.
La funcién de corriente h'Y /h es:

vnt{a_, 8_] = Simplify[h hyi]
-{aCs([ns)]

(=({1+n) Geshf (-1+1) a] (- (-1+n) Gehlal - nal] +nCeh(al + nal- 262] - Gehlal + nal-2na2]) +
(-1+n) Gsh[(1+1) a] ((1+n) Coeh((1+n) al] -nCehlal-nal-202] - Gehlal-nal+2na2j) -
(-1+m) Sioh[(1+n) a] ((1+n) Sinh[ (1+n) 1] -nSinh[ (-1+n) al+2a2] +8inh[(-1+n) al-2na2]) +
(1+n) Sirh[ (-1+n) a] ((-1+n) Sinh[al-nal)] + nSirh{al+nal-2a2] + Sinh[al + nal-2na2))) )/

(2 (Gos[B] - Goehla]) (-1+1F - 1P (eh(2 (al-a2)] +Cbsh(2n (al-02)]))

y satisface a la ecuaci6n biarménica (4.2):
<< Calculus VectorAnalysis™

SetCoordinates[Bipolar[g, a, z, Ia]]
Bipolar(B, a, 2z, i a]
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Simplify[Biharmonic[ynt[a, 111
0
3. Campo de velocidades.
De la expresion anterior para la funcioén de corriente se obtienen los componentes va
y vb de la extension de Stokes mediante las igualdades (4.6):

que dan como resultado:

Va = ﬂinplifr[hnltnt[a; 81,811

-{(-Cos[nB] Sin[A] +n (Cos[#] - Cosh[a]) Sin[nA])

{{-1-n) Oosh[{-1+mn)a] (-(-1+n) Cosh[al-nal] + nCosh{al+ nal- 2a2) - Cosh{al+nal- 2na2])+
(-1+mnj Cosh[(1+n)a) ((1+n) Cosh[(1+n)al)]-nCoshjal-nal-2a2] - Cosh[al-nal+2na2]) -
(-1+n) Sinh{(1+n) a] ((1+n) Sinh{(1+n) al] -nSinh{(-1+n) als 2a2] + Sinh{(-1+n) al- 2na2]) +
(1+n) Sinh[(-1+m) a) ((-1+n) Sinh[al-nal] + nSinh(al+ nal- 2a2] + Sinh(al+nal- 2na2j))) /

(2 (Cos([B] - Coshla]) (-1+ - nzc.'oah|2 {al-a2)] +Cosh[2n (al-a2)]))

ve = Simplify({-hD[ynt[a, £], a]]

(Cos[np) (-(-1+n) (Oos(B) - Coshla])

({-1-n) (-(-1+n) Coshlal-nal] + nCosh(al+nal-2a2] - Cosh{al+nal-2na2]) Sinh((-1+njal+
(1+m) ((1+n) Cosh[({1+n)al] - nCosh[al-nal-2a2)] - Cosh{al-nal+ 2na2]) Sinh[(1+n) a] -
{1+n) Cosh[(1+n)a) ((1+n) Sinh[(1+n)al] - nSinh[ (-1+n) al+ 2a2)]+ Sinh[(-1+n) al- 2na2]} +
{1+ n) Cosh{{-1+n) a] {(-1+n) Sinh[al-nal] + nSinh{al+ nal- 2a2] « Sinh[al+ nal- 2na2])) -

Sinhla] ((-1-n) Cosh[(-1+n) a] (- (-1+n) Cosh[al- nal] +nCoshlal + nal- 2a2] -
Coshfal+nal- 2na2]) + (-1+n) Cosh{(1+n) a)
{(1+n) Cosh[(1+n) al] -nCoshlal-nal- 2a2] - Cosghlal-nal+ 2na2]) - (-1+n)
Sinh[(1+mn) a) ({1+mn) Sinh[(1+n) al] -n8inh[(-1+n)al+ 2a2] + Sinh[(-1+n) al- 2na2]) +
(1+m) Sinh[(-1+n) a] ((-1+n) Sinh{al-nal] - nSinh[al+ nal- 2a2] + Sinhfal+nal- 2na2])))) /
(2 (Cos[B] - Coshla]) (-1+n° - n®Cosh[2 (al-a2)] + Cosh{2n (al-a2}]))

4. Presion.
Con la extension de Stokes definida en 3 y mediante el mismo algoritmo sefialado
en el punto 5 del apéndice IV.3 se obtiene que la presion en este caso viene dada por:

~(u (0 (14 1) Sin[(-1+m) p] Sioh{(-1+ 1) (a-al)] -0 (-1 1) Sin[(1+n) g] Sinh((1+1n) (a-al)] -
Sin(ng) Sinh(na- al- nalj -nSin(ng] Sinh{na - al - nal} + n° Sin[na] Sinh[neg -al- nalj
n’Sin[ng) Sinh{na - al- nal] - Sin[ng) Sinh{na + al- nal] + nSin[ng) Sich{na +al- nalj
n?Sin(ng) Sinh[na + al- nal] - n° 8in[ngj Sinh[na + al-nalj -
Sin[ng) Sinh{al-n (a+al-2a2)] + n° Sin[ng] Sinh[al-n (a+al-2a2)] +
Sin[ng) Sinh{als n (a +al-2a2)] - n° Sin[ng] Sinhfal: N (a+al-2a2)] +
nsin(ng) Sinh{na+ al-nal-2a2] - n° Sin[np] Sinh{na+ al- nal-2a2] -
r?Sin[ (1+n) g) Sinh[a+ Na+al-nal- 2a2] s n°Sin[ (1. n) g] Sinh[a + Na+al-nal-2a2) +
n?Sin{(-1+n) 8] Sinhfa - Na +als Nal - 2a2] + 0° Sin[ (-1+ n) 8] Sinh{a - Na + als+ nal- 2a2] -
nSin[ng) Sirh(na-al-nal+2a2)] + n’ sin(ng) Sinh(na-al-nal+2a2] -
nsin{(l.n) g) Sinh{a + Na -al+ Nal - 2na2) « 0° Sin[(1+n) p] Sinh[a+ Na-als Nal - 2na2) -
nSin[(-1+n) 8] Sinh{a - Na - al-nal+2na2] - 1°Sin[ (-1+ n) ] Sinh{a-na-al -nals 2na2))) /

(a (-1+n’-n?Cosh[2 (al-a2)] - Cosh(2n (al-a2)]))
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APENDICE IV.5
ESFUERZO, DIVERGENCIA Y TORCA.

1. Tensor de esfuerzo.

Considerando la funcién de presion p y la extension de Stokes v correspondientes a
cada caso tangencial o transversal, se corri6 el siguiente programa para obtener a los 4
componente I1;; de II, de acuerdo a:
[, =2uD; - pd;

en donde Dy; vienen dados por la formula (4.27).

Calculo de Dy;:
£1 - Simplify(h[«, 8] D[v1l, a], TimeConstraint + 600] ;
£2 = simplify[hla, 812v2D[1/h[a, B], B] , TimeConstraint 600] ;
ell- Simplify[fl+ £2)

Célculo de Djs:
£l - Simplify[h[a, 8] D[V2, 8], TimeConstraint -+ 600) ;
£2 - Simplify[hla, 81*v1D[1/h(a, 8], a], TimeConstraint » 600] ;
€22 = Simplify[£fl.+ £2]

Cilculo de Dy3:
£l - Simplify[D[h[a, 8] V2, a] , TimeConstraint ., 600] ;
£2 - Simplify[D(h[a, 8] V1, 8], TimeConstraint -+ 600] ;
el2 - Simplify[(1/2) (£fl.£2)]
e2l= el2;

Calculo de IT;;:
ollla_, B_] = Simplify[2u ell - p, TimeConstraint-+ 600];
o22[a_, B_] = Simplify[2 . 22 - p, TimeConstraint+ 600] ;
ﬂuIﬂ_.r B_]= 2uel2;
o2l{a_, B_] = 012[a, B]:

Las férmulas finales de cada componente IT;; no se muestran aqui y consisten en
largas y complicadas expresiones que involucran a las funciones seno y coseno, a sus
correspondientes funciones hiperbélicas de a; y ¢ asi como también a n.

2. Teorema de la divergencia.
Se quiere verificar que en la regi6n anular D se satisface que:

HV T (v)dS = J'I'I(v) -ndl

en donde IT(v) es el tensor de esfuerzos asociado a la extensién de Stokes v y n es el vector
normal exterior.
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2.1 Utilizando los célculos para los ITj; del punto 6, se corrié el siguiente programa
para calcular la divergencia de IT de acuerdo a la expresién (4.28):

1l(a, ﬂ] o2l[a, B]
corchll=h D = - [ );
e ( hla, A) i el L
corch2l = h{a, .G] (c12[a, B) D[{lfh[a, Bl) . B] - 022[2;28] D[(1/h[a, B]) - al) i
12(a, B] 022[a, B]
corchl? = hla, 2{l:l ( ’ [ ; );
(e 81 1Pl \ 5 5 ! ot 2

corch22 = hla, £1? (621la, 8] DI(1/hla, B1), al - o1lla, 8] D[(1/hla, 1), B1) ;
hia_, B_] = (Cosh[a] - Cos[B]) / &;
Simplify[corchll+ corch2l, TimeConstraint - 1200]
0
Simplify[corchl2 . corch22, TimeConstraint - 1200]
0
En todos los casos tangenciales y transversales se obtuvo:

V-II(v)=0
Yy en consecuencia:
[[v-1i(v)ds =0 ..(a1)
D

2.2 Habiendo ya calculado los componentes IT;; del tensor de esfuerzos, como se
sefiala en el punto anterior, se prosigui6é mediante el siguiente algoritmo a calcular las
integrales que dan las fuerzas totales en cada frontera, de acuerdo a las férmulas (4.29).

fzaumit = Simplify[(cllea+ 012 e8), TimeConstraint » 1200]
fza= (1/h) fzamit;

fzail - Expand[TrigReduce[Together[fza[[1]]]1]]#

fzai2 - Expand[TrigReduce(fza[[2]]]];

integra(f +g , {a_, b }] := integra(f, (a, b}] + integra[g, {a, b}];
integralc_g . (a_, b_}] := c integra[g, (a, b}] /7 FreeQ[c, 8];
integra[ Sin[n . pB] / (Cos[g] - Cosh[a]), {a_, b }] := 0/; FreeQ[n, 8] ;
integra[ £ / (Cos[B] - Cosh[a]), {a_, b }] = 0;
integra[ Cos[n . 8] / (Cos[g] - Cosh[a]), {& , b }] := - 2x Exp[-na] Cschla] /; FreeQ[n, 8] ;
integra[c_/ (Cos[g] - Cosh[a])?, {a_, b_}] = 2x c(Csch[a])? Coth[a] /; FreeQ[c, 8] ;
integra[ Cos[n_. 8] / (Cos[8] - Cosh[a])?, (a_, b }] :-
2x Exp[-na] (Cschla])? (n+Cothla]) /7 FreeQ(n, 8];
integra[ p Sin[#)] / (Cos[8] - Cosh[a])?, (a_, b }] = 2x (Cschla] -1/ (1+ Cosh[al));
integra[ 8 / (Cos[8] - Cosh(a])?, (a_, b }] 3= 0;
integra[ 1 / (Cos[8] - Cosh[a]), {a_, b )] := - 2x Cschla];
integra[ Sin[n_.g] / (Cos[s] - Cosh[a))?, {a_, b_}] := 0/; FreeQ[n, 8] ;
integra[ s Cos[n_.p] / (Cos[g] - Cosh(a])?, (a_, b }] := 0/; FreeQ[n, 8] ;
integra[ Sin[n . ) Cos[8] / (Cos[8] - Cosh[a])?, {a_, b }] := 0/; FreeQ[n, 8];
integrafc , {a , b }] := c(b-a) /; FreeQ[c, 8];
Fl = Simplify[ ExpToTrig[integra[fzail, {-x, #}]1]]
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]
integra[fzai2, {-n, n}]
0

La funcién integra(f, {}] cuya definicion se muestra en el algoritmo, fue
desarrollada para integrar el tipo de funciones que especificamente que aparecen en la
expansion trigonométrica de los componentes fzail, fzai2 del vector de esfuerzo. De otra
forma, integrando con la funcién de paqueteria de Mathematica 4.0 los tiempos de calculo
y/o el espacio de memoria necesarios se vuelven prohibitivamente grandes.

Para todas las extensiones de Stokes calculadas en el apartado IV.6 se obtuvo que la
fuerza total en D es cero de la siguiente forma:

F= [11(7)-7idS = [T1(¥)-/idS+ [TI(¥)-7dS =0+0=0
ap al a?

Este resultado junto con (A.1) demuestran que en este caso se cumple el teorema de
la divergencia para el tensor de esfuerzo.

3. Torca Tangencial.

Sin[g] Sinh[a] -1+ Cos[g] Cosh[a]

'[cos[sl-coah[al’ Cos[g] - Cosh(a] }
1- Cos[g] Cosh[a] Sin[g] si.nh[a]}

" U coats1 - coshial * Coste) - Coshital
0= {Maamm ' 8 Sihad) - aCoth[al]};
[al) - Cos[pg] Cosh[al] - Cos[8]
eqgns =
{x0[[1]] = (Aea[[1]]+Bes[[1]]) /.a~ al,
r0[[2]] = (Aea[[2]]+Bes[[2]]) /.a= al}
coefs - Flatten[Simplify[Solve[eqns, {A, B}]])
{A- -aCsch(al], B-= 0}
h= (Cosh[a] - Cos[g]) /a;
Aqui expresiones para la presion y la extensién de Stokes
P
vl
v2
ell = Simplify(h (D[v1l, a] +hv2D[1/h, 8])]
el2 = Simplify[(1/2) (D(hv2, a] + D[hvl, 8])]
torca = TrigReduce[-(1/h) (Bp + 2u (Ael2 - Bell))] /. a=al

157



integra[f +g , {a_, b }] := integra[f, {a, b}] + integra[g, (a, b}];
integrajc_g , {a , b }] := c integra[g, {a; b}] /; FreeQ[c, B];
integra[ Sin[n .pB] / (Cos[B] - Cosh[al]), {a , b }] := 0/; FreeQ[n, 8] ;
integra[ 8 / (Cos[g] - Cosh[al]), {a , b }] := O;
integra[ Cos[n . 8] / (Cos[g] - Cosh[al]), {2 , b }] := - 2 Exp[-nal] Csch[al] /; FreeQ[n, 8] ;
integra[c_/ (Cos[8] - Cosh[a1])?, (a_, b }] := 2nc (Cschlal])? Coth[al] /; FreeQ[c, 8];
integra[ Cos[n_.g] / (Cos[g] - Cosh[al])?, {a_, b }] :=
2x Exp[-nal] (Cschlal])? (n+Cothlal]) /; FreeQ[n, 8);

integra[ g Sin[ 4] / (Cos(g] - Coshfal])?, {a_, b }] := 2x (Csch[al] -1/ (1+ Cosh[al]));
integra[ g / (Cos[#] - Cosh[al])?, {a_, b }] := 0;
integra[ 1 / (Cos[8] - Cosh[al]), {a , b }] := - 2~ Csch[al];
integra| Sin(n .pg) / (Cos[8] - Cosh[al])?, {a_, b }] := 0/; FreeQ[n, £] ;
integra[ g Cos[n_. 8] / (Cos[8] - Cosh([al])?, (a , b }] := 0/; FreeQ[n, 8] ;
integra| Sin[n_. 8] Cos[ 8] / (Cos(8] - Cosh[al])?, (a_, b }] := 0/; FreeQ[n, 8];
integrafc , {a , b }] := ¢ (b-a) /; FreeQ[c, 8];

integra[Map| Factor, Expand[TrigReduce[torcall, 101, {-x, n}]

Simplify[ ExpToTrig[% /. coefs]]
0

4. Torca Transversal.
e Sin[g] Sinh{a] -1+ Cos[p] Coshla]

Cos[g] - Cosh[a] Cos[8] - Cosh[a] }i
. {1- Cos[g] Cosh[a] Sin[g] Sinh[a]

Cos[g] - Cosh[a] ' Cos[p] - Cosh[a] b

" asin[p] . a Sinh[al) - acothlal]} ;
Cosh[al] - Cos[g] = OCosh[al] - Cos[A]
eqns =

(r0[[1])] = (Aea[[l])+Bes[[1]]) /.a=~ al,
r0[[2])] = (Aea[[2]]+Bes[[2]]) /-a~+ al}
coefs = Flatten[Simplify[Solve[eqns, {A, B}]]]
{A- -aCsch[al], B 0)
A=coefs[[1]]1[[2]]; B=coefa[[2]][[2]];
h= (Cosh[a] - Cos[B]) /a;
Aqui expresiones para la presién y la extension de Stokes
P
vl
v2
el1- Simplify[h (D[v1, a] +hv2D[1/h, £])]
el2 = Simplify[(1/2) (D[hv2, a] + D[hV1, £])]
torca= Simplify[-(1/h) (Bp + 2u (Ael2 - Bell))] /.a=+ al
gt L 0
an(-1+n°) u al] [ax] al-a
1-12+ 02 Cosh(2 (al-a2)] - mah{2n(il~a2)]] (e TntagNS; 41> a1
0

Simplify]|-
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APENDICE 1V.6

PROGRAMA DE COMPONENTES DEL CORCHETE DE LIE.

Como ejemplo del algoritmo de calculo de los componentes del corchete de Lie, el

que sigue corresponde al caso tangencial [v,(Cos), va(Cos)]. Los programas
correspondientes al resto de los casos difieren del presente en detalles minimos.

h= (Cosh[a] - Cos[B]) / a;
Fn[a] Cos[np]

h

Aplicando férmula (4.6) para calcular componentes de velocidad:

vin= FullSimplify(hD[y, £]1];

van = FullSimplify(-hD[¥, a]];

Definicion de el campo y su conjugado en modo n:
vn= vins+ Iv2n;

vne = vin- Iv2n;

Definicion de el campo y su conjugado en modo m:

vm=vn/. {a- m, Ffa)] -> Fm[a], Fn'[a] -> F [a]};
vinc= vonc /. {n+ m, F[a] -> Fm[a] . 0[] -> P [a]};

Mapeo Conforme:

z=IaCoth[z/2];

Obtencion de los distintos términos de la formula (4.30):
dez = Simplify[1/ (D[z, £])];

dgeze=dez /.0 &5

Cz=a+IB;E=a-1I8;

1 z

avne = —2-D[vn. al - ED[m.sl:
I

dvnze - %D[vn, al + 7 D[vn, g];
1 I

dvmg = Elz[wn, u]-ED[vm,ﬂ];

dvmgc = % D[vm, a] + ; D[vm, B];
Calculo de formula (4.30):

lie = dvrg dez v+ dvngc dgcze vine - dvig dgz vo - dvingc dgcze voc;

ComplexExpand(%] ;

cexlie=%;

Componentes real e imaginario:

vl = Drop[cexlie, {39}];

v2 = Expand[cexlie[[39]] /I];

Verificacion:

Simplify[lie- (v1+IV2)]

0

Extraccion del primer componente del corchete de Lie:

TrigReduce([vl] ;

liel - Map[Factor, Collect[%, Sin[ ]] /. a=+ al, 10]

Extraccion del segundor componente del corchete de Lie:

tr = TrigReduce([v2];

lie2 = Map[Factor, Collect|[Numerator[tr], Cos[_]] /. a~ al, 10] / Dencminator(tr]
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APENDICE IV.7.
SERIES DE FOURIER DEL CORCHETE DE LIE.

Lo que se quiere es expresar a cada componente como serie de Fourier:

L =%°-+ia"Cos(nﬁ)+bﬂSen(nﬁ) 1 L =%°+ ic,Cos(nﬁ)-!-d"Sen(nﬂ)

n=l n=]
Se sabe que [34]:
1 1 B e
—= = Csch 2 2 i
2~ Cosh(a@)—Cos (F) ch(a)+ Csch(a)JZd:e Cos(jp)
por lo que:
1 1 o
-—= =—Csch(a)—2Csch X i
ah  Cos(p)— Cosh(a) ahlg)=~2Cse (a),-z,,“e Cos (jP)
Como:
D[1/-(ah), a]
Sinh[a]
(Cos([B] - Cosh[a])?
entonces:
i[ 1 J_ Senh (a)
aa Cos(ﬂ)—Cosh(a) (Cos(ﬁ)_Cosh(a))z
= %(—Csc}z (cr))—%[jz: 2Csch(a) e Cos (jﬁ))
= 8(2Csch o
=—Coth(a)Csck(a)—[z ( shlaje )Cos(jﬁ)J
= o
Como:
FullSinplify[D[2 Csch[a] Exp[-Ra], a]]
-2e™ (n+Coth(a]) Cschla]
entonces:
=, 8(2Csch(a)e™) -

Z e Cos(jpB) =Y. -2e"*Csch(a)(j+ Coth())Cos(jB)

=-2Csch(a) Z e (j+Coth (a))Cos (JA)

Por lo tanto:
Senh (a)

(Cos(B) - Cosh ((:r))2
=—Coth(a) Csch(a)+2Csch(cx) Ze“"’ (j+Coth (a))Cos(jB)

J=1

=-Coth(a) Csch(a) —[HZCsck (@) ie""’ (j + Coth (a))Cos (J‘ﬁ)]
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En consecuencia:

1 _ ~Coth(a)Csch(o:) 2Csch(a) & s . oo i
(Cos(B) - Cosh(a))’ Senh(a) | Senh(a) ; (J+ Coth(a))Cos (i)

=—Coth(a)Csch(a)’ +2Csch(a)’ Y e (j + Coth(a))Cos (jB)
J=1
Caso [vm(Cos), va(Cos)]. Las expresiones correspondientes de la tabla IV.1 son ahora:

L= [—Corh (a)Csch (@)’ +2Csch (cx:)l ge'” (j+Coth (a))Cos( jﬁ)}(*;i:’b,suen [£8]+ :g:b ', Sen [kﬂ])

L= [-Cotk (a)Csch(a)’ +2Csch(a)’ ge"" (n+ Coth(a))Cos jﬂ))[:g:q(:‘m[kﬂ] B .:z;:,c ', Cos [kﬁ])

Para £;:

L= :;Z::(—Cofh (a)Csch(a)’ +2Csch(a)’ gew (jj+ Coth(a))Cos ( jﬁ)] b,Sen[kf]

+ “fl {—Co:h (a;)Csc}:(cx)2 +2Csch(a)’ :Zle"}“ (f + Coth (a))Cos (B )Jb s Sen[ k]

4=

.,; [-Com () Csch(a)’ b Sen] k] + 2Coch ) b&ie"“ (s +Coth (“))Cos(fﬂ)Sen[kﬁ]J
:g (—Carh(a) Csch(a)’ b Sen[kB)+2Csch(a)’ b’ ze % (j+ Coth (a))Co.s‘(;ﬁ)Sen[kﬁ]]

Como:
lkp[!‘acfm‘, TrigReduce[Cos[ng] Sin[kg]], 10]
= (Sin[ (k-n) g] + Sin[ (k+n) g])

entonces:

jie"'“ (j + Coth(a))Cos (jB) Sen[kB)

=Y ”(;+Coth(a)][ (Sen(k J)B)+ Sen((k + /) ))]

L.

Ms

(;+Carh(a )Sen( k- j)B)+e (j+Coth(a))Sen((k+ j) B)

]

e (j+Coth(a))Sen((k- j) B)+ Z % (Jj + Coth( a})Sen((k+;)p)]

= M=

A3

| e 18
-Ms -

i=

Por lo tanto:
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L=
o [-Cod:( @) Csch(e)’ bySen[kf] }

+2Csch [Ze (_,H-Cofh ))Sen(k J) )+§e’(1+Cofh(a))Seu((k+j)ﬂ)

- {-Co:h( a)Csch(a)’ b', Sen[kf] }

+2Csch(a)' b’ —[Ze “(j + Coth(a)) Sen((k~ j ﬂ)-l-ie“"‘(j+Carh(a))Sen((k+j)ﬂ)}

L, =—Coth(a)Csch(a Z bySen[k ]+ Csch(a)’ Z Ze (J + Coth(a))b,Sen((k - ;) B)+

——————————

+Csch(a)’ h.-.z_.,-s;e (j + Coth(a))b,Sen((k + j) B)

—~Coth(a) Csch(a)’ mf b', Sen[kp]+ Csch(a)’ ): Ze 7 (J + Coth (ex)) by Sen((k - /) B) +

nnnnn

+Csch(a)’ Z Ze”(;+Ccth(a))b Sen((k +j) B)

£, = -Coth(e) Csch(a)’ Z b*Sen[kﬁ]

m-n+3

+Csch(a [ Z Ze"’(}-fCoth(cx )biSen((k - j) ,8)+ x Ze (j +Coth(a) )blSen((k+j]ﬁ)]

~Coth(a)Csch(a)’ Z b, Sen[kp]

nnnnn

+Csck(a)[ Z Ze (_,'+Corh(a))b Sen(k j)ﬂ)"" z Ze’ (+ Coth( ))b'tSen((k+j)ﬂ)]

nnnnnnnn

Desa.rrollando el primer paréntesis resulta que se puede poner como:

++++++++

Z Zef (J+ Coth(cx)) b Sen((k - /) B) + Z Ze % (j +Coth(a))bySen((k + j) B)

o p Aol k=m-n-3
i qﬁ)[ Z b, [ - Abs|(g- mal(Abs[ (g-k)1+ Coth(al))-e ~Abs[(g+k)la1 (4bsl(q +k)]+Co:};(aI))]]
“' +b_ Cafh(al) b,Coth(al)

= ZBqSen(q B)

Ig:;lmente se tiene que el segundo paréntesm oy l.gual a:

m4nsd

nnnnnnnnn

{*.gz b, [e Absl{g-k) a1 [Abs[(q-—k)]+Cath(a1))—e Abs{(g+k)lal (,{bs[(q +k)1+ Coth (al)]}}
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Con los resultados anteriores se tiene que:
m-n+d

L, =-Coth(a)Csch(a)’ Y. bSen[kp]
k=m-n-3

+Csch(a)z[l:i::ge“" (j+ Coth(a))b,Sen((k - j) B) + ~Z Ze (j + Coth () bySen((k + j)ﬁ)]
-Colh(a)C.w:h(a)2 .id b', Sen[kpB]
+Csch(a)’ (; Ze () +Coth(a))b', Sen((k - j ﬁ)+‘§—’;e’“(;+Cotk(a) )b Sen((k+})ﬁ)]

=~Coth(a)Csch(a g b,Sen[k ]+ Csch(a)’ ZB Sen(q8)

~Corh(a)Csch(a) Z b', Sen[kB]+ Csch a) ZB Sen(gp8)

nnnnn

=====

Para £;:

g u-zaf’ [_Cofh (:::)C'Sf:h(a)2 + 2Csch(a)‘ ie‘iﬂ (j + Corh(a))C‘os(jﬁ)Jc,Cos[kﬂ]

k=m-n-3

------

—Cotk(a)Csch(a) ¢,Cos[kpB]+2Csch(a)’ ckZe (v +Coth(a))Cos(jﬂ)Cos[kﬂ])

-:i: Coth(a)Csch(a} c' Cos[kﬂ]+2Csch(a) c *Ze (j+Coth(a)kos(jﬂ)€os[kﬁ])
Como
Map[ Factor, TrigReduce[Cos[]B] Cos(kB]], 10]
> (ol (3-K) B + Cos[ (3 +1) B1)
entonces:
Ze‘j" (j + Coth (a)x‘o.s' (/B)Cos[kp]
_gel“(;+Coth(a))|: (Cos((j - k) B)+ Cos ((k+ j) ﬁ))]
=%i (;+Corh )Cos((; k)ﬁ)+e (_;+Corh )Cox(k+; )
=% 2‘2'-"" (j+ Corh(a))Cos((j—k)ﬁ)+Ze‘j“ (j+Coth(a))Cos((k+j)ﬂ]]
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Por lo tanto:

L=
e | ~COth (@) Csch (@)’ c,Cos[kp]

—,_§-3[+2Csck [Ze (}+Corh(a))CoS((f~l')ﬁ]+§ = (j + Coth a)) Cos (k + J)ﬁ)]
s | ~Coth (@) Csch(a)’ e, Cos[kp]

*....,[+2Csch (a)c! _1:221"(1+C0ﬂl a))Cos((j—k) B) + Ze*"(;»fc‘xh a)) Cos (( k+J)ﬂ ]

£, = —Coth() Csch(a)’ Z ckCos[kﬂ]+Csch (a)’ Z Ze % (j + Coth(a))c,Cos ((j - k) B) +

+Csch(a) z Ze (_;+Corh(a))ciCos((k+j)ﬂ)

----- 3 j=1

~Coth(a) Csch(a)’ Z r:'Jt Cos[kp]+ Csch(a)’ "iz Z'::e"" (j +Coth(a))c', Cos((j-k) B)+

+Csch(a)’ Z Ze % (j + Coth(a))c', Cos((k+ j) B)

_____ 3 j=1

£, =—Coth(a)Csch(a)’ Z c,,Cos[kﬁ]

+Csch(a)’ [ i Ze s (j + Coth(a))c,Cos ((j - k) B) + .i! ie"“(j+Carh(a))c,Cos((k+j)ﬁ]]

----- k=m-n-3 jul

—Corh(a)Csch(a) .-2 ¢', Cos[kp]

+Csch(a)’ [ i Ze“"(;-ﬁ-Co;ﬁ(a))c,‘Cos(J -k) ﬂ)+ Z Ze"'[;+Coﬂ1(a])c Cos((k +j) ﬁ])

k=m+n-3 j=1 =m+n-3

Desarrollando el primer paréntesis resulta que se puede poner como:

kv-'—l!JJl

= Z cye ! (Abs(k] + Coth(al)) +

lxﬂ

)[ 'ZN I3 [e““"(*“""’ (Abs[(g — k)] + Coth(al)) + e ( Abs[(q + k)] + Coth (al))]]

Igualmente se tiene que el segundo paréntesis es igual a:
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m4nsd

h..z.".q ge'ﬂ- (j + Coth(a))c', Cos((j - k) B) + :;: i} e (j+Coth(a))c', Cos((k + j) B) =

= mz...‘ c'y e (4bs[k] + Coth(al)) +

k=m+n-3

+E Cos (qﬁ)[:g:f"‘ [0 (bsi(q ~ k)1 + Coth (at)) + €10"! (Abs{(q + k)] + Coth (al))]]
- (Corh (al))

r‘! =
=—2+3'T", Cos(qp)
2 -
Con los resultados anteriores se tiene que:

£, = ~Coth(a) Csch(a)’ .i! c;Cos[kf]

+Csch(a)’[ S S (j+ Coth(@)eCos (j-K)B)+ 3. Se* (j+Coth(a))e,Cos ((kw‘)ﬁ)]

kem-n-3 j=l k=m-n-3 j=1

~Coth(a) Csch(a)’ 2 c', Cos[kp]

k=m+n-

+Csch(a)[ Z Ee’“(;+Co£k(a))c Cos((_; k ﬁ)+ Z Ze""(;+Col‘h(a))c C'os( k+])ﬁ)]

k=m+n-3 j=1 k=m+n-3 j=1

=—Co!h(a)Csck(a)2 '-z”is c,Cos[kB]+ Csch(a) [—-+ZF Cos(qﬁ)]

=m-n-3

~Coth(a)Csch(a)’ Z ¢'y Cos[kB]+Csch(a) [—+Zl" Co.r(qﬂ)]

k=man-

£2=Csch(a)2|:—Cofh(a)( 3 c‘Cas[kﬂ]+ e Cos[kﬂ]) +Z(r +T",) Cos( qﬁ)]

_——n k=m4n-3

Caso [vm(Cos), va(Cos)]. Esta caso es igual al 1. anterior si aqui se aplican las
transformaciones:

L6 A (a,>c)A(ay—>cy); L4 A (d>b)A (dy b))

en donde los superindices sefialan el caso correspondiente. Por lo que el resultado es ahora:

=Geh(a) [fah(a)[‘_ra*aw[kﬂ] 3 anaulil]s S22 5y, 12, an(or |
L, = Csch(a)’ [—Coth(a)[ Z d,Sen[kp]+ Z d' sen[kﬂ]) §(A,+A;)Sen(qﬁ)]

k=m-n-3 k=m+n-3

Estos son los tinicos casos independientes, por lo que el resto se obtienen haciendo
los cambios de nombre correspondientes.
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APENDICE 1V.8
TERMINO DE DESPLAZAMIENTO EN LA DIRECCION i
El término de traslacién rigida en la direccion i es miiltiplo de Senh[a]. Por lo tanto,

interesa aqui determinar al coeficiente Cy de la solucion de Jeffery (4.4).
El sistema correspondiente para Cj es:

(B, cosha, + Dsenhe, ), + A,cosha, + C,senha, = a?“
(B, cosha, + Dysenha, ) a, + A,cosha, + Cysenha, =0
Bycoshe, + Dysenha, +(D, cosh @, + Bsenha, ), + 4,senha, + Cocosha, = %

Bycosha, + Dysenha, + (D, cosh @, + Bysenha, ) a, + A senha, + C,cosha, =0

en donde:
a, 1
?" = E(Cosh(al]aou -a))
& _ & M aESinh(a,)
2 2 2a
con:

a3 =0

a’ = —{aC‘.s‘ch (@,)b, +aCsch(a,)| —be™" +2Senh (rz:)ibje‘f“’D
=)

y tiene como solucién:

a (@ (20 -a1) + 26, (@ ~ 1)) Cash{ o) ~dyeqCash( 4 ~2) +( 6%+, (205 (4 ~a3)) 1) Serh{ ) (&, ~e,% ) Sem (o —20z)
2+4( -0y’ ~20sh(2(; ~z))
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APENDICE 1V.9
PROGRAMA DE CURVATURA (Caso Tangencial)

Lectura de las expresiones de los componentes del corchete de Lie en la forma dada en la Tabla IV.1
srtmpl = OpenRead["fltgsc"];

¢1=Read[srtmp1];

Close[srtmpl] ;

srtmp2 = OpenRead["f2tgsc"];

¢2=Read[srtmp2];

Close(srtmp2] ;

Extraccion de los coeficientes Ay, Ay, Dy, D'y correspondientes a las sumas finitas de las expresiones del
bloque anterior.

m: 7:
For[k= 1, ks long, ke+, ind=m2-n2- 4+ k;
1
flx(s ] = Coefficient|Coefficient[¢1, Sin[(ind) g] ], il:
- [ (Goste1 - Coshlan)? )
Fbr[k: 1, ks long, ke+, ind-m2+ n2- 4+ k;

;
1x[6 ] = Coefficient|[Coefficient[¢l, Sin[ (ind) 8] 1, HH
el [ : (D 1)~ Goaten - Gostony? | )

For(k=1, ks long, k++, ind-=-m2-n2- 4+ k;

£2x[6_) = ¢2[[1]] $2[[2)] Coefficient(¢2[[4]], Cos[(ind) ] ]:);
For[k= 1, ks long, k++, ind=m2+n2- 4+ k;

92x[6_) =¢2[[1)] ¢2[[2]] Coefficient(¢2[[4]], Cos[(ind) B] 1:);
Remove[¢1, ¢2] ;

Pardmetros de suma infinita, limites de m y n y niimero de estaciones.
mmterm = 10; limsupm = 100; limsupn= 12+ 25; estini = 1; estfin = 10;

Formulas de los coeficientes An,..,Dn de la ecuacion (4.5) del caso tangencial modos m y n.
solnl =
{An1~ - ((1-nl) Sinh((1+nl) all] - nl18inh{all- nlall- 2421] - Sich{all- nlalls 2nla2l1]) /
(2 (-1+ n1?- n1* Cosh([2 (a1l- a21)] + Cosh(2nl (all-a21)])),
Bol- ((-1-mnl) Sinh{all-nlall] - n1Sinh{all+ nlall-2a21] + Sioh[all+ nlall- 2nla21]) /
(2 (-1+ n2*- n1? Cosh(2 (a11- a21)] + Cosh{2nl (all-a21)])),
Cnl- - ((-1+nl) Cosh[(1+nl) all] - nlCosh{all-nlall- 2a21] + Coshfall- nlall+ 2nla2l]) /
(2 (-1+ n1*- n1* Qosh{2 (a11- a21)] + Cosh(2nl (all-a21)])),
Dnl-+ ((-1-nl) Cosh[all-nlall] + nlCosh[all+nlall-2a21] + Cosh[all+nlall- 2nla2l]) /
(2(-1+n1*- n1® Cosh(2 («11- a21)] + Cosh[2nl (all-a21)]))};
(A - (1-mil) Sinh[ (1+ ml) all) - ml Sich{all - mlall- 2a21] - Sinh(all- mlall, 2mla2l)
2 (-1+ ml? - m1? Cosh(2 (all-a21)] + Cosh[2ml (all-a21)])
pm . (-1~ @) Sinhall- mlall] - ml Sinh{all s mlall- 2a21) + Sinhlall, mlall- 2ula2l]
2 (-1+ml? - m2Cosh(2 (all- a21)] + Cosh[2ml (all- a21)]) '
Quil- - ((-1+ ml) Cosh[(1+ ml) all] - ml Cosh[all- mlall- 2a21] + Cosh[all- mlall+ 2mla2l]) /
(2 (-1+ m1* - m1* Cosh{2 (al1- a21)] + Cosh[2ml (a11-a21)])),
) (-1-ml) Cosh(all- mlall] + mlCosh[all+mlall- 2a2l] + Cosh(all+ mlall- 2mla2l] }
2(-1+ml? - m1?Cosh(2 (all- a21)] + Cosh[2ml (all- a21)])
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Ciclo de iteracion sobre las estaciones y cdlculo de los parametros a; y a,.

Fcn:{il= estini, i1 s estfin, i1++, Print["est = ", il]; matras= {};
Iffil= 10, frdc= 98/100, frdc=11/10];
sl= N[Solve[{aAbs[Coth[y1] - Coth[¥2]] = frdcaCsch(y2], Csch[y2] Sinh(y1] = 100}, {v1, ¥2}1];
¥2= Raticnalize[Abs(s1[(1]][[11]((2]1], 10"%); y1= Raticnalize[Abs(s1{[1]1][[2]]1[[2]11],10""];

Ciclo de iteracién sobre los modos m y n.
For[i2= 2, i2 s limsupm, i2++, tras = {}; For[i3= i2+ 1, i3 s limsupn, i3++,

Asignacion de valores a los coeficientes de la ec. (4.5)
An= soln[[1]][[2]]: Bn=soln[[2]][[2]]; Cn= soln[[3]][[2]]; Dn=soln[[4]][[2]];

Am= solm[[1]][[2]]; Bm = solm[[2]] [[2]]; Gn= solm[[3]] [[2]]+
D= solm[[4]][[2]];

Asignacion de valores a las funciones de la ec. (4.5)
Fnl[a ] = AnCosh[ (n+ 1) a] + BnCosh[(n-1) a] + ChSinh[(n+ 1) a] + DnSinh[(n- 1) a] ;

Fmn[a_] = AmCosh[ (m+ 1) a] + BnCosh[(m-1) a] + CmSinh[(m+ 1) a] + DnSinh{(m- 1) a];

Asignacion de valores a las funciones hiperbdlicas utilizando racionales para trabajar en precision infinita.
a=1;al=vl; a2= ¥2;a = al; m= i2; n= i3; ctghal - Raticnalize[Coth[al], 10°%];

cschal - Rationalize[Cschlal], 10°]; sinhal - Rationalize[Sinh[al], 10°%];
coshal = Rationalize[Cosh[al], 10""] ; sinh2al= Raticnalize[Sinh[2al], 10“’];
cosh2al = Rationalize[Cosh[2al], 10"°]; sinh2a2 - Raticnalize[Sinh[2a2], 10°°];
cosh2a2 - Raticnalize[Cosh[242], 10°%];

Calculo de valores de los coeficientes de las sumas finitas de las expresiones de los componentes del corchete
de Lie.
Fot[k.- 1, ks long, k++, ind=m-n-4+k; bl[ind) = R!.timl].‘l.xe[fk[c] ' 10_5] ;] H

For[k= 1, ks long, k++, ind=m+n- 4+ k; b2[ind) - Rationalize[gx(a], 10°%;];
For[k=1, ks long, k++, ind=m-n-4+k; cl[ind] = Raticnaliae[ﬂu[n] P 10'8] ;] H
For[k= 1, ks long, ks, ind=m+n- 4+k; c2[ind] = Rationalize[g3x[a], 10°%;];

Cdlculo de valores de los coeficientes de las series in finitas de las expresiones de los componentes del
corchete de Lie.
Bq de acuerdo a formula (4.36)
For[g= 1, qs mmterm, g++, If[-g<m-n-3|| -g>m-n+3, bl[-q = 0);

If[g<m-n-3|| g>m-n+3, bl[q] = 0];

Bg(q) =

Sum[bl(k) (Raticmalize[-e **(@¥1<  10-6] (Abs[(q+ k)] + ctohal) +
Rationalize[e ™®((¥M1=1, 108 ] (abs[(q-k)] + ctghal)), (k, m-n-3, m-n+3)] +

ctghal bl[-q] - ctghalbl(q]];

B'q de acuerdo a formula (4.37)
For[g= 1, < muterm, q++, If[g<m+n-3|| g>m+n+ 3, b2[q = 0] ;

Boplq) =
Sum[b2(k)] (Raticnalize[-e ™*!(@N1el 108 (ahg((q. k)] + ctghal) +

Rationalize[e ™®(@R1el, 10%] (aba((q-X)] + ctghal)), (k, m+n-3, m+n+ 3)] - ctghalb2[ql];

170



Serie de Fourier truncada para el componente L1 del corchete de lie de acuerdo a formula (4.35).
lie2 -

Expand |
escha1?
(-ctghal (Sum(bl(k] Sin(kg], (k, m-n-3, m-n-: 3}] + Sum[b2(k] Sinfks), (k, m+n-3, m+n+3}]) +
Sum([ (Bqlq] + Bap(ql) Sin[qgA], (g, 1, mmterm}])];

I'q y I de acuerdo a formulas (4.39) y (4.40).
For(q= 1, s muterm, q++, If[-g<m-n-3|| -g> m-n+ 3, cl[-q] = 0];
Iffg<m-n-3||g>m-n+3,cl(g=0];
rqlg =
Sum
cl[k] (Raticnalize[e ™ol @RI<l 10°8] (Abg[(qgek)] + ctghal) +
Rationalize[e ™= @R, 10°8] (Abs[(g-k)] + ctghal)), (k, m-n-3, m-ns 3)] -
ctghalcl[-q] - ctghalcl(q]] ; I£(Head[c1[0]] === c1, c1[0] = 0] ;
rq(0) = Sum[cl[k] (Raticnalize[e ™™=, 10°%] (Abs(k] + ctghal)), (k, m-n-3, m-n+3)] - ctghalcl(0);

I'qy I''yde acuerdo a formulas (4.41) y (4.42).
For[g=- 1, gs muterm, g++, If[g<m+n-3 || g>me+ns+ 3, c2[q) = 0]

rgpiql =
Sum|
c2[k] (Rationalize[e ™=/ @R1l 10%] (Abs[(q+K)] + ctohal) +
Rationalize[e ™*!(@R1el, 10°%] (Abg[(q-k)] + ctghal)), (k, m+n-3, men+ 3}] - ctghalc2(ql];
rqp(0] = Sun[c2(k] (Rationalize[e ™®¥°! 10®] (abs(k] + ctghal)), (k, m+n-3, m+n+3}];

Serie de Fourier truncada para el componente L2 del corchete de lie de acuerdo a férmula (4.38).
liel=

Expand|
escha1?
[-ct.ghul {Sum[clik] Cos(kg], {k, m-n-3, m-n+3}] + Sum[c2(k] Coa[ks], (k. m+n-3, m+n+3}]) +

rqg(0] + rgp[0]

3 + Sum( (rq(q) + rqp(ql) Cos(qel, (g, 1, muterm)])];

Extraccion de coeficientes ay de la serie de Fourier de L2 y serie para formulas (4.21).
sub=0;a;=0;a;=0;

If[Length[liel] = 0, ao = liel;,
If[Bead[liel] === Times, ag = 0; k= Coefficient[1liel[[2]][[1]], 8] ax= Liel[[1]];
If[k> 1, sumb- swib+ ay Raticnalize[Exp[-kal], 10°°]];,
If[Bead[liel[[1]]] === Times, a; = 0; inicio= 1;, ap = liel[[1]]; inicio= 2;];
For[j= inicio, j s Length[liel], j++, k= Coefficient[liel((3]]1([2]] (111, B)/
ax=1iel((3]1[[1)]; I£[k> 1, sumb=- sumb+ ay Raticnalize|[Exp[-kal], 10°°]];]:]:]:

Extraccion de coeficientes d, para formula (4.19).
If[Length[lie2] > 0, If[Head[lie2] === Times, wmo = Coefficient[lie2[([2]]1([[1]]. B];

Iffuno= 1, & = 1ie2[[1]], & = 0] ;, uno = Coefficient[1ie2[[1]]([2])[[1]1], B1]1;
If(uno= 1, & = Coefficient[lie2[[1]], Sin[g]], &1 =0];,d; = 0];
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Calculo de coeficientes b°;, b°; de acuerdo con formulas (4.21).
b01 = acschal a Raticnalize| Exp(- al], 107°] + acschalay +

acschal (a Rationalize[Exp(-2al], 10']5] + 2 cschal sumb) ;
wz:

% (acschal ag Raticmalize[Exp[-2al], 107°] + acschala; +
acschal (a; Rationalize[ Exp[-3al], 10%°] + a; Raticnalize[Exp(-4al], 107°] «

a1 Rationalize[ Exp|[- al], 107""] + 2 cosh2al surkb)) ;

Cilculo de coeficientes by, f; de acuerdo con férmulas (4.19) y (4.20).
1 b02 sinhal
blp= coshal - -2—a- i¢l=-G +

H

Cilculo de coeficiente de holonomia B ) de acuerdo con formula (4.18).
Bpl-

- (2 blp cosh2al cosh2a2 - 2a2 ¢1 cosh2al cosh2a2 - 2 blp cosh2a2’ + 2a1¢1cosh2a2’
4 blp a2 cosh2a2 sinh2al - ¢1 cosh2a2 sinh2al - 4 blp o2 cosh2al sinh2a2 . 31 cosh2al sinh2a2 -
2 blp sinh2al sinh2a2, 242 ¢1 sinh2al sinh2a2 , 2 blp sinh2a2’ - 241¢1 sinh2a2’) /

(2 (cosh2al’ - 2 cosh2al cosh2a2. cosh2a2’ + 2al cosh2a2 sinh2al - 2 a2 cosh2a2 sinh2al -
sinh2a1’ - 241 cosh2al sinh2a2. 242 cosh2al sinh2a2 . 2 sinh2al sinh2a2 - sinh2a2’) ) ;

Reinicializaciones y cierre de ciclos de iteracion.

tras- Join[tras, {N[Bpl]}];jm=.;D=.;@=.ja=.jal=.ja2=.;A0=.; Am=.; Bn=.; Bm=.;
Ma=.;ON=.;DN=.;DN=.; Ffa ] =.; FM[a_] =. j ClearAl]l[bl]; ClearAll[b2);
ClearAll[cl) ; ClearAll[c2] ; ClearAll[rq] ; ClearAll[rgp] ; ClearAll(sq] ; ClearAll[sqgp] ;
liel-. ; lie2-. ; b01=. ; b02-. ; blp=. ¢1l=. ; Bpl=. ;] ; matras . Append[matras, tras];

Print(" m = ", 12];)iyl=.7 y2=.; stream[il] = OperiWrite[teamp[il]); Write[stream[il] , matras];
Close[stream[il]];];
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APENDICE 1V.10
EFICIENCIAS CASO BIDIMENSIONAL NO ACOTADO

En este apéndice se presenta la solucién al problema de micronatacién que consiste
en encontrar la eficiencia de un cIrculo que se traslada en un fluido no acotado utilizando
estrategias de natacion tanto tangenciales como transversales.

Para determinar las extensiones de Stokes correspondientes se utiliza la solucién
dada por A. Shapere y F. Wilczek (en adelante citado como S&W) en [33]. Para calcular el
vector de esfuerzo se utilizan los resultados de [68].

La solucién de la ecuacion general de curvatura (ver I1.8, ec. 2.10b):

F, = [ A(L)s

en donde:
L= [v:,v:]

es el corchete de Lie de las partes horizontales de los modos de oscilacion vy, vy y €l
operador 4 es la 1-forma de la conexion de Stokes, se encontré calculando el factor
constante de la expansion en serie de Fourier de L. La justificacién de este método radica
en que dicho termino constante es el mismo tanto en la expansion en serie como en la

extension de Stokes L correspondiente a L. De acuerdo a la teoria de micronatacion

bidimensional, el coeficiente constante de £ es igual a la cantidad de traslacion del nadador
[33, 68].

Deformaciones Tangenciales en el Nadador Circular No Acotado.-
Una base conveniente para expresar estas deformaciones es:

Cos(n)| .
Sen(nf )} %
en donde:
&, =ie”
es el vector unitario tangencial y n>0.
Caso Sen(n 0):

Condiciones de Frontera.-
Aqui se tiene que:

ie” Sen (n@) = i(Cos (0)+ iSen (6)) Sen (n) = iCos (6) Sen(n0) — Sen () Sen (n6)

Como:
IExp[Ie] Sin[ne]
i e'®gin(ne]
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CamplexExpand [ %]
i Cos[e) Sin(ne] - Sin[e] Sin[ne)
TrigReduce[%]
1
= (-Cos[e -ne] + Cos[e@ +ne] - i Sin[e -ne] + i Sin[e +ne])

TrigToExp([%]

i 1
18-ine 18+1no
e +—e

Map( Factor, %, 10)
Licime 1 ime

1
2 2

entonces, la condicién de frontera para el campo de velocidades v sobre €l circulo unitario,
es:

v(s)= —~12-e‘(“""’ +% P (1)

con s = ¢“ . Es decir que, de la expresion general en serie de Fourier para la condicién de
frontera:

V(s)= i Vs

k=
solo sobreviven dos términos, los correspondientes a:
ktl=l-n=k=-n y ktl=nt+tl=k=n

por lo tanto:

Extensién de Stokes.-
De acuerdo con S&W, la solucién general completa del problema de Stokes en
términos de la expresién de Goursat:

7(5)=0.(5) =50 (5)+ 1 )

es:
a,=v, (k<0)
b, =¥, )
b =v,,+ (k +3)"’hz (k < -2)
siendo:
? (s) il Z a s ; @, (s)= Z bys*
k==1 k=-2
los potenciales de Goursat.

Supéngase que n+0, entonces:
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0 sik#-n

a, =
ESLL sik=-n
2
por lo tanto:
o(5)=-52"" n>0
2
si k<-2 entonces v_j2 = V;,V2,V3,..,Vp,.. ¥ asi:
0 si—k-2+#n
Ve =91
- 5 Si—k-2=n=k=-n-2
y:
0 sik+2#-n
Viez =

sik+2=-n=k=-n-2

En consecuencia, de acuerdo con (2):

0 sik#-n-2 (n>0)
b=4 1 1% 1 1Y n .
E+(—n+1][—E)=E+(n—l][5)=5 sik=-n-2 (n>0)
y entonces:
9, (2)=b 7" = %z"‘" sin>0

Por lo tanto, el campo de velocidades es:

¥(2.2)=0¢,(2)-20" (2) +0,(2)

= —*lz:_" +l(1 - n)zf_" +ll'17—"_l
2 2 2

y se comprueba que el campo de velocidades obtenido satisface la condicién de frontera:

FullSimplify[PowerExpand[Expand[v /. {w- Exp[-I6], z»Exp[Ie]}]]]
ie'®gin[ne]

Puesto que tanto ¢; como ¢, no tienen singularidades en el infinito yb_;= 0 entonces
la fuerza y torca totales en la frontera del nadador son ambas cero, por lo que la extension
de Stokes obtenida es ya horizontal [68].
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Corchete de Lie.-
La expresion general es:

2

[7,,9,]=—==¥ +%v_- Ty

3

H)
!ﬂil

m "

®|
?|
8

Para dos modos O0<m<n.

V ===z +l(1 -m)zz " +—mz ™"
2 2 2

V= ——lz"" +l(1 -n)zz™" +ln?_
2 2 2

Aplicando la formula correspondiente y realizando algunas simplificaciones
algebraicas automaticamente se llega a que la restriccion del corchete de Lie a la frontera S,

[.., ﬁn]ls, es:

__1_ P (-1lsm-11) em+ i el {1+m-n) fm+ l P [ 1115 1] € m- i el (1l+men) fm-
4 4 4 4
%‘_ e‘i (-Ln'b-msn+ i ei (l+m-n) & n- led {-1+rn.n}an+ E_ ei (1+men1) en
Hay un término constante sii:
m-n=-1
y proviene de:
1 et (l+m-n) e m+ _]; et {l+m-n) @ n
4
y es:
m n m+n
—_—t—_=
4 4 4
Fuerza.-

El vector de esfuerzo en z € C es:
f=4pRelp, Yi—2u(2p,"-,")7i = 2u( (9, '+ 7, ")i - (25, 7,)7 |

Siendo la normal 7 =€” e introduciendo las expresiones para los potenciales de Goursat de
cada caso se obtiene la correspondiente fuerza unitaria.

fza= 2u ((ds1 Bxp(Ie] + dplc Expl[Ie]) - (zddslc - dp2c) Expl-Ise])

1 3 3 6 1
2 (--2- e'? (1-n) wh- z e'®(1-n) z™-e1® (——5 (-1-n) nw 2™, = (1-n) nw‘l'“z)] u

Sobre la frontera S del nadador la expresion anterior se reduce a:
g hi-lnre (-l+n- g2ine (1+n)) u

Potencia.-
Por definicién:
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Recordando que:
7. =Ref7 ) =%($f+a 7)

Calculando este producto punto, restringiéndolo después a la frontera del nadador,
integrando con respecto al angulo 8 y simplificando se obtiene:

P=2nmu
Eficiencia.-

La eficiencia "naive" de la estrategia de natacion que resulta de acoplar los modos m
ynes:

F,

rr=2ﬁ'r(}3,‘“ +P,)

siendo F},,, la curvatura asociado a dichos modos y que es igual a los términos constantes
de [V, ]|s obtenidos previamente.
Supongase 0<m<n y n = m+1, entonces:

m+n m+n
_ 4 _ 4 1
n 27 (2zum + 2xun)  Ax*pu(m+n) 167°u
men
FullSimplify[ 4 . {m, n} e Integers &&m> 0 &&n > 0 &&m< n]
2 (2D p+ 2mor p)
1
1672

que con = 0.01 vale 0.633.

Caso Cos(n 8):
Condiciones de Frontera.-
Aqui se tiene que:

ie”Cos (n0) =i(Cos (8) +iSen (6)) Cos (n6) = iCos (8) Cos (nf) — Sen(8) Cos (n)

Como:
IExp[Ie] Cos[ne]
i e'®cos[ne]
CamplexExpand[ %]
i Cos|e] Cos[ne] - Cos[ne] Sin(s]
TrigReduce[%]
—:— i (Cos[e-ne] +Cos[e+ne]+i Sin[e -ne] +i Sin[e+ne))
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TrigToExp(%]
= ete-ine l gi+ine
2 2

Map[ Factor, %, 10]

g 1 i
“iexil<me+siel(1me

entonces, la condicién de frontera para el campo de velocidades v sobre el circulo unitario,
es:

- =i i(1-n)8 +i i{14n)8 .3
v(s) >* 5€ (3)
Es decir que, de la expresién general en serie de Fourier para la condicién de frontera:

v(s)= i Vs

k=

con s =€, solo sobreviven dos términos, los correspondientes a:

ktl=1l-n=2k=-n y ktl=n+l=k=n

por lo tanto:
i
V.= 'Iv'_“ = E
Extension de Stokes.-
Supéngase que n+0, entonces:
0 sik#-n
a, =4i
*TlE sik=-n
2

por lo tanto:
o (2) =-;—z"“’ n>0

si k<-2 entonces v_¢_ = vi,V,V3,..,Vy,.. ¥ asi:

0 si—k-2#n
Vi = .
si ~k-2=n=>k=-n-2
y:
0 sik+2#-n
Vi =

sik+2=-n=k=-n-2

En consecuencia, de acuerdo con (2):
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0 sik#-n-2 (n>0)
B i L . ; .
: %+(—M+1)[%)=—é+(—n+l)(-;~)=—£2i sik=-n-2 (n>0)
y entonces:
@,(2)=b,,z"" = —% z" sin>0

Por lo tanto, el campo de velocidades es:

¥(2,2)=0,(2)- 20", (2) + 9, ()

~n-1

=1 +lf(1—n)zf‘" bminZ
2 2 2

y se comprueba que el campo de velocidades obtenido satisface la condicion de frontera:

FullSimpli fy [ PowerExpand[ Expand(v /. {w-+ Exp[-Ie], z-+ Exp[Ie]}]]]
i e'®Cos[ne]

De nuevo, dada la forma de los potenciales de Goursat se concluye que no tienen
singularidades en el infinito, y puesto que la solucién encontrada para ¢; solo es valida si
n>( entonces el coeficiente b_; = 0 y por lo tanto la fuerza y torca totales sobre la frontera
del nadador son igualmente cero, lo que implica que la extension de Stokes obtenida es un
campo horizontal.

Corchete de Lie.-

Para dos modos 0<m<n:

m +l : =]

—Inz
2

<<

=%iz""' +~£~:’(l—m)z‘z"

v, =—iz"™" +lz‘(1 -n)zz™" iz
2 2

2

Aplicando la definicién de corchete de Lie y realizando simplificaciones algebraicas
automaticas, se llega a que la restriccién del corchete de Lie a la frontera S, [i»"m, ﬁn] 5 €8

- el (-lem-my o l el (Lem-nj & q _ e i (-lemn) 8 oy, i el (lemen) &y
4 4

1
4
1

e i (-lam-ny &y _:E el (lsm-n) e,

B s

e-i (-lememy 6 1 el (lemen) & 1y
4
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Hay un término constante sii:

m—-n=-1
y proviene de:
1 1
= el (l+m-n) & m+ — et (1+m-n) en
4 4
y es:
m n m+n
—_———=
4 4 4
Fuerza.-

Introduciendo las expresiones para los potenciales de Goursat, se tiene que la fuerza
unitariaes (w=72)

fza= 2u ((d1 Exp[Ie] + dblc Exp[Ie]) - (zdd¢lc-dé2c) Exp[-Ie])

2-n

1. je n 1. 4 o, -fe f L, - 1. _1.n
2("2—:9 (A-mwh S iet®(1-m 2. {-51(-1-n}nw += i (1-mnw z))u

Sobre la frontera S del nadador la expresién anterior se reduce a:

siet I (1.0, e® P (1am))
Potencia.-
Por definicién:
P=[v-fio
s
Recordando que:

6-}:Re{$f}=-;-(5f+v 7)

Calculando este producto punto, restringiéndolo después a la frontera del nadador,
integrando con respecto al angulo 8 y simplificando se obtiene que, para neZ:

P =2nmu

Eficiencia.-
La eficiencia "naive" de la estrategia de natacion que resulta de acoplar los modos m
ynes:
P
f! =
27(B, +P,)

siendo F,, la curvatura asociado a dichos modos y que es igual a los términos constantes
de [¥,.7, ]ls obtenidos previamente. Supdngase 0<m<n y n = m+1, entonces:
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m+n
4 m+n 1

e 27 (27um + 27pun) B 1672% (m+n) - 1677 u

men

FullSimplify| 4 . {m, n) e Integers &&m > 0 &&n> 0 &&km< 1]
2n (2nmru+ 2mor )

1672,

que con p = 0.01 vale 0.633.

Caso Sen(m 6)Cos(n 0):
Con los campos de velocidad obtenidos previamente se tiene que:
v, = _Lem +~]—[1 -m)zz ™" + L iz
2 2
V, = Ly +lf(1 -n)zz" N
2 2 2

El corchete de Lie restringido a § es ahora:
-i (-1+m-m) 8 _ k2 i el (Lem-n) 6 @ _ 3 j -1 (-lemen) @ _ - i el (Lemn)em
4 4

e-i(-lsmnyep .2. jel(lsmn)ep, % jei(-lsmn)ep % j el (lemin) &

Supdngase 1<m<neN. Entonces hay términos constantes en la expresién anterior, sii:

m—n=-1
que provienen de:

_i iei (1+m-n)sm_ %i ei (lem-n) & n
yes:
im in i
————=——(m+n
4 4 4

Introduciendo los resultados anteriores en la férmula:

[Pl

"= %%(P,+P)

se tiene, conm —n =-1:
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i) e

27 (2umm+ 2umn) - 4un® (m+n) a 16ur’

q:

Deformaciones Radiales en el Nadador Circular No Acotado.-
Una base conveniente para expresar estas deformaciones es:

Cos(n8)| .
Sen(n&)}e’

en donde:
e =e"

3

es el vector unitario tangencial y n>0.

Caso Sen(n 6):
Condiciones de Frontera.-
Aqui se tiene que:

¢ Sen(n0) = (Cos (6)+ iSen(6)) Sen (n0) = Cos (0) Sen(n6) + iSen (6) Sen (n6)

Como:
Exp[Ie] Sin[ne]
e'?sin[ne]
ComplexExpand (%]
Cos[e] Sin[ne] + i Sin[e] Sin[ne]
TrigReduce[%]
% i (Cos[6-ne] - Cos(6+n6]+1i Sin[6-ns6)] - i Sin[e+no])
TrigToExp[%]
%i el o-ime _ 1 j eiorine
Map|[ Factor, %, 10]

1 1 i
= jeit-lme_ = . i(lme

entonces, la condicién de frontera para el campo de velocidades v sobre el circulo unitario,
es:

v(s)= %ie‘('"")e - % ie™® (1)

Con. Es decir que, de la expresion general en serie de Fourier para la condicién de frontera:

v(s)= i Vst

k=—o

solo sobreviven dos términos, los correspondientes a:
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ktl=1-n=k=-n y ktl=n+tl=k=n

por lo tanto:

Extension de Stokes.-
De acuerdo con S&W, la solucion general completa del problema de Stokes en
términos de la expresion de Goursat:

i(s]=$,(s)—sm+as_)

es:
a,=v, (k<0)
b,y =¥, (2)
b =V, +(k+3)v,, (k<-2)
siendo:

@ ("") = Z akshl » @, (S) = Z bxs“l
k=—2

k=-1

Supéngase n 0, entonces:

0 sik#-n
a, =1i
*TlL sik=-n
2
por lo tanto:
qn,(z):%z'“' n>0

Si k<-2 entonces V_g2 = V1,V2,V3,..,Vn,.. Y @Si:

0 si—k—-2#n
Vg 456
oS -% si—k-2=n=k=-n-2
y:
0 sik+2#-n
v.i-ﬂ:f

2 sik+2=-n=>k=-n-2

En consecuencia, de acuerdo con (2):
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0 sik#-n-2 (n>0)

_%’J,(_,,+1)(;_'J=%+(-n+1)(%]=%(2-n) sik=-n-2 (n>0)

b=

y entonces:

@,(z)=b_, 27" = %(2 -n)z"" sin>0

Por lo tanto, el campo de velocidades es:

i"[z,f) =@, (z) -zp', (z) +o, (z)

= %fz*"' +%i(l -n)zz" +%f(ﬂ -2)z ™

y se comprueba que el campo de velocidades obtenido satisface la condicién de frontera:

FullSimplify[PowerExpand| Expand[v /. {w- Exp[-Ie], z-+ Exp[Ise]}]]]

e'?gin[ne]

Por las mismas razones explicadas en el caso tangencial, la extension de Stokes
obtenida es horizontal.

Corchete de Lie.-
La expresion general es:

s mq x  Bh=— O, OV —
[m' n]= 2 m+ Mvn_ J“‘I"'l'v_ nvm
oz oz 0z az

Para dos modos 0<m<n:

v =lizl""' +%i(1-—m)z§“" +%f(m—2)7”-1

8]

v, =-;~:z"" +-;—i(1+n)zz7_" +%i(n—2)f_"_'

la restriccién del corchete de Lie a la frontera S, [17,,,, \7,,] > €8t
i (Lymn)e i (1-men) e 1 i (lsm-n) & 1 1-men B i (-lemny
el (b -e R * m+ze”‘ ) Om- — e (-LmI 6,

> el (Lmen) 8 _l; el (Limn) e, % el (Imnep, % ei (-limnyep 4 el (Limn) 6

4

Hay un término constante sii:
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m—-n=-1
y proviene de:

et (l+m-n) & _ i ei (l+m-n) & m - -]_' ei (l+m-n) & n
y es:
|_m_n 4—-m-n
4 4 4
Fuerza.-

Introduciendo las expresiones para los potenciales de Goursat, se tiene que la fuerza
unitariaes (w=72):
fza= 24 ((d¢1 Exp[Ie] + dslc Exp[Ie]) - (zddslc-ds2c) Bxp[-Ie])

! T e 1
2 ie® (1-n) w‘hi 19 -y £0.gle (-—2 i (-1-n) (wzm;w}‘h—z i(1-n) m:‘l‘“z)) u

Sobre la frontera § del nadador la expresion anterior se reduce a:

i-et CBRO (l- n+ @2ine {1 +n}} u
Potencia.-
Por definicién:

Recordando que:

Calculando este producto punto, restringiéndolo después a la frontera del nadador,
integrando con respecto al angulo @ y simplificando se obtiene que, para neZ:

P=2nmu
Eficiencia.-
La eficiencia "naive" de la estrategia de natacion que resulta de acoplar los modos m
ynes:
|Fm

n=

B 2z(P,+P,)

siendo F;,, 1a curvatura asociado a dichos modos y que es igual a los términos constantes
de [ﬁ_ , iw',,]

2 obtenidos previamente. Supéngase 0<m<n y n = m+1, entonces:

4-m-n

4 ~ -m-n|

- 27 (2um + 2mun) ~ 162° u(m+ n)

n

Plot[ef/.n- m+ 1, {m, 2, 50})]
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Caso Cos(n 8):
Condiciones de Frontera.-
Aqui se tiene que:

€”Cos (n9) = (Cos (8)+iSen(8)) Cos (n6) = Cos (8) Cos (n8) + iSen(6) Cos (n6)

Como:
Exp[Ie] Cos[ne]
e'?Cos[ne]
ComplexBxpand (%)
Cos[e] Cos[neé] + i Cos[ne] Sin(e]
TrigReduce[%]
% (Cos[e-nse) + Cos[e+ne]+1iSin[6-ne] +i Sin(e+nej)

TrigToExp[%]

1 1
_E elE-lnB‘_ = e:s.lne

Map[ Factor, %, 10]
i lme 1 ol (leme

1
2

entonces, la condicién de frontera para el campo de velocidades v sobre el circulo unitario,
es:

= 1 i(1-n)8 1 i(1+n)0

V(s)=—¢ +—¢ i

Con. Es decir que, de la expresién general en serie de Fourier para la condicién de frontera:

v(s)= i Vst

k=—xm
solo sobreviven dos términos, los correspondientes a:
ktl=1l-n=2k=-ny ktl=ntl=k=n

por lo tanto:
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Extension de Stokes.-
Supéngase que n+0, entonces:

por lo tanto:
( Z) Ty —ﬂ+| >0

si k<-2 entonces v_g_; = V|,V2,V3,..,Vp,.. ¥ asi:

0 si —k—-2#n
s % A e
Y.
0 sik+2#-n
L % dh+3s-nmsk=-n=2

En consecuencia, de acuerdo con (2):
sik#-n-2 (n>0)

+(—n+1)(%)=%+(—n+l)(%}= 2;" Sik=-n-2 (n>0)

Yy entonces:

?,(2)=b,,27"" (2_;_’{) 2" sin>0
Por lo tanto, el campo de velocidades es:

"f(zf)=¢’l (2)"2¢T(;5+¢5 (2)

|n__(1 n) 2 ”—-n-l

y se comprueba que el campo de velocidades obtenido satisface la condicién de frontera:

FullSimplify [ PowerExpand[ Expand(v /. {w- Exp[-Ie], z-+ Exp[Ie]}]]]
e'®Cos[ns]
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y ademas, como ya se ha explicado, es también un campo horizontal.
Corchete de Lie.-
Para dos modos O<m<n:

z' —%(l -m)zz ™" +2h—m

v = —m-1

2—n ——n-1
Zz
2

VH_=

™" —%(l—n)z?” +

Aplicando la formula previa para el corchete de Lie , su restriccién a la frontera S,

[‘_"n » ‘_’n]

5o €8t

el (Lmm)e _ i (l-mn)e _ E el (mm e, l el (T-mmem ., i i (-lemen) 8
4 4

_1_ el (Lemem) sm_% el (Lsmen) 6 % el {1-mem) & n_% el (-lemvn) 61y % el (lemen) 6

Hay un término constante sii:

m—n=-1
y proviene de:
e.l (l+m-n) & _ l e.l (l+m-n) @ m- 11‘_ el. (l+m-n) & n
y es:
1 m n 4-m-n
4 4 4
Fuerza.-

Introduciendo las expresiones para los potenciales de Goursat, se tiene que la fuerza
unitariaes (w=7Z):

fza= 2 ((M1Exp[Ie] + dplc Exp[Ie]) - (zddsle-dp2c) Exp[-Ie])

2 (% % (1-n) wo+ %e” (1-n) z™-et® (- (-1-m) (1- g) w2, —: (1-m) nw'l'“z)) [

Sobre la frontera S del nadador la expresion anterior se reduce a:
_et (-Lany e (_‘1‘ n+ e2in9 (1+ n}) "
Potencia.-
Por definicion:

Recordando que:
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v f=Re{i f} = (Ef _)

Calculando este producto punto, restringiéndolo después a la frontera del nadador,
integrando con respecto al angulo 6 y simplificando se obtiene que, para neZ:
P=2nmu
Eficiencia.-
La eficiencia "naive" de la estrategia de natacion que resulta de acoplar los modos m

ynes:
IFJIM

" 22(P, +B)

n

siendo F,,,, la curvatura asociado a dichos modos y que es igual a los términos constantes
de [iim, v, ]|s obtenidos previamente. Supéngase 0<m<n y n = m+1, entonces:

4-m-n
B 4 B l4—m—n|
27 (27um + 2zun) 167 p(m +n)

Plot[ef/.n- m+ 1, {m, 2, 50}]
0.6

0.5
0.4

0.3

Caso Sen(m 6)Cos(n 6):
Con los campos de velocidad obtenidos previamente se tiene que:

iz'""+%f(1 m)z?""+%t(m 2)z™™"

El corchete de Lie restringido a § es ahora:
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_jel (lsmme _; i (l-en)e | l i el (Lem-n) € @ i iel (l-memjep
4 4

% ie-i (-lemen) 8 _i_ iel (lsmen)e o, % j el (Lemme

— 1'e

1. i (1-men) on - l i e-i. (-l+men)) 8 n- i i ei (l+men) 8 n
4 4 4

Supodngase 1<m<ne N. Entonces hay términos constantes en la expresion anterior, sii:

m—n=-1
que provienen de:
it mme, 1 s mme, 1, 4 (limnye
4 4
y es:
. im in I
—i+—+—=——(4-m-n)
4 4 4

Eficiencia.-

Introduciendo los resultados anteriores en la férmula:

iy |FMII
T %%(B,+P)
se tiene, conm —n =-1:
:’4 1
_Z( -m—n) zl(éi—m—ﬂ)lw K4_m"")l

= 27 (2umm + 2pumn) - 4ur® (m+n) T 16un’ (m+n)

Plot[ef/.n-+m+ 1, {m, 2, 50})
0.6

0.5
0.4

0.3
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Aqui se calcula la eficiencia, de acuerdo a (3.10), de distintos casos de
deformaciones elementales del nadador circular en un fluido infinito. El método que se
utiliz6 fue aplicar los resultados de curvatura y potencia dados en [S&W, S&W].

Curvaturas elementales.
Todos los casos de deformaciones bimodales aqui presentados se expresan en
términos de los vectores basicos:

1= 1
O_II'; O_+r|

por lo tanto resulta indispensable calcular los siguientes términos de curvatura elementales:
.F[(Tl_m ; O_l—n] . .F[G'l_m ; 0"]1‘"] ' F[O_Hm . o_l-n] s F-[o_lﬂn . O_HN]
Término Flo'™ , o'™].
La forma standart de los vectores basicos en [S&W] es: 07" y 0¥*'. Aqui entonces
setiene: ptl=1-m=p=—myq+1=1-n= q=-n. Las cuatro condiciones de

curvatura no nula son:
Op+g.150pg1 5 Opg13 Oprg

Suponiendo que n>m > 0y {n, m}€Z entonces:

1) p+q =-1=-m-n= n=1-m ........Descartado.
2)pqg=1=-mtn=>n=1+m ... Aceptado.
Npg=-l=-mtn=>2n=-1+m.... Descartado.
YYptg=l=—mn=>n=—1-m...... Descartado.

En el caso aceptado 6,1 se tiene que:

Fpg=[Hg+ 1)+ (p+1)0, ]
como, g =-n entonces g<0 y , = 0. Andlogamente, como p =-m entonces p<0y 6., = 1.
En consecuencia:

Fu=p+1=-m+1=Floc'™,0'™

Término Flo"'™ , o'™).
Aqui setiene: p+tl=1-m=>p=-myq+1=1+n= g= n. Entonces:

1) p+q =-1=—m+n = n=-1+m ...... Descartado.
Dpq=l=—m-n=>n=-1-m... Descartado.
Npg=-l=—-m-n=n=1-m.... Descartado.
4)ptg=l=—-mtn=>n=l+m..... Aceptado.

En el caso aceptado dp+,,1 Se tiene que:

qu=[“‘(q+ 1)9-q+(P+I)9-p]
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como, g = n entonces g>0 y 6_, = 0. Analogamente, como p =-m entonces p<O0y f#_,= 1.
En consecuencia:
Fp=p+1=-m+1=Fo'™,c"
Término Flo"™™ , c'™"].
Aquisetiene:p+tl=1+m=p= myq+1=1-n= g=-n. Entonces:

) p+tg=-l=m-n=n=14m ... Aceptado.

2)pg=1=mtn=>n=1-m......... Descartado.
3)p-q=-1=m+n = n=-1-m ....... Descartado.
Hhptg=l=mn=>n=-1+m..... Descartado.

En el caso aceptado 6+, Se tiene que:

Fpe=[(g+1)04-(p*t1)0,]

como, g =-n entonces g<0 y 8_, = 1. Andlogamente, como p = m entonces p>0y 6_, = 0.
En consecuencia:
Fpu=q+1=-n+1=Flo'"™ o™

Término Flo
Aquisetiene:ptl=1+m=p= myq+1=1+n= g=n. Entonces:

1+m X 0_1+n]_

1) ptq =-1=m+n = n=—-1-m............ Descartado.
2)p—q =1=m-n=n=-1+m ........... Descartado.
Npqg=-l=m-n=n=1+m........ Aceptado.

4)ptq=1=m+n=n=1-m......... Descartado.

En el caso aceptado d, 1 se tiene que:

Fog=[~g + Dy + (p+1)6, ]

como, g = n entonces g>0 y 6, = 0. Analogamente, como p = m entonces p>0y §,= 1. En
consecuencia:
Fy=p+1=m+1=Fc'"™, 0"

Potencia bésica.

En todos los casos de deformaciones elementales aqui considerados, los potenciales
de Goursat contienen un sélo término de la serie de potencias de Laurent con coeficientes
constantes. Ademas el efecto del vector de coeficientes periddicos a y la amplitud relativa
€, se toman en cuenta hasta el calculo de la potencia de brazada. En estas circunstancias la
férmula (3.10) de la potencia basica de un modo de oscilacién ¥, quedaria asi:

E[V,, Va] = 2mun

La expresi6n anterior coincide con el calculo de la potencia utilizando la formula de
integracion usual (2.4), partiendo de las extensiones de Stokes y del vector de fuerza
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unitaria, de acuerdo con la formula (60) de [68].

Caso Tangencial Sen (m), Cos (n).
La deformacién total se obiene sumando las deformaciones componentes
correspondientes, y es:

wWo)=—(1/2) ™"+ (112) ™ + (i12) " + (i12) "
= (12 + (112 + (i 12)uy + (il2)uy
Fv(o)] =—(il4) FTvi , ] = (i/4) Flvy , uz] + (i/4) Flv; , wy] + (i/4) Flvz , u2)
FIW(0)] = (1/4)i(3m — n)

Eficiencia:

2‘0 4‘0 80 80 100
Desplazamiento: De acuerdo a la férmula (3.5).

Dx10 8cm

5
4
3
2
1

. . w1
20 40 &0 80 100

Potencia de brazada: De acuerdo a la formula (3.7) y con E, = 2np (n+m).

&x10-%

4
2
2

1

20 40 &0 80 100

Caso(Cos(m 6)+ Cos((m+1) 6))é. + Sen(n 6)éy .
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La deformacién total se obiene sumando las deformaciones componentes
correspondientes, y es:

wo)=112) "™ +(12) "+ 1R2) e + (1/2) ™ = (12) " + (1/2) "
Aplicando la bilinealidad del operador F'y los resultados anteriores se llega a:

Fv(o)] = (1/4)(142m+2n)

Aqui la potencia basica total seria:

2ap[n+m+m+1)]
Eficiencia:
0.68
0.88
0.84
0.82
20 40 80 a0 100

Desplazamiento: De acuerdo a la formula (3.5).
Dx10 %

10

8

&

3

Caso Sen((m-1) 8)é, + Cos(n 0)ég .
La deformacion total se obiene sumando las deformaciones componentes
correspondientes, y es:
wWo) = (il2) ™" = (i/2) o™ + (112) " + (1/2) ™"

Aqui hay calcular los siguientes términos de curvatura elementales:

FIO_,Z—m ‘0‘1—f|] , F{O_Z-m ! o_]‘H'I] , F[o_m R o,,l-n] , Ha_m ] O_‘Hn]
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Procediendo de manera analoga a lo hecho en la seccion de curvaturas elementales,
se llega a que cada uno de los términos de curvatura anteriores son iguales a cero. Por lo
tanto aqui se tiene un caso de una estrategia de natacién con desplazamiento cero.
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APENDICE IV.11
EXTENSION DE LA TEORIA DE STONE A UN DOMINIO ACOTADO.

El teorema de reciprocidad de Lorentz:
[[7-T1(#)-7ids = [ #-T1(5)- fids
en una region simplemente conexa § = C; U C; es:
[ 7-T1(%)-sids + [ ¥-T1(%)-7ids = [ -T1()-7ids + [ -T1(7)-7ids

Puesto que en la frontera exterior del dominio D se ha supuesto que los campos de
velocidad se anulen, entonces quedan solamente los términos correspondientes a la frontera
C) del nadador:

[ 7-11()-sids = L»‘v-ﬂ(f:)-ﬁds

A partir de este punto, se puede continuar el analisis hecho por H. Stone en [] para
arribar a su formula (4), que en general seria:

0(:):%]%5'(:)({5 .. (A1L1)

en donde la velocidad de traslacién U ( t ) del cuerpo deformable ¢ queda en funcién del
campo de deformaciones oscilante #'(f) definido sobre su frontera. Las constantes K; y K
se determinan a partir de la forma basica g del nadador.

Asi, K es el factor constante en el vector de esfuerzo I1 (0 ) -7 ,endonde I es el

tensor de esfuerzo correspondiente a un campo de velocidades de traslacion rigida
U definido en q.

El término K; es el factor constante correspondiente a la expresion del empuje
(drag) que relaciona a U con la fuerza F .

Puesto que la deformacion #'(¢) es la misma en todas las estaciones, entonces la
integral en (A11.1) no cambia durante el trayecto completo del nadador. En consecuencia la
conducta de la velocidad U ( t ) conforme el nadador se mueva de estacién a estacion,
queda determinada solamente por la constante geométrica G = K/Ko.

Para conocer dichas constantes es indispensable resolver el correspondiente
problema de Stokes para traslaciones de un circulo rigido.

En el caso de una traslacion rigida a lo largo de la direccion del vector unitario |, la
condicion de no-resbalamiento en la frontera del nadador es:

u]q=_;
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Expresando al vector  en coordenadas bipolares se tiene que las componentes v, y
vp de la velocidad en la frontera son:

_ (-1+Cos[plCoshlal) . Sin[f] Sinh[a]
" (Cos[$] -Cosh[a]) "~ (Cos[$] - Cosh[a]) '

que a través de las ecuaciones:

da

implican que las condiciones de Dirichlet y Neumann para la funcién de Jeffery A'¥ en la
frontera del nadador son:

h‘P=Sen(ﬂ) : @=0
a
y en la pared celular:
Y =0 ; a(h‘P)ZO
oa

Resolviendo como en IV.6, se llega a que los componentes de la extensién de Stokes son:

(-1+ Cos[B] Cosh[al) ((«-a2) Cosh[al -a2] - Cosh[a - al] Sinh[a- a2])
(Cos[B] - Cosh[al) ((-al + a2) Cosh[al - a2] +Sinh[al - a2])

¥p =
(Sin[B] (-3 Cosh[a - al -a2] + 4 Cos[£] Cosh[2 a - al -a2] - Cosh[3 a - al- a2?] - 4 Cos[£] Coshfal -a2] +
3 Cosh[a+al - a2] +Cosh[a - al + a2] - 2 aSinh[a +al - a2] + 2 a2 Sinh[a + al -a2] -
2aSinh[a-al+a2] +2a2Sinh[a-al+a2]))/
(4 (Cos[B] - Cosh[a]) ((-al +a2) Cosh[al - a2] + Sinh[al -a2]))

A partir de aqui, se calcula el tensor de esfuerzo, procediendo como en IV.7, de donde se
obtiene el siguiente vector de esfuerzo:

{-(«Sin[B] (Sinh[a] (Cos[2 8] Cosh[2a -al -a2] -2Cos[8] (Cosh|a -al -a2) + Cosh[a] Cosh|al -a2]) -
4Cos[B] (Cos[B) - Cosh[a]) Sinh|a -al) Sinh[a -a2]) -
2 (Cos[B] - Cosh[a]) (-1+Cos|8] Cosh[a]) Sinh[2a -al -a2])) /
(a (Cos[8] - Cosh[a]) ((-al +a2) Cosh[al -a2] + Sinh[al -a2])),
~(u(-1+Cos[f] Cosh[ux]) (Cos[2 8] Cosh|Za-al -a2] -2Cos[8] (Cosh[a -al -a2] + Cosh[a] Cosh[al -aZ]) -
4Cos[8] (Cos[B] - Cosh[a]) Sinh[a -al] Sinh[a -a2]) +
2 (Cos[B] - Coshla]) Sin[8)® Sinh[a] Sinh([Z2a-al -aZ]J)’
(a (Cos[B] - Cosh[a]) ((-ol +a2) Cosh[al -a2] + Sinh[al -a2]))}

el cual tiene como factor comiin constante al término p/a. Por lo tanto K = p/a.
Calculando la integral (4.32a):

1M~ a

F= ](n é, +I0,¢,)h™'0p
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mediante el algoritmo dado en el apéndice IV.5, se obtiene el correspondiente término de

empuje, el cual es:
4 7 2 Cosh[al - a2]

(al-a2) Cosh[al -a2] - Sinh[al - a2]

que esigual a K, .
En consecuencia, la constante geométrica G es:

K, a —a,-Tanh(e, —a,)

G:..-_._..
K, 4ar

Calculando los parametros bipolares ay, a; , a, correspondientes a cada estacion se
obtiene que G crece de la siguiente manera conforme el nadador se mueve del centro a la
periferia:

G
2000

1500
lo00

500

Est

2 4 6 8 10

En consecuencia, la velocidad U (¢) en (A11.1) crecera de la misma manera.
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