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RESUMEN

En este trabajo. se presenta un procedimiento general para la obtencion de curvas de
fragilidad sismica de estructuras. El estudio se enfoca particularmente a estructuras
vulnerables tipicas edificadas en la zona del lago de la Ciudad de México. La demanda
sismica considerada, es la correspondiente a la fuente de mayor riesgo sismico que
existe en la actualidad: la brecha de Guerrero. Estos sismos se caracterizaron a través de
un proceso estocastico Gaussiano no estacionario en la media v en la covarianza. La
tecnica de simulacion utilizada fue el método de la funcion de Green empirica v para
obtener el ambiente sismico deseado, se utilizo como funcion de Green empirica al
sismo registrado en SCT del 23 de abril de 1989 de magnitud 6.9. La estructura
considerada, se modela como un sistema equivalente de un grado de libertad con
propiedades de histéresis dadas por un modelo bilineal, correspondiente a una
simplificacion de la curva de capacidad de la estructura original. La ecuacion diferencial
que modela al oscilador. es linealizada usando el método de la linealizacion equivalente.
considerando tanto coeficientes Gaussianos como no Gaussianos. El caso Gaussiano es
considerado cuando la respuesta es lineal o incursiona en comportamiento no lineal con
bajas ductilidades (1 < g < 1.3). El caso no Gaussiano se aplica cuando la respuesta
involucra altas ductilidades (1.3 < w). Manipulando las ecuaciones diferenciales
estocasticamente equivalentes lineales. se obtienen las ecuaciones diferenciales para la
media v la covarianza de la respuesta, cuyas soluciones se obtienen a traves de un
metodo de integracion iterativo. Usando estos resultados v la teoria de extremos. se
obtiene la funcién de densidad de probabilidad condicional de los picos de la respuesta
wieta a una intensidad sismica dada. Evaluando la probabilidad de que los picos

sy | s
intensidades

¢xcedan el estado limite de colapso incipiente de la estructura para distinias
sismicas. se obtiene la curva de fragilidad sismica del edificio para este estado limite.
Los resultados obtenidos se verifican realizando extensas simulaciones de Monte Carlo.



SUMMARY

In this work s presented a general procedure to obtain seismic [ragility curves ol
structures. Particularlyv. this work 1s focused on buildings located at the lake-bed zone of
Mexico City. when subjected to earthquakes. generated at the Guerrero gap in the
pacific coast ol Mexico. This earthquakes where characterized with a non-stationary
Gaussian stochastic process. that has non-stationary mean and covariance. The
simulation technique used is the empirical Green's function method. and in order to
attain the desired seismic environment. the empirical Green's function used is the 23
April 1989 earthquake registered at SCT station of 6.9 magnitude. The considered
structure 1s modeled as an equivalent SDOF system with hysteretic properties given by
a bi-linear model. the bi-linear curve corresponds to a simplification of the capacity
curve of the original structure. The differential equation that models the system 1s
linearized usimg the equivalent linearization method: the linearized coellicients were
obtained considering that the probability density function ol the response could be
Gaussian or non-Gaussian. The Gaussian case 1s considered when the response is linear
or it intrudes m non linear behavior with low ductility (1 < p < 1.3). The non- Gaussian
case is applied when the response i1s non-linear and attain high ductility (1.3 < p).
Manipulating the equivalent linear differential equations are obtained the mean and
covariance matrix equations ol the response. whose solutions are obtained by following
an iterative integration scheme. Using this results and the extremes theory. 1s obtained
the conditional probability density function of the peaks of the response given a seismic
intensity. Evaluating the probability that the peaks exceed the limit state that
corresponds to the incipient collapse of the structure for different seismic intensities. it
1s obtained the seismic [ragility curve of the building. The results are compared with
those obtained by Monte Carlo simulations.
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l. Introduccion

CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 La medida de la vulnerabilidad sismica de las estructuras

Evaluar el impacto que tienen los sismos en las estructuras es una tarea importante por las
perdidas de vidas y econdmicas que ocasionan, por lo que es necesario contar con un
método que cuantifique. confiable y eficazmente, la probabilidad de que una estructura
incursione en cierto nivel de dafo por estar sujeta a un sismo de intensidad dada. Esto
permitiria, a la sociedad en su comjunto y especialmente a los centros dedicados a la
prevencion de desastres. desarrollar estrategias para mitigar el riesgo sismico en que se

encuentran las estructuras y planes de accion cuando una ocurra un sismo.

Los autores (ver p.e. Casciati, 1991) que se han abocado a la evaluacion del
comportamiento sismico de las estructuras, coinciden en métodos generales, que han
derivado en la construccion de una teoria denominada vulnerabilidad sismica. Esta teoria
estudia la probabilidad condicional de que una estructura incursione en cierto estado de
dano por estar sujeta a un sismo de cierta intensidad. Existen diversos metodos para evaluar
la vulnerabilidad sismica de una estructura. Corsanego y Petrini (1990), los clasificaron en:
directos, indirectos, convencionales y mixtos. Basado en esta clasificacion. Dolce (Safina.

2002), propone una nueva clasificacion: metodos estadisticos. mecanicos v basados en

juicios de expertos.



1. Introduccion

Aunque existen otras clasificaciones de la vulnerabilidad sismica. que inmvolucran distntas
técnicas y métodos para su evaluacion, es dificil desde un punto de vista teorico. por las
diferencias intrinsecas que existen entre ellas, evaluar las ventajas que tienen unas sobre
otras, ya que en distintas circunstancias que se establecen por la informacion disponible.
unas involucran el tratamiento de un volumen de informacién considerable v otras. metodos
matematicos sofisticados. Otros autores, por ejemplo, Caicedo er al. (1994). prefieren
separar los métodos de evaluacion de vulnerabilidad en dos clases: analiticos y subjetivos.
En este trabajo se utiliza el método analitico, que consiste en modelar matematicamente
tanto a los sismos como a la estructura y en determinar la respuesta en términos

probabilista.

La vulnerabilidad sismica de una estructura depende del tipo de dano que se desea
considerar y de los sismos a los que la estructura. se espera, estara sujeta. La relacion entre
estos parametros suele formularse en forma discreta mediante matrices (Sarabandis, 2003),
6 en forma continua mediante curvas de fragilidad. El presente estudio se dedica a la

evaluacion de la vulnerabilidad sismica de las estructuras utilizando curvas de fragilidad.

La fragilidad sismica de un edificio, se define como la probabilidud condicional ¢ Gue st
respuesta exceda un estado limite dado cuando se le somete a sismos de cierta intensidad.
La fragilidad se expresa por una funcion entre dos conjuntos: el dominio y el contradominio
de dicha funcidn. en la que el dominio de la funcion (abscisas). es una medida de intensidad
sismica y el contradominio (ordenadas), la probabilidad condicional de que la respuesta de

la estructura exceda un estado limite cuando se le sujeta a un sismo de intensidad dada.

La fragilidad sismica tiene diferentes aplicaciones como son: la estimacién de dafios
probables debidos a sismo, la definicion y/o evaluacion de los parametros que determinan
el desempefio estructural ante sismo, la definicion de medidas de prevencion de desastres,
el calculo de la inversion Optima para obtener disefios de estructuras con un nivel de
seguridad establecido. v el desarrollo de codigos de disefio basados en probabilidad.
utilizando las curvas de fragilidad como una herramienta para determinar la confiabilidad

de las estructuras disenadas. Algunos ejemplos de la orientacion probabilista que los
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codigos estan tomando se refleja en: la metodologia de evaluacion de riesgo probabilista
para plantas nucleares, NRC, desarrollada en 1970 y actualizada en 1980, Nuclear
Regulatory Commission (1983). el Eurocodigo desarrollado dentro de la comunidad
Europea en 1993, Eurocodigo (1998), y los criterios de disenio propuestos por el comité

Vision 2000, SEAOC (1995).

El desempeiio de una estructura frente a un sismo esta dado por la relacion que guarda su
respuesta con la resistencia de los elementos que la componen. La respuesta de la estructura
puede ser representada por: el desplazamiento de uno o varios puntos caracteristicos, la
distorsion de un entrepiso, o las fuerzas actuantes en un elemento de la misma
estructuracomo consecuencia de su deformacion. Diferentes niveles de respuesta ocasionan
que la estructura se dafie v hasta falle. La respuesta de una estructura se correlaciona con el
dano experimentado por la misma, ya que mientras mas danada esté, menor resistencia

tendra para resistir las fuerzas de inercia ocasionadas por los sismos (Xianguo et al., 1994).

Hay diferentes aproximaciones para obtener la fragilidad sismica de estructuras (Waisman
v Grigoriu, 1996), que se basan en: 1) observaciones de campo, i1) experimentos de
laboratorio y m) modelos numericos. Este trabajo se entoca al desarrollo de modelos
numéricos vy se divide en: 1) el método de Monte Carlo v 2) el método de vibraciones
aleatorias (Casciati, 1991). En el método de Monte Carlo, la fragilidad sismica de una
estructura se obtiene calculando primero las respuestas de la estructura sujeta a una gran
cantidad de sismos de la misma intensidad, para varias intensidades, y despues calcular la
frecuencia relativa condicional a una intensidad sismica dada de que las respuestas excedan
un valor dado. Los sismos deben ser simulados mediante un método que permita obtener
gran cantidad de ellos con una intensidad dada y caracteristicas que reflejen el lugar de
desplante de la estructura, el periodo dominante del sitio, la duracion, y el contemdo de
frecuencias, entre otros. Algunos métodos de simulacién deben contener ademas ciertas
caracteristicas de la fuente sismica. Estudios de este tipo han sido realizados por Mosalam

et al. (1997), encontrandose que este método tiene la desventaja de involucrar un esfuerzo

computacional considerable que normalmente esta fuera del alcancé de la ingenieria

practica.
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El metodo de vibraciones aleatorias. en cambio, calcula directamente las estadisticas de la
respuesta estructural frente a la demanda sismica considerada, por lo que llega a resultados
similares que los que se obtienen usando el método de Monte Carlo, involucrando un

esfuerzo computacional considerablemente menor.

Las diferencias entre el método de Monte Carlo y el método de vibraciones aleatorias se
debe a que sus resultados dependen en general de variables e incluso hipdtesis de partida
distintas. En ocasiones estas diferencias se pueden reducir hasta donde se desee. Sin
embargo, existen casos, en los que los resultados de ambos métodos son muy diferentes por
causas inherentes a sus fundamentos. En ambos métodos es necesario contar con un modelo

de simulacion sismica.

Para el calculo de las estadisticas de la respuesta de sistemas no’lineales histeréticos. la
teoria de vibraciones aleatorias normalmente utiliza el método de la linealizacion
equivalente, va que presenta ventajas sobre otros métodos (Hurtado, 1998). La aplicacion
del método de la linealizacion equivalente, requiere que se suponga a priori una funcion de
densidad de probabilidad (fdp) de 'z respuesta, hipotesis que se verifica posteriormente.
Con el primer v el segundo momentos estadisticos de la respuesta. se encuentra la funcion
de distribucion de probabilidad de los maximos de la respuesta, que permite evaluar la
fragilidad sismica de la estructura directamente. Investigaciones que utilizan este método

han sido realizadas por Hurtado (1993) y por Barron (1999).

El método de la linealizacion equivalente se aplica generalmente utilizando teécnicas de
simulacidn sismica que se basan en filtrar ruido blanco, obteniéndose sismos Gaussianos
con una intensidad y densidad espectral de potencia dada, correspondiente a un sismo
registrado en el sitio de interés. Los sismos simulados son matematicamente aceptables; sin
embargo. el procedimiento de simulacién carece de sentido fisico. En este trabajo se utiliza
el método de simulacién de la funcién de Green empirica, v se plantea un esquema dentro
"de la linealizacién equivalente que toma en cuenta las caracteristicas de la simulacién.

principalmente considerando el hecho de que la densidad espectral de potencia no proviene
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de ruido blanco. Con esto se pretende sacar ventaja sobre el método tradicional de
simulacion, debido a que el método de la funcion de Green empirica se basa en un modelo
fisico de simulacion de sefiales y el método utilizado filtrando ruido blanco se basa en un

ajuste estadistico de datos (Hurtado. 1993).
1.2 Objetivo

El objetivo de la presente tesis doctoral es la obtencion de curvas de fragilidad sismica
de estructuras hechas a base de marcos, utilizando modelos simplificados de analisis
no lineal y conceptos novedosos de la teoria de vibraciones aleatorias. Se aplicaran las
curvas de fragilidad en la evaluacion de la vulnerabilidad sismica de una estructura

vulnerable tipica del Valle de México.

Para el calculo de la fragilidad sismica de una estructura se desarrolla un método que consta
de cinco pasos. El primero reduce, con fundamentos en la teoria de la dindmica estructural.
una estructura de multiples grados de libertad (MGDL) a un sistema equivalente con
comportamiento no lineal de un grado de libertad (1GDL). definido con la curva de
capacidad obtenida de un analisis de cargas incrementales. En el segundo paso. utilizando
el método de la funcion de Green empirica, se caracteriza como un proceso estocastico los
sismos que provienen de la Costa de Guerrero, fuente a la que se le atribuye el maximo
peligro sismico. como lo explican Ordaz er al. (1991). El tercer paso. determina las
estadisticas de primer y segundo orden de la respuesta del sistema de 1GDL equivalente
sujeto a un proceso estocastico cuyas realizaciones corresponden a sismos de intensidad
dada. Las estadisticas se obtienen utilizando la teoria de vibraciones aleatorias. El cuarto
paso utiliza las estadisticas de la respuesta obtenidas del tercer paso y calcula la funcion de
distribucién de probabilidad de los picos de la respuesta a través de la teoria de tasas de
ocurrencia y distribucion de extremos. En el quinto y ultimo paso, se calcula la

probabilidad de excedencia de los estados limites de interés.

En este trabajo los resultados obtenidos en cada paso del método propuesto tambien se

obtienen con el método de Monte Carlo para su validacion. Con este método se calculan las

n
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mismas estadisticas que las que se obtienen con la teoria de la vibracion aleatoria a través
de realizar un numero suficiente de experimentos. Esta suficiencia se demuestra con base

en la realizacion de mas experimentos no modifica las estadisticas que se desea estimar.
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CAPITULO 2

METODO SIMPLIFICADO DE EVALUACION SISMICA

2.1 Antecedentes del método

Hasta ahora, los analisis dinamicos no lineales son realizados solo en el marco de la
investigacion y para estructuras especiales, y todavia no representan una opcion viable para
los ingenieros de la practica, debido al gran nimero de factores que dificultan su aphcacion.
La identificacion de un sismo con el cual realizar el analisis dinamico de estructuras es una
tarea compleja. va que los sismos presentan una gran variabil:dad debido a: el mecanismo
de falla que los genera. la distancia a la fuente y la estratigrafia del punto donde se quiera
desplantar la estructura. Puesto que los registros sismicos se obtienen para un sitio dado,
esta informacion en realidad no se puede utilizar para ningun otro lugar, sin que se consulte
a un experto como puede ser un sismologo ¢ ingeniero geofisico. Combinadas con lo
anterior, las caracteristicas del material y la forma de caracterizar el comportamiento no
lineal de la estructura producen sistemas muy complejos. Esto ha motivado ¢l desarrollo de
métodos simplificados de analisis no lineal. Se debe a Freeman ez al. (1975), la creacion de
un método rapido para la evaluacion sismica de instalaciones militares, ahora denominado
método del espectro de capacidad, que utiliza un procedimiento para determinar la
capacidad de una estructura frente a sismos, al que se le llama pushover analisis (analisis
del empujon). El analisis del empujon. se define como un procedimiento de analisis
sucesivos con el que se determinan las respuestas de una estructura sujeta a un sistema de

cargas estaticas equivalentes a las sismicas, que se incrementan monotonamente hasta que



2 Sistema de un Grado de Libertad Equivalente

la estructura alcanza un estado limite preestablecido. El método desarrollado por Freeman.
ha sido modificado y mejorado en sus alcances por diversos autores como. Fajfar 1
Gaspersic  (1996), Xianguo (1996), y Ayala (1999), pudiéndose actualmente aplicar con
confianza a diversos tipos de estructuras como son: marcos planos de cualquier altura.

edificios asimétricos y puentes.

2.2 Reduccion de una estructura a un sistema equivalente de 1GDL

Con el fin de contar con un método simplificado de analisis no lineal, un sistema de
multiples grados de libertad se reduce a un sistema equivalente de un grado de libertad
utilizando la curva de capacidad del sistema original. La curva de capacidad se define como
la relacion funcional que existe entre el cortante basal de la estructura y el desplazamiento
de un nodo de control de la misma; normalmente, en el caso de marcos, se considera al
centro de masa de la azotea. Por simplicidad, la curva de capacidad se aproxima por una
curva bilineal v esta ultima se transforma del espacio de cortante basal contra
desplazamiento de un punto caracteristico al espacio de pseudos-aceleraciones espectrales
contra desplazamientos espectrales. A esta funcion se le denomina curva de

comportamiento, y de ella se obtienen las propiedades del sistema equivalente de |GDL.

La curva de cortante basal contra desplazamiento resulta de aplicar sobre la estructura
cargas laterales mondtonas que se van incrementando paso a paso hasta alcanzar un
desplazamiento objetivo del nodo caracteristico. La distribucion de las cargas en la altura se
define de acuerdo a los modos de vibracién que contribuyen a la respuesta de la estructura.
Cuando los desplazamientos producidos por cierto modo de vibracion de la estructura
predominan sobre los desplazamientos debidos a los otros modos, es posible aproximar la
distribucion de cargas en términos de una distribucién correspondiente a dicho modo. Sin
embargo, la formulacion general permite considerar la contribucion de todos los modos que
se requieran. Durante la etapa de carga. cuando alguno de los elementos de la estructura
fluye, los modos de vibracion camblan por lo que es necesano actuahzar durante el

proceso de carga la dlslnbuczon de las cargas cada vez que ]a rlgldez cambie (Avala.

(1999).
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Definiendo las siguientes variables (Clough y Penzien, 1993): S, S, v Sz como seudo-
aceleracion  espectral, seudo-velocidad espectral 'y desplazamiento  espectral.
respectivamente, @, la frecuencia angular del modo j de vibracion de la estructura, £ la
relacion de amortiguamiento del modo de vibrar j, W; el peso del piso i, m; la masa del piso
J» [M] la matriz diagonal de masas, /@), el vector de forma modal j, ¢ ;, la componente del
vector de forma modal j para el nivel n, Fj, la fuerza en el nivel n para el modo de vibrar j,
N el numero de pisos de la estructura, Nm el nuimero de formas modales consideradas, g la

aceleracion de la gravedad, y /; el factor de participacion correspondiente al modo ; dado

por:

IRUAA

r, = TATIION ‘ (2.1)

Se tiene que el cortante basal y el desplazamiento de azotea, para el caso en ¢l que se

considera solo la contribucion del modo fundamental de vibrar, estan dados por:
v={1\ [M]{g}, FS.(0.%). vy A =g, TS0 ) (2.2)

El cortante basal V', es el resultado de aplicar sobre la estructura la siguiente distribucidn de

cargas:

-

F.=Lmg,S(0.£) (2.3)

La curva de comportamiento se obtiene de la siguiente transformacion:

'y 4 A
(' [M)ie} g’ *

Si se considera la contribucion de los n modos de vibrar de la estructura. v una regla

particular de combinacion de contribuciones modales, por ejemplo la de la raiz cuadrada de
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la suma de los cuadrados de las contribuciones modal (regla de Rosenbluethi. las

ecuaciones anteriores quedan:

: Y, S AT e, SRSS i = 2
V=>We I ——2(@r)" . y A=SRSS o, ST ). (2:5)
i=/
M e
donde: SRSS = SRSSY x, =[ xf] , (@Y =SRSS] fufesf ) f, = ;:_
i=l
r, s 5 Sf15;) O
Fy = ¥ Tl T T & 58,) = S—(T——E La distribucion de las cargas en este caso es:
! al “1r2]

T i
F =W, r,2us) (@ry*. (26)
g
La transformacion a las coordenadas espectrales. Requena (199%). esta dada por:
Ve= %5 2 .\ SRS -y 'j.:. = -. Jﬂ SHRS (2.7)
] [,U];;aj’-jfy,(d?f ) g 0.1 (D)

Por simplicidad en el proceso la curva de capacidad de la estructura se aproxima por una
curva bilineal y de esta se obtiene la curva de comportamiento, con la que se definen las
propiedades del sistema equivalente de 1GDL. Estas propiedades son la rigidez nici:l A,
la rigidez de fluencia K,, y el desplazamiento de fluencia 4,. La masa del sistema

equivalente se obtiene utilizando:
M ={g} [M]{s},. _ (2.8)

L os modos naturales /@/. se determinan a través del problera de eigenvalores (Clough v
Penzien, 1993), pero las condiciones a las que estan sujetos los modos los determinan solo

hasta un factor multiplicativo. Si el vector /¢, es un modo natural, cualquier vector
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proporcional a el. es esencialmente el mismo modo natural puzsis gque también satisface ¢
mismo problema de eigenvalores. Algunas veces a los veciorss modales se les aplican
factores de escala para estandarizar sus elementos. Este proceso ¢s llamado normalizacion.

En este trabajo los modos que se consideran presentan su maximo valor igual a uno.

En la Figura 2.1, se muestra el proceso de obtener la curva de capacidad a partir de aplicar a
la estructura en estudio un sistema monotdnico de cargas incrementales. En donde ademas

se muestra la aproximacion bilineal a la curva de capacidad. cuya ecuacion esta dada por:

/ \)
A A LA
V(A =V, {=2=(1-p)| =2-1 U —=-1 > (2.9)

-.3',,. A} _] Y A

donde ¥, es el cortante de fluencia, 7 es el cociente de la ngidez de posfluencia a la nigidez

inicial v U es la funcion de Heaviside:

1
Ulx)= J N
N 57 ox<n
En este trabajo la aproximacion bilineal a la curva de capaciczl se obtiene considerando
que el 4rea bajo ella es la misma que el area bajo la curva de capacidad original. Si 4, es el

area bajo la curva de capacidad entonces:

1 1 |
Ap =V, + = +V,)(B, =3, (2.10)

m

donde ¥, y 4, son la resistencia y la deformacion, respectivamente, correspondientes al
maximo desplazamiento experimentado por la estructura equivalente de 1GDL cuando esta
sujeta a la demanda sismica que se considera; a la coordenziz (4, .J7). se le denomina

punto de desempefio y satisface: V, = V) [ 1+n(p-1)] ¥y du = u, y p¢s la ductilidad
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e W e (2.1

v
Vy
v, i————" ..} 02
i K =tan(61)
i Ky=tan(02)
A, A, Aa

Figura 21 Obtencion de la curva de capacidad a partir del sistema de multiples grados
de libertad v su aproximacion bilineal.

La Figura 2.2. muestra la aproximacion bilineal de la cunva de comportamiento en el

espacio espectral. y como de las propiedades de esta se obtienen las propiedades del

sistema de 1GDL equivalente. El sistema de IGDL que resulta esta dado por la ecuacion:

mx(t)+ex(t)+akx(t)+(]—akzit)=—mart)

Ht)=H(x.z), (2.12)

donde x es el desplazamiento relativo del sistema equivalente. = la variable de estado que
acopla la ecuacion diferencial de la dindmica del sistema equivalente con la regla de
histéresis. m. ¢ v k. son la masa. el amortiguamiento v la rigidez inicial del sistema
equivalente, respectivamente. El coeficiente a, es el cociente de la rigidez de postluencia
con la rigidez inicial. La funcién del tiempo a1/ corresponde a un proceso estocastico que

representa la historia de aceleraciones del terreno. El comportamiento no lineal del sistema
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se¢ modela a traves del acoplamiento de las ecuaciones diterenciales v de la funcion H. que

segun el modelo bilineal debe satisfacer:

1

H1)=H(%z)= :&[!—('(i’)i.’[i 2 1]—5(-.&){‘(—5— = !JJ : (2.13)

LS

El tipo de curva de histéresis que modela la ec. (2.13) se ilustra en la Fig. 2.3. para un
sistema de periodo 7 = 2 s, sujeto a una excitacion sismica de magnitud 8.1. En esta Figura.
se grafican en el eje de las abscisas (Sd) el desplazamiento x(1), y en el de las ordenadas

(Sa) la fuerza de restitucion por unidad de masa del oscilador equivalente: akx(t) m — (1-

a)kz(t) m.

o

a = kl/(k1 + k2)

___________________________ i ——
k1 = tan(y2)
vl k = k1+k2 = tan(y1)
x_‘. A*a
C N\ —>

LSS S S S o

Figura 2.2. Sistema de 1GDL equivalente definido a partir de la curva de comportamiento.
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2.3 Estructura y sistema equivalente de 1GDL

Para ilustrar la aplicacion del método desarrollado en este trabajo, se estudia el edifico
simétrico de 8 pisos y tres crujias que se muestra en la Figura 2.1, con pisos de 3.3 m de
altura y crujias de 7 m de claro. Las propiedades de la estructura fueron determinadas por
Sandoval (2000), y sus propiedades equivalentes son: M = 44.34 t-s*/m (t = 1000 Kg * 9.81
m/s’). kI =2311.31 ton/m, k2 = 627.76 vm. ¥y = 71.21 Um y £ = 5%. Las propiedades de
la curva de comportamiento son: /7 elastico = 1.2979, [ inelastico = 1.2365, y x, = 0.0308

m.

Propiedad del sistema

Xy=0.0308 m
T=2s
0.5 alfa=0.285

0
Nf"‘h
0
E
3 Punto de desempefo
05
P Magnitud del sismo = 8.1
15
04 -0.3 0.2 0.1 0 0.1 02 03

Sd (m)

Figura 2.3. Curvas de histéresis modeladas por la ec. (2.13).

Después de obtener el punto de desempenio del sistema de la Fig. 2.3, se obtiene mediante

un analisis del empujon una aproximacion al desempefio de la estructura.

14
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CAPITULO 3

SIMULACION SISMICA USANDO EL METODO DE LA
FUNCION DE GREEN EMPIRICA

3.1 Descripcion del método de simulacion sismica utilizado

El método de simulacion sismica llamado de la funcion de Green empirica supone que el
sismo que se registra en cierto lugar, debido al deslizamiento de una falla tectonica, se
puede obtener considerando las contribuciones del movimiento d<. suclo. en el lugar dado.
debidas al deslizamiento de distintos puntos sobre dicha falla. Para hacer esto. primero hay
que especificar como se desliza cada punto sobre la falla durante el sismo. v determinar
para cada punto sobre la misma, cémo se mueve el suelo en el lugar donde se realiza el
registro cuando uno solo de estos puntos se desliza. Una vez que se conoce el movimiento
del suelo en el lugar de registro debido al deslizamiento de cada punto sobre la falla, el
movimiento “total” del suelo es la suma de todos los movimientos del suelo causados por el

deslizamiento individual de todos los puntos sobre la falla, Fig. 3.2.

Lo primero que es necesario hacer para simular sismos con el método de la funcion de
Green empirica es la especificacion de la fuente sismica. La fuente sismica se describe
proporcionando la localizacion de la falla y la funcion de deslizamiento (la historia
temporal del desplazamiento relativo entre los dos lados de la falla) en cada punto sobre la

falla. Para crear un modelo de la fuente, se deben considerar las propiedades conocidas de



3. Simulacion Sismica Utilizando el Método de lu Funcion de Green Empirica

ruptura sismica. que han sido estudiadas por distintos autores. entre ellos Spudich
Harztell (1984). Las funciones de deslizamiento que pueden caracterizar un sismo
hipotético en diversos puntos sobre una falla se muestran en la Figura 3.1. donde se
aprecian algunas de las caracteristicas comunes que presentan dichas funciones: todas ellas
son no decrecientes, comienzan de cero y terminan con un valor constante en el tiempo.
consistente con el hecho de que los sismos resultan del deslizamiento relativo entre los
lados de una falla. También se aprecia en la Figura 3.1. que el deslizamiento en los distintos
puntos puede comenzar en diferentes momentos. La fuente sismica se caracteriza

completamente haciendo graficas como estas para las tres componentes de deslizamiento

para cada punto de la falla.

S S
\ t / t
o
S ® °
S
v e Hipocemro*
3 ®
|

i @ ®

_

Figura 3.1. Funciones de deslizamiento en varios puntos sobre una superficie de fulla
hipotética. Tanto la forma como la amplitud de las funciones de deslizamiento pueden
variar irregularmente sobre la falla.

La segunda parte del problema es la descripcion de como se propagan y se alteran las ondas
sismicas que viajan desde la falla donde se producen, hasta el lugar de registro. Esta parte
del problema se caracteriza por las funciones de Green. Para definir una tuncion de Green.
supongase que un punto de la falla se desplaza mediante un deslizamiento caracterizado por

o) (delta de Dirac), tal como se ilustra en el punto A de la Fig. 3.2. El movimiento del
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suclo en el lugar de registro (punto de observacion). causado por esta fuente puntual
individual. se denomina funcion de Green para la fuente puntual. La funcion de Green es en
esencia la respuesta de la estructura geoldgica al impulso unitario. La razon para introducir
funciones de Green es que una vez conocida dicha funcion para un punto de la falla. el
movimiento del terreno. causado por una funcién de deslizamiento arbitraria de dicho
punto, se puede conocer a través de realizar el producto de convolucion de la historia
temporal del deslizamiento del punto que se encuentra en la falla. con la funcion de Green.
Por lo tanto. para determinar la contribuciéon de cada punto de la falla en el lugar de
registro, primero se determinan las funciones de Green para cada punto de ella. tal como los
puntos A, B y C en la Fig. 3.2. Las funciones de Green para cada punto de la falla. en
general, diferiran una de otra. ya que la distancia de la fuente al punto de observacion v la
estructura geoldgica a través de la cual las ondas viajaran son distintas. Después se realiza
el producto de convolucién de la funcién de Green con la funcién de desplazamiento del
punto fuente de la falla para obtener la contribucién puntual al movimiento del terreno en el

lugar de observacion.

Observador

Figura 3.2. Descripcion de las funciones de Green. Puntos indi iduales sobre la supcrticie
de falla, se desplazan con funciones &) de deslizamiento, como se indica en el grafico. El
movimiento del terreno que ocurre en la posicion del observador debido a una de las
fuentes puntuales es la funcion de Green. Se indican las funciones de Green causadas por

los puntos A, By C.
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Una vez conocida las contribuciones de cada punto de la falla. estas se suman sobre todos
los puntos de la falla para obtener el movimiento total causado por la ruptura de la falla
entera. Lo que se debe hacer matematicamente, es una integral de area sobre toda la
superficie de la falla, y el procedimiento de la suma de puntos descrito en el parrafo
anterior es el método mas simple posible para esta integral. En la practica, se debe tomar
una muestra suficientemente densa de puntos sobre la falla para alcanzar una aproximacion

apropiada en la integral.

El método de la funcién de Green, permite expresar al acelerograma generado por un sismo

en la forma:

]

af(t)=Kf(t)*r(t)*l(t). (3.1

donde K es una constante, * es el producto de convolucion, r(7) es un término que incluye
las modificaciones que sufre la sefal por efectos de trayecto, /1) incluye los efectos de sitio
v fit) es la aceleracion en la fuente sismica. De acuerdo con el modelo @ de Brune (1970).
el espectro de ft) esta dado por:
Mo ;
Flo)=—-"—, 12.2)
donde M, es el momento sismico y @ es la llamada frecuencia de esquina. dada por
(Brune, 1970):
o =274.9x10°B(Ac ' M,) . (33

donde B es la velocidad de propagacion de las ondas de cortante en Knvs, M, esta en dinas-
c¢m (1 Dina = 10° N) y Ao es la caida de esfuerzos en bares (1bar = 100 kilopascales).
Considerando dos eventos generados en la misma region y registrados en el mismo sitio,
con los parametros del sismo de mayor magnitud dados por: M, Ao, y @, y con los
parametros del sismo de menor magnitud dados por: M,,, Ao, y @.. Suponiendo que el

espectro de fuente sigue la ley de Brune, el cociente entre los dos correspondientes

espectros Q) sera:

18
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. M I-(0 o, )
ke e (3.4)
M, l+(0o,)
Se observa que:
M M, (o) )
Q0)="—=, v limQew)=—2"_ (3.5)
‘Moe Gl = Moc (wm )-

El método de simulacion sismica que se utiliza en este trabajo se debe a Ordaz er wl. (1993).
quienes suponen que la falla es puntual v que emite una sola funcion de Green en tiempos
aleatorios. La unica funcion de Green utilizada es un registro sismico en un sitio de interés.
Los sismos que se simulan con este método tienen un contenido de frecuencias predicho
por ¢l modelo de fuente de Brune (Ordaz ez al., 1995). El método consiste en construir un
sismo de magnitud dada con base en otro de menor magnitud registrado en cierto lugar de
interés. Se requiere también conocer, las caracteristicas de la falla y la velocidad de las
ondas de cortante. Al sismo registrado se le denomina funcién de Green empinica 2./7). Las
caracteristicas de la falla que se requicren son el momento sismico v la caida de ssfuerzos.
Al momento sismico de la falla que produce la funcion de Green se le denomina M, v asu
caida de esfuerzos Jo,, al momento sismico de la falla que produce la senal pcr simular M/

v a su caida de esfuerzos 4c;.

Considerando que el evento que produce el sismo por simular se genera en una superficie
de falla dividida en N celdas concentradas en un punto, cada una de las cuales produce al

tiempo 7; un sismo &a(7), el sismo simulado resulta de la superposicion escalada del sismo

registrado y se expresa como:
N
a(t)=£Y aft-t,), (3.6)
i=1

donde las 7; son variables aleatorias, independientes e igualmente dispribu:d.:;s ¢on funcion
de densidad de probabilidad (fdp) p(r). Los coeficientes £y N estan dados de forma tal que

el cociente de espectros de la sefal registrada a la senal simulada satisfaga las condiciones
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limite del cociente espectral dado por la ec. (3.5). Tomando la transformada de Fourier de

la ec. (3.6) se obtiene:

N
Fla(t)f=A(w)=E(A,(w)) exp(-ioT ). (3.7)

i=1

Utilizando los resultados del Apéndice A. se tiene que A.(®) satisface:

7

donde P(w), es la transformada de Fourier de p(t). El cociente entre los espectros de

4 (m)ﬂ =&|4 @) {N+(N* - N)P@) |, (3.8)

amplitudes de la sefial simulada a la sefial registrada se puede estimar entonces con:

f a E
R(@)= SN +(N =N [P(@). (3.9)

Como R(0) = ZN. ya que P(0) = 1.

L

como lim P(»)=0. se deduce que para quz se

satisfaga (3.5) . es necesario que ZN = M,/M,. v que ;’N‘( = (M, M) 3(_‘1(3}!’._‘!0}_}:  de

donde:
| M| (2%} (3.10)
M \JO‘S

Para la falla que produce la funcién de Green empirica la frecuencia de esquina es @ y
para la falla que produce el sismo por simular la frecuencia de esquina es @;. De acuerdo
con Ordaz er al. (1995), para disefiar un esquema de funciones de Green empiricas tal que.
en promedio y para todas las frecuencias, se obtengan temblores con un contenido espectral

congruente con ¢l modelo de escalamiento ¢, es necesario que R(w) = Q(w), para toda o,
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para lo cual ademads de satisfacerse las 2¢s. (3.10) v (3.11). es necesario que se satisfaga la

siguiente relacion:

-

l+a(o 0.,) 2o;,
=300 g=—5=—; (3.12)
1+(v/0.) o, +

Plo)]=

Si ademas se impone la condicion de que P(w) sea real para evitar cambios de faseen el
proceso de suma, resulta que el esquema de suma en que los tiempos de ruptura de las

celdas elementales tienen una fdp que es la antitransformada de Fourier de la ec. (3.12):

J1+a(a)/wn):

—e“dw . 3.13
l+(o/w, ) 2]

p(r)=2§zj

3.2 Caracteristicas estadisticas del método de simulacion sismica

utilizado

La media de la simulacion esta dada por:

E[as(r)]z,‘;’\’jaj!—r}ph;dr. (3.14)

-3

donde se aprecia que la media de la simulacion no es cero, puesto que p(z) es una funcion
picuda que tiende a infinito en 7 = 0. y aproximando p(t) con un delta de Dirac (ver
Apéndice C), la media que resulta es £Na,(1), cuyo valor no solo no es cero sino que
depende de r. A pesar de este resultado, cominmente se simulan sismos utilizando la

hipétesis de media cero como lo hacen diversos autores (Kimura. 1994 y Hurtado. 1998).

La funcién de correlacion R(t .t.)=Efa (1] Ja,(12)]. esta dada por:
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Elatha12)]=2N J‘ut_({‘, —rjaft.—T)pltidr+ ZNN = DE[w o 1 E[u )] (3.15)

—

Puesto que la condicion que establece que un proceso estocastico sea evolutivo, es el hecho
de que sus estadisticas dependan del tiempo, en las dltimas dos ecuaciones se aprecia que el
método de simulacidn sismica dado por (3.6) produce esta clase de procesos estocasticos,
(Soong y Grigoriu, 1993). Utilizando el marco tedrico de Johnson v Kotz (1972), los
resultados de un estudio estadistico llevado a cabo sobre una muestra de 1000 sismos y
utilizando una prueba de Kolmogorov para un 0.05 de nivel de significancia se confirmé
que las sefiales simuladas corresponden a un proceso estocastico Gaussiano no estacionario.
Este resultado era de esperarse por el teorema central del limite (Papoulis. 1984). el cual

establece que dado un conjunto de variables aleatorias independientes x;, con

Elx]=n, vy o}=0].

entonces lasuma x =Y x,, que tiene por media y varianza:

=1

y por fdp a:
S(x)= f(x)* f(x) %% £ (x).

satisface que bajo ciertas condiciones generales, f{x) se aproxima a una normal conforme n

aumenta.

f(x)~ exp(—(ij;ﬂ;

2rnc | 20

La densidad espectral de potencia evolutiva (DEPE) de los sismos, se calculo utilizando el

marco tedrico de la funcion de Green empirica, partiendo de la transformada de Fourier de
la ec. (3.6), deﬁniendo:ﬁs(m)=F{as(t)—E[as(r)]}, y tomando la esperanza de la

norma cuadrada de la ecuacion anterior, se sigue del apéndice A que:
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r -

Elld (e :!:f: A (o :F.\'+'_‘-:—,\' Piml:
[[4.(@) ]= £ (o) [¥+ (37 =)

A (w)f]= £l4, (o) [N-N P ]

(3.16)

Si la transformada de Fourier de a (), se aplica tomando ventanas temporales sobre la

sefial simulada, se puede demostrar que esta ecuacion depende del tiempo en la forma:

A,(m,t)lz] =&

E |ﬁs(a),z)r]=§’|Ae(m,r)‘2[N—.VlP(aJ)f:].

4,(a,1) [N +(N?- N)|p(w)|‘*] ,

La dependencia temporal se discute con detalle en el Apéndice B. La DEPE se calcula

usando. (Clough y Penzien, 1975):

EDA_ (. ']'3-|

.S((L),!') = ;lll'ﬂ ﬁ_"_'—;' .
- X ﬂ'

al
Slout)=fn———

y dado que la sefial es finita, la ec. (3.18) se aproxima como:

S (o,1) = E[—A;—J(:;—I)l :

= -

;!,(a),rHJJ

|
S (o.0)= o

,:is (('J.I)IEJ

(3.19)

23
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El superindice “re” de S indica que la DEPE se calcula a traves de la teoria de la funcion de

Green empirica y el subindice “¢” indica que se trata de senales con media cero.

3.3 Media y densidad espectral de potencia de un proceso estocastico

evolutivo generado usando una funcion de Green empirica dada

Las Figuras 3.3 y 3.4, muestran las caracteristicas evolutivas de la media, ec. (3.14), v de la
DEPE, ec. (3.19), del proceso estocastico generado usando la funcion de Green empirica
del sismo del 25 de abril de 1989 de Guerrero registrado en el sitio SCT, con M,, =
2.5*10% dinas-cm (Magnitud sismica de 6.9), Ao, = 150 bar, M, = 1.5¥10°® dinas-cm. 4o
= 150 bar, v con una velocidad de cortante de = 0.06 Km/s. Este sismo en particular fue
seleccionado, debido a que presenta las caracteristicas morfologicas de un temblor grande
(se aprecia claramente la llegada de la onda S), y es de magnitud 6.9, que permite simular
sismos de magnitud mayor o igual a 7, con el método de simulacion que se decidio utilizar,
Por otro lado. este sismo fue generado por la fuente sismica de mayor peligro para las
estructuras del Valle de México: la brecha de Guerrero, lo que permite estudiar el estado

limite de colapso incipiente de la estructura considerada.
0.4-
03

02

Media del proceso estocastico (m’&
o

085 50 100 150 200
Tiempo (s)

Figura 3.3. Media evoluiiva, ec. (3.14).
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Figura 3.4. Densidad espectral de potencia evolutiva, ec. (3.19).

3.4 Calculo de la media v de la densidad espectral de potencia evolutivas

del proceso estocastico estudiado usando el método de Monte Carlo

Con el fin de comparar la media y la DEPE del proceso estocastico que arroja la teoria de la
funcion de Green empirica, se simularon 1000 sefales usando la ec. (3.6). para obtener la
media y la DEPE utilizando el método de Monte Carlo. Las mil senales simuladas se

denotan: ay(t), i =1, ..., 1000, y con ellas le media se calcula:

1000

1
t)y=—— 1).
H (1) 1000 2 a,(t)

(3.20)

En la Figura 3.5, se compara la media calculada con la ec. (3.14) con la calculada con la ec.

(3.20).
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Para calcular la DEPE utilizando el método de Monte Carlo. se obuiene de cada uno de los

sismos simulados la norma cuadrada de la transformada de Fourier de la senal:
‘4 (w,0) i=1,..,1000. La DEPE correspondiente se calcula promediando en el ensamble

de 1000 senales estos valores:

1000

ok 2 TIOOOZ]

(JI . (3.21)

El superindice ex de S, indica que la DEPE se calculo a traves del promedio del total de
simulaciones. La T que se utiliza es un coeficiente que conserva la potencia de la senal. La

DEPE centrada se obtiene:

E l 1000 " >
S (o)) =——————) |A.(w,1) . 3.22)
e () ZJTTIOO();l (@) : '

En la Figura 3.6, se presenta la diferencia entre las DEPES calculadas con las ecs. (3.19) v

(3.22), la diferencia que resulta pico a pico es menor del 10%.

0.4
—— Monte Carlo

oz uw dew Ec. (3 14)

2 i
§

02 1l
: s
g 01 AL IN L :
= . o | EIARRAY REBHIA Y3 i
0] e : ;’ ! LRIIMG \ s
= S TIPTLLAY ot e || e L Ser  th ETL Y oy
S : LA EL TR0 e e LA
3 173 g h §
@ bl '
@ -0.1 1H H
© l' ' ;.' H
Q ' 1
© ' i
©-02 i f. :
V)] ] !
© i
©-0.3 !
z | I

-0.4

-05

0 2000 4000 6000 8000 10000

Pasos (Paso =0.02 s)

Figura 3.5 Comparacién de las medias, en linea discontinua la calculada con la ec. (3.14)
v en linea continua la calculada con la ec. (3.20).
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04

Frecuencia (Hz)

Figura 3.6 Diferencia de las DEPES calculadas con las ecs. (3.19) v (3.22).

3.5 Calculo del nimero de simulaciones necesarias para que las

estadisticas estimadas usando Monte Carlo sean significativas

Para determinar el numero de simulaciones necesarias para estimar la media y la DEPE se
siguieron dos caminos; en el primero, se buscé que la media del ensemble en cada instante
del tiempo como funcion del nimero de sismos fuera practicamente constante, y se busco
también que su coeficiente de variacion fuera pequeno, de forma tal que al incrementar el
numero de sismos considerados la media del ensamble no tuviera variaciones importantes.
Fue necesario considerar distintos tiempos puesto que cada una de las senales del ensamble
que se buscaba obtener, era una realizacion de un proceso estocastico evolutivo. En la
Figura 3.7 se presentan curvas de distintos colores, cada color representa la media de las
sefiales consideradas del ensamble para un tiempo dado, la media se calcula en funcion del
numero de sismos del ensamble. Lo mismo se hizo con los picos de la DEPEs. En la Figura
3.7, se muestra la dependencia de las medias para distinto nimero de sismos; se aprecia la

estabilizacion de las medias alrededor de un valor conforme aumenta el numero de sismos.
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3.7. se muestra la dependencia de las medias para distinto nimero de sismos: se aprecia la

estabilizacion de las medias alrededor de un valor conforme aumenta el nunmero de sismos.

0.6

Media del ensemble (m!sz)

0 200 400 600 800 1000
No. de simulaciones

Figura 3.7. Comportamiento de la media en funcion del numero de sim:aciones. cada
linea continua corresponde a un valor de la media del proceso estocastico rara un tiempo
dado.

El segundo camino que se busco para determinar si el nimero de elementos del ensemble
era estadisticamente significativo fue utilizando la desigualdad de Tchebycheff (Papoulis.

1984):

E[lx-E[x]]

P{x -E[X] 2} — S (

L]
12
(]
—

donde P/4} es la probabilidad del evento 4. En el caso que nos compete. se aplica la
desigualdad de Tchebycheff al promedio de la respuesta aj(7) para un 7 dz22. v puesto que

as(t) para un ¢ dado es normal, también lo es su promedio. El promadio es el mejor

estimador de la media del proceso estocastico para ese tiempo 717, la ec. (3.20) se reduce a:
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a

P{iu‘}_uf)-:;|2 Sz}é =5 (3.24)
ne

la n en el denominador aparece puesto que la varianza del promedio muestral es igual a la

varianza de la variable aleatoria considerada dividida entre el numero de elementos de la

7

muestra. Dividiendo la desigualdad entre o/n'”, con el fin de obtener una variable aleatoria

estandar se obtiene:

ia'_(f)—l}'l g: :\: O': ~
P L > =g < —, 3.25)
o /~n o/ n Ij ney
que se reduce a:
Plzzel}s iy (3.26)

ne!

y considerando un nivel de significancia de y = 0.001 (z, = 4). se determina el caso mas

critico para la n:

(=]

I I g
_‘/—-—P{-z., [g C
7
de donde:
n o= 24 {3.27)
vz
d ¥

De acuerdo con los resultados obtenidos para el valor maximo de la varianza del ensamble

o =0.4005 (m/s’)*, y sustituyendo los datos en la ec. (3.27) se obtiene n* = 1000.
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CAPITULO 4

LINEALIZACION EQUIVALENTE NO GAUSSIANA

4.1 Antecedentes de la linealizacion equivalente

El método de la linealizacion equivalente permite la estimacion de los momentos
estadisticos de primer y segundo orden del vector de respuesta de estructuras
deterministicas no lineales sujetas a vibracion aleatoria. Este método no es el unico
disponible para este propdsito; estan, por ejemplo, el método de perturbacion v el de
promedio estocastico. Sin embargo estos métodos son aplicables a sistemas débilmente no
lineales, por lo que la linealizacion equivalente tiene clara ventaja (Hurtado. 1998). El
método de la linealizacién equivalente tiene sus raices en el trabajo de Krvlov v
Bogoliubov (1943), de linealizacién determinista. y aparece después en una formulacion
probabilista en los articulos de Caughey (1963), v Iwan y Yang (1972). Barron (2000). sin
embargo senala, que el método de Krylov-Bogoliubov es una técnica distinta de la
linealizacion equivalente, ya que este método supone que la respuesta tiene cambios de
signo en el desplazamiento y en la velocidad en cada ciclo, que no es el caso de sistemas
inelasticos cuyo comportamiento presenta el conocido comportamiento de deriva bajo
cargas aleatorias (Lutes v Sarkani. 1997). El método de linealizacion equivalente reemplaza
el sistema no lineal por un sistema lineal cuyos coeficientes se obtienen de minimizar la

esperanza de la media cuadratica del “error”, y no utiliza ningun otro tipo de hipotesis sobre

L
=
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la respuesta. La solucion asi obtenida. es la mejor aproximacion lineal a la respuesta del

sistema no lineal.

Un gran impulso en las aplicaciones practicas del método se debe a un articulo de Atalik v
Utku (1996), que demuestran que la suposicion de Gaussianidad del comportamiento de las
variables de estado simplifica el calculo de los coeficientes de linealizacion. Un articulo
posterior de Faravelli er al (1988), demuestra que tal simplificacion sdlo es posible bajo tal
hipétesis. Gran parte del interés recibido por el método para aplicaciones practicas se debe
a la introduccion de modelos de histéresis suaves debidos a Bouc (1967), y a su desarrollo

posterior debido a Wen (1976), a Baber y Wen (1979), a Casciati (1987) y a otros.

Los modelos de histéresis suaves tienen la ventaja de que permiten el calculo de los
coeficientes linealizadores en forma explicita. lo cual es dificil de lograr en osciladores con
modelos de histéresis elastoplastico, bilineal. orientado al origen. etc. Los ultimos modelos

han sido estudiados por Kimura ef al.(1994). entre otros.

En el método de la linealizacién equivalente es necesario el conocimiento a priori de la fdp
multivariada de la respuesta del sistema de 1GDL. Puesto que no s¢ cuenia con csla
informacién, es necesario realizar simulaciones de Monte Carlo para poder estimarla de
antemano. Los trabajos de Kimura et al. (1994) y de Silva (2003), contienen los avances

mas recientes en las técnicas de construir una fdp multivariada no Gaussiana de la

respuesta.

En todos los métodos que se mencionan anteriormente, el metodo de simulacion sismica
que se utiliza consiste en filtrar ruido blanco como se menciona en la introduccion. En este
trabajo se utiliza como método de simulacion sismica el método de la funcion de Green
empirica; esta técnica, no ha sido mencionada en la literatura dentro del método de la
linealizacion equivalente. Ademas se utiliza una generalizacién del método de Kimura er al.
(1994), para caracterizar la fdp multivariada de la respuesta del sistema de 1GDL

equivalente.

(e
—
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4.2 Linealizacion equivalente

Una vez determinado el proceso estocastico que caracteriza a los sismos provenientes de la
brecha de Guerrero, se procede a determirzr las 2stadisticas de la respuesta del sistema de
1GDL, ec. (2.12), sujeto a esta excitacion. Para obtener las matrices del primer y del
segundo estadistico de la respuesta, se utiliza el método de la linealizacion equivalente, el
cual consiste en obtener un sistema linzal estocasticamente equivalente al no lineal.

encontrando:

mx(t)+cex(t)+akd(t)~(1-aikit)=-ma(t),

Ht)=a,+a,(i-E[z])-a,(z- E(z)). (4.1)

Los coeficientes ay, a; Y a3, se obtienen de la minimizacion del error medio cuadratico:

E & —mimmo. (4.2}

donde: &=H(¥.z)-a,+a,(x-E[x])+c. (z-£(z)) v A =s1d dado por la ec. (2.13). Los

coeficientes que cumplen esta condicion satisfacen:

EFE:}zﬁ. (4.3)

esto es:
a; wE]z],
CE[G-EED JE[G - ELD2]- £[G - 2 (DG - 2 BD]E G - £:)):]
E[(i- ) JE[G-ECI - 2[Gi- ELD G- E[=D)] '

(4.4)

CE[-eD E[G- D= Sl - S EDG - 2 D)E[G - £B D]
f(r- A JE[G- eI - [e- £ [DG - ED]

(]
[ o]
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L os coeficientes linealizadores se calculan como se indica en el Apéndice C. Dividiendo el

primer renglén de la ec. (4.1) por la masa y definiendo:

w=~Nk/m, &{=c'2mo, f(t)=-art),

(4.5)
{ 0 1 1 ]'r“
A= —aw’ 2o —(l-a Jo® |, y X=|x|,
\_ 0 a, a, L:J
la ecuacion (4.1) se reduce a:
0
X=AX+ F : (4.6)

| a, - a,E[x]- “.!E[:L

Para obtener la ecuacion diferencial de la media se toma la esperanza de la ec. (4.6), esto

€s!

E[x] 0 1 0 E[.\-]| S0
g—,f[\'] = —aw’ 20 -(l-a)@’ || E[x]|+| E[/]|. (4.7)
I_E[:]ﬂ| .0 0 0 ] E[:L | @ |
Restando la ec. (4.7) a la (4.6) se obtiene:
& _ax +Gf, (4.8)
dt

0]
donde: G:[}r  X=X-E[X].y f=/-E[f]

0
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Definiendo £ r1)=£ XewX712) ¥ Iri=E freifes, . v siguiendo el procedimicio de

Soong y Grigoriu (1993), se determina la ecuacién para la matriz de covarianza de la

respuesta / (1), quedando:
d
EI}(!): AT (t)+ T (1)A"(t)+D(t)+ D' (1), (4.9)

donde:
D(t)=G [E[ f(1)f()G"® (1.t )dr. (4.10)
0

S1 A es constante, @ es:
D(tto)=e"" (4.11)

La matriz A, depende de la respuesta, segun la ec. (4.5) v por lo tanto es funcion del

tiempo.

El acoplamiento de las ecs. (4.7) vy (4.9) esta dado por los coeficientes linealizadores. El
calculo de estos coeficientes requiere del conocimiento previo de la fdp conjunta de la
respuesta, la cual depende de la amplitud de la misma. Para casos lineales o con
ductilidades del orden de uno. se supuso que la fdp era Gaussiana multivariada. Para el caso
de respuesta no lineal el procedimiento de calculo desarrollado en este trabajo es una
ampliacion del método de Kimura et al. (1994). y considera que la respuesta tiene media no
Cero.

El método de Kimura er al., supone que la respuesta x y dv/dt, son variables aleatorias con
fdp Gaussiana bivariada o(x, dx/dt), con medias y correlacion distintas de cero. v la

variable de estado z es una variable aleatoria con fdp dada por:

f(z)=@(2)rect(z)+6(z—x,)S™ +d(z+x,)S . (4.12)

tad
e
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f==mz)

5 _ =X, 1 3
donde: S = le(z)dz, S = |e)dz , p(z)=——e 7
J _'[ ‘\,l'zz O'__

T

1six=20

y rect(z)=U(z+x )-U(z-x,), con U(,‘c):{ ,
Osix<0

La fdp conjunta bivariada para x y = es:
f(x,2) = p(x,2)rect(z) +d(z—x,) jgo(x,z)dz +0(z+x,) I o(x,2)dz .

La fdp conjunta bivariada para dx/dr y = es:

(4.13)

(4.14)

f(%,2) = p(x,2)rect(z)+6(z— X, ) I(/)(.i',z)dz +0(z+x) I @(x,2)dz. (4.15)

Para determinar los parametros que caracterizan a las funciones de densidad de

probabilidad de la respuesta es necesario invertir el siguiente sistema de ecuaciones:
E[.\'] =mx.
E[x]=mx,

E[:] =-0lp.(x,)+ olp.(-x,)+mz I o) +x,5 —x5",

E[(x—E[x]):] -2,
£ (#-E[]) | =<2,

Ef(z=mzy == (x, =mz)o.(x) -0 (x, +mz)o.(-x )+ 0! jo(:}d:

~(x, —m:): ]‘P(:)d:+[xl —'rm:)3 .J-u{:)d:

(4.10)
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El(x-E[s])(1-E[£])]=0., .

E[(- E[])(=- E[z])]=o. j o(2)dz,

E[(x-E[x])(z-E[z])] = 0. j 9(z2)dz.

La entrada de las ecs. (4.7) y (4.9) se muestra en las Figuras 3.3 y 4.1, respectivamente, en

el primer caso se tiene E[f] y en el segundo E[f(r)f(r):t que es la transformada de

Fourier de $“ 6 de 5. .ec.(3.19).

0.5
04 -
0.3+

n
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oo

Covarianza (m/s)
(an ]
|

S o
= g
| |

© o O
= w N
1 1 |

20t 150 100 = ot 10
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.1. La matriz de covarianza no estacionaria para el ensamble sismico simulado

con la ec. (4.9).
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4.3 Solucion numérica de las ecuaciones diferenciales matriciales

acopladas de la media y covarianza

Las ecs. (4.7) y (4.9) son desconocidas a priori puesto que los elementos aj. a> v a;
dependen de la respuesta, como lo indican las ecs. (4.4). Para resolver los sistemas
acoplados, se considero al tiempo como una variable discreta en los enteros y consiste de
una serie creciente de N puntos equiespaciados que comienza de cero; la separacion entre
dos puntos consecutivos esta dada por el tiempo de muestreo At de la funcién de Green
empirica. Para encontrar la solucion de las ecuaciones, se aprovecho la forma de la matriz
de transicion @ en el caso en que A es constante, como se observa en la ecuacion (4.11),
por lo que se separ6 a los N puntos del tiempo en conjuntos de puntos consecutivos de 1gual
tamaiio a los que se denomind ventanas de solucién, donde 4 se supuso constante. Con el
fin de hacer que la transicién de la respuesta entre las ventanas de solucion tuviera mayor
orden de continuidad que el que corresponde a la derivada y al desplazamiento de la
respuesta, las ventanas de solucion se traslapan, como se muestra en la Figura 4.2. Las
ventanas de solucion se separan en las asi denominadas ventanas de tiempo y ventanas de
traslape. Las ventanas de tiempo tienen la propiedad de que son conjuntos disiuntos v su
union contiene a todos los N puntos del tiempo. Al nimero de ventanas temporales se le
denomind Nv y al numero de puntos que tiene cada una n, el extremo izquierdo de cada
ventana temporal se localiza en los puntos tpi. Las ventanas de traslape son de longitud fija
y tienen tras puntos (ver Figura 4.2). Partiendo de una A arbitraria, se resolvieron (4.7) y
(4.9) iterativamente en cada ventana de solucion hasta que los coeficientes de 4 y ay
tuvieron variaciones menores que un valor preestablecido. Se resuelven (4.7) y (4.9)
iterativamente en cada intervalo de solucion, actualizando A4 y ay en cada iteracion segun el
valor de la respuesta a la mitad de la ventana de traslape, hasta que la variacion de los
coeficientes de A4 son menores que una tolerancia dada. Para el primer intervalo de
solucién se toman valores arbitrarios para ag, a;y a;. El valor inicial de los coeficientes en
los siguientes intervalos de solucion se toma del intervalo de solucion anterior. El esquema

de integracion de la ecuacion se representa en la Figura 4.2.
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AlAYA3 Ai Aj-1 Aj AN
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Alk—')Al dEL\_:_ sl r r= = =
converge L MEX 140 Ef0)| a

Figura 4.2. Esquema de integracion de las ecs. (4.7) y (4.9).

4.4 Media y varianza utilizando Monte Carlo

Con el fin de comparar las medias y varianzas que se obtuvieron con el metodo de la
linealizacién equivalente, se obtienen con el método de Monte Carlo . Las mil sefales que
se calcularon ay (1), i = 1,...,1000, se usan para excitar la ecuacion (2.12), y se obtienen mil

respuestas v, dx, dr v =, que son promediadas, para obtener la media en la forma.

1000

u(t)=——>» u(1) . : (4.17)
(1) 1000 & (1)

donde u es cualquiera de x, dx/dt y z_y para obtener la varianza se utiliza:

T

Z{I(I_U]—ITU]]:. (4.18)

\'ar[u(r]] = ﬁ?
- =1
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4.5 Media y varianza utilizando linealizacion equivalente

Con el fin de obtener la solucidén de las ecuaciones diferenciales acopladas (4.7) y (4.9).
con las condiciones dadas por las ecs. (4.12), (4.15) y (4.16), realizaron diferentes
aproximaciones, ya que el problema es complejo. Los sistemas que fueron estudiados y
modelados a través de las ecs. (4.7) y (4.9), fueron seleccionados con el fin de ver las
diferencias entre comportamiento lineal 6 no lineal con ductilidades bajas v no lineal

cuando estos se sujetan a sismos de magnitud 8.1.

La primera estructura estudiada corresponde a la descrita en la seccion 2.2, cuyo
comportamiento es no lineal con ductilidad de 1.3, correspondiente a una ductilidad baja en
el sentido de que al suponer comportamiento Gaussiano de la respuesta al resolver las ecs.
(4.7) v (4.9), se obtienen resultados que se comparan bien con los que se obtienen usando el
método de Monte Carlo. Se estudio otro sistema de 1GDL con periodo de 2 s,
desplazamiento de fluencia x, = 0.0308 m, razén de posfluencia a = 0.283 v coeficiente de

amortiguamiento ¢ = 0.03, con comportamiento no lineal.

En los primeros casos que se estudiaron para los dos sistemas, se resolvio la ec. (4.9)
considerando que la media era cero, es decir: E[f/ = 0 en la ec. (4.7). y que la fdp
multivariada de la respuesta de la ec. (4.6) era Gaussiana, sin embargo la hipdtesis de
comportamiento Gaussiano para el sistema con periodo de 2 s, estaba muy alejada de la fdp

de la variable de estado z.

En la Fig. 4.3, se presenta el histograma evolutivo de la variable de estado > cuando el
sistema de T = 2 s incursiona en una ductilidad de 7.73, el cual fue calculado a través del
método de Monte Carlo. En la Figura se aprecia que la probabilidad tiende a acumularse en
la vecindad del desplazamiento de fluencia del sistema, en ella se indican los valores
maximo (0.0155 m). minimo (-0.0155 m) y el nimero de marcas de clase del histograma.
El histograma correspondiente a los 1000 primeros pasos (paso = 0.02 s), corresponde a
una distribucion Gaussiana. para luego pasar, entre los 2000 y 8000 pasos restantes a una

distribucion con la probabilidad concentrada en los puntos de fluencia del sistema. En la
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Fig. 4.3 se puede apreciar que el valor medio del histograma va vanando a lo largo del

tiempo, yva que las barras no son simétricas.

Cuando el método de la linealizacion equivalente considera que la fdp de la respuesta es
Gaussiana con sismos de media cero, produce los mismos resultados de la vananza. para
fines practicos, que cuando se le obtiene usando Monte Carlo, para el caso en el que el
sistema tiene un comportamiento lineal, o no lineal con ductilidades bajas (menores de 1.4).
Para satisfacer la condicion de media cero, se uso como entrada a la ec. (4.9), la covanianza
sismica evolutiva obtenida de la DEPE centrada, ec. (3.19), y para obtener la varianza por
el método de Monte Carlo se uso le ec. (4.18). Los resultados se muestran en la Fig. 4.4
para casos con una ductilidad menor de 1.3. En los casos de ductilidades mayores. las
varianzas obtenidas con la ec. (4.9) estaban muy lejos de predecir el comportamiento que
resultaba de Monte Carlo. Esto debido al hecho de que la fdp de z se aleja mucho de ser
Gaussiana como se aprecia en la Fig. 4.3. Esto se explica por el hecho de que la suposicion
Gaussiana del comportamiento probabilistico de la respuesta esta asociado con
comportamiento lineal.

Puesto que la varianza calculada con la ec. (4.9) y con la hipotesis de respuesta Gaussiana
se alejaba mucho de la varianza obtenida a través del método de Monte Carlo. se cambio la
hipétesis de la fdp de z, y se aplico el método de Kimura er al. (1994) para encontrar la
varianza de la respuesta del sistema con periodo de 2 s. considerando que el proceso
estocastico al que estaba sujeto era de media cero. La respuesta del sistema a una
realizacion del proceso presentaba una ductilidad de 7.76, y la comparacion de varianzas
entre el método de la linealizacién equivalente y el método de Monte Carlo se muestran en
la Fig. 4.5, dejando claro que en caso de que el sistema equivalente de 1GDL incursione en

comportamiento inelastico es preferible usar la hipdtesis de Kimura con media cero.
En la Fig. 4.6, se presenta una comparacion entre el histograma evolutivo de = obtenido con

Monte Carlo para el corte del paso 4000 de la respuesta del sistema con periodo de 2 s v el

resultado obtenido utilizando linealizacién equivalente con la aproximacion de Kimura.
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Figura 4.3. Histograma evolutivo de la variable de estado :.
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Figura 4.4. Comparacion de varianzas para un oscilador bilineal de periodo 0.57 s.
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Figura 4.5. Comparacion de varianzas para un oscilador con periodo de 2 s v ductilidad
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Para periodos mayores de 1.5 s. se estudié la kurtdsis de la respuesta del resorte bilineal
sujeto a ensambles de sefales correspondientes a sismos de distintas magnitudes y se hallo
que la variable de estado z tiende a tener una kurtdsis menor que 3 (en el caso Gaussiano la
kurtosis es 1gual a tres), mientras que las variables x y dx/dr tienen una kurtdsis que se
aproxima en promedio a la Gaussiana, como se aprecia en la Fig. 4.7, para un oscilador de
I'=2s. A esto se atribuye la diferencia de areas entre el histograma evolutivo obtenido con
Monte Carlo y el resultado obtenido con linealizaciéon equivalente de la Figura 4.6. Para
periodos menores de 1.5 s, el oscilador bilineal arroja respuestas con kurtdsis muy altas
comparadas con la Gaussiana, por lo cual los resultados obtenidos con la ec. (4.9) para
ductilidades altas en estas circunstancias siguen estando alejados de las respuestas
obtenidas con Monte Carlo, aun utilizando el método de Kimura. significando esto que las
hipotesis de la fdp de la respuesta utilizadas en el método de Kimura, estan alejadas de su
verdadera fdp, y serd necesario en un futuro mejorar esta aproximacion. En la Fig. 4.8. se
muestra la kurtdsis de la respuesta para un oscilador bilineal con periodo de 0.87 s,
obtenida con el método de Monte Carlo, incursionando en ductilidades de 1.7. Es notable
que mientras las variables x y dx/dr, alcanzan kurtdsis muy altas, la variable de estado =
toma valores menores que 3, de donde se aprecia que la fdp de la respuesta de x v dx dr

esta lejos de ser una Gaussiana bivariada.

Puesto que la media de las sefiales simuladas se elimina restando la media a todas las
sefiales del ensamble en los ejemplos pasados, estos resultados son solamente una
aproximacion al problema, aun cuando el método de la vibracion aleatoria produce
varianzas cercanas a aquellas obtenidas con el método de Monte Carlo. Como el ensamble
sismico y el proceso estocastico tienen media, la forma correcta de modelar el problema es
acoplar la ecuacion diferencial de la media no nula ec. (4.7), con la ec. (4.9), y obtener la
media y la varianza de la respuesta. Para el caso de la estructura con periodo de 0.87 s, se
obtuvieron las soluciones de estas ecuaciones considerando que la respuesta del sistema
equivalente es Gaussiana, y la media y la desviacion estandar obtenidas se compararon con
los resultados obtenidos usando el método de Monte Carlo en la Fig. 4.9. Los resultados
obtenidos son aceptables en ambos casos. En el caso del sistema de 1GDL con periodo de 2

s, se comparan la media y la desviacion estandar obtenidos usando linealizacion

.
el
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equivalente con los resultados obtenidos usando Monte Carlo en la Fig. 4.10. v los

resultados son aceptables para fines practicos.

Kurtosis

0 2000 4000 6000 8000 10000
Paso (Paso =002s)

Figura 4.7. Kurtésis de la respues:a de un oscilador con periodo de 2 s, incursionando en
una ductilidad promedio de 1.7.
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Figura 4.8. Kurtosis de la respuesta de un oscilador bilineal con periodo de 0.87 s. con
una ductilidad promedio de 1.7
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CAPITULO 5

ESTADISTICA DE MAXIMOS

5.1 Antecedentes de funciones de distribucion y de densidad de

probabilidad de picos de seiiales no estacionarias

En el capitulo anterior se ha estudiado la respuesta estadistica de primer v segundo orden de
un sistema de 1GDL, no lineal, equivalente a un sistema de multiples grados de libertad
sujeto a un proceso estocastico que caracteriza los sismos de subduccion provenientes de la
costa de Guerrero. Los parametros fundamentales que describen el comportamiento o<l
sistema, son el primer y el segundo momento estadistico de las funciones de entrada \ de
respuesta. Sin embargo, en las aplicaciones a la ingenieria esta informacion no es de gran
ayuda para el andlisis o disefio de un sistema. Para alcanzar este objetivo, es necesario
determinar la distribucion de probabilidad de los maximos de la respuesta y la probabilidad
que tienen de exceder un cierto estado limite. El sistema podria dejar de funcionar si la
respuesta excede un umbral tan sélo una vez, para lo cual se buscaria entonces la
probabilidad de la primera excedencia. En otros casos, el comportamiento del sistema
puede ser tal que, el sistema fisico en cuestion tolere varias excursiones de la respuesia

arriba del umbral antes de que se dane.
La determinacion de la probabilidad de que la respuesta de un sistenia exceda cierto estado

limite por estar sujeto a un proceso estocastico ha sido, por su complejidad, normalmente

realizada sobre respuestas estacionarias. Para ello es necesario determinar si se trata de
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senales de banda ancha o angosta. El desarrollo de la teoria v la capacidad dc resolver estos
problemas por primera vez se debe a los trabajos de Rice (1944) v (1945). quien estaba
interesado en el ruido que aparecia en las sefales eléctricas. Avances significativos en esta
teoria se deben a Cartwright y Longuet-Higgins (1956), que buscaban la descripcion
probabilistica de los maximos de olas maritimas, encontrando una técnica matematicamente
poderosa para su calculo. En el area del analisis estructural, son de importancia los trabajos
de Crandall er al. (1963 a), y (1963 b). Es de interés, para el calculo de los momentos
estadisticos, la interpretacion que realiza Vanmarke (1972). Sin embargo, en este trabajo se
esta interesado en sefiales que tienen comportamiento probabilistico evolutivo, que conduce
a que las teorias anteriores no sean aplicables a este caso, como lo muestran Micheelov er
al. (1999), para el calculo de los momentos estadisticos de la respuesta. necesarios para la
determinacion de las probabilidades de maximos. En este trabajo se hace una aproximacion,
que permite el céalculo de las funciones de distribucion y densidad de probabilidad de

maximos de sefiales que provienen de un proceso estocastico subyacente evolutivo.

5.2 Funciones de distribucion y de densidad de probabilidad de picos

La funcidn de distribucion de probabilidad condicional a una intensidad dada de los picos

del proceso estocastico X{t), se puede encontrar a través de determinar la tasa de ocurrencia

de los maximos del proceso. Sea:

E| Numero de picos <u en r.r+_1.f'1-f:
VP[:‘;X(I)Su!]]zlim [ dhiid [ ]‘. (5.1)

1= Jf

la tasa esperada condicional para una intensidad fija al tiempo  de la ocurrencia de picos
menores que el umbral u. Puesto que durante el intervalo de tiempo infinitesimal /1, 1=/,

se espera que a lo sumo un pico suceda, entonces la ec. (5.1) se puede expresar en la forma:

PlUn pico<uen|t,t+ At||1
V.f’[f"X(r)g“l!]:{{-E:‘ [ P 7 [ ]I J

—_
L]
2

—
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donde P/A/I] es la probabilidad condicional de que suceda 4 dado que sucedio el evento /;

la ec. (5.2) se debe a que se puede despreciar la posibilidad de que dos o mas picos sucedan
en el intervalo de tiempo. Si se hace u tender a infinito, se obtiene la probabilidad de que un

pico suceda:

P pi tt+ At
A e

n
L¥S
—

De acuerdo con las propiedades de la probablidad condicional, dados los sucesos A4, By (,
se satiface:

Pla|c]= P[A|8,C]P[B|C],

si y solo si: 2 = B. De acuerdo con esto, se tiene:
Pl pico<uen [r.r + _h]!f = P_p: cosuen [r.r + _ir]i picoen [I.I + _I:].f- P/ picoen [f.f + ..jr']_ 5
y puesto que lz funcidn de distribucién de probabilidad de los picos satisface:

Fo, (u)= P[pz’coSu en 1,1+ Ar][pz'co en [I,I + AI]J}, (5.4)

entonces:

1% ’_r;X(r)Sull
F =t 7]

Pl =0T

De la ec. (5.5), se aprecia que se puede determinar la distribucion de probabilidad a traves
de la tasa del namero esperado de picos menores que cierto valor u; para calcularla. se
observa que si (fx) es la funcidn escaldn unitario. entonces 7-dX'dr) es un proceso
estocastico con un escalon positivo unitario en cada pico de X(z) y con un escalon negativo
unitario en cada minimo de X(r). La derivada de este proceso es: EX/Ar H-dXdr) v

corresponde a funciones delta de Dirac unitarias positivas y negativas ubicadas en los
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maximos Vv en los minimos del proceso X(t), respectivamente, que multiplicada por
U(-d X/dr ), solo proporciona funciones delta positivas. Si ademas, el producto de las dos
funciones anteriores se multiplica por: Ufu-X(1)). se obtienen deltas sélo para aquellos picos
menores de u. En consecuencia, la tasa esperada de picos menores de u se puede expresar

en la forma:
ve[t: X() <u|l]= E[-X(0)s[-X(1)JU[-K(1)]U[u- xolr]. 6
Sustituyendo la ec. (5.6) en la ec. (5.5), se obtiene:

E[_)?(:)(S[—X(t)]U[‘fi‘}”)]U[“ B ’W”]‘j]

E[—X’(r}&[—X(:)jU[—f{r)]H o

FPru[“’]] =

que se puede expresar en términos de las funciones de densidad de probabilidad conjunta en

la forma:

- T =Sy U~ U [u - Foresirnninfwivizil Jdwdvdz
FPH:[U\‘IJZ fr ij, .[.— [ ] [ ] [ ] 2Ll J (38}

J: J: -z0 [—v](_— [—Z]f,\'m_,x-:;,("-Zw)dl'dz

La ec. (5.8) conduce a:

f@ J._u,c‘z'f\'fu._r;”,_r,”(W.O.Zlf)‘dwdz
J-:: ]:‘f-?frJ..Vr:)( O':“ )d:

(5.9)

FP,,{:JU]=

La funcién de densidad de probabilidad de los picos se obtiene derivando con respecto a u

la ec. (5.9) quedando:
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[l oo (0.2 T
fml-’lffm,._t-,,,ro.::f;d: |

(3.10)

jP .',JI_“|[_J_

En esta tesis, X(1), dX/dr y d"X/dr’, se suponen conjuntamente (Gaussianos aun para
ductilidades altas, ya que X{(1) es el proceso que resulta de resolver la ec. (4.1), que es la
respuesta del sistema equivalente de 1GDL sujeto al proceso estocastico que caracteriza los
sismos generados por la brecha sismica de Guerrero correspondientes a cierta magnitud. En
el Capitulo 4, se supuso que la funcién de densidad de probabilidad conjunta de la respuesta
era Gaussiana para X(1) y dX/dt, lo que llevo a obtener soluciones a través del método de la
linealizacion equivalente *‘iguales” (dentro de cierta tolerancia aceptable para fines de
ingenieria), a soluciones obtenidas usando el método de Monte Carlo. La suposicion de
Gausussianidad se justifico a posteriori. En el Capitulo 4, para el caso no lineal, en realidad
no se supone que las tres funciones sean conjuntamente Gaussianas: el método de Kimura
solo supone conjuntamente Gaussianas a X(1) vy a dX/dr; sin embargo. puesto que la
derivada es un operador lineal se justifica la hipotesis de Gaussianidad conjunta de 72,

dX/dt y & X/dr’, para los casos lineal y no lineal (Lutes, 1997). De esta forma:

._r'"_'\ )

! (wov.s [) = — _1 _,__e\p|——(n—F| X1l 1-,5 u s E X INria-E[x00
(27) 2 - L

| :-E'_‘i'.’-
\ \ L -

donde:
(X E[x|1))(x-E[x|1]) (X-E[X|1])(X -E[&|1]) (x¥-E_x11])(AX-E u]
F=E [,\'-£|_X'!_)[,¥-£ X|r) (x- [A'w](x'—fg.xif | (.x'-tA.\ f_.](.\ —E_.x 1_]; .
)

(K[| (x-£[x11]) (X-£[X])(%-[4[1]) (& -e[xp])(x-e[517])

En la Figura 5.1 se muestran las funciones de densidad de probabilidad condicional de
picos para los sistemas de periodo 0.87 s y 2 s descritos en el Capitulo 4, en el punto de
varianza maxima t = 4000%0.02 s, ver Figuras 4.9 y 4.10. Para encontrar estas funciones fue

necesario obtener los parametros de las mismas que son: E/X 1], E[dX/d]1], E[d X/dr 1], y
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la matriz /" Las soluciones de las ecs. (4.7) v (4.9). propercicnan: E/X/]. E[dX dt 1],

E[dX/dr 1], [T];1, [I]12 y [1]2: el término /1], se calculo utilizando la relacion:

%E;(A’ —E[,\'i:])()i'-E[X‘];])];J: E{[X— EL\;’)J’} 5;{ X-E x|1])( - F\!]‘!

de donde:

£ -[r].,- (5.11)

o
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—
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FDP de maximos
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©
=
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Desplazamiento (m)

Figura 5.1. FDP de mdximos para los sistemade T =2 s v T = 0.87 s.

El elemento /17,3, se calculd utilizando la relacion:

%E[(X*E[X\IMI] =2£[(X-£[X!;jn_i- 45['5('4[])1]}

De donde:
1d .
. =——|1] . (5.12)
[ ].’,? 2df[ ]:
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h 1 d .
[ ],’-‘ 2 ([![ ]_ l

El elemento [/]3;3, se calculd usando la matriz de covarianza condicional de respuesta del

sistema de 1GDL equivalente:
Te(5)=E[X()X(s)|7],

que satisface, (Soong y Grigoriu, 1993):
I'((1,5)= _[_[‘ZD({,zir)(_}'(M)Jr""_Jr (u,\-')GT(\')(DT{S,'.'}dl'a'u, (3.13)
00

donde @, v G estan dados por las ecs. (4.11), y (4.8), respectivamente. La matriz del
sistema A, necesaria para caracterizar @, se obtiene determinando los coeficientes
linealizadores como funciones del tiempo al resolver la ec. (4.9). El elemento buscado

satisface:

3.2 o [r.\'("‘s}]zri

[F]y=v = (3.14)
) o1cs l::;
Sustituyendo en la ec. (5.14) la ec. (5.13) se obtiene:
(1], =[@.0G(t.0G (1) . (5.13)
De las ecs. (4.8) y (4.11) se tiene:
¢|1 ¢!2 ¢I3 0 . - )
o)=d, ¢ 4.0, vy GO=|1],y como E[f(z)_fmgf] es un escalar.
_d’s‘ 553: ¢?:~_ 0

(5.15) se puede expresar en la forma:



3. Estadistica de Maximos

?51:: {f’] NS _1_5151}3
=0 (1) 6t ¢ bt | =T, {;_,f_}@ﬁ:::(,";), (5.10)
| qﬁ::qﬁi 2 ¢::¢:_~ rji

F:[rx(!,.s')]_ﬂ

010y

7], =

5.3 Funciones de distribucion y de densidad de probabilidad de picos

utilizando el método de Monte Carlo

Para evaluar las funciones de distribucion y de densidad de probabilidad de los picos
usando el metodo de Monte Carlo, se procedio a realizar estadisticas de los picos de las mil
senales de respuesta discutidas en el Capitulo 4: x,(1), i [, ..., 1000. Primero se
identificaron, para cada senal los picos de la respuesta como se muestra en la Fig. 5.2 para
el sistema de periodo T = 2 s. A continuacion, se determino para todas las senales, el
intervalo de tiempo donde la varianza y media de la respuesta alcanzan sus valores
maximos, y se identificaron los maximos en el intervalo encontrado, que se indica por los
circulos en los maximos de la Fig. 5.2. La longitud del intervalo alrededor del punto de
varianza maxima, fue elegido lo suficientemente grande para contar con el numero de picos
necesarios para realizar una estadistica y lo suficientemente pequefo como para que ese
intervalo describa un comportamiento local de la funcion de densidad de probabilidad de
maximos alrededor del instante de varianza maxima. La Fig. 5.3 corresponde a una senal
del conjunto de senales que caracterizan al proceso estocastico (ensamble) de respuesta del
sistema de periodo T = 0.87 s, donde los maximos y la banda han sido identificados.
Finalmente se encontro el histograma de frecuencias de los maximos correspondientes al
intervalo dado correspondiente a las mil sefiales de respuesta. En las Figs. 5.4 y 5.5, se
muestran los histogramas de frecuencias correspondientes a los sistemas de 0.87 s y 2 s.
respectivamente. En estas figuras se superponen las funciones de densidad de probabilidad
encontradas en la seccion anterior con el fin de compararlas. Utilizando una prueba de
hipotesis Kolmogorov — Smirnov con un nivel de significancia del 95%, se comprobo que
las funciones teoricas son aquellas que describen el comportamiento estadistico de los

histogramas de frecuencias.

h
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Figura 5.2. Identificacion de los maximos de una serial del ensemble de respuestas. v de la
banda donde la varianza del ensemble es maxima (circulos). Sistema T = 2 s.
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Figura 5.3. Identificacion de los maximos de una senal del ensemble de respuestas, y de la
banda donde la varianza del ensemble es maxima (circulos). Sistema T = 0.87 s.
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Figura 5.4. Funcion de densidad de probabilidad de maximos obtenida desde la teoria de
la vibracion aleatoria e histograma de maximos obtenido con el método de Monte Carlo.

para el sistema de T = 2 s.
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Figura 5.5. Funcién de densidad de probabilidad de maximos obtenida desde la teoria de
la vibracion aleatoria e histograma de mdximos obtenido con el método de Monte Carlo.

para el sistema de T = 0.87 s.
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CAPITULO 6

CURVAS DE FRAGILIDAD

6.1 Fragilidad sismica

Para calcular las curvas de fragilidad sismica de cierta estructura con base a la respuesta del
sistema de 1GDL equivalente sujeto a un proceso estocastico, es necesario determinar el o
los estados limite que se desean estudiar y dependiendo de ellos, identificar las fuentes v las
magnitudes sismicas para las cuales es necesario determinar la probabilidad de que el
sistema equivalente exceda el estado limite deseado. Para obtener la fdp de los maximos de
la respuesta en el caso evolutivo se utiliza la teoria de extremos (Lutes y Sarkani, 1997).

Denotando con M) al maximo de x?) para el tiempo ¢, la fdp de maximos es:

]
I]z‘ff(f}.,i'[!)..fqn (u,O, ZJI)dZ
ﬁ,(”(u“) == 0 , 6.1)
12l f:050, (0,21 ) 2

donde: las funciones en el interior de las integrales son las fdp multivanadas Gaussianas.
debido al hecho de que en las suposiciones de las fdp multivariadas de la respuesta (1) v
dx/dt son consideradas conjuntamente Gaussianas. La fragilidad sismica, para el estado

limite x* queda expresada en téminos de la ec. (6.1) en la forma:
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P[x>x|1]=1-P[x<x|1]=1- "jf‘,m(uu)du . (6.2)

6.2 Estados limites

El estado limite que se desea estudiar en este trabajo es el de colapso incipiente, y puesto
que la “brecha de Guerrero” representa el sitio con mas alto potencial sismico, se considerd
como unica fuente ésta. Los sismos provenientes de la “brecha de Guerrero” de magnitud
menor de 7 no han causado que estructuras tipicas vulnerables del Valle de México
incursionen en estados cercanos al colapso, por lo que para el estudio del estado limite de
colapso incipiente se consideran magnitudes sismicas de 7 a 8.2. Si se quisiera estudiar el
estado limite de servicio para el Valle de México, seria necesario considerar todas las

fuentes y magnitudes que pudieran hacer incurrir la estructura en este estado limite.

Los estados limite de las estructuras, se pueden definir en términos de la distorsion de
entrepiso. la cual representa un indice que se correlaciona muy bien con ¢l dano
experimentado por ellas en el caso de sismos Reyes (1999). La distorsion de entrepiso para
el caso de edificios a base de marcos, se define como la diferencia de desplazamientos entre
dos niveles consecutivos dividida por la altura del entrepiso. En el documento SLAC
(2000), se establece el significado de dafio en términos de la capacidad de transmitir cargas
laterales de los elementos de la estructura, del dafio a sistemas arquitectonicos v de la
obstruccion en las salidas del sistema con el fin de que haya posibilidad de evacuacion de la
gente que se encuentre en el inmueble en caso de sismo. Si la respuesta de la estructura, en
términos de distorsion de entrepiso, no excede del 0.5%, el dano en la totalidad de la
estructura es moderado, queriendo decir con esto, que tanto la resistencia del sistema como
su rigidez se han visto reducidos aun cuando el sistema de soporte de cargas laterales
permanezca funcional. Si la distorsion de entrepiso se encuentra entre el 0.5% y el 2.3% el
dafio es severo, implicando que la resistencia y la rigidez disponible de la estructura han

quedado muy reducidas, que se tienen grandes deformaciones permanentes y que los
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elementos estructurales secundarios han fallado completamente. Si la respuesta excede del

2.5%, la estructura puede colapsar total o parcialmente.

El estado limite se debe traducir en desplazamiento espectral, ecs. (2.4) 6 (2.7) segun se
consideren uno o multiples modos de vibracion de la estructura, respectivamente, para que
se pueda introducir el valor en la ec. (6.2) para el calculo de la curva de fragilidad. Esto se
consigue a partir de la curva de comportamiento de la estructura en estudio. La curva de
comportamiento, como se indicd, esta aproximada por dos lineas rectas en el espacio de
seudo aceleraciones contra desplazamientos espectrales. Fig. 2.2, cada una corresponde a

dos distintos periodos de vibrar, dados para cada recta por la ecuacién, Sandoval (2000):
2 2
S =(—”} S,. (6.3)

La curva de comportamiento entonces. representa a la estructura en dos estados distintos,
uno sin dafio y otro con dafo. La recta que tiene una mayor pendiente, esta asociada al
periodo de vibracion T,r que domina a la estructura que se encuentra en su estado inicial
sin daflo, y la recta que tiene menor pendiente, corresponde al periodo T:y, de la estructura
que se encuentra en su estado dafiado por la demanda sismica. Una estructura tiene varios
periodos de vibracién, y para cada uno de ellos se tiene asociada una forma modal, lo cual
no implica que estructuras con distintos modos de vibrar deban tener distintos periodos: se
puede dar el caso de estructuras distintas con el mismo periodo de vibracion y distntos
modos. La simplificacion de la curva de comportamiento de una estructura. indica que la
estructura en su estado inicial esta “dominada” por cierto modo de vibrar, es decir, asociado
a uno de sus modos se presentan los desplazamientos que contribuyen mas a la respuesta.
Lo mismo se puede decir para la estructura en su estado danado. Asociados a los periodos
Tir v Tagr, hay un modo de vibracién para cada uno que caracteriza la configuracion de
desplazamientos de los pisos. Estos modos, a los que se les puede denominar modo de la
primera rama v modo de la segunda rama, presenian un entrepiso particular con una

distorsion mayor que el resto de los entrepisos. Los entrepisos criticos no son
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necesariamente el mismo para los modos, y sera en ellos donde se producira la mavor

distorsion al deformarse la estructura.

El estado limite de colapso incipiente, para el caso que se estudia. corresponde a un
desplazamiento que ha excedido el desplazamiento de fluencia x, de la estructura
equivalente, y por lo tanto, el desplazamiento espectral correspondiente a este estado limite
se debe calcular utilizando so6lo el modo de la segunda rama, como se muestra en la Fig.
6.1, en donde se aprecia que el desplazamiento asociado al estado limite de colapso esta
dado por la suma de dos desplazamientos: x, y x4 El desplazamiento x; que define la
incursion de la estructura en el estado limite de colapso. resulta de multiplicar la
coordenada modal asociada al modo de la segunda rama: zg;, con dicho modo, para obtener
una distorsién de 2.5%, en el entrepiso critico. Para expresar esto matematicamente, se
utiliza el modo de vibrar correspondiente a la segunda rama: @, y se denota la
componente modal para el nivel j, con: @,z ;. Como la componente del modo de vibrar de
la segunda rama a nivel de azotea j = a, tiene el valor de @z, = 1. va que el modo esta
normalizado, se tiene que:
=@ty =0
Suponiendo que el entrepiso critico estuviera localizado entre los niveles j y j+/ de la

estructura, entonces, los desplazamientos de esos niveles serian:

X, =W ,pXs ¥ X, =W ., 5.

El valor de x; que se busca, es el que produzca una distorsién de entre piso de:

>
Il
o
P
+
|
-
—
]
3]
h
==
o

donde H, es la altura del entrepiso.

Puesto que los desplazamientos que se utilizan en el célculo de la fragilidad son

desplazamientos espectrales, el desplazamiento limite x/*, que se usa dentro de la ec. (6.2)
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para el calculo de la fragilidad, se obtiene de transformar e! desplazamiento x. a

coordenadas espectrales mediante la ec. (2.4) ¢ (2.7) segun sea el caso.

El caso de estudio considerado, en este trabajo, es la estructura calculada por Sandoval
(2000) cuyas alturas de entrepiso son de 3.3 m, y el entrepiso critico para el modo
correspondiente a la segunda rama de la curva de comportamiento, esta ubicado entre la
tercera y cuarta losa. La diferencia de desplazamientos de pisos consecutivos que produce

la distorsion requerida esta dada por:
Dif =(3.3m)*2.5% =0.0825m . (6.4)

El desplazamiento de azotea que produce la distorsion requerida en el entrepiso critico se
muestra en la Fig. 6.2, v su valor es x; = 0.3815. El valor del desplazamiento espectral esta
dado por:

X, 0.3815

X; = =
Y@ (1)Y.1.2365

=0.3086 . (6.3)

Por lo que x/*, es el valor que debe ser introducido en la ec. (6.2) para obtener la fragihdad

de la estructura calculada por Sandoval (2000).

En este trabajo, la estructura de T = 2 s, se considera que tiene ¢! mismo desplazamiento
limite, ya que esta fue introducida con el fin de estudiar el comportamiento de un sistema
de 1GDL con comportamiento no lineal para sismos de magnitud 8.1 ¥ no se cuenta para

ella con datos de los modos de vibracion.

6.3 Curvas de fragilidad de los sistemas equivalentes de 1GDL

La curva de fragilidad para el estado limite de colapso incipiente de la estruciura
equivalente calculada por Sandoval (2000), se muestra en la Fig. 6.3. La curva de fragihdad

resulta de calcular la ec. (6.2) para distintas intensidades; los parametros de la fdp
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multivariada de la ec. (6.2). para cada intensidad. se obtienen de las respuestas de las ecs.
(4.7), (4.9) y (5.16).
Modo 1R Modo 2R

Ae
2.5% = Ae/H .

Distorsion de entrepiso
correspondiente a estado
limite de colapso incipiente.

X[ = Desplazamiento Modal

Correspondiente a
Estado limite de Colapso
Incipiente

Xy Xy Xd

X[

Figura 6.1. Determinacion del desplazamiento modal correspondiente al estado limite de
colapso incipiente.

30
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Figura 6.2. Desplazamiento espectral del modo correspondiente u lu segunda rama de la
curva de comportamiento que produce una distorsion de 2.5% del entrepiso critico.
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Debido a la buena correlacion que presenta la intensidad de Arias con el dano estructural
Xianguo et al. (1994), la intensidad considerada en este trabajo para el célculo de la
fragilidad es la del valor esperado de la intensidad de Arias (Arias. 1990), el cual se calcula

en términos de la varianza del proceso estocastico. en la forma:

E[I]=E 71 T&f(r)dr = 7i Taj(r)dr ; (6.6)
’g <8

a

donde 1,4, es el tiempo de duracion de la sefial. La probabilidad de exceder el estado limite
considerado se graficd con las intensidades calculadas a través de la ec. (6.6) v se

interpolaron los puntos graficados con la curva lognormal que mejor ajustaba los datos.

La curva de fragilidad correspondiente a la estructura de T = 2 s, se muestra en la Fig. 6.3.
con trazo discontinuo. Esta curva ajusta los valores de fragilidad que resultan de resolver
las ecuaciones obtenidas a través del método de la linealizacion equivalente. Los valores
que se obtienen usando el método de Monte Carlo también se muestran y quedan dentro de
un error razonable (menos del 10%). En la misma grafica. se muestra la curva de fragilidad
de la estructura de 7 = 0.87 s. los valores de fragilidad que resultan de utlizar las

ecuaciones de la linealizacion equivalente v los de Monte Carlo, dando igualmente

resultados razonables.
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Figura 6.3. Curvas de fragilidad correspondientes a los sistemas con I=0.8s v con I = Cs.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

7.1 Conclusiones sobre el método para el calculo de la fragilidad sismica

de una estructura

En esta tesis, se desarrolla un método para el calculo de curvas de fragilidad sismica de
estructuras hechas a base de marcos. Los resultados encontrados se comparan con
simulaciones de Monte Carlo para su verificacion, demostrando que el método planteado

tiene grandes posibilidades de ser una herramienta practica.

El método propuesto parte de la posibilidad de reducir un sistema de multiples grados de
libertad a un sistema equivalente de uno sélo, cuya regla de disipacion histeretica este dado
por un modelo bilineal extraido de la curva de capacidad de la estructura. La obtencion de
la curva de comportamiento y el sistema de 1GDL equivalente ha sido estudiada
ampliamente por distintos autores (p.e. Ayala, 1999 y Requena, 1998), que concluyen no
solo con el validamiento del método sino con interesantes posibilidades como la del diseno
sismico por desempefio de estructuras. El método aqui propuesto requiere de esta
simplificacion, y brinda grandes posibilidades tedricas v practicas al analisis v diseno de las

estructuras que se estudian mediante su curva de comportamiento.
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La caracterizacion del ensamble sismico de sefales simuladas con funciones de Green
empiricas como un proceso estocastico, condujo a que el ensamble es el resultado de
realizaciones de un proceso Gaussiano evolutivo en la media y en la densidad espectral de
potencia. Esto llevo a la necesidad de acoplar a la ecuacion diferencial de la matriz del
segundo momento estadistico de la respuesta del oscilador bilineal con la ecuacion

diferencial de la media del mismo.

Para la obtencion de las curvas de fragilidad sismica se incorpord el método de simulacion
sismica de la funcion de Green empirica, dentro del marco tedrico de la linealizacion
equivalente, obteniendo un sistema lineal cuyos resultados estadisticos de primer v segundo
orden son iguales (dentro de un error razonable) a aquellos que se obtienen con
simulaciones de Monte Carlo; demostrando que el método de la linealizacién equivalente es
una herramienta util para obtener las matrices de primer y segundo momento estadistico de
la respuesta de un oscilador bilineal sujeto a un proceso estocastico que caracteriza un
ensamble sismico simulado a través del método de la funcion de Green empirica. En los
casos en los que la respuesta del oscilador es practicamente lineal, se puede suponer que la
respuesta del oscilador es Gaussiana, pero es necesario suponer distinto comportamiento
probabilistico de la respuesta en los casos en que el oscilador incursiona en el intervalo no
lineal. Esto se debe al hecho de que la variable de estado z. presenta un comportamiento
muy alejado del Gaussiano, tendiendo a concentrar la probabilidad en los valores de
fluencia del desplazamiento. El modelo de Kimura ez al. se aplico para el caso de media
cero e incursiones del sistema equivalente en ductilidades mucho mayores que uno. v se
obtuvieron resultados para la varianza que se comparan bien (errores del 10%) con las
varianzas obtenidas utilizando el modelo de Monte Carlo. Para el caso de comportamiento
lineal del sistema equivalente y considerando que el proceso estocastico que caracteriza al
ensamble sismico tiene media evolutiva, la media y la varianza de la respuesta del sistema
equivalente obtenida utilizando vibracién aleatoria se comparan bien con los resultados
obtenidos utilizando el método de Monte Carlo. como se¢ ilustra en la Fig. (4.9). El modelo
extendido de Kimura et al. es adecuado para el marco de la linealizacion equivalente. v nos
proporciona la posibilidad de considerar el comportamiento de concentracion de

probabilidad de la variable de estado z en el caso de incursion del sistema equivalente en

=
N
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ductilidades mayores que 1.3. Para estos casos. la varianza v la media de la respuesta.
calculadas conjuntamente utilizando el método de la linealizacion equivalente. se
encuentran dentro del 10% de error de aquellos que resultan de utilizar el método de Monte

Carlo.

Las funciones de densidad de probabilidad (fdp) de los maximos de la respuesta del
oscilador condicionadas a una intensidad sismica dada. se obtuvieron por dos caminos: por
un lado se utilizo la teoria de la vibracion aleatoria para el calculo de las distribuciones de
extremos, utilizando la media y la varianza que resultan del método de la linealizacion
equivalente. y por el otro camino. se utilizé el método de Monte Carlo. Los maximos de las
respuestas. obtenidos usando el método de Monte Carlo. fueron organizados en un
histograma que fue comparado con la fdp que resulta de la vibracion aleatoria utilizando
una prueba de Kolmogorov con un nivel de significancia de 0.03. indicando que el camino

por el que se calcule la fdp es indistinto.

El calculo de las curvas de fragilidad requiere de las fdp de los maximos de la respuesta
para distintas intensidades sismicas. v del valor de la respuesta que define la incursion de la
estructura en el estado limite de interés. En este estudio, el interés fue puesto en el estado
limite correspondiente a un estado de colapso incipiente, caracterizado en términos de una
distorsién de entrepiso de mas del 2.5%. Asociado a este estado limite. la estructura tiene
un periodo fundamental v un modo fundamental correspondiente. con el conocimiento de
dicho modo. se estuvo en la posibilidad de calcular el valor del desplazamiento asociado
que produce en el entrepiso critico la distorsion requerida. Sustituyendo este valor dentro de
las fdp de los méaximos se calcularon las curvas de fragilidad del sistema de periodo 7 =

0.87 sy el sistemade IGDLde T=2s.

Las curvas de fragilidad tienen gran aplicacion en la practica de la ingenieria v su
aplicacion en la evaluacién de la vulnerabilidad sismica de estructuras del Valle de Meéxico
demuestra ser una herramienta (til para la prevencion de dafo y de desastres. Si bien el

calculo de las curvas de fragilidad representa una cantidad considerable de trabajo. se
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espera que esta tesis contribuya al entendimiento de las mismas v permita su calculo de

forma racional y de manera relativamente rapida.

7.2 Contribuciones

El camino que se adoptd para evaluar las curvas de fragilidad tiene la novedad de utilizar
linealizacion equivalente con un método de simulacion sismica que no resulta de filtrar
ruido blanco. Esto ha resultado en que las ecuaciones por resolver y sus métodos de
solucion, sean distintas a las que se utilizan (Hurtado. 1998). Este hecho llevo a la
necesidad de caracterizar mediante un proceso estocastico el ensamble que resulta de los
métodos de simulacion de la funcion de Green empirica. resultando en un proceso
estocastico Gaussiano evolutivo tanto en la media como en la densidad espectral de

potencia.

Para el método de la linealizacion equivalente, es novedoso el hecho de que se utilicen una
covarianza y una media evolutivas como entrada del sistema de ecuaciones por resolver.
Las fdp conjuntas. supuestas a priori para la caracterizacion probabilistica de la respuesta
del oscilador es la primera vez que se plantean, puesto que consideran la media evolutiva.

lo que resulta en una extension al método de Kimura.

El método planteado para el calculo de las curvas de fragilidad. utilizando el método de la
linealizacion equivalente con el método de simulacion sismica de la funcion de Green
empirica. llevd a que todo el procedimiento a seguir tuviera que ser novedoso. tanto para el

calculo de las fdp de los méximos como para el calculo de las curvas de fragilidad mismas.
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Apéndice 4

APENDICE A

ESPERANZA DE LA NORMA CUADRADA DE LA
TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA SENAL
SIMULADA Y DE LA SENAL SIMULADA CENTRADA

A.l1 Esperanza de la norma cuadrada de la transformada de Fourier de la

senal simulada

-

Elcalculo de E| |4 () . se desarrolla a partir de:

-

-~

Eﬂf!s ((9).:J = E[A; (w) A4 (Q)J ;

| =

que lleva a:

E[|4,(o) |= E[Fla, 0} Fla, 0}

y sustituyendo la eq. (3.1), en la ultima expresion se obtiene:
| . o (o W
E[:As (@) J= L F ;z}:ae(r—q) F{I;Z{J{(f—r;) 0
L " # & F 2

donde F{a(1)}, es la transformada de Fourier de a(1). Utilizando la propiedad de linealidad
de la transformada de Fourier se obtiene:
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E[EAI(m)j:]zEL;:ZF{GE(I—r,)}Zi:F{ae(r—r,)}-} ;

v aplicando la transformada de Fourier en su forma integral:

A (a))” = E[::i i[a‘,(r -7, )e“'“”dri ]ae(r -7, )e"“”a’f} ,

=l ¢ J=l e

haciendo el cambio de variable que se indica, se obtiene:

] [éﬂ Ta (u)e ‘}duz ja (1)e ' v}

U=1-1,

v=!—rj

Extrayendo de las sumas los elementos que no dependen de los indices:

EDA: 1 [ Ze _[a (w)e ™ duiei"" T_I.u,_.{\ “dv :

— =1 - J

v sustituvendo la transformada de Fourier por una funcién dependiente de la frecuencia:

-

E [iAs (CJ)|] = EL,’:A‘,((o},{(cu)iie"”" g™ J
y por tratarse de funciones conjugadas complejas:
|
Utilizando la propiedad de linealidad del operador de esperanza:

E[‘As(a))‘ }— £14 (c))[ iif[e_iw‘_r'}]

k=1 j=I|

-

4 (w)lj = EF: A Y™ ’}

k=t j=1

Separando las sumas en los elementos conj = k. y conj =k, se obtiene:
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[\ \ = = 8" \ -

E_"i ! I:sz:.;‘i - b‘ E' =T, -7 ) L 4. E j--‘.;l,"..- T )
L s((‘))| > | e((‘))‘ 1&:; — Iy Lf’ | ;Z Le Jl[

o _ . lsik=j
donde la funcidn &, es la delta de Kronecker definida: 6, = :
* |Osiki# i

La esperanza de una funcion de variables con subindices j y &, idénticamente distribuidas.
hace que estos se pierdan. ya que los pone bajo el signo de integral volviéndolos variable
comodin. Conduciendo a:

2|

Sumando se obtiene:

A (o)f =& |4 Zl+ i) » 31

| =1

E[!As ((9)!21 = 52 ‘A‘(a))!‘? {M +(N3 =N -)E[e—rotr-.- ]“i} .

Aplicando la definicién integral de la esperanza sobre la funcion bivariada, se obtiene:

B4 ((;):} =2 4 (o) J.\" - (_.\': -X) { [c_""_"'"p( 7 .")dm’."lv.
- B e )

Por hipdtesis las variables aleatorias 7, son independientes lo que conduce a:

x x
5

Ef .4s(w)i’]=;:5Ae(m)f {N+(N3 -N) [e p(r)dr jei-"'p(r')dr'}.

- -z

En la ultima expresién se observa que las expresiones bajo el signo de integral
corresponden a la transformada de Fourier de las funciones involucradas:

dl

Puesto que se trata de funciones conjugadas complejas se obtiene finalmente:

4

4,(o) J =& |4 @) (N +(N? - N) P@)P (@)},

E||4 (@) |=& @) |5 +(¥ - ¥) Py |

que es lo que se queria demostrar.
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A.2 Esperanza de la norma cuadrada de la transformada de Fourier de la

seinal simulada centrada

La esperanza de la transformada de Fourier de la sefial centrada se define:

1

Utilizando las propiedades de multiplicacion en los complejos es equivalente a:

g

E[!;Is (a))ﬂ = EI]AS ()= u, (o)

i, () = E[(4.0)- 1 (@) (4.(0)- () ]

y a:

5
|-
|
|

(@) }

E;rs,:is (m)j} = E[i-'i.; (a))‘3 - A (0)u (0)-4 (o) u, (0)+

L

Utilizando la propiedad de linealidad de la esperanza y de la transformada de Fourier se
obtiene:

E“j,_ (m)i:-‘ = E!_'A‘ ((z))ﬂ ~u (o) (0)-u (o) u (0)+ u (o) i

que es equivalente a:
~ 2 [ 2 | 1
E[!As ((o)‘ } = EUA’ (o) ]—!,uj (o).
Utilizando la definicién de la transformada de Fourier de la media de la senal se obtiene:

E[|A. (o) |=£[ 4. (o) |-F{ELa, @]

Sustituyendo en la ultima expresion la ec. (2.1), se obtiene:
E“.:is ((0)52] = E[

_. -45(w)’ﬁz]-}F{E{fiae(r—rg)]Hz.

- |

Utilizando la propiedad de linealidad de la esperanza se obtiene:
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E{_]j(ﬁg)!:}z [ ((J)i] | {ZE[“ (I~r1]}‘

Como la esperanza de una variable con subindice la pone bajo el signo de integral v
transforma dicha variable en una variable comodin, la funcién pierde la dependencia de su
subindice y conduce a:

ED;IS (a))ﬂ = E[\A, (a))ﬂ— |[F{¢NE[a,(t - r)]}F :

Aplicando la definicién integral de la esperanza:

£[l4 (o)f |- £

y utilizando la propiedad de linealidad de la transformada de Fourier se obtiene:

E{;ts ((u)ﬂzf[:. ] i]

Aplicando la definicion integral de la transformada de Fourier conduce a:

2

= F{;’N Jae(t—r)p(r)dr}

IF a (r—r)}p(r)dri .

IEN j jae(r—r)e"“"drp{r)a’r*‘ .

-% =X

4, (w)ir] = EDAS ("))i: :l -

Haciendo el cambio de variable: u=17-7, y por lo tanto du =dt, se obtiene:

ENI Ia (i) e ‘a'up(r)dr| .

- =

EE'E,( M Eﬂ 4, (o)f ]_

y separando las integrales seguin sus argumentos se obtiene:
E[ﬁ:(a))“]z E[

donde se pueden identificar claramente la transformada de Fourier de las funciones que se
encuentran bajo el signo de integral:

el o ]- [

-

ﬁlch ‘[ae(u)e'f‘”“dll J‘p(r)e"—“”dr| g

(J)‘J ]&,1\‘4 (J Pl(J) ;
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L tilizando las propiedades de las operaciones de los complejos se obtiene:

A (o) |P(o)

E[\}g (mﬂ = EDAS (w)|’]—§3N3

Sustituyendo el resultado de la seccion Al, en la tltima expresion:

A

v reduciendo términos:

A {N +(N =N)P@) |- 2N |4, (o) [P(@)] .

A(o)f |-¢

4,(0)f {N -NJP(a))f} .

E|4. (o) |- ¢

Que es lo que se queria demostrar.
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APENDICE B

DEPENDENCIA TEMPORAL DE LA NORMA CUADRADA
DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA SENAL
SIMULADA

B.1 La transformada de Fourier discreta (TFD)

Una sefal x(1) es periddica, si existe un nimero T a partir del cual se cumple: x(1) = xt1-1).
Bajo ciertas condiciones generales, una funcion periddica x(z) se puede expresar en la forma

de una serie infinita de funciones exponenciales, Papoulis (1984):

()= Ce T, (B.1)
k=-x
donde los coeficientes C; satisfacen:
1 Ti2 .
C,=— _[ x(1)e*™ ' dr . (B.2)
T -T2

Estas ecuaciones se pueden discretizar si el tiempo se toma: ¢ = j4t. j = 0. ... n-1. x(j1t) =
x; y T = ndt, donde 41, es la taza de muestreo de la sefial. Utilizando la aproximacion de

sumas de Riemann para las integrales:
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— I x(t)e*™ Tdt = ——Zr P el TR —Z.\' g™t =—2 (B3

nAz 5 nis n

Si el factor //n de (B.3). se pasa a la ecuacién (B.1), y se consideran solo los elementos de

la TFD con que se cuenta, el par de transformadas de Fourier discretas queda:

n-1

=l F£JVER j=0,...0=1. (B.4)
L
donde:
n=1
L= g el net (B.5)
j=0

El hecho de que al sustituir (B.5) en (B.4) se cumpla la identidad. se debe a la propiedad de
ortogonalidad de las funciones exponenciales. Para apreciar este hecho, se parte de la

siguiente expresion matematica con r < /:

S =Zr'. (B.6)

y multiplicando por r se obtiene:

rS, =Zr“‘ : (B.7)

Restando (B.7) a (B.6) v despejando S, se obtiene:

-1
S, = ; (B.8)

2 r—1

Sustituyendo (B.5) en (B.4) se obtiene:

T (B.Y)

N g m=0
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cambiando el orden de las sumas. se obtiene:

] n- n-1 it )
Xm= Y gy g I, (B.10)
S k=0
Considerando:
= -i2e(m-
8 o= 3@ R, (B.11)
k=0
y tomando:
_ _=i2z(m-j) n
r=e i (B.12)

y sustituyendo (B.11) y (B.12) en (B.8), considerando que el subindice en (B.11) es n-/. se

obtiene:
[rn - e-f:,'r{m-j]hl 0 sim \!
= A : = I =71 ~
SJ:_;:J‘ r—1 e~:_ﬂm—un_l % >=no,,. (B.13)
; n osim=j
" lsim=j ) )
donde: o, = - . Al hecho de que S,.;, satisfaga la ec. (B.13) se le conoce como la
- |\Usim=# )

propiedad de ortogonalidad de las funciones exponenciales. Sustutuvendo (B.13) en (B.10).

se obtiene:

xml =X (B.14)

Que era a lo que se queria llegar. Utilizando la propiedad de ortogonalidad, es facil obtener

el principio de Parseval, Papoulis (1984), en forma discreta:

n— n-1

2 1 2
Z.\‘: =;§;kj ,

B.2 Periodicidad de la TFD y frecuencia maxima
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Una de las consecuencias de obtener x; a traves de la ec. (B.4), es el valor que obtiene v
cuando ; se encuentra fuera del intervalo [0, n-1]. Especialmente cuando se evalua en ; -

mn, con m entero, se obtiene:

n-1

18 e 1
e _i2zk(j+ Qak 2 =
'r!""":_zgiel Jmniﬂz_z;’*ei T 7 i 2Tk =X.. (B.15)

n o n oo

Por lo que x; resulta ser una variable periddica de periodo n. Lo mismo sucede para la TFD

€x. Expresando la ec. (B.5), en términos de su parte real e imaginaria, se obtiene:

n-1 n=1

& = Zx}. cos(27kj/n) ~:’Z.r}.sen(27rkj.-“n). (B.16)

=0 =0

Debido a las propiedades de periodicidad de €, . se pueden evaluar estos coeficientes en —.

y definiendo Re(z) v Im(z). como las parte real e imaginaria del nimero complejo z.

respectivamente, se tiene:
Re(Z,)=Re(&) y Im(&,)=-Im(S), (B.17)

debido a que el coseno es una funcion par y el coseno es impar. Como la TFD, es una

funcién periddica de periodo n. se tiene:

Re(£ ) =Re(s,) y Im(¢_)=-Im(Z,). (B.18)
El primer término de la ultima expresion establece que la parte real de la TFD de una senal
real. es una funcion par alrededor del indice & = n/2. La expresion del lado derecho.
establece que la parte imaginaria de la TFD de una senal real, es una funcion impar

alrededor del indice k = n 2. Esto implica que la informacién que arroja la TFD es
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redundante. Esta es una condicion ldgica si se toma en cuenta, de acuerdo con la eq. (B.16).
que:

Im(Z,)=Im(Z, ,)=0, (B.19)

va que el senfmm) = 0 = sen(0), cuando m es un entero. De la ec. (B.18), queda que la

componente de mayor frecuencia de la TFD, corresponde al término n/2, cuya frecuencia

corresponde a //(24t). Lo cual se aprecia de la ec. (B.5), va que:

n-1 n-1 2 k.
—i2xkiin —12,7"——_;.'_\.'
£ = Zx}.e - Z-";“-’ P (B.20)
=0 j=0
y como el tiempo se discretiza: t = jAt, j = 0, ..., n-1, a la frecuencia le corresponde: f =

k/(ndt), k = 0. ..., n-1. Puesto que el valor maximo de k es k = n/2, antes de que la TFD se
vuelva a repetir, la frecuencia méaxima, o frecuencia de Nvquist, corresponde a: /. =
(m'2)/(ndt) = 1/(241). Por lo que, si la sefial x7). eq. (B.1), tiene frecuencias mavores de
1/(241) Hz. entonces es imposible para la TFD representar acertadamente a la seial en

estas frecuencias, ya que la tasa de muestreo, Jr, es demasiado grande.

B.3 La TFD de segmentos de seiiales digitales

Cuando se desea analizar un segmento de una senal digital utilizando la TFD, es necesario
cuidar el hecho de que la TFD depende de la forma en que el segmento se extrae de la senal
original. Esto, se debe a que la TFD supone intrinsecamente que los datos cuya
transformada de Fourier se desea obtener, corresponden a un periodo de una funcién que se
repite periédicamente. Lo que en ocasiones puede producir discontinuidades de la funcion
en su expansion periddica, ocasionando que la TFD de la sefial con discontinuidad contenga
componentes de frecuencias que no aparecen en la sefial original. En la Figura B.1. se
presenta una senal periodica que se muestrea en un numero entero del periodo de la senal.
La sefial corresponde a una funcién coseno con 2 Hz de frecuencia, y por lo tanto. la TFD

de esta senal corresponde a un pico en esta frecuencia, como se ensena en la Figura B.2. Si
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el muestreo se hubiera realizado un numero no entero del periodo. como en el caso de la
Figura B.3, la expansion periodica de la sefial presenta una discontinuidad, ocasionando
que su TFD presente un pico mas ancho como se aprecia en la Figura B.4. Pareciendo.
como si la energia asociada a una frecuencia se hubiera “fugado™ a otras frecuencias.

produciendo el fenomeno conocido como fuga espectral.

© 0o o0 o©
o N A O ®

Cesdaranaio(m)
o
N

o O
o 0O &

(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
tiempo (s)

Figura B.1. Funcion coseno de 2 Hz de frecuencia.

0.5

0 0,2 04 06 08 1 1.2 1.4 1:6
frecuencia (Hertz)

Figura B.2. TFD de la funcion de la Figura B.1.
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wh
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Desplazamiento (m)

0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 2 3 4 5 6
tiempo (s)

Figura B.3. Funcion coseno de 2 Hz, muestreada cada 3 segundos.

2.5

1.5

Potencia (rr?s)

0.5

02 04 06 08 1 12 1.4 16
frecuencia (Hertz)

o

Figura B.4. TFD de la Figura B.3, que ilustra la fuga espectral.
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La fuga del ejemplo representado en las Figuras B.3 y B.4, sucede por tratarse de la TFD de

una senal finita, si se hubiera considerado el registro de -~ < ¢ < ~. la TFD hubiera

producido una linea espectral en el lugar correcto. Sin embargo, esto en la practica resulta
imposible, por lo que se utiliza una técnica conocida como ventaneo para reducir la fuga

espectral.

La cantidad de energia fugada depende de la amplitud de la discontinuidad. Mientras mas
grande sea la discontinuidad mayor sera la fuga espectral. El ventaneo se utiliza para
reducir las discontinuidades en las fronteras del segmento de la sefial que se extrae, y
consiste en multiplicar la sefial por una funcion de longitud finita cuya amplitud disminuye
a cero poco a poco en los extremos. Este efecto se muestra en la Figura B.5, en la cual la
senal original es ventaneada utilizando una ventana de Hamming. En la Figura B.6, se
comparan las TFDes de las sefiales correspondientes a la Figura B.1,alaB3yalaB.5. v
se aprecia que la potencia de la sefnal ventaneada se ha reducido por el efecto atenuador de

la ventana, e igualmente se aprecia, la disminucion de la fuga espectral.

0.8
086
0.4

0.2

Desplazamento (m)
o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tiempo (s)

Figura B.5. Senal de la Figura B.1. multiplicada por una ventana de Hamming de 3 s de
longitud (intervalo de muestreo) y 1 m de amplitud.
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3
—— TFD Fig. B.1
===+ TFD.Fig. B.3
25 - TFD Fig. B.5
2

Potencia (m?s)
[$)

0.5

frecuencia (Hertz)

Figura B.6. TFDes de la Figura B.1, de la Figura B.3 v de la Figura B.35.

La TFD de la Fig. B.1, se puede recuperar aproximadamente a partir de la TFD de la sefial
ventaneada s1 se divide entre la potencia de la sefal ventaneada y se multiplica por la

potencia de la sefial original.

B.4 La transformada de Fourier discreta corta (TFDC) de una senal

Una de las suposiciones para utilizar la TFD para el calculo del espectro de una senal
discreta, es que la sefnal observada sea estacionaria durante todo el tiempo de muestreo ntr,
eq. (B.4). En otras palabras, el espectro de la sefial se supone que permanece igual durante
el tiempo de observacion. Para la mayoria de las sefales practicas, esta suposicion no es
valida. Por ejemplo, en las senales sismicas. el espectro de la sefal puede variar
significativamente de un punto a otro. Esto depende del contenido de la sefial, y del tiempo

de muestreo. En este caso, y en otros similares, la TFD se modifica de forma tal que se
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obtiene una representacion bidimensional en tiempo v frecuencia de la senal. Esta TFD
modificada es llamada la TFDC de la senal y tiene la particulandad de que depende de una

funcion a la que se le denomina ventana, la cual se define:

!:&0 para 0<m<L-I
W= - (B.21)
\0 para 02m U L<m

La pareja de ecuaciones que definen la TFDC de una sefial. Quian y Chen (1996), esta dada

por:

1 n=-1 i
_ £ [-TR N : ol

- _—-Z.__m‘ke j=0,.,L-1, m=0,..,n-1. (B.22)

nw,

J

L-1 ’
= = i . w—i2xkfin - -
Chaw ™ 2uX jemWi€ k=20uun—1. (B.23)

El indice k& en la ec. (B.23), es similar al indice de frecuencia de la TFD en la ec. (B.3). La

TEDC directa (& ) en este caso. proporciona una estimacion de el espectro de frecuencia

instantaneo para cualquier tiempo. La ventana w;, tiene un origen estacionario, y conforme
n cambia, la sefial se desliza a través de la ventana, y para cada valor de », una distinta
porcién de la sefial es observada. El detalle de la operacion realizado en la ec. (B.23), se

puede llevar a cabo utilizando un filtro lineal. Por ejemplo. la & ésima componente de la

TFDC directa, &, se puede obtener filtrando x;, eq. (B.4). con un filtro cuya respuesia al

impulso sea:
B, =we ™, (B.24)

.n f 3

El propdsito principal de la ventana en la TFDC, es limitar la extension de la sefal por
transformar, de forma tal que las caracteristicas especirales sean razonablemente
estacionarias sobre la duracion de la ventana. Mientras mas rapido las caracteristicas de la

sefial cambien, la ventana debe ser mas pequefia. La resolucion de la TFDC en el dominio
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de la frecuencia para la ventana uniforme (constante en toda su longitud). esta dada en
términos de la taza de muestreo. .Jr, y es igual a: If = [ Lt, que es el inverso de la

duracion de la ventana. Para otras formas de ventanas, como la de Hamming 6 Hanning, la

resolucion se obtiene de: df = a Ldt,endonde 0 < a </ ydepende de la formad de la

ventana. En general, la resolucion de la TFDC se relaciona con el ancho de banda de la

ventana, Papoulis (1978) y Cohen (1995):

Af = 5 (B.25)
en donde W,, es la TFD de la ventana:
L=1 -5
W, =) we ¥ k=0,.,n-1 (B.26)
J=0
Similarmente la resolucion en el tiempo de la TFDC es:
1:2
AT (B.27)

Este parametro indica la resolucion en el tiempo. Es decir, dos pulsos en el tiempo se
pueden discriminar sélo si estan separados en més de 47. Conforme la longitud de la
ventana se vuelve menor, la resolucién en el dominio de la frecuencia decrece. Por otro
lado, conforme la longitud de la ventana decrece, la habilidad de la TFDC de encontrar
cambios en la sefial en el dominio del tiempo aumenta. En consecuencia. escoger la
longitud de la ventana se vuelve un compromiso entre la resolucion de la frecuencia y la

resolucion del tiempo. La resolucién entre la frecuencia y el tiempo no puede ser
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arbitrariamente pequena. ya que su producto esta acotado por abajo. Cohen (1993). en la

forma:

ATA z4i. (B.28)
T

Conocido como el principio de incertidumbre, 6 desigualdad de Heisenberg. Cuando la
ventana, wy, es Gaussiana, el producto en la ec. (B.28) satisface la igualdad. El significado
general de esta expresion establece que solo se puede mejorar la resolucion en el tiempo a

cambio de perder resolucion en la frecuencia.
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APENDICE C

COEFICIENTES LINEALIZADORES

C.1 Coeficientes linealizadores por la teoria de vibracion aleatoria

[os coeficientes linealizadores son:
a,=E[Z], (C.1)

_ELG LY el £LD:)- £l - EED G- FLDIELG - £LD:].
E[ (- E[<)) |E[ (- £ [=]) |- £[(s - £[sD)(= - £[=D]

(C.2)

EL(A—E[ ) |E[(:- £[:]):]- E[(= - E[: D) (5 - E[<]D]E[(x - £] D]

a, [(t-E[])_]E’- z-E|: ])| E[(x- E[xD(-E[:]D] (C.3)

C.2 El coeficiente ay

El coeficiente ay se calcula a través de determinar la esperanza de la derivada de la variable
de estado que acopla la ecuacion diferencial de movimiento con el modelo de histéresis.

esta variable satisface la siguiente expresion:
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:mzHr_e,:;=);»[J—L.'(x)c-‘ti—f I J (2.13)
v Cx

\

Cuya interpretacion y elementos se discuten en el Capitulo 2. Como se aprecia de los

)

elementos de la eq. (2.13), es necesario conocer la funcion de densidad de probabilidad
conjunta de las variables de estado dx/dt y z, para poder calcular la ec. (C.1), que de
acuerdo a la teoria de Kimura es:

f(x,2)=@(x,2)rect(z) + 6(z-x,) ]{p(ﬁc,z)dz +6(z+x,) J. @(x,z2)dz. (4.15)

La razon de la forma de esta ecuacion se describe en el Capitulo 4. Para calcular el valor
del coeficiente a0, se requiere:

E[(1)] = EH} —U(.‘c)U(i - I}—U(—,’r)br_ s ;\]| ”

x X

y expresando la esperanza en términos de su expresion integral

r / \ / 1

i I _]-*Lf—U(-‘f)b"tf—IJ—U(—.%)U{ s in| /(.2 .

N\ 4

y separando los elementos:

= ?xf(x)dx —J j xU (x)U [:— - f}[(i.z)d.fcdz

-

- I ]-*U (-%)U [— ;— - fyf.t.:)d;;-d:_

-0 =X

de las propiedades de la funcion U(x), y de la regién de integracion se obtiene:

C oo e L

= tf.%f(.t)d.i;—]‘.%f(.ir,:)d.td_— j [xfrxzididz=11+12+13.

v, - =

donde la asignacion de estas integrales I1, 12 ¢ I3, obedece a la posicion. Se realiza esto,
puesto que la ec. (4.15) debe ser introducida en esta ultima expresion, quedando para //:
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1= jxf(\)(h- j ‘1}'(\:;(! dx

-

,-'.-.l._..ﬂ

J.x' go(.%,:)recr(:)+5(-:—.1(‘).[0(\' Vdz' +6(z + x, j(,} ="\d=" idxd- .

separando las integrales, utilizando las propiedades de las funciones rect(z). y de las deltas
de dirac y observando la region de integracion se obtiene:

5 'J. ]'_;C(p(;'(,z)d%dz + T.i’?q)(i,z')dz'df + ]r_j[ o(x,z")d="dx

—X,, =0 - I, —x e =

y cambiando el orden de integracion que se puede hacer porque suponemos que la integral
existe:

£ _} ;].i'(p( x,z)dzdx + lIj. ? x@(x,z)dxdz + + ] ]. X@(x,z)dxdz .

- —-X ".t‘ X, =

De las propiedades de la integral, la dltima expresion es equivalente a:

x

= ] ﬁ]—i@(-"‘sf)d—'df = Ji‘@(i)d.i‘ = mx.

-

La integral:

7= ]].ef(i,z)d.tdz,

se transforma en la siguiente expresion al sustituir la fdp:

_H @(x,z)rect(z)+6(z - x,) I(o(x,z')dz' +0(z+x,) I o(x,z')dz’ ld.i'd:,
0 Y, —x

X,

observando que la funcidn rect(z) es nula para la regién de la primera integral y separando
las integrales se obtiene:

I3= ]5(3 = )dz].i]go(i,z')dz'di - ]5(2 +x, )d:]] o(x,z")dz'dx
X, 0 1 x, 0 —x
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la segunda integral de la expresion anterior es nula por que el valor donde el argumento de

la delta de dirac se anula esta fuera del intervalo de integracion, de donde:

12= [& [o(,2)d="dk

De una forma andloga se obtiene:
3= j I@(t "\d='dx

C.3 Los coeficiente a; y a;
Estos coeficientes dependen del calculo de las esperanzas de:
E[(-E[:] ),
r .
E L(_r E[x D

E[(: -FE [:]) X

[.a varianza de z satisface:

E[(: - E[:])z] = t[(: - E[:]): f(2)dz,

donde:

f(2)=p(z)rect(z)+3(z—x,)S” +0(z+x,)8" .

Por lo que:

E[(z-E[2))']= j(z - E[2])' [ @(2)rect(z) + 8(z = x,)S™ +8(z +x,)S” =

-0

y utilizando las propiedades de la delta de dirac:

£

E[(Z—E[Z])z] & I(Z—E[z]): @(z)dz +(x, - E[z])’S™ +(x, —-E[z])’S".

-X,
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Integrando por partes, la primera expresion del lado derecho de la ultima ecuacién y
tomando:

-—r[-1°)
u=z-E[z] y dv= (:-E[:])exp[—l{" £l) »dz. se obtiene:
conmz = E[Z],

E[(:—ﬂ::}:}:—gf(.t‘ -mz)g.(x,)-0: (x, +mz)o.(-x )+ O jo(:)d:
+(x, —mz)2 jgx‘)(:)dz«1-(.1(_1 +m:): j@(:]d:.

Puesto que la variable dx/dt es Gaussiana, se tiene:

E[(x-E[x]) |=ot.

El calculo de E[( E[z])(x- E[r]ﬂ , se realiza usando (4.15):

E[(z-E[z])(x-E[£])]= jj (z-E[z])(x - E[£]) f (. 2)didz |

que conduce a:

E[(+-E[i])(z- E[2])]=

H'—-——-S

f[ i - E[])(z - E[2]) {2 rect(2)
*0(z=%,) I¢(-f,z’)dz’ +6(z+x,) j o(x,2')dz'jdidz.

y separando las integrales e identificandolas con las variables que se indica de acuerdo a la
posicion:

- =R =

E[(i-E[£])(z- E[2])] = [ [(x-E[£])(z - E[]jo(t 2)rect(z)dsdz

* I](x - E[x])(z- E[2])0(z - x, )d:jgo(.i'.:')d:’dt

i f ](* _E[])(z~ E[2]) Gz +x, Xz [ 9, 2z'didz = J1+J2+ T3,

-G =0
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Utllizando las propiedades de rect(z). J1 satisface:

X =

Ji= [ [(z-E[])(¥- E[£]) o(+,2)did=,

-K, ==

como - es normal bivariada:

= | -l (- £L9) p{ Lo H-“’"-" E

1
-, - 2no 0. ‘/1 -p 2(1-p7)

an{ i) s[5 e

Rescribiendo la tltima expresion en la forma:

x, If:—m:\i

) 1 e . Els 1 *
N= [(z-£[z]) & l("‘ B[] 210 \1-p°

=X z -

1 . . A = .
- X-mx-po (z-mz) o | >dxdz.
exp{ 20_3{1_)0:)[1 mi - po (z-mz)/o. | >

Puesto que la segunda integral del lado derecho de la ecuacion, se realiza sobre una
funcion normal con media y varianza dadas por:

4 po (z—m:z)
: _—_0'__

o. =0 l-p°,

m._=m

x ?

la integral resulta en:

x 1 z2-m="
' 1 2\ e
Jl:pa‘ I(z~E[:]) e g = B gl
Integrando por partes:
I;‘:—m:"l".' I Y z=mz \

g; 2 2\, 2 A= ).g
Jl= £ _—J—(z-mz)o. e HE +o. |e dz 7,
£ Joxa: ‘ I
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desarrollando los términos:

1 =5t v 1 ==
Jl=-po(x,~mz)——e ™ ' —po,(x, +m)——e "
E ! ’227 po-( 1 Vfg
+—p,_;‘ J-e’_E 3 d-.

y recordando que p = 5. Yoy - . o _
2 que p = , la expresion anterior se reduce a:
c.o

J1=-0 (x,-mz)p(x,) -0 (x, +m2)p(—x )+ 0. f o(z)d:z.

La integral J2 es:

J2= [ [(2-E[2])(z- E[z])6(=-x, W:qu(.i‘.:')d:'d,i-.

y utilizando las propiedades de la delta, cambiando el orden de integracion y recordando

que la variable = " es una variable comodin que describe a z:

J2=(x, —mz) j ](.t - E[x])o(x.2)dxdz,

X -

y utilizando la misma técnica que para integrar J/. se obtiene:

J2=(x, - mz) ]gp(z) zf(.t - E[x])o" (x)dxd=.

=X

donde *, es una normal con media y varianza dadas por: m, y O, .

integral se reduce a:

@<

JZ= (.r; - m;-')—'o(;L I(: —-mz)o(z)d-.

X5

:—E[z]

Por lo que la

Integrando, usando el siguiente cambio de variable: wu= -J_v—_ J2 resulta en:
20

98



Apéndice C

J2=~(x, - m:)po‘_l =0 (x, —mz)o(x ).

De forma analoga J3 satisface:
J3=0o,_ (x_r + m:)go(—.r_. )

Por lo que:

E[(x-E[£])(z- E[z])]= N1+ 72+ J3=0, [o(2)d=.
La esperanza de las variables de estado que sigue es: Ei(.’c - E[\]):? que satisface:

E[(x-E[#])z]= E[(i‘E[.i])i{l—U(.\'f)L'[—z— -1)—L'(-.&)U[- =i 1]“

& \
; \

Utilizando el hecho de que la esperanza es un operador lineal:

- -

E[(x-E[#])z]=E[ (+- E[£])%] —Ei (i -E[5])aL (5)U !-';;_; 1

—E[(.ic 2 E[.i-]).v'rU(~_fc)L-'(— 5 —1\!-' = K1+K2-K3.
LX)

Cada una de las esperanzas se ha identificado con las variables K/, K2 v K3 de acuerdo a la
posicion. K/ satisface:

Ki=E[ (i~ E[2])x]=E[(x- E[])(x- E[+] = E[])].

que conduce a:
K1=E[(x- E[£]) (k- E[+]) |+ £] (- E[4]) | E[+].
por las propiedades Gaussianas de dx/dt, resulta:
Kl=c’

En el caso de K2 se tiene:
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La expresion integral de K2 es:

” (i - E[2])U (%) [——I}f(i,:)dﬁdz.

- =r

Utilizando las propiedades de la funcion Ufx), se tiene:

zj E ])xf(rv)a’.rd..

x

Sustituyendo la funcion de densidad de probabilidad (4.15), en la tltima expresion:

- 1
Ij t—E[ ]1 p(x,z)rect(z)+0(z - x, )Im(r:}d_ +O(z+x, ]j(.?(l #"Yd=' |d1d..

Utilizando las propiedades de la funcion rect(z), de las deltas y observando el dominio de
integracion, K2 se puede expresar en la forma:

K2=- J.o{_—r)d.j(r—E[ ).IJCO(YZ)O'. d\—jf)(_—x)d_j(x—E[] J’(p(mﬂ}a’-ch

que se reduce a:

K2= -](x - E[x])x ]go(_t, z)dzdk,

0

considerando las caracteristicas de las variables comodin.

La esperanza identificada con K3 es:
il 2 1)
K3=-E|(x-E[:])2U(-2)U| -—~1]|,
&
v
vy expresandola en su forma integral:

3= —] ](i—E[i])iU(-.i)U[—xi—ljf(,%.:)di'd:.

— = 3
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K3=- I J.(\ - E[.i‘]).\"b"(—.i’){,-' .I . Jf{.i'.:}d.‘i'd:.
s oS )

Utilizando las propiedades de Urx), se tiene:
0 -5,
K3=— [ [(-E[])f (x.2)did=.

Sustituyendo la funcion de densidad de probabilidad (4.15), en la tltima expresion:

b

=—j j’ i - E[%])%| o(x,2)rect(z) + 8(z - x )Io(x 2Ydz'+6(z + x,) Iqo(‘c =)dz" | didz.

Utilizando las propiedades de la funcion rect(z), de las deltas y observando el dominio de
integracion, K2 se puede expresar en la forma:

= —_‘j 8(z—x )dz oj(i’ - E[x])x ]¢(i,:‘)dz'dﬁ* -J' 8(z+x,)dz Oj(.i- - E[_i-])_i-_:f o(x.z")d="dx.

- X, -z -

Utilizando las propiedades de la funcién rect(z), de las deltas y observando el dominio de
integracion, K2 se puede expresar en la forma:

0

K3=- [6(z-x )= [(x-E[£])x ]qp(i,z')dz'd.t ~ [8(z+x)dz [(¥-E[+])¢ j (. 2")d=dx,
que se reduce a:
0 -
K3=- [(x-E[&]}t [o(t.2)dzdx.

Por lo que:

1]

E[(x -E[%])2]=K1+K2+K3=0] - ](.t - E[.f])%]ga(i,:)d:dx

Ir E[x] j.(o(r z)dzdx

-

Finalmente, la esperanza de las variables de estado para el calculo de los coeficientes
linealizadores es: E,r(z—E[z])iJ.
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E (=-E[:])z]= H = — E[2])3f (&, 2)did=.

Sustituyendo la ec. (2.13) en la ultima expresion:

X,

_ Lo N
E|(z=E[z])z]= | _[(:—E[:]),{I —L'(,i‘){_{;—Ij—U(—i)L-’{—; -1 | f(&.2)did-.
Y utilizando las propiedades de la funcién Ufx) y observando el dominio de integracion:

E[(=-E[z])2]= ”( - E[2]) %/ (&, 2)dxdz - JJZ E[z])&f (,2)dxdz

- =X

- [ [(z-E[z])#f (x.2)didz = L1+ L2+ L3.

Donde las integrales han sido asignadas a las variables L/, L2 y L3 de acuerdo a su
posicion. Sustituyendo la ec. (4.15) en la expresion para L/ se tiene:

( " - ]

L1= J. J(: - E[:D X i o(x,z)rect(z)+0(z - x, )J@(,i‘.:')dz'+5(: +x,.) J @(x,z")d:' iuz'.i‘d:,

i =

Utilizando las propiedades de las funciones rect(z). de las deltas y considerando el dominio
de integracion. L/ se expresa en la forma:

jj '—E[ ])w(x z)dxdz +(x, ~m-)I _[qo(x Vdz'dx —(x, -rm_)J‘ j(o[x._ )dz 'dx.

- -

Cambiando el orden de integracion y usando el hecho de que la variable =’ es una vanable
comodin se obtiene:

L= j (z-E[2]) ]'.tca(,t,z)dfdz +(x, —mz) J' ]._v'cq:r(fr,s)did,. —(x, + mz)-:[ ].v‘cqp(_i.:)a’.td:,

Utilizando el mismo procedimiento que para integrar J/, la Gltima expresion resulta:

Ll= j (z- E[:])w(:) ,ji@'(.i')d.i'd: +(x, —mz) j ].w(.t:)(l%d:

)

(X +m:)-] ]_"c(p(.fc, z)dxdz.

—-x —x
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donde *, es una normal con media y varianza dadas por: m. y o, . Por lo que L/ queda:
il p W 7 - r =
Ll={m + —‘J j(:— E[:])' @(2)dz +(x, —m:)j J-.%@(.i‘:kii:a’:
~(x, +mz) [ [fp(t,2)did=.
El calculo para L2 es:
” z- E[2]) &/ (&,2)didz.
v 0

Sustituyendo la eq. (4.15) en la dltima expresion se obtiene:

Tj {@(’f Dyrect(z)+0(z—x, )I¢(r z"Vdz'+6(z + x,) Im(r =\dz" Limh
0 L ’

Utilizando las propiedades de la funcion rect(z), de la delta y observando el dominio de
integracion:

L2=~(x, -mz) ﬂ_w(_i-. =)dd:.
El célculo para L3 es:
L3=- [ [(z-E[z])4f (x.2)didz.

Sustituyendo la eq. (4.15) en la dltima expresion se obtiene:

. ‘]-J (: -E [:]).t Jo{.if, yrect(z)+6(z—x, )]go(‘t,:'}d: “o(z+x) I o(x, :')dz'}di’d:.
LA | ! R

Utilizando las propiedades de la funcién rect(z), de la delta y observando el dominio de
integracion:

i
L3= (r - mz) J' _[.tqa(.i.:}djcdz‘
Por lo que:
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Li+L2+L3=| m+ %}l [(z-E[2]) o()d= = (x, =mz) I_I"“’(-"-”"-"‘k

—(x, +mz)_jr ]."cw(.t.:)di*d;
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