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Introduccion

En las 1ltimas décadas importantes ramas de las matematicas como los
grupos Kleinianos y Fuchsianos, la geometria hiperbdlica, los mapeos cuasi-
conformes, la teoria de Teichmiiller y las 3-variedades hiperbélicas han tenido
un desarrollo extraordinario al interactuar unas con otras.

Estas ramas, que inciden directamente con areas centrales de la matema-
tica, como el dlgebra, el analisis real y complejo, la topologia y la geometria,
han sido desarrolladas principalmente por Troels Jgrgensen y William
Thurston (medalla Fields) en sus trabajos sobre las 3-variedades hiperboli-
cas. También, Denis Sullivan y Curt Mc Mullen (medalla Fields) han
trabajado sobre notables relaciones de la geometria hiperbélica con los sis-
temas dindmicos.

En todas estas ramas la teoria de las superficies de Riemann es un tema
central. En esta tesis se presentan los fundamentos de las superficies de Rie-
mann en relacién con las acciones discontinuas de subgrupos de PSL(2,C)
en la esfera de Riemann.

En el primer capitulo se muestran los preeliminares necesarios para desa-
rrollar los espacios cocientes como superficies de Riemann. Se establecen los
resultados basicos de la topologia de conjuntos, asi como ciertos resultados
sobre discontinuidad, de la métrica hiperbolica, de las transformaciones de
Mo6bius complejas y del conjunto limite. Se demuestra, para el caso elemental,
que el conjunto ordinario es el conjunto maximo de discontinuidad. También
se exhiben vecindades estables en el plano complejo extendido, las cuales se
utilizaran en el teorema principal.

El teorema principal establece que si se tiene un subdominio D de C y
un grupo G que actua discontinuamente en D, al identificar las orbitas, se
obtiene que el espacio cociente es una superficie de Riemann.

Posteriormente, usando el teorema de uniformizacién de Riemann se mues-
tra que cualquier superficie de Riemann cerrada es conformemente equiva-
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VIII INDICE

lente a la esfera, el toro o un toro de género g. Se identifican la superficies de
Riemann hiperbélicas con aquellas que provienen de una accién discontinua
en el disco unitario. Obteniendo de estd manera un reciproco del teorema
principal. Se exhiben también ejemplos que describen el teorema principal
con un grupo de traslaciones cuyo cociente es conformemente equivalente a
C*=C - {0}.

Finalmente se describen conjuntos estables. Mostrando algunos ejemplos,
como familias de horodiscos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Resultados topolégicos

Se usarén algunos resultados basicos de la topologia.

Definicion 1 Sea X un conjunto, una topologia en X es una coleccion no
vacia 7 de subconjuntos de X llamados conjuntos abiertos, tales que satis-
facen los siguientes cuatro aziomas:

(AX 1) El conjunto vacio ) es abierto.
(AX 2) EL conjunto X es abierto.

(AX 3) La union de cualquier familia de conjuntos abiertos es un conjunto
abzerto.

(AX 4) La interseccion de cualesquiera dos conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Definiciéon 2 Sea X un espacio y x € X. Se dice que el conjunto N C X
es una vecindad de z en X, si existe un conjunto abierto U en X tal que
zelU C N.

Se definiran los conceptos de continuidad y compacidad.

Definicién 3 Sea f : X — Y una funcion. Se dice que f es continua en
un punto p de X, st para toda vecindad N del punto f(p) en Y, existe una
vecindad M del punto p en X, tal que f(M) C N. Se dice que f es continua
en X, st esto se cumple para todo punto de X.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Obsérvese que si f : X — Y es una funcién continua, a cada abierto
U C Y su imagen inversa f~!(U) es abierta en X.

Definiciéon 4 Sea X un espacio topolégico y M C X. Se dice que M es
compacto, si dada una cubierta abierta {U;};c; de M, se puede extraer una
subcubierta finita {U;,,U;,,...,U;.} de M.

En el siguiente teorema se muestra la compatibilidad de la continuidad
con la compacidad.

Teorema 1.1.1 Sea f : X — Y conlinua y K C X ¢ mpacto, entonces
f(K) es compacto.

DEMOSTRACION. Sea {V;}jer una cubierta abierta de f(K), entonces
como f es continua {f'(V;)};er es una cubierta abierta de K, por lo
que hay una subcubierta abierta finita {f~(V,), f~1(V3,), ., fF7H(V;.)} -
Aplicando f se tiene que {V;,Vj,,...,V;.} es una subcubierta finita de
f(K), por lo tanto f(K) es compacto.

O

Proposicion 1.1.2 Todo conjunto cerrado K, en un espacio compacto X,
es compacto.

DEMOSTRACION Sea {U;}ic; una cubierta abierta de K en X. Como K
es cerrado su complemento K¢ es abierto. Por lo tanto {U;}icr U K¢ es
una cubierta abierta de X. Al ser X compacto tiene una subcubierta finita
{Ui }2_; U K*. Por lo tanto {U;, }1_, es una subcubierta finita de K, por lo
que K es compacto.

O

En general los subconjuntos compactos son cerrados.

Definiciéon 5 Un espacio topoldgico es de Hausdorff, si dados a,b € M,
tales que a # b, existen conjuntos abiertos ajenos UyV en M, tal quea € U
ybeV.

Proposicion 1.1.3 Todo subespacio topologico E, de un espacio topologi-
co Hausdorff X, es un espacio topolégico Hausdorff.
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DEMOSTRACION. Sea a, b dos puntos distintos en E. Como X es Hausdorff,
existen conjuntos abiertos U y V en X, talesqueac U, beV y UNV =0.
Ahorasea U* = ENU y V* =ENV,setienequea € U*, beV* y
U*NV*=0, porlotanto E es Hausdorff.

O

Teorema 1.1.4 Sea K compacto en un espacio topolégico X de Hausdorff,
entonces K es cerrado.

DEMOSTRACION. Hay que probar que K° es abierto. Sea y € K¢y para toda
¢ € K sean V, y W, vecindades abiertas de z y de y tal que V;NW, = 0. Como
K C (Uex V=), existe una subcubierta abierta finita { Vz,,Vz,, ..., Vz,,} de
K, sea W = ﬂ;’zl W,,, por lo tanto W es una vecindad abierta de y y es

ajena a K. En consecuencia, K° es abierto.
|

Teorema 1.1.5 Toda funcién f continua y biyectiva de un espacio compacto
X, en un espacio topoldgico Hausdorff Y, es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Basta probar que f es cerrada. Si E es algiin conjunto
cerrado en X, entonces por la proposiciéon 1.1.2 E es compacto y f(E)
también lo es. Finalmente, se sigue del teorema 1.1.1 que f(E) es cerrado,

por lo tanto f es cerrada.
O

Otro concepto basico de la topologia que se usara es el de conexidad.
Definicién 6 Sea X un espacio topologico y A C X. Se dice que A es conezo

en X, si no existen abiertos no vacios U y V de X, tal que ACUUV y
unv =40.

También la conexidad es compatible con la continuidad.

Teorema 1.1.6 Sea X conerxo y f : X — Y es continua, entonces f(X)
es conezo en Y .

DEMOSTRACION. Supongamos que f(X) no es conexo en Y por cual
existen G, H abiertos en Y talesque f(X)CGUH y GNH=0. En
consecuencia X = fYG)U fY(H) y fYG)N f(H)=0. Como f es
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continua, tenemos que f~*(G) y f~!(H) son subconjuntos abiertos de X, lo

cual es una contradiccién ya que X es conexo.
O

A continuacién se definirdn otros conceptos de la topologia, como las
funciones de identificacién y los espacios cocientes.

Definiciéon 7 Una transformacion continua f : X — Y suprayectiva, se
dice que es una identificacion, si un conjunto E C Y es abierto (o cerrado)
enY, si sélo si f~1(E) es abierto (o cerrado) en X.

Teorema 1.1.7 Si f : X — Y es una transformacion abierta o cerrada
suprayectiva, entonces f es una identificacion.

DEMOSTRACION. Supongamos f abierto, sea E un conjunto de Y tal que
f~Y(E) es abierto en X. Como f es suprayectiva, entonces f[f~}(E)] = E,
ya que f~!(E) abierto en X y f es abierto, se sigue que E es abierto en Y.
Analogamente para f cerrado.

O

El reciproco del teorema no es cierto. Por ejemplo, se puede construir
facilmente una funcién f : (0,1) — (0, 1) que es una identificacién, tal que

f }{%.§]= 3 por lo que f no es abierta. Véase figura 1.1.
Sy, 2

{ - _|J f , Lr |”I§,6} :

0 15 28 1 0 12 %

Figura 1.1: Las identificaciones no son abiertas

Teorema 1.1.8 Sea f : X — Y una identificacion y g:Y — Z, tal que
go f es continua, entonces g es continua.

DEMOSTRACION: Sea h = go f : X — Z y W un abierto en Z,
V=gYW)yU= f}V), entonces h™*(W) = f~}(g~*(W)) = U. Ahora,
como h es continua, U es abierto y ya que f es una identificacién, V es
abierto en Y, por lo cual g es continua.

O
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Obsérvese que si f : X — Y es suprayectiva y se tiene una topologia en
X, entonces Y hereda de manera natural una topologia que hace que f sea
una identificacién, es decir un conjunto V' C Y es abierto, si s6lo si f~1(V)
es abierto en X.

Ahora se vera la proyeccién natural. Dado X un espacio topoldgico y
Uics Xi una particién de X. Sea @ el conjunto cuyos elementos son los
subconjuntos X;, ¢ € I, por lo que la cardinalidad de @ es la misma que la
de I. A la funcién p : X — @ que a cada z € X le asocia el subconjunto al
que pertenece se le llama la proyeccion natural. Si a @ se le da la topologia
de identificacion a @ se le llama espacio cociente de X.

1.2. Transformaciones de Mobius

En esta seccién se presentan los conceptos basicos de la proyeccién es-
tereografica, de métrica cordal y de la clasificacién de las transformaciones

de Mobius. Es 1itil incluir el infinito en el estudio de las transformaciones de
Moébius.

Definicién 8 El plano complejo extendido es el plano complejo junto con el
infinito, C = C U {o0}.

Si se toma la esfera unitaria S* = {z € R® | |2| = 1} llamada la esfera de

Riemann y se proyecta desde el polo norte, se obtiene una biyeccién con @,
dada por

x + iz .
11_ . = si (@1,5,03) # (0,0,1)
$:82 —C, ¢(z1,22,235) = :
00 si (z1,z2,23) = (0,0,1).

La funcién inversa esa dada por

(z+2': z—zZ |z]2-1

P+ 1 P+ 1) |z|2+1)’ s zF 00

m: C— 8% 7(z2)=

(0,0,1), 8i z = oo.
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[cf. [2], p. 2]. A esta biyeccién se le llama proyeccién estereografica. De
esta manera se obtiene una métrica en C llamada cordal, definida por
d(z1, z2) = |m(z1) — 7(22)|. Un célculo muestra que

2|z) — 2, ;
T -, Sl 21,23 # 00
(14 |z2[?)2 (1 + [22/?)2
de(z1,29) =
2 s
_— 81 29 = 00.
(14 |z1]%)2

[cf. [1], p. 22]. Resulta que la métrica cordal define los mismos abiertos en
C que la métrica euclidiana.

Las trasformaciones de Mobius estan definidas por:

az+b
cz+d’

a,b,¢c,d € C, ad — bec # 0. Estas transformaciones de Mobius estan definidas
en el plano complejo extendido C de la siguiente forma:
a) Si ¢ = 0, se define T'(c0) = o0,

b) Si ¢ # 0, se define T'(c0) =% y T(—g) = 00.

Usando la métrica cordal se tiene que las transformaciones de Mobius
son continuas en C [cf. [1], p. 22]. Estas transformaciones de M6bius pueden
definirse también por las matrices de la forma

o

donde las entradas son numeros complejos y el determinante es 1. A este
grupo de matrices se la denota por SL(2,C).

El grupo PSL(2,C) se define como el cociente de SL(2, C) sobre su cen-
tro +Id. Usando el primer teorema de isomorfismo de grupos, se le puede
identificar con el grupo de transformaciones de Mébius complejas. Se puede
clasificar a las transformaciones de Mobius por sus puntos fijos en C.

Definicion 9 Sea T' una transformacion de Mobius que fija ezactamente un
punto en C, entonces a T se le llama parabdlica.
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Es facil probar que si una transformacién de Mobius fija exactamente
dos puntos, entonces es conjugada en PSL(2,C) a una transformacién de la
forma z — az, con a € C.

Definicién 10 Sea T € PSL(2,C) tal que fija exactamente dos puntos.
Supdngase que T también es conjugada en PSL(2,C) a la transformacion
S(z) = az, entonces

a) Sila] =1, a T se le llama eliptica.
b) Si a € RY, a T se le llama hiperbdlica.
c)Sila| #1 ya ¢ RY, aT se le llama lozodrémica.

1.3. Accion discontinua

Primero se definira el concepto de accién de grupo en un conjunto.

Definicion 11 Sea G un grupo y X un conjunto. Una accion de G en X es
una funcion ¢ : G x X — X, (g,z) — gz tal que:

a) (I,z) — z,

b) (9, #(h, z)) = ¢(gh, z).

En este trabajo se considerara el caso X = C y G = PSL(2,C) yla
accién estd dada por (g,2) — g(2).

Definicion 12 Sea G un grupo que actia en un conjunto X y = € X. Se
define el estabilizador de x como el subgrupo de G

G.={9€G|g(z) ==z}
y a la orbita de z como
G(x) = {9(x) € X | g € G}.
Definicion 13 Un subgrupo G < SL(2,C) es discreto si dada cualquier

sucesion de matrices {A,} C G tal que A, — A, exziste ng > 0 tal que
A,, = A para toda n > ny.
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Intuitivamente esto significa que si pensamos en las matrices C*, estos
puntos no se acumulan. En este trabajo solamente se trabajara con grupos
discretos.

Definicién 14 Un subgrupo G < PSL(2,C) de transformaciones de Mobius
es discreto si el correspondiente grupo de matrices en SL(2,C) lo es.

Para iniciar la discusiéon de discontinuidad se necesita la siguiente defini-
cion.

Definicién 15 Sea G < PSL(2,C). Se define el conjunto de puntos limites
de G, como el conjunto de los puntos w € C tales que existe z € C y trans-
formaciones distintas g, € G, n € N tales que g,(z) — w. A este conjunto
lo denotaremos por A(G) o simplemente por A.

La cardinalidad de los puntos limites separa a los grupos de transforma-
ciones de Mobius en dos categorias.

Definicién 16 Sea G < PSL(2,C). Se dice que G es elemental si A(G)
consiste de a lo mas dos puntos y es no elemental en el caso contrario.

Resulta que si G es no elemental A(G) es perfecto, esto es que A(G) es
cerrado y sin puntos aislados. Todo conjunto perfecto no vacio es no numer-
able, por lo tanto A(G) es no numerable [cf. [1], p. 97]. La definicién de
puntos limites en el caso no elemental se puede definir de otra manera: Si
G < PSL(2,C) es no elemental y Ag es el conjunto de puntos fijos de las
transformaciones loxodrémicas o hiperbélicas de G, la cerradura de Ay es
precisamente el conjunto limite de G, A(G) [cf. [1], pp. 96, 97].

Definicién 17 FEl complemento de A, denotado por §2 se le llama el conjunto
ordinario de G.

Se definira el concepto de discontinuidad.

Definicién 18 Sea X un espacio métrico y G un grupo de homeomorfismos
de X en X. Se dice que G actia discontinuamente en X si dado cualquier
conjunto compacto K C X, se tiene que g(K) N K # 0 para solamente un
namero finito de elementos de G.
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Resulta que el conjunto donde un grupo discreto actia de manera menos
cadtica es precisamente ().

A continuacién se mencionaran algunos resultados que se usaran en el
presente trabajo , las demostraciones se pueden consultar en [1] o con may-
or detalle consultar [9]. Un primer resultado muestra consecuencias casi
inmediatas.

Proposiciéon 1.3.1 Sea X en espacio métrico y G un grupo que actia dis-
continuamente en X, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Sio: X — Y es un homeomorfismo, entonces pGp™' actia de forma
discontinua en Y.

i) Six € X y g1,92,... es una coleccion de elementos distintos de G,
entonces la sucesion g,(x), g2(x), ... no puede converger a ninguna y € X.

i) Si x € X, entonces el estabilizador G, es finito.

Cierto comportamiento de la acciéon de una transformaciéon de Mobius en
discos detecta la existencia de puntos limites.
La conjugacién se comporta bien en los puntos limites.

Lema 1.3.2 Sea G < PSL(2,C) y he€ PSL(2,C), entonces
A(RGR™Y) = h(A(G)).
Existe otra variacién importante del conjunto limite.

Definicién 19 Sea G < PSL(2,C) y z € C. Se define Ag(z) (o A(z))
como el conjunto de los puntos w € C con la propiedad de que existen
una coleccion de transformaciones distintas g, € G, n € N, tales que
gn(2) — w.

Resulta que si G es no elemental, entonces para toda z € C se tiene que
A = A(2) [cf. [1], p. 98].

A continuacién se mostrara la clasificacion de los grupos elementales. Los
del tipo 1 consisten de transformaciones elipticas y son finitos. Estos son
conjugados a los grupos platénicos, es decir las isometrias del tetraedro, del
cubo, del dodecaedro, etcétera. Los del tipo 2 son aquéllos que contienen
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6rbitas en C que consisten de un solo punto. Por 1ltimo, los de tipo 3 son
aquéllos cuyas orbitas en C consisten de dos puntos.

Mostramos una breve descripcién de los grupos elementales de tipo 2 y
3. Los grupos de tipo 2 son de dos subtipos, dependiendo si consisten de
trasformaciones parabdlicas y posiblemente elipticas o de grupos sin trasfor-
maciones parabdlicas. En el primer caso, al conjugar se puede suponer que
la érbita que consiste de un solo punto es la del punto al infinito y el grupo
es de la forma
2+ Wz +nA+mB,

donde k,m,n € Z,0<k<gq,q#5yq<6, Ay B son vectores linealmente
independientes o B = 0.

En el caso de los grupos de tipo 2, al conjugar se puede suponer que
todos los elementos del grupo fijan a 0 e oo por lo que las transformaciones
son loxodrémicas o hiperbodlicas y posiblemente elipticas. En este caso, las
orbitas que consisten de un solo punto son la del cero y la del infinito, y las
trasformaciones del grupo son de la forma

2 wraz,

donde o, w € Ccon |a| #1,0, k,neZ y 0<k <gq.

Finalmente en los grupos de tipo 3, al conjugar se puede suponer que la
orbita que consiste de dos puntos consta del cero y del infinito y las trans-
formaciones son entonces de la forma

z - wha"/z,

donde k,n € Z, 0 <k < q. [cf. [1], p. 89]

Supongamos que G < PSL(2,C) actiia discontinuamente en un dominio
D y oo ¢ D, entonces G actiia discontinuamiente en D, en la métrica cordal,
siy solo si G actia discontinuamente en D con la métrica euclidiana, ya que
K es compacto en C si y solo si su proyeccién en la esfera de Riemann S? (C)
lo es. Por otra parte si co € D usando la proposicién 1.3.1 se puede conjugar
y el grupo conjugado actia discontinuamente en un dominio que no contiene
al oo y se puede usar la métrica euclidiana.
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Teorema 1.3.3 Sea G < PSL(2,C), si Q # 0, entonces Q2 es el dominio
mazimo de discontinuidad de G, es decir

1) G actia discontinuamente en Q.

i1) Si G actia discontinuamente en un abierto D C C, entonces D C Q.

DEMOSTRACION. La demostracién para el caso no elemental se puede
consultar en [1] o con mayor detalle consultar [9]. Probaremos aqui el
resultado para el caso elemental, consideramos cuatro casos:

i) Si G es de tipo 1. Como el grupo es finito, entonces evidentemente 2 = C.

ii) Si G es de tipo 2 con elementos parabdlicos, usando la proposicién 1.3.1
podemos suponer que el grupo es de la forma z + w*z + nA + mB, con
kkmn€eZ,0<k<gq,q#5yq<6,donde Ay B son dos traslaciones
linealmente independientes 0 B = 0.
Se afirma que dada r > 0 existe una Ny € N tal que si |n||m| > Ny,
entonces
|nA+mB| > r.

Se mostrard que la afirmacién implica el teorema. Dado un compacto K,

se puede tomar un disco D = { |z| < r | z € C } tal que K C D y basta

probar que g(D) N D # () para un nimero finito de transformaciones.
Ahora para toda z € D, —|z| > —r y usando la afirmacién

[nA +mB| > 2r,
si |n||m| > Ny, Np € N, por lo que
|z+mA+nB|> |nA+mB|—|z| >2r—r=r

lo cual muestra que g(D) N D # 0, para solamente un nimero finito de
traslaciones. En el caso de que el grupo tenga también elipticas, como éstas
son un ndimero finito de rotaciones, se obtiene que g(D) N D # 0, solamente
para un nimero finito de transformaciones en G y G actia discontinuamente
en el plano complejo.

Ahora mostramos la afirmacién. Sin pérdida de generalidad, los vectores
A y B forman entre si un dngulo agudo, entonces

|nA + mB|* > r?

si solo si
n?|A|2 4+ 2nmcos 0| A||B| + m?|B|* > r?,
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si n y m son del mismo signo, esto se cumple para

2| RI2 < .2 ¥
m|Bl* >r°, ie mS> 08 n>o—.
|B] Al

Si n, m son de signo opuesto, tomando cosf < 1 — ¢, se tiene que
n?|A|? + 2nmcos6|A||B| + m?|B|?

> n?|A|2 + 2nm|A||B|(1 — €) + m?|B|? > r?

si sblo si > 2
nz:+2(1-e)nm+ |A[]B|
donde z = llgll Esta ultima desigualdad es
2
(n 9:+?)2——26nm > TANB’

tomando a |n||m| > Ny suficientemente grande tenemos que
2

—nm > ___2€|A”B| :

lo cual prueba la afirmacién.

Otra manera de probar la afirmacién es observar que los vectores A y B
generan un paralelogramo que podemos llamar Ry y al trasladarlo obtene-
mos paralelogramos R,, .., n, m € Z. Es evidente que estos paralelogramos
cubren C. Tomando un punto 2, en el interior de cada paralelogramo R, ,,,
se sigue que solamente un nimero finito de paralelogramos cubre B(0,r), ya
que se sigue del teorema de Weierstrass. [cf. [3], p. 40]

iii) Si G es de tipo 2 con elementos loxodrémicos o hiperbélicos y posiblemente
elipticos. Usando la Proposicién 1.3.1 podemos suponer que el grupo es de
la forma

z - wha”z,

donde a, w e C, |a| >1,0, k, n€ Z y 0< k < gq [cf. [4], p. 89]
Dado K compacto en C — {0} existen 7, r» € R* tal que el anillo
A={z€C|r <|z| <rs} contiene a K como subconjunto, si T'(z) = az,
z€ A, M € Rt yr, < M, se tiene que |T"(z)| = |a™z| > |a"r| > M,
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: . M
como |a"| — oo, existe Ny tal que si n > Ny, se cumple |a*| > — y
-

T™(K)NK =0,si n> Np. '
Aplicando ahora las interacciones de 7! y tomando 0 < € < 7, se
tiene que
|T7"(2)| = |a™"z] < |a™"r3| <e,

como |a"| — 0, existe Ny € N, tal que si —n < —Nj, se tiene

i o B
|a | <
T2
etcétera. Finalmente como el grupo solo puede tener un nimero finito de
transformaciones elipticas, se sigue que g(A) N A # 0 (y también se sigue
que g(K) N K # () para un nimero finito de transformaciones. Por lo tanto
el dominio de discontinuidad §2 es C — {0}.

iv) Si G es de tipo 3, el grupo tiene transformaciones loxodrémicas o hiperboli-
cas y posiblemente elipticas. Usando la proposicion 1.3.1, se puede suponer
conjugando que el grupo es de la forma

z = wha/z,

donde k,n € Z, 0 < k < q. [cf.[B] p. 89]. Dado un compacto K € C — {0}
existeunanillo A=4 z€C|r <|z| < % , tal que A contiene al compacto.

De manera analoga al caso anterior se sigue que solamente para un niimero

finito de transformaciones se tiene que g(A) N A # 0.
O

Obsérvese que si G actdia discontinuamente en C, entonces A(G) = 0 y
G seria necesariamente discreto y elemental de tipo 1, es decir finito, y la
condicién g(C) C se cumple solamente para un niimero finito de transfor-
maciones, lo cual muestra la consistencia de la definicién de accién discon-
tinua cuando se usa la métrica cordal ya que C es compacto y para todo
grupo G < PSL(2,C),sige G g({C)

Usando la Proposicién 1.3.1 inciso 11) se sigue de la demostracién an-
terior que los grupos elementales tienen uno (o dos puntos) limite, ya que
Q=C—-{a} (0 2=C— {a,8}), donde a es el punto fijo parabélico
(o a, 3 son los puntos fijos de las transformaciones loxodrémicas o hiperb6li-
cas) y evidentemente « (o o y [ son los puntos limites). También se tiene
que los que son de tipo 3 tienen dos puntos limites, ya que 2 = - { a, 5}.
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Obsérvese que la prueba del Teorema 1.3.3 inciso iii) implica que si K es
un compacto en C — {a, B} y T es el generador loxodrémico o hiperbélico
de G con puntos fijos a y 8, entonces 7"(z) converge uniformemente a « en
K, donde «a es el atractor, cuando n — oo. Se tiene un resultado analogo
para los grupos de tipo 3.

Teorema 1.3.4 Sea G < PSL(2,C) y suponga que 2 # 0; si z € R,
entonces el estabilizador G, es ciclico finito.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior G actiia discontinuamente en €2 y
por el inciso iii) de la proposicién 1.3.1, se tiene que G, es finito y por lo tanto
G, consiste de transformaciones elipticas. Conjugando se puede suponer que
G, es un grupo de rotaciones. Se afirma que G contiene una rotacién de
dngulo minimo, de otra manera existe h,(z) = €'*» tal que sin — co y
hn(z) — Id, entonces el grupo no seria discreto. Ahora supongamos que
9(z) = €z es una rotacién de 4ngulo menor, entonces si h(z) = e®z es
otra rotacién en G,, si na <y < (n+1) a, aplicando h™"(z) = ="z,
entonces h™"¢g(z) = e/""%z seria una rotacién de dngulo mas pequeno, ya
que 0 < v — na < a, por lo tanto G, es ciclico. (m}

Para la demostracion del siguiente teorema se necesita el siguiente lema,
el cual se puede consultar en el capitulo 4 del [cf. [1], p. 68].

Lema 1.3.5 Sean h, g € PSL(2,C) tales que tienen un punto fijo a en
comin « € C pero que no fijan a los mismos puntos, entonces el conmutador
es parabdlico con punto fijo c.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad a = oo, es decir h(z) =az+b
y ¢(z) = az + . Calculamos el conmutador

g 'hlgh(z) = g7 'h (a(az + b) + B)

a

_ g (a(az+b)+ﬁ—b)

=z+k,

donde k es constante, es decir el conmutador es una traslacion.
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Teorema 1.3.6 Sea G < PSL(2,C) discreto, tal que 2 # 0, entonces para
toda z € Q) existe una vecindad abierta N C 2 tal que

g(N)=N st g(z) =z,
gINNN=0 si g(z)+# =

DEMOSTRACION. Primero se probara el caso z=0. Como 0 € §2 se sigue
del lema 1.3.5 y del teorema 1.3.4 que el subgrupo estabilizador G, es
ciclico finito y sin pérdida de generalidad, conjugando se puede suponer que
el segundo punto fijo es oo, es decir que Gy es un grupo de rotaciones.

Sea B el disco abierto {z € C | |z| < €}, tal que B € Q. Como G
actia discontinuamente en 2, tenemos que g(B)NB # () para un nimero
finito de transformaciones g € G — Gy, llamemos a estas transformaciones
91,92, 9n. Sea 7 =min { |g(0)] >0 |1 <k <n} yD el disco
{ 2| |z| <% }. Para cada una de las gi por continuidad podemos tomar
un disco abierto N con centro en 0 tal que gx(Nx) N D = 0 y Ny C D.
Finalmente tomando el disco abierto

N = ﬁ Ni.
k=1

Se sigue que si |g(0)| > 0, entonces g(N)NN =0 y si g(0) = 0, entonces
g(N)=N.
Se demostrara el caso general. Sea z € Q(G), el subgrupo G, fijaazya

= y G' = pGyp~!, porel lema 1.3.2

otro punto w € C. Sea ¢(u) = ;
L —

de invariabilidad bajo conjugacién se tiene que Q(G’) = ¢(2(G)). Adem4s
se tiene que pG.p~! =G|, ,,.
Aplicando el primer caso al grupo G’ existe una vecindad

N' c Q(G') = ¢(2(G))
de ¢(z) =0, tal que

@gp ' (N) =N, si pgp™'(0) = 0;

pgp '(N)NN =0, si pg(2) # 0.
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wgp Y (N) =N, si pgp~'(0)=0
y

g '(N)NN =0, si pg(z) #0.
Finalmente ¢~}(N’) = N es una vecindad abierta de z y se sigue facilmente
que

si g(z) =z, entonces g(N)= N,

si g(z) # z, entonces g(N)NN = 0.

O

Las vecindades descritas en el teorema anterior se les llama estables, estos
conjuntos se discutirdn posteriormente.

v

Figura 1.2: Vecindades estables.

1.4. Meétrica hiperbdlica

Introducimos algunos conceptos basicos de las métricas hiperbélicas en el

disco
A={zeC||z] <1}
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y en el semiplano superior
H*={z+iy| 0<Imz}.

Definicién 20 Sea A una region en R™. Una densidad en A es una funcion
continua A : A — R*,

Definicién 21 Sea \ una densidad en A C R™ y v una curva de clase C*
en A, se define la A — longitud de v como

b
)= f A((®) Y ()] dt.

Se extiende esta definicion de manera natural a curvas de clase C' por
tramos.

Definicion 22 Sea A una densidad en A, se define la A — distancia de 2, a
29 puntos en A, como

pr(21, 22) = infylx(7),

donde el infimo es sobre todas las curvas 7y de clase C* por tramos que unen
Z1 con Zy.

Resulta que esta distancia define una métrica en A [cf. [1], p. 7].
Usando densidades se pueden definir dos modelos del plano hiperbdlico: el
disco A ={z € C| |z| < 1} con densidad

2
o(w) = TP
y el semiplano superior H? = {z + iy | 0 < Im z} con densidad

- 1
Imz

A2)

Estos dos modelos son isométricos. Para mostrar esto se necesita primero
una definicién. '

Definicién 23 Sea A abierto en R™ y f : A — R"™ diferenciable. Se dice
que f es conforme en zog € A, si Df(xg) es el producto de una matriz orto-
gonal por una matriz escalar kI, k € R*. Al niimero k se le llama factor de
conformalidad y se denota por ps(zo).
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Obsérvese que dadas A y B regiones en R, f : A — B una biyeccién
conforme y una densidad A : A — R™, se puede definir otra densidad o en
B, de tal manera que f sea una isometria. Esto se obtiene definiendo en B
la densidad

_ A=)

O'(f(.’b')) . ﬂf(:r)-

Se sigue que f es una isometria, ya que si 7y : [a,b] —> A es una curva de
clase C*

L) = [ e @l = [ woe ol 210 d=ue).

Como toda curva en B es de esta forma, se sigue la afirmacién. De esta
observacién se sigue que la funcién

z—1

=5

es una isometria de H? en A [cf. [1]. p. 41]

Al disco unitario A con métrica hiperbélica se le llama el disco de Poincaré.
Usando esta métrica se puede definir también el area.

Definiciéon 24 Sea A una region en A, entonces el drea hiperbdlica de A

estd dada por
4
h — area( A ://—dz:d.
=] L a—pr e

En algunos casos es necesario usar la integral de Lebesgue.



Capitulo 2

Superficies de Riemann

2.1. Nociones basicas

De manera intuitiva una superficie de Riemann es un espacio que local-
mente es como el plano complejo.

Definiciéon 25 Una superficie de Riemann es un espacio topoldgico conezo
de Hausdorff M, tal que existe una familia { (¢;,U;) | 7 € J } que cumple las
sitguientes condiciones:

a){U; | j € J} es una cubierta abierta de M.

b) Cada ¢; es un homeomorfismo de U; en un subconjunto abierto del plano
complejo.
¢) §i U=U;NU; # 0, entonces ¢;¢;* : ¢;(U) —> $:i(U) es una transfor-

macion analitica.

Obsérvese que en el inciso ¢) la funcién éiqu_l no sélo es analitica sino
que también es conforme, ya que la inversa ¢;¢; ' es analitica. A las parejas
{(¢;,U;) | j € J} se les llama cartas coordenadas y a la familia de éstas se

le llama atlas.
Definimos ahora el concepto de analiticidad entre superficies de Riemann.

19
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YU B

v
A 4

Figura 2.1: Funciones de transicién.

Definiciéon 26 Sean M y N superficies de Riemanny f : M — N
una transformacion continua, supongase también que M tiene un atlas
{(6,U;) 7€} yque{ (¥, Vi) | k € K} es el atlas de N, se dice que f
es analitica, si cada transformacion

bfe;t: ¢;(U;N (Vi) — C
es analitica, donde U; N f~1(Vi) # 0.
Usando el inciso ¢) de la definicién 25 para checar la analiticidad de
f, basta hacerlo para subatlas de M y de N que cubran ambas superficies
respectivamente. Esto se sigue ya que dada z € U;, tal que f(z) € Vi, se
puede tomar una vecindad U de z, tal que U C U; NU,, donde (¢, U;)

esté en el subatlas de M, (15, V;) estd en el subatlasde N y U C f~*(ViNV;).
De esta manera como

Ul hif oy bt = e fé;
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v

v

Figura 2.2: Funciones analiticas entre superficies de Riemann.

se sigue que f es analitica en una vecindad de z, al ser composicién de
funciones analiticas.

Definiciéon 27 Sean v y o dos curvas en una superficie de Riemann M tal
que se intersectan en x € M, se dice que estas curvas forman un dngulo
6 € M, si dada una carta coordenada (¢;,U;), tal que x € Uj, se tiene
#;(yNU;) y ¢j(0 NU;) se intersectan en un dngulo 6 en ¢;(U;).

Para mostrar que la definicién no depende de la carta coordenada, sea
(¢i,U;) otra carta coordenada tal que UyNU; =U #0y z € U, donde
z es la interseccion de las dos curvas en la superficie de Riemann, ahora
como qz’)iq‘);’ es conforme se tiene que ¢i¢>;1(¢5,-(fy NnU)) y ¢,:¢j"1(¢j(a nw))
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se intersectan formando un 4dngulo 6 en ¢;(z). Por lo que la definicién no
depende de la carta coordenada.

Mostraremos ahora un ejemplo de una superficie de Riemann. Sea
M = CU {oo} con atlas dado por las cartas coordenadas (¢1,U,) y (¢2, Uz),
donde
U, =C,

$1(2) = 2

Uy ={oc}U{z€C|z#0},

1 :

—, Sl 2z # 00;
(,352(2:) == Z :,é

0, siz=o0.

Ahora si z € U; N Uy, entonces

B () = a(2) = -

que es analitica en ¢, (U; NUz) = C — {0}. Andlogamente

0167'(2) = & (é) =

1
z

3

que también es analitica en ¢o(U; NU,) = C — {0}.

Obsérvese que una superficie de Riemann es conexa por trayectorias. Esto
se sigue ya que un espacio topologico, que es conexo y localmente conexo por
trayectorias, es necesariamente conexo por trayectorias [cf. [12], p. 89]. Este
ultimo hecho es consecuencia de que las componentes por trayectorias son
abiertas.

Si M es una superficie de Riemann y w; € M, j = 1,2,...,n tal que
n < oo entonces M — {w;,...,w,} es también una superficie de Riemann.
Para probar esto basta con mostrar que M — {w; } es también una superficie
de Riemann. Evidedentemente M — {w, } es también conexa por trayectorias.
Ahorasi w; € U;NU; es claro que ¢:U;—{w,;} — C es un homeomor-
fismo en un abierto ¢;(U;) — ¢;(w,) y también la funcién gf),-gf);fl es analitica
en ¢;(U; NU; — {w, }). Por lo tanto M — {w, } es una superficie de Riemann.
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Proposicién 2.1.1 Sea f : M — N una transformacion analitica no
constante entre dos superficies de Riemann M y N entonces f es abierta,
es decir que transforma subconjuntos abiertos de M en subconjuntos abiertos
en N.

DEMOSTRACION. Se afirma que f noes localmente constante. Suponien-
do cierta la afirmacién, sea U un abierto de M, se puede suponer que
U = U;(U;nf~'NU) donde (¢;,U;) y (tx, Vi) son cartas coordenadas de M
y de N respectivamente. Si denotamos a los conjuntos abiertos (U;N f~'NU)
por Wj y como ¢; es un homeomorfismo se tiene que ¢;(W;x) también es
abierto. Ahora, como las funciones analiticas no constantes son abiertas |cf.
[4], p. 419] se sigue que la funcién ¥ fé; " (#;(Wjk)) es abierta. También es
abierta 1y f (,f)j_l(qéj(Wj,k)) = f(W;x). Por consiguiente en un conjunto abierto

de N, U, f(Wix) = f(U;x(Wjx)) = f(U) es abierto.
O

Falta probar la afirmacién. Si f es constante en un abierto W de M, sea
z€ Wy 2z e M~—W. Sea v una trayectoria con abiertos Wy, W, ..., W,, tal
que cada uno de ellos es de la forma U; N f~!(Vi) y que z € W;. Se sigue
entonces del principio de continuacién analitica (cf. [4], p. 384) que f es
constante en W N W; y por lo tanto en W;. Este principio establece que si
[, g son funciones analiticas en una regién A y f(z,) = g(z,) donde z, — a
tal que 2z, € Ay a € A entonces f = g en A.

Este principio implica también que f es constante en Wy N W, y por lo
tanto en W; iterando este proceso se tiene que f(z) = f(zo) contradiciendo
que f no era constante. Por lo tanto f es constante en todo M lo cual es una
contradicién ya que f tinicamente era constante en un abierto W de M. Por
lo que la afirmacién es cierta, es decir que f no es localmente constante.

Proposicion 2.1.2 Sea f : M — N una transformacion analitica no
constante, donde M y N son superficies de Riemann, si M compacta entonces
f es sobre.

DEMOSTRACION. Como M es un conjunto compacto y f es continua, en-
tonces f(M) es compacto y por lo tanto también es cerrado. Por otra parte,
por la proposiciéon 2.1.1. f es abierta, por lo cual f(M) es un conjunto abier-
to. Finalmente como N es un conjunto conexo, necesariamente f(M) = N.
Por lo tanto f es sobre.

O
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2.2. Superficies de Riemann como cocientes

Podemos ahora enunciar y probar uno de los resultados principales del
trabajo, éste establece que el espacio cociente del dominio de discontinuidad
es una superficie de Riemann.

Teorema 2.2.1 Sea D un subdominio de C y G < PSL(2,C) tal que actia
discontinuamente en D, entonces D/G es una superficie de Riemann, donde
D/G es el espacio de identificacion obtenido al identificar las orbitas.

DEMOSTRACION. Probaremos primero que D/G es conexo por trayectorias.
Para esto sean w;, wy € D/G, por lo que existen z;, z; € D, tal que
m(z1) = wy y m(z2) = we. Como D es conexo y es localmente conexo por
trayectorias, entonces es conexo por trayectorias, por lo que existe una trayec-
toria -y tal que une a z; con z,. Por lo cual 7(7y) es una trayectoria en D/G
que une a wj; con ws, ya que 7 es continua

Resulta que 7 es una transformaciéon abierta. Para demostrarlo, sea A
abierto tal que A C D, si g € G, se tiene que g(A) es abierto por ser g un
homeomorfismo y por consiguiente

U9«

geG

es abierto. Por lo cual m(A) es abierto, ya que su imagen inversa es el abierto
definido en |J . 9(A) y 7 es de identificacién.

Probaremos ahora que D/G es Hausdorff, para esto usaremos la métrica
cordal. Sean 2y, z; dos puntos distintos en D, 0<7r <1,

Ki={z|dlz.n)<r)y Ky={z|dls,m)<r})

Ay ={z|de(z,2) < %}, Bn={z|do(z,2) < %}, n>1.

Si m(A,)N7(B,) # 0 para toda n, entonces existe w, € A, y g» € G, tal
que gn(wy,) € B,. Sea K = K; U K5, entonces como K es compacto

gu(K)NK # 0

para un numero finito de transformaciones g, ya que G actia discontinua-
mente en D, por lo tanto { g1, ¢s, ... } es finito. Por consiguiente existe una
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subsucesién g, k — oo, donde g,, = g. Obsérvese que w,, — 21 y
g(wﬂk) — 22, ya que Q(wn,‘) = Bnk- Ahora Q(Zl) = img ;00 g(wnk) = 22.

Si m(z1) # m(z2) esto implica que no existe ninguna transformacién
g € G, tal que g(z1) = 2. Por lo tanto existe NV tal que si m > N
7(Am) N7(B,,) = 0. Por lo tanto como 7 es abierta, se sigue que D/G es de
Hausdorff.

A continuacién se hard la construccién del Atlas. Usando el teorema 1.3.6
si z € D, existe un disco abierto N,, tal que N, C D y

9(N;) = N, si g(2) = 2

g(N,)NN, =0, si g(z) # 2.

Obsérvese que N, — {z} no contiene puntos fijos de G. Si h fija un punto
de N, h es necesariamente eliptica. Por la descripcién anterior h(z) = z,
también h(6N,) = dN,, por lo que §N, es un circulo de Apolonio y es claro
entonces que el otro punto fijo no esta en N,. [cf. [5], p. 28]

Ahora construimos las transformaciones de transicién. Si w € D es un
punto fijo, sea o una transformacién de Mobius tal que o(w) =0 y
o(Ny) = A, donde A es el disco unitario. Si el estabilizador G,, es de orden
n, éste es generado por alguna transformacion g eliptica y

ogo}(z) = zen, z € A.

Para cada uno de estos puntos fijos se definen cartas coordenadas como
(bw, Tw(Ny)), donde m, es la restriccibn de m a Ny y o = Gu0w(mw) 2,
donde ¢(z) : A — A esta dada por ¢(z) = z". Para los puntos w que no
son puntos fijos, se definen cartas coordenadas como (04 (7)™, Ty (Ny)). La
figura 2.3 muestra la transformacién ¢,,.

Probamos ahora que ¢, = w0 (my)~! es un homeomorfismo. Esto es
evidente si w no es un punto fijo eliptico, si w si lo es checamos primero la
biyectividad. Un punto m,(z) € mw(N,) bajo 7! va a n puntos g¥(z) en N,
y para toda z € N, tenemos que

2wik

qog*(2) = [og" e (o ())]" = [o(2)e™ |" = [o(2)]",

donde k € {0,1,....,n — 1} y la composicion no depende de la k. Por
lo que un punto m,(z) € my(MN,) es mandado a un solo punto en el
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Figura 2.3: La funcién analitica ¢,, del atlas.

disco A bajo q,0y. Por lo tanto ¢, es la biyeccién de 7, (V) en A, ya que
evidentemente ¢,, es suprayectiva.

Mostramos que ¢,, es continua. Tenemos que ¢,, = o0y ()}, es decir
GuwTw = GuOw Y Ty €8 de identificacion. Se sigue del teorema 1.1.8 que ¢,
es continua.

Finalmente para mostrar que ¢,, es un homeomorfismo, basta demostrar
que g es abierta, ya que o lo es y la preimangen de un abierto bajo ¢,, es
abierta ya que ¢,, es continua. Se checa facilmente que ¢,(z) = 2" es una
funcién abierta o si se quiere, esto se sigue ya que las funciones analiticas son
abiertas [cf. [4], p. 419]. Por lo tanto ¢, es un homeomorfismo.

Ahora se vera que las funciones de transicién

T, iy, UEY

son analiticas en A C A, donde A = ¢y (my(Ny) N 7y (Ny))

Supongamos primero que u y v son puntos fijos elipticos G-equivalentes.
Sean a, € N,—{u}, a, € N,—{v}, tales que 7(a,) = m(a) = «, obsérvese
que o, y a, no son puntos fijos elipticos. Sea g € G tal que g(a,) = a,
entonces en una vecindad de a,, coinciden m,g y 7, es decir

Wl =
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Ya que a, y a, no son puntos fijos elipticos, entonces 7, es uno a uno en
una vecindad de a,, por lo que hay una inversa local, tal que 7, '(a) = a,
en una vecindad de a. Aplicando 7' se tiene

-1
g="my Mu

en una vecindad de a. Por lo que 7, ', es analitica en una vecindad de a,.
Mostramos la analiticidad de ¢,¢, ", u # v, para los puntos que no son
fijos y para u, v # oo.

-1 __ -1 -1_-1
d’v¢u - qvavﬂv Trﬂo‘u Qu *

La composicién es analitica, ya que 7, 'm, es analitica, 0!, 0, son de
Mébius y g, es analitica. Falta mostrar que ¢;(z) = 2/", z € A, es tam-
bién analitica. Tomando un semirrayo L en A que no contenga al punto
Guou(y), se define la rama de logaritmo z — en°8% de tal manera que
esta funcién sea holomorfa en A — L, lo cual muestra que g,' es holo-
morfa para toda z € A — {0}, ya que se pueden considerar distintos
semirrayos. Esto muestra que la composiciéon es holomorfa en A, ya que
la composicién ¢,¢; " es holomorfa en A C A, salvo quiza en 0, sin embargo
como la imagen de esta funcién esta contenida en A, se sigue que estd acota-
da y que 0 es una singularidad removible [cf. [4], p. 249]. Por lo tanto ¢,¢;*
es analitica en A. La figura 2.4 ilustra la analticidad de las funciones de
transicion.

En el caso de u o v sean 0o, por ejemplo si u = 0o, entonces

¢v¢;o1 = QUJqu_l?Tooo';olqc:ols
esta composicién no es analitica en el sentido usual, ya que no podemos decir
que 7, '7, es analitica, pero es de Mobius y también o lo es. Por lo tanto

TG s
es una funcion de Mobius del disco en el disco, lo que implica que es analitica.
Por lo tanto ¢,¢2! lo es.
Si u o v no son puntos fijos elipticos G-equivalentes (m,(N,) N m,(N,))
consisten de puntos no elipticos ( es decir sus preimagenes en D no los fija
ninguna transfomacién en D salvo la identidad ) y en estos casos los argu-

mentos de arriba muestran que 7, ', es analitica en A.
O
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Figura 2.4: La analiticidad en las funciones de transicién.

Obsérvese que la funcién descrita en la prueba anterior 7 : D — D/G es
analitica, como funcién entre superficies de Riemann, donde D esta provista
con la estructura trivial, si co ¢ D y con la estructura de la esfera si co € D
(como en el ejemplo de la seccién 2.1). Por lo que si D C C, en una vecindad
N, (como en la prueba del teorema de cociente) se tiene que

¢’w7r = ¢w7fw - Qwaw(ﬂw)_lﬂw = QuOw

es holomorfa. En el caso que co € D, sea f(z) = 1/z el homeomorfismo de
la carta coordenada, como la analiticidad se checa localmente, basta suponer
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que oo € N,,. Entonces

Pun [ = ¢w7rwf = Qwa'wf

es holomorfa, ya que o f es una transformacién de Mdébius que va del disco
en el disco y con esto se muestra la analiticidad de .

2.3. El grupo de una superficie de Riemann

Hay un resultado reciproco del teorema 2.2.1 del cociente para el cual
se requieren ciertos resultados de la topologia algerbraica y el teorema de
uniformizacién de Riemann que no probaremos en este trabajo, sin embargo
describiremos estas ideas. Para enunciar el resultado se necesita primero la
siguiente definicién de la topologia algebréica.

Definicién 28 Sea p : E — X una funcion continua entre dos espactos
topolégicos, se dice que E es un espacio cubriente de X si para toda x € X se
tiene una vecindad N de x, tal que p~*(N) es la unidén disjunta de conjuntos
abiertos de E los cuales se proyectan homeomdrficamente en N por p.

El conjunto N de la definicién anterior se dice que estd parejamente cu-
bierto. Se dice que un espacio cubriente E es la cubierta universal de X, si E
es simplemente conexo. No definiremos de manera formal que significa que
un espacio topoldgico sea simplemente conexo. Intuitivamente un espacio es
simplemente conexo si toda curva cerrada se puede contraer a un punto.

Necesitamos algunos fundamentos mas de la topologia algebraica. De
manera analoga a como se define una superficie de Riemann, una n-variedad
topolégica es un espacio Hausdorff, que localmente es homeomorfo a abier-
tos en R™ cuyas funciones de transicion son continuas. Evidentemente una
superficie de Riemann es una dos-variedad topolégica.

Teorema 2.3.1 Sea M una variedad topologica, entonces M tiene una cu-
bierta universal.

Una demostracion se puede consultar en [8] p. 24. Ahora enunciamos el
resultado reciproco del teorema 2.2.1.
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Teorema 2.3.2 Dada una superficie de Riemann R se puede construir una
superficie de Riemann simplemente coneza R, que es una cubierta universal

de R.

DEMOSTRACION. Como R es una 2-variedad por ser superficie de Riemann,
existe una cubierta universal de R que denotaremos por R. Sim: R — Res
la proyeccién, dado un atlas {(¢;,U;, )| ¢ € J} en R, mostramos que R tiene
una estructura analitica que la hace su erficie de Riemann. Sin pérdida de
generalidad, U; se puede suponer parejamente cubierto. En caso de no estarlo
se toman abiertos mas pequenos que cubran a U; que si lo estén (denotamos
por Ui, k € I;, a las preimagenes de 7). De esta forma se obtiene un altas
de R como {( ¢im,Usix)| 2 € J, k € I;}. Ahora las funciones de transicién son
analiticas, ya que éstas estan dadas por

gim(¢im) ™t = gymn gt = i

Por consiguiente R es una  superficie de Riemann y su estructura la hereda de
R. Obsérvese que por ser R superficie de Riemann, las funciones de transicion

son ademas de analiticas conformes.
O

Probaremos que existe un grupo de transformaciones de Mobius G que
preservan a R y que R/G es conformemente equivalente a R. A conti-
nuacién definimos el concepto de transformaciones cubrientes.

Definicién 29 Sea (2 ,p) un espacio cubriente de un espacio topoldgico
X, el grupo de transformaciones cubrientes consiste de los homeomorfismos
g: X — X, tales que hacen conmutativo el siguiente diagrama.
¥ 5 X
P \ / P
X (2.1)

Usaremos el teorema de uniformizaciéon de Riemann que describe como
son las superficies de Riemann simplemente conexas. Una demostracién se
puede consultar en [6] pp. 215-228 o en (7] pp. 143, 144.

Teorema 2.3.3 (De Uniformizacion) Sea R una superficie de Riemann
simplemente coneza, entonces R es conformemente equivalente a la esfera
C (S?), o al plano complejo C, o al disco unitario A.
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Obsérvese que si Resla cubierta universal de una superficie de Riemann
R, entonces R es la esfera C, el plano C o el disco unitario A. Mas atn,
las transformaciones cubrientes son biyecciones analiticas conformes. Para
mostrar esto, sea f : R — R una transformacion cubriente y z € R,
w = f(z), entonces se pueden tomar vecindades abiertas U; de z y Uy de
w, tal que f(U;) = Ux y mj(U;) = m(Ux) = U, donde U es parejamente
cubierta. Se puede suponer también que R tiene como carta coordenada
la pareja (¢, U). Por consiguiente al levantar la estructura de superficie de
Riemann de R a R (como en la prueba del teorema 2.3.2) se tiene

¢’7ka?§1 gt = ¢)7r3-7r371 ot =1Id

(véase la figura 2.5), es decir con estas cartas coordenadas las transfor-
maciones cubrientes localmente son la identidad y por lo tanto f es analitica
de R en R con la estructura heredada de R. Sin embargo, por el teorema
de uniformizacién R es conformemente equivalente a Rg, donde RE es el
mismo espacio que R pero con la estructura trivial. Sea g : R —» R dicha
biyeccion conforme, por lo que se tiene que

R % Rg

i i

R % Rg (2.2)
donde h = gfg~!, entonces h es composicién de transformaciones analiticas
(entre superficies de Riemann), por lo tanto es analitica con el atlas trivial,
es decir en el sentido usual. Se puede por lo tanto remplazar a RE por R
en toda la discusién, ya que g es un homeomorfismo y se obtiene que las
transformaciones cubrientes son analiticas.

Recordamos ahora el teorema del mapeo de Riemann, una demostracién
se puede consultar en [5] p. 222.

Teorema 2.3.4 Sea A una region simplemente conezxa, tal que A # C,
entonces existe una biyeccion conforme f: A —> A. Mas atn, st zp € A, se
puede suponer f(zy) = 0 y f'(z0) > 0, con tales especificaciones f es unica.

Vemos a continuacién que las biyecciones conformes de la esfera en la
esfera, del disco en el disco y del plano en el plano son de Mobius.
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Figura 2.5: Las transformaciones cubrientes son biyecciones analiticas
conformes.

Teorema 2.3.5 Cualquier biyeccion conforme del disco A en el disco A es
de Mobius.

DEMOSTRACION. Sea f una biyeccién conforme de A en A tal que f(z) =0

!
con zg € A y |;’Zo;| = € > 0. Componiendo a f con ¢(z) = ze ¥ si
0 E
9(2) = pf(2), se tiene que h(z) = f; T T esta funcién es evidentemente
—2p

de Mobius y h(z) = 0. Si |z| = 1, se tiene

2=z |_ 1 |z—zl _ _le—z|l _,
—Zz+1| |Z||—22z+1 |- Zz+Z|

h(2)] =

y h(z) = 0, por lo cual h(A) = A.
Ahora, h'(z) > 0 ya que
1 — 2]
Wi
&)= g
y si z = 2, entonces

; 1
h(zo):r:w>0
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Se sigue entonces de la unicidad en el teorema del "mapeo”de Riemann que

h = g, lo cual implica que f es de Mobius.
O

Definiciéon 30 Sea f una funcion holomorfa en una vecindad de oo, si f
esta definida en oo, se dice que f es holomorfa en co (o que f tiene un polo

de orden k en 00), si
1
o =1 (%)

es holomorfa en una vecindad del cero (o tiene un polo de orden k en cero).

Lema 2.3.6 Sea f entera en C, tal que f(oco) = oo, entonces f es
necesariamente un polinomio.

DEMOSTRACION Como f tiene un polo de orden k en oo, si g(z) = f(1/z),
entonces se sigue de los resultados basicos sobre polos de la variable

compleja que
l (1) k
gl-1]=
Z

1
en D(0,e)—{0}, &> 0|cf. [4], p. 250]. Sea R = Syw= %, por consiguiente

’I(_w_)
w

<M

<M, si |w|> R, esdecir, |f(w)| < M|w¥|

si |lw| > R.
Finalmente, se sigue del teorema de las desigualdades de Cauchy [cf. [4],
p.-172) quesi Ry > Ryn>k,neN

n!MRf n!M
R’y Ry

1(0)] <

Ahora, si Ry — oo, entonces | f™(0)] — 0, por lo cual f*(0) = 0 para toda
m > k 'y f* es constante en una vecindad del cero y por lo tanto se sigue que
es constante en el plano por el principio de continuacién analitica [cf. [4], p.

384]. Integrando k veces se obtiene que f es un polinomio.
O

Teorema 2.3.7 Cualquier biyeccion meromorfa de la esfera de Riemann en
st misma es de Mobius.
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DEMOSTRACION. Sea f : C — C una biyeccién meromorfa. Consideramos
dos casos.
Caso 1, si el polo z es distinto de oco. Obsérvese que el orden del polo

es 1, de otra manera x tendria un cero de orden k > 2 [cf. [4], p. 248] y

f no seria inyectiva, entonces f(z)(z — zp) es holomorfa en C y se sigue del
lema 2.3.6 que f(z)(z— 2o) es un polinomio, este es necesariamente de grado
menor igual a 1 por la biyectividad y toma un valor finito en co.
Caso 2; s1 f(oo) = oo, por el lema 2.3.6 f es un polinomio, el cual es de
grado uno, ya que f es biyectiva. Por lo tanto f es de Mobius.
g

Teorema 2.3.8 Cualquier biyeccion conforme de C en C es de Mobius.

DEMOSTRACION Sea f conformede C en C y g(2) = f(1/2), g es analitica
en una vecindad agujerada de cero. El cero no es una singularidad esencial,
ya que f es inyectiva, por la misma razén, esta singularidad no es un polo
de orden k, k > 2. Sin embargo el 0 es un polo simple, ya que si fuera
una singularidad removible f seria acotada en una vecindad de oo y por el
teorema de Liouville seria constante. R R
Se sigue entonces que f es una biyeccién meromorfade C en C y f es
de Mobius, f(oo) = 0o, es decir f es de la forma z — az + 3, o, 8 € C.
O

En los siguientes resultados denotaremos por R a una superficie de
Riemann y por R a su cubierta universal, que como se probé también es
una superficie de Riemann. Obsérvese que el grupo G de transformaciones
cubrientes de R no contienen elementos elipticos, ya que 7 : R — R es
un homeomorfismo local. El siguiente resultado muestra que, las transforma-
ciones cubrientes actiian discontinuamente.

Proposiciéon 2.3.9 Sea G un grupo de transformaciones cubrientes de R,
entonces G actia discontinuamente en R.

DEMOSTRACION. Sea K compacto en ﬁ, K puede ser cubierto por un nimero
finito de discos abiertos Ny, Ny, ..., Ny, tal que N; C N;, donde w(N;) es
parejamente cubierta para toda 7 y ﬁf son también abiertos. Basta probar
que dadas ¢ # j, g(N;) N N; # 0 para un nimero finito de elementos de G.

Supdngase que para una pareja ¢, j, se tiene que g(N;) N N; # ) para un
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nimero infinito de elementos de G, como gx(/V;) son subconjuntos ajenos se
puede tomar una sucesion infinita gx(yx), yx € Ni, k € N, tal que gx(yx) € Nj,
para toda k. Como N; es compacto existe un punto de acumulacién z y
tenemos dos casos: Si z € g(N;) para alguna g osiz ¢ g(N;) paratoda g.

En el primer caso, si se toma un disco abierto B vecindad de z, tal que
B c g(N; )ﬂNJ, se tiene que 'n‘(B) est4 parejamente cubierta, ya que m(N;)
lo est4. Como h( )ﬂg(N) 0, si h # g tenemos que BNh(N;) =0 para
toda h € G—g,lo cual es una contradiccién ya que z es punto de acumulacién
de gi(yx), yx € N;.

En el segundo caso, si z ¢ g(NN;) para toda g, entonces m(NN;) y m(z) son
disjuntos en R, como R es un espacio métrico Hausdorff y w(N ) es cerrado,
se puede encontrar una vecindad M de =(z), tal que 7(N;) N M = 0, lo

cual implica que
)y (| eV,
geG

lo cual nuevamente es una contradiccidn.
O

Por consiguiente, hemos probado el reciproco del teorema del cociente.

Teorema 2.3.10 Sea R una superficie_de Riemann, entonces R es con-
formemente equwalente a R/ G donde R es su cubierta universal, esto es,
Resla esfera C, el plano C o el disco unitario A, y G es un grupo de
transformaciones de Mobius que actia discontinuamente, el cual no contiene
elipticas.

Usando el teorema de uniformizacién, analizamos como son todas las
superficies de Riemann de acuerdo a sus cubiertas universales R. 5i R es la
esfera C, en virtud del teorema 2.3.7 el grupo de transformaciones cubri-
entes de R es un grupo de transformaciones de Mobius, ya que como se
mostré (después de la definicién 26) éstas son biyecciones conformes. Es
claro también, que como la analiticidad de una funcién entre superficies de
Riemann no depende de las cartas coordenadas, esto implica que cualquier
transformacién cubriente en la esfera es también una biyeccion meromorfa de
C en C, en el sentido de los cursos bésicos de variable compleja. Esto ultimo
se sigue de la descripcion de la esfera como superficie de Riemann dada al
inicio del capitulo. Ahora, sea G < PSL(2,C) dicho grupo de transforma-

ciones cubrientes de R como G actia discontinuamente en R (proposicién
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2.3.9), no hay elementos parabélicos, ni hiperbélicos o loxodrémicos, por lo
tanto G =Id y R=C.

En el caso de que R sea conformemente equivalente a C, se sigue del teo-
rema 2.3.8 y de los argumentos anteriores que el grupo de transformaciones
cubrientes G es de Mobius. Ahora, el grupo G actia discontinuamente en C,
se sigue entonces de la proposicién 2.3.9 que las uinicas transformaciones no
triviales son las traslaciones. Como G actia discontinuamente en un abierto
de C, G es discreto. Més ain, es un grupo elemental ya que actia discon-
tinuamente en C. Por lo tanto se trata de un grupo periédico o doblemente
periddico o el trivial, como se mostré en la seccién de grupos discontinuos en
el capitulo 1. Si G es el grupo trivial entonces R = C. El siguiente resultado
describe el cociente del plano bajo la accién discontinua de un grupo ciclico
de traslaciones.

Teorema 2.3.11 Sea G < PSL(2,C) el grupo ciclico < T >, donde
T(z) = z + A, entonces C/G es la superficie de Riemann C* = C — {0}.

DEMOSTRACION. Obsérvese primero que por el teorema 2.2.1 C/G es una
superficie de Riemann, renombramos a la proyeccién 7 : C — C/G de dicho
teorema, como ¢ : C — C/G. Sea g : C — C* la composicién de ¢3pa¢1,
donde

h(D) =3, d(d)=2miz y da(a) =,

entonces g(z) = e2™*#/*. Obsérvese que ¢y¢; transforma el rectdngulo
infinito determinado por 0, A y co en el paralelogramo determinado por
0, 1 y oo y que la multiplicacién por 27z transforma el rectdngulo infinito
determinado por 0, 1 y oo en el rectdngulo infinito horizontal determinado
por 0, 27mi y oo (véase la figura 2.6). Por iltimo la exponencial transforma
biyectivamente la franja {2|0 < Im z < 2r} en C*.

\ / \, —1—3 ¢ 1 S N
¢ |
S |

Figura 2.6: composicién de ¢; ¢,
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Se quiere definir f : C/G — C*. Dado u € C/G, sus preimagenes bajo
¥ son de la forma w+n A\, n € Z. Ahora, ya que g(w+n ) = g(w) se puede
definir a f(u) como g(w), en efecto g(w + n ) = e2™ W+ N/A — g(y), por
lo que g esta bien definida. Mostramos ahora la inversa de f. Obsérvese que
para cualquier punto v € C* sus preimagenes en C bajo g son puntos de la
forma

Alog
2mi

¢ 05 b3t (v) = o7 5 (log v + 2mik) = ¢ (l;% 1 k) = + Ak,

k € Z, donde log v es cualquier rama de logaritmo definida en una vecindad
de v. Por lo tanto se puede definir una inversa de f de la forma

F i) =9 (ilogv 13 ,\k) = (’\l"g”) .

21 271

Finalmente se muestra que f es analitica, usamos la notacién de la prueba
del teorema 2.2.1. Por ser C/G una superficie de Riemann, tiene cartas
coordenadas (¢, ¥w(Ny)), donde N,, es un disco abierto en C y 1, es la
restriccién a N, (como w no es punto fijo ¢,, = o,¥,"); se tenia que oy, era
una funcién de Mébius, tal que o,,(N,) = A. Por iiltimo para puntos en A

foa! = g oyt = got

2T ;
es una funcién holomorfa con derivada g'(z) = 278 gamiz/a # 0. Obsérvese

que C* hereda una estructura de superficie de Riemann de manera natural
del plano complejo.

A

I

C

¢l \ 9
(C/G—IHC*

O

En el caso de que el grupo sea doblemente periédico < T', S >, esto es de
la forma T'(z) = z+ A, S(z) =z+p y A, p son linealmente independientes,
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entonces la superficie de Riemann es un toro. Esto se sigue, ya que evidente-
mente el paralelogramo descrito en la figura 2.7 es un conjunto fundamental
(esto es que contiene un punto por cada érbita) y el cociente se define en
topologia como un toro.

/

Figura 2.7: El cociente del grupo doblemente periodico es un toro.

Por tltimo sea R conformemente equivalente al disco A, entonces R es de
la forma A/G, donde G actia discontinuamente en A y no tiene elementos
elipticos.

Resulta que las superficies de Riemann son orientables, por lo que se
dara a continuacién la definicién de una dos-variedad diferenciable orientable.

Definicién 31 Una dos-variedad diferenciable M es orientable, si es posible
cubrirla con una familia de vecindades coordenadas de tal forma que si un
punto p € M pertenece a dos vecindades de esta familia, entonces en el
cambio de coordenadas el determinante del Jacobiano es positivo en p.

Se sigue entonces que las superficies de Riemann son orientables, ya que
las funciones de transicién son analiticas y por Cauchy-Riemann el determi-
nante del Jacobiano es de la forma

(% )

y el determinante es positivo.
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Se dice que una superficie o una dos-variedad es cerrada si es compacta
y sin frontera. La suma conexa de las variedades de dimensién dos consiste
en quitar un disco en cada una de ellas y pegarlas por las fronteras de los
discos eliminados. Asi uniendo dos toros se obtiene un 2 — toro (ver figura
2.8). Se dice que la esfera tiene género cero, el toro tiene género uno, el
2 — toro tiene género dos y pegando n toros, se obtiene un n — toro de
género n (ver figura 2.9) [cf. [10], p. 12]. Resulta que el género clasifica a
las dos-variedades topoldgicas cerradas, es decir, dada cualquier dos-variedad
topolégica cerrada M, se tiene que M es homeomorfa a una esfera o a un
n-toro, n € N.

Figura 2.8: Forma de pegar dos toros.

Si R una superficie de Riemann cerrada con genero g = 0, entonces R es
una esfera y su cubierta universal es también una esfera [cf. (8], p. 24], es
decir que R=C.SiR es cerrada con genero g = 1, entonces R es un toro
y su cubierta universal R = tC.hPor ultimo si R cerrada con genero g > 2,
entonces su cubierta universal R = A, ya que en el analisis de los primeros
dos casos, las superficies son de género menor igual que 1.

—
/— ‘‘‘‘‘‘ \ P ,.\\ /.---"'"_—'_““m o "\
< 3 = = ==
V— ] S 2 ; .
- toro 2-toro
-~ /—_— e - =

3-toro

Figura 2.9: Superficies cerradas.
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Definicién 32 Un grupo G < PSL(2,C) es un grupo fuchsiano si hay un
disco G — invariante en el cual G actia discontinuamente.

Una superficie de Riemann R se dice que es de tipo hiperbdlico si es
de la forma A/G, donde G actiia de manera discontinua en A y G no tiene
elementos elipticos. A esta accién se le llama propiamente discontinua. Como
se mostré en los en la seccién 1.4, A tiene métrica hiperbélica inducida por

la densidad 5

1—Jwf*

Sea z € Ay g € G, si unimos por medio de una curva ¥ a z con g(z) en
R y proyectamos esta curva a R se obtiene una curva cerrada en R, ya que
mg(z) = m(2).

De manera reciproca, dada una curva cerrada v : [0,1] — Ry z € A,
donde 7(z) = ~y(0), se sigue del teorema de levantamiento de trayectorias de
la topologia algebraica [cf. [8], p. 18] que hay una curva tinica ¥ : [0,1] —» R,
tal que Toy =17 y 7(0) = 2. Nétese que

m(3(1)) = v(1) = (0) = (=),

por lo que existe alguna h € G, para la cual 7(1) = h(z). Obsérvese que -y se
puede medir usando 7. Tomando una particién de 7, donde los segmentos de
esta subdivisién estdn en abiertos parejamente cubiertos y se miden en A con
la métrica hiperbdlica. Nétese que esta medicién es invariante, ya que las
transformaciones de Mobius que preservan A son isometrias hiperbdlicas
[cf. [1], p. 37]. Ademads los levantamientos difieren por transformaciones de
Mobius en G. El area también se puede calcular de manera andloga. Para
continuar la discusién introducimos la siguiente definicién general.

o(w) =

Definicién 33 Se dice dos curvas continuas vy, : [0,1] —> A en un espa-
cio topoldgico son homotdpicas, si existe H : [0,1] x [0,1] — A una funcién
continua, tal que H|{s} x 0= (s) y H|{s} x1=m(s), s€[0,1]. A
la funcion H se le llama homotopia; si ésta ademds satisface la condicion
H(t,1) = H(t,0), para toda t € [0,1], se dice que la homotopia es relativa
a {0,1}, y se escribe yo =y rel{0,1}.

Regresando al contexto de las superficies de Riemann hiperbdlicas
afirmamos que si vy : [0,1] — R es una curva cerrada homotdpica (relativa
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T

i
1 ““-\

Figura 2.10: Levantamiento de curvas.

a {0,1}) a un punto en R, entonces si z € A es tal que 7(z) = y(0) y 7 es el
levantamiento tnico de v a A, tal que 7(0) = z se tiene que 7 es una curva
cerrada es decir 7(0) = 7(1). Para probar esto, sea H : [0,1] x [0,1] — R,
una homotopia relativa a {0,1}, tal que

H|[0,1] x {0} =y y H|0,1]x {1} =w, weR,

obsérvese que (0) =7(1) = w

Y(o) Y(1)

Y
Figura 2.11: Una curva v homotdpica a un punto w

Ahora, se sigue del teorema de levantamiento de homotopias (llamado
también de monodromia [cf. [1], p. 122]), que la homotopia H se puede
levantar a una homotopifa H : [0,1]x[0,1] —s A, tal que H : [0,1] x {0} = 7.
También, se sigue facilmente de la unicidad del teorema de levantamiento de
trayectorias que

A({0} x {1}) = B({1} x {1}) =5(0) =7(1) =

por lo cual la curva es cerrada.
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A continuacién exponemos un caso particular del teorema 2.3.11. Sea
G grupo ciclico de PSL(2,C) generado por T'(z) = z + 1, entonces H? es
un dominio de discontinuidad y se sigue del teorema 2.2.1 que R = H?/G
es una superficie de Riemann. Obsérvese que este ejemplo es una restriccién
de la superficie discutida en el teorema 2.3.11, al tomar A = 1. Se sigue de
dicho teorema que esta superficie de Riemann es conformemente equivalente
aA*={z2€C| |z| <1} - {0}

Proposicién 2.3.12 Sea f(z) = €?™**, H? provisto con la métrica hiperbdli-
cay A* provista con la métrica definida por la densidad

NS
(—log [w])w|’

o(w) =

entonces [ es una isometria.

DEMOSTRACION. Como se mostré anteriormente f(z) = e2™** es una biyec-
cién conforme de H? en A*. En virtud de la seccién 1.4, basta probar que la
densidad descrita en A* esta definida por

Az)
pr(z)
El factor de conformalidad de f esta dado por

ui(2) = |f'(2) = [2mi ™| = 2me2Y,
donde z = z + ¢ y. Por lo tanto la densidad en A* heredada por f es

A(z) _ 1 - ]
iz Umz)2ne?  (2my)e ™y’

(2.3)
Ahora, si f(z) = €*™** = w, entonces

1
z=—logw+k, keLZ,
21

donde log es una rama de logaritmo. Por consiguiente

—tlog |lw arg w
gl IHCJr g

T+ = or "o ?
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entonces
log |w|
T o
Por lo tanto
e 2™y = gloslvl — |w|.

Finalmente se sigue entonces de (2.3) que la densidad inducida por f en A*
esta dada por

1 1

w—> = :
(—log|w|)e=?7¥ (- log|w|)|w]|

O

Ahora mostramos que el drea de D = {z| 0 < |z| < 3} en A* coincide
con el srea en H? del rectdngulo W = [0,1] x [l—"zﬁ,—z,oo), la cual es finita.
Haciendo un cambio de variable |w| = r el drea en A* de D esta dada por

1 2 1
€ 2 T 2 dr
/o(loglwl)zle d““fg f FllogrP d“’”‘z”fo g

Ahora haciendo otro cambio de variable logr = u se tiene que

P dr log 3 1 1]96: 1 1
2 =/ —du= |-~ = T+ .
. T(logr) e U Ufjge —logz loge

Por consiguiente tomando el limite cuando € — 0 se tiene que

27
log2

Area(D) =
Ahora el drea de W en H? esta dada por
L a4

wlY

Calculamos tomando el limite cuado t — oo

t

t 1 t
il i il ) 2
lim / — drdy = lim — dy = lim [— —] = —,
t—o00 1025,'2 o Y t—o0 |<;ng Y t—00 Y |§B’2 ]0g2

lo cual no es sorprendente, ya que regiones isométricas deben tener la misma
area.
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2.4. Conjuntos estables

En esta seccion se describiran los conjuntos estables, los cuales son titiles
para describir cocientes.

Definicién 34 Sea D C C un dominio de discontinuidad G — invariante,
se dice que Dy C D es estable con respecto a G, si para toda g € G sucede
que

g(Dg) e Dg 0 g(Do) N D{) = 0

El subgrupo de G de las transformaciones g tales que g(Dy) = Dy se
le llama el estabilizador de Dy. Al estabilizador de Dy lo denotaremos por
Gp,- En el capitulo 1, seccién 1.3, teorema 1.3.6, se exhibieron ejemplos
de conjuntos estables.

Obsérvese que si Dy es estable con estabilizador Gy, se sigue del teore-
ma 2.2.1 que Dy/Gy es una superficie de Riemann, la cual no siempre es
homeomorfa a la proyeccién w(Dy) como lo muestra el siguiente ejemplo.

Sea D = Cy G el grupo generado por T'(2) = z+1, se tiene que el conjunto
Dy ={z+1iy|0 <z < 1} es estable con estabilizador es Gp, = Id. Por lo
tanto la superficie de Riemann

Do/Gp, = Do/Id = Dy

es un espacio simplemente conexo. En cambio al proyectar Dy a la superficie
de Riemann, se tiene que m(Dy) = C — { 0}, como se muestra en el teorema
2.3.11, sin embargo este conjunto no es simplemente conexo. En consecuencia
las dos superficies no son homeomorfas.

El siguiente teorema muestra las condiciones suficientes para que exista
en un Hausdorff un homeomorfismo entre Dy/Gp, y 7(Dy).

Teorema 2.4.1 Sea G un subgrupo de PSL(2,C) que actia discontinua-
mente en una region D C C y Dqy es estable con estabilizador Gp,. St

(i) Dq es abierto en D, o
(1) Do/Gp, es compacto,

entonces Dy/Gp, con la topologia cociente y m(Do) como subespacio topoldgi-
co de D/G son homeomorfos.
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DEMOSTRACION. Sea 7w : D — D/G la funcién de identificacién; se sigue
del teorema 2.2.1 y de su prueba que D/G es una superficie de Riemann,
que 7 es una transformacién abierta y que (D) es Hausdorff. La restriccién
de 7 a Dy la denotamos como 7o, obsérvese que 7(Dyp) también es Hausdorff,
en virtud de la proposicién 1.1.3.

Ahora sea ¢ : Dy — Dy/Gp, la funcién de identificacién. Mostramos
que ¢ siempre es abierta, atin si Dy no es abierto. Para esto, sea A un abierto
relativo a Dy, esto es A = V N Dy, donde V es abierto en C (o en D), si
g € Gp,, como g es un homeomorfismo, se tiene que

9(A) = g(V) N g(Do) = g(V) N Dy

y g(A) es abierto. También como ¢~ *(¢(A)) = Usean, 9(A) se sigue que ¢
es abierta.
Denotamos a la composicién de ¢~ con my como 8, esto es,

0 =mpo (ﬁ_l : DO/GDO — Tf(Do).

Probamos primero que € esta bien definida. Esto se sigue, ya que z,y € Dy y
z ~ ymod Gp,, existe g € Gp,, tal que g(z) = y y en este caso m(z) = mo(y).

D,
6 N
Do/Gp, — (Do) (2.4)

Mostramos que ¢ es biyectiva. Es inyectiva, ya que si u,v € Dy/Gp,, satis-
facen que 6(u) = 6(v); entonces existen z,y € Dy, tales que

dz)=u y oy)=v

Ademas, mo(x) = me(y), por lo que existe g € G, tal que g(z) = y. Sin
embargo, como Dy es estable g € Gp,, yaque z,y € Dy. Por consiguiente
z ~ymod Gp, y u = v. La funcién @ es sobre, ya que si z € n(Dy), se
tiene que z = m(z), x € Dy; tomando ¢(r) =w, se tiene que

mod~ (w) = mo(z) = 7(z) = 2.

A continuacién mostramos que € es continua. Si U es abierto en m(Dy),
se tiene que U = V Nw(Dy), donde V es un abierto en D/G. Ahora

75 (V Nw(Dp)) = 7~ 1(V)N Dy
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que es un abierto en Dy, y como ¢ es abierta, se tiene que
¢(m ' (V N 7(Dy))) = 7' (U)

es un abierto en Dy/G,. Por consiguiente § es biyectiva y continua.

Ahora probamos que si Dy es abierto, entonces 6 es una funcién
abierta. Sea U abierto en Dy/Gp,, entonces ¢~ !(U) es abiertoen Dy y
por consiguiente es abierto en C. Finalmente, como

mo¢ ™ (U) = m¢~}(U)
y m es una funcién abierta, se tiene que
T (U) = 0(U)

es abierto en m(D) y por lo tanto también es abierto en 7(Dp). En conse-
cuencia 6 es un homeomorfismo.

Para el segundo caso, si Dy/Gp, es compacto, como @ es una funcién
biyectiva y continua de un compacto en 7(Dp), que es Hausdorff (proposi-
cién 1.1.3), se tiene, en virtud del teorema 1.1.5, que € es también un

homeomorfismo.
O

Obsérvese que, como se mostré en la observacién después del teorema del
cociente 2.2.1, si D un subdominio de C y Dy C D es abierto y estable,
entonces la funcién ¢ es analitica. M4s ain la 7y también es una funcién holo-
morfa entre superficies de Riemann, ya que es la restriccién de una funcién
holomorfa a un abierto.

Nétese que 6 = mp¢p™! también es analitica (véase el diagrama 2.4).
Esto se sigue, ya que se pueden tomar subatlases de w(Dy) y de Dy/Gp,.
Como en la prueba del teorema del cociente 2.2.1, se puede tomar de tal
manera que w € Dy, N,, C Dy y las mismas cartas coordenadas tanto para
Dy/G po, como para 7(Dj). Obsérvese que como Dy estable, se tiene que si
w un punto fijo eliptico de orden k en Gp,, también lo es en G. Finalmente
adaptando la notacién de la prueba del teorema 2.2.1 se tiene

G 0w (M0)3' 0 90 03" 4" = qu o (m0),' Mo 9™ G0y, 4" = 14,

donde ¢, = ¢ | Ny y (m9)w = mp | N,. En consecuencia Dy/Gp, y m(Dy)
son conformemente equivalentes.
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Exhibimos un segundo ejemplo, donde Dy/Gp, y 7(Dp) no son home-
omorfos. Sea D ={z+iy € C|0<y <1} y G el grupo generado por las
transformaciones T'(z) =z+1 y S(z) = z+1i. D es estable con respecto
a G y el estabilizador es Gp =< T >. Se sigue del teorema del cociente
2.2.1 que w(D) = D/G es una superficie de Riemann que es un toro, ya
que el paralelogramo [0,1] % [0,1] es un conjunto fundamental y el cociente
en topologia se define como un toro ( que es un conjunto compacto, ya que
es la imagen continua de un compacto). Al ser compacto el toro es también
cerrado. El toro (D) no es homoemorfo al anillo D/Gp, ya que este 1lti-
mo no es compacto. Para probar que no es compacto, tomamos la cubierta
abierta {@(An)}nen del anillo D/Gp, donde

Anz{zeC|0§Imz<1-—;11—}.

Obsérvese que ¢(A») son conjuntos abiertos, ya que A, son abiertos en D y
¢ es de identificacién. Por lo que concluimos que D/Gp no es compacto, ya
que {¢(An)}nen Do tiene una subcubierta finita.

Figura 2.12: Conjunto estable y su identificacion.

A continuacién mostramos algunos ejemplos del teorema 2.4.1, necesita-
mos primero una definicién.

Definiciéon 35 Sea h un elemento hiperbdlico de un grupo fuchsiano G y sea
A el eje de h. Decimos que h es un elemento simple de G, si para toda g € G
sucede que

g(A)=A o g(A)NA=0.

Sea G < PSL(2,C) tal que actia discontinuamente en H?> y g € G
una transformacién hiperbdlica simple que fija a 0 e co y L la geodesica
que une a 0 con co. Supongamos también que G no tiene elementos elipticos
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de orden 2 que preserven a L, i.e., que intercambien a 0 con oco. Sea K
el subgrupo de G estabilizador de L. Este grupo es ciclico, ya que es un
subgrupo de homotecias abeliano [cf. [11], p. 14]. Sea g el generador de K,
g(z) = kz, i.e. K =< g >. Ahora, es claro que L/K es una curva simple
cerrada, por lo que es compacta, se sigue entonces del teorema 2.4.1 que
7(L) es homeomorfo a esta curva simple cerrada, donde 7 : H? — H?/G y
H?/G es la superficie de Riemann definida por G.

En el caso de que el grupo G tenga elementos elipticos de orden dos,
el subgrupo estabilizador de L lo llamaremos K3, el cual contiene estos
elementos elipticos de orden dos. Por lo que K < K; < G. Como las
transformaciones elipticas de orden dos intercambia 0 e oo, el subgrupo K,
tiene indice dos. Como en los argumentos anteriores, L/K; es una curva
compacta homeomorfa a 7(L).

Por 1ultimo exhibimos un segundo ejemplo del teorema 2.4.1, primero
probamos un lema.

Lema 2.4.2 Sea G un subgrupo de PSL(2,C) que actia discontinua-
mente en D un subdominio de C. Supongase también que g € PSL(2,C),
G' = gGg™' y D' = g(D), entonces D/G es conformemente equivalente a
D'/G’.

DEMOSTRACION: A la proyeccién de D’ en D’/G’ la denotamos por
7. Se define
h=ngn':D/G— D'/G’,

esta funciéon estd bien definida, ya que si 21,29 € D y 2; ~ 2z, entonces
existe f € G, tal que f(z;) = z2. Por lo que g f(z1) = g(22), lo cual im-
plica que (9 f97) (9(z1)) = 9(z2) ¥y 9f g € G'. Obsérvese que G’ actia
discontinuamente en D’. (Proposicién 1.3.1)

Ahora, mostramos que las superficies son conformemente equivalentes.
Sea Ny, C Dy g(Nw) = Ngw) C D’. Entonces se puede tomar cartas
coordenadas {(¢w,mw(Nw)) | w € D}, donde ¢, = guoum,"', como en
el teorema del cociente 2.2.1. Para D’/G’ se toma un atlas de la misma
manera con cartas coordenadas {(¥gqw), Mow)(Ng(w)))}, donde g(w) € D' y
Yo(w) = QQ(w]Jg[w)ﬂ;(:,,)- Podemos suponer que og,) g = 0, Obsérvese tam-
bién que ¢, = gyw), ya que w es eliptico de orden k, si y sélo si g(w) es
eliptico de orden k. Finalmente se muestra que

Vo) h b
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es holomorfa. Esto se sigue, ya que localmente, en un subatlas de D/G y en
uno de D'/G’, se tiene que

. Tw 0';1 ﬁ'él = Qg(w) Og(w) 9 ‘7;1 q;l = Id.

Qo(w) To(w) Myuy M I T~

Por lo tanto las superficies de Riemann D/G y D’/G’ son conformemente
equivalentes.

O

Definicién 36 Un horodisco Q en H? es un disco abierto tangente a R en
un punto o, o es un semiplano de la forma {z | Imz >y}, en este caso se
dice que el horodisco estd basado en co.

Figura 2.13: Horodisco.

Sea G < PSL(2,C), supongamos que G actiia discontinuamente en H?
y que hay un horodisco @, el cual es estable con estabilizador Gg =< g >,
donde g es parabélica. Como () es estable y abierto, por el teorema 2.4.1,
se tiene que Q/Gq es conformemente equivalente a 7(Q).

Resulta que /G es conformemente equivalente a un disco perforado

Ar={zeC|0<|z|<r, r<1}.

Para mostrar esto, obsérvese primero que en virtud del lema 2.4.2, se puede
suponer que @ es un horodisco basado en co. Esto se logra mandando el punto

de tangencia del horodisco a a oo, por una funcién de la forma ¢(z) = - — =

la cual preserva H? [cf. [11], p. 8]. En este caso Q = {z + iy | y > o}
Se puede suponer también (conjugando otra vez si es necesario) que el es-
tabilizador G esta generado por h(z) = z+ 1. Nuevamente, este es un caso
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Figura 2.14: Horodisco estable basado en oo.

particular del teorema 2.3.11. En este caso, sea f : Q — A} la composicién
faf1, donde fi(z) =2miz y fa(2) = €%, esto es, f(z) = e*™**. Obsérvese
que f; transforma al rectdngulo determinado por Ry = (0,1) X (yo,00) en
el regtangulo horizontal R; = (—o00,—yp) X (0,27) y la exponencial trans-
forma biyectivamente al rectdngulo R; en A}. Se sigue del teorema 2.3.11
que Q/Gg es conformemente equivalente a A;. Por consiguiente m(Q) es
conformemente equivalente a A* = {a € C | 0< |z <1

Para concluir esta tesis formamos el espacio (H?)* pegando co (el punto
fijo de h) y todas sus G-imagenes a H?. Definimos la topologia de (H?)* de
la siguiente forma: se toman los subconjuntos abiertos de H? junto con lo
conjuntos de la forma

{oo}U{a:+iy|y>t},

t > yo y sus G-imagenes, es decir los horodiscos, los cuales se definen como
vecindades abiertas de las G-imégenes de oo.

Nétese que con esta topologia oo no tiene una vecindad compacta. Si
asi fuera existirfa to, tal que W = {z | Imz > to} seria una vecindad
compacta de oo, pero entonces {n + i(tp + 1)} es una sucesién en W la cual
no converge. Claramente, no converge a un punto en H?, ya que los abiertos
de H? son también abiertos en (H?)*. Tampoco converge a 0o, pues se puede
encontrar una vecindad de oo la cual no contiene a ningin elemento de la
sucesién, por ejemplo {z | Im z > to + 2}.

Se puede probar que (H?)*/G es también una superficie de Riemann esto
se puede consultar, por ejemplo, en [13].
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