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0.1. Resumen 

El objetivo de la presente tesis es mostrar la compatibilidad de la elec
trodinámica cuántica, al nivel de construcción de los propagadores, con las 
soluciones para fermiones de masa nula obtenidas a partir de la teoría de 
unificación de simetrías de norma y de espacio-tiempo, o teoría de espacio 
extendido de espín como también es conocida. 

El trabajo se divide en cinco capítulos. En el primero se discuten breve
mente algunas de las teorías de unificación más importantes en la historia 
de la física, para dar paso a una descripción general de la teoría de espacio 
extendido de espín y, finalmente, presentar las soluciones para fermiones de 
masa nula y la forma de clasificarlas. 

El segundo capítulo trata con la ecuación de Dirac estándar. Se descri
ben someramente las dificultades en la interpretación de las soluciones pa
ra energía negativa y la teoría de agujeros, con la posterior reformulación 
de Feynman-Stückelberg. A continuación se construye el propagador causal 
asociado a la ecuación de Dirac, y se muestra su aplicación para obtener la 
solución en presencia de un campo electromagnético. El capítulo concluye 
con una visión general de cómo se interpreta el propagador en los procesos 
dispersivos. 

En el tercer capítulo se construye el propagador para las soluciones fer
miónicas de masa nula de la teoría de espacio extendido de espín. Se calculan 
las sumas sobre los estados de polarización y se obtienen los operadores de 
proyección asociados. Por último, se obtiene la forma explícita del propagador 
en el espacio de configuración. 

En el capítulo cuatro se describe el propagador para el campo electromag
nético. Se discuten los problemas en la construcción del propagador asociados 
con la invariancia de norma inherente a la teoría; posteriormente se mues
tra, de manera general, cómo se obtiene el mismo resultado a partir de las 
relaciones de conmutación para los operadores del campo, dentro del marco 
de trabajo de la teoría cuántica de campos. Finalmente se inducen dichas 
relaciones de conmutación empleando únicamente teoría cuántica relativista. 

En el último capítulo se presentan las conclusiones. Se incluyen también 
tres apéndices. El apéndice A proporciona la convención de métrica y la 
representación para las matrices gama empleadas a lo largo del trabajo, el 
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apéndice B establece las propiedades más importantes de la función invarian
te .6., las cuales se emplean en el desarrollo del capítulo cuatro, mientras que 
en el apéndice C se muestran algunos resultados básicos sobre operadores de 
proyección de la teoría estándar, los cuales se comparan en las conclusiones 
con los resultados obtenidos. 



Capítulo 1 

Ecuación de Dirac Extendida 

1.1. Antecedentes 

A lo largo de la historia, la unificación ha demostrado ser una idea pode
rosa en la Ciencia, particularmente en Física, donde ha servido para estable
cer vínculos entre hechos que no habían sido relacionados con anterioridad; 
vínculos que a su vez han llevado, en la mayoría de los casos, a la predicción 
de nuevos fenómenos, así como a una mejor comprensión del conocimiento 
establecido. Las ideas de unificación difieren tanto en objetivos como en el 
método de aplicación, pudiendo este último ser teórico, experimental o una 
combinación de ambos. No importando cuál sea el caso, podemos afirmar 
que los avances más relevantes en la historia de la Física han estado basa
dos, de una forma u otra, en ideas de unificación, por lo que a continuación 
repasaremos brevemente algunos de estos avances. 

Un primer ejemplo de unificación podemos rastrearlo hasta la época de 
la Grecia antigua, de donde proviene la idea de suponer que existe una es
tructura matemática detrás de todo fenómeno físico, idea que generalmente 
se le atribuye a Pitágoras. Así, mediante el vínculo de las matemáticas con la 
Física nació una de las herramientas más poderosas para la Ciencia de todos 
los tiempos. 

Mucho tiempo después Newton relacionaría, mediante su teoría de la 
gravitación, dos hechos de la naturaleza que hasta entonces parecían deberse 
a causas totalmente distintas, como son el movimiento de cuerpos terrestres 
y el movimiento de cuerpos celestes. El trabajo de Newton demostró por 
primera vez que ambos fenómenos obedecen las mismas leyes. En el siglo 
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XIX tenemos otro gran ejemplo de unificación con la unión de los fenómenos 
eléctricos y magnéticos dentro de un único marco teórico. Dicha conexión 
se pudo dar, en un principio, gracias a una serie de brillantes experimentos 
realizados por Ampére y Faraday. Algunos años después Maxwell formalizaría 
y sintetizaría todo el conocimiento empírico del electromagnetismo, mediante 
un conjunto de ecuaciones que permitieron entender a la luz como una onda 
más de las muchas que conforman el espectro electromagnético, propagándose 
con una velocidad predicha por la misma teoría. 

En el siglo XX, basándose en las ecuaciones de Maxwell y rechazando la 
hV>ótesis del éter, Einstein propuso su teoría de la relatividad especial, esta
bleciendo el principio de una velocidad constante para la luz, y apartándose 
de la formulación Newtoniana para la dinámica de los cuerpos. En la teoría 
de la relatividad el tiempo pierde su carácter absoluto, para volverse una 
cantidad dependiente del sistema de referencia respecto al cual es medido. 
Además, tanto el tiempo como el espacio pueden estudiarse desde un solo 
punto de vista geométrico, como fue demostrado por Minkowsky. Esta nueva 
unión entre el espacio y el tiempo dio origen, a su vez, a nuevas predicciones 
teóricas, tal como la equivalencia entre la masa y la energía, y logró explicar 
muchos fenómenos interesantes, como el flujo de muones cósmicos medido 
sobre la superficie de la tierra. 

Posteriormente, Einstein ampliaría los fundamentos de la teoría de la re
latividad al campo gravitatorio, empleando para ello la noción de geometría 
curva (no euclidiana), la cual había sido estudiada extensamente por Riem
man unas décadas antes, así como el concepto de campo, desarrollado con 
anterioridad por Faraday. La relatividad general surge entonces de conside
rar el campo gravitacional como una propiedad de la geometría del espacio
tiempo, uniendo así los conceptos de materia, gravedad y espacio-tiempo. A 
partir de esta teoría se pudieron hacer pequeñas correcciones, en el límite 
gravitatorio débil, a la teoría de Newton, y se obtuvieron, posteriormente, 
predicciones teóricas importantes, como la existencia de los hoyos negros. 

El siguiente gran paso en la búsqueda de una descripción unificada de la 
naturaleza se dio al relacionar las dos teorías más importantes desarrolladas 
en la primera mitad del siglo XX: La relatividad especial y la mecánica 
cuántica. Esta última ya había tenido éxito al proporcionar un vínculo entre 
los conceptos de onda y partícula, lo cual es inédito en la física anterior. 
Durante algún tiempo se pensó que la ecuación de Klein-Gordon era la única 
ecuación relativista posible en mecánica cuántica, pero el problema de no 
tener una densidad de probabilidad positiva definida, que sirviera para una 
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interpretación probabilística como en el caso de la ecuación de Scrhodinger, 
dejaba insatisfechos a muchos físicos . Al intentar resolver dicho problema, 
P.A.M. Dirac obtuvo la ecuación que lleva su nombre, proporcionando con 
ello una teoría de unificación elegante y poderosa. En palabras del propio 
Dirac[lO] 

Recuerdo una ocas1on, cuando estaba en Copenhagen, que 
Bohr me preguntó en qué estaba trabajando, y le respondí que 
estaba intentando obtener una teoría relativista del electrón sa
tisfactoria, a lo que Bohr repuso: ¡Pero Klein y Gordon ya han 
hecho eso! Esa respuesta me molestó en primera instancia. Bohr 
parecía bastante satisfecho con la solución de Klein, pero yo no, 
debido a las probabilidades negativas a las que conducía. Sim
plemente seguí intentándolo, preocupándome por conseguir una 
teoría que tuviera únicamente probabilidades positivas. 

Con gran intuición, Dirac se dio a la tarea[3] de buscar otra ecuación que 
fuera lineal en la derivada temporal o, equivalentemente, en el operador p0 , 

correspondiente a la componente cero del cuadrimomento. La razón de pedir 
dicha propiedad es que para una ecuación de segundo orden en la derivada 
temporal, la evolución en el tiempo del sistema puede hacer cambiar el signo 
de la cant idad asociada a la densidad de probabilidad; llevando precisamente 
a las probabilidades negativas que hacían insatisfactoria la ecuación de Klein 
- Gordon. Además, para que la nueva ecuación de onda fuera invariante 
bajo transformaciones de Lorentz, también era necesario que fuera lineal 
en las componentes vectoriales del momento p1 , p2 y p3 , con coeficientes 
independientes de las coordenadas y el momento. Tomando estas ideas como 
base Dirac propuso la ecuación[2] 

(1.1) 

donde los coeficientes son ahora matrices de 4 x 4 que cumplen con el álgebra 

{1.2) 

La ecuación de Dirac no sólo incluye una cuadricorriente conservada, con su 
componente temporal positiva definida, sino que también incorpora el espín 
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del electrón de forma natural, y conduce a la predicción de las antipartícu
las, aunque es posible deducir la existencia de antipartículas a partir de la 
ecuación de Klein-Gordon. 

En la física moderna, el cuerpo teórico que describe de manera correcta 
a las partículas fundamentales de la naturaleza y sus interacciones se co
noce como modelo estándar, y es dentro del mismo que encontramos otro 
gran ejemplo de unificación con la teoría electro-débil de Weinberg-Salam, 
la cual unifica la interacción electromagnética con la débil a partir de una 
energía de 100 GeV, considerando que ambas se originan a partir de una 
simetría de norma. El modelo describe tres de las cuatro fuerzas conocidas: 
el electromagnetismo, la interacción débil y la interacción fuerte. Esta última 
mantiene unidos a protones, neutrones y núcleos, mientras que la segunda se 
encuentra implicada en la formación de los elementos químicos y procesos de 
decaimiento f3+, f3-. Las interacciones son mediadas por el intercambio de 
partículas bosónicas: fotones en el electromagnetismo, bosones w± y Zº en 
la interacción débil, y gluones en la fuerte. Para la gravedad se postularon 
los gravitones, aunque la interacción gravitacional no se incluye propiamente 
dentro de la teoría. 

La forma como explica las interacciones fundamentales y predice las par
tículas asociadas correspondientes, constituye uno de los grandes éxitos del 
modelo estándar. Para el electromagnetismo, la validez de la electrodinámica 
cuántica implica que debe existir el fotón e interactuar tal como lo hace, lo 
que lleva al entendimiento de la naturaleza de la luz. Razonamientos similares 
conducen a predecir la existencia de los gluones y de los bosones w± y zo, 
así como sus propiedades. Por ejemplo, para éstos últimos el modelo predice 
que deberían ser muy masivos, con una masa de aproximadamente 80 GeV 
para los w± y de 90 Ge V para el zo, propiedades que fueron confirmadas 
experimentalmente tiempo después. El modelo predice también la existencia 
del bosón de Higgs, el cual interactúa con las partículas de una manera que 
les confiere masa y que aún no ha sido detectado experimentalmente. 

A pesar de sus logros, el modelo estándar tiene serias limitaciones, pues 
existen fenómenos que no puede explicar o, en ciertos casos, ni siquiera ad
mitir, algunos de los cuales se mencionan a continuación: 

• El modelo no puede explicar el origen del rompimiento de la simetría 
por el campo de Higgs para que las partículas adquieran masa. 

• No abarca la gravedad, pues ésta no tiene la misma estructura que las 
otras fuerzas . 
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• Los valores de las masas de cuarks y leptones no pueden explicarse con 
el modelo estándar. 

• Aunque las describe, el modelo no explica el número de generaciones, 
ni sus jerarquías. 

• El modelo no explica las constantes de acoplamiento. 

En la búsqueda de una unificación de las interacciones de la naturaleza cabe 
destacar la teoría de Kaluza-Klein, la cual tuvo como motivación principal 
el tratar de unificar el electromagnetismo con la relatividad general; objetivo 
que el mismo Einstein persiguió en los últimos años de su vida, sin resul
tados satisfactorios. La idea original de Kaluza-Klein consiste en suponer la 
existencia de una quinta dimensión espacial compactada, asociada a la si
metría de norma de la teoría electromagnética. El que la dimensión extra se 
encuentre compactada implica que debería tener la topología de un círculo, 
con un radio del orden de la longitud de Planck, lo que a su vez explicaría 
el por qué no ha sido detectada. Hasta ahora, dicha idea no ha aportado 
mayor información, ni ha llevado a la predicción de fenómenos nuevos que 
puedan ser sujetos a comprobación experimental, por lo que no puede ser 
clasificada como una unificación exitosa en sentido estricto, pero incluso así 
sigue representando una posibilidad viable, y continúa siendo utilizada como 
hipótesis de trabajo en teorías como supercuerdas o supergravedad. 

Para poder describir el comportamiento de una partícula relativista con 
espín dado, requerimos tanto del espacio de espines como del espacio de con
figuración (o de momento), lo que nos obliga a tener una combinación de 
los generadores correspondientes de ambos espacios, manteniendo así la es
tructura de las ecuaciones relativistas. Retomando la idea de Kaluza-Klein, 
cabría preguntarse si es posible encontrar una conexión entre las interaccio
nes fundamentales y un espacio de espín extendido, en lugar de tener un 
espacio de configuración con más dimensiones. Por otro lado, al buscar una 
relación más profunda entre los grados de libertad bosónicos y fermiónicos, 
es importante tener presente que la representación para partículas de espín 
1/ 2 del grupo de Lorentz 50(3 , 1) es más fundamental que la representación 
vectorial, pues se puede obtener esta última a partir de un producto tensorial 
de la primera, pero no al revés. Estas son las ideas básicas que sugieren consi
derar una teoría de unificación de simetrías de norma y de espacio-tiempo[l], 
la cual se des'arrolla dentro del marco de la mecánica cuántica relativista. La 
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propuesta original de la teoría se basa en la posibilidad de considerar espa
cios extendidos de espín, como una forma de restringir las interacciones y 
representaciones de las partículas, y se implementa mediante la introducción 
de una nueva ecuación de campo, basada en la de Dirac, la cual permite 
obtener un tratamiento unificado de grados de libertad de espín bosónicos y 
fermiónicos. Lo anterior se logra al hacer que las soluciones para ambos casos 
compartan el mismo espacio. Dichas soluciones también conllevan grados de 
libertad que pueden ser atribuidos a los grupos de norma. 

1.2. Ecuación de Dirac Extendida 

Para construir la nueva teoría es deseable que se satisfagan dos aspectos 
básicos: debe proveer una descripción para vectores y escalares lo más cer
cana posible a la ya existente para los fermiones, de forma que sea posible 
relacionar ambas representaciones, y es conveniente que se sitúe dentro del 
marco de trabajo de un principio variacional. Estos aspectos quedan cubier
tos si en vez de tomar al operador de Dirac, para partícula libre, actuando 
sobre un espinor de la manera usuall2] 

(1.3) 

con 1/; el vector columna de componentes 1/!a, suponemos que actúa sobre 
una matriz \JI de 4 x 4, con componentes \JIª~' y la ecuación se escribe ahora 
comoll] 

(1.4) 

Esta forma extendida de la ecuación de Dirac implica que todos los operado
res de simetría válidos para (1.3) , ya sea para los casos con o sin masa, son 
también válidos para (1.4) . La nueva ecuación contiene cuatro condiciones 
sobre cuatro espinares, por lo que se tienen condiciones adicionales para cla
sificar \JI más allá de las estándares. Así, las transformaciones y operaciones 
de simetría que actúan sobre el operador de Dirac de la forma 

(i8µ/'µ - 111)-> U (i8µ:µ - Af) u-1 

inducen el lado izquierdo de la transformación 

(1.5) 

(1.6) 
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Aquí la U del lado izquierdo se fija por la transformación del operador de 
Dirac, pero hay una libertad en la elección del término para el lado derecho. 
Por otro lado, podemos ver a w como construida a partir del producto ten- · 
sorial del espacio de configuración (o de momentos) usual y dos estados a 
determinar (incluyendo la posibilidad de que sean espinores), de acuerdo con 
la expansión 

llt = L ll;j lw;) (wj 1 (1.7) 
i,j 

Donde a;j son los coeficientes arbitrarios de la expansión. El producto tenso
rial de operadores que resulta de (1.7), conduce a que los generadores corres
pondientes del álgebra de Poincaré, en la transformación U, estén formados 
de dos operadores de espín, actuando en ambos lados de W, y de operadores 
diferenciales, que actúan una sola vez en alguno de los dos lados, como en 
el caso de la ecuación de Dirac, por lo que la elección de U es relevante en 
este punto. Los productos de operadores diferenciales y de espín actúan en 
ambos lados con el mismo signo. La expansión (1.7) implica que los com
ponentes de llt se transforman bajo las transformaciones de Lorentz como 
escalares, vectores y tensores antisimétricos. De hecho, abajo se demuestra 
que es posible clasificar algunas de las soluciones como fermiones, mediante 
el empleo de operadores de simetría modificados, y con la elección adecuada 
de proyecciones sobre la ecuación de Dirac. 

Las soluciones matriciales generan un espacio vectorial, donde el producto 
está dado por el producto matricial ordinario, el cual define el álgebra del 
espacio, es decir, si A y B son soluciones, tenemos entonces que el nuevo 
campo dado por 

C=AB (1.8) 

también es un elemento del álgebra y vive en el mismo espacio vectorial, 
aunque no necesariamente sea solución. El producto punto de A y B se 
define como 

(A 1 B) = tr(At B) (1.9) 

definición que lleva implícita una traza sobre las coordenadas. Puede com
probarse directamente que (1.9) satisface las propiedades usuales para una 
medida, dentro del espacio extendido formado por el producto tensorial de 
espinores. 
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Es importante notar que la transformación (1.6) también es válida para 
los campos conjugados Hermitianos wt, los cuales satisfacen la ecuación 

(1.10) 

lo que extiende el espacio de soluciones, al considerar también combinaciones 
de Jos campos A, Bt , de la forma 

(1.11) 

Al igual que en el caso de la ecuación de Dirac para partícula libre, nos 
interesan las soluciones de onda plana de Ja ecuación (1.4), que podemos 
escribir como 

(1.12) 

(1.13) 

con k = (E, k) el cuadrivector de energía-momento y u , v matrices que con
tienen Ja información sobre el estado de polarización. Aplicando el operador 
de (1.4) a cada uno de Jos estados (1.12) y (1.13) encontramos las ecuaciones 
estacionarias que satisfacen las matrices u y v 

/'o (k · J' + M) u(k) = Eu(k) 

/'o (-k · ')' + M) u(k) = -Eu(k) 

A partir de los generadores del grupo de Lorentz 

. 1 
1µ 11 = l (x µ811 - X118µ) + 20"µ 11 

con los operadores de espín dados por 

i 
0"µ 11 = 2 bµ, l'v] 

construimos el vector de Pauli-Lubansky 

( 1.14) 

( 1.15) 

(1.16) 

(L17) 

(1.18) 
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donde el operador de momento es pi' = ioµ . El vector de Pauli-Lubansky, 
junto con el hamiltoniano definido por 

H = "fo (k.1 + JI!) (1.19) 

son empleados para clasificar las soluciones. Si proyectamos Wµ sobre el cua
drivector de tipo espacio nk de norma -1 

(
1k1 Ek ) 

nk = M 'MTkT 
el cual es ortogonal al momento, obtenemos 

donde 

1 ' 
-W · nk = l: · k 
1\1 

1 
l: = 2 "/s"/o/ 

es el operador de espín, relacionado con (1.17) por medio de 

¿;i = t ;p , <7jk 

La ecuación (1.21) es válida para los casos con y sin masa. 

1.3. Soluciones fermiónicas de masa nula 

Consideremos la expresión 

(l.20) 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

El álgebra de Clifford que define a esta forma reducida de la ecuación (1.4) 
contiene al generador de Lorentz 

(1.25) 

junto con el resto de operadores del grupo de Poincaré. El operador (1 -
-, 5 )ho:µoµ en (1.24) se encuentra definido sobre un espacio de matrices de 
2 x 2, pero sus soluciones pertenecen al espacio más grande de matrices de 
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4 x 4. Es precisamente dicha estructura la que permite clasificar un conjunto 
de las soluciones como partículas de espín 1/2 bajo J;11 • Esto muestra que 
la ecuación (1.24) tiene una libertad en la elección de la transformación de 
Lorentz empleada, por lo que se puede elegir una del tipo (1.6) tal que uno de 
los lados se transforme trivialmente, obteniendo así objetos de espín 1/2, los 
cuales se transforman de acuerdo a las representaciones (1/2, O) o (O, 1/2) del 
grupo de Lorentz. Además, bajo el mismo generador, tenemos como simetría 
adicional el grupo de las transformaciones lineales complejas G(2, C), con 
ocho componentes generadas por 

(1.26) 

i 
fµv = -4(1 + ')'5)<1µ11 (1.27) 

La naturaleza de las soluciones dependerá entonces del Hamiltoniano y del 
conjunto de transformaciones que se escojan para clasificarlas, pero una vez 
hecha dicha elección, que en el presente caso se limita a J;11 , podemos in
terpretar a las soluciones como partículas izquierdas de espín 1 /2 con masa 
nula. 

Los subgrupos unitarios SU(2) x U(l) de G(2, C) dan lugar a dos núme
ros cuánticos adicionales que podemos asignar a las soluciones. Tomando en 
cuenta los números cuánticos conocidos para los fermiones en la naturaleza, 
se asocian estos operadores con el sabor y el número Jeptónico, respectiva
mente. Escogiendo / 30 de entre Jos generadores de SU(2) para clasificar las 
soluciones de (1.24), éstas se muestran en el cuadro 1.1, donde se ha usa
do el caret para distinguir los dos sabores. El valor del sabor se muestra en 
la última columna. La dependencia completa en las coordenadas se escribe 
entonces como 

(1.28) 

(1.29) 

El signo entre paréntesis corresponde al valor de la energía, mientras que el 
signo adicional en el superíndice proporciona el valor de la quiralidad. Se 
tienen expresiones semejantes para el otro valor del sabor. 
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Las soluciones se encuentran normalizadas de acuerdo con 

(1.30) 

Las conjugadas Hermitianas de (1.29) son interpretadas como antipartículas 
derechas. Las soluciones con dependencia en k corresponden a ondas prop~
gándose en la dirección z, mientras que los otros términos, denotados por k, 
corresponden a ondas propagándose en la dirección -z. Dichas soluciones no 
representan componentes de polarización independientes, ya que se obtienen 
a partir de las primeras mediante una rotación. El caso con masa no se puede 
dar para el espacio de soluciones considerado, pues para tener un término de 
masa se necesita una ecuación que mezcle soluciones con ambas quiralidades, 
lo cual no puede realizarse en el espacio de matrices de 4 x 4 del presente 
caso. 

1 Partículas izquierdas de espín 1/ 2 1 ~ (1 - 'Y5) 'Yo/'3 
1 ~ (1 - 'Y5) 'Y1 'Y2 1 [/30 , •] 1 

W-112 (k) = ~ (1 - 'Y5) ('Yo+ '°Y3) 1 -1/2 1/2 

W-1/2 (k) = ~ (1 - '°Y5) h1 + i'°Y2) -1 1/2 1/2 

w-112 (k) = ~ (1- 'Y5) b1 - h2) 1 -1 /2 -1/2 

w-1/2 (k) = ~ (1 - 'Y5) ('Yo - 'Y3) -1 1/ 2 -1/2 

Cuadro 1.1: Fermiones sin masa 



Capítulo 2 

Propagador fermiónico estándar 

2.1. Teoría de agujeros 

La ecuación de Dirac (ecuación 1.3) predice correctamente el espectro de 
energía del átomo de hidrógeno y proporciona el valor de la razón giro mag
nética del electrón con muy buena precisión. Pero incluso con el éxito que 
tiene en la descripción de la naturaleza, existe el problema de interpretar las 
soluciones de energía negativa que dicha ecuación admite[2, 3]. La dificultad 
es la siguiente: Dada una cierta energía, podría inducirse a los electrones 
con energía positiva a caer en cascada hacia estados de energía negativa, lo 
que haría inestable a la materia. En ausencia de interacciones los electrones 
con energía positiva permanecen inalterados, y podría postularse en principio 
que no existen estados con energía negativa. Sería posible, entonces, calcular 
soluciones estacionarias y encontrar valores propios para la energía, así co
mo amplitudes de transición, que concuerden muy bien, en general, con los 
experimentos. Sin embargo, desde el punto de vista físico, la teoría tendría 
muy poca aplicabilidad si no incluyera interacciones, pues siempre existen 
algunas perturbaciones, debidas al campo de radiación, actuando sobre las 
partículas. Estas perturbaciones tienen que tomarse en cuenta si se desea, por 
ejemplo, calcular propiedades atómicas incluyendo la interacción con el cam
po de radiación. Además, existe el fenómeno de producción y aniquilación 
de pares, el cual se produce al colisionar partículas a energías relativistas, 
y que no podría ser explicado considerando únicamente soluciones que no 
tomen en cuenta dichas colisiones. Desde un punto de vista formal tampo
co es posible eliminar las soluciones de energía negativa de la ecuación de 

15 
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Dirac, pues entonces se tendría un conjunto de soluciones matemáticamente 
incompleto, lo que llevaría a incongruencias en el desarrollo de la teoría. De 
lo anterior se sigue que no es posible eliminar las soluciones de energía nega
tiva del formalismo, por lo que se tiene entonces el problema de proporcionar 
una interpretación de las mismas que sea coherente con las interacciones y la 
estabilidad de la materia. 

El camino para salvar este obstáculo lo propuso el mismo Dirac en 1930[4J, 
postulando que los estados de energía negativa están todos ocupados de 
acuerdo con el principio de exclusión de Pauli. El estado correspondiente 
al vacío es entonces aquél con todos los niveles de electrones con energía 
negativa llenos, pero inobservables, y todos los nivele$ de energía positiva 
va.Cías. De esta forma el asunto de la estabilidad queda resuelto gracias al 
principio de exclusión, el cual evita que los electrones de energía positiva 
decaigan a los estados ocupados de energía negativa. 

Esta imagen de un mar lleno de electrones con energía negativa implica 
la posibilidad de que un electrón con energía negativa absorba radiación 
suficiente para ser excitado a un estado de energía positiva, como se muestra 
esquemáticamente en la figura 2.1. Si esto ocurre se observa un electrón de 
carga - lel y energía +E, pero también se ha creado un agujero en el mar de 
Dirac. El hoyo registra la ausencia de un electrón de carga - le 1 y energía - E , 
el cual sería descrito por un observador relativo al vacío como una partícula de 
carga+ !el y energía +E; es decir, como un positrón. Esto constituye la base 
de la teoría de agujeros para la producción de pares. Correspondientemente, 
un hoyo en el mar de energía negativa (un positrón) es una trampa para 
electrones con energía positiva, y lleva a la aniquilación del par electrón -
positrón, emitiendo radiación en el proceso, como se ilustra en la figura 2.2. 

La teoría de agujeros de Dirac explica satisfactoriamente la creación y 
aniquilación de pares, pero persiste la dificultad de que no es aplicable a 
partículas sin espín, las cuales no obedecen el principio de Pauli y al mismo 
tiempo presentan el problema de soluciones con energía negativa, como pue
de verificarse al insertar una solución de onda plana en la ecuación de Klein 
- Gordon[2, 7]. En 1942, pensando en resolver este problema, Stückelberg 
concibió por primera vez la idea de que los positrones pueden ser interpreta
dos como electrones moviéndose hacia atrás en el tiempo. Posteriormente en 
1949, tanto Feynman como el mismo Stückelberg, en trabajos independien
tes, formalizaron dicha idea con la aplicación del propagador causal (que será 
descrito en la siguiente sección) al cálculo de la matriz de dispersión[5, 11] . 
La interpretación de Feynman y Stückelberg, aplicable a bosones y fermio-

• 
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• 

Figura 2.1: Creación de un hoyo en el mar de Dirac 

B 

Figura 2.2: Aniquilación de un par electrón-positrón 
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nes, consiste básicamente en describir a las partículas con energía negativa 
como si viajaran hacia atrás en el tiempo. En la figura 2.3 se muestra una 
partícula con energía negativa creada en el punto espacio-temporal e, la cual 
viaja hacia atrás al punto d, donde es destruida. Un observador moviéndose 
adelante en el tiempo describe el proceso como sigue: 

(i) t < td No se observa nada. 
(ii) t = td Se destruyen energía negativa - IEI y carga -e, 

i.e. la energía se incrementa por IEI y la carga 
por e en relación con el pasado. Se ha creado un 
positrón. 

(üi) t =te Se crean energía negativa y carga -e, lo que 
destruye al positrón. 

(iv) t >te No se observa nada. 

'l'\ 
~ 

Figura 2.3: Creación y aniquilación de un positrón 

De esta forma el proceso tiene sentido ffsico y representa un positrón crea
do en e y destruido en d. Mediante una aplicación adecuada de las relaciones 
de causalidad en la construcción del propagador, se asegura que los estados 
de energía negativa se propaguen hacia atrás en el tiempo, como se verá en 
la próxima sección. 

2.2. Función de Green y propagador 

Dentro del marco de trabajo de la teoría de Dirac para electrones y posi
trones, los cálculos de probabilidades de transición y de secciones eficaces de 
dispersión, se realizan utilizando teoría de perturbaciones principalmente, la 
cual es en esencia una expansión en términos de parámetros de interacción pe-
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queños. En el método del propagador de Feynman, los procesos de dispersión 
son descritos por medio de ecuaciones integrales, siguiendo la interpretación 
para electrones y positrones establecida en la sección anterior. 

Como un primer paso en la descripción matemática de los procesos de 
dispersión, necesitamos encontrar la función de Green adecuada para elec
trones y positrones. Esta función se conoce como el propagador relativista o 
propagador de Feynman, y se denota por SF(x' , x; A) cuando se tiene inte
racción, o simplemente SF(x' ,x) cuando la propagación es libre. En general 
se puede interpretar una función de Green como el inverso del operador que 
actúa sobre ella, por lo que, para el caso con interacción, el propagador debe 
satisfacer la ecuación matricial 

(iíf + e4 - m) SF(x', x; A)= 84(x' - x) (2.1) 

donde se ha seguido la convención usual de no mostrar explícitamente la 
matriz unidad. Esta ecuación se toma, de hecho, como la definición del pro
pagador. Por lo tanto SF(x' , x; A) es una matriz de 4 x 4, co-mo corresponde 
a la dimensión de las matrices gama. El caso más simple corresponde a la 
partícula libre, donde se anula el término de interacción en (2.1) , obtenién
dose 

(iíf - m) SF(x' , x) = 84 (x' - x) (2.2) 

Debido al hecho de que una onda emitida de la fuente en x al tiempo t, y que 
llega ax' al tiempo t', depende únicamente de la distancia {x' - x , t' - t} , 
también SF(x' , x) debe depender únicamente del cuadrivector distancia, da
do por x' - x. Tenemos entonces que esta propiedad del propagador libre es 
una manifestación de la homogeneidad del espacio - tiempo y no será váli
da, en general, para el caso con interacción. Lo anterior nos permite escribir 
SF(x' , x) en el espacio de momentos mediante una integral sencilla. Enton
ces, realizando la transformación de Fourier correspondiente al espacio de 
cuadrimomentos, la expresión para el propagador libre es 

SF(x', x) = SF(x' - x) = j (~~4 e-ip(x' -x )SF(P) (2.3) 

Insertando (2.3) en (2.2) y empleando la representación de Fourier para la 
función delta: 84 (x' - x) = J (;:y.e-ip(x'-x) , así como la representación para 
el operador de cuadrimomento Pµ --+ ioµ , se obtiene la expresión 
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J d4p (p - m)S (p)e-ip(x'-x) = J d4p e-ip(x'-x) (2.4) 
(27r)4 F (27r)4 

La ecuación (2.4) implica que 

(2.5) 

Para obtener SF(p), multiplicamos (2.5) por la izquierda con el factor p + m 

(p + m)(p - m)SF(P) = (p + m) (2.6) 

y, puesto que 

,J,,J, _ µ V _ ..J' V _ 1 ( + )..J' V _ ..J' V _ ..J' _ 2 
PI' - 'Y Pµ'Y Pv - 'Yµ'Yvl' P - 2 'Yµ'Yv 'Yv'Yµ l' P - 9µvl' P - PµP - P 

(2.7) 
entonces (2.6) se convierte en 

(p2 
- m2 )SF(P) = (p + m) (2.8) 

de donde se obtiene finalmente la expresión para la amplitud 

(2.9) 

Para completar la definición de SF(P) falta dar la prescripción que permita 
manejar las singularidades en p2 = m2 , la cual es simplemente la condición 
de la capa de masa p~ - p 2 = m2 . La información adicional se obtiene de las 
condiciones a la frontera que debe satisfacer SF(x' -x) para tener significado 
físico, es decir, para que cumpla con las relaciones de causalidad adecuadas 
para electrones y positrones. Al resolver una ecuación inhomogénea existen 
varias soluciones homogéneas que se pueden agregar, dando lugar a una li
bertad en la elección de las soluciones, libertad que se elimina escogiendo 
las condiciones a la frontera apropiadas. Por lo tanto es aquí donde hay que 
poner en práctica la interpretación de Feynman para los positrones, al elegir 
el contorno de integración adecuado para cada polo pues, como se mues
tra más abajo, existen otros contornos posibles, los cuales, sin embargo, son 
incompatibles con las condiciones físicas requeridas. Para aplicar dichas con
diciones sustituimos (2.9) en la representación de Fourier (2 .3) y realizamos 
la integración para la energía (la integral de dpo), a lo largo del contorno e 
mostrado en la figura 2.4, obteniéndose 
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' ' 

"° • -Jr • rn:. • -E, 

J (f,.y4SF(p)e-ip(x' -x ) 

J ..!b.._5 (p)e-i(po (t'- t )-p. (x'-x)] 
(27r)4 F 

J d3p_e-ip-(x'-x) J. ~e-ipa(t'-t)~ 
~ CF 2n r=m2 

Cr 

\ Ci 

t' < t 
lt.ep0 

"°·•Jr•m:.·E. t' > t 

Figura 2.4: Contorno de integración para S F 
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(2.10) 

Para t' > t cerramos el contorno de integración en el semi-plano inferior, 
puesto que en este caso la integral del semicirculo inferior, parametrizado por 
p0 = pei<JJ, no contribuye cuando p -+ oo. De acuerdo al teorema del residuo, 
únicamente contribuye el polo para la energía positiva, el cual está situado 
en p0 = EP = +Jp2 + m2 • Por lo tanto, la integral queda como 

y entonces (2.10) da por resultado 

-i J 8eip.(x'-x)e-iEp(t'-t) 
(27r) 

x (Eµrº -p.')+m) para t' > t 
2Ep 

(2.11) 

(2.12) 

El signo menos en (2.12) se debe a que el contorno CF + C1 seguido se reco
rre en sentido horario, lo cual es matemáticamente negativo. Este propagador 
describe el movimiento de las partículas hacia adelante en el tiempo, de la 
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posición x ax'. En el punto x' = (x' , t'), SF tiene solamente componentes de 
energía positiva, ya que el factor de energía en el exponente de (2.12) es posi
tivo definido, Ep = +Jp2 + m2 • Por otro lado, al considerar la propagación 
de las partículas hacia atrás en el tiempo tenemos que t' - t es negativo, lo 
que implica que la integración para p0 debe ser hecha a lo largo del contorno 
que se cierra en el semi-plano superior, de forma que no contribuya al semi
círculo cuando p --+ oo. Entonces la única contribución proviene del polo de 
energía negativa situado en p0 = -EP = -Jp2 + m2 , lo que resulta en 

1 dpo -iPO(t'-t) (Poi º+ Pd + m) -e 
cF+c2 27r (Po - Ep)(Po + Ep) 

= 27rieiEp(t'-tl (-Eprº - p.¡ + m) (2.13) 
-47rEP 

En consecuencia, la expresión para el propagador cuando t' < t, es 

-i J Beip.(x'-x)eiEp(t'-t) 
(21T) 

x (-Ee'Yº-p.J+m) para t' < t 
2Ep 

(2.14) 

Éste describe la propagación de partículas con energía negativa hacia atrás 
en el tiempo. Es importante notar que existen otras alternativas a la elegida 
para el contorno de integración, como las que se muestran en la figura 2.5, 
por ejemplo. En el caso (a) tendríamos contribuciones de ondas de energía 
negativa propagándose hacia el futuro, mientras que en el caso (b) las ondas 
de energía positiva se propagarían hacia el pasado. 

Como se ve, la elección de contorno de acuerdo con la figura 2.4 nos 
garantiza que las ondas de energía positiva se muevan hacia adelante en el 
tiempo y las de energía negativa hacia atrás, tal como es requerido por la 
interpretación de Feynman de la teoría de agujeros. Una forma alternativa 
de caracterizar completamente el contorno de integración correcto es añadir 
una pequeña parte imaginaria positiva +iE al denominador de (2.10) y tomar 
el límite E --+ O al final de los cálculos. Es decir 

S ( 
1 ) J d 4

P (p + m) -ip(x'-x ) 
FX-X= -- e 

(27r)4 p2 - m2 + iE 
(2.15) 

Entonces, la singularidad correspondiente a los estados de energía positiva 
queda abajo del eje real p0 y la escribimos como 
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Po= +Jp2 + m2 - iE = +Jp2 + m2 - ir¡(E) 

mientras que el polo para los estados de energía negativa es 

23 

(2.16) 

p0 = -Jp2 + m 2 - iE = -Jp2 + m 2 + ir¡(E) (2.17) 

y se encuentra arriba del eje p0 , cumpliendo con los requisitos del contorno 
CF. Dada la utilidad de dicha prescripción, podemos elevarla a la categoría 
de regla y enunciar: Para asegurar las condiciones a la frontera correctas, se 
le tiene que proporcionar a la masa una pequeña parte imaginaria negativa. 

2.3. Solución en presencia de un campo elec
tromagnético 

Las ecuaciones (2.12) y (2.14) determinan al propagador de partícula 
libre de la Electrodinámica Cuántica, y a partir de ellas es posible construir 
formalmente la función de Green completa para el caso de interacción con.un 
potencial electromagnético A. Para ver esto, empezamos por reescribir (2.1) 
como 

(i/f - m) SF(x', x; A)= ó4(x' - x) + e4(x')SF(x', x; A) (2.18) 

expresión que puede ser vista como una ecuación de Dirac inhomogénea de 
la forma 

(i/f - m) iJ! = p(x) 

La función de Green libre asociada a (2.19) es 

( i/f - m) S F ( x' , x) = ó4 ( x' - x) 

(2.19) 

(2.20) 

De acuerdo con el principio de superposición, tas soluciones de (2.19) se 
generan a partir de 

iJ!(x) = iJ! 0 (x) + j d4ySF(x - y)p(y) (2.21) 
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donde IJl0 (x) satisface la ecuación homogénea y las condiciones a la frontera 
que se requieran. Empleando (2.18), (2.19) y (2.21) se obtiene una expresión 
integral para el propagador 

SF(x' , x; A) = J d4ySF(x' - y) [84 (y - x) + e4(y)SF(Y, x; A)] 
= SF(x' - x) +e J d4ySF(x' , y)4(y)SF(y , x; A) 

(2.22) 

Un proceso iterativo aplicado a (2.22), análogo al caso no relativistal2J, con
duce a la expansión para dispersiones múltiples 

SF(x', x; A) = SF(x' - x) +e J d4 x1SF (x' - x1 ) 4 (x1 ) SF (x1 - x) 
+e2 J d4x1d4x2 SF (x' - x1 ) 4 (x1) SF (x 1 - x2) 4 (x2) SF (x2 - x) 
+ ... 

(2.23) 
En consecuencia, la solución exacta de la ecuación de Dirac completa 

(i/;- m) w(x) = e4(x)IJ!(x) (2.24) 

queda completamente determinada en términos de SF si uno impone las 
condiciones a la frontera de Feynman y Stückelberg 

IJ!(x) = 'lf;(x) + J d4ySF(x - y)e4(y)IJ!(y) (2.25) 

'lf;(x) corresponde a la solución de la ecuación de Dirac libre. El segundo tér
mino de la derecha representa la onda dispersada, la cual contiene solamente 
frecuencias positivas para el futuro distante, y únicamente frecuencias nega
tivas en el pasado lejano. Físicamente, dentro de la interpretación de agujeros 
de Dirac, dichas propiedades de las soluciones expresan el hecho de que un 
electrón, después de haber sido dispersado por un campo externo 4(y), no 
puede caer en el mar de estados de energía negativa ocupados, puesto que 
solamente se encuentran disponibles los estados de energía positiva desocu
pados. En contraste, los positrones son dispersados a tiempos anteriores, de 
regreso a otros estados de energía negativa. 
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2.4. Interpretación del propagador en los pro
cesos dispersivos 

En la figura 2.6 se muestra esquemáticamente un proceso de dispersión 
múltiple de una partícula. En dicho proceso la amplitud de probabilidad 
de la onda asociada a la partícula, que describe su propagación del punto 
x al punto x' en el espacio-tiempo, puede descomponerse en una suma de 
amplitudes parciales, y se construye a partir de los factores individuales de 
propagación entre cada punto de dispersión, los que a su vez son causados 
por la interacción con A(x) . El proceso de dispersión de orden n estará dado, 
entonces, por la integración sobre las coordenadas espacio - temporales de 
los puntos de interacción. 

Cada linea de la figura 2.6 representa una función de Green, con los pe
queños círculos indicando los puntos donde sucede la interacción, los cuales se 
conocen como vértices. También es posible describir los procesos de dispersión 
individuales estableciendo que la interacción en el i-ésimo vértice aniquila la 
partícula que se ha propagado libremente hasta x;, mientras que crea una 
partícula que se propaga libremente a X;+¡, con t;+l ~ t;. La situación física 
en general queda descrita, en términos del propagador para partícula libre, 
mediante la expansión 2.23. 

En la figura 2.7 se muestran algunos procesos típicos que deben poder ser 
descritos dentro del formalismo del propagador. Tenemos así, los procesos 
ordinarios de dispersión de un electrón (Fig. 2. 7a) y de un positrón (Fig. 
2.7b, en la dispersión de x1 ax' se tiene velocidad negativa) , y los procesos 
de creación y aniquilación de pares (Fig. 2.7c-f) . En la figura 2.7c el par 
electrón-positrón es creado por un potencial que actúa en el punto x 1 del 
espacio-tiempo. Una vez creadas, las dos partículas se propagan libremente 
hacia adelante en el tiempo, el positrón ax' y el electrón ax. De igual forma, 
la figura 2.7d muestra las trayectorias de un electrón y un positrón, los cuales 
parten de los puntos x y x', respectivamente, para encontrarse en el punto 
x 1 , donde se aniquilan. 

El diagrama 2. 7e representa un electrón originado en x moviéndose hacia 
delante en el tiempo y experimentando varias dispersiones para terminar 
en x'. En el camino de x a x' es producido un par debido al potencial que 
actúa en x 1 , con las partículas creadas propagándose hacia adelante en el 
tiempo. El positrón de este par y el electrón original convergen en x3 y 
son aniquilados, mientras que el electrón sobreviviente del par creado se 
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Figura 2.5: Contornos de integración alternativos para SF 

% 

Figura 2.6: Dispersión múltiple de una partícula 
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propaga a x'. Finalmente el diagrama 2.7f muestra un par producido en xi 
propagándose hasta x2 , donde se aniquila. Solamente estuvo "virtualmente" 
presente por un periodo de tiempo específico: aquél permitido por el principio 
de incertidumbre de Heisenberg. Dicho proceso se conoce como la polarización 
del vacío. 

Estos ejemplos simples nos sirven para mostrar que la teoría necesaria
mente debe ser capaz de proporcionar la amplitud para la creación de un 
positrón que se propaga de un punto del espacio-tiempo a otro, donde es a su 
vez destruido, y no únicamente la amplitud para el electrón que se propaga 
de Xi a x2 como sucede en la teoría no relativista ordinaria. Una vez obtenida 
la nueva amplitud del posi trón, podemos encontrar la amplitud total para los 
distintos procesos considerados en la figura 2. 7, sumando o integrando sobre 
todos los puntos intermedios que puedan contribuir al proceso total. En ge
neral, tanto la amplitud para el electrón como la amplitud para el positrón 
contribuirán en un evento dispersivo. 

Tomemos como ejemplo la figura 2. 7e. Lo anterior sugiere la posibilidad 
de que la amplitud para la creación del positrón en Xi , y su posterior des
trucción en x3 , esté relacionada con la amplitud para crear un electrón de 
energía negativa en x3 y que es destruido en X ¡, donde el tiempo transcurre 
de forma que ti < t3 . Desde esta perspectiva, los procesos de creación de pa
res, tales como los de las figuras 2.7c y 2.7e, nos llevan a la interpretación de 
Stückelberg-Feynman para positrones y electrones descrita con anterioridad. 

Tenemos entonces que un proceso como el ilustrado en la figura 2.8 pue
de ser interpretado de dos formas distintas pero equivalentes. En principio 
podemos decir que un electrón originado en x se propaga hacia adelante en 
el tiempo y posteriormente es dispersado a un estado de energía negativa en 
x2 debido a la interacción A (x2 ), lo que provoca que se propague hacia atrás 
en el tiempo de regreso a xi , donde es dispersado nuevamente a un estado 
de energía positiva, para finalmente propagarse hacia adelante en el tiempo 
a x' . Alternativamente, podemos ver el proceso como un electrón, originado 
en x, moviéndose adelante en el tiempo hacia x2 , donde es destruido por 
la interacción A(x2 ) junto con el positrón del par electrón-positrón creado 
con anterioridad en Xi por A(xi )- El electrón sobreviviente de dicho par se 
propaga libremente adelante en el iiempo hacia x' . 

Finalmente consideremos la figura 2.9. Los procesos representados por 
lazos cerrados, como el de dicho diagrama, son interpretados en términos de 
la creación de un par electrón-positrón en Xi, debido a la interacción A(xi ), 
el cual se propaga hacia delante en el tiempo hacia x 2 , donde es destruido 
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por A(x2 ). Equivalentemente, podemos decir que el potencial A(x1 ) en x1 

dispersa un electrón del mar de estados de energía negativa, hacia un estado 
de energía positiva, dejando un agujero en su lugar. Entonces, es dispersado 
de regreso al mar, combinándose con el hoyo en x2 bajo la acción de A(x2 ). 

En el lenguaje del propagador, lo anterior se simplifica a decir que el electrón 
creado en x 1 es dispersado en x2 hacia atrás en el tiempo, para destruirse a 
sí mismo en x1 • 

· o:r2 :r1 
:r 

Figura 2.9: Proceso de auto interacción 



Capítulo 3 

Propagador Extendido sin Masa 

3.1. Sumas de Polarización 

Una vez establecidas las propiedades principales del propagador fermióni
co estándar, el objetivo es construir ahora el propagador para el caso de masa 
nula, dentro del modelo de espacio extendido de espín discutido en el capítulo 
1, siguiendo para ello un procedimiento análogo al presentado en el capítulo 
anterior. Como un primer paso se obtendrán las sumas sobre los estados de 
polarización de las soluciones a la ecuación (1.24) . De la forma completa de 
las soluciones, dada por las expresiones (1.28) y (1.29) , se puede apreciar 
que la parte matricial w_112 permanece inalterada al cambiar el signo de l~ 
energía, distinguiéndose únicamente por las direcciones de propagación k y k 
definidas en la sección 1.3; lo anterior para cada sabor. Entonces, empleando 
la representación explícita para las matrices w mostrada en el cuadro 1, la 
suma sobre los estados de polarización k, que mezcla ambos valores del sabor, 
resulta 

w_1¡2(k)w~ 1 12 (k) + w-1¡2(k)ú:~ 112 (k) 
ft (1 - "Ys) bo + "'f3) [(1 - "Ys) bo + "Y3)it + 
~ (1 - "Ys) (4 + 2-y3"'fo - 2h1 "Y2) (1 - "Ys) 
~ (1 - "Ys) [2 + (1 - "Ys) "Y3"Yo] (1 - "Ys) 
2 (1 - "Ys) (1 + "'f3 "Yo) 

Análogamente, para los estados de polarización k 

30 

~ (1 - "Ys) b 1 - i12) [(l - "Ys) b1 - h2)it 
~ (1- "Ys) (2 + "Y3 "Yo + Í"Yo"Yo"Y1"Y2"Y3"'f3) (1 - 1s) 
8 (1 - l's) [2 (1 - "Ys) + 2 (1 - "Ys) "Y3"Yo] 
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W- 1/2 e~~) w~ 1 ¡2 (k) + W-1/2 (k) W~ 1 ¡ 2 (k) 
Í6 (1 - 'Ys) h 1 + h 2) [(1 - 'Ys) h 1 + h2)J1 
~ ( 1 - ')'5) ( 4 - 2')'3')'0 + 2i"{¡ 1'2) ( 1 - ')'5) 

~ (1 - 'Ys ) (2 - ')'3')'0 - h o'Yo'Y1'Y2'Y3"f3) (1 - 'Ys) 
8 (1 - 'Ys ) [2 (1 - ')'5 ) - 2 (1 - 'Ys) 'Y3 'Yo] 

Así pues, se han obtenido los resultados 

+ Í6 (1 - 'Ys) h o - ')'3) [(l - 'Ys ) h o - f'3 )]1 

i (1 - 'Ys) [2 - (1 - ')'5 ) ')'3'Yo] (1 - 'Ys) 
2 (1 - 'Ys) (1 - 'Y3'Yo) 

2 1 L wr(k)w;(k) = 2 (1 - ')'5) (1 + ')'3f'o) (3.1) 
r=l 

2 

L Wr (k) w; (k) = ~ (1 - 'Ys ) (1 - ')'31'0) 
r=l 

(3.2) 

los cuales, por lo mencionado ert el primer párrafo, son independientes del 
signo de la energía considerado, y donde r = 1, 2 corresponde al sabor ±1/ 2 
respectivamente. 

3.2. Operadores de proyección 

El operador P_ = ! (1 - -y5 ) , que corresponde a soluciones de quiralidad 
negativa, junto con P+ = ! (1 + -y5 ) para quiralidad positiva, son operadores 
de proyección con las siguientes propiedades 

p 2 
± 

P+ +P_ 
P+P
trP± 

(3.3) 

Las primeras tres propiedades son esenciales para todo operador de pro
yección bien definido, y corresponden respectivamente a las condiciones de 
idempotencia, completez y ortogonalidad. Si ahora se definen los operadores 

1 
1:± = 2 (1 ± ')'3/'o) (3.4) 

es fácil comprobar que cumplen con las propiedades (3.3) . De igual forma, 
un cálculo directo conduce a la relación de conmutación 
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(3.5) 

Con la finalidad de mostrar la relevancia de (3.4) se aplica el operador ifo'YµOµ 
a las soluciones '11 k(x) dadas por (1.28), correspondientes a estados de energía 
positiva y propagación a lo largo del eje k 

(3.6) 

Debido a que las soluciones (1.28) satisfacen la ecuación de Dirac sin masa 
i'yµ8µ'11i+\x) =O, se sigue entonces de (3.6) la ecuación estacionaria 

(3.7) 

cuya adjunta es 

wbo~ =O (3.8) 

Ambas ecuaciones se pueden reescribir de la forma 

(3.9) 

wlko'Yo = -wlk · / (3.10) 

Multiplicando (3.7) por (3.8), y empleando (3.9) junto con (3.10), se obtiene 

=> 

=> 
=> 
=> 

(ko'YoWk - k · /wk) ( Wkko 'Yo + Wkk · /) 

21oko1owk wlko'Yo 

2ko'YoWkWk 
t "/oWkWk 

t WkWk 

o 
(k · /WkWk + ko 'YoWkwL) kol'o 

(ko 'Yo + k · 1) wkwk 

2k0
(ko'Yo+k·1) wkwL 

_L t 
2ko 'YoWkWk 

(3.11) 
De acuerdo con este resultado, y puesto que k0 = Ek , se define el operador 
de proyección sobre los estados wk 
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(3.12) 

Por otro lado, aplicando el operador ifo'YµOµ a las soluciones con propagación 
a lo largo del eje -k, manteniendo energía positiva pero sustituyendo k --+-k 
en el exponente, se tiene 

ifo 'YµOµ~e-ikote-ikx 

- i/o (iko 'Yo + ik · ¡) ~eikx 
ho~eikx 

expresión que conduce a las ecuaciones estacionarias 

ho~=O 

w!~ =O 
k 

de las cuales se siguen 

ko 'Yo~ = -k · ¡~ 

w!ko'Yo = w!k · / 
k k 

Entonces, siguiendo un procedimiento análogo a (3.11) , se llega a 

o 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

( ko 'Yo~ + k · ¡~) ( wf ko'Yo - wf k · ¡) 

-2ko'Yo~w~ko'Yo 
2ko 'Yo~w! 

t k 

( k · ¡~w~ - ko 'Yo~w9 ko'Yo 

(ko 'Yo - k · ¡) ~w¡;: 

2~0 (ko 'Yo - k · ¡) ~wf 
,..., Lw.wt 
' º2k0 k ¡;: 

'Yo~Wk 
t 

~Wk 
(3.18) 

resultado que sugiere la siguiente definición para el operador de proyección 
sobre los estados ~ 

(3 .19) 
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Los operadores A+ y A_ proyectan sobre estados de polarización definidos, 
y a partir de las expresiones (3.12) y (3.19) es posible mostrar directamente 
que satisfacen las propiedades correctas para operadores de proyección 

A2 
± 

trA± 
A+ +A_ 
A+A-

(3.20) 

Empleando la forma explícita de las matrices gama en la representación de 
Dirac (Apéndice A) , se obtienen las representaciones matriciales de (3.12) y 
de (3.19) 

A+ =~ ( jk 
ko 

O'·k) ko 
1 

(3.21) 

A_=~ ( -~~k -{~k ) (3.22) 

Para el caso específico de propagación a lo largo del eje z, k = (O, O; k, ) y en 
consecuencia (3.21) se reduce a 

( 

1 o 1( 1 !!!.!..) 1 o 1 A-- ko __ 
+ -2 ~ 1 -2 1 o 

o -1 

1 o ) o -1 
1 o 
o 1 

(3.23) 

donde se ha empleado la relación relativista para masa cero k5 = E; = k2 , 

de la cual se desprende k0 = Ek = llkll = lk,I = k,. 
Por otro lado, usando la misma representación de Dirac, la forma explícita 

del operador I:+, definido por (3.4) , es 

e 
o 1 

i') 1 1 o 1 o 
I:+ = - (1 + 'Y3 'Yo) = - o 1 2 2 1 

o -1 o 
(3.24) 

entonces, de (3.23) y (3.24) se concluye 

(3.25) 
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Pasando al caso de propagación a lo largo de -z, el vector k es ahora k = 
(0 , 0, -k,), y la relación k0 = Ek = llkll = lk,I = k, permanece válida, por lo 
que (3.22) se simplifica a 

= ~ ( 1 ~ ) = ~ ( ~ ~ ~l ~ ) 
A_ 2 -1h, 1 2 -1 O 1 O 

ko O 1 O 1 

(3.26) 

Comparando {3.26) con la forma explicita del operador ~-

( ~1 
o -1 

n ] . 1 o 
(3.27) ~- = 2 (1 - /'a '"Yo) = o 1 

1 o 
se llega a la conclusión 

1 
A_ = L = 2 (1 - '"Ya '"Yo) (3.28) 

Estos resultados muestran que A± toman las formas simples (3.25) y (3.28) 
para polarización a lo largo de ±z, respectivamente, por lo que finalmente se 
puede establecer una relación entre los operadores de proyección y las sumas 
(3.1) y (3.2) 

2 1 L wr(k)w~(k) = 2 (1 -1s) (1 + '"Ya '"Yo) = (1 -1s) A+ (3.29) 
r=l 

2 

L Wr C9 w~ (k) = i (1 - '"Ys) (1 - 1'31'0) = (1 - '"Ys) A_ (3.30) 
r=l 

Para el caso más general, con el vector k apuntando en una dirección arbi
traria, se tiene entonces 

t Wr(k)w;(k) = (1 -1s) A+= (1 - '"'(5) ~E/'o (3 .31) 
r=l 2 k 

t Wr (k) w; (k) = (1 - 1s) A_ = (1 - 15) ;o¿ (3.32) 
r=l 



CAPÍTULO 3. PROPAGADOR EXTENDIDO SIN MASA 36 

3.3. El propagador en el espacio de momentos 

Para que el propagador sea una función de Green de la ecuación (1.24) , 
se debe satisfacer la relación 

(3 .33) 

y una ecuación similar para la proyección sobre (1+ 15), por lo que sumando 
ambas proyecciones se tiene 

(3.34) 

La transformación correspondiente al espacio de momentos da por resultado 

S (x' - x) = J d4k e-ik(x ' - x) 5 (k ) 
F . (2n)4 F 

(3 .35) 

Sustituyendo (3 .35) en (3 .34) junto con la representación de Fourier de la 
delta se obtiene 

(3.36) 

de donde, empleando (2.7) , se sigue directamente la expresión para el propa
gador sin masa en el espacio de momentos 

f 
Sp(k ) = k2 

La ecuación (3.37) permite reescribir (3 .35) como 

S (x' - x) = J d4k __ f_ e-ik (:r' - :r ) 
F (2n)4 k6 - k2 

(3.37) 

(3 .38) 

Nuevamente aparece aquí el problema de manejar la singularidad en el de
nominador de (3 .38) , la cual no es otra cosa que la condición para la capa de 
energía k6 = El, = k2 . Retomando la discusión de la sección 3.2 es posible 
asegurar la correcta aplicación de las condiciones de causalidad , realizando la 
integración de k0 a lo largo del contorno señalado en la figura 2.4 (la evalua
ción explícita de las integrales se muestra en la siguiente sección) , esto para 
el caso t' > t 
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(3 .39) 

En consecuencia (3 .38) cambia a 

SF( :r' - :r ) = 

para t' > t 
(3.40) 

De forma similar , para el polo de energía negativa 

J. ti:!ssJ.e- iko( t' -t ) (ko-Yº+k ,:'ho 
Cp + C2 2r. (ko -Ek )( ko+ E k) 

') · i Ek (t'-t ) (-Enº-k.J) 
_1ne -4TiEk 

(3.41) 

Por lo tanto 

SF(:r' - :r) 

para t' < t 
(3.42) 

Aunque se está considerando el régimen de masa nula, también es posible 
aplicar en (3.38) la prescripción + iE que garantiza el contorno de integración 
adecuado 

S ( 1 ) _ ¡ d4
k ~ :_ ik (:r'-x ) 

F X - X - -----e 
(21T )4 k2 + iE 

(3.43) 

Es decir, la masa compleja de la descripción estándar tiene ahora solamente 
la parte imaginaria E. Utilizando las propiedades de la función escalón se 
pueden reescribir (3.40) y (3.42) en una sola expresión. Además, puesto que la 
integral sobre el momento vectorial incluye todas las direcciones permisibles, 
es válido cambiar k por -k en (3.42) sin alterar el resultado. La finalidad de 
lo anterior se verá en seguida. Entonces 

(3.44 ) 
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Recordando que t' - t <O y que k0 = -Ek =-#para la parte de energía 
negativa, la dependencia en las coordenadas mostrada en el tercer renglón de 
(3.44) se reescribe como 

iEk(t' - t) - ik · (x' - x) 

por lo que (3.44) cambia a 

i (-Ek , -k) (-(t' - t) ,x' - x) 
i (k0 , -k) (-(t' - t) , x' - x) 
ikµ (x' - xt = ik(x' - x) 

_ · J d3k { -ik(x'-x) 
z b2")3 e 

X (kol' -k.')') B(t' - t) 
2ko 

+eik(x'-x) 

X (ko1';;
0
k.J') B( t - t')} 

(3.45) 

(3.46) 

Multiplicando (3.46) por 'Yo por la derecha, y sustituyendo (3.12) junto con 
(3.19) , se llega a una expresión para el propagador extendido sin masa en 
términos de los operadores de proyección sobre estados de polarización 

3 . 

iSF(x' - x)'Yº = J ..!!:...!5_ {A+e-ik(x'-x)B(t' - t) +A eik(x'-xle(t - t')} 
(27r )3 -

(3.47) 
Finalmente, multiplicando (3.47) por (1 - l's) por la izquierda, y haciendo 
uso de (3.31) y (3.32), se tiene 

i (1 - l's) SF(x' - x)'Yº = J (g:~3 { (1 - l's) A+e-ik(x'- x) B(t' - t) + (1 - l's) A_eik(x'-x )B(t - t')} 

= J ( g:~3 { I:r Wr(k)w~(k)e-ik(x' -x) B(t' - t) + I:r Wr (k) W~ (k) B(t - t')} 
= B(t' - t) J (g:~3 I:r wr(k)w~(k)e-ik (x ' -x ) . 

+B(t - t') J (g:~3 I:r Wr (k) w~ (k) eik(x'-x ) 

(3.48) 
ecuación que proporciona la descomposición del propagador en términos de 
ondas planas. 
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3.4. Forma explícita del propagador en el espa
cio de configuración 

El punto de partida para calcular explícitamente el propagador es la ecua
ción (3.43) , la cual se simplifica factorizando el operador de Dirac fuera de 
la integral 

(3.49) 

donde se ha definido 

(3.50) 

E,• ./il 

Figura 3.1: Contorno de integración para b..F 

CF corresponde al contorno de integración mostrado en la figura 3.1. De 
igual forma a lo mencionado en la sección 4.2, la integral sobre k0 en (3.50) 
se calcula usando el teorema del residuo, el cual determina los valores de 
integrales realizadas sobre contornos cerrados en el plano complejo. Puesto 
que el integrando lleva un factor exp (-ik0 x0 + ik · x) , es claro que para 
x0 >O se anula asintóticamente para lkol grandes en el semi-plano inferior. 
Así pues, para x0 > O, se puede añadir un semicírculo infinito al contorno 
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CF en el semi-plano inferior sin afectar el valor de la integral. Debido a que 
el integrando es regular en todos lados excepto en Jos dos polos, el camino 
de integración puede ser contraído al contorno e+ , el cual encierra al punto 
k0 = +Ek, como se muestra en la figura 3.2 

Figura 3.2: Contracción del contorno CF 

Análogamente, para x0 < O el contorno C F necesita cerrarse en el semi
plano superior, por lo que se integra a Jo largo del contorno -e- (la dirección 
de integración es esencial) . De esta forma se tiene 

donde 

.ÓF(X) = 8 (xo) .ój (x) - 8 (-xo) .ó¡;(x) 

Í d4k e - ik x 

.ó¡(x) = Je± (27r)4 k6 - k2 

Se procede reescribiendo el denominador en (3.52) como 

1 1 ( 1 1 ) 
k6 - k2 = 2Ek ka - Ek - ko + Ek 

con Ek = +v'k2, para aislar los dos polos y obtener 

.6.±(x) = J d
3

k ei.k.x_l_ J: !l!me-ikoxo (-1- - _l _) 
F (2")3 2Ek J' 21' ko - Ek ko+ E k 

= 1= J (g:~J 2kk exp [- i (±Ekxo - k · x )] 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

Con este resultado se pueden combinar las dos contribuciones en (3.51) dentro 
de una sola expresión 
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J d
3k 1 

~F(x) = -i (
2

7r)3 2
Ek exp (-iEk lxol + ik · x) (3.55) 

Para evaluar esta integral tridimensional se emplean coordenadas polares 
esféricas, de esta forma las integrales angulares son inmediatas. Entonces, 
escribiendo lkl = k y lxl = x se tiene 

- ( 2~ ) 3 f0
00 

dk f~1
1 

dcosB J d</> 2~. exp (-iEk lxol + ikrcosB) 

- (2~ ) 3 27r Ja"° dk 2~. i!r exp ( -iEk lxo 1) [exp ( ikr) - exp ( -ikr)] 
- 8;2r f0

00 
dk :. exp ( -iEk lxol) [exp ( ikr) - exp ( -ikr)] 

(3.56) 
El cálculo de la integral resultante en (3.56) depende del tamaño relativo de 
los argumentos de espacio y tiempo, lxol y r. El caso cuando la separación 
es de tipo luz, es decir lxol = r , tiene que tratarse de forma especial puesto 
que para valores grandes de k el integrando se aproxima a 

k 
lím -E exp (-iEkr) [exp (ikr) - exp (-ikr)] = lím [l - exp (-2ikr)] 
k-oo k k-oo 

(3.57) 
El primer término en (3 .57) se aproxima a una constante, provocando que la 
integral (3.56) diverja. Reemplazando Ek por k y tomando el límite x0 -> r 
en (3.57) se obtiene 

- 8;2r f0
00 

dk {exp [- ik (lxol - r)] - exp [-ik (lxol + r)]} 
'.:::'. - 8;2r (!2m5 (lxol - r) - !2m5 (lxol + r)) 

-f,;ó (x5 - r 2
) 

(3.58) 
Para el cálculo de (3.58) únicamente se ha tomado en cuenta la contribución 
de la función delta. Con la finalidad de obtener la contribución para los casos 
lxo 1 =f. r se hace notar primero que la función de Green para el operador O, 
en el espacio de coordenadas, está dada por[9, 12] 

G (:r2) = - 4,,~xz paral xol =f. r (3.59) 

es decir, G satisface la ecuación 

(3 .60) 
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Tomando la transformada de Fourier de G 

(3.61) 

y sustituyendo en (3.60) junto con Ja representación de Fourier para ó (x2)y 
O se obtiene 

(3.62) 

de donde se sigue 

(3.63) 

Reemplazando (3.63) en (3.61) e igualando con (3.59) se llega al resultado 

i J d4k e - i kx 

4n2x2 = (2n)4 y (3.64) 

La integral en (3.64) es justamente la integral que aparece en (3.50) sin la 
prescripción if, por Jo que Ja contribución buscada para los casos lxo l -1- r, 
ya sea que lx0 1 > r o lx0 1 < r , es simplemente 4,,.2x2 • Formalmente 

i 
b.F(x)lxo#r = 4n2x2 

Sumando (3.58) y (3.66) se tiene entonces 

b.F(x) _ .!..ó (x2 - r2) + i 4,,. O 4,,.2x2 

= i ( 
1 + inó (x2 )) 

- ~ ? 
- 4 7r2 x2 - iE 

donde en la última línea se ha usado la bien conocida identidad 

(3.65) 

(3.66) 

1 1 -- = P- ::¡: Í7rE (3.67) 
X ± E X 

Sustituyendo (3.66) en (3.49) se llega finalmente a la forma explícita del 
propagador en el espacio de coordenadas 

. i 1 SF (x) = io "!µ __ _ 
µ ' 4n2 x2 - iE 

(3 .68) 



Capítulo 4 

Propagador Fotónico Estándar 

4.1. Invariancia de Norma 

Si se quiere calcular el propagador en el espacio de momentos para la 
ecuación de onda del fotón , siguiendo para ello el método general aplicado en 
los capítulos anteriores, se encuentra inmediatamente una dificultad insupe
rable: no es posible obtener tal propagador. Para verificar dicha afirmación 
partimos de la ecuación covariante para los potenciales 18] 

(4.1)_ 

la cual se reescribe como 

(4.2) 

En la representación de momentos el operador que actúa en el lado izquierdo 
de (4.2) se transforma a 

(4.3) 

Esencialmente lo que se quiere es encontrar el inverso de (4.3) , de manera 
que sea posible despejar la expresión para la amplitud después de realizar 
la transformación de Fourier correspondiente en (4.2) . Este procedimiento 
asegura la evaluación correcta de la función de Green para el operador di
ferencial como se ha visto anteriormente. Suponiendo la existencia de dicho 
inverso, se puede escribir de manera general como 

(4.4) 

43 
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donde A y B son funciones arbitrarias de q2
. Entonces, al aplicar (4.4) a (4.3) 

se obtiene 

(Aq29µv + Bqµqv) (-gv>.q2 + qvq>. ) = Aq2 (-q2<5; + Qµq>.) (4.5) 

expresión que únicamente depende de A, y de la forma de (4.5) se concluye 
que no es posible elegir A de tal forma que el producto de ( 4.4) por su inverso 
resulte en ó;, como se esperaría si la suposición inicial fuera correcta. Por lo 
tanto, sin importar la forma que tomen las funciones A y B , no puede cons
truirse un inverso para el operador (4.4) . Dicho resultado obedece, en esencia, 
a la libertad de norma asociada al campo electromagnético. Recordando que 
el campo queda invariante bajo la transformaciónl6, 8J 

(4.6) 

es necesario en consecuencia fijar dicha condición antes de intentar la cons
trucción del propagador. Puesto que se tiene la libertad de escoger la norma 
más conveniente en la realización de los cálculos, de aquí en adelante se tra
bajará en la norma de Lorentz 

8µAµ(x) =O (4.7) 

De acuerdo con (4.7) la ecuación (4.1) se simplifica a 

(4.8) 

Como es natural, la solución de (4.8) puede obtenerse mediante la función de 
Green correspondiente, la cual, para el caso cuántico estudiado aquí, cons
tituye el propagador de Feynman para el campo electromagnético. Dicho 
propagador se denotará con el símbolo DF siguiendo la convención usual. 

4.2. El Propagador fotónico en el espacio de 
momentos 

Al igual que en el caso del electrón, el propagador asociado al fotón debe 
cumplir el requisito de ser una función de Green para el operador en (4.8) . 
Entonces, en ausencia de fuentes 

(4.9) 
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La transformada de Fourier de (4.9) es 

(4.10) 

Usando 

( 4.11) 

se obtiene inmediatamente 

( 4.12) 

Una vez más hay que tener cuidado al evaluar el polo en q2 =O. Siguiendo Ja 
discusión de los capítulos anteriores, se aseguran las condiciones a la frontera 
correctas proporcionándole al fotón una pequeña masa imaginaria positiva. 

(4.13) 

Esta receta para tratar al polo garantiza el principio de causalidad. Los foto
nes con frecuencia positiva solamente pueden propagarse hacia adelante en 
el tiempo. Las contribuciones al campo Aµ que tengan frecuencia negativa se 
moverán hacia atrás en el tiempo. Puesto que el fotón , en contraste con el 
electrón, no tiene carga y es su propia antipartícula, estos dos procesos son 
físicamente idénticos, por Jo que no hay necesidad de hablar de fotones con 
energía negativa. Para obtener Ja descripción completa se sustituye (4.13) en 
(4.10) 

DF(x - y) = - --e•q.(x-y) J dªq . J dqo e-iqo(xo-yo) 

(27r)3 . 27r q5 - q2 + i€ 
(4.14) 

De acuerdo con Ja figura 4.1, el camino de integración en el plano q0 

complejo tiene que cerrarse en el semi-plano inferior para x0 > y0 , lo que da 
una contribución en q0 = + 1 q j. Este resultado establece simplemente que 
únicamente las ondas con energía positiva (q0 >O) se mueven hacia el futuro , 
de y0 a x0 • Análogamente, para y0 > x0 el polo en q0 = - 1 q 1 contribuye al 
propagador y puede interpretarse como un fotón de energía positiva (-q0 > O) 
moviéndose de x0 a y0 . Finalmente, en términos del propagador, la solución 
de (4.8) es 
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( 4.15) 

4.3. Teoría Cuántica de Campos 

Hasta aquí se han derivado resultados para los propagadores dentro del 
marco de trabajo de la teoría de agujeros de Dirac y la interpretación que 
Feynman hace de ella. Esto constituye una primera aproximación a la elec
trodinámica cuántica pero existe al menos otra forma de derivar dichos re
sultados, matemáticamente más rigurosa y conceptualmente más adecuada, 
conocida como Teoría Cuántica de Campos (QFT por sus siglas en inglés) . 
Las objeciones principales a la teoría de agujeros fueron ya explicadas breve
mente en la sección 2.1. 

Considerando entonces que los sistemas físicos estudiados por la Electro
dinámica Cuántica pueden tener un número infinito de grados de libertad, 
lo que hace necesario recurrir a la interpretación de campos, y sin entrar en 
antecedentes formales ni conceptuales de la teoría, simplemente se establecen 
aquí las reglas de conmutación para tiempos iguales (RCTI) que deben satis
facer los campos dentro del esquema canónico de cuantizaciónl7, 6]. Dichas 
reglas se obtendrán de manera heurística en la siguiente sección. 

[Aµ(t,x),A 11(t,y)] = [Áµ(t,x),Á 11(t,y)] =O 

[ Áµ(t , x) , A11(t , y)] = igµ 11ó3(x - y) 

( 4.16) 

( 4.17) 

Asimismo, para analizar el campo se recurre a su expansión de Fourier en 
términos de soluciones de ondas planas 

-191 +i'l(t) 
• Rc911 . 

191-i'!(t) 

Figura 4.1: Contorno de integración para DF 
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3 

Aµ(x) = J dqL { é~l(q)E~>.)(q)e-iqx + é'l 1 (q)E~>.)" (q)eiqx} 
>.=O 

(4.18) 

donde 

d--~ 1 1 (4 9) q - 2qo(27r )3 Qo = q .1 

Por otro lado, los vectores de polarización cumplen con las relaciones de 
completez 

( 4.20) 

( 4.21) 

Sustituyendo (4.18) en ( 4.17) y ( 4.16) se encuentran las reglas de conmutación 
que satisfacen los operadores a 

[a<>-l(q) , a<>.')' (q)] = -g>->-'2q0 (27r)383 (q - q) (4.22) 

[a<>.l(q) , a<>.')(q)] = [a<>-l' (q) , a<>.')' (q)] =O (4.23) 

Dentro del presente formalismo el propagador se define como el valor de ex
pectación para el vacío del producto ordenado en el tiempo. Este último se 
realiza a través de las funciones escalón correspondientes, las cuales multi
plican a los productos de los campos asegurando así el cumplimiento de las 
condiciones de causalidad correctas 

T Aµ(x )A,,(y) = B (xº - yº) Aµ(x)A,,(y) + B (yº - xº ) A,,(y)Aµ(x) (4.24) 

Insertando la expansión (4.18) y usando los conmutadores (4.22) y (4.23) se 
obtiene la expresión final para el propagador 

. . J d4q e- iq(x -y ) 
(O 1 T Aµ(x)A,,(y) 1 O) = igµ,,DF(x - '!f) = - igµ,, -(

2 
)4 2 . 

7r q + lE 
(4.25) 
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4.4. Relaciones de conmutación 

El punto de partida para obtener heurísticamente las reglas de conmuta
ción es la ecuación de onda para los campos en el vacío 

DAµ(x) =O (4.26) 

junto con la descomposición de Fourier de Aµ en ondas viajando a la velocidad 
de la luz 

(4.27) 

El índice e en los coeficientes de Fourier indica que son constantes en el 
tiempo. Cada A~k tiene una parte A0k que viene de Ao(x) y una parte A~k r = 
(1 , 2, 3) que es un vector tridimensional. Este último puede descomponerse 
a su vez en dos partes, una longitudinal en la dirección de k, es decir, en la 
dirección de movimiento de las ondas, y una parte transversal, perpendicular 
a k. Se sabe de la teoría electromagnética que únicamente la parte transversal 
de los campos contribuye a la radiación 18], y el estudio de la radiación dentro 
del formalismo cuántico no relativista lleva a obtener las siguientes reglas de 
conmutación para las componentes transversalesl3] 

(4.28) 

donde sk es la densidad de partículas y los coeficientes no son constantes en 
el tiempo, sino que están formados por el producto de los A~k de ( 4.27) con 
el factor temporal eikoxo 

Ac e i koxo _A 
µk - .µk (4.29) 

Claramente la ecuación (4.28) no es invariante ante transformaciones de Lo
rentez , por lo que tiene que ser extendida a un conjunto relativista, y la forma 
más simple de hacerlo es exigiendo que las componentes A3k y Aok cumplan 
con las relaciones 

[Aik , A3k] = - [A6k,Aok] = - i 4:~ko (4.30) 

Así, (4.29) y (4.30), junto con la condición de que A~k y A,,k conmuten para 
µ=f. v (como debe suceder pues se refieren a grados de libertad distintos) , se 
combinan para formar la ecuación tensorial 
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( 4.31) 

la cual puede ser extendida a 

[
At A ,] = .9µvSkÓkk ' 

µk ' vk i 47r2ko (4.32) 

La ecuación ( 4.32) proporciona las reglas de conmutación para todas las 
variables dinámicas. El objetivo ahora es pasar de valores discretos de k a 
valores continuos, como corresponde a la descripción de campo. Para ello 
se emplea la siguiente aproximación para una función arbitraria f(k) en 
el espacio k tridimensional, válida cuando el volumen del espacio tiende a 
infinito. 

¿ 1 (k)okk' = J(k') = f J(k)ó(k - k')d3k 
k 

(4.33) 

Por otro lado, la relación general para pasar de valores discretos p' a valores 
continuos, y viceversa, está dada por[3] 

f f f 1 (p')dp~dp~dp~ = ¿ 1 (p')s;,i (4.34) 

Entonces, con la finalidad de hacer que (4.33) esté en conformidad con (4.34) 
se debe tener 

skbkk' = ó(k - k' ) 

Por lo tanto, la ecuación ( 4.32) cambia a 

[At . A ,] = i~b3(k - k') 
µk ' vk 47r2 ko 

la cual, junto con las relaciones 

(4.35) 

(4.36) 

( 4.37) 

proveen todos los conmutadores de la teoría para valores de k continuos. 
Nótese que estos conmutadores permanecen válidos para los coeficientes de 
Fourier constantes A~k y A~~- Para establecer que la teoría es completa
mente relativista es necesario mostrar explícitamente que las relaciones de 
conmutación lo son, lo cual no es del todo evidente de la forma como están 



CAPITULO 4. PROPAGADOR FOTÓNICO ESTÁNDAR 50 

escritas (4.36) y (4.37) en términos de componentes de Fourier. El objetivo 
es entonces obtener una versión relativista de las relaciones de conmutación 
mediante la evaluación de [Aµ(x), A.,(x')], con x y x' dos puntos cualesquiera 
en el espacio-tiempo. Para ello se empleará la función A(x) definida como 

(4.38) 

cuyas propiedades generales se describen en el apéndice 11. Empleando (4.27), 
( 4.36) y ( 4.37) se tiene 

[Aµ(x), A.,(x')] J J [ Aµkeikx + A~ke-ikx' Avk'eik'x' + A~k'cik'x'] d3kd3k' 
i~ J J .l.. {cikxeik'x' _ eikxcik'x'} ó(k- k')d3kd3k' 

= i~ J to { cik(x-x') - eik(x-x')} d3 k 

(4.39) 
Aquí k0 está definido como lkl y por lo tanto siempre es positivo. Intercam
biando k por -k en la segunda parte del integrando se encuentra que (4.39) 
es igual a la integral 

i~ J l ~ I { ó(ko - lkl) - ó(ko + lkl)} e-ik(x-x')d4k 
= i~ J A(k)e-ik(x -x')d4k 

(4.40) 
En la cual k0 toma todos los valores, tanto positivos como negativos, y donde 
se ha empleado la ecuación (B.3) del apéndice. Evaluando (4.40) con la ayuda 
de (B.6) se obtiene finalmente 

[Aµ(x), A.,(x')] = gµ.,A(x - x') ( 4.41) 

resultado que muestra la invariancia de las relaciones de conmutación bajo 
transformaciones de Lorentz. La ecuación (4.41) implica que los potenciales 
electromagnéticos, evaluados en dos puntos del espacio-tiempo, siempre con
mutan a menos que el intervalo entre dichos puntos sea de tipo nulo, es decir, 
la trayectoria de un rayo de luz. Por otro lado, (4.41) cumple adecuadamente 
con la condición de satisfacer la ecuación de campo (.4.26) , pues al aplicar el 
operador Dallado derecho resulta en cero, como se muestra en (B.8). 
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Finalmente, para obtener las RCTI se escribe x~ = x0 en ( 4.41) lo que 
resulta en 

( 4.42) 

Diferenciando ( 4.41) con respecto a x0 y haciendo después x~ = x0 se tiene, 
con la ayuda de (B.10) 

[ 
. ] 3 1 Aµx, Avx' = 4rrgµvÓ (x - X) (4.43) 

Donde Áµ = ~· Diferenciando (4.41) con respecto a x0 y x~, y haciendo 
después x~ = x0 se obtiene 

( 4.44) 

Las ecuaciones (4.42), (4.43) y (4.44) proporcionan las RCTI buscadas, equi
valentes, aparte de constantes de normalización, a las relaciones (4.16) y 
( 4.17) de la teoría cuántica de campos. 



Capítulo 5 

Conclusiones 

Tomando como referencia los resultados de la teoría estándar mostrados 
en el apéndice C, se hace notar, como primer punto, que la normalización 
(1.30) para las soluciones del cuadro 1, se puede interpretar como la extensión 
matricial de (C.9), por lo que se tiene congruencia con el caso de masa cero 
estándar. Como segundo punto se tiene, comparando (C.21) y (C.22) con las 
ecuaciones (3.12) y (3.19) del capítulo 3, que los operadores de proyección 
sobre estados de polarización, dentro del modelo de espacio extendido de es
pín considerado, no tienen precisamente la misma forma que los operadores 
correspondientes para la ecuación de Dirac en el límite de masa cero, pero sa
tisfacen las propiedades básicas de idempotencia, ortogonalidad y completez, 
mientras que los últimos no. La ¡ 0 en el caso extendido proviene del ope
rador (1 - ¡ 5)i¡0¡ µ8µen (1.24) , y es una consecuencia de la representación 
empleada. Más aún, las ecuaciones (3.29) a (3.32) establecen una importan
te relación, para el modelo extendido, entre las sumas sobre los estados de 
polarización y los operadores de proyección correspondientes. Dicha relación 
es análoga a la que se tiene en la teoría estándar, de acuerdo con (C.21) y 
(C.22) . 

Al nivel de los propagadores, el resultado (3.43) define correctamente al 
propagador extendido, y es la generalización correspondiente para el propa
gador de Feynman de la ecuación de Dirac sin masa, como se ve enseguida 
de (2.15) tomando el límite m--+ O. Las relaciones (3.37) , (3.44) y (3.47) son 
asimismo congruentes con los resultados respectivos (2.9), (2.12) y (2.14) de 
la teoría usual, siempre dentro del límite de masa cero. 

Por otro lado, la función b.F (x), definida en (3.50) , no depende de las 
soluciones fermiónicas, por lo que debería producir el mismo resultado inde-
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pendientemente del formalismo. Dicha función es, de hecho, el propagador de 
Feynman para la ecuación de Klein-Gordon sin masal2, 7), aplicable a partí
culas de espín cero, por lo que también sería de esperar que AF(x) estuviera 
relacionada de alguna forma con el propagador fotónico. Esto sucede así pues 
en la referencia l7J se muestra que el propagador para el fotón en el espacio de 
configuración, es precisamente el resultado (3.66) . Lo anterior se sigue tam
bién de comparar (3.50) con los resultados de la sección 4.2, específicamente 
con las relaciones (4.12) , (4.13) y (4.14}. En consecuencia AF(x) tiene la mis
ma forma en el espacio de espín extendido que en el espacio espinorial usual 
de la ecuación de Dirac sin masa y, por lo tanto, no hay diferencia alguna 
entre la expresión explícita del propagador en el espacio de coordenadas para 
ambos casos. 

Finalmente, es importante resaltar que todo lo mencionado en los párrafos 
anteriores es aplicable a los dos valores del sabor. Esto debido al hecho de 
que las soluciones para ambos sabores están incluidas en las sumas sobre los 
estados de polarización (3.1} y (3.2}, y en consecuencia para los operadores de 
proyección, como se detalla en la sección 3.2. En consecuencia, la construcción 
del propagador es independiente del sabor considerado. 

De esta forma se ha concluido la comparación de resultados de la Teoría de 
Unificación de Simetrías de Norma y Espacio-Tiempo con la Electrodinámica 
Cuántica, para soluciones fermiónicas de masa cero. 



Apéndice A 

Métrica y matrices gama 

En el espacio-tiempo de 4 dimensiones se emplea la métrica 

(

1 o o º) 
µv = Ü -1 Ü Ü 

g o o -1 o 
o o o -1 

(A.l) 

las matrices gama de 4 x 4 utilizadas en el texto se encuentran en la represen
tación de Dirac, y se definen a partir de las matrices de Pauli a;, i = l , 2, 3 
y la matriz identidad de 2 x 2 12 

. ( o (T ) 'Y = ia2 ® t:T = -u O 

/'5 = -ho/'1 /'21'3 = a1 ® 12 = ( ~2 ~ ) 

Las matrices gama cumplen con las siguientes relaciones 
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(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 
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(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 



Apéndice B 

Propiedades de la función ~ 

Por definición 

(B.l) 

Claramente la función ó (xµxµ) es invariante de Lorentz. Se anula en todas 
partes excepto en el cono de luz con vértice en el origen, i.e. para xµxµ =O. 
El cono de luz está formado de dos partes, una parte futura, para la cual 
x0 > O, y una parte pasada, para la cual x0 <O. La función ~ toma el valor 
25 (xµxµ) en la parte futura y -26 (xµxµ) en la parte pasada. De acuerdo con 
la propiedad de la función delta 

ó (x2 - a2
) = fc; {ó(x - a)+ ó(x +a)} (a> O) (B.2) 

se puede expresar ó (xµxµ) de la siguiente forma 

1 
ó (xµxµ) = 

2 
lxl {ó(x - lxl) + ó(x + lxl)} (B.3) 

por lo que (B.l) cambia a 

1 
~(x) = j;tj {ó(x - lxl) + ó(x + lxl)} (B.4) 

Por definición ~(x) tiene el valor cero en el origen, y además es una función 
impar ~(-x) = -~(x) . Realizando la transformada inversa de Fourier de 
(B.4) se tiene 
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J bo(x)eikxd4x = J 
1
!

1 
{ó(x - lxl) + ó(x + lxl)} ei[koxo-(k.x)]d4x 

= J 
1

;

1 

{ eikolxl _ e-ikolxl} e-ik.xcf3x (B.5) 

Introduciendo las coordenadas esféricas lxl, By </J, con la dirección de la parte 
tridimensional de kµ como polo, (B.5) resulta en 

J J J { eikolxl _ e-ikolxl} e-ilkllxlcos9 lxl senBdBd<jJd lxl 
27r Íooo { eikolxl - e-ikolxl} d lxl fo"" cilkllxlcose lxl senBdB 
~~¡ f~oo { eikolxl - e-ikolxl} d lxl { cilkllxl - eilkllxl } 

2-rri ¡oo {ei(ko-lkl)a - ei(ko+lklla} da 
~k l -oo 

1 ~j {6 (ko - lkl) - ó (k0 + lkl)} 
47r2ib..(k) 

(B.6) 
En consecuencia, la transformada inversa de Fourier produce la misma fun
ción multiplicada por el coeficiente 47r2i. Intercambiando k y x en (B.6) se 
obtiene 

b..(x) = -~ J b..(k)eikxd4k 
47r 

(B.7) 

Algunas de las propiedades importantes de b..(x) pueden deducirse fácilmente 
de su transformada de Fourier. En primer lugar la ecuación (B.7) muestra 
que b..(x) puede escribirse en términos de ondas viajando a la velocidad de la 
luz. Con el propósito de obtener una ecuación para este resultado se aplica 
el operador O a ambos lados de (B.7), entonces 

Db..(x) = 4~~ J b..(k)Deikxd4k = b..(x) = 
4
:

2 
J kµkµb..(k)eikxd4k (B.8) 

Por otro lado, de acuerdo con la definición (B.l), kµkµb..(k) = O y por lo 
tanto 

Db..(x) =O (B.9) 

Ecuación que permanece válida para todo punto del espacio-tiempo. Se le 
puede dar significado a Db..(x) en un punto donde b..(x) sea singular to
mando la integral de Db..(x) sobre un pequeño espacio cuadrudimensional 
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alrededor del punto, y transformándola a una integral de superficie tridimen
sional mediante el teorema de Gauss. La ecuación (B.9) nos dice que dicha 
integrai de superficie se anula siempre. 

La función í::..(x) se anula sobre toda la superficie tridimensional x0 = O, 
y la derivada at::..(x)/8xo evidentemente también se anula en todas partes 
excepto en el punto x 1 = x2 = x3 = O, donde tiene una singularidad que 
puede evaluarse como sigue. Diferenciando ambos lados de (B. 7) con respecto 
de x0 se tiene 

8~(x) 

8xo 

Evaluando (B.10) para x0 =O se obtiene finalmente 

[~] 8xo xo=O 4!2 f { ó (ko - lkl) + ó (k0 + lkl)} e-ik.xd4k 

~ J e-ik.xd3k 

411"6 (xi) ó (x2 ) ó (x3 ) = 47ró(x) 

(B.10) 

(B.11) 

Así pues la singularidad ó ordinaria, multiplicada por 47r, aparece en el punto 
X¡ = X2 = X3 = Ü. 



Apéndice C 

Operadores de Proyección 

Dentro del formalismo para la ecuación de Dirac estándar, los espino
res u y v, que corresponden a las soluciones de energía positiva y negativa 
respectivamente, satisfacen las ecuaciones[2, 7J 

(~ - m) Uku =O (C.l) 

(C.2) 

los espinores se encuentran normalizados de acuerdo con 

(C.3) 

(C.4) 

donde los adjuntos de Dirac, definidos de la forma usual ü = ut10 , ii = vt10 , 

cumplen a su vez con las relaciones 

(C.5) 

(C.6) 

A partir de estas expresiones, es posible obtener los operadores de proyección 
correspondientes sobre estados de energía positiva y negativa[2, 7J 

(C.7) 

.59 



APÉNDICE C. OPERADORES DE PROYECCIÓN 60 

p_ = - "'Vicuf'ku = -f + m 
~ 2m 

(C.8) 
(7 

Ahora bien, si en lugar de normalizar los espinores como se muestra en (C.3) 
y (C.4) , se escoge la normalización 

entonces los operadores de proyección (C.7) y (C.8) cambian a 

L - -¡+m 
p_ = - 'Vku'Vku = ---

2Ek 
(7 

(C.9) 

(C.10) 

(C.11) 

La normalización (C.9) es la correcta para fermiones de masa cero. De (C.10) 
y (C.11) se sigue directamente que, para el caso de masa cero 

P+ = L UkuUku = E¡ 
(7 2 k 

(C.12) 

"' - -¡ p_ = - ~ Vicu Vku = 2E 
(7 k 

(C.13) 

Sin embargo, un cálculo directo muestra que (C.12) y (C.13) dan cero para 
todas las propiedades (3.3) 

Pl(k ) 
trP±(k) 

P+(k) + P_(k) 
P+(k )P_(k ) 

o 
o 
o 
o 

(C.14) 

Por lo anterior, y debido al hecho de que la normalización (C.9) no emplea 
la definición de adjunto de Dirac, es conveniente reescribir los operadores de 
proyección (C.12) y (C.13) como 

(C.15) 
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los cuales satisfacen las propiedades 

P¡(k) 
trP±(k) 

P+(k) + P_(k) 
P+(k)P_(k) 

"Yok·l 
2Ek 
±2 
o 

_ "Yok·l 
2Ek 
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(C.16) 

(C.17) 

Ninguna de las propiedades ( C .14) y ( C .17) cumple con las condiciones bá
sieas de idempotencia, ortogonalidad y completez. 

Por otro lado, siguiendo en la teoría de Dirac estándar, se puede mostrar 
que los operadores de proyección sobre estados de polarización, definidos a lo 
largo de un cuadrivector n de tipo espacio ortogonal a p, están dados porl7] 

p+m 1 +1si,i 
u(p,n) ® ü(p, n) = ~-2-

m - p 1 + -y5 i,i 
- v(p ,n) ®v(p ,n) = ~·-2-

Si se escoge n, tal que n es proporcional a p en el plano de referencia 

(
1p1 P

0
P ) 

np= M ' Mlpl 

y se toma el límite ultrarelativista, (C.18) y (C.19) cambian a 

P + m 1 - 'Ys u(p, n) ® ü(p, n) = -
2
---

2
-

-p + m 1- 'Ys 
- v(p, n) ® v(p, n) = 

2 2 
donde únicamente se ha considerado helicidad negativa. 

(C.18) 

(C.19) 

(C.20) 

(C.21) 

(C.22) 
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