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INTRODUCCION

Al terminar la curricula del plan de estudios de la carrera de actuaria surge la
inquietud personal de profundizar en el estudio de la Economia Matematica. Después
de realizar una investigacion bibliogréfica sobre textos de Economia Matematica,
puedo decir que la mayoria de éstos presentan como contenido una coleccién de
temas de Matematicas, y en algunas ocasiones estos resultados se utilizan para
replantear argumentos econdmicos, es decir, la orientacion de éstos consiste en
exponer temas de matematicas a lectores con conocimientos previos de Economia.
Un hecho que debe resaltarse es que el estudiante de Actuaria maneja con fluidez el
material matemdtico abordado en los textos de Economia Matematica pero
desconoce el aspecto econémico; la idea es entonces ofrecer un enfoque diferente
para el curso de Economia Matemdtica |, que otorgue los elementos basicos del
lenguaje econdémico a lectores con preparacion matematica. Con el objeto de ofrecer
un panorama general del trabajo de tesis es conveniente dar una explicacion del
campo de estudio de la Economia y de la relacién que guarda con las Matematicas y
de esta forma ubicar con exactitud el contexto de los temas por desarrollar. La
Economia es una ciencia social que se encarga de describir y orientar las acciones de
los individuos o grupos en los procesos de produccién, intercambio y consumo de
bienes y servicios; las unidades individuales y los grupos tienen necesidades
ilimitadas, mientras que los recursos para satisfacer estos deseos son limitados.

La Teoria Econémica es una rama de la Economia que tiene como objetivo describir y
analizar de que manera los sistemas econdémicos combinan las decisiones de
consumidores y unidades de produccion para llegar a una concreta asignacion de
recursos; la teoria econdmica se divide en dos grandes ramas: la Macroeconomia y
la Microeconomia, la primera se ocupa de analizar el comportamiento econémico
colectivo, en tanto que la Microeconomia estudia el comportamiento econémico de
unidades individuales, economias domésticas, empresas, mercados e industrias
especificos. Como en muchas ocasiones sucede, el lenguaje ordinario resulta
insuficiente para poder describir con exactitud las relaciones entre agentes
econdmicos, es por esto que se necesita una herramienta mas poderosa que permita
mostrar con mayor exactitud el problema econémico; las Matematicas proporcionan al
estudioso de la Economia el instrumental para la mejor exposicion de las teorias
econdmicas.
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El presente trabajo de tesis es una introduccién al estudio de la Microeconomia, el
cual ha sido dividido en dos partes: la teoria del consumidor y la teoria de la
empresa. La primera parte consta de dos capitulos sobre la teoria del
comportamiento del consumidor y de la teoria de la demanda relacionada con ella. En
el primer capitulo se analiza la conducta del consumidor a través de la nocién bésica
de preferencia del consumidor e imponiendo una serie de supuestos referentes a
ésta. En base a éstos se propone una manera alternativa de representacion de la
preferencia mediante una funcién de utilidad, la cual asocia a cada conjunto de bienes
y servicios un determinado nivel de utilidad. En el capitulo segundo se aborda el tema
de la restriccion presupuestaria del consumidor que en conjuncidn con los tépicos del
capitulo | constituyen las condiciones de equilibrio del consumidor las cuales dan
lugar al concepto de curva de demanda. La segunda parte esta formada por tres
capitulos en los cuales se analizan la teoria de la empresa y la teoria del costo. El
capitulo tercero se divide en dos partes de manera que procura sea mas inteligible la
exposicion; la primera parte muestra los elementos basicos de la teoria de la
empresa por medio de la teoria de la produccion con un factor variable, la segunda
parte generaliza los resultados de la anterior, es decir, amplia la teoria de la empresa
a través de la teoria de la produccién con miltiples factores. De manera muy
semejante a la teoria del consumidor se genera una funcién de produccién, la cual
representa la cantidad maxima de producto que se obtiene con un determinado
conjunto de factores; después se abordan los conceptos de rendimientos a escala y
de recta isocosto. El capitulo cuatro retoma los conceptos del anterior para obtener
las condiciones de equilibrio del productor y en base a estas se generan las funciones
de demanda de los factores y la funcién de oferta del producto. El capitulo cinco
muestra una reinterpretacion de la teoria de la empresa en términos de la cantidad de
producto y el costo minimo para obtener éste. Al final de cada capitulo se presenta
una serie de ejercicios con el objetivo de contribuir a reafirmar los temas expuestos.

Por ultimo se incorpora un anexo con las soluciones a los ejercicios propuestos.



1. El Comportamiento del Consumidor

El mercado, es decir, la interaccion entre los agentes econémicos se compone basicamente
de consumidores y de productores, en esta primera parte de nuestro andlisis dirigiremos la
atencién Gnicamente en los consumidores. Llamamos consumidores a todos aquellos
individuos que reciben un ingreso y lo utilizan en adquirir bienes y servicios, la manera en
que éstos obtienen su ingreso es para nuestros fines intrascendente.

1.1.Preferencia y Utilidad

El comportamiento del consumidor en el mercado, la eleccion de mercancias, esta
determinada por una gran variedad de factores, pero fundamentalmente por las
preferencias del consumidor y el ingreso de éste. Consideremos que el consumidor desea
obtener la mayor satisfaccién por los bienes que adquiere, debe entonces conocer con
exactitud los bienes y servicios que existen en el mercado, el precio de éstos y tener un
ingreso que le permita reflejar sus preferencias ante el conjunto de mercancias, con estos
elementos el consumidor puede ordenar las preferencias que reflejan sus gustos. Lo
anterior podemos rescribirlo de la siguiente manera: Sea H"+ ' el conjunto de bienes y
servicios o espacio de eleccion del consumidor y tres canastas de bienes x = (x, X,, . . .,
) ¥Y=(pYy - ¥)h2=1(2,2,...,2) donde cada componente representa la
cantidad de un bien o servicio especifico, entonces:
Si el consumidor compara x e y s6lo puede ocurrir alguna de estas tres situaciones:

a) xPy

b) y Px

c) xly

Donde P e | son un par de relaciones binarias que denotan "se prefiere a" y "es
indiferente a" respectivamente, a dichas relaciones se les conoce como orden de

las preferencias.

La combinacién x es indiferente consigo misma, x I x, es decir, la relacién I es

reflexiva.

' El octante positivo de los nimeros reales



vi.

Si la canasta x se prefiere a la canasta y, la canasta y se prefiere a la canasta z,
entonces la canasta x se prefiere a la canasta z, de manera semejante para la relacion
1, lo cual significa que las relaciones P e I son transitivas.

Para poder comparar entre distintos conjuntos de bienes supondremos que el
consumidor prefiere tener mds a tener menos, en otras palabras, si la canasta x tiene
mayor cantidad de al menos uno de los bienes e igual cantidad de los restantes que vy,
entonces x se prefiere a y; si esto no sucede, entonces x e y son indiferentes. Este
supuesto recibe el nombre de no saturacién.

Las preferencias de los consumidores solo dependen de sus propios gustos e

independientemente de los demas individuos.

Por dltimo, supongamos que los bienes y servicios son infinitamente divisibles, con lo
que podremos considerar miriadas de cada uno de los bienes; este supuesto llamado
de divisibilidad desde luego no se cumple cabalmente en la realidad pero es utilizado
para simplificar el modelo utilizando las herramientas del célculo infinitesimal.

1.2.La Funcién de Utilidad

Representemos ahora las preferencias del consumidor respecto a los conjuntos de bienes

mediante una manera alternativa a la formulacién anterior, con una funcién denominada de

utilidad. La funcién de utilidad asigna a cada combinacién de bienes y servicios (en R"+} un

namero real, para cada conjunto preferido a otro el numero asociado por la funcion sera

mayor y para las combinaciones indiferentes el nimero correspondiente sera el mismo para

ambas, de donde a cada canasta de bienes le correspondera un nimero llamado utilidad.

Es claro que esta funcién otorga una medida ordinal de la satisfaccién, es decir, la funcion

de utilidad solo indica si un conjunto de mercancias otorga mayor, menor, o igual utilidad

que otro, razdn por la cual debe cumplir las siguientes caracteristicas:

Sea U: RN = R, de clase CE, i.e. tiene derivadas parciales de primero y segundo

orden, continuas y diferenciables.

U=u(x)>0 X=00,%,. . . ,X)



ii. x>0 i=12...,n

iv. SiX, Yy, Zson tres canastas de bienes

XPy = u(x) > u(y)

xly = u(x) = u(y)

xPy,yPz = u(x) > u(y) > u(z)
~u(x) >u(z)

Al considerar una funcién de utilidad ordinal estamos comparando cualitativamente entre
canastas de bienes, hablamos de combinaciones preferidas o indiferentes a otras, nunca
decimos cuan preferido es un conjunto respecto de otro, por lo tanto, el indice de utilidad no
es unico y podemos afirmar que cualquier transformaciéon monétona creciente de la funcién

de utilidad es adecuada como representacion.
1.3.La Curva de Indiferencia

Una curva de indiferencia es el conjunto de puntos que representan diferentes
combinaciones de mercancias que brindan al consumidor el mismo nivel de utilidad. Si
consideramos una canasta con unicamente dos bienes X, y la funcién de utilidad asociada
serd u(x, y). Entonces u(x, y) = ¢ donde ¢ = constante, define la curva de indiferencia® de

valor ¢, la cual se muestra en la figura 1.

Y

ux y=c

I=|

Figura 1

? Seat: F!? — R, f(x, y) = k es llamada la curva de nivel de valor k.



Para diferentes valores de ¢ generamos un mapa de indiferencia como el que se muestra
en la figura 2.

|~

c3

G2

c1

I

Figura 2
Debido a que u(x, y) nos da una medida ordinal de la utilidad las curvas de indiferencia

situadas mas arriba y a la derecha son las que representan mayor utilidad.

De los supuestos hechos sobre las preferencias del consumidor podemos obtener algunas
propiedades de las curvas de indiferencia, como:

i. Las curvas de indiferencia no tienen pendiente positiva.
Supongamos una curva de indiferencia con pendiente positiva como en la
figura 3.
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Figura 3



iii.

Como P y Q se encuentran en la misma curva de indiferencia, P y Q son
indiferentes, pero Q tiene x, unidades de x e y, unidades de y mientras que
P tiene x, unidades de x (x, < x,) e y, unidades de y (y, < y,) entonces Q
debe preferirse a P, pues Q tiene mayor cantidad de cada bien que P, de
donde, P y Q no pueden estar en la misma curva de indiferencia, por lo
tanto, las curvas de indiferencia no pueden tener pendiente positiva.

Las curvas de indiferencia no se intersectan.

Para comprobar esta propiedad, supongamos que dos curvas de indiferencia se
intersectan como las que se muestran en la figura 4.

Y

¥r

Y3

Figura 4

Observamos que R tiene x, unidades de X e y, unidades de y mientras que Q
tiene x, e y, unidades de x e y respectivamente como x, > x, e y, >y, R se
prefiere a Q. Por otra parte P tiene x, unidades de x e y, unidades de y como
X, < Xy ey, >y, PyR son indiferentes por eso estan en la misma curva de
indiferencia; Q tiene x, unidades de x e y, de y pero x, > x,, y, > Y,, de donde

P y Q son indiferentes y estan en la misma curva de indiferencia. Pero si P es
indiferente a R y P es indiferente a Q, entonces R debe ser indiferente a Q,
pero R se prefiere a Q, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, las curvas de
indiferencia no se intersectan.

Una curva de indiferencia pasa por cada punto del espacio de bienes.
Para verificar esta propiedad recordemos que u(x, y) = ¢ define la curva de

it " 2
indiferencia de valor ¢, como u(x, y) es de clase C entonces para todas y cada



una de las combinaciones de X, ¥ que brindan un mismo nivel de utilidad hay

un punto asociado en el espacio de bienes.
1.4.La Tasa Marginal de Sustitucion

Sabemos que diferentes combinaciones de mercancias pueden generar un mismo nivel de
satisfaccion para el consumidor, entonces podemos intercambiar la cantidad de un bien por
otro y conservar la misma utilidad; la tasa marginal de sustitucion de x por y mide la
cantidad de y que se sacrifica para obtener un incremento en la cantidad de X conservando
el mismo nivel de utilidad. La tasa marginal de sustitucién esta dada por el negativo de la

pendiente de la curva de indiferencia, observemos la figura 5.

I

Figura 5

Si el consumidor esta situado en el punto P tiene x, unidades de x e y, unidades de y, para
que el consumidor obtenga la combinacion Q con x,, y, unidades de X e Yy respectivamente

debe sacrificar cierta cantidad de y para obtener mayor cantidad de ¥, tal cambio estd dado
por el negativo de la pendiente de la recta que pasa por Py Q.

(y1-y2) __(y1-y2)
(X2-X1)  (Xq-X2)

Conforme Q tiende a P la pendiente de la recta que pasa por P y Q tiende a la pendiente de
la recta tangente a la curva de indiferencia en



el punto P, de donde, la tasa marginal de sustitucion de x por y es*:

dy
TMSxy =~ %

La pendiente de la recta tangente a la curva de indiferencia la podemos obtener de la
siguiente manera: como la funcién de utilidad depende de X e Y, la parcial de U = u(x, y)
respecto de X nos indica el cambio en la utilidad originado por un incremento infinitesimal
en x, mientras que la parcial de U respecto de y nos da el cambio en la utilidad atribuible a
una variacién marginal en y. Situdndonos en la curva de indiferencia de valor ¢, es decir,
U = ¢ y tomando la diferencial total:

dU=U,dx+U, dy=0
_duU_ dU

Ux‘&; _ﬁ

Uy
Despejando la pendiente de la recta tangente a la curva de indiferencia

dx Uy

& __u

dy U
De donde TMSyy - o MK
dx Uy,

Cabe hacer la aclaracién de que la TMS,, se define a lo largo de una curva de indiferencia
dada.

% Consideramos el negativo de la pendiente de la recta tangente a la curva de indiferencia en un punto
porque nos interesa una medida positiva de sustitucion entre los bienes.



1.5.Ejercicios

1.1 Determine el orden de preferencias de los siguientes conjuntos utilizando el supuesto
de no saturacion.

Conjunto Cantidad Lugar
del Bien
Xy z

86 88 87
86 87 76
100 90 78
86 89 76

OO0 m>»

1.2 Grafique los siguientes puntos y obtenga la TMS,, para los puntos sucesivos.

Punto x y TMSxy

1 1 8
2 2 6
3 35 4
4 55 2
5 8 1

1.3 SeaU=u(x,y)=(x+a)* (y+b) 0O<a, B<1ab>0
a) ¢Qué tipo de curvas de indiferencia genera U?, ;Corresponden a las caracteristicas
senaladas en la seccion 1.37

14 SeaU=x" y”z la funcién de utilidad de un determinado consumidor.
a) ¢Cual es la TMSxy?
b) Grafique las curvas de indiferencia para los niveles de utilidad ¢ = 2, 4, 8.



2. La Demanda del Consumidor

En el capitulo anterior analizamos las preferencias del consumidor ante las diferentes
mercancias, pero éstas no son el Unico determinante para la eleccién del consumidor; cada
mercancia se compra no solo porque se prefiere, sino también porque se cuenta con un
ingreso mediante el cual se refleja el deseo sobre el bien o servicio en cuestién. Los gustos
del consumidor asi como el ingreso de éste y los precios de los bienes y servicios
determinan totalmente el conjunto de bienes elegibles para el consumidor vy
consecuentemente su demanda individual.

2.1.La Restriccion Presupuestaria
Supongamos que el consumidor tiene un ingreso M, entonces la cantidad de bienes x e y

que puede adquirir a los precios p, y p, €s menor o igual al total de su ingreso, lo cual

puede representarse con la siguiente desigualdad:
Xp, +yp, <M...(1)

A la expresion (1) se le conoce como el espacio de presupuesto; si consideramos que el

consumidor utiliza toda su renta para adquirir los bienes x e y tenemos:
Xp, +ypy =M...(2)

i Dig
Py Py

Despejando y ..(3)

Como observamos se trata de la ecuacién de una recta con ordenada al origen M / P, ¥

pendiente - p, / P, la expresion (3) se le denomina la linea de presupuesto (figura 6).



[=<I

I

Figura 6

2.2.Maximizacion de la Utilidad

El problema esencial del consumidor es como ya hemos mencionado, maximizar la utilidad
que le brinda un conjunto de bienes o servicios condicionado a que su presupuesto es
limitado. Como podemos recordar, la curva de indiferencia describe las preferencias del
consumidor y la linea de presupuesto indica qué combinaciones puede adquirir; sabemos
que existe un ndmero infinito de curvas de indiferencia que cubren todo el espacio de
bienes, pero no todas alcanzables para el consumidor, la linea de presupuesto nos dice
cuales de entre todo el conjunto de curvas de indiferencia son posiblemente elegibles para
el consumidor. Fijemos nuestra atencion en las tres curvas mostradas en la figura 7.

||

o

ct

Q

I

Figura 7
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Es evidente que la curva de indiferencia de valor c, brinda la mayor utilidad pero esta por
encima de la linea de presupuesto, por lo tanto no es alcanzable para el consumidor. Si
observamos la curva de indiferencia de valor ¢, vemos que esta intersecta a la linea de
presupuesto en los puntos P y Q, como P, Q y R estdn sobre la misma curva de
indiferencia R /P y R IQ pero la combinacién R puede obtener gastando menos, por otra
parte O esta sobre una curva de indiferencia mas alta que también toca a la linea de
presupuesto, por lo tanto O debe preferirse a R (pues O se localiza en una curva de
indiferencia mas alta). Del andlisis grafico podemos concluir que el consumidor maximiza
su utilidad cuando una curva de indiferencia es tangente a la linea de presupuesto, es
decir, cuando las pendientes de la curva de indiferencia y de la linea de presupuesto son
iguales. El resultado anterior se puede obtener analiticamente de la siguiente manera:
Como sabemos la pendiente de la curva de indiferencia (sec. 1.4) es dy/dx=- TMSxy y
la pendiente de la linea de presupuesto es - p, / Py, el consumidor maximiza su utilidad

cuando:

dy . B

dx P,

W e

e TMS,

< TMSy = Py
p

¥

lo que significa que el consumidor encontrara su punto de equilibrio cuando la cantidad del

bien y que va a sacrificar para aumentar la cantidad de x sea permitido por el mercado.

Si la eleccién del consumidor es frente a n bienes (n =2) el problema se pude resolver
mediante la técnica de multiplicadores de Lagrange, es decir, se trata de un problema de:

max. u(x)
sa.
g(x) =M=-3 xp,

i=1

X=Xy Xagesey Xy )

11



la funcién de Lagrange es L(x, A) = u(x) + Ag(x), las condiciones necesarias de primer

orden para un maximo condicionado son que:

VL(x,A) =(00,...,0) n+1 componentes
VL(x,A)=(L,.Ls,...,L,,L,) =(00,....0)

oL _ oL _
a_xi_'Li,aA LJ\
oL, =0=L,parai=1,2,...,n

e U -Ap, =0...(1)

M"'ZXiﬁ =0
i=1

de la ecuacién (1) tenemos que:

,\=Q=9t
Py P
o Y_P
l-Ji pj

Es decir, la misma condicion encontrada geométricamente para dos bienes. Las
condiciones de suficientes de segundo orden son que los hessianos orlados relevantes

evaluados en los puntos criticos (x,, )..O) alternen su signo H, > 0, H, < 0, etc.

Lv Liz -~ Lv G

L2y Lz L 9.
He=(-1)] : 5 >0

L Lo L« g

% % g O



Donde *

_ 3°L(x0,A0)
Lij— £V AU AN
aXia X
_ 99(xo0)
g'l_ axl
Parai, j =1,2,...,n
r=2.3. ..Nn

2.3.La Curva de Demanda

Hemos analizado la cantidad de bienes que el consumidor demandara en el punto de
equilibrio de acuerdo a sus preferencias, ingreso y los precios de cada uno de los bienes.
Supongamos que ocurre un incremento en el precio de alguno de los bienes mientras que
el precio de las otras mercancias y el ingreso se mantienen fijos, sea:

xp, +yp, =M la restriccion presupuestaria original
xp, + yp, =M La nueva restriccién debida al aumento del

precio del bien X (p, <py)-

Sabemos que el equilibrio del consumidor se encuentra cuando

™S, = >
Py
Entonces cuando aumenta el precio de X el punto de equilibrio del consumidor se dara en
1
Px
TMS,y=—*
Py

es decir, en otra curva de indiferencia como lo muestra la figura 8.

* Siendo sumamente rigurosos en la notacién deberiamos escribir: dL(x 1) / d%j 9% = Ljj, pero como
suponemos continuidad en las derivadas parciales Ljj = Ljj para todoii , j
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Figura 8

Es claro que al incrementar el precio del bien x también varia la cantidad consumida de
éste (x, en lugar de x, X, < x,), podemos continuar con incrementos sucesivos en el precio

de X y observar las cantidades de este bien que se adquieren en equilibrio y concluir
diciendo que: al aumentar el precio de alguno de los bienes conservandose el ingreso y los
demas precios constantes, disminuye la cantidad demandada del bien en cuestion. De
acuerdo a lo anterior definimos a la curva de demanda como: "El lugar geométrico de los
puntos que relaciona las cantidades é6ptimas compradas por los consumidores a los
diferentes precios de mercado cuando el ingreso y los demas precios se mantienen
constantes” °. Una grafica tipica de la curva de demanda se presenta en la figura 9.

b

CANTIDAD
ENX
P
X
Figura 9

® Blair Roger. "Microeconomia con Aplicaciones a la Empresa”. Mc. Graw-Hill. 1985. p 33.
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Si se cumplen las condiciones de segundo orden (seccion 2.3), la solucion de las
condiciones de primer orden brindan las n funciones de demanda para cada una de las
mercancias en funcién de los precios y el ingreso, i.e.

X; =X (PyyP2y--PsM) =120

2.4. Los Determinantes de la Demanda

Hasta antes de la seccién 2.3 hemos considerado los precios de los bienes y el ingreso
como cantidades fijas, supongamos que alguno de estos factores sufre un cambio, ;qué
ocurre con la demanda individual? En las siguientes secciones daremos solucién a esta

interrogante.
2.4.1. La Elasticidad de una Funcidn

Sea y = f(x) una funcién con una sola variable, ;cémo procederiamos para encontrar una
medida del cambio proporcional en y originado por un cambio proporcional en Xx?

Supongamos que X aumenta en h (h > 0), el cambio proporcional en x esta dado por:

(x+h-x) _h
X _X

fx-+h)=1(x)
f(x)

En tanto que en y es:

De donde, el cambio proporcional en y atribuible a un cambio proporcional en x esta dado

por:

f(x+h)—f(x)

ot x f(x+h)—f(x)
h T f(x) h
X
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Cuando h tiende a cero y si la derivada de y con respecto de X existe, la tasa de cambio

proporcional es:

x f(x+h)-f(x) _ X df(x) _xdy
no () h Tf(x) dx  ydx

Definimos la elasticidad de una funcién y = f(x) como: la tasa de cambio proporcional en y

por aumento proporcional en X y la denotamos por:

_Xxdy
y dx

€

Ahora bien si z = f(x,, x,,..., X ) es una funcion de n variables, la elasticidad de z respecto
de la variable x, se define como: la tasa de cambio proporcional en z por incremento

proporcional en x, manteniendo las demas variables fijas y la escribimos como:

X 0Z
E=———
ZdXi

2.4.2. Elasticidad Precio de la Demanda

Retomando el problema que nos ocupa, esto es, la demanda individual; sabemos que
existe una relacion inversa entre la cantidad demandada de un bien y el precio de éste,
pero quisiéramos saber la medida que nos indique en que proporcion reacciona la cantidad
demandada ante las variaciones en su precio; a esta medida se le conoce como elasticidad
precio de la demanda. La elasticidad precio de la demanda es el cociente del cambio
porcentual de la cantidad demandada entre el cambio porcentual de su precio, denotamos

ésta por €

(e DKAH
xi pi

 Como el precio y la cantidad demandada varian en sentido opuesto, anteponemos el signo (-) para
hacer de €, una cantidad positiva.
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Si la funcion de demanda individual es una funcién continua con derivadas parciales

continuas la elasticidad precio es:

__Pdx
& Xiapi

El valor de la elasticidad precio de la demanda en torno al uno nos permitira clasificar a la

demanda individual de la siguiente manera:

€; >1 Diremos que la demandada es elastica, esto es, una variacion porcentual en el
precio genera un cambio porcentual mayor en la cantidad demandada.

€; =1 La elasticidad es unitaria, lo que significa que el cambio porcentual en el precio
trae consigo un incremento porcentual de igual magnitud en la cantidad demandada.

€; <1 Lademanda es inelastica, es decir, la modificacion en el precio provoca un menor

impacto en la cantidad demandada.

2.4.3. Elasticidad Cruzada de la Demanda

La demanda de un bien especifico también se ve afectada por el cambio en los precios de
los demas bienes, la medida de la reaccién relativa de las modificaciones en la cantidad
demandada de un bien ante la variacién en el precio de los bienes relacionados se conoce
como elasticidad cruzada de la demanda. La elasticidad cruzada de la demanda esta dada
por el cambio porcentual de la cantidad demandada del bien x, dividido por el cambio

porcentual del precio del bien X

_AxAp,
eij Xi p i

Si x; es una funcién continua de la forma x; = X;(p4,P5,-..,P,,M) entonces:

_Piax

& Xi apj
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De donde, podemos clasificar a los bienes de la siguiente manera:

Si €jj> 0 Diremos que los bienes son sustitutos, lo que significa, que un incremento en el
precio del bien x, provoca una disminucién en el consumo del bien x;.
€jj <0 Los bienes son complementarios, en otras palabras, el incremento en el precio del

bien X, provoca un aumento en el consumo del bien x, 7,

2.4.4. Elasticidad Ingreso de la Demanda

Por dltimo analicemos el otro determinante de la demanda, el ingreso. La elasticidad
ingreso de la demanda nos indica el cambio relativo de la cantidad demandada referido a la
variacion porcentual en el ingreso, es decir, el cambio proporcional de la cantidad
demandada dividido entre el cambio proporcional en el ingreso:

< An M
BT M
Si x, es una funcién continua y diferenciable
M ax

Y clasificamos a los bienes de la siguiente manera:

Si €, > 0 Hablamos de bienes normales, en otros términos, el incremento en el ingreso
provoca una mayor variacion en la cantidad consumida.
Eyu<0 Se trata de un bien inferior, esto es, el cambio en el ingreso genera una

disminucién en la cantidad demandada.

? Algunos ejemplos de esta clasificacion: el aumento en el precio de la carne de cerdo cuando el precio

de la carne de res permanece constante propiciara un incremento en el consumo de carne de res, £«
es positivo, por lo cual ambos bienes son sustitutos. Por otra parte, el aumento en el precio del té

provocara una reduccion en la cantidad de consumida de azicar, € es negativa, es decir, el té y el
azucar son bienes complementarios.
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2.5.Ejercicios

2.1 ;Qué significado tienen las variables X, y, los parametros p, Py M en la ecuacion x p,

+ypy=M‘?

2.2 Un consumidor cuya utilidad viene representada por la funcién U = u(x, y) = )(1"2),*”2

dispone de un ingreso de $160, si el precio del bien x es de $2 y de $4 el de y. ;Qué
cantidad de cada bien debe adquirir el consumidor para maximizar su funcién de utilidad?

2.3 Encuentre las cantidades de cada bien que el consumidor debe comprar para
maximizar su funcién de utilidad U = u(x, y) sujeto a la restriccién presupuestaria.

U=u(x,y)=In x° +05In y
p,=$2

p=$4

M = $200

Si el consumidor destina $40 de su ingreso al ahorro.

24 SeaU=uxy) = ><myﬂ 0 < o, B <1, la funcion de utilidad del consumidor, p, el
precio de X, Py el precio de y, M el ingreso. Calcule el punto de equilibrio del consumidor y

a partir de este resultado obtenga las funciones de demanda de los bienes x e y.

2.5 SiF es una transformacion monotona creciente de la funcion de utilidad U = u(x, y), p

o
p,» M los precios de los bienes X, y, el ingreso del consumidor respectivamente. Muestre
que las condiciones de primer orden para un maximo condicionado se conservan bajo la
transformacion F.

2.6 Seax(p,, M) la funcién de demanda del bien x, encuentre:
x=aMp, a>0
X= Mpg Para 0< P<1

a) La elasticidad precio de la demanda.
b) La elasticidad ingreso de la demanda.
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3. La Produccion

Hemos descrito brevemente la teoria del consumidor, corresponde ahora hablar de su
contraparte, la teoria de la empresa. Para los economistas la empresa es una unidad
econdémica de toma de decisiones relacionadas con la combinacion de factores (insumos,
inputs) que se utilizan en la produccidn de bienes y servicios que venden a los
consumidores (individuos u otras empresas).Si bien el supuesto béasico de la teoria del
consumidor es que éste desea maximizar su utilidad, el del empresario es maximizar el
beneficio. Al igual que en la teoria del consumidor consideramos oftros supuestos
simplificadores de la realidad, que nos serviran de base para describir la conducta de la

empresa en el mercado.

i La empresa produce mas de lo que puede vender, ésta tiene la capacidad de
eliminar el excedente sin incurrir en costos adicionales (eliminacion gratuita).

ii. Los insumos y el producto son infinitamente divisibles (divisibilidad).

ii. La empresa conoce totalmente las situaciones en las que se desarrolla la
produccion (conocimiento perfecto).

iv. La produccion solo depende de sus propios recursos (ausencia de
externalidades).

v. La calidad de los insumos y del producto es igual que la de las demas
empresas (homogeneidad de factores y productos).

En los parrafos anteriores se utilizé repetidamente el término produccién, por lo que es
conveniente definir el significado del concepto produccion en Economia. La produccion se
refiere a las actividades de las empresas que utilizan diversos factores para obtener una
determinada mercancia. Generalmente las empresas utilizan una gran variedad de factores
para producir bienes, la mejor seleccidon de insumos para un determinado nivel de
produccién es el objetivo del andlisis econémico. Antes de abundar en la teoria de la
produccién es conveniente considerar dos conceptos muy utilizados en el andlisis
econdmico: el corto y el largo plazo, esta division del tiempo en Economia se refiere en el
caso del corto plazo a que alguno(s) de los insumos es (son) fijo(s) y los demds variables,
es decir, que a corto plazo el uso de alguno de los factores (tierra, edificios, maquinaria,
etc.) no se pude alterar de inmediato cuando el mercado indica que este cambio resultaria
benéfico; mientras que a largo plazo todos los insumos se consideran variables.
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3.1.Produccion con un Factor Variable

El caso mas sencillo en el estudio de la teoria de la produccion es aquel en que Unicamente
se cuenta con dos insumos, uno fijo y otro variable, es desde luego un modelo a corto plazo
pero que nos permitirda comprender con mayor facilidad la teoria de la empresa.

3.1.1. La Funcion de Produccion a Corto Plazo

Consideremos que la produccién se realiza con un insumo fijo y otro variable, que la
tecnologia esta dada y que el volumen de produccién sélo se puede alterar modificando la
cantidad de factor variable. La funcién de produccién es la relacién que muestra la cantidad
maxima de producto que se obtiene con un conjunto determinado de insumos de acuerdo a
la tecnologia existente. Como solo contamos con un factor variable y uno fijo podemos
representar a la funcién de producciéon como: Q: Fl"+ —R4A{0}, Q = q(x, y,) donde X es el
insumo variable e y, el insumo fijo. Es claro que dnicamente nos interesan los valores
positivos de Q, i.e. Q2 0, x>0, y, > 0, utilizando el supuesto de divisibilidad podemos

considerar que Q es continua y con derivadas continuas de primero y segundo orden, es

dQ 4°Q
decir, d_'d2—2 existen y son continuas ®. Observamos inmediatamente que a diferencia
X dx

de la funcién de utilidad, Q es una medida cardinal, pues nos muestra el nimero maximo
de unidades de una cierta mercancia y nos dice no sélo qué valores son mayores sino
ademds, en cuanto lo son. Debemos aclarar que para el andlisis econémico se supone la
eficiencia técnica de la funcién de produccion, en otras palabras, se da por hecho que el
uso de los insumos es el mejor técnicamente y el trabajo del economista es analizar cual es

la mejor combinacion de factores de acuerdo a la tecnologia presente.

3.1.2. Producto Medio y Producto Marginal

Después de definir a la funcién de produccién un par de preguntas que surgen de manera
natural son las siguientes: ;jqué cantidad de producto se genera con el nivel de insumo
variable respectivo? y jsi incrementamos el uso del factor variable, en que magnitud varia
el nivel de produccién? .Para dar respuesta a estas interrogantes definimos dos conceptos:
producto medio y producto marginal, Como Q representa el nimero maximo de
unidades generadas para cada nivel de produccion consideremos el producto medio del

8 Como el insumo y es fijo podemos considerar a Q como funcién solo de x , es por eso que utilizamos
el operadord/dx y no d/dx
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insumo variable como la produccion total dividida entre el nimero de unidades de insumo

variable utilizadas en ese nivel, en otros términos:
Q
PMe = —

X

Ahora bien, si cambia el uso del factor variable y queremos saber como responde la
produccion total a dicha variacion, definimos el producto marginal del insumo variable como
el cociente de incremento en la produccién dividido por el incremento en el uso del factor
variable, de donde:

AQ
PMg = e

3.1.3. La Ley de los Rendimientos Fisicos Decrecientes

Es natural pensar que si aumentamos el uso del factor variable x entonces la produccion
también debe incrementarse, pero reflexionando un poco nos daremos cuenta que esto
solo, pude suceder en un determinado intervalo; pensemos por un momento en la
produccién agropecuaria y consideremos una parcela de tierra y el trabajo de los
agricultores° como los insumos fijo y variable respectivamente, si un agricultor trabaja la
tierra obtendra digamos Q,, unidades de producto, al incrementar el nimero de trabajadores
es légico pensar que la produccion también aumentara conforme crezca el nimero de
labriegos'®, alcanzara un nivel maximo de produccion y después disminuira paulatinamente,
pues si el nimero de trabajadores es muy elevado éstos no dispondran de espacio
suficiente para realizar su labor y consecuentemente no habra produccién. Si ocurriera que
al aumentar la mano de obra, la produccion creciera por siempre, entonces el problema
econémico de la generaciéon de alimentos quedaria resuelto, pues en una parcela se
podrian producir éstos, simplemente anadiendo cada vez mds trabajadores, situacién a
todas luces imposible. Con base en esta breve reflexién podemos enunciar la ley de los
rendimientos fisicos decrecientes: cuando la cantidad del insumo variable aumenta y se

® Consideremos al agricultor como una unidad de trabajo dotada de las herramientas y la materia prima
necesarias para cultivar la tierra.

'° Pues entre otras cosas se dara origen a la especializacion y por tanto a la mejor utilizacién de
recursos.
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mantiene constante el otro insumo se llega a un punto en el cual el producto marginal
comienza a decrecer. Es importante resaltar que la ley de los rendimientos fisicos
decrecientes es solo una afirmacion de las relaciones fisicas observadas en la realidad.

3.1.4. Relacion Geométrica entre el Producto Medio y el Producto
Marginal

Como en la funcién de produccién a corto plazo uno de los factores es fijo, podemos
considerar a Q como funcién de una sola variable x. Suponiendo que se cumple la ley de
los rendimientos fisicos decrecientes, la produccién aumenta en un cierto intervalo, alcanza
un maximo y luego decrece, la grafica de una funcidn tipica a corto plazo es como la que se

muestra en la figura 10.
Q

PT

I

Figura 10
Veamos algunas relaciones geométricas interesantes entre la funcién de produccién a corto
plazo, el producto medio y el producto marginal. El producto medio es segun lo hemos
definido el cociente del producto total Q entre el nimero de unidades del factor variable
utilizadas en cada nivel de produccion; sea x, la cantidad del insumo variable utilizadas
para producir Q, unidades de producto, para el punto A el producto medio es Q, / x, pero
0Q, = x,A, de donde, el producto medio en A es x,A / 0x, que no es otra cosa que la
pendiente de la recta que pasa por el origen y el punto A, observamos también que el PMe
enBes Q,/x,=xB/0x, es decir, que el PMe en B es la pendiente de la recta que va del
origen a B, pero del diagrama vemos que la recta que va del origen a B es la misma que
une al cero con el punto A, por lo que el PMe en A es igual al PMe en B; esto motiva a
pensar que el PMe alcanza un valor maximo entre A y B y ademas que el PMe crece en un
cierto intervalo, alcanza un maximo, decrece e incluso puede alcanzar el valor cero. El
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punto donde PMe es maximo es aquel en donde la pendiente de la recta que pasa por el
origen y la curva de producto total es mayor, observamos que esto sucede cuando esta
recta es tangente por encima de la curva de produccion, es decir, en el punto M de la figura
11.

Q

e

[-| I

Ll
'
]
[l
o Fil

1|

Figura 11

Por otra parte el PMg representa la adicién al producto total atribuible al incremento en el
uso del factor variable, como podemos observar en la figura 12 al incrementar el insumo
variable de x, a x, el producto total aumenta de Q, a Q, pero observamos que Q,Q, = FE y
x,%, = DF, entonces el PMg en D es FE / DF, lo que geométricamente representa a la
pendiente de la recta que pasa por D y E; cuando x, tiende a x, y E tiende a D la pendiente
de larecta tangente a la curva generada por la funcién de produccién en el punto D es la
mejor aproximacion lineal del PMg, esto es, PMg = dQ / dx.

Q
qz .................
"
1
L}
1
- oo e -:F
' [
[} 1
i 1
: ;
5 X1 2 -
X

Figura 12
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De la figura 13 observamos que la funcién de produccion tiene un punto donde la curva
cambia de concavidad, es decir, aquél en que la grafica del producto total tiene un punto de
inflexion y otro donde el producto total es maximo. Como el PMg del insumo variable esta
representado por la derivada de la funcién de produccién observamos que el PMg es mayor

1", valor

que cero y crece hasta llegar al punto de inflexién de la curva de producto tota
donde el PMg alcanza un maximo y después éste comienza a decrecer. La curva de
producto total alcanza un maximo cuando la pendiente de la recta tangente es igual a cero,
o lo que es lo mismo cuando PMg = 0, por lo tanto después de este punto PMg es menor
que cero. Por otra parte vemos que PMe < PMg en el punto A y que PMg < PMe en B,
ademas las pendientes de las rectas que pasan por el origen y la curva de producto total
son ascendentes en x, y descendentes en x,, lo que significa que PMe alcanza su maximo
valor entre A y B; observemos el punto C sobre la curva de producto total, en este punto la
recta que pasa por el origen y C es tangente a la curva de producto total, entonces la
pendiente de esa recta representa simultdneamente al PMe y al PMg en el punto C, de
donde, en tal punto PMe = PMg.

Q

4
[
"
"
[
[
[
[
a F il xo X2

Il

Figura 13

Tracemos otro rayo que parta del origen a la curva de producto total y el punto donde corta
a ésta Ultima se encuentra a la derecha de C, la pendiente de este rayo serda menor que la
pendiente de la recta que pasa por cero y C; si lo hacemos para puntos a la izquierda de C
ocurrird lo mismo, por lo tanto, la pendiente de mayor valor de un rayo que parte del origen
y corta a la curva de producto total es aquella que es tangente por encima a ésta. De

"' Un punto de inflexién de la funcién f(x) se define como el punto donde df(x) / dx alcanza un minimo
0 maximo
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acuerdo a lo anterior podemos concluir que la grafica del PMe se desplaza por debajo de
la gréafica de PMg hasta el punto donde PMe es maximo e igual al PMg, a la derecha de
este punto el PMg sera menor que el PMe, tal como lo muestra la figura 14.

PRODUCCION POR
UNIDAD DE X

Fie X
Py X2

x|

Figura 14

3.1.5. Las Etapas de Produccion

Los resultados anteriores también nos brindan la oportunidad de clasificar a la produccién
en tres diferentes fases: la primera es aquella que va del punto en que PMg es cero hasta
donde PMe es maximo, es decir, cuando el PMe es ascendente, la etapa dos abarca el
intervalo donde el PMe es maximo hasta que el PMg es cero y la tercera etapa se da

cuando el PMg es negativo, resumiendo:
Etapal 0< PMg< PMe
Etapa Il PMg = PMe

Etapalll PMg < 0

Como se muestra en las figuras 15y 16.
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Figura 15
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Figura 16

3.2. Produccion con Multiples Factores

Consideremos ahora que el proceso de produccion requiere dos o0 mas insumos y que
éstos se pueden variar cuando la produccion asi lo requiera, podemos suponer que estos
insumos se utilizan con uno o varios factores fijos, o bien son los tnicos existentes; esta
ultima situacién se da desde luego unicamente a largo plazo.
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3.2.1. La Funcion de Produccion con Multiples Factores

Nuevamente la funcién de produccién representa la cantidad méaxima de producto, solo
que en esta ocasién se utilizan dos o mads insumos que pueden combinarse de muy
diversas maneras para obtener un nivel dado de produccion; podemos representar a la

% ™ a s o « n
funcién de produccion como una aplicacién del conjunto de insumos R . en Ry, de modo
que a una combinacién de insumos le asociemos un numero que indique el nivel maximo
de produccién correspondiente a tales factores, lo anterior significa que Q: RN, — Ryu {0}

supongamos ademas que Q es continua, con derivadas parciales continuas de primero y

d 2Q
segundo ordenyque:—qz{l,—a—z- <0 parai=1, 2,..., n
d xi dxi

3.2.2. Producto Medio y Producto Marginal
Para la funcién de produccion multi-insumo también definimos los conceptos de producto
medio y producto marginal del insumo x, de la misma manera que en la produccion con un
insumo variable, es decir, el producto medio del insumo x, es el producto total dividido entre

el nimero de unidades del factor x utilizadas en cada volumen de produccion,

analiticamente tenemos que:

PMe =2
X;

El producto marginal del insumo x, es por definicion el incremento (decremento) en el

volumen de produccion atribuible al incremento en el uso del factor variable x,

Q .
PMg‘ :a—xi i=1, 2,., N

3.2.3. Rendimientos a Escala

El concepto de rendimientos a escala nace de la idea incrementar todos los insumos en la
misma proporcion y observar que sucede con el producto total; a saber pueden ocurrir tres

28



situaciones: que el producto total aumente en la misma proporcién que el incremento en los
factores, que la produccion aumente en proporcion mayor o que la produccién aumente en
menor proporcién. Si ocurre el primer caso entonces diremos que la produccién presenta
rendimientos constantes a escala, si sucede la segunda situacién entonces la produccién
muestra rendimientos crecientes a escala y finalmente si tiene lugar la tercera, la
produccion muestra rendimientos decrecientes a escala. Algunos procesos productivos
pueden presentar rendimientos crecientes, constantes y decrecientes a escala en
determinados intervalos. Si contamos con una funcién que establezca la relacién existente
entre la combinacion de diferentes insumos y el producto total, los rendimientos a escala
corresponden al grado de homogeneidad de la funcion de produccion, es decir,
supongamos que Q = g(x,, X,,..., X,) es la funcién e incrementamos la cantidad de cada uno

de los factores en el escalar t entonces ocurre que:
K
qtx) =t g(x) x=(x,%,...,X)
la funcién es homogénea de grado k. Cuando la funcién de produccién sea homogénea de
grado uno entonces el proceso productivo mostraréd rendimientos a escala, si es de grado

menor que uno presenta rendimientos decrecientes y si la funcién es de grado mayor que
uno muestra rendimientos crecientes a escala, rescribiendo lo anterior tenemos que:

1)q(tx) =tqg(x) rendimientos constantes (t > 0)
2)q(bx) <tq(x) rendimientos decrecientes (t > 1)

3)q(tx) > t q(x) rendimientos crecientes (t > 1)

3.2.4. Elasticidad Escala de Produccion

Un instrumento matematico que nos puede facilitar el conocimiento del grado de
homogeneidad de la funcién de produccién y por ende que tipo de rendimientos presenta
es la elasticidad escala de produccién. Sea Q = q(x) la funcién de produccién, un

incremento de todos los insumos en la cantidad t convierte a Q = g(x) en 01 = q(tx), como

cada componente del vector x depende de t podemos escribir a O1 como:
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Q' =z=q(t(x))

f(t) =tx,

y las funciones componentes de z son
q(t(x)) = q(f, (1), f,(1),....f, (1)

Derivando z

dz _9q(frfz- ) dfs  da(fs,fzf) di Z qdf,
dt af,  dt ot dt £

Consideremos a la elasticidad escala de produccién como:

_tdz _Z t aqm

Tzdt 24 af, q(tx) 7 d(tx)

Como los rendimientos se consideran alrededor de t = 1 tomemos el limite cuando t tiende

a uno, de donde:

- t dz i t a9q
iz dt 1t q(tx) S a(tx)
1 &aq(x)

e Xi
q(x)g oXi

La elasticidad escala mide el aumento proporcional que experimenta el nivel de produccién
cuando se incrementan todos los factores en la misma cantidad.

€ = 1 hay rendimientos constantes a escala.
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€ < 1 hay rendimientos decrecientes a escala.

£> 1 hay rendimientos crecientes a escala.

En las secciones 3. 2. 5a 3. 2. 8 restringiremos nuestro estudioa n=2

3.2.5. La Curva Isocuanta de Produccién

Al considerar una funcién de produccién con dos insumos variables implicitamente estamos
trabajando en el espacio de dimension 3, la altura de la grafica generada por la funcion de
produccion se obtiene al combinar los insumos x, y; acotamos que para elaborar un mismo
volumen de produccién existe una infinidad de combinaciones posibles de ambos factores;
analiticamente esto significa considerar a la funcién de produccién igualada a una
constante, este valor representa un nivel fijo de produccion q(x, y) = k, en otras palabras la
isocuanta es el término econdmico con que se conoce a la curva de nivel de valor k de la
funcién de produccion. De donde, a la curva en el espacio de insumos que muestra el total
de combinaciones de factores capaces de originar un volumen dado de produccion recibe
el nombre de isocuanta.

Q

|

Ll

I

7.
figura 1 »

Ta X

La parte (a) de la figura 17 muestra una funcién de produccién' muy utilizada en estudios
economicos, mientras que la parte (b) presenta el mapa de isocuantas correspondiente. Es
claro que las isocuantas mas alejadas del origen en direccién noreste mostraran niveles de

produccion mayores. Podemos encontrar una clara analogia entre las isocuantas y las

2|a grafica mostrada en la figura 17 se genera con la funcion Cobb-Douglas q(x, y) = ax“y” , €n este
casoa=0.5=f, A =1, es preciso decir que esta funcion presenta unicamente la etapa Il de
produccidn, es por ello que las isocuantas tienen pendiente decrecientes en todo su dominio.
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curvas de indiferencia, pero debemos tener presente que las isocuantas representan
caracteristicas tecnolégicas que son "objetivas" mientras que las curvas de indiferencia
muestran las preferencias de los consumidores “subjetivas”.

3.2.6. La Tasa Marginal de Sustitucion Técnica

Debido a la existencia de una infinidad de combinaciones de insumos capaces de generar
un concreto nivel de produccién es conveniente considerar |a tasa a la que se pude sustituir
un insumo por otro en cada nivel de produccion. Fijemos nuestra atencion en la figura 18 la
cual muestra las diferentes combinaciones de factores x e ¥ que se pueden utilizar para

obtener el nivel de produccién k,,

¥

¥y

2

o | TR e
b4
I

Figura 18

La combinacion de insumos x, y, representado por el punto R genera el nivel de
produccion k,, este mismo volumen se puede obtener usando x, unidades del insumo x (x,
> X,) e y, unidades del insumo y (y, < y,) representado por el punto S; la combinacién S
necesita de una menor cantidad del factor y para obtener k, unidades de producto, para

pasar del R a S es necesario compensar el sacrificio en la utilizacion del insumo y con un
incremento en el uso del insumo x, la medida en que los factores se sustituyen esta dada
por el cociente (y, - y,) / (x, - x,), es decir, el negativo de la pendiente de la recta que une

los puntos Ry S -(y, - y,) / (x, - x,). Cuando se trata de una variacién muy pequena (en el

margen) de la sustitucion entre los insumos, el punto S tiende a R y la pendiente de la
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recta que pasa por S y R se aproxima a la pendiente de la recta tangente a la isocuanta en
R, entonces la tasa marginal de sustitucion del insumo x por el insumo y [TMSTW} se

puede escribir como el negativo de la derivada de la isocuanta, es decir,

d
TMST, =5

Podemos decir entonces que la TMSTxy es la relacién en la que se puede sustituir un
factor por otro y mantener el mismo nivel de produccién; la TMSTyy se representa como el

negativo de la derivada de la isocuanta, notese que el concepto de TMSTyy es
enteramente andlogo en términos matematicos al de la TMSyy de la teoria del consumidor

(sec. 1. 4) de donde podemos afirmar que:

9]

TMST,, =%
y

Donde Qy =%‘QY =%

3.2.7. La Recta Isocosto

Sabemos que diferentes combinaciones de insumos pueden dar lugar a un mismo volumen
de produccion, pero esta informacion por si sola no brinda al empresario los elementos de
juicio para tomar decisiones sobre la mejor combinacion de insumos que optimicen su
beneficio; es necesario considerar el precio de los factores de produccién y el presupuesto
de que dispone el productor para poder elegir la mejor combinacién de insumos.
Supongamos que la produccién individual de cada empresario no puede influir en el precio
de los insumos, en otras palabras, digamos que el precio de los factores esta dado por el
mercado y que la produccién individual es tan pequena que no puede alterar el precio del
producto. Cada productor dispone de un determinado presupuesto C que pueden utilizar
para comprar los insumos que necesita para producir, si para llevar a cabo la produccién se
necesitan solo esos dos factores, entonces el empresario puede gastar su presupuesto a



lo mas de la siguiente manera: comprando X unidades del primer insumo al precio wy e y

unidades del segundo factor al precio wy, que escribimos como:
C=xwx+ywy .. (1)

a (1) se le conoce como ecuacion de costo, despejando y tenemos:

esta expresion es obviamente la ecuacion de una recta con ordenada al origen C / wy y
pendiente -wx / wy, a la ecuacion (2) se le llama la linea de isocosto, ésta nos muestra las

diferentes combinaciones de insumos que se pueden comprar con un presupuesto fijo
(figura 19).

|~

1|

Figura 19
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3.3.Ejercicios

3.1 Determine en base a la siguiente tabla el PMe y PMg del insumo x. Grafique el

producto total, PMe y PMg.

Insumo  Producto Total Producto Medio Producto Marginal

Yo X

1 0 0
11 2
12 5
1 8 9
1 4 12
1 5 14
1 6 15
1 -7 15
1 8 14
1 9 12

a) ¢Cuando PMg crece, que pasa con el PMe?.
b) ¢Cuando PMe es maximo, como es el PMg?.

32 Seaq(x, y)=0.1x" +0.005x"

a) ¢;Cual es el PMe de x?.

b) ¢Cual es el PMg de x?.

c) Dibuije las graficas de producto total, PMe y PMg, indique las fases de produccién.

3.3 Sea q(x, y,) la funcién de produccién a corto plazo de una determinada empresa.
Verifique:

a. Cuando PMg es maximo, la curva de producto total tiene un punto de inflexién.

b. Que PMe < PMg hasta que PMe alcanza un maximo.

¢. PMe = PMg cuando PMe es maximo (suponga dQ / dx > 0, d’Q/dx’ < 0).

d. Cuando PMg es cero la curva de producto total alcanza un maximo.
(Observe que ésta es la explicacién analitica de las relaciones geométricas entre producto
total, PMe y PMg dadas en la secciones 3. 1.4y 3. 1. 5).

3.4 Considere a la tierra y el frabajo de los campesinos como los insumos fijo y variable

respectivamente; explique en que consiste la ley de los rendimientos fisicos decrecientes.
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4. La Conducta Optimizadora del Empresario

A lo largo del capitulo tres se han dado las herramientas basicas para poder resolver el
problema fundamental del empresario: encontrar la combinaciéon 6ptima de los factores
para la produccion; la solucién a este problema se da tGnicamente a largo plazo, debido a
que el productor solo a largo plazo puede variar el nivel de uso todos y cada uno de los
insumos. Basicamente son tres la situaciones de decision a las que puede enfrentarse un
empresario: la maximizacién de la produccién, la minimizacién del costo y la maximizacién
de la diferencia entre ingresos y gastos.

4.1.Maximizacion de la Produccion

Si como suponemos, el productor no puede influir ni en el precio de los insumos (por
mucho que compre) ni en el precio del producto (por mucho que venda) entonces, la Unica
manera en la que el empresario puede optimizar su beneficio es elevando al maximo su
produccién. Por una parte la isocosto senala al productor las diferentes combinaciones de
insumos que puede adquirir con su presupuesto, por otro lado la isocuanta indica los
niveles de produccién que puede obtener de acuerdo a una tecnologia especifica, de entre
todas estas combinaciones el empresario debe elegir la que otorga el mayor nivel de
produccién. El problema del empresario es en términos matematicos el de maximizar una
funcién sujeta a restricciones, en particular a una restriccion lineal.

Sea Q = q(x, y) la funcién de producciény C = xw, +y w, la restriccion lineal, utilizando el

método de multiplicadores de Lagrange, reformulemos el problema del empresario:

max. Q = q(x, y)
sa.
C=xw, +yw, =h(x,y)

Formando la funcién de Lagrange

L(x,y,A) =q(x,y) +MC—xw, +yw, )
=q(x,y)+Ah(x,y)
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Las condiciones necesarias de primer orden para un punto maximo son que:

VL(x,y,A) =(0,0,0)
i.e.

aL(x,y,A) _ dL(x,y,A) _ dL(x,y,A) -0

X dy 04
aq(x, aq(x,y)
= qigxw_hw,=_ég¢y_l_'\wvzc_xw"‘yw”:0
aqiy) 99(x.y)
A= 90X _ 9
Wx Wy

es decir que el equilibrio del productor se encuentra cuando la contribucién a la produccién
del dGltimo peso gastado en el insumo X es igual a la cantidad adicionada a la produccién del

ultimo peso gastado en y. De la ecuacion (1) tenemos que:

aq(x,y)
- OX _ Wx
aq(x,y)  wy
ady

Pero el lado izquierdo de la igualdad es la TMST, lo que significa que la cociente de los
productos marginales debe ser igual a la razon de precios de los insumos en el punto
donde se optimiza la produccién, esto es, la mejor combinacion de factores (punto de
equilibrio) estd dado por el punto de tangencia de la isocuanta y la isocosto. Las
condiciones suficientes de segundo orden para un maximo con restricciones son que el
hessiano orlado relevante evaluado en el punto estacionario sea positivo:

FL &L an
dx? 9dxdy ax
’L oL oh

Holptl: o= Sll.g
dyox 9y* dy
dh dh
2 2 @9
X ay
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Si la eleccion del empresario se realizara ante n insumos (n = 2) el problema se convierte

en:

max. q(x) X=(X{,%2,..., xn)
s.a.

G- i X =0

Formando la funcién de Lagrange

L(x,\) = q(x) +A(C = Y xow) =4(x) + Ah(x)

i=1
Las condiciones de primer orden para un méximo condicionado son:

VL(x,A) =(0,0,...,0) n+1 componentes
g dL(x,A) _dL(x,A) =0

dx, oA
JCLC L B
X,
C‘ZX;WFO
1
aa(x, )
A = _9xi
Wi
da(xA) ()
o A= aXi = axi
Wi wj
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aq(x,A)

Wi dx; -
LA —'—;Vl,
W, N

Las condiciones de segundo orden son que:

Lis Liz - Ls

Lot L2 Lz
Hr=(-1)) : i

L+ Le2 Le

hy ha - b

o°L
Li'=
' aXian
L _dh
" dyx

parai;j=1,2cc 0, r=2, ..o pn

4.2. Minimizacion del Costo

En algunas ocasiones puede ocurrir que al empresario se le solicite una determinada
produccion, digamos Q,, entonces para que el productor maximice el beneficio es
necesario que obtenga la produccién solicitada al menor costo posible. Examinemos el
problema primero desde un punto de vista geométrico y después utilizando criterios de
calculo. Filemos la atencidn en la figura 20, donde por una parte la isocuanta Q, muestra el

nivel fijo de produccién que le solicitan al empresario y por otro lado las diferentes lineas

isocosto, con la misma pendiente'

' Las isocosto son paralelas pues suponemos que los precios de los insumos son constantes, de donde, la

razdn de precios es la misma para todas las, lineas isocosto.
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_€2 _wx
v2- L2 x

_C1 WX
Y=o Twy X

Figura 20

Es claro que el nivel de costo representado por la linea de isocosto y, no es posible para el
productor pues ninguna de sus combinaciones de insumos alcanza para producir Q,, con la
isocosto y, se puede obtener Q, con las combinaciones representadas por los puntos A y
B, pero el empresario puede alcanzar la misma produccién a menor costo en el punto m,
observamos que el productor minimiza los costos cuando el nivel de produccién fijo
representado por la isocuanta Q, es tangente a una linea isocosto, es decir, cuando la

pendiente de la recta tangente a la isocuanta es igual a la pendiente de la isocosto; como la
pendiente de la recta tangente a la isocuanta estd dada por el negativo de la TMST y la
pendiente de la linea isocosto es la razén de precios con signo negativo, entonces la
solucion al problema de minimizacién del costo dado el nivel de produccién se encuentra

cuando:

TMST = Wx
Wy

Conforme a lo anterior observamos que las soluciones para los problemas de maximizacién
condicionada de la produccion y de minimizacion del costo sujeto a una produccion fija son

equivalentes.
Resolvamos el problema desde el punto de vista del calculo; nuevamente nos encontramos

frente a un problema de optimizacién con restricciones, reformulando el problema tenemos
que si Qp es el nivel fijo de produccién, entonces el empresario desea:
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min. Xw , + yw

s.a QO - Q(X,Y) o h(X,Y)
Escribiendo la funcién de Lagrange

L(x,y,W) = xw, +yw, +(Q, —q(x,y))

=XW, +yw, +ph(xy)

las condiciones necesarias para un minimo condicionado son:

VL(x,y,H) =(0,0,0)

o OLOGY.H) _ OL(xY,p) _ OL(xy,b) _ o

ax ay oY
a 17
(= w,—le=wy_pM“_)
X oy
=Qo—-q(x,y)=0

Despejando p

= Wi — Wy
9q(x,y,H)  9q(X,y,H)
ox ay

aq(xy,p)  99(%Y.H)
UL S

H Wy Wy

& TMST = Wx
Wy
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Las condiciones de segundo orden requieren que:

’L L oh

ox> 0xdy dJx

9L 9°L  dh
a8 €% Tlug

ayax ay: ay|

oh  oh

ax ay

Si existen n insumos (n =2) el problema por resolver es:
n

min> xwi
1

s.a Q,—q(x)=h(x)=0

Formando la funcién de Lagrange

LOGH) = 3 xowi+ Qs ~G(X) = 3 xwi+ HA(O)

Las condiciones de primer orden para un minimo condicionado son:

VL(x,p) =(0,0,...,0) esto es,

IL(x,u) _ IL(XH) _

dx; M
aL(x,p) dq(x)
b o e )
= a')(.' s a)(i
aL(x,
o) = y-a(9 =0
Wi Wi
= =
H=3ax) ~ 99(x)
aXi a)(]
aq(x) 99(x)
o 1. 90X = -_i?‘i_;vu
H Wi Wi
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Las condiciones de segundo orden son tales que:

Liv Liz = Li by
Lai L2 Lar he

!Lrl Lr2 er hr
hh ha - h O
2
L
Lij='a
3xiaxi
L_dh
dy;

Parai,j=1,2,...,nmr=2..n

4.3.Maximizacion de la Ganancia

Generalmente el empresario puede variar su presupuesto y por tanto el nivel de
produccién, entonces su objetivo consiste en maximizar el beneficio, es decir, la diferencia
entre sus ingresos y los costos de produccion; el ingreso del empresario que vende su
producto en un mercado perfectamente competitivo estd dado por el nimero de unidades
producidas multiplicado por el precio (fijo) del producto, mientras que el costo de
produccion es la suma de los insumos utilizados en la produccion multiplicados por su

respectivo precio.

Sea I1 el beneficio o ganancia del empresario, entonces:
el empresario desea maximizar I1

max.IT =max.pq(q,y) - (xw, +yw,)
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el beneficio es funcién de los insumos, el empresario debe maximizar respecto a las
cantidades que de esos factores va a utilizar en la produccién. Las condiciones de primer
orden para un maximo son:

VN=(0,0)
s
p2A

s P?q;(;;’y')"wv

Es decir, las condiciones de primer orden piden al empresario que la utilizacién de los
insumos se dé hasta el punto en que igualen a su precio. Las condiciones de segundo
orden para un maximo sin restricciones requieren que la matriz hessiana se defina
negativa, esto es, que los menores principales alternen su signo de la siguiente manera:

an  o°n|

Jdox®  oxo
H=(-1)| 2h az,%’>o

WX oy

r=1,2

Para n factores el problema de maximizacion del beneficio:

max M=maxpq(x) = > xw,
1
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las condiciones de primer orden son:

vin=(0,0,...0)
aN _,
X,
@pgg‘(}()‘—w.=0
aX,
99() _
Pax, ™

y las condiciones de segundo orden son que la matriz hessiana se defina negativa.

My Tha s Tha
H=(1): |>0
Mt Moz nnnJ

donde

_on
nij - d Xia Xj

4.4.La Senda de Expansion

En las secciones 4. 1 y 4. 2 encontramos que la empresa optimiza la combinacién de

factores (encuentra el punto de equilibrio) es decir, maximiza la produccién dado el costo o

minimiza el costo dado el nivel de produccién cuando la isocuanta y la linea isocosto son

tangentes; cuando se incrementa el volumen de produccién el empresario optimizador del

beneficio se desplaza de un punto de equilibrio a otro, digamos de E; a E, en la gréfica que

se muestra en la figura 20, vemos que E; y E, son puntos de tangencia de las isocuantas |,

e |, con las lineas de isocosto C, y C, respectivamente , C, y C, paralelas pues los precios
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son constantes, entonces cuando la empresa expande la produccién cambia su punto de
equilibrio; consideremos la extensién de la curva de EE, como el lugar geométrico de los
puntos de tangencia de las isocuantas y las isocostos paralelas. La empresa maximizadora
del beneficio se desplazara a lo largo de esta curva cuando incremente la produccion; a la
curva antes descrita se le denomina: senda de expansion.

Yy
SENDA DE
N EXPANSION
x
b
\\
(4]
A
N .
£0 o1
\\
S M
X
Figura 21

Al minimizar el costo de elaborar una produccion fija, de hecho lo que se realiza es
encontrar el nimero de unidades que de cada insumo se deben utilizar para lograr el menor
costo posible; el aumento de la produccién trae consigo un incremento en las cantidades
utilizadas de cada uno de los insumos, podemos entonces establecer que existe una
relacion funcional entre el nivel de produccién y el precio de los insumos, la regla de
asociacion entre la cantidad de insumos que se utilizan en el punto de equilibrio de la
empresa y los precios de los factores se conoce como las funciones de demanda
condicionada de los factores.

Replanteando el argumento anterior tenemos que:

n
minY_ xw;
i=1

S.a.

Qo-q(x)=0=h(x)
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para cada nivel de produccién Q, si se cumplen las condiciones de segundo orden (sec. 4.

2), las condiciones de primer orden generan (n+1) ecuaciones con (n+1) incognitas, las
soluciones de las x, ecuaciones brindan las n funciones de demanda condicionada de los

factores.

x:::xi(QOlWDWZ""!Wn) i=1'2""'n

La maximizacién del beneficio (sec. 4. 3) se da cuando el empresario utiliza cada uno de
los insumos hasta el punto en que igualen a su respectivo precio, en otros términos:

max/1=maxpq(x)— i Xi Wi
1

Si se cumplen las condiciones de segundo orden (sec. 4. 3), las condiciones de primer
orden generan n ecuaciones con n incégnitas la solucién de las n ecuaciones son las n
funciones de demanda directa de los factores, las cuales nos indican la eleccién éptima de
los insumos en funcién del precio del producto y los precios de los insumos, es decir,

dez)(i(p;WhWe,“‘;Wn) i:1v2'---:n
Sustituyendo las funciones de demanda directa de los factores en la funcién de produccién
se tiene a esta ultima como funcién del precio del producto y el precio de los insumos, a

esta manera de expresar a la funcién de produccion se le llama funcion de oferta del

producto.

Q =q(x" (P, Wy, Wys .., W) =G* (P, Wy, Wy oo, W,)
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4.5.Ejercicios

4.1 Defina los siguientes términos:

a) Isocuanta.

b) Linea isocoste.

c) Rendimientos a escala.

d) Tasa marginal de sustitucion técnica.

4.2 ;Qué tipo de rendimientos presentan las siguientes funciones?
a) A X" yB

b) Ax + By

o xy'Z

d) (Ax” +By” )"”rp

4.3 Muestre que la funcién f(x, y)=3x + 4y + 6 no es lineal homogénea.

4.4 ;Cual es la elasticidad escala de las siguientes funciones de produccién?.
a) q(x, y)= 5x + 23. 5y

b) q(x, y)=7(Xy ") +3(y’ x)

o) q(x, y)= 6x°25 3’,cn, 75

d) q(x, y)= Ax" +By"

e q(x y)=Ax" y’

) q(x, y)= (AX" + By’)"”

4.5 Encuentre la funciéon de demanda condicionada de los factores si la funcién de
produccién es:

axy =0 +y¥)"'"  (ceS)

4.6 Encuentre las funciones de demanda de los factores, de oferta del producto y las de
demanda condicionada para una empresa que utiliza dos factores y la tecnologia esta
definida asi:

q(x, y) = Ax" yﬂ O<a, B<1 (Cobb-Douglas)
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4.7 Calcule las cantidades que de cada insumo debe adquirir un empresario que de desea
maximizar el beneficio, si la funcién de produccién esta dada por:
qix, y) = 8x05 20y°'5

los precios de los factores son pyx=$1y Py= $5 y el presupuesto del empresario es de $60.
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5. Teoria del Costo

El objetivo de este ultimo capitulo es replantear la teoria de la produccién analizada en los
capitulos tres y cuatro convirtiéndola en una teoria coherente de los costos, en otras
palabras, mientras que en la teoria de la produccién se establece una relacién entre la
cantidad de insumos utilizados y el nivel de produccién, en la teoria del costo se pretende
encontrar una correspondencia entre la cantidad producida y el costo de elaborarla. En
Economia el término costo de un producto se refiere al costo minimo dada la tecnologia y
los precios de los insumos. Nuevamente utilizaremos los conceptos de corto y largo plazo,
a corfo plazo algunos costos como la renta de los edificios, los impuestos sobre la
propiedad, etc. son fijos, es decir, no cambian cuando varia el nivel de produccion, en
oposicion hay otros costos como el de las materias primas que si se alteran para cada
volumen de produccién, es decir, son variables. A largo plazo todos los insumos se pueden
variar para obtener la mejor combinacién de éstos y por tanto a largo plazo todos los costos
son variables. Vemos que la frontera que separa al corto y al largo plazo en Economia, no
es una linea de tiempo totalmente especificada, sino que se trata de la condicién segun la
cual todos los insumos son variables; por supuesto el corto o el largo plazo no es el mismo
para todas las empresas, todo depende de los factores que éstas utilicen y de la tecnologia
con la que cuenten. Como el objetivo de este capitulo es replantear la teoria de la
produccién en términos del costo de produccién, volveremos a utilizar los supuestos
establecidos en el capitulo 3.

5.1.El Costo a Corto Plazo
Como ya se ha mencionado a corto plazo algunos insumos no se pueden ajustar al pasar
de un nivel de produccién a otro, por ello el costo de tales insumos es fijo, mientras que los
insumos variables pueden cambiar con el nivel de produccién y por tanto su costo es
variable; podemos decir que a corto plazo el costo total de una empresa esta determinado
por la suma de los costos fijos y los costos variables.

5.1.1. La Funcion de Costo a Corto Plazo

De la misma manera que la funcién de produccion es la herramienta para describir las
posibilidades técnicas de la produccion, la funcién de costo lo es respecto a sus
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argumentos de precio y cantidad producida. La funcién de costo a corto plazo expresa la
relacion entre los costos (fijo y variable) y el nivel de produccién correspondiente; el costo
fijo estd compuesto por la cantidad de insumo fijo multiplicada por su precio, en caso de
varios insumos fijos es la suma de todos los insumos fijos multiplicados por sus respectivos
precios, mientras que el costo variable es el valor de mercado de la cantidad minima de
insumo(s) variable(s) dada la tecnologia necesaria para obtener las distintas cantidades de
producto. Observamos que el costo fijo no depende del nivel de produccién, pero el costo
variable se encuentra en estrecha relacion con el volumen de produccién; podemos escribir
de manera analitica a la funcion de costo a corto plazo como:

CTC(Q) = CF + CV(Q)

donde CTC(Q) es el costo total a corto plazo, CF es el costo fijoy  CV(Q) es el costo
variable. Hay que anotar que la funcién de costo se obtiene a partir de la funcién de
produccion relacionada con ella y de la ecuacion de costo, debiéndose cumplir la condicién
de costo minimo dado el nivel de produccion, es decir, basandose en el supuesto de la
actitud optimizadora del empresario, por tanto podemos recurrir a los supuestos de
divisibilidad de la funcién de produccién y a la continuidad de sus derivadas parciales y
establecer que la funcion de costo a corto plazo debe ser continua con derivadas continuas
de primer y segundo orden. La funcién de costo a corto plazo se puede obtener con los
siguientes elementos (supongamos un insumo fijo y dos variables) :

Q=q(xy, 2;)
C = XW HYW +Z,W,
sea z,w,,=C,
C= Co+>w\|r,‘+y\«'w\|r

gix, y) =0

donde w,, W,y W,, son los precios de los factores, g(x, y) es la senda de expansion

correspondiente. Se trata de un sistema de ecuaciones con cuatro incdgnitas Q, C, x, y, el
cual puede reducirse a una sola expresion en la que el costo se exprese como funcién
implicita del nivel de produccién y el costo del insumo fijo.
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5.1.2. Costo Medio y Costo Marginal

El concepto de costo medio total surge de la pregunta jcudnto cuesta obtener cada nivel
de produccién?, la solucién a esta interrogante consiste en considerar el costo total a corto
plazo y dividirlo entre el volumen de produccién correspondiente, es decir:

cMeTC=21C
aQ

Ya que a corto plazo existen costos fijos y costos variables debemos considerar por
separado los conceptos de costo medio fijo y costo medio variable; el costo medio fijo
(CMeF) es el cociente del costo fijo dividido por el nivel de produccién y el costo medio
variable (CMeV) es el costo variable dividido por el nivel de produccién:

CF
CMeF = —

Q
CMeV = 9!

Q

es claro que el CMeTC se puede descomponer como la suma de CmeF y CMeV, asi:

CMeT = CMeF + CMeV

El costo marginal nos dice cuanto varia el costo total al incrementar el volumen de
produccién, lo cual podemos representar como:

Consideramos un incremento h en la produccién, el costo marginal sera :

_CTC(Q+h)-CTC

oM
9 h

.. (1)

52



cuando h tiende a cero y si la derivada de CTC existe, entonces:

CMg = @

dQ
Debido a que a corto plazo Gnicamente cambia el costo variable, entonces el incremento en
CTC atribuible a un incremento en el nivel de produccién (CMg) es consecuencia exclusiva
del cambio en el costo variable, esta afirmacion es facilmente evidenciable si
descomponemos al CTC como la suma del CF y CV y al sustituir los valores en (1)
obtenemos de inmediato el resultado.

5.1.3. Geometria de los Costos a Corto Plazo

Graficamente el costo fijo es una recta paralela al eje de las abscisas, pues para cada nivel
de produccién el costo fijo es el mismo. La curva de costo variable se relaciona de manera
sistematica con la funcién de produccion a corto plazo; consideremos que la produccién se
genera Unicamente con dos insumos, uno fijo y otro variable (figura 22).

Q

@f---reemencaae,

figura 22
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El CV se obtiene multiplicando el precio del insumo variable x por la cantidad de éste
utilizadas en cada nivel de produccion, hasta punto A de la figura 22 el PMg es creciente,
es decir, la produccién aumenta en forma mas que proporcional al incremento en el uso del
insumo variable, entonces el costo variable crece a una tasa decreciente en ese intervalo, a
partir del punto A el PMg crece pero la produccion aumenta aproximadamente igual al
incremento en el uso del factor variable y por ello el costo variable aumenta a una tasa
creciente hasta el punto B, a partir de alli el PMg es decreciente y menor que cero por lo
cual si se incrementa el uso del factor variable el costo variable crecera mucho mas réapido.
Como el CTC es la suma del CF més el CV la grafica de CTC serd idéntica a la de CV, con
la salvedad de que esta ultima parte del cero mientras que la de CTC estara trasladada el
nimero de unidades correspondientes al CF. La figura 23 muestra las curvas de CTC y CV

correspondientes a una curva de produccion a corto plazo.

[ e o

figura 23



El CMeF es por definicién el CF dividido por el volumen de produccion, geométricamente
esta relacion representa la pendiente de una recta que parte del origen y pasa por la curva
de CF en cada nivel de produccién (figura 24).

c

"
i
i 'l

s
at a2 Qi Q

figura 24

Cerca del cero la pendiente de la recta que pasa por el origen y la curva de CF tiende a
infinito, conforme nos alejamos del cero la pendiente de la recta disminuye y en el limite
cuando el nivel de produccién es muy grande el CMeF tiende a cero (figura 25).

COSTO POR UNIDAD
DE PRODUCCION

Figura 25

El CMeV es el cociente del costo variable entre el nivel de produccién, es decir, se trata de
la pendiente de la recta que pasa por el origen y la curva de CV (figura 26).
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Q
Figura 26
Observamos que del cero al punto B la pendiente de la recta que pasa por cero y la curva
de CV decrece, en B alcanza su valor minimo y a continuacién comienza a crecer. La curva
de CMeT se obtiene de manera muy semejante a la curva de CMeV por lo expuesto al
inicio de esta seccién, entonces las gréficas de CMeV y CMeT deben tener la siguiente

forma (figura 27).

COSTO POR UNIDAD
DE PRODUCCION
(=1 23
Chie
Q
figura 27

Recordemos que CMeT = CMeF + CMeV = CF/ Q + CV / Q , lo que significa que la
distancia entre CMeT y CMeV en cada nivel de produccién es simplemente el CMeF
correspondiente, de donde, la distancia entre CMeT y CMeV tiende a infinito cuando la
produccién es cercana a cero y tiende a cero cuando la produccién aumenta mucho.
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El CMg es por definicién el cociente del incremento en el CTC entre el incremento en el
volumen de produccién, es decir, la pendiente de la secante que pasa por los puntos Ay B,

observemos la figura 28.
c

G2

cr

L
=

@ o
figura 28
Cuando B tiende a A la pendiente de la secante que une a B con A se aproxima a la
pendiente de la recta tangente a la curva de CTC en el punto A; consideremos entonces al
CMg como la derivada de la funcion de costo total a corto plazo en cada nivel de
produccion veamos la figura 29.

c

o7 om o Q

Figura 29
De la gréfica de CTC de la figura 29, observamos que la pendiente de la recta tangente a la
curva de CTC decrece conforme nos alejamos del cero, alcanza un minimo en m y
comienza a crecer, entonces la curva de CMg debe tener su punto minimo cuando la
produccién sea Q, (figura 30).
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COSTO POR UNIDAD
PE PRODUCCION

df Q‘l" &Z a

figura 30

5.1.4. Relacion entre Costo Medio y Costo Marginal

COSTO POR UNIDAD
DE PRODUCCION

CiaT

figura 31

Sea Q,, el punto donde CMeT alcanza su punto minimo, entonces la pendiente de la recta

tangente a la curva de CMeT sera menor o igual que cero para puntos a la izquierda de Q,,

dOMeT .5
dQ
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como CMeT = CTC / Q, derivando respecto de Q

dCMeT _dCTC _
dQ dQ
[d_g;c G CTC)
o = <0
@[dCTC Q- CTC)<0
pues Q° >=0,
dcTc _CTC
< Q=0
“[ dQ - Q ] g

es decir CMg < CMeT ... (1)

Siguiendo el mismo razonamiento para puntos a la derecha de Q,, la pendiente de la recta

tangente a CMeT debe ser mayor o igual que cero, i.e.

c(CTC)
dCMeT _ | Q >0

dQ dQ
[dg;c- Q- CTC)
& 20

como Q > 0, debe ocurrir que

dCTC

——.Q-CTCz0

dQ
o dCTC -Q=2CTC
da
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es decir Q@Ezcﬂ Q>0

dQ Q

de donde CMgz CMeT...(2)

combinando las desigualdades (1) y (2) tenemos que CMeT es igual al CMg cuando
CMeT es minimo. Con un procedimiento enteramente andlogo podemos deducir que el
CMeV es igual al CMg cuando CMeV es minimo. Pero ;qué pasa con las curvas de CMeV
y CMg cuando la produccién es cercana a cero?. Sabemos que CMg = dCV / dQ = dCTC/
dQ y que CMeV = CV / Q; cuando Q = 0 CMeV = 0/ 0, pues el nivel de produccion es cero
y solo se utilizan los insumos fijos. Sin embargo podemos considerar el limite de CMeV
cuando Q tiende a cero, i. e.

lim CMeV = im <.
Q-0 Q-0 O

como suponemos que CV y Q son continuas y derivables podemos utilizar la regla de L'
Hépital, es decir, considerar el cociente de las derivadas de CMeV y Q y tomar el limite
cuando Q tiende a cero:

dcv
im oMV _ o da _ . CMg
a0 Q a-0 dQ  a-o 1
dQ

luego entonces cuando la produccién tiende a cero el CMeV tiende al valor del CMg.
Combinando los resultados anteriores tenemos las siguientes graficas (figura 32).

COSTO POR UNIDAD
DE PRODUCCION

CART

figura 32
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5.1.5. Maximizacion de la Ganancia a Corto Plazo

El ingreso del empresario a corto plazo puede ser expresado en términos del costo como la
diferencia entre el nimero de unidades producidas multiplicadas por su precio (fijo) menos
el costo total a corto plazo. Sea I1 = pQ - CTC = pQ - CF - CV, deseamos maximizar la
ganancia del empresario, lo cual se reduce a un problema de optimizacion clasica:

max Il = pQ-CF-CV

las condiciones de primer orden para un maximo global son:

dri

buokaba O
dQ
dcv
B e PO '
P~ 4
es decir que p = CMg

lo que significa para maximizar el beneficio a corto plazo el empresario debe igualar el
costo marginal con el precio de su producto. La condicién de segundo orden es tal que:

d’n
aqe <°
dCVv
decir, -———<0
es decir dQ <
dQ
. dcMg ,
dQ

en otras palabras, para optimizar el beneficio el CMg debe ser creciente.
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Las condiciones obtenidas en la maximizacion a corto plazo estan dadas en términos del
CMg y por lo tanto Gnicamente del CV, salvo en un caso patolégico, aquél que sucede
cuando el beneficio maximo es negativo y mayor que el costo fijo, en tal situacién el
empresario debe abstenerse de generar cualquier cantidad de producto para no incurrir en

pérdidas.
5.2.Costo a Largo Plazo

A largo plazo la empresa puede ajustar todos los factores cuando el mercado asi lo
requiera y de esta manera obtener la combinacién éptima de factores que minimicen el
costo. Para apreciar el cambio en el costo al incrementarse la produccion a largo plazo es
suficiente considerar el costo en los niveles dptimos de produccién.

5.2.1. La Funcion de Costo a Largo Plazo

La senda de expansién muestra el lugar geométrico de las combinaciones de insumos que
minimizan el costo cuando la razén de precios de los factores es constante, la curva de
costo total a largo plazo es la representacion de los pares de puntos de volumen de
produccion y costo minimo respectivo. Como ya se ha mencionado a largo plazo todos los
insumos se pueden modificar y por ende solo existen costos variables. La funcién de costo
a largo plazo y la senda de expansién estdn en estrecha vinculacion, esto es, la funcién de
produccion a largo plazo correspondiente, la ecuacién de costos y la condicién de costo
minimo caracterizan totalmente a la funcién de costo a largo plazo, en simbolos:

Q = qxy,2)
C=xw+yw +zw,
y las condiciones necesarias de primer orden representadas por la senda de expansién g(x,
¥, z) = 0, que se pueden reducir a una sola expresion en la que el costo se exprese como
funcién del nivel de produccién. La funcién de costo a largo plazo establece la relacién

entre el valor de mercado de la cantidad minima de insumos para obtener las distintas
cantidades de producto.
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5.2.2. Costo Medio y Costo Marginal a Largo Plazo

De la misma manera que sucede a corto plazo el costo medios el cociente del costo total
entre el nivel de produccién correspondiente en tanto que el costo marginal es el
incremento en el costo total atribuible al incremento en la cantidad producida, es decir:

cMe=CTE
Q

oMg— %CTL
da

es obvio que no se puede descomponer al CMe en CF y CV pues a largo plazo todos los

costos son variables.
5.2.3 Geometria de los Costos a Largo Plazo

Si la funcion de produccién muestra rendimientos crecientes, constantes y decrecientes a
escala, es decir, se trata de una funcién tipica, entonces la gréfica de la senda de
expansion tiene la forma que muestra la figura 33.

SENDA DE
EXPANSION

[~

K2

figura 33.
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La curva de CTL tendra la misma forma que la de CTC, solamente que CTL parte del
origen, pues como todos los insumos son variables el empresario puede incluso dejar de
utilizar todos los factores y asi detener la produccion. En la figura 34 se presenta una
funcién de CTL.

figura 34

Las graficas de CMe y CMg a largo plazo se generan de la misma manera que sus
respectivas a corto plazo, es decir, repitiendo los mismos argumentos geométricos, por lo
cual las curvas de CMe y CMg tendran la habitual forma de "U". El CMg y el CMe se
intersectan cuando CMe es minimo, de donde, el CMg < CMe para puntos a la izquierda
del minimo de CMe y CMg > CMe para niveles de produccién a la derecha del minimo de
CMe. Todas estas relaciones se pueden obtener de la misma manera que las
correspondientes a corto plazo, cambiando lo que se tenga que cambiar. La figura 35
muestra las graficas de CMe y CMg.

FF

¥t L
X3 Ly c2 3

figura 35

64



5.3.Ejercicios

5.1 Definir los siguientes conceptos:
a) Costo fijo total.

b) Costo variable.

c) Costo medio total.

d) Costo marginal.

5.2 Para que una empresa maximice el beneficio es necesario que el precio de su
producto sea igual a la derivada del costo total y suficiente si la segunda derivada del costo
total es estrictamente mayor que cero. ;En términos econémicos que significado tienen las
condiciones antes senaladas 7.

=B a

L a a+p B a+p
53 SeaC(Q) = Q(wi,w)™|| — | +| —
a

W, w,>0,0<ap <0, Q> 0; la funcién de costo a largo plazo de un empresario,

considere que o+ B = 1. Grafique las curvas de CT, CMe y CMg.

5.4 Dadas las siguientes funciones de costo a corto plazo encuentre:
C(Q) =5.184 + 208Q - 5Q2 +Q3 / 24

C(Q) = Q3-8Q2 + 100Q + 512

CF, CV, CMeV, CMeF y CMg.

5.5 Sea Q(x1,Y,)= x“y:,'“ Y filo, w, y w, los precios de x e y respectivamente,

encuentre:
a) La funcién de costo a corto plazo.
b) CMT, CMV, CMF y CMG.
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5.6 Considere una empresa que produce un bien y el precio de éste es de $5, si la funcién

de costo a corto plazo estd dada por C = Q’-6Q° +10Q + 2.;Qué cantidad debe
producir el empresario para maximizar su beneficio?.

5.7 Considere una empresa que produce dos bienes, suponga que los precios de las
mercancias son p,, p, ¥ Q,, Q, son los niveles de produccién 1 y 2 respectivamente, el

costo de producir conjuntamente Q, y Q, es C (Q,,Q2) = 20,2 +Q,Q, + 2(:)22 . ¢Cuantas

unidades de cada producto deben fabricar para maximizar el beneficio?.

5.8 Suponga que una empresa recibié un pedido de k unidades de producto y desea
distribuir su manufactura entre dos de sus plantas, sean Q, y Q, las producciones de las

plantas 1y 2, si C(Q,, Q,) es la funcion de costo total para ambas plantas:

a) ¢ Como debe distribuir el empresario la produccién con el fin de minimizar los costos?.

b) SiC(Q,, Q,) = 2Q,°+Q,Q, +2Q,

5.9 Encuentre la funcién de costo a largo plazo si la funcién de produccion es:

a) Q = q(x,, x,)
P

X X)) = (%, +%,)

)(,mx.z{i O<a,f<1

lip

b) Q
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6. Apéndice: Soluciones a los ejercicios.
Capitulo 1.
11 A=2,B=1,C=3,D=2

1.2 Paralos puntos 1y2 TMSyy =2
Para los puntos 2y 3 TMSyy=2/1.5
Para los puntos 3y 4 TMSyy =1
Para los puntos 4y 5 TMSxy=1/1.5

1.3 ulx,y)=c
c=(x+a)*(y+b)’
=(y+b)’
(x+a)* (y+b)
= — C}é —_
(x+a)"
sea k = c)é
entonces y=— - b
(x+ a)%3

Siaz2f a/p =21 ydescribe curvas de indiferencia tipicas.

sia<fB,0<a/P<1 ydescribe curvas de indiferencia tipicas.

1.4 TMSxy = 2—);

Capitulo 2

2.1 Ver seccion 2.1
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2.2 El problema por resolver es:

max. U(x, y) = (xy)"*
s.a 2x+4y =160
2x+4y-160=0=g(x, y)
la funcién de Lagrange correspondiente es:
L(x v, A) = ()" + A 2x + dy - 160)
Las condiciones necesarias de primer orden exigen que
VL(x,A)=(0,0,...,0) ie.VL=0

esto ocurre si:

aL dL

— === =0
Ay WG
es decir

a1

—=————+2A=0..(1)
dx 2(y/x)w

oL 1
—=——+41=0..(2)
¥ 2(xly)”

oL

S = 2x+4y-160=0...(9

Despejando - A de (1) y (2) tenemos que :

o __ 1

= +40=0..(4)
ady 2( x/y)w
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es decir
x=2y ...(5

sustituyendo (5) en (3) y resolviendo la ecuacién tenemos que

sustituyendo ambos valores en (4) obtenemos que
A =-0177

Las condiciones de segundo orden requieren que el hessiano orlado sea positivo, teniendo
las derivadas de segundo orden de L y las de primer orden de g tenemos que:

12
’FL_ 1y
ax° 4 X
2L 1 ”
af’xayj(xy)”
ﬁ- ~1/2
o (v)
oL (x)
s 1
dy 4 y3
9_,
ax
9 _4
dy

Evaluando en el punto (x,, ¥,, A,) = (40, 20, -0.177) y resolviendo el determinante, tenemos

que H = 0.106 > 0, por lo que la condicién de segundo orden es suficiente y podemos
afirmar que el consumidor maximizara su funcién de utilidad adquiriendo 40 unidades del
primer bien y 20 del segundo con su presupuesto de $160.
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2.3 Como el consumidor destina $40 al ahorro entonces el presupuesto de que dispone
para adquirir los bienes x e y es de $140. El problema del consumidor se puede replantear
en términos de calculo como la busqueda de la solucién a un problema de optimizacién
condicionada; de donde tenemos que resolver:

max. U(x, y) = Inx %4 05In y
sa 2x+4y=160

2x+ 4y -160=0=g(x, y)

la funcién de Lagrange correspondiente es:
Ly, M =Inx"+0.5Iny + A (2x+ dy - 160)
Las condiciones necesarias de primer orden exigen que el gradiente de L sea

idénticamente cero, esto ocurre si:

oL_05 50 ..0

X X

A OB Mt o
y

aL

i=2x+4y—160:0 ...(3)

Despejando - A de (1) y (2) tenemos que :
1
=—...(4)

{%)

x=2y ...(5)

sustituyendo (5) en (3) y resolviendo la ecuacién tenemos que
y=20

x =40
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sustituyendo ambos valores en (4) obtenemos que
A =-0.00625.

Las condiciones de segundo orden requieren que el hessiano orlado sea positivo,
obteniendo las derivadas de segundo orden de L y las de primer orden de g tenemos que

’L_ 05

I X
FL _o_ oL
My - dyox

L__0S

ayy ¥

99
ox

a9
A=W |
dy

Evaluando en el punto (X, , ¥, Ay) = (40, 20, -0.00625) y resolviendo el determinante

tenemos que H > 0 (compruébelo usted mismo), por lo que la condicién de segundo orden
es suficiente y podemos afirmar que el consumidor maximizara su funcion de utilidad
adquiriendo 40 unidades del primer bien y 20 del segundo con su presupuesto de $160.

2.4 Para maximizar la funcion de utilidad condicionado a un presupuesto limitado
utilicemos nuevamente el método de los multiplicadores de Lagrange, es decir,

méx. U(x, y) = x" y*
s.a Xp, +Yp, = M

=Xpx +Yypy-M=0=g(x, y)

la funcion de Lagrange correspondiente es:

L(x, y, ) =x"y"+ & (xp, + yp, - M)
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Las condiciones necesarias de primer orden exigen que el gradiente de L = 0, es decir,
aL s

e =ox* 'y +Ap, =0 ...(1)
a—Lzﬁx“yﬂ"+le:0 2
dy

aL
il ~M=0 ...(3
55 = XPxtYP, (

Despejando -A de (1) y (2) tenemos que:

o xnm yﬂ _ an yﬁ’1
Px Py

=

es decir

Sustituyendo en (3) y resolviendo la ecuacién encontramos el punto de equilibrio; las
funciones de demanda de los bienes X e y en funcién de su precio y el ingreso del

consumidor:

M
X=—
P, (1+B/a)
g
p,(1+0a/B)

Como podemos ver se trata de un par de hipérbolas equildteras, es decir, cumplen con la
ley de la demanda (ver sec. 2.3).
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2.5 Sea F(u(x, y)) la funcién que se desea maximizar, entonces:

max. F

s.a M-xp +yp, =0=g(x,y)
formando la funcién de Lagrange
L(x, y, ) =F(u(x, y))+ A (M- xp, +yp, ).

Las condiciones de primer orden exigen que L tenga un punto estacionario, es decir, grad.
L=(0,0,0),
esto sucede cuando:

oL
—=F+U,-Ap,=0 ... (1
Ew +Ue— AP, M

oL
£=FI+UY—)LDY=0 .‘.(2

JL
—= -M=0 ...

resolviendo el sistemay si F' £ 0
P oy U

Py py

dividiendo entre F’
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2.6

a) Ex =~

b)

B M xp,

P X _PcaM _ aM
X0p, X p; Xp,

aM > 1 La demanda sera elastica.
aM = 1 La demanda es de elasticidad unitaria.
aM < 1 La demanda sera inelastica.

_Mox _Ma ,

como Ep > 0 estamos hablando de un bien normal.

y PMe PMg
0.00 0.00
2.00 2.00
2.50 3.00
3.00 4.00
3.00 3.00
2.80 2.00
2.50 1.00
2.14 0.00
1.75 -1.00
1.33 -2.00

o~~~ sWN—=-0O

Capitulo 3

3.1

a) El PMe < PMg , ademas el PMe es creciente.
b) El PMe = PMg
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3.2

>

PRODUCCION POR
UNIDAD DE X

>

2_ 3
a) PMe=21x"—0.005x" 4 1x_0.005y2
X

b) PMg= %(-3 =0.2x-0.0152

c) La curva de producto total es la grédfica generada por Q, como solo nos
interesan los valores positivos de Q veamos para que valores de x ocurre que

Q=0

< 0.1x2 - 0.005x3 > 0

x2(0.1 - 0.005x) > 0
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0.1-0.005x >0
X< 20

entonces 0 < x < 20

Ahora revisemos los puntos criticos de Q:

40 =0=0.2x-0.015x2
dx

< x(0.2-0.015x)=0
0.2-0.015x=0

es decir

(xo 5 X,)=(13.3, 0)

Verifiquemos las condiciones de segundo orden

% =0.2-0.03x evaluada en x, = 13.3
X

4 Q

—=-0.19<0

dx?

esto es, Q tiene un maximo.

Evaluando en x,=0

¢°Q

F =0.2 >0, es decir, Q tiene un minimo.
X

Veamos si Q tiene puntos de inflexién, para esto observemos la derivada de Q. La
funcién de produccioén tendra un punto de inflexion si dQ / dx tiene un méximo o un
minimo, es decir,
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ol =0.2x-.03x=0
dx

& x,=6.6
ﬂ=—6.6<0
dx

es decir, dQ / dx tiene un maximo en -6.6,de donde, en tal punto tiene un punto de
inflexién.

Analicemos la grafica de PMe = 0.1x - 0.005):2. se trata de una parabola que abre
hacia abajo en el eje y, ademas como sabemos PMe = PMg cuando PMe es maximo,

de donde:

0.1x - 0.005% = 0.2x - 0.015%°
0.1x-0.01x° =0
x(0.1-0.01x) =0

< (% 5 X,;) = (0,0)

Por otra parte el PMg = 0.2x - 0.015x2, el cual describe una parabola que tiene un
méximo en x, = 6.6, por lo tanto las gréficas de producto total, PMe y PMg son como

las siguientes graficas:

e = e o o e - e o o

0141 2 3 456 7 8 9 10111213

figura 00
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3.3

a) De calculo sabemos que una funcion f(x) tiene un punto de inflexién cuando df(x) / dx
tiene un maximo o un minimo; por otra parte si Q es la funcién de produccién a corto plazo
el PMg = dQ / dx, cuando éste es maximo la derivada de Q alcanza un maximo, por lo tanto
Q tiene un punto de inflexién cuando PMg es maximo.

b) PMe < PMg hasta que PMe es maximo.
Sea M el punto donde PMe alcanza un maximo, entonces la pendiente de la recta tangente
a la curva de PMe es mayor o igual que cero para puntos a la izquierda de M, es decir,

pero PMe = 9
X

{2

&

derivando al PMe

2
\d 5o

X
pero PMg = g y como x>0 entonces
xPMg-Q=0
< PMg= %

PMg = PMe

por lo tanto PMg = PMe del cero al punto donde PMe es maximo.
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c) Sabemos que PMe = Q / x, para determinar donde tiene éste un maximo debemos

derivar PMe e igualarlo a cero, entonces tenemos que:

Q dQ
aPMe _ Ty X 9,
dx dx X2
dQ
eox—-Q=0
dx
dQ Q
& —=—
dx x
pero PMg = Lt ,PMe = g
dx X
PMg = PMe.
Verificando condiciones de segundo orden tenemos que:
d
x3ﬂ_2x2_0_2x0
d’PMe _ " dy? dx
dx? x*
para que exista un maximo la segunda derivada de PMe debe ser menor que cero, pero
como x4 >0
Q dQ
= x° gz—z- —2x2==—2xQ debe ser menor que cero
dx dx

X3 > O;%“ < 0 por hipétesis ESTA TESIS NO SALL

DE LA BIBLIOTECA

ademas = —2x° @ < 0 pues suponemos @ >0
dx dx

ycomo-2xQ < 0

.".PMe es maximo cuando es igual al PMg
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d) Para saber donde tiene un maximo Q verifiquemos las condiciones de primer orden para

un punto éptimo, es decir,

dQ
= =0
dx

dQ
== =pM
per dx g

.". la curva de producto total tiene un maximo cuando PMg = 0.
3.4 Ver seccioén 3.1.3

Capitulo 4.

4.1

a) Ver seccién 3.2.5
b) Ver seccién 3.2.7
c) Ver seccion 3.2.3
d) Ver seccion 3.2.6

4.2

a) Necesitamos observar q(tx, ty) = t q(x, y)

qitx, ty) = A0)° (ty)" = A X" y" = P Ay
seak=0+p

si k = 1 q(x, y) muestra rendimientos constantes a escala.
k < 1 g(x, y) presenta rendimientos decrecientes a escala.

k > 1 q(x, y) tiene rendimientos crecientes a escala.
b) q(tx, ty) = A(tx) + B(ty) =t (Ax + By)

como k = 1 entonces q(x, y) presenta rendimientos constantes a

escala.
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0 qltx, ty, tz) = (%) ty) (12" = P (x" y'2)
sea 00+ PB+8 =k

k = 1 q(x, y, z) muestra rendimientos constantes a escala.
k < 1 q(x, vy, z) presenta rendimientos decrecientes a escala.
k > 1 q(, y, z) tiene rendimientos crecientes a escala.

d) q(tx, ty) = (A(x)” + B(ty)® )" =t’ (Ax® + By” )"

v =1 q(x, y) presenta rendimientos constantes a escala.
v < 1 q(x, y) presenta rendimientos decrecientes a escala.
v > 1 q(x, y) presenta rendimientos crecientes a escala.

4.3 Siffuera lineal homogénea entonces

f(tx, ty) = tf(x, y)
pero f(tx, ty) = 3(tx) + 4(ty) + 6 = t(3x + 4y) +6 # t(3x + 4y + 6)

.~.f no es lineal homogénea.

4.4

i E}f{x,y)=5x+23.5y=
f( XY) G dx; 5x +23.5y

por lo tanto q(x, y) muestra rendimientos constantes a escala.

+3=-=1, es decir, la funcion de produccién tiene

rendimientos constantes a escala en todo su dominio.
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es por esto que q(x, y) presenta rendimientos

) €= ! Y =1

6x°% yo.rs
constantes a escala.

d) €= — o(Ax*+By")=a

A;( Byu

o = 1 q(x, y) presenta rendimientos constantes a escala.
a < 1 qg(x, y) presenta rendimientos decrecientes a escala.

a > 1 q(x, y) presenta rendimientos decrecientes a escala.

1 (9qxy) , 9a(xy) ] A -
= oA x* Ax”
s q{x,y)[ ox ox Ax“ B( Xy X+ BAXYY)

(aAx“y" +BA X Y")“

Aaﬁ

seaa+P=k

si k = 1 q(x, y) muestra rendimientos constantes a escala.
k < 1 q(x, y) presenta rendimientos decrecientes a escala.
k > 1 g(x, y) tiene rendimientos crecientes a escala.

v

f) e= ; Ax'+By'=1' por lo tanto q(x, y) presenta rendimientos

Ax"™+By'
constantes a escala.

4.5 Las funciones de demanda condicionada de los factores se encuentran de la siguiente
manera:

min W,p,+ W,p,

sa Q= " + yp)”p
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Q,- (¢ +y)"” =0=h(x,y)

formando la funcién de Lagrange:

L(X, Y, 1) = W,y + W,p, + 1(Qq - ¢ + )" )

es necesario que el gradiente de L sea igual a cero, es decir,

1-p

gt —H(x+y?)? x*"'=0 ...(1)
1-0
1

g—; ~(e+y¥P=0 .6

despejando L de (1) y (2) tenemos que:

- Wi W2
b= 1 ==

-p

1
(x"+ yp)_- X" (x*’ + y')%p y

de donde
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que sustituyendo en (3)

p-1
Q(}: xp+ E X
Wi

despejando y tenemos que la funcién de demanda condicionada de x es:

1 P p 1

p=1 a1 -1
X® =QuW; (Wf +W§ ) .
de manera similar para y, esto es

ol PR P
-1 -1 -1
yc :Qowg (Wf +Wg ) ¥

4.6 Las funciones de demanda de los factores X e y se obtienen a partir de la solucién al
problema de maximizacion del beneficio:

méx. =max, pQ - (W,x + W,y) = pA x" y (w,x + w,y)

las condiciones de primer orden requieren que

Vii=0
g—l:=p0tAx“"yB -w,=0... (1)
c:_}% =pBAY*'xP —w, =0 ... (2)
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de (1) y (2) tenemos que:

a-1 f
poAXx 'y =w,

BAY' X =W,

multiplicando (1) por X, (2) por y como q(x, y) = m:uyﬁ entonces las funciones de demanda

de los factores quedan de la siguiente forma:
d Q
X' =pa—

w

1

Q
d = —
y psz

La funcién de oferta del producto se obtiene sustituyendo las funciones de demanda de los
factores en la funcién de produccién

a B
on2in2)
w, W,
Q=q*#al P2 "(pB i
W, W,
a B
T—o-f _ a+f i ) B i
A A

g V-a-8

Las funciones de demanda condicionada de los factores se encuentra de la siguiente
manera:
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min. w,p,+ w,p,
s.aQ,=Axy’

Q, - AX'y’ =0 =h(x, y)
formando la funcion de Lagrange:

L(X, , 1) = W,p, + W,p, + 1(Q, - AXY’)

es necesario que el gradiente de L sea igual a cero, es decir,

oL 1.5 L ot s )
5 = W= OAX ’y"=3;=wz—l3Aux y‘”=$=0o—*\x y’=0

Resolviendo el sistema para i

b= W, W,
aAx® 'y BAX“ yP!

de donde

i) =(m W_BXJ

wp w,a

de donde

@ a
w,ay W, i
w,p wp
despejando y tenemos que la funcion de demanda condicionada de y es:

1 ~a
YC = Qa_ﬂl(ﬁ?_Q]mB
=\
wB
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de manera similar para x, esto es,

=B

1
X = w:p _W'|B P
S |
W,0

4.7 Debemos encontrar el punto de equilibrio, el problema del empresario es:

max. 8x"+ 2(3')&”2
s.a x + 5y -60 = 0 = h(x, y)

la funcién de Lagrange correspondiente es
L(x,y, A) = 8x"+ 20}!”2 +A (x + 5y -60 ) para que exista un maximo

condicionado es necesario que VL = 0, es decir,

aL aL oL
_=4x_0'5 A=—=10 -05 5A=—= 5 —60=0
3 + y + M X+3Yy

Resolviendo para A
A=-4x" = -2y
lo que significa que:
y = 4x
sustituyendo en (3) y resolviendo para X , y, A obtenemos:
(X, Y, A)=(2.86,11.43,-0.15)

Las condiciones de suficientes requieren que el hessiano orlado sea mayor que cero, las
derivadas parciales de segundo para L son:
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Evaluando en el punto (X , Yo, Ao) = (2.86,11.43,-0.15) y resolviendo el determinante

tenemos que H = 0.02 > 0, por lo que concluimos que el punto (Xo,Yo,Ao) Maximiza la

funcién de produccién del empresario condicionada a un presupuesto de $60.

Capitulo 5.

5.1

a) Ver seccion 5.1.1
b) Ver seccién 5.1.1
c) Ver seccién 5.1.2
d) Ver seccion 5.1.2

52

dCT
La condicion a—d = p econémicamente significa que como el precio del producto es fijo y

el mercado es perfectamente competitivo el empresario debe incrementar la produccién
hasta el nivel en que ese aumento dé como resultado que el incremento en el costo total
atribuible al aumento en la produccién sea igual al precio de mercado del producto.

d*CT _ dCMg
dQ?  dQ

decir, para poder maximizar el beneficio los costos se deben incrementar més répido que la

La condicién > O significa que el costo marginal debe ser creciente, es
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produccién, i.e. la funcién de produccién debe presentar rendimientos decrecientes a
escala.

5.3

a) Sia+ B=1entonces C(Q)=Qw W} representa la ecuacion de una recta con

pendiente \n'n!,m!.\.!,zﬂ =k >0 ycon ordenada al origen cero.
5.4
a) C(Q) = 5.184 + 208Q - 5Q° +Q°'**

CF=5.184

3/24

CV =208Q - 5Q° +Q

2/24

CMeV =208 - 5Q +Q
CMeF =5.184/Q

CMg = 208Q - 10Q +Q°/ 8

b) C(Q)=Q°-8Q°+100Q + 512

CF =512
cV=Q’-8Q2+100Q
CMeV = Q°- 8Q° +100Q
CMeF =512/Q

CMg = 3Q° - 16Q + 100

5.5
a) La funcién de costo a corto plazo se obtiene a partir del problema de minimizacién de la
isocosto sujeta a un determinado nivel de produccién, es decir,

min. xw, + YW,
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4
s.a Qu=xYy,

Y
de donde X = [ ;?_‘; J

]

entonces la funcion de costo a corto plazo resultante es:

aQ Y
C(x,yo) = W1[y1—_ouJ +WsY,

o

= w,QLryE WLy,

-1
Yo W,¥o
b) CMT =w,| —- +
) 1 Q}{1 Q
CMeF = "2Yo
a-1
Yo
CMeV =
W, 0}&
-1
W, Y
CMg=—1|-2¢°_
9 o Q/«

5.6 El empresario debe

max. I =pQ-C =pQ-(Q°-6Q° + 10Q + 2)

para que esto ocurra es necesario que:
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dri
b
dQ

es decir, que exista un punto estacionario, lo que significa que:

dri
= =5-3Q2+12Q-10=0
dQ

lo cual sucede cuando (Q, ,Q,)= (3.52 , 0.4724)

2

Si ocurre que 4 <0 entonces I1 tiene un maximo en Q, 6 Q, verificando la derivada de

Q?

segundo orden de I1 y sustituyendo los valores de Q, = 3.52 y Q, = 0.4724 obtenemos:

2
jori =-6Q, +12=-9.12 1 tiene un maximo
d’n . o
ao—z=—602+12=9.18 I1 tiene un minimo.

por lo que el empresario debe producir 3. 5 unidades de producto para asi maximizar el
beneficio.

5.7 El empresario desea maximizar el beneficio, es decir, la diferencia entre el ingreso

total (p,Q, + p,Q,) menos los costos totales {2(),2 +Q1Q2 + 2022), analiticamente:
méx. I1=p,Q, + p,Q, - (2Q,” + Q,Q, + 2Q,")
para que Il tenga un maximo es condicion necesaria que:
VIl=(0,0)

ar arl
£=P1 ‘(401"'02}:0:5:92*(402 +Q,)

1 2

resolviendo el sistema para Q, y Q, obtenemos:
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Q, = 4P, -p,
15

Q, = 4p, —P
15

verificando las condiciones de segundo orden, las cuales exigen que el hessiano se defina
negativo :

O*M _

9Q°

_om o om

0Q,0Q, 0Q,9Q,

on _
Q2

resolviendo los determinantes observamos que el hessiano se define negativo, pues -4 < 0
y 15 > 0 , de donde la condicién de segundo orden es suficiente, por lo tanto si el

fabricante produce

4p,-p, 4p,—p,
15 ' 15

entonces maximizara el beneficio.

Junidades de los productos Q, y Q, respectivamente,

(01,02){

5.8
a) Elfabricante debe

min C(Q,, Q,)
s.a Q+Q,=k

resolviendo el problema de minimizacién condicionada mediante la técnica de

multiplicadores de Lagrange, tenemos que
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L(Q,, Q, A) =C(Q,, Q,) + Mk-Q,+ Q)
la condicién necesaria para la existencia de un minimo condicionado, es que:

VL=(0,0,0)

oL _oC oL _ aC oL
= k=0 = A= =k=Q,~Q
aQ, aQ, Q, 9Q, oA 1

resolviendo el sistema tenemos que:
_9C _aC
aQ, 4Q,

esto es, el fabricante debe producir en cada planta de modo que CMg, = CMg,

A

b) SiC(Q,, Q) = 20,2 +QQ, + 2('.3!2.2 y k = 200 , entonces como el productor debe
igualar los costos marginales de cada planta para poder minimizar los costos sujeto a que
la produccién conjunta debe ser igual a 200 unidades de producto, debe ocurrir:

CMg, =CMg,

e 20+ Q=2Q +

01 = 02

y como Q, + Q, = 200

Q, =100

Q,=100

por lo que el empresario debe producir 100 unidades de cada bien en la planta 1 y 100 en
la planta 2.
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5.9 Como sabemos la funcién de costo a largo plazo se obtiene a partir del problema de
minimizacién de costo condicionado a una determinada produccion, sustituyendo las
funciones de demanda condicionada de los factores de produccion en la ecuacién de costo.

a) Sila funcién de produccién es Q = q(x, y) = Axmyrs

las funciones de demanda condicionada de los factores son:

-B,
« ZQOAB[W_E] /o
W,

y::, =00X;+B(W;J %+B

w!

i c C v .
sustituyendo los valores de X e Yy en la ecuacion de costo, obtenemos la funcién de costo

a largo plazo:

_ﬁ -
B\ Vash a) asp
C= W1QU/V‘““{%&J + wzQﬁ”ﬁ["—v—"’—J

B
2 w

1
B Vs o\ asp
=Qn/‘l{"*B w{&] +w2{£%]

o
2 1

ol

B
= Qew Jarbw, s (%)Aﬁﬁ + [E]%w

B
C(Qg,wy,w,) = (Oowfwzﬂ)%“ﬂ [%}A*ﬂ +[E)%+ﬂ

o

Del ejercicio 4.5 sabemos que las funciones de demanda condicionada de los factores, es
decir, aquellos valores de los insumos que minimizan el costo para cada nivel de
produccién cuando la tecnologia es:
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Q=qxy)= (X+y)"

) o/ \ 7
x° =00w,%"(w14" +w24“‘)

o gl oy o T 1
y© =Quws™ | Wit +wj
que sustituyendo en la ecuacién de costo

G W1QOW1}£-1(W1%.I ® Wz%-1}_}é + szowz/,‘/P“[wl%‘T + w;%‘q%

C= O({wi%‘1 + w:/"“]%[w%" + w,:%“}
p=1

C:QO[W:/"" +w;%“} .

sea Q= %

C(Qy W, W,) =Qq (Wl +w )

de donde puede observarse que la funcién de costo a largo plazo para una tecnologia CES

tiene la misma forma que la funcién de produccién.
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Conclusiones

Mi interés por proponer en este trabajo de tesis algunos temas para ser analizados en el
curso de Economia Matematica |, habla de la inquietud de la comunidad: estudiantes,
profesionales y académicos de formar parte de las decisiones en las actividades propias de
nuestra disciplina. La carencia del Departamento de Actuaria motiva la ausencia de
propuestas por parte del alumnado en la elaboracién de los contenidos en las materias de
la curricula. Al no existir un Departamento de Actuaria se propicia la pérdida de la
participacion e interés de la gran mayoria de los profesionales egresados de esta institucion
en el desarrollo de la vida académica al interior de nuestra casa de estudios. Creo el no
contar con éste se obstaculiza la creacion de espacios fisicos que permitan la reunién de
los estudiosos de la disciplina. Lo anterior no permite la adecuacion de los planes de
estudio a las necesidades actuales del pais. Por todo ello me parece conveniente la
creacion de un Departamento de Actuaria en la Facultad de Ciencias, el cual permitiria:

¢ Coordinar la colaboracién de los diversos sectores involucrados, con el propésito de
redefinir el campo de accion del Actuario, diferenciandolo de otros profesionales,
evitando abordar &reas propias de otras disciplinas como son: Computacion,
Investigacién de Operaciones, etc. y de esta manera rescatar la importancia del trabajo
actuarial en nuestro entorno.

e Mejorar el plan de estudios de la carrera, revalorizando las materias propias de la
profesion: Matematicas Financieras, Calculo Actuarial (grupos cerrado y abierto de
vida), Pensiones, Demografia, efc.; que han sido menospreciadas no solo por los
profesores del area de Matematicas, sino por los propios alumnos de Actuaria; para
conseguir esto debemos procurar la cooperacion de los egresados mediante la
transmision de su experiencia profesional a los alumnos a través de platicas
organizadas por el Departamento de Actuaria.

* Promover la mayor disponibilidad de materiales bibliogréficos y hemerograficos para
que tanto profesores como estudiantes se encuentren al tanto del desarrollo de la

profesion.

* Implementar talleres en los cuales se vincule lo aprendido en las aulas, con el trabajo en
las empresas.
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Establecer convenios con instituciones o empresas que requieran personal con el perfil

profesional del actuario.

Coordinar el intercambio entre estudiantes de otros paises para realizar practicas
profesionales en diversas naciones.

Implementar cursos de materias relacionadas con la carrera pero que utilizan otras
formas en su discurso, generalmente ignorado por los estudiantes de Actuaria.

Organizar cursos de paqueteria computacional, de investigaciones actuales
relacionadas con la profesién y de materias con alto indice de reprobacion.

Permitir las actividades propias de la investigacién para el desarrollo de la disciplina.

Crear alternativas para abundar en ramas de la Actuaria poco cultivadas tales como:
Seguros No Vida, Seguridad Social, Finanzas.

Promover lineas de investigacion que permitan el desarrollo y la actualizacién de la
profesion.

Favorecer la utilizacion del método cientifico, pues aunque el egresado de la carrera de
Actuaria adquiere una sdélida formacion de la ciencia matematica, generalmente a través
del método de "prueba y error* , esto provoca que mucha gente abandone la carrera
(por sentirse incapaz de aprender) o bien que al concluir perciba poca consistencia en

su formacion profesional.

Lo anterior redituara no solo en una mejor preparacion del actuario y con ello en mejores

oportunidades laborales, sino en un mejor desempeno del profesional en la comunidad y de

esta manera contribuir a modelar el comportamiento social.

Ahora bien, el presente trabajo de tesis permite conocer los aspectos basicos del entorno

econdmico y como pueden estos servir de apoyo a los estudiantes de la carrera de Actuaria

para comprender con mayor exactitud el ambiente financiero donde se lleva a cabo su labor

profesional. Por otra parte considero que facilita la comprension, el hecho de que procuro

exponer los temas en un lenguaje ordinario y con argumentos geométricos, para después

tratarlos de manera analitica, en virtud de que muchos resultados son evidentemente
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matematicos, pero que se pueden comprender mas facilmente si se conoce el contexto
econémico en que se generan. Ademds, la experiencia obtenida al colaborar como
ayudante de la profesora. Yolanda S. Calixto en el curso de Economia Matematica I, me
permite afirmar que en general la manera en que se llevé a cabo el curso resulto
interesante para los alumnos, pues si bien presentamos la parte "literaria” de los temas,
también mostramos la utilizacién de algunos resultados matematicos en la exposicion del
modelo marginalista, con lo cual se puso de manifiesto la gran vinculacién entre las
Matematicas y las demds ramas del conocimiento. Si bien las hipétesis del modelo
neoclasico (marginalista) parecen a primera vista restrictivas, en realidad no lo son pues los
resultados obtenidos mediante el uso de este modelo se utilizan muy frecuentemente en
estudios préacticos (Econométricos) por lo que debemos juzgar a la teoria no por la
restriccion de los supuestos sino por la amplitud de sus resultados. Adicionalmente
debemos considerar que este modelo Microeconémico sirve como introduccion al estudio
de la Teoria Econémica, utilizando técnicas esencialmente geométricas y de calculo pero
que facilitan el posterior estudio de modelos mas sofisticados, los cuales se valen de
bagaje matematico mucho mas poderoso (Programacion Lineal, Teoria de Juegos,
Programacién No Lineal, etc.) que generalmente no manejan los alumnos de 5° semestre
de la carrera de Actuaria.

Por dltimo estimo pertinente sugerir que para poder iniciarse en el estudio de la
Microeconomia debe comenzarse por leer a Ferguson [6] porque expone los principales
temas con un lenguaje muy facil de comprender, después se puede revisar a Sher [11] o
Ahijado [1], ambos realizan una exposicién valiéndose de argumentos geométricos e
introduciendo la utilizacién del célculo, ademas de que el libro de Ahijado [1] cuenta con un
texto complementario de ejercicios, el cual permite que los interesados prueben la solidez
de sus lecturas tedricas; continuando la lectura de Henderson y Quandt [8], los cuales
suponen el manejo "literario" de los temas, describiendo éstos con argumentos puramente
matematicos y para concluir puede leerse Varian [15] o Shone [13] los cuales llevan a cabo
una exhaustiva fundamentacion Matematica de los principales temas Microeconémicos. Al
final muestro una amplia bibliografia al respecto.
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