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Introduccion

En la seccién III del libro The Theory of Groups, Hans Zassenhaus trata “el
problema de la extensi6n” propuesto por Otto Schreir, que dice: Dados dos grupos
abstractos, K y F, encontrar todos los grupos que contienen a K como subgrupo
normal con grupo cociente isomorfo a F. Como caso particular de este problema,
Zassenhaus menciona los grupos que tienen un subgrupo normal ciclico con gru-
po cociente ciclico. Un grupo con estas caracteristicas es llamado metaciclico y su
estructura resulta sorprendentemente compleja. Como el titulo lo indica, sélo tra-
taremos grupos metaciclicos finitos, asi que, en el futuro, al referirnos a un grupo
metaciclico, supondremos que es finito. Un grupo metaciclico G puede ser escrito
G =SK con S € G, K € G y ambos ciclicos, este producto es llamado una factori-
zacién metaciclica de G. Si G tiene una factorizacién metaciclica tal que SN K =1,
entonces decimos que G se escinde. Como ejemplos de grupos metaciclicos tenemos a
los grupos ciclicos, productos semidirectos de éstos y los cuaterniones.

La mayor parte de este trabajo estd basada en el articulo Metacyclic groups of
odd order (8] de Hyo-Seob Sim, publicado en 1994 y que, segiin Sim, presenta una
determinacién de los tipos de isomorfismo de grupos metaciclicos de orden impar en
términos de presentaciones. Nuestro objetivo serd describir detalladamente el proceso
seguido por Sim para llegar a estas presentaciones y a la solucién del problema de
isomorfismo. Los resultados preliminares estdn enfocados a este objetivo, y por ello
podran parecer un poco extranos o desligados unos de otros, mas su funcién que-
dara clara conforme avancemos. Aqui incluimos también, los resultados que C. E.
Hempel, en su articulo Metacyclic groups [4] de 2000, considera necesarios para clasi-
ficar los 2-grupos metaciclicos. En la primera seccién del capitulo 2 construimos una
factorizacién metaciclica para p-grupos metaciclicos con p primo impar que resul-
tard muy conveniente para la clasificacion de los grupos metaciclicos de orden impar.
La segunda parte de este capitulo trata la clasificacién de los 2-grupos metaciclicos.



10 Introduccién

En el Capitulo 3 construimos la descomposicién de Hall estindar para un grupo
metaciclico finito G. Para hacer esto, llamamos N a la interseccién de todos los
complementos de Sylow normales en G, como veremos, el complemento de Sylow
correspondiente al primo mds pequenio que divide el orden de G debe ser normal, por
lo que esta definicién tiene sentido. N serd minimal entre los subgrupos de Hall de G
normales con grupo factor nilpotente. En el Teorema 3.6 probamos que N se escinde.
Asi, en el Capitulo 4 construimos la presentacién estdndar para grupos metaciclicos
de orden impar tomando un generador por cada factor ciclico en una descomposicion
semidirecta de N como 2 elementos en un conjunto generador de 4 elementos para G.
Los otros dos elementos de este conjunto son escogidos de tal forma que generen un
subgrupo de Hall nilpotente, H, que sea un complemento semidirecto de NV en G. Con
esta construccién, Sim asegura que todas las dificultades que arriban cuando G no
se escinde sean localizadas en el subgrupo nilpotente H. El Teorema 4.2 asegura que
todo grupo metaciclico no ciclico de orden impar tiene una presentacién estdndar.

Para combinar nuestro entendimiento de H y N en un resultado con respecto
a G, requerimos conocimiento de las posibles acciones de H en N que resulten en
un producto semidirecto H x N que sea metaciclico, y del efecto que la eleccién de
esta accion tiene en el tipo de isomorfismo de G, asi que, en el Capitulo 5 tratamos
cuestiones concernientes a los automorfismos de p-grupos metaciclicos con p impar
y, finalmente, el Teorema 6.6 nos da una prueba para decidir cuando dos grupos
definidos por presentaciones estdndar son isomorfos.



Capitulo 1

Resultados preliminares

1.1. Generales

Si G es un grupo, escribiremos Z(G) para su centro. Si K y Y son subgrupos
de G, el centralizador de K en Y serd denotado por Ck(Y) y el conmutador
por [X, Y], para el conmutador de G escribiremos G’. La conjugacién z~'yz de un
elemento y por z, sera representada por y*. El neutro serd denotado por 1.

Definiciéon 1.1. Un grupo G es llamado metaciclico si tiene un subgrupo normal
ciclico K tal que G/K también es ciclico. Llamaremos a K un miicleo de G.

Si G es un grupo metaciclico y K = (y) es un nicleo de G, entonces existe z € G
tal que zK genera a G/K. Para cualquier g € G tenemos gK = z°K, s € Z, luego
t7°g € K. Es decir g = 2°y*, t € Zy G = SK con S = (z), como se dijo en la
Introduccién, este producto es llamado una factorizacién metaciclica de G.

Lema 1.2. Un grupo G es metaciclico con un subgrupo normal ciclico de orden m y
grupo cociente ciclico de orden k si, y sélo si, tiene la siguiente presentacion:

(z, ylz* =9, y" =1, y¥" =9y"),
donde k, I, m y n son enteros positivos tales que m|(n* —1) ym | {(n —1).

Prueba. Sea G un grupo con una factorizacién metaciclica G = SK. G tiene dos
generadores z, y, (z) = S y (y) = K. Si el orden de K es m, entonces tenemos
y™ = 1, ahora, si el indice de K en G es k, entonces z¥ = ' p. a. [ entero positivo,
y claramente tenemos y* = y", p.a. n entero positivo. Asi obtenemos las igualdades
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y=1y" =y yy' = y** = y™ y por lo tanto, m| (n* — 1) y m|I(n — 1). Con esto
tenemos que G es una imagen homomorfica del grupo descrito por las tres relaciones
de la presentacion de arriba, pero el grupo descrito por ésta tiene orden a lo mds mk,
es decir, estos grupos son isomorfos y por lo tanto, esta es una presentacién para G.

Ahora supongamos k, I, m, n enteros positivos tales que m|(n*—1) y m|l(n—1).
Consideremos el conjunto A de los km elementos z*y?, i médulo k y j médulo m, con
el siguiente producto:

id st [Ty s its<k
Ty -2y _{ y"t si i+s=k+a,
donde [h] = [jn® +t] en los enteros médulo m. Como i + s < 2k tenemos 0 < a < ky
de ser necesario, tomaremos el representante de la clase [h + ] en los enteros médulo
m. Verificaremos que (A, -) es un grupo. Para la asociatividad tenemos que probar:

(Iiyj i Isyl) . Iuyu i Iiy‘j : {xayl‘ : Euyu).
Observemos irggnttt g k
ij et _f % si i+s<
Ll my_{z“"yj""""” si i+s=k+ap
y su producto por la derecha con z*y” depende desii+s+u < k,i+s+u > k,
u+ag < k 6 u+ap > k. Por otro lado

2ot - g = { syt 6i stu<k
Yy ¥y = zboym“+v+l si s+u= k+bo

y el producto z'y - (2°y' - z*y") depende desii +s+u <k, i+s+u>k, u+by <
k 6 u+ by > k. Haciendo todas las posibles combinaciones de estas condiciones
obtenemos el resultado.

Ahora obtendremos el inverso de un elemento r'y’ en A. Tomemos s =k —i y t
el representante de la clase en los enteros médulo m inversa aditiva a [jn® +1]. Por la
definicién de producto tenemos z'y’ - z5y* = 1.

Asi que (A, -) es un grupo que cumple las relaciones de la presentacién de arriba
y por lo tanto, es una imagen homomorfica del grupo que ésta genera, cuyo orden es
menor o igual que km y entonces, es igual a A. La presentacién del grupo cociente
A/{y), es (z | z¥ = 1), luego el grupo generado por y es normal y tiene orden m y su
grupo cociente tiene orden k.

En el futuro, denotaremos por C(n) al grupo ciclico de orden n.
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Lema 1.3. Subgrupos y grupos cociente de grupos metaciclicos son metaciclicos.

Prueba. Sean G un grupo metaciclico y H un subgrupo de G. Si G tiene una facto-
rizacion metaciclica G = SK, tomamos K; = HN K < K. Entonces K; es un
subgrupo normal ciclico de H y por el Segundo Teorema de Isomorfismo, H/K; =
HK/K < G/K que es ciclico.

Ahora supongamos T' un subgrupo normal de G, KT/T es ciclico y por el Tercer
Teorema de Isomorfismo, KT'/T es normal en G/T y

G/T .. 6 . GIK

KT/T ~ KT TK/K

y este tltimo es ciclico. Es decir, KT/T es un subgrupo normal ciclico de G/T tal
que su cociente es ciclico.

Continuamos enlistando varios resultados de la teorfa de grupos a los que recu-
rriremos constantemente para alcanzar nuestro objetivo. En las secciones siguientes
omitiremos la demostracién de algunas afirmaciones por ser resultados conocidos de la
teoria de grupos, o porque su demostracién es muy larga y se utilizara sélo en puntos
particulares de algunas pruebas. Sin embargo, en todos los casos acompafamos la
afirmacién con una referencia bibliogréfica en la que se encuentra una prueba.

Lema 1.4 (5.42 en [7]). Sean z, y elementos de un grupo G y supongamos que
ambos conmutan con [z, y]. Entonces:

(i) [z yI" =[z", y] = [z, y"] paratodo 0<n€Z;y
(i) z"y" = (zy)"[z, y]"™ V2 para todo 0 < n € Z.

Prueba. (i)La prueba es por induccién sobre n. Claramente es verdad para n = 0.
Para el paso inductivo observemos que

z 7'z, y]"y 'zy, por hipbtesis

[z, y]" [z, Y]
z7 2", yly 2y, por induccién
a~H (=Y 2y )y ey

[z, y).

I

Anélogamente para la otra igualdad.
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(ii)También haremos la prueba por induccién sobre n, claramente es verdad para
n = 0. Para el paso inductivo observemos que

zayty = z(zy)[z, y]"™ %y, por induccién

z(zy)"ylz, y)"™ V72, por hipétesis
zy(zy)"[(zy)", yllz, y]" D2

(zy)" [z, y]"[z, y]"™2,  por hipétesis y (i)
= (xy)"“[:c, y]ﬂ(n-f-l)_!?_

Il

Definicién 1.5. Decimos que un grupo G tiene exponente n > 0, si z" = 1 para
toda z en G. Si el grupo es finito, su exponente minimal serd denotado por exp G.

Lema 1.6 (2.2 en [8]). Sea A un grupo abeliano finito con un subgrupo ciclico C,
tal que |C| = exp A. Entonces C es un factor directo de A.

Prueba. Sea C = (y). A/C es abeliano finito, luego es la suma directa de, digamos r,
subgrupos ciclicos Dy = (zxC)) con |Dg| = si. Observemos que para cada Dy podemos
encontrar un elemento de la forma zxy' en A cuyo orden sea s:

Sabemos que, bajo el mapeo natural, ¢ : A — A/C, zxC es la imagen de z.
Asi que sglo(zx) y o(zx)n = exp A = o(y) p.a. entero n, luego

ofaityn = 220 A1) _ o

Concluimos (z3*) < (y**), es decir zi* = (y*)?, j € Z. Asi que (zxy~7)* = 1, pero la
imagen de z;y ™7 bajo ¥ es z4C, cuyo orden es si, por tanto el orden de zxy ™7 es s.
Podemos, entonces, definir un homomorfismo fi : Dy — A, fi(2xC) = zxy ™.

Con esto tenemos un grupo abeliano A y una familia de homomorfismos {f :
Dy — A, k=1,...,7}, por lo que existe un tnico homomorfismo ¢ : A/C — A
tal que que si % es la inclusién de cada Dy en A/C entonces @iy = fi para toda
k=1,...r. Luego ¢ = ida/c, de donde se sigue el resultado.

Lema 1.7 (2.3 en [8]). Sean H y K subgrupos de un grupo finito G tales que
G = H x K. Supongamos que

HySdH\<H KydK <K, H/H =K /K,
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Sean 0 un isomorfismo de Hy/H; en K, /K, y
L :={hk : 8(hH;) = kK>, h € H,, k € K}
Entonces L es un subgrupo de orden |H,K,| tal que
HNL=H,, KNL=K,yHL=HK,=LK,.

Ademds, el mapeo
(Hls H2| Kll Kz: 6) — L
es una biyeccion del conjunto de todos los ‘quintetos’ (Hy, Ha, K1, Kz, 0) con tales
caracteristicas al conjunto de todos los subgrupos de G.
El grupo L es llamado la diagonal definida por 0.

Prueba. La imagen de L bajo la proyeccién en H es H; y su kernel es K3, por lo
tanto, |L| = |H 1 Ks|.

Ahora sea gen HNL, g = hiky, by € Hy, k) € K, y 8(hyH,) = k1 K,. Como
g estd en H, entonces ki € H asi que ky = 1, luego g esta en Ho y HNL = H,.
Anélogamente K N L = Kj.

Claramente H,L estd contenido en H,K; y

|Hy || L] N | Hy || Ky || Ho |
|HyN L | Ho

Anélogamente el otro caso, es decir H,L = H,K; = LK. -
En la tltima afirmacion es claro que el mapeo estd bien definido. Para ver que es
inyectivo supongamos L = L' donde

L := {hk | 0(hH,) = kK, h€ H,, k€ K} y
L':={hK'|0(WH;) =KK,, h' € H}, k' € K}}.

Tomemos hk € L, h € Hy, k € K;, luego hk = h'K', con h' € H] y k' € K};
obtenemos h = k', k = k' y podemos concluir H, = H] y K; = K}. Ademés LNH, =
Hyy I'NH| = Hj, entonces Hy = Hj. Andlogamente y K, = K. Con esto claramente
0=4¢.

Para ver que es suprayectivo tomemos M < G. Sean H; y K, la imagen y el kernel
de la proyeccién sobre H de M; K, y H la imagen y el kernel de la proyeccién sobre
K del mismo. Tenemos entonces

M M/H,
Hg X K‘z a (Hg X Kz)XHg,

IHILI = = iHlKlI

luego
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M K L H
H,x K; K» Hyx K; Hp
Si hk(H3K3) — kK es el primer isomorfismo y hk(H,K;) — hH, es el segundo,
entonces 0(kK,) = hH, es un isomorfismo entre Hy/H, y K,/K,. Asi, L la imagen de
(H,, Ha, K,, Ks, ), es un grupo de orden |H, K3| = |[M|y L < M, luego L = M.

, analogamente

Notacién 1.8. Denotaremos por |m mod n| al entero positivo mds pequefio ¢ tal que
m! = 1 mod n, este es llamado el orden multiplicativo de m mdédulo n y no
estd definido a menos que (m, n)= 1.

Sean p un primo y a un entero, escribiremos p” |[asip” |ay p"t! ta.

Los siguientes resultados de cardcter técnico nos serdn de mucha utilidad en el
tratamiento de los p-grupos metaciclicos.

Proposicién 1.9 (2.1 en [8]). Sean p primo impar, m y n enteros no negativos, y
r un entero.

(i) Sir =1 modp, entonces |r mod p*|= (’7,-2'-::1—)-.
() SirP" =1 mod p", entonces 1 +1+---+ 717" "1 = p™ mod p".
Prueba. La prueba de esta proposicion se divide en varios lemas.

Lema 1.9.1. Sea p un primo y supongamosr =1 modp. Sip* | (r—1), a > 1,
entonces p®*! | (r? —1).

Prueba. Tenemos r = p°k + 1 p.a. k € Z, entonces r? = (p*k + 1) = 3°F_ (?)p™'k*,

luego:
o tm (st (o

Claramente p®*! divide cada sumando, de donde obtenemos el resultado.

Corolario 1.9.2. Sea p un primo y supongamosr =1 modp. Sip® | (r—1),a > 1,
entonces p®** | (r” — 1), para todo s entero positivo.

Lema 1.9.3. Seap # 2 un primo y supongamosr =1 mod p. Sip* || (r—1), a > 1,
entonces p®*! || (rP — 1).

Prueba. Sabemos que P — 1 = Y% (?)p*k, ahora con (p, k) = 1.
Para i = 1, p**?{ (¥)p°k.
Para1<i<p,p| (?) y p**! | p*k* luego p**+2 | (?)p*k".
Para i = p, p°*? | (;’ p°PkP, ya que ap > a3 > a+2. Por lo tanto p®*% { rP — 1.
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Corolario 1.9.4. Sea p # 2 un primo y supongamos r = 1 mod p. Si p* || (r — 1),
a > 1, entonces p®** || (rP" — 1), para todo s entero positivo.

Prueba de 1.9(i). Si p" | (r — 1), entonces | 7 mod p"™ |= 1.

Supongamos ahora p* = (p*, r — 1), con 1 < & < n, entonces p* || r — 1, luego:

T

n _  at(n—a) n-a _ e _ ¢
R | 1) = Irmodp“[—p"“—(p,,‘r_l)-

Lema 1.9.5. Sean p primo y |l un entero tales que (p,l) = 1 y p’l < p™, entonces
P (ﬂrt)-
Prueba.

P\ _ pm! i (p™ —1)! _
(ﬂ*f) T D —pl)l P = D)ipm — prh)

mr @" — )" —2)--- (" - (P1-1)) _
Wp'l—1)(pl—2)---(pl — (prl—1))
merP" = (p1-1) P —(p1-2) p"-(pl-(pi-1))

l(pl-1) prl-2 pl—(pl-1)
Ahora, si p® | p"l — i, entonces p* | p™ — (p"l — 1), por lo tanto p™ " divide a
(G-
Prueba de 1.9(ii). Observemos primero que 7*" =1 mod p® = 77" =1 mod p,
luego por el pequerio teorema de Fermat 7 = 1 mod p.

Supongamos entonces p # 2, 7 = 1 mod py r*" = 1 mod p™. Si p™ | r—1, entonces
p" divide cada uno de los sumandos de:

I=D+(r=1+-4 @ T1-1) =

Looo Pl ™,

Supongamos p* || r — 1, con 1 < @ < n, por 1.9(i), | r mod p* |= p" %, y como
"™ =1 mod p", entonces p"~© | p™, es decir n < m + a. Ahora como r = p°k + 1
con (k, p) = 1, entonces:

m

P m
Tpm = (pak + lme =1+ Z (pz )pmki

i=1
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luego:
Tpm -1 Tpm =1

]_ e ’f‘pm_1= = —
+r+---+ — ok

p™ -
P a(i—1) p.(i—
Z( i )p (=061,

i=1

y tenemos 1 +7 4+ -- 4 rP"=1 — pm = S (PT)pali-Dgli-1),

Como n < m + a, basta probar que p™** | Y07, (77 )p*G-Dk(=1) es decir basta
que p™ | ("’;.");ca"“2 para todo i = 2,...,p™. Sea i € {2,...,p™}, supongamos i = p"l
con (I, p) = 1, entonces p™ " | (ﬁ::), por el Lema 1.9.5, y p" | p*"'~2 porque r < p"l—2
de donde se sigue el resultado.

Lema 1.10. Sin es un nidmero natural y p es un primo, entonces el exponente de la
mdxima potencia de p que divide a n! es
n—(ag+---+a)
p—1

¥

donde n = ap + a1p + - - - + axp*, conp>a; > 0.

Prueba. La prueba es por induccion sobre n. El resultado es claramente cierto si
n = 0. Supongdamos que es cierto para n — 1 y demostrémoslo para n.

n=ag+ap+---+ap, conp>a; >0,

Ademids, n! = n(n — 1)I. Asi que, debemos calcular la méxima potencia de p que
divide a n y la maxima potencia de p que divide a (n — 1)!. Si ay # 0, entonces p { n
y la mdxima potencia de p que divide a n! es la mdxima potencia de p que divide a
(n—1)!. Por otro lado, n — 1 = (ap — 1) + a1p + - - - + axp*, luego, esta es:

n—1—((ag—1)+a+---+a) n—(ag+---+a)

p—1 p—1

Supongamos ahora que ap = 0 y sea a; el primer coeficiente tal que a; # 0. Entonces
la méxima potencia de p que divide a n es i, mientras que

apt+ - tap' —l=ap* +- (- 1)p' +p -1
axp* + -+ ainpt + (@i — V)pf + (p— ) -+ (p - 1)

n—1
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Por induccién, la maxima potencia de p que divide a (n — 1)! es

n—1—({ag+: - +agy+(a;—1)+i(p—1))
p~1 '

Por lo que la méxima potencia de p que divide a n! es

z_+n—1—((a;¢+---+a,-+1+(a,-—1)+z'(p—1)) =n—(a,-+---+ak)
p—1 p—1 ’

Lema 1.11 (4.2 en[4]). Sean m y n nimeros naturales y p un primo. Supongamos
que m y n se expresan en base p-aritmética como

n=agtap+- - +apt, m=bo+bp+---+bpt,

con p > a;, b; > 0. Entonces el ezponente de la mdzrima potencia de p que divide a
(™) es€o+ -+ - + €k, donde

ap+by = eop+cy,
gota+b = egp+ac,
e1+ar+b, = ep+ey,
Ek—1tar+by = erp+ck.

Prueba. Dado que 0 < a;, b; < p, por el algoritmo de la divisién, tenemos que
0 < ¢ < py los enteros g; valen 1 6 0. Multiplicando la primera igualdad por 1, la
segunda por p, la tercera por p?, etc., y sumandolas, obtenemos:

m+n=co+ap+ep’ +- - +opt +eaptt

Denotemos por A a la cantidad de veces que el factor p aparece en el coeficiente
binomial (m + n)!/(m!n!). Sabemos que A es igual a

m+n—(co+---+cetex) m—(bo+---+b) n—(a+---+a)
p=1 p=1 p—1

simplificando

_atcta+bot b —cp—- —cr—&
p—1

A

7
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de la adicién y desarrollo del sistema de igualdades se obtiene:
ap+-+ap+bp+--+br—co—--—cx=(p—1)(e0+---+Ex-1) + Exp-

Finalmente
A =gp+ -+ Eg.

Lema 1.12 (4.3 en [4]). Sia, b y ¢ son nimeros naturales, a > 1 y p es un primo,
entonces (+1 + p*)P ¢ es congruente con

(£1)e + (EL1P" e+ (1) 6(p, 2)(1 - 8(b, 0))p™** e

médulo p***?, donde § es la funcion delta de Kronecker.
Prueba.

pb

(£1 +p)P'e = Zc (p:c) (£1)Peipai

i=0
Analizemos los tres primeros sumandos, es decir:

parai=0  (£1)7,
parai=1  (£1)P"e-Ipatee
parai=2 (:I:l)"b“z(”za—ﬂcgpﬂ).

Si p es impar, entonces esta tltima fraccién es un miiltiplo de p***?, 6(p, 2) =0y
tenemos que (“’;")pz“ es congruente con &(p, 2)(1 — &(b, 0))p****~1¢c médulo p?e+?.
Veamos que esto también se cumple para p = 2. Tenemos dos casos: b= 06 b # 0. Si
b=0,

PRelple—1)  pclc—1)
2 AT
Si b # 0,

2a+b =7
p c(gbc ) — platb-1g p2a+b—lc(pbc 1) —ptt-le = PP (pt1e? — ¢).
En ambos casos tenemos (3’;':] p*® congruente con &(p, 2)(1—&(b, 0))p****~'c médulo

Pt Luego, basta demostrar que si d > 3, entonces (”:‘)p“d es divisible por p%**t.
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Como p¥ = p?t+ld-2)e v 4 > 3 basta que (”;c) sea divisible por p*+?~¢, suponiendo
b+2-d>0 (001‘1 d > 3)‘ ya que pb+‘2—d+2a+(d—-2)a . p2n+b+(d—2)(a—1) ya> 1 Sea
e el entero mas grande tal que p® < d. No es dificil ver que si d > 3, entonces para
cualquier primo p, e < d—2, y como 0 < 2 —d + b, entonces 0 < b — e. Al sumar
pPc—d con d en base p-aritmética, como el resultado es p°c, se llevan, al menos, b—e

elementos. Luego, por el Lema 1.11, (”:“) es divisible por p®~¢, esto es suficiente ya
queb+2—-d<b-e.

Corolario 1.13 (4.4 en [8]). Sim >n>1,p esun primo,n+p >4 yr > 1,
entonces cada una de las afirmaciones

(14p")" =1 mod p™
(=14 2" =1 mod 2™
es equivalente a T > m — n.
Prueba. Del Lema 1.12 tenemos
(14 =1+p™" +6(p, 2)p™" ! mod p**".
Si p = 2, entonces, de esta congruencia y nuestras hipétesis, tenemos:

1+2M% -1 = 2rr(14271 427)
= 2™z,

para algunos enteros z, y. Si r < m — n, entonces 2™~ "Mz = 1 4 2" 4 2"y Como
n+p > 4, entonces n > 2, luego 1+ 2"~ + 2"y es impar, lo que contradice la tltima
igualdad. El regreso es inmediato de (1 +2")%" — 1 = 2™7(1 4 2" 4 2™y).

La prueba para (—1 + 2")?" = 1 mod 2™ es andloga a ésta. Ahora, si p es impar,
entonces §(p, 2) = 0, luego

(1+p")? =1+p™" mod p*™*".

Si suponemos (1 +p")?" = 1 mod p™, lo primero que observamos es que m < 2n +7,
ya que si m > 2n+ r, entonces (1+p")?" = 1 mod p*™*7, y tenemos p™*" congruente
con 0 médulo p?™*", lo que es contradictorio. Asi, m < 2n + r implica (1 + p")?" =
1+4p™" mod p™ y obtenemos p™*" congruente con 0 médulo p™, de donde concluimos

el resultado.
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1.2. p-grupos

Para abordar la clasificaciéon de los p-grupos metaciclicos necesitamos considerar
diversas propiedades de los p-grupos, por ejemplo el Teorema 1.17 y su Corolario
1.18. Los siguientes resultados sobre p-grupos seran utilizados en éste y los siguientes
capitulos.

Teorema 1.14 (4.6 en [7]). Sea G un p-grupo finito. Todo subgrupo mazimal es
normal y tiene indice p.

Definicién 1.15. Sea p un primo y G un p-grupo finito. Decimos que G es abeliano
elemental si G isomorfo a C(p) x --- x C(p).

Lema 1.16 (Ejercicio 2.78 en [7]). Sea G un p-grupo abeliano finito. G es abeliano
elemental si y sélo si, G tiene exponente p.

Lema 1.17 (5.3.4 en [6]). Un grupo de orden p™ tiene un subgrupo mazimal ciclico
st, y sélo si, es uno de los siguientes tipos:

(t) un grupo ciclico de orden p",

(i) el producto directo de un grupo ciclico de orden p"~! y uno de orden p,
(it)) Ma(p) := (z, a| 2P =a?"' =1, a®* =a?""), n > 3,

(iv) el dihédrico de orden 2™, n > 3:

Dy = <I= y | 2= yzﬂ-‘ =1, yz = y_l)v

(v) los cuaterniones generalizados de orden 2™, n > 3:

Qu={(z, gl =y" " =1, =g,
(vi) el semidihédrico de orden 2", n > 3:
=y | =0T =1, F=y ",

Prueba. Sea |G| = p". Supongamos que N = (a) es un subgrupo maximal ciclico,
entonces N aG y |G/N| = p. Si G/N = (zN), entonces G = (z, a), |a] = p" 'y
2? € N.Si G es abeliano y 2P = I con b € N, entonces (zb™!)P = 1y G = (zb™!) x N;



1.2 p-grupos 23

de lo contrario 2z = a' donde (¢, p) = 1, y G = (z). Por lo tanto, G es del tipo (i)
o del tipo (ii). A partir de ahora podemos suponer que G no es abeliano, entonces
n>2.

El elemento z induce un automorfismo en N que debe tener orden p; por lo tanto,
a® = a™ donde m? = 1 mod p"~! y 1 < m < p"~!. Ahora, por el Pequefio Teorema
de Fermat, mP~! = 1 mod p, luego tenemos m = 1 mod p.

Por el momento, supongamos que p es impar. Escribimos m = 1 + kp* donde
(p, k) = 1y, desde luego, 0 < i < n — 1. Ahora, los dos primeros sumandos de
mP = (1 + kp')? son 1 y kp't! y, como p es impar, el resto de los sumandos son
divisibles por p**%, luego m? = 1 + kp'*! mod p**2. Pero m? = 1 mod p"!, luego
kp*t! + Ip**? = I'p*~! con enteros I, I'. De esta igualdad y, dadoquei+1<n—1y
(p, k) = 1, concluimos que i +1 =n—1e i = n — 2. Por lo tanto, m = 1 + kp" 2.
Ahora, existe un entero k' tal que Kk’ = 1 mod p, entonces, los dos primeros sumandos
de (1+kp™2)¥, es decir 1+ kk’p"2, es congruente con 1+ p™~2? médulo p*~! y como
éste divide al resto de los sumandos, entonces (1 + kp™2)¥ = 1+ p"~2 mod p"~},
luego 0 = O+ _ a*?"? |y podemos reemplazar z por z¥ y suponer que
m = 1+ p" 2. Resta entonces, discutir la posicién de z? en N. Ahora, 2? € (a?), ya
que si zP ¢ (a?), entonces o(z) = p* y G seria ciclico, asf 2?7 = t*, b € N. Adem4s
[a, 2] = a®" y p*2m = p"? mod p"!, por lo que [a, z] conmuta con todos los
elementos de G y podemos utilizar la igualdad

at = (e, Yro A,

demostrada en el Lema 1.4, de la que obtenemos (zb™')? = zPb? = 1, ya que [z, b]
tiene orden menor o igual a p. Reemplazando z por zb~! podemos suponer z? = 1y,
por lo tanto, G es de tipo (iii).

Ahora supongamos p = 2. Ciertamente m es impar, digamos m = 2k + 1. Dado
que m? = 1 mod 2", tenemos k(k + 1) = 0 mod 2" y k es congruente con 0 6 con
—1 médulo 2772, Ahora, como m < p™~!, en el primer caso m = 2" 2 + 1 con [
impar. Podemos, de la misma forma en que lo hicimos unas lineas arriba, reemplazar
z por una potencia adecuada y suponer m = 2"~% 4 1. En el segundo caso tenemos
m = 2"2 — 1, si | es par m = 2""! — 1; mientras que si [ es impar podemos,
nuevamente, suponer m = 2"~ ? — 1. Examinemos, entonces, estos tres casos.

Si m = 2"! — 1, entonces a* = a~'. Ahora, para alguna t, o' = 22 = (z%)* =
a* = a™*, luego el elemento z? tiene orden 1 6 2 en N, lo que muestra que z?2 es igual
aléaa?’ ¥ G es isomorfo a Dan 0 a Q2n, respectivamente. Ahora supongamos que
m = 2""%2+1. Como z? no genera N, ya que en este caso z tendria orden 2" y G seria
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2n3

ciclico, entonces z* = a®" para algin entero 7. Sea b = a"®" "1, observamos que

(a:b}2 - I2b2[b, 7] = a2rgr@ ?=2) r@m-3-1)2n2 _ r2in-d

Como 2n —5=n—1+n—4, si n > 4 entonces esta potencia de a es igual a 1, y

sust.it.uyendo T por :cb tenemos que G es de tipo (iii). Si n = 3, entonces a®* = a~ ' y
z? es igual a 1 6 a a?, por lo tanto, G es isomorfo aDgoa Qs.

Fmalmente sea m = 2“ 21 Sl 2% = a¥, entonces a¥ = (a¥)* = ("1 =

r ya2esigualaléaa® . Siz? # 1, entonces (za~)2 = a2 “a~2a~("-2) = 1

y G es de tipo (vi).

Corolario 1.18. Sea G un p-grupo finito con p tmpar. Si G tiene un tinico subgrupo
de orden p, entonces es ciclico.

Prueba. Supongamos p impar y | G |= p™. La prueba es por induccién sobre n;
claramente el teorema es cierto sin = 1. Sin > 1, entonces G tiene un subgrupo H de
indice p, H es ciclico por induccién y G es uno de los tres primeros grupos enlistados
en el lema anterior, pero los grupos de tipo (ii) y (iii) tienen mas de un subgrupo de
orden p, luego G es ciclico.

Teorema 1.19 (7.3 en [7]). St p es un primo impar, entonces AutC(p™) = C(l)
donde | = (p — 1)p™1.

Teorema 1.20 (5.44 en [7]). Sea U(C(2™)) el grupo de unidades del anillo C(2™),
es decir:
U(C(2™)) = {[a] € C(2™) | a es impar}.

Sim > 3, entonces
U(C(2™) = {[-1], [5]) = C(2) x C(2™"2).

Lema 1.21. Si C es un subgrupo ciclico de U(C(2™)) (m > 3), entonces emiste ,
2 <1 <m, tal que
C={(1+2Y)) 6 C={-1+2%)).

Prueba. Del Teorema anterior sabemos que cada elemento de U(C(2™)) es de la forma
(£1)[5]* donde 1 < a < 2™2 Observemos que ([—1]) y ([5]*" ") son subgrupos
ciclicos de orden 2 y si a # 2™73, entonces {[5]°) # (—[5]%). Asi, U(C(Q"‘ ) tiene
2+ 2(m — 2) = 2(m — 1) subgrupos ciclicos distintos. Por otro lado, hay m — 1
naturales desde 2 hasta m. Es decir, los grupos ciclicos de la forma {[£1 + 2']) son
2(m — 1). Probaremos que todos son distintos.
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Por el Corolario 1.13, |1 + 2 mod 2™| = 2™ paratoda2 <[l<my

om=t si l<m

— l m:
| =1+ 2" mod 2™ {2 S

Luego, si I}, I € {2,...m} y [ # L5, tenemos
([L+28]) # (1+2%), (-1+ _2“]) #(-1+29) y
([1+25) # (-1 +2%).

Para probar ([1 +2']) # {[~1 + 2!]) con 2 < [ < m, basta probar que la congruencia
(1+2"* = —1+2" mod 2™, con k < 2™~ impar, no tiene solucién. Supongamos que
la tiene:
14 329
X od

L

-1+ 2! mod 2™ =
-2 + 2! mod 2™ =
221 — 1) mod 2™

nmm

i=l 2;1

i=1
Entonces Y F_ 291 - 251 41 =2m"1z p. a. z € Z, mas

k k

221'!—1 e 2(—1 41 = Zzif—l = 1,

i=1 =2

que es impar, por lo tanto la congruencia no tiene solucién y concluimos la afirmacion.

1.3. Regularidad

Definicién 1.22. Si G es un p-grupo finito, 2,(G) denota el subgrupo generado
por todos los elementos de orden p" y U,(G) denota el subgrupo generado por las
potencias p"-ésimas de los elementos de G.

Un p-grupo G es regular si para cualesquiera dos elementos z y y de G, existe
un elemento ¢ en U,(H’), (H = (z, y)) tal que zPy? = (zy)Pc.

No es dificil verificar que subgrupos y grupos cociente de un p-grupo regular son
regulares.

Para entrar en materia debemos, desde luego, recordar la siguiente formula de P.
Hall. Definimos, de manera inductiva, los conmutadores superiores C;(G) =G y

Cin(G) = [Ci(G), G].
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Teorema 1.23 (4.3.5 en [9]). St z y y son elementos de un grupo G yn > 2 un
entero, entonces

" = (2y)"ep’ - e
Donde ¢, es un elemento de C,({(z, y)) y el exponenete e, es el r—ésimo coeficiente
binomial
e,=nn—1)---(n—r+1)/r!

El siguiente lema nos permitird concluir que todo p-grupo metaciclico con p impar
es regular.

Lema 1.24 (4.3.13 en [9]). Sea G un p-grupo. Si C,_1(G) es ciclico, entonces G
es reqular. Sip > 2 y C3(G) es ciclico, entonces G es regular.

Prueba. Sea G un p-grupo con C,_;(G) ciclico. Si p=2, entonces G = C1(G) es ciclico
por hipétesis y por tanto regular. Supongamos p> 2. Sean z y y dos elementos de G
y sea H = (z, y). Entonces C,—1(H) C C,—1(G) y por lo tanto C,—,(H) es ciclico.
Si Cp_1(H) # 1, como G es nilpotente, entonces Cp(H) es un subgrupo propio de
Cp—1(H). Luego, un generador de C,(H) pertenece a U, (H’).

Para terminar, aplicamos la férmula 1.23 a z y y con n=p obteniendo

aPy? = (zy)Pcy’ -+ P, ¢ € Cr(H)y

e=pp—1)---(p—r+1)/r!
Asi que los exponentes e, . ..e,; son divisibles por p y no importa que e, = 1, ya
que ¢, € Cp(H) C U (H'). Esto prueba que G es regular.
Si suponemos p > 2 y C5(G) ciclico, entonces Cp_1(G) C C»(G) de donde se sigue
el resultado.

Corolario 1.25. Si P es un p-grupo metaciclico con p tmpar, entonces P es regular.

Lema 1.26 (4.3.14 en [9]). Sea G un p-grupo regular, entonces para todo x, y en
G y todo entero no negativo n tenemos:

()" =12 =y
Prueba. Sea (R,) la proposicién
(Rp) : 27" =9y = (z7y)" =1

Probaremos (R,) por induccién sobre n.
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Base de induccién:

Usamos induccién sobre | G |. Supongamos 2P = 3P, que G no es abeliano y que
(z, y) =G.

Sea M un subgrupo maximal de G' que contenga a z. Por 1.14, M es normal en
G y de indice p. Como zP = y? tenemos:

1=y, y] = [P, y] =z P(zP)¥ = 27P(z¥)".

Es decir, z y z¥ son elementos de M tales que zP = (z¥)P. Por hipétesis inductiva,
(R,) se satisface en M, entonces tenemos (z~'z¥)? = 1, concluyendo que [z, y] tiene
orden p. Como G = (z, y), entonces un elemento b # 1 en G' < M es el producto
de elementos de la forma [z, y]* con u € G, pero ([z, y|*)? = ([z, y)* = 1,
entonces b es el producto de elementos de orden p. Dado que R1 se satisface en
M, entonces b tiene orden p . En particular, U;(G’") = 1. Pero, por hipétesis, G es
regular, luego z Py? = (z~'y)Pc donde c es un elemento de U,(G"), por tantoc =1y
(z7'y)? = 27Py? = 1. Con lo que terminamos la base inductiva.

Supongamos ahora 27" = y*". Como la hipétesis inductiva es (R,_,), tenemos
(z7PyP)P""" = 1, es decir, z Py pertenece a Q,_;(G). El grupo cociente G/Qp—1(G)
es regular, aplicando R; a este obtenemos que (2 'y)? estd en Q,_,(G).

Pero, como (R,_) se satisface, el grupo Q,,_;(G) consiste de elementos cuyo orden
es, a lo més, p"~!, lo que nos lleva a

(PP =@y =1.
Esto prueba que (R,) se satisface en G.

Sea (S,) la proposicién
(S): (@) =1 = o =y,

Probamos primero que (S;) se cumple.
Supongamos (z7'y)? = 1. Entonces

(zy™) P = (yy 'ay™") P = ylay)Py !
Luego, por (R;), tenemos
1= (zy a7y = [z, yff

Como en la prueba de (R;), observamos que los elementos del conmutador de
(z, y) tienen orden, a lo mds, p. Luego, por la regularidad de G, z7Py? = (z7'y)? = 1.
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Supongamos ahora que (z~'y)?" = 1. Entonces (z7'y)? € Q,_1(G). Como en el
grupo cociente G/, (G) se cumple (S)), tenemos que z7Py” pertenece a Q,_1(G).
Por (R,_1), los elementos del subgrupo €2,_,(G) tienen orden, a lo mas, p"~'. Luego
(z7PyP)?" " =1, y por (Su_1), (zP)P"" = (y?)*""". Es decir, (S,) se cumple en G.

1.4. Solubilidad

Sea 7 un conjunto no vacio de primos. Un m-nmiimero es un entero positivo cuyos
primos divisores pertenecen a 7 y un w'-nimero es aquel cuyos primos divisores no
pertenecen a m. Un elemento de un grupo es llamado un 7-elemento si su orden es
un 7-namero. Si todo elemento es un 7-elemento, el grupo es llamado un m-grupo,
andlogamente podemos definir 7’-elemento y #'-grupo.

Si H y K son w-subgrupos de un grupo G y K es normal, entonces claramente H K
es un m-grupo. Consecuentemente el subgrupo generado por todos los m-subgrupos
normales de G es un m-grupo.

Definicién 1.27. Dados 7 un conjunto no vacio de primos y G un grupo, el subgrupo
generado por todos los m-subgrupos normales de G serd denotado por O, (G). Este es
el uinico m-subgrupo de G que es maximal normal.

Un w-subgrupo de Sylow se define como un m-subgrupo maximal. Los m-
subgrupos de Sylow siempre existen pero, usualmente, no son conjugados si 7 con-
tiene mas de un primo, paga grupos finitos solubles es mds conveniente considerar la
siguiente definicion.

Definicién 1.28. Sea G un grupo finito y H un m-subgrupo tal que [G : H] es un
7'-mimero, llamaremos a H un m-subgrupo de Hall de G.

Es claro que todo m-subgrupo de Hall es un w-subgrupo de Sylow, sin embargo,
en general, G no necesariamente contiene un w-subgrupo de Hall.

Lema 1.29 (9.1.1 en [6]). Sean G un grupo y ™ un conjunto de primos, O, (G) es
la interseccion de todos los m-subgrupos de Sylow de G.

Teorema 1.30 (9.1.7 en [6]). S: G es un grupo finito soluble, entonces todo m-
subgrupo estd contenido en un w-subgrupo de Hall de G. Mds ain, todos los =-
subgrupos de Hall de G son conjugados.

Teorema 1.31 (9.1.8 en [6]). Sea G un grupo finito y supongamos que para cada
prime p hay un p'-subgrupo de Hall. Entonces G es soluble.
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Si tenemos |G| = pf'...pi* y suponemos que Q; es un pi-subgrupo de Hall de G,
entonces llamamos al conjunto {Q1, ..., Qk} un sistema de Sylow de G. De los dos
lemas anteriores se obtiene que un grupo finito tiene un sistema de Sylow si, y sélo
si, es soluble.

Lema 1.32 (9.2.1 en [6]). Sea {Q,...,Qk} un sistema de Sylow para un grupo
finito soluble G. Si 7 # @ es un conjunto de primos, entonces ﬂp‘_g,_ Q; es un -
subgrupo de Hall de G.

Prueba. Sea M = [, o, Q;. No es dificil verificar que el mapeo definido del conjunto
de las clases laterales izquierdas de M en el producto cartesiano de los Q;, p; & T,
gM — (9Q:)p.¢-, €s inyectivo, luego

(G : M] < 1[G+ Qi) = [y, P

Sabemos que cada [G : Q] divide a [G : M]. Como [G : Q;] = p{*, entonces su
producto divide a [G : M] y tenemos [G : M] =[], ., p{*, lo que muestra que M es
un 7-subgrupo de Hall de G.

Teorema 1.33 (P. Hall, 9.2.3 en [6]). En un grupo finito soluble G cualesquiera
dos sistemas de Sylow son conjugados.

Claramente un grupo metaciclico es soluble, de hecho tiene una serie normal cu-
yos elementos son subgrupos normales y cada grupo factor es ciclico, es decir, es
supersoluble.

El siguiente lema muestra que, en un grupo metaciclico, el p’-subgrupo de Hall,
también llamado complemento de Sylow, para p el primo divisor més pequefo del
orden de G es normal. Esto nos permitird, en el Capitulo 3, construir la descompo-
sicion de Hall estdandar para grupos metaciclicos finitos.

Proposicién 1.34 (2.6 en [8]). Sip; < p» < -+ < p, es la secuencia creciente
de todos los primos divisores del orden de un grupo metaciclico G, entonces cada ;-
subgrupo de Hall de G es normal para 7; = {p;,...,p,}. En particular, el subgrupo de
Sylow para el primo divisor mds grande es normal.

Prueba. Dividimos la prueba en un par de lemas.

Lema 1.34.1 (10.5.2 en [3]). Un grupo finito supersoluble G tiene una serie normal
G =By >---> By =1 en la que cada B; es normal en G y cada grupo factor B;_, / B;
es ciclico de orden primo.
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Prueba. G tiene una serie normal G = Ag > -+- > A, = 1 con 4; € G y cada
A;_1/A; ciclico. Sean py, . .., p los primos divisores del orden de G no necesariamente
distintos. Si |A;_1/A;| = p - - - ps, entonces A;_; /A; tiene un tnico subgrupo de orden
P1, P1P2,---,P1°* - Ps—1 ¥ Son subgrupos caracteristicos. Como A;_; es normal en G,
la conjugacién por un elemento de G define un automorfismo de A;_,/A;, luego, los
s — 1 subgrupos correspondientes entre A;_; y A; son normales en G.

Refinando de esta forma cada grupo factor A;_,/A;, obtenemos una serie normal
en la que cada factor es ciclico de orden primo.

Lema 1.34.2 (10.5.3 en [3]). Un grupo finito supersoluble G tiene una serie normal
G=Cy>--2>2Cr=1 (C; 4 G) en la que cada C;_,/C; es ciclico de orden primo y
st Ci—1/C; y C;/Ciy1 son de drdenes p; y piv1 tenemos p; < pita.

Prueba. Por la proposicién anterior, G tiene una serie normal G = By > --- > By =1
en la que B; 9 G y para cada i, Bi_y/B; y B;/Bi1 son ciclicos de orden primo g y
p respectivamente. Supongamos q > p, B;_1/B;;; tiene orden pq y por tanto tiene
un subgrupo caracteristico de orden g, sea éste B;/B;.;. Luego, como en el lema
anterior, B} es normal en G. Si remplazamos B; por B;, entonces | B;_1/B} | =py
| Bf/Biy1| = q. Continuando con este proceso, el cual no altera la longitud de la serie
normal, llegaremos a una serie en la que los érdenes de grupos factores consecutivos
son primos y no aumentan.

Supongamos ahora |G |= p}' -+ -pf". Como G es supersoluble, por la proposicién
anterior, tiene una serie normal G =Cjy > --- > Cy = 1, (B; <4 G) con:
Co

Gy

=N |& =n Yy ‘Cﬂ
o Ca Ca+1

= P2,

v asi sucesivamente, por lo que un elemento de la serie, digamos C, es tal que
|Co/C,| = p§* - - - per, es decir, es un m;-subgrupo de Hall de G.

Lema 1.35 (5.2.3 en [2]). Sea A un p’-grupo de automorfismos del grupo abeliano
G. Entonces tenemos
G=C¢(A) x [G, A].

Lema 1.36 (Corolario, p. 74 en [9]). Sea p un primo impar. Supongamos que un
p'-grupo Q actia en un p-grupo P y que Q actia trivialmente en Q,(P). Entonces la
accion de QQ en P es trivial.



Capitulo 2

p-grupos metaciclicos

2.1. p-grupos metaciclicos con p primo impar

En el siguiente capitulo, dado un grupo metaciclico finito G, le construiremos
una descomposicién semidirecta que tendrd un factor nilpotente. Razén por la cual,
explorar algunas propiedades de los p-grupos metaciclicos es de crucial importancia.
Como consecuencia de este estudio, tendremos una forma canénica de presentacién
para los p-grupos metaciclicos con p impar.

Empezaremos estudiando los niicleos de los p-grupos metaciclicos. Desde luego,
en esta seccion nos interesaremos méas por los nicleos de p-grupos metaciclicos con
p impar, sin embargo, uno de nuestros resultados es aplicable a p-grupos metacilicos
arbitrarios, y una muestra de su utilidad es el cdlculo de exp G.

Sobre los nitcleos

Definicién 2.1. El subgrupo de Frattini de un grupo arbitrario G es la interseccién
de todos los subgrupos maximales de G. Se denota por ®(G). Si G no tiene subgrupos
maximales, entonces ®(G) := G.

Un elemento g en G sera llamado un no generador de G si G = (g, X) siempre
implica G = (X).

El subgrupo de Frattini cumple la siguiente propiedad.

Lema 2.2 (5.2.12 en [6]). En cualquier grupo G el subgrupo de Frattini es igual al
conjunto de no generadores de G.
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Lema 2.3. Sea G un grupo finito. St N es un subgrupo normal de G entonces
®(G)N/N < ®(G/N).

Prueba. Si z es un elemento de ¢(G) entonces = pertenece a todo subgrupo maximal
de G, en particular a aquellos que contienen a N, luego zN es un elemento de todo
subgrupo maximal de G/N.

Lema 2.4 (2.10 en [8]). Si P es un p-grupo metaciclico no ciclico, entonces:
(1) P/@(P) = C(p) x C(p)-
(1) &(P) = C(p) x C(p), para p impar.

Prueba. (i) Si M es un subgrupo maximal de P, entonces M es normal en P y de
indice p, luego P/M es abeliano, por lo que P’ < M; més atin P/M tiene exponente
P, esto es zP estd en M para todo z en P, luego P'U;(P) < ®(P).

Ahora observemos que P/P'U;(P) es un grupo abeliano de exponente p, por lo
tanto, abeliano elemental. Claramente tenemos ®(P/P'U,(P)) = 1y, por 2.3,

®(P/P'Uy(P)) 2 ®(P)P'U1(P)/P'U,(P),

luego ®(P)P'U,(P)/P'U,(P) = 1, asi concluimos P'U,(P) = ®(P). Finalmente,
como P/®(P) es un grupo metaciclico de exponente p entonces |P/®(P)| < p®. Supon-
gamos P/®(P) = C(p), con un generador a®(P). Como P no es ciclico, a pertenece
a algin subgrupo maximal de P, digamos H. Entonces H/®(P) seria un subgrupo
maximal de P/®(P) lo que es contradictorio. Por lo tanto P/®(P) = C(p) x C(p).

(it) Como P es regular, por el Lema 1.26, Q(P) es en realidad el conjunto de todos
los elementos de P de orden menor o igual que p. Como p es impar, si Q,;(P) fuera
ciclico, por el Corolario 1.18, P seria ciclico. Es decir, 2;(P) es un grupo metaciclico
de exponenete p no ciclico, por tanto es de orden p?, luego ©;(P) = C(p) x C(p).

Lema 2.5 (2.11 en [8]). Sea P un p-grupo metaciclico no ciclico y K un subgrupo
de P. Entonces:

(i) Sip es impar, K es ciclico si y sélo si K no contiene a Q,(P).

(it) K es normaly P/K es ciclico sty sélo si K contiene a P' y K no estd contenido
en O(P).
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Prueba. (i) Por el Lema 2.4, 2, (P) es isomorfo a C(p) x C(p). Supongamos que K no
es ciclico. Entonces £ (K) es también isomorfo a C(p) x C(p), es decir Q;(P) = Q(K),
por lo tanto K contiene a (2 (P). Por otro lado, si K es ciclico, obviamente, no contiene
a Ql (P )

(ii) ‘sélo s’ Como K es normal y P/K es ciclico, obviamente K contiene a P’
Si K esta contenido en ®(P), entonces P/®(P), que es una imagen homomérfica del
ciclico P/ K, es ciclico, en contradiccién con el Lema 2.4.

‘si’” Como K contiene a P', K es normal en P y como K no estd contenido en
®(P), ®(P) esta propiamente contenido en ®(P)K, es decir,

1P | P| 2

< =P,
|2(P)K| ~ |®(P)|
luego P/®(P)K es ciclico. Si P = ®(P)K, por 2.2, entonces P es ciclico, lo que no
ocurre. Finalmente, ya que ®(P/K) contiene a ®(P)K/K y

|P/K| |P|

[B(P)K/K| ~ [9(P)K|

entonces (P/K)/®(P/K) es ciclico y, por el lema anterior, también P/K lo es.

Clasificacion

Lema 2.6 (2.7 en [8]). Sea G un grupo metaciclico con una factorizacion meta-
ciclica G = SK. Sean S = (z), K = (y) y r un entero tal que y* = y". Definimos
s:=|rmod |K|| yt:=|K|/(|K|, r—1). Entonces tenemos:

G'={)=Ct), Z(G)=( ) y 5/Cs(K)=C(s).

Prueba. G’ es generado por y"~! y sus conjugados, mas (y"~') es un subgrupo carac-
teristico de K, luego G’ = (y"!') y claramente |G’ |= t.

Como s es el minimo entero positivo tal que 7* = 1 mod | K |, entonces Cs(K) =
(z°) y a su vez Cg(S) = (y*), luego (z°, y*) < Z(G). Por otro lado, si 'y’ € Z(G)
entonces

gy = (y)yy ™ =ya', 2y = z75(dyY) = y'e,
es decir ' € Cg(K) y 37 € Ck(S), y concluimos Z(G) = (z°, y'). Finalmente
tenemos S/Cs(K) = (z)/(z®) = C(s).

Corolario 2.7 (2.8 en [8]). Sea P un p-grupo metaciclico con p impar y sea P = SK
una factorizacion metaciclica. Entonces S/Cs(K) = P'.
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Prueba. Como S es un p-grupo finito, si (x) = S, 2?" = 1 para algiin entero no
negativo i, luego r*" = 1 mod p, entonces por el Pequeno Teorema de Fermat r = 1
mod p. Finalmente, por la Proposicién 1.9(i), s = ¢.

Lema 2.8 (3.1 en [8]). Sea P un p-grupo metaciclico con p impar. Si K <
P/K son ciclicos, entonces existe un subgrupo ciclico S de P tal que P = S
|S| = exp P.

Py
Ky

Prueba. Sea P = SyK una factorizacién metaciclica. Como P es regular, del Lema
1.26 obtenemos exp P = max{|So|, |K|}. Si |K| # exp P, entonces |Sp| = exp P.
Asi que supongamos |K| = exp P y |Sp| < |K|. También podemos suponer que
P no es ciclico. Definimos S = (ab™!), donde a y b son generadores de Sy y K,
respectivamente. Sea |K| = p¥*1. Como |Sy| < | K|, entonces a?* =1 # b". De esto
y la regularidad de P obtenemos (ab™!)?" # 1 para todo i < k, de donde se sigue
|S] = exp P. Sabemos que SK = P porque a y b estan contenidos en SK.

Si Y es un subgrupo de un grupo H, decimos que X es un suplemento para Y
en Hsi XY = H.SiYNX =1, llamaremos a X un complemento de Y en H.

Corolario 2.9 (3.2 en [8]). Sea H un grupo metaciclico nilpotente de orden impar.
Si Y es un subgrupo normal ciclico de H tal que H/Y también es ciclico, entonces
eziste un suplemento ciclico X, paraY en H tal que | X| = exp H.

Prueba. Sean p,, ..., p, los primos que dividen al orden de H. Definimos Y; = Y N H;
por cada H;, p;-subgrupo de Sylow de H. Como cada Y; es un subgrupo caracteristico
de Y, entonces Y; € G para toda i = 1,...,ry H;/Y; = YH;/Y < H/Y, es
decir H;/Y; es ciclico. Por el lema anterior, existe S; subgrupo ciclico de H; tal que
H; = 5Y; y |Si| = expH;. Entonces H = P,---P, = 5/Y;---S,Y,, asi que H =
Sy---S8.Y;-- Y, Claramente Y = Y} --- Y. y X := S -+- 5, es un subgrupo ciclico de
H cuyo orden es exp H.

Lema 2.10 (3.3 en [8]). Sean p un primo y P = SK una factorizacion metaciclica
de un p-grupo P. Sea C un subgrupo propio de P que contiene a K. Entonces todo
suplemento de C' en P es un suplemento de K.

Prueba. El resultado es obvio si P es ciclico, asi que podemos suponer que P no es
ciclico. Por el Lema 2.5(ii), K no esté contenido en ®(P) y CP®(P) es un subgrupo
propio de P, porque C lo es. Luego, por el Lema 2.4(i),

PL__ ICne(P)
[Ca(P)] o

1#
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y tenemos |C|/|C N ®(P)| =1 6 p, pero si |C|/|C N ®(P)| = 1 entonces K estaria
contenido en ®(P) lo cual no sucede. Entonces |C|/|C N ®(P)| = p, y por lo tanto
|P|/|IC®(P)| = p = |P|/|K®(P)|, por la prueba del Lema 2.5(ii). Asi obtenemos
que K®(P) = C®(P). Entonces si X es un suplemento de C en P, XK®(P) =
XC®(P) =P, y, por lo tanto, XK = P.

Definicién 2.11. Sea P un p-grupo metaciclico con p impar. Para un subgrupo C
de P, consideremos el conjunto

{K:K<C, K<dP, Ky P/K ciclicos}.

Los grupos de orden minimo en este conjunto serdn llamados niicleos C-minimales.
Una factorizacién metaciclica P = SK es llamada C-estdndar si |S| =expPy K
es un niucleo C-minimal.

Del Lema 2.8, observamos que P tiene una factorizacién metaciclica C-estdndar
si el conjunto definido arriba es no vacio.

Lema 2.12 (3.4 en [8]). Sea P un p-grupo con p primo impar, y P = SK una
factorizacion metaciclica. Definimos «, 3, v y 0 como sigue:

p*=[S:SnK], pP=[K:SnK], p"=|K|, p*=[K : P).
Entonces
(i) y=28, B+8>27v>4;

(ii) si é =0, entonces 3 = 0.
Si P = SK es C-estdndar para un subgrupo C de indice p* conteniendo a K, entonces
(i) a2 B;

(iv) si B < &, entonces a — k < 3.
En cualquier caso, P tiene la siguiente presentacion

(o yla® =9, ' =1, F=9}*),

Prueba. De la definicién de los parametros obtenemos

(Pl=p™, |P|=p"" ISNK|=p"", |s|=p".
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Probaremos la iltima relacion de esta presentacién suponiendo que P no es abe-
liano, ya que es obvia si lo es. Como S/Cg(K) = P’ por el Corolario 2.7, S actia
en K como un grupo de automorfismos de orden p?~%. Por otro lado, de la Propo-
sicién 1.9(i), tenemos que b — b*** define un automorfismo de orden p?~%. Por el
Teorema 1.19, Aut K es ciclico, luego tiene un solo subgrupo de este orden, asi que
podemos elegir un z en S tal que b* = pi+v° para todo b en K, es decir zCg(K') genera
S/Cs(K). Como P no es abeliano, |S/Cs(K)| = p* cont > 0. Si (zp) = S, con z = 2
entonces (m, p‘) =1 es decir, (m, p) =1 y tenemos (z) = S. Claramente v > 3. Si
v = f3, facilmente observamos que z*" = yg" donde (yp) = K. Si v — 3 > 0, entonces
P = (ygo)“ y este tltimo tiene orden p*~? por lo que (n, p*#) =1=(n, p) =1y
(y3) = K. Asi que, definiendo y := yj tenemos

o =y, P =1, Y =gt
Entonces P es una imagen homomérfica del grupo presentado por
@yl =97, o =1, o =¢*).

Pero esta presentacién da origen a un grupo de orden menor o igual que p**7, asf que
P es isomorfo al grupo definido por ella.

v > & porque P’ < K. Del hecho de que y*° = (y*°)* = y?"0+7") se sigue
B+ 0 > 7. Esto completa la prueba de (i). Para probar (ii), observamos primero que
si 8 =0y P es ciclico, claramente tenemos [ = 0. Supongamos entonces 7 > 1 y que
P no es ciclico. El subgrupo de Frattini ®(P) contiene al conmutador P’, pero, por
el Lema 2.5(ii), no contiene a K, asi que P’ es un subgrupo propio de K y por tanto
0>1.

Supongamos ahora que P = SK es C-estandar. Como exp P = |S| = p**t1-8,
entonces p** = exp Pp®, mas exp P es un miiltiplo de p, luego o > 3 y tenemos
(iii). Supongamos 8 < 6, es decir P’ < SN K, queremos probar a — k < 3.

Como |K| divide a |S], entonces |S/P’| es un miltiplo de |K/P’|. Ademds P/P’
es abeliano finito por lo que, si p" = |S/P’|, para cualquier elemento zP' en P/P’
tenemos (zP')?" = P’ y con ello exp (P/P’)|p", pero p” es el orden de zF’, luego
exp(P/P') = |S/P'|. Ahora podemos aplicar el Lema 1.6 a P/P’ y obtenemos un
subgrupo T' de P, tal que ST = Py SNT = P'. Més ain, S/P' y T/P' son
ciclicos, el ultimo por ser isomorfo a K/(SN K), y como |ST| = |SK]|, entonces
|T| = p*~**? < p” ya que estamos suponiendo § < 4.

Supongamos que 7" no es ciclico. Sea ¢ un isomorfismo de 7'/P’ en un subgrupo
de S/P', digamos W/P'. Definimos

Y = {ts: ¢(tP') =sP’, teT}.
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Aplicamos el Teorema 1.7 a (T//P’, 1, W/P’, 1, ¢), entonces Y es un subgrupo tal
que SNY =TNY = P'. Por el Lema 2.5(i), P’Q(P) < T, esto implica que ¥ no
contiene a {2;(P) ya que de no ser asi, P’ (P) C TNY y P’ no seria ciclico, lo
que es contradictorio, por lo tanto Y es ciclico. Ademds Y es normal en P porque
P’ < Y. Nuevamente por el Lema 1.7 |Y| = [T, luego |Y| < |K|. Con esto tenemos
que |P/P'| =|S/P'||Y/P'|, y como SNY = P, entonces P = SY y Y es un subgrupo
normal ciclico de P tal que P/Y es ciclico.

Si T es ciclico, definimos Y := T, asi que también se tiene |Y| < |K]. Por lo tanto,
en cualquier caso tenemos un subgrupo ciclico normal Y tal que P/Y es ciclico, y
|¥] < |K|. Finalmente, si suponemos a — k > (3, entonces |Y/P'| < |C/K], luego

YK Y
?‘ - lYnK

Como P/K es ciclico, entonces YK/K < C/K, luego Y < C. Pero P = SY es
también una factorizacién metaciclica, esto contradice la C-minimalidad de K. Por
lo tanto @ — k < .

< |5l <[z

Aplicaremos este lema con C = P, obteniendo un teorema de clasificacién para
p-grupos metaciclicos con p impar.

Teorema 2.13 (3.5 en [8]). Con p impar, todo p-grupo metaciclico no ciclico P
tiene una presentacion de la forma

P=(a, b|a™ =0, ¥’" =1, b = p*7"),

donde o, 3, 7y, 0 son enteros no negativos, tales que « > f > v > 6, yv > 1.
Inversamente, cada presentacion de este tipo define un p-grupo metaciclico no ciclico
de orden p**P+3 distintos valores para los pardmetros o, B, 7, & (con la condicion
de arriba) dan grupos no isomorfos.

Prueba. El Lema 2.8 nos garantiza que podemos escoger una factorizacion metaciclica
P = SK tal que el orden de S sea exp P y K tenga el menor orden posible. Aplicando
el 1iltimo lema con k = 0 y redefiniendo p’ := |S N K| y p” := |K/P’|, obtenemos la
presentacién deseada. Como x = 0, de 2.12(iii) y 2.12(iv) obtenemos a > 8 > v v de
2.12(i) tenemos v > 8. v > 1 se obtiene de 2.12(ii) y del hecho de que P no es ciclico.
Inversamente, si @, 3, -, ¢ son enteros no negativos talesquea > g >vy>dyy > 1,
entoncesp+vy >4y a > (3> +6—, con lo que podemos aplicar el Corolario 1.13
y obtenemos (1 4 p?)?* = 1 mod p®*%. Ademés B+ < B + 7, es decir pP*? divide a
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p?*7, entonces, por el Lema 1.2 la presentacién de arriba define un grupo metaciclico
de orden pP+éte,
Para la dltima afirmacién, consideremos los grupos SP'/P' y K/P'. Dado que

B > « tenemos SN K < P, asi que SNP' = SN K y por tanto |SP'/P'| = p%,
ademads por la Ley Modular de Dedekind tenemos SP' N K = P’, es decir

P SP. K _

7= X = U%) x "),
asique a y 7 son invariantes de P. Por otro lado, exp P = p**% y |P| = p**#+% por
lo que § y § también son invariantes del grupo.
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2.2. 2-grupos metaciclicos

Pero el dos no ha sido nunca un nimero

porque es una angustia y su sombra,

porque es la guitarra donde el amor se desespera,

porque es la demostracidn de otro infinito que no es suyo
y es las murallas del muerto

y es el castigo de la nueva resurreccion sin finales.

Fragmento de ‘Pequefio poema infinito’, de Federico Garcia Lorca.

Lema 2.14 (2.1 en [4]). Sea G un grupo metaciclico con una presentacion:
(@, ylz* =y, y" =1, y* =y"),

donde k, I, m yr son enteros positivos tales que m|(r*—1) y m|l(r—1). Reemplazando
y por una potencia adecuada del mismo, podemos suponer que llm. Con tal l, tenemos
exp G = m.cm.(km/l, m).

Prueba. Sea a = l/(m, 1), claramente (¢, m) = 1 por lo que (y*) = (y). Ademds
y! = y*m D y (m, [) divide a m. Remplazando y por y* y [ por (m, [) tenemos la
primera afirmacién. Para la segunda tenemos m.c.m.(km/l, m) = m.c.m.(|z|, |y]) ¥
este miiltiplo comin divide a exp G. Tomemos p el primo m&s pequeiio que divide al
orden de G y sea t el entero mds grande tal que p* divide a m.c.m.(km/l, m). Como
(z)(y) es una factorizacién metaciclica de G, (x),(y), es una factorizacién metaciclica
de un p-subgrupo de Sylow P de G. Por la Proposicién 1.34, G = PN con N un p'-
subgrupo de Hall normal. Por otro lado, si P es ciclico, claramente (zy)P = zPy? para
todos z, y € P. Sabemos que ®(P) contiene a P’, pero por 2.5(ii), si P no es ciclico;
®(P) no contiene a K, luego P’ es un subgrupo propio de K y P’ < (y)b. Asi que
PP = (x)P(y)b, y por induccién P? = 1. Por lo tanto G < N. Repetimos este
proceso para N = FyNy, donde P, se define de manera anéloga a P para ¢ el primo
divisor méds pequeno del orden de N y N, es el respectivo complemento, obteniendo
GP'?? < N9 < N,. Continuamos este procedimiento para primos progresivamente
més grandes y tenemos

Gm.c,m,(kmﬂ, m) < Nm,c.m,(km_ll, m)/pt Cowi & 1.
Luego (exp G) | m.e.m.(km/l, m) y (expG) = m.c.m.(km/l, m).

Lema 2.15 (4.5 en [4]). Si P es el grupo presentado por

13 1 m n
(z, y|2P =97, ¥ =1, y* =3'*7),
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dondem —n<l<m,1<n<mym-—n<k, entonces Z(P) = (z?" ", y*" ). Si
P es el grupo presentado por

& B2 =97 7 =3 =y,
dondem—1<1<m,2<n<mym—n <k, entonces Z(P) = (z%, y*"') cuando
m=n, en cualquier otro caso Z(P) = (z" ", y*" ).

Prueba. Del Lema 2.14, sabemos que Z(P) = (z°,y*),con s = |[1+p" mod p™| y t =
p™/(p™, p"). Para la primera presentacién, claramente, t = p™™ " y, por el Corolario
1.13, s = p™ ™, es decir, Z(P) = (zF" ", y?" ). Para la segunda presentacién,
t =2m 1y por 1.13, s = 2™ ", por lo que Z(P) = (2" ", y*" '), y si m = n,
entonces Z(P) = (z2, y*" ).

Para la clasificacién de los 2-grupos metaciclicos, Hempel dice haber tomado una
clasificaciéon no publicada de Newman y Xu que prefigura en [5], y la modifica un
poco con miras a la clasificacion de los grupos metaciclicos finitos. Para llegar a ella
necesitaremos algunos lemas, el primero de ellos es parte del Teorema 5.4.3 en [2], en
el que Gorenstein describe diversas propiedades de cuatro p-grupos metaciclicos; los
dihédricos, cuaterniones generalizados, semidihédricos y los p-grupos M., (p).

Lema 2.16. Los grupos de orden 2™; dihédrico D,, (m > 2), cuaterniones genera-
lizados Qr, (m > 3), semidihédrico Sy, (m > 3) y My (2) (m > 3) no son isomorfos.

Prueba. Tomemos
Mu(2)= (&, g2t =y =1, F=y"*"" )
Siz=[z, y)=y>"", entonces
2% = @) 222 L borque m > 3,
luego, z conmuta con z y y. Del Lema 1.4 obtenemos

(ij)z _ zjyzj . y2j+3'2"'-= = 23'(1+2"‘-’),

luego zy* tiene orden menor o igual a 2 si, y sélo si, 2j(1 + 2™ %) = 0 mod 2™},

esto es, si y s6lo si j es un miltiplo de 22, Por lo tanto Qy(Mn(2)) = (z, 32" ) =
C(2) x C(2). Ahora consideremos

Dp={z, y|la’=¢""" =1, ¥*=9yY),
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en este grupo tenemos (zy)? = (zyz)y = y~'y = 1, asi que zy y y tienen orden 2,
luego D, = (z, y) = (zy, y) C (Dp), es decir D, = Qy(Dy,). Para

2 gm-—1 T

Qm= o y| =y sy =19 =y

observamos .
, o g el me n
(@y')’ = (ay'o)y' =" 2 ylwy' =

para toda i, luego zy' nunca tiene orden 2. Entonces 2,(Qn) = (¥*" ) = C(2).

Finalmente, en

=1 T -—1+2""—2>

Sm=(z, ylz*=y"" =1, y"=y

tenemos

(2y')? = (zy'z)y’ = y' "yt = 2",
asi que zy' tiene orden 2 si, y sélo si, 7 es par. Pero entonces 2,(S,,) = (zy? z) =
(y?, z). Si llamamos ¥, = y?, entonces o(y;) = 2™ y

_14gm-2 _ E
of = (PP =T Vg layr?

es decir, ;(S;,) es isomorfo a Q1.

Tenemos entonces [ (Dpm)| = 2™, [ (Qm)| =2y [$21(Sm)| = 2™1; asi que, D,
Qm y Sm no son isomorfos. Por otro lado, Q;(M;,(2)) = C(2) x C(2) por lo que M,,(2)
no es isomorfo a alguno de los otros tres grupos.

Lema 2.17 (4.1 en [4]). Si m y n son enteros positivos, entonces
(@, bla® =0 =1, b =b") Z (a, b|a® =b*""" =1, b° = b 1*?"),

Prueba. Escribiremos P; para el primer grupo y P, para el segundo. En m = 1, si
n =1, entonces P, es abeliano y P} no lo es. Si n > 1, entonces P, es dihédrico y P,
es semidihédrico por lo que no son isomorfos. Supongamos entonces, m > 2. Para P,
es claro que 2"*!|((—1)*" — 1), luego, por el Lema 1.2, |P,| = 2™+"+1, Para P;,

(_1 + 2n]‘2"‘ e, 212:1 (2:‘)211;'(_1)2"‘—:"
y claramente 2"*! divide a cada uno de estos sumandos, asi que, por 1.2, P, también
tiene orden 2™*"*1, Para i = 1, 2, consideremos los conjuntos:

P}={¢’lg€ P}.
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Sean i, j, enteros. En P, tenemos que si i es par, entonces ¥a' = a'V’ y si i es impar,
Yal = a'b™7, luego
(@h)? ={ az:sz si 2| .

a en cualquier otro caso.
Claramente tenemos 2™~! elementos a* con k par y 2" elementos b" con r par, luego,
2m-2 elementos son de la forma a® con i par y 22 lo son con i impar. Entonces
|P12| — gm+n=2 + gm=2

Ahora, en P, tenemos: Si i es par, desarrollando un binomio andlogo al desarro-
llado al principio de esta prueba, (—1 + 2")* es congruente con 1 médulo 2"*!, luego
ba' = a'V’; si i es impar y j es par, desarrollando ahora j(—1 + 2")" obtenemos que
éste es congruente con —j médulo 2"*!, luego ba' = a’b™. Finalmente, si tanto i
como j son impares, tenemos que los dos primeros sumandos del binomio j(—1+ 2")*
son —j y 2"ij = 2"(2r +1) = 2"*1r 42", p. a. entero r, como el resto de lo sumandos
es divisible por 2"*!, entonces j(—1+ 2")' = —j + 2" mod 2"*!, y concluimos:

a®b¥ s 2li
(a'¥)? = { a®  si2tid, y2|j
a’b®"  en cualquier otro caso.
Entonces |PZ| = 2m*n=2 4 9m=2 4 9m=2 > | P2|. Por lo tanto, P, ¥ P.
Lema 2.18. Sea P un 2-grupo metaciclico que tiene la siguiente presentacion

(z, y| ¥ =%, " =1, ¥ =),

conm, k, | yn enteros positivos, 2™|2"+, 2m|((1 4 27)2* —1) ym > n > 2. Para
cualesquiera i, j enteros, tenemos:

. A= e ’ = :cqm=1
(:r:yg)Q s xﬂ"" "‘yﬂ"" “y‘aj?"‘ .
Prueba. Del Teorema 1.23 obtenemos
jom—n_ iom-n T i €am—n
2y =(z'y)” Fcha,

donde ¢, es un elemento de C,({z*, ¥’)) v el exponenete e, es el r—ésimo coeficiente
binomial e, = n(n—1)---(n — (r —1))/r!. Como P’ es un subgrupo de (y), entonces
c2 = 7%, Y] y ¢ = [cr-1, 2'] paratodar=3,...,2™ " de hecho:

A -2yt

=y para todar=2,..,,2Mm ",
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Entonces ¢§? = y/(1-(142"))e2 y

i~ 1+2%9e = §l— X ()22 (2" - 1)
f=F; (rienmtjpmai)
= —ij2m (2™ - 1)
+J( 2 ( )2"?‘1‘1-(&—-1]” 1)(2m—n _ 1}
= Ugm— 332m+ m—n—1)
(= Sy () 2meminety(gnon _ 1)
= 452™ ! mod 2™

Il

y este ultimo es congruente con —ij2™~! médulo 2™, por lo que

(x‘.yj)zm n g C;?:‘_" _ 1.2‘“ nyJ2m—n ‘ng—l
Ahora, sir > 3

JA= Q42 = 5= T (2™
= J(=FT, Qe
2n(r 1)( E ( )2{& I)n}f—

Llamemos a este resultado j2""~Va. Para el coeficiente binomial e,, observamos que
la méxima potencia de 2 que lo divide es m — n — 3, donde r; es la maxima potencia
de 2 que divide a r. Asi, e, = 2™ """2b con b impar. Si r es impar, 1, =0 y

J(l == (1 + 2“’)“)"_16,_ — j2n(r_1)+m"“ab
= j2ﬂ(!’—2)+mab
= 0 mod 2™.

Por otro lado, si r es par, r >4 y r, <r — 2 < n(r — 2) porque n > 2. Luego
j(l e (1 + 2n)i)r—‘ler s j2n(r—-l)+m—n—r2ab

j2ﬂ(r—2)—?‘2+mab
0 mod 2™.

Il

De donde obtenemos el resultado.



44 p-grupos metaciclicos

Teorema 2.19 (4.6 en [4] o ‘two is the only odd prime’). Todo 2-grupo
metaciclico tiene uno de los siguientes ocho tipos de presentaciones, en la cual los
pardmetros T, s, t, u, v y w son nimeros naturales.

(1) (a|a* =1) conr >0,
(i) (@, b|a® = =1, B*=b) conr >1,
(i) (@, b|a®?=b* =1, b*=b""') conr > 2,
(iv) (a, bl a2 =0, b =1, b*=b"1) conr > 1,
() {a, b|a2=b"" =1, b*=b"") conr > 2,
(i) (a, bl a2 =" =1, b =b"1*?") conr > 2,
(vii) {a, b|a® =0, "' =1, BB =b"*") conr>s>u>2yu>t,

(mu) {ﬂ.‘ b | a2r+s+t e b2r+a+u+=, b2r+a+u+u+w s 1, b“ — b_1+2r+u> donde r 2 2, - S r
w<l,su=tu=tv=0,ystv>r—1, entonces w=0.

Grupos de diferentes tipos o del mismo tipo pero con pardmetros diferentes son no
isomorfos.

Prueba. Sea P un 2-grupo metaciclico, claramente P es finito. Supongamos primero
que P tiene un subgrupo ciclico maximal. Por el Teorema 1.17, P es isomorfo a uno
de los primeros seis tipos enlistados.

Supongamos ahora que P no tiene subgrupo ciclico maximal. Por el Lema 1.2, P
tiene una presentacién de la forma

(2, y|2°=1¢, y°=1, y"=1),

donde ¢ es una potencia de 2, como podemos tomar b tal que b|c entonces b es una
potencia de 2 y por lo tanto, a lo es también. Por el Lema 1.21, cambiando, si es
necesario, los generadores z y y, podemos suponer que d es de la forma %1 + 2* para
algiin entero no negativo A. Suponiendo que P no tiene subgrupos ciclicos maximales,
concluimos que P tiene una presentacion de la forma

k ! m n
o, pla® =97, " =L g5 =97}, (2.1)
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dondee=+1,m>n>2k22m>1>22"|(e+2" - 1)2, 2"|(e +2")" 1y
|P| = 2™ La primera condicién de divisibilidad se puede expresar como

m—n sie=1
e
l‘{m—l sie=-—1

y por el Corolario 1.13, la segunda equivale a k +n > m.
Supongamos primero que € = 1 y que m > n. Por el Lema 2.18 tenemos

i, jygm-n - jgm-n_ jom-—n i‘zm—l
(='y) = gy Ty
iaT—n som=—n . e
_ @ Ty : - siij es par,
— ST —TL SO —T T — ;M—n SO =T Lt . en -
T IT T 2TT = 22N i 45 es impar.

Este resultado serd muy 1til en los cdlculos que siguen, de los cuales sélo el primero
haremos con detalle. Tenemos cuatro casos: k > [ >n, [ >k >n, >k <ny
k > 1 < n. En el primer caso, P es claramente de tipo (vii). En el segundo caso,
observamos que si a = zy! 2" y

b— Yyt sik=m-n
y sik>m—n,

entonces z, y € (a, b), luego (a, b) = P. Si k > m — n, entonces

@ = (zy

B (ka ( ) L= kyak—( ]
_ (250 (mem) (1 gl-kyok=(m=n) jon\gm—n
=(z =y )

= I?"y(IAZ‘—*)Z*
2i yzk_zl

1—2‘-*)2*

1-2i-k )zt—lm—n)-zm—n

para algin entero d porque P’ = (y*")
por el resultado de arriba

=i
— y2*
= b,

Si k = m — n, obtenemos riapidamente la misma conclusién. En ambos subcasos,
también tenemos b*" = 1 y b = b'*2", Por lo tanto, P es una imagen homomérfica
del grupo definido por la presentacién (a, b | a®* = b2, B*™ =1, b* = b*2"). Como
el grupo definido por ésta tiene orden menor o igual a 25*™, debe ser isomorfo a P,
luego P es de tipo (vii). Sil > k < n, entonces de una forma andloga, probamos que
cona =y 'yb=z Yy 2"0-2" tenemos

P (g, b|a® =0, """ =1, b = p*?"),
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que también es un grupo de tipo (vii). Si k > | < n, entonces (z) N (y) contiene a P’,
asi que z y y conmutan con todo elemento de P’. Por 1.4 (uv)* = u®v*[u, v](g) para
todo u, v en P, a > 2. Utilizando esta igualdad, observamos que con a = z _‘y‘l y
b = x tenemos

P = (a; b | aﬂ - b2’=_1+m—:‘ bﬁ*‘-Hm =, B = b1+2k—vl+u)
donde

{= 1 sik+n=m,
“10 sik+n>m.

Esto nos lleva de regreso a uno de los tres casos que consideramos anteriormente.
Hemos mostrado que cuando £ = 1, P es de tipo (vii).

Ahora consideremos € = —1, en este caso | = m 6 | = m— 1. Primero supongamos
[ = m. Tomemos a = z y b = y. Para llevar la presentacién 2.1 a una de tipo (viii),
tenemos que mostrar que el sistema de ecuaciones simultdneas

r+s+t = k,
r+s+ut+v = r+st+ut+vt+w=m,
r+u = n,

tiene una solucién que satisface las condiciones impuestas a los pardmetros en (viii).
Claramente, w = 0. Si z = min{k, m}, entonces

(n, z—n, k—2,0, m—2z) sin<k,
(k, 0, 0, n—k, m—n) en otro caso

(r, s, t, u, U)={

es una solucién.
Sil=m—1, entonces m = [ + 1 > 3. Primero supongamos que n < m. También
podemos suponer que k +n > m, ya que de otra forma, con z; = zy,

P=(z,y|ai =y =1, y =y,

que es el caso considerado en el parrafo anterior. Cuando k+n >m > [ > 2, la
presentacién 2.1 puede ser llevada a una de tipo (viii) con @ = z, b = y; verificando
que el sistema de ecuaciones simultdneas

r+s+t = k,
r+s+u+v = r+s+utvt+w—-1=m-—1,
r+u = n,
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tiene una solucién que satisface las condiciones impuestas a los pardmetros en (viii).
Aniélogamente al caso anterior, una solucién es

(,- t ) = (n, z—n, k—2z, 0, m—l—z) sin<k,
y 85, L, U, v)= (k, 0, O,R—k,m—l—n) en otro caso

donde, en este caso, z = min{k, m — 1}.
Ahora supongamos m = n. Entonces y* = y~! y 2% € Z(P), entonces es facil ver
que con y, =z 'y,

k - m i m—
P(z, g |2¥ =9 =1, y¥" =1, oF =y71**"7),

que es el caso tratado en el parrafo anterior. Esto prueba que todo 2-grupo metaciclico
tiene una presentacién de las enlistadas aqui.

Del Lema 2.16, sabemos que los primeros seis tipos de grupos son no isomorfos
entre ellos, y es claro que los pardmetros son invariantes para cada uno. Como estos
grupos tienen subgrupos ciclicos maximales, |P|/exp G < 2.

Supongamos que P es un grupo de tipo (vii). El Lema 1.2 muestra que |P| =
273+t del Lema 2.14 tenemos que exp P = 2! y sabemos que P’ = (b*"). Entonces
P/P’" = C(27) x C(2*). Tenemos entonces que, 7+ s+t, 7+, r y u son invariantes de
P, por lo tanto, también lo son s y t. Como |P|/exp P = 2° > 2, P no es isomorfo a
ninguno de los primeros seis tipos enlistados. Como r > u > 2, observamos también
que C(4) x C(4) es una imagen homomorfica de P.

Ahora supongamos que P es un grupo de tipo (viii). Por el Lema 2.15

2 62r+s+u+u+w—l

Z(P) = { 522:”*‘” b2m+“+z+w sis+v+w=0,

1
} en otro caso,

que es ciclico de orden mayor a 2 si w = 1, ciclico de orden 2 si w =0y v =r. Esto
prueba que w es un invariante de P. Ademas P’ = (b*) y P/P' = C(2) x C(2r+stt).
En particular, C(4) x C(4) no es una imagen homomérfica de P y por lo tanto, un
grupo de tipo (viii) no es un grupo de tipo (vii). Por el Lema 2.14 tenemos

]PVEXPP - 22r+23+£+u+v+w/max{2r+3+!+w, 2r+s+u+v+w} > or S 2,

por lo que un grupo de tipo (viii) no es un grupo de alguno de los primeros seis tipos.
Supongamos que w = 0 para un grupo de tipo (viii) P. Entonces exp P/P' =
27+s+t y los tres enunciados siguientes son verdaderos:

(a) expP=exp P/P' = |P|'/?si, y s6losit = u = v = 0;
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(b) expP =exp P/P' > |P|"/?si, ysélosit >0y u=v=0;
(c) expP >expP/P si,ysblosit=0yu+v>0.

En el caso (a) tenemos P2 (a, b|a®™* =" =1, b* =b""*?) donde r > 2 y
s > 0. En este caso,

= ] Cl2)x Sy wis=10,
Z(P)= { C(2) x C(2")  en otro caso

y P/P’ = C(2)xC(2"+*), por lo tanto |P/P'|/|Z(P)| = 2™aX{L s} Si |P/P'|/|Z(P)| >
2, podemos concluir que los pardmetros son invariantes. Cuando |P/P'|/|Z(P)| = 2,
tendremos que distinguir los dos grupos obtenidos al hacer (r, s) igual a (¢, 1) 6 a
(g + 1, 0), para cualquier ¢ > 2. Ahora, por el Lema 2.17

(@, b|a® =" =1, P =b") % (a, b|a®" =" =1, b* = b ).

Para el caso (b), tenemos P = (a, b | a® """ = ¥ =1, b* = b~1*?") donde
r>2,8>0yt>1. En este caso,

~ J C(2) x C(2**1) sis=0,
aF) = { C(2) x C(27**)  en otro caso

y P/P" = C(2) x C(2"***t). Tenemos (exp P)?/|P| = 2¢, luego ¢ es un invariante de
P. Ademés, |P/P'|/|Z(P)| = 2maX{L, s} Si |P/P'|/|Z(P)| > 2, podemos concluir que
los pardmetros son invariantes. Cuando |P/P'|/|Z(P)| = 2, tendremos que distinguir
los dos grupos obtenidos al hacer (r, s) igual a (¢, 1) 6 a (g+ 1, 0), para cualquier
g > 2. Ahora, por el Lema 2.17

<a‘ b | a2‘+:+1 = bzwl =1, b*= b—l) ¥ (a! b I azq+=+1 = b2v+1 =1 b = b_H.ev).

En el iltimo caso, P = (a, b|a®"" = """ =1, b* = b=1*2""") donde r > 2,
v<r,su=0yu+wv>0. En este caso,

L[ C@xCE-) sis=v=0,
arys { C(2) x C(2"?) en otro caso

y P/P' = C(2) x C(2"*%). También tenemos |P/P'|/|Z(P)| = 2MaX{L. s+v} Como, en
este caso, exp P = 2"st4H tenemos que r+ s, u+v y max{1, s+v} son invariantes
de P. Si s+ v > 1, entonces s + v es un invariante, luego us = 0 implica que 7, s, u
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y v son invariantes de P. Supongamos que s + v < 1. Entonces s =0y u >v =0
6 v = 1, resta entonces distinguir los dos grupos obtenidos al hacer (u, v) igual a
(g+1, 0) 6a(q, 1), para cualquier ¢ > 2. Ahora, por el Lema 2.17

(@ bla® =b""" =1, b*=b"") #(a, b|a¥ =b"""" =1, b* = p~H"),
Siw = 1, entonces P/ (62" es de tipo (viii) con w = 0y los argumentos usados
Y g
en los parrafos anteriores pueden ser usados para probar que los otros pardmetros son
q p
invariantes. Con esto terminamos la prueba.



Capitulo 3

Descomposicion de Hall estandar

Si H y N son gruposy ¢: H— Aut N es un homomorfismo, éste define un producto
semidirecto de H y N que denotaremos por H x4 N, o simplemente por H x N.
Consideraremos a H y N como subgrupos de H x N por medio de las identificaciones
naturales.

A continuacién probaremos que todo grupo metaciclico finito se descompone
canénicamente como el producto semidirecto de dos subgrupos de Hall, uno de ellos
nilpotente. Ademas, el factor normal serd construido de tal forma que resulte ser el
més pequenio de los subgrupos de Hall normales con cociente nilpotente. Con esta
descomposicién procederemos a clasificar los grupos metaciclicos de orden impar.

Notacioén. Sea n un entero, m(n) denotard el conjunto de los primos divisores de
n. Extendiendo esta idea, si G es un grupo finito, escribiremos 7(G) para referirnos
al conjunto de los primos divisores del orden de G. Si G es nilpotente, el tinico 7-
subgrupo de Hall sera denotado por G, para cada conjunto de primos .

Lema 3.1 (5.3 en [8]). Sea G un grupo con una factorizacién metaciclica G = SK.
Para cada conjunto w de primos, el subgrupo H = S, K, es el iinico w-subgrupo de
Hall de G tal que Sy =SNH yK,=KNH, asi H= (SN H)(K N H).

Prueba. Como S y K son ciclicos S = S;5+ vy K = K, K+, esdecir G = S;Sp Kz Ky,
pero K es normal en G, luego G = S, K;Sy K. Por otro lado S, K, NSy Ky = 1,
luego |G| = |Sx Kx||Sx Ky|. Entonces H = S, K, es un w-subgrupo de Hall de G que,
por la regla modular de Dedekind, satisface S, = SN H y K, = KN H, por lo que
la unicidad es obvia.
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Definicién 3.2 (5.4 en [8]). Sea G un grupo con una factorizacién metaciclica
G = SK, en lo que resta de este capitulo, denotaremos por 7 al conjunto:

7 :={p € 7(G) | G tiene un p*subgrupo de Hall normal},
por H al 7-subgrupo de Hall S, K y por N al n’-subgrupo de Hall Sy K.

Lema 3.3 (5.5 en [8]). Sean G un grupo con una factorizacién metaciclica G = SK,
N y H definidos segiin 3.2, entonces N = (SNN)(KNN) es un subgrupo normal de
G yH=(SNH)KnNH) es nilpotente.

Prueba. Por el Lema 1.32 tenemos que N es la interseccion de todos los p’-subgrupos
de Hall normales para p en 7(G), entonces, por la prueba del Lema 3.1, G = HN es
una descomposicién semidirecta de G. Sip € m y T/N es un p-subgrupo de Sylow
de G/N entonces T' es un 7’ U {p}-subgrupo de Hall de G. Nuevamente por 1.32, la
interseccién de los ¢’-subgrupos de Hall normales de G con ¢ € n(G) y ¢ # p es un
(r — {p})’-subgrupo de Hall de G, es decir es un 7’ U {p}-subgrupo de Hall de G que
por ser normal es igual a 7. Entonces T'//N es un subgrupo normal de G/N, es decir
H = G/N es nilpotente.
N=(SNN)KNN)y H=(SNH)(KN H) se siguen del Lema 3.1.

Como parte de la Definicién 3.2, dado G grupo finito con una factorizacién meta-
ciclica G = SK, G = HN ser4 llamada la descomposicién de Hall estandar para
la factorizacion metaciclica G = SK.

Los dos siguientes resultados serdn utilizados en la prueba del Teorema 3.6, en el
que abordamos importantes caracteristicas de la descomposicién de Hall estdndar.

Lema 3.4 (5.2 en [8]). Sean q un primo, G un grupo metaciclico con un ¢ -subgrupo
H y Q un g-subgrupo de Sylow de G. Sea G = SK wuna factorizacion metaciclica tal

que:
H=(SNH)KNH) y Q=(SNQ)NKNQ).

Y sean
X=8SNnH, Y=KnH, U=SNnQ y V=KnNAQ.

Si H normaliza Q, entonces [H, Q) =16

Y<Cu(@), V=[H Q, U=Co(H) y UnV=1
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Prueba. De las hip6tesis observamos que H = XY y @ = UV son factorizaciones

metaciclicas de H y @ respectivamente.

Como K es un subgrupo ciclico normal de G, Y es un ¢’-subgrupo normal de G que

normaliza @, pero HNQ = 1, ya que H es un ¢’-subgrupo de G y @ es un g-subgrupo

de G, entoncessiz € Qyy €Y,y 'z lyz € Q y y~ 'z 'yz € Y de lo que obtenemos

Y < Cy(Q) y como U y X son subgrupos de S que es abeliano, entonces U < Co(H).
Ahorasih€e Hya€ Q:

hla'ha = y 'z v 'u"lzyuv
= ylz7 v lzyy porque U < Co(H)
= Wy zw porque Y < H
= g7 lv 1z porque Y < Cy(Q),

es decir, [H, Q] = [X, V]. Supongamos [H, Q] # 1, como V es normal en Q y
[X, V] # 1, entonces X actiia en V de manera no trivial, luego V = Cy(X) x [X, V]
(Lema 1.35), pero al ser V ciclico y de orden primo, si se descompone como un
producto directo, uno de los factores es igual a 1, asi Cy(X) =1y V = [H, Q). Luego,
siveVNCqo(H)y he€ Hdel=h"1v"hv =y 27w~ lzyv = 27w~ 'zv obtenemos
v =1, luego VNCq(H) =1y, por lo tanto, U NV = 1. Finalmente, como Q = UV
y U < Cq(H), por la regla modular de Dedekind Co(H) = QNCq(H) =U.

Para un primo ¢ € 7', introducimos los conjuntos § := {p € ' | p < q} ¥
G = {p € n’ | p < ¢} que nos serdn iitiles en la prueba de los dos siguientes resultados.
Para cualquier subconjunto w de n’ definimos N, := S, K.

Lema 3.5 (5.6 en [8]).

(1) K» =G NN;

(%) Sw = [lex Cn,(HN;) < Cn(H);
(i) Kp N Sw=1.

Prueba. Si G es nilpotente, entonces m(IN) es vacio y, por lo tanto, los resultados
también.

Si G no es nilpotente, entonces N no es trivial. Sea ¢ en w(N), por el Lema 3.1
SNN, =S,y KNN, = K,. Como K es un m-subgrupo normal de G, est4 contenido
en O,(G), por otro lado, como G es soluble y H es w-subgrupo de Hall, 0,(G) < H,
més atin, si 0 € O,(G) y n € N, tenemos n~'o™'n € 0,(G) y 0™'no € N, luego
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n~ o 'no € 0,(G) N N = 1, es decir O,(G) estd contenido en Cy(N). Por lo tanto,
K: < 0:(G) < Cy(N). Probaremos ahora que H normaliza N,. Como H = S, Ky,
basta conjugar por s € S, y tenemos:

s Ngs = s7'5,Kys = s715;sK, = N,

Consideremos ahora S;S, < Sy K3K, <€ G, su producto es subgrupo de G y,
como Kj es normal en G:

S§S KKy = S3K ;S Ky = N3N,

Esto es: N3N, es un subgrupo de G, y su orden tiene como primo divisor mas grande
a g, luego por la Proposicién 1.34 el g-subgrupo de Sylow de N; N, es normal en NV,
por lo tanto N; normaliza Ny, y HN; también.

Este tltimo resultado completa las hipétesis del lema anterior, por lo que si pro-
bamos [HN;, N,] # 1 podremos conluir (ii) y (iii).

Supongamos [HN;, Ny] = 1, probaremos que HN;N; es un ¢'-subgrupo de Hall
de G normal para llegar a una contradiccién. Procediendo igual que para N;N, arriba,
HN;Nj es un subgrupo de G. Observemos que N = N;N,Nj;, asi que, basta conjugar
HN;N; por n € N, arbitrario. Sea hmym; en HN; Ny, tenemos:

n~thmymon = n~'hmynm) con mj € N; porque Nz 9 N
= hmymj,

que es un elemento de HV;N;, esto contradice el hecho de que g € #’. Asi, por el Lema
3.4, S, =Cn,(HN;) < Cn(H), Ky = [HN;, Ny y SqN K, =1 para toda g € 7(N),
por lo tanto (ii) se sigue inmediatamente. Para (iii), tomemos a en K, NS, entonces
a = IIi_k; = II]_;s; con k; y s; en el g;-subgrupo de Sylow K,, de K y S, de S,
respectivamente. Entonces ki's; = IIl_okis;! 55! € Ky, - K. Sy, -+ S, Por lo
tanto kf‘sl = 1, mas 5, N Ky, = 1, luego ky = s; = 1y IT}_,k; = II]_,s;, continuamos
con este proceso y concluimos (iii).

Finalmente, para probar (i), observemos que de K, = [HN;, N,] concluimos
K. < G', es decir K < G'N N, y como G' £ K también tenemos G' N N <
KNN = K, por lo tanto K, = G'N N.

Teorema 3.6 (5.7 en [8]). Si G es un grupo con una factorizacion metaciclica
G =SK yG = HN es la descomposicion de Hall estindar para la misma, entonces
N = (SN N)(K N N) es una factorizacion metaciclica que se escinde, con SN N <
Cn(H). El subgrupo K N N y la clase de conjugacién de SN N son independientes
de la eleccion de la factorizacion metaciclica.
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Prueba. La factorizacién metaciclica N = (SNN)(KNN) se escinde por (iii) del lema
anterior, SN N < Cy(H) por (ii). Para probar la dltima afirmacién, sea S*K* otra
factorizacion metaciclica de G con descomposicién de Hall estdndar H*N*, como N
es un 7'-subgrupo de Hall normal, N = N*. Por el Lema 1.32, para cualquier p € 7',
Mp<gen HNgN; es un ({p} U p)-subgrupo de Hall de G, luego

|HN{§| — [npgqeﬂ' HNéqu'

Ademds, para todo g € 7’ tal que p < g tenemos KN N; S KN N;N; y SN N; €
SN N3Ny, por lo tanto N < NgNg, luego

HN; = HN;N; y andlogamente, H*Nj =)
También tenemos

|HNp| = |Vppgen HNgNg| 'y Np < N3N; paratodap#gqe,

- *
p<qen’ p<qen’ H*N, § Ny

y de manera andloga para H*N;, esto es

HNp = Vpugen HNgNg vy H'Ny =), o H'N; Nj.
Ademds, N, = (HN N)N, = HN,N N y N; = H*N; N N. Por el Teorema 1.33,
existe g € G tal que (H*N; N;)? = HN;N; para toda g € 7, entonces

HN,ON = (Vipem HNgNgNN
Mpgoen (H*N;N;)P NN
(Mpsgen H NGNGP¥ NN
= (Mpggew H*N;N; NN)* = (H*N; N N)S,

es decir N, = (N;)?. Por otro lado, si A es un grupo y R, B < A, para todo a € A
tenemos Cr(B?) = (C z.-1)(B))", luego

Il

SON = Ilex Cry(HN;)

[Tren Cny (Mpsgen HNalNG)

H‘?E”' CNP(nquefr’(H‘NgNg]g)
[iens Cro((Mpggen H* N N;)9)

= Tloew (Congy (Mpsgen H*NGNG))
= Ilew (Cuy(H*N;))0

b (qu«* CN; (H'N;))Q

= (S'NN).
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Para la independencia de K N N, tenemos

N ‘ N
IK,lnlNl=|SnN|—_-!(S ﬂN)gL llIE!gO W%:IKﬂNl Y
SeI .|
K" NI = 1 g = 1K N

Es decir K* NN y K N N tienen el mismo orden y por (i) del lema anterior son
subgrupos de G’ que es ciclico, por lo tanto son iguales.

Definicién 3.7. Una factorizacién metaciclica G = SK es estandar si |S|>|X]| y
|K| < |Y]| para toda factorizacién metaciclica G = XY. Si G = SK es una factori-
zacion metaciclica estandar con descomposicién de Hall estandar G = HN, entonces
la factorizacién G = (SN H)(K N H)(SNN)(K N N) es llamada una factorizacién
estdndar de G.

Como parte final de este capitulo probaremos la existencia de las factorizaciones
metaciclicas estdndar para grupos metaciclicos de orden impar y daremos una condi-
cién de suficiencia y necesidad para que una factorizacion metaciclica sea estdndar.

Lema 3.8 (5.1 en [8]). Sea G = H x N un grupo finito con (|H|, |N|) = 1. Si
H=XY (Y 9 H)y N=UV (V Q N) son factorizaciones metaciclicas tales
que X < Ny(V), Y < Cy(N) y U < Cn(H), entonces G = (XU)(YV) es una

factorizacion metaciclica de G.

Prueba. De las hipétesis tenemos G = (XU)(YV). Sean z, y, u, v los generadores
de X, Y, U, V respectivamente. Como z y u conmutan y (|X|, |[U]|) = 1, tenemos

= (zu) € G, andlogamente YV = (yv) < G. Ahora, si tomamos hn en G y y®v°
en YV y conjugamos, nuestras hipotesis implican:

n T y%%hn = n AT y%0% o = nTly Ry 0 n = Tl bn = o™
Por lo tanto YV es un subgrupo normal de G.

Lema 3.9 (5.9 en [8]). Todo grupo metaciclico de orden impar tiene una facto-
rizacion metaciclica estindar.

Prueba. Sea G un grupo metaciclico de orden impar y G = SK una factorizacién
metaciclica con la descomposicién de Hall estandar G = HN. Denotemos por ¢ el
conjunto de todos los subgrupos normales ciclicos de H tales que H/Y sea ciclico
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y Y < 0.(G). K N H pertenece a ¢, asi que el conjunto es no vacio. Tomemos
Y en J¢ con el menor orden posible en el conjunto. Por el Corolario 2.9, existe un
subgrupo ciclico X de H tal que H = XY y | X| = exp H. Definimos S* := X(SNN)
y K*:=Y(KNN). Por 3.5 tenemos

X <Ny(KNN)porque KNNLG; Y<Cyxg(N) y SNnN <Cy(H),

asi que por 3.8, G = S*K* es una factorizacién metaciclica de G. Ahora tomemos
otra factorizacién metaciclica G = S’K’ con descomposicion de Hall estdndar G =
H'N. Como H = H" p. a. g € G, entonces exp H = exp H' y por el Teorema 3.6,
[SNN|=|5"nNN|, asi que

1S*| = (exp H)|SNN| > |S' N H'||S'N N| = |S).

Por otro lado, si Y’ es un subgrupo ciclico de H' cuyo cociente es ciclico, entonces
Y’ es un subgrupo ciclico de H"? = H cuyo cociente es ciclico, es decir Y9 € £ y
|Y'| = |Y"| > |Y]. Por el Teorema 3.6 |K N N| = |K' N N|, luego

IK*| = [Y]IK N N| < |K'0 H||K' n N| = K.

Por lo tanto, G = S*K* es una factorizacién metaciclica estdndar. M4s atin, S*NH =
X,K*NH=Y,S*NN=SNNyK*nN=KnN.

Lema 3.10 (5.10 en [8]). Una factorizacion metaciclica G = SK de un grupo
metaciclico de orden impar es estdndar st y sdlo si para cada p en w, H, = S, K, es
una factorizacion metaciclica O, (G)-estdndar.

Prueba. Sea G un grupo metaciclico de orden impar con una factorizacion metaciclica
G = SK. Supongamos primero que es estdndar, como en el lema anterior, sabemos
que existen X y Y tales que H = XY, |X| = exp H y |Y| es de orden minimal en ¢ .
También sabemos que si S* := X(SNN)y K* :=Y(KNN), entonces G = S*K* es
una factorizacion metaciclica estandar, luego

SN H|ISNAN| =S| = |S*| = [X|ISAN)| ¥
KN H|K N N| = K| = |K*| = [Y|[K A N)|

Asique |SNH| = exp H y [KNH]| es de orden minimal en ¢ . Para cada p € 7, sean n,
la méxima potencia de p que divide a exp H y m,, la maxima potencia de p que divide a
|KNH|. Como |KNH| divide a |SN H]|, entonces n, > m,, es decir |S,| = p™» > p™ =
|K,|. Por otro lado, H, es regular, por lo tanto exp H, = max{|S,|, |K;|} = |S,|-
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Ahora, es claro que, para cada p € m, K, es un niicleo de H, contenido en Qp(G),
podemos entonces tomar B, un nicleo O,(G)-minimal de Hp y B := [, By estd en
J . Asique |B| > |KNH|. Si|B| > |KNH]|, entonces |By| > p™ = |K,| p. a. p€ ,
lo que contradice la O,(G)-minimalidad de B,, luego |B| = |K N H| y |B,| = |K,|.
Por lo tanto H, = S, K, es una factorizacién metaciclica @,(G)-esténdar.

Ahora sea H, = S,K, una factorizacién metaciclica Q,(G)-estandar para cada
p € w. Tomemos G = S'K’ otra factorizacién metaciclica de G con descomposicién de
Hall estandar G = H'N. Como H es un conjugado de H’, entonces para cada p € ,
|S,| divide a exp H, = exp H, = |S|, luego

|S n Hl = ].-IpE'lr |SP| 2 HpE'Jr !S;}l = |S-’ n HII-

De 3.6 sabemos que |[SNN| = |S'NN|y |S| = [SNH||SNN| > |S'NH’||S'NN| = ||
Como H es un conjugado de H’, andlogamente al lema anterior, observamos que
|Kp| < | K| para todo p € m, asi que

|I( ﬂ Hl = l-.[pEn' lel S Hpew IK;JI s |Kf n H’l

Del Teorema 3.6, sabemos que K NN = K'N Ny |K| = |[KNH||[KNN| <
|[K'NH'||K' N N| = |K'|. Por lo tanto G = SK es una factorizacién metaciclica
estandar.



Capitulo 4

Presentaciéon estandar para grupos
metaciclicos de orden impar

Ahora construiremos la presentacién para grupos metaciclicos de orden impar
propuesta por Hyo-Seob Sim, baséndonos en los principales resultados de los dos
capitulos anteriores. Probaremos que la mayoria de los pardmetros involucrados son
invariantes de los tipos de isomorfismo de los grupos definidos por éstas.

Notacién. Sean m y n enteros positivos y p un mimero primo. Denotaremos por m(p)
al entero més grande i tal que p' divide a m. El conjunto {p | p primo, m(p) > n(p)}
sera denotado por w(m/n).

Llamaremos 2 al conjunto de todos los ‘octetos’ (a, 8, v, 0, €, ¢, 1, 8) de enteros
positivos tales que para & := |# mod (|, se satisfacen las siguientes condiciones:

Bla, Bly, dly, 89,
w(B8) € =(d),
w(e) € n(¢),

w(8/8) C n(Bk/a),
w(ay) N7(¢) = 2,

n® =1 mod (,
#* =1 mod (,
(n—1, ¢)=1,

En el articulo Metacyclic groups of odd order [8], encontramos una tltima con-
dicién. Para p := m.c.m{q —1: ¢ € 7(()}, (cuando ¢ = 1, p := 1), Sim considera
también 6* = 1 mod (, mas el siguiente lema de Hempel prueba que no es necesaria.
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Lema 4.1 (6.1 en [4]). Sean o, ¢ y @ enteros con (o, () = 1. Si p estd definudo
como arriba y 0 = 1 mod (, entonces 8" = 1 mod (.

Prueba. Tomemos ¢ en (). Como (e, ¢) = 1 tenemos ¢ { a. Ademas |¢ mod (| divide
a a por lo que ¢ no divide a |# mod ¢|. Por otro lado, |# mod ¢¢@| divide a |@ mod (|,
luego ¢ no divide a [# mod ¢¢?|. Sabemos que el grupo de las unidades de los residuos
reducidos médulo ¢¢@ tiene tamafio ¢¢@ (¢ — 1), luego | mod ¢¢@| divide a ¢ — 1.
Pero (q — 1)|u, luego 6* = 1 mod ¢°‘9, con esto obtenemos el resultado.

Notacién. Dados dos enteros positivos m y n el nimero (m|n), denota la solucién
no negativa mds pequenia del sistema de congruencias simultdaneas

z = p™® mod p"®, p € n(n).

Observamos que si m divide a n, entonces para todo primo p € n(n), (mln) =
p"Pla 4 p™P) = pm)(1 4 ap¥) con a y k enteros. Si k > 0, el méximo exponente de
p que divide a (m|n) es precisamente m(p). Ahora, si k = 0, entonces (m|n) es un
miiltiplo de p™® = p™®) asi que m = ((m|n),n).

Sea (e, 3, v, 6, €, {, n, 8) un elemento fijo en Q con a, B, v, 4, €, ¢ nimeros
impares. Definimos una presentaciéon con el conjunto generador {z, y, u, v} y las
relaciones:

% = yﬁ‘

Yy =1, Y= .y1+(6|":),

uwt =1, ut = u, u¥ = u,

=1, vt =10, v =, v =yl

Denotamos esta presentacion por p(a, 3, v, 6, €, ¢, n, 0) y la llamaremos una
presentacion estandar. Manteniendo los otros pardametros fijos, algunas veces abre-
viaremos esta presentacion como p(n, ), p(n), p(8), o simplemente g.

Nuestro objetivo ahora es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.2 (6.3 en [8]). Todo grupo metaciclico de orden impar tienen una pre-
sentacion estandar y cada presentacion estindar define un grupo metaciclico de orden
impar. Los pardmetros o, B3, 7y, 0, £, ¢ y el orden multiplicativo, x, de 8 mddulo
son determinados por el tipo de isomorfismo del grupo presentado por ésta.

Dividimos la prueba de este teorema en tres lemas.
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Lema 4.3 (6.4 en [8]). St G es un grupo metaciclico de orden impar con una
factorizacion estindar G = XY UV, entonces G tiene una presentacion estdndar
pla, B, 7, 6, & ¢, n, 0) donde

v=1Yl, lul, ¢=1IVvl.

m
I

X % ¥
o= |xnvl #=lxmvl = =y
XnYy Xny (XYYy
Prueba. Sean H := XY, N :=UV, S:= XU y K :=YV. Recordemos que G = HN
es la descomposicién de Hall estdndar para la factorizacién metaciclica G = SK.
Definamos 7, w como los conjuntos de todos los primos divisores de los 6rdenes de
H y N respectivamente. Entonces 7 = w(ay), ya que |H| = av. Por otro lado,
observamos que si K, = 1 para algiin ¢ en w, entonces Sy Ky es un ¢'-subgrupo de
Hall normal, ya que G = S,Sy¢ Ky K, = 5,54 Ky, asi que conjugar por un elemento de
G se reduce a conjugar por uno de S,. Concluiriamos entonces que ¢ estd en m, pero
esto no ocurre, asi que para todo ¢ en w tenemos K, # 1. Como V = K, entonces
V =[],e Kq ¥, por lo tanto, @ = 7((). Tenemos entonces 7(e) C m((), ademds como
7 y w son disjuntos, m(ay) N7 (() = @
Para cada p € 7, por el Lema 3.10, H, = S,K, es una factorizacién metaciclica
0,(G)-estandar. Ademds, |K,| = |Y,| ¥ I\ es ClCllCO, asi que Y, es el p-subgrupo de
Sylow de K. Andlogamente, X, es el p-subgrupo de Sylow de S' Luego por el Lema
2.12(iii), B|a, por 2.12(i) By, J]‘y, 7|86 y por 2.12(ii) w(8) C w(8). Por este mismo
lema, cada H, tiene la siguiente presentacién:

palp) {p) p-r{p) - 14p4(P)
(Ip; yp Ly ypa y Yp )-

Sean z := perZp y ¥ = (Hpen yp'” ) donde oy es la p-componente de a y
s = (B|y)/B. Claramente y,** genera Y, v ((8|7), 7) = B, luego (s, ) = 1, asi que
(z) = X y (y) =Y. Ademds z y y satisfacen las siguientes relaciones:

=P y=1, y =y,

ya que
= (Hpewyx?”’)mm = Hpe:ﬂ;?"pﬁ = llpenzy PPy — g,

=1 es inmediata, y finalmente:

i SG ; = S,

Yy o=z (Hpewryp )z Hpewz l(npe:ryp p’)nperIp
Woevz,” Yp "' T, POIQUE Ty, = YoZp SiP# g
HpEn(Iglyp-rp)a

(l+p“"’)sapf o
= Theetp = (TTpeeyp” )+
1+(617).

=Y
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Sean u y v generadores de U y V respectivamente, claramente tenemos u® = 1
y v = 1. Sea # un entero positivo tal que v* = v?, definimos x := |# mod (|.
Probaremos k = [H : 0,(G)]. Claramente Y < @,(G), por lo que basta probar que
z" es la primera potencia de z en Q,(G). Como G es soluble y H es un w-subgrupo
de Hall, cualquier otro m-subgrupo de Hall es conjugado de H, asi que por 1.29,
basta demostrar z* € g~ Hg para toda g € G y que & es la primera potencia. Como
Y € 0,(G) € Cy(N) y X, U < S, entonces basta conjugar z* por v, pero esto es
precisamente z* y k = [H : 0,(G)] porque es la primera potencia de z que conmuta
con v. Como el orden de Y divide al orden de O,(G), tenemos k|a, asi que 8* = 1
mod ¢. Como la factorizacién metaciclica (z,)(y,) de cada H), es O,(G)-estandar, del
Lema 2.12(iv), tenemos que si 3(p) < &(p), entonces a(p) — k(p) < B(p), por tanto
7(5/8) C n(BK/a).

Ahora sea 1 un entero positivo tal que v* = v". Entonces 7* = 1 mod (. Si G es
nilpotente, N = 1, esto es { = 1. Si G no es nilpotente, sea ¢ un primo en w. Como
G = HN es la descomposicién de Hall estdndar para G = SK, los ¢’-subgrupos de
Hall no son normales. Por lo tanto Sy actda de manera no trivial en K, y, por el
Lema 1.36, asi mismo en §,(K,). Luego, S actiia no trivialmente en Q,(K,) = C(q)
y (8n — 1, q) = 1. En cualquier caso, obtenemos (6n — 1, ¢) = 1.

Hemos observado que los parametros «, 3, v, §, €, {, n y 0 satisfacen las condi-
ciones para los pardmetros de las presentaciones estandar, asi que dan origen a una
presentacion estandar p(e, 8, 7, 6, €, ¢, 0, 8). Por otro lado el conjunto {z, y, u, v}
genera a (G. Las relaciones u® = u y v¥ = v son obvias y u¥ = u se obtiene del Teorema
3.6, asi que {z, y, u, v} satisface las relaciones de p. Por lo tanto, G es una imagen
homomérfica del grupo definido por la presentacion estandar p. La presentacién g
define un grupo de orden a lo més aye(, asi que p es una presentacion estdndar para

G.

Consideremos una presentacién estandar p(a, 3, v, 6, £, ¢, n, #), sea G :=
(z, y. u, v) el grupo definido por ella. En lo que resta de este capitulo, x denota el
orden multiplicativo |# mod | y mantenemos la siguiente notacién fija:

H=4, X={), Y=, S=XU n=xH)

N:i={(u,v), U={), V=), K:=YV, w:==N)
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Lema 4.4 (6.5 en [8]).

(i) H es un subgrupo metaciclico nilpotente con una presentacion:

(z, y| 2 = 9%, y? =1, y* = y*M),
|H| = oy, |H/H'| = ad yexp H = ay/B;
(ii) N es un subgrupo metaciclico normal de orden €( con una presentacion:

(u,v|u =1, * =1, v* =",

(i1i) G = SK es una factorizacién metaciclica y su descomposicion de Hall estdndar
esG=HN;

() OL(G) = (z*, y) y por lo tanto, [H : Ox(G)] = k.

Prueba. Sean
"= (a, b|a®=bP, b7 =1, b* = bty y

=(cd|f=1,d5=1, d®=d".
Obviamente |H| < ay. Consideremos el grupo presentado por:

p(p) 4 pAp) prie) T o H_p&(p)
(ap, by | a2™” = b7, PP =1 b = gLy

Si rp := ap /By, entonces (rp, p) = 1 y por lo tanto, la pareja a,,b;” genera el
grupo definido por esta 1ltima presentacion. Ahora

pPlg

=aq T=b

Bledey ,

ap Y =), (br) =1

(b;p)a, o bLH_pé{pJ)rp — (b;”)l-'—(ah).

Es decir, ap, by’ satisfacen las relaciones de H y el grupo que generan es una imagen
homomérfica de H, supongamos que lo es bajo fp- Sabemos que este grupo tiene
orden p*P+1?) = |H /kerf,|, luego, si p y g son primos distintos en m(ay) tenemos
(IH/kerfyl, |H/kerfy]) = 1. Entonces |H/(V,eq(ay kerfy| = ay. Esto muestra que
|H| = ay y que H es el producto directo de los p-grupos definidos por las presen-
taciones de arriba con p corriendo en w(ary). En particular, estos p-grupos son los
subgrupos de Sylow de H, luego H es nilpotente. Por otro lado, N es un grupo me-
taciclico de orden €. Como 6* = 1 mod ¢, entonces s|a, luego el grupo (a*, b) es



64 Presentacion estandar para grupos metaciclicos de orden impar

un subgrupo normal de indice £ en H, mientras que en N, el automorfismo ¢ — ¢,
d +— d? tiene orden x. Como consecuencia tenemos que
¢"=¢ d®°=d’ cb=¢ d*=d

definen una accién de H en N con kernel H* = (a*, b) y podemos formar el producto
semidirecto correspondiente G = H x N. El conjunto {a, b, ¢, d} genera a G y sus
elementos satisfacen todas las relaciones de G. Luego G es una imagen homomorfica de
G. Por otro lado, el subgrupo H de G es una imagen homomorfica de H, al igual que
el subgrupo N de G es una imagen homomorfica de N. Ademds G = HN. Entonces

|G| < |G| < |H|IN| < |H|IN| = |G].

Luego
IGl _ 6l _ 6l
|H| < |H T = |H|.
=18 = 1w =1
Es decir H =~ H, N = N y G = G. De esto tenemos |G| = aye(. Del Lema 3.8,
sabemos que G = SK es una factorizacién metaciclica.
Verificaremos ahora que G = HN es la descomposicion de Hall estdndar para
G = SK. Supongamos que existe un primo ¢ en @ tal que un ¢’-subgrupo de Hall es
normal en G. Es decir, Sy Ky es normal en G. Ahora

seSp ke K,=>s"k'seK, vy k'ske SyKy

Por lo tanto, s™'k~1sk = 1, es decir [Sy, K,] = 1. Como S = XU y n(X)N#(U) =
entonces |Sy| = £,/ X|. De aqui obtenemos que (zu?") = S,. Ademds, la condicién
(0n—1, ¢) =1 implica (0n — 1, ¢) = 1 y n”*” = 5 mod ¢ por el Pequeiio Teorema
de Fermat. Asi que (97}"‘5("‘} —1, q) = 1, luego conjugar a los elementos de K, por
zu”” define una accién no trivial, es decir Sy actia de manera no trivial en K,
contradiciendo [S,, K,] = 1. Concluimos

= {p € n(G) | G tiene un p’-subgrupo de Hall normal}

Por lo tanto, G = HN es la descomposicion de Hall estindar para la factorizacion
metaciclica G = SK. Como 6|y tenemos ((4|7), v) = 6, asi que |[H'| =~/dy |H/H'| =
aé. Para cada p € 7, H,, es regular, luego exp H, = maz{o(z), o(y)} = p*®+1)-5@)
por tanto exp H = av/f. Finalmente, de la prueba del lema anterior obtenemos
0:(G) =
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Lema 4.5 (6.6 en [8]). Los pardmetros «e, 3, 7, 6, €, ¢ y k son invariantes de G.

Prueba. Como N es la interseccién de los complementos de Sylow normales, tenemos
que |N| = & es un invariante de G, y, por lo tanto, | H| = a7y es también un invariante.
Por el lema anterior exp H = ay/f y [H : 0(G)] = &, asi que § y & son invariantes.

Como consecuencia, si para cada p € 7, definimos g, := pP®+~(®) éste también
es un invariante. Para cada p-subgrupo de Sylow de H, H,, e, :=exp (H,/H,) y
fp := | Hp|/exp Op(G) son invariantes. Podemos calcular explicitamente e, y fp.

Como H, es regular, e, = maz{o(a,H,), o(b,H,)}. Si B(p) > d(p), entonces
a(p) > B(p) > &(p), por lo tanto e, = p*®. Si §(p) > B(p), entonces o(a,H,) =
pPHSR)I-B0)  luego e, = pP)+(P)-BP)  Esto es, e, = maz{p®?), p(P)+ip)-Br)}
Como Q,(G) = (a2™”, b,), tenemos exp 0,(G) = maz{p"®+e@-~E)-4r) pE)} y
por lo tanto, f, = min{p?®+*?) pa®)} Sea 7* el conjunto {p € 7 | f, = gp}. Como
fp ¥ 9p son invariantes para cada p € 7, entonces 7* y m \ 7* estan determinados por el
tipo de isomorfismo de G. Observamos que, cualquiera que sea el valor de exp O,(G),
fo < gp- Si f = gp, entonces a(p) > B(p) + x(p) y, como 7(8/8) C w(Bk/a), tenemos
B(p) > 6(p), luego e, = p®)_Sj f» < gp, entonces f, = ) Concluimos entonces
a = Iyerepllemafp, ¥, por lo tanto, es un invariante. Como exp H = avy/d y
|H/H'| = ad son invariantes, entonces y y 6 también lo son.

Del Teorema 3.6, sabemos que [U| = [SNN| =¢ey |[V| = |KNN| = ( son
invariantes de G.

Los tres lemas anteriores proporcionan una prueba del Teorema 4.2. Manteniendo
la misma notacion, de estos lemas tenemos también la siguiente consecuencia.

Corolario 4.6 (6.7 en [8]). La factorizacion G = XYUV es estdndar.

Prueba. Sea G = SpYpUpVy una factorizacion estandar. Como |Xp| =exp H = |X|,
entonces, por el Teorema 3.6, sélo tenemos que probar |Y| = |Yp|. Por el Lema 4.3, G
tiene una presentacién estindar p(ao, Bo, Yo, %0, 0, Co, Mo, 6o) con |¥y| = %, pero,
por el Lema 4.5, v = 7. Es decir |Y| =y = 7 = |Vl

Observacién (6.2 en [8]). Una presentacion metaciclica consistente para el grupo
definido por una presentacion estandar puede ser dada de la siguiente manera:

(a, b|a® =b%, B¢ =1, b* = b")
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Donde n es el entero no negativo mas pequeno tal que
{ n
n

ya que ¥ es un generador de Y, entonces para algin entero d

1+ (3]7) mod 7,
16 mod (,

i

25¢ = ye,ﬂ = ydC,B.

Como z°° tiene orden p”~#, entonces (d,p) = 1 y y* genera Y. Asi que a := zu,b :=
y*v son los generadores de la presentacién de arriba.



Capitulo 5

Ciertos automorfismos de p-grupos
metaciclicos con p impar

Hemos visto que seis de los ocho pardmetros de una presentacién estiandar son
invariantes del grupo. En el siguiente capitulo determinaremos cudndo dos grupos
definidos por dos presentaciones estandar son isomorfos, claramente, esta determina-
cién estard basada en los parametros € y 7. Como veremos al principio del siguiente
capitulo, podremos investigar este problema en dos partes, cada una con uno de estos
parametros fijo.

Siendo 7 el pardmetro para la conjugacién de v por u (utilizando la notacién del
capitulo anterior), el Teorema 3.6 nos permitird resolver facilmente el caso 6 fijo. Para
7 fijo tendremos que investigar la accién de H en N. Recordemos que H es el producto
directo de sus p-grupos de Sylow H, y la presentacién estdandar estd basada en una
factorizacién Q,(G)-estdndar para H,,. Por este motivo, nuestro objeto de estudio en
este capitulo serd cierto subgrupo de Aut(P/C), donde P es un p-grupo metaciclico
con p impar y una factorizaciéon metaciclica C-estandar para algtin subgrupo C. Este
capitulo tendrd como objetivo conocer, en términos de una factorizacién metaciclica
C-estandar fija, el tamafio del subgrupo de Aut(P/C) cuyos elementos se han obtenido
de todos los automorfismos de P que normalizan, es decir, fijan conjuntistamente a
C. Como resultado de este estudio sabremos, dada una factorizacién metaciclica C-
estandar, cudntos y c6mo son todos los nicleos de P que dan origen a factorizaciones
metaciclicas C-estandar.

Definicién 5.1. Sean ¥ € X < P y N un grupo de automorfismos de P que
normalizan a X y Y. Cada elemento de N define un automorfismo de X/Y de manera
natural, el conjunto de todos estos automorfismos, sera denotado por N|x/y.
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Escribiremos Ny, p(C') para el subgrupo de automorfismos de P que normalizan C
y Caw p(P/C) denotard a los elementos de Nay, p(C) tales que al obtener de manera
natural un automorfismo de P/C, éste es la funcién identidad.

Lema 5.2 (4.1 en [8]). Sea P = SK una factorizacidn metaciclica de un p-grupo
P para p un primo arbitrario. Supongamos que C' es un subgrupo de P que contiene
a K. Entonces

(1) si P es abeliano, Npy p(C)l pjc= Aut(P/C);
(1) en cualquier caso, Npy p(C) = [Nauw p(S) N Nay p(C)]Caw p(P/C).

Prueba. Como P/C es ciclico, todo automorfismo suyo es de la forma aC — a°C
para algiin entero s con (s, p) = 1. Si P es abeliano, el mapeo z +— z°, z € P es
inyectivo, ya que z° = 1 implica o(z)|s, luego = = 1, asi que éste es un automorfismo
de P. Claramente, este mapeo normaliza todo subgrupo de P y por lo tanto,

Nau P(C)lpc = Aut(P/C) y

[Naut p(S) N Naw p(C))l pre — Aut(P/C)

son suprayectivos, obtenemos entonces

Aut(P/C) = Nauw p(C)lprc= [Nauw p(S) N Naw p(C)|lp/c -

De esta iltima igualdad obtenemos también que, si ¢ € Nay p(C) entonces o p/c=
alpjc para algin @ € Nay p(S) NNaw p(C). Luego 0 = a(a™'o) y a~'o pertenece a
Cauwp(P/C), obteniendo el segundo resultado para P abeliano.

Supongamos ahora P no abeliano. El resultado es obvio si C' = P, asi que supon-
gamos C subgrupo propio de P. Sélo tenemos que demostrar

Nauw £(C) < [Nawp(S) N Naye p(C)]Can p(P/C),

va que la otra inclusion es obvia.

Sea r un generador fijo de S. Sabemos que existe un entero m tal que b* =
b™ para toda b en K. También podemos encontrar un generador y de K tal que
ZIS/SOR) — o IK/(SOK)I - Entonces P tiene una presentacién en los generadores z,
con las relaciones

xlb’/[h‘r‘\h’}l L yIK,/(SnI\')I, y|Ki =1, yx > ym_
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En el futuro, si A es un grupo y @ es un homomorfismo de grupos, denotaremos por
A® alaimagen de A bajo a. Tomemos entonces, ¢ un automorfismo en Ny, p(C'). Asi,
P = 8°K°, K es ciclico normal y S? es ciclico, por lo que ésta es una factorizacién
metaciclica para P con K? < C. Por el Lema 2.10, P = S°K. Supongamos ¢ =
zb pa. z € 8%, b € K. Entonces zC = ZC y (Z) es un suplemento de C' en P,
luego (Z) es un suplemento de K en P. Por la Ley Modular de Dedekind obtenemos
57 = (£)(5° N K). Como S? es ciclico, S"NK < (Z) 6 (Z) < S°NK, mas este tiltimo
caso implicaria P ciclico, asi que (Z) = S?. Podemos encontrar un generador y de K
tal que F!S7/(S°NK) — GIK/(S*0K) Como |S?| = || y |S N K| = |S? N K|, entonces
ZIS/(SnKN — GIK/(SPK)I Claramente 7% = g™ y g% = 1.

Hemos obtenido una presentacioén para P de la anterior remplazando z con Z y y
con §. El mapeo Z — z, j — y define un automorfismo de P, al que llamaremos 7.
Sabemos que C' y C7 son subgrupos de P del mismo orden conteniendo a K'; como
P/K es ciclico, entonces C/K = C"/K, asi que C = C7. Claramente (S7)" = S,
asi que 70 € Ny p(S) N Naw p(C). Por otro lado 7'zC = ZC = zC, es decir
7 € Cauwp(P/C). Por lo tanto o = 771(70) € [Naw p(S) NNayw p(C)]Caut p(P/C).

Como hemos dicho, determinaremos el orden de Nay p(C)lp/c, esto resulta su-
ficiente para conocer a este grupo, ya que Aut(P/C) es ciclico por el Teorema 1.19,
asi que tiene un tnico subgrupo de este orden. Para este fin serd de gran ayuda
recordar las siguientes nociones sobre G-conjuntos.

Definicién 5.3. Si X es un conjunto y G es un grupo, entonces X es un G-conjunto
si existe una funcién G x X — X (llamada una accién), denotada por (g, z) — gz,
tal que :

(i) 1z = z para toda z en X; y
(i) g(hz) = (gh)z para todos g, hen Gy z en X.

Si X es un G-conjunto y z € X, entonces el conjunto {gz | g € G} es llamado la
G-6rbita de .

Diremos que la accién es transitiva si X tiene una sola G-érbita y la llamaremos
regular si es transitiva y g € G, gz = = implican g = 1 para toda z € X.

Lema 5.4 (Lema de Burnside, 3.22 en [7]). Si X es un G-conjunto finito y N
es el nimero de G-orbitas, entonces

N = (/|G ec F(7),

donde, para 7 € G. F(7) es el nimero de x en X tales que 7z = z.
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En lo sucesivo, P denotard un p-grupo metaciclico con p un primo impar y P =
XY serda una factorizacién metaciclica C-estiandar fija para C' un subgrupo de P.
Definimos «, 3, 7, § v k como

X
Xny

Si K =0 (C = P). entonces el orden de Nay, p(C)] p/c es 1 ya que Aut(P/C) = 1.
Sik >0y~ =4, P es abeliano, por el lema anterior Npy p(C) | pjc= Aut(P/C)
y su orden es (p — 1)p~~'. Asi que, podemos suponer £ > 0 y v > 4. Definimos los
conjuntos:

[' pﬁ:|)(}r;1f’ g p‘j:‘%‘ p‘=|gl'

o

p:

X = {K | P= XK es una factorizacién metaciclica C-estdndar},

para K en ¢, A(K)={a € X | b* = b paratodabe K} y A:= Ukex A(K).
Definimos también

N := Nauwp(X) NNaw p(C),
U:=X/Cx(P), V = X/(XNC).
Lema 5.5.
(i) Nlu actia regularmente en {A(K) | K € X'}.
(1) Ny actia regularmente en {(CNX)z |z € A}.

Prueba. Dada K € ¥, probaremos que A(K) es una clase lateral derecha de Cx(P)
en X. Como la factorizacién metaciclica P = XK es C-estdandar, tenemos |K| = |Y],
luego |K/P'| = |Y/P'|, asi que, de las primeras lineas del Lema 2.12, sabemos que
podemos encontrar = € X tal que b* = b'*7* para todo b € K, es decir, A(K) # @,
y, de hecho, sabemos que {z) = X. Si w es un elemento arbitrario de A(K’), entonces

para todo b € K tenemos
pwst — JEJ|[1+;(J‘5):" Lo

Concluimos wr™! € Cx(P) vy w € Cx(P)z. Para la otra inclusién, supongamos
z € Cx(P)z, entonces b** '= b, luego b* = b\*+?"). Es decir, A(K) es una clase lateral
derecha de Cx(P) en X. Ahora, si v € P, v = z'b, (b € K). Sea zz un elemento de
A(K), entonces

v=rab=(2z)'27b y z7'€Cx(P)<Cp(K), be Cp(K),
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por lo tanto, cada subgrupo generado por un elemento de A(K) es un suplemento
de Cp(K) en P, luego, por el Lema 2.10, es también un suplemento de K en P. Si
z € A(K), por la Ley Modular de Dedekind obtenemos X = (z)(X N K), como X es
ciclico y P no es abeliano, concluimos (z) = X.

Consideremos la accién natural de IV en A: Sean a € A y p € N, sabemos que
a € AK) pa. K € 2, luego pa € A(pK) C A. Mostraremos que esta accion es
transitiva. Sea z € A(Y), tomemos y € Y tal que z*° = y”. Entonces z y y son
generadores de X y Y, respectivamente, y satisfacen las relaciones del Lema 2.12.
Como cada K en J¢ es un grupo ciclico de orden |Y|, tenemos X NY = X N K.

Se sigue entonces que para cualquier @ en A(K) podemos escoger b en K con
aP” = b,y a 'y b son generadores de X y K, respectivamente, que también satisfacen
las relaciones del Lema 2.12. Luego z — a, y — b define un automorfismo p en
Aut P que normaliza X y manda Y a K. Ahora C = CN XY = (CnN X)Y, luego
pC = p(X NC)pY = (X NC)K = C, es decir, p normaliza C. Esto prueba que A
tienen una sola N-6rbita y por lo tanto, la accién es transitiva.

Veamos ahora que tenemos una accién de N |y en {A(K) | K € J£} que es
regular. Si p € N, escribiremos p |y para el automorfismo en N |y obtenido de p.
Esta accién trabaja de la siguiente manera

plu A(K) = plu (Cx(P)z) = Cx(P)pz = A(pK),

por lo que hemos dicho, esta accién estd bien definida y es transitiva. Como he-
mos visto, todo A(K) es igual a un Cx(P)z, donde z es un generador de X, luego
(Cx(P)x) = X/Cx(P). Ahora, plyA(K) = A(K) implica ply(Cx(P)z) = Cx(P)z,
entonces p|y= 1. Esto prueba que la acci6én es regular y tenemos (i).

Como N actiia en A transitivamente, el mapeo (p, (CNX)z) — (CNX)pz define
una accién transitiva de N en el conjunto {(C N X)z | z € A}. Andlogamente al
péarrafo anterior, N |y actia regularmente en {(C'NX)z | z € A}.

Definimos
L ={KeX|AK)=A®Y)}.

Ahora podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 5.6 (4.2 en [8]). Stk >0 y v > 4, entonces

_ymf(m, p%) sik<y—6
INawp(C)Lrrc | = { mpsté=y en cualquier otro caso,

donde m = | ¥'|/|.Z].
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Prueba. Del Lema 5.2(ii), sabemos que Npw p(C)|lp/c= N|pc. Existe un isomor-
fismo natural entre X/(X NC) y P/C, digamos o, luego si a € N, entonces a|y —
oaly o~ define un isomorfismo de N|y en N|psc. Por lo tanto Nay p(C)lpjc= Nly,
asi, s6lo tenemos que investigar el orden de N|y.

Definimos

. { Cx(P)/(XNC) siCx(P)>(XNC)
=L (XNC)/Cx(P) siCx(P)< (XNCO).

Supongamos Cx(P) =2 X NC. Si z € A, entonces (X NC)z C Cx(P)z C A,
luego,

{(CnX)z|zeA}={CNX)z]|(CNX)zC A}

Por el Lema 5.5(ii), N |y actia regularmente en este ultimo, asi que, por el Lema
5.4, basta conocer el tamafio del mismo para determinar el de V|y. Asociar a cada
K € ¢ el conjunto A(K) es una funcién definida de J¢" en {A(K) | K € X'} y el
niimero de preimégenes de cada A(K) es |.Z|. Luego |{A(K) | K € X}||.Z| = |.#],
es decir [{A(K) | K € 2} = |¢|/|Z)]. Por otro lado, cada A(K) se divide en |W|
clases laterales derechas distintas de X NC, por lo tanto |Nay p(C)lpsc | = (%{)|W|‘
Ahora consideramos el caso Cx(P) < XNC. Si tomamos un automorfismo « en NV,
observamos que el mapeo aly+— aly define un homomorfismo suprayectivo de N |y
en N|y. Estd bien definido porque si a|y= |y, entonces Cx(P)a(z) = Cx(P)f(z),
luego a(z)(B(z)~') € X NC, por lo tanto a)y= By y claramente es suprayectivo. El
kernel de este homomorfismo son las o € N |y que satisfacen el siguiente diagrama:
U——-U

b

V—l—""V

Claramente, este conjunto es Cyy,, (V) y Cyy, (V) = Ny NCanr (V). Ademds, como
V =U/W, tenemos Cpup (V) = Cawv(U/W). Por otro lado W = (X NC)/Cx(P)
esta propiamente contenido en U = X/Cx(P), ya que

xng X
Cx(P)  Cx(P)

=X<C = P=C,

contradiciendo nuestras hipétesis. Esto implica que el mapeo g(o) := (ou)u™", donde
0 € Canu(U/W) y u es un generador fijo de U, sea una biyeccion entre Ca . (U/W)
v W. Como olyw es la identidad en U/W, entonces (ou)u™' € W, ademds, es facil
ver que este mapeo es una funcién inyectiva. Es suprayectiva porque si |[U/W| = p?,
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entonces todo elemento de W es de la forma w = u*** donde k = 1,.. ., |U|/p*. Como
a > 0 implica (kp® + 1, p) = 1, entonces A(u) := u*"+! define un automorfismo
de U. Ahora, v*** € W, por lo que Wu = WuFP"*1 es decir A |y= 1. Entonces,
A€ Canv(U/W) y g(A) = w. Asl que, |Cawu(U/W)| = |W|. Conlcuimos entonces

[Criy (V) = (INLu |, [W]).

Como Ny actiia regularmente en {A(K) | K € 2}, tenemos |N|y | = |¢ /%],
por lo tanto,

[Crnp (V) (1#1/121, IW])

Sabemos que |X/XNC| = p*y |X/Cx(P)| = |P'| = p*~¢, por lo que sim = |¢|/|.¢Z|,
entonces

_ymf(m, pP0*) sik<y—4§
INaw p(C)lpre | = { mp~to—r en cualquier otro caso.

Desde luego, ahora calcularemos los tamafios de ¥ y 2. Comenzaremos por el
de .

Como Y es un p-grupo ciclico, sabemos que XNY < P’ 6 XNY > P'. Estas dos
situaciones influirdn de manera decisiva tanto en el tamafio de J¢, en términos de la
factorizacion metaciclica P = XY, como en la descripcién de los posibles niicleos para
factorizaciones metaciclicas C-estdndar. Las siguientes figuras ilustran la situacién que
afrontaremos. La primera presenta el caso § < 4, la segunda es para > 6.

P
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Si K y N son grupos, Hom(K, N) denotari el conjunto de homomorfismos de K
en N.

Lema 5.7 (2.4 en [1]). St G = N x K para un subgrupo abeliano N, entonces
todo complemento de N es normal en G. El nimero de complementos de N en G es
[Hom(K, N)|.

Este lema es un corolario al Teorema 2 del articulo On semidirect products de H.
Bechtell. La prueba de este teorema no resulta complicada, por el contrario, el autor
la desarrolla de manera natural. Si G cumple las condiciones de 5.7, del teorema se
obtiene la biyeccién explicita entre Hom(K, N) y los complementos de N en G. Si
¢ € Hom(K, N), entonces ¢ se corresponde con K'*¢ donde 1+¢ : K — G se define
por k — k¢(k). En la prueba del siguiente lema veremos su aplicacion.

Lema 5.8 (4.3 en[8]). Sty > § entonces

)= { @07 ra-x2pyp<s

min(p®~*, p°) en cualquier otro caso.

Prueba. Sean r un elemento fijo de A(Y')y y un elemento fijo en Y tal que z¥° = y? .
Sabemos que z y y son generadores de X y Y, respectivamente. Definimos D :=
XP'NY y E:=XP' NC. Por la Ley Modular de Dedekind, tenemos

E=(XNC)P, D=(XNY)P, EY=C, y EnY=D.

Esto prueba que C/D =Y/D x E/D. Como Y es ciclico, XNY < PP6 XNY > P,
luego Y/D = C(min{p?, p°}), y de las dos dltimas igualdades, obtenemos E/D =
C(p**). A continuacién probaremos que K € . si, y sélo si, K es un subgrupo
ciclico de C conteniendo D con K/D como complemento directo de E/D en C/D.
Supongamos P = X K una factorizacién metaciclica C-estandar. K es un grupo ciclico
de orden |Y|, asi que X N K = X NY. Entonces

D=(XNY)P =(XNK)P=XPNK=EnNK.

Por otro lado, EK = (XP'NC)K = C. Por lo tanto, K/ D es un complemento directo
de E/D en C/D. Ahora, sea K un subgrupo ciclico que contiene a D tal que K/D
es un complemento directo de E/D en C/D. Entonces K > P' y K es normal en P.
Como £ = (XNC)P' < XK, tenemos XK = XKE = XC = P. Ademas, |K| = Y],
debido a que |K/D| = |Y/D|. Es decir, K € .



75

Si definimos
H#* = {K | K/D es un complemento directo de E/D en C/D};

entonces X = {K € )" | K es ciclico}.

Como C/D =Y/DxE/D, por el Lema 5.7, sabemos que existe una biyeccion entre
los complementos directos de E/D en C/D y Hom(Y/D, E/D), ésta se encuentra
dada por ¢ — (Y/D)'*®. Sabemos que existe un isomorfismo ¢’ entre ¢(Y/D) y
(Y/D)/ker¢ asi que, segiin el Lema 1.7, cada (Y/D)'*¢ es la diagonal definida por
(Y/D, ker, ¢(Y/D), 1, ).

Tenemos, entonces, una biyeccién entre £ * y Hom(Y/D, E/D), el grupo corres-
pondiente a ¢ serd denotado por K,. Claramente Ky = {baD | ¢(bD) = aD,b€ Y'}.
Describiremos ahora la naturaleza de cada ¢. Dado que Y/D y E/D son p-grupos
ciclicos, el orden de Hom(Y/D, E/D) es min{|Y/D|, |E/D|},y |Y/D| = min{p?, p’}
mientras que |E/D| = p®*, el orden es igual a min{p*~*, p?, p°}. Como (z7*) =
(X N C), entonces (zP"D) = E/D. Supongamos |E/D| < |Y/D|. En este caso, ¢
estd definido por yD — z°P"D con s un entero tinico tal que 0 < s < p**. Si
|Y/DJ < |E/D|, entonces E/D tiene un tnico subgrupo de orden |Y/D)|, éste es
(z*°7" D), si |Y/D| = pP; y es (z*° "’ D), si |Y/D| = p®. Sea

o’ :=max{k, a - 3, a—d}.

Entonces, dado ¢ € Hom(Y/D, E/D), ¢ est4 definido por yD + z° D con s
un entero tnico tal que 0 < s < p®~*". Si escribimos K en lugar de Kj, entonces
K ={K;|0<s<p*}. Lo que resta ahora es decidir cudntos K, son ciclicos.

Para este fin, consideremos D* el tinico subgrupo de Y de indice p*=*", (en los
tres casos posibles para o* tenemos a — a* < 7). Entonces

D'=XNY & a-a"=0 & (a—k>0yp<9).

Nuestra discusién se divide en dos casos, que dependen de que D* = X NY o no.
Caso . a— k> By 3 <6 Estoes D= D = XNY. La regularidad de P y
27" = y** implican (27" 'y ")’ = 1, es decir

C(p) x C(p) = (v, 2"y 7"y = Oy (P).

Como P no es abeliano 3 < § < 7, asi que (y*" ') < (y7°), entonces DQ,(P) =
(y*", z*°'y""7") y tenemos

D (P) _

D (z*" "'y D).
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=1 F—1 . . P s .
Dado que " Dy y”'} D tienen orden p y, bajo nuestras condiciones numéricas,
-1
a — 1> K, entonces z7° € (z%) y

0(E/D) = (2" "'D) y @(Y/D)=(y" D).

Por lo tanto, (z*° 'y~ "' D) es la diagonal definida por ¥, el isomorfismo definido
por y ' D > 2?°7' D entre 0, (Y/D) y 2,(E/D). Observamos que K es ciclico si,
y solo si, K no contiene a DQ;(P). Ahora, dado Ky, si ¢ restringido a ,(Y/D) es
igual a 9, entonces DS)(P) estd contenido en K. Por otro lado, si DO (P) < K,

entonces
D (P) _ Ky

D T D
Luego z*" 'y 7'D = aD¢(aD) p. a. a € Y y tenemos y? e D= =77 D¢(aD),
el primer término de esta igualdad pertenece a Y/D y el segundo a E/D, luego
y?'D=aDy *"' D = ¢(aD). Es decir,

= {aD¢(aD) |a € Y}.

¥(aD) = Y(y ' D) = 2*" "' D = ¢(aD),

luego la restriccién de ¢ a Q,(Y/D) es igual a 2. Tenemos entonces, que Ky es ciclico
si y sélo si, ¢|a,(v/py no es igual a .
Sea ¢y en Hom(C(p?), C(p)) tal que ¢olcry = . Si ¢ € Hom(C(p®), C(p?)) y
dlc) = ¥, entonces ¢ = go+d—do y ¢—do € Hom(C(p), C(p®)) con kerd > C(p).
Es decir

{¢ € Hom(C(p?), C(#?)) | dlcn) = ¥}
= {éo+ ¢ | ¢ € Hom(C(p?), C(p”)) kerp > C(p)}

y obtenemos una correspondencia biyectiva entre
{6 € Hom(C(p”), C(p")) | Slcp = ¥}
y Hom(C(p?)/C(p), C(p?)). Finalmente
|#| = [Hom(C(p”), C(p"))| - [Hom(C(p*™"), C(p?))I.
Es decir, |#| = (p—1)p* lsia—k > By B <4.
Casoll: a — k< 363 >6. Estoes a® >a — 3, y por lo tanto 7 > a — a*. Es

decir, XNY es un subgrupo propio de D*, luego y*" ' € D*. Si definimos X* := X D*,
éste no es ciclico, ya que (z. y* ' )/(X NY) = C(p®) x C(p). Asi que, X* contiene a
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1(P). Ahora, si a—a* = §, entonces D* = P’ < K. Por la ley Modular de Dedekind,
tenemos X* N K = (X N K)D* = D* para toda K € J¢*, luego, K no contiene a
Q,(P). Si a — o = a — K, entonces

¥ _ Xl
|D*|  |XnY]| |P]|

y obtenemos |D*|(|C/Y K|) = |Y N K|. Es decir |D*| < |Y N K|, como Y es ciclico,

entonces D* < K y nuevamente, X* N K = D*. Concluimos K ciclico para toda K

en J*. Por lo tanto ¥ = #* y |#| = p*=*". Con esto terminamos la prueba.

Observemos que si a —k > [y 3 < 4, entonces el tamano de J¢ es la cantidad de
niimeros naturales menores que p” y primos relativos a él. El siguiente lema muestra
que, en este caso, cada s que determina a K, es menor que p° y (s +1, p) = L.

Lema 5.9 (4.4 en [8]). Suponiendo v > & tenemos:
(i) Sia—k> B yB <85, entonces X = {(z"y) |0<s<p?, (s+1, p)=1};

(i1) en cualquier otro caso, & = {(x“’""-y) |0 < s<p*}, donde a* se reduce a
max{k, a — d}.

Prueba. De la regularidad de P y la definicién de los pardmentros tenemos

=1 —phty-1-8
. _— a®+y=1 —pr=1 y 4 .4
(Isy" y)p =1 & % = P = { mspo"-rr—l _ I_pu+-r-1-.8
lo que ocurre, si, y sélo si
{ 4 >- 18! { 7= 13'
sp* 11 = —petr=1-8 mod patr-8 1+ sp* %~ = (0 mod p.

Es claro que z°P""y € K. Si s no es solucién de 1+ sp® *#~* = 0 mod p, entonces
%"y tiene orden p* y K, = (%" y).

Sia—kx> 0y <4, entonces vy > [ porque ¥ > §. En este caso o = a — 8 y,
por lo tanto, las soluciones a dicha congruencia son aquellas s con s = —1 mod p.

En el caso o* > a — § no hay solucién para la congruencia. Por el Lema 4.3, hay
exactamente |¢| elecciones de s que no son soluciones de la congruencia y tenemos

(ii).
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Ademads de este lema, para determinar el tamano de . también necesitamos lo
siguiente.

Lema 5.10 (4.5 en [8]). Sty > d entonces
AY)=AK,) <« spP" =0 mod p* ™,
donde o* = max{k, a — 3, a —d}.

Prueba. Sean

1

B:=01+p)" y B@’)=B""'+.--+B+1.

Apoyados en el Lema 2.12, para los tres casos de a* es ficil verificar a* + 20 > .

Ahora .
sp° Spa-
B= P =14 p*
(77 Jpr=rew

donde ¢ es un natural y o* + 6 > 1 porque a* + 6 > v — & > 0. Asi que p* 4 <
(p", B — 1), entonces, por (i) de la Proposicién 1.9

|B mod p?| = 7 < - Pl
(p"r,B_]_)"'pq'+6 -

Luego B*" =1 mod p”, y por 1.9(ii) B(p’) = p® mod p”. Observemos también que,
si @ y c son enteros, entonces

(Iay)c e Iacym, = (1 + pd)n(c—l) s sE (1 + pﬁ)a(c—(c—l)) 1
De aqui desprendemos

AY) = A(K,) & (27 ) = (a2 y)+
o gyt = ()" BB
s 7=
= Spa. +5 = () mod pcx+1—6
& sp?77 =0 mod p* .
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Lema 5.11 (4.6 en [8]). Siy > ¢ entonces |.£| = min{p?~ 7+, p*~~}.

o—a”

Prueba. Observemos primero que f—v+06 =0y K, € .%, implican s = 0 mod p
Mas s debe cumplir 0 < s < p*~", por lo tanto, s =0y £ = {Y}.

Supongamos a — k > 3y 3 < 6. Por los dos lemas anteriores, K, € .Z si, y s6lo
si, s es un multiplo de p?~% y s < p®. Por otro lado p? = p#~(=9+1-¢_ si suponemos
B > v — &, entonces tenemos p?~ 7+ posibilidades para s, es decir |.£| = p?~7¥.
Si @ — a* = § la situacién es similar a la anterior y tenemos |.#| = p#~7*%. Si
a — a* = k, seguimos nuevamente el razonamiento de arriba, mas en este ocasién
tenemos dos casos, a —k > f—7v+d 6a—k < f— v+ que nos llevan a
2] = min{p?~7+5, pa=r).

En cualquier caso concluimos |.Z| = min{p?~7+3, po==},

Corolario 5.12 (4.7 en [8]). Sea w el sequndo término de la secuencia obtenida al
arreglar o« — K, B — K, 6, 3 — v+ 0 en orden no creciente. St k > 0 entonces

(p=1p*! sif<uw,
INaw p(C)Lprc| = { p""ﬁ*"2 en cualquier otro caso.

Prueba. Probamos primero que
(v=06(a—-k2Pyf<é) & f<w.

Sia—k>fFyd>pf,entoncesa—Kk>0>0—-xkyd>p3>f—k Porlotanto
w > . Supongamos ahora vy = 4. Como d > 6+ 3 —~, entonces w > f—y+4dy
tenemos w > .

Para probar la otra implicacién, supongamos w > 3. Entonces w = a — K, w = ¢
o finalmente, w = B — v + 4. Supongamos w = a — k, es decir, a — K es el segundo
término de la secuencia mencionada. Como § > 6 + 8 — v y a — k > (3 — K, entonces
0> a—k > 0. Siw=>4, las desigualdades del caso anterior arrojan a —x > § > (.
Finalmente observamos que 3 — v + d < 3, luego, si w = 8 — v + § entonces [ <
B—v+d<Byy=4.

Ahora dividimos la prueba en dos casos.

(i) 8 < w. En este caso tenemos y =6 6 a — k > By 8 < 4. Cuando v = 4, por el
Lema 5.2, |Naw p(C)lp/c| = |Aut(P/C)| = (p—1)p*~'. Supongamos y > §, a—k > 8
y B <46. Porel Lema 5.8, |%|=(p-1)p* ', ycomoa—k>08>8—v+0,del
Lema 5.11 obtenemos |.Z| = p°~7*%. Asi, |¢|/|£| = (p—1)p"~*"}, ahora utilizamos
el Teorema 5.6; de su primer caso obtenemos



80 Ciertos automorfismos de p-grupos metaciclicos con p impar

(p—1)pr4-! _(p=1)p¥!
((p—1)pr-5-1, pr-o-x) —  pr-é-x

y del segundo obtenemos también
INawp(C)lec| = (p— p? > 'p**7 = (p— 1)p*

(ii) B > w. Eneste casoy > By a—k < 86 3 > 4. Entonces |#| = min{p*~=, p’}
y |Z| = min{p>~*, pP~7*%}. Sabemos que a —k > B — Kk y § > 3 — v + 4, entonces
hay seis posibles formas de ordenar @ — k, §— Kk, d, S — v+ ¢ en orden no creciente.
Usando nuevamente las férmulas del Teorema 5.6, cdlculos similares a los de arriba
muestran que |Nay p(C)lp/c| = p= 5.

=(p-1)p*",

[Nawr(C)lpc| =



Capitulo 6

El problema de isomorfismo para
presentaciones estandar

A continuacién resolveremos el problema de isomorfismo para grupos definidos por
presentaciones estandar p(a, B8, v, 4, £, ¢, 1, ). Sabemos ahora que los pardmetros
a, B, v, 6, € y  son invariantes del grupo, al igual que el orden multiplicativo de
@ modulo ¢, que seguiremos denotando por k. Asi que, solo necesitamos determinar
cuales valores de n y @ originan grupos metaciclicos isomorfos con los pardmetros
a, B, v, 6, g, Cy & fijos.

Enunciamos primero un par de resultados sobre productos semidirectos que nos
serviran en el tratamiento del problema.

Lema 6.1 (2.4 en [8]). Sean P y Q grupos finitos y ¢, 1: P — Aut(Q homomorfis-
mos. Siy es un wsomorfismo de P x5 Q en Py Q que normaliza P y Q, entonces

Y(¢2)y) = (¥(72))(vy), para todos z € P, y € Q.
Prueba. Observemos

(vz)y((d2)y) = 7(x(d2)y) = (w)(yz) € P xy Q,
por otro lado,

(v2) (W (v2))vy = (va)(va) v (w)(z) = () (r2).
De donde obtenemos la conclusién deseada.

Lema 6.2 (2.5 en [8]). Sean P y Q grupos finitos solubles con (|P|, |Q|) = 1.
Supongamos que ¢ y 1 son homomorfismos de P en Aut@Q. Entonces Px4Q = Px,Q
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st, y solo si, eristen & € AutP y 3 € AutQ tales que B(d(z)y) = (¥(az))By. para
todos vt € P, y € Q.

Prueba. Sea (z, y) la imagen de un elemento en @ bajo v, un isomorfismo de P x4 Q
en P x, @ y supongamos que su orden es d, un divisor de |Q|. Observamos que
(z, y)* =1 implica ¢ = 1 y como (|P|, |Q|) = 1, entonces z = 1. Es decir, Q es un
subgrupo caracteristico, luego v normaliza ). Como 7 es un isomorfismo, 7P es un
subgrupo de orden |P| y ya que (|P|, |Q|) = 1, entonces yP y P son w(P)-subgrupos
de Hall de P xy @ y, por lo tanto, son conjugados. Asi que podemos suponer que 7y
normaliza P si la sustituimos con un automorfismo interior de P x, Q. Tomamos las
restricciones de v a P y @, sean éstas « y 3, respectivamente. Entonces o € Aut P y
B € Aut Q. La relacién B(¢(z)y) = (¥(az))By se obtiene del Lema 6.1.

Supongamos que « y  son automorfismos que relacionan a ¢ y v en la forma
mencionada. Definimos el mapeo v de P x4 @Q en P %, Q como v(zy) = (az)(By),
que, se puede demostrar facilmente, es un isomorfismo.

Cuando sea necesario, escribiremos G(n), G(0) 6 G(n, 6) en lugar de G para
indicar que el grupo depende de 7, € 6 de ambos. Observemos que el rango relevante
de (n,0) es el conjunto

{(n, 0) | (a, B, 7, 6, & ¢ n, 6) €Q, [fmod (| =k}

para e, B, v, 8, £, ( y K enteros positivos fijos.

Lema 6.3 (7.1 en [8]).
G(m, 61) =G, o) & G(m, 0h) = G(m, 6), Gim, 62) = G(ne, 92)'

Prueba. Si G(my, 6,) = G(12, 6,), entonces existe un grupo metaciclico G que tiene
presentaciones estandar p(n,, 6) y p(n2, 62). Para i = 1, 2, sea {z;, v, w. v} un
conjunto generador de G que satisface las relaciones de p(n;, ;). Como (u;, v;) es un
subgrupo de Hall normal en G, tenemos (u;, v1) = (us, vy), grupo al que denotaremos
por N. Sabemos que H := (z;, ¥} es un conjugado de (z3, y»). Cambiando los
generadores de H por sus imagenes bajo esta conjugacion, podemos suponer H =
(1, 1) = (x2, y2)- Por las relaciones que definen a la presentacion estandar tenemos
[H, wi)] =1y [N, ] =1 para cada i = 1, 2. Ademads, por el Corolario 4.6, G =
(x:}{y:) (u;) (v;) es una factorizacion estandar, luego, por el Teorema 3.6 (v,) = (v2).
Entonces v; = vy, y tenemos:

off = ()= () =,
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Concluimos que el conjunto generador {zj, y», u;, v} satisface las relaciones de
p(m, 02), es decir G(m, 61) = G(m, 62) y G(m, 02) = G(n, 62). La otra direccién
de nuestra afirmacién es obvia.

Este resultado nos permite investigar el problema de isomorfismo en dos partes,
una para 7 fija y otra con 8 fija. Primero consideraremos el problema para @ fija.
Veremos que este caso es mucho mas sencillo que el otro.

Lema 6.4 (7.2 en [8]).
Gm)=G(n) & Is€Z, s>0tal quen =75 mod ¢, (s, €)=1.

Prueba. Sea G un grupo metaciclico con presentaciones estdndar p(m) y p(72) y su-
pongamos G(n;) = G(1,). Para cada ¢ = 1, 2, tomemos una factorizacién estdndar
G = X;Y,U;V; y generadores z;, vi, w;, v; que satisfacen las relaciones de la pre-
sentacion estdndar p(7;). Recordemos que Vi = V; y U; es un conjugado de U, por
un elemento, digamos y, de V,. Entonces existe un entero s, que podemos tomar no
negativo, tal que u; = (u§)¥ y (s, €) = 1. Luego

m __ 8 ,—1,.— -l,s _ —1.M_ _
o =o' =y ugtymy udy =y oty = o

Por lo tanto, m = 1 mod ¢.
Para el regreso, es facil observar que (1) se obtiene de p(7,) cambiando el
generador u por u®.

Ahora investigaremos el problema para 7 fija.

Definimos
H = {:‘r! y | xﬂ = yﬁr yT - 1, yI = y1+(6h)) y
Ni=(u v|ju'=1 =1, v =",

Escribimos §: H — Aut N para la accién de H en N definida por 0z:u — u, v —
v? y @y = 1. Podemos ver a G(f) como H x; N. Obviamente, (z*, y) es el kernel
comiin de las acciones definidas por § para todas los posibles valores de 8, llamaremos
a este grupo H*. Probaremos, entonces, el siguiente lema.

Lema 6.5 (7.3 en [8]).
Hxg N=Hwxg N & 3p€Nayu(H") tal que 6, = 65 mod(

para algiin entero t que satisface (pr)H* = z*H*.
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Prueba. Continuaremos escribiendo w para w(N) y « para w(H).

Sea G; := H x5 N para ¢ = 1, 2. Supongamos que 7 es un isomorfismo entre
G, y G». Estos dos grupos se forman con el mismo conjunto de elementos; H, N y
todos los subgrupos de ambos son subgrupos en G; y G5. Como N es el tnico Hall
w-subgrupo de Gy y G; tenemos O (G;) = N = O4(G»), v, por el Teorema 3.5,
GiNN = (v) = G, N N, tenemos entonces 7(N) = N y 7(v) = (v). Hemos visto
va que 0.(G,) = H* = 0,(G2), asi que 7 también manda H* a H*. Como H es
un 7-subgrupo de Hall, 7(H) lo es también y, por lo tanto, es un conjugado de H,
luego, si es necesario, podemos remplazar 7 por su composicién con un automorfismo
interior y suponer que T normaliza H. En este caso, 7 induce un automorfismo de
H/H*. Como H/H* es generado por tH*, tenemos

(rz)H* = 2'H*

para algun entero t, determinado por T y que puede ser escogido con 0 < t < k. Del
Lema 6.1 tenemos
7((6,x)v) = (forz)T0.
Por lo tanto _
v = (6z)v
=71 ((gz’rz)'rv)
=7"1((22")Tv) (porque 7z = z* mod ker )

=%,

La ultima igualdad es debida a que, como 7 normaliza (v), la imagen de v bajo T es
una potencia de éste, es decir (f,zt)Tv = v™% donde 7~'v" = v. Esto prueba que

6, = 6% mod ¢,

¥, como hemos observado, 7] 4€ Naywy(H®) vy (t2)H* = z'H".

[nversamente, supongamos que p € Ny, y(H*) con (pr)H* = z'H* para algin
entero t tal que #, = 65 mod (. Consideremos la permutacion 7 : (h, n) — (ph, n)
del conjunto comtin de elementos H x N de H x4 Ny Hx; N.1fijaa Hx1lya
1 x N y sus restricciones a estos subgrupos son automorfismos. Para probar, usando
el Lema 6.2, que 7 es un isomorfismo de H x4 N en H x4 N, tenemos que verificar
7((6,h)n) = (87h)Tn cuando h y n corren sobre los conjuntos generadores de H y
N, respectivamente. Con h = y, esto ocurre porque y v py se encuentran en el kernel
comtin H* de 6, y 6,. Con n = u, se cumple porque u es un punto fijo de la imagen
comin de 6, y 0. El caso restante es h =z, n=wvy

(0, x)v) = T(2®) = o™,
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mientras que

Il

(B2pz)v
(B2t )
= %

= 9.

(Go7z)TV

Il

Observamos que t puede ser determinada por el isomorfismo natural que existe en-
tre Aut(H/H*) y el grupo multiplicativo de unidades de los residuos reducidos médulo
& (los més pequenos representates no negativos de las clases de residuos médulo k).
Sea ® la copia isomérfica del grupo Naye #(H*) s n- en el grupo multiplicativo de
unidades de los residuos reducidos médulo k. Podemos, entonces, concluir el siguiente
resultado.

Teorema 6.6 (7.4 en [8]). Las presentaciones estdndar p(n, 0) y p(n, ') definen
grupos isomorfos si, y solo si

(i) existe un entero positivo s tal que i’ =n° mod( y (s, €)=1, y
(i1) eziste un enterot en ® tal que &' = §'mod (.

Ahora daremos una explicita descripcién de ®, basandonos en el 1ltimo resultado
del capitulo anterior.

Para cada entero positivo t y cada primo p, sea [p] el residuo obtenido al dividir
t entre p*(®) es decir, el tinico entero tal que

0 < tfp] < o). t= t[p] mod p~P.

Como H es nilpotente, es el producto directo I—[per H, de sus p-subgrupos de Sylow
Hy, que son caracteristicos en H, asi que también tenemos Aut H =[] ., Aut Hy;
mas ain,
NAnt H(H‘) = HpEwNAUl Hy (H;):
Nawe # (H*) iy = [lperNave s, (Hp ) Loty 115 -

En términos de los residuos reducidos médulo x y médulo p*), esto se traduce en
lo siguiente. Sip € Nayw y(H*) y (pz)H* = 2'H" con 0 < t < K, entonces t[p] se corres-
ponde con la componente de p| - indexada por p en su descomposicion dada por la
tltima igualdad, en el mismo sentido en que ¢ se corresponde con p| y/4+. Ahora, dado
t[p] un elemento en, digamos ®(p), el tnico subgrupo de orden [Ny, u,,(H;)lH,,/M;|
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en el grupo ciclico de unidades de los residuos reducidos médulo p*®), por el Teorema
Chino del Residuo, podemos recuperar ¢ un elemento en ® de los t[p]. Asi, en base al
Corolario 5.11, tenemos el siguiente teorema.

Para cualquier p € 7, definimos w(p) como el segundo término de la secuencia

obtenida al arreglar a(p) — (p), B(p) — k(p), d(p), B(p) — ¥(p) + d(p) en orden no
creciente.

Teorema 6.7 (7.5 en [8]). Si k(p) = 0 entonces ®(p) = 1. Supongamos k(p) > 0.
Si tenemos B(p) < w(p), entonces

B(p)={teZ]|0<t<p® (¢t p)=1},
mientras que si 3(p) > w(p) entonces
d(p)={teZ|0<t<p® t=1modpPPC)},

Mds aiin, ® = {t € Z | 0 < t < &, t[p] € ®(p) para todo p € 7}.
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Con la descomposicién de Hall estdndar, la clasificacién de los grupos metaciclicos
finitos es inminente. Esta descomposicién, que se puede encontrar para todo grupo
metaciclico finito, no sélo nos da un producto semidirecto del mismo en el que los
factores tienen 6rdenes que son primos relativos, sino que remonta el problema de
expresar a un grupo metaciclico finito de una manera més conveniente que a través
de la factorizacién metaciclica, cuando esta no se escinde. Esto es posible gracias a
esa pequeiia parte del trabajo de P. Hall que concierne a los Sistemas de Sylow.

Un grupo metaciclico finito G, no sélo tiene un Sistema de Sylow, sino que, al
menos, uno de los subgrupos de Hall que lo conforman es normal. Esto nos permite
definir N como la interseccién de todos los elementos de algiin Sistema de Sylow que
sean normales y, por la solubilidad de G, tnicos. N resulta ser un subgrupo de Hall
de G con caracteristicas que son de gran utilidad: N es de orden impar y es el mas
pequerio de los subgrupos de Hall de G con cociente nilpotente, asi, G = H x N con
H un subgupo de Hall nilpotente; si G = SK es una factorizacién metaciclica de G,
la factorizacién metaciclica N = (SN N)(K N N) se escinde y K N N y la clase de
conjugacién de SN N no dependen de la eleccién de la factorizacién metaciclica. Asi,
[(SN N)| y |(K N N)| son invariantes del grupo y las posibles accciones de (SN N)
en (K N N) que redunden en grupos isomorfos a G se determinan fdcilmente. Las
pruebas de las afirmaciones de independencia descansan, principalmente, en el uso
de los Sistemas de Sylow. Ademds, SN N < Cy(H) y H = (SN H)(K N H), por
lo que la accién de H en N se reduce a la accién de (SN H) en (K N N). Por otro
lado, esta factorizacion metaciclica de H dependera de la factorizacién metaciclica
que tomemos para G.

Para los grupos metaciclicos de orden impar, Sim descubre que trabajar con una
factorizacion metaciclica estandar, es decir, G = SK con |S| > |5'| y |K| < |K’| para
cualquier otra factorizacién metaciclica G = S'K’, produce condiciones numéricas
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en la presentaciéon de cada p-subgrupo de Sylow de H que desembocan en una
presentacion de G en la que los pardmetros que corresponden a los generadores de H
son invariantes. Con esto, el problema de isomorfismo depende s6lo de las acciones
de (SNN)y (SNH)en (KNN).

Si G es un grupo metaciclico finito con una factorizacién metaciclica G = SK y
descomposicion de Hall estandar G = H N, para encontrar una factorizacion metaci-
clica estdndar basta con encontrar X, Y < H talesque H = XY, X =expHy Y
sea un elemento con el menor orden posible en el conjunto

K ={Y < H|Y esun niicleo de H con Y < O (G)}.

Sabemos que KNN € J¢, por lo que podemos tomar un elemento Y de J¢ de tamafio
minimo. Esto basta, ya que definiendo §* = X(SNN) y K* = Y(K NN), por 3.8,
G = S*K* es una factorizacién metaciclica y por el Teorema 3.6 es estdndar. Para G
de orden impar, es la nilpotencia de H y la regularidad de cada H,, lo que nos permi-
te encontrar dicho X. Como H es nilpotente, encontrar una factorizacion metaciclica
estdndar es equivalente a encontrar una Q,(G)-estdndar para cada H,, p-subgrupo de
Sylow de H. Si trataramos de seguir este camino para grupos metaciclicos de orden
par, el primer paso seria encontrar una factorizacion OQ(G)-estdndar para H, el 2-
subgrupo de Sylow de H.

Como vimos, existen ocho tipos de 2-grupos metaciclicos. Los que son abelianos
son regulares y por lo tanto, para éstos tenemos una factorizaciéon metaciclica Q(G)-
estdandar, pero jpara el resto?. Ahora bien, suponiendo que encontremos dicha facto-
rizacién para todo 2-grupo metaciclico, la construccién de la presentacién podria
tornarse complicada ya que, en el caso de los grupos metaciclicos de orden impar, sa-
bemos que todos los H), tienen una presentacion que tiene la misma forma, ver Lema
4.3. Entonces, también tendriamos que unificar las presentaciones de los 2-grupos me-
taciclicos en una sola forma general para presentarlos, distinguiéndolos en base a las
condiciones numéricas, con el propdsito de obtener los generadores de SNH y KNH.
Ademas, esta nueva presentacion deberia poder combinarse bien con la presentacién
que tenemos para los p-grupos metaciclicos con p impar. Esto tal vez, teniendo el
mismo tipo de condiciones numéricas para los pardmetros de ambas o aumentando
las condiciones numeéricas de la presentacion para G. Y depués de esto, queda todavia
la resolucion del problema de isomorfismo, en el que ahora tenemos que investigar la
accion de un 2-grupo metaciclico sobre K N N.
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Sin embargo, ahora podemos ver el probema de los grupos metaciclicos de orden
par de la siguiente forma: Para cualquier factorizacién metaciclica G = SK, no consi-
deramos explicitamente G = H N, sino el producto G = HyHy»N. Hy N es un subgru-
po normal de G de orden impar, por lo tanto tiene una presentacién estandar. Adn
con esto, el camino a partir de aqui no debera ser muy distinto al que describimos en
el parrafo anterior. Deberemos combinar los ocho tipos de 2-grupos metaciclicos que
existen con la presentacién estindar para Hy N. Esto podria cambiar dristicamente
las condiciones numéricas de la presentacion para G en relacién a las consideradas
en una presentacién estdndar. Ademds, la accién de H en N dependerd del tipo de
2-grupo metaciclico que tengamos en G.
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