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Capitulo 1

Introduccion

Hoy en dia, una interesante rama de la fisica estadistica (de sistemas
complejos) es el estudio y caracterizacién de sistemas dindmicos no lineales.
Este tipo de sistemas se expresan mediante mapeos que, en general, presentan
un comportamiento que pasa de ser periodico a cadtico y que describen una
gran cantidad de fenémenos fisicos, quimicos y bioldgicos de interés, que
van desde sistemas mecanicos cldsicos, fluidos turbulentos, laseres, dptica no
lineal, reacciones quimicas, modelos bioldgicos de crecimiento poblacional,
entre otros [1, 2|.

Durante las ultimas décadas, el estudio de éstos mapeos se ha llevado a
cabo empleando poderosas herramientas tedricas de la mecdnica estadistica
como son los principios variacionales y el grupo de renormalizacion. Acom-
panados de los experimentos numéricos, estas técnicas han arrojado resulta-
dos novedosos e interesantes que nos permiten caracterizar el comportamiento
cadtico y su génesis. En efecto, un sistema dindmico no lineal puede estudiar-
se como un problema de mecdnica estadistica usual y existen varias analogias
entre las cantidades que describen el sistema dindmico y las cantidades ter-
modinamicas de un sistema fisicoquimico [3].

Una de estas analogias aparecen en el paso del comportamiento periédico
al cadtico que usualmente se produce al modificar el parametro de control
caracteristico del mapeo. El cambio en el comportamiento del sistema, puede
verse como una transicién de fase de segundo orden [4, 5], presentindose ca-
racteristicas interesantes propias de los puntos criticos como las propiedades
de escalamiento [6]. Ello nos permite hechar mano de poderosas herramientas,
como lo es la del grupo de renormalizacién, para describir y estudiar estos
sistemas bajo condiciones de criticalidad. Sus caracteristicas de universalidad



2 Introduccion

nos permiten ademas hacer una descripcion global de ellos [7, 8.

[Los mapeos no lineales muestran un comportamiento caético bajo ciertas
circunstancias, dicho caos es llamado determinista ya que esta 'determinado’
por las ecuaciones propias del sistema, sin embargo su comportamiento a
tiempos grandes no se puede predecir ya que este tipo de sistemas presenta
una dependencia excepcionalmente sensible a las condiciones iniciales [1, 9].

Es ésta caracteristica la que nos obliga estudiarlos inicamente en un senti-
do probabilistico mediante las técnicas tradicionales de la mecanica estadisti-
ca. En este caso (a diferencia de un sistema termodinamico donde se tiene de
antemano la distribucion de probabilidad intrinseca del sistema) construimos
la distribucion de probabilidad que describe el comportamiento del sistema
a través de un experimento numérico y de ahi planteamos las funciones de
particién y obtenemos las cantidades que juegan el papel de las energias li-
bres del sistema, asi como ecuaciones entrépicas y alin més, encontramos
sus ecuaciones de estado. Esta analogia con los sistemas fisicoquimicos co-
munes nos permite describirlos de la misma manera que lo hacemos cuando
estudiamos otro fenémeno termodindmico [3].

Las transiciones de fase son una de las situaciones mas intersantes que se
presentan en estos sistemas [10, 11, 12] y su estudio requiere de la construc-
cion de diagramas de fases [13]. Estos nos permiten observar las transiciones
que se presentan tanto en el aspecto dinamico del sistema como en su aspec-
to estatico. De entre las distintas tansiciones de fase que pueden observarse
son de interés especial las transiciones de fase de Mori que nos indican el
cambio en el comportamiento dindmico del sistema debido a las expansiones
y contracciones locales del espacio de fase [14].

Las propiedades dinamicas del sistema en muchos casos van de la mano
con las caracteristicas estaticas de éste [15, 16, 17], esta relacion es evidente
por ejemplo en los mapeos hiperbdélicos, donde se han planteado y demostrado
estrechas conexiones entre las cantidades dinamicas y estaticas del sistema.
listas relaciones han sido en general estudiadas y comprobadas rigurosamente
para la parte periddica y cadtica del sistema. En los mapeos no hiperbdlicos
(como es el caso de la familia de mapeos tipo logistico) estos vinculos no son
tan inmediatos y aiin mds, estas propiedades en el brode del caos aiin no han
sido esclarecidas.

La familia de mapeos tipo logistico en el borde del caos sera el tema
central de este trabajo de investigacion. Dicha familia se representa como
flx) =1 —=riz|?, donde z > 1 es el orden del mapeo y 0 < r < 2 es un
parametro de control que al colocarse en r = r. nos sitiia en el borde del



caos. Por debajo de este valor (r < r4) el sistema presenta un compor-
tamiento periddico, y por encima de éste (r > r,) el sistema muestra un
comportamiento cadtico. El atractor de estos mapeos (la seccion del espacio
de fase a la cual se acercan las iteraciones del mapeo a tiempos grandes)
en el borde del caos es un multifractal conocido como atractor de Feigen-
baum. Las propiedades multifractales del atractor de Feigenbaum son uno de
los motivos por los que la dindmica de estos sistemas presenta un compor-
tamiento especial: su espacio de fase pierde su ergodicidad debido a que las
trayectorias del sistema no pueden cubrir todo el espacio de fase produciendo
que su dindmica se desarrolle en una seccion restringida, ello conlleva a que
sus propiedades sean anomalas y a que se manifiesten caracteristicas de no
extensividad en el sistema [18, 19, 20, 21, 22].

Las caracteristicas de no extensividad del sistema se refieren al hecho
de que, en estos puntos, la descripcién estadistica del sistema sigue distribu-
ciones de leyes de potencia [2] y no exponenciales comunes. El caso Gaussiano
y la estadistica de Boltzmann Gibbs (BG) tienen que ser reemplazados por
un principio mas general dado por los principios variacionales de la entropia
generalizada o de Tsallis que permite maximizar la funcién entropia bajo las
restricciones adecuadas cuando tenemos una distribucién de ley de potencias
(23]. Esta entropia es no extensiva y su estadistica generalizada sustituye
a la estadistica usual de BG presentandose un indice de no extensividad
caracteristico ¢. Cuando este indice ¢ tiende a 1, recobramos la estadistica
tradicional [24].

Estos novedosos resultados son hoy en dia motivo de debate [25, 26].

En este trabajo de tesis presentamos un estudio detallado del atractor de
Feigenbaum, que es el atractor multifractal de la familia de mapeos unidi-
mensionales con maximo de orden z > 1 en el borde del caos [27], empleando
las técnicas de grupo de renormalizacion, la de termodindamica de sistemas
caoticos y la de la sensibilidad a las condiciones iniciales reformulada medi-
ante la estadistica no extensiva [28] empleando funciones exponenciales g.

El estudio de la parte estatica o estructural del atractor se llevo a cabo
mediante la técnica de grupo de renormalizacién (GR) retomédndo la trans-
formacién de grupo de renormalizacion (TGR) de Feigenbaum y aplicandola
sobre la funcién de particion Z del atractor multifractal. De ésta manera, la
TGR elimina la mitad de los puntos del multifractal cada vez que se aplica.
La invariancia de Z fija un factor de transformacién de las longitudes de es-
cala 2" en términos de las dimensiones generalizadas. Se encontré que existe
un brinco en los valores permitidos de 7, Ay = D~ — D_'. Las propiedades
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dinamicas del atractor de Feigenbaum se analizaron a través del calculo del
exponente de Lyapunov ¢ generalizado A,. Recordemos que en el borde del
caos el exponente de Lyapunov tradicional A = 0, por lo que se empleo el
exponente A, definido a partir de la sensibilidad a las condiciones iniciales
& mediante exponenciales ¢ como & = [1 — A,(1 — ¢)]"/'""9. La sensibili-
dad a las condiciones iniciales & se calculé rigurosamente y a partir de ella
se encontrd el valor del indice entrépico no extensivo ¢ el cual mostrd es-
tar relacionado con el salto en la funcién 7 obtenido del analisis de la parte
estatica del atractor mediante el GR, de esta forma, se encontré la relacién
An=1/(1-q) = D=, — D' derivada previamente por Tsallis y Lyra [18].
Este brinco puede considerarse como un salto en la energia libre estatica del
sistema, por lo que una explicacion de la conexién entre la parte estatica
a través de la funcion n y la dindmica mediante el indice entrépico no ex-
tensivo ¢ es que, durante su dindmica, el sistema visita diferentes secciones
del multifractal, el paso de una seccién a otra donde la dimensién general-
izada es distinta origina un cambio en la energia libre estdtica del sistema
maniféstandose en la dinamica de éste a través del exponente de Lyapunov
q generalizado A, y su indice entrdpico no extensivo g.

Debido a que el exponente de Lyapunov es una cantidad que fluctia, se
propuso un modelo basado en la funcién de escalamiento del sistema, o(m, z),
para obtener analiticamente los espectros de los exponentes de Lyapunov q
generalizados Aq a traves del andlisis de la sensibilidad a las condiciones ini-
ciales & mediante funciones exponenciales ¢, obteniéndose parejas de indices
de no extensividad ¢ y ) relacionados entre si mediante la propiedad de in-
version de las funciones exponenciales ¢, Q = 2—gq. Se encontraron diferentes
parejas de valores de g; v (); para las distintas condiciones iniciales analiza-
das. Se obtuvieron ademas las graficas de las funciones de energia libre del
sistema definidas por Mori, ¥(\,) y ®(q) [14].

Empleando el mismo modelo, obtuvimos numéricamente los espectros del
exponente de Lyapunov en el borde del caos definido por Anania y Politi [12]
como 3 = In|f™(z¢)|/Inn y estudiado por Mori a través de sus funciones
de estructura termodinamica 5(q), ¢(q) y ¥(53). El analisis para diferentes
condiciones iniciales tomadas individualmente nos llevé a la obtencion de
varios espectros de 3(q) donde se observan dos transiciones de fase de Mori
en dos valores de q criticos ¢.; v q.. Estos valores criticos coinciden con los
indices de no extensividad del sistema encontrados mediante el analisis de la
sensibilidad a las condiciones iniciales ¢, = ¢ y ¢» = Q. Al aproximar los
espectros obtenidos numéricamente a una funcién escalon, reproducimos los



espectros obtenidos analiticamente mediante el estudio de la sensibilidad a
las condiciones iniciales por medio de funciones exponenciales q.

Esta tesis se ha dividido en seis capitulos incluyendo la presente intro-
duccién que constituye el primer capitulo.

En el segundo capitulo se incluyen los antecedentes generales bdsicos nece-
sarios para el entendimento del presente trabajo y consta de cuatro secciones.
La primera de ellas habla de las generalidades del caos deterministico y de los
mapeos no lineales, la segunda seccion presenta los principios variacionales de
la entropia. La tercera seccién del capitulo de antecedentes expone las bases
de la entropia no extensiva y sus principales caracteristicas. Finalmente, el
capitulo de antecedentes cierra con una descripcion breve de los principios
del grupo de renormalizacion.

El capitulo tres contiene los principios generales de la termodindmica
de sistemas no lineales y consta de dos secciones cuyo contenido principal
fué tomado del libro Thermodynamics of chaotic systems escrito por Chris-
tian Beck y Friedrich Schlogl en 1993 [3], donde se exponen los argumentos
fundamentales en los que descansa la teoria de la termodinamica de los sis-
temas cadticos. La primera seccion, nos introduce en la termodindmica de
sistemas cadticos incluyendo las principales cantidades que empleamos para
describir y estudiar este tipo de sistemas y la segunda nos presenta los difer-
entes tipos de transiciones de fase que podemos observar. En esta seccion es
de interés especial para este trabajo el iltimo tema, acerca de las transiciones
de fase q de Mori que no se encuentra incluido en el texto original de Beck.

El capitulo cuatro de la tesis introduce el problema a estudiar, describien-
do las caracteristicas y propiedades del sistema empleado: el mapeo logistico
y en general, los mapeos con maximo de orden z > 1. Incluimos ademas los
resultados mas recientes reportados en la literatura acerca de las transiones
de fase de Mori en el borde del caos para estos mapeos y de la no extensividad
del atractor de Feigenbaum de los mapeos unimodales.

El quinto capitulo presenta los resultados obtenidos y consta basicamente
de dos secciones. La primera de ellas corresponde con el estudio del aspecto
estatico del atractor de Feigenbaum, mediante el grupo de renormalizacion
sobre la funcién de particion estatica del atractor de Feigenbaum. El analisis
de los puntos fijos obtenidos ofrece una interpretacién de la relacién entre
las caracteristicas estdticas del sistema y los aspectos dindmicos de éste. La
segunda seccion analiza a fondo el aspecto dindmico del sistema mediante
el calculo analitico, también mediante el grupo de renormalizacion, del valor
del exponente de Lyapunov generalizado A, y el del indice de no extensivi-
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dad ¢ para la familia de mapeos tipo logistico en el borde del caos cuando
tomamos como condicion inicial 3 = 1. Siguiendo esta misma orientacidn,
en esta seccion se introduce un modelo basado en la funcién de escalamien-
to o(m,z) para el analisis de la sensibilidad a las condiciones iniciales en
su formulacion no extensiva y la obtencion del espectro de exponentes de
Lyapunov q generalizados Aq. Finalmente se obtienen con éste modelo las
funciones de estructura termodindmica del sistema W(A,) v ®(q) y se deter-
minan las transiciones de fase de Mori, identificando los valores de ¢ criticos
e-

El sexto y tltimo capitulo presenta el analisis y la discusion de los resul-
tados obtenidos y establece las conclusiones derivadas del trabajo de inves-
tigacion realizado.

Al final de la tesis se presenta la bibliografia consultada.



Capitulo 2

Antecedentes

Este capitulo consta de cuatro secciones donde se presentan varios de los
conceptos basicos, incluyendo algunas definiciones elementales, que se han
incluido con el fin de que el texto sea suficientemente autoconsistente y sirva
de apoyo al lector no familiarizado con el tema. Al lector especialista se
le recomienda seguir al siguiente capitulo. En la primera seccion hablamos
acerca de los mapeos no lineales y del caos deterministico. En la segunda
seccion presentamos los principios variacionales de la entropia y la tercera
seccién introduce las caracteristicas generales de la entropia no extensiva o
de Tsallis. La tltima seccion presenta los fundamentos de la teoria de grupo
de renormalizacién (GR).

2.1. Caos determinista

Comenzaremos esta seccién estableciendo a qué nos referimos cuando
hablamos de caos determinista. El término caos , nos indica un estado de un
sistema dado donde se observa desorden o un comportamiento no esperado
o irregular. Si el sistema fisico que exhibe un comportamiento cadtico se en-
cuentra especificado por una o varias ecuaciones que describen su evolucién
temporal, estamos hablando de caos deterministico [1]. Estas ecuaciones, en
principio, nos permiten determinar el comportamiento del sistema partiendo
de alguna condicién inicial, sin embargo, la principal dificultad que presen-
tan los sistemas cadticos es que, como veremos, dos condiciones iniciales
muy cercanas producen una respuesta muy distinta, lo cual provoca un com-
portamiento no esperado o irregular. De esta manera, aunque tengamos las
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ecuaciones que describen el sistema en cada paso de iteracion tendriamos
que introducir exactamente el valor al tiempo anterior, los errores de trun-
camiento de las cantidades se magnifican y provocan que, después de un
cierto tiempo finito, su comportamiento sea imposible de predecir [9]. Esto
conlleva a que, como veremos, el estudio de este tipo de sistemas se haga
principalmente de una manera estadistica [3].

2.1.1. Mapeos no lineales

A continuacion introduciremos algunas definiciones y conceptos generales
de los mapeos no lineales [1, 29].

Un mapeo puede ser considerado como “un sistema dindmico discreto en
el tiempo”[3]. Generalmente dichos mapeos se construyen mediante un ex-
perimento numérico (iteraciones en una computdora). Para que un mapeo
presente un comportamiento cadtico se requiere que las ecuaciones que lo de-
finen tengan términos no lineales (por ejemplo polinomios de orden mayor que
1, funciones trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, trascendentes, etc).
Esta no linearidad es indispensable para que un mapeo presente un compor-
tamiento cadtico, sin embargo, no implica que necesariamente lo manifieste
en todos los casos. En general, contamos con un parametro de control propio
del mapeo que nos permite colocarlo en diferentes regiones, por ejemplo, en
el caso del mapeo logistico f(z) = 1 — r|z|?, el parametro de contro r nos
permite situarlo en las zonas donde el mapeo es periddico. colocandolo por
debajo de un valor critico 7, (r < ) 0 bien en la parte donde el sistema
presenta un comportamiento cadtico, esto es para valores de r por encima de
T'ao (1" > rac). Sinos situamos justo donde el pardmetro de control r = r. nos
encontramos en el borde del caos. Las diferentes zonas del mapeo nos darian
entonces diferentes caracteristicas dindmicas. El exponente de Lyvapunov A
nos ayuda a decir qué tan cadtico es un sistema. Un valor del exponente de
Lyapunov negativo (A < () indica que estamos en la zona periddica, asi, dos
trayectorias inicialmente muy cercanas se juntaran a lo largo del tiempo ex-
ponencialmente. Por el contrario si nos encontramos en la zona cadtica, dos
condiciones iniciales muy cercanas se separaran exponencialmente en el tiem-
po, el exponente de Lyapunov serd en este caso, positivo (A > 0). En el borde
del caos y puntos de bifurcacion A = 0. Los atractores de estos sistemas (o la
seccion del espacio de fase hacia donde convergen las iteraciones del mapeo a
tiempos grandes) generalmente presentan una estructura multifractal lo cual
origina, como veremos mas adelante, que se manifiesten caracteristicas de no
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extensividad [19, 20, 21].

2.1.2. Mapeos, trayectorias y atractores

Supongamos que tenemos un mapeo en un espacio d-dimensional expre-
sado por

Xn+1 = f(Xn), (2.1)

donde x es un vector en el espacio de fase X. Llamamos espacio de fase X
a el conjunto de los posibles valores de las coordenadas del mapeo. Iteremos
nuestro mapeo un nimero n de veces, obteniendo en cada paso de iteracién
¢ un valor x;, con i = 1,2,..n. Como cada paso de iteracién toma el mis-
mo tiempo, es usual considerar el nimero de iteraciones n como el tiempo
total 1. El conjunto de los valores obtenidos, nos genera una trayectoria .
que se define como la secuencia dada por las iteraciones (x;,Xs,...x,). La
trayectoria nos describe el movimiento de un punto en el espacio de fase X
y su longitud serd igual al tiempo total ¢ [3]. Una trayectoria puede volverse
periodica o permanecer aperiodica por siempre. Decimos que una trayectoria
es periddica si después de iterar k& veces el mapeo, los iterados se aproximan
a una secuencia (Xj, Xy, -.., Xx4q) satisfaciendo que

Xkl = X (22)

La secuencia (Xg, Xg1, ..., Xk 4) Se conoce como drbita periddica o ciclo de f.
El valor mas pequeno de [ que satisface la ecuacién (2.2) es la longitud del
citclo. Una 6rbita periddica de longitud [ = 1 es un punto fijo del mapeo f.
Un punto fijo x* satisface

x' = f(x"). (2.3)

Una drbita periddica de longitud [ se puede considerar como un punto fijo
de la funcién f iterada [ veces

J'(x) = f(f(.f(x))) (I veces) (2.4)

Asi que podemos restringir nuestra discusién al estudio de puntos fijos.
Cuando estudiamos un sistema no lineal, nos interesa principalmente su
comportamiento a tiempos grandes (£ >> 1) a partir de un valor inicial xg.
Dicho comportamiento sera distinto para diferentes tipos de mapeos, distin-
guiéndose fundamentalmente dos tipos de sistemas dinamicos: los Hamilto-
nianos y los disipativos [3]. Un sistema Hamiltoniano tiene la propiedad de
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que conserva el volumen de un elemento de volumen arbitrario del espacio de
fase durante su evolucion en el tiempo. Lo cual puede expresarse mediante
el determinante de Jacobi [3]

U(x) = det Df(x) (2.5)

donde D(f) denota la matriz d x d 9f%) /9x(®. Un sistema Hamiltoniano
satisface U(x) = 1.

Por otro lado, para un sistema disipativo un pequeno volumen del espacio
de fase se expande o se contrae dependiendo, usualmente, de la posicién x en
el espacio de fase. En este caso, un gran mimero de trayectorias se aproximan
a cierto subconjunto A del espacio de fase X en el limite n — oo. El sub-
conjunto A se conoce como atractor . Pueden existir uno o varios atractores
pero generalmente solo un atractor atrae la mayoria de las trayectorias [3].

Un punto fijo estable es un atractor. Se dice que el punto fijo x* es estable
si todos los d eigenvalores 7, de la matriz D f(x*) satisfacen que |1, < 1. En
el caso unidimensional un punto fijo es estable si | f'(x*)| < 1. La estabilidad
significa que un gran nimero de trayectorias son atraidas por x*.

Analicemos lo que le ocurre a un punto x en la vecindad de un punto fijo
Ix* — x| << 1. x es “mapeado” en f(x). Si desarrollamos f(x) en
series de Taylor alrededor de x* obtenemos. en el caso unidimensional.

x*, donde

f(x) =~ x* + (x — x*) f(x). (2.6)
Entonces la nueva distancia en el siguiente paso de iteracion sera

1f(x) = x| & |x — x| f1(x)] (2.7)
menor que la distancia anterior |x — x*| por lo que |f/(x*)| < 1. Encontramos
entonces que una caracteristica de un punto fijo estable es que su vecindad
se contrae bajo la accién de f.

En general, un atractor de un mapeo puede ser una drbita periddica es-
table de longitud [ la cual, como se menciond anteriormente, puede conside-
rarse como un punto fijo de la funcion iterada [ veces f!. La 6rbita periddica de
longitud [ es llamada estable si el punto fijo correspondiente de f! es estable.
Denotemos la érbita periédica por xg, X;. ..., X; ; la condicién de estabilidad
significa que todos los eigenvalores 73, de la matriz

Df'(xp) = I,y Df(x,) (2.8)
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satisfacen

IMa| < 1. (2.9)

En este caso la vecindad de una 6rbita periddica se contrae y en consecuen-
cia un gran numero de trayectorias son atraidas hacia ella. Si al menos un
eigenvalor de D f%(x,) satisface |n,| > 1, tenemos una drbita periddica in-
estable. Una orbita periddica inestable no es un atractor por que repele todas
las trayectorias. Cabe notar que, entonces, la presencia de un punto fijo no
necesariamente es de relevancia para el comportamiento a tiempos grandes
del mapeo, si no que debe ser un punto fijo estable para que atraiga un gran
niimero de trayectorias.

Junto con las orbitas periddicas estables existen otro tipo de atractores
que corresponden con el movimiento caético. Un sistema dindmico se dice
que es cadtico si éste depende sensiblemente de las condiciones iniciales [1, 9].
Esto significa que dos valores inicialmente muy cercanos xg y x; = Xg + 0Xg
generan trayectorias totalmente diferentes a tiempos grandes. Consideremos
un mapeo unidimensional f, las iteraciones de xy al tiempo n se denotaran
por x, y las iteraciones de la condicién inicial x{ por x/,. Como regla, para
mapeos cadticos se observa un incremento exponencial de la diferencia |x,, —

!
X

IXn — X5,| & |0%0| exp(An) (|6xn| << 1). (2.10)

El promedio de la rapidez de separacién A se conoce como exponente de Lya-
punov del mapeo. El movimiento caético corresponde con un exponente de
Lyapunov positivo, mientras que el movimiento periddico corresponde con
un exponente de Lyapunov negativo, y en el borde del caos y puntos de bi-
furcacion A = 0, en las siguientes secciones se hablard extensamente de ésta
cantidad. Los atractores cadticos pueden tener una estructura extremada-
mente complicada y son llamados atractores eztranos. Para los atractores
extranos existe al menos una direccion en el espacio de fase donde las distan-
cias pequenas se expanden en promedio a pesar de que el atractor extrano
estd confinado en un espacio de fase finito. Los atractores extranos a menudo
tienen una estructura fractal. Esto significa que observamos una complicada
estructura con longitudes de escala arbitrarias que pueden describirse por
una dimension no entera [3, 30].
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2.1.3. Mapeos hiperbdélicos y no hiperbdlicos

Tomemos un mapeo d dimensional f con un punto fijo x*, esto es
fx") =x" (2.11)
En la secciéon anterior, se presento la caracterizacion de las propiedades de
estabilidad de los puntos fijos mediante los eigenvalores 7, (x*) de la matriz
de Jacobi Df(x*). Equivalentemente podemos caracterizar los puntos fijos

por el conjunto de sus exponentes de Lyapunov A, (x*), @ = 1,2, ...,d, lo cual
es equivalente ya que

DIV (") = [DF ()Y (2.12)
v de acuerdo a las ecuaciones 2.10, 2.11 y 2.12
Aa(x*) = In |na(x*)]. (2.13)

Tenemos un punto fijo hiperbolico si todos sus exponentes de Lyapunov son
diferentes de cero, y lo llamamos atractivo si todos los A\, < 0y repulsiwvo si
todos los A, > 0. Si algunos A, son positivos y otros son negativos el punto
fijo se dice que es tipo sille. En la vecindad de x* el subespacio contenido por
los eigenvectores correspondientes a A, negativos se llama variedad global
estable de x* y el correspondiente a los A\, positivos se llama variedad global
inestable. Las variedades estables e inestables también pueden definirse para
drbitas periddicas. En los casos tipicos las variedades estables e inestables
tienen una tendencia a plegarse y acumularse de una forma muy complicada.
En particular las variedades estables e inestables pueden intersectarse. Tal
punto de interseccién es llamado punto homoclinico.

Sistemas dinamicos hiperbdlicos

Los sistemas dinamicos hiperbélicos son fundamentales en la formulacion
matematica rigurosa del formalismo termodinamico ya que la mayoria de
las relaciones obtenidas se pueden demostrar unicamente en el caso de que el
mapeo sea hiperbolico. “Un mapeo es llamado hiperbdlico si las variedades es-
tables e inestables de los puntos fijos inestables (incluyendo todas las drbitas
periodicas) arbitrarios se juntan unas con otras transversalmente. Ellas nunca
deben tocarse de una manera tangencial” [3]. Como se dijo, los resultados mas
rigurosos del formalismo termodindmico pueden probarse sélo para mapeos
hiperbolicos [31], sin embargo muchos de los mapeos no lineales genéricos
(mapeo logistico.mapeo de Kaplan-York y mapeo de Hénon) son no hiperbdli-

COS.
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Mapeos dinamicos expansivos

En ocasiones, no hay direccién de contraccién del espacio de fase. “Un
mapeo d dimensional f en un espacio de fase X se llama expansivo si existen
constantes € > 0 y a > 1 tales que

lf(x) = fF(¥)| > efx—y| (2.14)

para toda x € X con |[x —y| < € [3]", en otras palabras, en cada punto
del espacio de fase los elementos de volumen de éste se expanden en todas
direcciones. En el caso de un mapeo unidimensional diferenciable la condicion
anterior se reduce a

Y &)1 (2.15)

para toda x € X, esto es el mapeo iterado N veces se expande.

2.2. Entropia y principios variacionales

A continuacién hablaremos de los principios variacionales de la entropia.
Como es sabido [34], la descripcion de los sistemas termodinamicos, se obtiene
mediante la relacién fundamental en sus distintas representaciones. Estas fun-
ciones presentan la caracteristica de que alcanzan valores extremos cuando
el sistema se encuentra en equilibrio. Por ejemplo, el estado de equilibrio
termodindmico de un sistema a una temperatura y volumen fijo, es aquel
que minimiza la energia libre de Helmholtz. De manera similar, en el equi-
librio a presidn y temperatura constante, la energia libre de Gibbs alcanza
un minimo. Como sabemos, la entropia alcanza un maximo en el equilibrio,
mientras que la energia interna se minimiza. Estos resultados pueden em-
plearse en cdlculos estadisticos y termodindmicos para estimar los valores de
los pardmetros en el equilibrio [34].

2.2.1. Principio de maxima entropia

Analizaremos ahora un poco mas a fondo el principio de maxima entropia.
Si un sistema aislado cambia su estado termodindamico infinitesimalmente, el
cambio de entropia en el proceso obedece la relacion

S > 0. (2.16)
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La designaldad ocurre para algin cambio espontianeo (irreversible). Después
de que el sistema aislado ha agotado todos los cambios espontaneos posibles
(cada uno con dS > 0), la entropia habra alcanzado un valor maximo. Un
cambio infinitesimal posterior en el estado sera ahora reversible y se satisfa-
cera la igualdad.

Este es uno de los postulados fundamentales de la termodinamica, y nos
dice que existe una funcién de los pardmetros extensivos de algiin sistema
compuesto, llamada entropia y denotada por S, definida para todos los esta-
dos de equilibrio y que tiene la siguiente propiedad: los valores que adquieren
los pardmetros extensivos en ausencia de alguna restriccion interna son aque-
llos que maximizan la entropia sobre todo el conjunto de estados de equilibrio

[5].

2.2.2. Informacion de Shannon

A continuacién introduciremos el concepto de medida de informacion. El
objetivo de tal medida, es distinguir entre distribuciones de probabilidad con
alta o baja calidad de prediccion. Una medida de informacion es nna medida
del conocimiento que un observador gana con respecto a la ocurrencia de un
evento si conoce la distribucién de probabilidad y nada mas.

Numeros-bit

Podemos considerar una unidad bit de almacenamiento de una computa-
dora como un interruptor con dos posibles posiciones. Un conjunto A de tales
interruptores puede tomar

N =24 (2.17)
diferentes estados y entonces dar N diferentes estructuras de bit. En par-
ticular cada uno de estos estados puede usarse para seleccionar uno de los
N niameros 0,1,2,..., N — 1. Esto puede hacerse por ejemplo, escribiendo un
nimero m como un nimero binario de longitud A en la forma

A-1
e (2.18)

k=0
donde s es 0 0 1. Entonces podemos representar cada s;. por la posicion del
k-6simo interruptor. La ecuacidn (2.17) dice que necesitamos

- In N

~ In2

(2.19)
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bits para seleccionar uno de N eventos. Es conveniente usar In2 como una

unidad y definir
b=InN (2.20)

como el mirnero bit [3]. Ahora hagamos que p; sea la probabilidad de un even-
to ¢ de un conjunto muestra de R eventos ¢ = 1, 2, ..., R. Llamemos al conjunto
de todas las p;, que en general pueden tomar diferentes valores, una distribu-
cién de probabilidades o simplemente una distribucién y denotémosla por
p. Todas las cantidades numéricas que ocurren en un mecanismo digital son
numeros racionales. Entonces, si simulamos probabilidades de ciertos eventos
en una computadora podemos suponer que cada probabilidad p; puede ser
representada por el cociente de dos enteros positivos N; y N, esto es

= 2 (2.21)
Pi= :
con
R
N=Y N (2.22)
i=1

Consideremos ahora un gran conjunto de muestras de N eventos elemen-
tales « de igual probabilidad. Este conjunto esta dividido en subconjuntos
i = 1,2,..., R que no tienen elementos en comin. Cada subconjunto es una
composicion de N; eventos elementales. La probabilidad de encontrar un
evento elemental a en el -ésimo subconjunto esta dado por p; de la ecuacion
(2.21) y es la probabilidad del evento compuesto i. Este evento es representa-
do por el subconjunto ¢ y significa encontrar algiin evento elemental arbitrario
a que se encuentra en el subconjunto. El minimo niimero bit necesario para
seleccionar un evento elemental « fuera del conjunto muestra es In V. Este
tiene que ser independiente de si seleccionamos primero el subconjunto i en
el que se encuentra « y entonces seleccionar o fuera de éste subconjunto,
o de si seleccionamos « directamente de un conjunto de muestras grande.
Denotemos el nimero bit necesario para seleccionar el subconjunto ¢ por b;.
Entonces se establece que

by +InN; =In N. (2.23)
Y obtenemos el siguiente resultado

by = — Inp; (2.24)
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que es el niumero bit de un observador ausente, cuyo objeto es saber cuando
ocurrira el evento i, si s6lo conoce la probabilidad p; de éste evento. Por con-
veniencia podemos excluir los eventos con probabilidad cero. En la practica
esta no es una restriccion seria.

Medida de informacion de Shannon

La medida de informacién de Shannon se expresa por la siguiente ecuacion

R
I(p) = Zpi Inp;. (2.25)

=1

“sta cantidad es una funcién de la distribucion de p. Podemos también incluir
eventos con probabilidad cero, debido a que el limite de p, Inp; cuando p; — 0
es cero. Tales eventos no contribuyen a I(p). Como la cantidad b; mide la
ausencia de conocimento, entonces —b; el conocimiento. /(p) fué introducida
por Shannon, Weaver y Wiener como una medida de la informacién en la
teorfa de comunicacién [36]. Para distinguir I(p) de otras medidas de infor-
macion ésta es llamada informacién de Shannon y puede considerarse como
una medida del conocimiento de un observador acerca de la pregunta de cudl
evento del conjunto de muestras se espera, si se conoce solo la distribucion p.
Como 0 < p; < 1, la cantidad I(p) es siempre negativa. y el valor maximo de
cero corresponde al conocimiento éptimo. La medida de informacion negativa

S(p) = —1(p) (2.26)

es la llamada entropia de Shannon. Esta es una medida de la ausencia de
conocimiento acerca del sistema y es siempre positiva. La cantidad S(p) (co-
mo hemos visto) es bien conocida en mecdnica estadistica. Esta corresponde
con la entropia térmica en el caso especial de que los eventos i sean mi-
croestados dinamicos en el espacio de fase de Gibbs de la mecanica clasica o
los estados cuanticos puros en el espacio de Hilbert en la mecdnica cuantica
3. 4]. Sin embargo ésta se encuentra restringida a el caso en el que la dis-
tribucion p corresponda con el equilibrio térmico macroscopico. /(p) toma
su valor maximo 0 para un estado puro, que significa para una distribucion
en la que sélo un microestado (digamos j) es alcanzado. Por otro lado I(p)
toma su valor minimo —In R si todos los eventos ¢ = |..... i tienen igual
probabilidad.
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Principio de maxima entropia

En 1877 Boltzmann introdujo la funcién entropia [4]

5= —/p(:r) Inp(z)dr con /.p(z)dz == ], (2.27)

En el principio de maxima entropia se busca la distribuciéon p(z) que maxi-
miza la entropia sujeta a las condiciones auxiliares (con Fi(z) = ¢, = 1)

fﬂ(z)p(z)dw =¢ con 1=1,2,..,1. (2.28)

Por medio del método de multiplicadores de Lagrange uno introduce los
parametros Aj,...,\; que serdn escogidos después de hacer variaciones del
funcional de p(z).

F(p)=— fp(.r) Inp(z) + Ay + Ao+ -+ -+ N F] dz (2.29)
se hace cero cuando
0F(p) = — ] lnp(z) +1+ A+ XF+---+ NF|op(z)de =0, (2.30)

esto es con
p(:s) = exp [—(1 + A\ +/\2F2+"'+/\(F})]. (231)

Ahora examinemos este proceso de una manera inversa. Supongamos que
estamos interesados en una distribucién conocida p(z), y queremos saber
qué condiciones auxiliares se requiren escoger para que la funcién maximice
la entropia para esta distribucién. El ejemplo mas simple es

pe ™™ con 0<z <00
p(z) =

0 para <0

entonces
o0
S :[ pe M [Inp — pz) de. (2.32)

0

A1 puede ser escogida como Ay = —(1+1In p), Ay como p, y la funcién F, = .

Entonces el decaimiento exponencial maximiza la funcion entropia sujeta a la
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restriccion de que el valor medio de z es fijo. El siguiente caso mas complicado
(pero comiin en mecanica estadistica de equilibrio), es la distribucién normal

)(z) = (2162%) "2 exp(—x? /20?%), —oc < T < oc. (2.33)

Entonces
o= j [— In(270?) — (2*/20°)| du. (2.34)
Aqui se ha escogido A\j = —(1 + 3 'In2m0?) y I, = cz?, entonces se pide de

condicion que el segundo momento de la distribucion sea finito.

2.3. Entropia generalizada o de Tsallis

Las distribuciones Gaussianas son fundamentales en la naturaleza, y es
sabido que se encuentran intimamente relacionadas con muchos fenémenos,
sin embargo, existe otra gran cantidad de fendémenos estocasticos en la fisica,
biologia v ciencias socioecondmicas que estan controlados por distribuciones
de Lévy [2, 23, 24, 37]. La pregunta basica es: ;cudl es el fundamento ter-
moestadistico de éste tipo de distribuciones?. Tal respuesta es bien conocida
para los fendmenos regidos por distribuciones gaussianas. v se encuentra fun-
damentada en dos pilares: la entropia de Boltzmann-Gibbs (BG) y el teorema
de limite central estandar. ;Cudl sera el andlogo para las distribuciones de
tipo Lévy? Montroll v colaboradores mostraron que si usamos la entropia
de BG las restricciones auxiliares impuestas para encontrar la forma de la
distribucion que optimiza la entropia son inaceptables para el caso de dis-
tribuciones de Lévy [37]. Sélo una compleja restriccion ad hoc puede usarse en
esta caso, sin embargo este procedimiento es poco satisfactorio. Hace algunos
anos este problema se resolvié mediante un nuevo marco tedrico de una ter-
moestadistica generalizada que involucra una entropia no extensiva. Antes de
explicar estas ideas conviene recordar el caso estandar de las distribuciones
tipo gaussianas, en términos de principios variacionales. La entropia de BG
asociada con el caso tradicional esta dada por

S\[p] = —&-/ r) Infop(z)|dx (k> 0) (2.35)

o > 0 es la longitud caracteristica. Con
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‘/:oo pleyds = 1. (2.36)

oo

La restriccion adicional mas simple estd dada por
(z?) = f:r"’p(a:)d:c =g*, (2.37)

Usando multiplicadores de Lagrange, inmediatamente obtenemos la distribu-
cién que optimiza S [p|

pi(z) = exp(—pz?)/Z,, (2.38)

con Z, = % exp(—pa?)dz = (n/B)'/>.

En afos recientes [38], se ha encontrado que el comportamiento de mu-
chos sistemas y procesos naturales obedece a distribuciones de probabilidad
con decaimiento de ley de potencia [2]. Este hecho ha producido que se desvie
la atencién del estudio de sistemas tradicionales, los cuales son gobernados
por distribuciones con decaimiento exponencial (Gaussianas). Como conse-
cuencia del teorema de limite central, la distribucién Gaussiana resulta ser
el limite de todas las distribuciones simétricas que presentan su segundo
momento finito. Esta también se obtiene cuando llevamos a cabo la maximi-
zacion de la expresion de la entropia extensiva de Boltzmann-Shannon, bajo
la restriccion de mantener su segundo momento fijo. Por otro lado, como se
dijo, existe otro tipo de distribuciones estables: las distribuciones de Lévy
[39]. Estas exhiben un decaimiento de ley de potencia y sus segundos y supe-
riores momentos no son finitos. Tales distribuciones se obtienen a través de
la maximizacién de la entropia no extensiva o de Tsallis [23], bajo la restric-
cién de momento generalizado [24, 40]. La entropia generalizada o de Tsallis,
proveé una medida conveniente de la no extensividad, aplicable cuando los
momentos ordinarios de las distribuciones divergen, y se emplea en asociacion
con los momentos generalizados de la forma (I*); = >, 1*[p(l)]¢ [23].

2.3.1. Caracteristicas de la entropia de Tsallis

Como se ha mencionado, la termoestadistica de Boltzmann-Gibbs (BG) y
la termodinamica usual constituyen una util y poderosa herramienta tedrica
para situaciones estdndar [18, 41, 42, 43]. Esto es, cuando se presenta una ter-
modindmica extensiva (o aditiva). Sin embargo, este formalismo falla cuando
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el sistema fisico incluye fuerzas de largo alcance o efectos de memoria largos
y también si el sistema evoluciona en un espacio tiempo fractal. Por “falla”,
nos referimos a el hecho de que las sumas estandar o integrales que apare-
cen en el cdlculo de las cantidades termoestadisticas relevantes divergen. En
consecuerncia, no estamos en condiciones de calcular cantidades derivadas de
éstas, que son las que normalmente se emplean para caracterizar al sistema
y que pueden ser comparadas con los datos experimentales.

En general, sistemas que tanto en su descripcion espacio-temporal co-
mo en su evolucién de espacio fase presentan un comportamiento del tipo
multifractal (concepto que sera explicado en la siguiente seccion) o estruc-
tura no convencional, pueden exhibir dificultades matematicas intratables
al ser estudiados mediante los formalismos termoestadisticos estandar o, al
menos, manifestar escalas no usuales. Para tratar este tipo de anomalias se
ha propuesto un formalismo que generaliza la termoestadistica convencional
v la termodinamica [41]. Este sigue basicamente dos postulados

« El primer postulado consiste en suponer la siguiente entropia generali-
zada

1-Y".p¢
5 e pl = Tl

S g—1 (g pertenece a R; Zp?:l), (2.39)

i
0 en general

L — Trps
il (2.40)

S
4 q—1

il

donde k£ es una constante positiva, p; son las probabilidades de los
estados microscopicos y p es el operador densidad correspondiente. Uno
puede reescribir S, de la siguiente forma

w
: k 1 .
Sy= —gom-n), (2.41)

i=1

que hace evidente que S, > 0 en todos los casos, es decir que esta
entropia es no negativa, concava en el {p;} para ¢ > 0 y covexa para
g < 0. Ademds reproduce la ecuacion de Boltzmann-Gibbs-Shannon
(Si = —=kp ) ;pilnp;) en el limite ¢ — 1. Por otro lado, satisface la
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pseudo-aditividad, esto es: si A y B son dos sistemas independientes (

pi;t" = p'p?), entonces
5(A+B) _ 54 , S(B) S4(4) 5,(B)
= gy 2.4

que muestra que (1—g) es una medida de la no eztensividad del sistema.

» El segundo postulado consiste en suponer la siguiente energia interna
generalizada

U, = pre,:, (2.43)

0 en general
U, = TrpH = (H),, (2.44)

donde {¢;} es el espectro de energia (esto es, el conjunto de eigenvalores
del Hamiltoniano H).

La optimizacién de S, dada por la ecuacién (2.40) con la restriccién de que
Trp = 1y Trp9H = U<, lleva a la distribucién de equilibrio del conjunto
canonico

oo 1= - gpHTs

2.45
= (2.45)
donde 3 = L‘—T es el multiplicador de Lagrange asociado con la termoestadisti-
ca. La funcién de particién generalizada esta dada por
Z,=Tr[l— (1 —q)BH]T9 . (2.46)

En el limite ¢ — 1 recobramos la distribucién de Boltzmann-Gibbs p o
el=F1) Se puede demostrar que [41], para toda g

1 a8,

— =1 2.47
T aUqﬂ ( )
0Z'-9 -1
=4 2.48
Je 98(1 —q)’ (248)
QAR |
F=U,-TS,=->—"2%—— (2.49)

3 1—ygq
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donde ¢, es el calor especifico generalizado. Encontramos entonces que la es-
tructura termodindmica de las transformadas de Legendre se conserva a pe-
sar de que el sistema es no extensivo. Mas ain, la estabilidad termodindmica
puede probarse para toda ¢ basada en el hecho de que siempre ¢,/q > 0 [42].

2.4. Grupo de renormalizacion

A continuacion se introducen los conceptos basicos del formalismo mo-
derno para el estudio del comportamiento del equilibrio critico, convencional-
mente conocido como grupo de renormalizacion (GR).

Todo estudio de grupo de renormalizacion tiene en comun la idea de re-
expresar los parametros que definen a un problema en términos de algiin otro
conjunto de parametros, quizd mas simple, mientras permanezcan sin cam-
bio aquellos aspectos fisicos del problema que sean de interés [6]. Esto puede
suceder a través de analizar a grosso modo (coarse-graining) los grados de
libertad de corto alcance, como en el problema de fenémeno critico, donde la
fisica de largas distancias es la de interés. Existen escencialmente dos formas
del grupo de renormalizacién. Una que corresponde al mapeo exacto entre
Hamiltonianos, que conduce a un Hamiltoniano con un menor nimero de
grados de libertad. Cabe mencionar que, en el sentido estricto, este conjun-
to de transformaciones entre los pardmetros de los Hamiltonianos es sélo un
semigrupo por que las transformaciones carecen de inversa. La otra forma del
grupo de renormalizacion, se encuentra en el contexto de teoria de campos
y se basa en la idea de reparametrizacion. Cualquiera que sea la motivacion,
todos estos métodos terminan con las ecunaciones matematicas que describe el
flujo del grupo de renormalizacion en algin espacio de parametros complica-
do. Es el estudio de estos flujos y lo que éstos nos dicen acerca del fenémeno
fisico la escencia del grupo de renormalizacion. El ejemplo mas ilustrativo
donde el aspecto general del grupo de renormalizacion aparece directamente,
es la renormalizacion en el espacio real aplicado a sistemas de espines en
una malla. Debido a lo anterior emplearemos este ejemplo para explicar el
método, a pesar de que los resultados en espacio real son dificiles de contro-
lar en cuanto a su aspecto cuantitativo, debido a que no hay realinente un
parametro pequeno en torno al cual realizar los desarrollos. Sin embargo este
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hecho no debilita las poderosas implicaciones de escalamiento y universalidad
que se obtienen como propiedades generales, y son estos resultados en los que
nos concentraremos [6].

2.4.1. Renormalizacion en espacio real

A principios de los anos setentas, todo cdlculo para obtener los expo-
nentes criticos se realizaba mediante alguno de los siguientes tres métodos:
i) resolviendo el sistema de manera exacta, a partir de sus propiedades ter-
modinamicas y examinando su comportamiento en el régimen critico, iz) por
medio de simulaciones numéricas del sistema, o bien i) por extrapolacién
de soluciones aproximadas, las cuales eran invilidas en la vecindad de la
transicion de fase.

En 1966 Kadanoff present6 un articulo [44] donde se exponia una for-
ma de cdlculo simple para el régimen critico de donde podian extraerse los
exponentes criticos sin trabajar con la funcién de particién del sistema. Sin
embargo las ideas de Kadanoff, a pesar de ser de una gran intuicion fisica en
cuanto al comportamiento de los sistemas en sus condiciones criticas, carecian
del rigor matematico necesario para ser establecidas de una forma general.

En 1974, Wilson y colaboradores, presentaron un argumento cuantitati-
vo al respecto, introduciendo las llamadas técnicas de Grupo de Renormal-
izacion. Actualmente, éstas técnicas se dividen, a groso modo, en dos clases.
Una se refiere a aquellas que se desarrollaron estableciendo una analogia en-
tre la mecdnica estadistica y las teorias de campo cudnticas, y son denotadas
como técnicas de campo teorico o del espacio-k. Mientras que la otra es mas
simple y cercana en escencia a las ideas originales de Kadanoff y se deno-
mina renormalizacion en espacio real. El término 'espacio real’ se refiere al
hecho de que éstas técnicas involucran cantidades dependientes de la posi-
cion en un espacio ordinario. Las técnicas de campo tedrico, son mas simples
cuando las ecuaciones se escriben en términos de cantidades espaciales por
transformadas de Fourier, por lo que son llamadas en ’espacio-k’ [7, 8].

Renormalizando la malla

La técnica de renormalizacion en espacio real, s6lo puede aplicarse a sis-
temas basados en una malla. Mas ain, la malla debe de ser regular en muchos
sentidos: esto es, debe tener una simetria de escalamiento discreta. Para en-
tender que quiere decir esto, tomemos una malla y dividamos los sitios de
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ésta en bloques. Ahora reemplacemos cada conjunto de sitios (o bloque) por
un solo sitio, que puede ocupar la posicion de uno de los sitios o la de to-
da el area de sitios. La malla tiene una simetria de escalamiento discreta si
podemos obtener una nueva malla con exactamente la misma forma que la
malla original, excepto por un incremento en el tamano que dependerd del
pardmetro de malla a, entonces @ — @' = ba. En el proceso de renormalizar la
malla necesitamos ahora reducir todas las dimensiones en la nueva malla por
un factor de b, terminando finalmente con una nueva malla con exactamente
el mismo tamano que la original.
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Figura 2.1: Renormalizacion de una malla cuadrada

Si agrupamos los sitios en bloques que contienen p sitios en promedio,
entonces la malla renormalizada contendrda menos sifios gue la malla original
por un factor de p. Esto serd importante cuando redefinamos las cantidades
de sitio promedio. Debido a que hemos escalado toda nuestra malla por un
factor de b su volumen debe de haber disminuido en un valor de ¢ donde
d es el nimero de dimensiones espaciales. Entonces, si los sitios en la malla
renormalizada se encuentran arreglados en exactamente la misma forma que
aquellos de la malla original, su nimero debe de haberse reducido por un
factor de p = b1,

La malla mas comin que presenta simetria de escalamiento discreta. es
la malla cuadrada. En la figura 2.1 se muestra la renormalizacion de la malla
cuadrada en dos dimensiones. En este caso b = 2 y el niimero de sitios de la
malla final tiene un cuarto de la cantidad de sitios de la malla original [6. 35].

Variables de bloque

Ahora supongamos un modelo en el que tenemos ciertas variables a las que
llamaremos espines, definidas en cada sitio de nuestra malla. Por simplicidad
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enfocaremos nuestra discusion a modelos en los que tenemos sélo un espin

escalar s; en cada sitio 7. Ahora renormalizamos la malla. Para cada bloque
» . 2 1 . .

k, definimos una nueva variable cr,(c ) que es alguna funcién f de los espines del

bloque. A las variables af:]) las llamaremos variables de blogue. Si Sy denota
el conjunto de sitios en el bloque k-ésimo, entonces escribimos

o) = f({s;}), donde i€ ;. (2.51)

La naturaleza recursiva de esta definicién, (el hecho de que para definir

i 1 . ¥ . . 0
variables 0" ") sélo necesitemos las variables o™ y no las variables s; = o\”))
es crucial en la idea de renormalizacién. Como un ejemplo, una definicion

simple de las variables de bloque es la definicion lineal

g = 4PN g, (2.52)

1€ Sk

donde A™ es la constante de renormalizacién. Existen otras formas de lle-
var a cabo la asignacion de las variables de bloque a partir de las variables
originales. Una de ellas es conocida como regla de la mayoria, y consiste en
asignar a la nueva variable de bloque el valor que tiene el mayor niimero de
los sitios del bloque inicial [6]. Asi, si en nuestro bloque la mayoria de los
sitios tiene un valor de espin de, digamos, +1 el valor de la variable de bloque
tendra este valor.

Otra forma comun de definir JE‘“) es establecer su valor como el valor

de alguna de las variables o{™ en el bloque
O.(“‘H} _ (n) dond eS8 i
o, ' =0; , donde i€ &;. (2.53)

recibe el nombre de decimacidn. La variable o\ cuyo

Esta definicion de o

valor se asigna a la variable de bloque 0,(;1“) se escoge aleatoriamente o, a
veces, suele escogerse el valor que tiene el espin situado en la esquina superior
derecha del bloque en una malla cuadrada.

Existen muchas otras formas de definir las variables de bloque sin em-
bargo, evidentemente, toda definicién que se proponga deberd ser coherente
con el problema que estemos tratando. Otra restriccién importante es que
el conjunto de estados disponibles para cada una de las nuevas variables,

debera ser el mismo que el disponible para las variables originales.

(n)
k
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Renormalizacion del Hamiltoniano

Si P({s;}) es la probabilidad de que los espines en nuestro modelo tomen
algiin conjunto de valores particular {s;} entonces podemos definir el Hamul-
toniano efectivo para nuestro modelo por la ecuacion

P({s;}) = exp[—’};({si})]‘ (2.54)

El Hamiltoniano efectivo dependerd, en general, de la temperatura y de
la seleccion de pardametros tales como interaccion espin-espin. Ahora tene-
mos que establecer cudl es la distribucién de probabilidad correspondiente

f’('}({of”}) para las variables de bloque. Debido a que, de la ecuacion (2.52),

I -
§ﬂ+ ) en términos de rrgn)‘

(n+1)
i)

sabemos como han sido definidas las variables o
podemos obtener la distribucién de probabilidad PV ({a de las va-
riables de bloque en el estado (n+ 1) de Ia renormalizacién, a partir tan sélo
del conocimiento de f’(“)[{agn}}). Esto es, nosotros simplemente sumamos
sobre las probabilidades de todas las configuraciones {a(™} consistentes con
la configuracién {o™*1} de las variables de bloque.

Dada tal distribucion de probabilidad, podemos definir el Hamiltoniano
efectivo del sistema después de n-iteraciones de la transformacion de renor-
malizacién en analogia con la ecuacion (2.54)

exp[-H"({o!"})

2(n) (n) _ L MMy /] fucy) iz
1 ({g! }) — Z(”) 3 {2“.:,.1)
donde
70 = Y exp[-H" ({o{"})). (2.56)
(o™}

Esto desplaza el valor de ‘H por una constante aditiva. Nosotros fijamos esta
constante mediante una condicién de normalizacién especifica sobre H'" por
ejemplo

0

’H(n)({gi(ﬂ) })L,f_“]: =T (2-,7.)

Son posibles muchas otras condiciones; sin embargo ésta es particnlarmente
conveniente para realizar el cdlculo de la energia libre, pero otras pueden ser
adecuadas para el calculo de alguna otra cantidad fisica. Con H'"" definido
de esta forma. es claro que el valor esperado de alguna funcion N de variables
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" Jlevarg al mismo valor, cuando nosotros la evaluemos empleando "+
o H™ . Esto es, si evaluamos la cantidad para n >> 1

(X) = gz O XU{o D epl-HOD (oY), (258

{0'{"4'”}

obtendremos el mismo resultado que si evaluamos

(X) = 2t 3 X({o)) expl-HO (o)) (2.59)
{o™}

Entonces cuando escribamos el valor de espectacién no habra necesidad de
especificar qué Hamiltoniano efectivo estamos empleando, ya que todos los
valores de espectacion son equivalentes.

Cuando realizamos un cdlculo de renormalizacion en espacio real, im-
ponemos una condicién mas al Hamiltoniano efectivo H(™*'): estipulamos
que debe de tomar la misma forma funcional que H™), entonces el mode-
lo es exactamente el mismo en cada estado excepto por un cambio en los
parametros que parecen en el Hamiltoniano efectivo. Esta condicién es, en la
mayoria de los casos, imposible de cumplir, y lo mejor que podemos hacer es
aproximar el verdadero Hamiltoniano efectivo renormalizado H™*", como
lo definimos anteriormente con una funcién de la misma forma que H™. Al
hacer esto, escogemos los parametros que aparecen en la funcion para hacer
la aproximacion lo mas exacta posible, pero un grado de aproximacion es
inevitable. La renormalizacion del Hamiltoniano, es una operacion que toma
a H™ y lo mapea en HH1

W = D), (2.60)

El iinico efecto de la transformacion Q es que los valores de los parametros
que aparecen en H cambian. Los nuevos valores de los pardmetros dependen
s6lo de los valores anteriores, y de nada mas, a pesar de que a veces esta
dependencia puede ser alguna complicada funcién no lineal.

La ecuacién (2.60) puede generar un poco de confusion, ya que ésta rela-
ciona las funciones H({o;}) antes y después de la renormalizacion, pero lo
que cambia de un estado a otro es el valor de los parametros. Por ello es con-
veniente usar otra notacion. Llamemos a los parametros del Hamiltoniano
efectivo H,, Hy, Hs, ... y escribamoslos como las componentes de un vector
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H, y escribir la renormalizacién como alguna operaciéon (quiza no lineal) de
R, actuando sobre este vector, de tal forma que

H D = R(HM) (2.61)
o H = R(H). (2.62)

En lo que sigue nos referiremos a H como Hamiltoniano efectivo [G]. A
veces es adecuado pensar en un espacio de Hamiltonianos, esto es, un espacio
finito dimensional en el que un punto con vector de posicion H representa
el Hamiltoniano efectivo con los valores correspondientes de los parametros
H,, los cuales juegan el papel de las coordenadas en este espacio. Nuestra
transformacién de renormalizacion R nos mueve en este espacio en saltos
discretos. Si comenzamos en algin punto inicial H) e iteramos la ecuacién
(2.61) avanzamos en pasos a través de alguna trayectoria en nuestro espacio.
Este movimiento puede ser esquematizado por medio de diagramas como el
de la figura 2.2 en donde, por claridad, los pasos sucesivos se han unido y se
ha trazado una curva [6, 7]. En cada paso los valores de los parametros que
aparecen en el Hamiltoniano efectivo son reemplazados por unos nuevos, que
calculamos a partir de los valores anteriores mediante la ecuacion (2.61).

2.4.2. Puntos fijos

En general, habrd puntos fijos en nuestro espacio. Un punto fijo es un
punto que es mapeado en él mismo por la transformacion R

H = R(H). (2.63)

Es importante no confundir estos puntos fijos de la transformacién de grupo
de renormalizacion con los definidos anteriormente para los mapeos. PPode-
mos clasificar ios puntos fijos como atractivos, repulsivos o miztos. Un punto
fijo atractivo es uno hacia el cual tienden todos los Hamiltonianos efectivos
situados en su vecindad cuando se aplica la transformacion de grupo de renor-
malizacion. Un punto fijo repulsivo, es uno hacia el cual no tiende ninguno
de los Hamiltonianos efectivos cercanos a éste al cabo de varias iteraciones.
Un punto fijo mixto, no es ni atractivo ni repulsivo, si no que algunos Hamil-
tonianos efectivos cercanos a éste tienden hacia él en una direccion a partir
de las sucesivas iteraciones, mientras que otros Hamiltonianos en su vecindad
se alejaran de €l en otra direccion. La figura 2.2 muestra las travectorias de
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(b)
; \ (a)

f

Figura 2.2: Ilustracién de las lineas de flujo para los tres tipos de puntos fijos
en el espacio de parametros. (a) Punto fijo atractivo, (b) punto fijo repulsivo,
(¢) punto fijo mixto

los Hamiltonianos efectivos en la vecindad de los tres tipos de puntos fijos en
un espacio de Hamiltonianos bidimensional [6, 8].

Podemos determinar la naturaleza de los puntos fijos en un sistema dado
como sigue. Primero resolvemos la ecuacién (2.63) para encontrar los pun-
tos estacionarios. Entonces suponemos que estamos interesados en explorar
la naturaleza del punto fijo en H = H,. Escribimos el efecto de R en el
Hamiltoniano efectivo cercano a Hy como

H, + 0H' = R(H, + 6H) = R(H,) + MSH + O(6H?), (2.64)

donde hemos desarrollado a R en series de potencias en torno de Hy. M es
una matriz ordinaria cuyos elementos estan dados por

OR,(H _
6;{}_ ) e (2.63)

debido a que Hy es un punto fijo de R concluimos que

O0H' = MJH + O(6H?). (2.66)
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Entonces cuando nos movemos infinitesimalmente cerca del punto fijo Hy,
nuestra trayectoria estd dada completamente por una matriz, o bien, por sus
eigenvalores y eigenvectores. Si M tiene un eigenvalor Ap > 1, el punto fijo
sera repulsivo en la direccion del eigenvector correspondiente, en este caso
se dice que las variables asociadas a éste punto son relevantes, ya que al re-
alizar las iteraciones sucesivas éstas nos alejan del punto fijo. Y similarmente,
si éste tiene un eigenvalor A4 < 1, el punto fijo serd atractivo en la direccion
correspondiente, en este caso las variables asociadas a A4 seran wrelevantes
yva que las iteraciones sucesivas llevan su valor a cero, dirigiéndonos hacia
el punto fijo. Si el eigenvalor es exactamente igual a 1, el punto fijo se dice
que es marginal en la direccion del correspondiente eigenvector. En éste caso
necesitamos considerar el siguiente término en el desarrollo de Taylor de la
transformacion de renormalizacion con objeto de decidir la verdadera natu-
raleza del punto fijo. Entonces, para identificar si Hy es atractivo, repulsivo
0 mixto, necesitamos tan sélo resolver para los eigenvalores de M.

Para algin sistema en el que se presenta una transicion de fase simple,
las identidades de dos de los puntos fijos son claras. Uno, el punto fijo de alta
temperatura , es el Hamiltoniano efectivo para el sistema cuando 7" — oc.
En este caso todas nuestras variables adquieren valores aleatorios y no estdn
correlacionadas. Cuando nosotros dividimos en bloques al sistema, las varia-
bles de bloque tendran valores aleatorios y seguiran sin correlacion, por lo
que su distribucion de probabilidades no cambiard. Entonces el Hamiltonia-
no efectivo se conserva igual ante la trasformacion y por tanto estamos en
un punto fijo. Otro punto fijo es el punto fijo de baja temperatura, que es el
Hamiltoniano efectivo para el sistema cuando T — 0. En este caso el sistema
estd en su estado basal, en el que hay un completo orden. Cuando formamos
bloques, las nuevas variables de bloque también se encuentran ordenadas y
entonces el Hamiltoniano efectivo no cambia al realizar la transformacion.
por lo que nos encontramos en un punto fijo.

Estos dos puntos fijos son atractivos, ver figura 2.3. Ahora bien, los Hamil-
tonianos efectivos que fluyen hacia el punto fijo de alta temperatura y aquellos
que fluyen hacia el de baja temperatura. deben estar separados por alguna
superficie que cruza nuestro espacio de Hamiltonianos, y la llamaremos su-
perficie critica. Cada punto de esta superficie critica corresponde a un Hamil-
toniano efective que se encuentra en la temperatura critica adecuada con los
valores de los otros parametros en ese punto. Uno debe de ser cuidadoso en
no considerar esta superficie critica como una isoterma T = T,. En general,
la temperatura critica serd diferente en los diferentes puntos de la superficie
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critica.

Punto fio de alta
Il::lnpcmlura

Punto fijo
critico

Superficie

crlica

)

Punto fijo de baja
temperatura

Figura 2.3: Porcion del espacio de Hamiltonianos mostrando los puntos fijos
de alta y de baja temperatura y el punto fijo critico

Ahora imaginemos lo que pasa si escogemos un punto sobre la superfi-
cie critica como nuestro Hamiltoniano inicial e iteramos la ecuacién (2.61).
Ninguno de los argumentos explicados anteriormente se aplica en este caso,
va que H no tiende hacia el punto fijo de alta temperatura ni al de baja tem-
peratura, si no que permanece sobre la superficie critica. Con esta restriccion
aun tenemos varias posibilidades

1. H tiende al limite H* cuando n — oc;
2. H se va a infinito cuando n — oc;

3. H cae en un circulo cerrado de valores moviéndose alrededor de éstos
sin tender nunca a un limite;

4. H se mueve caéticamente sobre la superficie critica sin nunca alcanzar
un limite.
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Las iltimas dos posibilidades ocurren en los casos de dindmica critica
usando renormalizacion en espacio real, pero en nuestro caso no considera-
remos este tipo de sistemas. Para los sistemas en equilibrio, que son los que
estamos considerando aqui, el comportamiento de los sistemas siempre cae
en uno de los dos primeros casos anteriores. Estos dos casos, sin embargo,
no son muy distintos el uno del otro, ambos tienen un punto fijo que es
atractivo solo que en el segundo caso éste es el co. Escogiendo un nuevo sis-
tema de coordenadas para nuestro espacio de Hamiltonianos o cambiando los
parametros que aparecen en la definicion de las variables de bloque, podemos
siempre hacer el punto fijo finito (por ejemplo podemos simplemente invertir
la coordenada o las coordenadas que miden nuestro progreso a través de la
superficie critica). Entonces tendremos identificado un nuevo punto fijo sobre
la superficie critica en H". Este es el punto fijo critico, el cual es atractivo
en la superficie critica. Fuera de ésta, sabemos que todos los Hamiltonianos
efectivos son atraidos hacia los puntos fijos de alta o de baja temperatu-
ra. Por lo tanto podemos concluir que el punto fijo critico es un punto fijo
mixto: repulsivo a lo largo de la trayectoria fuera de la superficie critica y
atractivo a lo largo de las trayectorias sobre la superficie critica. La matriz
M correspondiente a éste punto tiene sélo un eigenvalor que es mavor que
uno. El punto fijo eritico es por mucho el mas interesante de los puntos fijos
va que sus propiedades nos hablan directamente del comportamiento eritico
del sistema [6, 7].



Capitulo 3

Termodinamica de mapeos no
lineales

Resultado de varias sugerencias durante el desarrollo de las investiga-
ciones contenidas en esta tesis, expongo en este capitulo el cuerpo de co-
nocimiento correspondiente a la estructura termodindmica que poseen los
sistemas no lineales en sus estados cadticos. Estas razones descansan en que
este trabajo se ha realizado dentro del Programa de Posgrado en Ciencias
Quimicas de la UNAM, donde es comin estudiar temas de termodindmi-
ca y mecanica estadistica aplicados a sistemas térmicos. En nuestro caso
aplicamos un formalismo paralelo a sistemas dinamicos no lineales y consi-
deramos conveniente resaltar este formalismo en el texto. Con este fin, selec-
cionamos lo que juzgamos una de las exposiciones mas accesibes, contenidas
en el libro Thermodynamics of chaotic systems de C. Beck y F. Schogl y
la presentamos de la siguiente manera. Primero, planteamos los argumentos
teoricos que nos permiten estudiar los sistemas cadticos empleando las he-
rramientas de la termodinamica y de la mecdnica estadistica, exhibiendo la
similitud entre este tipo de sistemas no lineales y otros sistemas fisicoquimi-
cos e introduciendo conceptos fundamentales de multifractalidad, exponentes
de Lyapunov y entropias como medida de la pérdida de informacion del sis-
tema. Después presentamos las diferentes transiciones de fase en sistemas no
lineales, dentro de esta seccién incluimos las transiciones de fase q de Mori
(14, 31, 57], fundamentales en este trabajo y que no se encuentran contenidas
en el texto original de Beck.
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3.1. Termodinamica de sistemas caoticos

3.1.1. Probabilidad en la teoria de sistemas caoticos

Como se ha mencionado, los valores x,, obtenidos a partir del proceso
de iterar un mapeo deterministico no son eventos aleatorios y se encuen-
tran determinados por el valor inicial xg. A pesar de esto, si el mapeo es
no lineal y se manifiesta un comportamiento caético, la sensible dependen-
cia a las condiciones iniciales y la imposibilidad de incluir valores exactos
en cada paso de iteracion, nos obliga a estudiarlo de manera estadistica. Es-
to lo hacemos partiendo de distribuciones de probabilidad que obtenemos
mediante un experimento numérico (iteraciones en una computadora) [1, 3].
Estas distribuciones de probabilidad nos ayudan a describir los sistemas es-
tadisticamente y permite establecer un formalismo similar al de la mecdnica
estadistica. Al emplear las técnicas de la fisica estadistica en este tipo de
sistemas encontramos una enorme similitud con los sistemas fisicoquimicos
y podemos hacer una descripcion global de nuestro sistema no lineal de la
misma manera que lo hacemos con otro sistema ordinario.

A continuacién presentaremos brevemente algunos conceptos v canti-
dades basicas que se emplean en la descripcion de los sistemas no lineales
cuando aplicamos la mecdnica estadistica para estudiarlos. Estos conceptos
pueden consultarse mas ampliamente en distintos textos (ver por ejemplo
[1, 3,9, 57]), nosotros aqui nos basamos en el libro Thermodynamic of chaol-
i systems escrito por C. Beck y F. Schlogl en 1993. Decidimos escribir este
capitulo basandonos en esta fuente para evitar confusion en la notacion y
ser autoconsistentes con la estructura de las funciones termodindmicas em-
pleadas en el trabajo.

Comenzaremos ésta seccion dando una definicién empirica del concepto
de probabilidad . Pensemos en un experimento del cual podemos obtener R
posibles resultados 7. Llamaremos conjunto muestra o disyuncion completa
al conjunto de los R posibles resultados de los eventos aleatorios 7. Una de las
propiedades de esta disyuncion completa se encuentra expresada en el propio
nombre y es que, el resultado del experimento siempre lleva a un solo posible
elemento 7 del conjunto muestra (es decir, los eventos son excluyentes).

Repitamos el experimento independientemente bajo las mismas condi-
ciones un numero n de veces. Si en esta secuencia de n experimentos el
resultado ¢ se obtiene n; veces, llamaremos al cociente n;/n la frecuencia
relativa H, del evento 7. Si cuando llevamos a cabo una gran cantidad de
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experimentos esta frecuencia toma un valor fijo

lim H; = p;, (3.1)
n—oc
llamamos a este valor limite p; la probabilidad del evento observado .

Ahora bien, como hemos dicho, para un sistema cadtico dado por un
mapeo deterministico a partir de un valor inicial fijo x¢, las iteraciones
obtenidas no son eventos aleatorios, sin embargo son impredecibles en la
practica. El comportamiento a tiempos grandes de un sistema caético sélo
puede describirse en un sentido estadistico.

La forma de hacer esto la describe Beck de la siguiente manera, “divi-
damos el espacio de fase d-dimensional X en celdas d-dimensionales. Las
celdas son subconjuntos disjuntos del espacio de fase X que juntas lo cubren
completamente. Etiquetemos estas celdas por medio de un subindice i =
1,2,3,...,R donde R es el nimero total de celdas. Después de un cierto
numero de iteraciones a partir de un valor inicial x; el nimero de iteraciones
encontradas en la celda ¢ sera llamado n;. El niimero total de iteraciones es

R
= Z n;, (3.2)

i=1

donde la suma corre sobre todas las celdas. Si el tiempo n de iteracion es
muy grande, las frecuencias relativas

H; =ny/n (3.3)

se hacen practicamente independientes de n.”

Recordando que en este caso las n iteraciones no son eventos estadistica-
mente independientes, la expresion anterior no resulta idéntica a la suposicion
hecha anteriormente para la ecuacion (3.1). En nuestro caso supondremos que
el limite de (3.3) existe en el sentido en que se consideraran sélo los sistemas
dindmicos que cumplan con esta condicion. Para valores de n suficientemente
grandes, llamaremos frecuencia relativa H; a la probabilidad p; de encontrar
una iteracion de la trayectoria en la celda .

La manera de llevar a cabo el experimento mencionado es a través de la
iteracién del mapeo x,.; = f(x,) en una computadora a partir de un valor
inicial xg, el valor x,,4; obtenido en cada paso de iteracion ira conformando la
trayectoria en el espacio de fase X de éste. Cada punto x,,, de la trayectoria
caerd dentro de cierto intervalo 7 en los que hemos dividido nuestro espacio de
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fase. Con ello podemos calcular la frecuencia relativa H; contando cuantas
iteraciones han caido en cada intervalo y dividiendo entre el niimero total
de iteraciones n cuando n >> 1. En general, las probabilidades obtenidas
dependerdn del valor inicial x¢. Decimos que el mapeo es erogddico [3] cnando
las probablidades no dependen de la condicion inicial.

Haremos ahora una comparacion con la termodinamica estadistica, donde
los estados termodinamicos de un sistema estdan descritos por distribuciones
de probabilidad sobre microestados i. En termodindamica tratamos de prede-
cir el comportamiento general del sistema basindonos en leyes microdindmi-
cas y observaciones macroscopicas. Para encontrar leyes a tales predicciones
empleamos la distribucion de probabilidad. En este caso. lo que nos interesa
fundamentalmente son las cantidades macroscopicas observables. También
en la teoria de sistemas dindmicos el interés fundamental no es en qué celda
i se encuentra el sistema (o en cudl microestado se encuentra), sino encon-
trar caracteristicas globales que describan el comportamiento del sistema. La
diferencia entre la situacion caética y la termoestadistica es que en el caso de
los sistemas cadticos las distribuciones de probabilidades se conocen a partir
de frecuencias relativas obtenidas mediante un experimento por computa-
dora, mientras que las probabilidades termodinamicas son una expresion de
nuestra expectacion [3].

Consideremos ahora un conjunto de diferentes valores iniciales x;. La
frecuencia relativa de valores iniciales en un cierto subconjunto A del espacio
de fase puede interpretarse como la probabilidad ji(A) de tener un valor
inicial xy en A. La cantidad pg es llamada medida de probabilidad de A .
Podemos escribir

Ho(A) = / dxpy(x). (3.4)
JA

La funcion py(x) definida en todo el espacio de fase es la llamada densidad
de probabilidad . La diferencia entre la medida vy la densidad de probabilidad
es que una medida es una funciéon de un conjunto y la densidad es una
funcion de las coordenadas x. Supongamos ahora que tenemos un mapeo f
y nos interesa estudiar la evolucion en el tiempo del conjunto de trayectorias
correspondientes con los diferentes valores iniciales x,. Para nuestro estudio,
estaremos interesados fundamentalmente en distribuciones de probabilidad
mvartantes esto es, distribuciones que no cambian bajo la accion de [. Esto
quiere decir que cumplen con la propiedad
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pns1(A) = pn(f7(A)) = pa(A).- (3.5)

Una medida de probabilidad j,, que cumple con la ecuacién (3.5) se llama
medida invariante y su correspondiente funcién de densidad p(x) densidad
inwvariante. Esta describe un conjunto de puntos cuya densidad no cambia en
el tiempo: un estado estacionario. Cabe aclarar que los puntos individuales
st evolucionan en el tiempo bajo la accion de f. Lo que es constante es su
distribucién de probabilidad [29, 3].

3.1.2. Dimensiones generalizadas
Fractales y multifractales

Podemos definir un fractal como un objeto geométrico complejo que posee
una estructura no trivial y cuya dimensionalidad es menor que 1. Si a esta
base fractal tenemos asociada una distribucién de probabilidad, decimos en-
tonces que el objeto es un multifractal. Un ejemplo de multifractal es el
atractor de un sistema dinamico en el borde del caos. En éste, las iteraciones
obtenidas a partir del mapeo, conformaran un conjunto de puntos fractal en
el espacio de fase. Como tal su dimensién serd menor que 1. A este conjunto
fractal tenemos asociada una medida de probabilidad dada por las frecuen-
cias relativas de las iteraciones que son interpretadas como probabilidades,
por lo tanto decimos que dicho atractor es un multifractal.

La dimensién fractal

Naturalmente sabemos, que los objetos geométricos simples poseen una
dimension entera. Sin embargo existen objetos geométricos (llamados frac-
tales) cuya dimensién no es un numero entero [30]. Para explicarnos es-
to podemos analizar la rapidez de crecimiento r(¢) de pequenas celdas d-
dimensionales de volumen ¢, que se requieren para cubrir el objeto en con-
sideracion, d se escoge lo suficientemente grande para que la dimensién D(0)
del objeto satisfaga que D(0) < d. Si deseamos cubrir el objeto completa-
mente necesitaremos

(€) ~ e PO (3.6)

celdas, para ¢ << 1. Larapidéz de crecimiento r(¢) para ¢ — 0 es la dimensién
D(0) del objeto bajo consideracién. Con ello, la dimension fractal se define
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como 1
D(0) = — lim nr(e)

e—0 Ine

(3.7)

Para los matemadticos, la dimensién anterior (obtenida para celdas de igual
tamano sin importar su forma) se conoce como capacidad y en ocasiones el
Iimite en la ecuacion (3.7) puede no existir. Por ello conviene definir una nueva
cantidad llamada dimension de Hausdorff Dy . Esta dimension se define a
través de celdas de tamano variable. El objeto fractal A se cubre con celdas
o, de didmetro variable €, donde ¢, satisface ¢, < e. Entonces se define un
parametro positivo q de la forma

m(q, €) = inf Xy (ex)?. (3.8)
Ty

El infimo se toma sobre todas las posibles formas de cubrir A. En el limite
e — 0, la cantidad m(q,€) se va a cero para q > q, y diverge para q < q.
El punto q, en el que m(q,e€) ni diverge ni se va cero es la dimension de
Hausdorff Dy de A

D" = qp- (3.9)

Dy es una cantidad matemadtica bien definida [48] pero dificil de calcular.
D(0) es mucho mas sencilla de calcular mediante un experimento numérico,
afortunadamente, ambas cantidades coinciden para la mayoria de los casos.

Informaciones y dimensiones de Rényi

En el caso de los multifractales, su descripcion se encuentra incompleta
si consideramos una sola dimension. En un conjunto multifractal tenemos
un numero infinito de dimensiones que juntas constituyen el espectro de
dimensiones generalizadas [12, 47, 49].

Supongamos que tenemos una distribucién de probabilidades arbitraria v
dividamos el espacio de fase en cajas de tamanos iguales. Etiquetemos las r
cajas con probabilidad diferente de cero con los indices i = 1,2, ..., 7.. Notese
que el mimero 7 es distinto del niimero toral de cajas R ~ ¢~ % Para un valor
dado de € la probabilidad atribuida a una caja i sera llamada p;. Como p; se
atribuve a una sola caja es una cantidad local. Una cantidad local relacionada
es el indice de acwmulacion «;(€) de la caja i centrada en el punto x. Para
un valor finito € se define como el cociente

In p;
Ine’

(3.10)

wi(e) =
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Consideremos una secuencia de cajas con tamanos ¢; — 0. Si el limite

a(x) = ll_l}(l} afe) (3.11)
existe, entonces a(x) es llamado ezponente de escamiento local . El fractal
es llamado no uniforme o multifractal si a(x) depende de x. Genéricamente
los atractores fractales de mapeos no lineales son de este tipo. En realidad
tenemos un espectro entero de diferentes indices de acumulacién debidos a
las singularidades de la densidad invariante [31, 50, 51]. Consideremos cajas
de tamano regular €. Las informaciones de Rényi se definen como

Lip) = In¥I_ pl. (3.12)

q-—1
Consideremos ahora el limite ¢ — 0, que implica R ~ ¢ ¢ — oc. En este
limite las informaciones de Rényi dadas por la ecuacién (3.12) divergen [52].
Por lo que resulta conveniente definir las dimensiones de Rényi [12, 47, 3]
cCOmo

: Iq(p) Z 1 1 o .q ’
Esta cantidad no diverje en el limte ¢ — 0. Si definimos la cantidad Z(q) =
I pd, ésta se espera que escale como

1=

Z(q) ~ ela-vD(a) (3.14)

Es importante enfatizar que las probabilidades p; se encuentran relacionadas
con cajas de igual tamano. Dependiendo del indice q las dimensiones de Rényi
describen diferentes propiedades interesantes del sistema. Algunas de estas
tienen nombres especificos y ya las conocemos, por ejemplo con q = 0, D(0)
corresponde con la dimensiéon de Hausdorff, mientras que el caso q = 1 nos da
la llamada dimension de informacién D(1), para q = 2 tenemos la dimensién
de correlacién D(2). Otras dos dimensiones importantes son las dimensiones
limites D(+o00). La dimensién D(oco) describe el comportamiento escalatorio
de la regién del espacio de fase donde la probabilidad estd mas concentrada.
D(—oc) por otro lado, describe el comportamiento de la regién donde la
probabilidad se encuentra mas rarificada [9).

Analicemos a continuacion lo que sucede cuando no trabajamos con cajas
de tamano regular si no variable. Cubramos entonces nuestro multifractal
con celdas de diferente tamano y forma o, 09, .... Supongamos que p; es la
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probabilidad asociada a la celda 0;. Cubramos completamente cada celda por
una bola esférica de radio [; lo mas pequeno posible, tal que [; < [. La funcién
de particion generalizada puede definirse como sigue

Z(q,7) =inf ST 2L para q< 1,7 <0, (3.15)
{o} [
y respectivamente
D5
Z(q,7) =sup Ll_, f:' para q> 1,7 > 0. (3.16)
{a} i

El infimo v el supremo se toman con respecto a todas las posibles particiones.
En analogia con el caso de tamanos regulares, consideremos un proceso limite
donde el tamano de todas las celdas va a cero y por supuesto el nimero r
va a infinito. Las dimensiones de Rényi se encuentran ahora definidas por el
valor

7(q) = (q — 1)D(q), (3.17)

que hace que Z(q) ni diverja ni vaya a cero en el limite { — () [47].

Espectro de dimensiones locales f(«)

En termodindmica a menudo relacionamos los potenciales termodinami-
cos a través de transformadas de Legendre. En la teoria de sistemas dindamicos
empleamos también transformadas de Legendre para obtener cantidades aso-
ciadas al multifractal. Una de ellas es la transformada de Legendre de 7(q).
flev). que se obtiene mediante las siguientes relaciones

fla) =qa —7(q) (3.18)
y

d—Tzfr, ﬁzq. (3.19)

dq da

[ () es lamada espectro de singularidades de los exponentes de escalamiento
locales a(x). f(«) vy 7(q) contienen la misma cantidad de informacion del
sistema vy estan relacionadas a través de transformadas de Legendre 31, 501
El espectro de dimensiones locales f () tiene una interpretacion ‘fisica’, segiin
Beck = f(a) es la dimension fractal del subconjunto de puntos que poseen un
indice de escalamiento local o”.
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3.1.3. Entropias generalizadas

Las cantidades introducidas en la seccién anterior, caracterizan la parte
estatica o geométrica del multifractal, a continuacién introduciremos las can-
tidades que describen la parte dindmica de éste.

Entropia de Kolmogorov-Sinai

Dividamos el espacio de fase R celdas y denotemos esta particién como
{A} = {Ay, Ay, ..., Ar}. Cada trayectoria zy,,X2,... de un mapeo f gen-
era una secuencia simbolica 19,1, 19, ... determinada por la condicién x, €
A;,, esto es la n-ésima iteracion se encuentra en la celda A; . El conjun-
to J(%,...,in—1) de todos los valores iniciales x, que genera la secuencia
10, 1, 19...iy—1 e conoce como un N cilindro. La probabilidad de una secuen-
cia simbdlica finita se denota por p(i,...,ix_;) y estd determinada por la
medida de probabilidad o que se atribuye al N cilindro. ¢ puede escogerse
arbitrariamente, sin embargo resulta razonable escoger como distribucién ini-
cial la medida natural invariante p. De esta manra, el proceso estocastico
correspondiente generado por el mapeo es estacionario: las probabilidades
p(ig, ---,Iy—1) NoO cambian con el tiempo. Si queremos ahora medir la infor-
macién contenida en las probabilidades, una medida de informacién adecuada
es la informaciéon de Shannon

1(p) = Eio,...i,\'_1p(i01 vony ?:N—l) hlp“(): vavg riN—l)- ('32{))

Aqui la suma corre sobre todas las secuencias simbdlicas permitidas iy,
...iy—1. El negativo de la informacion dindmica de Shannon es la entropia
dindmica de Shannon dada por

H(p) = —1(p) (3.21)

y mide la ausencia de conocimiento acerca de la pregunta de qué secuencia
simbdlica se espera. Notese que para un mapeo dado f esta entropia depende
de la distribucién de probabilidad o de valores iniciales, la particion {A} del
espacio de fase y de la longitud N de la secuencia simbolica. Que se exopresa
COmo

H = H(o, {A}, N). (3.22)

Cuando N crece, H usualmente diverge. Sin embargo la entropia dindmica
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de Shannon por unidad de tiempo definida como

h(o,{A}) = J]ilflx,(H/N)
= - Nl}f_lféo(I/N)Zio,,,.iw_ip(?;Uf ¥ye) IN-| ) l“p('i{)r =iy ?;N—I)a
(3.23)

permanece finita. Esta cantidad depende de la medida ¢ y de la particion
{A} . Con objeto de construir una cantidad fundamental que sélo pueda ser
atribuida al mapeo f y sea independiente de la particion escogida, tomamos
el supremo de todas las posibles particiones del espacio de fase y definimos

h(o) = sup h(a, {A}). (3.24)
{A}

Esta cantidad es llamada entropia de Kolmogorov Sinai de un mapeo con
respecto a la medida ¢. Usualmente uno toma para o la medida natural
invariante y, entonces h = h(p) es una cantidad atribuida dnicamente al
mapeo [9, 3]. En ocasiones esta cantidad se usa para cuantificar el caos,
es decir que tan cadtico es un sistema, un sistema se dice que es cadtico si
posee una entropia de Kolmogorov Sinai (KS) positiva. Ademas mientras mas
grande sea la entropia KS , mas fuertemente cadticas seran las propiedades
del sistema, esto es por que esta entropia mide la rapidéz promedio de la
pérdida de la informacion del sistema.

Entropias de Rényi

Hemos visto que ademas de la informacion de Shannon existen otras
medidas de informacion importantes las medidas de informacién de Rénvi.
Podemos entonces también medir la pérdida de informacion asociada con
las secuencias simbdlicas de éstas informaciones de Renyi de orden q [52.
La correspondiente generalizacion de la entropia de Kolmogorov Sinai para
éstas entropias son llamadas entropias de Renyi [53] y se expresan como

K(q)=Ilim lim ———=1nX%_ (p;"")9, (3.25)
q) EoEl N l _ql\‘,r J_i(;"J ) 3
donde p; es la probabilidad correspondiente a la secuencia simbdlica j. De la
misma manera que en el caso de las dimensiones de Rénvi. algunos valores
especificos de g nos dan cantidades conocidas, por ejemplo si q = 0, K(0)



3.1 Termodinamica de sistemas cadticos 43

es conocida como entropia topoldgica, si @ = 1, K(1) corresponde con la
entropia de informacién, etc. También de manera andloga, la transformada
de Legendre de la energia libre dindmica nos da el espectro de los indices
dindmicos g(7y) que es la contraparte dindmica de la funcién f(«) [52, 54, 55,
31].

3.1.4. Exponentes de Lyapunov generalizados

A continuacién discutiremos lo que ocurre con la evolucion en el tiempo
de un elemento pequeno del espacio de fase. Tipicamente tal elemento se ex-
pande en ciertas direcciones y se contrae en otras. Esto es, cambia su forma
cuando el mapeo es iterado. Esto también es cierto para sistemas Hamilto-
nianos, a pesar de que ahi tenemos la restriccion de que el volumen total
de un elemento de volumen del espacio de fase se conserva, su forma puede
cambiar. Las rapideces de expansién y contraccion promedio se describen
cuantitativamente mediante los exponentes de Lyapunov que, a su vez, se
encuentran relacionados con la pérdida de informacién [9]. Asi mismo estas
cantidades presentan fluctuaciones por lo que se puede construir un espectro
de los exponentes de Lyapunov locales.

Expansion en sistemas unidimensionales

Consideremos un mapeo unidimensional f(z) en un espacio de fase uni-
dimensional X = [a, b

Xns1 = f(%n). (3.26)

En lo siguiente, nos referiremos a funciones diferenciables o, almenos, sec-
ciones de la funcién diferenciables. Consideremos un pequeno intervalo [ de
longitud Ay. Después de una iteracion se transforma en un intervalo I, de

longitud
A| = |f’(xu)|A0, (327)

donde x, es un valor apropiado en [ y f'(x) denota la derivada de f(x).
Para |f'(x¢)| > 1, la transformacién es una expansion espacial genuina, para
|f'(x0)| <1 es una contraccién (o una expansién negativa). Podemos exten-
der esta consideracion a la expansion de [y durante N pasos de iteracion de
la siguiente forma. Escribimos

xy = f(xn_1) = fz(XN-'z) =it — fN(Xu): (3.28)
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esto es, consideramos el mapeo iterado N veces f"(x). Después de N itera-
ciones el pequeno intervalo x; se transforma en un intervalo de longitud

Ay = |FY (x0)| Ay, (3.29)

T - . N -
donde " es la derivada de fV y x; es otra vez un valor apropiado en I;.
Como consecuencia de la regla de la cadena tenemos

1V (xo) = TN £ (%2)- (3.30)

La rapidéz de expansion local En(x() se define por

Obviamente
En(xo) = (1/N)In |fV (x0)| = (1/N)Z320 In | £ (3¢0) . (3.32)

Para N finita, la cantidad En es independiente del valor inicial x4. Sin em-
bargo. suponiendo que el mapeo es ergddico, el promedio en el tiempo

A= lfill E‘N(X{J) (.33.‘})
N—o0
existe v es independiente de xy. Recordando que para mapeos ergodicos los
promedios de los observables @ en el tiempo pueden expresarse como prome-
dios de configuraciones, entonces para el observable Q(x) = In|f'(x)| obten-
eImos

A= / dxp(x)In|f'(x)]. (3.34)

A es llamado el exponente de Lyapunov del mapeo unidimensional f. Este de-
scribe la rapidéz de expansion promedio. Un exponente de Lyapunov positivo
significa que los pequenios intervalos (pequenas incertidumbres en la condi-
cién inicial) se expanden en promedio, un exponente de Lyapunov negativo
significa que los intervalos se contraen en promedio. En otras palabras un ex-
ponente de Lyapunov positivo implica dependencia sensitiva a las condiciones
iniciales [3, 9].
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Espectro de los exponentes de Lyapunov

Como acabamos de mencionar, el espectro de Lyapunov A puede consi-
derarse como el promedio en el tiempo del observable local In |f'(x,,)|. Para
N finita este promedio todavia depende del valor inicial x;. Si no llevamos a
cabo el limite N — oo en la ecuacién (3.33) podemos escribir

A(xo, N) = En(x0) = (1/N)E355 In |f'(xa)| = (1/N) In|fV (x0)].  (3.35)

Esta cantidad es usualmente llamada exponente de Lyapunov local del punto
x¢ y describe la rapidéz de expansion o contraccion local. Los exponentes de
Lyapunov locales son cantidades que fluctian, entonces es posible aplicar-
les la termoestadistica de manera similar a la que hemos presentado en las
cantidades estaticas y dindmicas del sistema.

De acuerdo a la ecuacién (3.29) un pequeno intervalo Iy que contiene el
valor inicial x; se expande después de NV iteraciones por el factor

Ln(xo) = |fN' (x0)| = exp[NEn(xo)]- (3.36)

Para N fijo y finito, consideremos un conjunto de valores iniciales x, v de-
terminemos los momentos de Ly con respecto a la medida natural invariante

K ;
J?v = dp(x o %) | o= du(xg) exp/NgA 3.37
(Ly) / (x0) S (x0)] /;\ (x0) exp| ] (3.37)

donde q es un parametro real arbitrario que se escoge de tal forma que la
integral exista. En la ecuacion (3.37) cada posible valor inicial es pesado por
la densidad natural invariante y se determina el conjunto promedio de la q
ésima potencia del factor de expansién Ly. Escribamos ahora la ecuacion
(3.37) en una forma que nos recuerde la funcion de particion de un sistema
termodinamico. Para distinguir esta funcién de particion de la funcion de
particion dindmica la denotaremos por Z,{}"’*“(q) donde el indice Lya proviene
de exponente de Lyapunov. Usando la ecuacion (3.32) obtenemos

Lya e qy _ — N-—1 ' |
Zn"(q) = (Ly) —]dﬂ(xo) exp[qN E (xo)] —/fiﬂ(x[])exp[qﬁnzu I | () []-
(3.38)
La unica diferencia ahora con respecto a las otras funciones de particion
introducidas, es que tenemos una integral sobre todos los posibles estados x
en lugar de una suma. Mas aun, cada estado x; no sélo se encuentra pesado
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por el factor de Boltzmann’ si no también por la medida natural invariante

di(xg) = p(xp)dxy. De aqui en adelante llamaremos nimero de particula
HAXg PLX0 ) ] I

a N. La energia libre por particula A(q, N) (excepto por un trivial signo

menos) esta dada por

A(q,N) = (1/aN)In Z**(q). (3.39)

En particular estamos interesados en la energia libre por particula en el limite
N — o
A(q) = lim A(q, N). (3.40)
N—oo

Esta cantidad A\(q) es llamada exponente de Lyapunov generalizado de orden
q [56], y es una generalizacion del exponente de Lyapunov ordinario en el
mismo sentido en que las dimensiones de Rényi D(q) son generalizaciones de
la dimensién de Hausdorff D(0). Cada rapidéz de expansion local posible es
‘escaneada’ por la 'temperatura inversa’ q, y en adicion, pesada por la medida
invariante. Una dependencia no trivial de A(q) en el escaneo del parametro
q indica que existe un espectro no trivial ¢(E) de las rapideces de expansion
local £, de la misma menera que una dependencia no trivial de D(q) con q
indica un espectro no trivial f(a) de de los indices de acumulacion «. De la
misma forma que en las subsecciones anteriores, mediante una transformada
de Legendre pasamos de los exponentes de Lyapunov de orden q, A(q) a el
espectro ¢(F).

Cuando existe una particién generadora, la longitud de los N cilindros
f;m es inversamente proprocional a los factores de expansion L_,\:(xl(;’ )) donde
x¢ es un valor inicial apropiado dentro del j-ésimo N cilindro. Cada cilindro
estd pesado por la probabilidad p_E-M correspondiente con la medida natural
invariante. En éste caso podemos escribir

, 1 (N)((N)y—q ;
Alq) = — M . A1
\(q) nllm~ & In¥;p; ' (G) (3.41)

Para mapeos ergédicos, para N arbitrario, el limite g — 0 de A(q, V) es
idéntico con el exponente de Lyapunov ordinario

lim A(q, N) = /dp:(.‘l:u) In|f'(x0)| = A (3.42)

q—+l)

Mencionaremos una vez mas que un conjunto promedio tal como (L%) puede
expresarse como un promedio en el tiempo para mapeos ergodicos. Entonces
el exponente de Lvapunov generalizado contiene informacion acerca de las
fluctuaciones temporales de las rapideces de expansién [57, 58, 59].



3.1 Termodinamica de sistemas caéticos 47

3.1.5. Presion topoldgica

Hemos introducido hasta ahora tres diferentes tipos de ’energia libre’: las
dimensiones de Rényi que describen las propiedades escalatorias de la medi-
da natural invariante respecto al espacio, las entropias dindmicas de Rényi
describiendo las propiedades de escalamiento de la secuencia simbdlica con
respecto al tiempo, y los exponentes de Lyapunov generalizados de orden q
conteniendo informacion acerca de las rapideces de expansion y sus fluctua-
ciones temporales. Todas estas energias libres tienen en comiin el hecho de
que la medida natural invariante entra en la funcion de particiéon. En muchos
casos sin embargo, no conocemos analiticamente la medida natural invariante
pero ain asi deseamos estudiar el sistema dindmico por medio de métodos
termoestadisticos. Entonces es usual emplear un tipo de funcién de particién
que contiene informacion acerca de las rapideces de expansion y sus fluctua-
ciones pero sin pesarlas con la distribucién invariante. En lugar de ésto se
toman en cuenta propiedades geométricas del mapeo tales como tamarno de
los cilindros u drbitas periddicas inestables, pesandolas con la misma prob-
abilidad a priori. La energia libre correspondiente se conoce como presion
topoldgica [3].

3.1.6. Funcién de particion generalizada

Para sistemas unidimensionales expansivos (o hiperbélicos) un tipo de
energia libre es suficiente para derivar las otras (dimensiones de Rényi, en-
tropias de Rényi y exponentes de Lyapunov generalizados) sin embargo, para
sistemas no hiperbolicos todas estas energias son cantidades independientes.
No existe una relacién simple entre ellas. La funcién de particién ahora de-
pende de muchos parametros intensivos diferentes. Esto corresponde con la
introduccién del conjunto de presiones o el conjunto gran canénico en ter-
modindmica convencional. Esta generalizacion es ventajosa para sistemas no
hiperbdlicos debido a que nos permite unificar los conceptos de dimensiones
de Rényi, entropias de Rényi , presion topoldgica y exponentes de Lyapunov
generalizados en una teoria [53, 60].

El conjunto de presiones

Consideraremos ahora una funcién de particiéon que contiene dos can-
tidades que fluctian. Principalmente estas cantidades fluctuantes seran los
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tamanos de los intervalos E{-M las probabilidades pg-N} atribuidas a los N
cilindros. Por supuesto ésto S(J]U lleva a mas mfurmd(‘mn si las probabilidades
pg-M no dependen de las longitudes de escala I‘ . Para el caso de mapeos
hiperbdlicos

piM ~ (@{M)ya (3.43)

esto es, la probabilidad de los cilindros se comporta como una potencia q de
la longitud de escala, donde q es independiente del indice j. Para este tipo de
sistemas la termodindmica extendida que describiremos a continuacion no es
necesaria, ya que toda la informacién acerca de pﬁ-"\'} estd contenida en E;M

Sin embargo en general la medida natural invariante de mapeos no hiperbdli-
cos no satisface la condicion anterior. El caso de los mapeos unidimensionales
tipo logistico son un caso importante de mapeos no hiperbélicos, por lo que
su estudio requiere de la termodinamica extendida que describiremos a con-
tinuacion. Supongamos que existe una funcion generadora para una medida
de probabilidad dada en el espacio fase, definimos una funcion de particion
que depende de dos parametros intensivos q y 7 como sigue

v(a, ) = Z(ps )My (3.44)

Como antes, :"j"\’) denota la longitud de los N cilindros y pj-N} es la probabili-
dad atribuida a éste. Para simplificar la notacién en lo siguiente omitiremos
el indice N. Esta funcion de particién fué introducida anteriormente cuando
describimos la dimension de Rényi obtenida a partir de intervalos irregulares,
ahi escogiamos 7(q) de tal forma que Zy(q,7) permaneciera finita cuando
N — oo. Ahora, sin embargo, consideraremos q como un pardmetro inde-
pendiente. Introduciremos las distribuciones adjuntas w; de la forma

w; = (p%7)/Zx(q, 7). (3.45)

Donde q es un pardmetro real arbitrario. Como éste puede tomar valores
negativos, restringimos la suma a eventos j con probabilidad diferente de
cero. Llamaremos I” a la distribucién adjunta de p de indice q. Un cambio
en el indice q cambiara los pesos relativos de cémo los eventos i entran en
la distl‘ibucifm adjunta. EI cambio del indice q es una herramienta para “cs-
canear” la estructura de la distribucion p. Mientras menor sea el indice g
mayor serd el peso de las probabilidades pequenas. Por otro lado mientras
mayor sea el indice g las probabilidades mas grandes tendran un mavor peso.
En resumen. para q — oc las p; mas grandes dominan la suma, mientras que
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para q — —oo las p; mas chicas originan la contribucién dominante.La can-
tidad 1/q juega el papel de la temperatura T en la analogia termodindamica.
El escaneo de p por el cambio de q corresponde con un cambio de temperatu-
ra. Para las complicadas distribuciones que aparecen en dindmica no lineal
podemos emplear valores de q negativos, de esta manera el concepto de tem-
peraturas negativas sirve como herramienta para obtener mayor informacion.

Consideraremos estas probabilidades w; como las probabilidades del con-
junto canénico generalizado, por ejemplo el conjunto de presién. Para mostrar
esto, introduciremos la energia fluctuante E; y el volumen fluctuante V; es-
cribiendo

P} = exp(—qEj) (3.46)
I = exp(—7Vj). (3.47)

Més atin, uno puede definir la presion 7 (no confundir con la presién
topolégica T(q)) por el cociente

T=1/q. (3.48)
Con esta notacion podemos definir la distribucién adjunta como
w; = exp[q(G — E; — 7Vj)], (3.49)
donde la energia libre de Gibbs G se define como
G(q,7) = —q 'In Zyn(q, 7). (3.50)

PPara N grande esperamos que la energia libre crezca en proporcion a N. Otra
vez, parece plausible llamar a N el nimero de particula. Podemos entonces
definir en el limite termodindmico N — oc la energia libre de Gibbs por
particula (o bien por paso de iteracién) como

1 1
)= lim —G(q,7) =— lim —InZy(q,). 3.01
g(q,m) = lim —G(q,7)=— lim bt ) (3.51)
Esta funcién nos provee la caracterizacién general de la dindmica del sistema
caotico. Las entropias de Rényi K(q) y la presién topoldgica T'(7) son dadas
como valores especiales de un potencial termodindmico mas general g(q, 7)

q ..
K(q) = ——9g(q, .92
(a) o~ 19(a,0), (3.52)
o A _—
T(7) = Alrk_rgc }—V—ln Zn(0,7) (3.53)
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tomando siempre como distribucion la medida natural invariante del mapeo.
Las dimensiones de Rényi se definen implicitamente por la expresion

1. —iq =
— D¢ =10 3.0
g (q, 3 D(:)) 0 (3.54)

Finalmente, los exponentes de Lyapunov generalizados estan dados por

B = —%g(l, e —%g(l,—:rr). (3.53)

Resumiendo, la funcién g(q, 7) unifica los conceptos de dimensiones de Rényi,
entropias de Rényi, exponentes de Lyapunov generalizados y presion topoldogi-
ca para sistemas no hiperbélicos. La funcion g(q,7) lleva informacién adi-
cional acerca del sistema dindmico y a través de ella se pueden estudiar
las transiciones de fase del sistema. Kovacs y Tél [13] han introducido un
poderoso método para calcular las energias libres de Gibbs numéricamente.
g(q, ) se obtiene de los eigenvalores mas grandes de la extension bivariada
del método de operacién de transferencia.

Ecuacion de estado de un sistema cadético

Para el conjunto de presion tanto las energias

E}‘V) = In pj"\_} (3.56)
como los volumenes ' '
VM = ™ (3.57)

de los micorestados fluctiian, mientras que el numero de particulas es un
valor fijo. Para N grande, la funcién de particion escala como

Zn(a,7) = 30 )IEM) ~ expl—qNg(q,7)], N —ooc.  (3.38)
Los volimenes V}(N} fluctiian debido a que las longitudes de los N cilindros
de la particién generadora usualmente no son constantes. Por otro lado, en
muchos caso estamos interesados en la particion uniforme del espacio de fase
en pequenas cajas de igual tamano €, en lugar de celdas de tamarno variable
I;M. PPara una particion uniforme, el volumen 1" = —In¢ tiene un valor fijo
v solo las energias asociadas con las probabilidades fluctnan. Denotemos la
probabilidad asociada con la j-ésima caja de una particion uniforme por p;.
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Formalmente podemos otra vez evaluar la funcién de particion del conjunto
de presiones de una particién uniforme reemplazando pgN) por p; y I;N} por ¢.
Para la funcién de particién correspondiente escribimos Z#™(q, 7) dado que
estd caracterizada por una particién uniforme a un volumen fijo V, en lugar

de una particién no uniforme a un numero de particula fijo N. Obtenemos

Z(q,7) = Zj(p;)%€ ~ a7 P
=exp{[(1 —q)D(q) —q]V}, V = 0. (3.59)

Donde D(q) son las dimensiones de Rényi definidas a través de cajas de
igual tamano. El limite termodinamico significa N — oo para la funcion
de particion Zy(q,7) y V — oo para la funcién de particién Z§™(q, 7).
Comparando las dos funciones de particion anteriores una cantidad usual es
la razén

o= N/V. (3.60)

Como este cociente es el numero de particulas entre el volumen, le llamamos
densidad de particula. La densidad de particula describe el tamano relativo de
los grados de libertad temporales N contra los grados de libertad espaciales
V. Es claro que deseamos tener una descripcion tinica del sistema cadtico
que no dependa de la particién escogida. Entonces igualamos los exponentes
en las ecuaciones (3.58) y (3.1.6) y usando 7 = 7/q obtenemos en el limite

termodinamico
_N_(a-1)q'D(q)+
o(q,m) = == : (3.61)
V 9(q, ™)
Esta ecuacion describe la forma en la que el limite acoplado N — o y
V' — oo tiene que llevarse a cabo con objeto de tener equivalencia entre las
energias libres generalizadas de las funciones de particién Zy y Z". Podemos
interpretar la ecuacién (3.61) como una ecuacién de estado que describe la
densidad de particula o(q, 7) como una funcién de la temperatura inversa q
vy la presion 7 [3]. Escribamos la ecuacién anterior como

g(q,7) =[(a—1)q~'D(q) + 7o " (3.62)

Previendo o # q0, notamos que la funcion g(q, ) se hace cero si escogemos
el valor especial T = —(q— 1)q ' D(q). Esta itima ecuacién tiene una inter-
pretacion termodindmica. Recordemos que la expresion (q — 1)q 'D(q) es
considerada como la energia libre de Helmholtz F' por volumen del sistema.
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Mas ain g(q,7) es la energia libre de Gibbs G por mimero de particula N.
Entonces podemos escribir la ecuacion (3.62) como

.G , ' vV . P , .
All_lgc = = .f\l’]—l;I(])o (l_ <+ u) N :\lgrjx, _NF(P + V). (3.63)
Reconocemos la relacion
G=F+nV (3.64)

de la termoestadistica convencional. La situacion en la dindmica no lineal es
sin embargo diferente de la termodindmica convencional. La ecuacion (3.64)
es siempre valida, esto es, para cualquier densidad de particula o(q, 7). Esto
s6lo describe el hecho de que el limite termodinamico Gy F' son transfor-
madas de Legendre una de otra. En dindmica no lineal la ecuacion (3.64) es
vilida sélo para cierta densidad de particula especifica o(q,7) = N/V. En
otras palabras la validéz de la ecuacion (3.64) define la densidad de particula.
Esto se debe a que en este caso F' contiene menos informacion que G por lo
que su relacién no puede ser simplemente a través de una transformada de
Legendre.

El conjunto gran canénico

: . AN N s
En lugar considerar un volumen que fluctiia 1'4.,-( ) = ]mf; ) del cilin-

dro fj 2 podemos presentar una formulacion donde las celdas son cajas de
tamano constante ¢ pero el nimero de iteracién fluctiia. Entonces podemos
incorporar informacion dindmica en la funcién de particion considerando el
numero de particulas fluctuante.

3.2. Transiciones de fase en sistemas no lin-
eales

Las transiciones de fase son un interesante fenémeno que se presenta
tipicamente en sistemas dindmicos no hiperbdlicos [11, 12, 13, 61]. Estas
transiciones de fase se manifiestan cuando encontramos singularidades en
el comportamiento de alguna de las distintas cantidades caracteristicas del
sistema para ciertos valores criticos del parametro de control. En las secciones
anteriores se presentaron diferentes cantidades que nos ayudan a describir los
sistemas dindamicos, y las hemos identificado con algin tipo de energia libre
del sistema de la signiente manera
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1. energia libre estdtica

-1)D
(a-1) 1, (3.65)
q
2. energia libre dinamica
- 1)K
(q—1) a (3.66)
q
3. energia libre de expansion
T(q
19y —a@. (3.67)

Dependiendo de en qué tipo de energia libre se presenta el comportamien-
to no analitico clasificaremos las transiciones de fase como transiciones de
fase estaticas, dindmicas o de expansion. Ademas de éstas, encontramos las
transiciones de fase con respecto al volumen. Todas ellas seran incluidas en
lo que se conoce como transiciones de fase internas. Existen ademas transi-
ciones de fase respecto a algin parametro de control extreno del sistema que
se conocen como transiones de fase externas. Como tema especial, hablare-
mos ademads de las transiciones de fase q estudiadas por Mori en los anos
80’s [14]. Estas transiciones de fase seran centrales en este trabajo de tesis
por lo que se incluye una seccion especial donde se describen ampliamente
sus caracteristicas principales enfocadas a mapeos de orden z > 1 en su fase
caotica.

3.2.1. Transiciones de fase internas
Transiciones de fase estaticas

Supongamos que tenemos un mapeo cuya densidad natural invariante pre-
senta discontinuidades. Estas discontinuidades provocan que las dimensiones
de Rényi D4 no sean diferenciables con respecto a q en el punto critico q,.

Jomo q ' (q—1) Dy es, segin las definiciones anteriores, considerada como la
densidad de energia libre, este comportamiento se considera como una transi-
cién de fase de primer orden que ocurre en la temperatura critica T, = q_ ' en
el limite V' — oc. El significado “fisico” de esta transiciéon puede entenderse
(de acuerdo a Beck) de la siguiente manera: “al variar q estamos escaneando
la influencia de diferentes subregiones del espacio de fase. En el punto de la
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transicion de fase, la contribuciéon dominante de la energia libre repentina-
mente proviene de una subregion diferente del espacio de fase lo cual provoca
el comportamiento observado en la transicion”.

Transiciones de fase dindmicas

Fundamentalmente, existen dos mecanismos que pueden originar una
transicion de fase dinamica. El primero de ellos se presenta cuando, al incre-
mentar la longitud de las secuencias simbdlicas, las probabilidades de algunas
de ellas decrecen mas lento que una exponencial. Por el contrario, el segundo
caso corresponde con un decaimiento mas rapido que una exponencial de la
probabilidad de ciertas secuencias simbdlicas.

En general, para un sistema hiperbdlico, cuando incrementamos el niimero
de iteraciones N, la probabilidad de observar cierta secuencia simbdlica i,
...,in_1 decrece exponencialmente. En el caso de un sistema no hiperbdlico
puede haber probabilidades de secuencias simbdlicas que no decrecen expo-
nencialmente, si no que lo hacen mas lentamente cuando N crece. Esto puede
producirse por ejemplo, cuando un sistema permanece por mucho tiempo en
una subregion del espacio de fase, volviéndose casi periodico por tiempos
muy largos. Para q — oc la probabilidad mas grande (la que decrece mas
lentamente) domina la funcion de particion dindmica y obtenemos

I 1
K = lim — In¥; - pY(igy ey in
(q) N!—I};‘ N1-— q N g v P ("‘Uﬂ s EN 1,]
1
- B e I e
q-pl}:w—»x N1 _qlnp (205 +-->EN-1)
.1 q g -
= lim ———(InC - alnN)=0. (3.68)
N—oo | —q
donde p(3f,...,i%_,) = CN~® denota la probabilidad mas grande que se

supone decrece de una manera polinomial. Entonces K(oc) = 0. Ademas
dado que, en general, K(q) > 0y K(q) < (q—1)"'qK (o) para q > 1
debemos tener

K(q)=0, q>1, (3.69)

esto es, no sélo K (oc) si no todas las K(q) con q > 1 se hacen cero. Por otro
lado, si el sistema exhibe un comportamiento cadtico entonces por definicion
tiene un entropia K positiva

K(1)=h> 0. (3.70)
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Las ecuaciones (3.69) y (3.70) indican que en el valor del pardametro critico
q. = 1 la funcién K(q) es discontinua. Esta es una consecuencia directa
del hecho de que existe al menos una secuencia simbdlica cuya probabilidad
decrece mas lentamente que una exponencial [62, 59].

La segunda razén posible, para la ocurrencia de una transicion de fase
dindmica, es que se encuentre provocada por una dindmica extremadamente
inestable, es decir, por la presencia de almenos un punto en el espacio de fase
con un exponente de Lyapunov local infinito. En este caso la probabilidad de
la secuencia simbdlica correspondiente p(ig, ...i%_,) decrece mas rapido que
una exponencial con el incremento de la longitud de la secuencia simbdlica
N. Para q — —oo esta probabilidad mas pequena domina la funcion de
particion dindmica

K(q)~ lim = 4

q——ooN—o0 1 —q

Inp(ig, ..oy iy _y)- (3.71)
Entonces K(—oc) = oc. Sin embargo en general la desigualdad
K(q) > ;‘—_I—K(—oo), a<0 (3.72)

se cumple. Entonces realmente tenemos

K(q) =oc para toda  q < 0. (3.73)

Transiciones de fase de expansién

Existen dos tipos de transiciones de fase de expansién dependiendo si
ocurre para la presion topoldgica o para el exponente de Lyapunov general-
izado. La primera de ellas se presenta cuando existe una discontinuidad en
la presion topolégica T'(q) y se conoce como transicion de fase de expansion
topolégica . Para explicar la existencia de tal transicién de fase pueden em-
plerse los mismos argumentos que en la secciones anteriores. La funcion de
particion consiste en una suma de contribuciones de los N-cilindros elevados
a la potencia q. En la temperatura critica, la contribucion dominante de la
funcion de particién pasa de un subconjunto de cilindros a otro. Mas aun,
en el caso en el que alguna longitud de los cilindros decrezca mas lentamente
o mas rapidamente que una exponencial cuando incrementa N, esperaremos
un fenémeno similar al que ocurre con las singularidades de la entropia de
Rényi. La razén para que se presente la transicién de fase es el hecho de
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que localmente, en la vecindad de un punto fijo inestable, un pequeno inter-
valo se expande con una rapidéz local mayor que todos los otros pequenos
subintervalos del espacio de fase.

En el segundo caso, si se presenta un comportemiento no analitico en los
exponentes de Lyapunov generalizados A(q) definidos por

Zy(@) = 595 ()4 ~ explaNA(q)l, N = oo (3.74)

tenemos una transicion de fase de expension métrica. El comportamiento no
analitico de los exponentes de Lyapunov generalizados serd semejante al de
la presién topolégica [3].

Transiciones de fase con respecto al volumen

Incluiremos dentro del punto de vista de transiciones de fase en dinamica
no lineal el cambio siibito de comportamiento de la energia libre si el tamano
de caja € o bien el valor del volumen V = —Ine¢ varia. Un decremento de «
(incremento de V') significa un incremento en la capacidad de observacion del
sistema. Entonces V' puede ser considerado como una medida de la habilidad
de resolucién. Si por el incremento de V una cantidad tal como la energia
libre cambia siibitamente su comportamiento, esto nos da informacion acerca
de una nueva estructura fina del sistema, por lo que es interesante estudiar
tales casos. Generalmente es sabido que una transicion de fase puede ocurrir
s6lo en el limite termodindmico V' — oo y N — oc. Consideremos el mapeo
logistico de orden z dado por f(z) = 1 — r|z|* donde z > 1 y r € [0,2].
Si iteramos el mapeo para un parametro r menor que el valor critico r. de
acumulacion de duplicaciéon de periodo, el mapeo posee una érbita periodica
estable. Si ahora incrementamos V' dejando r —r. constante, existe un valor
V' =V, donde la resolucién es lo suficientemente grande como para reconocer
que existe una drbita periddica estable en lugar del atractor de Feigenbaum.
Obtenemos una grafica como la esquematizada en la figura 3.1.

Por encima de el valor critico V, la energia libre ya no depende de V. La
razom es que para V' > V, todos los elementos de la orbita tienen una distancia
mayor que la del tamano de la caja ¢, entonces la suma de la energia libre

1
P“(q! 1’) = _C_] In Ei}};l (3-‘—.})

no cambia si el tamano de la caja € decrece.
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FB.V)

Ve v

Figura 3.1: Transicion de fase respecto al volumen.

3.2.2. Transiciones de fase externas

Un mapeo usualmente depende de un parametro de control o un con-
junto de tales parametros. Un ejemplo es el pardmetro r del mapeo logisti-
co. Si incorporamos esta dependencia en el formalismo termodinamico estos
parametros de control entran en la descripcién como variables térmicas. Las
diferentes energias libres entonces se hacen funciones de tales parametros. No
es de sorprendernos que haya muchos sistemas para los cuales la energia libre
exhibe un comportamiento no analitico no sélo respecto a ¢ o V' si no tam-
bién respecto al parametro de control. Llamamos a estas transiciones de fase,
transiciones de fase extrenas por que estan relacionadas con un parametro
externo del sistema. Por otro lado, llamamos a todas las transiciones de
fase descritas anteriormente fransiciones de fase internas por que provienen
del tratamiento termodindmico intrinseco del sistema dindmico dejando el
parametro de control fijo.

En esta seccion trataremos las transiciones de fase externas de segundo
orden. Justamente como en mecanica estadistica convencional, estas transi-
ciones de fase estan caracterizadas por la ocurrencia de exponentes criticos
(3, 6]. Un ejemplo simple es el mapeo logistico cerca del punto de acumulacién
T+ de duplicacion de periodo, es conocido que el exponente de Lyapunov
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A = A(r) escala cerca de 7o, como
A~ |r—T|", ¥y=1In2/Ind (3.76)

donde 4 es la constante de Feigenbaum. El exponente de Lyapunov A(q =
0) = A puede ser considerado como la energia libre de expansion métrica de
un sistema con la temperatura inversa q = (. Entonces el comportamiento
escalatorio anterior puede considerarse como una transicion de fase externa
de expansion métrica con respecto a r ocurriendo en q = (). Esta es una tran-
sicion de fase de segundo orden debido a que existe un exponente critico 7.
Este exponente es escencialmente dado por la constante de Feigenbaum 0. El
exponente de Lyapunov es justamente un observable posible que puede usarse
para describir el comportamiento del sistema cerca de 7. Otros pardmetros
de orden usuales son las longitudes L(r) o funciones de correlaciéon. Todas es-
tas cantidades escalan cerca de r,, de una manera no trivial y los exponentes
criticos pueden relacionarse con las constantes de Feigenbaum [1].

3.2.3. Transiciones de fase de Mori

En las secciones anteriores se han presentado algunas de las cantidades
que se emplean para caracterizar las estructuras de los sistemas no lineales
como, por ejemplo, las dimensiones generalizadas D(q) (—oc < q < oc) de
estructuras multifractales y el espectro de singularidades f(«) de la medida
natural invariante. Las estructuras de los atractores cadticos se forman me-
diante procesos de expansion y contraccion de Grbitas cadticas, que pueden
describirse en términos de rapideces de expansion local de drbitas cercanas.
Estas dos funciones D(q) y f(«) se encuentran intimamente relacionadas
con el promedio pesado con un indice q (g-pesado) A(q) de las rapideces
de expansion local A a lo largo del espectro de rapideces de expansion h(\).
De hecho A(q) y A(A) tienen caracteristicas que estdn ausentes en D(q) v
f () (31, 57]. Debido a que los atractores cadticos estan gobernados por leyes
deterministas, sus estructuras, aunque parescan muy complicadas, tienen or-
den. La dimensién fractal y el exponente de Lyapunov describen sélo sus es-
tructuras de escalamiento global. Los atractores caoticos sin embargo tienen
varias estructuras locales. Las bifurcaciones dentro de la zona cadtica cambian
las estructuras de los atractores cadticos drasticamente, creando estructuras
singulares de las drbitas locales en los puntos de bifurcacion. Estas estructuras
locales producen fluctuaciones grandes de las rapideces de expansion local A\
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a lo largo del exponente de Lyapunov positivo. El promedio g-pesado A(q)
y el espectro de rapideces de expansién h(A) se usan para describir éstas
fluctuaciones. Como veremos, cuando q varia el promedio gq—pesado A(q)
presenta una transicién discontinua en valores discretos de q = q,,, qz.... y la
g-variancia o(q) = A'(q) diverge en estos puntos de transicién. Estas tran-
siciones se originan por las fluctuaciones grandes que producen las partes
lineales en h(A) y se conocen como transiciones de fase q o de Mori. Las
diferentes fases y las transiciones de fase q representan diferentes estructuras
locales de los atractores cadticos.

Introduciremos ahora las funciones de estructura dindmica ®,(q), A.(q)
y 0,(q) para las rapideces de expansion local de érbitas cadticas de longi-
tud n usando el formalismo termodindmico de sistemas dindmicos cadticos
de las secciones previas y discutiremos las caracteristicas generales de las
transiciones q o de Mori [58, 14].

Transiciones de fase q en la region caética de los mapeos tipo logisti-
co

A continuacién explicaremos las transiciones de fase q o de Mori, emple-
ando como ejemplo el mapeo logistico

T = flze) = 1 -2y, (3.77)

Este mapeo presenta atractores cadticos para algunos valores de p. Como
hemos mencionado, éste mapeo es no hiperbélico. Para una drbita cadtica
{Xm} , (m = 0,1,2,...) en el atractor caético, sea A (X,) la rapidéz de
expansion local de drbitas cercanas en X,,. Definamos la rapidéz de expansion
local

An(Xo) = (1/n)E20 A (Xin) (3.78)
para n grande. Para mapeos unidimensionales tenemos
An(z0) = (1/n) In |df ™) (z0) /deo | (3.79)

donde f™ es la n—ésima iterada de f(z,). La rapidéz A,(X,) toma diferentes
valores entre un valor maximo A,,,; y un valor minimo A,,;, dependiendo
del punto inicial X. Los valores de A,,.x ¥ Apmin dependen del mapeo. En
particular A, se hace negativo para mapeos no hiperbélicos. La densidad
de probabilidad para A, (X;) de tomar un valor alrededor de A esta dada por

P(A,n) = (5(Aa(Xo) — A)), (3.80)
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donde é(g) es la funcién delta de g y (...) denota el promedio a tiempos
grandes

(G X)) = J\liﬂrﬁl/f\"))ﬁﬁ'(?(,\",,). (3.81)

Supongamos que el atractor es ergddico. Entonces cuando n — oc, A,(X)
converge a un exponente de Lyapunov positivo A™ que es independiente de
X para casi todos los valores de X con base de atraccién en el atractor.
El limite n — oc debe tomarse después del limite N — oc en la ecuacion
anterior para extraer las fluctuaciones de A, (Xy) alrededor de A®°. Entonces
el espectro de fluctuaciones 1(A) se define como

P(A,n) = P(A*™,n)exp{—ni(A)} (3.82)

para n — oo, donde ¥(A) > 0. ¢»(A) es una funcién céncava que toma su
minimo en cero en A = A®. Ademads del espectro 1»(A), es usual también
emplear el espectro hA = A — 1)()) en el formalismo termodindmico.

Los promedios g-pesados pueden introducirse sistemdticamente por el
formalismo termodinamico de sistemas dindmicos. De acuerdo a ello se define
la funcion de particion

Zn(q) = (exp{—n(q — 1)Aq(Xy)}), (—oc < q < 0) (3.83)
el exponente de escalamiento temporal
®,.(q)=—(1/n)In Z,(q), (3.84)
v sus derivadas

Ma) = dou(q)/dq = {1/Z,(a)}{An(Xo) exp{—n(q — 1)Au(X0)}),
on(q) = —dAn(q)/dq
{1/2,1((1)}({:'\“(;\:0) = -"\n((” }2 {-'..‘(p{ -'”(q == I)ATL(*\'U)})'

Debido a que Al (q) < 0,A,(q) es una funcién monétona no creciente de q.
o,(q) es la variancia de las fluctuaciones de A, (X}) alrededor de A,(q)., para
q =1 se reduce a ®,(1) =0,A,(1) =A>® y

On.(l} == '—S::;;_:I[] (Al (/Ym.))‘l (‘XIJD - </\I (/\lm]) <)‘1 (‘YIJ»}' (3’8'-))

Tenemos Ap(oc) = Amin, An(—0¢) = Apmar. Entonces Ay(q) v 0,.(q) con
G > 1y q < 1 puede explicitamente describir las fluctuaciones grandes
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negativas y positivas de A,(Xy) respectivamente. En términos de la densidad
de probabilidad tenemos

Zn(q) = fdAP(A,n) exp{—n(q — 1)A} = exp{—nP,(q)}, (3.86)
Anla) = (1/2:(@)} [ dAP(A,n)exp{-n(a = DA}, (357
on(q) = {H/Zn(Q)}/dﬁP(A,ﬂ){A — An(@)}? exp{-n(q —1)A}. (3.88)

Mediante el cdlculo numérico de P(A,n) podemos obtener ®,(q),A,(q) y
0,(q) a partir de estas ecuaciones. Estas funciones son llamadas funciones
de estructura dinamica debido a que describen estructuras de escalamiento
de atractores caéticos. Insertando (3.82) en (3.86) y tomando el integrando
dominante con un valor A(q) de A obtenemos

An(q) = min{(4A) = (1 - q)A} = gA(q) - h(A(a)), (3.89)
An(q) = A(q) (3.90)

para n — oc, donde h(A) = A — (A),

h(Ala)) =a, h"(A(q)) =1/A'(q) = —1/0x(a), (3.91)

si h(A) es diferenciable. La ecuacion (3.89) es la transformada de Legendre
1¥(A) de ®,(q). Para atractores hiperbdlicos el potencial ®(q) = (q —
1)K (q). Esta relacién sin embargo, no aplica para atractores no hiperbélicos
que son presisamente el caso de los mapeos tipo logistico. La autosimilari-
dad global de los atractores caéticos no es considerada en el presente caso
a diferencia del formalismo del espectro de singularidades f(«) de la medi-
da natural invariante, debido a que estamos interesados en las estructuras
locales singulares que tienen diferentes formas de las estructuras locales en
otros sitios. Las estructuras locales singulares del mapeo logistico tal como
el extremo y los puntos fijos en las esquinas del mapeo y sus iteraciones su-
periores a ciertos valores del parametro de control producen las transiciones
de fase discontinuas para A, (q) como se muestra esquemdticamente en la
figura 3.2.

La variancia 0 (q) diverge en los puntos de transicién q, y qg, como se
muestra en la figura 3.3.
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Figura 3.2: Transiciones de fase q del mapeo logistico.

Las fases LII y III representan diferentes estructuras locales. Estas tran-
siciones de fase son causadas por las fluctuaciones grandes producidas por
las estructuras locales singulares y son llamadas transiciones de fase q. Las
transiciones de fase q son formalmente similares a las transiciones de fase
termodinamicas de primer orden de ferromagnetos en el diagrama de mag-
netizacion contra el campo magnético. Su pardmetro de orden es la rapidéz
de expansion local A.

Debe notarse que las correlaciones espaciales de espines y atomos llevan
a las transiciones de fase termodindmica mientras que las correlaciones en el
tiempo de las rapideces de expansion local llevan a las transiciones de fase q.
[Las transiciones de fase q ocurren en los atractores criticos en los puntos de
bifurcacion, de crisis y desdoblamiento de bandas y sirven para caracterizar
las estructuras locales singulares de los atractores criticos. Resumiendo, en
el limite n — oc tenemos que

l. existe un espectro ¥(A) que es una funcion concava no negativa y toma
suominimo en cero en A = A,
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Figura 3.3: La variancia en los puntos de transicién.

2. similarmente existen funciones definidas como @,(q), Ax(q) ¥ 05(q)
que estdn relacionadas con el espectro W(A) por el principio variacional,

3. las singularidades pueden aparecer para éstas funciones entonces, las
transiciones de fase q ocurren para A\, (q) vy 0,(q) en este limite,

4. D(q) y f(a) estdn intimamente relacionadas con ®,(q) en éste limite,
entonces si A (q) exhibe una transicién de fase q también D(q) v a(q)
presentan una transicion de fase q en los mapeos en dos dimensiones.
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Capitulo 4

Planteamiento

En esta capitulo presentamos las propiedades y caracteristicas principales
de la familia de sistemas dindmicos unidimensionales que estudiamos en éste
trabajo de tesis, estos son los mapeos tipo logistico en el borde del caos.
Dichos mapeos presentan la ruta al caos via la duplicacién de periodos o ruta
de Feigenbaum [32] y es presisamente esta ruta la que nos interesa estudiar.

Hemos dividido este capitulo en tres partes, la primera de ellas habla de
las generalidades del maepo logistico y las caracteristicas de la familia de
mapeos unimodales con maximo de orden z > 1 [27]. Presentamos resul-
tados ampliamente conocidos para este tipo de mapeos y que nos serviran
de apoyo para el capitulo de resultados. En la segunda parte hablamos de
las transiciones de fase q de Mori en el borde del caos para mapeos uni-
dimensionales [14]. Finalmente en la tercera seccién retomamos varios de
los resultados obtenidos recientemente en el estudio de la no extensividad
de mapeos unimodales, en los que se ha determinado la sensibilidad a las
condiciones iniciales, los exponentes de Lyapunov generalizados y la entropia
generalizada o de Tsallis, y que han resultado en importantes resultados como
lo es la generalizacién de la identidad de Pesin [67]. Todos estos resultados
son claves para entender el trabajo que realizamos, donde fundamentalmente
hemos estudiado y analizado el vinculo de la muy empleada termodindamica
de sistemas cadticos (presentada en el capitulo anterior) con los nuevos re-
sultados obtenidos en un marco tedrico que involucra la termodinamica no
extensiva introducida por Tsallis.
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4.1. Los mapeos tipo logistico

Para el desarrollo de este trabajo se escogié un sistema unidimensional
que posee ambos comportamientos, periddico y cadtico, que ha sido de gran
interés desde hace muchos anos: el mapeo logistico y, en general, la familia de
mapeos tipo logistico [1, 27, 29]. Este tipo de mapeos, a pesar de su sencillez,
han sido muy estudiados ya que presentan una gran riqueza en cuanto a la
presencia de puntos criticos y cantidades interesantes de ser investigadas,
siendo uno de los casos que permite encontrar soluciones exactas para varias
propiedades como veremos a continuacion.

La ecuacion que describe la familia de mapeos tipo logisco es

Ipy = fr(:rn) = T|Iniz (4-1)

con —-1<z<1y0<r<2,
llamado mapeo logistico

> 1. Cuando tenemos z = 2 recuperamos el

I

Iyyy = .fr(xﬂ) == T|:L‘ﬂl2 (42)

con =1 <2 <1y0<r <2 Lagrifica del mapeo logistico se muestra en la
figura 4.1.

f(x)

Figura 4.1: Gradfica del mapeo logistico con r = 0,8
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Este mapeo describe el comportamiento de varios sistemas que se pre-
sentan en distintas dreas. Por ejemplo, describe los angulos z,, de un rotor
fuertemente amortiguado, el crecimiento de una poblacién en un drea cerra-
da, o los ahorros en una cuenta bancaria con un crecimiento de intereses
auto-limitada, entre otros [3].

Una de las rutas al caos que se presenta en el mapeo logistico es la conoci-
da como ruta de Feigenbaum [32], la cual ocurre con algunas restricciones en
todas las ecuaciones de primer orden z, ., = f(z,) en las que f(z,) tiene un
solo maximo en el intervalo unitario (0 < z,, < 1 estos conforman la familia
de mapeos tipo logistico (ver ecuacion (4.1)) también conocida como mapeos
unimodales o de mapeos con maximo de orden 2. Feingenbaum encontré que
las propiedades de invariancia ante cambios de escala presentes en el compor-
tamiento del sistema en la transicion al caos, se encuentran gobernadas por
constantes universales, a(z) y 6(z). cuyo valor depende sélo de z [27, 33]. Las
propiedades y caracteristicas de la familia de mapeos con méaximo de orden
z seran discutidas ampliamente en la siguiente subseccion, aqui abordaremos
primero el caso z = 2.

Caracteristicas del mapeo logistico

Para analizar el comportamiento del mapeo logistico y observar sus ru-
tas al caos. conviene hacer un estudio numérico de éste cuando variamos el
parametro de control 7. En esta seccion mostraremos algunas de las propie-
dades que pueden observarse para este mapeo.

La parte superior de la figura 4.2 muestra el atractor del mapeo logistico
para diferentes valores del parametro de control r. La figura 4.2 se obtiene
al variar el pardmetro de control, llevar a cabo las iteraciones a partir de un
valor incial zy y graficar los valores de los iterados z, a tiempos grandes.
Observamos un comportamiento periodico para valores del pardmetro de
control 1 < r < 7, en esta zona el exponente de Lyapunov A es siem-
pre negativo y se hace cero justo en los puntos de bifurcacién. El valor de
A se muestra en la parte inferior de la grifica 4.2. En r, = 1,401155189...
encontramos el valor del parametro de control donde pasamos de un compor-
tamiento periédico o régimen de bifurcacion a un comportamiento aperiédico
o régimen cadtico (también aqui A = 0). La region caética se observa para
valores de 7, < r < 2, aqui el exponente de Lyapunov generalmente es
positivo A > 0, sin embargo, ain dentro del régimen caotico, se observan
ventanas con comportamiento periodico donde otra vez A < 0 [1].
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Figura 4.2: Atractor del mapeo logistico y exponentes de Lyapunov A (Figura
tomada del libro Deterministic Chaos de H.G. Schuster (1988))

En la region periddica, se observa que el atractor del mapeo estd cons-
tituido por drbitas de tamano 2%. Esto es, después de un cierto tiempo.
conocido como transitorio, las iteraciones visitan alternadamente los puntos
que constituyen la drbita periddica para cierto valor de r. Cada orbita se
bifurca al alcanzarse ciertos valores de r que llamaremos ri. Para estos valores
de 7 donde el nimero de puntos fijos (puntos de bifurcacion) cambia de 2%~
a 2F se observa un comportamiento escalatorio de la forma

Tr = oo — const(6(z) %) para k> 1. (4.3)

Es importante mencionar que cada una de las drbitas de la parte periodica
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son Orbitas estables de periodo 2F para k = 0,1,2,...00 en el intervalo de
rr <1 < ry. Al variar el pardmetro de control las érbitas se desestabilizan
y se observa una bifurcacién. Las orbitas periddicas no desaparecen si no
que se vuelven érbitas periddicas inestables y estdn presentes para cualquier
valor de 7 > 4. De hecho siguen hasta la parte cadtica y al cruzar con las
bandas caracteristicas del regimen caético las rompen en dos, provocando la
bifurcacion inversa de bandas que se observa en la parte cadtica.

Para z = 0, tenemos un ciclo superestable [1] (ver capitulo 4), los valores
de r correspondientes a los puntos donde cruza z = 0 con cada una de
las ramas del mapeo serdn denotados por Ry (ver figura 4.3). En Ry, las
distancias d; del punto en un ciclo 2% que estd mas cercano a z = 0 (el
cual nos genera un ciclo superestable como se explicara detalladamente en la
siguiente subseccion) tienen cocientes constantes (ver figura (4.3))

L. T —a(z) para k>1 (4.4)
dy 41

Las constantes de Feigenbaum 0(z) y a(z) para z = 2 tienen los valores
0(2) = 4,6692016091... y «(2) = 2,5029078750....

Al pasar a la region cadética, los intervalos cadticos se bifurcan inver-
samente en bandas hasta que las iteraciones se distribuyen sobre todo el
intervalo [—1,1] cuando r = 2. Esto es, cerca del borde del caos tenemos
un numero muy grande de bandas cadticas que se van reduciendo a la mi-
tad en numero en ciertos valores de r, hasta originar una séla banda que
se distribuye sobre todo el espacio de fase. Dentro la zona cadtica se obser-
van ventanas de comportamiento periddico que aparecen en ciertos valores
de r; caracterizadas por ciclos de periodos p (p = 3,5,6,...) con bifurca-
ciones suscesivas p,p(2'), p(2?) , etc. Los valores de r; correspondientes con
la aparicion de las ventanas escalan como (4.3) con el mismo §(z) pero difer-
ente constante. También los periodos triples p(3") y cuddruples p(4™), etc.,
ocurren en 7’ = r._ —const(d'(z) ™) con diferentes constantes de Feigenbaum
8'(z) que son otra vez universales (por ejemplo ¢'(2) = 55,247... para p3")
[1].

Las propiedades de escalamiento de la familia de mapeos tipo logistico en
el borde del caos seran discutidas mas ampliamente en la siguiente subseccion.
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Figura 4.3: Distancias d,, de los puntos fijos cercanos a & = ( para ciclos
superestables 2*

Grupo de renormalizacién en el atractor de Feigenbaum

A continuaciéon mostramos el uso del método de grupo de renormalizacion
en el atractor de Feigenbaum [32, 45, 46]. Feigenbaum hizo la observacion
fundamental de que para r &~ 1,4 el mapeo logistico iterado dos veces f?(x)
muestra cierta similitud con el mapeo original f(z).Esto lo podemos observar
a partir de la figura 4.4, si colocamos la gréfica de f? invertida v la reescalam-
os de una manera apropiada restringiéndonos a la vecindad de z = 0.

Esta similaridad es aproximada sin embargo es vdlido preguntarse si existe
alguna funcién g(z) tal que su segunda iterada g*(z) tenga la propiedad de
que al invertirla y reescalarla adecuadamente sea exactamente igual a la
funcion original g(z). Lo cual se expresa mediante la ecuacion

agly(z/a) = g(z), (4.5)

donde cv denota el factor de reescalamiento. Esta ecuacion puede tener muchas
soluciones, pero podemos escoger una solucion que cumpla con el requisito
de que sea una funcion analitica de la forma

g(x) = B2 yerz®*, (1.6)
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Figura 4.4: Autosemejanza del mapeo logistico (Figura tomada del libro
Thermodynamics of Chaotic Systems de C. Beck y F. Schlogl (1993)

donde ¢ son coeficientes apropiados. Con ¢g = 1, garantizamos que g(0) = 1
y ¢'(0) = 0, esto es, en la vecindad de z = 0 la funcién ¢ tiene las mismas
propiedades que el mapeo logistico f. La ecuacion de grupo de renormal-
izacion (1.5) puede resolverse numéricamente. Los primeros coeficientes de

¢ son : ¢y = l.ey = —1,027633. ¢, = +0,1048152,¢5 = +0,0267057,¢4 =
—0,0035274, ¢5 = +0,0000816. La ecuacion (4.5) tiene para el valor especial
z = 0 el factor de reescalamiento «« = 1/g(1) = —2,5029079. De acuerdo a

la ecuacion (4.5) podemos interpretar a g como el punto fijo del operador R
también llamado operador doble definido por

Rf(z) = af (f(z/a)) = af*(z/a). (4.7)

Debe quedar claro que este punto fijo es una funcién de punto fijo y no debe
de confundirse con los puntos fijos del mapeo en el espacio de fase. Aplicando
el operador doble £ veces sobre alguna funcién f(z) obtenemos

RFflz) = frkfzk(;t:/uk). (1.8)
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Xl punto fijo ¢ satisface
Rtg(x) = n:k_r;"’k(:r/u-k) = glx): (4.9)

La idea detrds de esta universalidad es que en el punto critico ro. de dupli-
cacion de periodo, la clase de mapeos f con un maximo cuadratico converge
a la funcién g bajo sucesivas iteraciones y reescalamientos

J.ll_l’!’:c Rff(z) = g(z), T =r7x. (4.10)
Aqui, f puede ser el mapeo logistico o cualquier otro mapeo con maximo
cuadratico con el valor del parametro de control r = r.. escogido de tal
forma que corresponda con el punto de acumulacién de duplicacién de periodo
[27]. El punto fijo g, obtenido en el limite k — oc, asi como la constante de
Feigenbaum o son universales en el sentido de que no dependen de los detalles
del mapeo f. El valor critico r, del pardmetro de control r sin embargo no
es universal y depende de la forma precisa del mapeo. No solo es universal el
comportamiento del punto critico de duplicacion de periodo si no también el
comportamiento en la vecindad de r.

4.1.1. Mapeos con maximo de orden z

A continnacion presentamos las caracteristicas principales de las escalas
presentes en los sistemas ue muestran duplicacion de periodo, ejemplificados
por el mapeo unidimensional z,,,, = 1 — r|z,|* el cual tiene un maximo
de orden z(z > 1). Como veremos en detalle en esta seccidn. asociados a
mapeos de este tipo. existen dos factores de escala universales «(z) v o(z)
que dependen inicamente del valor de z, v mas generalmente de las funciones
de escalamiento 1/a(m.z) v f(a).

En la figura 4.5 se muestran varios arboles de bifurcacion para diferentes
valores de z. De ésta figura se observa que cada rama del arbol de bifur-
cacion es una pequena copia del arbol original. Por este motivo, el arbol de
bifurcacion puede deseribirse a través de factores de escalamiento [32, 15):
en la direccién de r por el factor §(z) vy en la direccién de = por todo un
conjunto de factores de escala (siendo los mas importantes a(z) v «(z)7)
que juntos forman la funcion de escalamiento 1/o(m, z). Cabe recalcar que
todos estos factores dependen de z como puede observarse en la figura 4.5.
Notese que para todo z > 1 el mapeo presenta bifurcaciones en sus orbitas

periadicas en las cuales el periodo de éstas se duplica hasta que, al alcanzar
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Figura 4.5: Diagrama de bifurcacion para la familia tipo logistico con z =
1,1,z =2,z = 3,z = 10 (figura tomada de la referencia [27])

el valor del pardmetro ro, (7, =~ 1,40115... para = = 2), el periodo de la
orbita es infinito. Iniciando de un l-ciclo estable en r = 0 las bifurcaciones
aparecen en valores de r = r(2).k = 1.2,..., donde el ciclo 287" se hace
inestable y aparece un nuevo ciclo estable 2. El 7 se acumula en r = r(2)
en el borde del caos. Para r > r.(z) aparece una region predominantemente
cadtica donde se presentan ventanas de comportamiento periodico. La mas
evidente es una ventana de periodo 3 pero hay también otras ventanas de
periodos 3,6, etc. Dentro de estas ventanas la transicién al caos presenta
nuevamente bifurcaciones de duplicacion de periodo con los mismos factores
de escalamiento que para las series originales de 2*-ciclos [29]. Los factores de
escalamiento pueden encontrarse directamente midiendo las distancias en el
arbol de bifurcacién para 2*-ciclos sucesivos, sin embargo en los casos limites
z = 1y z — oo éste método directo no funciona. Estos casos limites, pueden
ser estudiados por medio de la transformacion de grupo de renormalizacion
de Feigenbaum [27, 32, 33].
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Estabilidad

Consideremos un punto x, en la vecindad de un punto fijo = de un

N—ciclo z, z7, ..., TN _,
. — .-. e
Ly = T~ Dby (1.11)

Después de N iteraciones tendremos

. if(’\’ ( )
Tnen = fr!\)(‘r:t =+ A*Lﬂ) - .L:, + A:E f IJ::-T,‘. + sriy (‘112)
r

N x s 5
donde f,( ) denota el mapeo iterado N veces. Ahora, el N-ciclo es estable si
|Azyin| < |Az,| 6

(N)
d
TS i I P (4.13)
dx
Empleando la regla de la cadena esto se puede escribir como
-1 < fia)) fr(ah)- filzho) £ 1, (4.14)

donde la prima indica la diferenciacion respecto a z. Ahora —onsideremos las
series de duplicacion de periodo de 2F-ciclos, esto es N = 2%(k = 0. 1.2....).
Entonces los signos de igualdad en la ecuacién (4.14), leidos de izquierda a
derecha, corresponden con los valores de bifurcacion ry. (2) v r(2). Entre
estos dos valores siempre existe un r = r(z) para el cual el producto en la
ecuacion (4.14) se hace cero,

(zo) fr(x}) - fr(zh_y) = 0. (4.15)

El 2%_ciclo correspondiente es llamado superestable. Con f,(x) como en la
ecuacion del mapeo logistico se sigue que cada ciclo superestable contiene el
punto z = () (excepto el 1-ciclo superestable z* = 1 en r{, = ). Entonces los
valores 7}.(z) pueden obtenerse como las soluciones de

2k -

ff:E '(0) = 0. (4.16)

Nétese que ) = 1 para toda z. Los valores superiores de r; dependen de .

Para z — oc los valores de ri(k = 2,3, ...) se acumulan cerca de r = 2. Esto
15 3

puede observarse en la figura 4.5 donde para un incremento de = el 2-ciclo
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va dominando el drbol de bifurcacién llevando al 1-ciclo hacia r = 0 y todos
los ciclos superiores y la region cadtica hacia r = 2. Este efecto ocasiona
evidentemente que para z = oo sélo el 2-ciclo zjj, 2] = 1,1 — r permanezca
[27].

En el otro extremo, cuando z — 1 el caos domina, en este limite tenemos
un 1-ciclo z* = 1/(1 + r) que es estable para 0 < r < 1 y todos los r.(k =
1,2,3,...) incluyendo 74, colapsan en r = 1. Las ventanas periddicas (es decir
los intervalos para los cuales las drbitas periddicas estables ocurren) en la
region cadtica (1 < r < 2) se hace infinitesimalmente delgadas.

El andlisis de estabilidad anterior no se encuentra restringido a los 2F-
ciclos, de hecho podemos encontrar algin N-ciclo superestable usando

F™M(0) = 0. (4.17)

El factor de escalamiento «

A continuacion describiremos brevemente el factor de escalamiento en la
direccién z. Consideremos el 2F-ciclo superestable LG LYy ey Tgp_gyCONTH =0
y en particular las distancias dj,,(2) entre el punto z}, y su punto gemelo

*
:I:m 42k=12

m+25-1 m
dim(2) = T} okt — Tl = fj;‘ N 0) — fs (0). (4.18)

En la figura 4.6 se muestran algunas distancias para ilustrar la definicion.
Las aproximaciones al factor de escala a(z) estdn dadas en términos de las
distancias centrales (m = 0)

. dk,u(z)
41 ,0(3) '

con limy ,o ax(2) = a(z). El resto de las distancias y los factores de es-
calamiento (m # 0) serdn tratados mas adelante. Se encuentra que «(z) es
una funcién decreciente de z, con lim, ,; a(z) = oc y lim, , a(2) = 1. La
figura 4.7 siguiente muestra el comportamiento de « vs 2 y de o* vs z para
diferentes valores de z [68].

ak(z) = (4.19)

La ecuacion de Feigenbaum-Cvitanovic

A continuacién daremos una breve discusion de la ecuacion de Feigenbaum-
Cvitanovic para orbitas de periodo 2*. Consideremos para ello la cascada de



76 Planteamiento

0

|
i
.
.
b

-
]

Figura 4.6: Diametros del mapeo logistico

2k_ciclos. El mapeo relevante para el 28-ciclo es fizk](r). Propiamente reescal-
ado este mapeo (localmente a lo largo del maximo central) mimetiza el mapeo
original f(z); esto explica la autosimilaridad del proceso de duplicacién de
periodo. Para describir esta autosimilaridad Feigenbaum introdujo una fa-
milia de funciones g;(z) definida por

ghfw) =B pEN (111) ; (4.20)
donde P = (—ay_1)(—ag_2)...(—y) es el factor de escalamiento acumulado
después de k duplicaciones de periodo. Tomando en cuenta que . converge
a un valor limite « tenemos P = nj(—a)*, donde todas las desviaciones
de g, @i, ..., de « se han incluido en el factor 7;. La ecuacion (1.20)
también puede escribirse como

I : _
7 gi(Pez) = [ (x). (1.21)

Consecnentemente se tiene
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Figura 4.7: Dependencia de la constante de Feigenbaum « con z

]_ & gk41y 1— e * > ;
P—.'?k+1(Pk+|3f) = f{z ") = !_)‘.'rfk(,’?k( Prz)) (4.22)
k+1 k

y reemplazando = por z/P,, esto conduce a

i1 (T) = —ong; (.r;i. (_{l;_-)) ; (4.23)

donde (—ay) = DPiy1/Pk. Podemos omitir el signo en el argumento de g;,
debido a que gj(z) es una funcién par de z: esto es evidente del hecho que

Pk)(x) depende de z solo via |z|*. Debido a que la duplicacion de periodo
es un proceso convergente, podemos concluir que el limite de & — > existe,
con ¢ — vy

lim gp(z) = g(z). (4.24)

k—oc

En éste limite (4.23) se reduce, con g(x) par,

9(z) = —ag(g(z/a)). (4.25)

Esta es la ecuacion de Feigenbaum-Cvitanovic [32, 68], la cual refleja la nat-
uraleza autosimilar de las bifurcaciones de duplicacion de periodo. Notese
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que (4.25) es invariante ante la transformacion g(x) — ng(x/n), usando esta
propiedad podemos establecer que

g(0) =1 (4.2’6)

y consecuentemente, con (4.25),

1
g(1) = ——. (4.27)
o
Debido a que g(z) depende de = sélo via |z|* podemos desarrollar g(z) en
series de potencias,

9(z) = 1+ Alz|* + Blz|* + .... (4.28)

Los coeficientes A, B, ..., asi como « pueden determinarse numéricamente
insertando este desarrollo en series de potencias en (4.25) e igualando las
potencias de |z|*. El formalismo anterior también se aplica a la ruta al caos
por duplicacién de periodo en las ventanas periddicas con r > ro. Para
una ventana de periodo N el mapeo basico es f,EN)(I) y consecuentemente
el mecanismo de ruta al caos por duplicacion de periodo (produciendo los
2k N-ciclos con k = 1,2, ...) es descrito por la funcién

9"V (2) = lim PSEN (ﬁ) , (4:29)

donde 7, es ahora el punto de acumulacién de las bifurcaciones de la N-
ventana. Otra propiedad de esta funcién que se empleard en lo sucesivo es
que la derivada ¢'(1) satisface [27]

g (1) = =a®". (4.30)

4.1.2. Las funciones de escalamiento 1/0(m,z2) y f(«)
La funcién sigma

£l indice de escalamiento en la direccién z puede estudiarse a través de
las distancias dj.,,(z) definidas por

disn(2) = FEF2)(0) — FE™(0). (4.31)
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EEn general definimos para cualquier valor de m

. l’ik‘m(Z) m
t/o(m,2) =1folt,2) = 505 = gem

(1.32)

donde m =0, 1,2, ...,2F — 1. Esta funcién 1/ot(m, ) es el conjunto de todos
los factores de escalamiento de las érbitas en el nivel del ciclo-2* [69]. Nétese
que 1/0(0,2) = —ax(z), y mas atn

Z

i, = (o (2))%. (4.33)

dk+l,1

dio

dict1,0

El limite del conjunto de funciones para k& — oo es llamado funcién de
escalamiento
1/o(m, z) = lim 1/o(m, z2). (4.34)
k—oo

Podemos restringir 1/o(t,z) a el intervalo 0 < t < 1/2, esto es, para
valores de mn = 0,1,2,....,2F — 1. Si consideramos valores mayores de t no
encontraremos informacién adicional para la funciéon de escalamiento yva que
diyimeok = —dry1m v entonces 1/ok(t + 1/2) = —1/0k(t). En una aproxi-
macion cruda la funcién sigria puede dividirse en dos secciones

ot 8+ a(z) 0<t<1/4

T a(z) 1/4<t<1/2
Esto es, la mitad de las distancias dy. ,,(z) escalan, a grosso modo, como a(z)°
y la otra mitad como «(z). Conforme z crece esta aproximacion empeora v
se tiene que tomar en cuenta mas y mas valores de los factores de escala. La
figura 4.8 muestra esta funcion para diferentes valores de z [1, 27, 69].

La funciéon de escalamiento f(a)

La funcién de escalamiento 1/0(t, z) tiene muchas discontinuidades, que
se hacen mas y mas pronunciadas conforme z crece. Por ello es conveniente in-
troducir la funcién de escalamiento alternativa f(a) [15, 16, 70]. Esta funcion
nos d4 la dimensién global del conjunto de distancias dj ,,(2) en el 2¢-ciclo (en
el limite k — o0) que estin asociadas con el indice de escalamiento . Para
calcular f(«) se consideran las distancias dy . (z) del 2¥—ciclo superestable
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Figura 4.8: La funcion 1/o(m, z) para diferentes valores de z.

dado por (3.1). Existen 28! distancias con las cuales se forma la funcion de
particion

s . T s e
WA = (*)k_l) Be e (2 (4.35)

Normalizando I't(q).7.z) = 1, encontramos para cada valor de q un valor
correspondiente de 7 que denotamos como 7 (q, z). En el limite & — oc la fun-
cion 7.(q. z) se aproxima a la funcion 7(q, z). Para valores grandes v positivos
de q el factor (1/2 "9 serd muy chico. De acuerdo con esto, el factor suma
Yldg ()7 debe de ser grande para asegurar que I'x(q,7.2) = 1. Debido a
que dy,, < | para toda m esto implica que 7 es positiva v las distancias
menores daran la contribucion principal. En el limite g— ~ la funcion de
particion es dominada completamente por las distancias mas pequenas. De
manera semejante, para valores negativos de ¢ encontramos que 7 debe de
ser negativa v las distancias mas grandes contribuiran principalmente. En-
tonces 7(+oc, 2) v 7(—oc, z) estdn asociadas con las distancias mas pequenas
v mas grandes respectivamente. Mas aiin, uno encuentra que 7x(q, z) es una
funcion concava de q. El valor 7(0, z) para g= 0 se encuentra asociado con
todas las distancias. De hecho 7(0, z) es (menos) la dimension de Hausdorff
del conjunto de Cantor que es el conjunto limite de los segmentos de lineas
que conectan los puntos ,, de las érbitas 2¥ con sus puntos gemelos z,,, ; yx-1.
A partir de la transformada de Legendre de 74.(q. z) uno obtiene la funcion
de escalamiento f(c. z). Esto es
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filow, z) = qou — 7%,
d

L= —T} z 41.36
7% dqﬁ(q, ) (4.36)

con o = ay frlag, z) = f(e,z) para k — oc. El indice de escalamiento «
se encuentra restringido al intervalo amin < @ < nar, donde

i In 2
Gmin = 11N :
k—o0 10 |dk maz [ Bk+1,min|

i In2
Qay = lim 3
" koo In |dk min/dkt 1 maz|

(4.37)

y donde di min ¥ dimaer denotan las distancias minima v mdxima dy,, de

la 2F—orbita superestable [27, 3]. De los datos numéricos uno concluye que
dk,min = dk,l ¥ dk,ma:z: — dk,Ua es deCiI'

In 2 In?2 .
Cppin = pt Ypazr = 7 » (-’-1..58)
In Inao
v en consecuencia
Qynar = ZQmin- (1.39)

La figura 4.9 muestra la funcién f(«) para diferentes valores de = [27].

4.2. Transiciones de fase q de Mori en el bor-
de del caos para mapeos unimodales

Como hemos visto en la seccién de antecedentes, el comportamiento
cadtico de sistemas dindmicos disipativos ha sido extensamente estudiado.
En particular se han hecho muchos esfuerzos por tratar de encontrar can-
tidades fisicas a grosso modo (coarse-grained) para describir v entender el
caos desde los puntos de vista tanto geométricos como dinamicos. Efectiva-
mente, se ha mostrado que la estructura de escalamiento de la medida natural
invariante contenida en el atractor cadtico puede describirse por medio del
espectro de exponentes de sigularidades f(«) [15] v la evolucion temporal
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Figura 4.9: La funcién f(«) para diferentes valores de z.

de estructuras locales en un atractor caético puede ser descrito por el espec-
tro de tasas locales de expansién de érbitas cercanas 1(A) [31, 71, 12, 54].
En ciertos casos, estas dos cantidades aparecen relacionadas estrechamente.
Esta descripeion de sistemas dindmicos nos provee de un poderoso método
para investigar atractores cadticos. Se ha encontrado que las bifurcaciones del
caos. tales como el desdoblamiento de bandas, estan caracterizadas por tran-
siciones de fase q o de Mori observables en las cantidades dependientes de q.
A(q) v o(q) definidas por los principios variacionales (q — 1)A 4+ %(A) =min
v qa — f(o) =min para q dada. La transicion de fase q representa las estruc-
turas locales del atractor cadtico en el punto de bifurcacion. La descripeion
del caos. sin embargo, ain es incompleta. El espectro () no puede de-
scribir las estructuras multifractales universales de los atractores criticos en
el borde del caos via la cascada de duplicacion de periodo y la transicidn
cuasiperiodica, mientras que el espectro f(a) no puede describir las bifurca-
ciones del caos en los mapeos unidimensionales. En 1989 el grupo de Mori
[14] presenté una manera efectiva de estudiar las transiciones de fase q en
en borde del caos, inspirado en las ideas publicadas por Anania y Politi [72]
donde se sugirio que, en el borde del caos, la sensibilidad a las condiciones
iniciales sigue un comportamiento de ley de potencias con respecto al nimero
de iteraciones n.

Consideremos un mapeo unidimensional z,,, = f(z;). Para una 6rbita
{re}. (0 = 1.2....) la aproximacion dindmica inicia con la suma de las rapi-
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deces de expansion local de drbitas cercanas al tiempo n
Su(mo) = Zi g Mi(z), (n=1,2,3,..) (4.40)

donde Ai(z;) = In|df(z:)/dz;|. En el caso general de una érbita cadtica
S, () crece linealmente con n para n >> 1, entonces cuando n — oc las
rapideces de expansion local

-"\n(-’rﬂ) = Sn(:rﬂ/n)a (441)

convergen a el coeficiente de Lyapunov A* para casi todos los valores ini-
ciales zy. La variancia ({5, (z) —nA>}?) crece también como n. Esto sugiere
que la distribucién de las fluctuaciones de A, (z,) alrededor de A* obedece
el teorema de limite central. Sin embargo, en el borde del caos el compor-
tamiento de S, (z¢) para la érbita critica 2*° es de un crecimiento como Inn y
exhibe un fenémeno significativo de memoria. Como mencionamos, esta de-
pendencia en Inn fué detectada por Anania y Politi para esta orbita critica
[72]. Ademds, S, (z¢) vs n exhibe una estructura autosimilar de patrones que

dan una nueva caracteristica de no mezclado del atractor critico [14].

4.2.1. Comportamiento dinamico del atractor critico
200
Consideremos el mapeo logistico escrito de la siguiente forma

By = e =p—z, OEr<?) (4.42)

que presenta la ruta al caos por duplicacidén de periodos cuando r se incre-
menta hasta llegar al valor critico r = r,, = 1,401155189..., donde el sistema
posee un atractor critico 2> (el atractor de Feigenbaum). Para esta orbita
critica consideremos la suma (4.40), la cual toma la siguiente forma

Su(mo) = Z%4 In(2]z¢]). (4.43)

En este caso, el coeficiente de Lyapunov A es cero, y S,(z¢) no crece lin-
ealmente con n, si no que presenta (como veremos) un interesante compor-
tamiento. La estructura temporal de la variancia

((8.(2)}?) = (1IN S5} (4.44)
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Figura 4.10: Estructura en bloques de S, (), figura tomada de la referencia
[14]

consiste de bloques, como se observa en la figura 4.10.

El m-ésimo bloque se encuentra entre n = 2™ y n = 2™ (m =
0,1,2,...). Cuando m se incrementa, los bloques exhiben una estructura de
autosimilaridad. La envolvente de los bloques crece con n como Inn para n
grande. Esta estructura tempora! nos da una importante caracteristica de el
atractor de Feigenbaum que no tiene propiedad de mezclado (A> = 0) en-
tonces la memoria del punto inicial persiste indefinidamente. La dependencia
como Inn de la envolvente de ({S,(z)}?) nos lleva al coeficiente algebrdico

Bu(zo) = Sulzg)/Inn, (n>>1) (4.45)

que estd graficado contra n en la figura 4.11.

Observamos que 3, (zy) no converge a ningun valor constante ni diverge
para n grande, si no que presenta una estructura recurrente. Notese que
Bn(z0) depende de zy pero exhibe estructuras similares para diferentes .

4.2.2. Espectro de fluctuaciones ()

La estructura temporal de ({S,(z)}?) presenta una dependencia con Inn.
Esta dependencia nos permite discutir las fluctuaciones de 3,(zy) como ver-
emos a continuacion. La medida de probabilidad para 3, (zy) de tomar un
valor entre By 3 +d 7 esta dado por P(6.n)d3 con P(B,n) = (8(3,(x) — 3))
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Figura 4.11: 8,(x¢) vs n figura tomada de la referncia '14]

donde d(z) es la funcion  de Dirac de z. Se anticipa la forma de escalamiento
algebraica

P(B,n) =n"¥® p(0,n) (1.46)
para 1 grande. donde v(3) es una funcién concava de 4 con ¥5(3) > 4(0) =
0 y representa el espectro de fluctuaciones de 5. Con objeto de describir
las fluctuaciones grandes de (8 explicitamente, introducimos la funcion de
particion

Zulq) = / d3P(B,n)n 8 (—oc < q < ) (1.47)
y las funciones de estructura termodinamica
ds(q) = lim(1/Inn)lnZ,(q), (4.48)
B(q) = dPs(q)/dq= lim [I/Zn(q)}/dﬁ]’(ﬁ,n)ﬁn““‘”ﬁ. (4.49)

—dB(q)/dq = lim {lnn/Zn(q)}/.dﬁ.”(.ﬁ,n){;'i — B(q)}*n(a-18
(4.50)

a5(q)

donde J(q) es el promedio de 4 con peso n-(@-b8 g as(q) es la variancia
pesada con q de las Aluctuaciones de 3 alrededor de 5(q). Si insertamos (1.46)
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en (4.47) entonces Z, es dominada por el valor #(q) de 8 que minimiza
el potencial ¢4(8) = (q — 1)8 + ¢¥3(8) para q dada, llevando a ®5(q) =
ming{¢(q)}. La figura 4.12 muestra estas funciones estructurales para la
érbita 2°° donde ¥(5) fué obtenida numéricamente a partir de una érbita
grande {z;}, (t =0,1,..., N — 1) empleando

P(B,n) = (1/N)Li5 0(Balzs) — B), (
ws(B) = —(1/Inn)In{P(B,n)/P(0,n)} (

Y
(e} | .C,,!
N =
e e

con N = 2%,

H. Hala, T. Horila and H. Movri
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Figura 4.12: Funcion ¥(3) del mapeo logistico en el borde del caos, figura
tomada de la referencia [14]

La figura indica que ¥g(f3) tiene una parte lineal para 3 negativa. Esta
parte lineal se debe a los extremos del mapeo f.(z) cuya vecindad produce
valores negativos grandes de A(x). Su pendiente s. =~ —(,7, es consistente
con el estimado tedrico s, = In2/(z—1)Ina = —0,7555; donde o = a(z = 2)
es la constante de Feigenbaum y z es el orden del mapeo v In2/Ina(z) es
el exponente de singularidad o de la medidad natural invariante en el punto



4.3 No extensividad en el borde del caos de mapeos unimodales87

z = 0 con f}(0) = 0. La funcién og(q) tiene un pico preciso en q = q, =
1 — s, & 1,7 que se espera diverja para n — oo asegurando la transicion de
fase q de 3(q) en q = q, [14].

4.3. No extensividad en el borde del caos de
mapeos unimodales

La generalizacion no extensiva de la mecdnica estadistica de Boltzmann
y Gibbs (BG) ha despertado mucho interés y debate en los iiltimos anos
debido a que existe firme evidencia [18, 20, 21] de su aplicacién en circunsta-
cias especificas donde el sistema se encuentra fuera del rango de validéz de
la teoria candénica de BG. Entender y reconocer la existencia de tal limite de
validéz es uno de los retos de la fisica estadistica de nuestros dias. Las situa-
ciones fisicas que no satisfacen las condiciones de equilibrio de BG pueden
ser, por ejemplo, insuficiente aleatoriedad y movimiento limitado o no uni-
forme en el espacio de fase, provocando propiedades dindmicas anémalas
[21, 18, 19, 22]. Un claro ejemplo de este caso son los mapeos disipativos no
lineales unidimensionales. Estos describen una gran variedad de sistemas con
un grado de libertad. La no linearidad puede inducir al sistema a exhibir un
comportamiento complejo con algunos patrones estructurales en el espacio
de fase. La sensibilidad a las condiciones iniciales es un aspecto relevante
asociado con las estructura del atractor dindmico [18, 21, 1]. En general la
sensibilidad es medida como un efecto de la incertidumbre en las variables
del sistema. Para sistemas que exhiben érbitas periddicas el efecto de alguna
incertidumbre en las condiciones iniciales provoca una evolucién temporal
exponencial con £(t) = limag )0 Az(t)/Az(0) ~ exp At, donde A es el lla-
mado exponente de Lyapunov [1, 3], € es la sensibilidad, Az(0) y Az(t) son
las incertidumbres a los tiempos 0 y t. Cuando el exponente de Lyapunov
A < 0, £(t) caracteriza una rapidez de contraccion hacia la érbita periddica.
Por otro lado, para A > 0, ésta caracteriza una rapidez de divergencia de
las érbitas cadticas. En los puntos de bifurcacién y puntos criticos (borde
del caos) el exponente de Lyapunov se hace cero [1, 3]. Recientemente, se ha
propuesto que esta caracteristica esta relacionada con una sensibilidad de ley
de potencia [18, 19, 21, 22, 20] a las condiciones iniciales de la forma

£(8) = [1+ (1 — g)Agt) /=2, (4.53)
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con A, definiendo el tiempo de escala caracteristico después que el compor-
tamiento de ley de potencia aparezca.

Los valores de A, para el mapeo logistico han sido encontrados analitica-
mente mediante técnicas de grupo de renormalizacion obteniéndose que su
valor méximo es A\, = 1,323... [21, 22].

Una forma cuantitativa de medir la sensibilidad a las condiciones iniciales
es a partir de una particion particular del espacio de fase, la evolucion tempo-
ral del niimero de celdas ocupadas W (t) por un conjunto de copias idénticas
del sistema. Para orbitas periddicas y cadticas

W (t) = W(0) exp{At} (4.54)

en el caso particular de equiprobabilidad se espera la conocida igualdad de

Pesin
K=X si A>0 (4.55)

donde K es la entropia de Kolmogorov-Sinai definida como la variacion por
unidad de tiempo de la entropia estandar de Boltzmann Gibbs

K=S/t=-YpiIlnp;/t (4.56)

Esta igualdad provee una unién entre la sensibilidad a las condiciones
iniciales y la evolucion dinamica de la entropia relevante. En los puntos de
bifurcacion y puntos criticos, para un conjunto de condiciones iniciales con-
centrados en una sola celda, esto es W(0) = 1, se ha propuesto que

W(t) =1+ (1—q)K,1/(1—q), (4.57)

donde K, es la entropia generalizada de Kolmogorov Sinai definida como la
rapidez de variacion de la entropia no extensiva de Tsallis

K, =5,/t= (1 - Zpd)/t(a — 1). (4.58)

En articulos recientes [67] se ha mostrado que la igualdad de Pesin puede
generalizarse encontrandose

K,=XA si A 20 (4.59)

Es importante mencionar que el hallazgo fundamental que justifica la
expresion anterior es que la forma entrépica que cumple con la igualdad
de Pesin es precisamente la entropia generalizada o de Tsaliis. lo cual es
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una evidencia firme de la validez de esta expresién para caracterizar este
tipo de trabajos. La entropia de Tsallis ha sido aplicada exitosamente en
trabajos recientes [24] en una serie de sistemas no extensivos proporcionando
un respaldo tedrico para entender algunas de las propiedades fisicas inusuales
que se presentan en estos sistemas.

4.3.1. Identidad de Pesin no extensiva

En articulos recientes [21, 22| se han probado rigurosamente las predic-
ciones de la teoria no extensiva en las bifurcaciones dobles y tangentes de
los mapeos tipo logistico, asi como para el borde del caos de estos mismos
mapeos. Lo anterior se ha llevado a cabo analiticamente empleando la técnica
de grupo de renormalizacién (GR) y tomando en cuenta que la sensibilidad
a las condiciones iniciales sigue un comportamiento descrito por una funcion
exponencial-g [21, 22], lo cual expresamos de la siguiente manera

& = exp(\t) = [1 — (g — D)At] /@D, (4.60)

donde & es la sensibilidad a las condiciones iniciales. La expresiéon anteri-
or contiene el indice entropico no extensivo ¢ y el coeficiente de Lyapunov
g-generalizado A,;. La ecuacién (4.60) se ha propuesto como la contraparte
de la sensibilidad exponencial usual & = exp(A;t) a las condiciones iniciales
que prevalece cuando el coeficiente de Lyapunov ordinario A; no se hace cero
(La forma exponencial de BG se recobra cuando ¢ — 1). Mediante la técnica
del grupo de renormalizacién ha sido posible conocer las expresiones para
A, en los estados criticos mencionados de los mapeos tipo logistico. Estas
expresiones se han interpretado en términos de los parametros del mapeo
de punto fijo y corroborados numéricamente via calculos a priori. Especifi-
camente, para el borde del caos del mapeo logistico A, y ¢ estan dados por
A =Ine/In2yq=1-In2/Ilna donde « es la constante universal de Feigen-
baum. La formula de Pesin relaciona la entropia de Kolmogorov-Sinai K y
los coeficientes de Lyapunov de mapeos no lineales y ha sido de gran utilidad
para el andlisis cuantitativo de los estados caéticos dindmicos. Esta formu-
la involucra la conexién entre la medida de la pérdida de informacién por
K vy los coeficientes de Lyapunov A" para estados caéticos. La designaldad
general £ < ©A® donde la suma sobre los A® > 0 se reduce para sistemas
unidimensionales a la identidad de Pesin K = A, A > 0. Como punto inicial
consideremos la tasa de produccién de entropia ¢ generalizada definida via
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K t = S,(t) — S,4(0), para t grande donde

1 1-3Wp!
S = XipiIn (—) = ——+ (4.61
q q i q — 1 )

es la entropia de Tsallis y donde
Ingy = (y' *=1)/(1-q) (4.62)
es el inverso de la exponencial g. En el limite ¢ — 1, K, se vuelve
K, =t7'[Si(t) = 5(0)] (4.63)

donde S, (t) = =X p;(t) Inp;(t) y p; es la distribucién de probabilidad obteni-
da de las frecuencias relativas en que las posiciones de un conjunto de trayec-
torias ocurren con celdas i = 1,..., W en el tiempo de iteracion ¢. Las condi-
ciones iniciales para estas trayectorias tienen una distribucion preestablecida
pi(0) y el espacio de fase en el que el mapeo es definido se ha partido en un
gran numero W de celdas disjuntas de longitud /;. La diferencia entre K,
y la entropia de Komogorov-Sinai K es que esta 1ltima tiene una definicion
mas elaborada ya que considera las trayectorias enteras de sus posiciones
iniciales en el limite £ — oc. La relacion entre K y K se ha investigado para
muchos mapeos caéticos estableciéndose que, la igualdad X = K, ocurre
para un estado intermedio en la evolucién de la entropia S, (¢) después de
un transitorio dependiente de la distribucion inicial y antes de una aprox-
imacion asintética a un valor de equilibrio constante [73]. La entropia de
Kolmogorov-Sinai ¢ generalizada K, se obtiene de la misma forma que K
pero con el uso de la ecuacion (4.61). En éste caso encontramos el andlogo
intermedio donde K, = K. Esto es suficiente para evaluar la tasa de crec-
imiento de K, para una distribucién inicial uniforme definida en la particion
de celdas de igual longitud para establecer la validez de la identidad de Pesin
generalizada K, = A,.

Consideremos un conjunto de N trayectorias con posiciones iniciales z;;,
distribuidas uniformemente a lo largo del intervalo [1 — [, 1]. Partamos este
intervalo en un cierto numero I/ de segmentos de longitud [;, 2 = 1,2, ...1 que
no se intersectan con [ = XI;. Para [ suficientemente chica las iteraciones de
la forma 7 = (2k + 1)2"F transforman los intervalos [; en ] de acuerdo a
17 4 amy; =, entonces los cocientes de los intervalos permanecen constantes,

3
esto es [;/l = EET)/F. Por lo tanto, el mimero de trayectorias inicial en cada
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intervalo N[;/l permanece fijo para todos los tiempos 7 < £. Ahora podemos
calcular la tasa de la produccion entrépica. Esto se hace facilmente con el
uso de una particion W de celdas de igual longitud /. Si observamos en escala
logaritmica la evolucion de la distribucion p;(7) de posiciones de un conjunto
de trayectorias en el borde del caos iniciando de una distribucién uniforme
pi(1) de posiciones contenidas en una séla celda de longitud [ adyacente a
r = 1 corroboraremos la constancia de la uniformidad en el tiempo de la
distribucién ver figura 4.13 [67].

“
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Figura 4.13: Evolucion en el tiempo en escala logaritmica de la distribucion
p;(7) de trayectorias en el borde del caos [67]

Si denotamos por W, el nimero de celdas que el conjunto ocupa en
el tiempo & = 7 — 2k — 1 y por Az, la longitud total del intervalo que
forman estas celdas adyacentes, tenemos W, = Az, /l y en el limite ] — 0
(debido a que Wy, = (Axy, /Azy—0)(Azy,—o/l)) obtenemos el resultado de
que Wy, = &, . Como la distribucion es uniforme y debido a que

Eu. = expy[AFe], (4.64)

la entropia estd dada por S,(tx) = In, W, = )\E,k)“, de donde
~k __ vk =
[\q = /\q (4.(]0)

con Wy, —o = 1. Los resultados numeéricos que corroboran ésta expresion se
muestran en la figura 4.14 [67].

Una observacion importante acerca de la estructura del formalismo no ex-
tensivo es que la expresion de la entropia equiprobable In, W, puede obtenerse
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Figura 4.14: Corroboracién numérica de la identidad de Pesin generalizada
(k K &
K8 = A en el borde del caos [67]

no sélo de S, dada por la ecuacién 4.61 si no también por

So = —Zip;Ing(p:). (4.66)

donde Sy = 5, ¢ = S, debido a la propiedad inversa de la exponencial ¢ se
lee como
Ingy = —1Inp_y(1/y) (4.67)

para el logaritmo ¢ v que introduce un par de indices conjugados (Q = 2 — .

4.3.2. El indice entréopico y las dimensiones general-
izadas

[La expansion hacia el atractor critico de un conjunto de condiciones ini-
ciales concentradas alrededor del punto de inflexion del mapeo puede car-
acterizarse por S, evolucionando a rapidez constante. Los argumentos de
escalamiento han mostrado [18, 19, 20| que el indice entropico apropiado ¢
esta relacionado con la estructura multifractal del atractor dinamico critico
a través de

1 l 1
= ~ (4.68)

L—q O O
donde tinin V Qe son los extremos de las singularidades del espectro mul-
tifractal del atractor critico f(a) [3, 27]. Esta ltima expresion es suma-
mente interesante va que relaciona la parte dindmica del sistema con la parte

pstatica de ésre v ha sido estudiada para la familia de mapeos tipo logistico
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y para el mapeo del circulo. El valor de ¢ se ha determinado por difer-
entes métodos (analiticos y numéricos [18, 19, 21]) encontrdndose para el
caso del mapeo logistico un valor de ¢ = 0,2445.... A pesar de que la evolu-
cion temporal de los sistemas dindmicos criticos dependen fuertemente del
conjunto inicial particular se han encontrado algunas leyes de escalamiento
para un conjunto de condiciones iniciales concentradas alrededor del punto
de inflexion del mapeo, estas generalmente no son universales con respecto a
todo el conjunto de condiciones iniciales. Numéricamente se ha estudiado la
evolucion temporal critica del volumen del espacio de fase ocupado por un
conjunto de condiciones iniciales distribuidas sobre todo el espacio de fase.
Este conjunto de condiciones iniciales se espera se contraiga hacia el atractor
critico. Los resultados numéricos muestran una dependencia entre W (t) y la
dimension fractal Dy para mapeos unidimensionales tipo logistico [19]. Los
mapeos tipo logistico son los sistemas dindmicos unidimensionales mas sim-
ples que nos permiten una investigacién cercana de los exponentes criticos
relacionados con el borde del caos. Como ya hemos mencionado esta familia
de mapeos esta expresada por

(4.69)

Tit1 =1_T|It

donde z es el maximo del mapeo en la vecindad del punto extremo z = 0.
Es bien conocido que estos mapeos tienen propiedades topoldgicas que no
dependen de z. Sin embargo las propiedades métricas como los exponentes
de Feigenbaum y el espectro multifractal si dependen de z. En general, la
dimension fractal Dy(z) < 1y entonces la trayectorias no pueden ocupar todo
el espacio de fase [67]. Para un conjunto de condiciones iniciales distribuidos
en la vecindad del punto de inflexién se ha encontrado que el volumen del
espacio de fase ocupado por el conjunto crece siguiendo un rico patrén con
los limites superiores gobernados por la ley de potencias

Winaz (t) o t'/(1-9) (4.70)

donde ¢ es el indice entrépico que caracteriza la entropia de Tsallis relevante
que crece a rapidez constante. Se ha encontrado que el exponente dinamico
1/(1 — q) se encuentra directamente relacionado con los exponentes de es-
calamiento geométrico relacionados con los extremos del atractor dindmico.
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4.4. Planteamiento del problema

A continuacién estableceremos el propdsito de este trabajo de investi-
gacion.

Como hemos visto en este capitulo, los mapeos con maximo de orden
z han sido muy estudiados desde diferentes puntos de vista. Nosotros nos
encontramos interesados en estudiar estos sistemas, dados por la ecuacién

flz)=1-r1|z?, (4.71)

cuando el parametro de control r = 7. En este valor el sistema pasa de
tener un comportamiento periodico (para valores de 7 < ) a uno caético
(donde r > r,) y esta situacién se conoce como borde del caos. El atractor
de estos sistemas en este estado es un multifractal conocido como atractor
de Feigenbaum.

Este caso ha sido estudiado desde distintas épticas, la primera de ellas
[27] es a través de sus propiedades de escalamiento y relaciones entre cons-
tantes universales mediante el grupo de renormalizacion y explotando las
propiedades de cuasiperiodicidad del atractor [32, 33, 27]. De ahi conocemos
informacion importante a cerca de la autosemejanza y las escalas caracteristi-
cas de las diferentes variables que participan en el problema. Encontramos
que, para caracterizar la estructura del multifractal que constituye el atractor
del sistema en el borde del caos, tenemos diferentes funciones de escalamien-
to, una de ellas, la funcién o(m, 2), se define como

d
el ) = It Akl
k—¥en ‘dk-}l,m

. (4.72)

v nos da los factores de escala caracteristicos del sistema a través de los dia-
metros |di| = |fr(0)2 7™ — £.(0)™|. Por ejemplo, cerca de z = () los puntos
del multifractal se encuentran muy espaciados comparados con el resto de las
zonas de éste, ahi la escala de longitud caracteristica es a(z) ' (donde «(z)
es la constante de Feigenmbaum del mapeo de orden z) y corresponde a

1/0(0,2) = lim ol = o 2). (4.73)
k=00 |diy1,0]

Mientras que en la zona cercana a x = 1 los puntos del atractor se encuentran
muy juntos, la escala de longitud caracteristica en esta region es «(z) v
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corresponde a [27]

. |dk|
1/0(1,2) = lim et
/o(1,2) kmroo 41,1

= afz)>. (4.74)

Los indices de acumulacién «; del sistema nos hablan acerca de las es-
calas que separan los puntos del multifractal, su distribucién es la llamada
funcién f(a) y su correspondiente transformada de Legendre nos d4 las di-
mensiones generalizadas D,. El espectro de las dimensiones generalizadas D,
vs q, muestra todas las dimensiones locales del sistema, entre ellas un ca-
so particular es la dimensién de Hausdorff Dy que corresponde con gq= 0.
Aqui el indice q nos sirve para recorrer distintas zonas del multifractal y
observar la dimension dominante en cada valor de q. Todas estas funciones
nos ayudan a caracterizar el aspecto estdtico o estructural del sistema y nos
dan informacién valiosa acerca de las escalas dominantes en cada zona de
éste [3].

Una segunda manera de abordar el problema [14, 31] es a través de su
estudio por medio de las herramientas propias de la mecanica estadistica [3],
planteando analogias entre cantidades del sistema y cantidades termodinami-
cas como las funciones de particion, las energias libres y las ecuaciones de
estado, ademds de fenémenos como transiciones de fase. Entre estas canti-
dades existen relaciones ttiles que nos permiten extraer a partir de una fun-
cion de particion generalizada todas las cantidades que nos ayudan a estudiar
la dindmica y la estdtica del sistema (entropia generalizada, presion topolégi-
ca, exponente de Lyapunov generalizado y dimensiones generalizadas). Asi,
podemos estudiar los aspectos estdticos y dindmicos del multifractal a través
del espectro de dimensiones generalizadas y del espectro de exponentes de
Lyapunov generalizados respectivamente. Es importante enfatizar que el caso
que estamos analizando, el borde del caos, es mas complicado que el que se
refiere a los regimenes cadticos o periddicos de estos mapeos ya que en este
estado el sistema no es ergédico. En este caso, el vinculo entre las cantidades
anteriores no es inmediato y todavia no es muy claro. De hecho, el exponente
de Lyapunov A es cero en el borde del caos y de acuerdo con la identidad de
Pesin, A = K (donde K es la entropia de Kolmogorov-Sinai), esto es, esta
entropia también es cero ahi. El exponente de Lyapunov A depende ademas
de las condiciones iniciales por lo que tenemos estrictamente un conjunto de
valores de éste. Para definir y estudiar el espectro de esta cantidad en el bor-
de del caos se requiere la consideraciéon fundamental de que en este punto,
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la sensibilidad a las condiciones iniciales no sigue un comportamiento expo-
nencial sino una ley de potencias, como lo establecieron Anania y DPoliti en
1988 [72]. Esta observacién es clave y permite generar un espectro de expo-
nentes de Lyapunov generalizados 3, definidos por 8(z¢) = In |f™ (x4)|/ Inn.
La construccion del espectro de exponentes de Lyapunov generalizados y las
funciones de “energia libre” 1(53) y ¢(q) dadas por las ecuaciones 4.52 y 4.49
a través del formalismo termodindmico fué introducido por Mori en 1988
(14, 31], y permite observar transiciones de fase q o tipo Mori en el espectro
de exponentes de Lyapunov generalizados[14]. Estas transiciones de fase se
deben a que existen diferentes estructuras locales que dominan los factores
de expansion del sistema. El pasar de una seccién del sistema donde domina
cierta estructura local asociada a la cual tenemos un factor de expansion
local para esa parte, a otra seccién donde la estructura dominante es distinta
a la anterior, provoca una transicion de fase en el espectro de exponentes de
Lyapunov generalizados 3. Las transiciones de fase de Mori se presentan en
ciertos valores criticos de q= ¢.; y originan en la funcién () una seccién
lineal con pendiente s, = (1 — q,).

Una tercera y mas reciente aproximacion al problema es mediante la ter-
moestadistica no extensiva o de Tsallis [18, 19, 67, 22]. En este caso la obser-
vacion clave hecha por Politi [72] de que, en el borde del caos, la distribucién
que rige el comportamiento del sistema no es exponencial si no tipo ley de
potencias, lleva a su generalizacion a través de las funciones exponenciales ¢.
Estas funciones exponenciales ¢ estan definidas por

exp,a = [1 + (g — 1)a] i (4.75)

y cuentan con el indice de no extensividad ¢ caracteristico de cada sistema,
cuando ¢ — | recobramos la funcién exponencial normal. La sensibilidad a
las condiciones iniciales £ es una cantidad que en el borde del caos sigue un
comportamiento tipo ley de potencia y el exponente de Lyapunov ¢ general-
izado, Ay, se define a través de esta estructura matematica como

£(t) = [1 — (1 — @A) ™ = exp,(Agd). (4.76)

Mediante el uso del teorema de Pesin generalizado, se ha probado [67] que la
entropia que debe usarse para estudiar este tipo de sistemas es la no extensiva
o de Tsallis, dada por

5, = — {1-3F1}, (1.77)
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donde p; es la distribucién de probabilidad obtenida de las frecuencias rela-
tivas en que las posiciones de un conjunto de trayectorias ocurren con celdas
it = 1,...,W, en el tiempo de iteracién t. Debido a que ésta cumple con la
identidad de Pesin generalizada

A =S, (4.78)

Como mencionamos, las estructuras matematicas anteriores cuentan con
un indice de no extensividad ¢. El limite de estas funciones cuando ¢ — 1
es la exponencial normal y con ello recobramos las estadistica tradicional de
Boltzmann-Gibbs. Sin embargo, en el borde del caos, este indice es diferente
de 1 y ha sido calculado por distintos métodos [18, 19, 21], en el caso del
mapeo logistico z = 2 su valor es ¢ = 0,2445. Otro detalle importante es que
se ha encontrado una relacion entre éste indice no extensivo y las propiedades
estdticas del multifractal [19] dada por

e P (4.79)

Esta relacion indica una conexién entre la dimdmica y la estdtica del sis-
tema ya que ¢l indice de no extensividad ¢ se encuentra relacionado con el
exponente de Lyapunov ¢ generalizado A; que nos indica el comportamien-
to del sistema durante su evoluciéon temporal, mientras que las dimensiones
generalizadas Dy y D_ nos caracterizan la estructura del multifractal en
las zonas donde los puntos de éste se encuentran mas y menos concentrados,
respectivamente.

Como vemos, el estudio de este tipo de sistemas no lineales mediante la
termoestadistica no extensiva ha permitido encontrar resultados importantes
y sugiere un formalismo generalizado adecuado para este tipo de problemas,
sin embargo quedan atin muchas preguntas abiertas.

En este trabajo de tesis se pretende esclarecer algunas de ellas a través
de resultados rigurosos, empleando los formalismos termodindmicos tradi-
cionales y el grupo de renormalizacion, para establecer las conexiones en-
tre los resultados obtenidos mediante el andlisis no extensivo del sistema y
los viejos resultados obtenidos por medio de la termodindmica de sistemas
caiticos.

Especificamente los propdsitos de este trabajo son:

= Dar una explicacién acerca de la relacién entre las propiedades dinami-
cas del sistema v la estructura multifractal del atractor.
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= Encontrar de manera rigurosa el valor del indice de no extensividad ¢
para la familia de mapeos tipo logistico.

= Establecer la conexién entre éste indice de no extensividad obtenido a
partir del andlisis no extensivo del sistema y los valores de ¢ criticos
presentes en las transiciones de fase de Mori.

= Mostrar la equivalencia entre el estudio del sistema a través de las
funciones de estructura termodinamica de Mori y su estudio mediante
la termoestadistica generalizada o de Tsallis.



Capitulo 5

Resultados

5.1. Analisis de las propiedades estaticas del
atractor de Feigenbaum mediante el grupo
de renormalizacion

Una clase importante de multifractales son los atractores originados por
la iteracién de mapeos no lineales. Un ejemplo prototipico es el llamado
atractor de Feigenbaum, también conocido como borde del caos, generado
por los mapeos tipo logistico. Los atractores de esta gran familia de mapeos
no lineales (conocidos ademds como mapeos unimodales 0 con maximo de
orden z) comparten caracteristicas de autosemejanza y escalamiento muy
importantes que permiten aplicar de una manera sencilla y transparente la
técnica del grupo de renormalizacion. Esta familia de mapeos se expresa
mediante la siguiente ecuacién

f(@) =1—rlaf~ (5.1)

Para el parametro de control r = 7, la dindmica esta en el borde del caos,
es decir donde el sistema pasa de tener un comportamiento periédico a uno
cadtico. El atractor de dichos mapeos en este punto, es un multifractal (cono-
cido como atractor de Feigenbaum) y tiene la caracteristica de que se encuen-
tra formado por dos partes: una a la que llamamos par (ya que esta constitui-
da por las iteraciones correspondientes a los tiempos pares) y otra impar (que
esta formada por las iteraciones correspondientes a los tiempos impares). La
parte par reproduce todo el sistema orginal por medio de un factor de re
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escalamiento caracteristico, mientras que la parte impar es cualitativamente
similar a todo el conjunto [48].

En la figura 5.1, hemos graficado en escala logaritmica los valores ab-
solutos de las primeras iteraciones del mapeo logistico en el borde del caos
(res = 1,401155... y 2z = 2),

ot +1) =1 — reo)z(t)[?, (5.2)

con la condicién inicial de z(0) = 0 que, como sabemos, genera un ciclo
superestable. Usaremos la notacién z(t) = f* (0) donde ¢ indica el nimero de
iteraciones realizadas. Las etiquetas en la figura indican el tiempo de iteracion
t. Nétese la estructura de bandas horizontales v que en la banda superior se
encuentra la mitad de las posiciones del atractor (tiempos impares), mientras
que en la segunda banda se encuentra un cuarto de las posiciones del atractor
y asi sucesivamente.

Notemos ahora que la banda superior se elimina mediante la composicion
funcional del mapeo original, esto es, considerando la drbita generada por
el mapeo & (0) en lugar de fx(0). Las bandas sucesivas son eliminadas

considerando las drbitas de fgk)(U) con k = 1,2,3,... Las posiciones de la
banda superior (tiempos impares de la forma t = 1+2n), pueden reproducirse
aproximadamente por las posiciones de la banda debajo de ésta (tiempos de
la forma t = 2+ 4n con n = 0,1,2,...) multiplicadas por un factor igual a
«(z) (constante de Feigenbaum para el mapeo logistico z = 2);: por ejemplo

2(1)] ~ a(z)

x(2)]. (5.3)

Las posiciones de la segunda banda son reproducidas por las posiciones de la
tercera banda multiplicadas por a(z), esto es |2(2)| & «a(z)|xz(4)| y asi suce-
sivamente; entonces

|z(n)| =~ a(2)|z(2n)|. (5.4)

Para analizar de la misma manera lo que ocurre con las iteraciones a
tiempos impares del mapeo, conviene ahora construir la gréfica de |1 — x(1)]
vs 1, la cual se presenta en la figura 5.2. Observamos que esta grafica muestra
una estructura de bandas similar a la de la figura 5.1. Ahora, en la banda
superior se encuentran la mitad de las iteraciones (tiempos pares) v la otra
mitad (tiempos impares) se encuentra distribuida en bandas subsecuentes.
Las posiciones en el tiempo de cada banda, son reproducidas aproximada-
mente por las posiciones de la banda debajo de ésta multiplicadas por un
factor de c(z)?, por ejemplo |1 — z(3)| = a(2)*|1 — x(d)..
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Figura 5.1: Gréfica en escala logaritmica de ¢ vs |z(t) — z(0)|

Las propiedades de escalamiento anteriores, y la manera de eliminar ban-
das sucesivas mediante la composicién funcional de f..(0), sugieren la trans-
formacién de grupo de renormalizacién (TGR) sobre la funcién de particién
estructural que serd descrita acontinuacién, para obtener la expresion que nos
dice como cambia la dimensién generalizada D, a lo largo de la TGR. Para
ello conviene escribir los dos factores de escala como o = 27> y o = 27>,

de donde 7_o =Ina/In2 y o = zIn/In2.!

'La dependencia de a(z) con z serd omitida para simplificar la notacion.
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Figura 5.2: Gréfica en escala logaritmica de |z(f) — z(1)| vs ¢ para z = 2

5.1.1. TGR de ’eliminar la mitad’

Supongamos ahora que tenemos un mapeo f(z) del tipo descrito ante-
riormente. Situémonos en el borde del caos, donde el atractor extrano es
un multifractal con las caracteristicas de autosemejanza y escalamiento men-
cionadas al inicio del capitulo. Cubramos nuestro multifractal con ¢ segmentos
de tamano irregular [;, cada segmento [; tendra asociada una cierta proba-
bilidad p;, que sera igual a la probabilidad de encontrar una iteracion en el
intervalo ¢ ésimo. Con estas cantidades construimos la funcion de particion
estructural del sistema definida en la seccion 3.1.2, la cual gueda expresada
COmo

=Xl (5.5)
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donde q y 7 son dos indices independientes que van de —oc a oo, y como
describimos en el capitulo 3, sirven para analizar distintas partes del mul-
tifractal dando diferentes pesos a las probabilidades p; y a los segmentos [;
respectivamente.

En general las probabilidades p; serdn distintas y los tamanos de los inter-
valos [; seran irregulares. Como casos particulares (segin escojamos nuestra
particion), podemos estudiar distribuciones de probabilidad equiprobable y/o
intervalos regulares. Para que la funcién de particion anterior no diverja ni
se anule, pedimos la condicion de normalizacién

r=1. (5.6)

Lo cual fija una relacién entre las variables q y 7, (7 = 7(q)) va que deben
escogerse de tal manera que se cumpla la ecuacién (5.6), estableciéndose de
esta forma una relacién entre ellas y la dimensién generalizada Dq

Do(a—1)=1. (5.7)

Consideremos ahora una distribucion equiprobable normalizada, esto es
pi = p = 1/W, donde W representa el mimero de estados accesibles del
sistema. En este caso la funcion de particién estructural resulta

M=ol =B =1 (5.8)

1 f=1%

Dividamos nuestro sistema inicial en dos subsistemas, de tal forma que
cada uno de ellos preserve la autosemejanza del sistema original. Esto lo
conseguimos, como se ha explicado en la seccion anterior, mediante la com-
posicion funcional que elimina sisteméticamente la mitad de las iteraciones
del multifractal original. Pidamos que la funcién de particion estructural de
nuestro nuevo sistema I';y = 1 (donde el subindice 1 indica que hemos dividi-
do el sistema original 1 vez). Las probabilidades asociadas a nuestro nuevo
sistema seran ahora p;; = pi = 1/W, mientras que el tamano de los inter-
valos de nuestro nuevo subsistema estardn denotados por [; ;. Su funcién de
particion estructural queda entonces expresada por

T =800 =BG = 1. (5.9)

t=1%,1
Los exponentes q, y 7 seran en general diferentes de los del sistema

orginal q y 7. De la ecuacién (5.7) tenemos que q = 7/Dq + 1 de donde las
ecuaciones (5.8) y (5.9) se reescriben como
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= pT‘,{Dq-i-lEW'!i—T (:)1[])

T e e i e (5.11)

Despejando 1/Dq y 1/Dg, de las ecuaciones anteriores tenemos

1 mEYET 1
e R - SN - 5.12
Dq TInp T (5.12)

1 hEWMEn g
= - — - — 5.13
Dy, 71 Inpy T (13)

Los exponentes 7 y 7, van de —oc a +oc. Consideremos 7 = 7, recordando
que esto fijara una relacién entre nuestras variables Dg, Dq,, q y q, dada
por Dq(q — 1) = Dg,(q, — 1). Entonces, restando las ecuaciones anteriores
obtenemos

1 1 ImEWT InZW LT _
- : =, (5.14)

Dy Dy, TInp 7Inp,

Considerando W = W, >> 1, p & p; << 1 podemos hacer la aproximacién

1 i In(EYETEYICT )
Ml 104 (5.15)

Dy E Tinp

D

q

Ahora procedemos a renormalizar las variables involucradas. Supongamos
que cada una de las partes del multifractal reproduce todo el multifractal de
acuerdo a la signiente ley de escalamiento

L = 2L, (5.16)

donde 7 es una funcion de escalamiento caracteristica del sistema. Con esto
obtenemos

| 1 3 In2-7 (5.17)

Dy, N Ly Tlnp —
1 In2 )

= (5.18)

5- B ”l;j}

q
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Si repetimos la operacién anterior k veces obtenemos la forma general de la
expresion anterior dada por

1 1 In2

D Dq ij (;)19)

9k

donde D,, es la dimension generalizada del sistema renormalizado k veces.
El andlisis dimensional de esta expresion nos lleva a reescribir el segundo
término del lado derecho como el inverso de una dimensiéon generalizada
caracteristica que denotaremos por 1/Dgq_ = n1n2/Inp. De donde la ecuacién
(5.19) se reescribe como
1 1

1
A M 5.2
D. B, D, (5.20)

k

Las ecuaciones (5.19) y (5.20) nos dicen como cambia la dimensién general-
izada Dg a través de la TGR.

5.1.2. Funcién 7(q)

A continuacién analizaremos mas a fondo el significado de la funcion 7
definida anteriormente como la funcién que nos indica la renormalizacion del
tamano de los intervalos.

Tomemos nuevamente la funcién de particion estructural del mapeo orig-
inal y del mapeo obtenido al componer 2% veces

' = E¥pf;7=1, (5.21)
Ty = BYplie=1, (5.22)

Suponiendo equiprobabilidad e igualando las dos ecuaciones anteriores ten-
emos

PIEY T = p el (5.23)

Recordemos que p = 1/W y p,. = 1/Wj se encuentran normalizadas y que al
componer p = 2"kpk obtenemos

PV LT = (PPpyWEM I, (5.24)
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Ahora deseamos renormalizar nuestro tamano de intervalos de tal forma
que la dimension fractal del atractor se conserve, esto es, pedimos q = q
v 7 = 7 buscando el valor de la funcién 7 tal que I; = 2%, ;. De éstas
condiciones obtenemos

pqEW{i—f = (zkp)qzwk fl—,;‘

2VET = @R,
Ewrl-_f — (Qk)qQk”TEWHTT}
1 = 297, (5.25)

donde en el 1iltimo paso hemos llevado nuestro analisis al limite W ~ W, >>
1. obteniendo finalmente

q :
=g = — . (5.26)
Dq(q—1)
Encontramos entonces que nuestra funciéon 7 es una funcion dada por el
cociente q/7.

5.1.3. Calculo de la TGR para mapeos con maximo de
orden z > 1

A continnacion aplicaremos nuestra TGR a un ejemplo especifico: los
mapeos con maximo de orden z dados por la siguiente expresion

fl@)=1—=rlz]?, -1<z<1, 0<r<2, (5.27)

donde 7 es el pardmetro de control que al ser llevado a 7 = . nos coloca en
el borde del caos. 2 > 1 es el orden del mapeo y como veremos la mayoria de
las propiedades del mapeo dependen de éste.

Trabajemos primero con el mapeo logistico, donde z = 2 y construyamos
la grifica de n = q/7 vs q (figura 5.3). Esta grafica la obtenemos a partir del
espectro de dimensiones generalizadas que hemos calculado numéricamente
empleando el procedimiento reportado en la referencia [70]. Dicho proced-
imiento consiste en calcular la funcién de particion estructural equiprobable
dada por

VT =B T =1 (5.28)

de donde

—ln BV

4= _]ilp
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La manera de encontrar numéricamente los valores de [; y p es la siguiente.
Escogemos como condicién inicial 5 = 0 e iteramos el mapeo logistico 2V
veces. Tomamos como valores [; los segmentos delimitados por las iteraciones
z; y la iteracién mas cercana a ésta z;. De esta manera, la probabilidad de
encontrar una iteracion en el intervalo l; = |z;— x| serd de p = 2= (V1. Para
cada valor de 7 dado, encontramos un valor de q, y recordando que al fijar
[' =1 los valores de q y 7 definen la dimesion generalizada Dq(q — 1) = 7
tenemos

Dy = (5.30)

Con ello podemos encontrar numéricamente los valores de Dy, 7 y q. Al
graficar 7 =q/7 vs q obtenemos la figura 5.3.

Observamos dos limites asintéticos, uno de ellos (q — —o0) situado en
Ina/In2 y el otro (q — +oo) situado en 2Ina/In2 = zlna/In2. Encon-
tramos ademads una divergencia de la funcién n para q — 1. Una aproxi-

nvsqg z=2 -
' Zina/n2
4+ Ino/In2 1

20 <15 -1 b6 0 6 10 16 20 25

q
Figura 5.3:  vs q z=2

macion de ésta funcién es mediante una funcion escaléon dada por

Ina 2

|T’ sl q & [
n(q) = {.iztlrfl'l ‘_'ii > 1

n2 s, 4 :
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Sustituyendo los valores asintéticos de la funcién 7 en la ecuacién (5.19) y
considerando que p = 27" (donde n es el tamano de la érbita) tenemos

1 1 Inaln 2 1 klIna ~

— = — —fk— =t —, 1, (031)
Dy, Dq Inpln2  Dgq nln2

1 1 Inaln?2 1 kzIno

= ——f—=— —, = 1, 5.32

Dy, _ Dy "lpln2 Dy nln2 (5.32)

1 1 k(+ )an 31 (5.33)
= = 00 = X0, ; :
Dy, Dy Inp » 4 ' 0

de donde Dy — 051 ¢ — 1.

Analicemos ahora los limites de las expresiones anteriores. Si tenemos una
6rbita de tamano infinito (limite termodindmico) n — oo, y en consecuencia
Dy, = Dyg, la dimensién generalizada permance invariante ante la aplicacion
de la TGR. Por el contrario si n = n. y kK — oc entonces Dy, — 0 como en
el caso q — 1. Finalmente si £ — n — oc tenemos

1 1 In cv
Iim —=-—+ — <1, 5.34
Ll—tjrlz Dy, Dy v In2’ 4 )
I zIne
iy oioms stnfe T st (5.35)

kon Dg,  Dq 2’

Las graficas siguientes (figs. 5.4 y 5.5) se han construido a partir de los
resultados numéricos y empleando la ecnacion (5.19), con N = 15. En ellas
podemos observar como cambia la dimension generalizada a través de la
TGR.

De la grifica 5.5 donde se considera k = n, encontramos dos limites para
1/Dg, - El primero de ellos para q < 1 es l/D‘h_2 = 2Ina/In2 y el segundo
para q > 1 es l-/Dqk, = 2zIn/In2. De ahi se desprende el hecho de que

1 In o
PO il Z 1. 5.36
Dy W2 4 (5:36)
1 zIn
= — > 1, 2.37
an In2 4 (8:37)

donde 1/D; denota el punto fijo de la TGR. Se realizé el mismo anilisis
para otros valores de z, 2 = 1,25 y 2 = 1.3, corrcborandose las expresiones
anteriores. Las graficas 5.6, 5.7 y 5.8 muestran estos resultados.
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Figura 5.4: Gréfica de la evolucién de la dimensién generalizada Dq(k) a
través de la TGR para z = 2

5.1.4. Los puntos fijos de la TGR y la dimensidn critica
Dy,

A continuacién analizaremos y discutiremos el significado de los puntos
fijos de la TGR obtenidos en la seccién anterior.

Como hemos mencionado, en nuestro sistema tenemos dos variables, las
probabilidades p; y los intervalos [;. Definimos (como en el capitulo 3) E; =
—Inp; y Vi = —Inl;, donde V; corresponde con lo que seria el volumen en
un sistema termodindmico y E; la energia del estado i-ésimo del sistema.
Tenemos la posibilidad de trabajar con equiprobabilidad, ello equivaldria a
trabajar con energia constante, o bien, podriamos escoger trabajar con in-
tervalos regulares, esto es a volumen constante. Los resultados obtenidos
por uno u otro método deben ser equivalentes, segiin sucede en los sistemas
termodinamicos cuando, en el limite termodinamico, comparamos los resul-
tados obtenidos al trabajar con uno u otro ensamble (digamos microcandnico
y a presién constante, por ejemplo). Para un sistema usual en mecdnica es-
tadistica, esto ocurre, como se ha mencionado, en el limite termodinamico
V — oc, N — oc donde N es el numero de particulas (la cantidad que jue-
ga este papel en el sistema dindmico es el tamano de la érbita n). Sabemos
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Figura 5.5: Punto fijo de la TGR de Dg(k) para z = 2 cuando k£ — n

que en el marco tedrico de la termodinamica de sistemas cadticos, esto no
ocurre necesariamente, la equivalencia entre los dos ensambles ocurre sélo
hasta cierto valor critico de “densidad de particula™ o, = n/V,. Entonces
supongamos que queremos encontrar las condiciones en las que, al trabajar
con equiprobabilidad o intervalos iguales, obtenemos resultados equivalentes,
para ello escribamos nuevamente la funcion de particion estructural

| e (5.38)
con Dg(q — 1) = 7. Si pedimos equiprobabilidad obtenemos
' = pIE¥ LT, (5.39)

Ahora si queremos ademads trabajar con intervalos regulares tenemos

C=p/pl " =p3 1™ =pr![~Pala=l) = |, (5.40)
Que se cumple para
p=J"8, (5.41)

Este resultado nos indica que si en nuestro experimento numérico desearamos
trabajar con intervalos regulares v equiprobabilidad tendriamos gue escoger
el tamano de nuestros intervalos de acuerdo con p'/"a.
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Figura 5.6: Gréfica de la funcién 7(q) para z = 1,25

Ahora, recordemos nuevamente que nuestras expresiones seran védlidas
hasta cierto limite dado por la densidad de particula critica o, donde se
presentara una transicioén de fase externa con respecto al volumen (ver seccion
de transiciones de fase con respecto al volumen en el capitulo 3). Como
se ha mencionado esta densidad critica o, se encuentra relacionada con los
efectos de tamano finito dados por los errores de precision numéricos que
nos colocan en una érbita de tamano n muy grande pero finito, en este caso
oo = n/V. = —n/Inl,. donde [. es la particién critica del espacio de fase
que puedo hacer debido a las limitaciones experimentales. Para ¢ — —oc
la longitud caracteristica mas pequena que describe el comportamiento del
multifractal es [ = @™ mientras que para valores de ¢ — 400, la longitud
caracteristica menor sera [, = o *" entonces de la ecuacion (5.41) tenemos

Inp In2
o T, .. [ - 5.42
“ Inl, Inca’ B s (5:42)
1 In2
Dy = b =—"", q-o. (5.43)

Inl, zlha

Los limites anteriores corresponden con los valores de punto fijo obtenidos
previamente para Dg-.

Para analizar el significado de los puntos fijos Dy de la TGR propuesta
anteriormente conviene recordar algunas de las caracteristicas del atractor
extrano de punto fijo de los mapeos de orden z en el borde del caos. Este
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Figura 5.7: Gréfica de Dgy(k) vs q para z = 1,25

consiste en un multifractal que se encuentra compuesto por dos partes una
par y la otra impar como se ha mencionado (ver figuras 5.1 y 5.2). A par-
tir de la parte constituida por las iteraciones obtenidas a tiempos pares del
multifractal(que llamaremos parte par) podemos obtener la parte del multi-
fractal constituida por las iteraciones a tiempos impares mediante la signuiente
relacion

Top = _-'I:n/(l’(Z) (ili)

donde «(z) es la constante de Feigenbaum caracteristica del mapeo de orden
z. En otras palabras: si se elimina la seccién impar del multifractal, la sec-
cién restante (parte par) es exactamente igual al multifractal original pero
reescalada por un factor de 1/a(z). La antosemejanza del nuevo multifractal
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Figura 5.8: Grafica de Dqy(k) vs q para z = 1,5

lleva a que, nuevamente, éste se encuentre constituido por dos partes una
par y la otra impar con las mismas propiedades descritas anteriormente. De
esta forma podemos retomar el primer paso de construcion de nuestra TGR
mediante la composicién del mapeo original 2F veces. Con ello conseguimos
ir eliminando ordenadamente la parte impar del multifractal y quedandonos
con la parte par de éste como se explico al inicio del capitulo. Nuestra parte
restante reproducird el multifractal original al ser reescalada por un factor
de «a(2).

Con lo anterior estamos en posibilidades ahora de re deducir la expresion
que nos dice como cambia la dimension fractal a lo largo de la TGR. Primero
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escribamos nuevamente la funcién de particion estructural I,
N W =7 z AR
' =%_0'L". (5.45)

Ahora trabajemos con probabilidad constante. Una manera de implementar
esto es dividir nuestro multifractal en segmentos irregulares que contengan
el mismo mimero de iteraciones. La manera mads natural de definir estos
intervalos irregulares es empleando la distancia que separa a dos valores z;
Y Tk y; vecinos. De esta forma l; = |r; — x4 ;]. Nétese que estos valores
son equivalentes con los diametros introducidos en el capitulo anterior. Por
construccion, la probabilidad en cada uno de estos segmentos irregulares
serd p; = p = 2/N donde N es el nimero total de iteraciones. Entonces
tenemos

[ = SM2((2/N)H/Pa)=T = (2/N)H7/Pagt/2 -7 = 1, (5.46)

1=1

Despejando Dy de la expresion anterior resulta

T

Pa = = () In(2/N) a47)

Compongamos ahora nuestro mapeo consigo mismo, con ello nos quedamos

ninicamente con la parte par de éste. Sabemos que esta parte es exactamente

ignal al mapeo original excepto por un factor de escala de 1/a(z) y entonces

li/a(z) = ;. Si calculamos ahora la dimension generalizada para este atrac-

tor resultante con un nimero igual de iteraciones N obtenemos Dg, la cual
puede ser construida a partir de la Dy mediante la siguiente expresion

i T

D, =— e = — .48
. 1 +1In(23l;7)/In(2/N) 1+1In(a™l;7)/In(2/N) (3:48)
Re escribiendo la ecuacion anterior tenemos
D : (5.49)
q = T ? ) o).
' Dg'—Ina/In(2/N)
y, en general,
| e
Dy, = - (5.50)

Dy' —kIna/In(2/N)’

La ecnacion (5.50) puede re escribirse como
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1 1 In «
—_— = — - k— r.l:-
Dq, Dq Inp’ (:51)

y, al compararla con la ecuacién (5.19), identificamos que

1 _Tln?_lna (5.52
Dy+ }lnp "~ Inp’ 9:53)

Entonces n =Ina/In2y 1/Dg+ =Ina/Inp.
1 In2 Ina (5.53)

Dq+ B T;‘m N W

Para la parte impar del multifractal, trabajemos de manera semejante.
Como hemos dicho, esta parte es cualitativamente similar a todo el conjunto,
y ahora su factor de reescalamiento serd 1/a*. Llevando a cabo exactamente
el mismo andlisis que en la seccion anterior encontramos que

1 In2 zlna

Dq- =T}m= Inp

(5.54)

El andlisis de los puntos fijos de la seccion anterior lleva a que cada
uno de éstos, (equivalentes a la dimensién critica D, ) corresponde con cada
una de las partes par e impar del multifractal original. Recordemos ahora
que la cantidad Dq4(q)/q = 7/q = 1" puede considerarse como la energia
libre estdtica del sistema (ver capitulo 3). Durante la dindmica de nuestro
mapeo, el sistema va visitando alternadamente la parte par y la parte impar
del multifractal, la energia que requiere al pasar de una a otra seccién del
multifractal serd entonces

zlnae Ina Ina .
BLIE) = Ra= In2 In2 (2= 1)1112 \5:58)
4
1 1 5 %
A(1/F) = D" Do (5.56)

donde A significa una diferencia entre los valores de (1/F) Como men-
cionamos en la tltima secidn del capitulo 4, los resultados obtenidos por
el grupo de Tsallis y reportedos en las referencias [18, 19], muestran una
relaciéon entre el comportamiento dinamico del sistema y su estructura, ex-
presado por ellos a través de su indice entropico ¢ mediante la realcion
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1
1¥r1 Dx D—oc

De aqui encontramos que nuestro resultado obtenido para A(1/F) = A,
es idéntico a el lado derecho de la ecuacién anterior, que da una explicacén
de la relacion encontrada anteriormente por Tsallis, a través de la signiente
identidad

—— =A(1/F) = Ay. (5.58)

Este resultado no es trivial debido a que nos esta indicando que la dindmi-
ca del sistema analizada a través de la estadistica de Tsallis, que incluye el
indice no extensivo ¢, se encuentra relacionada con un brinco en la cantidad
1 /F que. segiin la teorfa de termodinamica de sistemas cadticos, puede con-
siderarse en inverso de la energia libre estatica del sistema y que se encuentra
dada inicamente a través de la estructura multifractal de éste.
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5.2. Analisis de las propiedades dinamicas del
atractor de Feigenbaum.

En la figura 5.9, hemos graficado nuevamente en escala logaritmica los
valores absolutos de las primeras iteraciones del mapeo logistico en el borde
del caos (1o = 1,401155... y z = 2)

z(t+1) =1 —rlz(t)|?, (5.59)

iniciando de z(0) = 0 que, como sabemos, genera un ciclo superestable.
Usaremos otra vez, la notacién z(t) = f*(0) donde ¢ indica el niimero de
iteraciones realizado. Las etiquetas en la figura indican el tiempo de iteracion
t. Llamaremos a esta drbita la érbita maestra ya que a partir de ella se pueden
leer los valores de los didmetros dj ,, definidos como

= f:ll-}-ilk-' (U) e 1:';:(0)1 (560)

donde 7, indica el mapeo en el valor del parametro de control ri. Es impor-
tante aclarar que una de las caracteristicas del borde del caos es que su érbita
reproduce aproximadamente el comportamiento observado para los puntos
superestables previos. Para entender esto, recordemos que al colocarnos en el
valor del parametro de control 7|, por ejemplo, el mapeo genera una érbita de
longitud 2'. En el borde del caos, las primeras iteraciones del mapeo pasaran
muy cerca de las posiciones que corresponden con las de la érbita 2' en 7,
una vez que ha terminado con ésta drbita, sus posiciones generan una orbita
aproximada a la érbita 22 de 7, y asi sucesivamente. Este comportamiento
aproximado nos permite entonces identificar la serie de didmetros dy. ,, dados
por la ecuacién (5.60).

En la gréfica 5.9, la distancia al origen de las posiciones en tiempos de
la forma t = 2! para k = 1,2,.. (diagonal inferior) corresponde con el
logaritmo del valor absoluto de los didmetros di o ya que

= [£271(0) = £5,0)| = | £2 (0) = £, (0)| = | £ (0) = 0 = | £Z. " (0)!.

(5.61)
Notese nuevamente que en la ecuacién anterior se ha incluido la caracteristica
del mapeo en el borde del caos (r) descrita anteriormente y que se refiere al
hecho de que las posiciones del atractor reproducen aproximadamente todo
el comportamiento previo del sistema en los puntos superestables (7).

|dk,u
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Figura 5.9: Grafica en escala logaritmica de £ vs |z(t) — x(0)|

La pendiente de la recta que une estas posiciones es —Ina/In2 = 1,323,
donde o« = 2,5029... es la constante de Feigenbaum para z = 2 y como
sabemos corresponde con el factor de escala caracteristico cerca del cero.

En la figura 5.10, hemos graficado el logaritmo del valor absoluto de
lz(t) —z(1)| = | f2(0) - m([))| =2 0)- 1| de esta manera podemos leer,
al tlemp() f =911 ¢ logarltmo del valor absoluto de los didmetros dj,; =
!fr(fk_lm(ﬁ) — 200 ~ |2 ) (0) — £22(0)] , los cuales corresponden con
la distancia que separa del origen las posiciones de las iteraciones al tiempo
t =281 41 para k = 1,2... que nuevamente han quedado en la diagonal
inferior de la recta como indican las etiquetas. La pendiente de la recta que
une estos puntos corresponde con —z Ina/In2 donde, ahora o* = 6,295081...
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Figura 5.10: Grafica en escala logaritmica de t vs |z(f) — z(1)|

es el factor de escala caracteristico en la region cercana a uno.

En las figuras 5.11 a 5.13 se ha graficado de la misma manera el loga-
ritmo del valor absoluto de |z(t) — z(m)| ~ |f,£2(0) - ,E,:f]([})! para otros
valores de . También ahora, los valores correspondientes con el logaritmo
del valor absoluto de los didmetros dy ,, se leen como la distancia que separa
los puntos de la diagonal inferior con el origen, ya que estos corresponden
con las iteraciones de la forma t = 28! + m. En todos los casos las pendi-
entes de las rectas que unen estos puntos estan relacionados con los factores
de escalamiento en la vecindad de los didmetros, y que generan la funcion
de escalamiento o(m,z) = limg_,q d’;:% introducida en la secciéon de an-
tecedentes. ‘

Asi, a partir de las pendientes de las rectas obtenidas en las graficas
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Figura 5.11: Grafica del ¢ vs |z(t) — z(2)

;=2

para diferentes valores de m, encontramos de manera aproximada los fac-
tores de escalamiento «; en las zonas del atractor cercanas a los didmet-
ros dg . Tomando sélo los valores de m de la forma m = 27 (que es donde
se presentan las discontinuidades principales), podemos construir la funcién
o(m, z) que se muestra en la figura 5.14 ya que, por definicién

d
o(m,z) = lim RN, (5.62)
k—roc Qg

Haciendo el ajuste lineal de los puntos correspondientes con las iteraciones
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Figura 5.12: Grafica del ¢ vs |z(t) — z(3)|, m =3

@k=' 4+ m de las graficas anteriores tenemos

Aln(2*' +m) + B = In |dg ] (5.63)
exp[AIn(2¥~" +m) + B] = |di m] (5.64)
(25" + m)4 exp B = |di ml, (5.65)

donde A es la pendiente de la recta obtenida por regresion lineal y B su
ordenada al origen. Entonces

Qk e . e B Qk A
o(m,z) = lim = lim (2" +m)"exp B _ Wi (2% +m)

koo dpm koo (28" +m)Aexp B k-oo (281 4 m)A’
(5.66)
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resultando
: A
) % Joapf (2] )
a(m,z) = lim { - L“) =93, (5.67)
k—oo \ 1 +m/(2k-1)

Con esta expresion calculamos la funcion o(m, z) para el mapeo logistico,
obteniendo los valores presentados en el cuadro 4.1.

La gréfica de la funcién a(m, z = 2) obtenida es muy cercana a la repor-
tada por métedos mas sofisticados [27, 33] y se muestra en la figura 5.14.

Como podemos observar la funcion se encuentra constituida por una se-
rie de discontinuidades que se presentan en valores de m =27, j =0,1,2....
Una aproximacion a dos escalas de esta funcion corresponde con la mitad
de los diametros escalando con un factor de o y la otra mitad con «®. La
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m A B aj=1/o(m,z =2)
1 -2.65200  0.3469 6.285
2 -2.64148  0.4814 6.269
4 -2.62187 1.3220 6.155
8 -2.61227 1.2670 6.114
16  -2.59636 1.1728 6.040
32 -2.43980 0.3500 5.426
64  -2.44174 0.3507 5.433
128 -2.45150 0.1800 5.470
256 -1.31905 0.0437 2.195
512 -1.28050 -0.1316 2.429
1024 -1.35696 0.2008 2.561
2048 -1.40020 0.4120 2.639
4096 -1.40019 0.4119 2.639
8192 -1.40019 0.4119 2.639
16384 -1.40019 0.4118 2.639
32768 -1.38317 0.3208 2.602

Cuadro 5.1: Factores de escalamiento aproximados para z = 2

propiedad del atractor de Feigenbaum de que sus iteraciones son asimptotica-
mente periddicas, hace que la funcién o(m, z) sea una funcién periédica como
se ha mencionado en la seccion de antecedentes.

5.2.1. El exponente de Lyapunov ¢ generalizado ),

Recordemos que el exponente de Lyapunov A describe la rapidez de ex-
pansion exponencial promedio del mapeo, pues nos dice como se separan
en el tiempo dos condiciones inicialmente muy cercanas. Supongamos que
iniciamos con dos condiciones muy cercanas z;(0) y z;(0) cuya separacién
estd dada por Azg = [z;(0) — z;(0)|, dejamos evolucionar el sistema y al
cabo de un cierto tiempo ¢ nos preguntamos qué tan separadas se encuentran
ahora nuestras condiciones iniciales. Esta separacion al tiempo { estd dada
por Az, = |z;(t) —z;(¢)|. La sensibilidad a las condiciones iniciales al tiempo
L, & se expresa como

& = lim ﬂ = |flt(:r(0))| (5.68)

AIO —+0 "L‘O



124 Resultados

8 I I T 1 I T
6 —_'"—‘—l_/ .
4 i
o L s i J
N
E
— 0 ~ -1
©
Bl . 3
Ak A
ks W T |
-8 | 1 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.14: Grafica de o(m, 2= 2) vs j, para m = 2J

y el exponente de Lyapunov A es por definicién [3, 9]

1 1
A= lim = In|f"*(z(0))| = im - In X} _,|f'(x(k))| (5.69)
tosoxc toc [

donde t es el nimero de iteraciones. Como se ha mencionado, el exponente
de Lyapunov se hace cero (A = 0) en el borde del caos. Argumentos recientes
basados en la estadistica generalizada no extensiva de Tsallis [18, 19, 21]
han mostrado que una manera conveniente de obtener informacion de lo que
pasa en este limite en el borde del caos es a través de exponenciales ¢q. Este
argumento propone que la sensibilidad a condiciones iniciales no sigue un
comportamiento exponencial sino un decaimiento mas lento dado por una ley
de potencias caracterizada por un indice de no extensividad ¢. El exponente
de Lyapunov no extensivo A, se define de acuerdo a la signiente expresion

A“ 11/
&= lim oot =14 (1 —q)A,l"/" 9, (5.70)
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donde & es la sensibilidad a las condiciones iniciales definida como en la
ecuacién (5.68) y ¢ es el indice de no extensividad que toma un valor preciso
para cada condicién inicial dada. Cabe aclarara aqui que este valor preciso
relacionado con la estadistica no extensiva o de Tsallis serd denotado por ¢ (
q italica), y es diferente del valor q (q negrita) que se empleé en la primera
parte de los resultados y que se refiere a las expresiones de la termodinamica
de sistemas cadticos presentados en el capitulo 3, ahi la variable q es un valor
que va de —o0 < q < o0 y sirve para recorrer o “escanear” distintas partes
del espacio de fase del sistema. Tomando el logaritmo de la ecuacién (5.70)
tenemos

Ing, = In[1 + (1 — g)A,t] = In|f"*((0))| (5.71)

1=—9

El valor de |f"*(x(0))| puede encontrarse a partir de las propiedades del
mapeo de punto fijo g(z) obtenidas mediante el grupo de renormalizacién e
introducidas en el capitulo del planteamiento del problema. Recordando que
una de las propiedades de la funcién universal g(z) es

g(1) = —a*! (5.72)

obtenemos la siguiente propiedad

g% (1) = [+ ot 0E-D), (5.73)

entonces tenemos
L (= =~V gleitr=5 (5.74)
In|f2(1)] = In| — @**VED| = (k+1)(z — 1) Ine. (5.75)

Sustituyendo en la ecuacién (5.71) para tiempos grandes de la forma t =

2k+1 >~ 1 encontramos
1

l—gq

lo cual con 1/(1 — ¢) = A, resulta en

In[(1 —g)Agt] = (k+1)(z—1)Inq, (5.76)

- In[2") = (k +1)(z — 1) Ing, (5:77)
-4



126 Resultados

de donde
1 In v

i eyl [Jors ==
l—g e )1112

Ag- (5.78)

Encontramos entonces que el valor de A, para cualquier no linearidad
z > 1 del mapeo especificamente para el caso en el que iniciamos de z(0) = 1
esta dado por la ecuacién (5.78). Este resultado es consistente con lo re-
portado previamente [21, 22, 18, 19] y obtenido por otros métodos como se

menciond en el capitulo del planteamiento, y nos da el valor de ¢ = (),2445.

5.2.2. Sensibilidad a las condiciones iniciales

En la seccién anterior calculamos de manera analitica el exponente de
Lyapunov generalizado A, para z(0) = 1 empleando la TGR y las propiedades
de su mapeo de punto fijo asociado a la familia de los mapeos con maximo de
orden z. Sin embargo el exponente de Lyapunov es una cantidad que fluctiia
dependiendo de las condiciones iniciales. Para estudiar estas fluctuaciones
introducimos el espectro de exponentes de Lyapunov. Para construir este es-
pectro necesitamos primero obtener un conjunto representativo de los valores
que toma el exponente de Lyapunov dependiendo de las condiciones iniciales.
Para ello llevamos a cabo el andlisis de la sensibilidad a las condiciones ini-
ciales para varios casos empleando la técnica de la érbita maestra presentada
en las secciones anteriores.

Condiciones iniciales cercanas ar =0y az =1

A continuacién estudiaremos la sensibilidad a las condiciones iniciales
considerando dos puntos del atractor como posiciones iniciales y finales de
Orbitas particularmente importantes por la caracteristica de nuestro mapeo.
Como recordaremos, el mapeo alcanza su maximo alrededor de z = 0. Ahi las
longitudes escalan con un factor caracteristico a(z) ~'. Es en ésta region donde
los puntos del atractor se encuentran menos concentrados, por tanto se es-
pera que la evolucion en el tiempo de dos puntos en esta regién inicialmente
muy cercanos los junte hasta llegar a la zona donde los puntos del atractor se
encuentran mas concentrados. En esta zona cercana a z = 1, la longitud de
escala caracteristica va como a(z)?. Los puntos del atractor se encuentran
mas concentrados ahi y por tanto si tomamos dos condiciones inicialmente
muy cercanas en esta zona a lo largo del tiempo se irdn separando hasta
llegar a la zona mas espaciada del atractor (otra vez alrededor de = = ().
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Como veremos estas condiciones iniciales nos dan los factores de contraccién
y expansion mas caracteristicos del sistema y que, como veremos, estan rela-
cionados con la discontinuidad mas pronunciada en la funcién de escalamiento
o(m,z).

Condiciones iniciales cercanas a z = ()

Supongamos que tomamos como condiciones iniciales dos puntos del atrac-
tor cercanos a z = () de la forma

z1(0) = f&+9(0)
2,(0) = f&+1429(0), (5.79)

Si observamos el sistema a intervalos de tiempo de la forma ¢ = 728! — 1
donde 7 =1, 2, 3, ..., entonces

( ) f{z* ‘+I+1-z"+'—|)( ) f(zk 1yproktly (0)
() f(2" 1ok okt ( ) f(z" '+2"+rz"+')(0)’ (5.80)

y la sensibilidad a estas condiciones iniciales sera

£ I AI ,Eikgl_'_r2k+1 +2k)(0) _ 53:_‘-1'72;:*4)(0) k .
ot = Al T TETHERT; = para K
Azg—=0 A.L‘u Tg-‘: |+|*3k}((]) _ ’!f: "H)(O)
(5.81)

Nétese que limy_, o f,-f: R (0) = f,gf:-lﬂ)(ﬂ), por lo que llevar a cabo el

limite k — oo equivale a llevar Az, — 0. La 1ltima igualdad puede escribirse
empleando los didmetros definidos por

dcrn 5 S (0 — (0], (5.82)

Asi,
Azg = |dgy 9614, (5.83)
Azy = |di g1 001 472601 | = |diyr v - (5.84)

En el ultimo paso de la segunda ecuacién hemos empleado la propiedad del
atractor de Feigenbaum de que las iteraciones son asimptoticamente periodi-
cas lo cual se escribe como

Aiy1n = — gy ok (5.85)
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Entonces la sensibilidad a estas condiciones iniciales & esta dada por

|dk+1,2k—'|

&= , t=72 1551 (5.86)

[dk+1,2*-'+l

Los factores de escalamiento asociados a los didmetros en la ecuacion
(5.112) serdn

gy 1,261 ~ “_!kldl,2k-'+|| (5.87)

|dk+|,2k—1| fo_2k|f£l:2k—l|,. (5.88)

Estos valores para los factores de escalamiento pueden observarse claramente
en la gréfica de la funcién o(m, 2) (fig 5.14), donde la aproximacién a los val-
ores |dyjoe-14(|/|digk-141] ~ @ y |dryy o1/ |d) 94-1| ~ @~ corresponde
con la suposicion de dos escalas del atractor, esto es, considerar que la mitad
de las longitudes escala como o' y la otra mitad como o * [27]. Entonces
de la definicién de la funcién o(m, z)

- , i ok-1 4 -
g2 '+ 1,2 =2) = lim |2 F g (5.89)
k—nc ({k+|‘2k—l+|
y
(i|_.2k—l+| d*z:fzk—l £ dgagk—l_” [ dk!-zk—i+| k _
—l... ‘—— — |~ (5.90)
dz,2*—‘+| ds._'z*—'+| dd;z*-wt dk-rl;zk"-{—l
de donde
d ok -1 | "
L |, (5.91)
Ay gr k141
De manera andloga
dy. ox-1
, k.2 - e
lim | —————| ~ (5.92)
k—o0 (£k+|‘-‘gk—l |
.\.'
|d| k-1 dg ok—1 (i3.2k~1 | l dk_gk - 1 kz o
’ : ' s : ~ o (5.93)
dz,z*—' d3,2’<—' dris,z*—‘ .'dk+1;2*—’ i
de donde .
i dl k-1 L -
=2 ‘ ~ 2, (5.94)

|ffk+:.2*-'|
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Ahora, debido a la ecuacién (5.85)

iy 1.m| = Idk+l,2"+m[: (5.95)
|dl,m — |di,m+l|) para k= 0; (596)
y param = 2F1 41
|d:,2k—'+|I — |d1,2*—'+2[ = |d|,2*—1+2°+2°| (5.97)
|dy 2x-141] = |dy gx-1] (5.98)

Retomando la ecuacién (5.86) y empleando la identidad dada por la ecuacién
anterior (eq (5.98)) y las ecuaciones (5.88), la sensibilidad a estas condiciones
iniciales entonces resulta

_z\ kK
. |y i1 201 ||y pr-144 - (0‘ ) = o Fz-1) (5.99)

a Idk+:,2k—'+|||d1,2*—'| b

&

con t = 728t — 1 >> 1. Definiendo el tiempo efectivo ¢z como el niimero
total de iteraciones (esto es el nimero de iteraciones que se requieren para
llegar a la condicion inicial z,(0) a partir de z = 0 mas el tiempo transcurrido
t) tenemos

tg = m+t=2F"41472" 1 =284 +1)  (5.100)

2ty = 2847 +1) (5.101)
finalmente o
k E - .
= : 5.102
47 + 1 (a.102)

Para tp >> 16 k >> 1 resulta que

g 2B Ly (5.103)
(4T +1)

La ecuacién (5.99) puede re escribirse como una exponencial ¢ de la forma
signiente
—(zl— Nina
nz2
+1] = [1+(1—(J)AQf.;{]”“"Q},
(5.104)

—(z—=1)Ina 2t‘
— ~—(k)(z=1) _ [ok mz E
=¥ = [2 —

& [ ] [47 + 1
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donde hemos empleado la identidad
o = ern afIn?2 (:JIU-}]
y el tiempo tp =m+t =2"(47 4+ 1) para tp >> 1 con

1 (z—1)Ina S ()
=g~ g @TLPN gy Ay =

2(z—=1)Ina
(47 +1)In2°
(5.106)

Condiciones iniciales cercanas a z = 1

De manera andloga abordaremos el caso de las condiciones iniciales cer-
canas a x = 1. Para ello supongamos ahora que tomamos como condiciones
iniciales dos puntos del atractor cercanos a uno de la forma

21(0) = £2+9(0)
25(0) = £ 41(0). (5.107)

Nétese ahora que limg_,o f@*'+D(0) = £1(0). Observamos las posiciones en
intervalos de tiempo de la forma ¢t = 728" — 1, con 7 = 1,2,3, ...,

ok k41 _ ok .
I|(f-) - fr(.iﬂ—l—” ”(0) = f{z [1+zr}}?

l“g(t) == j‘('z'k"'] + 1 4r2k+1 l}({]) — f{'zk(|+27)+2k}- (\-)]_[]8)

La sensibilidad a estas condiciones iniciales estarda dada en este caso por

ok . ak gk ‘ 3
A @R2m)424) () (20420
& = lim — Jra = (©) = = ©) cuando k& >> 1.

Arg—0 A.’EU 7('2. ‘fl)({)) . fr“ 142 }(0)
(5.109)

En paralelo a las ecuaciones (5.82), (5.85), tenemos
Azy = |dpy1pr 41| = |diir1| = “’kzldl,ﬂ (5.110)
Azy = |dyy1 2k 400t | = [dicyr0] = 0-‘k|d-l_.0|- (5.111)

Entonces
d

g = deriol ok (5.112)

B ldk+l,I|!
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con |dy,| = |dio|- Empleando el mismo método que en la seccién anterior
obtenemos
k4 1.0/ld1 (k)(z—1) =
Et i DA SR ‘Y - 3 (1)113
[y )

Esta tltima ecuacion puede escribirse también como una exponencial ¢
de la forma siguiente
z2=1)Ina
6 = QM=) = 0] ST (1 g S 14 (1 gy t] V0,
(5.114)
donde otra vez hemos empleado la identidad o = 2¢'"¢/1"2 ¢| tiempo tp =
t +m = 2%(1+ 27) para tp >> 1, y con

1 (z—1Dha
1—q In2 ’

; g (z—1)Ina —

Es importante notar la relacién que surge entre los valoresde gy Q, ¢ = 2—(Q,
que corresponde con la propiedad de inversion de la exponencial ¢ que se
expresa como

exp,(—z) = exp,_,(z). (5.116)

De esta manera hemos encontrado que al iniciar con condiciones ini-
ciales cercanas a x = 0, obtenemos el factor de contraccion minimo )«g’) =
—2Ina/In2 = —2,646 con un valor de @) = 1,7555 para 7 = (), por otro lado
al iniciar con condiciones cercanas a r = 1 encontramos el factor de expan-
sion maximo igual a )\30) = (z—1)Ina/In2 = 1,323 con ¢ = 0,2445 para
7 = 0. El resto de los valores de )\g) y /\S;') obtenidos cuando el indice 7 toma
sus valores 7 = 1,2, 3, ..., conforman un conjunto de valores del exponente de
Lyapunov g¢-generalizado, llamaremos a éste conjunto de valores A 4. Notese
aqui nuevamente la diferencia en la notacion: /\ff) y )\g) con subindices ¢ y
@ itdlicos, corresponden con dos valores especificos del exponente de Lya-
punov ¢ generalizado, dados por la estadistica no extensiva y todos estos
valores se encuentran asociados a dos valores especificos de ¢ (¢ = 0,2445 y
() = 1,7555). Por otro lado, Aq corresponde con un conjunto de valores del
exponente de Lyapunov generalizado para diferentes valores de q.

Para hacer contacto con el formalismo termodinamico de las transiciones
q de Mori, consideremos ahora el conjunto de valores del exponente de Lya-
punov Aq generalizado,
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A7) — 1 _(z=1)Ina
I T (1-g)2r+1) (27+1)In2
(r) _ 2 _ 2(2 = 1) Ino

S A Qar+1) T @+ )2 e

La grifica (a) de la figura 5.15 muestra la dependencia de estos valores con
respecto a q aproximando el resultado a una funcién escalén de la forma

1,323 si q<gq.
Aq=140 si g <qgq<2-—g¢q
—-2,646 si q>2—g¢q.

con ¢ = qy 2—g. = Q. Conviene aqui nuevamente recalcar la diferencia
entre g y q, ¢ se refiere a los valores especificos (indice de no extensividad)
que toma la variable ¢ dentro de la estadistica de las funciones exponenciales
g. mientras que q es una variable que va de —oc < q < oc y que se encuentra
relacionada con el formalismo termodindamicode los sistemas cadticos. Notese
ademas que ¢ y () corresponden con los valores criticos de q. De la misma
manera A, corresponde con los valores especificos del exponente de Lyapunov
q generalizado, mientras que Aq corresponde con todo el conjunto de valores
del exponente de Lyapunov que se obtienen para distintos valores de q que
van de —oc >q> oc.

Segin el formalismo de Mori, la energia libre ®(q) y su transformada de
Legendre W(Aq) se encuentran dadas por

P(q) = ¥(Ag) +(q—1)Aq (5.118)
dd .
Aq = i (5.119)

y en nuestro caso resultan
/\tf(q =5 Q{r) = 15323((1 - Qt‘.) st q<gq
(I)(CI): 0 s1 ¢g.<qQ<2—g
—20(q—-(2—¢q.) =-2,646(q—2+q.) si q>2-—g.

F(Ag) = (1=gc)Aq =0,73550q si 0< Ag < X
b —(1 = go)Aq = —0,75350q si —2A. < A, <0
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Ag A
q
_ (a)
1323
0 ‘
;"1 D L — .
02445-¢ 0=1.7555 >= 4
¢(q) (b) W),
A
m=XA,= 1323
Of ~=Ar-os : .
) ! ni—l Ac=-2.646
02445-=q  0=1.7555 _ 3

Figura 5.15: (a) Aq vs q, (b) ®(q) vs q y (c) ¥()\q)
VS q.

con A, = 1/(1 — ¢.) = 1,323. La gréfica de esta funciones se muestra en las
figuras (b) y (¢) de la fig 5.15.

Encontramos que la parte correspondiente a los valores negativos de Aq
de la funcién W(Aq) corresponde con la parte lineal observada por Mori en la
transicion de fase q descrita en la seccion de antecedentes y mostrada en la
figura ?7. El valor de g. de Mori, se encuentra relacionado con el valor de )
en la exponencial () de Tsallis mediante ¢. = @@ = 1 — ¢. (Donde @ = 1,7555
y g = 0,2445.)

Este resultado nos indica que el valor especifico de ¢ en la forma general-
izada de la sensibilidad a las condiciones iniciales descrita por Tsallis corre-
sponde con un valor especifico de q en el marco teorico de la termodinamica
de sistemas cadticos, y se encuentra relacionada con la transicién de fase de
Mori en el borde del caos que ocurre en el valor especifico de ¢. v que da en
la funcién W(\,) la parte lineal que describe la transicién.
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5.2.3. Otras condiciones iniciales dentro del atractor

Analicemos ahora lo que ocurre con otras condiciones iniciales dentro del
atractor. Supongamos que tomamos como condiciones inciales dos puntos del
atractor z(0) y x2(0), escogidos de tal forma que

Az = z,(0) — 22(0) = dks1,m41 (5.120)

donde dj,,,, son aproximadamente los didmetros dados por la ecuacién
(5.82) entonces

mi(()) — f:::+|+2k((]),
72(0) = f™+Y0). (5.121)

Too

3 ok
Recordemos que limy_, o f2 7™41(0) = f+1(0). Iteremos ahora f veces. Obten-
ernos

.’L‘|(f.) - fm-i—t+2"'+£(0)=

zo(t) = fIMHHH0), (5.122)
y por tanto
Azy = 2 (t) — za(t) = fimHHH2 () — fim+1+0 (), (5.123)

que escribimos como un nuevo diametro de la forma
Az, = dk—'rl.m-}—l+t- (5.124)

Entonces al tiempo ¢ los factores de expansion L;(0) estardn dados por

| Az, ' 41 mt 144 ‘
L(0) = |—| = | Y(=(0))| = | =222, (5.125)
¥ ) ’A;EO ))| dk-l-l,mi 1 |
La definicion de sensibilidad a las condiciones iniciales es
Az,
= Ii — . 9.126
b=t (5.126)

Llevar al cabo el limite anterior Az, — 0 equivale en nuestro andlisis a llevar
k — oc. De esta forma escribimos la sensibilidad a las condiciones iniciales
COTno

| kst mtis
&(m}z!””—”-’”Jr-]'F para k >> 0. (5.127)

ffk+|,m+| |
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Ahora bien, supongamos tiempos de la forma ¢ = 25! — 1 y recordemos
ademds que debido a la propiedad del atractor de Feigenbaum de que las
iteraciones son asimptéticamente periodicas, tenemo dy 1 = — g 114 0¢, de
donde dyq1mi14t = dk+l,m+]+2"+'-—l = dk+l,m+2k+‘2" = —dk+1,m+2k = dk+|,m-
De acuerdo a esto re escribimos la ecuacion anterior como

dk+ 1,m

Gapery ) = . (5.128)

dk+| ;m+1
La expresion anterior puede ser reescrita como un cociente de funciones
a(m, z), definida anteriormente como

di+1,m
o(m,z) = lim % , (5.129)
o bien,
d
o1(m,z) = d—Q’—"}— ~ o(m),
1,m
d3 m |
oa(m, 2) = ﬁ ~ o(m),
dd,m
o3(m,z) = (—g- ~ o(m),
i - T -
ox(m, 2) = (;;1‘ ~ a(m). (5.130)
k.m

Evidentemente mientras mayor es el valor de k£ la aproximacion a la fun-
ciéon o(m, z) es mejor. En lo que sigue la dependecia de la funcién o con
z sera omitida por razones de simplificacion en la notacion. Ahora bien, el
producto

o1 (m)oa(m)os(m) ...ox(m) =~ o(m)*. (5.131)
Entonces p p . d
2,m 3m | | Q4m k+1,m ,l; -
2 22 e 7 5.132
d'l Rt d‘a,m d.'l,m‘ dk,m 7 (T”)’ (d )
de donde 5
—;H‘m ~ [o(m))*. (5.133)
1,

Notemos ahora que la propiedad dy | = dj ;) 110+ implica que, para k = 0

dl,m = _dl,m+l



136 Resultados

4 bien )
(¢4 e
i | _ 1. (5.134)
dl,m+l
Entonces
dk+l,m dk-!—i,fn d!,m+l dk—{—l,m dl,m-}—l
&f:2k+1+t(‘rn') % d — d z = d f
k+1,m+1 k41, m+1 ) n l.mn | Cls1,m+1
(5.135)

Si escribimos la ultima igualdad de la ecucién anterior como un cociente de
funciones sigma de la forma

d dy;
chdlm) |r;r(m)|k y it ook B (PO lo(m + 1) L, (5.136)
dl,m dki—l.m-l—l
entonces encontramos s
a(m)
= |———— 5.137
& a(m +1) ‘ (5 )

Recordemos que la funcién o(m, z) es una funcién periodica constituida por
una serie de discontinnidades (ver figura 5.14). Consideremos las discon-
tinuidades que ocurren para valores de m de la forma m = 2/. Estos val-
ores pueden ser estimados mediante el grupo de renormalizacion como se
mostrd en la seccién de antecedentes [27] mediante la ecuacion

1 1 (2 — Da(z)? o
1/o(21 +0,2) 1/o(2.2)  po(z)r (5.138)

donde a(z) y 6(z) son las constantes de Feigenbaum para el mapeo de orden
z > 1y pesuna constante, o bien mediante el método empleado en la seccion
4.2.

Una aproximacién cruda de la funcién o(m) para mapeos con maximo de
orden z es suponer que la mitad de los diametros escala como o v la otra
mitad como «*. Bajo esta aproximacion la funcién o(m) resulta una funeion
escalon periddica de la forma

o para 0{251) < € 1[2%F)

Il  Ja para 1(2%Y) < m & 2(2F ")
o(m) | —-a® para 202" <m< 3(ak=1)
—a para  3(2¥1) <m < 4(2F )



5.2 Analisis de las propiedades dindmicas del atractor de
Feigenbaum. 137

|
> 2

It 2t 3 4 5t 61 i 8t
Figura 5.16: Aproximacién de la funcién o(m) a dos escalas

La figura 5.16 muestra esquematicamente el comportamiento periédico de
esta cantidad.

Encontramos entonces que para valores de m en el intervalo [(2v)2F~!, (2u+
1)25-YY con 9 =0,1,2, ...

T = o], (5.139)

mientras que para valores de m en el intervalo [(2v + 1)2~!, (2v + 2)2F-1)
conv=0,1,2,..

i . (5.140)
Aqui v nos coloca sobre cierto intervalo de valores de m, la caracteristica
periddica de la funcion sigma nos permite restringir nuestro andlisis a los
casos con v = (.
Con esta aproximacion el cociente de funciones sigma o(m)/o(m+1) = 1
excepto en los puntos donde se presenta la discontinuidad de la funcién, en
estos puntos

k
= q 1Lk para m = (2v+ 1)2*!

&E(m+1) =

o(m) |* |«
Claf

olm+1) o’
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o(m)

o(m+1)

&Lm+1) = == | =al=k para m = (2v + 2)2F!

(63

Observando a intervalos de tiempo de la forma t = 7(25*') — 1 y definiendo el
tiempo efectivo (niimero de iteraciones total del mapeo) como t; = m+1+1
encontramos para el primer caso

tp=m+1+t=02v+1)2""+1 + 428" —1=25"(20+ 1 +47),
2 p - "
— = = 2% 5.141
(20 +47+1) Lo

conv=2012,..y7=0,1,2,.... Con esta expresion re escribimos la sensi-
bilidad a las condiciones iniciales & = o **~! como una exponencial ¢ de la
siguiente forma

oUp —(z=1)Ine/In2
(2v + 47 + l)]
= [1+(1 - Q)Aqtp]/!'"? (5.142)

& = [Qk]-—(z—l}lnng’ln‘lz [l-l—

parafp >> 1y con
2(z—1)Ina

{(v.7) =
R il e 5.1
Ag (2v4+47+1)In2 (5-143)
1 (z—=1)Inc N
5 0 = — ln_f)Z__ - (5.144)
Q = In2/(z—1)Ina+1=1,7555. (5.145)

\lientras que para el segundo caso (m = (2v + 2)(2° "))

ty = m+1+t=C2uv+2)(* ) +1+47(2"") - 1=2""(2u+2+47)
= 2%w+1+2r)
L _L — ok
(v+27+1)
conv=0,1,2,...y7=0,1,2,.... La sensibilidad a las condiciones iniciales
& = o*=Y como una exponencial q resulta ser

?

i tp
- 2k (z=1)Ina/In2 _ ] b e,
St [2°] (v+27+1)

= [1+4(1 - g)Atg]/9, (5.146)

](z—l}lr1 afIn2
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para tp >> 1y con
o — (z—1)Ina 14
A (v+27+1)In2’ (5-147)
1 (z—1)Ina }
1—gq - In2 ' 3:148)
g = 1-In2/(z—1)Ina = 0,2445. (5.149)

De donde @ = 2 — ¢q. Observamos que para v = 0 obtenemos los mismos re-
sultados de la seccién anterior donde habiamos considerado también sélo dos
escalas. De esta manera encontramos con mayor generalidad dos conjuntos de
valores del exponente de Lyapunov generalizado en el borde del caos el cual
corresponde con dos valores especificos de ¢ que se encuentran relacionados
entre si mediante la propiedad de inversion de las exponenciales ¢ por

Q=2-q, ¢=02445 y Q =1,7555. (5.150)

Consideremos ahora el conjunto de valores del exponente de Lyapunov q
generalizado,

A7) — 1 _(z2—1)Ina
9 T (1-¢)v+2r+1) (w+27)In2
- 2 2(z—1)1
AP = et H A (5.151)

@ (1-Q)(2v+47+1) (2v+47+1)In2

Como hemos visto este conjunto de valores nos permiten construr una grafica
escalén para la dependencia de Aq vs q, y una para la funcion de energfa libre
®(q) con su transformada de Legendre W()\,). Las gréficas de estas funciones
se muestran en la figura 5.15.

Exploremos ahora lo que ocurre cuando consideramos la siguiente discon-
tinnidad de la funcién o(m, z) (la segunda mas pronunciada). Esta discon-
tinuidad se presenta en valores periédicos de m = 2572, como se muestra en
el esquema siguiente.

En la figura 5.17 se muestran ahora tres escalas importantes o, o® y
«;, esta ultima corresponde con la nueva discontinuidad y estard asociada
al didmetro dj, | ox-2. Su valor puede ser estimado a partir de este didmetro
como se presento en la seccion 4.2, o bien mediante el uso del GR y su funcién
universal g(z) como se mostro en la seccién de antecedentes, el valor obtenido
para esta cantidad es o =~ 5,4588.
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1 A 3 4 5t 61 Tt 81
Figura 5.17: Aproximacién de la funcion o(m) a tres escalas

La aproximacion de la funcién sigma a una funcion escalon con tres escalas
puede escribirse como

(o para  0(2%2) <m < 1(2F2)
v para 254 < = 203
L J o para,  2(2F?) <« m< 4(2%?)
o(m) —a® para  4(2F2) <m < 5(282)
—q para 5{252) «m < 6(23%%)
| —a para  6(2F1) <m < 8(2F ).

Observamos ahora que tenemos que considerar tres tipos de condiciones

iniciales para estimar el valor de la sensibilidad en los puntos donde la funcion
sigma es discontinua. Asi tenemos

s Caso 1: Para las condiciones iniciales de la forma m = (4v +4)2% 2 + |



5.2 Andlisis de las propiedades dindmicas del atractor de

Feigenbaum. 141
y t = 728! — 1, obtenemos
= — - = — =« ) D L
T o(m+1) o ' s
(o) _ (2= 1) Ina 2 oS
: (v+27r+1)In2’ (5.153)
g = 0,245, (5.154)
Agnes = 1,323. (5.155)

Para su caso inverso, esto es, condiciones iniciales de la forma m =
(4v +2)28-2 + 1, con t = (47 + 3)2"~? — 1, obtenemos

o(m) o\ k —k(z—1) S
= et =l ) = £ 5.156
e o(m+1) (az) “ : (3.406)
—4(z—1)Ina
A(Ua'r) = :"177
@ (4v +47 +5) In2 (9161)
@ = 1,7555, (5.158)
Ao, = —1,0584, (5.159)

= Caso 2: Para las condiciones iniciales de la forma m = (dv +2)2F2? +1
y t =728 — 1 obtenemos

g SO (3)k, (5.160)

a(m+1) o
2Ina/a 2(1,12498) "
(v,7) 1 3
—— ~ — 5.161
Aqi (2v+47+1)In2 204474+ 1° 8161
Q1 = 1,8889, (5.162)
ot = —2,24996. (5.163)
En su caso inverso, m = (dv + 1)28"2 + 1 y t = (47 + 3)2%2 — 1,
obtenemos
o(m) (o:, )k i
e e .164
& o(m +1) gl B (5 )
. Ino, /o (1,12498)
A(‘J:T) — ! e 5.165
a (v+7+1)In2 v+TH 1 5-165)
gl = 0,11109, (5.166)
iy, = 1,12498. (5.167)
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= Caso 3: Para las condiciones iniciales de la forma m = (4v +1)2F2 41
y t = 728! — 1, encontramos

_o(m) o )k .
&= o(m+1) (0(:z ’ (L5}
r 41 B 4(0,1986
)\(v ) _ no /o N A ) (5.169)
T (Av+8+1)In2  4dv+8r+1
02 = 6,034, (5.170)
Aoz, = 0,7944. (5.171)

Y en su caso inverso con condiciones iniciales de la forma m = (4v +
4)282 4+ 1y t = (47 +2)252 — 1, obtenemos

by O (‘_"z)k, (5.172)

a(m+t) o
- 2lned/ay 2(0,1986) ;
AT = ~ = 5.17:
2 T (Q+2r+3)In2  2w+2r+3 5179
q2 = —4,0348, (5.174)
Aitmss = 0,1324. (5.175)

En todos estos casos y como consideramos anteriormente, v = 0, 1,2, 3...
y 7= 0,1,2,3.... El valor de Aji,... ¥ AQin.. cOrresponde con los valores
maximos y minimos que toma el valor de Ay para 7 = 0 y v = 0. Los
casos inversos consisten en cambiar la condicidn inicial a condicion final v
viceversa (ndtese ademds que el tiempo de iteracion varia en cada caso). Sus
valores pueden leerse ficilmente del esquema de la funcién o(m, z) a tres
escalas en la figura 5.17 siguiendo el mismo razonamiento que en la seccion
anterior. Observamos que se conservan los valores de ¢ v (2, sin embargo lo que
cambia es el valor del exponente de Lyaounov ¢ generalizado. Asi, cada uno
de los distintos casos anteriores nos genera un nuevo conjunto de valores del
exponente de Lyapunov ¢ generalizado que nos da una nueva aproximacion
del espectro de Ay a una funcién escalén y de la energia libre v:(q) v su
transformada de Legendre ¢(q). mostrando nuevamente la transicion de fase
tipo Mori en los valores criticos de ¢i y Q7. Estas funciones se presentan a
continuaciéon para los diferentes casos.
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s Caso 1

1,323 si q < ¢,
A=140 si g<q<2-—g¢q,
—-1,0584 si q>2— ¢,
con q. = q=0,2445y 2 — q. = Q = 1,7555. Las energias libres ®(q) y

Ag A
1.333 (a)

0 +
—105R4-----------qemmeee l,

02445-¢ 0=1.7555 q

o(q) (b) W(A) ] {C)

m=A.= 1323 m=_4/5 he=-1.0584
0 "'\'"". T

m_-—”'—g');.

0.2445=¢ O=17555 9 ~4/5 ke e A

Figura 5.18: (a) Aq vs q (b) ®(q) vs q y (c) ¥(\q vs q, para el caso 1 de tres
escalas

¥(Aq)
)\c:(q - qr;) = 1:323{(1 . Q::) si q S Ge,

P(q) =40 si ¢g<qg<2-—gq,

B(hy) = (1 —ge)Aqg =0,7555Mq si 0< Aq < A,
a —(1 = g)Aq = —0,7555Aq si  — (4/5)Ac < Aq < 0,

con A. = 1/(1 —q.) = 1,323. Las graficas de estas funciones se muestran
en la fig 5.18.
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= Caso 2
1,12498 si q < g,
Aq=140 si ¢g<q<2—g¢q,
—2,24996 si q > 2 —q.,

con ¢. = ql =0,1111y 2 — g. = Q1 = 1,8889. Las energias libres ®(q)

kq \ (a)
1.12498 *
0
. —224996]-----=-=-==4===----|
0.0111=q] 07 =1 8889 =4
o(q) (b) W(k) ; (¢)
m=—(1—g)
m:?L(.: 1.12498 : )
0 ~-%="
; \m==2 ke =—2.2499¢ ‘
‘ ! ‘Iem:f}—q)
Ollll=g/ QI-1.8889 ~ 9 2% re A

Figura 5.19: (a) Aq vs q (b) ®(q) vs qy (c) ¥(Aq vs q, para el caso 2 de tres
escalas

¥y kIl(/\L!)

Alg—q.) =1,12498(q — ¢.) si q < g,
P(q) =<0 si ¢g.<q<2-—q,
—(2)Ae(ld—(2—qc)) = —2,24996(q — 2+ q.) si q>2—gq.,

Y00 = (1 — ge)hq =0,88891)g si 0< Ag < A,
s —(1 = g )Ag = —0,88891), si —2X. < Aq <0,

con A, = 1/(1—gq.) = 1,12498. Las gréficas de estas funciones se mues-
tran en la fig 5.19.
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s Caso 3
0,1324 si q < ¢,

A =140 si ¢g<q<2—gq,
—0,7944 si q>2—gq,

con q. = q2 —4,0348 y 2 — g. = Q2 = 6,034. Las energias libres ®(q) y

Mg\
(a)
0.1324 [~
n [}
© 07944 -k .
1034852 e
o(q) (b) W(A) (c)
m=213 he=10.1324 iy P
G : = e
\ m=—4 he=—0.7953 v\ f s m=(l-q)
0 |-\ \ . |
403482 02 =603 “4dr.  23he )

Figura 5.20: (a) Aq vs q (b) ®(q) vs q ¥ (c) ¥(Aq vs q, para el caso 3 de tres
escalas

la funcién W(A,) en este caso

{2/3])\f(q == QL) = 0,1324((1 S q{‘.) sl q S Ge,
P(q) =40 si g <q<2-—gq,
-(4)/\f(q == (2 - fh)) = '—0-79‘33((‘1 —24 Q(‘) sl q Z D= 4e,

W(Ag) = (1 = g)Aq = 35,0348\ si 0 < \g < A,
V] == g)hg=—5,0348)4 si —4); < Xq <0,

con A, = 1/(1—gq.) = 0,19861. Las gréficas de estas funciones se mues-
tran en la fig 5.20.
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Si consideramos una escala mas, esto es, la que corresponde con la dis-
continuidad observada en 3(2¥~?), obtenemos la siguiente aproximacion de la
funcién o(m, z) ahora a cuatro escalas. Ver figura 5.21.

T |
= "I\ 2

I 2 3 4 5t 6L T8t
Figura 5.21: Aproximacién de la funcién o(m) a cuatro escalas

Encontramos ahora que surge una escala mas asociada con el didmetro
g1 3092y, que llamaremos o, que al ser estimada nos da un valor aproxi-
mado de ay &~ 2,2 para el mapeo logistico.

La aproximacién de la funcién o(m) a una funciéon escaléon con cnatro
escalas puede escribirse como
i z ak—: ok —=
o’ para 00252} 2 £ 1(2F2)
), para (252 < m £ B(2h %)

a, para  2(28?) <m < 3(2F?)

1 ol (x para 3(‘2"“2) <m< 4(2k—2)
o(m) | —o para 4(25-2) < m < 5(2F2)
—@, para 5(2%%) < m < 6(252)

—@y para 6(2872) < m < 7(2F72)
—@  para T25Y) <m < 8(2FY)

\

En este caso tenemos que considerar cuatro tipos de condiciones iniciales
para estimar el valor de la sensibilidad en los puntos donde la funcion a(m)
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es discontinua. Asi tenemos:

= Caso 1: Para las condiciones iniciales de la forma m = (40 +4)2k2 + 1
y t = 728! — 1, obtenemos

k
o(m) o k(z—1) i i
— L A—__ —_ = 5 a.1
£t g’(m+ 1) ((_y) (63 3 () ?6)
(o) — (z—1)Inw -
A (v+2741)In2’ 19-L7E)
g = 0,2445, (5.178)
Xe. = 1,328, (5.179)

Para su caso inverso con condiciones iniciales de la forma m = (4v +
3)2-2 + 1y t = (47 + 1)252 — 1, encontramos

k
VNS . (5) =, (5.180)
o(m+t) a?
z—1)Ina
e ; 5.181
@ (v+7+1)In2’ {pe18L)
Q = 1,755, (5.182)
o, =—1,398. (5.183)

= Caso 2: Para las condiciones iniciales de la forma m = (4v+3)2% %+ 1,
t = 7281 — 1, obtenemos

A . k (5.184)
* T om+1)  \ay) '
: 41n /oy 4(0,18609) e
Ayt ~— ; 5.18:
al (dv+87+3)In2 4v+87+3 e
g3 = —4,373, (5.186)
Mg, = 0,2481. (5.187)

PPara su caso inverso con condiciones iciales de la forma m = (4v +
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2)28-2 41y t = (47 + 2)2%-2 — 1, encontramos

a(m) )\ K .
SR o SR 5.1

& o(m+t) ( @ ) L e

Inay/a (0,18609) _

(07) _ 2 (0, :
Aot T (v+T+1)In2 v+T7+1’ 9:189)
Q3 = 6,3735, (5.190)
Ag3,, = —0,186009. (5.191)

= Caso 3: Para las condiciones iniciales de la forma m = (4v+2)2F -2 +1,
t =721 _ 1, encontramos

a(m) )" -
S o | — ] 5.192
e o(m+1) (Ou ) ' a.135)

2Inay/a 2(1,31108)

A8 = ~—— 5.19:
o (2v +47 + 1) In2 204+87+1° Lo
Q4 = 1,7629, (5.194)
AQAmin = —2,62216. (5.195)

Para su caso inverso con condiciones iniciales de la forma m = (4v +
1)28=2 4 1 y t = (47 + 2)2%-2 — 1, obtenemos

k
o(m) e ;
= — = | — . a.1
& a(m+t) ((xg) ' (51667
r 41 4(1,31108 )
/\(f;’ )= 0 %) ~ — (1,310 ) (5.197)
2 (4v +47 +3) In2 v+ 41+ 3
g4 = 02372, (5.198)
Mgy = 0,4370. (5.199)

= Caso 4: Para las condiciones iniciales de la forma m = (40 +1)25 2+ 1,
t =721 — 1, encontramos
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_a(m)  rag\k e
&= o(m+1) (ar_z) ’ (5.200)

41na, /o 4(0,1986)

/\fv_’T} = S 5.
Q2 (4v + 87 + 1) In2 4y + 87 +1° (5.201)
Q2 = 6,0348, (5.202)
AQ2,in = —0,7944. (5.203)

Para su caso inverso con condiciones iniciales m = (4v)2¥ 2 4+ 1, ¢t =
(47 + 2)2%~2 — 1, encontramos

o(m) o\ *
= - = — 5.204
& o(m+t) ((xl) ’ (5.:204)

7 2Ina /o 2(0,1986)
/\(?s } — s bl :.-2 -
a2 (2v42741)In2 20+ 37+ 1’ 8.208)
g2 = —4,034, (5.206)
Azmes = 0,397, (5.207)

De la misma manera que en la aproximaciéon a dos y tres escalas podemos
con estas parejas de valores correspondientes con cada uno de los casos gener-
ar distintos espectros para el exponente de Lyapunov ¢ generalizado y sus
correspondientes energias libres 1)(q) y ¢(q), los resultados se presentan a
continuacion

= Caso 1

1,323 si q < g,
/\q: 0 si Q(:<q<2—fhn
-1,323 si q2>2-g,,
con ¢ =q=02445y 2 — q. = Q = 1,7555. Sus energias libres ®(q) vy
U(\q) resultan

Ada—g) =1,323(q—¢;) si q<g,
(D(Q): 0 si Q'c<q<2_(t'cr
_/\f.’(q = (2 = QL)) — _11323((] -2 o qf-') si q 2 2= e,
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?Lq \
(a)
1.323
0
"-323"""""":"'““.
0.2445-¢ 5=1.755 > q
.2445=¢ =1.7555
o(q) (b) vk : (c)
m=A.= 1.323
0f ===y
- m=—he=-1.323
i T ‘?m=|‘.’—q}
' m.:-—”—:(_rj ! .
02445-q  0=17555 3 A Ac A

Figura 5.22: (a)Aq vs q (b) ®(q) v (c) ¥(Aq)para el caso 1 a cuatro escalas

WAy = (L—g)Xq=10,75580y 51 0< Xy <As
VT ol =g = —0,75550g 8 — A < Aq <0,

con A, = 1/(1—q.) = 1,323. Las graficas de estas funciones se muestran
en la fig 5.22.

« Caso 2
0,2481 si q<q.,
Mq=40 si ¢g<q<2-—gq.,
-0,186 s1 q > 2—gq.,
con ¢ =q3=-4373y 2 —gq. = Q3 = 6,373.
Sus energias libres ®(q) y ¥(Aq) resultan
(4/3)Ae(q — g.) = 0,2481(q — q.) si q < q.,

P(q) =40 si g.<q<2—g¢q,,
“Ala-(2-4¢q.)) =-0,18609(q—2+¢.) si q>2-—g.
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Ag A
q
(a)
0.2481 ﬁ
0 |
L e T S --:I-—
—4.373= g3 : 03=6373 > q
o(q) (b) v (c)
e m=(1-q)
m=4/3 he=0.2481 m:_”fq:) &
m=—Ac= —0.186 T
0 . : p V!
-4.373= g3 I 03 =(:.—3'?(1 - k. A4BAc A

Figura 5.23: (a)Aq vs q (b) ®(q) y (c) ¥(Aq)para el caso 2 a cuatro escalas

¥(hy) = (1 —g)Aq=5373Aq si 0< Aq < (4/3)A,
VTl -1 —@)Xg=—53T3%g 81 —A:<Aq <0,
con A, = 1/(1 — ¢.) = 0,18609.
s Caso 3
04370 si q <gq.,
Aq=140 si ¢g<q<2-gq,
—2,62216 si q>2—q,,
con g.= ¢4 =0,2372y 2 — ¢. = Q4 = 1,7629.
Sus energias libres ®(q) y la funcién \Il()\q) resultan
(4/3)Ac(q — gc) = 0,4370(q — ¢.) si q<gq,
®(q) =<0 si g.<q<2-—q.,
—2/\,_-_((:[ - (2 - QC)) S _2562216((‘1 -2 + Qc') si q 2 2= qe,

B(r) = 4 (1= 0Aa=07628)q si 0<hq < (4/3)
a ~(1 — G hg =—0,76288)hg & —24 € Xq <0,
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Aq
(a)
04370~
0 .
B 7] || SRR Eia i
0.2372=¢4 07 =1.7629 =0
o(q) (b) Wik) | (¢)
m= /3 he=0.4370 i
& Q= 2k c=-262216 niZ (1~ S m=(1~g)
' - q 99 .
0.2372=g4 04=17629 2 IBhe X

Figura 5.24: (a)Aq vs q (b) ®(q) v (c) ¥(Aq)para el caso 3 a cuatro escalas

con A\, = 1/(1—gq.) = 1,31108. Las gréficas de estas funciones se mues-
tran en la fig 5.23.

s Caso 4
0,1324 si q <gq,

Aq: 0 si QL'<q<2_Qm
—-0,7944 si q>2-gq,,

con g. = g2 = —4,0348 y 2 — ¢. = Q2 = 6,034. Las gréficas de estas
funciones se muestran en la fig 5.24.

Sus energias libres ®(q) y ¥(Aq)

(2))\6((1 = Qr.:) = 0:3974(q - ‘-?r) si q < ey
P(q) =40 si g.<q<2—g,.
—(4)Ae(a—(2—-¢q)) =-0,7933(q—2+¢.) si q>2—gq.,

T(h) = {(1 — ge)Aq =5,0348)q si 0 < Aq < 2A,

—(1 = go)Aq = —5.0348)q si —4X. < \q <0,



5.2 Andlisis de las propiedades dindmicas del atractor de

Feigenbaum. 153
Ag
q
(a)

0.397 _l

0 !
07944 L

—4.0348=2 02=6.034 =9
o(q) (b) V(A) (¢)
m=2Ak c= 0397 — .I’—q:.Jf k om=(i=g)
\ m=—4 he=-0.7953 ! e
(ol S B : ; :
-4_(]343__;’,3 Q;.? =6_(}3(1 —4 l(. 2 A k

Figura 5.25: (a)Aq vs q (b) ®(q) y (c) ¥(A\q)para el caso 4 a cuatro escalas

con A\, = 1/(1—gq.) = 0,19861. Las graficas de estas funciones se mues-
tran en la fig 5.25.

Encontramos entonces que cada una de las parejas de valores obtenidas
para diferentes condiciones iniciales orginan una sensibilidad & que sigue la
forma de una exponencial ¢ mostrando sus dos indices de no extensividad g¢i
y Qi relacionados entre si mediante la ecuacion Qi = 2 — gi. Estas parejas de
valores generan ademds un espectro del exponente de Lyapunov q general-
izado individual que muestra dos transiciones de fase tipo Mori en los valores
de q critios dados por los mismos ¢z y Qi obtenidos mediante el analisis no
extensivo de las sensibilidad a las condiciones iniciales. Susenergias libres nos
proporcionan las graficas de las funciones ¢(q) y ¥(q), esta iiltima muestra
ademads de la seccién lineal encontrada por Mori [14] con pendiente —(1 —g.)
otra seccién lineal con pendiente (1 — g.) correspondiente a la segunda tran-
sicién de fase q, también indica el acotamiento lateral dado por los valores
maximos y minimos de A,. Notamos ademads que, debido a que ciertas dis-
continuidades se conservan al ir aumentando la presicion de la aproximacion
, aparecen varios valores de Ay para un mismo valor de gi y ()i provenientes
de distintas condiciones iniciales, estos valores pueden observarse en el espec-
tro obtenido por Mori. En la tabla siguiente se han resumido los resultados
anteriores, se muestran los valores maximos y minimos del exponente de
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Lyapunov g generalizado en cada caso, y su correspondiente valor de gz y Q1.

)‘q /\Q q Q

1323 2646 0.2445 1.7535
1.323  -1.0584 0.2445 1.7555
1.323  -1.323  0.2445 1.7555
0.4370 -2.62216 0.2372 1.7629
1.12498 -2.24996 0.1111 1.8889
0.3974  -0.7944 -4.0348 6.034
0.1324  -0.7944 -4.0348 6.034
0.24812 -0.18609 -4.373 6.3735

Cuadro 5.2: Valores del exponente de Lyapunov ¢ generalizado A, para
diferentes g

5.2.4. Transiciones de fase q en el borde del caos

En la seccidn anterior se obtuvieron los valores mas representativos de
las fluctuaciones del exponente de Lyapunov ¢ generalizado A, aproximando
la funcion o(m) con una funcién escalén y analizando sus discontinuidades
en relacion a la termoestadistica de Tsallis. Ahora encontraremos de manera
numeérica el espectro de exponentes de Lyapunov J definidos por Anania v
Politi [12] y las transiciones de fase de Mori en el borde del caos respecto a
esta cantidad. Para ello empleamos la ecuacion (5.125) dada para los factores
de expansién Li(m) y calculamos la cantidad

I d - m - 2
L) = |2t (5.208)
dk+ lon41
para diferentes valores de . Tomemos ¢t = 25! 4+ 1, entonces
dy. ok+1 y. !
Lifm) = [ 4 TR (5.209)
dk-F— I,m dk +1,m

donde hemos recorrido los valores de m una unidad. Consideremos otra vez
el caso a dos escalas, esto es tomemos en cuenta solamente valores cercanos
ax =0y xz = 1. La grafica siguiente muestra el cociente j?:; j&:}% vs t en
escala logaritmica
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Figura 5.26: Grafica en escala logaritmica de |z(#) —

)|/|x(t) — z(0)] vs t

Observamos una serie de valores que presentan dependencia lineal de
acuerdo a tiempos de la forma de t = 28! 4 7 haciendo el ajuste lineal del
logaritmo de L] (0) contra logaritmo de ¢ para t = 2F+1 4 7 encontramos que

A= tlitln\ In L7 (0)/ Int,

InL{ =Alnt+ B,

A=InL;/Int+ B/Int,

(5.210)

(5.211)

donde A es la pendiente de la recta obtenida mediante el ajuste lineal de los
datos numéricos y B es la ordenada al origen de la recta.
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Del capitulo de planteamiento del problema, recordamos que en el borde
del caos

B(zo) = lim In FO(z)/Int = lim In Ly(zo)/ Int (5.212)

son cantidades definidas por Anania y Politi [12] apropiadas para una sensibil-
idad & que evoluciona como una ley de potencias y equivalentes al exponente
de Lyapunov ordinario.

Para observar la transicion de fase q en el borde del caos es necesario
calcular el espectro de fluctuaciones ¥(3) de exponentes de Lyapunov gener-
alizados en el borde del cacs como funcién de q. Emplearemos para ello las
definiciones propuestas por Mori y presentadas en el capitulo de planteamien-
to del problema. Recordemos que las fluctuaciones del exponente de Lya-
punov tienen una dependencia proporcional a In¢ para t grande. Esta depen-
dencia nos permite construir el espectro de fluctuaciones de 3(z) segiin Mori
[14]. La medida de probabilidad de 3,(z;) de tomar un valor entre 8y 8-+d3
esta dada por P((,t)d3 y presenta la forma de escalamiento algebraica

P(B,t) = t~Y® p(0, t) (5.213)

para t grande, donde W(3) es una funcion concava de 5 y especifica el es-
pectro de fluctuaciones de 3. Para describir las fluctuaciones grandes de 3
explicitamente introducimos la funcion de particion

Zi(q) = f dBP(B,t)t™ % (00 < B < 0), (5.214)

v las funciones de estructura termodinamica,

Ps(q) = —tl_ffll(lflog t)log Z;(q), (5.215)
Bla) = dB(q)/dq= lim(1/Z(a)} / dBP(8, t)Bt= ", (5.216)
os5(q) = —dB(q)/dq= tlﬂ&{l(_)gt/Zt(q)} j dBP(8,t){B — B(q)}*t—(a-1s

(5.217)

donde (3(q) es el promedio de 3 con el peso ¢ 9" V% v g4(q) es la variancia
con peso q de las fluctuaciones de 3 alrededor de 3(q). ®3(q). Phiz(q) es
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equivalente a una energia libre, 3(q) seria entonces una ecuacién de estado
donde 8 toma el papel del pardmetro de orden, y o5(q) es la susceptibilidad
correspondiente.

Tomando en cuenta la ecuacién (5.213) escribimos la ecuacién (5.216) de
la forma

Bla) = —l—/dﬁP(ﬁ,t)ﬁrf“—l)ﬁ e i/dﬁ¢~¢ﬁt—{q—1)a
Zy VA
» ZL 4 pt-(vHa-1s (5.218)
t

con

Z, = / dBP(B, t)t~ 8P = f dpt~¥¢~(a-1p
1
= §/dﬁt—“““*—”ﬁ. (5.219)
t

Tomando la funcién ¥(8) como

. —0,75558 st B <0
v(g) = o
+0,75558 si 8 >0,

B(q) resulta
Blq) = {?}! [ dBpLTs a8 i B <0
| 7 [dBBtO5-08 i g >0
donde
[ [aptvEs-a8 i g <0
‘— { [ dpto215-a)8 5 B>

Recordemos que en nuestro modelo los valores discretos de 3(x,) estan dados
por
B(zo) =1In f*(x0)/Int = In|drs1 ms1/dis1.m|/ Int, (5.220)
de manera que, calculando esta cantidad numéricamente param = 0, m+1 =
1 obtenemos para la ecuacién (5.2.4) los resultados graficados en la figura
5.27.
La siguiente figura muestra la grafica de la funcién o(q) definida por la
ecuacion (5.217), observamos dos transiciones de fase q en los valores de q
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Figura 5.27: 5(q) vs q

criticos ¢ = 0,2445 y @ = 1,7555. La grafica 5.29 muestra la funcion ¢(q)
obtenida numéricamente empleando la ecuacion (5.215).

Encontramos que este resultado coincide con lo obtenido previamente a
través del andlisis de la sensibilidad a condiciones iniciales empleando la for-
ma de exponenciales ¢, donde habiamos aproximado la funcién A; como una
funcion escalon. En este caso el resultado numérico muestra que la funcidn
escalon es el caso limite de 5(q) cuando tomamos como condiciones inciales
puntos dentro del atractor cercanos a ¢ = 0 y x = 1. Su correspondiente
funicién de energia libre ¥(5) nos da la solucién lineal que origina la transi-

cién de fase q. Sepresentan dos transiciones de fase de Mori en el valor de
g=0,2445 y ) = 1,7355.

Se llevé a cabo el mismo calculo, considerando ahora diferentes condi-
ciones iniciales y finales. Las gréficas siguientes (5.30,5.31, 5.32, 5.33) mues-
tran el espectro de 5 vs q y la varianza o(q) para distintos valores de m los
cuales se indican en los pies de figura y corresponden con los valores donde
se esperan las discontinuidades de la funcion o(m, z) segin la tabla 5.2, os-
ervandose las transiciones de fase q en los valores esperados y los limites
superior e inferior del exponente de Lyapunov.
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Figura 5.31: 8(q) y o(q) vs ¢ para m = 8192



5.2 Analisis de las propiedades dinamicas del atractor de

Feigenbaum. 161
1.1249 1
_ 0} ]
=3

a i
-1 F .
w
-2.249 1
-3 -2 -1 01111 1 1.8889 3

g

Fignra 5.32: 8(q) v o(q) vs ¢ para m = 129

i+ 1

|
0.3974 ]
07944 1
_2 = -

6 -4.0348 -2 0 2 i 8034
4

Fienra 5.33: J(q) vy oiq) vs g para 0= 133



162 Resultados




Capitulo 6

Conclusiones

A continnacién presentamos las conclusiones principales derivadas de éste
trabajo de investigacién. Primero estableceremos las conclusiones generadas
de la primera parte de la tesis, que se refiere al estudio de la parte estdtica
del atractor de Feigenbaum mediante el grupo de renormalizacién. En esta
SeCcC1011:

» Estudiamos las propiedades estaticas del atractor multifractal de la
familia de mapeos tipo logistico f(z) =1 —rjz|* (0 <r <2y z > 1)
en el borde del caos (esto es para r = r..).

= Empleamos la transformacion de grupo de renormalizacién de Feigen-
baum sobre la funcion de particion estructural del sistema, eliminando
sistematicamente secciones del multifractal a través de la composicion
funcional del mapeo.

= El andlisis de la evolucion de la dimension generalizada D, a través de
la TGR nos llevo a encontrar los puntos fijos de ésta.

= Los puntos fijos de la TGR para D, se encuentran relacionados con la
funcién de escalamiento 7(q) = ¢/7 la cual presenta los valores de es-
calamiento permitidos para cada mapeo, mostrando una discontinuidad
en los valores permitidos igual a An(q) = D_\, — D_1.

= La relacion anterior corresponde ademas con los resultados encontrados
previamente por Tsallis y colaboradores [19, 20], donde su indice de no
extensividad ¢ se encuentra relacionado con las propiedades estaticas
del multifractal mediante la expresién 1/(1—¢q) = D=L — D1 = An(q).
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» Estos puntos fijos corresponden ademas, con la dimension critica de
cada una de las dos secciones fundamentales del multifractal. Una de
ellas es la zona cercana a = 0 donde los puntos del atractor se en-
cuentran menos concentrados y la otra corresponde a la zona cercana
a z = 1 donde los puntos del atractor se encuentran mas concentrados.

» El brinco en la funcién n(g) puede ser considerada como una discon-
tinuidad entre dos ramas de la energia libre estdtica del sistema F
definida a través de la dimensién generalizada D,.

= La relacién encontrada entre la férmula de Tsallis y nuestra funcién
de escalamiento 7(q) indica que una explicacién de esta relacion es
que el sistema a lo largo de su evoluciéon dinamica pasa de una seccion
del multifractal a otra. La diferencia entre los factores de escala carac-
teristicos de cada una de estas regiones provoca un brinco en la energia
libre estatica que se refleja en las propiedades dindmicas del sistema a
través del exponente de Lyapunov ¢ generalizado y en el indice de no
extensividad gq.

De la segunda parte del trabajo de investigacién donde estudiamos el
aspecto dinamico del atractor de Feigenbaum encontramos lo siguiente:

» Se establecié un manera sistematica para determinar el valor de los dié-
metros dy, a través de la orbita superestable en r = r, que llamamos
orbita maestra (6rbita superestable).

= Mediante éste método se construyé numéricamente la funcién de es-
calamiento o(m, z).

= Se determind de manera rigurosa el valor del exponente de Lyapunov
q generalizado A, mediante las propiedades de la funcién de punto fijo
de la transformacién de grupo de renormalizacién de Feigenbaum para
los mapeos con maximo de orden z cuando tomamos como condicion
inicial z(0) = 1.

= El valor encontrado analiticamente para A (1) corresponde con el re-
portado previamente y que fué obtenido mediante distintos métodos
[21, 18, 19].

= Mediante el andlisis del comportamiento de la sensibilidad a las condi-
ciones iniciales &, que resultan tener expresiones exponenciales g se
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encontraron varios conjuntos de valores del exponente de Lyapunov ¢
generalizado y sus correspondientes indices de no extensividad ¢ y @)
para diferentes condiciones iniciales y finales.

Estos conjuntos de valores del exponente de Lyapunov ¢ generalizado
para diferentes condiciones iniciales, nos permitieron construir una serie
de espectros del exponente A;, donde en cada uno se presentan dos
transiciones de fase tipo Mori en dos valores criticos de q que coinciden
con los valores de los indices de no extensividad encontrados del analisis
a través de la sensibilidad &,.

A través de la descomposicion del espectro de exponentes de Lyapunov
q genaralizados con distintas parejas de condiciones iniciales y finales,
encontramos un conjunto discreto de valores de ¢ (indice de no exten-
sividad) provenientes de cada uno de los factores de escala que carac-
terizan locamente el multifractal.

Se calcularon de manera numérica los espectros de los exponentes de
Lyapunov 3 definidos por Anania y Politi [12], empleando las funciones
de estructura termodindmica 3(q), ¥()\) y ¢(q) definidas por Mori en
el borde del caos y se encontraron las transiciones de fase de Mori
tomando parejas de condiciones inicales y finales.

Cada uno de los espectros que encontramos mostraron tener dos tran-
siciones de fase de Mori en los valores esperados de q criticos corre-
spondientes con los obtenidos mediante el andlisis de la sensibilidad a
las condiciones iniciales que obedecen exponenciales q.

Los espectros de 3(q) obtenidos mostraron ser equivalentes a los espec-
tros de A, calculados.

Lo anterior muestra que, al descomponer el espectro de 3(q) reportado
inicialmente por Mori [14] (el cual corresponde con considerar muchas
condiciones iniciales y que presenta una transicion de fase q en un valor
de q, = 1,7555) considerando parejas de condiciones iniciales y finales,
obtenemos una serie de espectros individuales que muestran cada uno,
dos transiones de fase tipo Mori en dos valores especificos de q.

Estos valores criticos de q donde se presentan las transiciones de fase
de Mori y que denotamos por ¢ y ), nos lleva a los resultados encon-
trados por nosotros correspondiendo con los indices de no extensividad
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generados por el andlisis de la sensibilidad a las condiciones iniciales
y relacionados entre si por la expresién ) = 2 — ¢ proveniente de las
propiedades de las exponenciales q.

= La parte lineal con pendiente —(1 — ¢) observada en la funcién de
estructura termodindmica ¥(A) por Mori también se observa en cada
uno de los espectros individuales, sin embargo aqui se observa ademas
otra parte lineal positiva con pendiente +(1 — ¢) correspondiente con
la segunda transicién de fase presente.

= El espectro individual correspondiente a tomar en cuenta sélo los dos
factores de escalamiento correspondientes con la region cercana a z = 0
y z = 1 (regién mas espaciada y mas apretada del multifractal respec-
tivamente), indica dos transiciones de fase tipo Mori en los dos valores
de q criticos ¢ = 00,2445 y @ = 1,7555. Este 1ltimo corresponde con
el observado por Mori, y el primero con el indice de no extensividad
reportado anteriormente. Ambos se encuentran relacionados a través
de las propiedades de las exponenciales q como ya se ha mencionado.

En conclusion llevamos a cabo el estudio de las propiedades estaticas del
atractor de Feigenbaum mediante la transformacién del grupo de renormal-
izacion de Feigenbaum. Esta consiste en la composicion funcional y reescalamien-
to del mapeo original. Al readaptar esta TGR sobre la funcion de particion
estatica del sistema, eliminamos sistematicamente secciones ordenadas del
multifractal original. Los puntos fijos encontrados para la dimension genera-
lizada Dy mostraron estar conectados con la relacion encontrada por Tsallis
entre la dindmica a través del indice de no extensividad ¢ y la estdtica a
través de las dimensiénes D_., y D, dada por 1/1 —q= D_), — DZ'. Una
explicacién de ésta propiedad es que, a lo largo de su evolucién dindamica el
sistema visita la parte del multifractal donde la dimension dominante es D
y pasa a la zona donde la dimension dominante es D_ . El paso de una zona
a otra requiere de un brinco en la energfa libre estatica AF = D~} — Dz que
se refleja en la relacién dindmica a través del indice q. Encontramos ademas
que la transicion de fase observada por Mori en el espectro de exponentes de
Lyapunov generalizados aparece en un valor de q, igual al valor del indice
no extensivo = 2 — ¢ encontrado a través del andlisis de la sensibilidad a
las condiciones iniciales por medio de exponenciales q. La descomposicion de
éste espectro en parejas de condiciones iniciales y finales muestran un con-
junto de espectros de exponentes de Lyapunov generalizados, que muestran
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cada uno dos transiones de fase g en los valores criticos ¢; y Q); conectados
entre si mediante la relacién QQ = 2 — ¢;.

Hemos logrado nuestros objetivos delineados en el planteamiento del prob-
lema (seccion 3.5). Nuestros resultados, que son rigurosos, permiten entender
la relacion entre los estudios de la dindmica en el borde del caos llevados a
cabo por Politi, Mori y colaboradores [14, 72] y los estudios mas recientes de
este mismo problema llevados a cabo por Tsallis, Robledo y colaboradores
que muestran la validéz de la estadistica no extensiva para el borde del caos.
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