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Resumen

Esta tesis se desarrollé con el fin de determinar el comportamiento de la bifurcacién
del rio Mezcalapa en los rios Samaria y Carrizal a través de un modelo matematico. El
problema en dicha zona es que con el paso del tiempo el caudal que deriva por el rio
Carrizal estd aumentando.

Se presenta la deduccién de las ecuaciones hidrodindmicas en dos dimensiones y se
resuelven por medio del esquema de diferencias finitas de MacCormak. El transporte
de sedimentos se calcula con la ecuacion de Engelund-Hansen.

Se simulan cuatro posibles causas que dan origen al aumento en el gasto del rio
Carrizal, de ellas, la tinica que produce dicho aumento es la condicién de que existe un
gradiente hidraulico mas grande en el rio Carrizal que en el rio Samaria, esto produce
que el flujo circule preferentemente por el rio Carrizal y que la velocidad sobre el rio
Samaria dismunuya, lo que da origen a una zona de depdsito en la entrada de dicho rio.
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Capitulo 1

Introduccion

La intencién de desarrollar un modelo bidimensional con transporte de sedimentos
es estudiar el comportamiento del rio Mezcalapa en la bifurcacién los rios Samaria y
Carrizal, ubicados en el estado de Tabasco.

En este trabajo se plantean las ecuaciones hidrodindmicas para flujo bidimensional
a superficie libre interrelacionadas con ecuaciones de transporte de material de fondo,
y se desarrolla una metodologia para la solucién del sistema formado por las dos ecua-
ciones dindmicas, la de continuidad del agua y la de sedimento.

En un rio con fondo mévil las cotas z varian con el tiempo, dichos cambios estan
directamente relacionados con el transporte de sedimentos, es por ello que se utilizan
ecuaciones de transporte para determinar la evolucién del fondo.

El problema existente en dicha bifurcacién es que con el paso del tiempo, el por-
centaje del caudal proveniente del rio Mezcalapa que ingresa por el Carrizal estd au-
mentando, tal como se muestra en la figura 1.1, la cual fue tomada de la referencia 11.
Esto puede deberse a la pérdida de capacidad en el rio Samaria o a un aumento de
capacidad del rio Carrizal, o a una combinacion de las dos. Lo anterior repercute en las
inundaciones que se presentan en la ciudad de Villahermosa, ubicada en las orillas del
rio Carrizal. El incremento en el gasto de este 1ltimo rio puede deberse a la cantidad
de sedimentos que se estd depositando en la entrada del rio Samaria (figura 1.2), lo
cual obliga al agua a circular preferentemente por la entrada del rio Carrizal.

El modelo desarrollado tiene el fin de simular el comportamiento de la bifurcacién,
probar en diferentes modelaciones, variando niveles de la superficie libre del agua,
hidrogramas de entrada y condiciones topograficas, cudl de ellas es la que da origen a
un aumento en el gasto que deriva por el rio Carrizal. Uno de los objetivos principales
es tratar de representar el fenémeno de depésito en la zona de la entrada al rio Samaria
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Figura 1.1: Porcentaje del gasto que deriva por el rio Carrizal, del gasto proveniente
del rio Mezcalapa (tomada de la referencia 11)

que ocurre actualmente. Se espera que con este trabajo en el futuro podrdan simularse
diferentes opciones para revertir la pérdida de capacidad del rio Samaria y disminuir
el caudal que estd derivando por el rio carrizal.

En este trabajo se presentan las bases tedricas para calcular el flujo bidimensional
a superficie libre, asi como su implantaciéon numérica, acopladas con las ecuaciones de
transporte de sedimento, aqui se plantean para simular una bifurcacién sin embargo, el
modelo desarrollado puede ocuparse para cualquier otro caso, siempre que se cumplan
con las condiciones descritas en los capitulos 2 y 3.



Zona probable
de deposito

(WA
Mezcalapa O

‘ifoza/

Figura 1.2: Zona de depésito en la bifurcaciéon
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Capitulo 2

Ecuaciones hidrodinamicas para
flujo bidimensional

En este capitulo se deducen las ecuaciones diferenciales parciales necesarias para
modelar un flujo bidimensional a superficie libre, se trata de tres ecuaciones, la primera
es la de conservacion de la masa y la otras dos corresponden a la conservacién de mo-
mento en las direcciones de los ejes x v y.

Las ecuaciones antes mencionadas se deducen a partir del principo de conservacion
de propiedades fisicas expresado primero como una ccuacion integro diferencial, a partir
de la cual se llega a las versiones diferenciales.

2.1. Hipdtesis para las ecuaciones de flujo bidimen-
sional a superficie libre

Las hip6tesis para obtener de las ecuaciones hidrodinamicas, de acuerdo a la refer-
encia 2, son las siguientes:

1. El flujo es incompresible esto es, p = ¢, ¢ es constante.
2. Se supone una distribucién hidrostatica de presiones en la direccién vertical.
3. La pendiente del fondo es suave ( cosa, = 0 y cosay, =0 ).

4. El flujo ocurre predominantemente en un plano horizontal, y las velocidades en
la direccién vertical ( eje z) son muy pequenas.

5. La friccién en el fondo puede calcularse con las ecuaciones de flujo permanente.

11



CAPITULO 2. ECUACIONES HIDRODINAMICAS PARA FLUJO
BIDIMENSIONAL

La deduccién de la ecuacion de conservacion se realiza con ayuda de lo planteado
en el capitulo 1 la referencia 8.

2.2. Ecuaciéon de conservacion

La cantidad total de una propiedad fisica ® dentro de una masa de control (2y¢)
se calcula con la integral siguiente

¢ = / pPdSd (2.1)
Qpre

Donde ¢ es la propiedad fisica analizada expresada por unidad de masa. El cambio
de la propiedad fisica ® en el tiempo esta dada por la ecuacion 2.2

{
pddQl = £ pod) + / pp(v - n)dS (2.2)
(N Qe Sve 3

dt J

e

Donde

Que masa de control

Qve  volumen de control

Syc  superficie del volumen de control

densidad especifica del fluido

propiedad fisica en estudio, expresada por unidad de masa
vector de velocidad en el plano XY en la superficie de control
vector normal a la superficie de control

5 o< e

La parte derecha de la ecuacién 2.2 se obtiene al derivar ¢ respecto al tiempo.

dd d
— = — pddSd
dt ~ dt Jo,.

De acuerdo con la referencia 8, la ecuacién de conservacién (2.2) puede enunciarse
de la siguiente manera

El cambio en cantidad de la propiedad fisica ® respecto al tiempo en una masa de
control estd dado por el cambio en el tiempo de la propiedad fisica dentro de un volumen
de control (Qyc) mds el flujo total de la propiedad fisica a través de las fronteras del
volumen de control (Syc) .

12



2.3. ECUACION DE CONSERVACION DE LA MASA

El dltimo término de la ecuacion 2.2 se denomina convectivo. En adelante al volumen
de control Qe se le denomina € y a la frontera del volumen de control Sy, se le
denomina S.

2.3. Ecuacion de conservacion de la masa

Si en la ecuacion de conservacion se hace ¢ = 1, se llega a la ecuacion integro
diferencial 2.3

|
: [de+/ p(v-n)dS = L pdQ (2.3)
Ly

dt dt Jome

Pero como el principio de conservacion de la masa establece que una cantidad de
masa (masa de control) dada no puede variar en el tiempo, puesto que la materia no
se crea ni se destruye, entonces

d
- pdQ =0
dt Jo,e
por lo tanto
d "
r de + { p(v-n)dS =0 (2.4)

La ecuacién anterior est.a.blece que el cambio de la cantidad de masa dentro de un
volumen de control mas la cantidad de masa que sale por las fronteras debe ser igual
a cero.

Por otra parte, el teorema de divergencia de Gauss permite expresar a una integral
de superficie como una integral de volumen.

/p(v-n)dS=fV-de
S Q

Entonces el principio de conservacién de la masa puede escribirse de acuerdo con
(2.5). Con dicha ecuacién se puede obtener la versién diferencial de conservacién de la
masa para flujo bidimensional.

jt / 2G4 / V.vdQ =0 (2.5)

En la figura 2.1 se presentan los elementos para evaluar la primera integral de la
ecuacion 2.5

d d
e f pd§) = 5 —(p Az Ayh)

13



CAPITULO 2. ECUACIONES HIDRODINAMICAS PARA FLUJO
BIDIMENSIONAL

S (frontera del volumen de control)

/ \\/_Q (volumen de control)

'/
r i nat o

-~ u
// Ay X

AX

Figura 2.1: Volumen de control

para evaluar la segunda integral de (2.5)

[V-de =V . (vpAz Ayh)
Ja

Debido a que el término p Az Ay es constante, puede salir de las derivadas parciales,
y sustituyendo los dos resultados anteriores se llega a la expresién diferencial.

pAarAy% +pAxzAyV - (hv) =0

Simplificando términos

h
% +V-(Av) =0 (2.6)
Y desarrollando el gradiente

oh , ohu  Ohw _
ot Oz oy

La ecuacion anterior es la ecuacion diferencial de conservacion de masa.

0 (2.7)

2.4. Ecuacion de cantidad de movimiento

De acuerdo a la segunda ley de Newton, el cambio de momentum (mv) puede
calcularse como la suma de fuerzas que actian sobre la masa del volumen de control

d(’;") =Yt (2.8)

donde

14



2.4. ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

m masa contenida en el volumen de control
S f suma de fuerzas que actiian en el volumen de control
v vector de velocidad en el plano XY en la superficie

Haciendo ahora que la propiedad fisica estudiada sea ¢ = v, sustituyendo en la
parte derecha de la ecuacion 2.2 y considerando que masa de control €2 es diferencial,
v con la ecuacion 2.8 se tiene

d
% pvdSZ =5 f (2.9)

Sustituyendo el resultado anterior en la ccuacién de conservacion 2.2 se llega a la
ccnacion integro diferencial de conservacion de cantidad de movimiento

h‘ pde+ /pv(v-n)ds = E f (2.10)

La primera integral de la ecuacion 2.10 puede desarrollarse de la siguiente manera,
apoyandose en la figura 2.1 donde se muestra el volumen de control €2 dentro de un flujo
bidimensional a superficie libre, como se trata de una integral de volumen entonces se
puede evaluar como se muestra a continuacion

{

r:'i pvd() = —(VpAJ Ayh)

d

7 pde pAx Ay (vh) (2.11)

Az dimension en la direccién del eje x del volumen de control
Ay dimensién en la direccién del eje y del volumen de control

h  tirante en el flujo del volumen de control

v vector de velocidad en el plano XY en el volumen de control

Desarrollando la segunda integral de (2.10), que es el denominado término convec-
tivo se llega a lo siguiente

Apv(V<n)dS= Uspuv.nds]%+ [/Spw-nds]j

y aplicando el teorema de divergencia de Gauss a la expresién anterior

15



CAPITULO 2. ECUACIONES HIDRODINAMICAS PARA FLUJO
BIDIMENSIONAL

!

/S,ov(v-n)dS - u v (puv)dﬂ] i+ [/nv - (pw)dﬂ]} (2.12)

donde
u componente de velocidad en la direccién x
v componente de velocidad en la dircccion y
i vector unitario en la direccién
7 vector unitario en la direccién x
v vector de velocidad en el plano XY, v = ui + vj

Las dos integrales de volumen de (2.12) pueden calcularse nuevamente con ayuda
de la figura 2.1

/pv(v .n)dS = [V (puvAz Ay h)] e+ [V - (puvAz Ay h)] j
s
Agrupando terminos se llega a (2.13)
/,ov(v -n)dS = pAz Ay [[V (uhv))i + [V - (vhv)]}] (2.13)
s

Las fuerzas a considerar en la ecuacién 2.10 para determinar la magnitud de ) f
se dividen en dos grupos:

1. Fuerzas de superficie (presién, esfuerzos cortante y normal, tensién superficial,
etc.)

2. Fuerzas de cuerpo (gravedad, fuerzas centrifugas y de coriolis, etc)

2.4.1. Fuerzas de superficie

Existen fuerzas que actian sobre la superficie S que delimita el volumen de control,
tales como la friccién, a estas fuerzas se les denomina fuerzas de superficie.

Las fuerzas de friccion se producen en el contacto del agua con el fondo del rio, el
esfuerzo cortante en esta drea se calcula con la siguiente expresién.

7o = gpRrSy
donde:

16



2.4. ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

70 esfuerzo cortante en el fondo
Sy pendiente de friccion
Ry, radio hidrdulico para el volumen de control, en este caso R, = h

La pendiente de friccién Sy es funcién de la velocidad, en los ejes « y y se tienen
las velocidades u y v respectivamente, por lo tanto se tienen valores de pendiente de
friccion en ambos ejes, Sy, y Sy, v puede expresarse como una cantidad vectorial.

Sf — Sf-_.—:' + Sj'yj

La fuerza de friccion que actia en el fondo del cauce es igual al esfuerzo cortante
multiplicado por el drea A en la que actua en el volumen de control, A = Az Ay, por
lo tanto

Fe=-AzAygphSs (2.14)

Tiene signo negativo porque actiia en direccién opuesta a la velocidad.

[T g
F.
i Z
. = h
Fd 1_'
X
! Ax |

Figura 2.2: Fuerzas de presion en la direccion del eje x

El tirante h se presenta en el centro del volumen de control, como el nivel del
tirante varia en la direccién del eje x, como se ve en la figura 2.2, entonces se tiene
una diferencia de presiones entre las caras derecha e izquierda del volumen de control
mostrado. la fuerza de presién que actia en la frontera izquierda es

gp (,, Oh*Az
F=%(r-2-2)A

2 (h oz 2 )Y
y la fuerza en la frontera derecha

gp (., Oh? Az
=——|h*+——)A
B ( * oz 2 v

17



CAPITULO 2. ECUACIONES HIDRODINAMICAS PARA FLUJO
BIDIMENSIONAL

Sumando las dos fuerzas anteriores se tiene la fuerza de presiéon que actia en el
volumen de control debida a la variacién del tirante en la direccién z.

B gp Oh? "
b= 2 Oz Azy

Haciendo un desarrollo andlogo en la direccién y se obtiene

Si la fuerza de presion se expresa como una cantidad vectorial se llega a lo siguiente

: s gp Oh?. Oh?.
Fp = F:r,i + ij = —?Aiﬂy (a—ll + 5;]

Expresando las derivadas de h? con respecto a z y y como un gradiente Vh?, se
llega a la expresion para determinar las fuerzas en el volumen de control debidas a la
presion.

F, = —%Qm Ay Vh? (2.15)

2.4.2. Fuerzas de cuerpo

Las fuerzas que actuan en cada punto del volumen de control Q tales como el peso,
se denominan fuerzas de cuerpo.

En las fuerzas de cuerpo se tienen las debidas al peso de la masa contenida dentro
del volumen de control.

Figura 2.3: Fuerza debida al peso del volumen de contro

18



24. ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La fuerza que actia en la direccién del eje x debida al peso, F,., se obtiene con
ayuda de la figura 2.3, donde dicha fuerza es debida a la proyeccién del peso en la
direccion del eje .

Fu. = W sena,

el peso W se obtiene de multiplicar el volumen por la densidad del fluido, W =
Ax Ay hp, por otra parte, cuando a es pequeno puede considerase que sena = tana,
y como tana = S, entonces

Fuz = Az Ay h So;
Procediendo de manera analoga para la direccién del eje y se tiene

Fiy = Az Ay hSo,

La fuerza debida al peso que actia en el volumen de control expresada en términos
vectoriales queda

Fo=AcAyhpyg (SU.,.-E 4 S{}yj)

Soz ¥ Soy son las pendientes del fondo en x y y respectivamente. Si la cota del fondo
es z entonces las pendientes se pueden expresar como derivadas respecto a * v y

0z
S0 =~
0z
%=,

Finalmente la fuerza debida la peso queda expresada por la ecuacion 2.16

Fow=AzAyhpgVz (2.16)

2.4.3. Ecuacion diferencial de cantidad de movimiento

Sumando las fuerzas de friccién, presién y peso que actian en el volumen de control
se tiene

Y f=-F¢-F,+F,

Sustituyendo las fuerzas dadas por las ecuaciones 2.14, 2.15 y 2.16 en la sumatoria
de fuerzas se llega a la expresion 2.17

Y f=AzAypg (—hsf = %wﬁ % th) (2.17)

19



CAPITULO 2. ECUACIONES HIDRODINAMICAS PARA FLUJO
BIDIMENSIONAL

Sustituyendo (2.11), (2.13) y (2.17) en la ecuacién de conservacién de cantidad de
movimiento (2.10) se tiene

. . 1
p Az Ay%(hv)+p Az Ay [[V (uhv))i + [V - (Uhv)]j] =AzAypy (—-th - §Vh2 + th)
simplificando términos
d . . 1
E(hv) + [[V (uhv)]i+ [V - (vhv)]j] =g | —hS¢ — §Vh + hVz
reorganizando se llega a la ecuacién diferencial parcial vectorial dada por (2.18)

%(hv] 4 [[v (hv)]i + [V - (uhv)]j} & gvhi’ — gh(Vz—S¢) (2.18)

La expresion (2.18) es la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento en
forma vectorial, desarrollandola se llega a las dos ecuaciones escalares (2.19), (2.20)

Ohu  Ohu?® Ohuv g Oh? 0z

gon_ i l-%% .5 2.19
ot + or + dy +2 Ox ( oz Sf) ( )
Ohv  Ohv*  Ohuv g Oh? 0z

i s s 2.20
% o o ooy 7 (ay Sfy) (A20)

Las ecuaciones (2.7) (2.19) y (2.20) son un sistema hiperbdélico de ecuaciones difer-
enciales parciales que al resolverse permiten conocer las velocidades u y v y el tirante
h en un flujo bidimensional a superficie libre.

A veces es mas practico utilizar el nivel total del agua H, en lugar del tirante

H=h+2 (2.21)
donde

H nivel total de la superficie libre del agua
h  tirante
z  cota del fondo

Para ello es necesario desarrollar las derivadas de h? respecto a z y y

Oh? oh
5o = 2hs (2.22)

20



2.4. ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

sustituyendo el resultado anterior y reagrupando valores en (2.19)

Ohu  Ohu®  Ohuv oh 0z
hl =—+ | =—ghSy; 2.2
ot g Oz i dy +g£(3£+aw) s (23)
Uniendo las derivadas de h v z por derivada de H y procediendo de la misma
forma para (2.20) se tienen finalmente las ecuaciones (2.24) v (2.25) de cantidad de

movimiento en las direcciones de los ejes & y y respectivamente.

Ohu  Ohu?  Ohuv oH i :
h— = —qghSy. 2.24
% s T oy 1O 9/40r= (224)

Ox

Ohv  Ohv?  Ohuv oH
h— = —g hSy, 2.25
ot i dy & ox +g£6y 91y (225)
Es preferible utilizar el sistema formado por (2.7), (2.24) y (2.25), debido a que
maneja el nivel total del agua, H, y los célculos no se ven afectados si se tiene un fondo

irregular. El tirante h se puede calcular a partir de H, h = H — 2.

Finalmente el sistema a resolver para obtener la hidrodindmica del cuerpo de agua
estd conformado por (2.7), (2.24) y (2.25). Dicho sistema ya no es rigurosamente con-
servativo puesto que se abrio la derivada de h*
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Capitulo 3

Solucion de las ecuaciones
hidrodinamicas

En este capitulo se presenta el esquema de MacCormack para la solucién de las
ecuaciones hidrodindmicas de flujo bidimensional a superficie libre.

Las ecuaciones hidrodinamicas deducidas en el capitulo anterior pueden represen-
tarse como una ecuaciéon diferencial vectorial

9 h ; hu 9 0
— | vh | +=— | hu® | +gh— | H | +
ot | i , oz

vh hou 0

+ 0 huv | + gh-g- 0 | =| —ghSs (3.1)
Y\ m? Y\ H —ghSpy

A cada término vectorial se le asignan los nombres de variables siguientes

h
U= | uh (3.2)
vh
hu
E, = | hu? (3.3)
hvu
0
0



CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

S=[ —ghSy 3.7)
—ghSy,

Con lo cual la ccuacion 3.1 puede reescribirse de la siguiente manera

5} 0 0 ad d
aU + QEI e gh%Ez + éTyFl + Q}L%Fz =8 (3.8)

La ecuacion 3.8 es una ccuacion diferencial parcial hiperbdlica no lineal de primer
orden.

3.1. Esquema de MacCormack

Existen diferentes versiones del esquema de diferencias finitas, como puede obser-
varse de las referencias 2, 3 y 5. En el presente trabajo se emplea el esquema propuesto
en la referencia 2.

El esquema se basa en diferencias finitas, la regién donde se resuelve la ecuacién 3.8
se discretiza en una malla rectangular, como en la figura 3.1. Los valores que se obtienen
al resolver la ecuacién diferencial son los componentes del vector U™*!, a partir de los
cuales se obtienen los valores primarios u, v, h. Dichas variables se encuentran valuadas
en el centroide de cada uno de los elementos (volimenes) de la malla.

La forma de discretizar la ecuacion 3.8 implica definir a los operadores de diferencias
hacia adelante o hacia atras en la direccién z y y. Sea G una funcién vectorial, las
diferencia hacia atras en z se define como:

sz Gi.j_Gi.j—l (39)
y hacia adelante

Az — Gf.j-l—l — Gi,j (310)

de igual manera, la diferencia hacia atras en la direccién del eje y
Vy = Gg.j = Gg_1,j (311)
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3.1. ESQUEMA DE MACCORMACK

% ¥

a) b)

Figura 3.1: Malla de céilculo

v hacia adelante

Ay =G,y — Gy (3.12)

El esquema de MacCormack se divide en una fase de prediccién y otra de correc-
cién, las derivadas parciales en = y y se descomponen en diferencias hacia adelante o
hacia atras, en la fase de prediccién se utiliza una de ellas y en la correccién la com-
plementaria. La ecuacion 3.8, en la fase de prediccion utilizando diferencias hacia atras
queda

At

U;; = Ul = 5o (Va(Ba)l + ghi,; Va(Ea);) +
At N
~ (V4 (F1)2; + ghZ, Vy (F2)7,) + AtS?; (3.13)

La fase de correccion utilizando los operadores de diferencias hacia adelante es

% n At * * *
U5 = Ul — =z (Be(Ba)i; + ghi;0a(E2)i;) +
At " . N .
- Ay (Ay(Fl )i+ ghiJAy(Fz)g‘j) + AtS;; (3.14)

El resultado final para el tiempo n + 1 se obtiene de promediar los resultados de la
fase de prediccion (3.13) y la de correccién (3.14).

1 * ¥
En las referencias 2, 3 y 5 se indica que es recomendable alternar el orden de las
diferencias hacia adelante y hacia atrds en las fases de prediccién y correccién de las
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CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

Cuadro 3.1: Combinaciones posibles para las ecuaciones de prediccion y correccién

Combinacién Fase Término E | Término F
1 prediccién Va Vy
correccion e Dy
2 prediccién Vs Ny,
correccion A, Vy
3 prediccién A, A%
correccién Ve Vy
4 prediccion Ny Vy
correccion V. Ay

ecuaciones 3.13 y 3.14, en la tabla 3.1 se muestran las cuatro posibles combinaciones
de diferencias que se pueden usar.

Como ejemplo se tiene que usando la combinacion 3 las ecuaciones quedarian de la
siguiente manera

prediccion:
* ™ At T mn mn
Uiy = Ul = &7 (Ba(Ba)i; + ghiyAc(Ea)i;) +
At
= (Ay(F1); + ghi; Ay (F2)?;) + AtS?; (3.16)
correccion: .
*% i1 At * * *
U =U; - A (Va(Er)i; + ghi;Va(E2);) +

At

Ay (vy(Fl)Rj + gh;;Vy(F2)

) + AtSy; (3.17)

*
i

En una sucecién de célculos de tiempo n+1, n+2, n+3 y n+4 se alternaria el orden
de los operadores de diferencias usando la combinacién 1, 2, 3 y 4 respectivamente para
cada tiempo, iniciando con la combinacién 1 para el tiempo n + 5.

3.2. Condiciones de frontera

Se tienen dos tipos de frontera, las cerradas corresponden a fronteras por las cuales
no hay un flujo de salida, por ejemplo las mérgenes de un rio, y las fronteras abiertas,
es por donde se presenta un flujo que esta entrando o saliendo de la regién analizada.
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3.2. CONDICIONES DE FRONTERA

3.2.1. Fronteras cerradas

Existen tres formas de considerar las fronteras cerradas, la primera es utilizar la
ley de pared, es decir, aplicar la teoria de la capa limite para conocer la distribucion
de velocidades en las regiones cercanas a la pared. La segunda es considerar una ve-
locidad nula en la pared, se hace la hipétesis de que no hay velocidad tangencial en
la frontera. Las dos formas anteriores permiten determinar la distribucién de veloci-
dades en las celdas que colindan con las paredes y con ello evaluar las derivadas de
la ecuacidn 3.8. La tercera forma, que es la empleada en este trabajo, se denomina de
libre deslizamiento o pared reflejante, consiste en suponer que existe una celda con las
mismas caracteristicas del otro lado de la frontera, con igual velocidad en la direccion
de la frontera y velocidades de igual magnitud pero sentido contrario en la direccion
perpendicular a la frontera, como se ve en la figura 3.2 a y b. Cuando la frontera es
paralela al eje x, y la celda en la frontera tiene velocidades u y v en las direcciones
de los ejes = y y respectivamente, las velocidades en la celda ficticia serdn u, y —v,
la velocidad perpendicular a la frontera, v, es la que cambia de signo, y la velocidad
paralela a la pared, u, se mantiene igual. Sucede lo mismo con una frontera paralela al
eje y, en este caso la velocidad que cambia de signo en la celda ficticia es w.

=5
—

=
-
Frontera cerrada
= (pared)
1.
|
——
<

a)

VI Celda en la frontera

Frontera cerrada (pared)

V4

LI

Celdaen la Celda

| e

| Celda ficticia frontera § ficticia
N
N

X

Figura 3.2: Pared reflejante: a) paralela al eje z b) paralela al eje y

Cada celda puede tener diez posibles estados referentes a las fronteras, ocho de los
cuales se muestran en la figura 3.3; los otros dos corresponden al caso combinado de
fronteras tipo 1 y 2 y también a la combinacién de fronteras tipo 3 y 4, estas dos
situaciones no se consideran en este trabajo. En cada uno de estos casos se evalian los
operadores de diferencias necesarios, con lo cual se obtienen los resultados mostrados
en los cuadros 3.2 y 3.3. Alli se muestran los valores resultantes de los operadores de
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CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

diferencias para E; y F;, los resultados para E, y F2 no se muestran debido a que
valen cero cuando se evalian de manera perpendicular a una frontera cerrada.

#3
el th L, £
(1) (2) ®) 4)
7 f / /
L.: 777 T—., 77 / T_. L.

(5) (6) (7) (8)

Figura 3.3: Posibles posiciones de celdas en fronteras cerradas

3.2.2. Fronteras abiertas

En la frontera por la cual esta entrando el flujo al dominio donde se resuelven las
ecuaciones hidrodinamicas, el nimero de las variables que deben ser conocidas depende
del tipo de régimen que se tenga; si el régimen es subcritico se requiere conocer dos
variables, lo comiin es conocer el gasto en todo tiempo (Q"*!) y la otra variable se
infiere de suponer que la velocidad transversal a la frontera es igual a cero.

Las celdas que se encuentran en esta frontera no se calculan con las ecuaciones
3.13 y 3.14 debido a que ya es conocida una velocidad y es posible determinar el gasto
unitario, sélo es necesario calcular una variable mas. En este caso se emplea la ecuacién
de continuidad. Suponiendo que el flujo entra en la direccién del eje z, la velocidad en
la direccién del eje y es cero (v = 0) por lo cual la ecuacién de continuidad se reduce
a la siguiente expresién

oh  dhu _
o or
n+1

Expresando la ecuacién anterior en diferencias finitas y despejando hj'j” se tiene

0 (3.18)

- ” At " "
hift = hi; — e ((hu)j41 = (hu)i3? (3.19)
n+1

El término (hu);;" se obtiene de dividir el gasto Q"*! entre el ancho de la seccién
transversal de la frontera de entrada. (hu)}f' = ¢"*' = Q"*'/B. En los valores ante-
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3.2. CONDICIONES DE FRONTERA

Cuadro 3.2: Operadores de diferencias en celdas con una frontera cerrada

Tipo de Celda | Operaciéon | Resultado
2hv
1 Vy(F1)i ( 2huv )
—'ZhL
2 8y(F1)i ( —2huv )
/ Qhu
3 VI(EI)LJ’ )
Zh_ut*
—2hu
4 -'/—\‘,T(El)e.j ( )
—2huv
Cuadro 3.3: Operadores de diferencias en celdas con dos fronteras cerradas
Tipo de Celda | Operaciéon Resultado
5 V.(Ey);; | Igual que en la celda tipo 3
V,(F1)i; | igual que en la celda tipo 1
6 Az(Ey)i; | Igual que en la celda tipo 4
V,(F1)i; | igual que en la celda tipo 1
7 VI(El)i,j Igual que en la celda tipo 3
Ay(Fy)i; | igual que en la celda tipo 2
8 Az(E;)i; | Igual que en la celda tipo 4
A,(F1)i; | igual que en la celda tipo 2
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CAPITULO 3. SOLUCION DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

riores j = 0, debido a que se trata de la frontera de entrada.

Si el flujo entrara en direccién paralela al eje y, la velocidad paralela al eje z en las
celdas de esa frontera seria cero (u = 0) y para determinar h}; se procederfa de una
manera andloga a como se hizo con las ecuaciones 3.18 y 3.19.

En la frontera por donde sale el flujo de la region, en flujo subcritico, es nece-
sario conocer dos variables, lo comiin es conocer el tirante y suponer que la velocidad
transversal es cero, si el flujo es paralelo al eje « entonces v = 0, en este caso se emplea
la ccuacién dindmica en la direccién del eje x; con la consideracién de que la velocidad
transversal es cero, se tiene

Ohu  Ohu? oH

E + P + gh—a? = —QthI (320)

Expresando en diferencias finitas la ecuacién anterior y despejando (hu :‘;’1 se tiene

At

(hu)?jl = (hu)i; — o ((huz):j - (hug);"j_l) +
PLT S " "
~ Az M (Hi = Hijoy) — Atghi Sy (3:21)

Si en la frontera de salida el flujo es paralelo al eje y, se tiene que u = 0 se emplea la
ecuacién dindmica en la direccién y y se hace un desarrollo similar al de las ecuaciones
3.21 y 3.20.

3.3. Procedimiento de calculo

En las secciones anteriores de este capitulo se obtuvieron las ecuaciones en for-
ma discretizada para resolver las ecuaciones hidrodindmicas empleando el esquema de
MacCormack. Ahora se describe el procedimiento a seguir para hacer una programa
computacional que implemente el esquema descrito.

La informacién requerida considerando que el flujo es subcritico es el gasto en la
entrada, los niveles en la salida, si se trata de una bifurcacién es necesario conocer las
elevaciones en los dos brazos, los dos valores de frontera anteriores deben conocerse
para cualquier tiempo.

En lo que sigue se considera que el flujo de entrada a la regién del problema es por

la frontera izquierda perpendicular al eje z (frontera oeste), y la salida es por la frotera
derecha (frontera este).
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3.3. PROCEDIMIENTO DE CALCULO

El procedimiento para preparar la informacién requerida es el siguiente.

1. En la regién de estudio se genera una malla rectangular, con M celdas en la
direccién x y N celdas en la direccién y, (ver figura 3.1 a). Las celdas que queden
fuera de las margenes del rio se marcan como inactivas (ver figura 3.1 b).

2. Se identifican las celdas que corresponden a la frontera de entrada y las celdas de
la frontera de salida. Una nomenclatura para identificar celdas activas o inactivas,
o de frontera es la siguiente

Tipo de celda Identificador
Celda inactiva 0
Celda activa (que no es 1
frontera de entrada o salida)
Frontera de entrada 2
Frontera de salida 3

Debido a que las celdas que se encuentran junto a las fronteras cerradas se pueden
identificar facilmente verificando si existen celdas inactivas a su alrededor o si se
encuentran en la frontera de la malla, pude programarse el algoritmo para que

identifique esta celdas y les asigne el tipo correspondiente de los mostrados en la
figura 3.3.

3. Se especifican los niveles de cota z; ; en las celdas activas y el gasto en la frontera
de entrada, ya sea con un hidrograma o asignando un valor constante; en la fron-
tera de salida se especifica el nivel h; ;. Con lo anterior se inician las iteraciones
en el tiempo.

Los valores iniciales de velocidad y tirante, h®, u° y v° deben ser conocidos y para
calcular los valores en el tiempo n + 1 el procedimiento de célculo es el siguiente:

1. Se calculan los valores de prediccién en las celdas activas, que no corresponden a
celdas de entrada o salida empleando la ecuacion de prediccién 3.13. Se identifica
si correponde a una celda de frontera, si es asi debe definirse a qué tipo de celda
corresponde de las mostradas en la figura 3.3, y de acuerdo con ello se utiliza
el resultado adecuado de los mostrados en los cuadros 3.2 o 3.3 para evaluar los
operadores de diferencias.
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n+1 l'1+1

2. En las celdas de la frontera de entrada ya es conocido v"** = 0 y el valor (hu);;
se obtiene de dividir Q™*! entre el ancho transversal de la frontera de entrada
h’f“ se obtiene a partir de la ecuacién 3.19 con lo cual ya se conocerian todos
los valores del vector Uf't! en el cual (hv)?f! = 0.

:.-i—l n+1

3. En la frontera de salida h; = 0 sélo resta
calcular (hu):‘__;l_ esto se hace con la ecuacion 3.21 con lo cual }a son conocidos
todos los valores del vector U;‘j’l.

ya es conocido y considerando que v}’

4. Se calculan los valores de correccién con la ecuacién 3.14. Para las celdas que se
encuentren en fronteras cerradas se utilizan los resultados de los cuadros 3.2 y
3.3 para evaluar los operadores de diferencias. En este paso y en anterior se debe
alternar en cada tiempo de célculo el orden de los operadores de las ecuaciones
3.13 y 3.14 como se indica en el cuadro 3.1.

5. Se calculan los valores de U{‘J.“ promediando los valores predichos y corregidos
con la ecuacion 3.15.

6. En este punto ya se tiene el calculo de los vectores U”"rl en todas las celdas
activas, ( con identificador mayor o igual a 1) y con dlchos vectores es posible
determinar las variables primitivas:

n+l _ pn+l
hiy = hi;
. (hu)n—!-l
Tt =
1. hn-{v}.
n+1
.y n+1
hi g

La manera de evaluar la pendiente de friccién en direccién de z y de y es empleando
la ecuacién de Chezy.

1
sz = ﬁuv u? + v? (322)

1
Sfy = 'h’—C"E’UV u? + v? (323)
Donde C es el coeficiente de Chezy. Si éste coeficiente se evaliia con la férmula de
Manning, las ecuaciones 3.22 y (3.23) quedan
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2
n 1
fr Wuv'uz + v? (3.24)
3

Sf_i.' = 7a3

Donde n es el coeficiente de friccion.

3.4. Condiciones de estabilidad

Para que el esquema de MacCormack en dos dimensiones sea estable el niimero de
Courant (,, debe cumplir con la siguiente condicién

1

(u++/gh) + (v+/gh)
Ax Ay

At< C, (3.26)

El ntumero de Courant debe ser siempre C,, < 1,0.
Por otra parte, se recomienda utilizar un filtro numérico debido a que el esquema
presentado produce algunas oscilaciones en los resultados. El filtro consiste en afectar

el vector U (descrito por la ecuacién 3.2) de la celda 7, j por los valores de los vectores
U de las celdas que se encuentran alrededor.

R= U,‘_l‘j + U,‘+1‘j + U;‘,j—l T Ui.j-t-l (32?)

Ul = (1-4a)U;; +aR (3.28)

El valor del factor de peso a se recomienda entre 0 < a < 0,25. El filtro se aplica
cada cierto nimero de iteraciones, el valor final filtrado es U{, i+

3.5. Verificacion del modelo

Con lo descrito en las secciones anteriores de este capitulo se gener6é un programa
de cémputo; una manera de verificar los resultados que produce dicho programa es
compararlos realizando cédlculos por otra metodologia que ya sea conocida.
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3.5.1. Comparacién con un modelo unidimensional

Se calcula el perfil de un canal en 1-D, a través de la ecuacién dindmica para flujo
permanente en una dimensién (3.29). La deduccién de esta ecuacién se encuentra en
la referencia 12.

dh _ S{} = Sf
== (3.29)

donde F es el numero de Froude.

Se emplea un canal con ancho B = 100m, gasto Q = 50m3/s, longitud L = 200m
y pendienete Sy = 0,001. En la figura 3.4 se muestra el perfil obtenido de resolver la
ecuacion 3.29 y el obtenido por medio del equema de MacCormack, dividiendo el canal
en una malla de 200 elementos, con Az = 10m y Ay = 10m. Para Las condiciones
mencionadas el tirante normal es h,, = 0,422m y el critico es h. = 0,295m.

Se observa que el resultado del modelo bidimensional es practicamente el mismo
que el obtenido al resolver la ecuacién unidimensional.

3.5.2. Comparacién con un modelo bidimensional

Para verificar el comportamiento del modelo en un problema bidimensional se em-
plean los datos del el experimento reportado en la referencia 9, donde se presentan
resultados de mediciones realizados en un canal rectangular con un espigén.

Los datos a emplear corresponden al experimento A2 de la referencia 9 y se presen-
tan en el cuadro 3.4. Se indica que el flujo es uniforme y el tirante igual a h = 0,223m,
como no se especifica la pendiente ni la rugosidad, se fija la pendiente en Sy = 0,0001,
para lo cual el coeficiente de rugosidad debe ser.n = 0,16565. En la figura 3.5.2 se
muestra el arreglo del canal para las pruebas.

Cuadro 3.4: Datos para la prueba de flujo bidimensional

tirante h 0.223 m
Ancho del canal B 09156 m
Longitud de espigén 0.15 m
Gasto @ 0.0453 m*/s
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Figura 3.4: Comparacion de los resultados optenidos por el esquema de MacCormack
planteado v por la ccuacién de flujo permanente resuelta con el esquema de Runge
Kutta de cuarto orden

La malla empleada se compone de 360 celdas en la direccién = y 61 celdas en la
direccién y, las celdas son cuadradas con dimensiones Az = Ay = 0,015m. El itervalo
de tiempo empleado fue At = 2s.

Como condicién inical se especificé que las velocidades fueran cero, y el nivel de
agua constante, se dio un hidrograma que parte de cero y llega al gasto especificado en
20 segundos, el modelo llega a una condicién estable después de simular aproximada-
mente 20 minutos. El campo de velocidades se muestra en la figura 3.6. La componente
de velocidad en la direccién x, u, se muestra en diferentes secciones transversales en la
figura 3.7.
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Figura 3.5: Canal con espigén empleado para la prueba, las dimensiones est4n en metros
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Figura 3.6: Campo de valocidades en el canal con espigén
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Capitulo 4

Transporte de sedimento

En los capitulos anteriores se plantearon las ecuaciones hidrodindmicas para flujo
bidimensional a superficie libre, ahora en este capitulo se revisa el planteamiento para
determinar el arrastre de sedimentos, y determinar cémo evoluciona el fondo de un
cauce ocasionado por el transporte total de fondo.

El sedimento transportado se cuantifica en peso o volumen de manera unitaria, si
se designa en peso se denomina g, y sus unidades son kg/(m - s), si es en volumen
entonces se utiliza g, con unidades m3/(m - s); el subindice & corresponde al tipo de
transporte, como se verd mas adelante.

4.1. Tipos de transporte

La forma en que se transporta el sedimento puede clasificarse en seis tipos que
dependen del material y del lugar donde ocurre el transporte. Los grupos de materiales
transportados se dividen en material del fondo y de lavado; el primero es el mismo
material que conforma el lecho del cauce, el material de lavado es sedimento fino,
como limos o arcillas y se transporta siempre en suspension. El material de fondo se
transporta en la regién denominada capa de fondo o suspendido. El material de lavado
se transporta siempre suspendido.

4.1.1. Arrastre en la capa de fondo

El material de fondo del cauce es arrastrado por la corriente dentro de la denomi-
nada capa de fondo, la cual, segiin Einstein, tiene un espesor de dos veces el diametro
de las particulas del fondo, aunque otros autores han propuesto un espesor diferente.

El arrastre de sedimento es funcién de las caracteristicas hidrdulicas de la corriente,
de la geometria del cauce y de las caracteristicas fisicas del material del fondo. Se

39



CAPITULO 4. TRANSPORTE DE SEDIMENTO

denomina con el subindice B.

4.1.2. Transporte de material del fondo en suspension

Esta formado por el material del fondo que es transportado en suspension por
la corriente, se encuentra en movimiento arriba de la capa de fondo. Este tipo de
transporte se origina por la velocidad y turbulencia de la corriente que levanta las
particulas del fondo y las mantiene en suspension, la concentracién disminuye cuando
la velocidad y la turbulecia son pequenas. Las fuerzas que tratan de mover las particulas
del fondo son las de arrastre y sustentacién originadas por la corriente, las fuerzas que
impiden su movimiento son el peso propio y la friccién de las particulas con las que se
encuentra en contacto; una vez que la particula se encuentra en movimiento, la Gnica
fuerza que impide su movimiento es su peso. A este tipo de transporte se denomina
con el subindice BS

4.1.3. Transporte total de fondo

Es el material de fondo que se transporta tanto en la capa de fondo como de forma
suspendida, por lo cual este tipo de transporte es igual a la suma del material de arrastre
de fondo mas el material de fondo en suspensién. Se denomina con el subindice BT

gsr = 9B + 9BS (4.1)

La expresién (4.1) permite calcular el peso unitario de material de fondo total
transportado, de la misma forma se podria calcular el volumen unitario ¢gr.

4.1.4. Transporte de lavado

Es material muy fino que se transporta en suspensién y no corresponde al material
del fondo del cauce. Su origen es debido a la erosién ocasionada por las lluvias en las
cuencas de aportacién al rio o por la erosién de las méargenes del mismo. El transporte
de este tipo de material no es funcién de las caracteristicas de la corriente o de la
geometria del cauce. Si no son conocidas las caracteristicas del materidl de fondo, se
considera material de lavado aquellas que tengan un didmetro menor o igual a 0,062mm.
Este tipo de transporte se denomina con el subindice {.

4.1.5. Transporte en suspension

Es el material total que se transporta en suspensién, la suma del material de fondo
en suspensién mas el material de lavado, se denomina con el subindice S

9s = gL + 9gBs (4.2)
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4.2. CUANTIFICACION DEL TRANSPORTE TOTAL DE FONDO

4.1.6. Transporte total

Estd constituido por el total de las particulas que son transportadas, la suma del
material total de fondo mas el de lavado, se denomina con el subindice T’

gr = g + gsr (4.3)

o también puede evaluarse de la siguiente manera

gr =g+ gs (4.4)

4.2. Cuantificacién del transporte total de fondo

El cambio en el tiempo de las caracteristicas del fondo de un cauce se debe a la
sedimentacion o la erosion del lecho, los fendémenos anteriores se pueden estimar cuando
se calcula por el transporte total de fondo.

Para este trabajo se propone utilizar el criterio de Engelund - Hansen. El volumen
unitario de material trasportado se calcula con la siguiente expresién

0,05U°

e —————— 4.!
4BT /_\.2\/_60’.5(}(?3 (4.5)

donde

gpr transporte total del material de fondo en m?®/(m - s)
U  velocidad media del flujo em m/s

dsg  diametro medio de las particulas del fondo en m

A densidad relativa del material, adimensional A = 151
g aceleracién de la gravedad en m/s?

C  coeficiente de Chezy en m'/?/s

Utilizando la férmula de Manning y considerando que el radio hidraulico es igual
al tirante Ry = h, el coeficiente de Chezy se puede calcular con la expresién siguiente

1/6
o L (4.6)
n
Sustituyendo (4.6) en (4.5) y agrupando los términos constantes se llega a
Us
asr = K7 (4.7)

donde K es un coeficiente de términos constantes
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3
K — 0,05n

=8 i (4.8)

4.3. Determinacién del depdsito o de la erosion

De aqui en adelante el gasto de material de fondo se denomina con g;.

qsy + (Ay/2)dqsy/dy

Qsx - (AX2)qse/ 0x g M | Qs+ (AX/2) s/ dx

Z
M /
X Qsy - (Ay/2)dqs/ )y

Figura 4.1: Volumen de control para cuantificar el depédsito de sedimento

El volumen de control mostrado en la figura 4.1, permite determinar la cantidad
de material que entra y sale del volumen de control. El flujo de material que entra al
volumen de control por la frontera oeste, en un intervalo de tiempo At es

(qw . aq“) AyAt (4.9)

2 Oz
El material que sale por la frontera este es

Az 0¢sy
(st & TE) AyAt (4.10)

En la direccién y el flujo de material que entra por la frontera sur es

A 6 8
(qsy e UL “) AzAt (4.11)

2 Oy
En la frontera norte el material que sale es

Ay 0y
(q3y+ 2 By ) AzAt (