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Resumen 

Las características de los robots paralelos los hacen particularmente apropi­
ados para numerosas aplicaciones. Por ejemplo como manipuladores capaces 
de soportar grandes cargas, simuladores de vuelo, micromáquinas, centros de 
maquinado, etc. 

Por la complejidad de su implementación, su control y su diseño, repre­
sentan hoy en día un gran problema y reto de análisis. 

En este trabajo de tesis se propone un diseño acerca del mecanismo de 
Plataforma Paralela Esférica, el cual consta de una base fija, un plato móvil 
y tres cadenas cinemáticas, cada una de ellas formadas por dos eslabones. 

Se desarrolla una síntesis del mecanismo mediante dos métodos, denomi­
nados: método de matrices de desplazamiento y método del ángulo constante. 
Mediante la síntesis, es posible obtener distintas configuraciones del mecan­
ismo. 

Una vez seleccionada la configuración que cumple con los requerimien­
tos, es posible proponer el diseño de un prototipo de la Plataforma Paralela 
Esférica. De esta forma se realiza un modelo sólido del mecanismo con sus 
respectivas dimensiones. 

Posterior a la síntesis se realiza un análisis cinemático mediante el método 
de forma cerrada, así mismo se lleva a cabo un balanceo del mecanismo, a 
través del método de contrapesos. 

Para validar el balanceo logrado, se desarrolla un análisis estático y 
dinámico, empleando el método de trabajo virtual; de esta forma es posi­
ble obtener también el valor de los torques requeridos para el movimiento de 
la plataforma paralela. 



Prólogo 

En la actualidad existe un gran interés por parte de los investigadores en 
cuanto a los robots paral~los, esto es debido a sus numerosas aplicaciones. 

Por lo anterior, en este trabajo de tesis se propone un diseño acerca del 
mecanismo de Plataforma Paralela Esférica tipo 3R, denominado también 
Robot Paralelo Esférico de 3 grados de libertad, el cual consiste en el desar­
rollo de la síntesis del mecanismo, así como de su análisis cinemático, estático 
y dinámico. 

En el capítulo 1 de esta tesis se presenta un resumen de los estudios previos 
acerca de los mecanismos y en especial la descripción de los manipuladores 
paralelos esféricos. También se plantean los objetivos del proyecto. 

Algunos conceptos fundamentales sobre los métodos matriciales en la cin­
emática se muestra en el capítulo 2. 

En el capítulo 3 se desarrolla la síntesis de la plataforma, utilizando dos 
métodos de solución. Dicha síntesis se utiliza para obtener las posiciones 
iniciales de la configuración deseada; logrando asi proponer el diseño de un 
prototipo para la plataforma paralela esférica. 

El comportamiento cinemático de la plataforma se muestra en el capítulo 
4, obteniendo el desplazamiento, la velocidad y la aceleración mediante el 
método de forma cerrada. Con base en el análisis cinemático, en el capítulo 
5 se propone el método de contrapesos para lograr el balanceo. 

Dicho balanceo es validado empleando el método de trabajo virtual para 
el análisis estático y dinámico, respectivamente, el cual es presentado en 
el capítulo 6. Finalmente en el capítulo 7, se muestran las conclusiones 
derivadas del proyecto. 
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Capítulo 1 

Generalidades 

1.1. Introducción 

En este primer cápitulo, se justifica y plantea el proyecto de tesis, así como los 
objetivos generales y particulares que se pretenden cubrir. Se definen conceptos 
relacionados con la teoría de mecanismos y las máquinas. Así mismo se describen 
las características más importantes de los mecanismos de plataforma paralela, a 
fin de predeterminar las condiciones hacia el diseño de la misma. 

1.2. Justificación 

El crecimiento continuo e impresionante de los conocimientos sobre cinemáti­
ca y dinámica de las máquinas en las últimas décadas ha venido a reforzar los 
métodos de análisis y desarrollos comunes de los mismos. 

El presente trabajo de tesis surge del análisis de mecanismos esféricos y 
plataformas paralelas. Con el fin de conjuntar ambas áreas de estudio, se in­
vestigó sobre su uso y aplicación, originando el tema de tesis "Diseño de una 
Plataforma Paralela Esférica" (PPE), el cual es conocido como robot parale­
lo de tres grados de libertad (3 GDL). 

Los manipuladores paralelos pueden ser encontrados en distintas aplicaciones, 
como por ejemplo, simuladores de vuelo (Stewart, 1965), articulaciones ajusta­
bles (Reinholtz y Gokhale, 1987), máquinas para minería (Arai, 1991), aparato 
posicionador (Gosselin y Hamel, 1994), y máquinas caminantes (Waldron, 1984). 

Recientemente han sido desarrollados como centros de máquinados de multi­
grados de libertad, con alta velocidad y alta precisión (Giddings y Lewis, 1995). 

Dentro de los usos y a:plicaciones más comunes que se tienen para estos tipos 
de mecanismos se encuentran las máquinas de control numérico ( CNC ) para 

1 
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realizar trabajos de manufactura; esto es debido a que permiten facilmente orien­
tar la pieza de trabajo en una posición deseada con cierto ángulo de inclinación, 
permitiendo que la máquina herramienta realice el maquinado ya programado. 
Así mismo se utilizan en los sistemas de simulación de vuelo, ya que poseen la 
ventaja de su fácil orientación y capacidad para sostener o llevar grandes cargas 
[1]. . 

El principal propósito de este trabajo de tesis es contribuir en el estudio de 
las plataformas paralelas esféricas en relación con el análisis y diseño, empleando 
para esto, los métodos vectorial y algebraico para la síntesis y el análisis cin­
emático, respectivamente; realizando un balanceo estático empleando el método 
de contrapesos y un análisis de equilibrio estático y dinámico mediante el método 
de trabajo virtual. 

Finalmente, en una etapa posterior construir un prototipo de la PPE para 
comprobar los resultados obtenidos analíticamente y a la vez profundizar en el 
análisis del comportamiento cinemático y dinámico en estos mecanismos. 

1.3. Objetivos 

Objetivos Generales 
El objetivo principal es la síntesis y el análisis de UJ).a PPE de tres GDL, 

desarrollando para esto: 

1) Una síntesis cinemática 

2) Un análisis cinemático (método algebraico) 

3) Un análisis de balanceo (método de contrapesos) 

4) Un análisis estático y dinámico de fuerzas (método del trabajo virtual) 

El método de balanceo con contrapesos se aplicará a la PPE con el fin de 
conseguir su equilibrio estático, de esta forma se logra que los torques requeridos 
para su movimiento sean mínimos. También se pretende comprobar el balanceo 
logrado, aplicando el método de trabajo virtual para el equilibrio estático y 
dinámico. 

Objetivos Particulares 

1) Lograr una síntesis adecuada y crear eslabones simétricos. 

2) Realizar el análisis cinemático de la PPE mediante el método algebraico, 
para obtener posición, velocidad y aceleración, que serán utilizados en el 
análisis dinámico. 
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3) Aplicar el método de balanceo con contrapesos, para lograr el equilibrio 
total del cuerpo rígido que forma la PPE, respecto de cualquier orientación. 

4) Mediante el método de trabajo virtual lograr comprobar los resultados 
obtenidos del balanceo, verificando el equilibrio estático del cuerpo; además 
de determinar el análisis dinámico del mismo y obtener finalmente el valor 
de los torques requeridos. 

5) Verificar que se cumplan las expectativas del trabajo de tesis, en cuanto al 
diseño de la PPE. 

Con los objetivos anteriores se logrará contribuir significativam~nte en el es­
tudio del comportamiento cinetoestático del mecanismo esférico debido a que nos 
permitirá conocer los movimientos esperados del mismo; logrando así contar con 
una herramienta matemática y visual para comprobar si el diseño considerado 
es adecuado o no para los propósitos que se persigan. 

1.4. Definiciones 

Un mecanismo [2) , puede definirse como una combinación de varios cuer­
pos conectados por medio de articulaciones, cuyo propósito es transformar el 
movimiento. 

Una máquina es un ensamble de uno o más mecanismos, junto con otros 
componentes eléctricos o hidráulicos, usados para transformar energía externa 
en trabajo u otra forma de energía. 

El manipulador mecánico de un sistema robótica es un mecanismo, el cual 
pasa a ser una máquina al adaptarle un microprocesador para su control, sensores 
de fuerza, encoders y otros accesorios que son incorporados para que la energía 
externa se convierta en trabajo. 

Los mecanismos [3) , se pueden clasificar en: planos, esféricos y espaciales; 
el criterio para distinguirlos se basa en los movimientos. 

Un mecanismo plano [4], como se muestra en la figura 1.1 [11), es aquel en el 
cual todos los cuerpos rígidos describen curvas planas en el espacio y todas estás 
se encuentran en planos paralelos; es decir, los lugares geométricos de todos los 
puntos son curvas planas paralelas a un solo plano en común. El eslabonamien­
to plano de cuatro barras, la leva de disco y su seguidor, y el mecanismo de 
corredera-manivela son ejemplos conocidos de mecanismos planos. 
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Figura l. l. Mecanismo plano de 4 barras. 

Un mecanismo esférico [3], es aquel, en el cual los ejes de todos los pares 
de revoluta se interceptan en un punto en común llamado el centro de la esféra, 
corno se muestra en la figura 1.2. [11]. 

Figura 1.2. Mecanismo esférico de 4 barras. 

Un mecanismo espacial [3], como el mostrado en la figura 1.3 [11], es aquel 
en el cual algunos eslabones experimentan un movimiento tridimensional en el 
espacio. 
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Figura 1.3. Mecanismo espacial. 

1.5. Descripción de Manipuladores Paralelos 

El diseño de manipuladores paralelos data de 1962 con Gough y Whitehall, en 
1965, Stewart diseño un manipulador de plataforma para su uso como simulador 
de vuelos. 

En 1983, Hunt realizó un estudio sistemático de la estructura cinemática de 
manipuladores paralelos. Desde entonces los manipuladores paralelos han sido 
estudiados extensivamente por numerosos grupos de investigadores [1]. 

Los manipuladores paralelos son clasificados como planar, esféricos o 
espaciales, de acuerdo con sus características de movimiento. En la figura 1.4 
[18], se muestra un manipulador paralelo, el cual consiste de una plataforma 
móvil que es conectada a una base fija alrededor de un cierto número de piernas. 

Específicamente, el número de piernas es igual al número de grados de libertad 
(GDL) y cada una de ellas es controlada por un actuador, los cuales van montados 
a la base fija. Por esta razón los manipuladores paralelos son algunas veces 
llamados manipuladores de plataforma paralela o mecanismos de plataforma 
paralela. 

La plataforma móvil es el punto de ate~ción del mecanismo, debido a que 
según su aplicación, soportará una carga, guiará una herramienta o sólo será un 
efector final. 
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Figura 1.4. Robot Paralelo de 6 GDL. 

Debido a que la carga externa puede ser repartida en los actuadores, los 
manipuladores paralelos tienden a tener una gran capacidad de soporte de carga. 
Los manipuladores paralelos poseen la ventaja de su alta rigidez, baja inercia y 
su gran capacidad de carga. Sin embargo, sus desventajas son su relativamente 
pequeña utilidad de espacio de trabajo y dificultades en el diseño; además su 
cinemática directa es un problema muy complejo. 

La figura 1.5 (19], muestra un simulador de vuelos el cual es una de las muchas 
aplicaciones que tienen las plataformas paralelas. 

La figura 1.6, representa un manipulador paralelo de 6 GDL formado por 3 
cadenas cinemáticas, dicho manipulador fué desarrollado en el Laboratorio de la 
Universidad de Laval en Canadá. Este es un nuevo tipo de plataforma paralela 
espacial, la cual puede ser balanceada estáticamente por medio de resortes (16]. 

La figura l. 7, muestra el denominado " Ojo Ágil" o robot de visión, el cual 
es una de las aplicaciones que se le han dado a los manipuladores paralelos; fué 
desarrollado en 1993 en el Laboratorio de la Universidad de Laval en Canadá. 
El ojo ágil es un manipulador paralelo esférico de 3 GDL, 3 RRR; desarrollado 
para la rápida orientación de una cámara [16]. 

Los mecanismos esféricos [1] , pueden ser considerados como un caso especial 
de mecanimos espaciales, debido a que se presentan como una consecuencia de 
una geometría especial en la orientación partícular de los ejes de sus juntas. 
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Figura 1.5. Simulador de Vuelos (Stewart ). 

Figura 1.6. Manipulador paralelo. 

Figura 1.7. Robot de visión. 
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Para manipuladores de eslabonamiento esférico, el único tipo de junta per­
misible es el tipo de junta de revolución (R), y todos los ejes de las juntas se 
intersectan en un punto en común, llamado el centro esférico. 

El manipulador mostrado en la figura 1.8, es un manipulador paralelo esférico 
de 3 GDL, 3 RRR; el cual es objeto de estudio en esta tesis. 

Figura 1.8. Manipulador paralelo esférico de 3 GDL. 



Capítulo 2 

Métodos Matriciales en la 
·Cinemática 

2.1. Introducción 

En el presente capítulo se describen los métodos matriciales y su aplicación en 
el análisis de cuerpos rígidos. Con el uso de la notación matricial aquí descrita, se 
desarrolló el análisis para la PPE. Se hace mención sobre las formas matriciales 
que se emplean para describir la rotación o el movimiento angular de un cuerpo 
en el espacio tridimensional. 

2.2. Matrices de Rotación 

El desplazamiento total de un cuerpo rígido [5], puede ser siempre consider­
ado como la suma de sus componentes básicos: la rotación angular del cuerpo 
más el desplazamiento lineal de cualquier punto de referencia arbitrario fijo en 
el cuerpo rígido (usualmente el centro de masa) . 

El movimiento angular puede ser descrito de diferentes maneras, las más 
comunes son: 

1) Un conjunto de rotaciones alrededor de un conjunto derecho de ejes carte­
sianos. 

2) Ángulos de Euler. 

3) Rotación angular alrededor de un eje arbitrario en el espacio. 

En la siguientes secciones se describirán brevemente cada uno de ellos. 

9 
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2.2.1. Rotación Alrededor de Ejes Cartesianos 

U na matriz de rotación de 3 x 3 se puede definir como una matriz de trans­
formación que opera sobre un vector de posición en un espacio tridimensional 
y transforma sus coordenadas expresadas en un sistema de coordenadas rotado 
Ox'y' z' (sistema ligado al cuerpo) a un sistema de coordenadas de referencia fijo 
Oxyz . 

En la figura 2.1 se dan dos sistemas de coordenadas rectangulares, los sistemas 
Oxyz y Ox'y'z'. Ambos sistemas de coordenadas tienen sus orígenes coincidentes 
en el punto O. El sistema de coordenadas Ox'y'z' está girado con respecto al sis­
tema de referencia Oxyz. 

z 
z' 

X x' 

Figura 2.1. Sistema rotado. 

Considerando una rotación con ángulo a alrededor del eje z (ver figura 2.2) 
para un vector de longitud constante fijo en un cuerpo rígido rotando. Las com­
ponentes del vector v antes y después del desplazamiento son medidos respecto 
a los ejes fijos xyz. 

'f 

1
v1 
1 

/ '~· // a 1 

z ---WR~#',r-~-- ·----L~~-x 

Figura 2.2. Rotación de un vector con respecto a un eje z fijo. 
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De la figura 2.2 anterior, se tiene: 

V2 V1 x1 + V1y1 + V1 z1 

A A A A A 

- (v1xca)i + (v1xsa) j - (v1ysa)i + (v1yca)j + v 1z k 
A /\ A 

(v1xca - V1ysa) i + (v1ysa + V 1yca)j + V1z k (2.3.1) 

pero también: 
A /\ A 

V2 = V2xi + V2yj + V2z k (2.3.2) 

siendo s = seno, c =coseno. Igualando las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2), obtenemos: 

V2x V1xCO: - V1ySa 

V2y - V1ysa + V1yCa 

V1 z 

por lo tanto, matricialmente para una rotación a alrededor de z se tiene: 

Para una rotación /3 alrededor de y: 

[ 

V2x ] _ [ c/3 O s/3 ] [ V1x ] 
V2y - Ü 1 Ü V1y 

V2z -s/3 Ü c/3 V1z 

Para una rotación de¡ alrededor de x: 

[ 

V2x ] [ 1 Ü Ü ] [ V1x ] 
V2y Ü C/ -S/ V1y 

V2z Ü S/ C/ V1z 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

estas son las llamadas matrices básicas de rotación, las cuales describen la 
rotación de cualquier vector fijo en un cuerpo rígido. 

Las matrices básicas de rotación se pueden multiplicar entre sí para represen­
tar una secuencia de rotación finita (matriz de rotación compuesta) respecto 
del eje principal del sistema de coordenadas Oxyz . Como las multiplicaciones de 
matrices no conmutan, es importante el orden o secuencia de realización de 
las rotaciones. Por ejemplo, para desarrollar una matriz de rotación que repre­
sente una rotación de ángulo a respecto del eje Ox seguida por una rotación del 
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ángulo e respecto del eje O z, seguida por una rotación del ángulo <P respecto del 
eje Oy; la matriz de rotación resultante que representa estas rotaciones es: 

[R] = [Rq,,y] [Ro,z) [Ra,x] 

[ 

c</J O s<P ] [ ce o 1 o se 

-s<P O c</J O 
~~e ~ ] l ~ c~ -~a ] 

O 1 O sa ca 

[ 

c<jJce 
se 

-s<jJce 

s<jJsa - c<jJseca c<jJse sa + s<jJca ] 
ceca -cesa 

s<jJseca + c<j>sa c<jJca - s<jJsesa 
(2.3.7) 

Esto es diferente de la matriz de rotación que representa una rotación de 
ángulo <P respecto de Oy seguida por una rotación de ángulo e respecto del eje 
O z, seguida por una rotación de ángulo a respecto del eje Ox. La matriz de 
rotación resultante es: 

[R] = [Ra,x] [Ro,z) [Rq,,y] 

[ ~ 
o 

O Jl cB -sB O Jl e~ o st ] ca -sa se ce o o 1 
sa ca O O 1 -s<f> o c</J 

[ cBc~ -se cBs~ ] 
casec<jJ + sas<jJ cace cases<j> + sac<f> (2.3.8) 
sasec<j> - cas<jJ sace sases<j> + cac<f> 

2.2.2. Matrices de Rotación Espaciales (respecto de un 
eje arbitrario) 

Las rotaciones [20] no siempre se realizan sobre los ejes coordenados princi­
pales. A menudo interesa una rotación sobre un eje arbitrario en el espacio, por 
lo tanto si k = (kx, ky, kzf, expresado en el marco Oxoyozo, es un vector unitario 
definido en un eje. Se quiere derivar la matriz de rotación [Rk,o] representando 
una rotación de e grados sobre este eje. 

Hay distintas formas en que la matriz [Rk,o] puede ser derivada. Por ejemplo 
la forma más simple es rotar el vector k alrededor de uno de los ejes coordenados, 
es decir zo, entonces al rotar sobre zo por e y finalmente rotar k de regreso a 
su posición original. Con referencia a la figura 2.3, se ve que podemos rotar k 
en z0 para la primera rotación sobre z0 por -a, entonces rotando sobre y0 por 
-/3. Donde todas las rotaciones son realizadas relativas al marco fijo Ox0y0z0 ,la 
matriz [Rk,O] es obtenida como: 

(2.3.9) 
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De la figura 2.3, donde k es un vector unitario, tenemos que: 

sen a 
ky 

-
Jk2 + k2 X y 

kx 
cos (} 

Jk2 + k2 X y 

sen f3 /k2 + k2 X y 

cos /3 kz 

Sustituyendo (2.3.10) en (2.3.9), se obtiene: 

donde Ve = Ver s e = 1 - ce 

kxkyVB- kzse 
k;ve +ce 

kykz V e + kxse 

Figura 2.3. Rotación sobre un eje arbitrario. 

2.2.3. Matrices de Rotación con Ángulos de Euler 

13 

(2.3.10) 

(2.3.11) 

En los ángulos de Euler [5] , el desplazamiento del cuerpo rígido está en 
función de tres ángulos de desplazamiento relativo denominados ('lj;, e, </>), ver 
figura 2.4. El termino relativo implica que los ángulos se toman en ejes x, y, z, 
los cuales están definidos en el cuerpo y no respecto a los ejes fijos X, Y, Z. En 
un inicio ambos sistemas coinciden. 
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Los ángulos 'ljJ y () son conocidos como ángulo de precesión y nutación re­
spectivamente, los cuales sirven para orientar el eje z (eje de giro) . Con el ángulo 
de rotación ( <P) el cuerpo rígido completa su desplazamiento angular. 

z 
z 

X 

x,x 

Figura 2.4. Ángulos de Euler para rotación finita de un cuerpo rígido. 

Para obtener la nueva posición de un vector v 1 después de tres giros, se 
procede de la siguiente forma: 

(2.3.12) 

de acuerdo a la definición de rotación de una matriz mostrada en el ápendice A, 
se tiene: 

[Rw,z] [Ro,x] [Rc1>,z] V1 
[Rw,o,<1>]v1 (2.3.13) 

Esta ecuación representa la rotación de un sistema con el cuerpo rígido. Por 
lo tanto, la secuencia de desplazamiento angular relativo puede ser descrita por 
una secuencia de matrices de rotación de la siguiente manera: 

[Rw,o,.p] = [Rv,,z][Ro,x][R.p,z] (2.3.14) 

las cuales forman la matriz de rotación de Euler: 

[ 

c,µc.p - Stj;CoS.p -c,µs.p - Stj;CoC.p Stj;So ] 

[~,o,.p] = st/Jc.p + c,µcosq, -st/Js.p + c,µcocq, -c,µso 

S9S<t> S9C.p C9 

(2.3.15) 

Una matriz de rotación geométricamente representa los ejes principales del 
sistema de coordenadas rotado con respecto al sistema de coordenadas de refer-
encia. 
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2.2.4. Matriz de Desplazamiento 

El movimiento plano de cuerpo rígido puede ser descrito como: 

[Ro]v1 

[ ce - se l [ vi x l se e() V1y 
(2 .3.16) 

Considerando la definición de un vector; se tiene una diferencia de puntos; un 
punto p la cola del vector y un punto q la cabeza del mismo; como se muestra 
en la figura 2.5. 

o·~---------

Figura 2.5. Desplazamiento plano de cuerpo rígido. 

Por lo tanto considerando la figura anterior, se tiene: 

(q - p) 
q 

q 

[Ro](q1 - Pi) 

[Ro](q1 - P1) + P 
[Ro](q1) + (p - [Ro](P1)) (2.3.17) 

la ecuación (2.3.17) puede ser representada mediante una matriz de desplaza­
miento homogénea: 

(2.3.18) 

sustituyendo las coordenadas de los puntos q = (qx, Qy), qi = (q1x, Q1y), p = (Px , 
Py), P = (P1x, P1y), se tiene: 

[ 

qlx ] 
qly 

1 

de manera general la ecuación (2.3.18) se escribe como: 

(2.3.19) 
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La matriz [D] de 3 x 3 es llamada matriz de desplazamiento plano; 
análogamente la representación espacial de la matriz de desplazamiento es hecha 
mediante el reemplazo de [Re] por su equivalente tridimensional [Ilip,e,.p] o [Rq,,u]: 

[ 
[Rq,,u] (p - [R.p,u]P1) l [ ql l 
000 1 1 

[D.p,u] [ i1 l (2.3.20) 

la ecuación (2.3.20) es una matriz de desplazamiento de 4 x 4, denominada 
matriz de transformación homogénea. 



Capítulo 3 

Síntesis de la Plataforma 
Paralela Esférica (PPE) 

3.1. Introducción 

El término síntesis cinemática se refiere al diseño o creación de un mecan­
ismo para obtener un conjunto deseado de características de movimiento. Existe 
una amplia variedad de técnicas disponibles, aquí se definen los métodos de Suh 
& Radcliffe [5] y McCarthy [11] ; los cuales se emplean para la síntesis de la 
PPE. 

En la práctica, la mayor parte del diseño en ingeniería comprende una com­
binación de síntesis y análisis. No puede analizarse algo hasta que no haya 
sido sintetizado. Muchos problemas de diseño de máquinas requieren la creación 
de un dispositivo con características de movimiento peculiares. Quizá se nece­
site mover una herramienta de una posición a otra en un intervalo de tiempo 
particular o se necesite describir una trayectoria particular en el espacio para 
insertar una pieza en un ensamble. Las posibilidades son interminables, pero un 
denominador común suele ser la necesidad de un eslabonamiento para generar 
los movimientos deseados. 

Por lo tanto se requiere de la síntesis para crear soluciones de eslabonamientos 
potenciales para aplicaciones cinemáticas típicas. Considerando lo anterior, en 
este capítulo se describen las características deseadas de la PPE y se desarrolla la 
síntesis dimensional para lograr que se cumplan los movimientos requeridos. 

3.2. Clases de Síntesis 

Síntesis de Tipo 
Se refiere a la elección del tipo apropiado de mecanismo mejor adaptado al 

problema. 

17 
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Síntesis de Número 
Se ocupa del número de eslabones y juntas que se requieren para obtener un 

movimiento determinado. 

Síntesis Dimensional 
Es la determinación de los tamaños (longitudes) de los eslabones necesarios 

para realizar los movimientos deseados. Este a su vez comprende tres tipos: 
generación de función, de trayectoria y de movimiento [6]. 

Generación de función, se define corno la correlación entre una función de 
entrada y una función de salida en un mecanismo. Esto es, cuando se necesita que 
un elemento de salida gire, oscile o tenga un movimiento alternativo, según una 
función del tiempo, o bien, una función del movimiento de entrada especificada. 

Generación de trayectoria es el control de un punto de la curva del 
acoplador que se hace pasar a través de un conjunto de puntos de salida de­
seados, siendo una porción de la trayectoria un arco circular, elíptico o una 
recta. 

Generación de movimiento o conducción de cuerpo rígido, es el con­
trol de una recta en un cuerpo, tal que asume un conjunto secuencial de posiciones 
prescritas. Aquí es importante la orientación del eslabón que contiene la línea. 
El interés reside en mover un objeto de una posición a otra; el problema puede 
ser una traslación simple o una combinación de traslación y rotación. 

3.3. Características de la PPE 

De acuerdo a las definiciones de síntesis ya descritas y considerando además 
que los robots pueden ser clasificados de acuerdo a varios criterios, por sus GDL, 
estructura cinemática, tecnología empleada, geometría de espacio de trabajo y 
características de movimiento; de lo anterior, podemos describir las característi­
cas deseadas de nuestra PPE, las cuales son: 

l. Por la estructura cinemática, la PPE debe estar formada por tres cadenas 
cinemáticas, cada una de ellas unidas a una plataforma móvil, considerada 
como el órgano o efector final del mecanismo. 

2. Cada cadena cinemática estará formada por dos eslabones, los cuales se 
unirán por medio de juntas rotacionales. 

3. Las cadenas cinemáticas deben ser simétricas. Cada uno de los eslabones 
forma una barra curva de un ángulo arbitrario en su configuración. 

4. Los eslabones de entrada estarán unidos a una base fija, el cual tendrá una 
forma similar a la del plato móvil. 
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5. Los GDL [17] de la PPE es de 3, de la ecuación: 

GDL = 3(n - 1) - 2p1 - lp2 

siendo n el número de eslabones, p1 el número de pares cinemáticos de un 
movimiento y p2 el número de pares cinemáticos de dos movimientos; se 
tiene que n = 8, p 1 = 9, por lo tanto: 

GDL = 3(8 - 1) - 2(9) - 1(0) = 3 

La figura 3.1 , muestra el mecanismo de la PPE de 3 GDL, los eslabones 
e1 , e2 y e3 son considerados los eslabones de entrada, los eslabones e4 , e5 y e6 

son considerados eslabones conducidos, el eslabón e7 ha sido designado como el 
eslabón de salida, el eslabón fijo no se muestra por simplicidad. 

Figura 3.1. Plataforma Paralela Esférica de 3 GDL. 

Considerando las características deseadas de nuestra PPE, se procede a r& 
alizar la -síntesis dimensional para cada uno de los eslabones que la forman, de 
manera que se cumplan las condiciones 2 y 3 ya mencionadas. 
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3.4. Síntesis de Conducción de Cuerpo Rígido 

3.4.1. Método de Matrices de Desplazamiento 

En esta sección se desarrollan las ecuaciones de diseño para los eslabones de la 
PPE, empleando la metodología de Sub [5] . Como en la síntesis de eslabonamien­
tos planos [5] , el problema general en la síntesis de mecanismos esféricos involucra 
la determinación de la primera posición de posibles ejes fijos a la tierra y ejes 
móviles sobre un cuerpo rígido en movimiento, el cual pasa a través de una se­
cuencia de posiciones que a su vez pasan por un arco círcular sobre la superficie 
de una esfera. 

Los eslabones esféricos (manivela y seguidor), como se muestra en la figura 
3.2, están formados por un punto en movimiento (puntos del círculo esférico) 
y un punto fijo correspondiente (puntos del centro esférico) los cuales radican 
sobre ejes pasando a través del origen, y deben girar el cuerpo en movimiento 
(acoplador) a través de una serie de posiciones prescritas. 

z 

puntos del circulo esferico 
Pt (Xt, Yt, Zt) 

A1 (>1t.. ,,Jr...---.--'"'------- ---- ------
(,,,,·-'/ ---

puntos del centró esferico 

AO (xO, yO, zO) 

X 

Figura 3.2. Sistema coordenado para mecanismo esférico. 

Los esfabones esféricos para conducción de cuerpo rígido son sintetizados 
por una solución iterativa de un conjunto de ecuaciones de diseño algebraicas no 
lineales simultáneas. Las iteraciones son ejecutadas usando el método de Newton 
- Raphson. Las ecuaciones de diseño son desarrolladas de la siguiente manera: 

l. Se asume que el movimiento de cuerpo rígido es conocido para ser esférico, 
las coordenadas del centro ( Ox, Oy, Oz) y el radio de la esfera son calculados 
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a partir de la ecuación de la esfera. 

(x2 + y2 + 2 2) X y z 1 
(Pi x2 + P1y2 + PJz2) Pix P1y Piz 1 
(P2x2 + P2y2 + P2z2) P2x P2y P2z 1 =Ü (3.4.1) 
(P3x2 + P3y2 + P3z2 ) P3x P3y P3z 1 
(P4x2 + P4 y2 + P4z2) P4x P4y P4z 1 

el cual puede ser expandido en la forma: 

x 2 + y2 + z2 +Ax+ By + Cz + D =O (3.4.2) 

los subíndices en la ecuación (3.4.1) se refieren a las cuatro posiciones de 
cualquier punto dado. Reduciendo dicha ecuación a la forma ordinaria: 

(3.4.3) 

se hallan entonces las coordenadas del centro esférico O= (Ox, Oy, Oz) y 
el radio esférico R para el movimiento del punto p . 

2. La ecuación (3.4.3) es entonces normalizada a la ecuación de una esfera 
unitaria dividiendo por R 2

: 

La ecuación anterior se mueve al origen de la esfera (O, O, O) , transformando 
todas las coordenadas mediante: 

x2 + y2 + z2 = i (3.4.4) 

Las coordenadas de los puntos en movimiento son entonces normalizadas, 
convertidos al sistema coordenado normal y la síntesis es realizada sobre 
la superficie de la esfera unitaria. 

3. Las matrices de desplazamiento [D ij] son calculadas mediante los métodos 
anteriormente ya mencionados en el capítulo 2. 

4. Las ecuaciones de diseño están basadas sobre ecuaciones de restricción que 
aseguran la longitud constante de los eslabones conductores y las ecua­
ciones de la esfera unitaria. Las coordenadas del punto del centro esférico 
y las del punto del círculo son respectivamente: 

ao (aox , a0y , aoz) 

ª1 - (a1x, a1y , ª1 z) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 
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Las ecuaciones de diseño de las manivelas esféricas y de la esfera unitaria 
son: 

(a1f (ai) 

(aof (ao) 

1 

1 

j = 2, 3, ... , n 

(3.4. 7) 

(3.4.8) 

(3.4.9) 

El número de ecuaciones de diseño es igual a n + 1 con 6 incógnitas (aox, 
aoy, aoz, a1x, a1y, a 1z) . Donde n es el número de posiciones a conducir. 

Considerando la figura 3.3, la cual muestra una de las cadenas cinemáticas, 
formada por dos eslabones, el plato móvil y el plato base o fijo, el cual no es 
mostrado por simplicidad; se define el problema de la síntesis para conducción 
de cuerpo rígido para la PPE. 

Figura 3.3. Cadena cinemática de la PPE. 

Definición del Problema de Síntesis 
Dado un movimiento esférico conocido del plato móvil a tráves de una serie 

de posiciones, se desea determinar la primera posición de ejes fijos y ejes móviles 
que conf arman la Plataforma Paralela Esférica. 
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Ecuaciones de Síntesis de la PPE 
Evaluando el procedimiento de las ecuaciones de diseño, para la PPE, se 

tiene: 

1. Se asume que el movimiento de cuerpo rígido es conocido para ser esférico. 
Las coordenadas del centro se designarán como O= (O, O, O) y el radio de 
la esfera será asignado como R = 15 cm. Los datos anteriores se asignan 
por conveniencia del diseño. Con esto la ecuación (3.4.3) y (3.4.4) no son 
requeridas. 

2. Las matrices de desplazamiento [D1j] son asignadas a partir de un movimien­
to deseado. 

3. Aplicando las ecuaciones de longitud constante y las ecuaciones de la es­
fera unitaria a la primera cadena cinemática de la PPE, formada por los 
primeros y segundos eslabones, tenemos las siguientes ecuaciones que re­
stringen su movimiento: 

(a2j - a1f (a2j - a1) 

(a3j - a2jf (a3j - a2j) 

(a1f (a1) 

(a2f (a2) 

(a3f (a3) 

(a2 - a1f (a2 - a1) 

(a3 - a2)T(a3 - a2) 

1 

1 

1 

donde j = 2, 3 ... , n; además considerando que: 

[D1j](a3) 

- [E1j](a2) 

(3.4.10) 

(3.4.11) 

(3.4.12) 

(3.4.13) 

(3.4.14) 

siendo [Dij] la matriz de desplazamiento del plato móvil. La cual representa un 
movimiento alrededor del eje x, con un ángulo arbitario a 1j. De igual manera 
[E1j] representa una rotación alrededor del eje a 1 , con un ángulo arbitario !3ij· 

_ [ [Rolj,x] Ü ] 
o o o 1 

_ [ [R,61j,a1] O l 
o o o 1 



3. Síntesis de la PPE 

Desarrollando la Ecuación (3.4.10) 
Se tiene: 

efectuando el producto escalar en la expresión anterior: 

(a2jf (a2j) - (a2jf (a1) - (a1f (a2j) + (a1f (a1) = 
(a2)T(a2) - (a2f (ai) - (a1f (a2) + (a1f (a1) 

simplificando: 

(a2jf (a2j) - 2(a2jf (a1) = (a2f (a2) - 2(a2f (ai) 

agrupando términos 

24 

-2 ( (a21 - a2f (a1) ) + ( (a21f (a2j) - (a2f (a2) ) - O 

T 1( T T ) (a2j - a2) (a1) - 2 (a2j) (a21) - (a2) (a2) 

Por otro lado dados los vectores u y v , sus normas se definen como: 

l1ull2 = (u)T(u) 
llUll2 

= (U)T(U) 

y considerando que [D11] y [E11] preservan la magnitud, tenemos: 

llUll
2 

= l1ul1
2 

(Uf (U) = (uf (u) 

o 
(3.4.15) 

(3.4.16) 

esto se comprueba de la manera siguiente, para U= [D](u) y sustituyendo en 
(3.4.16), se tiene: 

( [D](u) f ( [D](u) ) 
(uf[D]T[D](u) 

(uf[I](u) 

(uf (u) 

(uf (u) 
- (uf(u) 

A partir de (3.4.15) y utilizando (3.4.16), tenemos (a21)T(a21) = (a2f (a2). 
Así: 

(a21 - a2)T(a1) - ~ ( (a2f (a2) - (a2f (a2) ) - O 

(a2j - a2f (a1) - O 

( (a21f - (a2f) (a1) - O 
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sustituyendo ( a 2j) = [E1j ]( a2 ) en la expresión anterior: 

( ( [E1j](a2) )T - (a2)T) (a1) o 
( (a2f[E1j]T - (a2)T ) (a1) o 

(a2f ( [E1jf - [I] ) (a1) o 

(a2f[C1j](a1) - o (3.4.17) 

donde [C1j] = [E1j]T - [I], y la matriz [I] es la matriz identidad de 4 x 4. 

Desarrollando la Ecuación (3.4.11) 
Se tiene: 

efectuando el producto escalar en la expresión anterior: 

(a3if (a3j) - (a3jf (a2j) - (a2jf (a3i) + (a2jf (a2j) = 

(a3f (a3) - (a3f (a2) - (a2f (a3) + (a2f (a2) 

simplificando: 

agrupando términos: 

-2 ( (a2jf (a3j) - (a2f (a3) )+( (a3jf (a3i) - (a3)T(a3) )+( (a2jf (a2j) - (a2f (a2)) =O 

A partir de (3.4.16): 

y también 

por lo tanto: 
-2 ( (a2jf (a3j) - (a2f (a3) ) =O 

sustituyendo (a2j) = [E1j](a2) y (a3i) = [D1j](a3) en la expresión anterior: 

-2 ( (a2f[E1j]T[D1j](a3) - (a2f (a3)) O 
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factorizando: 

o (3.4.18) 

donde [F1j] = [E1jjT[D1j] - [I]. Finalmente de (3.4.12), (3.4.17) y (3.4.18), se 
tienen las ecuaciones de diseño para la primera cadena cinemática: 

(a2)T[C1j](a1) o 
( a2f [F Ij] ( a3) - o 

(a1f (ai) 1 

(a2f (a2) 1 

(a3f (a3) 1 

La figura 3.4, muestra la cadena cinemática 2 de la PPE. 

Figura 3.4. Cadena cinemática 2 de la PPE. 
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Las ecuaciones correspondientes a la cadena cinemática 2 se pueden escribir 
como: 

donde: 

(asf[C2j](a4) o 
( asf [F 2j]( a5) o 

[E2j] 

[C2j] 

[F2j] 

(~f (a4) - 1 

(asf (as) - 1 

(~f (~) 1 

[ 
[Ro1j,a4] O l 
o o o 1 

= [E21 f - [I] 
= [E21 f [Dij] - [IJ 

La figura 3.5, muestra la cadena cinemática 3 de la PPE. 

Figura 3.5. Cadena cinemática 3 de la PPE. 

(3.4.19) 

(3.4.20) 
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Las ecuaciones correspondientes a la cadena cinemática 3 se pueden escribir 
corno: 

(as)T[C3j](a1) o 
(asf [F3í](ag) - o (3.4.21) 

(a1f(a1) 1 

(asf (as) 1 

(a9f (a9) 1 (3.4.22) 

donde: 

[E3í] [ [R<P1J,a7] 
000 ~ l 

[C3í] [E3j]T - [IJ 
[F3í] [E3í f [D Ií] - [I] 

Ya que los sistemas resultantes para la síntesis de las cadenas cinemáticas 
de la plataforma esférica son ecuaciones no lineales, requieren para su solución 
de un método numérico iterativo. Por lo tanto se emplea el método de Newton­
Raphson. Así podemos hablar del problema de síntesis considerando la tabla 1, 
donde los valores conocidos son a 1í, esta indica los parámetros involucrados y 
las posibles soluciones en función de los datos dados. Por ejemplo para la cadena 
cinemática 1: 

posicwnes ecuacwnes variables incógnitas síntesis seleccionada 
j =3 7 11 ª1x, a1y, ª1z dando : a1x, a1y, a1z, a2x 

a2x' a2y ' a2z calcular el resto 
a3x , a3y, a3z 
/312, /313 

j=4 6 12 a1x, a1y, a1z dando : a1x, a1y, a1z 

ª2x' a2y' a2z ª2x' a2y ' a2z 
a3x' a3y' a3z calcular el resto 

/312, /313, /314 

j=5 8 13 ª1x, a1y, a1z dando : a1x, a1y, a1z 

ª2x ) a2y ' a2z ª2x, a2y 
a3x' a3y' a3z calcular el resto 

/312, /313, /314, /315 

j=6 10 14 ao, a1, h1 dando: aox, aoy, ªoz, alx 
/311, j = 2, ... , 6 calcular el resto 

Tablal.Parárnetros involucrados y posibles soluciones en función de los datos dados. 
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3.4.2. Método del Ángulo Constante 

En esta sección se desarrollan las ecuaciones de diseño para los eslabones de 
la PPE, empleando la metodología de McCarthy [11]. En la siguiente figura 3.6, 
se muestran los puntos o pivotes a 1, a 2j, y a3j, los cuales determinan la posición 
de cada uno de los eslabones respectivamente, así mismo se tienen los ángulos 
constantes a y f3, los cuales representan los ángulos de construcción de los es­
labones. 

Figura 3.6. Cadena cinemática de la PPE. 

Ecuaciones de Diseño para el Eslabón 1 de la Cadena 1 
Considerando que los ángulos en los eslabones se mantienen constantes, las 

ecuaciones de diseño son: 

(a2j) 

ll(a2j)ll 

[E1j](a2) 

1i(a2)ll j = 1,2,3 ... ,n. 

De (3.4.23) para j = 1, se tiene: 

(a21f (ai) = ll(a21)ll ll(a1)ll cosa 

(3.4.23) 

(3.4.24) 

(3.4.25) 
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por otro lado: 

(a2j) - [E1j](a2) 

[E1j] - [ [~/J¿j,01] ~ l 
para j = 1, donde (311 =Oº: 

[Eu] = [ O [~] O ~ l 
(a21) = [E11](a2) = (a2) 

sustituyendo (3.4.26) en (3.4.25) se tiene: 

De (3.4.23) queda j = 2, 3 ... , n, y usando (3.4.24) : 

(a2jf (a1) - ll(a2j)ll li(a1)ll cosa 

= ll(a2)ll ll(a1)ll cosa 

igualando (3.4.27) y (3.4.28): 

30 

(3.4.26) 

(3.4.27) 

(3.4.28) 

(3.4.29) 
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Ecuaciones de Diseño para el Eslabón 2 de la Cadena 1 
Las ecuaciones de diseño son: 

(a2j) = [E1j](a2) 

(a3j) = [D1j](a3) 

i1(a2j)ll = 11 (a2)ll 
ll(a3j)ll - i1(a3)i1 j = 1, 2, 3 .. . , n . 

De (3.4.30) para j = 1, se tiene: 

para esta posición inicial (a31) = (a3) y (a21) = (a2): 

(a3f (a2) = i1(a3)ll 1i(a2)il cos(3 

De (3.4.30) queda j = 2, 3 ... , n, y usando (3.4.31): 

(a3jf (a2j) - i1(a3j)i1 ll(a2j)ll cos,B 
= ll(a3)i1 i1(a2)il cos(3 

igualando (3.4.32) y (3.4.33): 

(a3jf (a2j) - (a3)T(a2) - O 

además (a2j) = [E1j](a2) y (a3j) = [D1j](a3) entonces: 

(a2jf (a3j) - (a2f (a3) 

( [E1j](a2) f[D1j](a3) - (a2f (a3) 

(a2f[E1jf[D1j](a3) - (a2f (a3) 

(a2f ( [E1jf[D1j] - [I] ) (a3) 

( a2)T[F 1j ]( a3) 

-

-

-

-

-

o 

o 

o 

o 

o 
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(3.4.30) 

(3.4.31) 

(3.4.32) 

(3.4.33) 

(3.4.34) 
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Finalmente de (3.4.12), (3.4.29) y (3.4.34), se tienen las ecuaciones de diseño en 
una esfera unitaria, para la cadena 1 de nuestra PPE. 

(a2)T[C1j](a1) o 
( a2f [F Ij]( a3) o 

(a1)T(a1) - 1 

(a2)T(a2) - 1 (3.4.35) 

( a3)T ( a3) 1 

Los resultados obtenidos con el método de matrices de desplazamiento (Suh 
& Radcliffe) y el método del ángulo constante (McCarthy) producen las mis­
mas ecuaciones de diseño. Los cuales son un conjunto de ecuaciones no lineales, 
y para su solución se emplea un método numérico iterativo. 

3.4.3. Solución de las Ecuaciones de Diseño 

Las ecuaciones de diseño para la síntesis son las siguientes: 

(a2)T[C1j](a1) =O 
(a2f[F1j](a3) =O 

(asf[C2j](ai) =O 
(asf[F2j](él6) =O 

(as)T[C3j](a7) =O 
(as)T[F3j](ag) =O 

(a1f(ai) = 1 
(a2f (a2) = 1 
(a3f (a3) = 1 

[E ·] = [ [R,Blj,a1] 13 o o o 

[E . ] = [ [Re1j,a4] 23 o o o 

[C1j] = [E1j]T - (1) 
[C2j] = [E2jf - [I] 
(C3i] = [E3i]T - [I] 

(éi.if (ai) = 1 
(as)T(as) = 1 
(~)T(él6) = 1 

(a7)T(a7) = 1 
(ag)T(as) = 1 
(a9f (a9) = 1 

~ l [E ·] = [ [R<1>1j,a7] 33 o o o ~ l 
~ l [D ·] = [ [Ralj,x] 13 o o o ~ l 

[F1j] = [E1jJT[D1j] - [I] 
[F2j] = [E2j]T[D1j] - [I] 
[F3i] = [E3ijT[D1j] - [I] 

Considerando que j = 3 y a partir de la tabla 1, se tiene un sistema de 7 
ecuaciones con 11 incógnitas para cada una de las cadenas que forman la PPE. 
Además el movimiento de la plataforma es conocido, siendo: 

Para resolver dicho sistema se proporcionan 4 de las 11 incógnitas. 
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Para la cadena 1 
Los datos asignados son: 

a1x 0,81649658 

a1z -0,57735026 

a3x 0,81649658 

a3z 0,57735026 

las incógnitas a calcular son las variables mostradas: 

ª1 ( 0,81649658, a1y, -0,57735026 ) 

ª2 ( a2x, a2y, a2z ) 

a3 - ( 0,81649658, a3y, 0,57735026 ) 

y además: 

!312 y f313 

los valores iniciales sugeridos en el método de Newton-Raphson son: 

a1yi 0,0043795159 

a2xi o 
a2yi 1 

a2zi o 
a3yi - 0,0043795159 

f312i -24,591604º 

f313i - -46,29805414º 

los valores de posición obtenidos de la síntesis son: 

ª1 ( 0,81649658, 0,00027372, -0,57735026 ) 

ª2 ( 0,00199545, 0,999994, -0,00287619 ) 

a3 ( 0,81649658, 0,00027372, 0,57735026 ) 

!312 -26,9214º 

/313 - -50,8685º 

dichos valores cumplen la condición del ángulo de 90º, tal que: 

(a1f (a2) = 89,7958º 

(a2f(a3) - 89,9861º 

33 
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Para la cadena 2 
Los datos asignados son: 

a4x -0,40824829 

a4z -0,57735026 

a6x - -0,40824829 

a6z 0,57735026 

las incógnitas a calcular son las variables mostradas: 

~ ( -0,40824829, a4y, -0,57735026 ) 

as ( asx, asy, asz ) 

~ ( -0,40824829, a6y, 0,57735026 ) 

y además: 
· ei2 y ei3 

los valores iniciales sugeridos en el método de Newton-Raphson son: 

a4yi 0,707106781 

asxi -0,86447296 

asyi -0,50267563 

aszi 0,0019204624 

a6yi - 0,707106781 

e12i - 11,64460557º 

e13i - 20, 132897 4599º 

los valores de posición obtenidos de la síntesis son: 

~ - ( -0,40824829, 0,707106781, -0,57735026 ) 

as ( 0,00199545, 0,999994, 0,0019204624 ) 

~ ( -0,40824829, 0,707106781, 0,57735026 ) 

812 - 11,6446º 

813 20, 1329º 

dichos valores cumplen la condición del ángulo de 90º, tal que: 

(~f (as) - 90,2082º 

(asf (~) - 90,0812º 

34 
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Para la cadena 3 
Los datos asignados son: 

a1x - -0,40824829 

a7z -0,57735026 

agx -0,40824829 

agz 0,57735026 

las incógnitas a calcular son las variables mostradas: 

a7 ( -0,40824829, a7y, -0,57735026 ) 

as ( asx, asy, asz ) 

a 9 ( -0,40824829, a9y , 0,57735026 ) 

y además: 

</>12 y </>13 

los valores iniciales sugeridos en el método de Newton-Raphson son: 

a1yi -0,707106781 

a7zi 0,86074910106 

asyi -0,5090283789 

aszi 0,0010602520 

agyi -0,707106781 

<f>12i -162,6121428º 

</>13i - -123,80716348º 

los valores de posición obtenidos de la síntesis son: 

a 7 - ( -0,40824829, -0,707107, -0,57735026 ) 

a 8 ( 0,860749, -0,509028, 0,00106025 ) 

a 9 ( -0,40824829, -0,707107, 0,57735026 ) 

</>12 -162,312º 

</>13 -123,807º 

dichos valores cumplen la condición del ángulo de 90º, tal que: 

(a1f(as) 
(as)r(ag) 

89,5459º 

89,4757º 
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De los valores obtenidos anteriormente a través de la solución en el software 
Mathematica, se tienen las siguientes figuras (3.7a, b, c y d) las cuales muestran 
la configuración de la PPE. 
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Figura 3. 7 a Vista frontal. 

Figura 3.7c. Vista posterior. 
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1 1 

Figura 3. 7b Vista lateral derecha. 
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1><---~~~~~~~~~~~~~....._.,. 

-1 -0.5 o 0.5 1 
y 

Figura 3.7d. Vista superior. 
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3.4.4. Otras Soluciones 

Considerando el procedimiento descrito anteriormente, se tienen otras solu­
ciones para la configuración de la PPE. 

Primera Solución 

Cadena 1 
Incógnitas a calcular: a1y, a2x, a2y, a2z, a3y, /312 y /313 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Angulo obtenido 
a1x = 0,81649 a1yi = 0,004379 a 1y = 0,81649 (a1)'1 (a2) = 109,277º 
a1 z = -0,57735 a2xi = -0,421277 a2x = -0,51436 (a2)7(a3) = 120,628º 
a3x = 0,81649 a2yi = 0,358814 a2y = 0,84339 
a32 = 0,57735 a2zi = 0,178704 a22 = -0,15530 

a3yi = 0,004379 a3y = 0,000205 
/312i = -24,591 o /312 = -25,7645º 
/313i = -46,298º /312 = -48,3827º 

Cadena 2 
Incógnitas a calcular: a4y, a5x, a5y, a5z, a5y, 812 y B13 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Angulo obtenido 
a4x = -0,40824 a4yi = 0,707107 a4y = 0,70710 (~)'1 (a5) = 102,082º 
a4z = -0,57735 a5xi = -0,78394 a5x = -0,71045 (a5)1 (~) = 101 ,879º 
ª6x = -0,40824 a5yi = -0,74399 a5y = -0,70374 
a6z = 0,57735 a5zi = 0,16371 a5z = 0,00298 

a6yi = 0,70710 ª6y = 0,707107 
B12i = 11,644º 812 = 16,9837º 
(}13i = 20,132º 813 = 29,3084º 

Cadena 3 
Incógnitas a calcular: a1y, asx, asy, asz, a9y, </>12 y </>13 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Angulo obtenido 
a1x = -0,40824 a1yi = -0, 707107 a 7y = -0,70710 (a7 )'1 (as) = 62,373º 
a7z = -0,57735 asxi = O, 73066 asx = 0,61659 (a8 )7 (a9) = 92,390º 
agx = -0,40824 asyi = -0,37191 asy = -0,65438 
agz = 0,57735 aszi = -0,86959 asz = -0,43771 

a 9yi = -0, 70710 ª9y = -0,70710 
</>12i = -322,625º </>12 = -321,263º 
</>13i = -123,807º </>13 = -131,419º 

De los valores obtenidos, se tiene la siguiente figura 3.8, la cual muestra la con­
figuración de la PPE. 
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Figura 3.8. Vista frontal y superior configuración l. 
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Segunda Solución 

Cadena 1 
Incógnitas a calcular: a1y , a2x, a2y , a2z, a3y , /312 y /313 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Ángulo obtenido 
a1x = 0,8164 a1yi = 0,0043 a1y = 0,5419 (a1)7 (a2) = 90,16º 
alz = -0,1989 a2xi = 0,0559 a2x = -0,5161 (a2)1 (a3) = 90,385º 
a3x = 0,8164 a2yi = 0,5687 a2y = 0,8378 
a3z = 0,4081 a2zi = 0,5520 a2z = 0,1779 

a3yi = O, 0043 a3y = 0,4083 
f3 12i = -24,591º /312 = -19,999º 
/313i = -46,298º /312 = - 36,378º 

Cadena 2 
Incógnitas a calcular: a4y , asx , asy, a sz, a5y , B12 y B13 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Angulo obtenido 
a4x = -0,4082 a4yi = O, 7071 a4y = 0,7526 (a4)'1 (as) = 99,856º 
a4z = -0,5166 a5xi = -0,6704 asx = -0,6876 (as)'(~) = 99,871º 
a6x = -0,4082 asyi = -0,9379 asy = -0,7086 
a 6z = 0,7867 aszi = 0,6215 asz = -0,1576 

a6yi = 0,7071 a6y = 0,4630 
B12i = 11 ,644º B12 = 17,984º 
B13i = 20,132º 813 = 31 ,240º 

Cadena 3 
Incógnitas a calcular: a1y, asx, asy , asz, agy, c/>12 y </>13 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Ángulo obtenido 
a1x = -0,40824 a1yi = -0,147004 a 7y = -0,61813 (a7)

7 (a8 ) = 131,14º 
a7z = -0,6717 4 asxi = 0,651508 asx = 0,51336 (as)'1 (a9 ) = 63,613º 
agx = -0,40824 asyi = -0,706106 asy = -0,18531 
agz = 0,63559 aszi = O, 701038 a sz = 0,83792 

ª9yi = -0,70710 a 9y = -0,65525 
</>12i = - 245,363º 1>12 = -216,827º 
c/>13i = -123,807ºº </>13 = -157,909º 

De los valores obtenidos, se tiene la siguiente figura 3.9, la cual muestra la con­
figuración de la PPE. 
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Figura 3.9. Vista frontal y superior configuración 2. 
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Tercera Solución 

Cadena 1 
Incógnitas a calcular: a 1y , a 2x , a 2y , a2z, a 3y, f3 12 y (3 13 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Angulo obtenido 
a1 x = 0,81649 a1yi = 0,004379 a1y = 0,4586 (a1 )7 (a2) = 68,732º 
a1 z = - 0,3507 4 a 2xi = 0,527063 a2x = 0,04553 (a2)' (a3) = 68,279º 
a3x = 0,81649 a2yi = O, 7 44804 a2y = 0,94884 
a3z = 0,55204 a2z i = -0,196069 a2z = 0,31245 

a3yi = 0,004379 a3y = 0,16906 
f312i = -24,591 o f312 = -26,472º 
f31 3i = -46,298º f3 13 = -49,365º 

Cadena 2 
Incógnitas a calcular: a4y , a5x, a 5y , a5z , a6y , 812 y 813 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Ángulo obtenido 
a4x = -0,40824 a4yi = 0,70710 a 4y = 0,91285 (~)7 (a5) = 95,146º 
a4z = -0,00469 a5xi = -0,42390 a5x = -0,83863 (a5 )'1(~) = 94 ,875º 

a6x = -0,40824 a 5yi = -0,39445 a 5y = -0,47468 
a6z = 0,79147 a5z i = 0,85184 a5z = -0,26714 

a6yi = 0,70710 a6y = 0,45486 
B12i = 11 ,644º 812 = 13,022º 
813i = 20,132º 813 = 22,498º 

Cadena 3 
Incógnitas a calcular: a1y, asx, asy, asz, agy, </J12 Y </>13 

Datos Valores Iniciales Valores Obtenidos Angulo obtenido 
a1x = -0,40824 a1yi = -0,7626 a1y = -0,4969 (a7 )'

1 (as) = 34,304º 
a7z = -0,7657 asxi = 0,0753 asx = 0,1397 (as)1 (a9) = 97,045º 
agx = -0,4082 asyi = -0,7759 asy = -0,3494 
agz = 0,3832 aszi = -0,7213 asz = -0,9264 

ª9yi = -0, 7071 ª9y = -0,8285 
</>12i = -295,291 o </J12 = -282,101 o 

<f>13i = -123,807º </J13 = -174,928º 

De los valores obtenidos, se tiene la siguiente figura 3.10, la cual muestra la 
configuración de la PPE. 
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Figura 3.10. Vista frontal y superior configuración 3. 
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3.5. Diseño del Prototipo de la PPE 

3.5.1. Consideraciones de Diseño 

En este trabajo de tesis no se pretende profundizar en el uso de metodologías 
de diseño o modelos descriptivos para fabricar manipuladores paralelos. Por lo 
tanto solo se plantea realizar un modelo o prototipo de una plataforma paralela 
esférica que cumpla con las necesidades y especificaciones del análisis y los méto­
dos empleados para su solución. 

Así mismo no se pretende desarrollar el diseño de un producto para ser com­
ercializado, sino sólo como elemento que sirva de análisis y comprobación de 
resultados. 

El término diseño es considerado como parte del proceso de síntesis desarrol­
lado par lograr obtener una configuración o modelo de la PPE. 

Por lo tanto, los conceptos básicos desarrollados son aplicados al problema 
de la PPE, su formulación y diseños posibles se prepararon en forma analítica 
y esquemática. Siendo de gran utilidad los modelos sólidos por computadora 
tanto bidimensionales como tridimensionales para ensayar conceptos hacia una 
preselección. 

Surgieron diferentes tipos de ideas de las cuales se generaron alternativas de 
diseño realizables donde las más promisorias se seleccionaron según requisitos y 
restricciones ya mencionados anteriormente para la PPE. 

El concepto seleccionado de diseño se concretó con parámetros específicos, 
resultado de una síntesis de la PPE. Es claro que el diseño no es un esfuerzo 
en una sola dirección y de un solo paso. Retroalimentación e iteración ocurren 
en distintas etapas del mismo, de donde surgen nuevas respuestas, las cuales 
se convierten en oportunidades para mejorar el diseño con base en una mejor 
información [13). 

3.5.2. Modelo y Configuración del Prototipo 

La plataforma paralela esférica mostrada en la figura 3.11, puede ser dividida 
en tres partes: la base fija, la plataforma móvil y las piernas. 

La base es un plato circular, el cual está fijo a la tierra; la plataforma móvil 
o efector final es también de forma circular; las piernas están unidas a la base y 
a la plataforma por juntas de revolución y pueden ser divididas en dos partes: la 
pierna-eslabón y la pierna base. 
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El eslabón unido a la plataforma móvil es el denominado la pierna-eslabón, 
consiste de un eslabón y dos juntas de revolución. 

El eslabón unido al plato base es el denominado la pierna base, consta de 
una junta de revolución unida y fija al plato base y de una segunda junta de 
revolución la cual está unida a la pierna eslabón. 

a9 

a3@ 

Figura 3.11. Plataforma Paralela Esférica de 3 GDL. 

Los dibujos de trabajo o de detalle del mecanismo completo se muestran en 
el apéndice B, estos contienen la información necesaria para una etapa posterior 
de su manufactura. 

Los dibujos de ensamble indican la relación entre sus componentes y el dibujo 
en explosivo, designa a éstos con un número de referencia de pieza. 

Cabe mencionar que cada uno de los dibujos presentados fueron realizados 
en el software denominado SolidWorks. 

Además, solo se dan las propiedades más importantes del material selecciona­
do para la fabricación de la PPE, los elementos usados como juntas para permitir 
el movimiento de cada uno de los elementos ensamblados son cojinetes de bolas. 
Se sugieren pernos simples con seguros en los extremos para asegurar la unión 
entre los elementos ensamblados. 

De esta manera se obtienen los datos como son: peso, momentos de iner­
cia, ubicación de centros de gravedad, etc. Los cuales servirán para realizar el 
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balanceo y el análisis estático y dinámico de la PPE. 

A continuación en las figuras 3.13 y 3.14, se muestran otros modelos de solu­
ción realizados , los cuales de acuerdo a su configuración no son viables para el 
análisis requerido en este trabajo de tesis. Debido a que se presenta interferencia 
en el movimiento de las cadenas cinemáticas que forman la PPE. 

Figura 3.13. PPE de 3 GDL. 

Figura 3.14. PPE de 3 GDL. 



Capítulo 4 

Análisis Cinemático 

4.1. Introducción 

El estudio de la robótica envuelve tanto a la teoría como a la investigación 
aplicada, que puede dividirse en diseño de manipuladores, mecánica básica, 
planeación y control de trayectorias, programación y máquinas inteligentes, etc. 

La mecánica es parte de la ciencia que trata con la energía y las fuerzas, 
y sus efectos sobre el movimiento de sistemas mecánicos. El estudio envuelve 
tres campos del conocimiento, relacionados entre sí: cinemática, estática y 
dinámica. 

Una vez que un diseño de un mecanismo tentativo ha sido sintetizado, debe 
ser analizado enseguida. Una meta principal del análisis cinemático consiste 
en determinar las aceleraciones de todas las partes móviles del conjunto. Una 
fuerza dinámica es proporcional a su aceleración, por la segunda ley de Newton. 
Se necesitan conocer las fuerzas dinámicas con el fin de calcular los esfuerzos en 
los componentes. 

Para calcular las aceleraciones debemos hallar primero las posiciones de to­
dos los elementos del mecanismo (sus eslabones) para cada incremento en el 
movimiento de entrada, y luego derivar (o diferenciar) las ecuaciones de posición 
con respecto al tiempo para obtener las velocidades; se derivan luego éstas con 
el fin de obtener las expresiones de aceleración [2]. 

Por lo tanto, en el presente capítulo se tratan los aspectos del análisis cin­
emático de la PPE en estudio, empleando el método de forma cerrada. Se muestra 
el proceso del análisis cinemático, cuyos cálculos se realizaron empleando como 
herramienta de trabajo el software denominado Mathematica, en el cual se de­
sarrollaron los programas correspondientes al análisis de posición, velocidad y 
aceleración, respectivamente. 

46 
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4.2. Generalidades 

La cinemática [14], se ocupa de los aspectos del movimiento sin impor­
tar las fuerzas o torques que lo produzcan. El análisis cinemático trata con la 
derivación de los movimientos relativos entre varios eslabones de un manipulador 
dado. Hay dos tipos de problemas de análisis cinemático: cinemática directa 
y cinemática inversa. 

En la programación de un robot manipulador, son especificadas en el espacio 
las posiciones y orientaciones, y quizá las derivadas del tiempo de las posiciones 
y orientaciones del efector final. El problema es encontrar todas las posibles de­
terminaciones de variables de las juntas móviles y sus correspondientes derivadas 
del tiempo para que el efector final pueda situarse en la posición y orientación 
deseada con las características de movimientos propuestos. Esto es conocido co­
mo cinemática inversa; la cual es aplicada a nuestra PPE para el análisis 
cinemático desarrollado. 

Por otro lado, algunas veces las variables de las juntas móviles y posiblemente 
sus derivadas del tiempo son obtenidas de las lecturas de los sensores instala­
dos en las juntas, con esto se desea determinar y encontrar todas las posibles 
posiciones y orientaciones del efector final· y sus correspondientes derivadas del 
tiempo. Esto es conocido como cinemática directa. 

4.3. Análisis Cinemático - Método de Forma 
Cerrada 

Se utiliza álgebra matricial para representar la localización de los elementos 
de la PPE con respecto a un sistema de referencia fijo. Tal como se describió en 
el capítulo 2 sobre las diferentes formas de describir el movimiento angular de 
un cuerpo rígido, se continua con el uso de las matrices de rotación y los ángulos 
de Euler. 

El método de forma cerrada, derivado por McCarthy [11], se basa principal­
mente en matrices de rotación a tráves de las cuales se forman cada uno de los 
eslabones, que al ser conectados por las juntas rotacionales forman cada una de 
las cadenas cinemáticas de la PPE, a la vez que con el uso de los ángulos de Euler 
se representa el movimiento del plato o efector final del mecanismo mostrado en 
la figura 4.1. 
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X 

Figura 4.1. Formación de los eslabones. 

Considerando la figura 4.1, se muest ran las ecuaciones generales de rotación 
que se desarrollaron para la formación de los primeros y segundos eslabones de 
cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE. 

ªi - [Rpm,z](Ró,y] X (4.3.1) 

ak [Rpm,z][Ró,y][RCt1n,XJ[R/1,z ] X (4.3.2) 

-
a¡ - [Rpm,z] [Ró,y][Ret1n,x] [R/1,z] [Ret2n,x] [R/1,z] X (4.3.3) 

a1p - [R,¡,,z][Ro,x][Rq,,z][Rpm,zJ[R_ó,y] X (4.3.4) 

Zp - [R,¡,,z][Ro,x][Rq,,z] Z (4.3.5) 

donde: 
J k l n Pm 

m 1 1 2 3 1 Oº 
2 4 5 6 2 120º 
3 7 8 9 3 240º 
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(3 90º b = 35,27º >. = 54,73º 

X [ 1, O, O t 
z [ O, O, 1 t 

Por ejemplo cuando m = 1, se tiene j = 1, k = 2, l = 3, n = 1, Pm =Oº, y 
las ecuaciones son: 

siendo las matrices de rotación empleadas en las ecuaciones ( 4.3.1) a ( 4.3.5) de 
la siguiente forma: 

-spm O] 
cp O 

m 

o 1 

o 
o ] -S0'.1n 

C0'.1n 

[R,,.,,J = [ ~ 
o 

[R,,,] = [ ~ o o ] 
e() -sB 
sB e() 

e = coseno y s = seno 

[ 

cb O sb ] 
[R., ,y] = O 1 O 

-sb O cb 

-sf3 
cf3 
o 

-s'ljJ 
c'ljJ 
o 

-s<P 
c<f> 
o 

(4.3.6) 

Una vez descritas como están constituidas cada una de las ecuaciones gen­
erales para la formación de los eslabones de la PPE, se describe el procedimiento 
para la creación de cada uno de ellos. La ecuación (4.3.1): 

aj = [Rpm,z][Ró,y] X 

nos permite ubicar un vector unitario x de referencia, el cual está desplazado 
[Rpm,z] [R.,,y] respecto del eje x inercial. 
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La ecuación (4.3.2) forma y orienta el primer eslabón de cada cadena cin­
emática. 

ak = [Rp=,z][Ró,y][Ra1n,x][Rp,z] X 

El término [Rp,z] forma el primer eslabón con un ángulo f3 entre su punto 
inicial y final. El siguiente término [Ra 1n,xl indica el ángulo de orientación del 
eslabón. Los términos [Rp=,z] [Ró,y] nos dan la ubicación final del eslabón. 

La ecuación (4.3.3) forma y orienta el segundo eslabón de cada cadena cin­
emática. 

a¡ = [RpTn,z][Ró,y][Ra1n,x][R p,z][Ra2n ,x][Rp,z] X 

El término [Rp,z] forma el segundo eslabón con un ángulo (3. El siguiente 
término [R02n,x] indica el ángulo de orientación del segundo eslabón relativo al 
primero. Los términos [Rp"",z][Ró,y][R01n,x][Rp,z] forman el primer eslabón. La 
ecuación ( 4.3.3) representa el punto final de los segundos eslabones como parte 
de la cadena cinemática. 

La ecuación (4.3.4) orienta los ejes pertenecientes al plato móvil. 

Los términos [Rp"",z] [R-ó,y] posicionan a los ejes pertenecientes al plato móvil y 
los términos [R.µ ,z][Ro,xHR<t>,zJ orientan dichos ejes mediante los ángulos de Euler. 

La ecuación (4.3.5) orienta un eje que pasa en el centro del plato móvil a 
través de los ángulos de Euler. 

4.3.1. Análisis de Posición 

Problema Cinemático Inverso 
El problema cinemático inverso para la posición se define de la siguiente 

manera: 

Definición: 
Dados los ángulos de Euler 'lj;, 8, cp,referente a los ejes z, x, z, que definen la 

orientación de la PPE respecto al sistema inercial, determinar los ángulos a 11 , 

a 12 , a 13 , de los eslabones 1 y a 21 , a 22 , a 23 de los eslabones 2 que describen las 
orientaciones de cada una de las cadenas cinemáticas. 

Para calcular los ángulos de posición a 1n, a2n de los eslabones que forman 
cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, se parte de la definición del án­
gulo entre dos vectores (ver apendice A.2). A continuación se muestra el análisis 
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para los primeros y segundos eslabones de cada una las cadenas cinemáticas que 
forman la PPE. 

Eslabones ln: 
Para el primer eslabón de la cadena, se tiene la siguiente ecuación: 

(akf (a1p) = c(3 , c(3 = cos (3 (4.3.7) 

donde: 

a¡p 

a¡p 

ªk [Rpm ,z][Ro,y][Ra1n,x][R13,z) X . 

ak 
[ cp _ - s p _ O ] [ có O só ] 

sp cp O O 1 O 
o= o= 1 -sb O cb 

[ 1 O O ][ cfi -sfi O ][ 1 ] 
O ca1n -sa1n s(3 c(3 O O 
O sa1n ca1n O O 1 O 

[ cp có -sp cp só ] [ cfi -sfi - S~1n ] [ ~] - sp: có cp = m sp: sb ca1nsf3 ca1ncf3 
-sb O cb sa1nsf3 sa1ncf3 ca1n 

[ 

cp cbc(3 - sp ca1nsf3 + cp sbsa1nsf3 ] 
ak = sp: cbc(3 + cp: 001nsf3 + sp: sbsa1nsf3 

-sbcf3 + cbsa1nsf3 
( 4.3. 7a) 

Así mismo, para: 

[ c0 -so/ O ] [ 1 O O ][ c,P - s</> 
O] [ cp_ 

-sp= 

~ ] s'l/J c'l/J O O cB -s8 s<P e</> O sp cp= 
Tn 

O O 1 O sB cB O o 1 o o 

[ ~ ~ -;ó ] p] 
sb O cb O 

s'l/J c'l/JcB . -c'l/Js8 cp s<P + sp e</> -sp s<P + cp e</> 
[ c0 -so/cB so/sO ] [ cp _ c,P - sp _ s,P -sp _ c,P - cp _ s,P 

O sB cB m O m = O m n r~J 
[ có( c0( cp _ c,P - sp _ s,P) - so/cB( cp _ c,P + sp _ s,P)) + sóso/sO ] 

- cb(s'lfJ(cp c<P - sp s</>) + c'l/JcB(cp s<P + sp e</>)) - sbc'lfJsB 
· m có(se(cp s</>+sp c'ef>))+sódi 

"' m 

(4.3.7b) 
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Una vez encontrados cada uno de los términos (4.3.7a) y (4.3.7b), se susti­
tuyen en la ecuación ( 4.3. 7), obteniendo: 

[ 

cb(c'lj;(cp c</J - sp s<jJ) - s'lj;dJ(cp c</J + sp scp)) + sbs'lj;s() ] 
cb(s'lj;(cp: c</J- sp: s<jJ) + c'lj;c8(cp: sif> + sp: ccp)) - sbc'lj;s() = c(3 

cb(s8(cp sif> + sp c<fJ)) + sbc() 
m m 

Finalmente al efectuar la operación escalar, obtenemos los términos factor­
izados en función de ca1n, sa1n y términos independientes: 

(cp s(3(-c'lj;sbs() + cbcp (c8c'lj;sif> + c</ys'lj;) + cbsp (cOc'lj;ccp - sef>s'lj;)) -
m m m 

s(3sp (sbs8s'lj; + cbsp (-c'lj;s</J- c8c</ys'lj;) + cbcp (ccpc'lj; - c0sif>s'lj;)))ca1n+ 
m m m 

(cbs(3(c8sb + cbc<jJs8sp + cbcp sOs<jJ) + 
m m 

sf3sósp ( -c'lj;sbs() + cbcp ( c8c'lj;sif> + ccps'lj;) + 
m m 

cbsp (c8c'lj;ccp - s<jJs'lj;)) + cp s(3só(sbs8s'lj; + cbsp (-c'lj;s</J- c8c<jJs'lj;) + 
m m m 

cbcp (c8c'lj; - c8s<jJs'lj;)))sa1n -
m 

cf3sb(c8sb + cbc</ys8sp + cbcp s8s<P) + c{3cósp (-c'lj;sbs() + cbcp (cOc'lj;scp + 
m m m m 

cif>s'lj;) + cbsp (c8c'lj;cif> - s</Js'lj;)) + c(3cbcp (sbs8s'lj; + cbsp (-c'lj;s</J -
m m m 

c8c<jJs'lj;) + cbcp ( c</Jc'lj; - ce s</ys'lj;)) = c(3 
77l 

los términos multiplicando a ca1n, sa1n y el término independiente son renom­
brados como D1n, D 2n, D3n: 

(4.3.8) 
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donde los términos D1n, D2n, D3n han sido simplificados finalmente a las 
expresiones siguientes: 

D1n = sf3(c'l/J(-(cp sóse )+có(-(c(p +<P)*sp )+ cecp *s(p +</>)))+ 
m m m m m 

(-(sósesp )+có(cp *c(p +<P)+cesp *S(p +<P)))s'l/J) 
m m m m m 

sf3(cócecó + c'ljJsó(-(sósesp ) + có(ccp(cp2 + cesp2) + (-1 + cecp sp scp)) + 
m m m m m 

có2se*s(p +<P)+cp só2Se+cósó((l-ce)*cp ccpsp -(cecp2 +sp2 )scp))s'l/J 
m m m m m m 

cf3( -(cesó+ cósó2 se( (-ccp - c'ljJ )sp + cp ( -scp + s'ljJ)) + 
· m m 

có2(cp sp ((-1 + dJ)c'ljJscp + ccps'ljJ - ceccps'ljJ) + sp2 (ceccpc'ljJ - scps'ljJ) + 
m m m 

cp2 
( ccpc'ljJ - ce scps'ljJ))) 

m 

aplicando a la ecuación ( 4.3.8) el procedimiento de solución mostrado en el 
apéndice A.l, se tiene: 

(
D2n) (-D3n + cos(f3)) a 1n = arctan2 D + arceas J 2 2 1n Dln + D2n 

(4.3.9) 

obteniendo así, la ecuación que nos permite determinar la posición de los primeros 
eslabones en cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, respectivamente. 

Eslabones 2n: 
Para los segundos eslabones de la cadena, se tiene la siguiente ecuación: 

(4.3.10) 

donde considerando las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.5), se muestra el procedimiento 
desarrollado para encontrar la ecuación de posición que gobierne a los segundos 
eslabones. 

De la ecuación (4.3.10), tenemos: 
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donde: 

a¡ = 

a¡ 

a¡ 

O ] [ cf3 -sa1n sf3 
ca1n O 

-sf3 
cf3 
o 

sa2nsf3(-cp sa1n + ca1nSÓsp ) + ca2nsf3(ca1ncf3cp - cósf3sp + 
cf3sa1nsbsp ) + cf3(ca1ncp sf3 + cf3cósp + sa1:sf3sósp ) m 

m rn m m 

ca1nCÓsa2nsf3 + cf3(cósa1nsf3 - cf3só) + ca2nsf3(cf3cósa1n + sf3só) 
(4.3.lüa) 

Así mismo, para: 

Zp = [~,z][Ro,x][R</>,z] Z 

zp [ ~~ ~~~ ~ ] [ ~ c~ - ~e ] [ ~: ~~~ ~ ] [ ~ ] 
o o 1 o se ce o o 1 1 

- [ ~~ ~~~~e ~~;!e ] [ ~: ~~~ ~ ] [ ~ ] 
o se ce o o 1 1 

[ 

c~c~ - ces~s~ -c~s~ - cec~s~ ses~ ] [o] 
- cBC'lj;s~ + c~s~ cec~c~ - s~s~ -~se O 

ses~ c~se ce 1 

z, [ ~;~o ] ( 4.3. !Oh) 
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Una vez encontrados cada uno de los términos (4.3.lüa) y (4.3.lüb), se susti­
tuyen en la ecuación (4.3.10) , obteniendo: 

r 

C0'2ns/3( - cocp c/3 + c(3cp S0'1nSO - C0'1ncf3sp )+ 
S0'2nsf3(ca1nCP so +msa1nSP ) + c(3 (c(3cocp + cp sma1nsf3so-

m CO'~ns/3sp ) m m . 
m 

S0'.2ns/3 (-cp S0'.1n + C0'.1nsosp ) + C0'.2ns/3(ca1ncf3cp -
cosf3sp + cflsa1nSÓSp ) + c/f(ca1nCP s(3 + cf3cósp m + 

m SO'.~nS/3SÓSp ) m m 
m 

T 

[ 

sfJs'ljJ l 
-~~s() =CA 

Finalmente al efectuar la operación escalar, obtenemos los términos factor­
izados en función de ca2n, sa2n y términos independientes: 

(cfJs /3 (c(3cósa1n + s/3só) - c'ljJs/3sfJ(ca1ncf3cp + (-cós/3 + c(3sa1nsó)sp ) + 
m m 

s/3sfJ(cp - (cos(3 + c/3sa1nso) - ca1ncf3sp )s'ljJ)ca2n + 
m m 

(ca1nCÓcfJs/3 - c'ljJs(3sfJ(-cp sa1n + C0'.1nsÓsp ) + 
m m 

s/3sfJ(ca1nCP so + S0:1nSP )s'ljJ )so:2n + ,.,. m 

( c/3cfJ( cósa1nsf3 - cf3só) - c(3c'ljJsfJ( ca1nCP s/3 + ( cf3có + sa1nsf3so)sp ) + 
,.,. m 

c/3sfJ(cp (cf3có + sa1nsf3só) - C0'.1nsf3sp )s'ljJ) =CA 
m m 

los términos multiplicando a ca2n, sa2n y el término independiente son renom­
brados como D4n, Dsn, D6n: 

(4.3.11) 

donde los términos D4n, D 5n, D6n han sido simplificados finalmente a las expre­
siones siguientes: 

D 4n = s/3(s/3(c()só + cós() * s(p - 'ljJ )) + c(3 (cocfJsa1n -
m 

sfJ(ca1n * c(p - 'l/J) + S0'.1nSO * s(p - 'l/J)))) ,.,. m 

- s¡3(c(p - 'l/J) * S0'.1nSfJ + C0'.1n(cócfJ - SOSfJ * s(p - 'l/J))) 
m m 

-c/3(c(3c()só + s¡3s()(ca1n * c(p - 'ljJ) + sa1nsÓ * s(p - 'l/J)) + 
m m 

có(-(cfJsa1ns/3) + c/3sfJ * s(p - 'l/J)))) 
m 
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aplicando a la ecuación ( 4.3.11) el procedimiento de solución mostrado en el 
apéndice A.1, se tiene: 

(
D5n) (-D6n + cos(>.) ) 

a 2n = arctan2 D + arecas J 2 2 4n D4n + D5n 
(4.3.12) 

obteniendo así la ecuación que nos permite determinar la posición de los segundos 
eslabones en cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, respectivamente. 

4.3.2. Análisis de Velocidad 

Una vez que se ha efectuado el análisis de posición, el siguiente paso es de­
terminar las velocidades de todos los eslabones en el mecanismo. Se requieren 
conocer las velocidades en nuestro mecanismo, para la determinación de las acel­
eraciones de los eslabones, necesarias para el cálculo de las fuerzas dinámicas. 

Problema Cinemático Inverso 
El problema cinemático inverso para la velocidad se define de la siguiente 

manera: 

Definición: 
• • • 

Dadas las variaciones en el tiempo de los ángulos de Euler 'l/J, () , <f;, referente 
a los ejes z, x, z, que ·definen las velocidades angulares de la P PE respecto al 

• • • • • • sistema inercial, determinar a 11 , a 12, a 13, de los eslabones 1 y a21, a22, a23 

de los eslabones 2 que describen las velocidades angulares de cada una de las 
cadenas cinemáticas. 

Para calcular las ecuaciones de velocidad que gobiernen a los primeros y 
segundos eslabones de cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, se tiene 
nuevamente en consideración el concepto de ángulo entre dos vectores. 

Eslabones ln: 
Para los primeros eslabones de la cadena, se tiene la ecuación de posición 

(4.3.7) : 
(akf (a1p) = c/3 

derivando con respecto al tiempo para obtener la ecuación de velocidad: 

• • • 
(akf (a1p) + (akf (a1p) = c/3 

Desarrollando ak, se tiene: 

[ 

cp cóc/3 - sp ca1ns/3 + cp sósa1nsf3 ] 
ak = sp: cóc/3 + cp: ca1nsf3 + sp: sósa.1nsf3 

-sóc/3 + cósa1nsf3 

(4.3.13) 
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Considerando que los términos constantes son (p , (3, ó), derivando obten-
= • emos ak: 

[ 

a;n(sp sf3sa1n + cp sósf3ca1n) ] 
ak = G';n(-c;m S~SÜ.Jn + S~ SÓS(3CG'1n) 

0'1n ( cósf3ca1n) . . 
Desarrollando a1P, se tiene: 

[ 

có(ctjJ(cp e</> - sp s</>) - s'lj;ce(cp e</> + sp s</>)) + sós'lj;se] 
a1P = có( s'l/;( cp: e</> - sp: s</>) + c'lj;ce( cp: s</> + sp: e</>)) - sóc'lj;se 

có(se(cp s</>+sp c</> ))+sóce 
Tn m 

Considerando que los términos constantes son (p , (3, ó) , derivando obten-
m 

• emos a 1p: 

• 
'l/;( -cós'lj;cp e</>+ cós'lj;sp s</> - cóc'lj;cOcp s</> - cóc'lj;cBsp e</>+ sóc'lj;se)+ 

m m m m 
• 
e( cós'lj;sBcp s</> + cós'lj;sBsp e</>+ sós'lj;cB)+ 

m m 

• 
</>( -cóc'lj;cp s</> - cóc'lj;sp e</> - cós'lj;cBcp e</>+ cós'lj;cBsp s</>) 

m m m m 

• • 
a1p = 'l/;(cóc'lj;cp e</> - cóc'lj;sp s</> - cós'lj;cBcp s</> - cós'lj;cBsp e</>+ sós'lj;sB)+ 

m m m m 
• 
e( -cóc'lj;secp s</> - cóc'lj;sesp e</> - sóc'lj;ce)+ 

m m 

• 
</>( -cós'lj;cp s</> - cós'lj;sp e</>+ cóc'lj;cecp e</> - cóc'lj;cBsp s</>) 

m m m m 

• • 
B(cócOcp s</> + cócesp e</>- sóse) + </>(cósBcp e</> - cósesp s</>) 

m m m m 

• 
Desarrollando el término (akf (a1p): 

a;n(((sp sf3sa1n + cp sósf3sa1n)(có(c'lf;(cp e</> - sp s</>) -
m m m m 

s'lj;cB(cp e</> + sp s</>)) + sós'lj;sB)) + ( (-cp sf3sa1n + sp sósf3ca1n) 
m m m m 

(có(s'l/;(cp e</>- sp s</>) + c'lj;cB(cp s</> + sp e</>)) - sóc'l/;)) + 
m m m m 

((cós,Bca1n)(có(se(cp s</> +e</>))+ sóce))) 
m 

simplificando: 
• 

(akf (a1p) = a;n(Vi.n) (4.3.14) 

simplificando el término Vin se tiene: 

s,B(ca1ncó(cesó + cóses(p + </>)) + (-(cp sa1n) + ca1nsósp )(-(c'lj;sóse) + 
m m m 

có(cec'lj;s(p + </>) + c(p + </>)s'l/;)) + (ca1nCP só + so:1nSP )(sóses'lj; + 
m m m m 

có( c(p + </> )c'l/; - ces(p + </> )s'l/;))) 
m m 
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• 
Desarrollando el término ( ak) T ( a1P): 

• 
'1/J( ( -cós'lj;cp c<jJ + cós'lj;sp s<jJ - cóc'lj;c8cp se/>+ cóc'lj;c8sp c<f> + 

m m 111 m 

sóc'lj;sB)(cp cóc(3 - sp ca1nsf3 + cp sósa1nsf3) + 
m m m 

(cóc'lj;cp c<f> - cóc'lj;sp s<f> - cós'lj;cBcp se/> - cós'lj;cBsp c<f> + sós'lj;sB) 
m m m m 

(sp cóc(3 + cp C0'.1nsf3 + sp sósa1nsf3)) + 
m m . m 

• 
8((cós'lj;s8cp se/> - cós'lj;sBsp e</>+ sós'lj;cB) 

m m 

(cp cóc(3 - sp C0'.1nsf3 + cp sósa1nsf3) + 
m m m 

( -cóc'lj;s8cp s</> - cóc'lj;sBsp c<f> - sóc'lj;c8) 
m m 

(sp cóc(3 + cp ca1nsf3 + sp sósa1nsf3) + 
m m m 

(cócBcp s</> + cócBsp c</J - sósB)(-sóc(3 + cósa1nsf3)) + 
m m 

• 
</>((-cóc'lj;cp s<f> - cóc'lj;sp e</>- cós'lj;c8cp c</J - cós'lj;cBsp s<f>) 

m m m m 

(cp cóc(3 - sp ca1nsf3 + cp sósa1nsf3) + 
m m m 

(-cós'lj;cp s</J - cós'lj;sp e</>+ cóc1/;cBcp c</J - cóc'lj;cBsp s</J) 
m ni m m 

(sp cóc(3 + cp C0'.1nsf3 + sp sósa1nsf3) + 
m m m 

( cósBcp c</J - cós8sp s</J )( -sóc(3 + cóso1nsf3)) 
m m 

simplificando: 
• • • • 

(ak)T(a¡p) = '1/J(V2n) + B(Vin) + </>(Vin) (4.3.15) 
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donde los términos V2n, Vin, Vin son: 

V2n = c/3(-(cócBsó(s(p + 1>) + s(p - 'lf;))) + 
m m 

se(só2 
- có2 * s(p + 1>) * s(p - 'lf;))) + 

m m 

sf3(dJ(-(c(p - 'lf;)ca1nsó) + (có2 * s(p - 'lf;) -
m m 

só2 * s(p - 'lf;))sa1n) + 
m 

se(-(có * c(p - 'lf; )ca1n * s(p + 1>)) + 
m m 

cósó(-l-s(p +ef>)*s(p -'lf;))sa1n)) 
m m 

Vin - -(cf3có(có * c(p - 'lf;) * s(p + ef>) + c(p + </>) * 
m m m 

(sóse - cóce * s(p - 'lf;)))) + 
m 

có2 * c(p + </>)s{JsBsa1n + có(ca1n(cB * c(p + 1>) * 
m m 

c(p -'lf;)+s(p +ef>))+só(-(c(p -'l/J)*s(p +1>))+ 
m m m m 

ce* c(p + </>) * s(p - 'lf;))sa1n) 
m m 

Vin - cf3có(c(p - 'lf;)(sósB - cócB * s(p + 1>)) + có * c(p + </>) * 
m m m 

s(p - 'lf;)) + sf3(sósB(-(ca1n * s(p - 'lf;) + c(p - 'lf;)sósa1n) + 
m m m 

có(c(p +ef>)*c(p -'lj;)ca1n+cBca1n*S(p +ef>)*s(p -'lf;)+ 
m m m m 

só(-(cB * c(p - 'lf;) * s(p + ef>)) + c(p + </>) * s(p - 'lf;))sa1n)) 
m m Tn m 

Sustituyendo (4.3.14) y (4.3.15) en (4.3.13), se tiene: 

• • • 
(akf (a1p) + (akf (a1p) c/3 

• • • 
a;n(Vin) + 'lf;(V2n) + B(\'3n) + </>(Vin) O 

despejando el término de velocidad a;n: 

• ( 1 ) (. • • ) 0'.1n = - Vín . 'lf;(Vin) + B(Vin) + </>(Vin) (4.3.16) 

obteniendo de esta forma la ecuación general de velocidad para los primeros 
eslabones de cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE. 

Eslabones 2n: 
Para los segundos eslabones de la cadena, se tiene la ecuación de posición 

(4.3.10): 
(a¡ f ( Zp) = e>. 

derivando con respecto al tiempo para obtener la ecuación de velocidad: 

• • • 
(a1f (zp) + (a1f (zp) =e>. (4.3.17) 
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Desarrollando ~1 , se tiene: 

ca2nsf3(-cócp s/3 + cf3cp sa1nSÓ - ca1ncf3sp ) + S0'.2nsf3(ca1nCP só + sa1nSP ) 
m +c/3( c'/Jcócp + Cp SQ1nsf3;Ó - C0'.1nsf3sp ) m m 

m m m 

a¡= S0'.2nsf3(-cp sa1n + cp sa1n + ca1nsÓsp ) + ca2nsf3( ca1ncf3cp - cósf3sp + 
cf3;a1nsÓsp )"'-t cf3(ca1nCP s/3 + cf3cósp + sa1nsf3só"'sp ) m 

m m m m 

Considerando que los términos constantes son (p , /3, ó), derivando obten-
m . . 

emos a1: 

• a¡= 

(ca1ncf3cp sf3só + ca1nC0'.2ncf3cp sf3só - cp sa1nsa2nsf3só + cf3sa1nsf3sp + 
m m m m 

ca2ncf3sa1nsf3sp + C0'.1nsa2nsf3sp )a;n + (-sa2ns/3( ~cócp s/3 + cf3cp -
m m m m 

CQ1ncf3sp ) + ca2ns/3( CQ1nCP só + sa1nSP ) )a;n 
m m m 

(-cf3cp S0'.1ns/3 - ca2ncf3cp S0'.1nsf3 - ca1nCP sa2nsf3 + C0'.1ncf3sf3sósp + 
m m m m 

ca1nCQ2ncf3sf3sósp - sa1nS0'.2nsf3sósp )a;n + ( C0'.2nsf3( -cp sa1n + 
m m m 

ca1nsÓsp ) - S0'.2nsf3( ca1ncf3cp - cósf3sp + cf3sa1nsÓsp ) )a;n 
m m m m 

( C0'.1ncf3cós/3 + ca1nC0'.2ncf3cósf3 - cósa1nS0'.2nsf3)a;n + 
(ca1nCa2ncós/3 - sa2ns/3(cf3cósa1n + sf3só))a;n 

Desarrollando iP, se tiene: 

Zp= [ ~;~8] 
Considerando que los términos constantes son (p , /3, ó), derivando obtenemos 

m 

• 

[ 

cesV;B + cV;se~ l 
.;,P = -cecV;B + .sesV;~ 

-see 
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• 
Desarrollando el término (a1f (zp): 

• 
(a¡f (zp) = a;n(cB(ca1nCCX2ncósf3 - sa2nsf3(c,6cósa1n + s,Bsó)) -

c'lj;sB(ca2nsf3(-cp sa1n + ca1nsÓsp ) -
m m 

sa2nsf3(ca1ncf3cp - cós,Bsp + cf3sa1nsósp )) + 
m m m 

s8(-sa2nsf3(-cócp s,6 + c,Bcp sa1nSÓ - ca1ncf3sp ) + 
m m m 

ca2nsf3( ca1nCP só + sa1nSP ) )s'l/;) + 
m m 

a;n(cB(ca1ncf3cósf3 + ca1nCa2ncf3cósf3 - cósa1nSCX2nsf3) -

c'l/;sB( -cf3cp sa1nsf3 - ca2ncf3cp sa1nsf3 - ca1nCP sa2nsf3 + 
m m m 

ca1ncf3sf3sósp + ca1nCa2ncf3sf3sósp - sa1nsa2nsf3sósp ) + 
m m m 

61 

s0( CCX1ncf3cp sf3só + CCX1nCa2ncf3cp sf3sÓ - cp SCX1nSCX2nsf3só + 
m m m 

c,6sa1nsf3sp + ca2ncf3sa1nsf3sp + ca1nSCX2nsf3sp )s'l/;) 
m m m 

(4.3.18) 

simplificando los términos V5n y Vin : 

\15n = sa2nsf32(-(c0só) - cósB * s(p - '!/;)) + sf3(ca1nCa2ncócB -
m 

ca2nc'l/;sB(-(cp sa1n) + ca1nsósp ) + cf3sa2n(-(cóc8sa1n) + 
m T1l 

sB(ca1n *.c(p - '!/;) + sa1nSÓ * s(p - '!/;))) + 
m T1l 

ca2nsB(ca1nCP só + sa1nSP )s'ljJ) 
T1l m 

V6n - ca1n * c(p - '!/; )sa2nsf3s() + ca1n(-l - ca2n)cf3c'ljJsf3sós()sp + 
m m 

sa1nsa2nsf3( -( cócB) + sósB * s(p - '!/;) + (1 + ca2n)cf3sf3 
T1l 

(c(p - 'l/;)sa1nsB + ca1n(cócB + cp sósBs'l/;)) 
T1l T1l 
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• 
Desarrollando el término (a1f (zp): 

• 
'l/;(cijJse(ca2nsf3(-cócp s(3 + cf3cp sa1nsÓ - ca1ncf3sp ) + 

m m m 

sa2nsf3( ca1nCP só + sa1nSP ) + c(3( c(3cócp + cp sa1nsf3só -
m m m m 

C01nsf3sp )) + se(sa2nsf3(-cp S01n + C01nSÓSp ) + 
m m m 

ca2nsf3( ca1ncf3cp - cós(3sp + c(3sa1nsÓsp ) + 
m m m 

c/3( ca1nCP s/3 + c(3cósp + sa1nsf3sósp ) )s'l/;) + 
m m m 

• 
0((-ca1nCÓS02nsf3 - cj3(cósa1nsf3 - c(3só) -

C02nsf3(c(3cósa1n + sj3só))se - c0c°'lj;(sa2nsf3(-cp S01n + 
m 

ca1nsÓsp ) + ca2nsf3(ca1ncf3cp - cós(3sp + 
m m m 

cf3sa1nsÓsp ) + c(3(ca1nCP s(3 + c(3cósp + 
m m m 

S01nsf3sÓsp )) + ce(ca2nsf3(-cócp s(3 + cj3cp S01nSÓ -
m m m 

ca1ncf3sp ) + sa2nsf3(ca1nCP só + 
m m 

sa1nSP ) + cf3(c(3cócp + cp sa1nsf3só - ca1nsf3sp ))s'l/;) 
m m m m 

(4.3.19) 

simplificando los términos Vin y Van : 

se(Có(c(32 * c(p - 'lf;)) - ca2n * c(p - 'l/;)s/32) + 
m "" 

sa1nS02nsf3 * s(p - 'I/;) + c(3sa1nsf3((l + ca2nCP cijJsó + 
m m 

(1 + ca2n)cp c'lj;só + (1 + ca2n)sósp s'lj;) + 
m m 

ca1n(c(p - 'l/;)sa2nsf3só + c(3s(3((-1- ca2n)c'lj;sp + 
m m 

(l+ca2n)cp s'l/;))) 
m 

= (c/32 * ca2nsf32)(sóse - cóce * s(p - 'I/;) + 
m 

c(3sf3( ca1n ( -1 - ca2n)ce * c(p - 'l/;) + ( -1 - ca2n)cósa1nse + 
m 

( -1 - ca2n)cOsa1nsÓ * s(p - 'l/;)) - sa2nsf3( ca1ncósO + 
m 

cO(-(c(p - 'l/;)sa1n) + ca1nSÓ * s(p - 'I/;))) 
m m 

Sustituyendo (4,3.18) y (4.3.19) en (4.3.17), se tiene: 

• • • • 
(azf (zp) + (a¡f (zp) e.A 
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despejando el término de velocidad a;n : 

O'.;n = -( ~n) ( O'.;n V6n + ~Vin + BVsn) (4.3.20) 

obteniendo de esta forma la ecuación general de velocidad para los segundos 
eslabones de cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE. 

4.3.3. Análisis de Aceleración 

Posterior a la velocidad, se continúa con la determinación de las aceleraciones 
de todos los eslabones en el mecanismo. Es necesario conocer las aceleraciones 
para calcular las fuerzas dinámicas. Tales fuerzas contribuirán a los esfuerzbs en 
los eslabones y otros componentes. 

Problema Cinemático Inverso 
El problema cinemático inverso para la aceleración se define de la siguiente 

manera: 

Definición: 
•••••• 

Dadas las variaciones en el tiempo de los ángulos de Euler '!/;, (), </y, referente 
a los ejes z , x , z, que definen las aceleraciones angulares de la P PE respecto al 

•• •• •• •• •• •• sistema inercial, determinar a 11 , a-12, a- 13, de los eslabones 1 y ll'.21, 022, 0'.23 

de los eslabones 2 que describen las aceleraciones angulares de cada una de las 
cadenas cinemáticas. 

Eslabones ln: 
Se procede a derivar nuevamente la ecuación (4.3.13) de velocidad, para cal­

cular la ecuación de aceleración que gobierne a los primeros eslabones de cada 
una de las cadenas cinemáticas de la PPE. 

• • • 
(akf (a1p) + (akf (a1p) c/3 (4.3.13) 

Por lo tanto al derivar con respecto al tiempo se obtiene la ecuación de 
aceleración: 

•• • • • • •• 
(akf (a1p) + (ak)T(a1p) + (akf (a1p) + (akf (a1p) - O 

•• • • •• 
(akf (a1p) + 2(akf (a1p) + (akf (a1p) - O (4.3.21) 

Desarrollando i~ a partir de ;k , se tiene: 

• [ ~;n ( sp m sf3sa1n + cp m sósf3ca1n) ] 
ak = et:1n(-cp m s~sa1n + sp m sósf3ca1n) 

a1n ( cósf3ca1n) 
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así: 

•• • Desarrollando a1p, a partir de a1P se tiene: 

• 
'lf;( -cós'lf;cp e</>+ cós'lj;sp s<f> - cóc'lj;cBcp s</> - cóc'lj;cBsp e</>+ sóc'lf;sB)+ 

m m m m 
• 
B(cós'lf;sBcp s</> + cós'lf;sBsp e</>+ sós'l/;cB)+ 

m m 
• 
</>(-cóc'lj;cp s</> - cóc'lf;sp e</> - cós'lj;cBcp e</>+ cós'lf;cBsp s</>) 

m m m rn 

• • 
azp = 'lf;(cóc'lf;cp e</> - cóc'lf;sp s</> - cós'lj;cBcp s</> - cós'lf;cBsp c<f> + sós'lf;sB)+ 

m m m m 

• 
B( - coc'lf;sBcp s</> - coc'lf;sBsp e</> - soc'l/;cB)+ 

m m 
• 
</>(-cos'lj;cp s</> - cós'lf;sp e</>+ coc'lj;cBcp e</> - cóc'lf;cBsp s<f>) 

m m m m 

• • 
B(cócecp s</> + cocBsp e</>- sóse) + <f>(cósBcp e</> - cósesp s<f>) 

m m m m 
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•• 
'lj;(C'1psóse - cós'lj; * c(p + </>) - cócOc'lj; * s(p + </>)) + 

m m 

•• 
e (cOsós'lj; + cósOs'lj; * s(p + 4>)) + 

m 

•• 
4> (-cócOs'lj; * c(p + </>) - cóc'lj; * s(p + </>)) + 

m m 

.2 

e ( -sósOs'lj; + cócOs'lj; * s(p + </>)) + 
m 

. 2 

4> ( -cóc'lj; * c(p + </> ) + cócOs'lj; * s(p + </>)) + 
m m 

• • 
'lj;( <f>(-2cóc0c'lj; * c(p + </>) + 2cós'lj; * s(p + </>)) + 

m m 

• 
0(2c0c'lj;só + 2cóc'lj;s0 * s(p + </>))) + 

m 

• • 
4> 0(2cós0s'lj; * c(p + </>)) 

m 

•• 
- 'lj;(sósOs'lj; + cóc'lj; * c(p + </>) - cócOs'lj; * s(p + </>)) + 

m m 

•• 
e ( -cOc'lj;só - cóc'lj;sO * s(p + </>)) + 

m 

•• 
rp(cócOc'lj; * c(p + </>) - cós'lj; * s(p + </>)) + 

m m 

. 2 
'lj; (c'lj;sósO - cós'lj; * c(p + </>) - cócOc'lj; * s(p + </>)) + 

m m 

.2 
e (c'lj;sósO - cócOc'lj; * s(p + 4>)) + 

m 

.2 

4> (-cós'lj; * c(p + 4>) - cócOc'lj; * s(p + 4>)) + 
m m 

• • 
'lf;(</>(-2cóc0s'lj; * c(p + </>) - 2cóc'lj; * s(p + </>)) + 

m 711 

• 
0(2c0sós'lj; + 2cós0s'lj; * s(p + </>))) -

m 

• • 
4> 0(2cóc'lj;s0 * c(p + </>)) 

m . 

•• •• 
0(-sósO+cócO*s(p +</>))+ <f>(cósO*c(p +4>))+ 

m m 

. 2 . 2 

e (-cOsó-cósO*s(p +</>))- </> (cósO*s(p +</>))-
m m 

• • 
rf> 0(2cóce * c(p + 4>)) 

m 
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•• T Desarrollando el término ( ak) ( a1p): 

~;n(ca1ncóS(3(cesb + cbse * s(p + </>)) - cp sa1nsf3(-c1/;sbse + 
m m 

cb(cec'lj; * s(p + </>) + c(p +</Y)* s'l/;)) + ca1nsf3sbsp (-c'l/;sbse + 
m m m 

cb(cec'lj; * s(p + </>) + c(p +</Y)* s'l/;)) + (ca1nCP s(Jsb + S0'1nsf3sp ) 
m m m m 

(sbses'lj; + có(c(pm + </>) * c'lj; - ce* s(pm + </>) * s'l/;))) + 
• 

0'1n 2(-cbsa1nsf3( cesó+ cbse * s(p + </>)) - ca1nCP s/3(-c'l/;sbse + 
, m m 

cb(cBc'l/; * s(p +</Y)+ c(p +</Y)* s'l/;)) - sa1nsf3sbsp (-c'l/;sbse + 
m m m 

cb(cBc1/; * s(p + </>) + c(p +</Y)* s'l/;)) + (-cp sa1nsf3sb + ccx1nsf3sp ) 
m m m m 

(sbsBs'l/; + cb(c(p + <P) * c'l/; - ce* s(p + <P) * s1/;))) 
m m 

(4.3.22) 

simplificando los términos A1n y A2n se tiene: 

sa1nsf3(c(p - '!/;) * sbse + cb((-cOc'lj; * c(p - '!/;) * s(p + </>)) + 
m m m 

c(p + <P) * s(p - ?/;))) + ca1nsf3(cb2se * s(p + </>)) -
m m m 

sb2s0 * s(p _: '!/;) + cb(c(p + <P) * c(p - '!/;) * sb + 
m m m 

cBsb(l+s(p +<P)*s(p -'!/;)))) 
m m 

-(cb2sa1nsf3sO * s(p + </>)) + sf3sbsO(ca1n * c(p - '!/;) * S0!1nSÓ * 
m m 

s(p - '!/;)) + cbsf3( -(cOsa1nsb) - C0!1nCP (cOc'lj; * s(p + </>) + 
m m m 

c(p +<P)*s'l/;)+ca1nSP (c(p +<P)*c'lj;-ce*s(p +<P)*s'l/;) 
m m m m 

+sa1n(-(sbsp (cBc'lj; * s(p +</Y)+ c(p + </J) * s'l/;)) -
m m m 

cp sb(c(p + </>) * c'lj; - ce* s(p +</Y)* s'l/;))) 
m m m 

T •• Desarrollando el término ( ak) ( a 1P): 

•• •• •• • 2 .2 

A3n'l/J + A4n</J + Asne + A6n'l/J + A1n</J + 
.2 • • • • • 

AsnB + 'l/;(Agne + Ai0n</J) +Aun</> e (4.3.23) 
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factorizando los términos desde A3n hasta A11n se tiene: 

(cf3cócp + sf3(cp so:1nsÓ - C0:1nSP ))(c'ljJ(sós() - cóc() * s(p +e/>)) -
m m m m 

có * c(p +e/>)* s'ljJ) + (co:1nCP sf3 + (c f3có + sa1nsf3só)sp ) 
m m m 

(sós()s'ljJ + có(c(p +e/>)* c'ljJ - ce* s(p +e/>)* s'ljJ)) 
m m 

cc52 * c(p + e/>) * so:1nsf3s() - cf3có * c(p + e/>) * sóse + ( -( cf3có2cp ) + 
m m m 

cósf3(-(cp S0:1nsó) + C0!1nSP ))(c'l/J * s(p +e/>)+ ce* c(p +e/>)* s'l/J) + 
m m m m 

(cf3có 2sp + cósf3(co:1ncp + sa1nsósp ))(ce* c(p +e/>)* c'l/J - s(p + <P) * s'ljJ) 
m m m m m 

ca1n(-(c() * c(p - '1/J) * sfJsó) - có * c(p - '1/J) * sf3s() * s(p +e/>)) -
m m m 

cósa1nsf3sóse(I + s(p + </>) * s(p - '1/J)) + cf3(só2se - có2 ses(p + cf>) * 
m m m 

s(p - '1/J)) + c{}(-(cf3cósó(s(p +e/>)+ s(p - 'lf;))) + sa1n(có2sf3 * s(p +e/>) -
m m m m 

sf3só2 *s(p - '1/J ))) 
m 

(co:1nCP s/3 + (cfJcó + sa1ns/3só)sp )(c'ljJ(sósB - cóc(} * s(p +e/>)) -
m m m 

có * c(p +e/>)* s'ljJ) + (cfJcócp + sfJ(cp S0:1nSÓ - C0:1nSP )) 
m Tn m m 

( -( sós()s'ljJ) + có ( -( c(p + e/>) * c'l/J + e() * s(p + e/>) * s'ljJ)) 
m m 

- có(cfJsósB*s(p +c/>)+ca1nsf3(-(c()*c(p -'1/J)*s(p +</>))+ 
m m m 

c(p +c/>)*s(p -'1/J))-sa1nsf3só(sp (cec'ljJ*s(p +c/>)+c(p +c/>)*s'l/J)+ 
m m m m m 

cp (c(p +e/>)* c'lj; - cB * s(p +e/>)* s'ljJ))) + có2(-(sa1nsf3sB * s(p + cjJ)) + 
m m m m 

c/3(-(sp (cBc'ljJ * s(p +e/>)+ c(p + </>) * s'ljJ)) + cp (-(c(p +e/>)* c'l/J) + 
m m m m m 

cB*s(p +c/>)*s'lf;))) 
m 

- c'ljJ(ca1nCP s/3 + (cf3só + sa1nsf3só)sp )(sós(} - cóc(} * s(p +e/>)) -
m m m 

(cósa1nsf3 - cfJsó)(cBsó + cós(} * s(p +e/>)) 
m 

+(cf3cócp + sfJ(cp · so:1nsÓ - C0:1nSP ))(-(sós()) + cóc(} * s(p + c/>))s'ljJ 
m m m m 

- 2(cBsó + cós(} * s(p + c/>))(c/3cc5 * c(p - 7/J) + sfJ(cp (c'lj;sa1nsÓ + ca1ns'l/J) + 
m m m 

sp (-(ca1nc'l/J) + S0:1nsós?j;))) 
m 
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= -2có(c(3có(c()*c(p +</>)*c(p - 7/J )+s(p +<l>)*s(p -'lj;))+ 
m rn m m 

s(J(s(p + </>)(ca1n * c(p - 7/J) + S0:1nSÓ * s(p - </;) ) + 
m m m 

e()* c(p + </>)(cp c'lj;soinSÓ - C01nc'l/Jsp + C01nCP s'lj; + S01nsÓsp s'lj;))) 
m m m m m 

Aun = -2có * c(p + <l>)(c(Jc()só + s(3s()(co1n * c(p - 'lj;) + sa1nSÓ * s(p - 'lj;)) + 
m m m 

có(-(c()sa1nsf3 + c(Js() * s(p - 7/J))) 
. m 

• • 
Desarrollando el término 2 (akf (a1p): 

( 4.3.24) 
.· 

factorizando los términos desde A 12n hasta A14n se tienen: 

Ai2n = 2s(3((ca1nCP só + SO:inSP )(c'lj;sós() - cóc()s(p + <I> )) -
m m m 

cóc(p + </>) * s'lj;) + (-(cp sa1n) + ca1nsÓsp )(sós()s'lj; 
m m m 

+có(c(p + <P) * c'lj; - e()* s(p + <I>) * s<f;))) 
m m 

- s(3(2ca1ncó(-(sós()) + cóc() * s(p + <I> )) + 2(-(cp sa1n) + 
m m 

ca1nsÓsp ) ( -( c()c'lj;só) - cóc'lj;s() * s(p + <P)) + 
m m 

2( ca1nCP só + SO:inSP )( cBsós'lj; + cós() * s(p + </>) * s'lj;)) 
m m m 

- 2cós(3(ca1nCÓ * c(p + <I>) * s() - (ca1nCP só + sa1nSP ) 
m m m 

(c<f; * s(p + <I>) +ce* c(p + </>) * s'lj;) + 
m m 

(-(cp sa1n) + ca1nsÓsp )(e()* c(p + </>) * c'lj; - s(p + </>) * s<f;)) 
m m m m 

finalmente sustituyendo las ecuaciones (4.3.22), (4.3.23) y (4.3.24) en (4.3.21) se 
tiene: 

•• • • •• 
(akf (a1p) + 2 (akf (a1p)+ (akf (a1p) = O 

despejando el término de aceleración: 

•• ( 1 ) 2 •• •• •• .2 .2 
0'.1n - - Ain (A2n0'.~n + A3n'l/J + A4n</> + A5n() + A6n</J + A1n</> + 

.2 • • • • • • • • • 

ABnB + 'lfJ(AgnO + Ai0n</>) +Aun</> B + 0'.1n(A12n'l/J + Al3nB + Al4n</>)) 
(4.3.25) 
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Se obtiene de esta forma la ecuación que permite determinar la aceleración 
para los primeros eslabones de cada una de las cadenas cinemáticas que forman 
la PPE. 

Eslabones 2n: 
Se procede a derivar nuevamente la ecuación de velocidad ( 4.3.17), para cal­

cular la ecuación de aceleración que gobierne a los segundos eslabones de cada 
una de las cadenas cinemáticas de la PPE. 

• • • 
(a1f (zp) + (a1f (zp) e>. (4.3.17) 

Derivando con respecto al tiempo se obtiene: 

•• • • • • •• 
(a¡f (zp) + (a1f (zp) + (a1)T(zp) + (a1)T(zp) O 

•• • • •• 
(a1f (zp) + 2 (a1f (zp)+ (a1f (zp) o ( 4.3.26) 

Desarrollando i~, a partir de ~1 se tiene: 

• a¡= 

(ca1ncf3cp s¡3só + ca1nCCX2ncf3cp sf3só - cp sa1nSCX2nsf3só + cf3sa1nsf3sp + 
m m m m 

ca2ncf3sa1nsf3sp + ca1nS0'.2nsf3sp )a;n + (-sa2ns f3 ( -cócp s/3 + cf3cp -
m m m m 

C0'.1ncf3sp ) + CCX2nsf3( C0'.1nCP só + S0'.1nSP ) )a;n 
m m m 

(-cf3cp m SCX1nsf3 - CCX2ncf3cp m S0'.1nsf3 - C0'.1nCP m SCX2nsf3 + CCX1ncf3sf3sósp m + 
ca1nCCX2ncf3sf3sósp - sa1nSCX2nsf3sósp )a;n + (ca2nsf3(-cp sa1n+ 

m m m 

ca1nsósp ) - sa2nsf3(ca1ncf3cp - cósf3sp + cf3sa1nsÓsp ))a;n 
m m m m 

(ca1ncf3cósf3 + ca1nC0'.2ncf3cósf3 - cósa1nS0'.2nsf3)a;n+ 

(ca1nCCX2ncósf3 - sa2nsf3(cf3cósa1n + sf3só))a;n 
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•• 
a¡ = 

. 2 . 2 . 2 
-cf3cp sa.1nsf3soain - ca.2ncf3cp sainsf3soain - CO.inCP sa.2nsf3soain + 

m e2 m e 2 m e2 
C0.1ncf3sf3sp O.in + CO.inC0.2ncf3sf3sp O.in - SO.inS0.2nsf3sp O.in + 

m m m 

2ca.2nsf3(-cp S0.1nsoa;n + C0.1nSP a;n)a;n - 2sa.2ns f3 (caincf3cp soa;n+ 
m m m 

• • \ • 2 
cf3sainSP 0.1n)0:2n - C0.2nsf3( -cocp sf3 + cf3cp SO.inSO - COincf3sp )a.2n -

m m • 2 m m 

S0.2nsf3(coinCP so+ SO.inSP )a.2n + (caincf3cp sf3 so+ 
m m m 

ca.1nC02ncf3cp sf3so - cp sa.1nS0.2nsf3so + cf3sainsf3sp + ca.2ncf3sainsf3sp + 
m m m m 

cainS0:2nsf3sp )a;n + (-sa.2nsf3(-cocp s/3 + cf3 cp sainSO - C0:1ncf3sp )+ 
m m m m 

C0.2nsf3(ca.1nCP SO + S0:1nSP ))a;n 
m m 

.2 . 2 .2 
- CO:incf3cp sf3ain - C0:1nC0.2ncf3cp sf3ain + Cp S0:1nS0:2nS/30: in -

m e2 m e 2"" e 2 
cf3sainsf3sosp O:in - ca2ncf3sa.1nsf3sosp O:in - C01nS0:2nsf3sosp 01n -

"" m m 

2sa2nsf3(-cf3cp SO.inO:;n + C0.1ncf3s8sp a;n)o:;n + 2ca2ns/3(-cainCP a;n -
8 m • • m m• 2 

S0.1nSOSp 0:1n - SO.inSOSp 0.1n)a2n - S02nsf3( - cp SO:in + CO.inSOSp )a2n -
m m : 2 m 

C0:2nsf3 (ca1n cf3cp - cosf3sp + cf3sainSOSp ) a.2n + (-cf3cp SO:ins/3-
m m m m 

C0:2ncf3cp S0.1nsf3 - C0.1nCP S0.2nsf3 + CO:incf3sf3só + ca1nC0:2ncf3sf3sosp )a;n+ 
(ca;ns/3(- cp SO. in+ ~O:inSOSp ) - S0.2nsf3(caincf3cp - cósf3sp + 

m m m m 

cf3sainsÓsp ) )a;n 
m 

• 2 • 2 • 2 
-cf3cósainsf3ain - C0.2ncf3cósainsf3ain - CO.inCÓS0:2nsf30:1n -

2ca2nCOsa.1nsf3a;no;n - 2caincf3cosa2nsf3a;na;n -
• 2 • 2 

C0:1nCÓsa.2nsf30:2n - ca2nsf3(cf3cosa 1n + sf3só)a2n + 
(ca1ncf3cósf3 + C0:1nC02ncf3cósf3 - cósa1nS0:2nsf3)a;n+ 

(ca1nC02ncosf3 - sa2nsf3(cf3cósa1n + sf3so))a;n 

Desarrollando i;, a partir de .;P se tiene: 

[ 

cOs'ljJB + c'l/;sO~ ] 

.;P = - cOc'ljJB + .ses'lj;~ 
-see 
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.2 • • • 2 •• •• 

-ses'lj;e + 2cec'ljJe'ljJ - ses'ljJ'ljJ + ces'lj;e + c'ljJse'ljJ 

•• .2 • • • 2 •• •• 
Zp = c'lj;see + 2ces'ljJe'ljJ + c'ljJse'ljJ - cec'ljJ e + ses'ljJ'ljJ 

.2 •• 
-cee - se e 

Desarrollando el término (a~)T(zp): 

-(sa2nsf3 (cócesa1n - se(ca1nc(p - 'l/J ) + só * s(p - '1/J)))) + 
m m 

(1 + ca2n)cf3sf3(c(p - 'l/J) * sa1nse + ca1n(cóce - sóse * s(p - '1/J))) 
m m 

-(sa2nsf32(cesó + cóse * s(p - '1/J))) - c/3sa2nsf3 (cócesa1n - se(ca1n * c(p - 'l/J) + 
. m m 

sa1nSÓ * s(p - '1/J))) + ca2nsf3(c(p - 'l/J) * sa1nse + ca1n(cóce - sóse * s(p - '1/J))) 
m m m 

- (-1 - C0'.2n)cf3sf3(cócesa1n - se(ca1n * c(p - 'l/J ) + S0'.1nSÓ * s(p - '1/J ))) -
m m 

sa2nsf3(c(p - 'l/J) * sa1nse + ca1n(cóce - sóse * s(p - '1/J))) 
m m 

- -(ca2nsf3 2(cesó + cóse * s(p - '1/J))) - C0'.2ncf3sf3(cócesa1n - se(ca1n * c(p - 'l/J) + 
m m 

sa1nSÓ * s(p - '1/J))) - sa2nsf3(c(p - 'l/J ) * sa1nse + ca1n(cóce - sóse * s(p - 'lfJ))) 
m m m 

- -2C0'.2nsf3(cócesa1n - se(ca1n * c(p - '1/J) + S0'.1nSÓ * s(p - '1/J))) -
m m 

2cf3sa2nsf3(c(p -1/J) * sa1nse + ca1n(cóce - sósB * s(p - '1/J))) 
m m 

• • 
Desarrollando el término 2 ( a1) T ( zp): 

• • • • • • 
2 (a1f (zp) = a;n(A20ne + A21n1/J) + a~n(A22ne + A23n'l/J) (4.3.28) 

S0'.2nsf3(ca1nce * c(p - 'l/J) + S0'.1n(cóse +cesó* s(p -1/J))) + 
m m 

(1 + C0'.2n)cf3sf3(-(ca1nCÓSe) + c()(sp (-(ca1nC1/Jsó) + S0'.1ns'l/J) + 
m 

cp (c1f;sa1n + ca1nsós'ljJ))) 
m 

(1 + ca2n)cf3s(3se(ca1n * c(p - 'lfJ)só + sa1n * s(p -1/J)) -
m m 

sa2nsf3se( cp ( c'lj;sa1nSÓ + ca1nc'l/J) + sp ( -( C0'.1nc'l/J) + sa1nsós'ljJ)) 
m m 
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sa.2nsf3 2(sóse - cóce - s(p - '!/J)) + cf3sa2nsf3(ca.1nce * c(p - '!/J) + = m 

S0.1n(cóse +cesó* s(p - '!/J))) + C0.2nsf3(-(ca1ncóse + ce(sp (-(ca1nc'l/Jsó) + 
m . m 

sa.1ns'l/J) + cp (c'lfJsa1n + C0.1nsÓs'!/J))) 
m 

A23n - có * c(p - 'lfJ)sa2nsf3 2se + ca.2nsf3se(ca.1n * c(p - 'l/J)só + sa1n * s(p - '!/J)) -
m m m 

c{3sa2nsf3s()( Cp rn ( c'l/JS0.1nSÓ + C0.1nS'l/J) + Sp m ( -( C0.1nC'l/J) + S0.1nSÓS'l/J)) 

•• 
Desarrollando el término (a1f (zp): 

•• •• •• .2 • 2 •• 

(a¡f (zp) = A24n'!fr+ A25ne + A26ne + A21n'l/J + A2sn</J'l/J (4.3.29) 

- c{3 2cÓ * c(p - '!/J) *se - C0.2nCÓ * c(p - '!/J) * s{3 2se + 
m m 

sa.2nsf3se(ca1n * c(p - '!/J) * só + S0.1n * s(p - '!/J)) + 
m m 

(1 + C0.2n)cf3s(3se(cp (c'lfJsa1nSÓ + C0.1ns'!/J) + sp (-(ca1nc'l/J) + S0.1nsós'lfJ)) 
m m 

cf3 2(sóse - cóce * s(p - '!fJ)) + ca2nsf3 2(-(sóse) + 
m 

cóce * s(p - '!/J)) + (-1 - ca2n)cf3sf3(ca.1nce * c(p - '!/J) + 
m m 

S0.1n(cóse +cesó* s(p - '!/J))) + S0.2nsf3(-(ca1ncóse) + 
m 

ce(sp (-(ca.1nc'lfJsó) + sa1ns'l/J) + cp (c'l/Jsa1n + CCX1nsós'lfJ))) 
m m 

- cf3 2(cesó + cósB * s(p - '!/J)) - ca2nsf3 2(cesó + cóse * s(p - '!/J)) + 
m m 

(-1- ca2n)cf3sf3(cócBsa1n - se(ca1n * c(p - 'l/J) + S0'.1nSÓ * s(p - '!/J))) -
m m 

sa2nsf3(c(p - 'l/J) * sa1nse + ca1n(cócB - sósB * s(p - 'l/J))) 
m m 

cf3 2cóse * s(p - 'lfJ)) - ca2ncós{3 2sB * s(p - 'l/J) + 
m m 

(1 + CCX2n)cf3s{3se(ca.1n * c(p - '!/J) + S0.1nSÓ * s(p - '!/J)) -
m m 

sa2nsf3sB(sp (-(ca1nc'lfJsó) + sa1ns'l/J) + cp (c'l/Jsa1n + C0.1nsós'lfJ)) 
m m 

- 2cf3 2cóse * c(p - 'l/J) - 2ca2ncóce * c(p - 'l/J) * sf3 2 + 
m m 

2cesa2nsf3(ca1n * c(p - '!/J) * só + sa1n * s(p - '!/J)) + 
m m 

2(1 + CCX2n)c{3ces{3(cp (c'lfJsa1nSÓ + C0.1ns'l/J) + sp (-(ca1nc'l/J + SCX1nsós'lfJ)) 
m m 

finalmente sustituyendo las ecuaciones ( 4.3.27), ( 4.3.28) y ( 4.3.29) en ( 4.3.26), 
se tiene: 

•• • • •• 
(a1f (zp) + 2 (a1f (zp)+ (a1f (zp) =O 
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• • 
( 

•• •• 2 2 • • 
Aisn a1n + A16n a2n + A11n0'.1n + Aisn0'.2n + A19n(a1na2n) + . .• . . . . 

a1n(A20nB + A21n~) + a2n(A22nB + A23n~) + 
•• •• .2 • 2 •• 

A24n~ + A2snB + A26nB + A27n~ + A2sn<P~) =O 

despejando el término de aceleración C:;n : 

C:;n = -(A~6n) (A1sn ~~n + A11n0'.;n 
2 + AisnO'.;n 

2 + A19n(a~n0'.;n) + 
• • • • • • 

a1n(A20nB + A21n~) + a2n(A22nB + A23n~) + 
•• •• .2 • 2 •• 

A24n~ + A2snB + A26nB + A27n~ + A2sn<P~) (4.3.30) 

se obtiene de esta forma la ecuación que permite determinar la aceleración para 
los segundos eslabones de cada una de las cadenas cinemáticas que forman la 
PPE. 

4.4. Trayectoria de la PPE 

En esta sección se desarrolla un polinomio de quinto orden para especificar la 
trayectoria que seguirá la plataforma móvil. De esta forma es posible determinar 
la posición, velocidad y aceleración de la PPE. 

Considerando que los ángulos de Euler están en función del tiempo mediante 
una función polinomial de quinto orden [10), de la siguiente manera: 

<p(t) C() + C1 t + C2 t 2 + C3 t 3 + C4 t 4 + C5 t 5 

• 
<p( t) C1 + 2 C2 t + 3 C3 t2 + 4 C4 t 3 + 5 C5 t 4 

•• 
<p(t) - 2 C2 + 6 C3 t + 12 C4 t 2 + 20 C5 t 3 

con las condiciones iniciales y finales siguientes: 

ti= o 
t¡ = 10 seg 

'Pi =Oº 

<p¡ = 360º 

• 
'Pi= o 
• 

<p¡ =o 
•• 
'Pi= o 
•• 
<p¡ =o 

(4.4.1) 
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sustituyendo en las ecuaciones ( 4.4.1), se tienen: 

Oº Co 

360º Co + 10 C1 + 100 C2 + 1000 C3 + 10000 C4 + 100000 C5 

0 C1 

0 C1 + 20 C2 + 300 C3 + 4000 C4 + 50000 C5 

Ü 2 C2 

0 - 2 C2 + 60 C3 + 1200 C4 + 20000 C5 

resolviendo el sistema: 

Co o 
C1 - o 
C2 o 
C3 3,6 

C4 -0,54 

C5 0,0216 

resulta en las siguientes ecuaciones de movimiento: 

<p(t) - 3,6 t3 
- 0,54 t4 + 0,0216 t5 

• 
<p(t) 10,8 t 2 

- 2,16 t3 + 0,108 t4 

•• 
<p(t) - 21,6 t - 6,48 t2 + 0,432 t3 

(grados) 

(grados/s) 

(grados/ s2
) 

La asignación de los ángulos de Euler fueron de la siguiente manera: 

• • •• • • 
1/J = <p(t) 1/J = cp(t) 1/J = <p(t) 

• •• 
() = 45º ()=o ()=o 

• • •• • • 
<P = -<p(t) <P = -cp(t) <P = -<p(t) 

74 

(4.4.2) 

A continuación se muestran las gráficas de posición (a) con respecto al tiempo 
( t), para cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, los resultados fueron 
obtenidos en el software Mathematica. 
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Gráfica 4.4.la. Posición de la cadena l. 
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Gráfica 4.4.lb. Posición de la cadena 2. 
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Gráfica 4.4.lc. Posición de la cadena 3. 
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Empleando además las ecuaciones ( 4.4.2) y la variación de los ángulos de 
Euler respecto al tiempo, dados por: 

• • 
1jJ = cp(t) 1jJ = cp(t) 

• 
{;} = 45º {;}=o 

• • 
</> = -cp(t) </> = -cp(t) 

A continuación se muestran las gráficas de velocidad (a) con respecto al 
tiempo (t), para cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, los resultados 
fueron obtenidos en el software Mathematica. 
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Gráfica 4.4.2a. Velocidad de la cadena l. 
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Gráfica 4.4.2b. Velocidad de la cadena 2. 
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Gráfica 4.4.2c. Velocidad de la cadena 3. 

De igual forma, empleando las ecuaciones ( 4.4.2) y la variación de los ángulos 
de Euler respecto al tiempo, dados por: 

• • • • -1jJ = <p(t) 1jJ = <p(t) 1jJ = <p(t) 
• -() = 45º 8=0 (}=o 
• • • • •• 

e/>= -<p(t) e/>= -<p(t) e/> = -<p(t) 

Se obtienen las gráficas de aceleración ( a ) con respecto al tiempo ( t)' para 
cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE, los resultados fueron obtenidos 
en el software Mathematica. 
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Gráfica 4.4.3a. Aceleración de la cadena l. 
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Gráfica 4.4.3b. Aceleración de la cadena 2. 
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Gráfica 4.4.3c. Aceleración de la cadena 3. 



Capítulo 5 

Balanceo Estático 

5.1. Introducción 

En esta sección se exploran los principios del balanceo estático, se discute el 
concepto y el propósito del mismo. 

Cualquier eslabón o elemento que se encuentre en rotación pura puede, teóri­
camente, estar perfectamente equilibrado para eliminar todas las fuerzas y mo­
mentos de vibración [2]. Es aceptado, en la práctica del diseño, equilibrar todos 
los elementos o piezas en rotación en una máquina, a menos que la vibración o 
sacudimiento sean necesarios. Un elemento rotatorio puede estar equilibrado o 
balanceado tanto estática como dinámicamente. 

En algunos casos, el equilibrio estático puede ser un sustituto aceptable para 
el equlibrio dinámico y generalmente es más fácil de alcanzar. Existen dos formas 
muy comunes de realizar el balanceo estático de un mecanismo, estos son el uso 
de contrapesos y el uso de resortes, cada uno de los cuales posee sus propias 
ventajas y desventajas [8). 

5.2. Balanceo de Mecanismos Paralelos 

El balanceo estático de mecanismos paralelos espaciales de 3 GDL con ac­
tuadores de revoluta usando contrapesos o resortes es estudiado en [9]. Se dice 
que un mecanismo está balanceado por fuerzas cuando su centro global de masa 
permanece fijo, para cualquier movimiento arbitrario del mecanismo. 

Esta condición es muy importante en maquinaria donde las fuerzas desbal­
anceadas sobre la base provocarán vibraciones, desgaste y otros efectos no de­
seables. Para manipuladores robóticas o dispositivos simuladores de movimiento, 
sin embargo, las fuerzas sobre la base no son usualmente críticas y los diseñadores 
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están más interesados con los torques o fuerzas , que son requeridos en los actu­
adores para mantener el manipulador o mecanismo en equilibrio estático. Por lo 
tanto, en este contexto, los manipuladores o mecanismos son considerados es­
táticamente balanceados, cuando el peso de los eslabones no produce ningun 
torque o fuerza en los actuadores bajo condiciones estáticas, para cualquier con­
figuración del manipulador o mecanismo. Esta condición es tambien referida 
como compensación gravitatoria 

Como se menciona anteriormente, en un manipulador paralelo estáticamente 
balanceado los actuadores no contribuyen a soportar el peso de los eslabones 
móviles para todas las configuraciones. Por lo tanto, los actuadores son usados 
sólo para impartir aceleraciones a los eslabones móviles, lo cual conduce a una 
reducción del tamaño y potencia de los actuadores, y resulta en el mejoramiento 
de la precisión del control. En simuladores de vuelos, donde la carga es muy 
grande (usualmente del orden de toneladas) y el movimiento del mecanismo de la 
plataforma es más lento, las fuerzas o torques ejercidos en las juntas actuadas son 
principalmente debido al peso de la plataforma. Por lo tanto, si el mecanismo está 
balanceado estáticamente, las fuerzas o torques actuadoras pueden ser reducidas 
en mayor proporción, lo cual resultará en significantes mejoras del control y 
eficiencia de energía. 

En este capítulo se describe el balanceo estático de la PPE aplicando el mét0:­
do de contrapesos [9]. En el manipulador de 3 GDL analizado en [9], la composi­
ción de rotaciones de los segundos eslabones de las cadenas cinemáticas no existe 
respecto a los primeros eslabones. Debido a la estructura especial de dicho ma­
nipulador, la orientación de los segundos eslabones fué referida de manera directa 
a la vertical, dando como resultado ecuaciones más simples de balanceo. Para 
nuestro caso, debido a la configuración esférica de la plataforma, la composición 
de rotaciones de los segundos eslabones de las cadenas cinemáticas respecto a 
los primeros eslabones no se puede evitar, lo cual origina ecuaciones más com­
plejas de balanceo. Lo anterior da como consecuencia numerosas ecuaciones de 
balanceo equivalentes o linealmente dependientes entre sí. A partir de las cuales 
se obtuvo un conjunto reducido de ecuaciones útiles para el balanceo. 

5.3. Balanceo de la Plataforma Esférica 

A continuación se describe el método del balanceo [9], por contrapesos para 
lograr el equilibrio de la PPE. Es importante mencionar que se consideran los 
datos obtenidos en la síntesis cinemática. 

Considerando la figura 5.1, se tiene el mecanismo paralelo esférico de 3 GDL, 
con tres cadenas cinemáticas idénticas conectadas a la base de la plataforma. 
Cada una de estas cadenas consiste de una junta de revoluta, un primer eslabón 
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móvil, una segunda junta de revoluta, un segundo eslabón móvil y una tercera 
junta de revoluta unida a la plataforma móvil o efector final. 

a3@ 

Figura 5.1. Modelo CAD de la PPE. 

Con objeto de representar la posición del centro de masa de cada eslabón, 
un marco coordenado de referencia es definido sobre ellos. El marco coordenado 
inercial, es designado como Oxyz, dicho sistema coordenado es fijo y se encuentra 
localizado en el centro de nuestra esféra. 

De igual forma, se tiene un sistema coordenado móvil O' x' y' z' unido a la 
plataforma móvil, con su origen en el punto O', el cual es un punto definido 
sobre la plataforma, como se muestra en la figura 5.2. 

Así mismo, se muestran dos marcos coordenados de referencia designados 
como 0 1i x1i Yii zli y 02i X2i Y2i z2i unidos al primer y segundo eslabón de la 
i-ésima cadena respectivamente. 

Los puntos Olí y 0 2i son respectivamente localizados en el centro de la 
primera y segunda junta de revoluta. 
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Figura 5.2. Sistema coordenado de la PPE. 

Los ejes son determinados de la siguiente manera: 

X1i [Rpi ,z][Ró,y]x 

X1i X U1i 
Z1i 

llxli X U1i ll 

Z1i X X1i 
Yli -

l1z1i x xlill 

X2i [Rp; ,z] [Ró,y] [Ra 1;,x]x 

X2i X U2i 
Z2i 

l1x2i X U2ill 

Z2i X X2i 
Y2i -

l1z2i X X2ill 

i 1, 2, 3 

uu = (a2 - a1) 

u21 = (a3 - a2) 

u12 = (as - at) 
u22 = (~ - as) 

u13 =(as - a1) 

u23 = (ag - as) 
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(5.3.1) 

(5.3.2) 

Donde x 1i, Yli, z 1i, son vectores unitarios definidos en la dirección positiva del 
eje de coordenadas del marco 0 1i xli Yii zli . Así mismo X2i, Y2i, z2i, son vectores 
unitarios definidos en la dirección positiva del eje de coordenadas del marco 02i 

x 2i y2i z2i. Y u 11 , u 12 , etc, son vectores unitarios definidos en los puntos extremos 
de los eslabones. 
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Las coordenadas de los puntos Pi relativo al marco coordenado móvil unido 
a la plataforma son dados por (ai, bi, e¡ ) con i = 1, 2, 3. La orientación del 
marco móvil O'x'y'z' con respecto al marco fijo Oxyz es descrito por la matriz 
de rotación [Q], donde: 

[ 

qll ql2 ql3 ] 

[ Q] = q21 q22 q 23 

q31 q32 Q33 

(5.3.3) 

Las coordenadas del punto 0 1i expresados en el marco coordenado inercial 
son (xoi, Yoi , zoi) donde i = 1, 2, 3. Los ángulos ali y a2i son definidos como los 
ángulos del primero y segundo eslabón móviles de la i-ésima cadena. Siguiendo 
esta notaciól)., podemos escribir: 

[R1i] [Rp;,z][Ro,y][Ra1;,x] 

[R2i] [RP; ,z] [Ro ,y] [Rali ,x] [R13,z] (Ra2.,x] 

donde [R1i] y [R2i] son las matrices de orientación de los marcos coordenados 
01i X1i Yli Z1i y 02i X2i Y2i Z2i, respectivamente, con respecto al marco inercial. 

Considerando los parámetros anteriormente mencionados, se describen las 
condiciones para el balanceo estático, el cual es satisfecho al especificar que el 
centro de masa global del mecanismo está fijo. El vector de posición del centro 
de masa de un eslabón, multiplicado por su masa es llamado el vector masa 
del eslabón. La ecuación para el vector masa total del sistema puede ser escrito 
como: 

3 

Mr = mprp + 2:)m1ir1i + m2ir2i) 
i=l 

(5.3.4) 

donde M es la masa total de todos los eslabones móviles del sistema, r es el 
vector de posición de su centro de masa global , rp es el vector de posición del 
centro de masa de la plataforma móvil, r 1i y r 2i son los vectores de posición del 
centro de masa del primer y segundo eslabón de la i-ésima pierna; mp, m1i y m2i 

son las masas correspondientes, figura 5.3 y figuras 5.4(a y b). La ubicación de 
las masas de los eslabones mostradas en las figuras, son sólo ilustrativas ya que 
por lo general no se encuentran ahí. 

Los vectores de posición del centro de masa de cada eslabón pueden escribirse 
como: 

(5.3.5) 

(5.3.6) 

(5.3.7) 
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Figura 5.3. Localización de las masas en la cadena i. 

A 

X1 

Figura 5.4a. Ubicación del centro de masa del eslabón l. 
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Figura 5.4b. Ubicación del centro de masa del eslabón 2. 

Donde r O; ( i = 1, 2, 3) son tres vectores constantes desde el marco coordenado 
inercial Oxyz a 0 11 , 0 12 y 0 13 , respectivamente; 11i y 12i son los vectores de 
posición desde oli a 0 2i y de 02i a Pi, respectivamente. Mientras cli y Czi son 
los vectores de posición desde 0 1i al centro de masa del primer y segundo eslabón 
de la i-ésima pierna, respectivamente (figura 5.5). 

Así mismo, cP y r i ( i = 1, 2, 3) son, respectivamente, los vectores de posición 
desde Ot al centro de masa de la plataforma y desde Ot al punto Pi. Todos los 
vectores anteriores ya mencionados -excepto r oi- son expresados en un marco de 
referencia local móvil y se asume que los primeros y segundos eslabones de cada 
cadena son iguales, por lo tanto m 1i = m 1 y m2i = m2., además: 
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Figura 5.5. Representación de la ubicación de los vectores en la PPE. 

Sustituyendo las ecuaciones desde (5.3.5) hasta (5.3.7) en la ecuación (5.3.4), se 
obtiene un vector de componentes: 

(5.3.8) 

donde: 

rx = m1(Xo3 + f11xcl + S0:13 (f13ycl - fi2 zci) + C0:13(f12Yc1 + fi3 Zc1)) + 
m1(Xo2 + g11 Xc1 + S0:12(g13ycl - g12Zc1) + C0:12(g12Ycl + g13Zc1)) + 
m1(Xo1 + kuXc1 + sa11(k13ycl - ki2 Zc1) + ca11(k12Ycl + kl3 zci)) + 
m2(k11 l1x + ki3l1yS0:11 + Xo1 + ki3S0:11Xc2 - ki2S0:11S0:21Yc2 + 
kusa21Zc2 + cau (k12(l1y + Xc2) + k13sa21Yc2 + C0:21k13Zc2) -

C0:21(k11Yc2 + ki2S0:11Zc2)) + 
m2(g11l1x + gl3l1yS0:12 + Xo2 + g13sa12Xc2 - gi2S0:12S0:22Yc2 + 
gusa22Zc2 + C012(g12(l1y + Xc2) + gi3S0:22Yc2 + C0:22g13Zc2) -

C0:22(g11Yc2 + gi2S0:12Zc2) )+ 
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m2(!11l1x + f13l1yS0'.13 + Xo3 + fi 3SCl'13Xc2 - f12S0'.13S0:2 3Yc2 + 
f11SCl'23Zc2 + C0:13{f12(liy + Xc2) + f13S0'.23Yc2 + C0'.2JÍ13Zc2) -

C0'.23(f11 Yc2 + Í 12S0'.13Zc2)) + 
mp(f11l1x - C0:23f11l2y - a3q11 - b3 Q1 2 - C3Q13 + f13l1yS0:13 + 
fi3l2x S0: 13 - fi2l2yS0'.13S0: 23 + 
C0'.13(!12(l1y + l2x ) + fi3l2yS0'.23) + Xo3 + Q11Xp + Q12Yp + Q1 3Zp ) 

ry m1(Í21Xc1 + Yo3 + sa13(!23YcI - h2zcI) + C0:13(!22YcI + Í23Zc1)) + 
m1 (g21 XcI + Yo2 + S0'.12 (g2 3YcI - 922ZcI) + C0:12 (g22Yc1 + 923Zc1)) + 
m1(k21XcI + Yo1 + sa11(k23YcI - k22zcI) + co:11(k22YcI + k23zcI)) + 
m2 ( k21 l1x + k23l1yS0'.11 + .k23S0'.11 Xc2 + Yo1 - k22S011 S0:21 Yc2 + 
k21SCl'21Zc2 + C0:11 (k22(l1y + Xc2) + k23S0'.21Yc2 + C0'.21k23Zc2) -

C0'.21 ( k21 Yc2 + k22S0'.11 Zc2)) + 
m2(921l1x + 923l1yS0:12 + 923S0'.12Xc2 + Yo2 - 922S0'.12S0'.22Yc2 + 
921S0:22Zc2 + C0:12(922(l1y + Xc2) + 923S0'.22Yc2 + C0'.22923Zc2) -

C0'.22(921Yc2 + 922S0'.12Zc2)) + 
m2(h1l1x + f23l1yS0:13 + f23S0'.13X c2 + Yo3 - Í22S0'.13S0:23Yc2 + 
Í21SCl'23Zc2 + C0:13(!22(liy + Xc2) + f2 3S0'.23Yc2 + C0:23f23Zc2) -

C0'.23(f21Yc2 + Í22S0'.13 Zc2)) + 
mp(h1lix - C0:23f21l2y - a3Q21 - b3Q22 - C3Q23 + f23l1yS0:13 + 
f23l2xS0:13 - f22l2yS0'.13S0:23 + 
ca13(!22(liy + l2x) + f23l2yS0'.23) + Q21Xp + Yo3 + Q22Yp + Q23Zp) 

r z m1 (h1 XcI + ÍJ3S0'.13Ycl + Zo3 + C0:13ÍJ3ZcI) + 
m1 (g31Xc1 + g33S0:12Yc1 + Zo2 + C0:12g33ZcI) + 
m1(k31Xc1 + k33S0:11Yc1 + Zo1 + co:11k33ZcI) + 
m2(f31l1x + ÍJ3S0:13(l1y + Xc2) + C0:13ÍJ3S0:23Yc2 + Zo3 + 
ÍJ1SCl'23Zc2 + CCl'23(-f31Yc2 + C0:13ÍJ3Zc2)) + 
m2(g31l1x + g33S0:12(l1y + Xc2) + C0:12933S0:22Yc2 + Zo2 + 
931S022Zc2 + C0:22( -931Yc2 + C0'.12g33Zc2)) + 
m2(k31l1x + k33S0:11(l1y + Xc2) + C0:11k33S0:21Yc2 + Zo1 + 
k31SCl'21Zc2 + CCl'21 (-k31Yc2 + ca11k33Zc2)) + 
mp(f31l1x - ca23f31l2y - a3q31 - b3Q32 - c3q33 + 
f33(l1y + l2x)sa13 + C0:13f33l2yS0'.23 + Q31Xp + Q32Yp + Zo3 + q33Zp) 
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donde: 
ku = CÓCP1 
k21 = CÓSP1 
k31 = -só 

911 = cÓcp2 
921 = CÓSP2 
931 = -só 

fi1 = cócp3 
f21 = cósp3 
h1 = -só 

k12 = - sp1 
k22 = CP1 
k32 =o 

k13 = CP1SÓ 
k23 = SÓSP1 
k33 = có 

912 = - SP2 913 = CP2SÓ 
922 = CP2 923 = sósp2 
932 = o 933 = có 

f12 = - Sp3 f13 = Cp3SÓ 
Í22 = cp3 f23 = sósp3 
h2 =o Í33 = có 
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Por otro lado, de las restricciones cinemáticas del mecanismo, a saber, de las 
ecuaciones de lazo cerrado independientes asociada con los lazos cinemáticos Oiz 
Oi2 Pi P3 O , (i = 1, 2) , se tiene: 

rOi + [R1i]l1i + [R2i]hi = ro3 + [Rl3]l13 + [R23] l23 + [Q](ri - r3), i = 1, 2 

(5.3.9) 

La ecuación (5.3.9) para i = 1, puede ser escrita en forma escalar como: 

k11l1x - ca21k11l2y + (l1y + l2x)(ca11k12 + ki3sa11) + 
l2y(ca11k13 - ki2sa11)sa21 + Xo1 = 

f11(l1x - ca23l2y) + (a1 - a3)q11 + (b1 - b3)Q12 + (c1 - c3)Q13 + 
(l1y + l2x)(ca13fi2 + f13sa13) + l2y(ca13f13 - f12sa13)sa23 + Xo3 

k21l1x - ca21k21l2y + (l1y + l2x)(ca11k22 + k23sa11) + 
l2y(ca11k23 - k22sa11)sa21 + Yo1 = 

(5.3.10) 

Í21(l1x - ca23l2y) + (a1 - a3)Q21 + (b1 - b3)Q22 + (c1 - c3)Q23 + 
(l1y + l2x)(ca13f22 + f23sa13) + l2y(ca13f23 - f22sa13)sa23 + Yo3 

(5.3.11) 

k31l1x - ca21k31l2y + k33(l1y + l2x)sa11 + ca11k33l2ysa21 + Zo1 = 

h1(l1x - ca23l2y) + (a1 - a3)q31 + (b1 - b3)q32 + (c1 - c3)q33 + 
f33((l1y + l2x)sa13 + ca13l2ysa23) + Zo3 (5.3.12) 

La ecuación (5.3.9) para i = 2, puede ser escrita en forma escalar como: 

911lix - ca22911l2y + (l1y + l2x)(ca12912 + 913sa12) + 
l2y(ro12913 - 912sa12)sa22 + xo2 = 

fn(lix - ca23l2y) + (a2 - a3)Q11 + (b2 - b3)Q12 + (c2 - c3)Q13 + 
([¡y+ l2x)(m13f12 + f13sa13) + l2y(ca13fi3 - fi2sa13)sa23 + Xo3 

(5.3.13) 
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921lix - C022921l2y + (l1y + l2x)(ca12922 + 92380'.12) + 
l2y(ca12923 - 922sa12)sa22 + Yo2 = 
Í21(l1x - ca23l2y) + (a2 - a3)q21 + (b2 - b3)q22 + (c2 - c3)q23 + 
(l1y + l2x)(ca13f22 + f23sa13) + l2y(ca13f23 - f22sa13)sa23 + Yo3 

89 

(5.3.14) 

931lix - ca22931l2y + g33(l1y + l2x)sa12 + ca12g33l2yS022 + zo2 = 
f31(l1x - ca23l2y) + (a2 - a3)q31 + (b2 - b3)q32 + (c2 - c3)q33 + 
f33((l1y + l2x)sa13 + ca13l2ysa23) + zo3 (5.3.15) 

Con objeto de limitar la complejidad de la ecuación de balanceo (5.3.8), 
se eliminan las variables dependientes a 21 y a 22 de los segundos eslabones de 
la primera y segunda cadena cinemática. Se eligen estas, debido a que ambas 
cadenas se encuentran relacionadas mediante la ecuación de lazo (5.3.9). Para 
lograr esto se despejan en forma arbitraria los términos cos a 21 y cos a 22 de 
cualquiera de las expresiones de (5.3.10) a (5.3.15). Por lo tanto de la ecuación 
(5.3.10), se despeja el término cos a21: 

1 
ca21 = k l ( -kn l1x + f n ( l1x - ca23l2y) + 

ll 2y 
(a1 - a3)qn + (b1 - b3)Q12 + (c1 - c3)q13 + 
k13((-l1y - l2x)san - ca11l2ysa21) + 
ki2(ca11(-l1y - l2x) + l2ysa11sa21) + 
fi3((l1y + l2x)sa13 + ca13l2ysa23) + 
fi2(ca13(l1y + l2x) - l2ySa13S023) - Xo1 + Xo3) 

De la ecuación ( 5.3.13), se. despeja el término cos a 22 : 

1 
cos a22 = l (-gul1x + !11 U1x - CQ23l2y) + 

911 2y 
(a2 - a3)q11 + (b2 - b3)Q12 + (c2 - c3)q13 + 
g13((-l1y - l2x)sa12 - C012l2ySa22) + 
912(ca12(-l1y - l2x) + l2yS012sa22) + 
f 13 ( ( l1y + l2x) sa13 + ca13l2ysa23) + 
fi2(ca13(l1y + l2x) - l2ysa13sa23) - Xo2 + Xo3 

(5.3.16) 

(5.3.17) 

Las ecuaciones (5.3.16) y (5.3.17) se sustituyen en las componentes rx, ry, 
r2 , de la ecuación (5.3.8). Simplificando estas, nos damos cuenta que aparecen 
coeficientes multiplicando las variables dependientes del tiempo a y los elementos 
de la matriz [Q]. En la referencia [9], se muestra que los coeficientes se repiten 
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en cada uno de los componentes r x, r y, r z . De lo anterior, el análisis se puede 
realizar a partir de cada uno de los componentes, tomando en forma arbitraria la 
componente x, se procede a encontrar las ecuaciones que determinan el balanceo. 

Sustituyendo (5.3.16) y (5.3.17) en (5.3.8) y simplificando se tiene: 

rx = D x11 Q11 + D x21Q12 + D x31Q13 + 

( 
f11k13l1xm2Zc2) 

Dx4 + D xs + Dx61 - kul
2
y cau + 

( 
f11913l1x ffi2Zc2) 

Dx12 + D x13 + Dx141 - l ca12 + 
911 2y 

( 
f11k12l1xm2Zc2 ) 

Dx101 + D xs + D x9 + k l san + 
11 2y 

( 
f11912l1x ffi2Zc2) 

Dx16 + D x11 + Dx1s1 - l sa12 + 
911 2y 

Dx12Q11 can + Dx22Q12Ca11 + Dx32Q13Ca11 + 
Dx14Qll ca12 + Dx24Q12Ca12 + Dx34Q13Ca12 + 
Dx13Q11 san + Dx23Q12Sa11 + Dx33Q13Sa11 + 
Dx1sQ11Sa12 + Dx2sq12sa12 + Dx35q13sa12 

Dx52CQ13Ca11 + D x53Sa11ca11 + Dx54Sa13Ca11 + 
Dx102Ca13SQ11 + Dx1s2C0'13Sa12 + Dx1s3Sa13sa12 + 
Dx103Sa13Sa11 + Dx142CQ13CQ12 + Dx143Sa12Ca12 + 
Dx144Sa13C0'12 - Dx212CQ23SQ13 - (Dx213 + Dx2s2)sa13S0'23 + 
Dx232Ca23C0'13 + (Dx233 + Dx2s1)ca13S0'23 + Dx32Ca12Ca23 -

f11k13m2Zc2 
Dx33Sa11 ca23 - Dx34S<l12C0'23 + k CQ23Ca11 + 

11 

Dx11Sa11sa21Ca11 - Dx12C0'¡3SQ230011 + Dx73Sa¡3Sa23Ca11 + 
Dx111Ca¡3Sa23S0'11 - Dx191Ca13S0'23S0'12 - Dx192Sa¡3S0'23Sa12 + 
Dx112Sa¡3SCl'.23SCl'.11 + Dx151Sll'.¡2Sll'.22Cll'.12 - Dx152CCl'.13SQ23CCl'.12 + 
Dx153Sll'.13Sll'.23C0'12 + Dx31CQ23 + (Dx20 + Dx211)sa13 + 

2 (kf3ffi2Zc2) 2 
(Dx22 + Dx231)ca13 + Dx24Ca11 + kn sa21ca11 + 

2 (kf2m2Zc2) 2 
Dx2ssa11 + ku sa21 sa11 + 

2 (9f3ffi2Zc2) 2 Dx25ca12 + sa22ca12 + 
911 

2 (9f2m2Zc2) 2 
Dx21Sa12 + sa22Sll'.12 + Dx292Sll'.21 + Dx302Sa22 + 

~l . 

Const1 + Const2 + Dx291 + Dx301 (5.3.18) 
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El balanceo se alcanza cuando el centro global de masa permanece fijo para 
cualquier movimiento arbitrario de la PPE. Esto se logra cuando los coeficientes 
multiplicando las variables dependientes del tiempo a y los elementos de la matriz 
[Q] son iguales a cero Es decir se tiene que el centro de m~a cumple con: 

rx = Const1 + Const2 + D x291 + Dx30l 

analíticamente se tiene: 

Dx11 

Dx12 

Dx13 

Dx14 

Dx15 

Dx21 

Dx22 -

Dx23 

Dx24 -

Dx25 -

Dx3l -

Dx32 

1 
mp(-a3 + Xp) + -l (a1 + a2 - 2a3)m2Yc2 =O 

2y 

( k
1
:l

2
y) (-a1 + a3)k13m2Zc2 = O 

(k
1
:l

2
y) (a1 - a'3)k12m2Zc2 =O 

( -
1-z-) (-a2 + a3)913m2zc2 =O 

911 2y 

( -
1-z-) (a2 - a3)912m2zc2 =O 

911 2y 
1 

mp(-b3 + Yp) + -l (b1 + b2 - 2b3)m2Yc2 =O 
2y 

( k
1
:l

2
y) (-b1 + b3)k13m2Zc2 = O 

( k
1
:l

2
y) (b1 - b3)k12m2zc2 = O 

( -
1z-) ( -b2 + b3)913m2zc2 = O 

91l 2y 

( -
1z-) (b2 - b3)912m2zc2 =O 

91l 2y 
1 

mp(-c3 + zp ) + -l (c1 + c2 - 2c3)m2Yc2 =O 
2y 

( k
1
:l

2
y) ( -C1 + c3)k13ffi2Zc2 = O 

(5.3.19) 
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Dx33 

Dx34 

Dx35 

Dx4 

Dxs 

Dx61 

Dx62 -

Dx63 -

Dx64 

Dx11 

Dxn 

Dx13 -

Dxs 

Dx9 

Dx101 

Dx102 

Dx103 -

(~) (c1 - c3 )k12m2zc2 =O 
11 2y 

( -
1z-) (-c2 - c3 )913m2zc2 =O 

911 2y 

( -
1z-) (c2 - c3 )912m2zc2 =O 

911 2y 
(k12m2(l1y + Xcz) + m1(k12Ycl + k13 zcl ) =O 

( l~y) ( -m2(k12(/1y + lzx) + Yc2 - k13l1xZc2)) = O 

( k
1
:l

2
y) (k13m2(xo1 - Xo3)Zcz) =O 

( kl:l
2
y) (- fi2k13(l1y + l2x )m2Zc2) =O 

( ki:l
2
y ) ( (-ki2 + ki3)l1ym2 Zc2 + (-ki2 + ki3)l2xm2Zc2 ) = O 

( ki~l2y) (- fi 3k13(l1y + l2x)m2Zc2 ) = O 

( k:l) (-2k12k13ffi2Zc2) = Ü 

( k:i) (f13k13m2 Zc2) =O 

( k:l) U12k13m2Zc2) = O 

(k13m2(l1y + Xc2) + m1(k13Ycl - k12ZcI)) =O 

(z~Y) (-m2(k13(l1y + l2x)Yc2 + k12l1x Zc2)) =O 

( ki~l2y) (k12m2(-xo1 + Xo3)Zc2) =O 

( ki:l
2
y) U12k12(l1y + l2x)m2Zc2) = O 

( kl~l2y) (f13k12(l1y + l2x)m2Zc2) = O 
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Dx111 ( k~l) (f13k12m2zc2 ) = O 

Dx112 ( k~l) (J12k12m2zc2) = O 

Dx12 912m2(l1y + Xc2 ) + m1(912Yc1 + 913Zc1 ) = Ü 

Dx13 c~y) (-m2(912(l1y + l2x)Yc2 - 913l1x Zc2 )) = 0 

Dx141 (-\-) (913m2(xo2 - Xo3 )Zc2 ) =O 
911 2y 

Dx142 (-\-) (- fi2g13(l1y + l2x)m2Zc2 ) =O 
911 2y 

Dx143 ( 1 ) 2 2 -l- ((912 + 913)(l1y + l2x)m2Zc2) =O 
911 2y 

Dx144 - (-\-) (- fi 3g13(l1y + l2x)m2 Zc2) =O 
911 2y 

Dx151 ( J_) (-2912913m2 zc2 ) =O 
911 

Dx152 ( J_) (f13913ffi2 Zc2) = O 
911 

Dx153 ( J_) U12913m2 Zc2 ) = O 
911 

Dx16 913ffi2 ( l1y + Xc2) + m1 (913Yc1 - 912Zcl) = Ü 

Dx11 c~y) (-m2(g13(l1y + l2x)Yc2 + 912lixzc2)) = 0 

Dx1s1 (-\-) (912m2(-xo2 + Xo3)Zc2) =O 
911 2y 

Dx1s2 - (-\-) (f12912(l1y + l2x)m2Zc2) =O 
911 2y 

Dx1s3 (-\-) {f13g12(l1y + l2x)m2Zc2) =O 
911 2y 

Dx191 ( J_) {f 13912m2zc2 ) = O 
911 

Dx192 ( J_) U12912m2Zc2) = O 
911 
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Dxzo 

Dx211 

D x212 

D x213 

Dx22 

D x231 

Dx232 

D x233 

Dx24 

Dx25 

Dx26 -

Dx21 

Dx2s1 

Dx2s2 -

Dx291 

Dx292 

Dx301 -

( l~y) (2f¡3(l¡y + l2x)m2Yc2) = O 

fi3(l2xmp + l1y(m2 + mp) + m2Xc2 + m1ycl) - fi2m1Zc1) =O 

fi2m2 zc2 =O 

3fi2m2Yc2 = O 

c~y) (2fi2(l1y + l2x)m2Yc2 ) = O 

fi2(l2xmp + l1y(m2 + mp) + m2Xc2 + m1yci) - fi 3m1 zcI ) =O 

f13m2 Zc2 =O 

3fi3m2Yc2 =O 

(k¡:lzy) (k12k13(l1y + l2x)m2 Zc2 ) =O 

( ki:lzy) (-k12k13(l1y + l2x)m2Zc2 ) = O 

( ki:lzy) (912913 ( l1y + l2x)m2Zc2 ) = O 

( -
1z-) (-912913(l1y + l2x)m2zc2 ) =O 

911 2y 
f 11 m2Zc2 + fi3l2y mp = O 
fi2l2ymp =O 

k11(l1ym2 + m1 xcI) =O 

kum2Zc2 =O 

911(l1xm2 + m1Xc1) =O 

Dx302 - 911m2Zc2 =O 

Dx31 

Dx32 

- f11(l2ymp + 3m2Yc2) =O 

Í11913m2zc2 = O 
9ll 

D _ f11k12m2Zc2 =O 
x33 

kn 
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D _ Í11912m2Zc2 = O 
x34 

911 
(5.3.20) 

Las ecuaciones (5.3.20) constituyen las ecuaciones que se deben satisfacer 
para que la PPE esté balanceada estáticamente La solución de estas ecuaciones 
nos permiten determinan las coordenadas de posición de las masas de los es­
labones dadas por: 

[ 
Xc1 

] 
C1i = Yc1 

Zc¡ 
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De las expresiones: 

Const2 

Dx291 

Dx301 

mpX03 + (m1 + m2)(xo1 + Xo2 + Xo3) + 
m2((2f11 - 911 - k11)l1 x - Xo 1 - Xo2 + 2xo3)Yc2 

l2y 

f11(l1x(m2 + mp) + m1xcI) 

k11 (l1xm2 + m1xcI) 

911(l1xm2 + m1xcI) 
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Podemos apreciar que la componente Xc1 queda incluida en los términos con­
stantes y no aparece en los coeficientes que multiplican las variables dependientes 
del tiempo. Para la evaluación numérica de las ecuaciones de balanceo se consid­
era un valor de XcI = -5cm por conveniencia. Por otro lado aunque Yc2 aparece 
en los términos constantes, no se elimina, ya que también aparece en los coefi­
cientes dependientes del tiempo. 

5.4. Ejemplo de Aplicación 

Caso 1: Masa del eslabón sin alterar. 
Las expresiones de balanceo de la sección anterior son aplicables para el caso 

en el cual la masa de los eslabones involucrados, está preescrita, es decir, la masa 
de los eslabones no puede ser alterada. El balanceo es alcanzado relocalizando 
la masa original, a partir de las coordenadas: 

Caso 2: Masa del eslabón alterada. 
Para este caso el balanceo se obtiene al considerar una mayor masa de los 

eslabones en relación con el original; esta diferencia permitirá añadir y localizar 
la masa requerida para alcanzar el balanceo. Este es el caso a analizar para la 
PPE. 

A continuación se evaluan las ecuaciones (5.3.20). Considerando los datos (en 
centímetros) del prototipo propuesto en la síntesis: 

ro1 - ( Xo1, Yo1, zo1 ) = ( 12,2474, 0,0041058, -8,66025 ) 

ro2 ( Xo2, Yo2, zo2 ) = ( -6,12372, 10,6066, -8,66025 ) 

ro3 - ( Xo3, Yo3, Zo3 ) = ( -6,12372, -10,6066, -8,66025 ) 
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ri ( a1, bi, C1 ) = ( 12,06, o, - 1,905 ) 

r2 ( a2, b2, C2 ) = ( -6,03, -10,445, -1 ,905 ) 

r 3 ( a3, b3, C3 ) = ( -6,03, 10,445, -1,905 ) 

11 ( l1x, l1y , o ) = ( -15, 16,54, o ) 
h ( l2x, Z2y , o ) = ( -16,54, 14,77, o ) 

Cp = ( Xp, yp, Zp ) = ( 0, O, -1 ,905 ) 

p1 - Oº, p2 = 120º, p3 = 240º ó = 35,27º 

mp - 1,511582 kg, in1 = 0,135 kg, m 2 = 0,149 kg masas originales 

mp - 1,511582 kg, m1 = 0,500 kg, m2 = 0,700 kg masas alteradas 
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Un vez evaluadas las ecuaciones en el programa desarrollado en el software 
Mathematica, se obtiene un sistema con 60 ecuaciones de las cuales, 51 son 
triviales y 9 son útiles, dichas ecuaciones lineales nos permiten determinan los 
valores de las coordenadas de posición requeridas. 

Las ecuaciones triviales son: 

0.Zc2 = 0 0.Zc2 = 0 0=0 
0.Zc2 = 0 0.Zc2 = 0 0=0 
0.Zc2 = 0 0.Zc2 = 0 0=0 
0. Zc2 = 0 0.Zc2 = 0 0=0 
0. Zc2 = 0 0. Zc2 = 0 0=0 
0. Zc2 =O O. Zc2 =O 0=0 
0.Zc2 = 0 O. Zc2 =O 0=0 
O.Zc2 =O 0=0 O+ O.yc2 =O 
O.Zc2 =O Ü=Ü O+ O.yc2 =O 
0. Zc2 =O 0=0 -0,811609zc2 = O 

-0,606361zc2 = O 0,142936zc2 =O O, 700215zc2 = O 
0,350107 Zc2 = Ü 0,42875zc2 = O 0,285873zc2 =O 
0,700215zc2 =O 0,42875zc2 = O -2, 10035zc2 = O 
-2,10035zc2 =O -1,28607 Zc2 = 0 -0,142936zc2 =O 
-0,606218zc2 = O 0,8575zc2 = O -1,28607 Zc2 = Ü 
-0,202101zc2 =O 0,142936zc2 =O 0,571508zc2 = O 
-0,202101zc2 = O 0,42875zc2 = O -Q,285754Zc2 = 0 
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Las ecuaciones útiles son: 

9,045 + 0,857346yc2 

-15,6675 - 1,48507yc2 

0,288715zcl + 0,0000426392zc2 

6,68548 + Ü,404202Xc2 + Ü,288716ycl 

-3,34274 - 0,202101xc2 - 0,144358yc1 + 0,433013zcl 

-19,1868 - 1,81865yc2 

-6,39648 - 0,606302yc2 - 0,285754zc2 

-0,288715(11,578 + 0,7Xc2 + 0,5ycl) + Ü-Yc2 - 0,433013zc1 
1 
2./3(11,578 + 0,7Xc2 + 0,5yci) - 0,144358zc1 + 0,350107zc2 

Resolviendo las ecuaciones (El), (E2) y (E6) se obtiene: 

Yc2 = -10,6315 

Resolviendo la ecuación (E7) dando Zc2 = O: 

Yc2 = -10,6315 

Resolviendo la ecuación (E3) dando Zc2 =O: 

Zcl = Ü 

97 

O (El) 

O (E2) 

O (E3) 

O (E4) 

O (E5) 

- O (E6) 

- O (E7) 

O (E8) 

O (E9) 

De las 9 ecuaciones, dos de ellas son combinaciones lineales. Estas son las 
ecuaciones (E4) y (E5), de (E4) tenernos: 

6,68548 + Ü,404202Xc2 + Ü,288716ycl = 0 

si evaluamos la ecuación (E5) para zc1 =O, tenernos: 

-3,34274 - 0,20210lxc2 - 0,144358ycl =O 

por lo cual al multiplicar la ecuación (E5) por (-2), obtenernos que la ecuación 
(E4) y (E5) son iguales. 

Resolviendo la ecuación (E4) ó (E5), (E8) y (E9) dando zcl = O, zc2 = O 
y Yc! = -5,55: 

Xc2 = -12,5757 

Además asignarnos por conveniencia: 

Xc} = -5 
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Los valores finales obtenidos son: 

XcI - -5 

Yc1 -5,55 

Zcl - o 

Xc2 -12,5757 

Yc2 -10,6315 

Zc2 o 

Estos valores obtenidos nos dicen como se deben distribuir las masas alteradas 
de la PPE. Si estas condiciones son satisfechas, el mecanismo podrá ser fij ado en 
cualquier orientación y, por lo tanto estará balanceado para cualquier dirección 
del vector de gravedad. 

Para las masas añadidas a los eslabones se considera la ecuación propuesta 
en [6]. Para calcular las coordenadas de posición y el valor de la masa.del eslabón 
1 (figura 5.6), se tiene el siguiente procedimiento: 

Figura 5.6. Representación de las masas. 

Para el eslabón 1: 

- m 91 r91 +mu ru 

m 91 [ ~:: ] + mu 
Zgl 

[ 

X11 ] 
Y11 

Z11 

(Elü) 

además se cumple: 
m1 = m91 + mn (E11) 
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donde: 

m1 masa de balanceo 

mgl - masa original del eslabón 

mu - masa del contrapeso 

C1 vector de posición de la masa de balanceo 

rg1 vector de posición de la masa original 

r11 - vector de posición del contrapeso 

se tiene un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas.y los siguientes datos: 

C1 ( -5, -5,55, 0 ) 

r 91 ( -5,39, 9,33, O ) 

m1 0,5 

m91 0,135 

Ejemplo 1: Calculando mu, xu, Yn, zu. 
De la ecuación (Elü) y (E11), se tiene: 

0,5 [ -~~5] [

-5 39 ] 
0,135 9,~3 

0,5 - 0,135 +mu 

resolviendo el sistema: 

x 11 - -4,85575 cm 

Yn - -11,0536 cm 

zu O cm 

m 11 0,365 kg 

Ejemplo 2: Calculando m 11 , xu, z11. 

[ 

Xn ] 
+mu Yn 

Z11 

De la ecuación (Elü) y (E11) y dando y11 = -5, se tiene: 

0,5 [ -~~5] 
[ 

Xn ] +mu -5 
Z11 

0,5 0,135 + m11 
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resolviendo el sistema: 

x 11 - -2,19647 cm 

z11 O cm 

m 11 - 0,80691 kg 

Ejemplo 3: Calculando xu , Y11, zu 
De la ecuación (Elü) y dando m 11 = 0,5, se tiene: 

[ -5 j [-5 39 j 
0,5 -5055 = 0,135 9,í3 

[ 

X 11 j + 0,5 . Y11 

resolviendo el sistema: 

Para el eslabón 2: 

además se cumple: 

donde: 

x 11 -3,5447 cm 

Y11 - -8,0691 cm 

z11 O cm 

m2 masa de balanceo 

m 92 masa original del eslabón 

m22 - masa del contrapeso 

Z11 

c 2 - vector de posición de la masa de balanceo 

r 92 - vector de posición de la masa original 

r22 vector de posiciói:i del contrapeso 
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(E12) 

(E13) 

se tiene un sistema de 4 ecuaciones con 4 incógnitas.y los siguientes datos: 

C2 ( -12,5757, -10,6315, o ) 
rg2 ( -5,534, 9,902, o ) 
m2 0,7 

mg2 0,149 
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Ejemplo 4: Calculando m22, X22, Y22 , Z22 

De la ecuación (E12) y (E13), se tiene: 

[

-12,5757] 
0,7 -1006315 

[

-5,534 ] [ X 22 ] 

0,149 9,~02 + m22 ;~~ 

0,7 0,149 + m22 

resolviendo el sistema: 

x 22 = -14,4799 cm 

Y22 -16,1841 cm 

z22 O cm 

m22 0,551 kg 

Ejemplo 5: Calculando m22, X22, z22 

De la ecuación (E12) y (E13) y dando y22 = -5, se tiene: 

[

-12,5757] 
0,7 -1006315 

[

-5,534 ] [ X22 ] 

0,149 9,~02 + m22 ~2~ 
0,7 0,149 + m22 

resolviendo el sistema: 

x '22 - -4,47351 cm 

z22 - O cm 

m22 - 1, 77208 kg 

Ejemplo 6: Calculando X22, Y22, z22 

De la ecuación (E12) y dando m 22 = 0,5, se tiene: 

[

-12,5757 ] ¡-5,534 l [ X22 l 
0,7 -1006315 = 0,149 9,~02 + 0,5 ;:: 

resolviendo el sistema: 

X22 - -9,97304 cm 

Y22 - -11,1468 cm 

z22 - O cm 
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Con los valores obtenidos en los ejemplos anteriores , se establecen las masas 
a añadir y su ubicación; con el fin de lograr el balanceo. 

Para comprobar de manera gráfica las coordenadas de la ubicación de la masa 
a añadir para los eslabones 1 y 2 obtenidas de los ejemplos 2 y 5, se realizó el 
siguiente modelo sólido de la PPE (figura 5.7). 

@ 

® 

Figura 5.7. Contrapesos para el balanceo de la PPE. 

Esto permite concluir que el balanceo por contrapesos logrado, con las condi­
ciones establecidas, se cumplen de manera satisfactoria. 

Otra solución puede ser el quitar masa a los eslabones en lugar de añadir, 
establecer otra configuración de los eslabones o realizar un balanceo por resortes. 



C~pítulo 6 

Análisis Estático y Dinámico 

6.1. Introducción 

Considerando la importancia que tiene el mantener un cuerpo rígido en equi­
librio estático y dinámico, en este capítulo se describe el principio de trabajo 
virtual empleado para el análisis cinetoestático de la PPE, así mismo se presen­
tan los resultados obtenidos para el caso no balanceado y balanceado. Una de 
las finalidades principales de realizar este análisis es el poder obtener los val­
ores de los torques requeridos para generar el movimiento de la PPE, los cuales 
serán transmitidos a través de motores colocados en cada una de las cadenas 
cinemáticas que forman la plataforma. 

6.2. Método de Trabajo Virtual 

El método de trabajo virtual se puede emplear para resolver problemas de 
equilibrio que involucran un sistema de varios cuerpos rígidos conectados, para lo 
cual se debe especificar el número de GDL del sistema y establecer coordenadas 
que definan la posición del mismo. 

El principio de trabajo virtual [12] , representa una gran herramienta para 
derivar las ecuaciones estáticas y dinámicas de sistemas de multicuerpos. A difer­
encia de la mecánic_a Newtoniana, el pricipio de trabajo virtual no requiere con­
siderar las fuerzas de restricción o de reacción, y solo requiere cantidades de 
trabajo escalar para definir las ecuaciones estáticas y dinámicas. Este princi­
pio puede ser usado para derivar sistemáticamente un mínimo de ecuaciones de 
movimiento de sistemas de multicuerpos mediante la eliminación de las fuerzas 
de restricción. 

En el uso del principio de trabajo virtual, la importancia de los conceptos de 
desplazamientos virtuales y fuerzas generalizadas deben ser tomadas en cuenta 
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y usadas para formular las fuerzas generalizadas de varios elementos de fuerza, 
tales corno resortes, amortiguadores y fuerzas de fricción. 

El principio de trabajo virtual puede ser usado para obtener un número 
de ecuaciones igual al número de grados de libertad del sistema, de este mo­
do proveer un procedimiento sistemático para obtener la forma reducida de las 
ecuaciones de movimiento del sistema mecánico. 

El desplazamiento virtual es caracterizado por ser un desplazamiento in­
finitésirnal que es consecuente con las restricciones cinemáticas impuestas sobre 
el movimiento del sistema. Los desplazamientos virtuales son imaginarios en el 
sentido que se asume que estos ocurren mientras el tiempo se mantiene fijo . 

El principio de trabajo virtual [15], es escrito para un sistema de cuerpos en 
la forma: 

n 

L { (F1"" - mia¡f óR¡ + (Mt - (Iiwi + wi x liwi) f ócpJ = O (6.2.1) 
i=l 

donde n es el número de cuerpos, Ft y Mt son el efecto del trabajo resultante 
de fuerzas sustituidas en el centro de masa de cada cuerpo, y óR y ócpi son los 
desplazamientos virtuales traslacional y angular del cuerpo por descomposición 
básica con el punto de referencia en el centro de masa. La ecuación anterior es 
algunas veces nombrada en la literatura como la ecuación central de la dinámica, 
la ecuación de D' Alembert-Lagrange o la expresión analítica del principio de 
D 'Alernbert en formulación Lagrangeana. Éste dice que un sistema de cuerpos 
lleva a cabo un movimiento tal, como para mantener la suma algebraica del 
trabajo virtual de todos los efectos de trabajo e inercia igual a cero. 

Las fuerzas que producen trabajo son todas las fuerzas aplicadas, incluso 
las fuerzas de fricción. Los desplazamientos virtuales traslacional y angular son 
los cambios elementales de posición del cuerpo, estos están de acuerdo con las 
condiciones geométricas de restricción del cuerpo examinado, en los cuales estas 
condiciones no varían con respecto al tiempo. 

6.3. Análisis Aplicado a la PPE 

La figura 6.1 muestra una de las cadenas cinemáticas que forman la PPE; en 
ella se representan el torque del actuador aplicado al primer eslabón, las fuerzas y 
momentos inerciales de los eslabones, los pesos de cada uno de ellos, las fuerzas y 
momentos inerciales de la plataforma, las fuerzas y momentos externos aplicados 
a la plataforma móvil y el peso de la misma. También se representan vectores de 
posición correspondientes a cada eslabón, vectores de posición correspondientes 
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al plato o efector final, y vectores de posición correspondientes al centro de masa 
de los mismos. 

z 
z 

Minp 

y 

X 

w~ 
J 

Figura 6.1. Vectores de fuerzas, momentos, pesos y de posición. 

donde: 

w¡,w;,wp 
Fe,Me -

Ti -
Rq -

J 

R},RJ -
Rª1 Rq2 -

J ' J 

fuerzas inerciales de los eslabones 1,2 y de la 

plataforma móvil. 

momentos inerciales de los eslabones 1,2 y de la 

plataforma móvil. 

pesos de los eslabones 1,2 y de la plataforma móvil 

fuerzas y momentos externos de la plataforma móvil 

torques de los actuadores 

vector de posición del punto aj 

vectores de posición de los puntos a], aJ 

vectores de posición de los centros de masa de los 

eslabones 1 y 2. 
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RP vector de posición del origen del sistema coordenado 

fijo a la plataforma. 

R Gp vector de posición del centro de masa respecto al 

sistema fijo a la plataforma. 
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El análisis dinámico de fuerzas (análisis cinetoestático) se· obtiene a partir de 
la ecuación general de trabajo virtual para cada una de las cadenas cinemáticas 
que forman la PPE incluyendo el efector final. 

3 3 3 3 

óW = l:(FJf óRfr1 + l:(FJf c5Rfr2 + l:(MJf óQJTl + l:(MJf c5Qfr2 + 
j=l j=l j=l j=l 

3 

(FPf óRP + (MPf c5Q + L (Tjf c5Q} (6.3.1) 
j=l 

los siguientes términos están definidos en la base inercial: 

Fi 
J 

Fi.nl + wi = -m1aq1 + W~ 
J J J J J 

(6.3.2) 

Mi 
J 

Mt1 = -([If1 ]~; + w} x ([IJ1Jw})) (6.3.3) 

F2 
J 

Fi_n2 + w2 = -m2aG2 + w~ 
J J J J J 

(6.3.4) 

M2 
J 

M~n2 = -([If2)~;2 + wJ'2 x ([If2)wJ2)) (6.3.5) 

FP Fe + Finp + WP = Fe - mPaGp + WP (6.3.6) 
MP Me + Minp + R Gp X FP 

Minp - -([IªP)~p + wP X ([IªP]wP)) 

RªP [Rp¡ato] rGp 

donde: 

wi 
J 

[O, O, -mJg]T 
w2 

J 
[0,0, -mJgf 

WP [0,0 , -mPgf 

[If1] - [R1j) [If1'] [R1j f 
[If2] - [R2j] [If 2') [R2j f 
[IªPJ - [R¡,1ato] [JªP'J [Rplato]T 
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siendo: 

aceleraciones de los centros de masa de los eslabones 1, 2 

y del plato móvil. 

velocidad y aceleración angular de los eslabones 1 

velocidad y aceleración angular de los eslabones 2 

masas de los eslabones 1, 2 y del plato móvil 

inercias de los centros de masa de los eslabones 1, 2 

y del plato móvil, definidos en la base inercial. 

inercias de los éentros de masa de los eslabones 1, 2 

y del plato móvil, definidos en la base móvil o local. 

6.3.1. Desarrollo de Términos 

A continuación se desarrollan los desplazamientos y orientaciones virtuales 
de la ecuación (6.3.1). 

Desarrollando 8R GTI y a GI 
J J 

El vector de posición total del centro de masa de los primeros eslabones Rfr1 

se define como: 

R<?Tl 
J 

derivando respecto al tiempo la ecuación (6.3.7) se obtiene: 

• GTl •O • GI 8 
] 

• GI 
Rj = Rj + Rj = ( 0ª 1

J [R1j a1j) rj 

de la ecuación (6.3.8) el desplazamiento virtual correspondiente es: 

(6.3.7) 

(6.3.8) 

(6.3.9) 
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derivando respecto al tiempo nuevamente la ecuación (6.3.8): 

.. GTl ~2 2 ~ 
u • u •• Gl 

Rj ( ~[R1j]a1j + ~[R1j]a1j) rj 
ua1j ua1j 

eeGTl 

af1 - Rj (6.3.10) 

Desarrollando óRªT2 y aG2 
J J 

El vector de posición total del centro de masa de los segundos eslabones RfT2 

se define como: 

Rfr2 Rf + RJ + Rf2 = Rf + [R1j] rJ + ·[R2j) rf2 (6.3.11) 

[R1j] = [Rpj,z][Ró,y][Rolj,xl 

[R2j] = [Rpj,z][Ró,y][Rolj,x][R~,z][Ra2j,x] 

derivando respecto al tiempo la ecuación (6.3.11) se obtiene: 

(6.3.12) 

f) f) 
[CJ = ~[R2j] = [Rpj,z][Ró ,y][Ro1j,x][R~,z]-;:;-[R2j] 

u0!2j uCX2j 

de la ecuación (6.3.12) se obtiene el desplazamiento virtual correspondiente: 

óRfT2 = ([A]óa1j) r} + ([B]óa1j + [C]óa2j) rf2 
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derivando respecto al t iempo nuevamente la ecuación (6.3.12) se obtiene: 

~[A] 
dt 

~[B] -
dt 

~[B] -
ªªlj 

~[B] -
8a2j 

~[C] -
dt 

~[C] -
ªªlj 

~[C] 
80:2j 

d • d • d • d • G2 (-[B]a1 · + [B] - a 1 · + -[C]a 2· + [C] - a 2·) r ­
dt J dt J dt J dt J J 

8 • 82 • 
3 [A]a1j = ([Rpj,z][Ró,y]82 [Ra1j,xD0'.1j 

Ct1j ª1j 

8 • 8 • 
- [B]a1j + -[B]a2j 
8a1j 8a2j 

32 
[Rpj,z ] [R ó ,y ] 82 [R a lj ,x] [R13 ,z] [R a2j ,x l 

ª1j 

a a 
[Rpj,z][Ró,y] B [Ralj,x] [R13,z] B [Ra2j,x] 

Ct1j Ct2j 

8 • a • 
- [C]a1j + - [C]a2j 
8a1j 8a2j 

a a 
[Rpj,z][Ró,y]3 [Ra1j,x][R13,z]3 [Ra2j,x] 

Ct1j Ct2j 

a2 
[Rpj,z][Ró,y][Ralj,x][R.a,z]32[Ra2j,x] 

ª2j 

sustituyendo cada uno de los términos anteriores se tiene: 

•• cr2 
R -

1 

•• cr2 
R i 

109 
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•• GT2 
ªG2 = R . 

J J 

Desarrollando óRP y aªP 

110 

(6.3.14) 

El vector de posición desde el origen del sistema coordenado fijo al sistema 
coordenado móvil de la plataforma, RP se define como: 

RP - [Rp1ato] rP 
rP = rPk 

[Rp!ato] = [Rip,z] [Re,x] [R<t>,z] 

derivando respecto al tiempo la ecuación (6.3.15) se obtiene: 

•P 
R 8 • 8 • 8 • ( 

8
'1/J [Rp1ato]1/J + 8() [Rp1ata]() + 81> [Rp1ata]<P) rP 

• • • 
([APJ'l/J + [BPj() + [CPJcp) rP 

8 a 
8

1/J [Rplato] = [)'lj; [Rip,z][Re,x][R</>,z] 

8 8 
8

() [Rplato] = [Rv,,z] 
8

() [Re,x][Rq,,z] 

8 a 
- 8</J[Rp1ato] = [Rv,,z][Re,x] ocp[R<1>,z] 

(6.3.15) 

(6.3.16) 

de la ecuación (6.3.16) se obtiene el desplazamiento virtual correspondiente: 

óRP ( [APJ<51/J + [BP]ó() + [ CP]ó</>) rP 

- ( :'l/J [R¡xato] rP) Ó1/J + ( :() [Rp1ato] rP) ó() + ( :</J [Rp1ato] rP) Ócp 

- [ ~: ] OH [ ~:] óo+ [ ~: ] ó~ 
[ X¡Ó~ + x,oe + X3Ó~ ] [ X¡ X2 x, ] [ ·~ ] 

- Y1 ó1jJ + Y2ó() + y3Ócp = Y1 Y2 Y3 ó() 
Z¡ Ó'l/J + Z2Ó() + Z3Ó<f> Z¡ Z2 Z3 Ócp 

- [ ~ [Rpzato] rP J;, [R,,iato] r" ,,8,. [ll,,iato] rP ] [ ;: ] 

óRP - [Dp]óp (6.3.17) 
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siendo: 

p=[:] Óp = [ ~:] 
derivando respecto al tiempo nuevamente la ecuación (6.3.16) se obtiene: 

.. p d • d • d • d • d • d • 
R = ( dt [AP]1/i + [AP) dt 1/1 + dt [BP]O + [BPJ dt o+ dt [CPJ<f> + [CPJ dt </> ) rP 

(6.3.18) 

sustituyendo cada uno de los términos en la ecuación (6.3.18), se tiene: 

iip = ( (:1/1[APJ~
2 

+ %o[APJO~ + :</>[AP);~) + [APJ~ + 

f) • • f) .2 /} • • •• 

( 81/1 [BPJ1/10 + f)O [BP]O + 8</> [BP) <f>O) + [BPJ e + 

(~[CP)~;+ ~[CPJO;+ ~[CPJ;
2

) + [BPJ~) ) rP 
81/J 80 8</> 

extrayendo los términos semejantes: 

~[APj /} /} 
- /}1/J [R,¡,,z] aO [Re,x] [R</>,z] 80 

. ~[BPj /} /} 
- a1/J [R,¡,,z) aO [Re,x] [R<t>,z] 81/J 

~[APj /} f) 
- a1/J [R,¡,,z] [Re,x) a<f> [R<1>,z] 

a<f> 

~[CPj /} f) 
- a1/J [R,¡,,z ] [Re,x] a</> [R<1>,z] a<f> 

~(BP) f) f) 
- [R,¡,,z] aO [Re,x] a<f> [R<1>,z] a<f> 

i_[CP) 
/} f) 

- [R,¡,,z) aO [Re,x) a</> [R</>,z) ao 
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finalmente: 
.. p 

R 

• 1 
Desarrollando w],wj y c5QfT1 

El vector de velocidad angular del cuerpo 1, w} se define como: 

w} = w} X1j = a;j X1j = a;j([Rpj,z][Ró,y]x) 

La derivada respecto al tiempo de un vector se escribe como: 

d • 
dt A = (A )r + w x A 

• 1 
por lo tanto la aceleración angular wi se escribe como: 

112 

(6.3.19) 

(6.3.20) 

(6.3.21) 

considerando la fórmula sobre desplazamientos virtuales dado en [7], se tiene: 

n 8w· · 
MJi = ¿: ~ óqj 

j=l 8qj 

.r2 
Desarrollando wT.'2 w . y c5QGT2 

(6.3.22) 

J ' J J 
El vector de velocidad angular total del cuerpo 2, wJ2 se define como: 

wT.'2 w~ + w~ = w1 
x11· + w~ X21· J J J J J 

• • 0'.1j X1j + 0:2j X2j 

- a;j([Rpj,z][Ró,y]x) + a;j([Rpj,z][Ró,y][Ralj ,x][R,s,z]x) 
(6.3.23) 

• T2 
y su aceleración angular w j como: 

(6.3.24) 
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considerando la fórmula sobre desplazamiento virtuales angulares, se tiene: 

•P 
Desarrollando wP ,w y c5Q 

El vector de velocidad angular wP se define como: 

• • • 
'l/J Z + () Xpl + cp Zp2 
• • • 

'l/J Z + ()([Jlv,,z)x) + </>([Jlv,,z)[Ro,x)z) 

derivando respecto al tiempo (6.3.26) se obtiene: 

•P 
w 

d d d 
- -wt/J + -wo + -w<P 

dt dt dt 
• • • 

(6.3.25) 

(6.3.26) 

(wt/J )r +O X WtfJ + (wo)r + WtfJ X Wo + (w<P)r + (w'l/J + wo) X w<P 
•• •• • • •• • • • 

- 'l/J Z + () Xpl + ('l/J z) X (() Xp1) + cp Zp2 + ('l/J Z + () Xp1) X (cp Zp2) 

por lo tanto: 

c5Q - ( ow_P Ó'l/J + ow_P c5() + f)~P Ócp) 

o'l/J f)() o<P 
- z Ó'l/J + Xpl MJ + Zp2 ócp 

- [ Z Xpl 
Zp2 ] [ 1: ] 

- [Ep) óp 

Como se demostrará más tarde se tiene: 

sustituyendo en (6.3.28): 

c5Q · - [Ep)[E1t
1 c5a1 

- [E5) óa1 

(6.3.27) 

(6.3.28) 

(6.3.29) 
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Desarrollando (Ti f óQ} 
A partir de la definición del producto punto: 

y considerando que: 

se tiene: 

(cuf (dv) = cd(u)T(v) 

'I'j X1j 

Ó0'1j X1j 

(Ti X1jf (óa1j X1j) :-- (Ti Óa1j)(xG X1j) 

- 'I'j ba1j 

6.3.2. Matrices de Transformación 
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(6.3.30) 

(6.3.31) 

(6.3.32) 

A partir de la cinemática, capítulo 4, ecuaciones (4.3.16) y (4.3.20), se pueden 

asociar las velocidades angulares de los eslabones 1 y 2 dados por a~n y a;n, al 
movimiento de la plataforma dados por 'lj; , ()y ef>: 

(6.3.33) 

(6.3.34) 

De la ecuación (6.3.33), para j = 1, 2, 3, se tiene: 

1 • • • 
--V, (V:n'!/J + V:n8 + V.nef>) 

11 

• 
a12 

1 • • • 
- - -V, (Vi2'!/J + 11328 + V42ef>) 

12 
1 • • • 

- -V, (Vi3'1/J + "\1338 + l143ef>) 
13 

matricialmente se puede escribir como: 

[a:¡ l [ fu 

_fu 

=~] [ ~ l -~l ~l 
ª12 -~ _ _!ll 

_lli ~ ~2 ~2 • -~ _!'._ll 
a13 V13 V13 V13 ef> 

• 1 
[E1]P a 

• [E1¡-1~ i p (6.3.35) 



6. Análisis Estático y Dinámico 

donde: 

• 1 
Q 

• [ • • • ] T 
P 'l/J, e, </> 

en función de los desplazamientos virtuales: · 

donde: 

c5a1 [ óa:-11, óa:-12, cfo13 ] T 

c5p [ ó'l/J, oe, ó</> f 
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(6.3.36) 

De la misma manera de la ecuación (6.3.34), para j = 1, 2, 3, se tiene: 

matricialmente se puede escribir como: 

[

_fu o 
Vs1 o _fu 

Vs2 

o o [ 
. ] \/. 

o a:-11 _.!'..1.1. 
Y.si o • !:'.z.2. 

a:-12 + -~2 -~ ] a;3 [ _f.! ~ J[ l l 
.2 .1 • 
a [E2]a + [E3]p 

• 1 1 • 1 
[E2]a + [E3][E1t a 

- ([E2] + [E3][E1J- 1 )~
1 

• 2 • 1 
a - [E4]a 



6. Análisis Estático y Dinámico 

donde: 

.2 
o: 

[E3] 

[ a;1, 

[ fu T 
[_fu v.;1 

_ _!'.12_ 

V,;2 
_ _!.U 

V53 

- r • Q'.;3 ] 0'.22, 

o 
o ] _fu o 

Vs2 
o fu 

V53 

_fu 

~ l ~l 
-~ 
~2 
-~ 

V53 

y su desplazamiento virtual se define como: 
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(6.3.37) 

Retomando de nuevo la ecuación general de trabajo virtual (6.3.1) y susti­
tuyendo los términos (6.3.9), (6.3.13), (6.3.17), (6.3.22), (6.3.25), (6.3.29) y (6.3.32), 
se tiene: 

3 3 3 3 
óW = L.:(Fjf c5Rjir1 + L.:(FJf c5Rjir2 + L.:(Mjf c5Qjir1 + L.:(MJf c5QjiT2 + 

j=l j=l j=l j=l 
3 
L(Tif c5Qj + (FPf óRP + (MP)T c5Q 
j=l 

E (Fj f (( fl f} . [R1j] rf1 )c5a1j) + 
J = l u0'.11 

E (FJf (( fl 
0 

[R1j] rj + ,Q 

8 
[R2j] rji2)c5a1j + ( fl 0 

[R2j] rji2)c5a2j) + 
j=l ua1j ua1j u0'.2j 

3 3 

L.:(Mjf (x1j) c5a1j + l:(MJf (x1j c5a1j + X2j c5a2j) + 
j=l j=l 

3 
LTi Óa1j + (FP)T ( [Dp]óp ) + (MPf ( [Es]c5o:1 ) 
j=l 
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simplificando: 
óW= 
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t [(Fjf (,él a [R1j]rf 1
) + (FJf C:i a [R11lr] + ;;¡a [R2j]rf2) + (M] + MJf (x1j)l Óa1j + 

j=l u0'.1j u0'.1j u0'.1j . 

j~Tj óa1j + jt [(FJf (0:
2
j [R2j] rf

2
) + (MJf (x2j)] óa2j + 

(FPf ([Dp][E1t1
) óa1 + (MPf ([Es]) óa1 

asignando nuevos términos: 

(Fjf ( ;;i o [R1j]rf1) + (FJf ( ;;i o [R1j]rj + ;;i o [R2j]rf2) + (MJ + MJ)T(x1j) 
u0'.1j u0'.1j u0'.1j 

(FJ)T( ;;i o [R2j] rJ2) + (MJ}T (x2j) 
UÜ'.2j 

(FPf ([Dp][E1t1) + (MPf[Es] 

introduciendo los términos y simplificando aún más: 

3 3 3 
óW "f:,H1j óo:1j + "f:,H2j óa2j + H3 óa1 + "f:,Tj óa1j 

j=l j=l j=l 
óW (H1 f óa1 + (H2f óa2 + H3 óa1 + TT óa1 

óW (H1 f óa1 + (H2f [E4] óo:1 + H 3 óa1 + TT óa1 

donde: 

H 1 [Hu, H12, H13 ]T 
H 2 

[ H2i, H22, H23 ]T 
T [ T1 , T2, T3 f 

finalmente: 

óW ( (H1 f + (H2f [E4] + H 3 + TT ) óa1 

óW ( (H1f + (H2f' + H 3 + TT) óa1 

óW - (H1 + H2
' + (H3f + T)T óa1 

Para el equilibrio dinámico [12] se requiere que óW = O, ya que óa1 # O , 
entonces tenemos que: 

de donde: 
(6.3.38) 

la cual es la ecuación que nos permite determinar el valor de los torques en cada 
una de las cadenas cinemáticas que forman la PPE. 
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6.4. Análisis Estático 

6.4.1. Para el Caso No Balanceado 

Para este análisis se requieren los datos obtenidos de la síntesis y del modelo 
sólido realizado de la PPE, las masas se dan en kilogramos y las magnitudes de 
los vectores de posición en metros: 

Masa del eslabón 1 - 0,135 

Masa del eslabón 2 - 0,149 

Masa del plato o efector final - 1,511582 

Vector de posición del eslabón 1 - (-0,15, 0,1654, O) 

Vector de posición del eslabón 2 - (-0,1654, 0,1477, O) 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 1 - (-0,0539, 0,0933, O) 
Vector de posición del centro de masa del eslabón 2 (-0,05534, 0,09902, O) 

Vector de posición del centro de masa del plato - (O, O, - 0,01905) 

Vector de posición de la base inercial-base del plato - (0,0002, 0,00001, 0,10451) 

Con los datos anteriores se procede a rea1irn la sustitución de los valores 
en la ecuación (6.3.38), y se obtienen los valores de los torques para el caso no 
balanceado de la PPE, para cada una de las cadenas cinemáticas que la forman. 

La siguiente gráfica 6.4.1, muestra la comparación de los torques en las 3 
cadenas cinemáticas que forman la PPE obtenidos en el sistema no balanceado 
estáticamente. 

-a-z l.S r--~~~-f-#-~-----t--1~---r-_,__...._.--,_~~~~ 

3 
~ l t-=:::;;;;;;.,,.'---t-~~-\-t~~-T-t-~~~:-t--~--:-==--1 
1 

("') 
E-< 
, o.s r--~~~-1--~~-ft~~--1~~~~~~~~~ 

~ 
~ Or--~~~-r-~--..--t~--"ltf--t-~------;-~~~~ 
1 

N 
E-< 
~-O.S r--~~~-r------.,._.,~~-------r-~-1-------;-~~~~ 

-n 

8 
~ -1~~~~-+---.ol"-~--~.____,o--+-__ ~~---~~~~ 

E-< 

o 2 4 6 
t (seg) 

8 10 

Gráfica 6.4.1. Comparación de los torques. 
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Siendo Tl el torque en la cadena 1, T2 el torque en la cadena 2 y T3 el torque 
en la cadena 3, respectivamente. 

6.4.2. Para el Caso Balanceado 
\ 

Considerando el procedimiento ya descrito se indican ahora los nuevos datos; 
los cuales se obtuvieron dél análisis de balanceo y del modelo sólido realizado de 
la PPE: 

Masa del eslabón 1 

Masa del eslabón 2 

Masa del plato o efector final 

Vector de posición del eslabón 1 

Vector de posición del eslabón 2 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 1 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 2 

Vector de posición del centro de masa del plato 

Vector de posición de la base inercial-base del plato 

0,5 

0,7 

1,511582 

(-0,15, 0,1654, O) 

- (-0,16,54, 0,1477, O) 

(-0,05, - 0,0555, O) 

(-0,125757, - 0,106315, O) 

(O, O, - 0,01905) 

(0,0002, 0,00001, 0,10451) 

De igual forma, se procede a realizar la sustitución de los valores correpondi­
entes en la ecuación (6.3.38), y se obtienen los valores de los torques para el caso 
balanceado de la PPE, para cada una de las cadenas cinemáticas que la forman. 

Las gráficas (6.4.2a y b) muestran la comparación de los torques en las 3 
cadenas cinemáticas que forman la PPE obtenidos en el sistema balanceado 
estáticamente. 

Se puede ver en las gráficas anteriores que el valor de los torques para el caso 
balanceado son prácticamente nulas en comparación con los valores obtenidos en 
el caso no balanceado. 
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Gráfica 6.4.2a. Torques obtenidos, caso balanceado. 
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Gráfica 6.4.2b. Torques obtenidos, caso balanceado. 
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6.5. Análisis Dinámico 

6.5.1. Para el Caso No Balanceado 

Para este análisis se requieren los datos obtenidos de la síntesis y del modelo 
sólido realizado de la PPE, las masas se dan en kilogramos, las magnitudes de 
los vectores de posición en metros y los momentos de inercia en kg-m2

: 

Masa del eslabón 1 0,135 

Masa del eslabón 2 0,149 

Masa del plato o efector final 1,511582 

Vector de posición del eslabón 1 (-0,15, 0,1654, O) 

Vector de posición del eslabón 2 (-0,1654, 0,1477, O) 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 1 - (-0,0539, 0,0933, O) 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 2 (-0,05534, 0,09902, O) 

Vector de posición del centro de masa del plato (O, O, - 0,01905) 

Vector de posición de la base inercial-base del plato - (0,0002, 0,00001, 0,10451) 

Momentos de inercia del eslabón 1 

fx (3682,987 X 10-5
, 2604,365 X 10-5

, 2,0 X 10-8
) 

fy - (2604,365 X 10-5, 2775,015 X 10-5
, - 2,0 X 10-8

) 

lz (2,0 X 10-8, - 2,0 x 10-8 , 6312,887 X 10-5
) 

Momentos de inercia del eslabón 2 

fx = , (4662,162 X 10- 5, 3575,956 X 10-5
, 3,0 X 10-8

) 

ly (3575,956 X 10-5 , 4011,636 X 10-5
, - 2,0 X 10-8

) 

Iz (3,0 X 10-8, - 2,0 X 10-8
, 8513,91 x 10-5

) 

Momentos de inercia del plato móvil 

fx (58758,164 X 10-5, 2,0 X 10-6, - 2,5 X 10-7
) 

fy (2,0 X 10-6, 58758,102 X 10-5, 1,070 X 10-6 ) 

fz (-2,5 X 10-7, 1,070 X 10-6
, 1,02969467) 

De igual forma, se procede a realizar la sustitución de los valores correspon­
dientes en la ecuación (6.3.38) y se obtienen los valores de los torques para cada 
una de las cadenas cinemáticas que forman la PPE. 

La gráfica 6.5.1 muestra la comparación de los torques obtenidos en las 3 
cadenas cinemáticas que forman la PPE. 
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Gráfica 6.5.l. Torques obtenidos, caso no balanceado. 

Las gráficas ( 6.5.2a, by c ), muestran las comparaciom:~ de los torques obtenidos 
entre el análisis estático no balanceado y el dinámico no balanceado: 
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Gráfica 6.5.2a. Comparación de torques cadena l. 
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Gráfica 6.5.2b. Comparación de torques cadena 2. 
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Gráfica 6.5.2c. Comparación de torques cadena 3. 
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Se puede ver en las gráficas (6.5.2a, b y c), anteriores, que el valor de los 
torques para el caso dinámico no balanceado son mayores en comparación con 
los valores obtenidos en el caso estático no balanceado, debido a que en el caso 
dinámico se han tomado en cuenta las fuerzas de inercias aplicadas a la PPE. 
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6.5.2. Para el Caso Balanceado 

Considerando el procedimiento ya descrito se indican ahora los nuevos datos; 
los cuales se obtuvieron del análisis de balanceo y del modelo sólido realizado de 
la PPE: 

Masa del eslabón 1 

Masa del eslabón 2 

Masa del plato o efector final 

Vector de posición del eslabón 1 

Vector de posición del eslabón 2 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 1 

Vector de posición del centro de masa del eslabón 2 

Vector de posición del centro de masa del plato 

Vector de posición de la base inercial-base del plato 

Momentos de inercia del eslabón 1 

0,5 

0,7 

1,511582 

(-0,15, 0,1654, O) 

(-0,1654, 0,1477, O) 

(-0,05, - 0,0555, O) 

(-0,125757, - 0,106315, O) 

(O, O, - 0,01905) 

(0,0002, 0,00001, 0,10451) 

f x ( 43053,681 X 10-5 , 392,253 X 10-5
, 2002,0 X 10-5

) 

fy (392,253 X 10-5 , 9748,273 X 10-5 , 10054,618 X 10-5
) 

fz (2002,0 X 10-5 , 1054,618 X 10-5 , 35698,881 X 10-5
) 

Ix -

Iy -

Iz -

Momentos de inercia del eslabón 2 

(59525,822 X 10-5 , - 10205,416 X 10-5
, 7127,739 X 10-5

) 

(-10205,416 X 10-5 , 16538,370 X 10-5, 13321,818 X 10-5
) 

(7127,739 X 10-5 , 13321,818 X 10-5 , 57619,411X10-5 ) 

Momentos de inercia del plato móvil 

fx - (58758,164 X 10-5 , 2,0 X 10-6, - 2,5 X 10-7
} 

fy - (2,0 X 10-6 , 58758,102 X 10-5, 1,070 X 10-6 ) 

fz (-2,5 X 10-7
, 1,07 X 10-6

, 1,02969467) 

De igual forma, se procede a realizar la sustitución de los valores correspon­
dientes en la ecuación (6.3.38), y se obtienen los valores de los torques para cada 
una de las cadenas cinemáticas que forman la PPE. 

La gráfica 6.5.3 muestra la comparación de los torques obtenidos en las 3 
cadenas cinemáticas que forman la PPE. 
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Gráfica 6.5.3. Torques obtenidos, caso balanceado. 

Las gráficas ( 6.5.4a, by c ), muestran las comparaciones de los torques obtenidos 
entre el análisis dinámico no balanceado y el dinámico balanceado: 

E 
2 

z 
o No B lanG-Rojo 

'O 
1 Bal G-Azul ro 

Q) 

u 
i:: 
ro 
rl 
ro 
en o 
rl 
E-< 

o 2 4 6 
t(seg) 

8 10 

Gráfica 6.5.4a. Comparación de torques cadena l. 
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Gráfica 6.5.4b. Comparación de torques cadena 2. 
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Gráfica 6.5.4c. Comparación de torques cadena 3. 
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Se puede ver en las gráficas (6.5.4a, by c), que el valor de los torques para el 
caso dinámico balanceado son mayores en comparación con los valores obtenidos 
en el caso dinámico no balanceado, debido a que en el caso dinámico balanceado 
se han incrementado las masas y por consecuencia las fuerzas inerciales aplicadas 
a la PPE. 



Conclusiones 

Con lo realizado en este proyecto de tesis, se puede concluir lo siguiente: 

En la síntesis realizada para la PPE: 

• Se pudo comprobar que los métodos empleados ( matrices de desplaza­
miento y ángulo constante ) , producen el mismo sistema de ecuaciones no 
lineales de diseño. Estas ecuaciones tienen la ventaja de proporcionar re­
sultados rápidos mediante el uso del método numérico de Newton-Raphson 
y tienen la desventaja propia del método numérico de requerir valores ini­
ciales apropiados que permitan una rápida convergencia. Lo anterior hace 
que la síntesis sea un proceso iterativo de solución. 

• A través de la síntesis se lograron distintas configuraciones para la PPE en 
cuanto a las dimensiones y forma de cada uno de los eslabones, plataforma 
móvil y base fija. Decidiendo finalmente un arreglo simétrico el cual cumpli­
era con un ángulo de 90º en la formación de los eslabones, esto permite 
una simplificación en las ecuaciones cinemáticas. 

• También se pudó comprobar que no cualquier configuración o arreglo de 
eslabones cumple con las condiciones requeridas para la PPE, por lo tanto, 
se necesita un proceso iterativo para encontrar una solución satisfactoria 
con base en el planteamiento realizado. 

Una vez resuelta la síntesis, con los datos generados se desarrolló el análisis 
cinemático inverso de la PPE: 

• Mediante el método de forma cerrada se obtuvieron la posición, la veloci­
dad y la aceleración. La desventaja de este método radica en el largo y 
complejo proceso en la obtención de las ecuaciones, pero su ventaja es que 
proporciona ecuaciones de fácil y rápida sustitución, dando rapidez en el 
cálculo cinemático y como consecuencia en el dinámico. 
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Del balanceo estático de la PPE se puede concluir que: 

• Debido a la configuración esférica de la plataforma la composición de rota­
ciones de los segundos eslabones de las cadenas cinemáticas respecto a los 
primeros eslabones no se puede evitar, lo cual origina ecuaciones más com­
plejas de balanceo. Lo anterior dá como consecuencia numerosas ecua­
ciones de balanceo equivalentes o linealmente dependientes entre sí. A 
partir de las cuales se obtuvo un conjunto reducido de ecuaciones útiles 
para el balanceo. 

• Al implementar el método de masas añadidas, los brazos de palanca forma­
dos por los vectores de posición de las masas añadidas crecían para valores 
de masas muy pequenas, además cuando se pretendían generar brazos de 
palancas cortos, las masas requeridas resultaban grandes. 

• Algunas de las soluciones encontradas para el posicionamiento de los con­
trapesos producían interferencia con el movimiento de la plataforma (entre 
sus eslabones). 

• Se encontraron coordenadas de posición que permitieron ubicar las masas 
de contrapesos de manera satisfactoria evitando la interferencia. 

• Para evitar el fenómeno de interferencia, una posible solución sería 
plantear una configuración de plataforma distinta que satisfaga los valores 
del balanceo o realizar el balanceo a través de resortes. 

Se realizó también un análisis estático y dinámico mediante el principio de 
trabajo virtual, con el fin de comprobar el balanceo logrado de la PPE: 

• A partir de los resultados obtenidos del análisis estático, se comprobó el 
balanceo de la PPE, ya que los valores de los torques para cada una de las 
cadenas cinemáticas de la PPE, resultaron prácticamente nulos. 

• Con esto se demuestra que el mecanismo balanceado estáticamente no re­
quiere de un torque externo para mantener su equilibrio respecto a una 
orientación en particular. 

• Así mismo en el análisis dinámico se analizaron los casos no balanceado 
y balanceado, verificando que el caso balanceado requiere de más torque 
en comparación con el caso no balanceado, esto debido a las masas que se 
añaden con los contrapesos. 

Será de gran importancia el poder construir el diseño del prototipo 
propuesto para la PPE, con el fin de comprobar los resultados analíticos con los 
experimentales y así profundizar en el estudio de las plataformas paralelas. 



Apéndice A 

Términos Algebraicos Empleados 

A.1. Solución de Ecuación Trascendental 

Considerando la ecuación: 

Ac'ljJ+Bs'ljJ = cB 

se tiene al dividir por 

JA2+B2 

A B C 
--;::::::::::::::=~C'l/J + . s'lj; - ---;:::::=~~ J A2 + s2 J A2 + B2 - JA 2 + s2 

por lo tanto, considerando el triángulo rectángulo mostrado en la figura 

se tiene: 

có -

só 

siendo s 

de donde: 

A 

A 
JA2 + s2 

B 
JA2 +B2 

B 

seno, e= coseno 
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(A.10) 

(A.11) 

(A.12) 
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e 
cóc'lj; + cós'lj; = ~=== 

JA2 + B2 

c('lj; - ó) = Cé 

c('lj;- ó) = c(-t) 

debido a que 'ljJ - ó = E tienen el mismo coseno, por lo tanto: 

as1: 

también: 

donde: 

de (A.12): 

are cos(c(('lf; - ó)) = are cos(CE) 

'l/J- Ó = E 

'l/J- Ó - -E 

'ljJ = Ó±E 

e 
CE = --::::=== 

JA2 +B2 

e 
arccos(CE) - arccos(J ) 

A2+B2 
e 

E - are cos(J ) 
A2+B2 

só B 
có A 

B 
tanó -

A 

B 
ó = are tan( A) 
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(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

sustituyendo (A.15), y (A.16) en (A.14), obtenemos la ecuación de transforma­
ción en términos del ángulo de salida correspondiente en este caso para aplicarse 
a cada una de las cadenas cinemáticas de la PPE: 

B C 
'ljJ =are tan( A)± are cos( ) 

JA2+B2 
(A.17) 
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A.2. Ángulo entre Dos Vectores 

Considerando que el ángulo entre dos vectores es dado por: 

U·V 
cos r¡ 

11U1111V11 
U·V 11 U 1111 V 11 COS T/ (A.18) 

de lo anterior , el ángulo entre dos vectores de la PPE como aj y ajp es igual: 

(ajf(ajp) =11aj1111ajp11 cos T/ 

como la norma de aj y ajp es igual a la unidad, entonces: 

(A.19) 

Siendo j = 2, 3, 5, 6, 8, 9; los cuales representan cada uno de los puntos de los 
eslabones formados en cada una de las cadenas cinemáticas. 



Apéndice B 

Dibujos de Detalle y Ensamble 
de la PPE 

A continuación se muestran los dibujos de detalle y ensamble de la PPE, en 
los cuales se representan cada uno de los elementos que la forman, los cuales son: 
el plato base, la pierna base, la pierna eslabón y el plato móvil o efector final; 
así como los elementos de unión. 

Una de las características de la PPE es su simetria en sus cadenas cinemáticas, 
por lo tanto solo se consideran los elementos que forman una de ellas. 

Cabe aclarar que las propiedades de los materiales que se emplearon sola­
mente sirven como referencia para obtener los datos necesarios de masa, centros 
de gravedad, momentos de inercia, etc; los cuales fueron útiles para desarrollar 
todo el análisis realizado en la tesis. 

Para los eslabones, plataforma móvil, plato base, rodamientos y pernos de 
conexión, se considera: 

Material 

Densidad 
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Aluminio 

lgr/cm3 
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2.54 

Rl5.27 

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: 1: 2 Acotación: cm DIB. No. 1 
~B Eslabón 1 Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 
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ñ.543 

~ 
/ 

01.5 

2.54 

Rl 7.81 

Rl 6.81 

Rl 6.27 

R 15.27 

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: 1: 2 Acotación: cm DIB. No. 2 
-® cr- Eslabón 2 Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 



3.81 

A ..., 

3 Orificios equidistantes a 120º 

et> 21.42 

et> 26.82 

135 

0 24.28 

A-A 

t ¿'.,---~---------------\\ 12.50 
~ 3 Orificios de 1.5 X 2.54 

--- ---

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: l: 4 Acotación: cm DIB. No. 3 

Plato Superior Diciembre 200 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 



A 

.... 

1 
1 
1 

~: 

120º 

</> 18.90 

</> 24.30 
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A-A 

3.81 2.50 

1 u---0;:--~----------'kt 
~ 3 Orificios de 1.5 X 5.08 

------

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: 1: 4 Acotación: cm DIB. No. 4 
· ~-e- Plato Base Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 
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A :>' 

0.50 1.50 

A A-A 

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: 5: 1 Acotación: cm DIB. No. 5 

~B Rodamiento Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 



o 
0 0.500 
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~0.02x45º 

i--------- 3.500 -------~ 

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: 3: 1 Acotación : cm DIB. No. 6 
~ -8- Perno de Unión Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 
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@ 

Universidad Nacfonal Autónoma de México 

Escala: Acotación: DIB. No. 7 
Ensamble PPE Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 



Nota: Sólo se muestra una de 
las cadenas cinemáticas 
de la PPE. 
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Lista de Partes 

No. de pieza Descripción Cantidad 

1 Eslabón 1 3 
2 Eslabón 2 3 

3 Plato Superior 

4 Plato Base 

5 
Rodamiento de bolas 
ursth 45. 18 

6 Perno de unión 9 

Universidad Nacional Autónoma de México 

Escala: 1: 2.5 Acotación: DIB. No. 8 
Vista en Explosivo Diciembre 2004 

Dibujó: Norberto López Luiz Maestría en Ingeniería 
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