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Resumen

Las caracterfsticas de los robots paralelos los hacen particularmente apropi-
ados para numerosas aplicaciones. Por ejemplo como manipuladores capaces
de soportar grandes cargas, simuladores de vuelo, microméquinas, centros de
maquinado, etc.

Por la complejidad de su implementacién, su control y su diseno, repre-
sentan hoy en dia un gran problema y reto de anilisis.

En este trabajo de tesis se propone un diseno acerca del mecanismo de
Plataforma Paralela Esférica, el cual consta de una base fija, un plato mévil
y tres cadenas cinemiticas, cada una de ellas formadas por dos eslabones.

Se desarrolla una sintesis del mecanismo mediante dos métodos, denomi-
nados: método de matrices de desplazamiento y método del dngulo constante.
Mediante la sintesis, es posible obtener distintas configuraciones del mecan-
ismo.

Una vez seleccionada la configuracién que cumple con los requerimien-
tos, es posible proponer el disefio de un prototipo de la Plataforma Paralela
Esférica. De esta forma se realiza un modelo sélido del mecanismo con sus
respectivas dimensiones.

Posterior a la sintesis se realiza un anélisis cinematico mediante el método
de forma cerrada, asf mismo se lleva a cabo un balanceo del mecanismo, a
través del método de contrapesos.

Para validar el balanceo logrado, se desarrolla un andlisis estdtico y
dindmico, empleando el método de trabajo virtual; de esta forma es posi-
ble obtener también el valor de los torques requeridos para el movimiento de
la plataforma paralela.



Prélogo

En la actualidad existe un gran interés por parte de los investigadores en
cuanto a los robots paralelos, esto es debido a sus numerosas aplicaciones.

Por lo anterior, en este trabajo de tesis se propone un diseno acerca del
mecanismo de Plataforma Paralela Esférica tipo 3R, denominado también
Robot Paralelo Esférico de 3 grados de libertad, el cual consiste en el desar-
rollo de la sintesis del mecanismo, asi como de su anadlisis cinemdtico, estdtico
y dindmico.

En el capitulo 1 de esta tesis se presenta un resumen de los estudios previos
acerca de los mecanismos y en especial la descripciéon de los manipuladores
paralelos esféricos. También se plantean los objetivos del proyecto.

Algunos conceptos fundamentales sobre los métodos matriciales en la cin-
emdtica se muestra en el capitulo 2.

En el capitulo 3 se desarrolla la sintesis de la plataforma, utilizando dos
métodos de solucién. Dicha sintesis se utiliza para obtener las posiciones
iniciales de la configuracién deseada; logrando asi proponer el diserio de un
prototipo para la plataforma paralela esférica.

El comportamiento cinematico de la plataforma se muestra en el capitulo
4, obteniendo el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién mediante el
método de forma cerrada. Con base en el andlisis cinematico, en el capitulo
5 se propone el método de contrapesos para lograr el balanceo.

Dicho balanceo es validado empleando el método de trabajo virtual para
el andlisis estdtico y dindmico, respectivamente, el cual es presentado en
el capitulo 6. Finalmente en el capftulo 7, se muestran las conclusiones
derivadas del proyecto.
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Lista de simbolos y abreviaturas

Plataforma paralela esférica

Grados de libertad

Junta de revolucion

Seno

Coseno

punto o pivote de posicion de un eslabon
Numero de cadena cinematica
Numero de posiciones

Matriz de rotacion

Matriz de desplazamiento

Matriz de rotacion alrededor de un eje
Matriz identidad

Posicion angular de los primeros y segundos eslabones de la
cadena cinematica.

Términos de posicion para o,
Términos de posicion para oz,

Velocidad angular de los primeros y segundos eslabones de
la cadena cinematica.

Términos de velocidad para o,
Términos de velocidad para az,

Aceleracion angular de los primeros y segundos eslabones
de la cadena cinematica.

Términos de aceleracion para o,
Términos de aceleracion para oz,
Trabajo virtual

Desplazamiento virtual
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Capitulo 1

(Generalidades

1.1. Introduccién

En este primer cépitulo, se justifica y plantea el proyecto de tesis, asf como los
objetivos generales y particulares que se pretenden cubrir. Se definen conceptos
relacionados con la teorfa de mecanismos y las maquinas. Asi mismo se describen
las caracterfsticas mds importantes de los mecanismos de plataforma paralela, a
fin de predeterminar las condiciones hacia el disefio de la misma.

1.2. Justificacion

FEl crecimiento continuo e impresionante de los conocimientos sobre cineméti-
ca y dindmica de las méquinas en las iltimas décadas ha venido a reforzar los
métodos de andlisis y desarrollos comunes de los mismos.

El presente trabajo de tesis surge del anélisis de mecanismos esféricos y
plataformas paralelas. Con el fin de conjuntar ambas 4reas de estudio, se in-
vestigé sobre su uso y aplicacién, originando el tema de tesis ”Diseno de una
Plataforma Paralela Esférica” (PPE), el cual es conocido como robot parale-
lo de tres grados de libertad (3 GDL).

Los manipuladores paralelos pueden ser encontrados en distintas aplicaciones,
como por ejemplo, simuladores de vuelo (Stewart, 1965), articulaciones ajusta-
bles (Reinholtz y Gokhale, 1987), mdquinas para minerfa (Arai, 1991), aparato
posicionador (Gosselin y Hamel, 1994), y méquinas caminantes (Waldron, 1984).

Recientemente han sido desarrollados como centros de maquinados de multi-
grados de libertad, con alta velocidad y alta precision (Giddings y Lewis, 1995).

Dentro de los usos y aplicaciones més comunes que se tienen para estos tipos
de mecanismos se encuentran las maquinas de control numérico ( CNC ) para

1



1. Generalidades 2

realizar trabajos de manufactura; esto es debido a que permiten facilmente orien-
tar la pieza de trabajo en una posicién deseada con cierto dngulo de inclinacién,
permitiendo que la maquina herramienta realice el maquinado ya programado.
Asi mismo se utilizan en los sistemas de simulacién de vuelo, ya que poseen la
ventaja de su facil orientacién y capacidad para sostener o llevar grandes cargas

(1]-

El principal propdsito de este trabajo de tesis es contribuir en el estudio de
las plataformas paralelas esféricas en relacién con el anédlisis y diseno, empleando
para esto, los métodos vectorial y algebraico para la sintesis y el andlisis cin-
ematico, respectivamente; realizando un balanceo estatico empleando el método
de contrapesos y un anélisis de equilibrio estédtico y dindmico mediante el método
de trabajo virtual.

Finalmente, en una etapa posterior construir un prototipo de la PPE para
comprobar los resultados obtenidos analiticamente y a la vez profundizar en el
andlisis del comportamiento cinemdtico y dindmico en estos mecanismos.

1.3. Objetivos

Objetivos Generales
El objetivo principal es la sintesis y el andlisis de una PPE de tres GDL,
desarrollando para esto:

1) Una sintesis cinemética
2) Un analisis cinemético (método algebraico)
3) Un anélisis de balanceo (método de contrapesos)

4) Un anélisis estatico y dindmico de fuerzas (método del trabajo virtual)

El método de balanceo con contrapesos se aplicard a la PPE con el fin de
conseguir su equilibrio estédtico, de esta forma se logra que los torques requeridos
para su movimiento sean minimos. También se pretende comprobar el balanceo
logrado, aplicando el método de trabajo virtual para el equilibrio estético y
dindmico.

Objetivos Particulares

1) Lograr una sintesis adecuada y crear eslabones simétricos.

2) Realizar el anédlisis cinemdtico de la PPE mediante el método algebraico,
para obtener posicién, velocidad y aceleracién, que serdn utilizados en el
andlisis dindmico.
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3) Aplicar el método de balanceo con contrapesos, para lograr el equilibrio
total del cuerpo rigido que forma la PPE, respecto de cualquier orientacion.

4) Mediante el método de trabajo virtual lograr comprobar los resultados
obtenidos del balanceo, verificando el equilibrio estatico del cuerpo; ademés
de determinar el andlisis dindmico del mismo y obtener finalmente el valor
de los torques requeridos.

5) Verificar que se cumplan las expectativas del trabajo de tesis, en cuanto al
diseno de la PPE.

Con los objetivos anteriores se logrard contribuir significativamente en el es-
tudio del comportamiento cinetoestético del mecanismo esférico debido a que nos
permitird conocer los movimientos esperados del mismo; logrando asf contar con
una herramienta matemaética y visual para comprobar si el disefio considerado
es adecuado o no para los propdsitos que se persigan.

1.4. Definiciones

Un mecanismo (2], puede definirse como una combinacién de varios cuer-
pos conectados por medio de articulaciones, cuyo proposito es transformar el
movimiento.

Una méquina es un ensamble de uno o més mecanismos, junto con otros
componentes eléctricos o hidrdulicos, usados para transformar energia externa
en trabajo u otra forma de energfa.

El manipulador mecédnico de un sistema robético es un mecanismo, el cual
pasa a ser una maquina al adaptarle un microprocesador para su control, sensores
de fuerza, encoders y otros accesorios que son incorporados para que la energfa
externa se convierta en trabajo.

Los mecanismos [3] , se pueden clasificar en: planos, esféricos y espaciales;
el criterio para distinguirlos se basa en los movimientos.

Un mecanismo plano [4], como se muestra en la figura 1.1 [11], es aquel en el
cual todos los cuerpos rigidos describen curvas planas en el espacio y todas estés
se encuentran en planos paralelos; es decir, los lugares geométricos de todos los
puntos son curvas planas paralelas a un solo plano en commin. El eslabonamien-
to plano de cuatro barras, la leva de disco y su seguidor, y el mecanismo de
corredera-manivela son ejemplos conocidos de mecanismos planos.
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Figura 1.1. Mecanismo plano de 4 barras.

Un mecanismo esférico [3], es aquel, en el cual los ejes de todos los pares
de revoluta se interceptan en un punto en comin llamado el centro de la esféra,
como se muestra en la figura 1.2. [11].

Figura 1.2. Mecanismo esférico de 4 barras.

Un mecanismo espacial [3], como el mostrado en la figura 1.3 [11], es aquel
en el cual algunos eslabones experimentan un movimiento tridimensional en el
espacio.
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B

Figura 1.3. Mecanismo espacial.

1.5. Descripcion de Manipuladores Paralelos

El disefio de manipuladores paralelos data de 1962 con Gough y Whitehall, en
1965, Stewart diseno un manipulador de plataforma para su uso como simulador
de vuelos.

En 1983, Hunt realizé un estudio sistemético de la estructura cinemdtica de
manipuladores paralelos. Desde entonces los manipuladores paralelos han sido
estudiados extensivamente por numerosos grupos de investigadores [1].

Los manipuladores paralelos son clasificados como planar, esféricos o
espaciales, de acuerdo con sus caracteristicas de movimiento. En la figura 1.4
(18], se muestra un manipulador paralelo, el cual consiste de una plataforma
moévil que es conectada a una base fija alrededor de un cierto nimero de piernas.

Especificamente, el mimero de piernas es igual al mimero de grados de libertad
(GDL) y cada una de ellas es controlada por un actuador, los cuales van montados
a la base fija. Por esta razén los manipuladores paralelos son algunas veces
llamados manipuladores de plataforma paralela o mecanismos de plataforma

paralela.

La plataforma mdévil es el punto de atencién del mecanismo, debido a que
segiin su aplicacién, soportard una carga, guiard una herramienta o sélo serd un
efector final.
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Debido a que la carga externa puede ser repartida en los actuadores, los
manipuladores paralelos tienden a tener una gran capacidad de soporte de carga.
Los manipuladores paralelos poseen la ventaja de su alta rigidez, baja inercia y
su gran capacidad de carga. Sin embargo, sus desventajas son su relativamente
pequena utilidad de espacio de trabajo y dificultades en el diseno; ademés su
cinemética directa es un problema muy complejo.

La figura 1.5 [19], muestra un simulador de vuelos el cual es una de las muchas
aplicaciones que tienen las plataformas paralelas.

La figura 1.6, representa un manipulador paralelo de 6 GDL formado por 3
cadenas cineméticas, dicho manipulador fué desarrollado en el Laboratorio de la
Universidad de Laval en Canad4. Este es un nuevo tipo de plataforma paralela
espacial, la cual puede ser balanceada est4ticamente por medio de resortes [16].

La figura 1.7, muestra el denominado "Qjo Agil" o robot de visién, €l cual
es una de las aplicaciones que se le han dado a los manipuladores paralelos; fué
desarrollado en 1993 en el Laboratorio de la Universidad de Laval en Canad4.
El ojo 4gil es un manipulador paralelo esférico de 3 GDL, 3 RRR; desarrollado
para la rdpida orientacién de una cdmara [16].

Los mecanismos esféricos [1], pueden ser considerados como un caso especial
de mecanimos espaciales, debido a que se presentan como una consecuencia de
una geometria especial en la orientacién particular de los ejes de sus juntas.
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Figura 1.5. Simulador de Vuelos (Stewart).

Figura 1.7. Robot de visién.
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Para manipuladores de eslabonamiento esférico, el tnico tipo de junta per-
misible es el tipo de junta de revolucién (R), y todos los ejes de las juntas se
intersectan en un punto en comin, llamado el centro esférico.

El manipulador mostrado en la figura 1.8, es un manipulador paralelo esférico
de 3 GDL, 3 RRR; el cual es objeto de estudio en esta tesis.

Figura 1.8. Manipulador paralelo esférico de 3 GDL.



Capitulo 2

Métodos Matriciales en la
Cinematica

2.1. Introduccién

En el presente capitulo se describen los métodos matriciales y su aplicacién en
el anélisis de cuerpos rigidos. Con el uso de la notacién matricial aquf descrita, se
desarroll6 el anélisis para la PPE. Se hace mencién sobre las formas matriciales
que se emplean para describir la rotacién o el movimiento angular de un cuerpo
en el espacio tridimensional.

2.2. Matrices de Rotacién

El desplazamiento total de un cuerpo rigido [5], puede ser siempre consider-
ado como la suma de sus componentes bésicos: la rotacién angular del cuerpo
ma4s el desplazamiento lineal de cualquier punto de referencia arbitrario fijo en
el cuerpo rigido (usualmente el centro de masa).

El movimiento angular puede ser descrito de diferentes maneras, las més
comunes son:

1) Un conjunto de rotaciones alrededor de un conjunto derecho de ejes carte-
sianos.

2) Angulos de Euler.

3) Rotacién angular alrededor de un eje arbitrario en el espacio.

En la siguientes secciones se describirdn brevemente cada uno de ellos.
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2.2.1. Rotacién Alrededor de Ejes Cartesianos

Una matriz de rotacién de 3 x 3 se puede definir como una matriz de trans-
formacién que opera sobre un vector de posicién en un espacio tridimensional
y transforma sus coordenadas expresadas en un sistema de coordenadas rotado
Oz'y'z’ (sistema ligado al cuerpo) a un sistema de coordenadas de referencia fijo
Ozyz.

En la figura 2.1 se dan dos sistemas de coordenadas rectangulares, los sistemas
Ozyz y Oz'y'z'. Ambos sistemas de coordenadas tienen sus origenes coincidentes
en el punto O. El sistema de coordenadas Oz'y'z’' estd girado con respecto al sis-
tema de referencia Ozyz.

Figura 2.1. Sistema rotado.

Considerando una rotacién con dngulo a alrededor del eje z (ver figura 2.2)
para un vector de longitud constante fijo en un cuerpo rigido rotando. Las com-
ponentes del vector v antes y después del desplazamiento son medidos respecto
a los ejes fijos zyz.

e e
Figura 2.2. Rotacién de un vector con respecto a un eje z fijo.
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De la figura 2.2 anterior, se tiene:

Vo = Vip+ Vi + Vi

A % A A
= (vigca)i + (vizs@)j — (viysa)i + (viyca)j + vy, k

A A ~
= (vieca — viysa)i + (vysa + viyca)j + vy: k (2.3.1)
pero también:
A A .
Vo = Vo1 + Ugyj + v2: K (2.3.2)

siendo s = seno, ¢ = coseno. Igualando las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2), obtenemos:

Ugy = UpSa+ vyca
V2: = Vi (233)

por lo tanto, matricialmente para una rotaciéon « alrededor de z se tiene:

Vo ca —sa 0 Vi
Voy | = | sS¢ ca O Uiy (2.3.4)
Vo, 0 {] ]- Y12

Para una rotacién 3 alrededor de y:

Vo ¢ 0 sp Uiz
gy | = 0 1 0 Uiy (2.3.5)
(O -sB 0 cfB V12

Para una rotacién de «y alrededor de z:

vy | = [0 ey —sv Viy (2.3.6)
Vo, 0 sy ¢y (I

estas son las llamadas matrices bdsicas de rotacién, las cuales describen la
rotacién de cualquier vector fijo en un cuerpo rigido.

Las matrices bésicas de rotacion se pueden multiplicar entre si para represen-
tar una secuencia de rotacién finita (matriz de rotacién compuesta) respecto
del eje principal del sistema de coordenadas Ozyz. Como las multiplicaciones de
matrices no conrmutan, es importante el orden o secuencia de realizacién de
las rotaciones. Por ejemplo, para desarrollar una matriz de rotacién que repre-
sente una rotacién de dngulo a respecto del eje Oz seguida por una rotacién del
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angulo 6 respecto del eje Oz, seguida por una rotacién del 4ngulo ¢ respecto del
eje Oy; la matriz de rotacién resultante que representa estas rotaciones es:

[R] = [Ryyl[Ro:][Ral

[ ¢ 0 s¢ cd —s0 0 1 0 0

= 0 1 0 s ¢ 0 0 ca —sa

| —s¢ 0 c¢ 0 0 1 0 sa ca

[ cpcf  spsa —cpsfea cpshsa + spca

= s0 cea —clsa (2.3.7)
| —s¢cl  sgsbca+ cpsa  cpea — spsfsa

Esto es diferente de la matriz de rotacién que representa una rotacién de
dngulo ¢ respecto de Oy seguida por una rotacién de dngulo  respecto del eje
Oz, seguida por una rotacién de dngulo a respecto del eje Oz. La matriz de
rotacién resultante es:

[R] = [Raq][Re:][Roy]
[1 0 0 c —s6 0 cp 0 s¢
= 0 ca —sa s cf 0 0 1 0
| 0 sa  ca 0 0 1 —-s¢ 0 co
[ clco —s6 clsd
= casfcp + sasgp cacl casfsp + sach (2.3.8)
| sasfcp — casp sacl sasbsp + cace

2.2.2. Matrices de Rotacién Espaciales (respecto de un
eje arbitrario)

Las rotaciones [20] no siempre se realizan sobre los ejes coordenados princi-
pales. A menudo interesa una rotacién sobre un eje arbitrario en el espacio, por
lo tanto si k = (kz, ky, k.)*, expresado en el marco 0zgyo2o, €s un vector unitario
definido en un eje. Se quiere derivar la matriz de rotaciéon [Ry g representando
una rotacion de 8 grados sobre este eje.

Hay distintas formas en que la matriz [Ry ] puede ser derivada. Por ejemplo
la forma més simple es rotar el vector k alrededor de uno de los ejes coordenados,
es decir zp, entonces al rotar sobre zy por ¢ y finalmente rotar k de regreso a
su posicién original. Con referencia a la figura 2.3, se ve que podemos rotar k
en zp para la primera rotacién sobre 2, por —a, entonces rotando sobre y, por
—f. Donde todas las rotaciones son realizadas relativas al marco fijo 0zoyp2o,la
matriz [Ry g es obtenida como:

[Rig] = [Rza] [Ry] [R: 0] [Ry,—g] [R:,—o] (2:3.9)
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De la figura 2.3, donde k es un vector unitario, tenemos que:

ky

sen o = m (2310)
Kz
CosS @ = —/———x
VkZ+ ks
sen B = y/ki+ k2

E

cos § =
Sustituyendo (2.3.10) en (2.3.9), se obtiene:
KVO+ch  kok,VO— k50 kok,VO + kys8

Rio] = | kekyVO+ksd  k2VO+cO  kyk.VO — kost (2.3.11)
kek,VO — kysO kyk,VO+kys6  k2VO + cf

donde V= Vers @ =1 — cf

Figura 2.3. Rotacién sobre un eje arbitrario.

2.2.3. Matrices de Rotacién con Angulos de Euler

En los 4ngulos de Euler [5], el desplazamiento del cuerpo rigido estd en
funcién de tres dngulos de desplazamiento relativo denominados (v, 8, ¢), ver
figura 2.4. El termino relativo implica que los dngulos se toman en ejes z, y, z,
los cuales estdn definidos en el cuerpo y no respecto a los ejes fijos X, Y, Z. En
un inicio ambos sistemas coinciden.
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Los dngulos 9 y 6 son conocidos como dngulo de precesién y nutacion re-
spectivamente, los cuales sirven para orientar el eje z (eje de giro). Con el dngulo
de rotacion (¢) el cuerpo rigido completa su desplazamiento angular.

X ¥

X, X

Figura 2.4. Angulos de Euler para rotacién finita de un cuerpo rigido.

Para obtener la nueva posicién de un vector v, después de tres giros, se
procede de la siguiente forma:

vy = [Ry2v][Ro ][Ry 2] v1 (2.3.12)

de acuerdo a la definicién de rotacién de una matriz mostrada en el dpendice A,
se tiene:

Ve = [Ry:][Roc)[Ro:]vi
= [Rypelni (2.3.13)
Esta ecuacién representa la rotacién de un sistema con el cuerpo rigido. Por

lo tanto, la secuencia de desplazamiento angular relativo puede ser descrita por
una secuencia de matrices de rotacién de la siguiente manera:

[Ry0.6] = [Re2][Roz|[Ro] (2.3.14)

las cuales forman la matriz de rotacién de Euler:

CyCp — SyCeSy —CypS¢p — SyCCy Sy Se
[Ryog] = | SuCs+ CyCoss —SySs+ CypCoCs —CySo (2.3.15)
S6S¢ S56Cy Cg
Una matriz de rotacién geométricamente representa los ejes principales del
sistema de coordenadas rotado con respecto al sistema de coordenadas de refer-
encia.
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2.2.4. Matriz de Desplazamiento

El movimiento plano de cuerpo rigido puede ser descrito como:
Vo = [R9]V1
Voo | | B —sO Vi
[ Vgy ] a [ s¢ O ] [ Viy ] (2.3.16)
Considerando la definicién de un vector; se tiene una diferencia de puntos; un

punto p la cola del vector y un punto q la cabeza del mismo; como se muestra
en la figura 2.5.

o >x

Figura 2.5. Desplazamiento plano de cuerpo rigido.

Por lo tanto considerando la figura anterior, se tiene:

(@—p) = [RoJ(ar—p1)
q = [ReJ(ai—p1)+p
qa = [Re)(a)+ (p— [Re](P1)) (2.3.17)

la ecuacién (2.3.17) puede ser representada mediante una matriz de desplaza-
miento homogénea:

[ ? .| _ [ [gg] (p— [?G]Pz) ] [ qll ] (2.3.18)

sustituyendo las coordenadas de los puntos q = (¢z, ¢y), 91 = (¢1z, Q1y), P = (Pa
Py), P = (P12 P1y), se tiene:

4z cd —s0 (pz— (ch(piz)+ s0(pry)) Tz
qQy | = s —cf (Py - (39(;013) = CB(Ply)) 1y
1 0 0 1 1

de manera general la ecuacién (2.3.18) se escribe como:

[ ‘i* ] = D] [ ‘il ] (2.3.19)
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La matriz [D] de 3 X 3 es llamada matriz de desplazamiento. plano;
andlogamente la representacion espacial de la matriz de desplazamiento es hecha
mediante el reemplazo de [Rg| por su equivalente tridimensional [Ry g.5] 0 [Ry.4):

[ Cll ] [ Ryl (P —[Rgulp1) ] [ a ]

000 1 1
[ ‘1‘ ] = (D) [ i ] (2:3.20)

la ecuacién (2.3.20) es una matriz de desplazamiento de 4 x 4, denominada
matriz de transformacién homogénea.



Capitulo 3

Sintesis de la Plataforma
Paralela Esférica (PPE)

3.1. Introduccion

El término sintesis cinemdtica se refiere al disefio o creacién de un mecan-
ismo para obtener un conjunto deseado de caracteristicas de movimiento. Existe
una amplia variedad de técnicas disponibles, aqui se definen los métodos de Suh
& Radcliffe [5] y McCarthy [11]; los cuales se emplean para la sintesis de la
PPE.

En la préctica, la mayor parte del diseno en ingenieria comprende una com-
binacién de sintesis y andlisis. No puede analizarse algo hasta que no haya
sido sintetizado. Muchos problemas de diseno de maquinas requieren la creacién
de un dispositivo con caracterfsticas de movimiento peculiares. Quizd se nece-
site mover una herramienta de una posicién a otra en un intervalo de tiempo
particular o se necesite describir una trayectoria particular en el espacio para
insertar una pieza en un ensamble. Las posibilidades son interminables, pero un
denominador comiin suele ser la necesidad de un eslabonamiento para generar
los movimientos deseados.

Por lo tanto se requiere de la sintesis para crear soluciones de eslabonamientos
potenciales para aplicaciones cineméticas tipicas. Considerando lo anterior, en
este capitulo se describen las caracteristicas deseadas de la PPE y se desarrolla la
sintesis dimensional para lograr que se cumplan los movimientos requeridos.

3.2. Clases de Sintesis

Sintesis de Tipo
Se refiere a la eleccién del tipo apropiado de mecanismo mejor adaptado al

problema.

17
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Sintesis de Nimero
Se ocupa del mimero de eslabones y juntas que se requieren para obtener un
movimiento determinado.

Sintesis Dimensional

Es la determinacién de los tamafios (longitudes) de los eslabones necesarios
para realizar los movimientos deseados. Este a su vez comprende tres tipos:
generacién de funcién, de trayectoria y de movimiento [6].

Generacién de funcién, se define como la correlacién entre una funcién de
entrada y una funcién de salida en un mecanismo. Esto es, cuando se necesita que
un elemento de salida gire, oscile o tenga un movimiento alternativo, segiin una
funcién del tiempo, o bien, una funcién del movimiento de entrada especificada.

Generacién de trayectoria es el control de un punto de la curva del
acoplador que se hace pasar a través de un conjunto de puntos de salida de-
seados, siendo una porcién de la trayectoria un arco circular, eliptico o una
recta.

Generacién de movimiento o conduccién de cuerpo rigido, es el con-
trol de una recta en un cuerpo, tal que asume un conjunto secuencial de posiciones
prescritas. Aqui es importante la orientacién del eslabén que contiene la linea.
El interés reside en mover un objeto de una posicién a otra; el problema puede
ser una traslacién simple o una combinacién de traslacién y rotacién.

3.3. Caracteristicas de la PPE

De acuerdo a las definiciones de sintesis ya descritas y considerando ademés
que los robots pueden ser clasificados de acuerdo a varios criterios, por sus GDL,
estructura cinemadtica, tecnologfa empleada, geometrfa de espacio de trabajo y
caracterfsticas de movimiento; de lo anterior, podemos describir las caracterfsti-
cas deseadas de nuestra PPE, las cuales son:

1. Por la estructura cinematica, la PPE debe estar formada por tres cadenas
cinemaiticas, cada una de ellas unidas a una plataforma mévil, considerada
como el 6rgano o efector final del mecanismo.

2. Cada cadena cinemética estard formada por dos eslabones, los cuales se
unirdn por medio de juntas rotacionales.

3. Las cadenas cinemédticas deben ser simétricas. Cada uno de los eslabones
forma una barra curva de un dngulo arbitrario en su configuracion.

4. Los eslabones de entrada estardn unidos a una base fija, el cual tendrd una
forma similar a la del plato mé6vil.
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5. Los GDL [17] de la PPE es de 3, de la ecuacién:
GDL =3(n—1) —2p; — 1py

siendo n el nimero de eslabones, p; el mimero de pares cinematicos de un
movimiento y ps el nimero de pares cinematicos de dos movimientos; se
tiene que n = 8, p; = 9, por lo tanto:

GDL = 3(8 - 1) — 2(9) — 1(0) = 3

La figura 3.1, muestra el mecanismo de la PPE de 3 GDL, los eslabones
e1, €2 y eg son considerados los eslabones de entrada, los eslabones e4, €5 y eg
son considerados eslabones conducidos, el eslabén e; ha sido designado como el
eslabén de salida, el eslab6n fijo no se muestra por simplicidad.

e7

Figura 3.1. Plataforma Paralela Esférica de 3 GDL.

Considerando las caracteristicas deseadas de nuestra PPE, se procede a re-
alizar la sintesis dimensional para cada uno de los eslabones que la forman, de
manera que se cumplan las condiciones 2 y 3 ya mencionadas.
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3.4. Sintesis de Conducciéon de Cuerpo Rigido

3.4.1. Meétodo de Matrices de Desplazamiento

En esta seccién se desarrollan las ecuaciones de diseno para los eslabones de la
PPE, empleando la metodologfa de Suh [5]. Como en la sintesis de eslabonamien-
tos planos [5], el problema general en la sintesis de mecanismos esféricos involucra
la determinacién de la primera posicién de posibles ejes fijos a la tierra y ejes
moviles sobre un cuerpo rigido en movimiento, el cual pasa a través de una se-
cuencia de posiciones que a su vez pasan por un arco circular sobre la superficie
de una esfera.

Los eslabones esféricos (manivela y seguidor), como se muestra en la figura
3.2, estan formados por un punto en movimiento (puntos del circulo esférico)
y un punto fijo correspondiente (puntos del centro esférico) los cuales radican
sobre ejes pasando a través del origen, y deben girar el cuerpo en movimiento
(acoplador) a través de una serie de posiciones prescritas.

Z

P1 (X1, Y1, Z1)

puntos del circulo esfénico

M (x1u !f. 11) ----------

"I

puntos del centro esférico

AD (x0, 40, 20)

X

Figura 3.2. Sistema coordenado para mecanismo esférico.

Los eslabones esféricos para conduccién de cuerpo rigido son sintetizados
por una solucién iterativa de un conjunto de ecuaciones de diserio algebraicas no
lineales simultdneas. Las iteraciones son ejecutadas usando el método de Newton
- Raphson. Las ecuaciones de diseno son desarrolladas de la siguiente manera:

1. Se asume que el movimiento de cuerpo rigido es conocido para ser esférico,
las coordenadas del centro (O,, O, O;) y el radio de la esfera son calculados
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a partir de la ecuacién de la esfera.

(z2 4+ 12 + 2?) Ty oz
(p]x2 R Piy? + p122) Piz Piy DPiz
(Ps2 + Poy2 + P2:2) Poz P2y P2:
(D322 + P32 + P3:2) D3z P3y Da:

. (ptl:.."2 +p4y2 + p4z2) Paz Pay Paz

0 (3.4.1)

Pt o etk
I

el cual puede ser expandido en la forma:
2’ +y*+2°+ Az +By+Cz2+ D=0 (3.4.2)

los subindices en la ecuacién (3.4.1) se refieren a las cuatro posiciones de
cualquier punto dado. Reduciendo dicha ecuacién a la forma ordinaria:

(2= 0:)°+(y—0y)° + (2 - 0,)’ = R? (3.4.3)

se hallan entonces las coordenadas del centro esférico O = (O,, Oy, O0,) y
el radio esférico R para el movimiento del punto p.

2. La ecuacién (3.4.3) es entonces normalizada a la ecuacién de una esfera
unitaria dividiendo por R?:

_0.\? —0.\? _0.\?
B Ny § R =4
R R R
La ecuacién anterior se mueve al origen de la esfera (0, 0, 0), transformando
todas las coordenadas mediante:

X24+Y24 22 =1 (3.4.4)

Las coordenadas de los puntos en movimiento son entonces normalizadas,
convertidos al sistema coordenado normal y la sintesis es realizada sobre
la superficie de la esfera unitaria.

3. Las matrices de desplazamiento [D;;| son calculadas mediante los métodos
anteriormente ya mencionados en el capitulo 2.

4. Las ecuaciones de diseno estdn basadas sobre ecuaciones de restriccién que
aseguran la longitud constante de los eslabones conductores y las ecua-
ciones de la esfera unitaria. Las coordenadas del punto del centro esférico
y las del punto del circulo son respectivamente:

ao = (aos, Gy, @o:) (3.4.5)
(a'l:t: A1y, alz) (346)

ay
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Las ecuaciones de diseno de las manivelas esféricas y de la esfera unitaria

son:
(a; —ag)T(aj—a) = (a1 —ag)"(a; — ap) (3.4.7)
(a;)T(al) = 1 (3.4.8)

(a0)"(a0) = 1

(aj) = [Dlj](al) ] = 2,3, iy TR (349)

El mimero de ecuaciones de diseno es igual a n + 1 con 6 incégnitas (ag,,
oy, oz, A1z, Q1y, G12). Donde n es el nimero de posiciones a conducir.

Considerando la figura 3.3, la cual muestra una de las cadenas cineméticas,
formada por dos eslabones, el plato mévil y el plato base o fijo, el cual no es
mostrado por simplicidad; se define el problema de la sintesis para conduccién
de cuerpo rigido para la PPE.

a:;j

\

j

Figura 3.3. Cadena cinemética de la PPE.

Definicién del Problema de Sintesis

Dado un movimiento esférico conocido del plato mévil a traves de una serie
de posiciones, se desea determinar la primera posicion de ejes fijos y ejes moviles
que conforman la Plataforma Paralela Esférica.
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Ecuaciones de Sintesis de la PPE
Evaluando el procedimiento de las ecuaciones de diseno, para la PPE, se
tiene:

1. Se asume que el movimiento de cuerpo rigido es conocido para ser esférico.
Las coordenadas del centro se designardn como O = (0, 0, 0) y el radio de
la esfera serd asignado como R = 15 cm. Los datos anteriores se asignan
por conveniencia del diseno. Con esto la ecuacién (3.4.3) y (3.4.4) no son
requeridas.

2. Las matrices de desplazamiento [D;;] son asignadas a partir de un movimien-
to deseado.

3. Aplicando las ecuaciones de longitud constante y las ecuaciones de la es-
fera unitaria a la primera cadena cinemdtica de la PPE, formada por los
primeros y segundos eslabones, tenemos las siguientes ecuaciones que re-
stringen su movimiento:

(ag; — al)T(agj —a) = (az—a;) (az—a) (3.4.10)

(as; — as;)" (as; — ay) (a3 — ap) (a3 — ap) (3.4.11)

(a1)(a1) = 1
(az)T(az) = 1 (3.4.12)
az) = 1

donde j = 2, 3...,n; ademds considerando que:

(az;) = [Dyj)(as) (3.4.13)
(azj) = [Eyjl(az) (3.4.14)

siendo [D;,] la matriz de desplazamiento del plato mévil. La cual representa un
movimiento alrededor del eje z, con un dngulo arbitario a,;. De igual manera
[Ey;] representa una rotacién alrededor del eje a;, con un dngulo arbitario /3, ;.

o - (B2

[Ey;] = [[I;ﬁéjbn] (1)]
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Desarrollando la Ecuacién (3.4.10)
Se tiene:

((az;)" = (a))" ) ((az;) — (a1) ) = ((a2)" = (a))" ) ( (a2) — (&) )

efectuando el producto escalar en la expresién anterior:

(az;)7 (ag;) — (ag;)T(a1) — (a1)" (az;) + (a1)"(a1) =
(a2)"(az) — (a2)"(a1) — (a1)"(ag) + (a1)"(as)

simplificando:
(a2j)T(a2j) - 2(a2j)T(al) = (a2)"(az) — 2(az)"(a1)

agrupando términos

=2 ( (az;)"(a1) — (a2)"(a1) ) + ( (a;)"(az;) — (22) " (a2) ) = 0O

2 ( (ag; — an)T(an) ) + ( (a0)" () — (22) (az) ) = 0

1
(a2 — a2)"(a1) — 5 ( (a2;)" (a2;) = (az)"(az) ) = 0
(3.4.15)
Por otro lado dados los vectores u y v, sus normas se definen como:
hafl* = (u)"(u)
o* = (UHU)
y considerando que [Dy;] y [E;;] preservan la magnitud, tenemos:

ol* =l

(U)'(U) = (W) (w) (3.4.16)

esto se comprueba de la manera siguiente, para U = [D](u) y sustituyendo en
(3.4.16), se tiene:

([D](u))"( D)) = (w)(u)
(0)"[D]"[Dj(u) = (w)"(u)
(0)[I](w) = (u)"(u)

A partir de (3.4.15) y utilizando (3.4.16), tenemos (az;)7(as;) = (az)”(az).
Ast:

| (az; — a2)"(a1) — % ((a2)"(a2) — (a2)"(a2) ) = 0
(az —a2)"(a1) = 0
((ay)" — (a2)" ) (a1) = O
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sustituyendo (ag;) = [Ej;]/(az) en la expresién anterior:

(([Eyl(az) )" = (a2)" ) (@) = 0

((a2) [EBy]" = (a2)" ) (@) = 0
(a2)" ([Eyy]" = [1] ) (1) = 0
(ag)T[CU](al) = 0 (3417)

donde [Cy;] = [Ey;]T — [1], y la matriz [I] es la matriz identidad de 4 x 4.

Desarrollando la Ecuacién (3.4.11)
Se tiene:

(as; — ag;) (ag; —ay) = (ag—az)"(ag— ay)

((ag)" — (az;)" ) ((ag;) — (a;) ) = ((ag)” —(a2)" ) ( (as) — (a2) )

efectuando el producto escalar en la expresién anterior:

(as;)” (as;) — (as;) T (ag;) — (az;)T(as;) + (az;)" (az;) =
(a3)"(as) — (a3)"(az) — (a2)"(as) + (a2)"(az)

simplificando:
(a3;)" (as;) — 2(a2;)" (a3;) + (a2)" (a2) = (a3)" (a3) — 2(a2)" (a3) + (a2)” (a2)
agrupando términos:
—2 ((az)"(as;) — (a2)"(ag) )+ ( (23;)" (a;) — (25)" (as) ) +( (az)" (az;) — (a2)"(a2) ) = 0
A partir de (3.4.16):
(a2;)" (az;) = (a2)"(a2)

y también
(a3;)" (ag;) = (a3)"(as)
por lo tanto:
—2( (az;)"(ag;) — (a2)"(as) ) =0

sustituyendo (ay;) = [Ey;](az) y (as;) = [Di;](as) en la expresién anterior:

~2( (a2)"[Eq;]"[Dyj](as) — (22)"(@s) ) = 0

( (a2)"[Ey;])"[Dysl(as) — (22)"[M)(as) ) = O
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factorizando:

(a2)” ([Ey;]"[Dy;] -1 ) (a5) = 0O

(22)"[Fyy)(a3) = 0 (3.4.18)

donde [Fy;] = [Ey;]7[Dy;] — [I). Finalmente de (3.4.12), (3.4.17) y (3.4.18), se
tienen las ecuaciones de diseno para la primera cadena cinemética:

(a2)"[Cyjl(a1) = 0
(a2)"[F1;)(as) 0

Il

(a)"(a)) = 1
(a2)"(a2) = 1
(as)"(as) = 1

La figura 3.4, muestra la cadena cinemdtica 2 de la PPE.

Figura 3.4. Cadena cinemética 2 de la PPE.
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Las ecuaciones correspondientes a la cadena cinemadtica 2 se pueden escribir

(a5)"[Cyjl(as) = 0
(as)"[Fojl(as) = 0
)T(as) = 1
(as)" (as) 1
(a)"(ag) = 1
donde:
_ | [Retjas] ©
[Bas] = [ 000 1]
[Cy] = [Ey)" -1
[F2;] = [Eg)"[Dy;] - (1)

La figura 3.5, muestra la cadena cinematica 3 de la PPE.

Figura 3.5. Cadena cinemdtica 3 de la PPE.

(3.4.19)

(3.4.20)
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Las ecuaciones correspondientes a la cadena cinematica 3 se pueden escribir
como:

(as)"[Cyl(ar) = 0

(ag)"[F3)(ag) = 0 (3.4.21)
(ar)” (az) 1
(HS)T(as) =1
(a)"(ag) = 1 (3.4.22)
donde:
Ryija7) O
Bl = | el 91
[Cs;] = [Eg]" —[1)
[F3] = [Es)"[Dy] - (1]

Ya que los sistemas resultantes para la sintesis de las cadenas cinematicas
de la plataforma esférica son ecuaciones no lineales, requieren para su solucién
de un método numérico iterativo. Por lo tanto se emplea el método de Newton-
Raphson. Asf podemos hablar del problema de sintesis considerando la tabla 1,
donde los valores conocidos son aj;, esta indica los pardmetros involucrados y
las posibles soluciones en funcién de los datos dados. Por ejemplo para la cadena
cinematica 1:

posiciones | ecuaciones | variables | incognitas sintesis seleccionada
j=3 7 11 A1z, Gy, Q12 dando : a1z, a1y, @12, A2,
A2z, A2y, G2, calcular el resto
A3z, A3y, A3z
5121 4613
== 6 12 1z, Q1y, 012 dando : a1z, a1y, Q1.
A2z, A2y, U2; A2z, a'2ys Qg
A3z, A3y, 03; calcular el resto
1312? 13131 ﬁm
j=395 8 13 A1z, A1y, A1, dando : ay5, a1y, G,
a2z, a’?y , A2z A2z, A2y
A3z, A3y, 03 calcular el resto
612? 613: 514? /315
=86 10 14 ag,a, b; dando : ag;, agy, Goz,012
Bijs J =2,...,6 | calcular el resto

Tablal.Pardmetros involucrados y posibles soluciones en funcién de los datos dados.
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3.4.2. Método del Angulo Constante

En esta seccién se desarrollan las ecuaciones de diseno para los eslabones de
la PPE, empleando la metodologia de McCarthy [11]. En la siguiente figura 3.6,
se muestran los puntos o pivotes a;, ay;, y as;, los cuales determinan la posicion
de cada uno de los eslabones respectivamente, asi mismo se tienen los dngulos
constantes a y 3, los cuales representan los dngulos de construccién de los es-
labones.

Figura 3.6. Cadena cinemética de la PPE.

Ecuaciones de Diseno para el Eslabén 1 de la Cadena 1
Considerando que los dangulos en los eslabones se mantienen constantes, las
ecuaciones de disenio son:

(az;)"(a1) = [[(az)l [l(21)]| cosa (3-4.23)
(az;) = [Eyjl(az)
l(az;)ll = ll(a2)ll j=123.,n. (3.4.24)
De (3.4.23) para j = 1, se tiene:
(a21)" (1) = [|(a21)|l [|(21)]] cosex (3.4.25)
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por otro lado:
(az;) = [Eyj)(a2)
Rs1ja1] O
[By] = [ 000 1 ]
para j = 1, donde 3,; = 0°:
_ [ @m o
[Bn] = [000 1 ]
(az) = [Enl(az) = (a2) (3.4.26)
sustituyendo (3.4.26) en (3.4.25) se tiene:
(a2)"(a1) = [|(a2)[l l|(as)[| cosex (3.4.27)
De (3.4.23) queda j = 2,3...,n, y usando (3.4.24):
(ag) (1) = |l(az;)ll ll(a1)ll cosex
= |[[(a2)|llI(a1)|| cosax (3.4.28)
igualando (3.4.27) y (3.4.28):
(ag;)"(a1) = (az)"(a1)
(az;)"(a1) — (a2)"(a1) = 0
((a)" = (a2)" ) (@) = 0
sustituyendo (ay;) = [Ey;](a2):
( ([Eyj)(@2)” — (a2)" ) () = 0
((22)"[Eyy)" = (a2)" ) () = 0
(a2)" ([Eyy)"=[1) ) (@) = 0
(a2)"[Cysl(ar) = 0 (3.4.29)
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Ecuaciones de Diseno para el Eslabén 2 de la Cadena 1
Las ecuaciones de diseno son:

(a3;)" (az;) = |l(as;)l ll(az;)]| cosp

[Eq;)(a2)

[D1;](as)

[|(a2)]]

las)ll  7=1.23..,n

(az;)
(as;)
[l (az;)l
[l (as;) |

De (3.4.30) para j = 1, se tiene:
(a31)" (az1) = [|(aa1)ll [|(a21) | cos
o s el Tl Gl = toxgl 3 o) ==Vl
(a3)" (a2) = lI(as)]| | (a2) || cosB

De (3.4.30) queda j = 2,3...,n, y usando (3.4.31):

l[(as;)l [l (22;) ] cos
[[(as)]l [l (az2)]| cosf3

A (A |

(as;) (a)

igualando (3.4.32) y (3.4.33):

(as;)"(az;) = (a3)"(az)

(a33‘)T(32j) = (aa)T(az) = 0
ademds (ag;) = [E;](az) y (as;) = [Di;](as) entonces:

(a2;)" (a3;) — (a2)" (23) = 0

( [Eyl(az) )" [Dy;)(as) — (a2)"(as) = 0
(a2)"[Ey;]"[Dyj)(as) — (a2)"(as) = 0
(a2)" ([Eys)"[Dy;] - 1] ) (25) = O

(az)"[Fyjl(as) = 0

(3.4.30)

(3.4.31)

(3.4.32)

(3.4.33)

(3.4.34)



3. Sintesis de la PPE 32

Finalmente de (3.4.12), (3.4.29) y (3.4.34), se tienen las ecuaciones de disefo en
una esfera unitaria, para la cadena 1 de nuestra PPE.

(a2)"[Cyl(a1) = 0
(a2)"[Fy;)(az) = 0

(a1)"(a1) = 1
(a2)T(az) = 1 (3.4.35)

(as)’(asz) = 1

Los resultados obtenidos con el método de matrices de desplazamiento (Suh
& Radcliffe) y el método del angulo constante (McCarthy) producen las mis-
mas ecuaciones de diseno. Los cuales son un conjunto de ecuaciones no lineales,
y para su solucién se emplea un método numeérico iterativo.

3.4.3. Solucién de las Ecuaciones de Diseno

Las ecuaciones de diseno para la sintesis son las siguientes:

(a2)"[Cyj](a1) =0 (as)"[Cyl(as) =0  (ag)"[Csj)(ar) =
(a2)T[Fy;)(as) =0  (as)"[Fyl(as) =0  (as)"[Fs;](ag) =

(a1)"(a1) =1 (a4)"(ag) = 1 (ar)"(a7) =1
(az)"(ag) =1 (as)" (as) = 1 (ag)"(ag) =1
(a3)"(a3) =1 (as)" (ag) = 1 (ag)"(ag) =1
[ [Rp1ja1] O] | [Rg1je7) O
[Elj]__’-[OBOO] 1 [E3j]_|:[0¢00] 1:|
[ Rg1ja4] O Raijz] O
[E23‘]=_[000] 1| [lelzl[ooo] 1]
[Cy;] = [Ey]" — (1] [F15] = [Eq;]7([Dy;] — (1]
[Cy5] = [Eg]” — [1] [Fa;] = [Eg;]7[Dy;] — (1]
[Cs;] = [Es;]" — [1] [F3;] = [Es;]T[Dy;] — (1]

Considerando que j = 3 y a partir de la tabla 1, se tiene un sistema de 7
ecuaciones con 11 incégnitas para cada una de las cadenas que forman la PPE.
Ademis el movimiento de la plataforma es conocido, siendo:

Qg = —45°
Q13 = -90°

Para resolver dicho sistema se proporcionan 4 de las 11 incégnitas.
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Para la cadena 1
Los datos asignados son:

a; = 0,81649658
—0,57735026
a3z 0,81649658
az, = 0,57735026

ayz

Il

las incégnitas a calcular son las variables mostradas:

a ( 0,81649658, a;,, —0,57735026 )

Az = (a-zx. A2y, Gzz)
az = ( 0,81649658, a3, 0,57735026 )

y ademis:
B2 ¥ Bz

los valores iniciales sugeridos en el método de Newton-Raphson son:

a1y = 0,0043795159

Qi = 0

agy,: = ]

A9z = 0

azy; = 0,0043795159
Bro; = —24,591604°

By = —46,29805414°

los valores de posicién obtenidos de la sintesis son:

a; = (0,81649658, 0,00027372, —0,57735026 )

ay = (0,00199545, 0,999994, —0,00287619 )
ag = (0,81649658, 0,00027372, 0,57735026 )
B, = —26,9214°
Bz = —50,8685°

dichos valores cumplen la condicién del dngulo de 90°, tal que:

£

=3

&
|

= 89,7958°
(a2)T(az) = 89,9861°
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Para la cadena 2
Los datos asignados son:

A4z
4z
Qe

Qg2

—0,40824829
—0,57735026
—0,40824829
0,57735026

las incégnitas a calcular son las variables mostradas:

ay = (—0,40824829, asy, —0,57735026 )

a5 = ( aS:I:':- A5y, Qs )
ag = (—040824829, ag,, 0,57735026 )

y ademaés:

012 ¥ 013

los valores iniciales sugeridos en el método de Newton-Raphson son:

A4y
Qszi
&5y§
Q523
Qpyi
9121'
91 3i

0,707106781
—0,86447296
~0,50267563
0,0019204624
0,707106781
11,64460557°
20,1328974599°

los valores de posicién obtenidos de la sintesis son:

ay
as

( —0,40824829, 0,707106781, —0,57735026 )
( 0,00199545, 0,999994, 0,0019204624 )

as = ( —0,40824829, 0,707106781, 0,57735026 )

612 = 11,6446°
65 = 20,1329°

dichos valores cumplen la condicién del 4angulo de 90°, tal que:

(a0)"(as) = 90,2082°

) = 90,0812°
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Para la cadena 3
Los datos asignados son:

az; = —0,40824829
a7, = —0,87735026
ag, = —0,40824829

ag. = 0,57735026
las incégnitas a calcular son las variables mostradas:

a; = ( —0,40824829, a7, —0,57735026 )

ag (G'B:ra aSya aaz)
ag = ( —0,40824829, ag,, 0,57735026 )

y ademads:
P12 Y P13
los valores iniciales sugeridos en el método de Newton-Raphson son:
an; = —0,707106781
ar; = 0,86074910106
agy;i = —0,5090283789
as.; = 0,0010602520
agy; = —0,707106781
b1 = —162,6121428°
¢35 = —123,80716348°

los valores de posicién obtenidos de la sintesis son:

a; = ( —0,40824829, —0,707107, —0,57735026 )
ag = (0,860749, —0,509028, 0,00106025 )

ag = ( —0,40824829, —0,707107, 0,57735026 )
¢ = —162,312°

¢35 = —123,807°

dichos valores cumplen la condicién del dngulo de 90°, tal que:

(ar)"(ag) = 89,5459°
(as)"(ag) = 89,4757°
De los valores obtenidos anteriormente a través de la solucién en el software

Mathematica, se tienen las siguientes figuras (3.7a, b, ¢ y d) las cuales muestran
la configuracién de la PPE.
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=1 -0.5 0 0.5 1
Y

Figura 3.7a Vista frontal. Figura 3.7b Vista lateral derecha.

~0.5 0 0.5 1
Y
Figura 3.7c. Vista posterior. Figura 3.7d. Vista superior.
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3.4.4. Otras Soluciones

Considerando el procedimiento descrito anteriormente, se tienen otras solu-
ciones para la configuracion de la PPE.

Primera Solucién

Cadena 1

Incégnitas a calcular: ayy, as;, agy, a2, asy, 815 y B3

Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a1, = 0,81649 a1y = 0,004379 ay, = 0,81649 ()’ (ap) = 109,277°
a1z = —0,57735 || age; = —0,421277 || az, = —0,51436 (az)T(a3) = 120,628°
as, = 0,81649 agy; = 0,358814 ag, = 0,84339
az, = 0,57735 A9 = 0,178704 Ao, = —0,15530
azy: = 0,004379 azy = 0,000205
Bio; = —24,691° || B, = —25,7645°
Bis; = —46,298° || B, = —48,3827°
Cadena 2
Incégnitas a calcular: ayy, asg, Gsy, as., Ay, 012 Y 613
Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a4 = —0,40824 || a4y; = 0,707107 || aqy = 0,70710 (a4)? (as) = 102,082°
ag; = —0,57735 || asei = —0,78394 || as; = —0,71045 (as)" (ag) = 101,879°
agz = —0,40824 || as,; = —0,74399 || as, = —0,70374
ag, = 0,57735 as.; = 0,16371 as, = 0,00298
Agy; = 0,70710 Agy = 0,707107
9]2,; — 11,6440 912 — 16,98370
613; = 20,132° 613 = 29,3084°
Cadena 3
Incégnitas a calcular: ayy, agz, asy, ag., Goy, P12 Y P13
Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a7, = —0,40824 || azy; = —0,707107 || az, = —0,70710 (a7)” (ag) = 62,373°
a7, = '—0,57735 agei = 0,73066 gy = 0,61659 (ag)T(ag) = 92,3900
agy = —0,40824 || agy; = —0,37191 || ag, = —0,65438
ag, = 0,57735 agz; = —0,86959 | ag, = —0,43771
agy; = —0,70710 || ag, = —0,70710

Bro; = —322,625°

by = —321,263°

$ra; = —123,807°

$15 = —131,419°

De los valores obtenidos, se tiene la siguiente figura 3.8, la cual muestra la con-
figuracién de la PPE.
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-1 -0.5 0 0.5 1
Y

Figura 3.8. Vista frontal y superior configuracién 1.
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Segunda Solucién

Cadena 1
Incégnitas a calcular: ayy, ag., azy, Qg:, A3y, B13 ¥ B3
Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a1 = 0,8164 a1y = 0,0043 ayy = 0,5419 (a;)T(az) = 90,16°
a;, = —0,1989 || as; = 0,0559 ag; = —0,5161 (a2)? (a3) = 90,385°
A3z = 0,8164 Ay = 0,5687 oy = 0,8378
asz, = 0,4081 ag,; = 0,56520 as, = 0,1779
A3y = 0,0043 a3y = 0,4083
Bi9: = —24,591° (| By = —19,999°
Bi3; = —46,298° || By, = —36,378°
Cadena 2
Incégnitas a calcular: agy, ase, asy, sz, Agy, O12 y bhs
Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a4z = —0,4082 || a4y = 0,7071 a4y = 0,7526 (as)T(as) = 99,856°
a4, = —0,0166 || asqi = —0,6704 as: = —0,6876 (as)” (ag) = 99,871°
Qg = —0,4082 A5y = -—0,9379 A5y = —0,?086
ag, = 0,7867 as,; = 0,6215 as, = —0,1576
Q6yi — 0,7071 gy = 0,4630
612; = 11,644° 015 = 17,984°
613; = 20,132° 0,3 = 31,240°
Cadena 3

Incégnitas a calcular: azy, ag;, asy, Gz, Aoy, P12 ¥ d13

Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
are = —0,40824 || ary; = —0,147004 || azy = —0,61813 || (ar)(ag) = 131,14°
a7, = —0,67174 || age = 0,651508 || as, = 0,51336 (a5)T (a) = 63,613°
d6s — —0,40824 || agy: = —0,706106 || ag, = —0,18531
ay, = 0,63559 asz; = 0,701038 ag, = 0,83792

Agy; = -0,70710 Qgy = —0,65525

1o = —245,363° || 6y, = —216,827°

1o = —123,807°° |[ g = —157,900°

De los valores obtenidos, se tiene la siguiente figura 3.9, la cual muestra la con-
figuracién de la PPE.
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Figura 3.9. Vista frontal y superior configuracién 2.
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Tercera Solucién

Cadena 1

Incégnitas a calcular: ayy, ag,, agy, a2z, a3y, B2 Y B3

Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a1z = 081649 || ag,: = 0,004379 || a1, = 0,4586 (a1)7 (az) = 68,732°
a;. = —0,35074 || az.; = 0,527063 || a2, = 0,04553 (az)T (a3) = 68,279°
a3z = 0,81649 || agy; = 0,744804 || ag, = 0,94884
az, = 0,565204 az.; = —0,196069 || az, = 0,31245

asyi = 0,004379 || a3, = 0,16906

B2 = —24,591° || B, = —26,472°

By3; = —46,298° || B,3 = —49,365°

Cadena 2

Incégnitas a calcular: asy, asz, asy, as;, aey, 012 y 013

Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
a4z = —0,40824 || a4y; = 0,70710 asy = 0,91285 (a4)” (as) = 95,146°
as, = —0,00469 || as.; = —0,42390 || a5, = —0,83863 (as)” (ag) = 94,875°
Qg = —0,40824 QA5yi = —0,39445 Qsy = —0,47468
ag; = 0,79147 as.; = 0,85184 as, = —0,26714
t6yi = 0,70710 || agy = 0,45486
912{ — 11,6440 912 = 13,0220
613 = 20,132° 63 = 22,498°
Cadena 3
Incégnitas a calcular: azy, ass, Gy, Gz, Qoy, P12 Y P13
Datos Valores Iniciales || Valores Obtenidos || Angulo obtenido
az, = —0,40824 || az,; = —0,7626 ary = —0,4969 (a7)T (ag) = 34,304°
a7, = —0,7657 || ase; = 0,0753 ag; = 0,1397 (as)T (ag) = 97,045°
agy = —0,4082 || agy,; = —0,7759 agy = —0,3494
g, = 0,3832 ag.; = —0,7213 ag, = —0,9264
Aoyi = —0,7071 Qgy = —0,8285

¢12i = _295,291 0

¢10 = —282,101°

15 = —123,807°

by = —174,928°

De los valores obtenidos, se tiene la siguiente figura 3.10, la cual muestra la
configuracién de la PPE.
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Figura 3.10. Vista frontal y superior configuracién 3.
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3.5. Diseno del Prototipo de la PPE

3.5.1. Consideraciones de Diseno

En este trabajo de tesis no se pretende profundizar en el uso de metodologfas
de diseno o modelos descriptivos para fabricar manipuladores paralelos. Por lo
tanto solo se plantea realizar un modelo o prototipo de una plataforma paralela
esférica que cumpla con las necesidades y especificaciones del anélisis y los méto-
dos empleados para su solucién.

Asf mismo no se pretende desarrollar el disenio de un producto para ser com-
ercializado, sino s6lo como elemento que sirva de andlisis y comprobacién de
resultados.

El término diseno es considerado como parte del proceso de sintesis desarrol-
lado par lograr obtener una configuracién o modelo de la PPE.

Por lo tanto, los conceptos bésicos desarrollados son aplicados al problema
de la PPE, su formulacién y disenios posibles se prepararon en forma analitica
y esquemdtica. Siendo de gran utilidad los modelos sélidos por computadora
tanto bidimensionales como tridimensionales para ensayar conceptos hacia una
preseleccion.

Surgieron diferentes tipos de ideas de las cuales se generaron alternativas de
diseno realizables donde las mds promisorias se seleccionaron segin requisitos y
restricciones ya mencionados anteriormente para la PPE.

El concepto seleccionado de diseno se concreté con pardmetros especificos,
resultado de una sintesis de la PPE. Es claro que el diseno no es un esfuerzo
en una sola direccién y de un solo paso. Retroalimentacién e iteracién ocurren
en distintas etapas del mismo, de donde surgen nuevas respuestas, las cuales
se convierten en oportunidades para mejorar el diseno con base en una mejor
informacién [13].

3.5.2. Modelo y Configuracién del Prototipo

La plataforma paralela esférica mostrada en la figura 3.11, puede ser dividida
en tres partes: la base fija, la plataforma mévil y las piernas.

La base es un plato circular, el cual est4 fijo a la tierra; la plataforma mévil
o efector final es también de forma circular; las piernas estdan unidas a la base y
a la plataforma por juntas de revolucién y pueden ser divididas en dos partes: la
pierna-eslabén y la pierna base.
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El eslabén unido a la plataforma mévil es el denominado la pierna-eslabén,
consiste de un eslabén y dos juntas de revolucién.

El eslabon unido al plato base es el denominado la pierna base, consta de
una junta de revolucién unida y fija al plato base y de una segunda junta de
revolucion la cual estd unida a la pierna eslabén.

Plataforma Mévil ~& \ab

-al
Figura 3.11. Plataforma Paralela Esférica de 3 GDL.

Los dibujos de trabajo o de detalle del mecanismo completo se muestran en
el apéndice B, estos contienen la informacién necesaria para una etapa posterior
de su manufactura.

Los dibujos de ensamble indican la relacién entre sus componentes y el dibujo
en explosivo, designa a éstos con un mimero de referencia de pieza.

Cabe mencionar que cada uno de los dibujos presentados fueron realizados
en el software denominado SolidWorks.

Ademis, solo se dan las propiedades mas importantes del material selecciona-
do para la fabricacién de la PPE, los elementos usados como juntas para permitir
el movimiento de cada uno de los elementos ensamblados son cojinetes de bolas.
Se sugieren pernos simples con seguros en los extremos para asegurar la unién
entre los elementos ensamblados.

De esta manera se obtienen los datos como son: peso, momentos de iner-
cia, ubicacién de centros de gravedad, etc. Los cuales servirdn para realizar el
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balanceo y el analisis estatico y dindmico de la PPE.

A continuacién en las figuras 3.13 y 3.14, se muestran otros modelos de solu-
ci6én realizados, los cuales de acuerdo a su configuracién no son viables para el
analisis requerido en este trabajo de tesis. Debido a que se presenta interferencia
en el movimiento de las cadenas cinemdticas que forman la PPE.

Figura 3.14. PPE de 3 GDL.



Capitulo 4
Analisis Cinematico

4.1. Introduccion

El estudio de la robética envuelve tanto a la teorfa como a la investigacion
aplicada, que puede dividirse en diseno de manipuladores, mecédnica bésica,
planeacién y control de trayectorias, programacién y maquinas inteligentes, etc.

La mecdnica es parte de la ciencia que trata con la energfa y las fuerzas,
y sus efectos sobre el movimiento de sistemas mecédnicos. El estudio envuelve
tres campos del conocimiento, relacionados entre si: cinematica, estética y
dindmica.

Una vez que un diseno de un mecanismo tentativo ha sido sintetizado, debe
ser analizado enseguida. Una meta principal del andlisis cinemético consiste
en determinar las aceleraciones de todas las partes méviles del conjunto. Una
fuerza dindmica es proporcional a su aceleracion, por la segunda ley de Newton.
Se necesitan conocer las fuerzas dindmicas con el fin de calcular los esfuerzos en
los componentes.

Para calcular las aceleraciones debemos hallar primero las posiciones de to-
dos los elementos del mecanismo (sus eslabones) para cada incremento en el
movimiento de entrada, y luego derivar (o diferenciar) las ecuaciones de posicién
con respecto al tiempo para obtener las velocidades; se derivan luego éstas con
el fin de obtener las expresiones de aceleracién [2].

Por lo tanto, en el presente capitulo se tratan los aspectos del anélisis cin-
emético de la PPE en estudio, empleando el método de forma cerrada. Se muestra
el proceso del anilisis cinematico, cuyos célculos se realizaron empleando como
herramienta de trabajo el software denominado Mathematica, en el cual se de-
sarrollaron los programas correspondientes al anélisis de posicién, velocidad y
aceleracion, respectivamente.

46
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4.2. Generalidades

La cinematica [14], se ocupa de los aspectos del movimiento sin impor-
tar las fuerzas o torques que lo produzcan. El andlisis cinemdtico trata con la
derivacién de los movimientos relativos entre varios eslabones de un manipulador
dado. Hay dos tipos de problemas de anélisis cinematico: cinematica directa
y cinemdtica inversa.

En la programacién de un robot manipulador, son especificadas en el espacio
las posiciones y orientaciones, y quiza las derivadas del tiempo de las posiciones
y orientaciones del efector final. El problema es encontrar todas las posibles de-
terminaciones de variables de las juntas moéviles y sus correspondientes derivadas
del tiempo para que el efector final pueda situarse en la posicién y orientacién
deseada con las caracteristicas de movimientos propuestos. Esto es conocido co-
mo cinemdtica inversa; la cual es aplicada a nuestra PPE para el anilisis
cinemaético desarrollado.

Por otro lado, algunas veces las variables de las juntas méviles y posiblemente
sus derivadas del tiempo son obtenidas de las lecturas de los sensores instala-
dos en las juntas, con esto se desea determinar y encontrar todas las posibles
posiciones y orientaciones del efector final y sus correspondientes derivadas del
tiempo. Esto es conocido como cinemdtica directa.

4.3. Analisis Cinematico - Método de Forma
Cerrada

Se utiliza dlgebra matricial para representar la localizacién de los elementos
de la PPE con respecto a un sistema de referencia fijo. Tal como se describi6 en
el capitulo 2 sobre las diferentes formas de describir el movimiento angular de
un cuerpo rigido, se continua con el uso de las matrices de rotacién y los 4ngulos
de Euler.

El método de forma cerrada, derivado por McCarthy [11], se basa principal-
mente en matrices de rotacién a trdves de las cuales se forman cada uno de los
eslabones, que al ser conectados por las juntas rotacionales forman cada una de
las cadenas cinemiticas de la PPE, a la vez que con el uso de los 4ngulos de Euler
se representa el movimiento del plato o efector final del mecanismo mostrado en
la figura 4.1.
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Figura 4.1. Formacién de los eslabones.

Considerando la figura 4.1, se muestran las ecuaciones generales de rotacién
que se desarrollaron para la formacién de los primeros y segundos eslabones de

cada una de las cadenas cinemaéticas de la PPE.

a;

ag

=l

Zp

donde:

[Ry,,][Rsy] x

[Rp,..c][Rsy][Ray, 2] [Rp.] %

Ry, -1[Rs) Rayne][Rp:)[Regnol[Rs] x

[Ry:][Roz][Ro.: ][Ry, -] [R-s] x

[Ry.:][Roq][Ry,:] 2
JlEkll|n]|pm
m|1[1[2[3]1]0°
2|4[5[6]2]120°
3|7[8[9]3]240°

(4.3.1)
(4.3.2)
(4.3.3)
(4.3.4)

(4.3.5)
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B = 90° §=3527°  A=D547%
> = [ 1, 0, 0 ]T
z = [0, 0, 1 ]T

Por ejemplo cuando m = 1,setiene j =1, k=2, =3, n=1,p, =0°y
las ecuaciones son:

a; = [R,,.][Rsy] x
az = [Ry,:][Rsy][Ray.][Ra:] x
a3 = [Ry,:][Rsyl[Rayql[Rs:][Ras o] [Rsz] x

az, = [R'w.z][Rﬂ,z][R&z}[RP:‘Z][R—J\y]x

siendo las matrices de rotacién empleadas en las ecuaciones (4.3.1) a (4.3.5) de
la siguiente forma:

cp,, —sp_ 0 cd 0 sé

Ry,:)= | s, cp, O Rsyl=| 0 1 0
0 0 1 | —s6 0 cd

1 0 0 ] [ ¢ —sB 0

[Ram.z] = |0 ca,, —son [Rﬁ,z] =|s8 ¢ O
i 0 sayn camm | | 0 0 1

1 0 0 [ cp —s1p 0 (4.3.6)

[Rﬂzn ,«"-‘] = | 0 cazp —saz, [R"J).z] =|sy cp 0O
| 0 8Qlon Clion ! i 0 0 1

1 0 O [ cp —s¢ O

[Roz]=| 0 ¢ —sb [Re:l= | s cp 0O
0 s co | 0 0 1

c=coseno y §= Seno

Una vez descritas como estdn constituidas cada una de las ecuaciones gen-
erales para la formacién de los eslabones de la PPE, se describe el procedimiento
para la creacién de cada uno de ellos. La ecuacién (4.3.1):

a; = [Ry,,:][Rsy] x

nos permite ubicar un vector unitario x de referencia, el cual estd desplazado
[R,, :][Rs,] respecto del eje z inercial.
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La ecuacién (4.3.2) forma y orienta el primer eslabén de cada cadena cin-

ematica.
ag = [R m.z] [Ré.y][Rmn.z“Rﬁ.Z] X

El término [Rz.] forma el primer eslabén con un dngulo 3 entre su punto
inicial y final. El siguiente término [R,,, ] indica el dngulo de orientacién del
eslab6n. Los términos (R, .][Rs,] nos dan la ubicacion final del eslabon.

La ecuacién (4.3.3) forma y orienta el segundo eslabén de cada cadena cin-
ematica.

a = [R,,, :J[Rsy)[Raynel[Rp.z)Ras, o) [Rs.2] X

El término [Rg.] forma el segundo eslabén con un dngulo S. El siguiente
término [Ra,, ;] indica el d4ngulo de orientacién del segundo eslabén relativo al
primero. Los términos [R,_.|[Rsy][Ra;,.][Rs:) forman el primer eslabon. La
ecuacion (4.3.3) representa el punto final de los segundos eslabones como parte
de la cadena cinemética.

La ecuacion (4.3.4) orienta los ejes pertenecientes al plato mévil.

ay, = [Ry,:][Rez][Ry ][R 2] [R_sy] x

Los términos [R,_.|[R_s,] posicionan a los ejes pertenecientes al plato mévil y
los términos [Ry ;][R z]|[R4..] orientan dichos ejes mediante los angulos de Euler.

La ecuacién (4.3.5) orienta un eje que pasa en el centro del plato movil a
través de los dngulos de Euler.

zp = [Ry;:|[Roz][Ry ] 2

4.3.1. Anadlisis de Posicién

Problema Cinemadtico Inverso
El problema cinemaético inverso para la posicién se define de la siguiente
manera:

Definicién:

Dados los dngulos de Euler 1,0, ¢,referente a los ejes z,x, z, que definen la
orientacion de la PPE respecto al sistema inercial, determinar los dngulos an1,
Qi2, ay3, de los eslabones 1 y a9y, aze, aiag de los eslabones 2 que describen las
orientaciones de cada una de las cadenas cinemdticas.

Para calcular los dngulos de posicién aj,, az, de los eslabones que forman
cada una de las cadenas cinemaéticas de la PPE, se parte de la definicién del 4n-
gulo entre dos vectores (ver apendice A.2). A continuacién se muestra el anélisis
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para los primeros y segundos eslabones de cada una las cadenas cinemaéticas que
forman la PPE.

Eslabones 1n:
Para el primer eslabén de la cadena, se tiene la siguiente ecuacion:

donde:

Ak

ag

ag

(ax)(ap) =cB , cB=cosp (4.3.7)

= [Ry, 2][Rsy][Ray, ][R, X

[cp —sp_ 0 cd 0 sb
— sp.cp 0 0 1 0

0 0 1 —s0 0 c¢b

[ @ 0 cf —sB 0 1
0 caypn —S8ain sB ¢ 0 0
| 0 sain  cain 0 0 1 0

[ cp_c6 —sp_ cp sO cf —sf3 0 1
= spmc6 cp,, sp_sd ca1nsf cappeB —sai, 0

| —sd 0 co sansf SsancfB  cagn 0

= sp_cocf +cp consP +sp_ s0sa1nsP (4.3.7a)

—s0cf + cdsaynsf

[ cp_cdef — sp_cainsP +cp_sdsainsp j|

Asf mismo, para:

ap =

ap =

[Ry.:][Roz][Ry.: ][Ry, -][R-5) X

[ cp —s9p O 1 0 O cp —s¢p 0 co. —sp_ 0
s cp O 0 cf —sb s¢p cp O sp, ¢cp, O
|0 01][058(:6][001 0 0 1

cd

0

s6

[ ¢6 0 —s6 1

0 1 0 0

| s6 0 cd 0
(4.3.7b)

s cpc  —cysl cp sp+sp cp —sp sp+cp cp 0O
| 0 sf cd 0 0 1

[ cd(cyp(cp,_cp — sp,_sp) — siheb(cp_chd + sp_ s¢)) + sdsypst ]

[ cp —sipcl  sish ] lcpmcgb—spmsqﬁ —sp_cp—cp_sp 0

cd(sp(cp_cd — sp_s¢) +cpcl(cp s+ sp_cd)) — sdeypsb
cd(sb(cp_sp+sp_c)) + sdch
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Una vez encontrados cada uno de los términos (4.3.7a) y (4.3.7b), se susti-
tuyen en la ecuacién (4.3.7), obteniendo:

(ax)" (arp) = cB

sp,, coef + cp,, cansf3 + sp,, 505a1,803

cpmcécﬁ — Sp,_ camsB+cp 805180 T
—s6cfB + cdsaynsf

cd(sih(cp _ch—sp _s¢) +cpch(cp, sp+ sp_cp)) — sdepsh

cd(cp(cp _cd —sp_s¢) — spcf(cp _co+ sp_s¢)) + sdsvsd
=cf3
cd(sf(cp_sp+sp_cg))+ séch

Finalmente al efectuar la operacién escalar, obtenemos los términos factor-
izados en funcién de cay,, say, y términos independientes:

(cp, sB(—cypsdst + coep (cOcpsd + cpsip) + cdsp (cheped — spsip)) —
sBsp_(sdsOsy + cosp (—cps¢ — chepsyp) + coep (cpep — chsdpsy))))earn+

(cdsB(chsé + coepsfsp + cocp_sbsgp) +

sBsdsp, (—cipsdst + cdep (cOcps + chsy) +

cdsp (clcped — spsy))) + cp, sPsd(sds0sh + cbsp (—crpsp — chepsyp) +
cdep (cOcy) — chspsy))))saan —

cB30(chsd + coepslsp + cdep, s0s¢) + cBebsp (—cpsdst + cdep (chepsg +
cpsyp) + cosp_(chcped — spsyp)) + cBedep (s6s0sy + cdsp (—cpsp —
chedsis) + cocp_ (cpotp — chsgsy)) = cB

los términos multiplicando a cayy,, sai, y €l término independiente son renom-
brados como D]n, Dgn, Dgn:

Dy conn + Dan 8010 + D3n = ¢ (4.3.8)
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donde los términos D;i,, Ds,, D3, han sido simplificados finalmente a las
expresiones siguientes:

Dy = sp(cyp(—(cp_sds0) +co(—(c(p, +¢)*sp_)+clep_*s(p_+¢))) +
(—(s0s0sp ) +co(cp *clp + @)+ clsp xs(p. +¢)))sy)

Dy = sp(cochcd + cipsd(—(sdsfsp )+ c&(cqf)(cpi + cﬂspi) + (=1+clep_sp_s¢)) +
c6%s0 % s(p_+¢)+ecp_ 56256 + c656((1 — cf) * cp_cpsp — (cﬁc,oi + S,Oi)SQf)))S'QD

D3, = cB(—(chsd + cds6*s8((—cep — cp)sp, +cp (—sp+sy)) +
c&z(c,om sp, (=1 + ch)cpsg + cpsip — chepsy) + spi (cOcherp — spsip) +
ep? (cpotp — cspsp)))

aplicando a la ecuacién (4.3.8) el procedimiento de solucién mostrado en el
apéndice A.1, se tiene:

a1n = arctan2 (%) + arccos (_DS'n * cos(ﬁ)) (4.3.9)

D]n \,’D%n i D%n

obteniendo asf, la ecuacién que nos permite determinar la posicién de los primeros
eslabones en cada una de las cadenas cineméticas de la PPE, respectivamente.

Eslabones 2n:
Para los segundos eslabones de la cadena, se tiene la siguiente ecuacién:

(ar)T(z,) = cA (4.3.10)

donde considerando las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.5), se muestra el procedimiento
desarrollado para encontrar la ecuacion de posicién que gobierne a los segundos
eslabones.

De la ecuacién (4.3.10), tenemos:

(20)" (2p) = cA
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donde:
a = [Ry :J[Rsyl[Ray,q][Rp:][Rasz][Rs.] x
[ cp. —sp_ 0 ¢ 0s6][1 0O 0 B —sB 0
B = sp.cp_ 0 0 1 0 0 cay, —sagn sB ¢ 0
| 0 0 1 —s0 0 ¢b | 0 sau,  cain 0 0 1
R 0 cB —-sp 0][1
0 cas, —sSao, s ef 0 0
¢ 0 sas, cas, 0 0 1]1[0
[ cp cd —sp  cp 86 cf. —sp3 0
= spmc§ cp. spmsé ca1nsSf capcf —sain
| —sd 0 o s01n8B sainchB  cagn

=‘?‘ﬂf2rﬂu3£37 5327165 CQap

[ B —spB 0
caonsf  coagncB —saon

1
0
0

consf (—cécpm cB + cﬂcpm 8180 — calﬂcﬁspm )+
LYo DN ] (calncpm 56 + salnspm) + c[)’(c[)‘cécpm +cp, san8886 — calnsﬁspm)
ay saonsB(—cp_saun + ca1n8dsp ) + cazasf(carncBep — cosPsp +
cﬁsa1n36spm) - cﬁ(calncpm sB + cPcdsp  + salnsﬁsdspm)

cancdsag,sf + cB(cdsarnsB — ¢ff30) + casnsB(cBedsay, + sBsd)

(4.3.10a)
Asf mismo, para:
z, = [Ry;:][Rog][Ro;] 2
[cp —sv 0 1 0 O cp —sp 0 0
Zp, = s cp 0 0 cf —sb s¢p cp O 0
| 0 0 1 0 s@ «co 0 0 1 1
[ ey —sipcf  sipsh cp —s¢p 0 0
= s e  —cipsh s¢p cp O 0
| 0 s6 ct 0 0 1 1
[ cycd — cOspsy) —cpsg — clepsy)  sfsy 0
= clepsep + cpsyp  clepey) — spsyp  —cipst 0
| s0s¢ cost ct 1
[ sOsy
By = —cipst (4.3.10Db)
|
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Una vez encontrados cada uno de los términos (4.3.10a) y (4.3.10b), se susti-
tuyen en la ecuacion (4.3.10), obteniendo:

(an)" (z) = A

cagnsﬁ(—cécpm cf3 + cﬁcpm Sy 80 — calncﬁspm)Jr
saznsﬁ(camcpm 86 + salnspm) + cﬁ(cﬁcécpm +cp,_saipsfsd—
cainsfsp. )

sagnsﬁ(—cpm san + camsﬁs,om) + cagnsﬁ(camcﬁ’cpm— —cpsf | = e
cdsBsp  + cﬁsalnséspm) + cﬁ(ca-jnc,om sp + cBcdsp + cl
sansBsdsp ) ;

| cajncdsan,sp + cB(cdsannsf — ¢fBs6) + caansB(cBecdsany, + sfsd) |

Finalmente al efectuar la operacion escalar, obtenemos los términos factor-
izados en funcién de casg,, sas, y términos independientes:

(cfsB(cBecdsarn + sPsd) — cipsPBsb(carncBep + (—cdsp + cﬁsamsé)spm) +
sBsb(cp, — (cdsB + cfsainsd) — carncBsp, )s¥)cann +

(carncdclsf — cihsPst(—cp_sain + carnsdsp ) +
sﬁsﬂ(camcpm 86 + sainsp,_ )sth)saon +

(cBcb(cdsarnsB — cBsé) — chepsb(caincp, 5B + (cBed + sainsBsd)sp ) +
cﬁsﬁ(cpm (cBed + sa1nsBs0) — cainsPsp_)sP) = cA

los términos multiplicando a cas,, sas, y el término independiente son renom-
brados como Dy, Dsp, Degn:

D4n cogy + ng Sag, + Dﬁn =cA (4311)

donde los términos Dy,, Ds,, D¢, han sido simplificados finalmente a las expre-
siones siguientes:

Dy, = 3PB(sB(chs0 + cdsh* s(p  — 1)) + cB(cdecbsary —
sf(camm xc(p_ — )+ 30an5 xs(p_—4))))

Ds, = sB(clp, — 1) * sa1n50 + carn(cdcd — 5050 * s(p_ — 1))

Den = —cB(cBchsd + sBsf(cann * c(p_ — ) + saunsd *s(p_ — 1)) +
cd(—(chsarnsB) +cfsh x s(p_ —))))
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aplicando a la ecuacion (4.3.11) el procedimiento de solucién mostrado en el
apéndice A.1, se tiene:

(4.3.12)

D
Qon, = arctan2 (—53) + arccos(
D4n

— D¢, + C‘OS()\))

v/ Di + D3,

obteniendo asf la ecuacion que nos permite determinar la posicién de los segundos
eslabones en cada una de las cadenas cinematicas de la PPE, respectivamente.

4.3.2. Anadlisis de Velocidad

Una vez que se ha efectuado el analisis de posicion, el siguiente paso es de-
terminar las velocidades de todos los eslabones en el mecanismo. Se requieren
conocer las velocidades en nuestro mecanismo, para la determinacién de las acel-
eraciones de los eslabones, necesarias para el cdlculo de las fuerzas dindmicas.

Problema Cinemadtico Inverso
El problema cinematico inverso para la velocidad se define de la siguiente
manera:

Definicién: e

Dadas las variaciones en el tiempo de los dngulos de Euler 1,8, ¢, referente
a los ejes z,x,z, que definen las velocidades angulares de la PPE respecto al
ststema inercial, determinar ayy, Qye, oy, de los eslabones 1 Y Qo1, Qgz, 93
de los eslabones 2 que describen las velocidades angulares de cada una de las
cadenas cinemdticas.

Para calcular las ecuaciones de velocidad que gobiernen a los primeros y
segundos eslabones de cada una de las cadenas cineméticas de la PPE, se tiene
nuevamente en consideracién el concepto de dngulo entre dos vectores.

Eslabones 1n:
Para los primeros eslabones de la cadena, se tiene la ecuacién de posicién
(4.3.7):
(k)" (app) = B

derivando con respecto al tiempo para obtener la ecuacién de velocidad:

()" (asp) + (ax)" (ap) = (4.3.13)

Ld a
Desarrollando aj, se tiene:

cp, cocf—sp canspP +cp, sdsainsP
ar = | sp_cdcf+cp cainsP+ sp sdsains
—s0cf + cdsaynsp
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Considerando que los términos constantes son (p_, S, ¢), derivando obten-
emos ay:
oz.ln(s,om sPsain +cp sdsBecany)
a.k = a:ﬂ(—c,om sPsayn + sp_ sésfPecany)
o"lﬂ(césﬁcaln)

Desarrollando ay, se tiene:

cb(cp(cp, cp — sp_sp) — spcb(cp, chp+ sp, s¢)) + sbsypsh
ay, = | cd(sp(cp co —sp sp)+ cpch(cp, s+ sp cg)) — sdcypsh
co(s(cp, s¢+ sp_ce)) + soct
Considerando que los términos constantes son (p , f3, d), derivando obten-
]

'gb(—cc?swcpm cp + cdspsp s¢ — cdepelep s — cocpelsp cd + sdepst)+
é(c&sv,bsﬂc,om s¢ + cdspslsp co + sdsicd)+
:f)(—cém,bcpm s¢ — cocipsp cp — cdsypcfcp e + cdsipelsp sd)

ap = @(cécwcpm cp — codcpsp_s¢ — cosyclicp s — cosypelsp co + sdsipst)+
é(—cﬁm})sf?cpm s¢ — cdcstisp cp — sderped)+
&)(—césv,{)cpm s¢ — cosypsp_cd + cocpeficp cp — coepelsp sg)

é(céc@cpm s¢ + cdcsp _cp — s6s0) + (;S(C(Ssﬁcpm cp — cdsfsp_s¢)

Desarrollando el término (a;)7 (ay,):

e

(a;)T(a;,,) = a;n(((spm sBsain + cp_sdsBsay,)(cod(c(cp _cd — sp_sp) —
spcl(cp _ch+ sp_s¢)) + sdspsh)) + ((—cp, sBsaan + sp_sdsPeary)
(cO(syp(cp, cd — sp, s¢) + cipcl(cp, s¢ + sp cp)) — socyp)) +
((cosBearn)(cd(s8(cp_s¢+ cp)) + sich)))

simplificando:

(ar)" () = @1n(Vin) (4.3.14)
simplificando el término V},, se tiene:
Vin = sB(caincd(chsd + cdshs(p, + ¢)) + (—(cp_sain) +cainsdsp )(—(cypsdsd) +
cd(chcps(p, +¢) +clp,, + @)s¥)) + (cammep, 86 + sainsp, )(sdstsyp +
cd(c(p, + d)ep — cBs(p + ¢)s)))
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Desarrollando el término (ax)” (ay):

(ak]T(a:p) = 1})( (—cdspep cd+ cospsp _sp — cdepclcp s+ cdcpcdsp e+
sécwsﬁ‘)(c,om coef — sp_ cainsf+cp sésaynsf) +
(cdepep e — cdepsp shp — cdsypclcp s — cdspefsp co + sdsipsh)
(sp_cocP +cp cannsP + sp_sdsainsB)) +
é( (céswsﬂcp s — céswsﬁ?sp cd + sdsipeh)
(Cp cdcff — sp_camsB+cp sésannsB) +
(—cdcpscp sp — cdepsfsp cp — séepef)
(sp_cocf+cp cainsP+ sp_sdsainsP) +
(c6c6'c,o 8¢+ cdclsp_ce — s6s0)(—sbcB + cdsainsp)) +

(( cdetpep s¢ — cdepsp e — cospefep ch — cdsipclsp so)
(cp_cdcB —sp, cainsB+ cp_sdsainsB) +
(—cdspep s — cdshsp cd + cocypcbiep cp — coepelisp s¢)
(sp, cdcB + cp_connsPB+ sp, sdsainspB) +
(cdsOcp_cp — cdsfsp_sp)(—sdcB + cdsainsf))

simplificando:
(ax)"(ap) = P(Van) + 0(Van) + ¢(Van) (4.3.15)
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donde los términos V5, Va,, Vi, son:

Von = cB(—(cdchsd(s(p, + @)+ s(p, —+))) +
s6(s6% — c6% * s(p._ +¢)*s(p, —v)))+
sB(cf(—(c(p_ — P)carnsd) + (c0? * s(p —1)—
s6° % s(p_ —9))sain) +
s0(—(co xc(p,, — Y)eamn * s(p, + ¢)) +
c6sd(—1—s(p_+ ) *s(p_—1v))sain))

Vin = —(cBed(cdxclp, —¥)*s(p, + ) +clp, +¢)*
(s0s0 — cocl * S(Pm —-9)))) +
c6® x c(p_+ ¢)sBsfsain + cd(cain(chxclp + ¢) *
c(p,, —¥) +s(p,, +0)) +s6(=(clp, —¥)*s(p, +¢))+
ch*clp, +¢)*s(p, —b))sain)

Vi = cBeblclp,, —¥)(s058 — cochx s(p,, + ) +cb (o, + )
s(p. — 1))+ sB(s0s0(—(carn ¥ s(p, — 1) +clp, —P)sdsarn) +
cd(c(p,, +¢) *clp, —)cain + chaln xs(p +¢)*xs(p —9¥)+
s6(—(cOxclp, —9)*s(p, +¢))+clp, +¢)*s(p, —¥))saum))
Sustituyendo (4.3.14) y (4.3.15) en (4.3.13), se tiene:

(ax) " (aup) + (ax) " (ap) cf

Qon(Vin) + P(Van) + 0(Van) + ¢(Van) = 0

despejando el término de velocidad Qln:

e (Vl) (w(vzm B(Vin) + ¢(v:m)) (4.3.16)

obteniendo de esta forma la ecuacién general de velocidad para los primeros
eslabones de cada una de las cadenas cineméticas de la PPE.

Eslabones 2n:
Para los segundos eslabones de la cadena, se tiene la ecuacién de posicién
(4.3.10):
(aI)T(zp) =cA
derivando con respecto al tiempo para obtener la ecuacién de velocidad:

()7 (2,) + (20)7(,) = cX (4.3.17)
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. ¥
Desarrollando a;, se tiene:

a

+cﬁ(cﬁc§cpm +ep, S0, 80380 — calnsﬁspm)

sQansB(—cp sai, + cp_ sain + carnsdsp ) + caznsB(caincBep — cdsBsp +
cBsa1ns0sp ) + cB(caincp sB+ cBedsp + sainsBsdsp )

ca1ncO8a2, 50 + cf(cdsarnsB — cfsd) + cagysB(cBedsay, + sBsb)

Considerando que los términos constantes son (p , 3, §), derivando obten-

- L]
emos a;:

i (calncﬁcpm sPsd + cagncazncfep spBsd — cp,, SQ1nSQonsPs6 + cBsainsBsp, + i
C&2n6ﬁ801n353pm o+ Caln5a2n3}83pm)a.1ﬂ + (—sagnsﬁ(*-cé'cpm Sﬁ + CﬁCﬁm -
calncﬂspm) -+ cagnsﬁ(camcpm 80 + SQ1nSp, ))a;“

(—cBep, sainsP — cazncBep, sa1n8B — caincp, SamsP + caincfsPsdsp +
ca;ncagncﬁsﬁséspm - salnsagnsﬁséspm )a.m + (caznspP (—cpm S n+
calnséspm) - sagnsﬁ(calnc[i’cpm — cdsPsp_+ cﬁsa1,15555.'3,49”1))Oz;,z

(cayncBcdsP + caypcasncfeds — césalnsagnsﬁ)a;n+

(ca1nCazncdsf — sammsB(cBedsar, + 556))anm

Desarrollando z,, se tiene:

s0sy

Z, = | —csb
cf

Considerando que los términos constantes son (p_, S, d), derivando obtenemos

T

s + st
Zp= | —chcwd + sOsyp
—s00

[ cazmsf(—coep, sf+ cBep, sa1nsd — carncBsp, ) + saznsf(caincp, 56+ sainsp ) ]

-
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Desarrollando el término (a;)”(z,):

(a;)T(zp) = a;n(cf?(camcagncésﬁ — S sf(cBedsary, + sBsd)) —
cwsﬂ(cagns[)’(—cpm sain + co:lnséspm) —
sagnsP(carncBep — cdsPsp + cBsainsdsp ) +
sO(—sagnsf(—cicp_sB + cBep saynsd — camcﬁs,om) “+
caansB(caincp s6+ saunsp ))sy) +

a1 (cB(caincBedsf + carncamefcdsf — cdsarnsao,sf) —
c1b59(—c6épm SQ1nSB — CcaznCPBep SsQunSB — cainCp_SQznSP +
caincBsPsdsp + carncasncBsBsdsp — sainsammsBsdsp )+
sﬁ'(calncﬁcpm sPsé + camcagncﬁcpm sBsd — cp_sainsaznsfBsé +
cBsainsPsp + cameBsainsfsp + calﬂsagnsﬁspm )sv)

(@)7(zp) = @2nVon+ @1nVen (4.3.18)
simplificando los términos Vs, y Vg, :

Vin = Sagnsf*(—(cls8) — cdsh * s(p, — 1)) + sP(caincaz,cicd —
cagmcpst(—(cp, sain) + carnsdsp_ ) + cBsaga(—(cdcdsarn) +
s0(can * ¢(p_ — ¥) + sansd * s(p. —))) +
cagns0(caincp 50+ sainsp )sy)

Ven = cogp* C(pm - TP)Saanﬁsﬁ’ by caln(_l - cagn)cﬁmpsﬁsésﬁ'spm +
SQ1nSQ2n8B(—(cdch) + 5050 * s(p_ — 1) + (1 + cazn)cBsp
(c(p, —2)sa1ns0 + cain(cdcd +cp_ sds0s1))
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Desarrollando el término (a;)7(z,):

(a;)T(z.p) = ’l}/‘(C@bSﬁ(CagﬂSﬁ(—C(SCpm 8B+ cBep_sansd — camcﬁspm) +
sagnsﬁ(camcpm 80 + salnspm) + cﬁ(c/.')’cécpm + cpmsalnsﬁsé -
cainsBsp ) + s(saznsB(—cp_say, + calnséspm) +
cazsf(caincBep — cdsBsp +cBsainsdsp )+
cBlecarncp_ B+ cBcdsp + sainsBsdsp ))si) +

é((—calncﬁsagﬂsﬁ — cB(cdsaynsf — ¢fBsd) —
caonsP(cBedsann + sBs08))st — cBep(sammsB(—cp_sonn +
ca1n805p ) + cazsf(carncfep — cosPsp +
cﬁsalnséspm) + cB(caincp, B + cBedsp  +

sa1,8Bs0sp )) + cO(cazsB(—cdcp_sB + cBep  sainsd —
caincBsp, ) + sagmsPlcaincp s6 +

sams,om) + cﬁ(cﬁcécpm +cp, SQ1,8380 — ca1nsPsp ))s)

(a)(z) = Vi + OV, (4.3.19)
simplificando los términos V7, y Va, :

Vin = s0(CH(cB? * c(p, — 1)) —cazm *clp, — V)sp?) +
81 S, SP * s(pm — ) + cBsarnsB((1 + cagnep csd +
(1 + cagn)ep_cpsd + (1+ cazq)sdsp_syp) +
carn(c(p — ¥)saansPsé +cBsP((—1 — cazn)ctpsp, +
(1+ cazn)ep, 51)))

Van = (cB?* caonsB?)(sds0 — cbcf * s(p_ — ) +
cBsB(cain(—1 — cagn)cd x c(p  — 1) + (=1 — cazn)cdsarnst +
(—1 — can,)chsarnsd * S(,Om — 1)) — saansB(carncdsh +
B(—(c(p,, — )3011r) +camsd * (s, — V)

Sustituyendo (4.3.18) y (4.3.19) en (4.3.17), se tiene:

()7 (z) + (20)(zp) = cA

a.2nv:’m+ a.lnv%n'*‘ YW+ 0V, = 0
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despejando el término de velocidad Qg

L) 1 bt : A
oy = — (_) (aanﬁn + ?L'V'?n + 9‘/811) (4‘3'20)
V‘Sn

obteniendo de esta forma la ecuacién general de velocidad para los segundos
eslabones de cada una de las cadenas cinemadticas de la PPE.

4.3.3. Analisis de Aceleraciéon

Posterior a la velocidad, se contintia con la determinacién de las aceleraciones
de todos los eslabones en el mecanismo. Es necesario conocer las aceleraciones
para calcular las fuerzas dindmicas. Tales fuerzas contribuiran a los esfuerzos en
los eslabones y otros componentes.

Problema Cinematico Inverso
El problema cinemdtico inverso para la aceleracién se define de la siguiente
manera:

Definicién: P

Dadas las variaciones en el tiempo de los angulos de Euler 1, 0, ¢, referente

a los ejes z,x,z, que definen las aceleraciones angulares de la PPE respecto al
5 : 5 ; oo e .0 1) 1) [T
sistema inercial, determinar ay,, a2, @13, de los eslabones 1 y a1, aaz, oz
de los eslabones 2 que describen las aceleraciones angulares de cada una de las

cadenas cinemdticas.

Eslabones 1n:

Se procede a derivar nuevamente la ecuacion (4.3.13) de velocidad, para cal-
cular la ecuacién de aceleracién que gobierne a los primeros eslabones de cada
una de las cadenas cineméticas de la PPE.

(a0)(ay) + (a4) (@) = OB (4.3.13)

Por lo tanto al derivar con respecto al tiempo se obtiene la ecuacién de
aceleracion:

(a0)7(a) + (a)7(anp) + (20) () + (a6)7(a) = O
(a0)7 (@) + 2(an) (@) + (@x)7(ap) = 0 (4321)

[ 1] 5 e -
Desarrollando a;, a partir de a; , se tiene:

a;n(spm sBsain + cp_sésPeaiy)
ag = 4:3:'{,3(—@0m sBsain + sp_sdsPearn)
a1n(cdsBcany)
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asi:

aln(calﬂcp 5,896+sa1nsﬁsp ) + a]ﬂ( cp, sa1n363t5+calns)83p )
A = 35863.0 ( Sainaln +Calnaln)+c:o Sﬁ( Calna]n +Salnaln)

L 1]
cdsB(—8a1n1n? + ca1n1n)

L1 i Ll .
Desarrollando ay,, a partir de ay, se tiene:

t})(-—cdst,bcpm cp +cdsysp shp — cdepefep sp — cdepchsp, ch + sdepst)+
é(cészbsﬂc,om s¢ + cdspsisp ch+ sdsipcd)+
(;b(—cc?cv,bcpm s8¢ — cocpsp cd — cdsipchep cp + cdsypchsp sp)

ap = z};(céct,bcpm cp — cdepsp sp — cdspclcp s¢ — cdscdsp ch+ s051)s6)+
é(—cécwsﬁcpm s8¢ — cocyshsp cp — sdcypeh)+
;5(-—c631})cpm s¢p — cOsipsp cp+ coepefep cp — cdepehsp sP)

E?(cécﬁcpm s¢+cdcfsp_cp — sdsl) + (;(césé?cpm cp — cdsfsp s¢)

(amp)x
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(@r)e = (chsdsh — clsp+ c(p, +@) — chele + (o, +8)) +
B (chsds + cBshstp + s(p_ + b)) +
b(—coehsyy * c(p_ + @) — cdetp + s(p_ + ¢)) +
% (ahideg — s c(p_ + @)+ cocdsip+ s(p_+ B)) +
5 (stsling -+ b » s(p. + ) +
5)2(—65611) xc(p, + @)+ cdcldsy = s(p, +¢)) +
D(G(—2c5chcp + clp, + ) +2cos9xs(p_ +¢)) +
0(2c0cpss + 2c8esd + s(p_ + @) +

& (285051 * c(p_ + ¢))

@)y = v(s0s0sth+ coctpx c(p, + @) — coefsip * s(p_ + B)) +
B (—chcypsd — coopst * s(p_ + ¢)) +
d(cdcberp x clp_ +¢) — chsipx s(p, + b)) +
% (cishad — abagps clp. +¢) — coebetp + s(p_ + ¢)) +
5 (cihsbs0 — cbeer * sl +¢)) +
b (~cbsy (o, + ) — chBey * s(o, + ) +
Y((~2cchstp % clp,, +9) — 2 x s(p, +¢)) +
B(2c05051) + 2c0s0s9) + s(p_ + ) —
b B(2c5cypst * c(p,, + 4))

(@n): = 0O(—s80+cochxs(p_+@)+ d(cdshxc(p_ + @)+
o2 02

(—cls6 — cdsOxs(p_ +¢)) — ¢ (cdsf*s(p_+¢)) —
$ 6(2c5ch x cp_+ )
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Desarrollando el término (ax)7 (ay,):

(ar)T(ap) = ain(caiacdSP(chsd + cish * s(p_ + @) — cp_sainsB(—cipsist +
co(clep x s(p  + @) +c(p + @) * s9)) + carnsBsdsp (—cpsdsd +
cb(clcp x s(p + @) +c(p, +¢)* sp)) + (carncp _sPsd + sainsBsp, )
(s8s0s1p + cB{c(p,, +9) % v — ch x s(p, +4) % 51))) +

a1’ (—c8501,5B(cO38 + cdsO % s(p_ + ¢)) — cancp,_ sB(—cpsdsh +
cd(clcp xs(p + ¢) +clp +¢)* sY)) — sainsBsdsp (—cysdst +
co(chcp x s(p_+ @) +clp,, +¢) * s9)) + (—cp_ 501,506 + carnsPsp, )
(s0s0st) + cd(c(p, + ) *cp —ch* s(p_+ @) * s1))))

(1] L] 2
(ar) (@) = amdAin+ i Ao (4.3.22)
simplificando los términos A, y A, se tiene:

Ain = soapsBlc(p, — 1) % 5050 + c6((—clep * c(p, — ) *s(p, +¢)) +
clp, +¢)*s(p, — 1))+ cainsB(co®s6 x s(p_ + ¢)) —
50250 * s(p_ —1)+cdclp +¢)*clp, —)*s6+
cBsd(1+s(p, + @) xs(p,, —1))))

Apn = —(c6%sa1,5850 * s(p. +¢)) + sBsdsO(carn * c(p, — ) * 50180 *
s(p, — 1)) + cdsB(—(chsa1n80) — carncp, (B * s(p_ + @) +
c(p, + @) *sY) +caisp, (clp,, +¢) *xcp —cbxs(p + @) * sy)
tsain(—(sbsp,, (cOcp+ s(p,, +¢) +clp,, +9) * ) -
cp, 50(clp,, + ) * b — ¥ s(p,, +6) % 5))

Desarrollando el término (ax)7 (ap,):

e 2 02

(ar)T(ap) = Asth+ And+ A0 + Asnd) + Amd +
.2 . - L] L I 2
Agnd + ’!ﬁ(Agna + Algnqﬁ) + A11n¢ 0 (4323)
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factorizando los términos desde As,, hasta A;;, se tiene:

A3n

A4n

ASn

Aﬁn

ASn

(cBedep, +sB(cp, sa1ns6 — carnsp, ))(cp(sdst — cdch x s(p_ + ¢)) —
co * c(,om + @) * s1)) + (calnc,om sB+ (cBcd + sa«]nsﬁsé)s,om)
(80505 + co(c(p + @) xcth —ch*s(p_+ ) * s1))

6’ x c(p+ ¢) * sainsBst — cBed x c(p_+ @) * 5050 + (—(cBed®ep ) +
cdsB(—(cp, 501,80) +cainsp ))(cp xs(p + @) +chxc(p + @) *sy)+
(cﬁcér"spm + cdsB(caincp  + sainsdsp ))(ch* c(p + ) *chp—s(p_ + ) * sph)

carn(—(c * c(p, — 1) * sBsd) —cd*xc(p, — ) *sPsO*s(p, +¢)) —
cdsainsBsisO(1+s(p +¢)*s(p, — 1))+ cB(s6%s0 — c62393(pm + @) *

s(p. — ) + cB(—(cBcdsd(s(p,, +¢) +s(p,, — ¥))) + sy (cO%sP * s(p +¢)—
sBs8% % s(p,, — 1))

(carncp_sB + (cBed + saynsBsd)sp_)(cp(sds8 — coed x s(p_ + ¢)) —
cdxc(p + @) *s3) + (cBedep  +sP(cp, sainsd — cainsp, )
(—(s050s1p) + cd(—(c(p + @) xcp + cO*s(p, + ¢) * s9))

cd(cBs0s0 * s(p_ + ¢) + cainsB(—(cO xc(p,, — ) *s(p,_ +¢)) +

c(p, + @) *s(p,, — ) — sainsBsé(sp (cBep* s(p + @) +clp, + @) *sp) +
b, (clp,, +9) * el — o x s(p, + ) * 1)) + b (~(saunsBsh s s(p,, +)) +
cB(—(sp, (B * s(p + @) +clp, +¢)*s¥)) +cp (—(clp, +¢)*c) +
D+ s(p,, +4)* )

c:})(calncpm 3B + (cBsé + sainsPsd)sp )(s0s0 — cdch * s(p_ + ) —
(cdsannsB — cBsd)(chsd + cdsh x s(p, + ¢))
+(cBedep. + sB(cp_sainsd — carnsp))(—(86s0) + coeh * s(p_ + ®))sy

2(chs + cdsh x s(p_ + ¢))(cBed xc(p, — ) + sB(cp, (cpsainsd + carnsy) +
sp_(—(camnch) + sainsdsyp)))
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Aron = —2cd(cBed(cl xclp, + @) xclp, — ) +s(p, +¢)*s(p, —9))+
sB(s(p, + @)(carn * c(p,, — ) + samsd x s(p, — 1)) +
cl * c(pm + @) (cp_chsainsd — carncisp  + caincp, sU+ saisésp_si)))

Ann = —2cdxc(p, + ¢)(cBcbsé + sBsO(cann * c(p, — ) + saias0 * s(p_ — 1)) + |
cb(—(chsainsB +cBsh x s(p_ —v)))

. L]

Desarrollando el término 2 (ax)” (ay,):

2 (ar)T(ap) = aia(Arznth + A13nf + Arandd) (4.3.24)
factorizando los términos desde Ao, hasta Ay, se tienen:

Aign = 25B((cauncp_ s6+ sainsp, )(cypsdst — cécbs(p, + B)) —
cde(p, + @) * 51) + (—(cp, 501n) + cainsdsp_ ) (sdsfsy

m

+cb(c(p, +¢) xcp —chxs(p + ) * s¢)))

Azn = 3B(2caincd(—(sds0) + cdch x s(p. + ¢)) +2(—(cp, sain) +
cainsdsp_)(—(chepsd) — cdeypst * s(p, + ¢)) +
2(caincp, 80 + saunsp, )(chsdsy + cdsh x s(p, + @) * sp))

Aun = 2cbsB(carncd xc(p_ + ¢) * s — (caimep, 86 + sainsp, )

(cto* s(p,, +6)+cBxclo, +6) *sp) +
(~(ep, s0n1a) + carnsdsp, )(ch+ clo, + 8) b — s(p,, +) * 5v))

finalmente sustituyendo las ecuaciones (4.3.22), (4.3.23) y (4.3.24) en (4.3.21) se
tiene:

(ak)T(alp) + 2 (ak)T (aup)+ (ak)T(alp) =0
(Aln alﬂ.+ A2na1n + aln (A12n¢ = = AQ]SnB + A14n¢) + ASnd) + A4n ¢)+

A5n9 +A6n1!’ +A7n¢ + Agn0 +¢(A9n9+A10n¢)+A11n¢ 9)
despejando el término de aceleracién:

. 1 24 e
Ay = (AI )(Aznaln + A3n1,(1+ A4n¢+ A5n9 + Aﬁn"b + ATnQS +

2 o

Agnf + "P(Agne - AID’n¢') G A11n¢ 9 o Olln(Alan) 2 A13n9 + A14n¢'))
(4.3.25)



4, Analisis Cinemadtico 69

Se obtiene de esta forma la ecuacién que permite determinar la aceleracién
para los primeros eslabones de cada una de las cadenas cinematicas que forman
la PPE.

Eslabones 2n:

Se procede a derivar nuevamente la ecuacién de velocidad (4.3.17), para cal-
cular la ecuacién de aceleracién que gobierne a los segundos eslabones de cada
una de las cadenas cinemdticas de la PPE.

(al)T(Zp) + (31)T(Zp) == C./\ (4.3.17)

Derivando con respecto al tiempo se obtiene:

. . oo

(a)7(z,) + (a)7(2) + ()72 + (a)7(z) = O

(a)"(zp) + 2 ()" (z)+ (a)"(z,) = 0  (4.3.26)

Desarrollando ::1.;, a partir de a, se tiene:

Pe

i (camcﬁc,om 5Ps0 + carncazcBep $Psd — cp sa1nsaansPsd + chsainsPsp + i
.
cagncfsainsPsp  + calnsagnsﬁspm)am + (—sagnsB(—cdcp_sB+cBep —
caincBsp )+ cammspP(caincp 6+ sainsp ))a2n

(—cBep, sa1nsP — cagncBep sa1nsP — caincp sQonsP + carncfsfsisp +
COInCQCASPSOSP  — SaunSaonsPsisp )oin + (cagnsf (—cp,_sain+
cayns08p ) — sazasP(carncfep — césPsp  + C;Bsa1,1;5;6)'53,«0"‘))0:.2,1

(carncBedsp + carncaoncfcdsf — cdsarnsag,sf )a'ln+

(cajncasncdsf — sasnsp(chedsarn, + sﬁsé))a;n
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(1]
a =

2 2 2
—cﬁcp salnsﬁséaln - cagncﬁ'cp salnsﬁs6a1n — caincp,, sagnsﬁséam +
2 2
caincBsPsp am + cincanmcBsPBsp aln — SQ1nSQ2nsPsp Qn +
2cannsf(— —cp, 5018000, + caln.Spmam)agn 23a2nsﬁ(ca;ncﬁcpm s0aq,+
. ° e 2
cBsainsp._ Q1n)Qon — cagnsﬁ(-cécpm 8B + cBep_sainsd — coayncBsp Jagn, —
o 2
sagnsﬁ(calncpm 80 + SQ1nSp Jao, + (camcﬁc,omsﬁsé+
carncanncBep 5386 — cp_sQ1nSQ2 8BS0 + cﬁsa;nsﬁs,om + cagncBsarnsPsp +
calnsagnsﬁspm)c;fn + (—saznsp(—cdcp_sB + cBep sa1nsd — canncBsp )+
caonsB(caincp $6 + sainsp ))azn
L] 2 . 2
—caipcPep sPonn — corpcammcep 8601n + ¢p, sainsamsBain —
2 2
cﬁsamsﬁséspma;n - CagnCﬁS(hnSﬁSéSme:In - calnsagnsﬁséspmaln -
L] L ] [ ] L]
230:2“36(—660,0 8Q1nQ1n + calncﬁséspmam)agn - 2ccx2nsﬁ(—camc,o QAin—

o 2
salnsésp Qin —Samsésp a;n)agn sansP(—cp sa}n+calns6sp Jaon —

caonsf(carncBep, — cdsPsp  + cfBsainsdsp )agn + (—cBep,_sainsP—
CanCcBep_ s01nSP — CounCp, 502nSP + Ca1ncB5B50 + caincanmcfsPsdsp )ain+
(cagnsﬁ(—cpm san + camséspm) — sQaan8P (camcﬁ'cpm - crfisf)’s,om+
cBs01,565p. ))Cizn
. 2 . 2 .2
—cfedsansPfar, — cagpefedsarnsPar, — carpcdsaa,sBay, —
2009,C0501 7B — 20017,CBCO30mS BN Ao —
COnCO80on 5B, — Caonsh (cBedsany, + sﬁsé)a’zn2+
(caincBedsP + cayncasncBcdsf — €501, 58)A1n+
(ca1nC2ncd3B — saznsB(chcdsann + 5P56))aan

LA . e .
Desarrollando z,, a partir de z, se tiene:

cﬂsd)f.? + cqbsﬂ{b
Z‘p = | —clcyl + slsyp
—s06

. [
Zp = | (2p)y

(2p)-
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T o2 ° o2

505 + 2By — sBsup + Bl + ey |

.2 LN ] L ] 2 ae L 1]
Zp = csfl + 2c0s0y + cpst)p — clep 8 + slsyip

'2

—c00 — 508

Desarrollando el término (a;)7 (z,):

L 1] L 1] L 1] L ] 2 L] 2 [ ] L
(al)T(zp) — A15naln + Alﬁna‘2n I Al?naln + AIBnai’n + Algn(alna2n) (4327)

Aisn = —(saonsf(cdchsar, — sB(cainc(p, — ) +sdxs(p —1)))) +
(14 cazn)cBsB(c(p, — ) * 501050 + carn(cdcld — 650 * s(p, —1P)))

Agn = —(saonsB(chsd + cbsh s(pm — 1)) — cBsaz.sB(cdchsann — s8(carn x c(p_ — ) +
501,56 * s(p_ — 1)) + cazsB(c(p,, — 1) * sauns + carn(cdcd — sds0 * s(p_ — 9)))

Arn = (=1 — cagn)cBsp(cdedsarn — sO(cam * c(p. — 1)) + sainsd * s(p_—1)))) —
saansP(c(p, — ) * 801080 + cann(cdeld — s6s0 * s(p, — 1))

Aign = —(casnsB %(chs6 + cish x s(p_ —1))) — cazncBsP(cichsary, — sb(carn xc(p, — )+
sa1nsd * s(p_ —))) — sagnsP(c(p,, — ¥) * 50150 + carn(cdcd — s6s0 * s(p, — 1))

Agn = —2camspP(cichsarn — sO(camn * c(p_ — ¥) + sainsd xs(p, —v))) —
2cBsagnsP(c(p  — ) * sa1,80 + conn(cdcd — 650 * s(p, — 1))

Desarrollando el término 2 (a;)7(z,):

2 (aI)T(zp) = a;n(A%ng =+ A21n"!}) + ﬂ'.2n (A22n9 + A23n¢) (4328)

Agon = SaansB(cannch * c(pm — 1) + sain(cdst + chso * S(Pm —))) +
(14 cagn)cBspf(—(caincdst) + cB(sp,_(—(carinci)sd) + saunsy) +
cp_(cthsan + carnsdsy)))

Ann = (14 cogn)cBsPst(cain* c(p,, — ¥)s6 + sonn * s(p, —¥)) —
sagnsPsO(cp_(chsainsd + carncy)) + sp, (—(councyh) + sarnsdsyp))
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A22n

A23n

sansB %(s0s60 — coch — s(p, — 1)) + cBsaansB(cainctd x c(p_ — ) +
sain(cost + cfsé x s(p  — P))) + caznsP(—(carncdst + cf(sp_(—(carncpsd) +
sains) +cp_(cpsar, + carnsdsy)))

= cd*c(p —1)saznsh 250 + cagnsPBsb(can, c(p, —P)sd+saim*s(p —v)) -

cBsaznsBsh(cp (cPsainsd + cainsy) + sp_(—(caincy)) + sainsdsy))

Desarrollando el término (a;)7(z,):

A24n

A25n

A27ﬂ

A28n

o e .e o2 02 o0
(a1)"(2p) = Azan¥r + Azsn 0 + Asenf + Aot + Asgndt) (4.3.29)

B 2ch * clp — ) x50 — cagmed xc(p_— ) * 5P 250 +
sagnsPst(cain * c(p, — 1) * 80 + saun x s(p, — ) +
(14 cazq)cBsBsb(cp (cthsainsd + cainsy) + sp_(—(caincy) + sainsdsy))

cfB %(s850 — coch * s(p, — 1))+ caznsP 2(—(s0s0) +

ched * s(p,, — 1)) + (~1 — cagn)oBsB(carnch * clp, — ) +
sa1n(cs0 + cOs6 x s(p_ — 1)) + saznsB(—(carncdst) +
cB(sp, (—(caincy)sd) + sains) + cp_ (cPsarn + cainsdsy)))

cB *(cBs6 + cbs0 * s(p_ — 1)) — cannsf *(cf58 + cbsb  s(p, — ) +
(=1 — cags)cBsP(cdchsann — sO(conn * c(p,, — P) + sainsd x s(p —9))) —
saanSP(c(p, — 1) * s1280 + carn(cdcl — 656 * s(p_ — 1))

B %cosh s(p, — 1)) — cagncdsp 250 * s(p,, — %)+
(14 cagn)cBsBsb(camm * c(p, — ) + sainsd * s(p, — 1)) —
sagnsPs0(sp_(—(carnctpsd) + sansy) + cp_(cpsaun + carnsdsy))

2cB 2cdsh * c(p,, —¥) — 2camcdcd x c(p, — ) * 3B 2+
2c0saansP(conn * c(p, — ) x 80 + sain * s(p. — 1))+
2(1 + cagn)cBeclsBcp (cpsainsd + carnsy) + sp (—(camep + 81, 808Y))

finalmente sustituyendo las ecuaciones (4.3.27), (4.3.28) y (4.3.29) en (4.3.26),

se tiene:

(@)7(z) + 2 (@) (z)+ (@)7(z) =0
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(‘415?1 (;';n =+ Alﬁn &;n e & Al?na]n2 + AlSna'an + Algn(a.lna;n) =t
ain(A2on8 + Aninth) + izn(Azan8 + Agsath) +

(1] L1l .2 .2 L N ]
Aan + Agsn 0 + Agend + Ao + Agsnd?) =0

despejando el término de aceleracién Qon

(1] 1 L 1] * £ L ] L ]
Qyp = — (A - )(A15R Q1n < "4171'?.0'171.2 o Aana2n2 + Al!}n(aanQR) 3+
16n
1n(A2000 + Aginth) + azn(A22n8 + Agzn®)) +
. . 2 «2 .e
Apgny + Agsn0 + Aggnl + Aot + Asgnd)) (4.3.30)

se obtiene de esta forma la ecuacién que permite determinar la aceleracién para
los segundos eslabones de cada una de las cadenas cinemdticas que forman la
PPE.

4.4. 'Trayectoria de la PPE

En esta seccion se desarrolla un polinomio de quinto orden para especificar la
trayectoria que seguira la plataforma mévil. De esta forma es posible determinar
la posicién, velocidad y aceleracién de la PPE.

Considerando que los dngulos de Euler estdn en funcién del tiempo mediante
una funcién polinomial de quinto orden [10], de la siguiente manera:

o(t) = tattat?+cati+etitet’
et) = a+2ct+3ct’+4cat®+50c5tt
e(t) = 2c3+6c3t+12¢4t2+20¢5t3 (4.4.1)

con las condiciones iniciales y finales siguientes:

ti=0 @, =0° ¢, =0 ©;=0
tr=10seg ;=360° ¢, =0 ;=0



4, Analisis Cinematico 74

sustituyendo en las ecuaciones (4.4.1), se tienen:
0° = ¢
360° = co+ 10 ¢; + 100 c3 + 1000 ¢3 + 10000 ¢4 + 100000 cs

g = (53]
0 = ¢+ 20 ¢+ 300 c3 + 4000 ¢4 + 50000 c5

0 = 262
0 = 2c+ 60 c3+ 1200 ¢4 + 20000 c5

resolviendo el sistema:

co = 0

cg = 0

Coy = 0

cg = 36

Cyg = "—0,54
cs = 0,0216

resulta en las siguientes ecuaciones de movimiento:
o(t) = 3,6t -0541"+00216t  (grados)
{pzt) = 10,8t*—-2,16 t*+ 0,108 ¢* (grados/s)
<p°(}) = 21,6t—648124+0,432#  (grados/s®) (4.4.2)

La asignacion de los dngulos de Euler fueron de la siguiente manera:

p=el)  P=el)  P=e
0 = 45° =0 =0

b=—olt) é=—o(t) b= —p(t)

A continuacién se muestran las graficas de posicién («) con respecto al tiempo
(t), para cada una de las cadenas cinemiticas de la PPE, los resultados fueron
obtenidos en el software Mathematica.
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Gréfica 4.4.1a. Posicién de la cadena 1.
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Gréfica 4.4.1b. Posicién de la cadena 2.
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Gréfica 4.4.1c. Posicién de la cadena 3.
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Empleando ademés las ecuaciones (4.4.2) y la variacién de los dngulos de
Euler respecto al tiempo, dados por:

A continuacién se muestran las gréficas de velocidad (&) con respecto al
tiempo (t), para cada una de las cadenas cineméticas de la PPE, los resultados

P = p(t)
6 = 45°
¢ =—p(t)

fueron obtenidos en el software Mathematica.

0.75 ,
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-0.75+ \\./ .
0 2 4 ¢ seq © 8 10

Gréfica 4.4.2a. Velocidad de la cadena 1.
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Gréfica 4.4.2b. Velocidad de la cadena 2.
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Gréfica 4.4.2¢. Velocidad de la cadena 3.

De igual forma, empleando las ecuaciones (4.4.2) y la variacién de los 4ngulos
de Euler respecto al tiempo, dados por:

v=elt) b=l §=e
0 = 45° 0=0 =0

p=—o(t) b=—-p(t) ¢=—p(t)

: 2

Se obtienen las graficas de aceleracién ( & ) con respecto al tiempo (t), para
cada una de las cadenas cineméticas de la PPE, los resultados fueron obtenidos
el software Mathematica.

AN
=X =

N

0 2 4 6 8 10
t (seg)

QGréfica 4.4.3a. Aceleracién de la cadena 1.
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Gréfica 4.4.3b. Aceleracién de la cadena 2.
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Griéfica 4.4.3c. Aceleracién de la cadena 3.
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Capitulo 5

Balanceo Estatico

5.1. Introduccién

En esta seccién se exploran los principios del balanceo estédtico, se discute el
concepto y el prop6sito del mismo.

Cualquier eslab6n o elemento que se encuentre en rotacién pura puede, tedri-
camente, estar perfectamente equilibrado para eliminar todas las fuerzas y mo-
mentos de vibracién [2]. Es aceptado, en la préctica del disefio, equilibrar todos
los elementos o piezas en rotaciéon en una méquina, a menos que la vibracién o
sacudimiento sean necesarios. Un elemento rotatorio puede estar equilibrado o
balanceado tanto estdtica como dindmicamente.

En algunos casos, el equilibrio estdtico puede ser un sustituto aceptable para
el equlibrio dindmico y generalmente es més fécil de alcanzar. Existen dos formas
muy comunes de realizar el balanceo estdtico de un mecanismo, estos son el uso
de contrapesos y el uso de resortes, cada uno de los cuales posee sus propias
ventajas y desventajas [8].

5.2. Balanceo de Mecanismos Paralelos

El balanceo estdtico de mecanismos paralelos espaciales de 3 GDL con ac-
tuadores de revoluta usando contrapesos o resortes es estudiado en [9]. Se dice
que un mecanismo esta balanceado por fuerzas cuando su centro global de masa
permanece fijo, para cualquier movimiento arbitrario del mecanismo.

Esta condicién es muy importante en maquinaria donde las fuerzas desbal-
anceadas sobre la base provocardn vibraciones, desgaste y otros efectos no de-
seables. Para manipuladores robéticos o dispositivos simuladores de movimiento,
sin embargo, las fuerzas sobre la base no son usualmente criticas y los disefiadores

79
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estdn mads interesados con los torques o fuerzas, que son requeridos en los actu-
adores para mantener el manipulador o mecanismo en equilibrio estdtico. Por lo
tanto, en este contexto, los manipuladores o mecanismos son considerados es-
taticamente balanceados, cuando el peso de los eslabones no produce ningun
torque o fuerza en los actuadores bajo condiciones estéticas, para cualquier con-
figuracién del manipulador o mecanismo. Esta condicién es tambien referida
como compensacioén gravitatoria

Como se menciona anteriormente, en un manipulador paralelo estdticamente
balanceado los actuadores no contribuyen a soportar el peso de los eslabones
moviles para todas las configuraciones. Por lo tanto, los actuadores son usados
s6lo para impartir aceleraciones a los eslabones méviles, lo cual conduce a una
reduccién del tamano y potencia de los actuadores, y resulta en el mejoramiento
de la precisién del control. En simuladores de vuelos, donde la carga es muy
grande (usualmente del orden de toneladas) y el movimiento del mecanismo de la
plataforma es mds lento, las fuerzas o torques ejercidos en las juntas actuadas son
principalmente debido al peso de la plataforma. Por lo tanto, si el mecanismo estd
balanceado estdticamente, las fuerzas o torques actuadoras pueden ser reducidas
en mayor proporcién, lo cual resultard en significantes mejoras del control y
eficiencia de energia.

En este capitulo se describe el balanceo estatico de la PPE aplicando el méto-
do de contrapesos [9]. En el manipulador de 3 GDL analizado en [9], la composi-
cién de rotaciones de los segundos eslabones de las cadenas cinemdticas no existe
respecto a los primeros eslabones. Debido a la estructura especial de dicho ma-
nipulador, la orientacién de los segundos eslabones fué referida de manera directa
a la vertical, dando como resultado ecuaciones mds simples de balanceo. Para
nuestro caso, debido a la configuracion esférica de la plataforma, la composicién
de rotaciones de los segundos eslabones de las cadenas cinemdticas respecto a
los primeros eslabones no se puede evitar, lo cual origina ecuaciones mds com-
plejas de balanceo. Lo anterior da como consecuencia numerosas ecuaciones de
balanceo equivalentes o linealmente dependientes entre si. A partir de las cuales
se obtuvo un conjunto reducido de ecuaciones titiles para el balanceo.

5.3. Balanceo de la Plataforma Esférica

A continuacién se describe el método del balanceo [9], por contrapesos para
lograr el equilibrio de la PPE. Es importante mencionar que se consideran los
datos obtenidos en la sintesis cinemdtica.

Considerando la figura 5.1, se tiene el mecanismo paralelo esférico de 3 GDL,
con tres cadenas cineméticas idénticas conectadas a la base de la plataforma.
Cada una de estas cadenas consiste de una junta de revoluta, un primer eslabén
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movil, una segunda junta de revoluta, un segundo eslabén mévil y una tercera
junta de revoluta unida a la plataforma mdévil o efector final.

Plataforma Mévil

B “‘

al

Figura 5.1. Modelo CAD de la PPE.

Con objeto de representar la posicién del centro de masa de cada eslabén,
un marco coordenado de referencia es definido sobre ellos. El marco coordenado
inercial, es designado como Ozyz, dicho sistema coordenado es fijo y se encuentra
localizado en el centro de nuestra esféra.

De igual forma, se tiene un sistema coordenado mévil O'z'y'z' unido a la
plataforma mévil, con su origen en el punto O, el cual es un punto definido
sobre la plataforma, como se muestra en la figura 5.2.

Asi mismo, se muestran dos marcos coordenados de referencia designados
como Oy; T1; Y1i 215 Y O2: Toi Y2i 22; unidos al primer y segundo eslabén de la
i-ésima cadena respectivamente.

Los puntos Oy; y Os; son respectivamente localizados en el centro de la
primera y segunda junta de revoluta.
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Figura 5.2. Sistema coordenado de la PPE.

Los ejes son determinados de la siguiente manera:

X1 = [Rp.-.Z][Rﬁ.y]x

g = XU
0 = e
g lIx1: X wy|
Zy1; X X1
o b Tk 5.3.1
Y "zli » x“” ( )
x2 = [Rp,:)[Riy)[Rayzlx
- Xgi X Ug;
? [Ix2: X vy
Zo; X Xo;
Yoi = 5.3.2
T = 1,2.3

up = (ag—a;)) up=(as—a) u=(as—ay)
uy = (a3 —ay) uxp=(ag—as) ux=(ag— as)

Donde x1;, ¥1:, Z1i, son vectores unitarios definidos en la direccién positiva del
eje de coordenadas del marco Oy; Z1; Y1i 21i- Asf mismo Xa;, ¥a2i, Z2i, Son vectores
unitarios definidos en la direccién positiva del eje de coordenadas del marco Os;
T2i Yoi Z2i- Y Up3, Ujg, €tc, son vectores unitarios definidos en los puntos extremos
de los eslabones.
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Las coordenadas de los puntos P; relativo al marco coordenado mévil unido
a la plataforma son dados por (a;,b;,¢;) con ¢ = 1, 2, 3. La orientacién del
marco moévil O'z'y’2’ con respecto al marco fijo Ozyz es descrito por la matriz
de rotacién [Q], donde:

qd G2 s
Q= |t % % (5.3.3)
Q3; Q3 Qa3

Las coordenadas del punto Oy; expresados en el marco coordenado inercial
son (Zoi, Yoi, z0i) donde i = 1, 2, 3. Los dngulos ay; y a; son definidos como los
dngulos del primero y segundo eslabén méviles de la i-ésima cadena. Siguiendo
esta notacion, podemos escribir:

Ri] = [Rp,:][Rsy][Rayz]
Ra] = [Ry,:][Rsy)[Ra;][Rpz][Rayie]

donde [Ry;] y [Ra:] son las matrices de orientacién de los marcos coordenados
O1i 1 Y1 211 ¥ O2i T2 Y2; 224, Tespectivamente, con respecto al marco inercial.

Considerando los pardametros anteriormente mencionados, se describen las
condiciones para el balanceo estético, el cual es satisfecho al especificar que el
centro de masa global del mecanismo esté fijo. El vector de posicién del centro
de masa de un eslab6n, multiplicado por su masa es llamado el vector masa
del eslabén. La ecuacién para el vector masa total del sistema puede ser escrito

como:
3

Mr = myrp, + Z(murn + MigiTa;) (5.3.4)
i=1

donde M es la masa total de todos los eslabones méviles del sistema, r es el
vector de posicién de su centro de masa global, r, es el vector de posicién del
centro de masa de la plataforma mévil, ry; y ro; son los vectores de posicién del
centro de masa del primer y segundo eslabén de la i-ésima pierna; mp, my; y my;
son las masas correspondientes, figura 5.3 y figuras 5.4(a y b). La ubicacién de
las masas de los eslabones mostradas en las figuras, son sélo ilustrativas ya que
por lo general no se encuentran ahf.

Los vectores de posicién del centro de masa de cada eslab6én pueden escribirse
COImo: '

I, = IQg + [R}a]llg + [R231123 + [Q](CP = 1'3) (535)
ri; = ro, + [Rulcu (5.3.6)

ryi = ro; + [Ralli + [RaJca (5.3.7)
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Figura 5.3. Localizacién de las masas en la cadena i.

Figura 5.4a. Ubicacién del centro de masa del eslabén 1.
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- Y i > @ my;

Figura 5.4b. Ubicacién del centro de masa del eslabén 2.

Donderp, (¢ = 1,2, 3) son tres vectores constantes desde el marco coordenado
inercial Ozyz a Oy, 0,2 y O;3, respectivamente; 1;; y lo; son los vectores de
posicion desde Oy; a Oy; y de Oy; a P;, respectivamente. Mientras cy; y c2; son
los vectores de posicién desde Oy; al centro de masa del primer y segundo eslabén
de la i-ésima pierna, respectivamente (figura 5.5).

As{ mismo, ¢, y r;(¢ = 1,2, 3) son, respectivamente, los vectores de posicién
desde Or al centro de masa de la plataforma y desde Or al punto P;. Todos los
vectores anteriores ya mencionados -excepto ro;- son expresados en un marco de
referencia local mévil y se asume que los primeros y segundos eslabones de cada
cadena son iguales, por lo tanto my; = m; y mo; = mo., ademés:

[ zo: | E" ai
roi = Yoi = | Y r;=| b
| 20i | Zp (&
[ Tey i Ly l].:l: 12::
Cli = Yey €% = | Yo Lhi=| lyy Lo = | Iy
| 2o, | | 2, 0 0
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Q 11
Figura 5.5. Representacién de la ubicacién de los vectores en la PPE.

Sustituyendo las ecuaciones desde (5.3.5) hasta (5.3.7) en la ecuacién (5.3.4), se
obtiene un vector de componentes:

Mre= | 7y (5.3.8)

donde:

r: = mi(Tos + fuiZa + sas(fisye — fi2za) + cawz(fizyer + fi13za)) +
mi (o2 + g11Za + sa1a(q13ya — G12za1) + cana(gi29a + G13za)) +
my(zor + knZea + soai(kisyer — krazer) + can(kizya + kizza)) +
ma(k,, liz + kishiysonr + zor + Kizsannee — kizsanisagye +
kiisagzea + can(kio(ly + Te2) + kizsanyer + cankizzea) —
can (knye + kizsan ze2)) +
ma(giiliz + Gisliysonz + Toz + G1352Tc2 — Gr28Q125Q2Y e +
g1150222c2 + cana(gr2(ly + Te2) + G135y + CA220132c2) —
can(9nye + gr25022:2))+
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Tz

ma(firliz + fisliysars + Tz + fizsaizze — frzsanzsassyes +
fusagszey + cons(fiz(ly + ze2) + fizsaosyes + cagsfizzes) —
cazs(fuyer + fr2sa13ze2)) +

mp( fr1l1e — caos friloy — azqu — bsgiz — c3qiz + fralysans +
fizlazsans — fralaysaizsags +

canz( fia(ly + laz) + fislaysazs) + Tos + q11Zp + 2y + G132p)

ma(farZa + Yos + sa13(fasyer — fa2ze1) + cous(fooyer + fosz2e1)) +
m1(g21%e1 + Yoz + sa12(g23Yer — g222e1) + c12(g22Yer + G23za)) +
my(k21Za + yo1 + san (kasyer — koozer) + cann (kaoya + koszer)) +
ma(ka1lie + kasliysany + kazsan e + Yo — Kezsanisaayer +

ka1 sa212e3 + cany(kaa(liy + Te2) + kazsanyea + cankazzen) —

can (knYeo + koasanize)) +

mz(gzlhx + 923313,:3012 + g238Q12T 2 + Yo2 — G225Q12522Yc2 +
9215Q222c2 + ca12(g22(ly + Te2) + G235y ca + CO2G232c2) —
cagz(g21Ye2 + go2s22:2)) +

ma(farliz + fosliysans + fazsa13zea + Yos — fazsuzsazsyes +
fa1saaszes + cons(fao(liy + Ze2) + fazsaasyer + cons fazzea) —
cags(faryea + fr250132c2)) +

mp(fmhz = Ca23f21£2y — a3qa1 — b3gaa — C3q23 + f2331930~’13 &
faslazs01z — foaloysarzsans +

conz(fa2(lry + laz) + faslaySaas) + Go1Tp + Yo3 + Ga2Yp + G232p)

= mi(fs1%a + f335013Yc1 + 203 + conzfazzar) +

(
my(ga1Ze1 + g335Q12Yer + 202 + CO12933201) +
mi (ks1Za + kszsaiiyea + zo1 + cairkasza) +
ma(fa1hie + fazsaus(liy + Tea) + caus fazsasyer + 203 +
fa15093202 + cas(— fa1yee + conz fazzen)) +
ma(gs1hiz + gasssaua(ly + Te2) + co2g33s22Yer + 202 +
9315Q227c2 + €022 (—g31Ye2 + C12g332c2)) +
ma(ksi1liz + kszsan (liy + Te2) + cankszsanyee + zo1 +
k3159122 + cag (—ka1ye2 + cankssze)) +
mp( farliz — coos failoy — azgar — b3gaz — c3gs3 +
fas(l1y + loz)saus + cous fasloysaas + qs1Zp + qaayp + 203 + q332p)
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donde:

ki =cdep, kiz=—sp, kiz = cp;sé
ko1 = cdspy ko =cpy ko3 = sdsp,
k31 = —s6 kgg =0 k33 ='gh

11 =cdcpy  G1a = —SpPy Gi13 = CPySO
g1 =0c0spy gn=cp, Gz = s0sp,
g1 =—50 gp=0 g3z = ¢

fun=cdep;  fiz=—sp; fiz = cpsso

for=c0sps faa=1cps  fa3 = s0sps
faa=-s0 f=0 fas =cd

Por otro lado, de las restricciones cineméticas del mecanismo, a saber, de las
ecuaciones de lazo cerrado independientes asociada con los lazos cinematicos Oy
0., P; P3 O, (i =1, 2), se tiene:

roi + [Rui)lii + [Raills = 1oz + [RisJlis + [Ras)las + [Q](r; — x3), i=1, 2

(5.3.9)

La ecuacién (5.3.9) para 7 = 1, puede ser escrita en forma escalar como:

ki1liz — cagkilay + (Ly + lac) (carnkiz + kizsan) +

lay(canikiz — krasani)sam + Top =

fi1(lhiz — cansly) + (a1 — ag)gin + (b1 — b3)qiz + (1 — e3)qus +

(Liy + log) (cans fiz + frasaus) + lay(cans frz — fiasais)sass + o3
(5.3.10)

karliz — caaikailay + (liy + loz) (carikes + kagsany) +

lay(canikos — kazsanr)san + Yo =

for1(lie — cagslay) + (a1 — az)gar + (by — b3)qa2 + (c1 — €3)q23 +

(Liy + loz) (cas foz + fazsaus) + loy(cons foz — froS5013)Sa23 + Yos
(5.3.11)

ksiliz — caoikailay + ksa(liy + loz)sann + conrkaslaysag + 2o =
fa1(liz — caaslyy) + (a1 — as)gs + (b1 — bs)gse + (¢ — c3)gas +
f33((11y + ng)sal;; + 601332!,5023) + Zg3 (5.3.12)

La ecuacién (5.3.9) para ¢ = 2, puede ser escrita en forma escalar como:

g11hie — cagaguiloy + (hy + loz)(caragiz + gizsaiz) +

loy(ca12g13 — gi2812) 5002 + T =

J11(liz — caslyy) + (a2 — az)qu1 + (b2 — b3)qa2 + (c2 — c3)qus +

(hy + laz) (carz fiz + frasaus) + loy(canz fiz — frzsus)saas + Zo3
(5.3.13)
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galiz — canagorley + (Liy + loz)(caiagas + gogsaia) +

lay(ca12g23 — gazsaiz)sage + Yoo =

far(liz — canslay) + (a2 — a3)qar + (ba — b3)gaz + (c2 — €3)qa3 +

(liy + loz)(cans foo + fazsaas) + lay(cons fos — faosanz)sass + yos
(5.3.14)

gaihie — cagagarlay + ga3(liy + lag)sang + caragasloysass + zgo =
fa1(liz — canslay) + (a2 — as)gsy + (b2 — b3)gse + (c2 — ¢3)qas +
f33((51y + ZQI)8(113 + Cal3lgy3023) + 2p3 (5.3.15)

Con objeto de limitar la complejidad de la ecuacién de balanceo (5.3.8),
se eliminan las variables dependientes ag; y asz; de los segundos eslabones de
la primera y segunda cadena cinemdtica. Se eligen estas, debido a que ambas
cadenas se encuentran relacionadas mediante la ecuacién de lazo (5.3.9). Para
lograr esto se despejan en forma arbitraria los términos cosag; y cosage de
cualquiera de las expresiones de (5.3.10) a (5.3.15). Por lo tanto de la ecuacién
(5.3.10), se despeja el término cos ag;:

1
K by
(a1 — a3z)qu1 + (b1 — b3)q12 + (c1 — ¢3)qa3 +
ki3((—ly — l2z)sony — canilaysan) +
kia(can(—liy — log) + loysanisas) +
flg((zly + 123)80’13 + Calslzysaga) +
fr2(cas(liy + loz) — loysaizsans) — zo1 + To3) (5.3.16)

Cehar = (_kllil:a: + fll(lh; = C02332y) +

De la ecuacién (5.3.13), se despeja el término cos agy:

1
cos iy = _911 A (—g11liz + fia(hiz — caasley) +
Yy

(a2 — az)gn + (b2 — b3)qa2 + (c2 — c3)quz +

913((_lly = l521:)5(!12 = Ca]2l2y5(122) +

gr2(carz(—ly — lag) + laysarzsans) +

fia((Ly + log)saus + canslaysags) +

fra(cons(ly + lg) — lyysarzsass) — Tz + o3 (5-3.17)

Las ecuaciones (5.3.16) y (5.3.17) se sustituyen en las componentes 7, 7y,
72, de la ecuacién (5.3.8). Simplificando estas, nos damos cuenta que aparecen
coeficientes multiplicando las variables dependientes del tiempo « y los elementos
de la matriz [Q]. En la referencia [9], se muestra que los coeficientes se repiten
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en cada uno de los componentes r;, 7y, 7.. De lo anterior, el anélisis se puede
realizar a partir de cada uno de los componentes, tomando en forma arbitraria la
componente z, se procede a encontrar las ecuaciones que determinan el balanceo.

Sustituyendo (5.3.16) y (5.3.17) en (5.3.8) y simplificando se tiene:
Tz = Dyign + Denqiz + Dasiqas +

kialyzmaze
( By 4 Dis ¥ Dy — M) "
kll£2y

lizmoz.
(Dmlz + Dgi3+ Dziag — M) cayp +
gulay
kializmoz.
(D:c]l]l + Dys+ Dyg + fukizhstmazes 2) sagy +
kyilay
Lizmaz
(D:cIG + Dgi7+ Dgis1 — M) sayg +
giilay

Dzyaquicany + Degaqiacany + Dyzaqazcan; +

Dgiaqiicans + Dyaaqracons + Dizaqizcans +

Dasquisan + Draaqiesan + Deszqizsan +

Daisqrisaiz + Drzasqiasans + Dessqizsans

Dagacarzcan + Dagzsanican + Diggsazcan +

Diipacanzsan + Digacanzsans + Dygzsazsays +

Dypzsaizsan + Dirjaacanzcan + Diyjgasanacans +

Di1aa8@13cony — Dygiacagssans — (Dzoiz + Diogz)sazsags +

Dig3acazzcans + (Dqass + Daogi)canzsags + Drsacanacang —
fukizmaze

D 3zsaqicagg — Digasayacans + ——-k—cazacau +
11

D, 7isansagca1y — Dercanzsagscan; + Dirzsagzsagscon +
Dzyicanzsagzsan — Dygicaizsagssans — Dyigasaizsaassars +
Dyy12501380a238001 + Diyisisaiasanscanz — Diyysacanzsanzears +
Dg153sa3sagscang + Dagicans + (Dago + Daoni)saas +
ki3maze

2
) saicay, +
k1

(D222 + Daagi)cass + Dasscal; + (

k2 Moz
Ikll

2
2 913M22c2 2
D,oscayy + (—g SQ2c0yy +
1

2
2 G12M22c2
D$273a12 + (
gn

Consty + Consty + Dyao1 + Dzam (5.3.18)

) SQr9) SCY%I +

2
) saesaiy + Daogasanr + Disoesazs +
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El balanceo se alcanza cuando el centro global de masa permanece fijo para
cualquier movimiento arbitrario de la PPE. Esto se logra cuando los coeficientes
multiplicando las variables dependientes del tiempo « y los elementos de la matriz
[Q] son iguales a cero Es decir se tiene que el centro de masa cumple con:

Ty = COTLStl + Constg + szgl + DI3[]1 (5319)

analiticamente se tiene:

D:nll
D:cl?
D:rlS
DxM
Dzl5
D:c‘Z]
D:.c22
D:|:23
Dz24
Dy2s
D..'l:31

D39

1
= my(—as+zp) + —(a1 + a2 — 2a3)mayc2 = 0

lay
: 1
= ( ) (—ay + az)kizmazee = 0
k1132y
1
= ( ) (a1 — ag)kigmoza =0
kll'!?y

1
= (—az + az)gismaze = 0
gnlay

1
= ( ) (Gz = as)glzmzzcz =0
911l

1
= m»p(—b:i + yp) + E(bl + by — 253)m2y02 =0
Yy

1
= ( ) (=b1 + bg)k1amazee = 0
k11£2y

1
by — b3)kiamazes =0
(knby)(l L

1
= ( ) (=b2 + b3)g13maze2 = 0
gr1lzy

I

1
= ( i ) (ba — b3)g1ameze2 =0
Gi1lay

1
= mp(—c3+ 2p) + a(ca + 2 — 2¢c3)Mayes = 0
v

1
= ( ) (—c1 + c3)kiamazea = 0
klﬂ?y
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DzSS
D:|:34

D:l:35
D:c4
DxE

D 61
D 62
D 63
D 64
D zT1
D 72

D z73
D z8
Dy

D::lOl

D:l:102

Da:103

Il

Il

(
(
b

1
kyalzy
1
91132y

glay

) (€1 — c3)kigmazea = 0
) (—c2 — c3)g13mazes = 0

) 2 — €3)G12Mazc2 = 0

(kroma(lyy + zc2) + ma(k12yea + ki3za) =

o

1

lay

13m2(

) C

kiilay

(k13m2(${}1 = Ios)zcz) =0

((_k122 + k?ﬁi)llym?z&‘? + (_klzi‘ *+ k¥3)l2xm23c2) =

( f13k13(zly + 321)m22:c2) =0

)
) (= frok1a(liy + laz)Maze2) = 0
)
)

(fizkismaze2) =0

(fizkiamaze2) =0

Ly + ze2) + mi(ki3ya — k12ze1))
ma(k13(liy + l2z)ye2 + K12l122c2))

) (k1zma(—zo1 + 5503)2:62) =0
) (fraki2(liy + loz)meze) = 0

) (fiski2(liy + loz)maze) = 0

0

=0

) (—ma(ki2(l1y + loz) + Ye2 — k13liz2e2)) = 0

=0

0
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l)zlll

JD;r112
I)zIE
1)x13

D141
D142
Dz143
D3144
Dy151

l)x152

1)3153

1)116
Dﬂ?

1)3181

1)1182

D383

1)3191

1):192

Il

I

(
(

1

k1
1

kl]

1

) (fiski12maoze) = 0

) (fi2k12maze) =0

Griama(liy + 2e2) + Mi(g12Yar + G13za) =0

—) (—ma(gr12(liy + loz)Ye2 — G13l122:2)) = 0

1
l ) (g13m2(T0o2 — To3)2e2) = 0
g11lay
|
7 ) (= fr2g13(Ly + loz)maze) =0
G11t2y
1
) ((9122 + 9123)(lly + log)mazes) =0
g11lzy
1
) (= f13g13(liy + loz)maze2) =0
911l

(—2g12g13M222) =0
(f13913m22c2) =0

(fizgiamaze2) =0

2(513,: ;i $c2) +m (913.%1 - 912%1) =0

é (=ma(g13(liy + loz)Ye2 + g12l122:2)) = 0
g_ull;;) (g12ma(—To2 + Zo3)ze2) = 0
glllfzy) (fr2g12(ly + la)122e2) = 0
9111523,,) (fisg12(ly + l2z)M22e2) = 0

(fisgizmaze) =0

(fizgrzmaze) =0
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1
D;y = (g) (2f13(liy + log)maye2) =0

v
Doy = fis(logmyp + liy(mg + myp) + mozo + myyer) — framaza) =0
D;o1z = fiomazeo =0

Dyoiz = 3fiomaye =0
1
D.y = (—') (2f12(l1y + loz)maye2) = 0

D231 fra(lozmy + liy(ma + my) + mazey + 1Y) — framiza) = 0
Dy232 fismazea =0

Dyz = 3fismayce =0

1
Dzyy = ( ) (k12k13(liy + loz)mazes) = 0
k11l

I

1
Dz25 = ( ) (_k12k13(51y + lQI)m'QZCQ) = 0

kiilay

1
D.y = (k ; )(912913(31y+52z)m2/’«’c2) =0
1la2y

1
D;yr = ( ) (—g12913(liy + lax)mazez) = 0

guilzy
Dyossi = fumazea + fisloym, =0
Dysgy = fraloymy =0
Dasar = ku(lyme +miza) =0
Diogs = kimaze =0
Dz = glx(llxmz i 2 mlxcl) =0
Dyspz = gumgzes =0
Dy3r = —fu(laymy+3mayes) =0
Dy = fugiamaze =
g11
k
Blosy = fn 12M22c2 -0
k11
Dg3y = —fungzmchg =0 (5.3.20)
11

Las ecuaciones (5.3.20) constituyen las ecuaciones que se deben satisfacer
para que la PPE esté balanceada estaticamente La solucién de estas ecuaciones
nos permiten determinan las coordenadas de posicién de las masas de los es-
labones dadas por:

3:(:1 zcg

Cii= | Yo Cs = | Yoo
Zey Zey
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De las expresiones:

Consty = mypTos + (my + ma)(zo1 + o2 + To3) +
ma((2f11 — 911 — kn)he — zo1 — @o2 + 2703) Y2
loy
Consty = fii(liz(ma 4+ mp) + miza)
Dyogr = kn(lizme +myze)

Dison = gu(hiame +miza)

Podemos apreciar que la componente z.; queda incluida en los términos con-
stantes y no aparece en los coeficientes que multiplican las variables dependientes
del tiempo. Para la evaluacién numérica de las ecuaciones de balanceo se consid-
era un valor de z.; = —5cm por conveniencia. Por otro lado aunque y., aparece
en los términos constantes, no se elimina, ya que también aparece en los coefi-
cientes dependientes del tiempo.

5.4. Ejemplo de Aplicacién

Caso 1: Masa del eslabén sin alterar.

Las expresiones de balanceo de la seccién anterior son aplicables para el caso
en el cual la masa de los eslabones involucrados, estd preescrita, es decir, la masa
de los eslabones no puede ser alterada. El balanceo es alcanzado relocalizando
la masa original, a partir de las coordenadas:

Ley e,
Ci: = | Yoy Co = Yeo
Ze, 2

Caso 2: Masa del eslabdn alterada.

Para este caso el balanceo se obtiene al considerar una mayor masa de los
eslabones en relacién con el original; esta diferencia permitird anadir y localizar
la masa requerida para alcanzar el balanceo. Este es el caso a analizar para la
PPE.

A continuacién se evaluan las ecuaciones (5.3.20). Considerando los datos (en
centfmetros) del prototipo propuesto en la sintesis:

ror = (o1, Yo, zom )= (12,2474, 0,0041058, —8,66025 )
o = (2102, Yoz, 202)=(-—6,12372, 10,6066, —8,66025)
( o3, yos, 203 )= ( —6,12372, —10,6066, —8,66025 )

Tr'os
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rh = ( ay, b], Cy ) =( 12,06, 0, —1,905 )

rp = (az by c2)=(-603 -10445 —1,905)

rs = ( as, b3, c3 ) = ( —6,03, 10,445, —1,905 )

L (hay by, 0)=(-15 16,54, 0)

I = (lo ly, 0)=(-1654, 14,77, 0)

¢ = (Zp ¥ 2 )=(0, 0, —1,905)

pl == 00., pz = 1200, ,03 —_ 2400 6 = 35,270
m, = 1,611582 kg, m; = 0,135 kg, my = 0,149 kg masas originales

my, = 1,5611582 kg, my = 0,500 kg, my = 0,700 kg masas alteradas

Un vez evaluadas las ecuaciones en el programa desarrollado en el software
Mathematica, se obtiene un sistema con 60 ecuaciones de las cuales, 51 son
triviales y 9 son itiles, dichas ecuaciones lineales nos permiten determinan los
valores de las coordenadas de posicién requeridas.

Las ecuaciones triviales son:

O.ZCQ =0 O.ch ={)1'0=10
0.20=0|022=0[0=0
0.20=0(0.22=0|0=0
0.22=0]|022=0|0=0
0.2=0]|025=0]0=0
0.20=0]|02=0({0=0

O.ch =0 O.Zcz =0]0=0
0.22=0{0=0 0+0y2=0
0.z2=0[0=0 0+4+0y2=0
0.z2=0]0=0 —0,811609z., =0

—0,6063612.2 = 0

0,1429362z.2 = 0

0,7002152,, = 0

0,3501072,, =0

0 ,42875202 = 0

0,285873z. = 0

0,700215z.2 =0 | 0,428752, =0 | —2,100352, = 0
—2,10035z =0 | —1,286072,0 = 0 | —0,1429362.2 = 0
—0,606218z., =0 | 0,85752,, = 0 —1,28607z.2 = 0

—0,202101z, =0

0,1429362.2 =0

0,567150825 = 0

—0,202101z, =0

0,428752, = 0

—0,2857542.0 = 0
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Las ecuaciones ttiles son:

9,045 + 0,857346y, = 0 (E1)

~15,6675 — 148507y, = 0 (E2)

0,2887152¢; + 0,0000426392z, = 0 (E3)

6,68548 + 0,404202z, + 0,288716y,, = 0 (E4)

—3,34274 — 0,202101z,, — 0,144358y,; + 0,433013z = 0 (E5)
~19,1868 — 1,81865y., = 0 (E6)

—6,39648 — 0,606302y2 — 0,285754z, = 0 (E7)
—0,288715(11,578 + 0,72cs + 0,5%e1) + 0.yc2 — 0,433013z = 0 (E8)
%\/5(11,578-[-0,7:562-!-0,5%1)—0,1443582.:1-[—0,350107%2 = 0 (E9)

Resolviendo las ecuaciones (E1), (E2) y (E6) se obtiene:
Yo = —10,6315
Resolviendo la ecuacién (E7) dando 2z = 0:
Yer = —10,6315
Resolviendo la ecuacién (E3) dando 2z, = 0:
za =0
De las 9 ecuaciones, dos de ellas son combinaciones lineales. Estas son las
ecuaciones (E4) y (E5), de (E4) tenemos:
6,68548 + 0,404202z . + 0,288716y, = 0
si evaluamos la ecuacién (E5) para z.; = 0, tenemos:
—3,34274 — 0,202101z2 — 0,144358y = 0

por lo cual al multiplicar la ecuacién (E5) por (—2), obtenemos que la ecuacién
(E4) y (E5) son iguales.

Resolviendo la ecuacién (E4) 6 (E5), (E8) y (E9) dando 24 = 0, 2 = 0
Y Y = —9,95:
Tep = —12,5757

Ademds asignamos por conveniencia:

Tey = —9
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Los valores finales obtenidos son:

Teg = -5

Yo = —555

za = 0

T = —12,5757
Yo = —10,6315
Zen = 0

Estos valores obtenidos nos dicen como se deben distribuir las masas alteradas
de la PPE. Si estas condiciones son satisfechas, el mecanismo podr4 ser fijado en
cualquier orientacién y, por lo tanto estard balanceado para cualquier direccién
del vector de gravedad.

Para las masas anadidas a los eslabones se considera la ecuacién propuesta
en [6]. Para calcular las coordenadas de posicién y el valor de la masa.del eslabén
1 (figura 5.6), se tiene el siguiente procedimiento:

Figura 5.6. Representacién de las masas.

Para el eslabén 1:

my € = Mg g+ My Iy
Zc1 I_ql I

M| Yoo | = Mo | Yo | +mu | yn (E10)
Zey Zg1 211

ademds se cumple:
my = Mg + M1 (E11)
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donde:
m; = masa de balanceo
mg1 = masa original del eslabén
my; = masa del contrapeso
¢; = vector de posicién de la masa de balanceo
rs = vector de posicién de la masa original
r;; = vector de posicién del contrapeso

se tiene un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas.y los siguientes datos:

o = (-5 —555 0)

rp = (-539, 933 0)
m = 0,5
mg1 = 0,135

Ejemplo 1: Calculando my;, z11, Y11, 211
De la ecuacién (E10) y (E11), se tiene:

-5 —5,39 T
0,5 | —5,55 = 0,135 9,33 +mn | yn
0 0 211

0,5 = 0,135 + mn

resolviendo el sistema.:

1y = —4,85575 cm
yin = —11,0636 cm
211 = 0Ocm

myy = 0,365 l(g

Ejemplo 2: Calculando m;y, 211, 213.
De la ecuacién (E10) y (E11) y dando y;; = —5, se tiene:

-5 -5,39 T11
0,5| —5,55 = 0,135 9,33 +mp | —5
0 0 211

0,5 = 0,135+m11



5. Balanceo Estatico

100

resolviendo el sistema:

Tz = —2,19647 cm
211 = 0 cm
my = 0,80691 kg

Ejemplo 3: Calculando z;;, y11, 211
De la ecuacién (E10) y dando m;; = 0,5, se tiene:

-5 -5,39 T
05| =555 | =0,135| 9,33 +0,5 | yn
0 0 1 zZ11
resolviendo el sistema:
1 —3,5447 cm
ynu = -—8,0691 cm
Z11 0 cm
Para el eslabén 2:
Mgy Cy = MMy Fgo + Moz T
Loy Ty, Too
M| Yoo | = Mg2 | Yoo | +ma2 | Y22 (E12)
Zeg Zgy 299
ademés se cumple:
Mg = Mgz + M2 (E13)

donde:

masa de balanceo
masa original del eslabén

= masa del contrapeso

= vector de posicién de la masa de balanceo
= vector de posicién de la masa original

= vector de posicién del contrapeso

se tiene un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas.y los siguientes datos:

c = (—12,5757, —10,6315, 0)
rpp = (—5,534, 9,902, 0)

my = 0,7

mge = 0,149

g2
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Ejemplo 4: Calculando mys, 22, yo2, 222
De la ecuacién (E12) y (E13), se tiene:

—12,5757 —5,534 T
0,7 —10,6315 = 0,149 | 9,902 + maoy | Y
0 0 222
0,7 = 0,149 + Moo
resolviendo el sistema:
Tog = —14,4799 cm
Y2z = -— 16,1841 c1m
zoo = 0cm
Moo = 0,551 kg
Ejemplo 5: Calculando mys, Z23, 222
De la ecuacién (E12) y (E13) y dando ys, = —5, se tiene:
—12,5757 -5,034 Toy
0,7 | —10,6315 = 0,149 | 9,902 +moy | =5
0 0 222
0,7 = 0,149 + Moy
resolviendo el sistema:
Tyy = —4,47351 cm
Z99 = 0 cm
mgee = 1,77208 kg
Ejemplo 6: Calculando T2, Y22, 222
De la ecuacién (E12) y dando my = 0,5, se tiene:
—12,5757 —5,534 Top
0,7 —10,6315 | =0,149 | 9,902 +0,5 | vy
0 0 222

resolviendo el sistema:

Top = —9,97304 cm
Y2 = —11,1468 cm

Zoo = 0cm
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Con los valores obtenidos en los ejemplos anteriores, se establecen las masas
a anadir y su ubicacién; con el fin de lograr el balanceo.

Para comprobar de manera gréfica las coordenadas de la ubicacién de la masa
a anadir para los eslabones 1 y 2 obtenidas de los ejemplos 2 y 5, se realizé el
siguiente modelo sélido de la PPE (figura 5.7).

Figura 5.7. Contrapesos para el balanceo de la PPE.

Esto permite concluir que el balanceo por contrapesos logrado, con las condi-
ciones establecidas, se cumplen de manera satisfactoria.

Otra solucién puede ser el quitar masa a los eslabones en lugar de anadir,
establecer otra configuracién de los eslabones o realizar un balanceo por resortes.



Capitulo 6

Analisis Estatico y Dinamico

6.1. Introducciéon

Considerando la importancia que tiene el mantener un cuerpo rigido en equi-
librio estdtico y dindmico, en este capitulo se describe el principio de trabajo
virtual empleado para el andlisis cinetoestédtico de la PPE, asf mismo se presen-
tan los resultados obtenidos para el caso no balanceado y balanceado. Una de
las finalidades principales de realizar este andlisis es el poder obtener los val-
ores de los torques requeridos para generar el movimiento de la PPE, los cuales
serdn transmitidos a través de motores colocados en cada una de las cadenas
cinemdticas que forman la plataforma.

6.2. Método de Trabajo Virtual

El método de trabajo virtual se puede emplear para resolver problemas de
equilibrio que involucran un sistema de varios cuerpos rigidos conectados, para lo
cual se debe especificar el mimero de GDL del sistema y establecer coordenadas
que definan la posicién del mismo.

El principio de trabajo virtual [12], representa una gran herramienta para
derivar las ecuaciones estéticas y dindmicas de sistemas de multicuerpos. A difer-
encia de la mecdnica Newtoniana, el pricipio de trabajo virtual no requiere con-
siderar las fuerzas de restriccién o de reaccién, y solo requiere cantidades de
trabajo escalar para definir las ecuaciones estdticas y dindmicas. Este princi-
pio puede ser usado para derivar sistematicamente un minimo de ecuaciones de
movimiento de sistemas de multicuerpos mediante la eliminacién de las fuerzas
de restriccion.

En el uso del principio de trabajo virtual, la importancia de los conceptos de
desplazamientos virtuales y fuerzas generalizadas deben ser tomadas en cuenta

103
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y usadas para formular las fuerzas generalizadas de varios elementos de fuerza,
tales como resortes, amortiguadores y fuerzas de friccién.

El principio de trabajo virtual puede ser usado para obtener un mimero
de ecuaciones igual al mimero de grados de libertad del sistema, de este mo-
do proveer un procedimiento sistematico para obtener la forma reducida de las
ecuaciones de movimiento del sistema mecénico.

El desplazamiento virtual es caracterizado por ser un desplazamiento in-
finitésimal que es consecuente con las restricciones cinematicas impuestas sobre
el movimiento del sistema. Los desplazamientos virtuales son imaginarios en el
sentido que se asume que estos ocurren mientras el tiempo se mantiene fijo.

El principio de trabajo virtual [15], es escrito para un sistema de cuerpos en
la forma:

> {(FY —mia;)"6R: + (MY — (Lw; + w; x Lw;)) T8} =0 (6.2.1)

=1

donde n es el mimero de cuerpos, F}¥ y M son el efecto del trabajo resultante
de fuerzas sustituidas en el centro de masa de cada cuerpo, y 6R; y d¢; son los
desplazamientos virtuales traslacional y angular del cuerpo por descomposicién
bésica con el punto de referencia en el centro de masa. La ecuacién anterior es
algunas veces nombrada en la literatura como la ecuacién central de la dindmica,
la ecuacién de D’ Alembert-Lagrange o la expresion analitica del principio de
D’Alembert en formulacién Lagrangeana. Este dice que un sistema de cuerpos
lleva a cabo un movimiento tal, como para mantener la suma algebraica del
trabajo virtual de todos los efectos de trabajo e inercia igual a cero.

Las fuerzas que producen trabajo son todas las fuerzas aplicadas, incluso
las fuerzas de friccién. Los desplazamientos virtuales traslacional y angular son
los cambios elementales de posicién del cuerpo, estos estdn de acuerdo con las
condiciones geométricas de restriccién del cuerpo examinado, en los cuales estas
condiciones no varfan con respecto al tiempo.

6.3. Analisis Aplicado a la PPE

La figura 6.1 muestra una de las cadenas cinemiéticas que forman la PPE; en
ella se representan el torque del actuador aplicado al primer eslabén, las fuerzas y
momentos inerciales de los eslabones, los pesos de cada uno de ellos, las fuerzas y
momentos inerciales de la plataforma, las fuerzas y momentos externos aplicados
a la plataforma mévil y el peso de la misma. También se representan vectores de
posicién correspondientes a cada eslabén, vectores de posicién correspondientes
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al plato o efector final, y vectores de posicién correspondientes al centro de masa
de los mismos.

Figura 6.1. Vectores de fuerzas, momentos, pesos y de posicién.
donde:

F}“l, F;ﬂ, F? = fuerzas inerciales de los eslabones 1,2 y de la
plataforma mévil.
M;“l, M;“z, M'™ = momentos inerciales de los eslabones 1,2 y de la
plataforma moévil.

W}, W?, WP = pesos de los eslabones 1,2 y de la plataforma mévil
F¢, M® = fuerzas y momentos externos de la plataforma mévil
T; = torques de los actuadores
R? = vector de posicién del punto a}
RJI-,R? = vectores de posicién de los puntos af-, a_?
R, R? = vectores de posicién de los centros de masa de los

eslabones 1 y 2.
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R? = vector de posicién del origen del sistema coordenado
fijo a la plataforma.
RS = vector de posicién del centro de masa respecto al
sistema fijo a la plataforma.

El anélisis dindmico de fuerzas (andlisis cinetoestdtico) se obtiene a partir de
la ecuacién general de trabajo virtual para cada una de las cadenas cineméticas

que forman la PPE incluyendo el efector final.

3 3
W = Y (F))T 6RS™ + > (F)" SRS + >
: I= i=

J=1

(F)T 6R? + (MP)T 6Q + 3°(T;) 6Q)!
j=1

los siguientes términos estdn definidos en la base inercial:

donde:

(5]

inl S O = | 1

: ol
MM = —(I§Mw; + w] x ([I§'w]))

F72 4+ W} = —miaf? + W}

. [} T2
M;? = —([I§%w; +w]? x ([I7%)w]?))
= F°+F" + WP =F° — mPa® + W?

= M°+M"? + R x F?
—([1%)" + wP x ([I)w?))

[Roptato] £

W; = [0,0,—m}g]T
W? = [0,0,—mig]”
WP = [0,0,—mPg]"

5] = [Ry][I")[Ry]"
[Ro;][17%][Ro;]"
I = [Roptato) 1] [Roptato]

(M)T 6Q5™ + 3= (M5)" 6Q5™ +

(6.3.1)
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siendo:
a?l,ajcz, a®? = aceleraciones de los centros de masa de los eslabones 1, 2
y del plato mévil.
] 1
w; ,w; = velocidad y aceleracién angular de los eslabones 1
® 2
w?, w; = velocidad y aceleracién angular de los eslabones 2
m1 m2 mP = masas de los eslabones 1, 2 y del plato mévil
[, [I_,,GQ], [IG”] = inercias de los centros de masa de los eslabones 1, 2
y del plato mévil, definidos en la base inercial.
(18], [1$%], [IJ”] = inercias de los centros de masa de los eslabones 1, 2

y del plato mévil, definidos en la base mévil o local.

6.3.1. Desarrollo de Términos

A continuacién se desarrollan los desplazamientos y orientaciones virtuales

de la ecuacién (6.3.1).

Desarrollando dR§™! y af

El vector de posmlén total del centro de masa de los primeros eslabones RGT1

se define como:

R?‘Tl e R:? + R;':'l = R? L [le] r?l

[Rij] = [Rpj:l[Rey][Ratje]

derivando respecto al tiempo la ecuacién (6.3.7) se obtiene:

.GT] .O .Gi

[Rl.?]alj)

de la ecuacién (6.3.8) el desplazamiento virtual correspondiente es:

0

(30 . [Ryj] r ‘5013

SRS =

aa 5 [RIJ] = [RPJ z][Ré y] [RarlJ z]

(6.3.7)

(6.3.8)

(6.3.9)
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derivando respecto al tiempo nuevamente la ecuacién (6.3.8):

0eGT1 62 . 2 6 e a
R, = (E[Ru]alj i %[le]au) r;
G1 s

0*

52
9a3; Ry] = [Rpj,z][R&,y]W?j[Ralj,x]

Desarrollando 6RG L™ fch2
El vector de posxcmn total del centro de masa de los segundos eslabones RGT2
se define como:

RS = RO+RI4+RP=R?+ Ry r} + [Ry) 1%  (63.11)

Ri] = [Ry;:][Rsy][Rarjzal
[Ry] = [Ry;:][Rsyl[Raijz][Ra.:][Razjz]

derivando respecto al tiempo la ecuacién (6.3.11) se obtiene:

o GT2
LT 1 Kl

J

= ([Aley;) T} + ([B]ay; + [Cla;) r$? (6.3.12)

A] =

[Rm z][RrS y] [RO'lJ z]

[B] = 3& G [R2J] m’m z] [Rﬁ y] [RGIJ z][Rﬁ Z][Ra2j.:r]

[C] =

= [Ryjs][Rsy][Ranjiz] [Rp.] Ea_;@ [Ro;)

de la ecuacién (6.3.12) se obtiene el desplazamiento virtual correspondiente:

SRS = ([Alday;) 1} + ([B]dcus; + [Cléaxs;) r§?
= ([A] 1} + [B] £?) davy; + ([C] £¥?) baxy;

0
——[Ryj] 1§?) by

3]
-[Ry;] 15?) douy; + (6023
(6.3.13)

4 1
= (g Rl 75 + 5o
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derivando respecto al tiempo nuevamente la ecuacioén (6.3.12) se obtiene:

0e GT2
By = [A]als +[Al a];) )+
(%[B]a.lj + [B]%c)q:r [C]a2j + [C] d 0!23) Jc'z
d L]
E[A] - [A]au ([RPJZ][R5;U]8 ) [Ratjz)) o0

d » A
a[B] = BTU[B]GH"'E[B]G%

B] = [Ry;:][Rsyl 55 [Raja][Rsz][Raz;eal]

32[

60!13

(9(!23 [B] = [ P3, "'][I{"’j !u'] [Ral.? 3] [Rﬂ 21 323_ [Ra2j,z]

d d .
(€ = % ba—- [Clex;

ad
-[Razj,a]

[C] = [Ry;:][Rs, y] [R"‘” o/ Rszl 5 Oay;

3 o [C] = [Ry;.][Rsy] [R“”’”][Rﬁ'zlang [Razjz]

sustituyendo cada uno de los términos anteriores se tiene:

ﬁ’GTz _— a A L ] 2 A (1] 1 8 B . 2 8 B] L ] L ] B .9
4 = (}E[ Jay; +[A]ay;) r; + (3013-[ lo; + 30:23-[ ayjon; + [Blag; +
0 « o d v 2 .
E[C]aljazj + E[C]ﬂ% + [Claz;) ©§?
00 GT2 3 3 Be 1
R; = (3 2 [Rla]ala _[Rli]aij) r;+ 3 2 [R2J]al.1
Iél 0 d 5] d
672}(60: » [stl)alaam E[sz]au 3o, (Ba J[stl anjon; +
32

2 [ 1]
5 53[R2J]a2’ @[sz]azj) rs?
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00 GT2 0? 0 ” 6‘
R, = (3 ) [Ru]au a 1_[le]a1j) (50 302, [Roslat; +
6 ) 0? W2 0 e :
26a2, an[RZJ])a]Ja2J+ @[Rﬁ]aﬁ * E[R'zﬂazﬁ) Iy’
c3 e GT2

Desarrollando 6R? y a®
El vector de posicién desde el origen del sistema coordenado fijo al sistema
coordenado mévil de la plataforma, R” se define como:

R? = [Rpiato) ¥ (6.3.15)
i = ¥k

[R'plato] = [R'ﬁ,z][R'G@][Rfi"Z]

derivando respecto al tiempo la ecuacién (6.3.15) se obtiene:

o P

R = (o Rl + 3 Rotald + 3 Rotrld)
= (A9 + [B")0 + [C7)¢) 7 (6.3.16)

A7) = Ry = g R [Ros][Ro
B = o [Ryiaid = Ryl s[Re. ][R
(] = 55 Rt = [Re.iRa] 3R

de la ecuaci6n (6.3.16) se obtiene el desplazamiento virtual correspondiente:
OR? = ([AP](‘M) + [BP]é6 + [C”]c‘)'t,b)
= ( [R'piato] rp) 5’¢' + (69 [R'p!ato] I'p) 00 + ( [Rp[a_;o] I‘p) (5()‘)

i T I9 T3
= |y [0+ [y |60+ | ys | 00
| 21 29 Z3

[ I151,[)+I269+$35¢ Iy Iy I3 6‘@0
= | noY+y00+ysbd | =| 1 Y2 Y3 60

| 2109 + 2260 + 2360 21 2z 23 1)

ot
= [ %[Bﬂﬂw] r? %[B'platt)I r? ,:%,[R‘PIMO] r? ] [ gi ]
SR? = [D,)ép (6.3.17)
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Hikg!]
p= |8 op=| 66
¢ o

derivando respecto al tiempo nuevamente la ecuacién (6.3.16) se obtiene:

siendo:

sep

d y de d . de d . d-
R = (GA%)+ (A%l 50+ Z[B70 + (B0 + Z(C716+(C)59) v

(6.3.18)
SIAT = A+ A+ 3[Ap1¢
d P A 6 v 6 P P
dt[B] = SolBl+ B + S5B
P _ 9 y 8 p 3 p
E[C] = (%[ v+ [C]9+5&;[C ]¢

sustituyendo cada uno de los términos en la ecuacién (6.3.18), se tiene:

se P

R = ( (%[A”];ﬂvz+£[A”]5@?)+£[AP];5{IJ)+[AP];,(;+
Q[Bph'pénr [BP]B + 3[BP]¢9) [B?)6 +
(5516 + 5 S+ ZCp )+ B19) ) v

extrayendo los términos semejantes:

Broge O 9
%[A] = _[Rﬂb ]8_9’[1:{\9,3:] [R¢,z]

9 7y
5B = aw[m o [Rod][R.

8 an 6
6_.;{) [A ] % [qu,z] [Rﬂ,:c] '67;5 [R¢,z]

d p _ O o
%[C] - -_"[R'iﬁz][RBx]—_‘[R(b,z]

0 #
8_¢[B] - [Rﬁb ]aa[Rﬂx] [ qbz]
9 w1 —
701C1 = [sz]aelBaz] [R,»,,]
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finalmente:
el 2 ™ o
B = (A + S+ 200+ (A + Zmi +
[CP]¢)+2( A élAP]¢¢+a—¢[B”]555) ) 17
al? = ﬁp (6.3.19)

. 1
Desarrollando wj,w; y 6Q5™
El vector de velocidad angular del cuerpo 1, w} se define como:

w;- = w; X1 = a.lj X1 = a.lj([Rpj.z][RJ,y]x) (6‘3'20)

La derivada respecto al tiempo de un vector se escribe como:

dt (A) +wx A

1
- L -
por lo tanto la aceleracién angular w; se escribe como:

ol ol

.1
w; =(w;)r +0X w; =w

j X1 = C;;J X1j (6321)

considerando la férmula sobre desplazamientos virtuales dado en [7], se tiene:

5 = 3
3w1 3 .
Q5T = L bay; = —(ay; x15) by
30:13- Qayj

Desarrollando sz c..vJ y 6QFT?
El vector de velocxdad a.ngular total del cuerpo 2, w se define como:

wn _— w.-—[—w,:w].

] j j j X1+ wj X2j

a.lj Xy + 0.23' X2j
= 01;([Rpj.)[Roy)x) + @2;([Rpjz] [Rsy)[Ran; o] [Rp )

(6.3.23)
T2
y su aceleracién angular w; como:
.T2 .1
&y = (&) +0x W} () + (W) x (D)

ol

o2
= @; X1 +W; Xg; + (W] X15) X (WF xg5) (6.3.24)
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considerando la férmula sobre desplazamiento virtuales angulares, se tiene:

OwT? OwT?

0Q7"? = —L-bau; + —L-day;
Cl’lj O.’zj
5Q?T2 = Xjj (5013; + X2 5(.!23; (6325)

Desarrollando w?, & y 60Q
El vector de velocidad angular w? se define como:

W = wytwytws=wy 2+ we Xp + Wy Zp2
= ?Lz+éxp1+€.?f’zp2
= 9 2+ 6([Ry.Jx) + $([Ry:][Rozl2) (6.3.26)
derivando respecto al tiempo (6.3.26) se obtiene:
oP d d

L ] [ ] [ ]
= (wy)r +0 X wy + (We)r + Wy X Wy + (Wg)r + (Wy + wy) X Wy

= Pzt X+ @ 2) X 0 x0)+ 6 2+ (P 2+ 0 %) X (§ 70)

(6.3.27)
por lo tanto:
p P P
i = (2 2 59412 gy
o o6 P
= 2 0+ Xy 00 + zpp 00
o
= [z %3 Zp]| o0
oo
= [E,] op (6.3.28)
Como se demostrard mas tarde se tiene:
0Q = [El]‘1 (6.3.29)

sustituyendo en (6.3.28):

5Q = [EJE] 6o
= [E5] 501
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Desarrollando (T;)” 6Q}
A partir de la definicién del producto punto:

(cu)T(dv) = cd(u)T (v) (6.3.30)
y considerando que:
T, = Tixy
§Q; = 60’13.' X1j (63.31)

se tiene:

(T;)7 6Q} = (Tj x1;)7 (Ba; x15) = (Tj bar;)(xT; x45)
= ’1}(5(}‘15; (63.32)

6.3.2. Matrices de Transformacion

A partir de la cinemdtica, capitulo 4, ecuaciones (4.3.16) y (4.3.20), se pueden
asociar las velocidades angulares de los eslabones 1 y 2 dados por ay, y a3,, al
movimiento de la plataforma dados por 1, 0 y ¢:

@y = - (‘71;) (%?’(sz) + 0(Vay) + 55("23')) (6.3.33)
o = (V%J) (a'uvﬁj + Vi + évsj) (6.3.34)
De la ecuacién (6.3.33), para j = 1,2, 3, se tiene:
an = —%(Vmi}) + Vi + V41;5)
ayy = —%(szﬁ.ﬁ' + Vaah + V42;5)
a3 = —%(st':b + Vagh + V43'§?’)

matricialmente se puede escribir como:

L ]
.
_Va _Va _Vn
an Vi T b ?
b — Y2 _ Va2 _ Va2
Qi | = Vi "V Vo 6
- _¥23 _Vaz _ Vg .
i3 Viz Vis Via ¢
L] l L
a = [El]P

b= [E'& (6.3.35)
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donde:
ol . . L]
® = [ Qq1, Qhz, Q3 ]
L ] [ ] L] L] T
b= |4 0 ¢]
_Va _Va _Va
v V) v
B] = | - - -
_Va _Va _Va
Viz Vis Via
en funcién de los desplazamientos virtuales:
da! = [E,| op
op = [E! dad (6.3.36)
donde:
601 = [ 60.’]1, 6(1’12, (50’13 ]T
op = [oy, 00, 6]
De la misma manera de la ecuacién (6.3.34), para j = 1,2,3, se tiene:
° 1 ° b e
an = ———(Veian + Vayp + Va0)
Va1
L ] ]. L ] s ®
azy = ———(Veeoua + Viatp + Vio)
Va2
. 1 . - el
oz = —V—(nga'm + Vazp + V339)
53
matricialmente se puede escribir como:
an -#® 0 0 ]|an = SN
® . 0 A Ve 0 . _fn _ﬁz 0 .
‘d o v [ ZET T B G|
Q3 0 0 T Vas 33 _ng Va3 0 ;{,
. 2 ol .
a = [Ela +[Esp

= [Bol& + [E][Ed] 'S
= (([Ed] + [Es][E) )&

& = [Bd&
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donde:
2 [ . ] . T
a = | 021, Q2, 023]
[ - 0
Ve v
[Eq] = 0 -3 % ]
. D 0 —;,g‘;
[ =¥ e )
551 %1
B3] = | =% -v; O
Vex Vs
_Ya _ 0
L Vs Vs

[Ed) = [Eg]+ [Es)[Eq]™
y su desplazamiento virtual se define como:

ba’® = [E4] 6’ (6.3.37)

b = [bam, ban, 50123]T

Retomando de nuevo la ecuacién general de trabajo virtual (6.3.1) y susti-
tuyendo los términos (6.3.9), (6.3.13), (6.3.17), (6.3.22), (6.3.25), (6.3.29) y (6.3.32),
se tiene:

W = SSFTRGT + S (FT ORI+ S (M7 Q5 + 3 (M) 6QST +
j=1 j=1 =
S (T,)T 6Q} + (E7)T 6RP + (MP)T 6Q
i=1

— SE) (o tRul 1fan; ) +

,
—

a ad a
( wr ((53;[31;] rj + E[R%‘] r$?)day; + (%;[sz] r?2)502:') %

é ) (X}j) 5(113‘. -+ i(M?)T (X]j 60!1_;5 + X2; 5()!23:) +
T, by + ()7 (IDylp )+ (V)" ( (i)
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simplificando:
W =

Z[(F)

=1

- 9 )
i ?1) . B (F?)T(E[Ru]r} =5 E[jo]rfz) (h/.[1 = Mz) (XIJ) 6{l’1j +

., 0
ST, by + 3 [(F,%)’ (G B 557)+ (V)T ()| G, +
j= j=

(F")" (ID,[E1) ™) de' + (MP)" ([Es]) 6c'
asignando nuevos términos:
i @ 0
Hy; = (F})P(STU[RU]I‘?]) i (F;?)T(E[R:j]f} [R23] + (M +M;)" (xy)
d
Hy = (F5)"(5—[Raj] %) + (M) (x25)
Cl’gj
Hy; = (F?)" ([D,][E:]™") + (MP)"[E]
introduciendo los términos y simplificando atin maés:

3
ow = EHIJ 50:13 i Z:sz 60.’23 +H3 5& + ZT (5013

Jj=1 i= g=1
oW = (HYT éa! + (H)T 6 + H? 6’ + T7 6!
ow = (HHY éa! + (H*)T[E,] 6o’ + H? 6’ + T7 6’
donde:
H' = [ Hu, Hy, Hiy }T
H? = [ Ha, Hi, Ha ]T
T = [ Tl! T21 T3 ]T
finalmente:

W = (HHY +H)TEJ+H* +TT) o’

W o= (HEHY +HY"+H* +T" ) da’

W = (H'+H?+ )7 +T)" 6a
Para el equilibrio dindmico [12] se requiere que éW = 0, ya que da' # 0,
entonces tenemos que:

H +HY+ BT +T=0
de donde:
T=-(H+H+#HY)") (6.3.38)

la cual es la ecuacién que nos permite determinar el valor de los torques en cada
una de las cadenas cineméticas que forman la PPE.
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6.4. Analisis Estdtico

6.4.1. Para el Caso No Balanceado

Para este anélisis se requieren los datos obtenidos de la sintesis y del modelo
sélido realizado de la PPE, las masas se dan en kilogramos y las magnitudes de
los vectores de posicién en metros:

Masa del eslab6n 1 = 0,135
Masa del eslabén 2 = 0,149
Masa del plato o efector final 1,511582
Vector de posicién del eslabén 1 (—0,15, 0,1654, 0)
Vector de posicién del eslabén 2 (—0,1654, 0,1477, 0)
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 1 (—0,0539, 0,0933, 0)
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 2 = (-0, 05534 0,09902, 0)
©,
(

Il

Vector de posicién del centro de masa del plato — 0,01905)
Vector de posicién de la base inercial-base del plato = (0, 0002 0,00001, 0,10451)

Con los datos anteriores se procede a realizar la sustitucién de los valores
en la ecuacién (6.3.38), y se obtienen los valores de los torques para el caso no
balanceado de la PPE, para cada una de las cadenas cineméticas que la forman.

La siguiente gréfica 6.4.1, muestra la comparacién de los torques en las 3
cadenas cineméticas que forman la PPE obtenidos en el sistema no balanceado
estaticamente.
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Griéfica 6.4.1. Comparacién de los torques.
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Siendo T1 el torque en la cadena 1, T2 el torque en la cadena 2 y T3 el torque
en la cadena 3, respectivamente.

6.4.2. Para el Caso Balanceado

Considerando el procedimiento ya descrito se indican ahora los nuevos datos;
los cuales se obtuvieron del andlisis de balanceo y del modelo sélido realizado de
la PPE:

Masa del eslabén 1 = 0,5
Masa del eslabén 2 0,7
Masa del plato o efector final 1,511582
Vector de posicién del eslabén 1 (—0,15, 0,1654, 0)
Vector de posicién del eslabén 2 = (—0,16,54, 0,1477, 0)
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 1 = (—0,05, — 0,0555, 0)
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 2 = (—0,125757, — 0,106315, 0)
Vector de posicién del centro de masa del plato = (0, 0, — 0,01905)
Vector de posicién de la base inercial-base del plato = (0,0002, 0,00001, 0,10451)

Il

Il

De igual forma, se procede a realizar la sustitucién de los valores correpondi-
entes en la ecuacién (6.3.38), y se obtienen los valores de los torques para el caso
balanceado de la PPE, para cada una de las cadenas cineméticas que la forman.

Las gréficas (6.4.2a y b) muestran la comparacién de los torques en las 3
cadenas cineméticas que forman la PPE obtenidos en el sistema balanceado
estdticamente.

Se puede ver en las gréficas anteriores que el valor de los torques para el caso
balanceado son practicamente nulas en comparacién con los valores obtenidos en
el caso no balanceado.
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6.5. Anadlisis Dinamico

6.5.1. Para el Caso No Balanceado

Para este andlisis se requieren los datos obtenidos de la sintesis y del modelo
s6lido realizado de la PPE, las masas se dan en kilogramos, las magnitudes de
los vectores de posicién en metros y los momentos de inercia en kg-m?

Masa del eslabén 1

Masa del eslabén 2

Masa del plato o efector final

Vector de posicién del eslabén 1

Vector de posicién del eslabén 2

Vector de posicién del centro de masa del eslabén 1
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 2
Vector de posicién del centro de masa del plato
Vector de posicién de la base inercial-base del plato

Il

l

Il

|

l

0,135
0,149

1,511582

(—0,15, 0,1654, 0)
(—0,1654, 0,1477, 0)
(—0,0539, 0,0933, 0)
(—0,05534, 0,09902, 0)
(0, 0, —0,01905)

(0 0002 0,00001, 0,10451)

Momentos de inercia del eslabén 1

I, (3682,987 x 107°, 2604,365 x 107>, 2,0 x 107®)

I, = (2604,365x 107°, 2775,015 x 10™°, —2,0 x 107°)

I, = (20x1078 —20x107% 6312,887 x 107°)
Momentos de inercia del eslabén 2

I, (4662,162 x 1075, 3575,956 x 107>, 3,0 x 107®)

I, = (3575,956 x 1075, 4011,636 x 10™°, —2,0 x 107°)

I (3,0 x 1078, —2,0x 1078, 8513,91 x 107°)
Momentos de inercia del plato mévil

I, = (58758,164 x 1075, 20 x 107%, —2,5x 107")

I, = (2,0x107% 58758,102 x 1075, 1,070 x 107°)

I, = (=2,5x1077, 1,070 x 1079, 1,02969467)

De igual forma, se procede a realizar la sustitucién de los valores correspon-
dientes en la ecuacién (6.3.38) y se obtienen los valores de los torques para cada
una de las cadenas cineméticas que forman la PPE.

La gréfica 6.5.1 muestra la comparacién de los torques obtenidos en las 3
cadenas cinemadticas que forman la PPE.
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Gréfica 6.5.1. Torques obtenidos, caso no balanceado.

Las gréficas (6.5.2a, by ¢), muestran las comparaciones de los torques obtenidos
entre el andlisis estdtico no balanceado y el dindmico no balanceado:

3. —r
]
= 2
Z
S /\ EstatipaRojo
@ Dinamifca-Azul
o 1
0
IS]
©
—
@
o O
Z
=l \
. ]
=1 w
0 2 4 6 8 10
t(seqg

Gréfica 6.5.2a. Comparacién de torques cadena 1.
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Gréfica 6.5.2c. Comparacién de torques cadena 3.

Se puede ver en las gréaficas (6.5.2a, b y c), anteriores, que el valor de los
torques para el caso dindmico no balanceado son mayores en comparacién con
los valores obtenidos en el caso estitico no balanceado, debido a que en el caso
dindmico se han tomado en cuenta las fuerzas de inercias aplicadas a la PPE.
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6.5.2. Para el Caso Balanceado

Considerando el procedimiento ya descrito se indican ahora los nuevos datos;
los cuales se obtuvieron del andlisis de balanceo y del modelo sélido realizado de
la PPE:

Masa del eslab6én1 = 0,5
Masa del eslabén 2 = 0,7
Masa del plato o efector final = 1,511582
Vector de posicién del eslabén 1 = (-0,15, 0,1654, 0)
Vector de posicién del eslabén 2 = (—0,1654, 0,1477, 0)
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 1 = (—0,05, — 0,0555, 0)
Vector de posicién del centro de masa del eslabén 2 = (—0,125757, — 0,106315, 0)
(0, 0, —0,01905)
(

0,0002, 0,00001, 0,10451)

Vector de posicién del centro de masa del plato =
Vector de posicién de la base inercial-base del plato =

Momentos de inercia del eslabén 1
= (43053,681 x 107°, 392,253 x 107, 2002,0 x 107°)
(392,253 x 1075, 9748,273 x 107>, 10054,618 x 10~°)
I, = (2002,0 x 107, 1054,618 x 107°, 35698,881 x 107°)

o g
I

Momentos de inercia del eslabén 2
I, = (59525822 x 107°, —10205,416 x 10~°, 7127,739 x 107°)
(—10205,416 x 107, 16538,370 x 107°, 13321,818 x 107°)
I, = (7127,739 x 107°, 13321,818 x 10~°, 57619,411 x 107°)

&~
|

Momentos de inercia del plato mévil
I, = (58758,164 x 107°, 2,0 x 107%, —25x107)
I, = (2,0x107% 58758,102 x 10~°, 1,070 x 107°)
I, = (=2,5x1077, 1,07 x 107°, 1,02969467)
De igual forma, se procede a realizar la sustitucién de los valores correspon-

dientes en la ecuacién (6.3.38), y se obtienen los valores de los torques para cada
una de las cadenas cineméticas que forman la PPE.

La gréfica 6.5.3 muestra la comparacién de los torques obtenidos en las 3
cadenas cinemdticas que forman la PPE.
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Griéfica 6.5.3. Torques obtenidos, caso balanceado.

Las gréficas (6.5.4a, b y ¢), muestran las comparaciones de los torques obtenidos
entre el andlisis dindmico no balanceado y el dindmico balanceado:
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Gréfica 6.5.4a. Comparacién de torques cadena 1.
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Gréfica 6.5.4b. Comparacién de torques cadena 2.

1nan.

— 7

i \

0 2 4 6 8 10
t(seq
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Se puede ver en las gréficas (6.5.4a, b y ¢), que el valor de los torques para el
caso dindmico balanceado son mayores en comparacién con los valores obtenidos
en el caso dindmico no balanceado, debido a que en el caso dindmico balanceado
se han incrementado las masas y por consecuencia las fuerzas inerciales aplicadas
ala PPE.



Conclusiones

Con lo realizado en este proyecto de tesis, se puede concluir lo siguiente:
En la sintesis realizada para la PPE:

= Se pudo comprobar que los métodos empleados ( matrices de desplaza-
miento y dngulo constante ), producen el mismo sistema de ecuaciones no
lineales de diseno. Estas ecuaciones tienen la ventaja de proporcionar re-
sultados rdpidos mediante el uso del método numérico de Newton-Raphson
y tienen la desventaja propia del método numérico de requerir valores ini-
ciales apropiados que permitan una répida convergencia. Lo anterior hace
que la sintesis sea un proceso iterativo de solucién.

= A través de la sintesis se lograron distintas configuraciones para la PPE en
cuanto a las dimensiones y forma de cada uno de los eslabones, plataforma
mo6vil y base fija. Decidiendo finalmente un arreglo simétrico el cual cumpli-
era con un dngulo de 90° en la formacién de los eslabones, esto permite
una simplificacién en las ecuaciones cineméticas.

= También se pudé comprobar que no cualquier configuracién o arreglo de
eslabones cumple con las condiciones requeridas para la PPE, por lo tanto,
se necesita un proceso iterativo para encontrar una solucién satisfactoria
con base en el planteamiento realizado.

Una vez resuelta la sintesis, con los datos generados se desarroll6 el anélisis
cinemdtico inverso de la PPE:

= Mediante el método de forma cerrada se obtuvieron la posicién, la veloci-
dad y la aceleracién. La desventaja de este método radica en el largo y
complejo proceso en la obtencién de las ecuaciones, pero su ventaja es que
proporciona ecuaciones de facil y rdpida sustitucién, dando rapidez en el
célculo cinemdtico y como consecuencia en el dindmico.
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Del balanceo estético de la PPE se puede concluir que:

= Debido a la configuracion esférica de la plataforma la composicién de rota-
ciones de los segundos eslabones de las cadenas cinemdticas respecto a los
primeros eslabones no se puede evitar, lo cual origina ecuaciones més com-
plejas de balanceo. Lo anterior dd como consecuencia numerosas ecua-
ciones de balanceo equivalentes o linealmente dependientes entre sf. A
partir de las cuales se obtuvo un conjunto reducido de ecuaciones ftitiles
para el balanceo.

= Al implementar el método de masas anadidas, los brazos de palanca forma-
dos por los vectores de posicién de las masas anadidas crecian para valores
de masas muy pequenas, ademds cuando se pretendian generar brazos de
palancas cortos, las masas requeridas resultaban grandes.

= Algunas de las soluciones encontradas para el posicionamiento de los con-
trapesos producian interferencia con el movimiento de la plataforma (entre
sus eslabones).

= Se encontraron coordenadas de posicién que permitieron ubicar las masas
de contrapesos de manera satisfactoria evitando la interferencia.

= Para evitar el fenémeno de interferencia, una posible solucién serfa
plantear una configuracién de plataforma distinta que satisfaga los valores
del balanceo o realizar el balanceo a través de resortes.

Se realiz6 también un anilisis estdtico y dindmico mediante el principio de
trabajo virtual, con el fin de comprobar el balanceo logrado de la PPE:

» A partir de los resultados obtenidos del anélisis estético, se comprobé el
balanceo de la PPE, ya que los valores de los torques para cada una de las
cadenas cineméticas de la PPE, resultaron practicamente nulos.

= Con esto se demuestra que el mecanismo balanceado estdticamente no re-
quiere de un torque externo para mantener su equilibrio respecto a una
orientacién en particular.

= Asf mismo en el anélisis dindmico se analizaron los casos no balanceado
y balanceado, verificando que el caso balanceado requiere de més torque
en comparacién con el caso no balanceado, esto debido a las masas que se
anaden con los contrapesos.

Serd de gran importancia el poder construir el disefio del prototipo
propuesto para la PPE, con el fin de comprobar los resultados analiticos con los
experimentales y asf profundizar en el estudio de las plataformas paralelas.



Apéndice A

Términos Algebraicos Empleados

A.1. Solucion de Ecuacién Trascendental

Considerando la ecuacién:

Acp + Bsyp = cf (A.10)
se tiene al dividir por
VA? + B?
A St B ool = C
VT B VErB " JEIB

por lo tanto, considerando el tridngulo rectdngulo mostrado en la figura

(A.11)

Jats

se tiene:

A

VBB
B
o = (A-12)

siendo s = seno, ¢ = coseno

c(s:

de donde:

129
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cécw+c53w=—%
c(p—6) = ce
c(p—9d) = c(-e)

debido a que ¥ — 6 = € tienen el mismo coseno, por lo tanto:

arc cos(c((y — d8)) = arc cos(ce)
Y—0 = € ;
Y—06 = —e (A.13)
asi:
e (A.14)
también:
Ry
donde:
arc cos(ce) = arc cos(—L)
VLB
e = arc cos(ﬁ) (A.15)
de (A.12):
@ _ B
o A
B
tand = i

(A.16)

0 =arc t(m(z)
sustituyendo (A.15), y (A.16) en (A.14), obtenemos la ecuacién de transforma-
cién en términos del dngulo de salida correspondiente en este caso para aplicarse

a cada una de las cadenas cineméticas de la PPE:

C

AT (A17)

P =arc tan(g) + arc cos(
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A.2. Angulo entre Dos Vectores
Considerando que el dngulo entre dos vectores es dado por:
- u-v
cos m —
[l a [l v
u-v = [ull]|vlcosn (A.18)

de lo anterior, el dngulo entre dos vectores de la PPE como a; y aj, es igual:

(a;)" (azp) =l a; ||l| ajp || cos n

como la norma de a; y a;, es igual a la unidad, entonces:

(aj)T(aJ—p) = cos 1)

(A.19)

Siendo j = 2,3, 5,6, 8,9; los cuales representan cada uno de los puntos de los

eslabones formados en cada una de las cadenas cineméticas.



Apéndice B

Dibujos de Detalle y Ensamble
de la PPE

A continuacién se muestran los dibujos de detalle y ensamble de la PPE, en
los cuales se representan cada uno de los elementos que la forman, los cuales son:
el plato base, la pierna base, la pierna eslabén y el plato mévil o efector final;
asf como los elementos de unién.

Una de las caracteristicas de la PPE es su simetria en sus cadenas cineméticas,
por lo tanto solo se consideran los elementos que forman una de ellas.

Cabe aclarar que las propiedades de los materiales que se emplearon sola-
mente sirven como referencia para obtener los datos necesarios de masa, centros
de gravedad, momentos de inercia, etc; los cuales fueron iitiles para desarrollar
todo el anélisis realizado en la tesis.

Para los eslabones, plataforma mévil, plato base, rodamientos y pernos de
conexién, se considera:

Material : Aluminio
Densidad : 1gr/cm®
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2.54

Universidad Nacional Auténoma de México

Escala: 1: 2| Acotacién: cm | DIB. No. 1

D= Eslabon 1 Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lopez Luiz [ Maestria en Ingenieria
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Universidad Nacional Auténoma de México

Escala: 1: 2 Acotacién: cm

DIB. No. 2

®= | Eslabén 2

Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lopez Luiz

Maestria en Ingenieria
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Universidad Nacional Auténoma de México

Escala: 1: 4

Acotacién: cm

DIB. No. 3

®

Plato Superior

Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lépez Luiz | Maestria en Ingenieria
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Universidad Nacional Auténoma de México

Escala: 1: 4 Acotacién: cm

DIB. No. 4

&

»=+ | Plato Base

Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lépez Luiz | Maestria en Ingenieria
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Y

Universidad Nacional Auténoma de México

Escala: 5: 1 Acotacién: cm

DIB. No. 5

9=+ | Rodamiento

Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lopez Luiz [ Maestria en Ingenieria
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3.500

Universidad Nacional Auténoma de México

Escala: 3: 1

Acotacion: cm

DIB. No. 6

@

Perno de Union

Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lopez Luiz | Maestria en Ingenieria
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Universidad Nacional Auténoma de México

Escala:

Acotacion:

DIB. No. 7

Ensamble PPE

Diciembre 2004

Dibujé: Norberto Lopez Luiz

Maestria en Ingenieria
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&
Lista de Partes
No. de pieza Descripcidn Cantidad
1 Eslabdn 1 3
2 Eslabdn 2 3
3 Plato Superior ]
4 Plato Base ]
5 Rodamiento de bolas !
ursth 45. 8
6 Perno de unidon 9
Nota:; Solo se muestra una de
las cadenas cinemdaticas Universidad Nacional Auténoma de México
de la PPE.
Escala: 1: 2.5 | Acotacién: DIB. No. 8
Vista en Explosivo | Diciembre 2004
Dibujé: Norberto Lépez Luiz | Maestria en Ingenieria
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