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Capitulo 1

Introduccion

Las computadoras al ser de capacidad limitada, cuando se usan como modeladores del
mundo fisico necesitan representaciones finitas de este. Esto significa que no podemos re-
presentar un cuerpo tridimensional en una computadora como listado de la infinidad de
puntos que en el mundo fisico lo describen. Necesitamos una representacion que la com-
putadora pueda manejar.

Una manera de lograrlo es dividir el objeto original en objetos mds pequefios maneja-
bles por la computadora. Este enfoque es muy usado en gréficacion por computadora donde
se suele dividir el cuerpo o superficie que se quiere gréficar en tridngulos, los cuales son
grificados de manera independiente. Esta division podria no ser una representacion fiel sin
embargo se puede aproximar tanto como se quiera. Pero esta técnica no se limita sélo al
ambito de grificacion por computadora, también por ejemplo en el cidlculo numérico de
una funcién se suele aproximar el dominio mediante tridngulos y hacer el cdlculo en ca-
da uno de estos tridngulos por separado. En general es usado como una herramienta para
aproximar la realidad fisica.

Esta gama de aplicaciones ha motivado el estudio de triangulaciones (divisiones en

9



10 Capitulo 1. Introduccién

Figura 1.1: Representacién de un cuerpo fisico.

tridngulos) de diversos objetos como son conjuntos de puntos, poligonos y superficies. En
esta obra nos enfocaremos en los primeros. Sin embargo, si trabajamos con un sélido los
tridngulos como unidad de divisién resultan inadecuados, necesitamos pues otra unidad
atémica. En estos casos se suele usar tetraedros y entonces hablamos de tetraedralizaciones
en vez de triangulaciones.

Ademds de su gran aplicacion préctica las triangulaciones y tetraedralizaciones son un
objeto fascinante de estudio desde un punto de vista puramente tedrico. Estudiaremos am-
bos aspectos indistintamente a lo largo de la obra. Un problema en particular, que es la
motivacion y el trasfondo de este trabajo, es el de triangular y tetraedralizar hamiltonia-
namente conjuntos de puntos. Sin entrar en detalles, una triangulacién (tetraedralizacion)
es hamiltoniana cuando todos sus tridngulos (tetraedros) se pueden poner en secuencia de
manera que dos consecutivos comparten una arista (respectivamente una cara) y cada uno
aparece una sola vez en la secuencia. Este problema tiene la virtud de ser un problema muy
interesante desde el punto de vista tedrico y tiene una aplicacion directa pues nos permite

acelerar el procesamiento de las triangulaciones (tetraedralizaciones).



11

Nuestra perspectiva es la de la Geometria Computacional y las Mateméticas Discretas
en general por tanto tratamos en medida de lo posible atenernos al estilo de éstas dreas.
Prefiriendo la intuicién sobre el formalismo en las demostraciones y exposicién de los
teoremas.

Por lo mismo libremente hacemos uso de conceptos y definiciones de 4dreas como Teoria
de Gréficas, Andlisis de Algoritmos y Geometria Computacional. Para no extender dema-
siado la obra no incluimos apéndices de estas areas en cambio referimos al lector a libros
especializados. En lo concerniente a Teoria de Gréficas la notacién que usamos es estdndar,
para mayor referencia véase [7], [11], [4]. Para Geometria Computacional véase [14] y para

Andlisis de Algoritmos en general [5].



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones y conceptos que necesitaremos posteriormen-
te. Definiremos los conceptos de convexidad, cierre convexo y casquete convexo. Introdu-
ciremos también la nocién de puntos en posicién general. Haciendo uso del concepto de
convexidad diremos lo que es una triangulacién y lo que es una tetraedralizacién de un
conjunto de puntos en posicién general.

Como no siempre nos interesa el contexto geométrico de una triangulacién o tetraedraliza-

cién definiremos la grdfica dual de una triangulacién o una tetraedralizacion.

Una vez definido lo que es una triangulacién y una tetraedralizacién de un conjun-
to de puntos, probaremos que todo conjunto de puntos en el plano(espacio) admite una
triangulacién(tetraedralizacién). Después veremos propiedades combinatorias de las trian-
gulaciones y tetraedralizaciones. Serd aqui donde se verdn las primeras diferencias entre
ambos conceptos. Finalizaremos con una discusién sobre extensiones e implicaciones de

estos resultados.

13



14 Capitulo 2. Preliminares

Figura 2.1: La cerradura convexa de un conjunto y el casquete convexo del mismo conjunto
2.1. Definiciones

Definicién 1. Sea S un conjunto en R", diremos que S es convexo si dados x,y € S el

segmento de recta que los une estd contenido en S.

Con esta definicién podriamos pensar en el conjunto convexo mds pequeiio que conten-

ga a un conjunto de puntos, es decir:

Definicion 2. La cerradura convexa o cierre convexo de un conjunto S se define como la

intereseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a S y la denotaremos como

Conv(S).
En la prictica nos interesaran aquellos puntos que estdn en la frontera del cierre conve-
X0.

Definicion 3. El casquete convexo de un conjunto S es la frontera de Conv(S ).

De hecho ningiin conjunto finito con mds de un elemento es convexo sin embargo dire-
mos que dicho conjunto se encuentra en posicién convexa si estd contenido en su casquete

convexo.

Podemos entonces definir que son las triangulaciones y las tetraedralizaciones.

Definicion 4. Sea S un conjunto de puntos en el plano. Por una triangulacion T de S en-

tenderemos una particion de Conv(S ) en una familia de tridngulos tal que los tridngulos:
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Figura 2.2: Triangulacién de un conjunto de puntos

1) Tengan sus vértices en S .
2) No se intersecten en su interior.

3) No contengan elementos de S en su interior.

Andlogamente definimos lo que es una tetraedralizacién:

Definicién 5. Sea S un conjunto de puntos en el espacio. Por una tetraedralizacion T de
S ,entenderemos una particion de Conv(S) en una familia de tetraedros tal que los tetrae-
dros:

1) Tengan sus vértices en S.

2) No se intersecten en su interior.

3) No contengan elementos de S en su interior.

Dadas estas definiciones, 4 puntos colineales no podrdn ser triangulables(tetraedrizables),

es por eso que introducimos el siguiente concepto:

Definicién 6. Un conjunto de puntos en el plano (respectivamente espacio), diremos que

estd en posicion general si no tiene tres (respectivamente cuatro) puntos colineales(coplanares).
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Figura 2.3: Tetraedralizacién de un conjunto de puntos

De ahora en adelante siempre supondremos posicién general para conjuntos de puntos
amenos que se indique lo contrario. Esta decisién no es tan arbitraria como pudiera parecer
a primera vista. Por ejemplo, en la prictica siempre se puede por medio de perturbaciones
simbélicas (Vease [9]), obtener de cualquier conjunto de puntos otro en posicién general
tan cerca del primero como se quiera. Esto quiere decir que en aplicaciones reales se podria
revisar los datos de entrada y en caso de tener 3 puntos colineales perturbar los datos para
obtener uno que no los tenga y que ademds sean tan cercanos a los datos originales como
para poder asegurar la precision que requiera la aplicacién. Una vez hecho esto se descartan
los datos originales y se trabaja con los datos perturbados.

Observemos también que nunca dijimos nada sobre la cardinalidad de los conjuntos.
Seriaa interesante considerar triangulaciones de conjuntos infinitos como Z? en E%. Sin
embargo a diferencia de los conjuntos finitos no todos los conjuntos infinitos son triangula-
bles, por ejemplo Q? en R? (de hecho ningtin denso en el plano). Por lo anterior y como en
la préctica todos los conjuntos con los que tratemos serdn finitos este trabajo se limitard a
triangulaciones de conjuntos finitos. Es por eso que en adelante los conjuntos de puntos
siempre serdn finitos.

Como en general nos interesa la estructura combinatoria de la triangulacién (tetraedra-
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Figura 2.4: Grifica dual de una triangulacién

lizacién) puede ser que a veces no nos interese su estructura geométrica. De esta manera

podriamos fijarnos solo en como se conectan los tridngulos(tetraedros) y asi definir:

Definicion 7. Dada una triangulacion(respectivamente tetraedralizacion) T, se define la
grdfica dual (Dy) de T como la grdfica cuyos vértices son los tridngulos(respectivamente
tetraedros) y haciendo dos tridngulos(tetraedros) adyacentes si comparten una arista (res-

pectivamente una cara).

Una triangulacién (tetraedralizacién) entonces es hamiltoniana si su grafica dual tie-
ne una trayectoria hamiltoniana. Lo anterior no considera la informacién geométrica en el
sentido que dos triangulaciones(tetraedralizaciones) diferentes podrian tener gréficas dua-

les isomorfas.

2.2. Resultados Fundamentales

Notemos que al conocer el casquete convexo de un conjunto de puntos dado conoce-
mos implicitamente su cerradura convexa. El casquete convexo dividiria al espacio(plano)
en dos conjuntos conexos siendo uno de ellos la cerradura convexa. Ahora nos faltaria dis-
cernir entre las dos regiones conexas antes mencionadas. La cerradura convexa serd pues la

que se encuentre al “interior” del casquete convexo. Si el conjunto de puntos se encuentra
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en el plano entonces al tratarse de un conjunto finito, el casquete convexo vd a consistir
de un poligono cerrado. Como los estamos considerando en posicién general todos sus
dngulos serdn diferentes de 7 y de hecho por ser la frontera de un conjunto convexo sus
angulos internos serdn menores a . En este caso la cerradura convexa serd la regién del
plano acotada por el poligono convexo.

Observamos que en el espacio, el casquete convexo de un conjunto finito de puntos es
un poliedro convexo. Ahora bien por estar en posicién general las caras de este poliedro
estardn forzadas a ser tridngulos. El problema del cdlculo del casquete convexo de conjun-
tos de puntos, es un problema cldsico de la Geometria Computacional, por sus numerosas
aplicaciones [10]. Los distintos algoritmos para su cilculo en dos como en tres dimensio-
nes se pueden consultar en libros especializados en Geometria Computacional como por
ejemplo [14]. Es por eso que no nos detendremos en la discusion de su cdlculo por el mo-
mento, basta decir que tanto en el plano como en el espacio ambas pueden ser calculadas

en tiempo de O(nlogn).

2.2.1. Existencia

Ya definimos lo que son las triangulaciones y las tetraedralizaciones pero no hemos
dicho nada sobre su existencia. Es mds ni si quiera sabemos si existe un conjunto de puntos
triangulable o tetraedralizable. Veremos que de hecho todo conjunto de puntos ya sea en el
plano o en el espacio es triangulable o tetraedralizable segtin sea el caso.

Tanto en el espacio como en el plano el casquete convexo nos ayudard a encontrar una
triangulacién o tetraedralizacion.

Sea un S un conjunto de puntos en el plano o en el espacio. Haremos primero el caso

enque S se encuentre en el plano y el caso tridimensional lo haremos de manera andloga.
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X6

X7

X0
X1

Figura 2.5: Orden ciclico de los vértices en un poligono

Sea C C S el conjunto de puntos de S que estdn en su casquete convexo.

Tomemos un punto arbitrario xp € C. Como ya vimos el casquete convexo de § es un
poligono P y los vértices de dicho poligono van a ser los puntos de C.
Vamos a dar una triangulacién de C que después extenderemos a una triangulacién de S.
El poligono P induce un orden ciclico en los puntos de C, supondremos que xg es el primer
vértice y xy,...x, los vértices restantes en dicho orden entonces podemos triangular a C

agregando paracadai = 1,...,n— 1 el tridngulo Axpx;x;;.

Ahora solo faltan por triangular los puntos al interior y habremos terminado. Suponga-
mos que ya triangulamos un conjunto S’ € §. Si v € § — S’ es un punto interior de § que
no estd en S’ entonces v vd a estar contenido en exactamente un tridngulo Apgp, p, de la
triangulacién de §’. De esta manera podemos triangular a S’ U {v} afiadiendo los tridngulos
AVPopy, AVp) P2, Avpapy. Con este procedimiento podemos extender la triangulacién que
ya teniamos de C afiadiendo los puntos de interiores de S hasta triangular todo S. Este es
solo un ejemplo de como podriamos triangular a §, pero de ninguna manera es la tinica

manera de hacerlo. También notemos que se puede triangular a S en tiempo de O(nlogn).

El caso tridimensional se hace andlogamente, otra vez tomemos el casquete convexo de
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S que ahora v a ser un poliedro tridimensional con todas sus caras triangulares.

Al igual que en el plano elegimos un elemento distinguido xy del casquete convexo de S y
para cada cara Apop, p, agregamos el tetraedro con vértices x, po, pi, pa.

Los puntos al interior otra vez los agregamos uno a uno, con la diferencia de que cada
vértice interior v se encontrard en un tetraedro. Si el tetraedro estd determinado por los
vértices py, p1, P2, P3 entonces el v generaria cuatro tetraedros, a saber los determinados
por los conjuntos de vértices: {v, po, p1, P2}, (v, Po, P1, P3), AV, po, P2, p3} Y (v, P1, P2, P3).

Al igual que en el caso bidimensional se puede tetraedralizar en tiempo de O(nlogn). El
procedimiento bdsicamente es el mismo, sélo que la insercion de los vértices interiores no
es arbitraria si no de manera tal que garantice el O(nlogn).

En ambos casos construimos una triangulacion y una tetraedralizacion con O(n) tridngu-
los (resp tetraedros). Un problema interesante (abierto en el espacio) es saber cudl es mini-
mo o mdximo nimero de tridngulos o tetraedros necesarios, pero ya hablaremos de eso a
su debido tiempo.

Hasta ahora realmente s6lo hemos hablado de triangulaciones y sélo nos hemos referido
a las tetraedralizaciones como analogias directas de estas. Poco a poco iremos tratando las
tetraedralizaciones en si mismas y viendo propiedades que no tienen las triangulaciones.
Nos convendrd en lo subsecuente denotar el tetraedro formado por vértices (v, po, p1, pa}

como Avpgp;pa.

2.2.2. (Cuantos Triangulos?;Cuantos Tetraedros?

Ya vimos que las tetraedralizaciones y triangulaciones existen pero uno podria pregun-

tarse por diferentes tipos de éstas que existen para un mismo conjunto de puntos.

Asi, veremos ahora una de las primeras diferencias que hay entre tetraedralizaciones y
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triangulaciones.
Empecemos por las triangulaciones. Definimos las triangulaciones como una coleccién
de tridngulos que cumplian ciertas propiedades. Sin embargo para nuestros propdsitos es

conveniente considerar otro punto de vista.

Podemos también ver una triangulacién de un conjunto de puntos § como una gréfica
con conjunto de vértices S y como aristas las aristas de los tridngulos.
Asi pues como los tridngulos no se intersectan en su interior las aristas de dos tridngulos no
pueden cruzarse (pues habria un drea comin a ambos). Por lo tanto la gréfica en cuestion
resulta ser plana. Siendo esta grifica una manera natural de representar las triangulaciones,
no le daremos un nombre especial y nos referiremos a ella como una triangulacién de §
haciendo una distincion explicita con la definicién anterior cuando esto sea necesario. Cabe
notar que dicha grifica es distinta de la grafica dual que ya definimos antes.
{Que propiedades podemos decir que son comunes a cualquier triangulacién de S ? Note-
mos por ejemplo que todas tienen las aristas del casquete convexo. Observemos también
que todas sus caras, (como grdfica plana) son tridngulos con la posible excepcion de la co-
rrespondiente al casquete convexo.
Si las triangulaciones tienen m vértices en el casquete convexo tendremos que todos ellos
formaran la cara exterior. Tomemos una triangulacién 7" de S.
Podemos entonces agregar un vértice que esté en la parte exterior de la triangulacién y
unirlo con aristas (no necesariamente rectas) a cada vértice del casquete convexo conser-
vando al mismo tiempo la planaridad de la grifica. Llamemos a esta grfica Gs. Notemos
que la cara exterior de dicha grdfica es un tridngulo asi como lo son las demds caras que
aumentamos. Esto se debe a que constan de las aristas que estaban en casquete convexo
con sus extremos unidos al nuevo vértice. La grifica Gy es una grafica maximal plana con

exactamente un vértice mds que la gréfica original. Sabemos de teoria de gréficas que si una
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grafica es maximal plana con p vértices entonces tiene 3 p—6 aristas. Tenemos entonces que
|A(G7)| = 3|V(G7)| — 6 pero como ya dijimos |A(G7)| = |A(T ) +m y [V(Gr)l = [V(T)|+ 1.
Por lo que se tiene que |A(77)| = 3|V(7)|—3 —m, es decir todas las triangulaciones posibles
de § tiene el mismo nimero de aristas. Pero se puede decir aun mds pues en G todas las
caras son tridngulos y como cada arista estd en dos caras tenemos que tiene w ca-
ras pero de estas una es la exterior y m de ellas las agregamos a 7~ durante la construccién
de Gr. Es decir 7 tiene 2|V(G+)| — 4 — m tridngulos o en términos de los vértices de 7~
V(M) —-2-m.

Observando que el niimero de vértices es el nimero de puntos de S obtenemos el siguiente

teorema:

Teorema 1. Sea S un conjunto de n puntos en el plano con m de ellos en el casquete
convexo y seaT una triangulacionde S entonces T tendrd 3n -3 —maristasy2n—-2-m

tridngulos.

Asi pues todas las triangulaciones de un conjunto de vértices dado constan del mis-
mo mimero de tridngulos. Seria interesante saber si esto también sucede para tetraedrali-
zaciones. Un simple ejemplo nos dard la respuesta. Consideremos 7, y 7> dos tetraedros
que coinciden en una de sus caras tal que la unién de ambos forma un conjunto convexo.
Si denotamos con P a los vértices de 7| y 72 tenemos que 7 = {r,,72} es una tetrae-
dralizacién de P. Sea Av v,v; la cara comin a 7y y 72 con p y ¢ los vértices opuestos
a dicha cara en 7| y 7> respectivamente. Como la unién de 1; y 7, es convexa, el seg-
mento de recta pg cruza a Av,v,v3, podemos dar una nueva tetraedralizacién de P con
T = {apgviva, Apgvavs, Apgvavy).

De esta manera hemos exhibido dos tetraedralizaciones de P una con 2 elementos y otra

con 3. Esta iiltima operacion la usaremos constantemente en el futuro por lo que vale la
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A\

Figura 2.6: Giros en el plano.

Figura 2.7: Giros en el espacio.
pena que hagamos un paréntesis para definirla.

Definicion 8. Sea S un conjunto de puntos en el plano y T una triangulacion de S. Con
Apv v, Aqvyiva € T son dos tridngulos cuya union es convexa, llamaremos a la accién de

intercambiar a Apvvy, Aqviv; en T por Apv,q, Apvaq el “girar” la arista pq.

Definicion 9. Andlogamente si ahora S es un conjunto de puntos en el espacio y T una
tetraedralizacion de S. Con Apvivavs, 8gvivavs € T dos tetraedros cuya union es con-
vexa, llamaremos a la accidn de intercambiar a Apv vavs, Agvivavy en T por Apviag,
Apvavag, Apvsviq el “girar” la cara vivav3 y la operacion inversa el girar la arista pq

cuando esto sea posible.

Volviendo al tema del nimero de tetraedros de una tetraedralizacion el hecho de que

en general dos tetraedralizaciones de un mismo conjunto de puntos no tengan el mismo
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nimero de tetraedros sugiere varias preguntas. Por ejemplo ;Cudntos tetraedros al menos
tienen las tetraedralizaciones y a lo mds cudntos? Seria bueno para poder contestar esta
pregunta contar con una relacion entre el nimero de tetraedros, caras, aristas y vértices
de una tetraedralizacién dada. Los resultados que se mostraran a continuacién asi como
extensiones de ellos se pueden encontrar en [12].

Por eso enunciamos el siguiente lema, lamentablemente la demostracién de este escapa

el alcance de esta obra.

Lema 1. Sea S un conjunto de n puntos en el espacio y T una tetraedralizacion con t

tetraedros de S, se tiene entonces que:
n—e+f—-t=1

Donde e y f son el mimero total de aristas y caras respectivamente de la tetraedralizacion

Pese a que no lo vamos a demostrar daremos una breve e informal explicacién de este
resultado. Este lema es consecuencia directa de la formula Euler-Poincaré que establece
que para todo politopo convexo d-dimensional se tiene que fo— f; + fo ++ -+ (=1)¥ f_; +
(=1)*f; = 1 donde f; es el numero de caras de dimension i. La cara d-dimensional es el
politopo mismo.

En R? esta es la conocida formula de Euler fy—fi+f> = 2y en R* setiene fy—fi+fo—f3 = 0.
Si a nuestro conjunto de puntos en R* le agregamos un punto p en R* fuera del hiperplano
donde se encuentra y agregamos un tetraedro Apv,v,v3 a 7 por cada tridingulo Av;v,v; del
casquete convexo la coleccién resultante serd un politopo convexo 4-dimensional. Denote-
mos con e’ el nimero de aristas que agregamos, con f” el de caras y con ¢’ el de tetraedros.
Entonces como el casquete convexo de S es un poliedro convexo (politopo convexo en R?)

y por cada uno de sus vértices agregamos una arista, por cada arista una cara y por cada
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cara un tetraedro se cumple que e’ — f’ + ' = 2. De esta manera como ya dijimos la nueva
coleccion satisface laigualdad (n+ 1) —(e+¢€')+ (f + f') = (t + ') = 0, esto con lo anterior
nos da el lema.

Siguiendo con la terminologia del lema, si S tiene m puntos en su casquete convexo
entonces tendrd 3m — 6 aristas en el casquete convexo asi como 2m — 4 tridngulos (esto es
por un razonamiento andlogo al del Teorema 1) en el casquete convexo. Ahora bien cada
tetraedro consta de dos caras y cada cara estd en dos tetraedros por lo que f = %"‘-’—4—’- es
decir f=2t+m—2.

Denotemos con /#” el mimero de puntos interiores de § entonces observando que n = m+m’

y sustituyendo f = 2t + m — 2 en el lema pasado y despejando t obtenemos el siguiente

teorema.

Teorema 2. Sea T una tetraedralizacion de un conjunto S de n puntos en el espacio con

m de ellos en el casquete convexo y m' al interior se tiene que:
[Tl=e-n—-m+3=e-2m-m'+3

Donde e es el niimero total de aristas en T

En vista del teorema anterior como todas las tetraedralizaciones tienen el mismo nume-
ro de vértices (a saber |S|) lo tinico que puede hacer variar el nimero de tetraedros entre
diferentes tetraedralizaciones de S es el nimero de aristas que estas contengan. Por lo tanto
si acotamos el nimero de aristas acotamos también el nimero de tetraedros. Sabemos que
al menos las aristas del casquete convexo estdn en 7~ por lo tanto hay al menos 3m — 6
aristas debidas al casquete convexo. Ademds cada vértice interior estd contenido en al me-
nos cuatro aristas y cada arista consta de dos vértices. Estos contribuirdn con al menos 2m’

aristas.
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Usando el teorema tenemos que 77| > 3m—6+m’'—2m—m’+3 = m+m’'—3 = n—3. Porotra
parte a lo mas hay (;) aristas en total y por tanto por el teorema anterior |7 < (;) —n—m+3.

Juntando estas dos cotas obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea T una tetraedralizacion de un conjunto S de n puntos en el espacio con

m de ellos en el casquete convexo entoncesn—3 < |7 < (;) -n—-m+3

Dicho en otras palabras el orden del niimero de tetraedros de 7 estéd entre O() y O(n?).
Hasta ahora solo hemos acotado por arriba y por abajo el niimero de posibles tetraedros
que podria tener una tetraedralizacién de S. Faltaria ver si podemos mejorar dichas cotas
o si hay configuraciones de puntos y tetraedralizaciones donde se de la igualdad. Dicho en
otras palabras: ;Habra conjuntos de n puntos en el espacio que admitan una tetraedraliza-
cién con n — 3 tetraedros? ;Con (’2') -n-m+37?
La respuesta en ambos casos es afirmativa. La construccién de la cota inferior es relativa-

mente fécil, la de la cota superior requiere mas cuidado.

Tetraedralizaciones con n — 3 tetraedros

Para construir un conjunto con n vértices y una tetraedralizacién con n — 3 tetraedros
empezaremos con un tetraedro Apop)pap3 Y agregaremos los siguientes n — 4 puntos de
manera tal que solo afiadamos un tetraedro extra por punto. Haciendolo de esta manera
aseguramos los n — 3 tetraedros pues por cada punto tenemos un tretraedro a excepcion de
los primeros cuatro los cuales en conjunto solo contribuyen con uno.

Una vez que hemos tetraedralizado de esta manera los primeros py .. . p; puntos escogemos
una cara Avgv vz en el casquete convexo. El punto p;,, lo acercamos lo suficiente a Avgv, v,
de manera que solo aumentemos Ap;.;VoVi,APi+1ViV2 Y APiviVova al casquete convexo. De

esta manera podemos extender la tetraedralizacion afiadiendo el tetraedro Ap;, vov,v,. Hay
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un detalle tecnico que hay cuidar al agregar el punto p;,,. Tenemos que conservar la posi-
cién general de todo el conjunto, la tinica manera que rompamos la condicién de posicién
general seria que el punto p;,, cayera en el plano generado por tres puntos anteriores. Si nos
fijamos en todos los conjuntos posibles de tres puntos en py ... p; y en los planos generados
por esto obtenemos un mimero finito de planos. Al estar en el espacio no importa donde
hayamos colocado a p;,; podemos moverlo un lugar tan cerca como queramos que no este
en ninguno de los planos antes mencionados. Este ejemplo muestra que la cota inferior se

puede alcanzar.

Tetraedralizaciones con un niimero cuadratico de tetraedros

Para la cota superior elegiremos el conjunto de puntos sobre la curva de momento M =
{(x, 2%, ).
Sean 0 < r; < r;... < r, numeros reales, denotemos con p; el punto {r,-,rf, rf) sobre la
curva de momento. Probaremos que el conjunto de tetraedros 7 = {Ap;piipipjsmi |1 <i <
J < n} induce una tetraedralziacion del conjunto de puntos en el espacio § = {p;|1 <i < n}.
Para que en efecto sea una tetraedralizacion de S , S tiene que estar en posicién general y
7~ cumplir con la definicion de tetraedralizacion es decir que particione el cierre convexo,
que sus tetraedros no se intersecten en su interior y que los tetraedros no contengan puntos
de S en su interior. Hagamos primero unas observaciones que nos serdn utiles para probar
que § y 7 cumplen estas propiedades.

Consideremos el plano IT dado por la ecuacion Ax+By+Cz+D = 0 entonces (x, 2 e
N intersecta a [T si y solo si Ax + Bx> + Cx> + D = 0, pero el lado izquierdo de la ecuacion
resulta ser un polinomio de grado tres. Sea p(x) dicho polinomio.

Esto quiere decir que la curva de momento intersecta a cualquier plano en a lo mds 3

puntos. Ademas si x; < x < x3 son tres raices reales de p(x) entonces p(x) cambia de
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signo en x,, x> y x3. Por lo tanto todos los puntos en (—oo, x;) U (x2, x3) evaluados en p(x)
tienen el mismo signo y lo mismo pasa para los puntos en (x;, x2) U (x3, ).

Observemos que los puntos fuera de IT estan divididos en dos semiespacios, en uno los
puntos evaluados en p(x) son mayores a cero y en el otro menores a cero. Esto quiere decir
que {(x, x%, x*) [x € (=00, x;) U (x3, x3)} estd en uno de los semiespacios y {(x, x%, x*) |x €
(x1,x2) U (x3,00)} en el otro. Estas observaciones establecen que S por estar contenida en
la curva de momento, estd en posicién general.

Para ver que los tetraedros de 7~ no contienen puntos de S en su interior, demostraremos

que S estd en posicion convexa. Si un tetraedro de 7" tuviera un punto de S al interior dicho
punto no podria estar en el casquete convexo de S.
Sea S’ = {p}, p ..., p,} lapreoyeccién de § sobre el plano XY entonces S’ estard sobre la
parabola {(x, x*)}. Si tomamos el poligono P determinado por los vértices PysD3se s Prs Dy
dicho poligono serd convexo y ocupara todos los vértices de S . Por lo tanto P es el casquete
convexo de §’, lo que significa que S’ estd en posicién convexa.

Si § no estuviera en posicién convexa al menos un punto de § estaria al interior del
cierre convexo de S, no importa sobre que plano proyectemos a § dicho punto vd a estar en
el interior del cierre convexo de la proyeccién. Entonces el que S’ esté en posicion convexa
implica que S también lo esta.

Finalmente veamos que los tetraedros de 7 no se intersectan en su interior y que 7~ parti-
ciona a Conv(S). Esto lo haremos de manera inductiva.

Denotamos con §,, = pi,...pm Yy con Ty = {Apipinpipjn | 1 £ i < j < m). Cla-
ramente S 4 estd tetraedralizado por 7. Suponiendo que S, estd tetraedralizado por 7,
extenderemos S, @ S;e) Y Tm @ Ty agregando los tetraedros faltantes, a saber los de la
forma &p,p,.pipii-

Para probar que 7, es en efecto una tetraedralizacién de S, nos serd de utilidad saber
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Figura 2.8: Interseccion de los tridngulos 7| y 75

cual es en general el casquete convexode § ,, para0 < m < n. Para que un tridngulo Ap;p;p;
(ri < rj < ) con vértices en S, este en el casquete convexo de S, es condicién necesaria
y suficiente que el plano I1, generado por T = Ap;p;px deje a todos los demds vértices de
S del mismo “lado”. Propiamente dicho si a I1, le asignamos el polinomio p.(x) de grado
tres como lo hicimos anteriormente entonces ry, ... r; al ser evualuados en p.(x) tendran el
mismo signo (a excepcion de r;, r; y ri que evaluan a cero). Lo que significa que ry,...r;
estan en [~oo, ;] U [r;, r¢] o bien en [r;, rj] U [ry, co]. En el primer caso se tiene que r; y
r; deben ser consecutivos y r; ser el iltimo de la lista. Es decir j = i+ 1, k = m y por
consiguiente T = Ap;pi.1 Pwm- En €l otro caso r; y ry son consecutivos y r; es el primero de
lalista. Se tiene ahoraque k = j+ L, i=1yT=4ap\pjpjs.

Los tridngulos del casquete convexo son entonces los de la forma Ap p;pis1 © Apipisi Pm-

Nos fijamos ahora en §,,;; que no es otra cosa mds que S, U {pns1} ¥ en T que
resulta ser 7, U {ApiPisc1 PmPm+1ll < i < m— 1}. Tenemos que probar que los tetraedros de
T m+1 NO S€ Cruzan en su interior y que 7, particionan a Conv(S ,41). Como los tridngu-
los Ap;picipwm estdn en el casquete de S, y comparten un mismo vértice los tetraedros

APiPisi PmPm+1 NO S€ CrUZan en su interior y como los 7, forman una tetraedralizacién sus
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tetaedros tiene interiores ajenos.

Los tinicos tetraedros que podrian cruzarse serian los de 77, con los de T.) — T

Seant € 7, vy T € Tyu1 — T Supongamos 7 y 7’ se intersectan en su interior, en
particular T debe intersectar el interior de S, por que debe atravezar una cara del casquete
convexo de S ,,. Es decir debe cruzar un tridangulo de la forma Ap p;piv1 O APiPis Pim-
Ahora bien los tridngulos Ap, p;p;+) estan en el casquete convexo de S .+ y T estd conteni-
do en dicho casquete.

Lo que siginifca T atravieza un tridngulo 7; = Ap;pjs1 pm. Por lo que al menos una de sus
caras lo atravieza.

Suponiendo que T = AP;pPivi PmPm+1, 18S CATaS AP;Pis1 P ¥ APiPis1Puwsi €StAN en el
casquete convexo de S, y S+ respectivamente. Por lo que Ap;pupPms1 © APivi PmPu+
debe atravezar a 7;.

Supongamos, sin pérdida de generalidad que 7; = Apip,, pn+ atravieza a t;. Tomando
Pr,(x) como lo hicimos anteriormente, se tiene que r; y rj, tiene el mismo signo y r,
evalua a cero en p,(x). Por lo que 7; no intersecta al plano generado por ;.

Falta ver que 7,,,; cubra a Conv(S ,.+). Pero Conv(S ,,) estd cubierto por 7, y Conv(S ,.1)—
Conv(S ) por {Apipis1 PmPmsill S i <m—1).

Esta tetraedralizacién utiliza todas las aristas posibles de S alcanzando asi la cota maxi-
ma.

Una vez visto que las cotas son alcanzables se podria uno preguntar que tan cerca de
las cotas se puede tetraedralizar un conjunto de puntos dado.

Es decir cuales son el minimo y mdximo numero de tetraedros necesarios para tetraedrali-
zar cualquier conjuntos de n puntos en el espacio.
La primera cuestion es de interes prictico pues una tetraedralizacién con pocos tetraedros

significa que se necesitara poca memoria para almacenarla y en general disminuye el tiem-
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po de los algoritmos que la involucren.

Por las mismas razones las tetraedralizaciones con mucho tetraedros recibieron poca aten-
cion en un principio.

Sin embargo, hay consecuencias sorprendentes de tetraedralizaciones con muchos tetrae-
dros. Si fuese cierto que todo conjunto de puntos en el espacio admite una tetraedralizacién
con un niimero supra-lineal de tetraedros se podria demostrar que si coloreamos con m
colores una coleccién con n puntos en el espacio, para un n lo suficiente grande habrd un
tetraedro monocromatico vacio.

Actualmente no se sabe cual es el maximo pero si se sabe que al menos es mayor o igual

que 4,751 menos una constante ¢ (Vease [16]).



Capitulo 3

Triangulaciones Hamiltonianas

En este capitulo estudiaremos el problema de la triangulacién hamiltoniana en general.
Daremos una motivacién para su estudio en términos de las aplicaciones que se derivan
de su solucién. Veremos las diferentes variantes del problema, para conjunto de puntos o
para poligonos. Resolveremos el problema de la triangulacion hamiltoniana para conjun-
tos de puntos en el plano. Haremos énfasis en este tltimo y haremos observaciones que
posteriormente nos servirdn para atacar el problema en el espacio.

Mostraremos un algoritmo nuevo para obtener una triangulacién hamiltoniana de un
conjunto de vértices dado. Generalizamos la técnica usada en este algoritmo para probar
una condicién de suficiencia para que una triangulacién sea hamiltoniana y con esto termi-

naremos el capitulo.

3.1. Motivacion

Las triangulaciones, ya sea de poligonos o conjuntos de puntos, son muy usadas en

matemadticas y en particular en la rama de geometria computacional. Esto se debe en parte

33
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a que dividen el problema original en partes que son féciles de tratar.

Si quisiéramos, por ejemplo, calcular el drea de un poligono podriamos triangularlo y
sumar el drea de los tridngulos que lo conforman. Para calcular el drea de un tridngulo lo
podemos hacer en tiempo constante por lo que realmente influye en cuanto al desempefio
del algoritmo es el computo de la triangulacién. Otro lugar donde se ha encontrado gran
aplicacién a las triangulaciones es en el dmbito de la graficaciéon por computadora. Es
aqui donde radica el interés préctico de la triangulacién hamiltoniana.

Si a un poligono P le agregamos tantas diagonales que no se intersecten (segmentos de
recta al interior de P con vértices en P) como sea posible habremos divido a P en tridngulos.
Dicha coleccién 7~ de tridngulos se conoce como una triangulacién de P.

Supongamos que queremos representar graficamente a P, podriamos hacer otra vez uso
de la triangulacién para trazar cada uno de sus tridngulos por separado y al terminar ha-
bremos trazado a P. Supongamos ahora que P tiene una triangulacién hamiltoniana 7".Es
decir que la gréfica dual de 7, Dy, tiene una trayectoria hamiltoniana. Dado un tridngulo
en la trayectoria podemos indicar el préximo tridngulo, indicando solo el siguiente punto
asf como la arista que comparte con el primero. Esto tltimo lo podemos hacer a un costo
extra de un bit por tridngulo, pues si elegimos una arista como la base del tridngulo las otras
dos aristas las deéignamos como izquierda y derecha.

De esta manera la trayectoria y en consecuencia el poligono se puede guardar como una
sucesion de vértices con un bit asociado.

Después cuando se quiera dibujar el poligono, se dibujan los tridngulos en el orden
indicado por la sucesion. La ventaja de esto es que mientras todavia se estd graficando un
tridngulo se puede empezar a graficar el siguiente (a esto se le conoce como “pipelining”).

En [2] se d4 una discusion a fondo sobre triangulaciones hamiltonianas de poligonos y

conjuntos de puntos en el plano, en particular se demuestran que todo conjunto de puntos
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Figura 3.1: Triangulacién de un poligono

admite o no una triangulacién hamiltoniana. Pese a que no todo poligono tiene una trian-
gulacién hamiltoniana en [2] dan una condicién necesaria y suficiente para determinar si
un poligono admite una triangulacién hamiltoniana. Proporcionan también un algoritmo
de O(|E]) para determinar si tiene dicha propiedad donde |E| es el niimero de aristas de la
grifica de visibilidad del poligono.

El problema de triangular hamiltonianamente un poligono general como el de hacer-
lo para conjuntos de puntos en el plano tienen bastantes aplicaciones practicas. La misma
situacion se presenta en el espacio. Sin embargo en el espacio un poliedro no siempre es
tetraedralizable (en mds o menos el mismo sentido que extendimos el concepto de trian-
gulaciones para poligonos). Ademds saber si un poliedro dado es tetraedralizable es un
problema NP dificil (véase [15]). Como ademds es muy poco lo que se sabe en el contexto

de conjuntos de puntos en el espacio nos enfocaremos en este problema.

3.2. Triangulacion Hamiltoniana de Puntos en el Plano

El problema de la triangulacién hamiltoniana para puntos en el plano tiene una solucién

sencilla, sin embargo lo estudiaremos a detalle por su relacién con el mismo problema en
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Figura 3.2: Agregando los puntos interiores a la trayectoria.

el espacio.

Sea § un conjunto de n puntos en el plano. Sea p un punto interior de § y supongamos
que S = § — {p} tiene una triangulacion hamiltoniana 7" con trayectoria hamiltoniana I'""
en Dy
Considerando la ubicacién de p en el plano tenemos que se encuentra localizado en uno y
s6lo un tridngulo T = Ag,q2g; de 7.

Tomando eso en cuenta si ahora cambiamos a7 por 7 = 7'—1U{Apq,q2, APG193, APG2q3)
tendremos una triangulacién de S. Sin perdida de generalidad supongamos que en I’ se en-
tra a T por §,4= y se sale por g,gs. Substituyendo a T en I'” por Apqi1g>, Apgaqs, Apg1g; en
ese orden obtenemos una trayectoria hamiltoniana I" de Dy

Podemos repetir el proceso anterior hasta llegar a un conjunto de puntos en posicién
convexa. Esto quiere decir que si fuera posible triangular hamiltonianamente cualquier
conjunto de puntos en el plano en posicién convexa, entonces cualquier conjunto de puntos
admitiria una triangulacién hamiltoniana.

Supongamos pues que S estd en posicién convexa, entonces el casquete convexo de S
forma un poligono convexo P. Se tiene por hipétesis que S € P. Seagy € S y g, ¢» los dos
vértices a los que es adyacente en P.

De manera similar a como lo hicimos anteriormente supongamos que S’ = S — {go}

tiene una triangulacién hamiltoniana 7’ con trayectoria hamiltoniana I en Dy-.
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Figura 3.3: Agregando los puntos del casquete convexo a la trayectoria

Como S estd en posicién convexa también lo estd S’ y por tanto S’ estd contenido en
su casquete convexo, el cual forma un poligono convexo P’.

Al ser q, y g, adyacentes a gg en P, g, y g» son adyacentes entre si en P’. Dado que 7
es una triangulacién de S’ y gq; estd en el casquete convexo de S’, hay un tinico tridngulo
que contiene a 71g2. Sea T = Aq,¢2q;3 dicho tridngulo.

Si unimos a gy con g3 debemos forzos;ctmente atravesar a P’ pero como § estd en posi-
cién convexa y todas las arista de P’ salvo §,g> estdn en P, gog; debe cruzar a g;4.

Por lo tanto la unién de T = Ag;g2q3 con Agpqiq> es convexa. Como vimos en el
capitulo 2 podemos girar a g,q; para obtener los tridngulos Ageq1g: ¥ Agog2q3. Ahora de
manera andloga a lo que hicimos para los puntos interiores intercambiamos a T por Aqeq1q3
y Aqgogags en 7 para asi obtener una tetraedralizacion 7 de S.

Supongamos sin perdida de generalidad que I entra a T por ;43 y sale g2g3. Reempla-
zamos a T por Agopq1g3 Y Agog2¢3 en I en dicho orden obteniendo una trayectoria hamilto-
niana I" de D

Con esto demostramos que todo conjunto de puntos en posicién convexa tiene una
triangulacién hamiltoniana. Juntando los dos resultados anteriores obtenemos el siguiente

teorema.

Teorema 4. Todo conjunto de puntos en plano tiene una triangulacién hamiltoniana.
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Figura 3.4: Agregando los puntos interiores en 3D

3.3. Tetraedralizaciones Hamiltonianas (primeras obser-

vaciones)

Dimos una técnica para triangular hamiltonianamente un conjunto de puntos en el pla-
no. Primero nos deshicimos de los puntos interiores observando que si quitibamos un punto
interior y triangulabamos hamiltonianamente podiamos regresar el punto que quitamos y
retriangular hamiltonianamente el conjunto original.Seria interesante saber si podemos ha-
cer lo mismo en el espacio.

En el plano quitamos un vértice interior, triangulamos hamiltoniamente y al regresarlo,
este vértice se encontraba en un sélo tridngulo. Después subdividimos dicho tridngulo en
tres adyacentes entre si. Esto nos permiti6 extender la trayectoria hamiltoniana para abarcar
el conjunto original. Haciendo esto para cada punto interior fuimos capaces de reducir
el problema al de encontrar una triangulacién hamiltoniana para conjuntos de puntos en

posicién convexa.

Consideramos ahora a § como un conjunto de puntos en el espacio y p un punto interior

de S. Procedemos de la misma manera como hicimos en el plano, es decir suponemos que
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T es una tetraedralizacién hamiltoniana de §* = § — {p}. Sea T = Aq,9293¢4 el Unico
tetraedro de 7' que contiene a p. Subdivimos a T en cuatro tetraedros adyacentes entre si a
saber Apq1q2q3, APg1G2qs, APG1G3qa, £Pgagaqs. Obteniendo asi una tetraedralizacion de §
y de la misma manara que en el plano extendemos la trayectoria hamiltoniana de S para
que abarque S.

Esto quiere decir que para tetraedralizar hamiltonianamente a § basta con tetraedralizar
hamiltonianamente el conjunto de puntos de S que estdn en el casquete convexo. Por eso,
de ahora en adelante enfocaremos nuestra atencion en tetraedralizar conjuntos de puntos en
posicién convexa.

Formalmente tenemos que :

Teorema 5. Un conjunto de puntos S en el espacio es tetraedralizable hamiltonianamente

si el conjunto S’ de puntos de S que estdn su casquete convexo lo es.

En el plano fuimos capaces de lidiar con los puntos en el casquete convexo haciendo
uso del hecho de que no importando como tetraedralizemos el resto de los puntos siempre
podiamos extender la tetraedralizacién para que incluyese el punto y hacer un giro para
incluirlo en la trayectoria.

Esto fue posible en parte por que en el plano un vértice del casquete convexo sélo es
adyacente a dos vértices, en el espacio esto no es el caso, de hecho un vértice puede ser
adyacente a todos los demds vértices del casquete convexo.

Sin embargo, si el vértice tiene grado tres en el casquete convexo podemos hacer algo
similar a lo que hicimos en el espacio.

Usamos la misma notacién que antes, s6lo que ahora suponemos que p estd en el cas-
quete convexo de S y que es de grado 3 en el casquete convexo, es decir que sélo es

adyacente a tres vértices (¢, g2, g3) del casquete convexo .
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Estos tres vértices forman una cara del casquete convexo de S’. Sea T = Aq,¢2q3q €l
tnico tetraedro que contiene a esta cara en 7. Como S es convexo, el segmento de recta
Pq estd enteramente contenido en T U Apg14243 y por lo tanto la cara Aq,¢2q; es girable.
Sean Ty, T2, T3 los tres tetraedros resultantes de dicho giro. Como dos a dos estos tetraedros
son adyacentes los ordenamos de manera que al intercambiarlos por 7 en I'” obtengamos
una una trayectoria hamiltonianaI"de 7 = (7" — 1) U {1, T2, T3} tetraedralizacién de S .

De esta manera obtenemos un resultado mds.

Teorema 6. Sea S un conjunto de puntos en el espacio y p un punto del casquete convexo

de S de grado 3, S tiene una tetraedralizacion hamiltoniana si S — p la tiene.

3.4. Triangulacion Hamiltoniana en tiempo O(n logn).

En [2] se menciona un algoritmo deterministico para calcular una triangulacién ha-
miltoniana de un conjunto de puntos en tiempo O(n log n). Por la dificultad de su imple-
mentacion dan como alternativa un algoritmo aleatorio con tiempo esperado de O(n logn).
Ambos algoritmos descritos en [2] bdsicamente funcionan de la misma manera, que se dia
continuacién.

Sea S un conj.umo de puntos en el plano con S’ los vértices de S en su casquete convexo

Calculamos el cierre convexo de §, una vez hecho esto fijamos un vértice p € S’ y
trazamos pq para cada g € S’ — p. Con esto obtenemos una triangulacién hamiltoniana de
S’. Después localizamos en que tridngulo se encuentra cada punto interior r € §.

En [2] no especifican como llevar acabo esta construccién sin embargo lo podemos
hacer relativamente ficil y en tiempo O(nlogn) si ordenamos los segmentos de recta pq,
g €S’ - p, conrespectoa p.

Sélo basta encontrar entre cual de estos segmentos se encuentra pr. Finalmente los
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vértices al interior los agregamos uno a uno como hicimos para probar que podiamos quitar
los puntos al interior al principio del capitulo.

Al agregar cada vértice, dividimos un tridngulo de la trayectoria en tres, descartamos
este vértice y calculamos en cual de los nuevos tridngulos se encuentran los vértices inte-
riores del original.

Si fuera el caso en que todos los puntos interiores se encuentran en uno de los tridngulos
originales y agregamos los puntos interiores en un orden tal que dejen todos los puntos
restantes en un mismo tridngulo tendriamos un tiempo cuadratico de ejecucién. Esto se
‘debe a que si S’ tiene m elementos, en cada paso i tenemos que calcular donde se encuentra
cada uno de los m — i vértices restantes.

Para garantizar un tiempo de O(nlogn), la eleccién del siguiente vértice que agregue-
mos tiene que ser hecha de tal manera que distribuya mds o menos uniformemente los
demds vértices en los tres tridngulos nuevos.

En [3] demuestran que si el tridngulo original tiene m vértices al interior, hay un vértice
tal que los tres tridngulos nuevos tienen a lo mds % vértices. Este punto “separador” se
puede encontrar en tiempo O(m). Este hace que se hagan llamadas para localizar los vértices
de profundidad a lo més O(log n) tardando tiempo lineal en cada llamada. Lo anterior y el
hecho de que la cerradura convexa se puede calcular en tiempo O(n log n) nos d4 la cota de
O(nlog n) para el algoritmo (deterministico) descrito.

Del andlisis del algoritmo anterior se obtiene que:

Teorema 7. Se puede encontrar una triangulacion hamiltoniana de un conjunto S de n

puntos en el plano, en tiempo O(n log n).

El cdlculo de este vértice separador tiene la desventaja de ser dificil de implementar.

Es por eso que en [2] observan que haciendo la eleccién del vértice separador aleato-
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riamente el tiempo esperado de ejecucién es de O(n log n).

Ademds en ambos casos se requiere precalcular el cierre convexo para lo cual hay

algoritmos relativamente féciles de implementar que lo hacen en tiempo O(n log n).

3.4.1. Triangulacion Hamiltoniana en tiempo O(nlogn) (sin localiza-

cion de vértices separadores)

Terminaremos esta seccién dando un algoritmo deterministico de tiempo O(nlogn)
para triangular hamiltonianamente conjuntos de puntos en el plano sin tener que localizar
vértices separadores. Dicho algoritmo tiene la ventaja de ser ficil de implementar y no ha

sido publicado anteriormente.

El algoritmo que presentamos se basa en el barrido de Graham (“Graham scan” vease
[10]) que no sdlo sirve para calcular cerraduras convexas, sino que también genera una
triangulacién. Esta triangulacién resulta ser de hecho hamiltoniana. Mientras el barrido de
Graham calcula la cerradura convexa, nuestro algoritmo va recolectando informacién que
nos permita construir en tiempo lineal la trayectoria hamiltoniana al finalizar. Esta recolec-
cién la hacemos en un espacio lineal y sin subir la complejidad del barrido de Graham que
es de O(n logn).

Primero presentaremos el barrido de Graham, veremos que en efecto no sélo calcula el
cierre convexo sino que también genera una triangulacién hamiltoniana de un conjunto de
puntos dado.

Después veremos que modificaciones hay que hacer para que al final del algoritmo

podamos construir la trayectoria hamiltoniana.
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Barrido de Graham

Sea § un conjunto de n puntos en el plano, elegimos el vértice py de coordenada X
minima, en caso de empate el que tenga menor coordenada Y.

Ordenamos el resto de los vértices con respecto a p en el sentido que r > 5 si y s6lo si
£rpos < m, donde Zrpys es el dngulo entre pgs y por yendo de s a r en sentido contrario de
las manecillas del reloj (de esta manera Zrpgs # £spor) . Sean py, ..., p,—y los puntos de
S — po en dicho orden.

Iremos examinando los vértices py,. .., p,-1 en dicho orden, conservando la invariante
de que cuando llegamos al vértice p; sabemos que vértices de Vi_; = {po... pi-1} estinenel
casquete convexo de V;_,. Al visitar el vértice p; determinamos que vértices siguen estando
en el casquete convexo V; y cuales ya no.

Los vértices del casquete convexo de V; los guardamos con su orden correspondiente
en una pila que denotaremos con I" y sus elementos como I" = (abc), siendo a el elemento
en el tope de la pila.

Metemos po, pi, p2 a la pila, pues po, p;, p; estdn en el casquete convexo de V, =
{po. P1, P2}

Es decir inicializamos I' = (p,, pi, p2). Supongamos inductivamente que en I se en-
cuentran los vértices del casquete convexo de V; y que procedemos a visitar p;,,.

Sean ¢ y g, los dos primeros elementos de I'. Si £p;y1g192 < @, ¢, no podria estar en
el casquete convexo de V; pues Conv(V;) no contendria al segmento de recta pi1q;.

En ese caso sacamos a g, de la pila y nos fijamos en los siguientes dos elementos de I,
si se cumple otra vez que £p;,1g2q3 < 7 sacamos a g, de la pila. Seguimos sacando vértices
de la pila mientras formen dngulos exteriores menores a 7. Como po y p; siempre estdn en

el casquete convexo de Vi, nunca sacaremos todos los vértices de I'.
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Una vez que sacamos de I' los vértices que formen dngulos exteriores con p;,; menores
a 7 tenemos que por induccién los restantes vértices de I’ no forman consecutivamente
dngulos menores a 7. Metemos p;,; a la pila, los vértices de I" forman un poligono con
todos sus dngulos exteriores mayores a 7 que contiene ademas a V.

Dicha condicién es suficiente y necesaria para que el poligono sea convexo por lo tanto
los vértices en I" son los vértices del casquete convexo de V. De esta manera el barrido
de Graham calcula el casquete convexo (y por ende el cierre convexo) de un conjunto de
puntos dado.

El ordenar los puntos con respecto a py toma tiempo de O(nlogn). Las operaciones
sobre la pila toman tiempo constante. Ademds una vez que sacamos un vértice de la pila lo
descartamos; dichas operaciones las hacemos O(n) veces.Por lo tanto el barrido de Graham
toma tiempo O(n log n).

El algoritmo de Graham aproxima a cada paso el casquete convexo de S, podemos usar
este hecho para encontrar una triangulaciéon 7~ de S sin incrementar la complejidad del
algoritmo.

Una vez que hemos ordenado los vértices con respecto a pg inicializamos 7~ = {Apop;pis|0 <
i < n - 1}. Supongamos que estamos visitando el vértice p; y que sacamos el vértice g, de
I'. Sea g, el vértice que precede a g; en I". Sacamos g, por que £p;q;q2 < m, esto quiere
decir que p;q; estd fuera del poligono determinado por los vértices de I y p;. Agregamos
entonces Ap;q g2 a 7. Si hacemos eso cada que saquemos un vértice tendremos que en
cada paso 7 es una triangulacién del poligono determinado por los vértices que nos falta
visitar y los de I (en ese orden).

Al terminar el barrido de Graham, 7~ es una triangulacién de S. Se puede decir todavia

mds, en particular 7~ cumple que:

Teorema 8. La triangulacion T~ generada por el barride de Graham es hamiltoniana.
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Demostracién. Sea Q el poligono determinado por la lista de los vértices (pu-i, Prn-2, .- -, P1)
de § — po ordenados con respecto a py.

Al empezar el algoritmo inicializamos T = {Apopipin1l0 < i < n — 1}, por lo que
hasta este momento 7~ es una triangulacién de Q. Esta serd una invariante a lo largo del
algoritmo. También observemos que 7 contiene las aristas pog con g vértice de Q. Por lo
que 7 es la unién de los tridngulos que se encuentran contenidos dentro de los poligonos
A;, determinados por los vértices (pog.qi+1) donde g; y g;+; son dos vértices consecutivos
de Q distintos de po.

Sea 77 el conjunto de tridngulos de 7~ que estdn contenidos en A;. Es decir 7; es una
triangulacién de A;.

Supongamos que se puede entrar por cualquiera de las tres arista de A;, pasar por todos
los tridngulos de 77 una sola vez y salir por cualquiera de las dos aristas restantes.

Es decir hay una trayectoria hamiltoniana en Dy, (vease definicién 7 en el capitulo 2)
que empieza en cualquier arista y termina en cualquier otra de A;. Como A; y A;,; compar-
ten la arista pog;,; al entrar y salir en A; por pog; y salir por pogi+ llegamos a A;;, habiendo
recorrido todos los tridngulos de 77; una sola vez.

Si ahora entramos por pggi;1 en A;,; pasamos por todos los tridngulos y salimos por
Pogisz llegamos a A;,,. Haciendo esto sucesivamente para cada A; desde 1 hasta n — 2
encontramos una trayectoria hamiltoniana en D. Esto se cumple claramente al inicio del
barrido de Graham falta ver que se cumpla en cada paso del algoritmo. Supongamos que
sacamos el vértice r; de I’ mientras visitamos el vértice p; durante la ejecucién del algoritmo
y que se cumplen las condiciones anteriores. Sea r el vértice que estd ahora en el tope de
I, por lo tanto es el vértice que antecede a r; en Q. Si r; es el j — l-esimo vértice en Q
usando la notacién anterior tenemos que gy = r2,4; = Y qj+1 = pi.

En el algoritmo al sacar r| de I' agregamos Ap;ryr, a7 . Por lo tanto 7, U7 ;U{Ap;rir2)
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es una triangulacién del poligono determinado por los vértices (pg, -1, Gj+1)-

Tomamos ahora A;_; como el poligono determinado por (pg, gi-1, i+1) ¥ descartamos
los Aj_, A; originales. También actualizamos @ a ser el poligono determinado por los
mismos vértices que tenia antes menos r;.

Finalmente actualizamos 7 j_; = 7 ;- U7 ;U{Ap;r,r,}. Hasta ahora todas las propiedades
que mencionamos anteriormente se cumplen falta ver que en efecto se pueda entrar por
cualquier arista y salir por cualquier otra aristade Aj_,.

Pero Aj_; estd subdividido en tres tridngulos, a saber los A;_| A; originales y Ap;rr,.
Cada uno de estos tridngulos tiene la propiedad de que se puede entrar y salir por cualquiera
de sus aristas pasando por todos los triingulos que estos contengan una sola vez. Como los
tres son adyacentes entre si podemos recorrerlos en cualquier orden y de esta manera entrar

por cualquier arista de Aj_, y salir por cualquier otra, recorriendo todos los tridngulos de

7 j-1. Con esto termina la prueba. m]

Implementacion

Haremos uso de lo anterior para modificar el barrido de Graham de manera que al
término del algoritmo obtengamos una trayectoria hamiltoniana en la dual de la triangula-
cién inducida por el barrido de Graham.

La primera cuestion a considerar seria la representacién de dicha trayectoria. La tra-
yectoria constaria de una sucesion de tridngulos de 7 tales que sucesivamente comparten
una arista. Si representamos cada tridngulo como la terna de los tres puntos que lo defi-
nen tenemos el inconveniente de que al representar el siguiente tridngulo repetiriamos dos
de los vértices anteriores (a saber la arista que tienen en comiin). Podemos mejorar esta
representacién observando que si fijamos la arista usada para entrar al tridngulo actual el

siguiente tridngulo contendr4 a una de las dos aristas restantes. Denotando estas de manera
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genérica como /ZQ y DER, asi para especificar el siguiente tridngulo solo hace falta decir
cual es el siguiente vértice y sobre cual de las dos aristas /ZQ y DER contiene (esto tiltimo
se puede hacer a un costo de un bit extra por tridngulo).

Representaremos entonces las trayectorias de tridngulos en D4 como listas de vértices
y a cada vértice le asociamos un bit de direccién IZQ o DER que indicia no la ubicacién
de este tridngulo con respecto al anterior sino el siguiente con respecto al que sigue, lo
denotamos como v.dir para un vértice arbitrario v. Esto lo hacemos para facilitar la imple-
mentacion. Asi pues la lista (u, 4y, u3, us) con el bit asociado a u; igual a IZQ define la
sucesion de tridngulos (Awuyualiz, Aujlistiy).

Usando la notacién de la demostracién anterior le asignamos a cada vértice g; tres listas
que corresponde a tres trayectorias hamiltonianas de Dy,. La primera entra por la derecha
(Pogi+1), sale por la izquierda (poq;) y la denotamos como g;.di. La segunda entra por la
izquierda (pog;y1), sale por arriba (g1 ¢;) y 1a denotamos como g;.ia. Finalmente la segunda
entra por la arriba , (g7,¢;) sale por la derecha (pygis1) y la denotamos como g;.ad. Estas
tres listas son de las trayectorias mencionadas para entrar y salir por cualquier arista de A;
pasando por todos sus tridngulos.

‘Al empezar el algoritmo para cada g;, con la excepcion de g,-; = p,-», inicializamos
en g..di = (g;) con g;.dir = DER, g,.ia = (g;) con g;.dir = IZQ, g;.ad = (po) con g;.dir =
IZQ. Las listas de g, las inicializamos en g,_».di = (g,-1, Po, §u-2) cON gu_a.dir = DER,
Gn-2.1@ = (Gu-1, Po, Gu-2) €ON Gu_.dir = IZQ y g;.ad = () la dejamos vacia pues nunca se va
a usar.

Cuando sacamos un vértice de la I' tenemos que actualizar las listas para los nuevos
valores de los Q;. Supongamos que sacamos el vértice r = g; de I'. Actualizamos las listas
de gi-1 a gi-).di = g;.iaU(g;i-2) Ug;-.ad con g;_.dir = DER, g;_,.ia = q;.idUg;_,.iaU(gis1)
con g.dir = DER y gi—y.ad = (g;) U gi.ad U g;-,.id con g;.dir = DER.
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Figura 3.5: Triangulaciones con un punto central

Hay que tener sumo cuidado al hacer estas actualizaciones ya que por ejemplo una vez
que actualizamos g;_,.di, al actualizar g,_,.ad no alteremos el valor de g;_,. La concatena-
cién de listas se puede hacer en tiempo constante por lo tanto el tiempo total del algoritmo
sigue siendo O(nlogn). Como asociamos sélo tres listas por vértice y al actualizar con-
catenamos dos de las listas anteriores agregando sélo un vértice mds, el algoritmo ocupa

memoria de O(n). A continuacién daremos una generalizacién de estos resultados

3.5. Triangulaciones con un Punto Central

Sea § un conjunto de n puntos en el plano y 7 una triangulacionde S y p € § de
manera de que todos los puntos restantes de S sean adyacentes a p. Llamamos a p un punto

central de 7". En esta secci6n generalizamos el resultado anterior para probar:
Teorema 9. Las triangulaciones con vértices centrales son hamiltonianas.

Demostracion. Sea T el subconjunto de aquellos tridngulos de 7~ que contengan a p. Los

tridngulos de T se encuentran en secuencia alrededor de p. Si p se encuentra al interior
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dichos tridngulos forman un ciclo, si de otra manera p estd en el casquete convexo de §
forman una trayectoria (todo esto en D). Sean p, ..., p,-1 los puntos de S —{p} en el orden
inducido por €l, ya sea el ciclo o la trayectoria. Sea e; la arista exterior de T' determinada
por los vértices p;, pixy modulo n — 1. De manera andloga a la demostracién del teorema
8 mantendremos la invariante de que en el tridngulo 7; = App;p;1, hay una trayectoria
que entra y sale por cualquiera de sus aristas y pasa por todos los tridngulos contenidos
en 1;. Ahora bien como 7~ es una triangulacién debe existir una arista ¢’ de 7~ que una un
vértice p; con p;,» (a menos que ya se tenga que T cubra Conv(S)). Agregamos ¢’ a T es
decir substituimos T; ¥ Tix; por App;pis2. Dado que 7; como 7 tienen la propiedad de
que se puede entrar y salir por cualquiera de sus aristas, heredan esta propiedad a App; pi.».
Reetiquetando los vértices y aristas de T repetimos el procedimiento anterior hasta llegar a
que T cubra a Conv(S ). Tomando las trayectorias contenidas en secuencia de los tridngulos
de T obtenemos una trayectoria cuando p estd en el casquete convexo de S o bien un ciclo

cuando estd en el interior de S. o

Finalizamos el capitulo con una implicacién de este resultado en Teorfa de Gréficas.
Una gréfica plana G es una pseudo triangulacién si todas sus caras excepto una, que llama-
mos la cara externa de G, son tridngulos (es decir constan de 3 aristas). Es bien sabido que
dichas gréficas tienen una inmersién en el plano tal que:

1.-Todos sus vértices estdn representados por puntos en posicién convexa.

2.-Las aristas de G estan representadas por segmentos de recta que no se intersectan.

3.-La cara externa de G es representada por un poligono convexo.

La pseudo gréfica dual D(G) de una pseudo triangulacién G es la gréfica cuyos vértices
son las caras de G menos la cara exterior, dos de ellas adyacentes si comparten una arista en

G. De la inmersién anterior y del resultado de esta seccién se sigue que si G tiene un vértice
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adyacente a todos los restantes entonces D(G) tiene un trayectoria hamiltoniana. Ademds

si dicho vértice no se encuentra en la cara externa D(G) tiene un ciclo hamiltoniano.



Capitulo 4

La Tetraedralizacion del Ojo

En este capitulo estudiaremos las propiedades del casquete convexo. Con base en ellas
definiremos la tetraedralizacién del ojo. Después veremos la relacién existente entre el
casquete convexo y la tetraedralizacién del ojo, veremos que si cierta grifica asociada al
casquete convexo es hamiltoniana entonces existe una tetraedralizacién del ojo hamiltonia-
na. La grifica que asociaremos al casquete convexo ha sido ampliamente estudiada y como
corolario de resultados anteriores tendremos que todo conjunto de puntos en el espacio con

a lo mds 20 de ellos en el casquete convexo admite una tetraedralizacién hamiltoniana.

4.1. El Casquete Convexo

El problema de la tetraedralizacién hamiltoniana consiste en contestar a la siguiente
pregunta: Dado un conjunto § de puntos en el espacio jExiste una tetraedralizacién 7~ de
§ tal que D+ tenga una trayectoria hamiltoniana?

Como vimos en el capitulo pasado (teorema 5) basta probar que el conjunto de puntos

de § que estan en su casquete convexo tenga una tetraedralizacién hamiltoniana. Es por eso

51
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que nos sera (itil estudiar el casquete convexo.

Ya hemos mencionado que el casquete convexo de S es un politopo convexo tridimen-
sional (poliedro) #, ademds como los puntos estdn en posicién general todas las caras de
P son tridngulos. Estos tridngulos forman de alguna manera una triangulacién del casquete
convexo.

Como hicimos para triangulaciones sobre el plano definimos la grafica dual Dy como
la grifica cuyos vértices son las caras de P y dos vértices son adyacentes si como caras de
P comparten una arista. En el futuro nos serd de utilidad la estructura de Dy como gréfica.

Dp es una gréfica cibica, plana, 3-conexa. El que sea ciibica se debe a que como los
vértices de Dp son tridngulos en P solo comparten aristas con tres tridngulos mds.

Para ver que Dp es plana agreguemos un vértice v a P por fuera lo suficientemente cerca
a una de sus caras Aq;q,q3 de manera que P U {v) estén en posicién convexa y general. En
el poliedro resultante 7, v s6lo es adyacente a gy, 2, g3. Tomemos cualquier plano IT tal
que P este entre v y II (es decir que IT sea paralelo a un plano tangente a # que contenga
a v). Proyectamos a P sobre el plano II estereogrificamente usando a v como eje. Es decir
cada punto p de P ya sea un vértice o una de sus aristas lo identificamos con el punto
resultante de la interseccion de la recta generada por los puntos p y v con el plano IT. Como
P es convexo una vez que una de estas rectas “sale” de P no lo vuelve a cruzar. Si dicha
recta contuviera otro punto ¢ de P distinto de p tendria que contener la recta que pasa por
ambos y esta tendria que ser una de las aristas de . Por lo anterior la aplicacién descrita es
inyectiva. Por lo tanto la imagen de dicha proyeccién es una gréfica plana Gy si tomamos
los vértices como la imagen de los vértices de P y a las aristas como la imagen de las aristas
de . Tomamos la gréfica dual de Gp con conjunto de vértices las caras de Gp (incluyendo
la cara exterior) y haciendo dos de estas adyacentes si tienen una arista en comtin. Esta

gréfica por ser la dual de una grifica plana es plana, ademds es isomorfa a Dp. Por lo tanto
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Dp es una grifica plana.

Falta verificar que Dy sea 3-conexa. Solo hay que probar que un conjunto de 2 vértices
de V(Dp) no desconecta la grifica. Sean pues 7, = Ap | pap3 ¥ T, = Aq1g2q3 dos vértices de
Dp. Hacemos la misma proyeccién que hicimos anteriormente pero ahora tomando como
eje p;. Sea S’ la imagen de los vértices de P menos p; bajo la proyeccién y para cada
vértice p en P menos p; denotamos con p’ a la imagen de p. Como la proyeccién manda
rectas en rectas, la gréfica resultante es una triangulacién de S en el plano. Denotamos esta
triangulacién con 7 ,,. La gréfica Dy, es isomorfa a Dp — [T € V(Dp) | T contiene a p,}. El
casquete convexo de S’ son aquellos vértices que en la preimagen son adyacentes a p,. Por
lo tanto cada tridngulo Ap,rs que contenga a p, es adyacente en Dp a un tridngulo cuya
imagen bajo la proyeccién esta en Dy, (a saber el tridngulo que contiene a r's’ en T,,).
En consecuencia si 7, = Ag;q,q3 contiene a p, se tiene que T, no es proyectado a ningdn
tridgngulo en D7, y por lo tanto Dp — {7 € V(Dp) | T contiene a p,} es conexa. Juntando
las dos observaciones anteriores concluimos que Dp — {1, T,} es conexa. Supongamos que
T, no contiene a p,. Tenemos que 7, es proyectado al tridngulo 7; = Aq|q5q; en T,. Si
Df,rpl - r; fuera conexa entonces por los mismos argumentos que usamos arriba Dp—{71,, 7.}
seria conexa. Para que 7, desconecte a Dy, , 7, tendria que ser un tridngulo separador de
Ty~ Es decir al menos una de las aristas de 7, serfan diagonales del poligono asociado
al casquete convexo de S, dividiendo a este en dos o mds poligonos. Las subgrdficas de
Dy, inducidas por los tridngulos de 7, contenidos en cada uno de estos poligonos serdn
conexas. Ademds cada una de estos poligonos tendrd al menos dos aristas del casquete
convexo de S’ y los tridngulos que las contiene serdn adyacentes a alguno de los tridngulos
que contienen a p; en Dp. Ahora bien como 7, no es parte de estos tridngulos se puede ir de
cualquiera de ellos a cualquier otro en Dp — {7, 7,). Las preimagenes de las subgrificas que

mencionamos arriba estdn conectadas entre si por medio de los tridngulos que contienen a
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pi1 en Dp — {1, 7). Por lo tanto Dp — {7, 7,} €s conexa y por consiguiente Dp es 3-conexa.

4.2. La Tetraedralizacion del Ojo

Usando la notacién anterior supongamos ahora que S es un conjunto de puntos en
posicién convexa. Las proyecciones que hicimos en la discusion anterior nos sugieren una
manera natural de tetraedralizar a S. Dado un vértice v de § podemos tetraedralizar a §
con la coleccién de tetraedros {Avr ryrs|Ar rars es una cara de P}. Es decir nos paramos en
v y para cada cara de P que no contenga a v agregamos el tetraedro formado por esa cara y
v. Esta tetraedralizacion de S la llamamos la tetraedralizacién del ojo generada por v y nos
referiremos a ella como 7. En lo subsecuente nos referiremos a los vértices de § como
ojos de S cuando estemos en el contexto de tetraedralizaciones de este tipo.

Cabe notar que la dual de la tetraedralizacién del ojo generada por v (que denotamos de
ahora en adelante con D,) es isomorfa a la dual de la triangulacién resultante de proyectar
a § usando a v como eje. Esta propiedad de las triangulaciones del ojo es muy fuerte
pues relaciona de alguna manera el problema en el espacio con su andlogo en el plano.
Observemos que D, es isomorfa a Dp — {T € V(Dp) | T contiene a p;}, que no es mds que
Dy menos una de sus caras.

Ya vimos que la proyeccidn estereogrifica sobre un vértice induce una triangulacién
sobre la imagen y que la dual de dicha triangulacién es isomorfa a D,. A la imagen la
denotaremos con S, y a la triangulacién de esta imagen como 7. Hay que tener cuidado
al hablar de S, porque podemos hacer la proyeccién de diferentes maneras. Por esta razén
siempre que hablemos de S|, lo haremos independientemente de como proyectemos es decir
solo usaremos las propiedades que compartan todas las posibles imadgenes.

Este marco teérico nos permitird demostrar algunas condiciones suficientes para la exis-
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Figura 4.1: Proyeccion del ojo y la triangulacién que induce sobre la imagen.
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tencia de tetraedralizaciones hamiltonianas. Por su utilidad haremos amplio uso de este en
lo restante de la obra.

Denotamos con G- a la realizacién geométrica de 77/, es decir en la grafica con vértices
en S, con dos de estos vértices x y y unidos por segmentos de recta cuando exista un
tridangulo en P que contenga a Xy como arista. Supongamos que existe un vértice v de §
adyacente a todos los demds en P. S/, no tendrd vértices al interior pues de lo contrario
dicho vértice no serda adyacente a v en G... Esto quiere decir que §, esta en posicién
convexa y 7 es la triangulacién del poligono convexo determinado por los vértices de
S. Ahora bien la grifica dual de una triangulacion de un poligono convexo es aciclica.
Como Dy es aciclica tiene vértices de grado 1, estos vértices son tridngulos de 77 que sélo
comparten una de sus aristas con otro tridngulo de 7. La preimagen u del vértice opuesto
a esta arista s6lo séra adyacente a tres vértices en P a saber v y las preimagenes de los
extremos de la arista en cuestion. En el capitulo 3 (Teorema 6) vimos que podiamos quitar
los vértices de grado tres. Pero al quitar u, v sigue siendo adyacente a todos los demds
vértices en casquete convexo de S — u. Quitando « y aplicando el mismo argumento tantas
veces cOmo nos sea necesario eventualmente llegamos a un conjunto con sélo 4 vértices
cuya tnica tetraedralizacién consta del tetraedro que pasa por estos 4 vértices y por lo tanto
es trivialmente hamiltoniano. Esto nos da una condicién suficiente para que S tenga una

tetraedralizacién hamiltoniana.

Teorema 10. Sea S un conjunto de puntos en el espacio. Si existe un vértice v en el casquete
convexo de S que sea adyacente a todos los demds vértices del casquete convexo entonces

S admite una triangulacion hamiltoniana.

Como era de esperar la estructura de Dy esta intimamente relacionada con las grificas

duales D, de las tetraedralizaciones de los diferentes ojos de S . El siguiente resultado es un
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Figura 4.2: Buscando un ojo hamiltoniano.

ejemplo de esta interdependencia.

Teorema 11. Si Dp tiene un ciclo hamiltoniano, entonces existe un ojo v de S tal que D,

tiene un trayectoria hamiltoniana.

Demostracién. Sabemos que las duales de las tetraedralizaciones del ojo son isomorfas a
Dp menos una de sus caras. Lo converso también es cierto pues dada una cara 7 de Dp,
todos los vértices comparten un punto como tridngulos en P y es ese punto el que al tomar
la dual de su tetraedralizacién del ojo es isomorfa a Dp — F . Por lo tanto basta mostrar
que si Dp tiene un ciclo hamiltoniano existe una cara ¥ de Dp tal que Dp — F tiene una
trayectoria hamiltoniana.

Ahora bien sabemos que Dy es plana y por lo tanto en una inmersién cualquiera de esta
en el plano, un ciclo de Dp divide al plano en dos regiones. Estas dos regiones son a saber
la parte interior y exterior del ciclo. Supongamos que Dy tiene un ciclo hamiltoniano C.
Tomamos cualquier arista a que no este en C y nos fijamos en la regién formada por a y

una de las trayectorias I' contenidas en C que unen los extremos de a. Todos los vértices en
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I" tienen tres aristas, dos en C y una fuera del ciclo. Si todas las aristas de los vértices de I
que no estdn en C no estdn en el interior de I' U a entonces I' U a es una cara de Dyp. Si una
de estas aristas estuviera al interior I' U a tomamos la regién determinada por esta arista
y la trayectoria contenida propiamente en I que une sus extremos, aplicamos el mismo
razonamiento y como la gréfica es finita eventualmente llegamos a que existe una arista a
y una trayectoria I’ C C tal que ¥ = I' U a es una cara de I. Pero C —I" es una trayectoria

hamiltoniana de Dy — F. a

Es interesante notar que lo converso no es cierto, es decir el que Dy no tenga un ciclo
hamiltonianano no implica que no existe un vértice v de S tal que D, tenga una trayectoria
hamiltoniana. Veremos ejemplos de estos casos mds adelante. Si siempre hubiera un vérti-
ce “ojo hamiltoniano” (tal que su tetraedralizacién del ojo tuviera una tetraedralizacién
hamiltoniana) el problema de la tetraedralizacién hamiltoniana seria resuelto afirmativa-

mente. Lamentablemente este no es el caso, es decir:

Teorema 12. Existe un conjuntos de puntos S en posicion convexa en el espacio, tal que

D, no tiene trayectorias hamiltonianas para todo vértice vde S.

Dejamos la demostracién para el final del capitulo.

El tema natural a estudiar después de ver el Teorema 11 seria la existencia de ciclos

hamiltonianos en Dp.

4.3. Graficas Cuabicas Plana 3-Conexas Hamiltonianas

Al principio del capitulo demostramos que Dy era una grifica ciibica plana 3-conexa
(que abreviaremos como CP3C) . No lo vamos a demostrar, sin embargo también es cierto

que dada una gréfica ciibica 3-conexa G hay un poliedro convexo (con caras triangulares)
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Figura 4.3: La gréfica de Tutte (una CP3C no hamiltoniana)

tal que su dual es isomorfa a G. Es decir al estudiar las graficas CP3C estamos estudiando
las gréficas duales de los posibles casquetes convexos de un conjunto de puntos dado.

En general es dificil encontrar CP3C no hamiltonianas, de hecho en 1880 Peter Guthrie
Tait conjeturd que todas las CP3C eran hamiltonianas. No fue si no hasta 1946 que William
Thomas Tutte dio un contraejemplo.

Las gréficas CP3C histéricamente han generado interés por su relacién con el Teore-
ma de los Cuatro Colores pues, si por ejemplo, la conjetura de Tait hubiera sido cierta
implicaria el Teorema de los Cuatro Colores.

Cabe mencionar que la grafica de Tutte no prueba nuestra conjetura pues de hecho se
puede encontrar un ojo hamiltoniano en esta grifica.

Por el Teorema 11 si quisiéramos encontrar un contraejemplo para el problema de la
tetraedralizacién hamiltoniana sabemos que habria que buscarlo en las graficas CP3C no
hamiltonianas. Es decir, necesariamente la dual del casquete convexo del contraejemplo no

tendria un ciclo hamiltoniano.
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Figura 4.4: La gréfica de Tutte menos una cara y una trayectoria hamiltoniana en ella

La gréfica de Tutte nos muestra que en general las CP3C no son hamiltonianas, sin
embargo la grifica de Tutte consta de 46 vértices. Seria interesante saber si existen ejemplos
mds pequeiios y si de haberlos con cuantos vértices. En [13] y subsecuentemente en [1]
se estudia a fondo este tema y preguntas relacionadas. En particular [13] basandose en

célculos hechos con computadoras demuestran:

Teorema 13. Todas las grdficas ciibicas planas 3-conexas con a lo mds 36 vértices son

hamiltonianas.

Esta cota es la mejor posible pues en [13] dan ejemplos de grificas CP3C con 38 vérti-
ces no hamiltonianas (notemos que por ser cibicas las CP3C tienen un niimero par de

vértices). Para nuestros fines este resultado tiene consecuencias interesantes.

Corolario 1. Todo conjunto S de n puntos en el espacio con a lo mds 20 de ellos en el

casquete convexo tiene una tetraedralizacion hamiltoniana.

Demostracién. Como ya vimos el poliedro P asociado al casquete convexo de S visto
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como gréfica es plana con todas sus caras triangulares, por lo tanto es una grafica maximal
plana y tiene 3n" — 6 vértices (donde n’ es el nimero de vértices de § en su casquete
convexo). Dado que cada arista se encuentra en exactamente dos caras y todas sus caras
son triangulares, P tiene 2n’ — 4 caras. Ya que n’ < 20, Dp tiene a lo mds 36 vértices.

Usando el Teorema 11 y 13 obtenemos el resultado o

Este resultado nos incita a pensar que todo conjunto de puntos tiene una tetraedrali-
zacién hamiltoniana o bien que el contragjemplo es bastante complicado. El Corolario 1
asi como el Teorema 11 nunca han sido publicados.

Todos los resultados sobre hamiltonaniedad de las CP3C se traducen en resultados sobre
tetraedralizaciones hamiltonianas. Por ejemplo en [1] prueban que toda CP3C con caras de
longitud al menos 6 y con a lo més 176 vértices son hamiltonianas. Esto se traduce en que
todo conjunto de puntos en el espacio con a lo mds 90 de ellos en el casquete convexo y
con vértices de grado a lo mds 6 tiene una tetraedralizacién hamiltoniana.

Vimos que hay una fuerte relacién entre el casquete convexo y sus ojos en la siguiente

seccion profundizaremos en este tema.

4.4. Los Ojos del Casquete Convexo

El planteamiento del Teorema 12 motivé el estudio del casquete convexo y sus diferen-
tes ojos. Como dado un ojo la dual de su tetraedralizacion es isomorfa a una triangulacién
del plano y en relacién al Teorema 12 nos interesamos en ver cuales de estas triangula-
ciones podrian tener trayectorias hamiltonianas. Otra manera de pensarlo seria buscar que
tipo de triangulaciones no tienen trayectorias hamiltonianas. Por ejemplo claramente si la
dual de la triangulacién tiene tres o mds vértice de corte de grado tres no podria tener una

trayectoria hamiltoniana. Entonces los ojos que podrian ser buenos candidatos a ser ha-
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miltonianos serian aquellos tales que su tetraedralizacién fuera dos conexa. Observamos

siempre se puede encontrar un ojo dos conexo.

Teorema 14. Dado un conjunto S de n puntos en posicién convexa en el espacio siempre

se puede encontrar un vértice ven S tal que D, es 2-conexa.

Demostracién. Como para cada vértice de S la dual de su tetraedralizaci6én del ojo tiene
grado a lo mds 3, el que tenga una vértice de corte implica que tiene una arista de corte.
Analogamente si tiene una arista de corte alguno de los vértices sobre los que incide es de
corte. Basta probar que hay un ojo v de § tal que D, no tenga aristas de corte. Dado v un
vértice de §, sabemos que D, es isomorfa a la dual de una triangulacién 7 en el plano.
Una arista de corte en D, se traduce a una diagonal del poligono que delimita a 7 (es decir
una arista que une dos vértices no adyacentes de este poligono).

Sea Gp gréfica resultante de la proyeccion esteoreografica (como la hicimos al principio
del capitulo) del casquete convexo P de S . La triangulacién 7 (en su contexto geométrico)
asociada a v es isomorfa a una subgrifica de Gp a saber Gp menos todos los vértices
adyacentes a la imagen de v bajo la proyeccién. Como lo mencionamos arriba estamos
buscando un ojo tal que su triangulacién asociada no tenga diagonales pero en vista de lo
anterior esto significa que buscamos un ojo tal que en su imagen en Gp no tenga aristas
entre sus vecinos (ademds de las que se encuentran entre vecinos consecutivos, es decir
aquellas que forman el poligono que delimita a su triangulacién del ojo).

Si Gp tiene un vértice de grado 3, la preimagen dicho vértice es el ojo que buscamos
pues no tendr4 aristas entre vecinos no consecutivos (ya que sus vecinos forman un tridngu-
lo). Supongamos pues que G no tiene vértices de grado 3.

Sea x un vértice de Gp y sea N(x) el conjunto de vecinos de x (estos como ya lo

mencionamos forman un ciclo C) en Gp. Si no hay mas aristas entre vértices de N(x) mas
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que las que unen vértices consecutivos entonces la preimagen de x es el ojo que buscamos.
Si hay una arista a entre dos vértices n; y n; consecutivos de N(x), a junto con una de las
dos trayectorias (sea I dicha trayectoria) que unen n; y n; en C forman una regién acotada
& del plano. Como todos los vértices tiene grado mayor a 3 tienen al menos una arista
distinta de las dos que se encuentran en C y de la que los une con x. Si un vértice interior y
de I' comparte una arista con otro vértice w de I, esta arista esta junto con la subtrayectoria
de I" que une y con w definen una regién del plano acotada contenida propiamente en &.
Podemos seguir este procedimiento hasta encontrar una subtrayectoria I de I' y una arista
@’ que una sus extremos, tal que I"Ua defina una regién del plano & propiamente contenida
en &. Como o’ une los extremos de I (sean v, y ¥, dichos extremos) y no esta contenida
en esta, I tiene al menos un vértice interior. Sea x’ un vértice interior de I". Si x’ es el
tinico vértice interior de I" entonces ¥, y - son vecinos de x’. Ya que x’ es de grado mayor
a tres al menos es adyacente a un vértice distinto de x, y; y 2. Esto implica que y, y ¥»
como vecinos de x’ no son consecutivos. Por lo que o’ es una arista que une dos vecinos
no consecutivos de x’. Tomando ahora a x’ como vértice de partida podemos repetir el
argumento. Como ademds todos los vecinos de x’ distintos de x, ¥, y > estdn contenidos
en &’ al repetir el argumento no corremos el riesgo de repetir vértices. Si I'” tiene dos o mas
vértices interiores, X’ no puede ser adyacente a los dos extremos de I'” al mismo tiempo y
en consecuencia @’ no une vecinos no consecutivos de x’. Cabe preguntarse entonces si x’
es ya el ojo dos conexo que buscamos. Si no lo es entonces tiene una arista a@” entre dos
vecinos no consecutivos. Sea I'” la trayectoria que une los extremos de a” en los vecinos
de x’ y no pasa por x. Ahora bien por construccién x’ no es adyacente a ningiin vértice de
I'"" salvo aquel que le antecede y le sigue en I'". Por lo que todos los vértices de I salvo sus
extremos no estdn en [, ademds si alguno de estos fuera alguno de los que ya consideramos

la arista que los une tendria que entrar y salir de & contradiciendo la hipétesis de que Gp
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Figura 4.5: Una triangulacién con dual 2-conexa pero no hamiltoniana.

es plana. Es decir como en el caso anterior podemos repetir el razonamiento con x’ y o”
sin repetir vértices, como la gréfica es finita en alglin momento debemos llegar a un ojo dos

conexo. [w]

Lamentablemente el que una triangulacién sea dos conexa no es garantia de que tenga
una trayectoria hamiltoniana.

En el mismo sentido que los Teorema 14 y 11 uno puede preguntarse por la existencia
de ojos con diversas propiedades dadas ciertas caracteristicas del casquete convexo. Pero
esta discusién se puede replantear como un problema en el plano:

Si a cualquier cualquier triangulacién le agregamos un punto fuera del plano que la
contiene y lo hacemos adyacente a cada vértice del casquete convexo entonces obtenemos
un poliedro en R* (con sus puntos no estando en posicién general). La gréfica dual de dicho
poliedro sera entonces una gréfica CP3C.

Esta construccién induce una relacién de equivalencia sobre el conjunto de todas las

triangulaciones en el plano. Dos triangulaciones estarin relacionadas si haciendo esta ope-
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racién en ambas las grdficas duales de los poliedros resultantes son isomorfas. De esta
manera la buscar ojos con ciertas propiedades estamos buscando que propiedades siempre
tiene al menos un representante de cada clase. A cada clase de equivalencia le asignamos
la grafica dual del poliedro que resulta de la operacion antes descrita sobre uno de sus re-
presentantes (esto lo hacemos salvo isomorfismo). Mencionamos brevemente aunque no lo
demostramos que toda grafica CP3C se puede realizar como la dual de algiin poliedro en
R3. Lo que significa que cada CP3C (salvo isomorfismo) tiene una clase de equivalencia
asociada. El pedir como hipétesis ciertas propiedades del casquete convexo es pedir que la
gréfica asociada a las clases de equivalencia la cumpla.

Claramente dos triangulaciones con duales isomorfas estdn relacionadas, lo que nos
permite refinar todavia mds la teoria. Consideramos ahora los miembros de cada clase de
equivalencia como distintos si sus duales no son isomorfas e equivalentes cuando lo sean.
Es decir primero agrupamos aquellas que tengan duales isomorfas y luego las agrupamos
bajo la relacién anteriormente descrita.

Dada una una triangulacién en el plano 7 denotamos con [77] su clase de equivalencia
(agrupando primero triangulaciones con duales isomorfas) ,con P+ su poliedro asociado
(considerando equivalentes aquellos con duales isomorfas) y con Dy la grafica CP3C dual
de Py

Al buscar representantes con ciertas propiedades, seria bueno saber con cuantos miem-
bros podria llegar a contar cada clase. Dada la asociacion que hicimos el nimero de miem-
bros deber ser finito, a lo mds una triangulacién por cada vértice de Py. Muchos de estos
vértices podrian inducir la misma triangulacién, de hecho si tomamos un poligono P con n
vértices en el plano, agregamos un vértice al interior y lo hacemos adyacente con todos los

demds la clase de equivalencia de la triangulacién resultante constara de dos elementos.

De alguna manera el nimero de miembros de [77] esta relacionado con que tan simétrico
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sea P, es decir si es muy simétrico muchos de sus ojos verdn la misma triangulacién. Una
medida que tan simétrico es P es mediante su grupo de automorfismos (aquellas funciones
que sean isomorfismos con dominio P y contra dominio Py). Si por ejemplo P tuviera
un automorfismo g distinto de la identidad, habrd un vértice v de Py tal que g(v) # v. Si
restringimos g a 7 — v obtenemos una isomorfismo entre 7, y 7, (viéndolas no como
coleccién de tridngulos si no en su contexto geométrico). De dicho isomorfismo se obtiene
un isomorfismo g’ entre D, y Dy,), pues los tridngulos de 7, van a dar a tridngulos de 7
y si dos tridngulos comparten una arista en 7, la compartirdn en la imagen bajo g. Es decir
T+ ¥ Ty representan el mismo elemento en [77].

De un automorfismo de P obtuvimos un isomorfismo entre dos triangulaciones del
ojo de Py haremos algo similar pero en sentido inverso. Supongamos ahora que 7, y 7,
representan el mismo elemento en [7] Dicho de otra manera existe un isomorfismo h entre
las graficas duales de 7, y 7, La cara exterior de D, debe ir a dar a la cara exterior de D,
pues son las dnicas que tienen vértices con grado menor o igual a 2. Extendemos h a i’ de
manera que dado un tridngulo 7 que contenga a u, adyacente en P+ a un tridngulo 7’ sobre
la cara exterior de D, lo asignamos al tridngulo que contiene a u, adyacente en Ps a h(7’).
Como h es isomorfismo, la extension anterior &’ es un automorfismo entre D+-. De manera

andloga a partir de /' obtenemos un automorfismo de P

4.5. Grificas Cibicas Planas 3-conexas Sin Ojos Hamilto-

nianos

Cuando vimos que si la gréfica dual del casquete convexo es hamiltoniana se podia en-

contrar un ojo hamiltoniano, quedé pendiente contestar a la pregunta: ; Toda gréfica CP3C
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Figura 4.6: Uniendo dos gréficas CP3C por dos de sus vértices

tiene un ojo hamiltoniano? En esta seccién contestaremos negativamente a esa pregunta y
con ello daremos por concluido este capitulo.

Las grificas duales de los casquetes convexo son grificas CP3C, no lo demostramos
pero lo converso también es cierto. Para toda grafica CP3C G existe un conjunto de puntos

tal que la grifica dual de su casquete convexo es isomorfaa G.

Construiremos una CP3C sin ojos hamiltonianos uniendo de cierta manera grificas
CP3C no hamiltonianas. Sean G, y G, dos grificas CP3C y sean u y v vértices de las caras
exteriores de G, y G, respectivamente. Sean vy, v,, v3 los vecinos de v en G, y uy, u, 3
los vecinos de u en G,. Quitamos u y v de ambas gréficas y los substituimos por un ciclo
(w4}, 15, U3, v}, v4, v3) de nuevos vértices. Ahora hacemos adyacentes el vértice u! con u; y v}
con v;. La gréfica resultante es ciibica y plana pero no es 3-conexa. Para hacerla 3-conexa
basta con subdividir las aristas (#;u;) y (viv2) y unir los nuevos vértices. Es decir quitamos
(1ty13) y (viv2) y agregamos las aristas (i) x), (xuz), (v;y), (yv2) y (x, y) La gréfica resultante

es una grifica cibica plana y 3-conexa.

Consideremos ahora dos ciclos ¥, = (x;, x2,...,X3) ¥ ¥2 = (b1, Y2, . .., ¥g). Colocamos
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v, al interior de y, y hacemos cada vértice x; de v, adyacente con el vértice y; de y,. Ha-
ciendo esta construccién obtenemos una grifica H cibica plana y 3-conexa. Sean G, G,,
G3 y G4 cuatro grificas CP3C no hamiltonianas, es decir que no tengan un ciclo hamilto-
niano (como la grifica de Tutte por ejemplo). Elegimos ahora un vértice en la cara exterior
de cada una de ellas. Sean v, v,, v3, v4 dichos vértices en G, G,, G5 y G4 respectivamente.
Unimos ahora cada una de las G; a H con la operacién descrita anteriormente. Hacemos la
unién de G; con H por medio del vértice v; de G; y el vértice x»;_; de H. Sea H la grifica
resultante de estas uniones.

Por construccion H es una grifica CP3C. Sea ¥ una cara de H, supongamos que H—-F
tiene una trayectoria hamiltoniana I'. Para cada G; sea G/ la subgrifica inducida de H por
el conjunto de vértices V(G;) — {v;} con 1 < i < 4. Sin pérdida de generalidad supongamos
que F no contiene vértices de G/, G,y G;. Como T tiene sélo dos extremos, una de estas
tres grificas no contiene ningiin extremo de I'. Otra vez sin pérdida de generalidad supon-
gamos G no contiene ninguno de los extremos de I'. I" al entrar y salir de G| debe hacerlo
forzosamente por los vecinos de v; en G, que a su vez son vértices también de H — F. Por
lo anterior y el hecho de que no hay extremos de I' en G|, I s6lo entra y sale una vez de
G. Dado que I' es hamiltoniana, al entrar y salir debe recorrer todos los vértices de Gj.
Es decir hay una subtrayectoria I de I que entra pasa por todos los vértices de G| y los
dos extremos de I son vecinos de v; en G,. Por otra parte G| es subgrifica de G, por lo
que v;I"v, es un ciclo hamiltoniano de G,. Por lo tanto H — ¥ no contiene una trayectoria
hamiltoniana para ninguna cara ¥ de de 7.

Estas grificas son de suma importancia en cuanto al problema de la tetraedralizacién
hamiltoniana. Pues en caso de existir un conjunto de puntos sin tetraedralizacién hamilto-
niana, la dual del casquete convexo serd una grifica de este tipo. Por otra parte estas grdficas

por no tener ojos hamiltonianos nos obligan a desarrollar nuevas herramientas para encon-
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trarles tetraedralizaciones hamiltonianas. Estas herramientas podrian llevar eventualmente

a la resolucién del problema.



Capitulo 5

Giros de Aristas y Caras

En este capitulo veremos mds a detalle los giros en el plano y en el espacio. Menciona-
remos algunos de los resultados que se conocen al respecto. Veremos también una manera
de relacionar los giros en el espacio con los giros en el plano. Esta relacién motivara una
extension de la tetraedralizacién del ojo. Finalmente veremos como podria usarse todo lo

anterior para atacar el problema de la tetraedralizacién hamiltoniana.

5.1. Giros en el plano

En el capitulo 2 definimos lo que significa girar una arista en una triangulacién. En esta
seccién mencionaremos algunos resultados sobre el tema. Recordemos primero la defini-
cidn del giro de arista. Sea S un conjunto de puntos en el plano y 7~ una triangulacién de
este. Dada cualquier arista p;p; si los dos tridngulos Ap;p,q ¥ Ap;p2r que la contienen
forman una tridngulo convexo podemos intercambiar la arista p;p, por gr en 7 y obtener
asf una nueva triangulacién de §. A esta accién se le conoce como “girar” la arista p, p;

Mencionaremos algunos resultados probados en [6]. Demuestran por ejemplo que to-

71
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da triangulacién de n puntos en el plano tiene al menos [(n — 4)/2] aristas girables y dan
ejemplos donde se alcanza esta cota. Demuestran también que se puede obtener cualquier
triangulacién de un conjunto de puntos a partir de cualquier otra mediante giros. Sin embar-
go hay casos en que se necesita un niimero cuadratico de giros para lograrlo. Este resultado

también es valido para triangulaciones de poligonos en general.

5.2. Giros en la Tetraedralizacion del Ojo

En esta seccion haremos uso de la propiedad de la triangulacién del ojo de relacionar
el problema en el espacio con el del plano para traducir los giros en el plano en giros en
el espacio. Consideremos dos tetraedros 7, = Apv vav3 ¥ T2 = AqV Vv en una tetraedra-
lizacién cualquiera tal que la unién de ambos es convexa. A la accién de retetraedralizar
T, U 15 con los tetraedros apgv,, Apgva, Apqgvs la llamamos girar la cara Avyvavy y a la
accién inversa girar la arista pq.

Sea 7, una tetraedralizacién del ojo de un conjunto S  R?® de n puntos en posicién
convexa. Asociamos a cada triangulacién del ojo una triangulacién del plano que en esencia
es la parte restante del casquete convexo que el ojo ve. Esta triangulacién la denotamos
como 7 para la tetraedralizacién del ojo 7.

Supongamos que en este caso 7 tiene una arista girable p’q’. Sean |, = Arjp'q’y
T, = Aryp'q’ los dos tridngulos de 7 que contienen a 7’q’. Como la unién de ambos
tridangulos es convexa y el dngulo interior de Arypq con Ar,pq es es menor a 7, la preimagen
de 7} U 7} es convexa. Es decir Avrypg U Avrypq es convexa. Por tanto podemos girar la
cara Avpg en T,. La relacién inversa también se cumple es decir supongamos ahora que la
cara Avpq que comparten dos tetraedros T; = Apqvr; Y T2 = Apqvr; es girable en 7. La

imagen de 7| U 7; en 7 se puede ver de la siguiente manera: Extendemos las caras de de
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7) U T, que contenga a v y las intersectamos con el plano sobre el que descansa 7, dicha
interseccién formara la imagen de 7, U 7; en 7. Como la extensién anterior y el plano son
conjuntos convexos su interseccién sera convexa, por tanto p’q’ sera girable en 7. De esta
manera relacionamos los giros en el plano con los giros en el espacio en la tetraedralizacién
del ojo.

Una vez girada una arista en 7, el ojo v ya no “vera” la misma triangulacién. De hecho
lo que el ojo ve ahora ya no es convexo. Es por eso que ahora nos conviene generalizar
nuestra notacién para abarcar no solo la tetraedralizacién del ojo sino todas las tetraedrali-
zaciones en general. Consideremos cualquier tetraedralizacién 7~ de S y cualquier vértice
v € §. Denotemos con 7, la coleccién de tetraedros de 7~ que contienen av. Con S, a los
puntos de § distintos de v que se encuentran en alguno de los tetraedros de 7. Podemos
hacer las mismas proyecciones que hicimos en el caso de la tetraedralizacién del ojo y en
este caso obtener una triangulacién 7 de la imagen de S, (que denotamos con §)). En
este sentido la tetraedralizacién del ojo no es mas que el caso en que para un vértice u se
tiene que 7, = 7. Claramente si para cada vértice de dos tetraedralizaciones ven lo mismo
entonces dichas tetraedralizaciones son iguales.

En el caso de la tetraedralizacién del ojo vimos que una arista era girable en 7 si y
solo si lo era como cara de 7. No sucede lo mismo para tetraedralizaciones en general.
Sea 7~ una tetraedralizacion cualquiera de S y p’g’ una arista girable de 7. Sean A p'q'r
y ap’g’r; los tridngulos de 77 que contienen a la arista P'q’. Ahora bien pudiera ser el
caso en que el dngulo (visto desde el ojo) entre Apgr; y Apgr, sea mayor a 1. Como por
ejemplo después de hacer un giro en la tetraedralizacién del ojo. En este caso no podemos
garantizar que por ser girable la arista en 77 lo sea en 7. Sin embargo la relacién inversa
se sigue cumpliendo es decir si una arista es girable en 7', lo sera en 7. Esto se da por las

mismas razones que cuando se trata de tetraedralizaciones del ojo.
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Por lo anterior una vez que giramos una arista en 7, perdemos de alguna manera la
relacién entre los giros de 7. y los de 77/.Sin embargo un giro es realmente un pequeiio
cambio en la tetraedralizacién y por tanto no es de extrafiar que parte de la estructura de
los giros se preserve después del giro. La tinica manera en que una arista sea girable en
7. y no lo sea en 7, es que las preimagenes de los tridngulos que contienen a la arista
en 7, formen un dngulo mayor a & (otra vez visto desde el 0jo). A este tipo de aristas las
llamaremos no convexas y a las que en la preimagen formen una dngulo menor o igual a 7
las llamaremos convexas. Es interesante notar que una arista convexa sigue siendo convexa
después de un giro, en este sentido nos referiamos a que se conservaba la estructura. Para
ver lo anterior sea pg una arista convexa de 7", y que hacemos un giro. Supongamos que la
arista que giramos no se encuentra en el cuadrildtero que contiene a la arista p’q’ en 77. Las
preimagenes de los dos tridngulos que contienen a p’q’ no habran cambiado y por tanto pg
sigue siendo girable. Supongamos ahora que la arista que giramos se encuentra en alguno
de los tridngulos 7} y 75 que contienen a p’q’. Sin perdida de generalidad supongamos que
es 7;. El dngulo entre 7 y 73 (las preimagenes de 7} y 7, en 7°) es la suma de los 4ngulos que
cada uno de estos forma con el tridngulo Apgv. La preimagen del tridngulo que después del
giro contiene a p’q’ forma un dngulo necesariamente menor con 4pqv que el que formaba
T) con Apqv pues de otra manera la arista en cuestion no hubiera sido girable. Al hacer el
giro el dngulo que forman las preimagenes de los tridngulos que contienen a p’q’ es menor
al que formaban antes. Como pg era convexa este dngulo era menor a 7 por tanto pq sigue

siendo convexa después del giro.

Nuestra intencién al principio de la seccién era reducir de alguna manera el problema
en el espacio al problema en el plano y la discusién anterior nos da una manera de hacerlo,
en particular nos permite trabajar con 7. Esto lo hacemos siguiendo la siguiente regla: una

vez que giramos una arista no la podemos volver a girar (en el sentido de que si giramos la
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arista @ en 7, a la nueva arista resultante consideramos que ocupa ahora el lugar de a y no
la volvemos a girar). Con esto garantizamos que los giros que hagamos en 7 los podemos
hacer también en 7,.

Aun queda la pregunta de a cudles de todas las triangulaciones posibles de S son ac-
cesibles mediante este tipo de giros (aquellos vélidos en 7, como en 7). Vimos que en el
plano se puede ir una triangulacion a cualquier otra mediante giros. En este caso estamos

restringidos por aquellos giros que también sean giros en 7.

Teorema 15. Sea T, una tetraedralizacioén del ojo de un conjunto S C R* de puntos en
posicion convexa. Desde T, se puede llegar mediante giros (validos en T y en T,) a

cualquier otra triangulacién de S’.

Demostracién. Sea 7* una triangulacién cualquiera de S’ (la proyeccién de S) diferente
de 7°,. Unimos por medio de 7" los vértices de S de la siguiente manera: Si p’ y ¢’ son
adyacentes en 7 * hacemos adyacentes p y g (las preimagenes de p’ y ¢’ bajo la proyeccién)
en S. De esta manera obtenemos una “triangulacién” de S — v ahora si a cada uno de
estos tridngulos los unimos a v obtenemos una coleccién de tetraedros T, con vértices
en S. Esta coleccién no va a cubrir la cerradura convexa de § por lo que tendra alguna
arista p’q’ no convexa (vista desde v). Sean T, = AX'pg y 7, = AY pq los tridngulos de
7™ que contienen a a’ (la imagen de a bajo la proyeccién). Si la unién 1, y 7> forma un
cuadrildtero no convexo, necesariamente un extremo de @’ tendrd un dngulo interior mayor
a m, sin pérdida de generalidad supongamos que se trata de p’. El vértice p’ se encuentra
al interior del tridngulo Ax’y'q’ (que bien pudiera no estar en 7°*). Por lo que el tridgngulo
Axyq estd entre p y v pues de otra manera p seria un vértice interior del tetraedro Axygv
y los puntos estdn en posicién convexa. En consecuencia 7; U 1, forma una cuadrildtero

convexo. Intercambiamos los tetraedros Avxpq , Avypg por Av.xyp, Avxyg en T,. Haciendo
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esta actualizacién en 7' y con la notacién usual observamos que dado que Avxyp U Avxyq
es convexo la arista X'y’ es girable en T como en T,.. De hacer el giro se tendria T/ = 7 es
decir se puede llegar de 7| a 7* mediante un giro. Haciendo ahora 7* = T, y repitiendo el
argumento eventualmente llegamos a cubrir toda la cerradura convexa de S y la coleccién
de tetraedros que finalmente la cubrird sera la tetraedralizacién del ojo 7. Teniendo en
cuenta que en cada paso se puede llegar a que v “vea” la triangulacién del paso anterior
mediante un giro, se puede mediante giros llegar a que v “vea” la triangulacién original

T (u]

Una consecuencia interesante de este teorema es un resultado que ya mencionamos y

sin embargo no probamos

Corolario 2. Sea T y 7> cuales quiera dos triangulaciones de un conjunto S de puntos

en el plano. Se puede pasar de T\ mediante giros a T>.

Demostracién. Sea Il el plano que contiene a § y sea & una esfera que no intersecte a IT.
Sea v el punto mas lejano a Il en &. Proyectamos estereogrificamente a & sobre I1 tomando
como eje a v. Sea S~! la preimagen de S bajo esta proyeccién. Tetraedralizamos a § !
tomando como base v con la tetraedralizacién del ojo 7. Por el teorema anterior se puede
pasarde 7, a7, yde 7; a 7. Por lo que usando a 7,/ como intermediario se puede pasar

de 7 a 77 mediante giros. O

Lo interesante de la aplicacién del teorema en el corolario anterior es que hace uso de
los resultados en el espacio para probar un resultado en el plano. Generalmente la aplicacién
se da en sentido inverso.

Los giros en la tetraedralizacion del ojo nos dan una herramienta més para atacar el

problema de la tetraedralizacion hamiltoniana. Hasta el momento por ejemplo no hemos
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encontrado una tetraedralizacion del ojo que no pueda ser llevada mediante este tipo de
giros (hechos en 7 y en 7, simultdneamente) a una tetraedralizacién hamiltoniana. Proba-
blemente la combinacién de los giros con elecciones adecuadas de ojos darfan la solucién

al problema.



Capitulo 6

Puntos de Steiner

En este capitulo presentaremos hablaremos de soluciones aproximadas al problema de
la tetraedralizacion hamiltoniana. Describiremos en que sentido las soluciones son aproxi-
madas. Una vez hecho esto damos una técnica para encontrarlas. Finalmente hablaremos

de las limitaciones de esta técnica. La técnica descrita no ha sido publicada anteriormente.

6.1. Aproximando con Puntos de Steiner

Cuando por alguna razén somos incapaces de encontrar una solucién exacta a un pro-
blema optamos por buscar una aproximacién lo suficientemente buena para nuestros propési-
tos. En este sentido en Geometria Computacional al tratar con diferentes objetos geométri-
cos se suelen agregar puntos “extras” (es decir que no estaban considerados en el plantea-
miento original del problema) de manera que nos auxilien a encontrar una solucién. Dichos
puntos se les conoce como puntos de Steiner.

En el caso del problema de la tetraedralizacién hamiltoniana lo que haremos es dado

S C R? un conjunto de puntos en posicién convexa encontraremos otros conjunto §* de
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puntos en el espacio de manerade que § € §* y S* tenga una tetraedralizacion hamiltonia-
na.

En general quisiéramos que la aproximacién sea lo mds cercana posible a la soluci6n
exacta. Para estos fines trataremos de minimizar en medida de lo posible la cantidad de pun-
tos de Steiner que agregamos. Es decir trataremos de minimizar la cardinalidad de §* - §.
En el proceso de ir agregando puntos de Steiner nos interesara conservar algunas propieda-
des del conjunto original como por ejemplo la cerradura convexa. Pues que sentido tendria
agregar cuatro puntos fuera de S lo suficientemente lejanos uno del otro de manera de que
S este enteramente contenido en el tetraedro generado por dichos puntos. Procediendo de
esta manera S * tendria una tetraedralizacién hamiltoniana. Como ya vimos basta con que
los puntos que estdn en el casquete convexo de S * tengan una tetraedralizacién hamiltonia-
na. El casquete convexo de S* constaria de un tetraedro y por tanto S* tiene trivialmente
una tetraedralizacién hamiltoniana. Es decir sélo con 4 puntos de Steiner fuimos capaces
de tetraedralizar hamiltonianamente a S*. Pero esto no es lo que se quiere. Mas alld de
tratar de minimizar el nimero de puntos de Steiner usados nos gustaria que ademads el cas-
quete convexo de S coincida con el de §*. De hecho como veremos adelante esto siempre
sera posible. Es decir todos los puntos de Steiner que agreguemos estaran en el interior de

Conv(S).

6.2. Agregando puntos de Steiner

En esta seccién explicaremos a detalle la técnica que usamos para agregar puntos de
Steiner al conjunto original. Veremos los resultados que hemos alcanzado con esta técnica
y después sus posibles limitaciones.

Usando la notacién anterior empezaremos por agregar un punto de Steiner v ¢ § al
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interior de S y usaremos este punto para tetraedralizar a § con 7 = {Avp p2ps | Api1p2p3
es una cara del casquete convexo de S }. Esto nos recuerda de alguna manera lo que hicimos
con la tetraedralizacién del ojo en el capitulo 4 . Ahora bien como vimos en ese mismo
capitulo la gréfica dual del casquete convexo de S sera una gréifica CP3C (gréficas ciibicas
planas tres conexas). Por construccién entonces Dy sera una gréfica CP3C.

Un resultado de Teoria de Grificas muy conocido debido a Petersen afirma que toda
gréfica ciibica G 2-conexa tiene un 1-factor. Un 1-factor G no es otra cosa méds que una
subgrifica H 1-regular de G con V(H) = V(G). Si a G le quitamos las aristas de H le
estamos quitando a cada vértice una arista. Lo que nos queda es una subgrifica de G,
2-regular con el mismo conjunto de vértices es decir un 2-factor. Por ser 2-regular esta
subgréfica de G se puede cubrir con una coleccién de ciclos ajenos dos a dos de manera
que cada vértice de que cada vértice este en algin ciclo. Usando el hecho de que es una
subgrifica de G cubrimos a los vértices de G con ciclos ajenos entre si.

Como Dy, es 3-conexa en particular es 2-conexa. Ademds es ctibica por lo que exis-
te una coleccién de ciclos ajenos que cubren todos los vértices de Dys.La idea es ahora
es usar los puntos de Steiner para ir uniendo los ciclos de manera que eventualmente con
un sdlo ciclo cubramos los vértices de D+,. Empezamos con la cobertura inicial de ciclos
C1,Ca,...Cp. Sean 1 = Aprirar3 y Ty = Agrrary dos tetraedros adyacentes de 7, que se
estdn cubiertos por ciclos distintos (C; y C respectivamente). Agregamos un punto de Stei-
ner x al interior de 7, (cambiando 7, por los tetraedros Axryrars, AXprir AXprarsAxprar; )
de manera que el segmento de recta Xq intersecte Ar;rars.

Por la localizacién de x la unién de 7; con Axr rar3 es convexa y en consecuencia
Aryryrsy es girable. Giramos dicha cara (ver figura 6.2) El ciclo C; originalmente podria
entrar a T, por cualquiera de sus caras (a excepcién de Aryrars) y salir por cualquier otra.

Fijamos cualesquiera dos caras de T, como entrada (pues por simetria no importa cuales
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Figura 6.1: Agregando puntos de Steiner.

elijamos). Andlogamente C; puede entrar y salir de 7, por cualquiera de sus aristas. No
importando por cual de estas entre o salga, C; una vez agregado x se puede crear un nuevo
ciclo a partir de C; y C; que pase por los tetraedros que cubrian ambos, asi como los que se
generaron en el proceso (ver figura 6.2).

Uniendo de esta manera de dos en dos ciclos con un punto de Steiner agregando m
vértices (tomando en cuenta que al principio agregamos el vértice v) obtenemos un ciclo
que pasa por todos los vértices de la grifica dual de la tetraedralizacién resultante. Es decir
el niimero de puntos de Steiner a utilizar depende del tamafio de la coleccién original de
ciclos. Como ya vimos en el capitulo 3 podemos suponer que no hay vértices de grado 3
en el casquete convexo de S . Esto quiere decir que la longitud minima de los ciclos es 4
por lo que en el peor de los caso todos los ciclos son de longitud 4. Combinando esto con
el hecho de que el casquete convexo tendra 2n — 4 tridngulos (por ser una grafica plana con

todas sus caras triangulares) obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 16. Para todo conjunto S C R*® un conjunto de n puntos en posicién convexa,
existe un conjunto S* C R® que contiene a S, con la propiedad de que Conv(S) = Conv(S *)

yIS* -S| <52
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Figura 6.2: Uniendo ciclos en la gréfica dual después de agregar el punto de Steiner.

En otras palabras el niimero de puntos de Steiner requeridos es de O(n). Cabe pregun-
tarse si podemos mediante esta técnica bajar esta cota a O(logn) por ejemplo. Veremos
que de hecho hay casos donde se necesitan O(n) puntos extras. Esto no resuelve el proble-
ma de la tetraedralizacién hamiltoniana pues nos estamos enfocando solamente al proceso

anteriormente descrito. Sin embargo nos da una idea de su complejidad.

El nimero de puntos de Steiner usados estd condicionado por el tamaifio de la cobertura
inicial de ciclos. En particular encontraremos una familia infinita de gréficas CP3C que
requerirdn al menos g + 1 ciclos para ser cubiertas (donde m es el nimero de vértices de la
gréfica). Haremos la construccién de manera un poco al contrario de lo esperado. En vez de
fijar una m en particular y construir una CP3C que no se pueda cubrir con menos de g + 1
ciclos, escogeremos cualquier k en los naturales y construiremos una CP3C que requiera
al menos k ciclos para ser cubrir todos sus vértices con la propiedad de que k = & + 1.

Como las grificas CP3C se pueden realizar como gréficas duales de casquetes convexos de

politopos tridimensionales habremos acabado.
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Para este propésito iremos uniendo de manera andloga a como hicimos en el capitulo 4
gréficas CP3C no hamiltonianas para construir la gréfica final. La unién entre dos CP3C la
haremos exactamente de la misma manera que en la seccién 4,5 del capitulo 4. Empezare-
mos con la grifica CP3C, G formada por los vértices xo, . . ., X3%-2), Yo, - - - , Y3xe-2)- Haciendo
adyacentes x; con x;_y, y; con y¥;-; ¥ x; con y;. Sean ahora Hy, ..., H;_, copias de la gréfica
CP3C no hamiltoniana con 38 vértices descrita en [13]. Tomando cualquiera de los vértices
en su cara exterior unimos cada H; a G por el vértice x3; (modulo k — 1). Supongamos que
un sélo ciclo de la grifica resultante contiene a todos los vértices que antes estaban en H;.
Por la manera en que unimos las grificas podemos usar este ciclo para encontrar un ciclo
que pase por todos los vértices de H;. Dado que H; no es hamiltoniana esto no es posible y
por tanto por cada H; necesitamos al menos dos ciclos. Ademds uno de estos ciclos cons-
tard solamente de vértices de H; y posiblemente de los vértices que generamos al unirla
con G. Ahora bien, necesitamos al menos un ciclo para cubrir los vértices yy, ..., Yat-2. Es
decir al menos k ciclos. G contribuye con 6(k — 1) vértices y cada H; con 38 vértices, al unir
H; a G perdemos 2 vértices (los que unimos) y ganamos 8 (los que agregamos). Es decir
cada H; contribuye con 6 vértices mds al momento de unirla a G. Como son k — 1 gréficas
todas en total tenemos 6(k — 1) vértices. Es decir el nimero total de vértices al finalizar es

50(k — 1). Con esto probamos el siguiente resultado:

Teorema 17. Para cada k en N —{0} existe una grdfica CP3C G tal que necesitan al menos
k ciclos ajenos para cubrir todos sus vértices. Con la propiedad de que k = 5 + 1 (donde

m es el niimero de vértices de G).

Insistimos en que estos resultados sélo aplican a la técnica descrita en este capitulo y
de ninguna forma a cualquier manera de agregar puntos de Steiner en general. Observamos

también que la manera en que construimos la grafica del Teorema 17 fue hecha més para
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mostrar que se necesita al menos un nimero lineal de puntos de Steiner que para encontrar
una cota minima al Teorema 16. Seguramente se pueden mejorar las cotas de ambos teore-
mas. El propésito de este capitulo fue mostrar como usar puntos de Steiner para encontrar
una solucién aproximada al problema de la tetraedralizacién hamiltoniana. Habiendo lo-
grado esto concluimos el capitulo y dejamos el refinamiento de los resultados para trabajos

posteriores.



Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Triangulaciones en dimensiones mayores a 3

A lo largo de la obra nos ocupamos de triangulaciones y tetraedralizaciones de conjun-
tos de puntos en R? y R3. Esto lo hicimos por la gran cantidad de aplicaciones practicas
existentes en ambos casos. Pero en el sentido tedrico uno no tiene porque limitarse a 2 y
3 dimensiones. Seria interesante generalizar el concepto de triangulacién a dimensiones
arbitrarias. Tanto las triangulaciones como las tetraedralizaciones son divisiones del cierre
convexo de un conjunto dado en partes mds pequefias ajenas entre si. En el primer caso se
trata de tridgngulos y en el segundo de tetraedros. La primera extension de la teoria seria el
generalizar estas unidades minimas de division.

Los tridngulos en R? y los tetraedros en R? tienen en comiin no pueden estar inmersos en
un espacio de dimensi6n menor a la que estén. Es decir si un subespacio afin de R* contiene
a un tridngulo dado este subespacio debe ser de dimensién 2. Anidlogamente cualquier
subespacio a fin de R® que contenga un tetraedro tendrd que ser de dimensién 3. Ambos

son minimos en cuanto al niimero de vértices es decir si un conjunto de puntos en R? cumple

87
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con la misma propiedad entonces debe tener al menos 3 puntos (pues de tener 2 o 1 hay
una recta que los cubre) y lo mismo sucede en R* para los tetraedros. Sea C un conjunto de
d puntos en R? tal que cualquier subespacio afin de R? que lo contenga tiene dimensién d.
Generalizando lo anterior decimos que Conv(C) es un d-simplejo. De esta manera podemos

hablar de triangulaciones en cualquier dimension.

Definicion 10. Sea S un conjunto de puntos en R, Por una triangulacion T de S ,entenderemos
una particién de Conv(S ) en una familia de d-simplejos tal que los d-simplejos :

1) Tengan sus vértices en S.

2) No se intersecten en su interior.

3) No contengan elementos de S en su interior.

En el capitulo 2 para poder garantizar la existencia de triangulaciones y de tetraedrali-
zaciones asi como facilitar la exposicién introdujimos el concepto de posicién general.

Este concepto se generaliza en R? de la siguiente manera:

Definicién 11. Un conjunto de puntos S C R decimos que esta en posicién general si la

cerradura convexa de cualesquiera d puntos de S forman un d-simplejo en R.

Asi como en el plano y en el espacio dado un conjunto S € R de n puntos siempre se
puede por medio de perturbacién simbdélica encontrar otro conjunto de n puntos tan cerca
como se quiera de S en posicion general (vease [9]).

Sea S c R? un conjunto de puntos en posicién general con 7~ una triangulacién de S.
Dadas dos d-simplejos en 7, lo més que pueden compartir es una cara d—1 dimensional (es
decir un d - 1-simplejo). Cuando esto pase decimos que los dos d-simplejos son adyacentes.

De la misma manera en que se definio la gréfica dual de las triangulaciones y tetraedraliza-
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ciones se definen la grifica dual Dy de 7 tomando como vértices los d-simplejos de 7" y
haciendo dos de estas adyacentes si lo sonen 7.

Antes de seguir hacemos la observacién de que el marco teérico aqui presentado difiere
un tanto de lo usual (vease [8] por ejemplo). Esto se hizo en parte para facilitar la exposicion
pues se trato de introducir la minima cantidad posible de conceptos a la teorfa. De esta
manera a lo largo de la obra se trataron temas dificiles pero conservando la simpleza en la
exposicion. Por otra parte nuestro interés radica en geometria computacional y en esta area
se definen las triangulaciones como se definieron en la presenta obra. Al tratar el problema
en el espacio nos inspiramos en el plano para crear nuestro marco teérico. Finalmente al
generalizar a mds dimensiones hicimos la generalizacién de los conceptos de la manera
que nos parecié mds natural. Sin embargo solo es una diferencia en cuanto a definiciones
y en esencia los objetos de estudio son los mismos entre los diferentes marcos teéricos
existentes.

Las mismas preguntas que hicimos sobre triangulaciones y tetraedralizaciones las po-
demos hacer en triangulaciones de dimensiones arbitrarias. Histéricamente la atencién se
centrado mayormente en el caso bidimensional y hasta hace relativamente poco en el caso
tridimensional. Por 1o mismo los casos en dimensiones mayores a 3 han sido poco estudia-

dos.

7.2. Triangulaciones Hamiltonianas

Nuestro estudio se baso en triangulaciones y tetraedralizaciones en general prestando
principal atencién al problema de triangulaciones y tetraedralizaciones hamiltonianas.
En el caso de las triangulaciones hamiltonianas dimos al final del capitulo 3 un algorit-

mo nuevo de tiempo O(n logn) para triangular hamiltonianamente un conjunto de puntos
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en el plano. Una de las ventajas que tiene nuestro algoritmo sobre otros es de que no ne-
cesita encontrar vértices separadores. Ademds tiene como base un algoritmo muy usado
para encontrar la cerradura convexa de un conjunto de puntos, lo que facilita bastante su
implementacién.

Para atacar el problema del espacio en el capitulo 4 introdujimos el concepto de la te-
traedralizacién del ojo y lo relacionamos con el casquete convexo. Pese a que no fuimos ca-
paces de resolver el problema en general, si presentamos varios resultados parciales. Entre
los primeros resultados esta el hecho de que para tetraedralizar un conjunto de puntos en el
espacio solo hace falta tetraedralizar aquellos que estdn en el casquete convexo.Observamos
también que si la grafica dual del casquete convexo es hamiltoniana entonces existe una te-
traedralizacién del ojo hamiltoniana. Vimos que la implicacién no se da en sentido inverso
es decir la existencia de un ojo hamiltoniano no garantiza que el casquete convexo lo sea.
En [13] demuestran que toda grafica CP3C (ciibica plana y 3 conexa) con a lo mds 38 vérti-
ces es hamiltoniana. Las gréficas duales de los casquetes convexos son CP3C (de hecho
toda CP3C se puede realizar como la gréfica dual del casquete convexo de algun conjunto
de puntos). En consecuencia cualquier conjunto de puntos con a lo mds 20 de ellos en el
casquete convexo admite una tetraedralizacién hamiltoniana. Al final del capitulo 4 dimos
un ejemplo de como se puede construir un conjunto de puntos sin una tetraedralizacién del
ojo hamiltoniana.

La gréfica dual de la tetraedralizacién del ojo es isomorfa a la grdfica dual del casquete
convexo menos una cara. En este sentido encontramos una CP3C tal que no importando
que cara se le quite el resultado sigue sin tener una trayectoria hamiltoniana. La CP3C que
construimos bdsicamente consta de 192 vértices. En consecuencia el conjunto de puntos en
el espacio que la tuviera como gréfica dual constaria de 97 puntos. En resumen a toda CP3C

con a lo mds 38 vértices se le puede quitar una cara y obtener una grifica hamiltoniana, la
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CP3C mads chica donde esto no sucede que pudimos encontrar consta de 192 vértices. Una
pregunta que queda abierta entonces seria: ;Cual es la grafica CP3C mds pequeiia tal que
sin importar que cara se le quite el resultado no contiene una trayectoria hamiltoniana? La
respuesta a dicha pregunta nos permitird aumentar el niimero de puntos para los cuales sa-
bemos que siempre existe una tetraedralizacién hamiltoniana. Dicha linea de investigacion
se podria llevar a cabo muy al estilo de [13] donde para encontrar la CP3C mds chica no
hamiltoniana hicieron bastante uso de computadoras.

El problema de la triangulacién hamiltoniana en dimensiones mayores a 3 sigue sin res-
puesta. La tetraedralizacién del ojo se puede generalizar a mds dimensiones. Sin embargo
en dimensiones mayores a 3 se podria perder la relacién entre la tetraedralizacién del ojo y
el casquete convexo que nos da el Teorema 11. Esto se debe a que en la prueba del Teorema
11 hicimos uso de la planaridad de la gréfica dual del casquete convexo. En dimensiones
mayores a 3 la grafica dual del casquete convexo no siempre es plana. Habria por lo tanto
que encontrar un substituto para el Teorema 11. Sin embargo pensamos que en dimensiones
mayores a 3 siempre hay conjuntos de puntos que no admiten una triangulacién hamilto-

niana.

7.3. Puntos de Steiner

En el capitulo 6 vimos como encontrar una solucién aproximada al problema de la
tetraedralizacién hamiltoniana. Dado S < R® en posicién convexa agregamos puntos de
Steiner a S hasta encontrar un conjunto que ya tuviera una tetraedralizacién hamiltoniana.
Todos los puntos de Steiner los agregamos al interior de S por lo que al terminar no alte-
ramos el casquete convexo. Vimos ademds que si S tenfa n puntos necesitdbamos a lo mds

=2 puntos extra para tetraedralizarlo hamiltonianamente. Sin embargo también observa-
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mos que usando nuestra técnica habia casos donde se requerian al menos 5'{5-’ + 1 vértices
extra.

Queda pendiente para trabajos posteriores el refinamiento de estas cotas, es decir saber
el verdadero alcance de la técnica que presentamos. Seria interesante también el explo-
rar nuevas maneras de agregar puntos de Steiner basados en la técnica que presentamos,
combinando por ejemplo elecciones adecuadas de ojos y giros con puntos de Steiner.

Los puntos de Steiner inspiran un planteamiento més débil del problema de la tetraedra-
lizacién hamiltoniana a saber: jCual es el minimo nimero de puntos de Steiner necesarios
para tetraedralizar cualquier conjunto de puntos en el espacio?. El problema de la tetrae-
dralizacién hamiltoniana en caso de ser resuelto afirmativamente diria que no se necesitan
puntos extra para tetraedralizar hamiltonianamente cualquier conjunto de puntos. Nosotros
mostramos se puede % y conjeturamos que de hecho se puede con O(log n)

Faltaria también en base a lo estudiado disefiar un algoritmo eficiente para obtenera §*.
Para este propésito lo tinico que faltaria seria una manera eficiente encontrar la cobertura
de ciclos inicial. Asi como garantizar si se requiere que se conserve la posicién general.
Este algoritmo seria de importancia practica mientras se resuelve el problema de la tetrae-
dralizacién hamiltoniana. Sin embargo tal vez sea prudente esperar a que madure la teoria
para pensar en su implementacién.

En el caso de dimensiones mds altas habria que primero ver como agregar los puntos de
Steiner y luego buscar resultados parecidos a los encontrados en el espacio. Probablemente
en general se pueden agregar los puntos de Steiner de la misma manera. Es decir tomando
dos simplejos adyacentes, poner un punto en una drea visible a ambos y retetraedralizar de
alguna manera conveniente.

Con estas consideraciones concluimos el capitulo y con este la obra.
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