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1. INTRODUCCION Y OBJETIVO

La informacion incluida en este trabajo de tesis tiene como fin ser de utilidad
en areas de la quimica tales como la tecnologia farmacéutica molecular y la
liberacion controlada de farmacos, asi como aportar un material accesible y de
interés para las asignaturas de Fendmenos de transporte y Procesos de
separacion.

A modo de breve introduccién, uno puede decir que los sistemas de liberacion
controlada son aquellos que liberan un farmaco a una tasa predeterminada por
un periodo de tiempo definido. En general, las tasas de liberacion estan
determinadas por el disefio del sistema y son casi independientes de las
condiciones ambientales, tal como el pH. Estos sistemas pueden liberar farmacos
por intervalos de tiempo largos (dias a afos) y en comparacion con las terapias
convencionales, los sistemas de liberacion controlada proveen ventajas tales
como mantener la concentracion del farmaco en el rango terapéutico deseado
via una sola administracién, entregar localmente el farmaco a una parte
especifica del cuerpo y preservar moléculas de medicamentos que serian, de otra
manera, rapidamente destruidas por el organismo.

Para la investigacion y disefio de este tipo de farmacos se necesita medir la
cantidad de soluto que se libera a un sistema con respecto al tiempo. Asi se
puede predecir la concentracion del soluto estudiado en el medio, y estimar los
parametros de interés. Cabe destacar que en la practica los investigadores de
esta area utilizan, por simplicidad, aproximaciones de la soluciones exactas de la
ecuacion de difusion que describen la captaciéon de un farmaco; fendmeno
opuesto a la liberacién. Por esta razon, la presente tesis tiene como objetivo
particular analizar estas aproximaciones de difusion en solidos y mostrar el grado
de exactitud que poseen.

Las bases tedricas necesarias para comprender el desarrollo de esta tesis estan
expuestas sucintamente en los antecedentes; se incluyen los temas de difusion,
ecuaciones diferenciales parciales, eigenfunciones y la propiedad de ortogonali-
dad. En la seccién de desarrollo se resuelven los problemas de captacién y
liberacion de una especie quimica desde una placa (o disco), cilindro y una esfera
por el método de separacion de variables y la transformada de Laplace
respectivamente. También se analizan en esta seccion las aproximaciones a las
soluciones exactas y se compara el fenémeno de captacion para los sélidos con
las geometrias estudiadas. Mas adelante se exponen el analisis de resultados y la
conclusion de este trabajo, junto con un pequefio apéndice que incluye la
explicacion de algunos argumentos matematicos utilizados en el desarrollo y un
ejemplo de cédigo de programacién en MaTLag® 5.3. Finalmente se menciona la
bibliografia que sirve de base para esta tesis.



2. ANTECEDENTES

2.1 DIFUSION

El movimiento de las moléculas independiente de cualquier movimiento global
del fluido se denomina difusion molecular'!, cuya magnitud depende de la
temperatura y de la presion del sistema. Cuando se desplazan, las moléculas
llevan consigo su propia masa, una cierta cantidad de energia y de cantidad de
movimiento.

La primera ley de Fick describe el transporte de materia mediante el flux de
masa, que es proporcional al gradiente de concentracion de una especie A en un
sistema dado. Matematicamente esto es expresado asi:

';{A =-D “VCA
donde J4 es el flux de la sustancia A, o flujo por unidad de area. Dys es el
coeficiente de difusién: una medida de la facilidad con la que una especie A se
difunde en B.

Segln la primera ley de Fick, la masa se mueve en la direccién en que decrece
la concentracion de la especie A. Sea el flux Na la suma de la contribucién
difusiva y convectiva al movimiento de A:

N,=-D,VC,+x,N.+N3)=-D,VC,+C,v (2-0)
X, es la fraccion masa de A, y v es la velocidad media molar, definida como
_Cv,+Cpuvy
T ety

Balance molar en coordenadas rectangulares para la transferencia de masa
Considérese una sustancia A que, en su camino, entra y sale de una seccion
cibica:

NAX | 5 N,\x X+AX

——

AY
AX
donde Nax es el componente en la direccion X del flux de masa de la especie A.
La ecuacion general de balance dice que Entradas + Generacién = Salidas +
Acumulacién. Hagase un despeje:
Salidas - Entradas +Acumulacion - Generacién = 0

N lyoax AVAZ - N o |, AyAz + Aﬁ*‘ AxAyAz — R , AxAyAz = 0

donde R, es la velocidad de generacién de A: R, [£]2cenradon
tiempo

Dividase la ecuacion anterior entre el volumen de la seccion cubica:



NAXIX+M“NA:('X + AC, -R,=0
Ax Ar
y hagase disminuir las diferencias finitas lo mas cercanamente posible al cero:
N 4 _p g

) ox ot

La ecuacion anterior puede ser generalizada si se supone la existencia , no sélo

de un flux en la direccion X, sino también en las dos direcciones restantes del
espacio R°.

v-u,.+%—fg=o

Ahora, se sustituye N, por su definicion (2-0)
ag,, +V-(-D4VC,+C,v)-R, =0
ac,
ot
y se supone en el sistema considerado que Dys es constante®:
oc,

F+\7-(kc,,)xD,u,vzc,(+1re;,

Los casos estudiados en esta tesis seran de difusion en sdlidos y como
consecuencia de su estado de agregacion: V-y=0. Por esta razén, al escribir la
ecuacion anterior en sus componentes, se produce esta version extendida:

oc 7, 8 ocC oC &*’c, o*c, 9C
) o 5

+v-(C,v)-V-(D,VC,)-R, =0

El término de reaccion quimica y la velocidad media son nulos en los problemas
de difusion a considerar. Una vez descartados los términos, uno obtiene una
ecuacion conocida como la segunda ley de Fick,

OCaA =D,VC,
que es la ecuacion diferencial principal en esta tesis.

2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Las ecuaciones diferenciales parciales son aquellas que contienen una o mas
derivadas parciales’. Ellas deben, por lo tanto, involucrar por los menos dos
variables independientes. El orden de la ecuacion diferencial parcial es el de la
derivada de mayor orden en la ecuacion. Este tipo de ecuaciones surgen en
conexion con problemas geométricos o problemas fisicos. Entre los métodos mas
utilizados para resolverlas son la separacion de variables, la transformacion de
Laplace y la combinacién de variables. Solo los dos primeros métodos son
tratados en el desarrollo de esta tesis, por lo que para hacer de esta tesis un

© Esta suposicion continuara por el resto de esta tesis.



trabajo mas completo, a continuacién se muestra una aplicacion del método de
combinacion de variables.

2.2.1 Combinacién de variables

El éxito del método de combinacion de variables depende de la seleccion de
una transformacion de similitud que se pueda usar para reducir la ecuacion
parcial diferencial a una de tipo ordinario, con la reduccion apropiada en el
nimero de condiciones limitantes®. La transformacion de similitud que se va a
usar aqui se puede encontrar por un analisis dimensional de las variables
independientes de la ecuacion diferencial parcial. Este método se ha usado con
éxito en la solucion de problemas de régimen no permanente cuando la
dimension espacial se extiende hasta el infinito.

Como ejemplo, se considerara un sistema donde aparece una ecuacion
diferencial parcial, cuyas condiciones limitantes permiten el uso de esta técnica.
Este sistema es una columna de pared himeda disefiada para absorber una
especie A desde un gas inerte hacia un liquido B. Este fluye laminarmente en una
pelicula de espesor pequefio en comparacion con el radio de la columna. La
sustancia A no es reactiva en el liquido B. Analicese una seccion tan pequefa de
la pelicula con ancho e, tal que la curvatura de la columna sea despreciable y se
puedan utilizar coordenadas rectangulares para describir el problema, tal como
se muestra en la figura 0.

Figura 0
Difusion en una pelicula descendente

Esta columna ya esta trabajando a régimen permanente, por lo que el perfil de
velocidades en la direccion Z esta bien definido y no cambia. Cuando la especie
A se transfiere al liquido, ésta avanza hacia el fondo de la pelicula (direccion X).
También, la masa de A transferida desde el gas a cierta altura de la columna, se
desplazara hacia abajo (direccién Z) con el resto de la pelicula. Con esto en
mente, se puede proponer un balance molar sobre un pequefio elemento de la
pelicula:
€ AZ Nax|x — € AZ Naxlxrax + € AX Nazlz — € AX Nazlziaz = 0



e es el ancho de la pelicula en la direccién Y. Dividase entre ¢ AX AZ y hagase
disminuir las diferencias finitas AX y AZ lo mas posible. De esta manera
obtenemos la ecuacion diferencial que describe el sistema propuesto:
ON, ON,
x “az 0 1)
Tomese ahora una vista mas cercana a los dos componentes de Ny mencionados
en la ecuacion anterior. En la direccién X se tiene

Wy ey Tk

ox
difusién + conveccion
donde v, es la velocidad media en la direccion X. Se sabe que el liquido B
desciende laminarmente por la torre, asi es que no se esperan corrientes que
transporten a la especie A en la chrecmon X por conveccion. Si, la especie A se
mueve en esta direccion sélo gracias a la difusion:

aC
Ny =—D g BX‘: (2-2)

El razonamiento anterior implica que en la direccion Z la contribucién difusiva a
la transferencia de masa en comparacion con la convectiva sera despreciable.
Por tanto

N, =C,uv, (2-3)

donde V;es la velocidad media en la direccion Z. Notese que al tomar una
velocidades media, estamos suponiendo que la distribucion de velocidades en la
direccién Z no es parabdlica, sino uniforme. Esto simplificara la resolucién del
problema.

En la torre, la especie A logra desplazarse una pequefia distancia & en la
direccion X antes de ser arrastrada. Por esta razon, en nuestro analisis la
velocidad de la superficie (vzmax) €5 Mas representativa que la media.

Actuaticese ahora (2-1) al sustituir las expresiones modificadas de los
componentes del flux Na. El lector recordara que en este trabajo de tesis el
coeficiente de difusion se supondra constante.

*C oc
D Gt =Vim o7
@ec, &,

o bien Dy X NZIv,)
Z max

Fisicamente, si Z es igual al largo de la columna, Z /v, es el tiempo que pasa

el liquido en la columna; es decir, el tiempo de residencia. Notese entonces la
similitud de la ecuacion anterior con la segunda ley de Fick.

(2-4)

Para resolver la ecuacion diferencial anterior, se necesita especificar tres
condiciones limitantes. La superficie de la pelicula (X = 0) esta en contacto
directo con el gas. Por lo tanto, alli debe encontrarse la concentracion maxima



de la especie Cay. La minima concentracion Cyp se halla en la alimentacion (Z =
0); pero también se halla en el fondo de la pelicula donde el efecto difusivo no
logra transportar a la especie A. Luego podria decirse que la concentracion de A
es minima cuando X tiende a infinito. De esta manera, hemos hallado las
condiciones limitantes:

CLy: Ci=Caqoa Z=0 paratoda X

CLy Cy4=Cqya X=0 paratodaZ

CLy Ci=Cyqpa X=w paratodaZ

Trabajar con una concentracion adimensional probara ser Gtil en la solucién de
la ecuacion. Sea entonces:
7=Ci=Cn
CAI CAO
De esta forma, /= 0 si Ca = Cao (la menor concentracion) y /= 1si Cy = Cs (la
mayor concentracion -la interfacial-). Al hacer el cambio de variable, la
ecuacion (2-4) se convierte en la (2-6):
>f &
i) G VAL
cuyas condiciones limitantes ahora son
CL: f=0aZ=0
CLy f=1aX=0
CLy f=0a X=w
Notese que gracias al cambio de variable, las condiciones limitantes uno y tres
son ahora homogéneas, es decir, la concentracién adimensional es igual a cero.

(2-5)

(2-6)

Utilicese ahora el método de combinacion de variables. El primer paso es hallar
una variable de similitud. Conviene en este caso usar la funcion n que depende
de las dos variables independientes X y Z:

WX, Z /vy )= £ [=] L coamnsisteat
' NADGZ vy © [IPLT
LT

donde L = longitud y T = tiempo. El siguiente paso consiste en hacer la
transformacion de similitud; es decir, hacer el cambio de variable y obtener una
ecuacion cuya Unica variable independiente sea n. Asi se habra simplificado la
ecuacion diferencial parcial al hacerla ordinaria. Al aplicar la regla de la cadena,
se usan las siguientes funciones: f = f(n)= f(x,z) Y n=1(x,z)

of _df on

X dnox
_azf_i[i)_i df on) _On d(df on)_d f[‘?.z) Q-7
ax® ax\ax) ex\dnax) axdn\dnox) dn*l\ox )
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de la especie Cuq. La minima concentracion Cyp se halla en la alimentacion (Z =
0); pero también se halla en el fondo de la pelicula donde el efecto difusivo no
logra transportar a la especie A. Luego podria decirse que la concentracion de A
es minima cuando X tiende a infinito. De esta manera, hemos hallado las
condiciones limitantes:

CLi: Ci=Cyoa Z=0 paratoda X

CLy Cy=Cqa X=0 paratodaZ

CLy: Cs4=Cyqpa X=c paratodaZ

Trabajar con una concentracion adimensional probara ser Gtil en la solucion de
la ecuacion. Sea entonces:
~Ci-Cu 2-5
f CAI _Cao ( )
De esta forma, f = 0 si Ca = Cao (la menor concentracion) y f=1si Cy = Cy (la
mayor concentracion -la interfacial-). Al hacer el cambio de variable, la
ecuacion (2-4) se convierte en la (2-6):
2
Dast-—T _ (2-6)
HZ /vy, )
cuyas condiciones limitantes ahora son
CL: f=0a Z=0
CLy f=1aX=0
CLy: f=0a X=x
Nétese que gracias al cambio de variable, las condiciones limitantes uno y tres
son ahora homogéneas, es decir, la concentracion adimensional es igual a cero.

Utilicese ahora el métoda de combinacion de variables. El primer paso es hallar
una variable de similitud. Conviene en este caso usar la funcion n que depende
de las dos variables independientes Xy Z:

X, Z1V,0e)= = =] L o —sdimensional
VAD pZ [V, f LT
Ny rIr

donde L = longitud y T = tiempo. El siguiente paso consiste en hacer la
transformacion de similitud; es decir, hacer el cambio de variable y obtener una
ecuacion cuya unica variable independiente sea n. Asi se habra simplificado la
ecuacion diferencial parcial al hacerla ordinaria. Al aplicar la regla de la cadena,
se usan las siguientes funciones: f = f(n)= f(x,z) Y n=n(x,z)

o _df on

aX dnoX

zz_i[g)_i df on)_on d (df on _ﬂ(ﬁf 2-7)
ax® ax\ax) ax\dnox ) oxdp\dnox ) dn*\ox



Usese la definicion de n y derivesela con respecto a X manteniendo constante
a Z/vzmax. Al incorporar este resultado en la ecuacion (2-7), se tiene

e f(4D Z/vp)’ (2-8)

Al usar de nuevo la regla de la cadena,
. (2-9)
NZ I Vyy) dn(Z/vy,,)

Al regresar a la definicion de n ,derivarla parcialmente con respecto a Z/U;msx
manteniendo constante a X, la ecuacion (2-9) se modifica:

of daf
T [ 2D, X(4D 5 Z 1v,,, )7 } (2-10)

Sustitiyanse los resultados de las ecuaciones desarrolladas (2-8) y (2-10) en la
ecuacion (2-6):

2
Dy g—{(wmz;vm)“—df [ 2D, X(4D 2z /v, )z }
n

Al multiplicar ambos lados de la ecuacion por 4Z/vzm € igualarla a cero,

d'f df
i dq]:SD‘B(dD Zlvyy)? ]

y reducir los términos dentro del corchete, resulta:
af X |,
dn®  dn| \[DgZIv,,

Apliquese la definicion de la variable de similitud n para arreglar la ecuacién
anterior:

d2{+2‘?£ =0

(2-11)

Transformense las condiciones limitantes usando la variable de similitud:
CL: f=I an=0
Clz f=0an=x
Notese que, gracias a la combinacion de variables, sélo quedan dos condiciones
limitantes independientes. Para resolver la ecuacion (2-11), se utilizara el
método de reduccién de orden de una ecuacion diferencial. Por tanto, sea y =
df/dn:
dy
T +2ny =0



L4 +2ndn=0
v
Se integra indefinidamente: Iny =-n* +Ink,

y= Kle_rf
Regrésese d f/dn ay y arreglése para integrar

[drf =K,fe-"dw

n
f=K[e dw+K,
0
Se aplica la primera condicion limitante,
]
1=K, [e™"dw+K,
0
K, =1
después la segunda condicion limitante:

0=K,[e" dw+1
1]

i)
Por tanto, la solucion a la ecuacion (2-11) se puede escribir asi:
n
f= 1——2—je-*”dw

N3
Cy~C _ ~ X
= Ci=Cis == J4sz;*vm]

donde la funcion error complementaria (erfc) se define como

erfeln) =1-erf (1) = 1—%}e'“’dn
o
La funcién error complementaria aparece con frecuencia en problemas de
difusion de régimen no permanente. La integral definida se puede evaluar al
expandlrse la exponencial en series de Taylor alrededor de cero e integrarse
termmo a término. De esta forma, la funcion error puede expresarse también
como*:

o bien

"n+1

fertn =3 T TtT

n=0

* Consultar la seccién 6.1.1. Alli se halla la demostracion de la siguiente igualdad } e"dp = 5 I
2

Py S—



En la tabla 1 se presenta una lista de valores de f en funcion de v, la variable
que incluye el efecto combinado de X y Z. Después se presenta en la grafica 1 el
perfil de la concentracién adimensional contra la variable de similitud.

Tabla 1
n f qof q f
000 1.0000; 040 05716 1.30 0.0660
0.0t 09887 050 04795} 140 0.0477
- 0.02 09774| 060 0391] 150 0.0339
0.04 09549| 070 03222} 160 00237
006 09324| 080 02579} 180 00109
0.08 09099 090 02031} 2.00 0.0047
010 0.8875| 1.00 01573} 220 0.0019
020 07773| 110 0.1198| 250 0.0004
- 030 06714| 120 0.0897| = 0.0000
Grafica 1
Perfil de concentracién adimensional contra la variable de similitud
1 . r T - - =%
0.9}
0.8-
0.7F
06}
f ost
0.4}
0.3t {
0.2}
0.1} \
0 i L 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3

n

A partir de la definicion de la variable de similitud, uno nota que n es
directamente proporcional con X e inversamente proporcional con Z; es decir
que cuando n aumenta, también lo hace X, pero Z disminuye. Asi, a partir de
esta grafica, se aprecia que f disminuye cuando n aumenta su valor. Dicho en
otras palabras, la concentracion de A disminuye cuando se avanza en la
profundidad de la pelicula (X aumenta); pero también cuando uno toma una
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muestra del liquido con una ubicacion cada vez mas cercana a la alimentacién
Z=0).

2.3 FUNCIONES Y VALORES CARACTERISTICOS®

En muchos casos de problemas con condiciones limitantes, las soluciones de una
ecuacion diferencial de segundo orden

y = CiUs(x) + CUx(x)

dependen de un parametro A que puede tomar varios valores constantes para un
sistema particular. Para cada valor de A, se obtiene una solucion que involucra a
un factor multiplicativo. Los problemas de este tipo se conocen como problemas
de valor caracteristico, y los valores de A para los que existen soluciones no
triviales se obtienen por una funcién caracteristica del problema.

Es importante sefalar que existen otros términos ampliamente usados para
describir a un valor caracteristico: valor propio y eigenvalor. Lo mismo vale para
el término funcion caracteristica.

2.4 RELACION DE ORTOGONALIDAD
El lector recordara que dos vectores fy gcon componentes f, y g, (k =1,2,3)
son ortogonales si y solo si

3
i'§=2_:fkgt =0

donde f y g viven en un espacio lineal (o vectorial) con un producto punto
definido".

Esta nocion puede ser aplicada a un espacio n-dimensional al extender la suma
de arriba sobre n en vez de 3 términos. Es posible concebir una funcién f(x) como
un vector con nimero infinito de componentes que correspondan a los puntos de
un segmento lineal [a,b]. Tal nocién conduce a la terminologia usada en la
siguiente definicion:

Si las funciones f(x) y g(x) son ortogonales en el intervalo a < x <5, entonces

f(x)-gx)=(f.8)= If(x)g(x)dt =0

2.5 ECUACION DE BESSEL
La ecuacion de Bessel tiene la forma

x° y"+.ty'+(.r2 - kzly =0

Su solucion se compone de la suma de dos series infinitas
y:Jk(x)+Yt(x)
conocidas como las soluciones de primera y segunda clase respectivamente, cuyo
orden depende del valor de k.
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En esta tesis seran resueltas un par de ecuaciones de Bessel de orden cero (k =
0) que aparecen en los problemas de difusion de sdlidos cilindricos. A

continuacion se encuentran graficadas J,,J,, y Y,. Mas abajo se presentan sus
definiciones correspondientes.

1

0.8
0.6+
0.4
0.2+
0
02}
04}
0.6+
o8l [T
x
donde’
1 12} 1 /)
1(xY 1 ¥
N 2'5( [ vgatal
Yy (x)= *-[]Il(O 5x+y]}o(x)_ Z""‘lm)‘—?( +1)
7 [m+1))f
Y se usan

. 1 1 1
r-]mlm_n(l+-2-+-5+..-+;—1n(m)J-0_5772



En las secciones 3.1.2 y 3.2.2 se utilizardn las raices de Jo(x); la tabla 2
presenta las primeras veintitrés. El lector puede verificar las primeras dos raices
con la ayuda de la grafica anterior.

Tabla 2
Raices de Jo(x)
No.de X No. de X
Raiz Raiz

2.40483 13 40.05531
5.52008 14 43.19690
8.65373 15 46.33849
11.79153 16 49.48008
14.93092 17 52.62177
18.07106 18 55.76327
21.21164 19 58.90486
24.35247 20 62.04645
27.49348 21 65.18805
30.63053 22 68.32964
33.77212 23 71.47123
36.91371

So3dveNoUuAwWwN=
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3. DESARROLLO

3.1 METODO DE SEPARACION DE VARIABLES (CAPTACION)

El método de separacion de variables se puede usar para resolver una amplia
variedad de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden lineales
homogéneas y no homogéneas (siempre que exista algln cambio de variable que
finalmente logre convertirlas a homogéneas) encontradas en la transferencia de
masa difusional’. La clase general de ecuaciones que se resuelven por este
método se puede representar por:

a.(@%wszg +a,()C, +b,(7)

#*C acC
67; +b,(y) 6; +b,(y)C, =0

donde las variables independientes ¢ y y pueden representar el tiempo y la
coordenada espacial. Los problemas de régimen no permanente por lo comun se
pueden resolver por separacion de variables, si la ecuacion diferencial y todas
excepto una de las condiciones limitantes son homogéneas.

En esta seccion, se consideraran tres problemas de captacién de un agente
quimico para demostrar la técnica de separacién de variables en geometrias
distintas.

3.1.1 La placa o el disco

El sélido en forma de placa que se observa en la figura de abajo se sumergira en
un liquido con una concentracion arbitraria Cx de cierta especie A. El solido no
tiene absorbido en su cuerpo poroso nada de soluto A (Cao = 0). La superficie de
la placa que se extiende a lo largo del plano XY es mucho mas que grande que la
superficie de los bordes (planos YZ y XZ), luego es razonable suponer que el
soluto A no sera absorbido apreciablemente a través de ellos. El liquido en el
que se sumerge nuestro sdlido es tan vasto, que a pesar de que la placa
absorbera un poco de A, la concentracion de esta especie no variara
significativamente. Esto implica que la concentracion de A en la superficie de la
placa permanecera constante.

1 Figura
Z“ Difusion en una placa
Z=v

/X

Y

El flux de masa tendra consecuentemente solo un componente, a saber Naz; es
decir que la transferencia se masa se llevara a cabo en la direccion Z. De esta
manera, las condiciones expuestas permiten escribir la ecuacién de difusion
como la segunda ley de Fick en coordenadas rectangulares:
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o*c . _9C, .
322 . at (3-1)
donde D es el coeficiente de difusion de la especie quimica a través del cuerpo,
el cual se supone constante tal como se menciond en la seccién 2.1

Un poco de reflexion acerca del problema, lleva a uno a percibir que el perfil
de concentracion a lo largo del eje Z en la placa tiene un eje de simetria en 7 =
0, ya que el soluto entra a la placa por las dos caras. En este punto, la
concentracion siempre sera minima. Se aprovechara esta condicion simétrica del
problema, al suponer que si se halla el perfil de la placade Z = 0 a Z = ¢,
entonces el problema estara resulto.

Sean entonces las condiciones limitantes e inicial

D

ocC
CLy: 4=0 alZ=0 V t
’ oz
ClL: Ca=Cas a ZI=¢ v t
Cl: Ca=Ca=0 a t=0 V 1

Conviene definir una expresion de concentracion adimensional para facilitar la
resolucion de la ecuacion (3-1):
- CAI _CA
C.u _C,w
Aqui, 0 =0 representa la mayor concentracion y =1 la menor concentracion.
Con este cambio de variable, la ecuacion (3-1) ahora toma la siguiente forma,
o' 08

0

' a (3-2)
y las condiciones limitantes e inicial son:
a6
¢ —=0 Z=0 2
CLy —~ a vt (3-3)
Cl: @6=0 a I=t VvVt
Cl: =1 a t=0 VIZ (3-4)

La ecuacion (3-2) es homogénea y todas excepto una de las condiciones
anteriores son homogéneas (iguales a cero), por lo tanto el método de separacidn
de variables se puede usar para encontrar una solucion.

Dado que la concentracién adimensional 6(Z,t) es una funcién del tiempo y la
coordenada Z, el método supone una solucién producto de dos funciones; cada
una depende de sdlo una variable, el tiempo y la posicion en Z respectivamente.

AZ,0) =¢(2)=() (3-5)

Sustitiyase la solucion propuesta (3-5) en la ecuacién (3-2). Se necesitan las
derivadas de las funciones:

06 dr
> a

" Es importante destacar que esta ecuacion también describe la captacion de un soluto A por un
disco poroso(cilindro con longitud pequena).
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26 _rdzg
oz  dz*

La sustitucion produce una nueva forma para la ecuacion:
d’¢ (dr
gl 0 A5 3-6
dz* D dt W
Manipulese la ecuacién para que cada lado de ella contenga exclusivamente una
funcién con su variable independiente.
1d’¢ _1dr
Cdz* D dt
La expresion anterior dice que dos funciones que dependen de variables
distintas son iguales. Este sorpresivo argumento puede solo ser cierto si ambos
lados de la ecuacion son iguales a una constante®,

2
14 _1de_,

T

Cdz? Ddt

llamada constante de separacién. Ahora solo se necesita resolver las dos
ecuaciones diferenciales ordinarias para conocer la forma de las dos funciones de
concentracion.

d’¢
dz’? %
% =aDr 3-7)

El problema ahora es especificar a la constante a. ;Existe? Entonces, ;qué signo
tiene? Sigase con la resolucion del problema para hallar la respuesta. z tiene la
siguiente forma:

7 = K exp(aDt)

Esta expresion describe el comportamiento de la concentracion de A en la placa
mientras pasa el tiempo. ;Es a igual a cero? Si este fuera el caso, la
concentracion de A respecto al tiempo seria la constante K; es decir que no
habria variacion con el tiempo. Se rechaza esta posibilidad porque no
corresponde a la realidad fisica del problema. Ahora que se sabe que la
constante de separacion no es cero, uno necesita saber su signo. Si la constante
fuese positiva, el término exponencial se dispararia. Esto no es posible porque el
fenémeno de absorcitén o captacion esta acotado; es decir, la placa puede tomar
como minimo el valor de concentracion inicial y como maximo la concentracion
de A en el liquido. La dltima opcion dicta que la constante es negativa; esto
implica que cuando el tiempo avanza, el término exponencial decrece
lentamente y tiende a cero. Esta posibilidad comulga con la condicion fisica de
saturacion del soluto A y por lo tanto, se acepta. De esta manera es acertado
reemplazar a a por -A%, ya que al considerar el negativo de un nimero real al

B En la seccion 6.1.2 del apéndice aparece el argumento matematico que valida esta aseveracion.



16

cuadrado, se garantiza que sera negativo. Incorporese, entonces, la forma de la
constante a las ecuaciones ordinarias anteriores,

2
jzé: + A% =0
dr

—==A'D
dt "

¢ =K, expliAZ)+ K, exp(-iAZ)
7=K, exp(- #Dr) (3-8)
Finalmente se conoce la forma de las dos funciones concentracion, cuyo
producto fue propuesto como solucién. Es tiempo de regresar a la ecuacion (3-5)
y seguir el proceso de resolucion:

6(z,n= [Kl expl(iiZ)+ K, exp(—l'z‘!Z)]Ka exp(-A*Dr)
o bien 6(Z,1) =[AexpliAZ)+ B exp(~iAZ)|exp(-4* Dr) (3-9)

y hallese su solucion:

En seguida se obtendra el valor de las constantes A y B con ayuda de las

condiciones limitantes e inicial. Sustittyase la condicion limitante 1 (3-3)
CL;: %g = (didexp(iAZ)- Bidexp(—iiZ))exp(-A’Di)=0 a Z=0 V't

Arriba se observa el producto de dos funciones que igualan a cero. La funcién
de la derecha no puede ser igual a cero para todo t, porque se arriba a la
solucion trivial de la ecuacion diferencial; a saber, el caso donde la
concentracion es igual a cero en ld placa para todo t. Se concluye que la primera
funcion evaluada en Z = 0 debe ser igual a cero:

AiAdexp(0) — Bidexp(0) =0
A=B
Al actualizar la ecuacion (3-9),
0(2, 1) = Alexp(iaz)+ exp(-iAZ )|exp(~A*Dr)

uno observa que se puede simplificar el término entre corchetes mediante la

siguiente funcion:
2c0s(AZ) = exp(iAZ) + exp(-iAZ)

6(Z,1) = A(cos AZ) exp(—A>Drt)
El nimero dos es absorbido por la constante. Apliquese ahora la CL;:
AcosA =0
Si se desea hallar una solucion no trivial para la ecuacion diferencial, entonces
A=0.

Asi se tiene:

cos AML=0
Con base en la caracteristica periodica de la funcion coseno, se puede hallar la
solucion de la anterior ecuacion trigonométrica ™

"Recordar la seccion 2.4 acerca de los valores caracteristicos.
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El lector entonces se preguntara por qué una constante tiene tantas valores
como raices tiene la funciéon coseno. Al respuesta es que cos A = 0
es realmente una funcién propia del problema y cada raiz es un valor
caracteristico. Por esta razon, Ano es una constante, sino un conjunto de
constantes: una por cada valor de n. Cada valor de A genera una solucion distinta
de la ecuacion diferencial, y es por esto que todos lo valores caracteristicos
deben de ser tomados en cuenta para hallar la solucion de la ecuacién
diferencial, que ahora toma la forma de la suma con tantos sumandos como
valores caracteristicos existen para la eigenfuncion:

6(z,1=3 4, [ws (2n ;)ﬂz ]m{-@" :?:”ZD‘ ] (3-10)

Se pide al lector notar una analogia interesante al comparar la ecuacion
anterior con la expansion de un vector en sus componentes:

3
B=B,& +B,2,+B,2=) B2, (donde &, es un vector base del espacio %?)
n=1
Es decir que la ecuacion (3-10) se puede considerar como la expansion del
vector 6(Z,t) en su nimero infinito de componentes. Si, de hecho pensar en las
funciones como vectores resultara ser parte fundamental en la resolucion de
ecuaciones diferencial parciales. Y trabajar en un espacio de funciones que
cumplan las condiciones de un espacio vectorial sera necesario.

De vuelta al problema, se necesita conocer los distintos valores que toma A,.
Para este fin, utilicese la condicién inicial, a saber, que a tiempo igual a cero, la
concentracion de la placa es cero (0 = 1):

I:iB"[m5M}=AO cosi?..{.AI cos%.‘.‘dzmsﬂq..“ {3-11)
=0 2¢ 2¢ 2¢ 2¢
Es tiempo de recordar el concepto de ortogonalidad® para funciones, ya que la
funcion propia
[(2n+ l)ﬁ)
COF]| i
2¢

es ortogonal en el intervalo 0 < Z < +£ (la mitad superior de la placa). En otras
palabras, sean el sumando m y el sumando n (donde (m = n), dos términos
diferentes de la suma en la ecuacion (3-11). El producto punto entre ellos es
siempre cero, porque son ortogonales:

* Recordar la seccion 2.3, donde se halla una breve explicacion de la propiedad de ortogonalidad.
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cos2HVAZ | (@miDAZ I[ms @n+DaZ - (2m+1)2Z
20 ° 2¢ 2¢

Empero es importante resaltar el hecho de que los sumandos deben ser
diferentes para ser ortogonales. Si se toma el producto punto entre dos términos
iguales de la suma, la integral sera distinta de cero.

Para utilizar esta propiedad, se necesita multiplicar (3-11) por un sumando
cualquiera de (3-11): cos [(2m+I)nZ / 2¢ ] y después integrar en la region de
ortogonalidad

+
I (2m+l)n‘Z @m+)az IZ*“[ (2n+1):zZ (%;;):zZ:[dZ
n=0
La suma y la mtegral pueden cambiar de orden"r porque el producto de

funciones coseno es un funcion continua. A, sale de la integral por ser un
conjunto de constantes

_[ (2m+1)ﬂrZ Z‘:A j[ (2n+l)7rZ 2m+ l):rZ]dZ

2¢ 2¢

A continuamon se desarrolla unos cuantos términos del lado derecho de la
ecuacion anterior:

24

+
+ Az Ilicos-——cos_(_.zin_tl).,ﬁ]d2+...+ A, ‘I'I:COS (2"+ N)#Z cos (2m+1)nZ
0 2¢ 2¢ 0 2¢ 20

+1
A Il:cos cosw Z+A|I|:CO51@COSM
2 2¢

Como la funcion propia es ortogonal en la region de integracion, todos los
términos seran cero; solo sobrevive aquel eventual término afortunado cuya n =
m. De esta manera, ya no se tiene una serie infinita de términos en el lado
derecho de la ecuacion, sino sélo uno.

+1 +l
jcos @n+aZ ,, 2 J{wsz (2n+l)xz}dz
< 2¢ : 2¢
Llévese a cabo la integracion para obtener
2¢ (2n+D)x)_A4,
(2n+l)xse'{ 2 ] [(2”“) }((2!1+l)fr+sen(2n+l)3r]

y simplifiquese para acabar despejando A,

P e T

w(2n+1) ﬂ(2n+l)
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De esta forma, la solucion general para la ecuacion (3-2) se expresa por

4& (-1 @n+1)2Z @2n+1)’ 2Dt
e(Z,1)=— - 3-12
| (&0 x§(2n+l)m 2 af? -12)
Sustituyase la definicién de ¢ y modifiquesela para obtener otra expresion de
concentracion adimensional, donde uno es igual al mayor valor de la
concentracion (Cas):

Ci=Cu _y_ 4% () CuiDaZ | (Qn+1)’#’Dt
Co—Cy 7o (2n+1) 2¢ 4¢’

] (3-13)

Notese que las expresiones en los argumentos de las funciones coseno y
exponencial, son adimensionales. Z/¢ sera referida como la posicion adimensional
y Dt/£? como el tiempo adimensional difusivo o sélo tiempo adimensional.

A continuacion, se usan las tres expresiones adimensionales utilizadas hasta
ahora, para construir una grafica que permita visualizar la ecuacion (3-13).

1 15" T r T T T

09E 10

o o
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o
o

o
L
1

Concentracién adimensional
=} =}
w W

o
L+
T
1

p.005

o
—

o U 002 D01

3 D-08 . : .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
N

Grafica 2. Perfiles de concentracién en una placa. Los niimeros sobre las curvas
son para varios valores de Dt/¢2. La concentracion adimensional se define por
Cd —CAO
CAI _CAD
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Es importante tener presente que para la solucion de este problema se supuso
que la forma de la placa no variaba al pasar el tiempo, que la concentracion del
liquido no cambia significativamente y que el coeficiente de difusiéon mantiene
constante su valor. Con esto en mente podemos dar una interpretacion fisica de
la grafica 2. La posicion adimensional Z/¢ va de -1 a 1, pero aqui se muestra de 0
a 1; esto quiere decir que se aprovecha la naturaleza simétrica del problema en
la placa. Para conocer el perfil de concentracién de la otra mitad de la placa,
basta imaginarse la reflexion de la grafica 2 mediante un espejo a lo largo del
eje vertical. Cada curva que aparece representa un valor de tiempo adimensional
Dt/£. Ya que tanto D como ¢ permanecen constantes, cada linea se puede
interpretar como una variacion exclusiva de t, una vez que se ha tomado en
cuenta el efecto del tamafo de la placa y su material. Asi, a valores pequefios
de tiempo, la concentracion se mantiene cercana a cero para la mayor parte del
espesor de la placa. Se alcanza un valor minimo a la mitad (Z/¢ = 0) y se aprecia
que la concentracion siempre es Ca en la superficie (Z/¢ = +1), tal como lo
especifican las condiciones limitantes. Mientras el tiempo avanza, el perfil de
concentracion a lo largo del espesor de la placa se hace mas uniforme y tiende a
tomar el valor maximo de concentracion; es decir, la placa capta cada vez mas y
mas soluto hasta llegar a el valor de saturacién.

Busquese ahora una expresion que dependa solo del tiempo y que sea capaz de
estimar la fraccion de soluto captado por la placa en cualquier tiempo.
Intuitivamente, el lector puede pensar en el cociente de dos funciones. Para
empezar, sea M la cantidad de soluto A transferida dentro de la placa porosa en
cualquier momento. Esta expresion se determina al integrar Cu(Z,t) sobre
0<Z<ty multiph‘car por dos (por la condicién de simetria).

4 (1) @r+)Z | -(2n+1)’2’Dt
M, ZC“Q{ x,:o(2n+1)°°s aq ar? ]}ﬂ

El resultado de la integral es:
o [-(2:: +1)2:;21:u] A @nihx

M, =2C,l- —Z

s (2n+1) 477 @n+)z 2
8 1 -(2n+1)*7’Dt
M, =2C K1 = Z
= (2n+1)? 4

Ahora, con la idea de hallar ese cociente de fracciones en mente, se busca el
valor de M. cuando se deja transcurrir el tiempo sin restriccion, es decir, la

captacion maxima:
M, = limr—m[Mr]= ﬂCAI

La expresion que se busca se expresa por la siguiente razén, cuyo nombre es
captacion fraccional (una grafica similar de esta ecuacion se muestra en la
seccion 3.1.3):

INE

@ i Z.2 "
SR S S 15 2.5
7° o(2n+1) 4¢
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3.1.2 El Cilindro

En esta seccion se estudiara el problema de la difusion en un sélido cilindrico,
que se sumerge de pronto en un liquido cuya concentracion de cierta especie A
es Cay, Este cilindro tiene una longitud tan grande en comparacion con su radio,
que se puede decir que absorbe o capta a la especie A solamente a través de su
superficie radial y no de sus dos extremos. Entonces el flux de masa tiene un sélo
componente y éste aparece en la direccion radial. El coeficiente de difusion se
considera constante (suposicion de este trabajo) y la concentracion inicial del
soluto en el cilindro es una Cyp, que para este problema se tomara como cero.
Como el cilindro esta inicialmente vacio, durante el llenado siempre existira una
minima concentracion del soluto A en el centro del cilindro, que es el lugar mas
alejado desde la superficie. Ademas supongase, como en el caso de la placa, que
la concentracion de su superficie se mantiene constante y que el material del
que esta hecho el sélido poroso es quimicamente inerte para el liquido en el que
se sumerge. Luego, las condiciones limitantes para este problema son

CLy: aC“:O ar=0 V¢t
or

CL,: CA=CM a r=R vVt

Cl: Ca=Ca= 0 a t=0 ¥ r

Se define la concentracion adimensional 8, donde cero es el
maximo valor.

0= C.ﬂ —CA
C,n _Cm
Las condiciones son ahora
CLy: L ar=0 (3-14)
or
CL,: 6=0 a r=R (3-15)
Cl: e=1 a t=0 (3-16)

El modelo matematico que describe este problema de difusion es de nuevo la
segunda ley de Fick, pero ahora en coordenadas cilindricas:

06
L ) (B ey [ 3-17
x - ar[’ 6:'] =1
Ya que todas excepto una de las condiciones son homogéneas y la ecuacién
diferencial a resolver también lo es, se puede aplicar nuevamente el método de

separacion de variables. Asi, como primer paso, se propone la solucion como un
producto de funciones de una sola variable,

0(r,1) = p(r)=(r) (3-18)

que uno puede incorporar facilmente a la ecuacion (3-17)

2
plr 22, do) De( L do
dt ror dr r dr® dr
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Separense las variables en cada lado de la ecuacion e igudlese el total a una
constante de separacion -o%, por las razones expuestas en la seccion anterior.
Después, uno puede resolver sin dificultad la ecuacion diferencial ordinaria de
(t):

7= Eexp(-a’Dt)

Por otro lado, la ecuacion diferencial ordinaria en la direccion radial

d’p  dp
2 +r-—+pa’r*=0
" ar
resulta ser una ecuacion tipo Bessel de orden cero®, cuya solucion es

p(r) = CJo(ar) + BYo(ar)

Al aplicar la condicion (3-14), la funcion Yo(ar) se descarta, porque tiende a
menos infinito en el centro del cilindro (cuando r = 0). Debido al hecho fisico de
la inexistencia de concentraciones menos infinitas, uno concluye que la
constante B debe ser igual a cero. Asi, la solucion queda reducida a

p(r) =Clo(ar)
La condicion (3-15) establece que
0=CJo(a,R)

Si se busca una solucion no trivial a la ecuacion diferencial, C debe ser distinta
de cero. Por lo tanto llegamos a una funcion propia,
Jo(e,R) =0
cuyos valores caracteristicos (a;) son las distintas raices de Jo. El lector
recordara que en la seccion 2.5, la tabla 2 contiene las primeras veintitrés raices
de la funcién Jo(x). Como ejemplo, se muestra el primer valor caracteristico:
2.40483
(ZI =
R
Dado que existe un nimero infinito numerable de valores caracteristicos para la
ecuacion, y que cada uno genera una solucién distinta de la ecuacion diferencial,
es necesario incluirlos a todos y cada uno para llegar a la solucion:

8(r.t) =3 C, Jo(e,r)exp(-a2Dr) (3-19)

n=1

Al aplicar la dltima condicién (3-16), se tiene
1=3C,Jo(a,r)
n=1

El procedimiento para hallar los valores de C, es analogo al de la seccién
anterior. Aprovéchese la propiedad de ortogonalidad y multipliquense ambos
lados de la ecuacion anterior por Jo evaluado en un valor caracteristico arbitrario

“ Consultar la seccion 2.5 para reeordar la solucién de este tipo de ecuaciones.
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p e intégrese en la region de ortogonalidad (r € [0, R]). El lector recordara que el
hecho de que la funcidn Jo(x) es ortogonal significa que

Jolar)-Jolfr)= | Jolar ol pydr =0

solo si las dos Jo estan evaluadas en valores caracteristicos diferentes (B = o). Al
continuar, se escribe

TrJ,(a,,r)dr =Tic,,Jo(a,r)Jo(,B,r)dr (3-20)

0 o n=l

Gracias a la propiedad de ortogonalidad, la suma infinita del lado derecho de la
ecuacion anterior se reduce a un solo término: aquel cuya a = 8

R
C, [ s (@)dr = % R*J:(Re)'
(1]

donde J(x) es la funcion de Bessel de primera clase y primer orden y « es una
raiz cualquiera de Jo(x). La integracion del lado izquierdo de la ecuacién (3-20)
resulta sencilla al utilizar la igualdad

ino(w)dw =ul,(u)'®
0

[ (@,rar R ;@R
an

Finalmente se sustituyen los resultados de las integrales en (3-20) para hallar
2

Cn=—""——
RanJI (Ran )
Luego se sustituye C, en (3-19) y se aplica la definicion de 6

=0 . ASTERDA, O, (et )
CAI _-CAO R n=1 anJI (Ran)

Esta solucion se muestra en la gréfica 3. Dado que en este problema, D y R? son
constantes, la variacion de Dt/R" también corresponde a una variacion exclusiva
del tiempo asociado al proceso difusivo. En la grafica se observa como el perfil
de concentracion en el cilindro, conforme avanza el tiempo, paulatinamente se
torna mas uniforme y cercano a la concentracion maxima. La condicion de que la
concentracion es maxima y constante en la superficie se aprecia en la grafica, asi
como el minimo de concentracion en el centro del cilindro (r /R = 0) para
cualquier tiempo.



‘ B0 1 =
.o
09} ©
o8l 04
® "
§ 0.7F 03
2
§ 0.6}
© 0.5 0.2
§ -
o
S04t
s 0.15.
g | 015
5 0.3} p.005
0.2} 0.41
._.(_)..-1—-——""— 0 02
01} 008 003

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
IR

24

Gréfica 3. Perfiles de concentracion en un cilindro. Los nimeros sobre las curvas
son para varios valores de Dt/R’. La concentracién adimensional se define por

CJ A (:..-IO
CAI =2 Cm

El procedimiento para hallar la captacion fraccional en el cilindro es paralelo a
aquel en la seccion pasada. Se define M, como la cantidad de sustancia que ha

entrado o salido del cilindro en un tiempo t
exp(—Da t)rJo(ra )

d,
1 @, Ji. (anR) "

J‘c (r,0)rdr = c‘,j'r-—

C. R exp(-Da,’t)
M, = ’“2 —ZC..IZ—‘;’r—
y M_ la cantidad de A transferida cuando lim M. t—w es

y o Cul

Por lo tanto, la captacion fraccional del cilindro es

ZRZ > exp(-Da’t)

La forma grafica de esta ecuacion se muestra en la siguiente seccion.
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3.1.3 La Esfera

Ahora es el tumo de considerar a un sélido poroso con geometria esférica que
se sumerge en un liquido con concentracion Cay. La estructura porosa de esta
esfera es tal que permite que la difusién promedio de lleve a cabo, para fines
practicos, exclusivamente en la direccion radial. Una vez mas se supone que el
sélido no sufre cambios al ser sumergido en el liquido que contiene a la especie
A, la superficie de la esfera mantiene una concentracion superficial constante en
todo momento y su concentracion inicial (Cxo) €s cero, porque se encuentra
“vacia”. De nuevo la segunda ley de Fick describe el problema, la cual en
coordenadas esféricas es:

a 2%‘;{ 2%‘1‘
- =r‘t—= 3-21
Dar[r arJ = (3-21)
CL;: oy =0 ar=0
or
CL1: Cg=c,a.f a r=R
Cl: Ca=Ca=0 a t=0

Se introduce la variable de concentracion como una expresion adimensional
dada por la siguiente ecuacion,

9= Can=C4s
Cn _CAO
y se hace el cambio de variable en la ecuacion (3-21)
D-‘z(r’ @]w’@ (3-22)
or or ot
con las nuevas condiciones limitantes
cl: P-o  ar=0
or
CL;: 0=0 ar=R
Cl: 0=1 a t=0

Pareceria que el procedimiento para hallar la solucién por medio del método de
separacion se variables seria exactamente igual que en los dos problemas
pasados, pero no sucede asi. Cuando se propone la solucién como un producto de
dos funciones con una sola variable y se sustituyen en (3-22), no es posible llegar
a una expresion que sea separable y produzca dos ecuaciones diferenciales
ordinarias. Sin embargo, si se puede llegar a una solucion: se propone un cambio
de variable®

w(r,t)=ro(r,t)
que transforma la ecuacion (3-22) a la (3-23), es decir, se logra cambiar la
expresion de la segunda ley de Fick en coordenadas esféricas a una forma
analoga a las ya resueltas en las secciones anteriores, en consecuencia allanando
el camino para hallar la solucion.

Contintiese con el proceso de cambio de variable. 6,y 6, son entonces
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00 1oy 1
o ror r*
% _10y
a ro

Al sustituir en la ecuacion (3-22), tenemos
a( oy 210y
D—\r—-y|=r—
ar(’ or ""] ary

Por lo que, después de hacer las operaciones algebraicas, la nueva ecuacién
para la transferencia de masa en la esfera es

o'y _dy
4 ot o (3-23)
con las condiciones limitantes transformadas
CLi: w=rar=0 (3-24)
CL; w=0ar=R (3-25)
Cl. y=rat=0 (3-26)

Dado que la funcion auxiliar y(r,7) depende tanto del tiempo y como de la
coordenada radial, se propondra una solucion compuesta del producto de dos
funciones que dependen exclusivamente de la posicion y del tiempo:

w(r,1) = p(r)z(1)

Se busca incorporar esta propuesta a (3-23)
oy _ dr Py _ d'p

a Pa o dr
y se sustituyen las expresiones resultantes. Se propone una vez mas la variable
de separacion negativa -1’

pdrt D dt
que genera las siguientes dos ecuaciones diferenciales ordinarias
2
1d f:-f y L 7%
pdr dt

cuyas soluciones: 7 =K, exp(-A’D1) ¥ p =K, senlr + K, cos Ar, se multiplican para
obtener la solucién de la ecuacion (3-23)
w(r,1) = (K,senir + K, cos Ar)K, exp(-A’Dr)

o bien w(r,t) = (AsenAr + Bcos Ar) exp(—A*Df) (3-27)

Los valores de A, B y A se deben escoger tal que se cumplan las condiciones
limitantes uno y dos, asi como la condicién inicial. Cuando la condicién limitante
CL; (3-24) se aplica a la ecuacion (3-27),

CL;: w=(Asen0+ BcosO)exp(-A’Dt)=0 ar=0
uno observa que sen 0 =0y cos 0 = 1. Y para que y = 0, B debe ser igual a cero.
w(r,1) = Asen(Ar) exp(—A*Dr)
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Con el objeto de satisfacer la CL; (3-25), se tiene
Asen(AR) =0
Si uno quiere obtener otra solucion aparte de la trivial, A debe ser distinta de
cero. Al dividir ambos lados de la ecuacion anterior entre A, se tiene:
sen AR =0
la funcion caracteristica. La funcion seno toma el valor de cero periédicamente:
0, &, 2m,...
AR=nn
s nw
o bien A(n) = -
Una vez mas, se incluyen todos los valores caracteristicos en la ecuacion
solucion como la siguiente serie infinita convergente:

w© Zoe 7.9
w(r,)=) A,|sen ﬂ'—m-—]exp . ’ZDi
n=0 R R

Las constantes representadas por A, se pueden evaluar usando la condicion
inicial (3-26)

r= ZAn[sen%} (3-28)
n=0

Ahora utilizaremos el concepto de la ortogonalidad® aplicado a las funciones
sen [nmr/R] que viven en un espacio vectorial con un producto punto. Se puede
demostrar que la funcion caracteristica, ser [nzr/R], es ortogonal en la region 0 <
r<R:

R

nar mmr .
I sen——sen—— ldr=0 sim#n
A R R

nmr mmr ;
I sen——sen— dr # 0 sim=n
" R R

Por lo tanto, después de multiplicar ambos lados de la ecuacion (3-28) por sen
(nnr/R), se integra en la region de ortogonalidad y aprovechamos esta propiedad
para que la suma infinita se reduzca sélo a un término, en donde m = n. Asi se
tiene:

A nmr i nmr
Isen———-dr =4, I[senz —-}ir
] R 0 R
Alintegrar la ecuacion anterior y despejar A, , se obtiene:
4,="2(ay

b4

Finalmente, la solucion general para la ecuacion (3-23) queda:

—2R& ()" nm n*z*Dt
r,f)=——) ——sen——exp| —
y(rn=— ; E = xv{ o

* Consulte la seccion 2.4
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o también (después de sustituir la definicion de yy 0)

o 5 2R ()" nar p[ th]
—A4 A —1-f=1+—— i (3-29
CAI _CAO r § n )
=
sgl 03 /
0.8
0.2

Concentracién adimensional
© © © © © o
2% ] w - (3,1 (=] =

e
—

Grafica 4. Perfiles de concentracion en una esfera. Los nimeros sobre las curvas
son para varios valores de Dt/R’. La concentracion adimensional se define por
CA' == Cao
CA! _CAO

La cantidad de agente quimico acumulado dentro de la esfera en cualquier
momento dado se puede determinar al integrar la concentracion con respecto al
radio.

M, = L(CA =Cy)dV

donde dV = 4m’dr, ya que se esta analizando el caso de una esfera. Se puede
obtener una expresion para C, - Cao facilmente a partir de la ecuacion (3-29)

M, =(C, ~C,.o)ﬂl + 25 "”m{_" ”ZD']}(w?dr)

El resultado de la integracion es:
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4 . 8RR& 1 -(2n+1)’7*Dt
M,=(C,-C - —— ex| = 3-30
t Al 40){3 7 = (2n+1) P al ( )
La captacion maxima por la esfera se encuentra al hallar el valor limitante de
(3-30) cuando t aumenta sin restricciones.

5 3
M, =lim_ M, = i(_crﬂ3___cﬂ_

Finalmente, la captacion fraccional esta dada por

M 6 1 -n’7*Dt
R L R

@ n=1

La siguiente grafica muestra comportamiento de la captacion fraccional del
soluto A en la esfera con respecto al tiempo adimensional.
Captacion fraccional en una esfera

T T T T "‘__Y'_,__l__ﬂu

1

0.9} e

0.8+

0.7}

L.

06}

0.5+

Mt/Moo

0.4}

0.3}

0.2

0.1

oo 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
DUR?

Grafica 5 El perfil de la captacion fraccional M,/M. contra el tiempo

adimensional (Dt/R?)

La rapidez de captacion es grande al inicio; sin embargo, mientas mas soluto la
esfera capta, la velocidad desciende hasta llegar a la saturacion.
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3.2 EL METODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE (LIBERACION)

El lector se habra dado cuenta ya que un gran nimero de problemas de difusién
conducen a ecuaciones diferenciales parciales lineales con coeficientes
constantes. Otro método (til para resolver estas ecuaciones es la transformacion
de Laplace, cuya ventaja sobre el método de separacion, es que las condiciones
limitantes no necesitan tener valores finitos.

En esta seccion se usara este método para hallar la solucion de las ecuaciones
diferenciales parciales de difusion que describen la liberacién de una sustancia
quimica a partir de tres sélidos con distintas geometrias: un disco o una placa, un
cilindro y una esfera. Es decir, mientras que en la seccion de la tesis 3.1 se
resolvieron problemas de captacion de una sustancia, en la seccién 3.2 se
resolveran problemas de liberacion por el método de la transformada de Laplace.

Definicion de la transformada de Laplace
La transformada de Laplace de una funcion f(t) se define por la expresién
siguiente

clr@o)=F@s)=[e™ far (3-31)

donde s puede ser cualquier variable compleja y la funcion f(t) es integrable.
Como un ejemplo, si f(t) =a
!

r . a _ a
L[a]z_[ae "dr=llm,_m|:——e ”] =—
0 § i ¥

Para el fin de esta seccion, es necesario definir la transformada de Laplace para
funciones con dos variables independientes f(x,t). Debido a que esta
transformacion solo puede considerar a una variable a la vez, se trata a una de
las dos variables como parametro. Sea la variable x la constante, y apliquese la
transformacion a f(x,t) como si sélo fuera una funcion de t.

£[f(x0)=F(x,5) = [ £ (x,0)dt

0

La transformada de la derivada con respecto al tiempo esta dada por
E[__f’f f-;")] = s L[f (e 0]~ £(x0) (3-32)

Empero, la transformada de la derivada parcial con respecto a x es diferente.
Al usar la definicion de la transformada (3-31) y suponiendo que se permite
intercambiar el orden de integracion y diferenciacion...

) | T, (0
L[g;g—):l=£e —é-’;-—dr

A} .a
== jﬂ' e f(x,1)dt
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_dF(x,s)
T dx
En general, la ecuacion anterior se puede escribir como
L[a* f(x,t)] _d'F(x,9)
" dx"

Una vez que se transforma una ecuacion diferencial parcial al dominio s y se
resuelve como ecuacion diferencial ordinaria, es necesario antitransformar la
expresion resultante. El método que se utilizara en esta tesis sera simplemente
el buscar la expresion resultante en un tabla de transformadas, dejando asi el
tema de la integral de inversion fuera de esta tesis.

3.2.1 La Placa o el disco

La aplicacion del método de
transformada de Laplace se puede
demostrar al resolver la ecuacion
diferencial parcial que describe la
liberacion de un agente quimico de un
disco. La ecuacion diferencial parcial que
describe este fendmeno es la misma que se
resolvio en la seccion 3.1.1.

oz? ot
La diferencia estriba en las condiciones
limitantes. La figura siguiente muestra el
solido en cuestion

Figura. Un disco con una concentracion Inicial uniforme Cy,

Las nuevas condiciones limitantes son las siguientes

el La-g aZ=ll W i
/A

Cly: Ca=Ca=0 al=+4 v t

Cl:  Ca=Cay at=0 v £

La condicion limitante nimero uno enuncia la simetria existente en el sistema,
la condicion limitante dos describe un sumidero perfecto de masa; fisicamente
esto quiere decir que el sistema que esta recibiendo la sustancia A es tan grande,
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que su concentracion no cambia significativamente. La condicion inicial expresa
que el solido tiene una concentracion Cay uniforme al tiempo cero.
Ahora, se define la concentracion adimensional de la siguiente manera:
g-Ca
CAI
De esta forma, 8 valdra uno cuando la concentracién sea maxima. Al cambiar
las concentraciones por la expresion adimensional, las condiciones ahora son:
o6
CLi: —=0 a Z=0
oz .
ClLa: =0 a I=+¢
Cl: 6-=1 a t=0
Con el cambio de variable, la ecuacion que describe el fenomeno es
a 9’0
":9' )
ot 0z
y por conveniencia:
o _a6 _ o0 .
bt o ozt : )
Para mantener una notacion simple, de aqui en adelante t= t. Una vez hallada
la solucién a la ecuacion, procederemos a sustituir ¢* = Dt . Ahora, si se considera
a Z como un parametro, la transformada del lado derecho de la ecuacion (3-33)
se encuentra de la manera siguiente

[20@.n]_d'Fz.s)
oz* dz*

donde F(Z,s) es la transformada de 0(Z,t). Aplicando la ecuacion (3-32), es
posible escribir la transformada del lado izquierdo como

L[%} = SF(Z,5)-6(Z.0) = sF(Z, 5) (3-34)

Nétese que la primera condicion limitante se usé para eliminar 6(z,0) y dar la
ecuacion anterior. La ecuacion diferencial parcial se transforma de este modo en
una ecuacion diferencial ordinaria no homogénea:

2 o
d_gf;‘) =sF(Z,$)+1 (3-35)
La solucion general de la ecuacion (3-35) es
F=F,+F,
Para hallar F;, utilizamos la ecuacion auxiliar:

r-s=0

P=s

r=-t\/;
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Fy(Z,5) = K, explz+s )+ K, expl-2-/5)
Para hallar la solucion particular se sugiere una constante. Al sustituir esta
solucién en la ecuacion (3-35) se halla que
-sC =1
C = __l
5

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial ordinaria es:
F(Z,s) =K, explz+5)+ K, expl- /s )1 (3-36)
5

Antes de que las constantes de integracion, K, y Kz, se puedan evaluar, las
condiciones limitantes se deben transformar también.

CL, L[Bﬂ} —E-J—F— =0
Oz dz

CL, i]=1 =Fwsys)
L)
Introdiizcase CL, en la ecuacion (3-36)
jiz = K, Vs expOys — K, Vs expOys =0

K =K,
Luego las dos constantes tienen el mismo valor. Utilicese ahora la siguiente
funcion matematica para expresar de forma sucinta la solucion
2coshz = exp(z)+ exp(- z)

F 0k coshZ:Js ~=
5

Gracias a la condicion limitante nimero dos, se puede encontrar el valor de la
constante Unica
¥R amb L =0
2 )
1

T
_— hi
La forma final de la ecuacion (3-36) es
Fzs) = Goshz; Js 1 (3-37)
scoshE\[-; 4

La funcion adimensional de concentracion que se busca como él objetivo se
encuentra al antitransformar la solucion anterior y llevarla al domino del tiempo
con la ayuda de la siguiente entrada de un tabla de transformadas de Laplace'

B
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1/s
1
cosh x+[s
scosha-/s
- z(—1) p{-(zn—!}‘n’:]m(:m—um
o 2n 4a 2a

Después de invertir y sustituir t = Dt

o(Z.1) = C Z( 1) ‘(2";32”29'};05(2" ;;)::z »
C_4(Z,:)h A ) (—@n-)ADe) (20 -1z
C, =<m-1 46 20

La siguiente gréfica ilustra los perfiles de concentracién para la liberacién de
una sustancia de una placa. Notese que, acorde con las condiciones limitantes
del problema, la concentracion siempre es cero en la superficie del disco 7 = +¢
(condicion de sumidero perfecto). Y también, la concentracion alcanza un
maximo en el centro del disco (Z/¢ = 0 ), demostrando asi la naturaleza simétrica
del problema. Una vez mas como en la seccion 3.1.1., imaginese la seccion Z/¢ <
[-1, 0] como el reflejo de la imagen de un espejo localizado sobre el eje Y. Dado
que £y D permanecen constantes, cada curva en la grafica depende sélo del valor
del tiempo. Se aprecia como la distribucion de la concentracion tiende a
acercase al minimo uniformemente mientras avanza el tiempo, es decir, el soluto
abandona el disco progresivamente hasta vaciarlo.
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Concentracién Adimensional
o = o o b=
w L3 (3] (=] -~J

o
N
T

o
-

(=]

Grafica 6. Los niimero sobre las curvas representan diferentes valores del tiempo
; 5 Dt
adimensional [—J
b4

Ahora, para hallar la expresion de la liberacion fraccional se adopta un
procedimiento analogo al seguido para hallar la captacion fraccional. La cantidad
de agente quimico transferido fuera del sélido en cualquier momento dado se
puede determinar al integrar la concentracion sobre el espesor. Por tanto, la
masa transferida en cualquier momento por unidad de superficie es:

M, =2C, - cm)j{ z €Y @Dz ,(2,,”);”;&]}"2

=(2n+1) 21 41?
N 2] -(2n+1)* 72Dt
M, =2C, CAO)"{ ;,(211+I) €x a? }

La cantidad maxima de la especie A que se puede liberar esta contenida dentro
del cuerpo sélido al tiempo cero; en vez de representar esta propiedad con el
simbolo M, utilizaremos M- para oonsenrar la similitud con el problema de
captacion y para concordar con la literatura’.

M =M, =M (0) y(CAI _CAD)
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De esta manera, la liberacion fraccional esta dada por el siguiente modelo
M, 8 1 [-(2n+1)’;rzo:]

M, 2&@n+1) ar

Al comparar las expresiones de liberacion y captacion fraccional:
M, 83 1 —@2n+1)’ 72Dt
M, 7 E@n+1) ar ]

se observa que esta ultima puede plantearse como la complementaria de la
liberacion.

3.2.2 El Cilindro
Considérese la liberacion de una sustancia a partir de un cilindro tan largo con
respecto a su radio, que la tnica direccion de transferencia de masa significativa
es la radial. Este solido se sumerge en un liquido lo suficientemente abundante
como para suponer la condicion de sumidero perfecto. El lector se darad cuenta
que el fenomeno que se plantea en esta seccion es opuesto a aquél tratado en
3.1.2. Nétese que la ecuacion que describe la liberacién de una especie A por
difusion en un cilindro es la ecuacion (3-17)
% _D ﬁ(ﬁ)
ot rar\ or
donde 0 es la concentracion adimensional y se define como
Cm _CA
C,ﬂ _C.-IO
Las condiciones para el caso de liberacion son las siguientes:
CLy: %9 =0 a r=0
oz
CL,: =1 a r=R
Cl: é&=0 a t=0
En palabras: se tiene un maximo de concentracion en el centro del cilindro
durante la liberacion de la especie. La concentracion de la sustancia A es
siempre cero en la superficie del cuerpo e inicialmente la concentracién es
maxima e igual a Cu;,
Ahora utilicese la transformada de la ecuacion (3-17) con respecto a t tomando
a r como un parametro. De nuevo, se utiliza el cambio de variable t'= ¢D;
80 o660 106
e B e dpome
o' o' reor

2
sF(r,s)-6(r,0)= Ot el

a* ror

9:

Al utilizar la condicion inicial la ecuacion se reduce a

2 =
sk(r,s)= aT-F X (3-38)

or- ror



El resto de las condiciones se transforman también
CLy: F= L a r=R
s

Cl: FF=0 ar=0
La ecuacion (3-38) también puede rescribirse como

F,+1F _sF=0
r

r*F_ +rF, —(r’s-0)F =0
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En esta forma la ecuacion diferencial se reconoce facilmente como una

ecuacion de Bessel de orden cero cuya solucion es

F= A.Ia(ir\/; )+ BYo(ir\[s_ )

La condicion limitante dos se refiere al centro del cilindro (r = 0). Tal valor de r

no esta definido para la funcion Yo(irJE), porque Yo(0)=-—. Ya que una
concentracion negativa infinita no tiene significado fisico, concluimos que el

valor del coeficiente B debe ser igual a cero.
Después sustituimos la CL,

F=i=AJ iRs)

1
~ sJoiRs)

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial es

_Jo (ir-/s
~ sJoliR[s

Con ayuda de la siguiente entrada en una tabla de transformadas de Laplace',

convertiremos la solucion a una funcion que dependa del tiempo de nuevo.

T : Y
Tors HZM
P = Ra,J (a.' R)

donde a;, son las raices positivas de la ecuacion Jo(anR)

Asi, después de invertir y sustituir t = Dt, uno tiene
s C,C—C . 22 expl-a2Dt)ola,r)

~  Ra,J(a,R)

=2C Zerp( ot D!)]D(a r)

n=1 'RanJ (ail'R)

La expresion para la liberacion fraccional de la sustancia en el cilindro es:

= Comparar con la captacién fraccional al final de la seccion 3.1.2
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M, & 4
M, S Ral
Notar que se cumple la siguiente relacion:
Captacion fraccional = 1 - liberacién fraccional

exp(-Da’t)

3.2.3 La Esfera

Hasta ahora se ha mostrado la resolucién de tres ecuaciones de difusion para
distintas geometrias por el método de separacion de variables. Con esta seccion
se termina la resolucion de problemas de difusion por el método de la
transformada de Laplace.

Considérese la liberacion de un soluto a partir de un sélido de geometria
esférica. El mecanismo de transferencia de masa es puramente difusivo en
direccion radial. Se supone también que el liquido es lo suficientemente vasto
para que la concentracion del soluto en cuestion permanezca practicamente
cero. La ecuacion de difusion en una geometria esférica es la (3-21)

D a o2 C,\_ S oc,
ar or ot
Por conveniencia se hace el cambio de variable que permite manejar la
concentracion como una variable adimensional,
B= CA' —CAO
CAI _CAO
cuyo valor es uno cuando la concentracion es la maxima (Ca). De esta manera se
llega a la ecuacién (3-22)
o3[ %) 20

or or ot
Para disminuir el nimero de términos en la ecuacion y facilitar su solucion, se
lleva a cabo un segundo cambio de variable, a saber y =r8, que conduce a la
ecuacion (3-23)
plv_ov
art o
Las condiciones en esta seccion describiran el fendmeno de liberacién del soluto
a partir de la esfera

CL;: y=r a r=0
CLy w=0 a r=R
Cl. w=r a t=0 )

Antes de transformar la ecuacion (3-23), se propone que t = tD; de esta
manera se evita lidiar con la constante D. Una vez hecho el cambio, se hace la
transformacion
d*F
dr®
Al utilizar la condici6n inicial, la ecuacién anterior toma la siguiente forma

F_—sF=-r (3-39)

sF—y(r,0)=
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Como el lector sabe, esta ecuacion diferencial ordinaria lineal no homogénea
tiene como solucién la suma de la partes homogénea y particular (F = F, +F, )

Para encontrar F; uno usa la ecuacién auxiliar m> —s=0; m =++/s . Asi
F, =C, exp(r«f.;)+ C, exp{— r-J._f)
Por otra parte, se propone que la solucion particular F, sea igual Fp=ar+5. Al
sustituir esta solucion en (3-39), se genera
O-s(ar+b)=-r
sar+b=r
Por lo tanto, b=0ya = 1/s.

F =C, exp(rJ;)+ G, e.xp(— rJ.;)+ %r

Ahora se transforman las condiciones limitantes para hallar las dos constantes
de integracion.

CLi: F=0 r=R
ClLy: F=0 r=0
Cuando se aplica la segunda condicion:
0=C,+C,+0
C,=-C,

y al aplicar la condicion restante y utilizar la definicion 2senh x = e — ™

0=C, exp(R«fE)—C. exp(— RJE)+ ?

0=2C, senh(R\/; )+ ?
R

€= S-Mn;‘RJE’
Ahora ya es posible escribir la solucion a la ecuacion
F= —R-e’" + Re"” +1y
s 2senh(R\/; ) s- ZSen}l(RJ;J s
F= it rJ; + lr
s-senh(R-[s 5

Una vez mas se usa una tabla de transformadas de Laplace'® para obtener la
solucidn en funcion del tiempo, donde x=r,ya=R
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La liberacion fraccional se expresa asi, donde M_ =M,

61 —n*n*Dt
it =TZT“{"R_‘}
M, m

09}
0.8
0.7
06} |
0.5 \ —I
0.4 N

0.3} X
0.2} g :

0.1+ \
_‘--"_‘—‘--._

0 s L L i s _I‘*‘—-—_?___‘___'__‘_ |
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

DUR

Mt/Moo

Grafica 7 El perfil de la liberacion fraccional M,/M. contra el tiempo
adimensional (Dt/R?)

La rapidez de liberacion es alta inicialmente. No obstante, ésta disminuye en
magnitud al avanzar el tiempo adimensional. La explicacion involucra al
gradiente de concentraciones entre el liquido con concentracion de A cero y el
solido. Mientras mas se vacia la esfera, menor es su concentracion. Y mientras
menor es su concentracion de A, también disminuye el gradiente.
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3.3 SOBRE LAS APROXIMACIONES DE LAS SOLUCIONES EXACTAS

Los problemas de captacion (liberacion) difusiva de una sustancia hacia (desde)
un sélido son de interés -por mencionar sélo un campo- en el area de la
liberacion controlada de farmacos. Las soluciones de estas ecuaciones y su uso
aparecen en la literatura espeCIallzada LA, 1 ibg investigadores de farmacia
prefieren trabajar con modelos matematicos que resulten mas practicos en su
uso cotidiano en el laboratorio. Algunas aproximaciones a las soluciones exactas
se han tomado de libros especializados en difusién’. Es comdn también que los
investigadores de este campo deriven las aproximaciones para la liberacion (o
captacion en su caso) con respecto al tiempo para obtener una medida de la
velocidad; las aproximaciones son también derivadas con respecto al tiempo.
Veamos en esta seccion un analisis cuantitativo de la pérdida de exactitud
incurrida al llevar a acabo estas practicas matematicamente menos rigurosas.

3.3.1 Aproximaciones tardias

Para cada geometria estudiada se ha obtenido una expresion para la captacion
(y liberacion) fraccional y éstas tienen la forma de series infinitas. A tiempos
adimensionales cortos (0.0 a 0.2 aprox), se requieren mas de una decena de
términos en la serie para lograr una exactitud de 107 en el valor obtenido
(condicion a la que de aqui en adelante sera referida como lograr convergencia).
Sin embargo, al incrementar los valores del tiempo adimensional, el nimero de
términos necesarios de la suma para lograr convergencia se reduce a uno solo.
Esta caracteristica de la serie infinita se aprovecha para obtener aproximaciones
tardias del fendmeno al tomar el primer término de cada serie.

La captacion fraccional para la placa es descrita por la siguiente ecuacion vista
en la seccion 3.1.1

a . g
My g 1 g (2n+l):r_D£]

__-._.=1

M, 2 Z@n+1) e
y su aproximacion tardia es el primer término de la serie, es decir

M, 8 —7*Dt
—=l——2ex —
M, n 41

En el caso del cilindro, la captacién fraccional se expresa por la ecuacion
—ta]- Z Rz > exp(-Da’t)

donde o, es la solucion de la ecuacion (3-19) de la seccion 3.1.2, a saber
240483 Por lo

tanto, la aproximacion tardia para la captacion fraccional de un cuerpo cilindrico

es
M, _, - (2. 40433) Dt
M, 2 404832

Finalmente, para el caso de la esfera la ecuacion 51gu1ente

Jo(a,R) =0. En la misma seccion se muestra la primera raiz a, =
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1 —n?rDt
M, 7: ,,.

precisa la captacion fraccional. De esta manera, ta aproximacion tardia posee la

consiguiente forma
M, 6 - 7Dt
—=l-—exp —a—
M, /4 R

3.3.2 Aproximaciones tempranas

Crank incluye en su libro® expresmnes altemativas para la captacién (o
liberacién) fraccional. Estas ecuaciones también contienen series, pero con una
caracteristica especialmente (til: a tiempos adimensionales pequefios toman
formas mas sencillas. Por lo tanto, son de ayuda para la interpretacion del
comportamiento difusivo temprano. A continuacién se muestran las ecuaciones
para cada geometria.

La solucion para el disco o la placa tiene la forma de una serie infinita de la
primera integral de la funcion error complementaria (ierfcj-

M

e - 4{%?[5*22( 1y ierfe—" J ]

@

donde ierfc(x):;[e:fc{w)dw:—'\}—_e_:! — xerfo(x) segin Abramowitz'. A tiempos
¥ X

adimensionales pequefios, la suma infinita es practicamente igual a cero; por lo
que la aproximacion temprana toma la siguiente forma sencilla:

M, . 2{ 12
M al’

@

Para la esfera, existe una solucion alternativa que también hace uso de una
serie infinita de la primera integral de la funcién error complementaria:

M, 6[1):]”2[_+2§;erfcﬂ] ﬁ:

En este caso la suma 1nfm1ta también toma valores muy cercanos a cero para
tiempos adimensionales cortos, por lo que la aproximacion temprana para la

esfera es:
M‘, " ﬂ 172 _3[2{
M aRr? R?

La solucién altemativa para el cilindro tiene una forma diferente a las dos
anteriores, ya que no contiene funciones error:

{2 {2l

De esta serie de tenmnos exponenciales se toman solo los dos primeros
términos para obtener una solucion sencilla similar a las de la placa y la esfera
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De esta manera, la aproximacion temprana para un cilindro infinitamente largo

es:
M, _[ D] _Dt
M, R?

Para terminar esta seccion, se pide al lector que recuerde que las soluciones
alternativas aqui presentadas también son exactas. Las aproximaciones que se
derivan a partir de ellas son las que dejan de serlo, como veremos a
continuacion.

3.3.3 Errores en las aproximaciones

Esta seccion se apoya en argumentos gréﬁcos para hacer comparaciones entre
las soluciones exactas y las aprox;macwnes Las graficas que se presentan a
continuacion se crearon con ®MaTLAB® 5.3 con programas creados por el autor de
este trabajo de tesis. El error tolerado para los valores de captacion fraccional
en todas las graﬁcas esde 107.

A continuacion se presentan las graficas de la captacién fraccional contra el
tiempo adimensional para las tres geometrias, junto con su error porcentual,
definido como

lexacto - aproximacion|

%E = x100

exacto

Captacién fraccional en una placa
1 ' . = -

—— solucién 'ex'acta
0.9} — — aproximacién temprana |.
------ aproximacion tardia
0.8} = |
,——_'_'/_f—"“_ﬂ_/
_,_,_-"

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14



L

Emor de las aproximaciones para la captacion fraccional en una placa

0.02

—— eror temprano
------ error tardio 1

— solucién exacta
— — aproximacién temprana

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
DY

------ aproximacion tardia

03 035 04 045

0.5



Error de las aproximaciones para la captacién fraccional en una esfera
1 T T T T

0.9+

0.8

0.7}

Eror (%)
o
>

0.3}

0.2+

—— efror temprano
------ error tardio

0 005 01 015 02 025 03 035 04
DUR?

Captacidn fraccional en un cilindro

1 T T T T T T =

01 —— solucién exacta
’ — — aproximacioén temprana
0 ) . L e aproximaci6n tardia

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4



Emor de las aproximaciones para la captacn’:n fraccional en un cilindro

1.5_ L i =7 T =
i — errortemprano
-- error tardio |
1r
S
£
i
0.5+
i
0 r". ey —_— B B e I.... SEELELE il |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

DUR?

En la tabla 3 se resumen las graficas anteriores al presentar los intervalos de
exactitud. Cada uno se define para aquellos valores con un error menor a 10°* de
las aproximaciones de la captacién fraccional. Como se aprecia en cada grafica
de captacion, mientras una aproximacion deja la solucién exacta y se aleja, la
otra se acerca y se incorpora, al superponerse a la exacta y cubrir el tiempo
adimensional estudiado. No obstante, éste proceso no es perfecto y existe un
maximo error de aproximacion que se observa en las graficas de error de
aproximacion como la interseccion de las dos curvas. Este error es inevitable y,
para cada geometria, se registra en la tabla la coordenada (tiempo adimensional,
%E) donde se presenta.

Tabla 3
Exactitud - Exactitud tardia Coordenadas del
: temprana : maximo error
Placa o disco (0.00,0.04) (0.08 ,) (0.05,0.15%)
Esfera (0.00,0.14) (0.19,0) (0.16,0.04%)
Cilindro (0.00,0.00) (0.24,x) (0.10,1.20%)

Es comln que los investigadores de farmacia utilicen también la derivada con
respecto al tiempo de la captacion fraccional para obtener una rapidez de
captacion. Las aproximaciones se utilizan en su forma derivada. Las siguientes
graficas ilustran el perfil de rapidez de captacion de cada geometria, asi como el
error que se genera al utilizar la derivada de las aproximaciones.
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En la tabla 4 se resumen las graficas anteriores al presentar los intervalos de
exactitud (error menor a 10) de las aproximaciones para la rapidez de
captacién. También se presenta el error maximo de aproximacion y el valor de

tiempo adimensional

donde se presenta en las coordenadas (tiempo

adimensional, %E)
Tabla 4
‘Exactitud Exactitud tardia Coordenadas del
temprana maximo error
Placa o disco (0.00,0.02) (0.12 ) (0.05,1.63%)
Esfera (0.00,0.10) (0.31,) (0.15,1.02%)
Cilindro (0.00,0.00) (0.37,0) (0.11,6.25%)

3.4 COMPARACION DE GEOMETRIAS

Un analisis de la captacion fraccional difusiva de una
distintos cuerpos solidos no puede estar completo sin
comportamiento del fenomeno en cada geometria.
comparacion de la captacion fraccional

sustancia a partir de
una comparacion del
A continuacion una

Comparacion de la captacion relativa para las tres geometrias
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Para el lector interesado en la programacion, en la seccion 6.2 se encuentra el

codigo usado para generar la grafica anterior.
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Comparacién de la rapidez de captacién relativa para las tres geometrias
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

Se hallan grandes similitudes entre los modelos que describen la captacion y la
liberacion difusional de sustancias a partir de solidos. Existe una relacion entre
los dos modelos, a saber Liberacion = 1- Captacion.

Si uno dispone de una tabla de transformadas de Laplace, éste resulta ser un
método rapido para resolver ecuaciones diferenciales parciales que poseen por lo
menos una condicion inicial. El método de separacion de variables no tiene esta
restriccion.

Las aproximaciones tardias y tempranas son exactas hasta y desde cierto valor
de tiempo adimensional, tal y como se muestra en la tabla 3 (seccion 3.3.3).
También se observa que entre las distintas geometrias, el intervalo de exactitud
y porcentaje maximo de error varian. Existe un intervalo de inexactitud entre las
aproximaciones; este tiene aproximadamente la misma longitud para la placa y
esfera, mientras que para el cilindro la longitud es sensiblemente mayor. Es
importante notar que la aproximacion temprana para el cilindro siempre tiene un
error mayor a 10,

Para la rapidez de captacion, el intervalo de exactitud para las tres geometrias
se hace mas estrecho. También, el error maximo crece radicalmente en
magnitud -de 0.04% a 1.02% en el caso de la esfera-.

Al comparar la captacion y su velocidad en cada una de las tres geometrias
estudiadas para solidos, se observa que para un tiempo adimensional dado, la
captacion es siempre mayor para el caso de la esfera y la menor para el caso del
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cilindro. La diferencia entre las 3 geometrias se acentla a tiempos
adimensionales cortos y disminuye al avanzar el mismo.

5. CONCLUSIONES

Existen varios métodos para resolver ecuaciones diferenciales parciales. En gran
parte, las condiciones limitantes e iniciales determinan cual es el mas apropiado.
Por ejemplo, para el método de combinacién de variables visto en los
antecedentes, se necesita que una dimension espacial se extienda hasta el
infinito. Por el método de la transformada de Laplace, se necesita por lo menos
una condicion inicial especificada. En términos de velocidad de resolucion, este
ultimo método es el mas conveniente, bajo el supuesto de poder antitransformar
la expresion resultante con la ayuda de una tabla de transformadas. Finalmente,
el método de separacion de variables es (til cuando la ecuacion diferencial
parcial es homogénea y todos excepto una de las condiciones limitantes son
homogéneas.

Resolver el problema inverso de la captacion (la libracion) nos brinda una
expresién distinta de la que aparece en la literatura especializada”'>'*'5, En
estos articulos, los investigadores utilizan la expresion de la captacién relativa en
vez de la liberacion, practica inexacta que podria dafiar la interpretacion de sus
resultados.

Las aproximaciones expuestas en la tesis, tienen implicaciones experimentales
de importancia, ya que brindan ecuaciones mas sencillas, a partir de las cuales
se pueden estimar propiedades (como el coeficiente de difusion) mas facilmente
en comparacion con las soluciones que involucran series infinitas.

Para cada geometria de los cuerpos silidos, existe un rango distinto de
exactitud en la aproximacion. El investigador decidira la rigurosidad del modelo
que necesita, es decir, el porcentaje de error que puede tolerar para que los
resultados de su experimento se ajusten y que su determinacion de parametros
sea exacta.

En la comparacion de las geometrias de los sélidos se concluye que la esfera
tiene el perfil de captacion (o liberacion mas rapido) y el cilindro el mas lento.
Una vez mas se argumenta que el investigador podra decidir, basado en la tasa
de liberacién o captacion que necesite, qué tipo de geometria se ajusta mas a su
fin.

6. APENDICE =
6.1 ARGUMENTOS MATEMATICOS

6.1.1 Evaluacién de la integral Ie'“ldx
0

je“"zdx= 2% (3-40)

2\a
0
Para obtener (3-40), se debe reconocer primero que la integral indefinida

- . . -
je =“dx no puede ser evaluada en terminos de funciones elementales. Un
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cambio apropiado de variables permitira evaluar la integral impropia. La
ecuacion (3-40) puede ser escrita también como

I=["e"d (3-41)

asi es que el producto de las ecuaciones (3-40) y (3-41) es
P =fe=afe dy=| [et ixdy (3-42)
0 0 0 0

A continuacion, se transforma la ecuacion anterior a coordenadas polares (r, 8).
Sean, x* + Y = r’ y dxdy = rdrdf. Debido a que el area de integracion es el
primer cuadrante, la ecuacion (3-42) se convierte en

x

2@ @
I* = [ e rdrde = —;—:-Ie""rdr
o0 1]

2 _mi(1V -2\ =%y |- i i
= — —_— = —_— = —_—— 0 —_—]ll= —
d 2!(2aJd(e ) 404@[9 } = foit]ee=
La ecuacion anterior es el cuadrado de la integral impropia, asi
Fi

g Te'“’dx s 12 &
0

a

6.1.2 Dos funciones que son iguales a una constante
Sean f(z) y g(t) dos funciones continuas equivalentes

JS(2)=g@)
Derivemos la ecuacion anterior con respecto a z.

2 1@)=250)
, f@=0
Ahora derivemos la ecuacion (1) con respecto a t.
d d
E;f (2)= s ®
0=g'(t)
Por tanto, ambas funciones son iguales a una constante.

6.2 EJEMPLO DE PROGRAMA UTILIZADO

El codigo de programa que se muestra a continuacién (un archivo tipo “m” de
MaTLAB@®®), se utilizé para generar la primera grafica de la (seccion 3.4) de
comparacion de geometrias.

function y=geomMt (tau)

%tau significa Dt/R*2
%¥tau=[0.001:.003:1];geomMt (tau)
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$Evaluacién del cilindro

alpha=[2.40483 5.52008 B8.65373 11.79153 14.93092 18.07106 21.21164...
24.35247 27.49348 30.63053 33.77212 36.91371 40.05531 43.19690...
46.33849 49.48008 52.62177 55.76327 58.90486 62.04645 65.18805...
68.32964 71.47123];

5=0;

for n=1:23;
S=S+exp(-alpha(n)~2.*tau)/alpha(n)"2;

end

cylind=1-4*S;

$Evaluacién de la placa
n=0; S=0; sSl=1;
while max(S1l)>le-7;
51=1/(2*n+1)"2*exp(-pi~2* (2*n+1) *2.*tau);
S=5+S1;
n=n+1;
end
slab=1-8/pi~2+*Ss;

$Evaluacién de la esfera
n=1; 5=0; s51=1;
while max(S1l)>le-7;
S1=1/n"2*exp(-pi*2*n~2.*tau);
S=5+51;
n=n+1;
end
sph=1-6/pi”2*s;

plot {tau,cylind, 'k', tau,slab, 'k:', tau,sph, 'k-.")

xlabel ('Dt/R"*2');ylabel ('Mt/Moo');title('Comparacién de la captacién
relativa para las tres geometrias')

legend('cilindro', 'placa’, 'esfera’')

axis([0 1 0 1])
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