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Capítulo 1 

Introd ucción. 

As for everything else, so for a mathematical theory: 

beauty can be perceived but not explained. 

Arthur Cayley. 

Este trabajo estará centrado en la existencia de núcleos por trayectorias monocro

máticas en torneos, torneos bipartitos y torneos k-partitos. En 1982 en "On monochro

matic paths in edge-coloured digraphs" [11], Sands, Sauer y Woodrow probaron que 

todo torneo 2-coloreado tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En 1986 Ming

gang demostró que todo torneo m-coloreado que no contenga a T3 o a CJ tiene núcleo 

por trayectorias monocromáticas, y puntualizó que la condición del teorema de que la 

digráfica no contuviera ningún triángulo 3-coloreado si m ~ 5 no podía ser mejorada. 

Sin embargo para m = 3, 4 no se habían encontrado contraejemplos. Fue hasta 2003, 

que Galeana Sánchez y Rojas Monroy dieron una familia de contraejemplos para m = 4. 

Sin embargo, ya en 1992 Galeana Sánchez había probado que la condición de que 

cada ciclo de longitud 3 sea monocromático era condición suficiente para que un torneo 

m-coloreado tenga núcleo por trayectorias monocromáticas. En 2004, Galeana Sánchez 

y Rojas Monroy demostraron que para el caso de torneos 1"71rcoloreados bipartitos se 
1 



2 1. INTRODUCCIÓN. 

tendría que pedir que todo ciclo de longitud 4 del torneo fuera monocromático para 

asegurar que el torneo tuviera núcleo por trayectorias monocromáticas. Finalmente, 

en un artículo en preparación, Galeana Sánchez; y Rojas Monroy generalizan el caso a 

torneos m-coloreados k-partitos, en los que la hipótesis de que todo ciclo de longitud 3 

y todo ciclo de longitud 4 en el torneo sean monocromáticos, garantiza que el torneo 

tenga núcleo por trayectorias monocromáticas. 

En esta tesis iremos recorriendo este camino para establecer las bases y llegar 

a la prueba de dichos teoremas, que son los resultados centrales de esta disertación. En 

el segundo capítulo introduciremos al lector a los conceptos principales en gráficas y 

digráficas, probaremos f.a:mbién proposiciones y teoremas básicos dentro de la teoría de 

gráficas, que serán fundamentales para el desarrollo de los capítulos posteriores. 

Más adelante, en el capítulo 3 presentaremos el concepto de núcleo, demostran

do algunas de sus propiedades importantes, y así en el siguiente capítulo, generalizare

mos este concepto al de núcleo por trayectorias monocromáticas. De igual manera en el 

capítulo 4, mostraremos cuáles son algunas de las características que debemos pedir a 

una digráfica para que tenga núcleo por trayectorias monocromáticas. Introduciremos 

también el concepto fundamental de cerradura transitiva de lUla digráfica, y probare

mos que dicha digráfica tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si y sólo si su 

cerradura transitiva tiene núcleo. 

En el capítulo 5, empezaremos a trabajar con trayectorias y ciclos monocromáticos 

en torneos m-coloreados, probaremos el teorema de Shen Minggang y analizaremos 

el contraejemplo dado por Galeana y Rojas. Además retomaremos los conceptos de 

digráfica Núcleo Perfecta y digráfica Núcleo Imperfecta Crítica para demostrar ciertos 

teoremas de caracterización de digráficas de este tipo. 

En los capítulos 6 y 7 extenderemos este análisis a los torneos m-coloreados bipar

titos y k-partitos respectivamente. En el capítulo 6 nos enfocaremos a las trayectorias 
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y los ciclos de longitud 4 monocromáticos en los torneos bipartitos, probaremos algu

nas proposiciones sobre este tipo de torneos para demostrar finalmente que si D es 

un torneo bipartito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 4 es monocromático, 

entonces D tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas y que este resultado es 

el mejor posible. Por último, en el capítulo 7, consideraremos los ciclos de longitud 3 

y 4 en torneos k-partitos y con base en propiedades esenciales demostraremos que si 

D es un torneo k-partito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 y todo ciclo de 

longitud 4 contenido en D es monocromático, entonces D tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 
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Capítulo 2 

Preliminares. 

Insofern sich die Satze der Mathematik auf 

die Wirklichkeit beziehen, sind sie nkht sicher, 

und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nkht 

auf die Wirklichkeit. 

Albert Einstein 

En este capítulo introduciremos al lector a las nociones y definiciones generales en 

gráficas y digráficas, así como a algunas proposiciones básicas. Probaremos también 

algunos teoremas importantes dentro de la teoría de gráficas. 

2.1. Conceptos Generales 

Definición 2.1 Una gráfica G, consiste de un conjunto no vacío, finito, de elementos 

llamados vértices, denotado por V(G) y un conjunto de p~res no ordenados de distintos 

vértices llamados aristas, denotado por A( G). 

Si a = (u, v) E A(G), decimos que u y v son los extremos de a. Decimos también 

que u es adyacente a v o que v es adyacente a u y lo denotamos u adYav o v adYau. 
5 



6 2. PRELIMINARES. 

Definición 2.2 Sea G una gráfica, {u, v} ~ V(D), u y v no necesariamente distintos, 

un uv- camino de G es una sucesión finita de vértices, C = (u = Xo, XI, X2, ... , Xn = v) 

tal que (Xi, XH¡) E A(D) o (XHI, Xi) E A(D) Vi E {O, 1, ... , n}. Decimos que n, el 

número de aristas de camino, es su longitud y escribiremos l(C) = n. 

Definición 2.3 Un camino C = (xo, Xl> .•• , Xn) es cerrado si Xo = Xn. 

Definición 2.4 Una uv-trayectoria en G es un uv-camino que no repite vértices. 

Definición 2.5 Un uv-paseo en G es un uv-camino que no repite aristas. 

Definición 2.6 Un circuito en G es un paseo cerrado no trivial. 

Definición 2.7 Un ciclo en G es un circuito C = (XO , XI , .. . ,Xn,xo) con I(C) ~ 3 Y 

Xi =1 Xj para cada i =1 j. 

Definición 2.8 Una gráfica G es bipartita si existe una bipartición {Ví, \12} de V(G) 

tal que V a E A(G), a tiene un extremo en Ví y el otro en \12. 

Teorema 2.9 En toda gráfica bipartita G, todo ciclo tiene longitud par. 

Demostración. 

Sea G una gráfica bipartita, con bipartición {Ví, \12}. Sea C = (xo,XI, ... ,xn,xo) 

un ciclo en G tal que l(C) = n + 1. Demostraremos que n + 1 es par. Sin pérdida 

de generalidad, supongamos que Xo E VI, como Xo adYG xI, Xl E \12. Como Xl adYG 

X2, X2 E VI. Continuando con este procedimiento, observamos que Xi E Ví si y s610 si 

i = O(mod 2) y Xi E \12 si y sólo si i = 1(mod2). 

Como Xn adyG Xo y Xo E Ví, entonces x n E \12, por lo que n = l(mod 2), es decir n 

es impar y por lo tanto n + 1 es par .• 
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Definición 2.10 Una digráfica D, consiste de un conjunto no vacío, finito, de ele

mentos llamados vértices, denotado por V(D) y un conjunto de pares ordenados de 

distintos vértices llamados flechas, denotado por F(D). 

Decimos que lUla digráfica D tiene orden p, si IV(D)I = p y que tiene tamaño q 

si IF(D)I = q. 

Lema 2.11 Para toda digráfica D de orden p y tamaño q: 

Nótese que de cada vértice salen a lo más p - 1 flechas .• 

Sea D lUla digráfica. 

Si a = (u, v) E F(D), decimos que a es incidente desde u y a es incidente hacia 

v; u y v son los extremos de a, u es el extremo inicial y que v es el extremo final. 

Decimos también que u es adyacente hacia v y que v es adyacente desde u. 

Si (u, v) E F(D), (u, v) es lUla SIS2-flecha si u E SI y v E S2, SI e V(D), S2 e 

V(D). 

Definición 2.12 El exgrado o grodo ezterior de un vértice v en la digráfica D es 

el número de flechas que inciden desde v y lo denotamos c5'h(v). 

Definición 2.13 El ingrado o grado interior de un vértice v en la digráfica D es el 

número de flechas que inciden hacia v y lo denotamos c5;(v). 

Definición 2.14 El grado de un vértice v en la digráfica D es 

c5 D (v) = c5"i>(v) + c5¡;(v). 
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Figura 2.1: 

Ó"b(XI) = 3 Ói)(XI) = O óD(xd = 3 

Ó"b(X2) = 2 Ói)(X2) = 1 ÓD(X2) = 3 

Ó"b(X3) = O Ói)(X3) = 2 ÓD(X3) = 2 

ót(X4) = 1 Ói)(X4) = 3 ÓD(X4) = 4 

Ót(X5) = 1 Ói)(X5) = 1 ÓD(X5) = 2 

Teorema 2.15 Sea Duna digráfica de orden p y tamaño q, V(D) = {VI, V2 , ... , Vp }, 

entonces 
p p 

L Ót(Vi) = L Ói)(Vi) = q. 
i=I i=I 

Demostración. 

Nótese que cada flecha incide dtsde (hacia) lUl vértice, aSí que cada flecha está 

contada exactamente lUla vez en la SlllDa de las exgradas (ingradas) .• 

Definición 2.16 Sea Duna digráfica, la gráfica subyacente de D es la gráfica 

obtenida al sustituir cada flecha de D por la arista sin la orientación correspondiente. 
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Definición 2.17 Sean DI y D'l digráficas. DI es isom,orJa a D'l, DI ~ D2, si existe 

una función biyectiva fjJ, fjJ : V(DI) --+ V(D2 ) tal que (u, v) E F(DI) si y sólo si 

(fjJ(u), fjJ(v)) E F(D2). 

Observemos que DI '-'" D2 (DI esta relacionada con D2 ) si y sólo si DI ~ D2 es una 

relación de equivalencia. Consideraremos que dos digráficas son iguales, cuando sean 

isomorfas. 

Definición 2.18 Sea Duna digráfica, D' es una subdigráfica de D si D' es una 

digráfica tal que V(D') ~ V(D) y F(D' ) ~ F(D). 

D' es una subdigráfica generadora de D si D' es una subdigráfica de D tal que 

V(D') = V(D). 

Definición 2.19 Sea Duna digráfica no trivial, v E V(D), a E F(D), D - v es la 

digráfica tal que V(D - v) = V(D) - {v} y F(D - v) = {f E F(D)lf no incide desde 

v y f no incide hacia v}. D - a es la digráfica tal que V(D - a) = V(D) y F(D - a) = 

F(D) - {a}. 

Definición 2.20 Sea Duna digráfica no trivial, {u, v} ~ V(D), f = (u, v) ~ F(D), 

entonces D + r es la digráfica tal que V(D + r) = V(D) y F(D + r) = F(D) U {f}. (Ver 

figura 2.2) 

Definición 2.21 Sea Duna digráfica, U ~ V(D), U .¡. 0, la subdigráfica de D 

inducida por U, D[U], se define como sigue: V(D[U]) = U Y F(D[U]) = {flechas de 

D que tienen ambos extremos en U}. 

En la figura 2.3 tenemos a D y D[U], donde U = {x¡, X2, x.&} e V(D). 

Observemos que cualquier subdigráfica inducida de D, puede obtenerse quitando 

vértice:; de D. 
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(>-------o(.r) 

)-------{..) 

Figura 2.2: D y D + f. 

/ 

\ j 

Figura 2.3: D y D[U]. 
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Definición 2.22 Sea Duna digráfica, decimos que D es simétrica (asimétrica) , si 

para cada flecha f = (u, v), se tiene que (v, u) E F(D) ((v, u) tt F(D)). La flecha 

(u , v) E F(D) es simétrica si (v, u) E F(D), La flecha (u, v) es asimétrica si 

(v , u) tt F(D). 

Observemos que existe una correspondencia uno a uno entre las digráficas simétricas 

y las gráficas. 

Definición 2.23 Una digráfica D es completa si para cualesquiera {u, v} ~ V(D), 

(u , v) E F(D) o (v , u) E F(D). 

Definición 2.24 Una digráfica D es completa simétrica de orden p, K p , si para 

cualesquiera {u, v } ~ V(D), (u,v) E F(D) Y (v ,u) E F(D) . 

En este caso q = p(p - 1) Y Vv E V(D) bt(v) = b;(v) = p - 1. 

Definición 2.25 Un torneo T es una digráfica completa asimétrica. 

Definición 2.26 Una digráfica D es regular de grado r , o r-regular si Vv E V(D), 

6t(v) = b;(v) = r. 

2.2. Trayectorias y ciclos en una digráfica. 

Definición 2.27 Sea Duna digráfica, {u,v} ~ V(D),u y v no necesariamente distin

tos, un uv- camino de D es una sucesión finita de vértices, C = (u = XO, Xl, X2, oo., X n = 

v) tal que (Xi, Xi+l) E F(D) o (Xi+ll Xi) E F(D) Vi E {O, 1, .. " n}. Decimos que n es la 

longitud del camino y escribiremos l (C) = n. 
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Figura 2.4: D una digráfica l-regular o regular de grado 1. 

Definición 2.28 Un uv-camino dirigido en D es un camino e = (xo, XI, ... , xn) tal 

que (Xi, Xi+d E F(D)Vi E {O, 1, ... , n}. En este caso la longitud del uv-camino dirigido 

es el número de flechas, n, y lo denotaremos l(e) = n. e- l denotará al vu-camino 

dirigido e- l = (xn, Xn-}, ... , Xl , Xo) . Denotaremos por (Xi, e, Xj) al x ixj -camino con

tenido en C. 

Definición 2.29 Un camino e = (Xo, Xl, ... , Xn) es cerrado si Xo = Xn· 

Definición 2.30 Una uv- trayectoria dirigida en D es un uv- camino dirigido que 

no repite vértices. 

Definición 2.31 Un uv-paseo dirigido en D es un uv-camino dirigido que no repite 

flechas . 

Observemos que toda uv-trayectoria dirigida en D es un uv-paseo dirigido, sin 

embargo no todo uv-paseo dirigido en D es una uv-trayectoria. 

Definición 2.32 Un circuito dirigido en D es un paseo dirigido cerrado no trivial. 

Definición 2.33 Un ciclo dirigido en D es un circuito dirigido e . (xo, Xl, .. . , Xn, Xo) 

con l(e) ~ 1 Y Xi =1 Xj para cada i =1 j. 
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De ahora en adelante cuando usemos los términos camino, trayectoria, paseo, circuito 

o ciclo, nos referiremos a camino dirigido, trayectoria dirigida, paseo dirigido, circuito 

dirigido o ciclo dirigido respectivamente. 

Definición 2.34 Sea Duna digráfica, S ~ V(D) y x E V(D), una Sx-ftecha es (x, Si) 

E F(D) tal que Si E S. Si SI ~ V(D), S2 ~ V(D), una flecha (SI, S2) E F(D) es una 

s¡s2-ftecha si SI E SI Y S2 E S2· 

Definición 2.35 Sea Duna digráfica, S ~ V(D), la vecindad interior de S, deno

tada r-(S) = {v E V(D)13 una vS-flecha en F(D)} . La vecindad exterior de S, 

denotada r+(S) = {v E V(D)13 una Sv- flecha en F(D)} 

Sea "1 = (Zo , ZIl .. • , Zn , zo) un ciclo, denotaremos por lb) su longitud y si Zi , Zj E 

Vb), denotaremos por (Zi, "1, Zj) a la ZiZj-trayectoria contenida en "l. 

Definición 2.36 Sea Duna digráfica, D es acíclica si no tiene ciclos. 

Definición 2.37 Un ciclo "1 de una digráfica D es hamiltoniana si V(D) = Vb) y 

diremos que D es hamiltoniana si tiene un ciclo hamiltoniano. 

Teorema 2.38 Todo uv- camino contiene una uv- trayectoria. 

Demostración 

Procedamos por inducción sobre la longitud del camino, l(C). 

1. Si l(C) = 0, entonces C = (u) por lo que no se repiten vértices y C también es 

lllla trayectoria. 

Si l(C) = 1, entonces C = (u, v) por lo que no se repiten vértices y C mismo es 

lllla uv-trayectoria. 

2. Supongamos que todo uv-camino de longitud < n contiene lllla uv-trayectoria. 

3. Sea C = (u = XO, XII ••• , X n = v) tal que l(C) = n, tenemos dos casos: 
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caso a) Si e no repite vértices, e mismo es una uv-trayectoria. 

caso b) Si Xi ::::; Xj para algún i =1 j. Supongamos, sin pérdida de gen

eralidad, i < j, entonces e = (u = Xo, Xl, ... , Xi, Xi+I, ••• , Xj = Xi, Xj+I, ••. , Xn = v). 

Conside- remos e' = (u = XO,XI, ..• ,Xi = Xj,Xj+I, ••. ,Xn = v), tenemos que 

l(e' ) < l(e), entonces por hipótesis de inducción, e' contiene una uv-trayectoria 

T tal que T ~ e' ~ e, por lo que e contiene una uv-trayectoria .• 

Teorema 2.39 Todo camino cerrado e de longitud impar contiene un ciclo de longitud 

zmpar [. 

Demostración. 

Por Inducción sobre n = IV (D) I 
1. Si n = 3, entonces e = (u = XO,XI , X2 = u). Observemos que Xi i= Xj porque Xi 

es adyacente a Xj, para toda i e j, por lo tanto e mismo es un ciclo. 

2. Supongamos que todo camino cerrado de longitud impar < 2n + 1 tiene un ciclo 

de longitud impar. 

3. Sea e = (XO , XI, ... , X2n, Xo) un camino cerrado tal que l(e) es impar, tenemos dos 

casos: 

caso a) Si e no repite vértices, excepto el vértice inicial y el final, e mismo 

es un ciclo de longitud impar. 

caso b) Si Xi = Xj para algún i =1 j, supongamos, sin pérdida de ge

neralidad, i < j, entonces e = (xo, XI, ... , Xi, Xi+I, ••• , Xj, Xj+I, ••• , X2n, xo), consideremos 

e' = (xo, XI, ... , Xi = Xj, Xj+I, •.. , X2n, Xo) y e" = (Xi, Xi+I, ..• , Xj = Xi) son dos caminos 

cerrados y como l(e) es impar, entonces o l(e' ) o l(e") es impar, sin pérdida de ge

neralidad, supongamos que l(e' ) es impar y observemos que l(e') < 2n+ 1, así que por 

hipótesis de inducción e' contiene un ciclo de longitud impar [, [ ~ e' ~ e, es decir 

[~e .• 
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2.3. Conexidad. 

Sea D una digráfica. 

Definición 2.40 Si {u, v} ~ V(D), u está conectado a v en D si existe un uv- camino 

o un vu - camino no necesariamente dirigidos en D. 

Definición 2.41 Diremos que D es coneza si para cualesquiera {u, v} ~ V (D), u y 

v, están conectados. 

Observemos que la relación .estar conectados.es una relación de equivalencia sobre 

V(D). Llamaremos a las subdigráficas inducidas por las clases de equivalencia, com

ponentes conexas de D. 

Definición 2.42 Diremos que D es unilateralmente conexa si para cualesquiera 

{u,v} ~ V(D), existe un uv-camino o un vu-camino en D. 

Definición 2.43 Diremos que D es fuertemente conexa si para cualesquiera {u, v} ~ 

V(D), existen un uv-camino y un vu-camino en D. 

Observemos que D fuertemente conexa implica que D es unilateralmente conexa, 

que a su vez implica que D es conexa. 

Definición 2.44 Si {u, v} ~ V (D), Duna digráfica, u es alcanzable desde v, si existe 

un uv- camino. 

Observemos que "ser mutuamente alcanzables.es una relación de equivalencia sobre 

V(D). Llamaremos a las subdigráficas inducidas por las clases de equivalencia, las 

componentes fuertemente conexas de D. 
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Figura 2.5: D con componentes fuertemente conexas C I , C2 ,C3. 

Definición 2.45 Una componente fuertemente conexa terminal de una digráfica 

D es una componente fuertemente conexa de D a la que no le salen flechas hacia otra 

componente fuertemente conexa de D. 

En la figura 2.5, D tiene componentes fuertemente conexas CI = {Xl}, C2 = {X2 ' X3, 

X4} Y C3 = {X5}, C3 es una componente fuertemente conexa tenninal. 

Teorema 2.46 Sea Duna digráfica, 

i) D es conexa si y sólo si D contiene un camino, no necesariamente dirigido, 

cerrado generador. 

ii) D es unilateralmente conexa si y sólo si D contiene un camino generador. 

iii) D es fuertemente conexa si y sólo si D contiene un camino cerrado generador. 

i) Demostración. 

=}) Sea C = (XO , Xl, ... , Xm , xo) un camino cerrado que pasa por el mayor número 

po:>ible de vértices de D, 
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caso 1) Si V(e) = V(D), entonces e es un camino cerrado generador. 

caso 2) Siexiste u E V(D) tal que u tt V(e), como D es conexa, existe un 

camino e' entre Xo y u, entonces e u e' u e,-l es un camino cerrado que contiene más 

vértices de D que e, contradiciendo la elección de e. 

~) Sea W = (w¡, ... , Wn) un camino cerrado en D tal que V(W) = V(D). Para cua

lesquiera {u,v} ~ V(D), se tiene que {u,v} ~ V(W), entonces W = (wo,W¡,,,,,Wi = 

u, Wi+l, ... , Wj = V , Wj+b ... , Wn, wo) y W' = (Xi = u, Wi+ll"" Wj = v) es un uv-camino, 

por lo tanto D es conexa .• 

ii) Demostración. 

::::}) Sea e = (w}, ... , wm ) un camino que tenga el mayor número posible de vértices 

de D , 

caso1) Si V(e) = V(D), entonces e es un camino generador. 

caso 2) Si existe v E V(D) tal que v tt V(e) entonces sabemos que no 

existe un vWrcamino ni un wn v-camino en D pues si cualquiera de los dos existiera, 

entonces e no sería el de máximo número de vértices. Pero como D es unilateralmente 

conexa, entonces existen un w} v-camino y un vwn-camino dirigido en D. (*) 

Sea j = mín{il3 un w{v-camino e} y un vWi+l-camino e 2 en D, i E {l , 2, ... , n}}. 

Nótese que j existe, por (*). 

Consideremos e' = (W},W2, ... ,Wj)u(Wj,e},v)u(v,e2,wj+t)u(Wj+}, ... ,wn). e' es 

un camino que contiene un mayor número de vértices que e, que contradice la elección 

de e. 
~) Sea W = (wo, Wl, ... , wn) un camino tal que V(W) = V(D). Para cualesquiera 

{u, v} ~ V(D), tenemos que {u, v} ~ V(W), entonces u = Wi Y v = Wj, para i f j, 

caso 1) Si i < j, W' = (Wi = u, Wi+¡' ... , Wj = v) es un uv-camino en D. 

caso 2) Si j < i, W" = (Wj = v, Wj+ll" ., Wi = u) es un vu-camino en D. 

Así que D es unilateralmente conexa .• 
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iü) Demostración. 

~ ) Si D es fuertemente conexa, D es unilateralmente conexa, y por el inciso anterior, 

D contiene un camino e = (u = Xo, Xl, ... , X n = v) tal que V(e) = V(D). 

caso 1) Si u = v, entonces e es un camino cerrado generador. 

caso 2) Si u ::J v, entonces como D es fuertemente conexa, existe una 

vu-trayectoria T en D, así que e' = e u T es un camino cerrado generador. 

{=) Sea W = tWI, ... , Wn , WI) un camino cerrado tal que V(W) = V(D). Para 

cualesquiera {u,v} ~ V(D), tenemos que u,v E V(W), así que u = Wi Y v = Wj, 

con i ::J j. Sin pérdida de generalidad, supongamos i < j, tenemos: W ' = (Wi = 

U,Wi+I, ... ,Wj = v) y W" = (Wj = V,Wj+I""Wn,WI""Wi = u) un uV-canllno y un 

vu-camino en D respectivamente. Así que D es fuertemente conexa .• 

Teorema 2.47 Una digráfica D es fuertemente conexa si y sólo si para toda partición 

{VI, V2} de V(D) existe una V¡ V2- flecha. 

Demostración. 

~) Sea {V¡, V2} una partición de V (D) . Sean {VI , V2} ~ V ( D) tal que VI E VI , V2 E 

V2• Como D es fuertemente conexa, entonces existe una VI v2-trayectoria T en D, T = 

(VI = UD , UI , .. . , Un = V2), notemos que VUi E V(T), Ui E VI o Ui E V2. Sea m -

mínUluj E V2}, m ~ 1 pues VI E V¡, entonces (Um-b um) es una VI V2- flecha. 

Observemos que como {VI, V2} es una partición arbitraria de V(D), también existe 

una V2 VI- flecha. 

{=) Sean {x, y} e V (D). Sean VI - {w E V (D) 13 un xw-camino en D}, V2 = 

V(D) - \Ií. 

caso 1 ) Si Y E \Ií, entonces existe un xy-camino en D 

caso 2) Si y rt V¡, entonces y E Ví, entonces {V¡, V2 } es una partición de 

V (D). Por hipótesis existe una V¡ V2 - flecha en D, (z, w) tal que z E \Ií y W E V2. Como 

z E VI, entonces existe un xz-camino en D, el, por lo que el u (z, w) es un xw-camino 
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en D, entonces w E Vi. (Contradicción). Entonces este caso no es posible, por 10 que D 

es fuertemente conexa .• 

Teorema 2.48 Toda digráfica fuertemente conexa, con más de un vértice, tiene ciclos. 

Demostración. 

Sean {u, v} ~ V(D), como D es fuertemente conexa, entonces existe un uv-camino, 

C1 = (u = Xo , XI, ... , Xn = v) y un vu-camino, C2 = (v = Yo , Y1, ... , Ym = u). Observemos 

que existe Yi tal que Yi = Xk para algún k E {D, 1, ... , n}, j E {D, 1, ... , m} pues Ym = 

U = Xo. Sea 

2.4. 

s = mín{jIYi = Xk para algún k}, 

Digráficas asociadas a una digráfica dada y el 

Principio de Dualidad. 

Sea D una digráfica. 

Definición 2.49 La parte asimétrica de D, denotada Asim(D), es la subdigráfica 

generadora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D. (Ver figura 2.6). 

Definición 2.50 La parte simétrica de D, denotada Sim(D), es la subdigráfica ge

neradora de D cuyas flechas son las flechas simétricas de D. (Ver figura 2.6). 

Definición 2.51 El complef71.ento de D, denotado D-, es la digráfica tal que V(D-) = 

V(D) y para cualesquiera {u, v} ~ V(D), u =F v, (u, v) E F(D-) si y sólo si (u, v) rt 
F(D). 
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Figura 2.6: D, Asim(D) y Sim(D). 

Definición 2.52 La digráfica de condensación de D , denotada D* es la digráfica 

que se obtiene a través de la correspondencia uno a uno entre SI, S2 , ... , Sn, las com

ponentes fu ertemente conexas de D y Ull U2, ... , Un los vértices de D* tal que (Ui' Uj) E 

F(D*) si y sólo si existen x E Si, Y E Sj tales que (x, y) E F(D) . 

Teorema 2.53 Para toda digráfica D, su digráfica de condensación D* es acíclica. 

Demostración. 

Procedamos por contradicción, supongamos que D* contiene algún ciclo. Sean SI, S2 , 

... , Sn las componentes fuertemente conexas de D y V(D*) = {UI, U2, ... , Un}. Sea e = 
( U 1 , U2, ... , Uk, U 1) un ciclo en D*. Demostraremos que 

i=l 

es fuertemente conexa, contradiciendo que cada Si es una componente fuertemente 

conexa. 
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Figura 2.7: El wz-camino en D. 

Sean {w, z} ~ U7=1 Si , entonces w E St, z E Sr, demostraremos que existe un 

wz-camino en D. Para cada i E {l, 2, ... , k} sean xi y xi en Si tales que existen 

(xi, xi+l) E F(D) Y (Xi-l' xi) E F(D), donde XH.l E Si+l y Xi-l E Si-l ' 

Sea Ci un camino de xi a xi, C· = UCi U {(xi,xi+l),(Xt-l,Xi)li E {i, ... ,k}} 

(notación mod k), es un camino cerrado. 

Como w y xt están en la misma componente conexa, existe un wxt -camino q. 
Como x; y z están en la misma componente conexa, existe un x; z-camino C2'. Así 

C~ U (xt, C·, x;) U C~ es un wz-camino .• 

Definición 2.54 Sea Duna digráfica, la digráfica dual de D, denotada DI es la 

digráfica tal que V(DI) = V(D) y (u, v) E F(DI) si y sólo si (v, u) E F(D). 

Principio de Dualidad Direccional. 

Para cada teorema en digráficas , existe un teorema correspondiente que se obtiene 

al reemplazar cada concepto por el concepto dual. 

Teorema 2.55 Toda digráfica acíclica contiene al menos un vértice de grado exterior 
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cero. 

Demostración. 

Sea D una digráfica acíclica y P una trayectoria de longitud máxima en D, digamos 

que P es una uv-trayectoria, 

caso 1) Si v es adyacente hacia algún vértice de P, entonces hay un ciclo 

en D, contradiciendo que D es acíclica 

caso 2) Si v es adyacente hacia algún vértice de D que no está en P, 

entonces existe en D una trayectoria cuya longitud es mayor a la de P. (Contradicción). 

Por lo tanto v no es adyacente hacia ningún vértice de D, es decir ó'b (v) = O .• 

Por dualidad obtenemos el siguiente corolario. 

Corolario 2.56 Toda digráfica acíclica contiene al menos un vértice de grado interior 

cero. 

Lema 2.57 Sea Duna digráfica. Si Vv E V(D), ó'b(v) ~ 1, entonces D tiene un ciclo. 

Demostración. 

Sea T una trayectoria de longitud máxima en D, T = (Xo, Xl, ... xn ), por hipótesis 

ób(xn ) ~ 1, es decir, X n es adyacente hacia z para algún z E V(D). 

Si z fI. V(T), entonces, T' = (xo, Xl, .. . , X n , z) es una trayectoria en D tal que l(T' ) > 

I(T), lo que es una contradicción a la elección de T. Entonces z E V(T), z = xi para 

algún i E {O, 1, ... n - 1} y "Y = (z = Xi, Xi+b .. . , X n , z) es un ciclo en D .• 

Lema 2.58 Sea Duna digráfica, si Vv E V(D), óñ(v) ~ 1, entonces D tiene un ciclo. 

La demostración es dual a la del lema anterior. 



Capítulo 3 

Núcleos. 

Ein Mathematiker, der nicht irgendwie ein Dichter ist , 

wird nie ein vollkornmener Mathematiker sein. 

Karl WeierstraB 

En este capítulo definiremo.s y trabajaremo.s con lo.s concepto.s principales sobre 

núcleo.s en digráficas y se demo.strarán lo.s resultado.s más importantes respec'to a este 

tema. 

Sea D lUla digráfica y N ~ V(D). 

Definición 3.1 N es un conjunto independiente de D si para cualesquiera u, v E N, 

no existen flechas entre ellos en D. (Ver figura 3.1). 

Definición 3.2 N es un conjunto absorbente de D si \fu E V(D)"-..N, u es adyacente 

hacia algún elemento de N. (Ver figura 3.2). 

Definición 3.3 N es núcleo si es independiente y absorbente. (Ver figura 3.3). 

23 
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Figura 3.1: N = {X4,XS,X6} es independiente en D. 

Figura 3.2: N = {XI, X2} es absorbente en D. 



Teorema 3.4 Toda digráfica sin ciclos de longitud impar tiene núcleo. 

Demostración. 

Ver [1]. 

25 

Definición 3.5 Diremos que D es núcleo perfecta (NP) si toda subdigráfica inducida 

de D tiene núcleo. 

Un ejemplo de illla digráfica NP son los ciclos de longitud par n, denotados en que 

tienen núcleo y sus digráficas inducidas son trayectorias que también tienen núcleo. En 

el caso de es, {x}, X3, XS, X7} es núcleo. (figura 3.4) Otro ejemplo de digráficas NP son 

las trayectorias de longitud n denotadas por Tn • En el caso de T3 , {V2, V4} es núcleo Y 

en el de T2 , {YIl Y3} es núcleo. (figura 3.4) 

Definición 3.6 Diremos que D es núcleo imperfecta crítica (NIC) si no tiene 

núcleo, pero toda subdigráfica propia de D si tiene núcleo. 

Un ejemplo de illla digráfica NIP son los ciclos de longitud impar n, denotados por 

en, pues no tienen núcleo, pero como toda subdigráfica inducida propia no tiene ciclos 
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Figura 3.4: Cn con n = 8 Y Tn con n = 4 Y n = 3. 

Figura 3.5: Cn con n = 7. 
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de longitud impar, entonces por el Teorema 3.4, toda subdigráfica inducida tiene núcleo. 

En la figura 3.5, podemos ver C7 . 

Teorema 3.7 Si una digráfica D es tal que todo ciclo tiene al menos una flecha simétri

ca, entonces es núcleo perfecta. 

Demostración. 

Sea D una digráfica tal que todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica. Entonces 

Asim(D) es acíclica y por el Teorema 2.55 se sigue que {z E V(D)18tim(D/z) = O} i= 0 

. Procederemos por Inducción sobre IV (D) l. 
1° IV(D)I = 1, entonces si V(D) = {v}, v mismo es núcleo. 

IV (D) I = 2, tenemos dos casos: 

Caso 1: Supongamos V(D) = {VI, V2}, si (VI, V2) E F(D) Y (V2, VI) ~ F(D), entonces 

V2 es el núcleo de D y cualquier subdigráfica inducida tiene núcleo. 

Caso 2: Supongamos que V(D) = {VI, V2}, si (VI, V2) E F(D) y (V2, VI) E F(D), 

claramente cualquiera de los dos vértices de D es núcleo y toda subdigráfica inducida 

tiene núcleo. 

2° Supongamos que para toda digráfica D' tal que IV(D')I < IV(D)I tenemos que 

si todo ciclo de D' tiene al menos una flecha simétrica, entonces D' es núcleo perfecta. 

3° Demostraremos entonces que si D satisface las condiciones del teorema es núcleo 

perfecta. Por hipótesis de inducción sabemos que toda subdigráfica inducida propia de 

D es núcleo perfecta y en particular tiene núcleo. Solo resta demostrar que D tiene 

núcleo. 

Sea Zo E V(D) tal que btim(D)(Zo) = O. 

Observación 1. Observemos que si (Zo, v) E F(D), entonces (v, zo) E F(D). 

Consideremos D[V(D) - ({Zo} u{rñ(Zo)})] = H. Si H = 0, entonces Zo es el núcleo 

de D .Si H i= 0, por hipótesis de Inducción, H tiene núcleo, N'. Demostraremos que 

N' U {zo} es núcleo de D. 
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i) N' U{Zo} es independiente: 

N' es independiente en D porque es núcleo de H que es subdigráfica inducida de 

D. No hay NZo-flechas por la definición de H. No hay zoN'-flechas porque si hubiera 

algtma ZoN'-flecha, se sigue de la Observación 1 que también habría N'Zo-flecha. 

ü) N' U{ Zo} es absorbente: 

Para todo x E V(D) - (N' U{ zo}) existe x(N' U{ Zo} )-flecha. 

Caso 1) Si x E H - N' entonces existe una xN'-flecha pues N' es núcleo de 

H. 

Caso 2) Si x E rD(Zo), entonces existe xzo-flecha .• 

Teorema 3.8 Toda digráfica D, sin núcleo, tiene una subdigráfica inducida N/e. 

Demostración. 

Sea D una digráfica sin núcleo. 

caso 1) Si todas las subdigráficas inducidas de D tienen núcleo, Des NIe. 

caso 2) Si no todas las subdigráficas inducidas de D tienen núcleo, entonces 

existe H 1 una subdigráfica inducida de D tal que H 1 no tiene núcleo. Si todas las 

subdigráficas inducidas de H1 tienen núcleo, entonces H1 es NIC. 

Si no es así, existe H2, subdigráfica inducida de H1 tal que H2 no tiene núcleo. Si 

todas las subdigráficas inducidas de H 2 tienen núcleo, entonces H 2 es NIC. 

Si no es así, y continuando con este procedimiento y como V(D) es un conjunto 

finito, obtendremos una subdigráfica inducida H¡, tal que Hi es NIC, pues como las 

digráficas con uno o dos vértices siempre tienen núcleo, entonces las digráficas NIC 

siempre tienen al menos tres vértices .• 

Teorema 3.9 Toda digráfica D, tal que D no es NP, tiene una subdigráfica inducida 

N/e. 
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Demostración. 

Como D no es una digráfica NP, entonces existe una subdigrafíca inducida H de 

D tal que H no tiene núcleo. Entonces, por el Teorema anterior (3.8), H contiene una 

sulxligráfica inducida NIC, sea H' dicha gráfica. Como H' es una sulxligráfica inducida 

de H, que a su vez es una digráfica inducida de D, entonces H' es una subdigráfica 

inducida de D NIC .• 
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Capítulo 4 

Núcleos por trayectorias 

monocromáticas. 

Mathematics may be defined as the subject in which 

we never know what we are talking about, 

nor whether what we are saying is true. 

Bertrand Russell. 

En este capítulo introduciremos el concepto de núcleo por trayectorias monocromáti

cas que será primordial en el desarrollo siguiente de esta tesis. Así mismo, probare

mos importantes teoremas de caracterización de digráficas con núcleos por trayectorias 

monocromáticas. Otro concepto importante será el de cerradura transitiva de una digrá

fica D, pues cerraremos este capítulo demostrando que D tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas si y sólo si su cerradura transitiva tiene núcleo. 

Definición 4.1 Sea Duna digráfica donde a cada flecha se le ha asignado un color, 

si para colorear las flecha.s se han utilizado m colores, diremos que D es una digráfica 

m-coloreada. 

Sea D una digráfica m-coloreada. 
31 
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Figura 4.1: D con N = {X2' X5} independiente por trayectorias monocromáticas. 

Figura 4.2: D con N = {X4' X5} absorbente por trayectorias monocromáticas. 

Definición 4.2 Una trayectoria monocromática en D es una trayectoria tal que 

todas sus flechas tienen asignado el mismo color. 

Definición 4.3 Sea N ~ V(D), N es un conjunto independiente por trayectorias 

monocromáticas de D si para cualesquiera u, v E N no existen en D trayectorias 

monocromáticas entre u y v. (Ver figura 4.1). 

Definición 4.4 Sea N ~ V(D), N es un conjunto absorbente por trayectorias 

monocromáticas de D, si para cualquier u E V(D)"",N, existe una uv-trayectoria 

monocromática para algún v E N. (Ver figura 4-2). 
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Figura 4.3: D con N = {xs, X6, X7} núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Definición 4.5 Sea N ~ V(D), N es un núcleo por trayectorias monocromáticas 

en D si es un conjunto independiente por trayectorias monocromáticas y absorbente por 

trayectorias monocromáticas de D. (Ver figura 4.3). 

Observación 1. Para cualquier digráfica, podemos asignar a cada flecha un color 

diferente y entonces un conjunto de vértices es un núcleo de la digráfica si y sólo si es 

un núcleo por trayectorias monocromáticas. &to hace ver que el concepto de núcleo 

por trayectorias monocromáticas generaliza el concepto de núcleo de una digráfica. 

Observación 2. No toda digráfica m-coloreada tiene núcleo por trayectorias mon<r 

cromáticas y si tiene, no necesariamente es único. 

En la figura 4.3, DI es una digráfica 4-coloreada que no tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

D2 es una digráfica 3-coloreada que tiene dos núcleos por trayectorias monocromáti

cas distintos, a saber NI = {t, v} Y N2 = {u, w}. 

Definición 4.6 En una digráfica no se permite que existan dos o más flechas con los 
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,!\ . 

, 

lL,j 
Figura 4.4: DIy D2 . 

mismos extremos y la misma dirección. Sin embargo, en una multidigráfica se permite 

que existan este tipo de flechas, llamadas flechas múltiples. 

Definición 4.7 Sea Duna digráfica m-coloreada, la cerradura transitiva de D, de

notada C(D) , se define como la multidigráfica tal que V(C(D)) = V(D) y F(C(D)) = 

F(D) U {(u , v) con color il3 una uv-trayectoria monocromática de color i en D} 

Teorema 4.8 Si D es una digráfica m-coloreada, entonces C(D) es transitiva por col

ores, es decir, si en C (D) existen flechas de color i de u a v y de v a w, entonces existe 

la flecha de color i de u a w en C(D). Más aún C(C(D)) = C(D). 

Demostración. 

Supongamos que en C(D) existen flechas de color i de u a v y de v a w, entonces 

por la definición de cerradura transitiva, en D existen trayectorias de color i de u a v 

y de v a w, TI Y T2 respectivamente. 
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Figura 4.5: D y C(D) 

Consideremos T = TI U T2 , es un camino de color i de u a w y como probamos 

anteriormente (Teorema 2.38) T contiene una uw-trnyectoria de color i, por lo que 

en C(D) existe una uw-flecha de color i, por lo tanto, C(D) es transitiva por colores. 

Demostraremos ahora que C ( C (D)) = C (D). Bastará con demostrar que si existe 

una uv-trayectoria monocromática de color i, Ten C(D), entonces existe una uv-flecha 

de color i en C(D). Procedamos por inducción sobre l(T) : 

1° Si l(T) = 1, no hay nada que demostrar. 

Si l(T) = 2, el resultado significa precisamente que C(D) es transitiva por colores. 

2° Supongamos que se cumple para 1 (T) = n. 

3° Probémoslo para l(T) = n+l. Si T = (u = Zo, ZI, ... , Zn, Zn+1 = v) una trayectoria 

monocromática de color i, entonces T' = (u = Zo, Z}, ••• , zn) es una uzn-trnyectoria 

monocromática de color i en C(D) y l(T' ) = n. Por lo tanto, por hipótesis de Inducción, 

existe una uZn-flecha de color i en C(D). Como C(D) es transitiva por colores y existe 



36 4. NÚCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS. 

una uzn-flecha y una znv-flecha de color i en C(D), entonces sabemos que existe también 

una uv-flecha de color i en C(D) .• 

Teorema 4.9 Sea Duna digráfica m-coloreada, D tiene núcleo por trayectorias mono

cromáticas si y sólo si C(D) tiene núcleo. Además, el número de núcleos por trayectorias 

monocromáticas de D es igual al número de núcleos de C(D) . 

Demostración. 

~) Sea N ~ V (D) un núcleo por trayectorias monocromáticas de D. Sabemos que 

V (D) = V ( C (D) ), entonces N ~ V ( C (D) ). Ahora demostraremos que N es núcleo de 

C(D) : 

i) N es independiente en C(D) . Supongamos por contradicción, que existen 

u , v E N Y (u, v) E F(C(D)), como C(D) es la cerradura transitiva de D, entonces 

existe una uv-trayectoria monocromática en D, pero eso contradice el hecho de que N 

sea independiente por trayectorias monocromáticas en D. Entonces, para cualesquiera 

u , v E N no existen uv-flechas en C(D), por lo que N es independiente en C(D). 

ü) N es absorbente en C(D) : 

Sea u E V(C(D))""N. Sabemos que V(C(D)) = V(D) y como N es núcleo por 

trayectorias monocromáticas de D, entonces existe una uv-trayectoria con v E N . 

Entonces por definición de C(D) hay una uv-flecha en C(D). Es decir N es absorbente 

en C(D) . 

De i) y ü) podemos concluir que N es núcleo de C(D). 

*=) Sea N ~ V(C(D)) un núcleo de C(D) . Sabemos que V(D) = V(C(D)), entonces 

N ~ V(D). Ahora demostraremos que N es núcleo por trayectorias monocromáticas 

deD : 

i) N es independiente por trayectorias monocromáticas de D : 

Sean u, v E N Y supongamos por contradicción que existe una uv-trayectoria mono

cromática en D, entonces por la definición de cerradura transitiva de D, (u, v) E 
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F ( C (D) ), lo que contradice el hecho de que N es independiente en C (D). Entonces, 

para cualesquiera u, v E N no existen uv-trayectorias monocromáticas en D, por lo 

tanto N es independiente por trayectorias monocromáticas en D. 

ü) N es absorbente por trayectorias monocromáticas de D : 

Sea u E V (D)"'-.N. Sabemos que V(D) = V(C(D)) y como N es núcleo de C(D), 

entonces existe una uv-flecha en F(C(D)) con v E N. Por lo tanto, por definición de 

C(D) existe una uv-trayectoria monocromática en D. Es decir N es absorbente por 

trayectorias monocromáticas en D. 

De i) y ü) podemos concluir que N es núcleo por trayectorias monocromáticas de 

D. 

Al haber probado esto, demostramos que todo núcleo por trayectorias monocromáti

cas de D es un núcleo de C(D) y todo núcleo de C(D) es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de D, por lo que el número de núcleos de C(D) es igual al número de 

núcleos por trayectorias monocromáticas de D .• 

Definición 4.10 Sea Duna digráfica m-coloreada, decimos que D es casimonocro

mática si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo más una. 
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Capítulo 5 

Trayectorias monocromáticas y 

ciclos monocromáticos en torneos 

m-coloreados. 

Die beste von allen Sprachen der Welt ist eine kÜllstliche Sprache, 

eine ziernlich ged.rangte Sprache, die Sprache der Mathematik. 

N. I. Lobatschewski. 

En el presente capítulo presentaremos la noción de torneo m-coloreado y demostrare

mos el Teorema de Shen 11inggang sobre caracterización de torneos con núcleos por 

trayectorias monocromáticas y analizaremos también el contraejemplo dado por Galeana 

y Rojas para torneos 4-coloreados. Por último probaremos resultados esenciales en tor

neas con ciclos casi y monocromáticos, retomaremos el conCepto de digráfica NP y NIe, 
para examinar algunas de las caracterizaciones de digráficas de este tipo. 

El material presentado en este capítulo se obtuvo de los artículos [10], [ 7] y [3]. 
39 



,). TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS Y CICLOS MONOCROMÁTICOS EN TORNEOS 
40 M-COLOREADOS. 

Ir 
n 

7 
IV V 
! 

Figura 5.1: T3 y C:f. 

5.1. Trayectorias monocromáticas en torneos m-coloreados. 

Definición 5.1 Llamamos a un torneo T un torneo m-coloreado si las flechas de T 

están coloreadas con m-colores. 

Definición 5.2 Sea T un torneo, diremos que T es un torneo tmnsitivo si {u, v, z} ~ 

V(T), tal que (u, v) y (v, z) E F(T), entonces (u, z) E F(T). Denotaremos al torneo 

transitivo con 3 vértices cuyas flechas están coloreadas con 3 colores, T3. 

Definición 5.3 Denotaremos al ciclo con 3 vértices C3 y al ciclo con 3 vértices cuyas 

flechas están coloreadas con 3 colores, C[. 

Sands, Sauer y Woodrow probaron en [11] que todo torneo T 2-coloreado tiene 

un vértice v tal que V x E V(T) - {v} existe una xv-trayectoria monocromática. 

Es decir que todo torneo 2-coloreado en sus flechas tiene un núcleo por trayectorias 

monocromáticas. Por otro lado ellas se plantearon el siguiente problema: 

Sea T un torneo 3-coloreado que no contiene a C:f. ¿Entonces T tiene núcleo por 

trayectorias monocromáticas? 
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Probaremos que si a T no se le permite contener a Cj ni a n, entonces T tiene 

núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Teorema 5.4 [10JSea. T un torneo m-coloreado que no contiene a Cj m a T3 . 

Entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Demostración 

Procedamos por Inducción sobre 1 V(T) 1= n. 

1° Para n = 1 Y n = 2 es claro. Para n = 3, pues si IV(T)I = 3, V(T) = {VI, V2 , V3} , 

tal que T no contenga a e3 ni a Ti, entonces tenemos los siguientes casos: 

Caso a: T es un torneo cuyas flechas están coloreadas con un sólo color, digamos 

color 1. 

Caso 3.1: T es el torneo transitivo de tres vértices (figura 5.2 izquierda), en este caso 

V2 es núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Caso a .2: T es ciclo de tres vértices (figura 5.2 derecha), en este caso cualquiera de 

los tres vértices es núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Caso b: T es un torneo cuyas flechas están coloreadas con dos colores, digamos color 

1 y color 2. 

Caso b.l: T es el torneo transitivo de tres vértices (figura 5.3 izquierda), en este 

caso v2 es núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Caso b.2: T es el torneo transitivo de tres vértices (figura 5.3 derecha), en este caso 

V2 es núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Caso b.3: T es ciclo de tres vértices (figura 5.4 ), en este caso VI es núcleo por 

trayectorias monocromáticas. 

2° Supongamos que la propiedad es cierta para cualquier torneo T m-coloreado tal 

que 1 V (T) 1 < n y que cumpla con las hipótesis. 

Observemos que para todo torneo T, si T tiene núcleo éste solo puede constar de 

un vértice, debido a la independencia. Así, que Vv E V(T), existe un vértice en T, 
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Figura 5.2: Teorema 5.4. Casa> a.1 y a.2 

Figura 5.3: Teorema 5.4. Casa> b.1,b.2. 
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v 
Figura 5.4: Teorema 5.4. Caso b.3. 

llamémosle f ( v), tal que f ( u) es núcleo por trayectorias monocromáticas de T - {u}. 

30 Probaremos que si 1 V(T) 1= n y T satisface las hipótesis del teorema, entonces 

T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Observación i) Si f(u) = f(v) ,u =i v, entonces f(v) es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de T. 

Por hipótesis de inducción, ti x E V(T) - {u}, f(u) absorbe a x, y análogamente 

ti x E V(T) - {u}, f(u) absorbe a x. Es decir, f(v) absorbe a todos los vértices de T 

excepto a u pero f(u) = f(u) y f(u) absorbe a v, entonces f(v) absorbe a v, por lo 

tanto f(v) absorbe a x para todo x E V(T), es decir f(u) es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de T. 

Observación ii) Si para algún u E V (T), existe una uf ( u)- trayectoria monocromáti

ca, entonces f ( u) es núcleo por trayectorias monocromáticas de T. Por hipótesis de 

Inducción f ( v) absorbe a x ti x E V (T) - {u} y como existe una uf (u )-trayectoria 

monocromática, entonces f ( u) es núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Observación iü) Podemos suponer que f es una biyección. 

Para cada u E V(T), 3 f(u). 

Por la observación i, podemos suponer que si u =1= u, entonces f (u) =1= f ( u). Como f 
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es una función inyectiva en llll conjllllto finito a el mismo, entonces f es biyección. 

Observación iv) De la observación m, podemos suponer por reducción al absurdo, 

que no hay vf(v)-trayectoria monocromática. 

Observación v) Al reetiquetar los vértices de T, f(Vi) - Vi+b se obtiene lllla 

partición en ciclos 

Sea VI E V(T), tenemos la sucesión VI, V2, ... donde f(vd = Vi+l Y como V(T) es 

finito existe llll primer n tal que f( vn ) = Vi con 1 ~ j < n. 

Probaremos que j = 1. Supongamos que no, entonces j = i con 1 < i < n, f(vn) = 

vi = Vi = f ( Vi-1) con vn f. Vi-l, contradiciendo que f es biyección. 

Así obtenemos un primer ciclo C1 = (VI, V2, ... , Vn, VI). Si V(C1) = V(T) ya termi

namos. Si no, sea Vn+1 E V(T) - V(C¡) y repitiendo el argumento anterior obtenemos 

otro ciclo C2• Continuando con este proceso, obtenemos lllla colección de ciclos que 

cubre a V(T). 

Probaremos que los ciclos son ajenos en vértices. Supongamos que hay dos ciclos 

C1 y C2 distintos que no son ajenos en vértices. Es decir, existe Vi E V( C1) tal que 

Vi = vn+i' vn+i E V(C2). Como Vi = f(Vi-¡), vn+i = f(vn+i-¡) y como f es biyectiva 

Vi-1 = Vn+i-1· Como Vi-1 = f(Vi-2) y Vn+i-l = f(vn+i-2) y como f es biyectiva, 

entonces Vi-2 = vn+i-2. 

Continuando de esta manera obtenemos que V(C¡) = V(C2), contradiciendo que C I 

y C2 son ciclos distintos. 

Donde 
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Observemos que si esta partición cuenta con más de un ciclo, por la hipótesis de 

Inducción tenemos que :3 Vi E {VI, V2, ... , Vnl } tal que Vi es núcleo por trayectorias 

monocromáticas de T [ { VI, V2, .. . , Vn¡} ]. Sin embargo, esto contradice que Vi = f ( Vi-l)' 

Por lo que habrá una trayectoria monocromática de Vi-l a Vi = f ( Vi-l), contradiciendo 

la observación iv). 

Podemos su poner entonces que la partición consta de un sólo ciclo, (v 1 , V2, ... , vn ). 

Como no existe una ViVi+I-trayectoria monocromática y como T es torneo, entonces 

(V2,V¡),( V3,V2),""(Vn ,vn -¡) E F(T). Supongamos que tienen colores a¡,a2, ... ,an -1 

respectivamente. 

Si al = a2 = ... = an-l entonces existe (Vn! ... , V2, VI) una Vn VI - trayectoria 

monocromática de color al, lo que contradice la observación iv. Entonces al, ll2, ... , an-l 

no pueden ser todos iguales. Es decir, existen as-l Y as, con as-l =1 as. 

Sin pérdida de generalidad, supongamos que as-l = 1 y as = 2. Observemos que 

existe una Vs_Ivs+!-trayectoria monocromática de color b, pues por definición de Vs+! 

,Vs+! es núcleo por trayectorias monocromáticas de T - {vs }, por lo tanto Vs+I absorbe 

por trayectorias monocromáticas a cada x, \Ix E V(T) - {vs }, en particular existe una 

vs-I v s+!- trayectoria monocromática, a de color b. 

Observación vi) Nótese que no existe ViVi+I- trayectoria monocromática (por 

observación iv). 

Ahora observemos que b =1 1 y b =1 2. Pues si b = 1, entonces (vs , VS-I)U(Vs-I, a, v s+!) 

contiene una V s V s+ 1 trayectoria monocromática de color 1, contradiciendo la observación 

vi. Si b = 2, entonces (vS-I,a,vS+¡) U (VS+I,Vs ) contiene una Vs_Ivs-trayectoria m<r 

nocromática de color 2, contradiciendo la observación vi. 

Podemos suponer entonces que b = 3. Sea a' = (UI, U2, ... , Ut) la más corta Vs-IVs+!

trayectoria monocromática de color 3, donde UI = Vs-I Y Ut = Vs+!. 

Consideremos el color de la flecha entre Vs y U¡ con 1 < i < t. 
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Probaremos que no existen flechas (Vs, Ui) o (Ui, Vs) con 1 < i < t de color 3. 

Supongamos que existe (Vs,Ui) E F(T) de color 3, entonces (vs,u¡) U (u¡,a',ut = vs+d 

contiene una VsVs+l- trayectoria monocromática de color 3, contradiciendo la obser

vación vi. Ahora supongamos que existe (u¡, vs ) E F(T) de color 3, entonces (Ul = 

Vs-l, a', Ui) U (Ui, vs) contiene una Vs-IVs- trayectoria monocromática de color 3, con-

tradiciendo la observación vi. 

Observemos que existen (Vs,Ui),(Ui+l'Vs) E F(T), que son de distinto color pues 

(vs , u¡) es de color 1 y (Ut, vs ) es de color 2 (figura 5.5). Entonces bastará con tomar 

i + 1 = mÍn {j Ila flecha entre Vs y Uj es de color distinto de 1} 

Por lo tanto VsUiUi+l es un triángulo con 3 colores distintos, lo que contradice la 

hipótesis de que T no contiene el ni T3 • (Nótese que un triángulo en un torneo siempre 

induce cr o T3 ). 

Esta contradicción surge de suponer que para cada v E V(T), no hay vf( v)-trayec

torias monocromáticas. Por lo tanto para algún Vo E V(T) si existe vof( vo)-trayectoria 

monocromática, y por lo tanto T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas .• 

Corolario 5.5 Sea T un torneo 2-coloreado, entonces T tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Demostración. 

Si T es 2-coloreado, entonces T no contiene cr ni T3 .• 

Corolario 5.6 Sean T, H¡, H2, ... , Hn, donde T = {VI, V2,.';' Vn}, torneos m-colo- rea

dos que no contienen cr ni T3 . Sea T' el torneo obtenido al reemplazar cada vértice Vi 

de T con H¡ y al colorear todas las flechas entre H¡ y Hj del mismo color de la flecha 

entre Vi y Vj pero con direcciones arbitrarias. Entonces T' tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 
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Figura 5.5: Ui+l es el primer vértice tal que la flecha entre Vs y Ui+l es de color distinto 

de 1 

Demostración. 

Demostraremos que T' no contiene cr ni T3 • Supongamos, por contradicción, que 

T' contiene un CJ o un T3 • Supongamos que los vértices de éste ( cr o T3 ) son W¡, W2 

y W3. Analizaremos los posibles casos: 

caso i) {Wl , W2, W3} ~ H¡ para alguna i, 1 ~ i ~ n. Pero ya que H¡, no contiene CJ 
ni T3 ,esto contradice la hipótesis sobre H¡. 

caso ü) {Wl, W2} ~ H¡ Y W3 E HiI con i f:. j. Sin embargo, por la definición de T' 

las flechas entre W¡ y w3 Y entre w2 Y W3 deben de ser del mismo color. 

caso iü) w¡ E H¡, W2 E Hj, w3 E H" i f:. j, i f:. k, j ::/: k. Sin embargo, por la definición 

de T', esto implicaría que {Vi, Vj, V,,} ~ V (T) tales que forman T3 o CJ, contradiciendo 

la hipótesis sobre T. 

Observemos que si en el teorema pidiéramos sólo que T no contuviera CJ el resul-
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Figura 5.6: C 5 

tado fallaría. Por ejemplo el torneo C5 , (figura 5.6), es un torneo 5-coloreado, de orden 

5 y no contiene CJ. Sin embargo C5 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

De hecho no existen Vi+I Vi-trayectorias monocromáticas con i + 1 tomado módulo 5. 

En los siguientes ejemplos, toda la notación será tomada módulo 5. 

Probaremo:; que C5 no contiene c;r. Analizaremo:; las po:;ibles ternas en C5• 

Encontramo:; que podemo:; hacer una partición de las ternas en las que no inducen 

un triángulo dirigido: (VI, V2, V3), (VIl V2, V5), (VI, V4, V5), (V2' V3, V4), (V3, V4, V5)' 

Yen las que inducen un triángulo dirigido pero utilizan sólo 2 colores: (VI, V2, V4), 

(VI,V3,V4), (VIl V3, V5), (V2,V3,V5), (V2,V4,V5)' 

Probaremo:; también que no hay Vi+ I Vi-trayectorias monocromáticas para i E {1, 2, 3, 
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VI 

Figura 5.7: es al añadir dos vértices, X6 Y X7 · 

4,5}. 

De vi+ 1 sólo salen flechas de colores i + 1 e i + 3 Y a Vi solamente entran flechas 

de colores i e i + 4 donde i =1 i + 1(mod5), i =1 i + 3(mod5), i + 4 =1 i + 1 (mod5) , 

i + 4 =1 i + 3 (mod 5) . Por lo tanto Gs no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Observemos que podemos construir contraejemplos más grandes para m = 5, aña

diendo vértices a Gs uno por uno y conectando cada nuevo vértice con todos los que 

ya teníamos mediante una flecha de color 1. (Ver figura 5.7). 

Observemos que esta digráfica no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas 

ya que como no hay Gsvi-flechas para i E {6, 7, ... }, el vértice que sea núcleo por 

trayectorias monocromáticas debe estar en es y ya vimos que en es no hay un vértice 
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que absorba por trayectorias monocromáticas a tod~ l~ demás. 

Análogamente si en el teorema sólo pidiéram~ que T no contuviera a T3 , el resultado 

fallaría. Por ejemplo, sea Dn un torneo 4-coloreado con VI, V2, .. , Vn vértices, tal que 

( VI, V2), (V2, V3), Y (V3, VI) sean coloreadas con colores 1, 2 y 3 respectivamente y todas 

las demás flechas coloreadas de color 4 y dirigidas (Vi, Vj) si j < i. Claramente Dn 

es 4-coloreado sin contener T3 , pues (VI, V2, V3) no induce T3 por hipótesis, entonces si 

existiera T3 en Dn tendría que usar un Vi, i E {4, 5, ... } pero por construcción todas 

las flechas que inciden en Vi tienen color 4, por lo que T3 no puede ser 3-coloreada 

( contradicción). 

Probarem~ que Dn no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Por con

tradicción, supongam~ que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas N. Como 

Dn es completa, N es un sólo vértice w, w = Vi, pero Vi E {l, 2, ... , n} Vi no absorbe 

por trayectorias monocromáticas a Vi-l. 

D5 (figura 5.8) es un torneo 4-coloreado sin contener T3 , pero D5 no contiene núcleo 

por trayectorias monocromáticas .• 

Así, si m 2 5, la condición en el teorema de que no contenga T3 ni CJ no puede 

ser mejorada, en el sentido de que no podem~ quitar ninguna de las dos hipótesis (que 

no contenga CJ ni T3 ), es decir, que el Teorema es el mejor resultado. Sin embargo 

hasta 1982 no se había encontrado ningún contraejemplo para l~ casos m = 3,4 pero 

en 2003 Galeana-Sánchez y Rojas-Monroy dieron una familia de contraejempl~ para 

m = 4 que se pude citar en el siguiente teorema. 

Teorema 5.7 [7]Para cada n 2 6 existe un torneo Tn 4-coloreado de orden n que 

satisface las siguientes condiciones: 

i) Tn no contiene eJ. 
ü) Tn no contiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 
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Figura 5.8: Dr,. 
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Figura 5.9: T6 , contraejemplo para torneo 4-coloreado 

Demostración. 

Para n = 6, el torneo T6 , (figura 5.9),es un torneo 4-coloreado de orden 6. Probare

mos que no contiene CJ. Analizaremos las posibles temas. Podemos hacer también una 

partición de éstas en las que no inducen un triángulo dirigido: (VI, V2, V3), (VI, V2, V4), 

(VI,V2, V6), (VI,V3,V4), (VI,VS,V6), (V2,V3,V4), (V2,V3,VS), (V3,V4,VS), (V3,V4,V6), (V4,VS,V6), 

y en las ternas que aunque inducen un triángulo dirigido, sólo utilizan 2 colores: 

(VI, V2, Vs), (VI, V3, VS), (VI, V3, V6), (VI, V4, VS), (VI, V4, V6), (V2, V3, V6)' 

Probaremos también que no existen Vi+IV¡- trayectorias monocromáticas para i E 

{l, 2, 3, 4, 5, 6} con i + 1 tomado módulo 6. 

No hay v2vI-trayectorias monocromáticas pues de V2 sólo salen flechas de colores 2 

y 4 y a VI sólo entran flechas de colores 1 y 3. 

No hay V3v2-trayectorias monocromáticas pues de V3 sólo salen flechas de colores 1 

y 4 y a V2 sólo entran flechas de colores 2 y 3. 
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No hay V4v3-trayectorias monocromáticas pues de V4 sólo salen flechas de colores 3 

y 4 Y aunque a V3 entran flechas de colores 2 y 4 no hay V4 V3 trayectoria de color 4 

porque la flecha de color 4 que sale de V4 entra a V6 Y de V6 no salen flechas de color 4. 

No hay VSv4-trayectorias monocromáticas pues de Vs sólo salen flechas de colores 2 

y 3 y a V4 sólo entran flechas de colores 1 y 4. 

No hay V6vs-trayectorias monocromáticas pues de V6 sólo salen flechas de colores 1 

y 2 y a Vs sólo entran flechas de colores 3 y 4. 

No hay Vlv6-trayectorias monocromáticas pues de VI sólo salen flechas de colores 1, 

3 y 4 y aunque a V6 entran flechas de colores 1, 2 y 4, no hay VIv6-trayectoria de color 

1 porque la flecha de color 1 que sale de VI entra a V4 Y de V4 no salen flechas de color 

1. Tampoco hay VI v6-trayectorias de color 4 porque la flecha de color 4 que sale de VI 

entra a V3 Y la flecha de color 4 que sale de V3 entra a V5 pero de Vs no salen flechas de 

color 4. 

Por lo tanto, T6 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

A partir de T6 se pueden construir torneos 4-coloreados más grandes con las mismas 

propiedades, añadiendo a T6 vértices uno por uno y conectando cada nuevo vértice hacia 

todos los que ya teníamos mediante una flecha de color 1 .• 

5.2. Trayectorias monocromáticas y ciclos casimonocromáti-

cos y monocromáticos en torneos m-coloreados. 

Recordemos que una digráfica D es llamada digráfica núcleo perfecta o digráfica 

NP, si toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo. 

Una digráfica D es llamada digráfica núcleo imperfecta crítica o digráfica NIe, si D 

no tiene núcleo pero toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo. 

Definición 5.8 Sea Duna digráfica m-coloreada. Un ciclo es casimonocromático, 



5. TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS Y CICLOS MONOCROMÁTICOS EN TORNEOS 
54 M-COLOREADOS. 

si todas sus flechas, con excepción a lo más de una, están coloreadas del mismo color. 

Sands, Sauer y Woodrow probaron en [11] que para toda digráfica 2-coloreada D, 

C (D) es una digráfica núcleo perfecta. En particular probaron que todo torneo 2-

coloreado T tiene un núcleo por trayectorias monocromáticas {v}, v E V (T) (es decir 

que {v} es núcleo de C(T)). Así mismo, ellos plantearon el siguiente problema: Sea T 

un torneo 3-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 es un ciclo casimonocromático, 

¿entonces C(T) debe tener núcleo? 

En la sección 5.1 analizamos el resultado de Shen 1'linggang en el que probó que si 

en el problema pedimos que todo torneo transitivo de orden 3 sea casimonocromático 

(es decir, que para cada torneo transitivo, T3 de orden 3, de T, se cumple que, con a 

lo más una excepción, las flechas de T3 están coloreadas del mismo color), la respuesta 

será afinnativa. 

Definición 5.9 Sea Duna digráfica m-coloreada Y "In = (0,1, ... , n - 1, O) un ciclo de 

D . Diremos que "In es C(D)-monocromático si existe un conjunto {fi = (i , i + 1) E 

F(C(D))li E {1, ... , n} notación mod n} de flechas coloreadas del mismo color. (Ver 

fig'ura 5.10). 

Teorema 5.10 H. Galeana Sánchez y Neumann Lara [SJ. Si D es una digráfica N/e, 

entonces no existe una partición {Vi, V2 } de VeD) tal que D[Vi, Ví] ~ Sim(D) (D[Vi, 

V2] = {uv E F(D)lu E VIl v E V2 }). Es decir que Asim(D) es fuertemente conexa. 

Demostración 

Procedamos por contradicción. Supongamos que existe una partición {VI, V2 } de 

VeD) tal que, D[Vi, Ví] ~ Sim(D). Como {Vi, V2 } es una partición, entonces Vi i= 0, 

V2 i= 0. Por lo tanto D[Vi] es una subdigráfica propia inducida de D, entonces como 

por hipótesis D es NIe, D[Vi] tiene núcleo NI' 
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Figura 5.10: D y C(D), / = (Xl, X2, X4 , X5, X6 , Xl) es C(D)-monocromático. 

Consideremos D - (NI U r-(NI )). 
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Caso i) Si D - (NI U r-(NI )) = 0. Entonces, NI es núcleo de D, contradiciendo 

que D es NIC. 

Caso ii) Si D - (NI U r-(NI )) =10. Entonces consideremos D - (NI Ur-(N¡)) que 

es una subdigráfica inducida propia de D y por lo tanto, por hipótesis, tiene núcleo 

N2• 

Probaremos que NI U N2 es núcleo de D . 

NI U N2 es independiente, pues NI es independiente y N2 es independiente y no 

hay flechas de N2 a NI (pues si hubiera, N2 n r- (N¡) =10) y no hay flechas de NI a N2 

(pues si hubiera, por hipótesis, también habría flechas de N2 a N¡). 

NI U N2 es absorbente, pues NI absorbe a r-(NI ) y N2 absorbe a D - (NI U 

r-(NI ) U N 2 ). 

Por lo tanto NI U N2 es núcleo de D, contradiciendo la hipótesis de que D es NIC .• 

Teorema 5.11 Berge y Duchet [1]. Una digráfica completa es una digráfica NP si y 
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sólo si todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica. 

Demostración 

~) Sea D una digráfica completa NP, demostraremos que todo ciclo tiene al 

menos una Becha simétrica. Procedamos por contradicción. Supongamos que hay un 

ciclo C = (vo, VI, ... , Vn , Vo) cuyas Bechas son todas asimétricas. Corno D es NP, entonces 

D[V(C)] tiene núcleo, Nc' Corno D es completa, Nc es sólo un vértice Vi' Sin embargo, 

como D no tiene Bechas simétricas, (Vi+l' Vi) tt F(D), entonces Vi no absorbe a Vi+I 

contradiciendo que Nc es núcleo. 

{=) Sea D una digráfica completa tal que todo ciclo tiene al menos una Becha simétri

ca, demostraremos que D es NP. Procedamos por contradicción. Supongamos que D 

no es NP, entonces D contiene una subdigráfica inducida H que es NIe. Por el Teorema 

5.10, Asim(H) es fuertemente conexa, y por lo tanto (Teorema 2.48), Asim(H) contiene 

algún ciclo, entonces D contiene algún ciclo asimétrico, contradiciendo la hipótesis .• 

Teorema 5.12 H. Galeana-Sánchez y Rajsbaum [6]. Sea T un torneo hamiltoniano con 

n vértices y sea I un ciclo de T. Para toda k (3 ::; k ::; n - 1) existe un ciclo de longitud 

k, digamos Ik , contenido en T tal que IF(¡k) n F(¡)I 2:: 1. 

La prueba de este teorema es muy larga y no se incluirá en la tesis ya que corresponde 

a otro terna. 

Teorema 5.13 Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo contenido en T de longitud 

a lo más 4 es un ciclo casimonocromático, entonces C(T) es unadigráfica NP.[3j. 

Demostración. 

Procedamos por contradicción. Supongamos que C(T) no es una digráfica NP. Sin 

embargo como C(T) es una digráfica completa por el Teorema 5.11 existe un ciclo 

contenido en Asim(C(T». 
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Sea l' = (Zo' zp ••• , zm_P Zo) un ciclo de longitud mínima m contenido en Asim(C(T)). 

Porbaremos las siguientes proposiciones: 

a) l' ~ T. 

Por definición de 1',1' ~ Asim(C(T)) y como T es torneo con V(T) = V(C(T), se 

sigue que l' ~ T. 

b) l(--y) = m ~ 5. 

Por contradicción, supongamos que l(T) :::; 4. Como l' ~ T se sigue de la hipótesis 

que l' es un ciclo casimonocromático, donde podemos asumir, sin pérdida de generali-

dad, que {(Zi ' Zi+d E F(--y)li E {D , 1, ... , m-2}} están coloreadas del mismo color. Por lo 

tanto, (zo, zm-t) E F(C(T)) y entonces (Zm-l, zo) E A(Sim(C(T»n1').(Contradicción). 

c) l' no es monocromático. 

Supongamos que l' si es un ciclo monocromático, entonces (zo, Zl, ... , zm- ¡) es 

una trayectoria monocromática y (Zo, zm-t) E F(C(T», por lo tanto (Zm-l, Zo) E 

F(Sim(C(T» nF(--y). (Contradicción). 

d) Para todo Zi, Zj E V(--y) tal que j ti. {i -1, i+ 1} se cumple que {(Zi' Zj), (Zj, Zi)} ~ 

F(C(T». 

Sea Zi, Zj E V(--y) tal que j ti. {i -1, i + 1}. Como {Zi' zÚ ~ V(T), al menos una de 

las dos flechas (Zi' Zj) o (Zj, z¡) está en T. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 

(Zi' Zj) E F(T). Entonces 1" = (Zi, Zj, Zj+l, ... , Z¡-l, Zi) (notación mod m), es un ciclo 

con l(--y') < l(--y). Por la definición de l' tenemos que 1" ~ Asim(C(T», por lo tanto 

(Zj, Zi) E Sim(C(T)). 

Como l' no es monocromático, por c), existen dos flechas consecutivas de l' con 

colores distintos asignados. Digamos que la flecha (Zo, z¡) es roja y la flecha (z¡, Z2) es 

azul. 

e) (Z2, Zo) ti. A(T). 

Procedamos por contradicción. Supongamos que (Z2, Zo) E A(T), entonces, 1'3 = 
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(Zo) Zl) Z2) Zo) es un ciclo de longitud 3 contenido en T. Por hipótesis (Z2) Zo) es roja o 

(Z2) Zo) es azul. Si (Z2) zo) es roja, entonces (Z2) Zo, z¡) es una trayectoria monocromática, 

por lo que (Z2, Zl) E F(C(T)), contradiciendo que 1 ~ Asim(C(T)). Si (Z2' Zo) es azul, 

entonces (Zl' Z2, Zo) es una trayectoria monocromática, por lo que (Zl' Zo) E F(C(T)), 

contradiciendo que 1 ~ Asim(C(T)). Entonces (Z2, zo) tt F(T). Sin embargo, por la 

proposición d, implica que (Z2) zo) E F(C(T)) . Por lo tanto, existe una trayectoria 

monocromática de longitud al menos 2 de Z2 hacia Zo, contenida en T. Sea a = (Z2 = 

0, 1, ... ,p = zo) dicha trayectoria con p ~ 2. 

f) a no es azul. 

Si a es azul, entonces (Zl' Z2) U a es una trayectoria monocromática y por lo tanto 

(Zl , Zo) E F(C(T)) , contradiciendo que 1 ~ Asim(C(T)) . 

g) a no es roja 

Si a es roja, entonces a U (Zo, Zl) es una trayectoria monocromática y por lo tanto 

(Z2, z¡) E F(C(T)), contradiciendo que 1 ~ Asim(C(T)). 

De ahora en adelante, supondremos, sin pérdida de generalidad, que a es negra. 

h) Para cada i ~ O tal que 2i < p, (Zl ' 2i) E F(T). 

Procedamos por contradicción. Supongamos que existe i > O tal que 2i < p y 

2io = mín{2i l(zl,2i) tt F(T)(O ~ 2i < p}. 

Como O = z2 Y (Zl, Z2) E F(T), se sigue que 2io > O y 2io - 2 ~ O. Por lo tanto 

(Zl' 2io - 2) E F(T), (Zl, 2io) tt F(T) y (2io, Zl) E F(T). 

Sea 14 = (Zl' 2io-2, 2io-1, 2io, Zl)' Lo anterior significa que 14 es un ciclo de longitud 

4 contenido en T con dos flechas negras, digamos (2io - 2, 2io - 1) y (2io - 1, 2iO). La 

hipótesis del teorema implica que 14 es un ciclo casimonocromático y por lo tanto por 

lo menos una de las dos flechas (z¡, 2io - 2) o (2io, Zl) es negra. 

Si (zl,2io - 2) es negra, entonces (zt,2io - 2) U (2io - 2,2io -1,2io, .. . ,p) es una 
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trayectoria monocromática, por lo tanto (ZI' zo) E F(C(T)), contradiciendo que 'Y ~ 

Asim(C(T)). 

Si (2iO , ZI) es negra, entonces (Z2 = 0,1, ... , 2iO)U(2io, z¡) es una trayectoria monocromá

tica, por lo tanto (Z2, ZI) E F(C(T)), contradiciendo que 'Y e Asim(C(T)). 

Concluiremos la prueba del teorema 5.13, analizando el caso en que p es par y en el 

que p es Impar: 

Caso 1: p es par. En este caso p - 2 también es impar y como p ~ 2 tenemos 

que p- 2 ~ O. Por la proposición (h) sabemos que (ZI,P- 2) E F(T). Por lo tanto, "14 = 

(ZI , P - 2, p - 1, p, Z.) es un ciclo de lontigud 4 contenido en T con al menor dos flechas 

negras, sean ((p - 2, P - 1) y (p - 1, p). Ahora, como "14 es un ciclo casi monocromático, se 

sigue que (z 1 , P - 2) es negra (notemos que (p, Z ¡) = (zo, Z ¡) es roja), y consecuentemente 

(ZI , p-2,p-1,p = zo) es una trayectoria monocromática, por lo que (ZI' 2'0) E F(C(T)), 

contradiciendo que 'Y ~ Asim( C(T)). 

Caso 2: p es impar. Probaremos primero algunas proposiciones: 

i) Si p es impar, entonces para cada i ~ O tal que 1 ~ 2i + 1 ~ p, (2i + 1, z¡) E F(T). 

Procedamos por contradicción, supongamos que existe i ~ O tal que 1 ~ 2i + 1 ~ P 

y (2i + 1, z¡) tt F(T) y sea 

2io + 1 = máx{2i + 11(2i + 1, ZI) tt F(T)(l ~ 2i + 1 ~ p)} 

Como p = 2'0 Y (2'0, z¡) E F(T), se sigue que 2io + 1 < p. Por lo tanto (2io + 3, z¡) E 

F(T) Y (ZI, 2io + 1) E F(T). 

Sea "14 = (Z11 2io + 1, 2io + 2, 2io + 3, z¡). Lo anterior implica que "14 es un ciclo de 

longitud 4 contenido en T con dos flechas negras, sean (2io+ 1, 2io+2) y (2io+2, 2io+3). 

La hipótesis del teorema implica que "14 es un ciclo casimonocromático y por lo tanto 

por lo menos una de las flechas (ZI, 2io + 1) o (2io + 3, ZI) es negra. 

Si (zl,2io + 1) es negra, entonces (zl,2io + 1) U (2io + 1, 2io + 2, ... ,p = 2'0) es 

una trayectoria monocromática, por lo que (Z1l zo) E F(C(T)), contradiciendo que 
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Figura 5.11: Caso j) 

/ ~ A.sim(C(T)). 

Si (2io+3, ZI) es negra, entonces (zz = 0, 1, ... , 2io+3)U(2io+3, Zl) es una trayectoria 

monocromática, por lo que (zz, z¡) E F(C(T)), contradiciendo que / ~ Asim(C(T)). 

j) Si p es impar, entonces (1, z¡) E F(T) es azul. 

Se sigue directamente del i) que (1, z¡) E F(T). Por lo tanto /3 = (ZI' Zz = 0,1, z¡) 

es un ciclo de longitud 3 contenido en T. Como la flecha (Zl, zz) es azul, y además 

sabema:¡ que la flecha (0,1) es negra y, por la hipótesis del teorema /3 es un ciclo 

casimonocromático. Se sigue que la flecha (1, z¡) es azul o es negra. 

Si la flecha (1, Zl) es negra, entonces (zz, 1, Zl) es una trayectoria monocromática, 

lo que implicaría que (zz, z¡) E F(C(T)), contradiciendo que / ~ Asim(C(T)). Con

cluima:¡ que (1, Zl) es azul. 

k) Si p es impar, entonces (z},p - 1) E F(T) es roja. 

Como p es impar, entonces p - 1 es par y h) implica que (Zl,P - 1) E F(T). 

Por lo tanto /3 = (Zl,P - 1,P,Zl) es un ciclo de longitud 3 contenido en T. Como 

(zo, Zl) = (p, z¡) es roja, y además sabema:¡ que (p - 1,p) es negra y por la hipótesis 

del teorema /3 es un ciclo casimonocromático. Se sigue que la flecha (z},p -1) es roja 

o negra. 
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Si la flecha (Zl, p-1) es negra, entonces (Zl, p-1, p) es una trayectoria monocromáti

ca, lo que implicaría que (Zl'P) E F(C(T)) y por lo tanto (p, Zl) E F(Sim(C(T))) 

contradiciendo que 1 ~ Asim(C(T)). Concluimos que (Zl,P - 1) es roja. 

Terminaremos la prueba del teorema analizando los siguientes subcasos: 

Subcaso 2.a: (1, p) E F(T). En este caso, 14 = (p = ZQ, Z¡, Z2 = 0,1, p) es un ciclo 

de longitud 4 contenido en T cuyas flechas están coloreadas con al menos 3 colores, 

contradiciendo la hipótesis el teorema. 

Subcaso 2.b: (p,1) E F(T). En este caso, 14 = (1, Zl,P - 1,p, 1) es un ciclo de 

longitud 4 contenido en T cuyas flechas están coloreadas con al menos 3 colores pues 

la proposición j) implica que (1, Zl) es azul, la proposición k) implica que (z¡,p - 1) 

es roja y (p - 1, p) es negra, contradiciendo la hipótesis del teorema. Entonces p no es 

Impar. 

Por lo tanto p no es par ni impar lo que es una contradicción. Esta contradicción 

surge de suponer que existía un ciclo, 1, contenido en Asim(C(T)). Por lo que todo 

ciclo de C(T)) tiene al menos una flecha simétrica .• 

Corolario 5.14 Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo contenido en T de longitud 

a lo más 4 es un ciclo casimonocromático, entonces T tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Demostración. 

Corno consecuencia inmediata del teorema 5.13 tenemos que C(T) es una digráfica 

núcleo perfecta, en particular C(T) tiene núcleo. Por el teorema 4.9 sabemos que si 

C(T) tiene núcleo, entonces T tiene núcleo por trayectoriaS monocromáticas .• 

Teorema 5.15 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido 

en T es un ciclo monocromático, entonces C(T) es una digráfica NP.[3j. 

Demostración. 
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Figura 5.12: (1) D si (0,2) E F(T), (2) D si (2, O) E F(T). 

Probaremos que todo ciclo de longitud 4 contenido en Tes llil ciclo casimonocromáti-

co. 

Sea /4 = (0,1 , 2, 3, O) llil ciclo de longitud 4 contenido en T y supongamos que /4 

no es monocromático. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que las flechas (0,1) Y 

(1,2) tienen colores distintos, digamos que (0,1) es roja y (1,2) es azul. 

Observemos que las flechas (2,3) Y (3, O) son del mismo color, pues si no lo fueran, 

si (0,2) E F(T), entonces el ciclo /3 = (2,3,0,2) de longitud 3 contenido en T no sería 

monocromático, contradiciendo la hipótesis del teorema. 

Si (2,0) E F(T), entonces el ciclo 13 = (2,0,1,2) de longitud 3 contenido en T no 

es monocromático, contradiciendo la hipótesis del teorema. 

Observemos también que las flechas (2,3) Y (3, O) son ainbas rojas o ambas azules, 

pues si no lo fueran, digamos que ambas fueran negras, si (1,3) E F(T), entonces 

/3 = (1,3,0,1) no es llil triángulo monocromático, contradiciendo la hipótesis del t~ 

rema. Si (3,1) E F(T), entonces /3 = (3,1,2,3) no es llil triángulo monocromático, 

contradiciendo la hipótesis del teorema. 
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Figura 5.13: (1) D si (1,3) E F(T), (2) D si (3 , 1) E F(T). 
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Entonces las flechas (2,3) Y (3, O) son ambas rojas o ambas azules, de cualquier 

manera /4 es un ciclo casimonocromático. Se sigue directamente del teorema 5.13 que 

C(T) es una digráfica NP .• 

Corolario 5.16 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido 

en T es un ciclo monocromático, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáti-

caso 

Demostración. 

Como consecuencia inmediata del teorema 5.15 tenemos que C(T) es una digráfica 

núcleo perfecta, en particular C(T) tiene núcleo. Por el teorema 4.9 sabemos que si 

C(T) tiene núcleo, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas .• 

Teorema 5.17 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido 

en T es C(T)-monocromático, entonces C(T) es una digráfica NP.[3J 

Demostración 
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Como C(T) es una digráfica completa, se sigue del Teorema 5.11 que es suficiente 

probar que todo ciclo contenido en C(T) tiene al menos una flecha simétrica. Sea 1 un 

ciclo contenido en C(T) y supongamos por contradicción que 1 ~ Asim( C(T)). Se sigue 

que 1 ~ T. (Pues si (u, v) E F(C(T)), entonces (u, v) E F(T), de lo contrario si (u, v) 

no estuviera en F(T) y como T es torneo, (v, u) E F(T), lo que implicaría que (v, u) E 

F(C(T)), por lo que (u, v) E F(Sim(C(T)), contradiciendo que 1 ~ Asim(C(T))). El 

ciclo 1 es un ciclo hamiltoniano del torneo T[V("()] = T'. 

Se sigue del Teorema 5.12 que existe un ciclo 13 de longitud 3 contenido en T' 

tal que IF("(3) n F("()I ~ 1. Como 13 es C(T)-monocromático, \fu, v E 13 hay una 

uv-trayectoria monocromática y una vu-trayectoria monocromática, por lo que \fu, v E 

V(C(C(T))), (u, v) y (v, u) E F(C(C(T))), pero como CC((T)) = C(T) (Teorema 

4.8), \fu, v E V(C(T), (u , v) y (v, u) E F(C(T)). Se sigue que 13 ~ Sim(C(T)) y que 

F("() n F(Sim(C(T)) =10 .• 

Corolario 5.18 Sea T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 contenido 

en T es C(T)-monocromático, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocro- máti-

caso 

Demostración. 

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.17 tenemos que C(T) es una digráfica 

núcleo perfecta, en particular C(T) tiene núcleo. Por el Teorema 4.9 sabemos que si 

C(T) tiene núcleo, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas .• 



Capítulo 6 

Trayectorias monocromáticas y 

ciclos de longitud 4 en torneos 

bipartitos coloreados. 

Die Mathematik ist das Instrument, welches die Vermittlung bewirkt 

zwischen Theorie und Praxis, zwischen Denken und Beobachten: sie baut 

die verbindende Brücke und gestaltet sie imrner tragfahlger. 

Daher konunt es, daB unsere ganze gegenwartige Kultur, soweit sie auf der 

geistigen Durchdringung und Dienstbannachung der Natur beruht, 

ihre Grundlage in der Mathematik findet. 

David Hilbert. 

En el Teorema 5.13 ya probamos que si T es un torneo m-coloreado tal que 

todo ciclo de longitud a lo más 4 es casimonocromático, entonces C(T) es NP y por 

lo tanto T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En [4] y [2] se probaron 

resultados similares para la digráfica obtenida al remover una sola flecha de un torneo. 

Las condiciones suficientes que hasta ahora se conocen, para la existencia de un núcleo 
65 
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por trayectorias monocromáticas en tornea; o casi tornea; m-coloreados (m ~ 3), piden 

que pequeñas subdigráficas como ciclos de longitud a lo mas 4 o tornea; transitivos de 

orden 3 tengan la propiedad de ser monocromáticas o casimonocromáticas. 

En este capítulo probaremos que si D es un torneo bipartito m-coloreado tal que 

todo ciclo de longitud 4 es monocromático entonces D tiene un núcleo por trayectorias 

monocromáticas y el resultado es el mejor posible. 

El material presentado en este capítulo se obtuvo del artículo [8]. 

Definición 6.1 Una digráfica D es un torneo bipartito si existe una bipartición de 

V(D), {VI, V2 } tal que: 

i)Toda flecha de D tiene un extremo en Ví y el otro en \12. 

ii) Para todo Xl E VI Y para todo X2 E \12 , tenemos que I { (Xl, X2), 

F(D)I = 1. 

Escribiremos D = (VI, \12) para indicar la partición. 

Denotaremos al ciclo con 4 vértices C 4 . 

Teorema 6.2 Sea Duna digráfica bipartita, entonces todo ciclo de D tiene longitud 

par. 

Demostración. 

Sea D una digráfica bipartita, D = (Ví, \12). Sea e = (xo, XI, ... , Xn, Xo) un ciclo en 

D tal que l(C) = n + 1. Demostremos que n + 1 es par. Sea G la gráfica subyacente de 

D, entonces G es bipartita y C es un ciclo en G con l(C) = n + 1. Por el Teorema 2.9 

sabemos que todo ciclo en G tiene longitud par, por lo que n + 1 es par .• 

Recordemos que en el Teorema 3.7 probamos que si una digráfica D es tal que todo 

ciclo tiene al menos una flecha simétrica, entonces D es NP. Probaremos algunos lemas, 

antes de probar el resultado principal. 
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Lema 6.3 Sea D = (V¡,~) un torneo bipartito y C = (uo, UI, ... , Un) un camino en D. 

Para {i,j} ~ {a, 1, ... , n} (Ui ' Uj) E F(D) o (Uj, Ui) E F(D) si y sólo si j -i = l(mod 2) . 

Demostración. 

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Uo E Vi, entonces Ui E VI si y 

s610 si i = a(mod 2) y Ui E ~ sí y s610 sí i = 1 (mod 2) .• 

Lema 6.4 Para todo torneo bipartito D = (Vi, \12), todo camino cerrado de longitud a 

lo más 6 en D es un ciclo de D. 

Demostración. 

Sea C un camino cerrado tal que l(C) ~ 6. Probaremos que C es un ciclo. Como D 

es bipartita l (C) es par (pues por el Teorema 2.39 sabemos que todo camino cerrado 

de longitud impar, contiene un ciclo de longitud impar y se sigue del Teorema 6.2 que 

D no tiene ciclos de longitud impar). l(C) = 2 es imposible pues un torneo bipartito 

es una digráfica asimétrica. Supongamos que l(C) = 4 Y sea C = (uo, UI , U2 , U3, Uo), 

podemos suponer sin pérdida de generalidad Ui E Vi para i E {a,2} y Uj E \12 para 

j E {1, 3} lo que implica Ui =1 Uj para i E {a, 2},j E {1, 3}. (Ver figura 6.1). 

Como (UI, U2) E F(D) Y (U2' U3) E F(D) tenemos que UI =1 U3 (pues D es una 

digráfica asimétrica) y análogamente Uo =1 U2; entonces C es un ciclo. 

Finalmente, supongamos que l(C) = 6 Y sea C = (Uo, U¡, U2, U3, U4, U:;, Uo), podemos 

suponer, sin pérdida de generalidad, que Ui E VI para i E {a, 2, 4}, Uj E V 2 para 

j E {1,3,5} lo que implica que Ui =1 Uj para i E {a,2,4} y jE {1,3,5}. (Ver figura 

6.2). 

Además como {(Ui, Ui+I), (Ui+¡' Ui+2)} ~ F(D) para i E {a, 1,2,3,4, 5}(notaci6n 

(mod 6)) Y D es asimétrica, tenemos que Ui =1 Ui+2 para i E {a, 1,2,3,4, 5}(notaci6n 

(mod6). Entonces C es un ciclo .• 
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Figura 6.1: C cuando l(C) = 4. 

Figura 6.2: C cuando l(C) = 6. 



69 

Lema 6.5 Sea D un torneo bipartito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 4 es 

monocromático y {u, v} ~ V(D). Si existe una uv-trayectoria monocromática pero no 

existe una vu-trayectoria monocromática en D, entonces al menos una de las dos sigu

ientes condiciones se cumple: 

i) (u,v) E F(D). 

ii) existe en Duna uv-trayectoria de longitud 2. 

Demostración. 

Sea D, { u, v} ~ V (D) como en la hipótesis . Procedamos por inducción sobre la 

longitud de la uv-trayectoria monocromática. 

1 ° Claramente, el lema 6.5 se cumple si existe una uv-trayectoria monocromática de 

longitud a lo más 2. 

2° Supongamos que el lema 6.5 se cumple si existe una uv-trayectoria monocromática 

de longitud l, 2 ~ 1 ~ n. 

3° Ahora, supongamos que existe una uv-trayectoria monocromática, T = (u = 

Uo, UI, ... , Un+l = v) con l(T) = n + 1; podemos suponer, sin pérdida de generalidad que 

T es de color 1. 

Afirmación 6.6 Si (Ui, v) E F(D) para alguna i E {D, 1, ... , n - 2}, entonces (u, v) E 

F(D) o existe una uv-trayectoria de longitud 2. 

Supongamos que (Ui' v) E F(D) para algtllla i E {D, 1, ... , n - 2} Y sea io = mín{ i E 

{D, 1, ... , n - 2}I(Ui, v) E F(D)}. si io = D entonces (u, v) E F(D) Y si io = 1 entonces 

(u, UI, v) es una uv-trayectoria de longitud 2, así que podemos suponer io E {2, ... , n-2}. 

Comoio = io-2(mod2) eio no es congruente con n+1(mod2) (pues (Uio'V) E F(D)) 

tenemos que io - 2 no es congruente con n + l(mod 2) y se sigue del Lema 6.3 que 

(Uio-2,V) E F(D) o (V,Uio-2) E F(D). 

La elección de io implica que (v, Uio-2) E F(D) Y por lo tanto C4 = (Uio-2, Uio-l, Uio' 

v, Uio-2) es un ciclo de longitud 4, que por hipótesis es monocromático, más aún como 
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(UiO-l, UiO) es de color 1 (pues es una flecha de T), se sigue que C4 es de color 1. Entonces 

tenemos que T' = (u, T, uio) U (Uío' v) es una uv-trayectoria tal que l(T') < n + 1, Y 

la hipótesis inductiva implica que (u, v) E F(D) o que existe una uv-trayectoria de 

longitud 2. 

Se sigue del Lema 6.3 que para cada i E {O, 1, ... , n - 2}, (Ui' Ui+3) E F(D) o 

(Ui+3, Uí) E F(D), pues i no es congruente con i + 3(mod 2). 

Analizaremos los dos posibles casos: 

Caso a: Existe i E {O, 1, ... , n - 2} tal que (Ui, Ui+3) E F(D). Sea jo = máx{j E {i + 

3, ... , n + l}l(ui' Uj) E F(D)}. Notemos que el Lema 6.3 implica que i no es congruente 

con jo(mod 2). 

Caso a.1: jo = n + 1. 

En este caso el resultado se sigue de la Afirmación 6.6. 

Caso a.2: jo = n y i = O. 

Tenemos que (uo = Ui, Ujo = Un , un+d es una uv-trayectoria de longitud 2. 

Caso a.3: jo = n e i ~ lo 

Corno i no es congruente con jo(mod 2) tenernos que i - 1 no es congruente con 

jO+l = n + 1(mod2) y se sigue del Lema 6.3 que (Ui-l,Un+l = v) E F(D) o (V,Ui-l) E 

F(D). Si (Ui-l, v) E F(D) la afirmación del Lema 6.5 se sigue de la Afirmación 6.6 . Si 

(v, Ui-¡) E F(D) tenemos C4 = (Ui-b Ui, Ujo = un, v, Ui-¡) un ciclo de longitud 4 que por 

hipótesis es monocromático, de hecho C4 es de color 1 (pues (Ui-t, Ui) E F(T) nF(C4)) 

por lo que T' = (u, T, Ui)U(Ui, Ujo = Un, Un+! = v) es una uv-trayectoria monocromática 

con l(T') ~ n. Se sigue de la hipótesis inductiva que (u, v) E F(D) o que existe una 

uv-trayectoria de longitud 2. 

Caso 2.4: jo ~ n-lo 

i no es congruente con jo + 2(mod 2) (pues i no es congruente con jo (mod 2)), así 

que se sigue del Lema 6.3 que (Uí' Ujo+2) E F(D) o (Ujo+2, Ui) E F(D); la elección de jo 
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implica que (Ujo+2, Ui) E F(D). Por lo tanto C4 = (Uj, Ujo' Ujo+1, Ujo+2, Uj) es un ciclo de 

longitud 4 que por hipótesis es monocromático y de color 1 (pues (Ujo' Ujo+l) E F(T) n 

F(C4 )), en particular (Ui' Ujo) es de color 1, entonces T' = (u, T, Ui)U(Uj, Ujo)U(Ujo, T, v) 

es una uv-trayectoria monocromática tal que l(T' ) :5 n y la hipótesis inductiva implica 

que (u, v) E F(D) o que existe una uv-trayectoria de longitud 2. 

Caso b: Para toda i E {a, 1, ... n - 2}, (UH3' Ui) E F(D). 

C~ = (Ui' UH 1, UH2, UH3, Ui) es un ciclo de longitud 4 que por hipótesis es monocromá

tico, más aún de color 1 porque (Ui, UHl) E (F(T) n F(C~)), por lo que para cada i E 

{a, 1, ... n-2}, (UH3, Ui) es de color 1. Sea k E {1, 2, 3} tal que k = n+1(mod 3), entonces 

(v = Un+l, Un-2, Un-S, ... u,,) U (u", T, U3) U (U3' Uo) es una uv-trayectoria monocromática, 

contradiciendo la hipótesis .• 

Teorema 6.7 Sea D un torneo bipartito m- coloreado. Si todo ciclo de longitud 4 en 

D es monocromático, entonces C(D) es una digráfica NP. 

Demostración. 

Durante la prueba utilizaremos el hecho de que todo camino cerrado de longitud al 

menos 6 es un ciclo (por Lema 6.4) sin más explicación. 

Por el Teorema 3.7 será suficiente probar que todo ciclo de C(D) tiene al menos 

una flecha simétrica. Procederemos por contradicción. Supongamos que existe C -

(uo, u}, .... , Un, Uo) un ciclo de C(D) tal que C ~ AsimC(D). 

Afirmación 6.8 Para cada i E {a,1, ... ,n},(ui,UHl) E F(D) o existe una UiuHl

trayectoria de longitud 2 (notacián(mod n + 1)). 

Sea i E {a, 1, ... , n}. Como (Ui, UHl) E F(C(D)), entonces existe una UiuHl-trayect~ 

ria monocromática en D, Y como C no tiene flechas simétricas, entonces no existe una 

UHlui-trayectoria monocromática en D, así que la Afirmación 6.8 se sigue del Lema 

6.5. 
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Ahora consideremos dos casos posibles: 

Caso a: n = 2. 

Como D no tiene ciclos de longitud impar, tenemos que para alguna i E {O, 1, 2} , 

( Ui , UH I) tt F (D) ( notación (mod 3) ). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir (uo, U I ) 

tt F(D), entonces se sigue de la afirmación 2 que existe una UD, uI-trayectoria de longi

tud 2 en D, digamos (uo,vo,ud. 

Caso a.1:{(uI ' U2) , (U2, Uo)} ~ F(D) . 

En este caso (uo, vD, u}, U2, UD) es un ciclo de longitud 4 en D, que por hipótesis 

es monocromático y por lo tanto (UI , U2, Uo) es una uIuo-trayectoria monocromática 

en D. Entonces (UO ,UI) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiciendo nuestra 

suposición. 

Afirmación 6.9 Podemos suponer que {(UI ,U2) , (U2 , UO)} nF(D) = 0. 

Si (UI ,U2) tt F(D), entonces (U2 ,UO) tt F(D), pues como'(u¡,u2) tt F(D) se sigue 

de la Afumación 6.8 que existe una Ulu2-trayectoria de longitud 2, digamos (UI ' VI, U2), 

asi que si (U2 , UO) E F(D) obtendríamos (uO , VO , UI,VI , U2 , UO) un ciclo de longitud 5 

contenido en D lo que es una contradicción. Análogamente puede probarse que si 

Se sigue de la Afumación 6.8 que existe una UIu2-trayectoria de longitud 2 en D, 

digamos (U¡, VI , U2) Y una u2Uo-trayectoria de longitud 2 en D, digamos (U2 , V2 , Uo). En

tonces (Uo, Va, UI, VI, U2, V2, Uo) es un ciclo de longitud 6 en D y se sigue del Lema 6.3 que 

(uo , VI) E F(D) o (VIl UD) E F(D). Si (Uo, v¡) E F(D) obtenemos (uo, VI! U2, V2, Uo) un 

ciclo de longitud 4 en D que por hipótesis es monocromátio, en particular (uo, VI, U2) es 

una Uou2-trayectoria monocromática en D lo que implicaría que (U2, Uo) es una flecha 

simétrica de C en C(D) contradiciendo nuestra suposición. Si (VI , Uo) E F(D) obten

emos (uo, Vo, UI , VI , UD) un ciclo de longitud 4 en D que por hipótesis es monocromático, 
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en particular (UI, VI, Uo) es una UIUo- trayectoria monocromática en D lo que implicaría 

que (Uo , Ul) es una flecha simétrica de e en e(D) contradiciendo nuestra suposición. 

Caso b: n ~ 3. 

En lo que sigue , la notación se tomará mod n + 1. 

Por la Afirmación 6.8, para cada i E {O, 1, ... , n} podemos tomar una UiUHI

trayectoria como sigue: 

( Ui , UH 1) si (Ui , UH 1) E F ( D) } 

una UiuH.1 - trayectoria de longitud 2 si (Ui , uHd ti. F(D) 

Sea e' = LX=l1i. Entonces e' es un camino cerrado en D, sea e' = (Zo, Z], ... , Zk, Zo) 

y definamos la función <jJ : {O, 1, ... , k} ----jo V(e) como sigue: para cada i E {O, 1, .. . , n} 

UHl) entonces <jJ(io) = <jJ(io+d = Zio . 

Diremos que un índice j E {O, 1, ... , k} es un índice principal cuando <jJ(j) = Zj; y 

denotaremos por Ip al conjunto de índices principales. Observemos que en e' todos los 

índices son diferentes y observemos también que un vértice Uj puede corresponder a un 

índice principall y también a uno no principal p. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que Uo = Zo. Como D es un torneo bipartito, 

tenemos que k = l(mod 2) y por el Lema 6.3 para cada i E {1, ... , k;3}, (Zo, Z2Hl) E 

F(D) o (Z2Hl' Zo) E F(D) . Consideremos los siguientes casos: 

Caso b.l: (Z3 ' Zo) E F(D). 

En este caso tenemos (Zo, Zl, Z2, Z3, Zo) un ciclo de longitud 4 en D que por hipótesis 

es monocromático. La definición de e' implica que Zl = Ul o Z2 = Ul. Si Zl = Ul entonces 

(Ul = Z], Z2, Z3, Zo = uo) es una uluo-trayectoria monocromática en D lo que implica 

que (Uo, Ul) es una flecha simétrica de e en e(D), contradiciendo nuestra suposición 
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sobre C. Entonces Zl =1 Ut, consecuentemente Z2 = Ul Y por lo tanto (Ul = Z2, Z3, Zo) es 

lUla uluo-trayectoria monocromática en D, por lo que (110, ud es lUla flecha simétrica 

de C en C(D), contradiciendo nuestra suposición sobre C. 

Caso b.2: (Zo, Zk-2) E F(D). 

La suposición del subcaso b.2 implica que (zo, Zk-2, Zk-l, Zk, zo) es lUl ciclo de lon

gitud 4 en D que por hipótesis es monocromático. La construcción de C' implica que 

110Un - trayectoria monocromática en D lo que implica que (un, 1(0) es lUla flecha simétri

ca de C en C(D), contradiciendo nuestra suposición sobre C. Entonces Zk =1= Un, conse-

cuentemente Zk-l = Un Y por lo tanto (uo = ZO, Zk-2, Zk-l = un) es lUla uoun-trayectoria 

monocromática en D, por lo que (un, Uo) es lUla flecha simétrica de C en C(D), con

tradiciendo nuestra suposición sobre C. 

Caso b.3: (Zo, Z3) E F(D) y (Zk-2, zo) E F(D). 

Como {(zo , Zl), (Zo, Z3), (Zk-2, zo)} ~ F(D) tenemos que k - 2 > 5 Y existe j E 

{l, ... , k;5} tal que (zo , Z2j+¡) E F(D) y (Z2j+3, zo) E F(D). 

Sea io = ITÚn{j E {l , ... , k;5}1{(Zo, Z2j+l) , (Z2j+3, Zo)} ~ F(D)}. Por lo tanto C- = 

(zo, Z2io+l, Z2io+2, Z2io+3, zo) es lUl ciclo dirigido de longitud 4 en D que por hipótesis es 

monocromático. Ahora consideremos dos posibles casos: 

Caso b.3.!: 2io + 1 E ¡p. 

En este caso Z2io+l = Uj para j E {2, ... , n - 2} (pues 3 ::; 2io + 1 ::; k - 4). Por 

la construcción de C' tenemos que Z2io+2 = Uj+l o Z2io+3 = uj+l' Si Z2io+2 = Uj+l 

entonces (Uj+l = Z2io+2, Z2io+3,Zo, Z2io+l = Uj) es lUla Uj+lurtrayectoria monocromática 

en D lo que implica que (uj, Uj+l) es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo 

nuestra suposición. Por lo tanto Z2io+2 =1 Uj+l yen consecuencia Z2io+3 = uj+t, entonces 

(Uj+l = Z2io+3, Zo, Z2io+l = Uj) es una Uj+lurtrayectoria monocromática en D lo que 

implica que (Uj, uj+d es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo nuestra 
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suposición. 

Caso b .3.2: 2io + 1 tt Ipo 

Por construcción de C' tenemos que {2io ' 2io+2} ~ Ip , es decir, que Z2 i o+2 = Uj para 

alguna j E {2, ... , n - 1}. 

El Lema 6.3 implica que (Z2io ' Z2io+3) E F(D) o (Z2io+3 ' Z2io) E F(D). Si (Z2io+3, Z2io) E 

F(D) entonces (Z2io l Z2io+b Z2io+2l Z2io+3, Z2io) es un ciclo de longitud 4 en D que por 

hipótesis es monocromático; entonces (Uj = Z2io+2, Z2io+3l Z2io = Uj-l) es una UjUj - l

trayectoria monocromática en D lo que implica que (Uj-l, Uj) es una flecha simétrica 

de C en C(D) contradiciendo nuestra suposición. Por lo tanto (Z2iOl Z2io+3) E F(D), 

observemos que la elección Se io implica que (Zo, Z2io- J) E F(D) (si (Z2io- l, zo) E F(D) 

el hecho de que (Zo, zt) E F(D) implica que existe j ::; io - 2 tal que (Zo, Z2i+l) E F(D) 

y ( Z2i+3' zo) E F(D) contradiciendo la elección de i o) por lo tanto C" = (Zo , z2io-ll Z2io ' 

Z2io+3, zo) es un ciclo de longitud 4 en D que por hipótesis debe ser monocromático; 

como (Z2io+3, zo) E F(C-) n F(C") tenemos que C- y C" son del mismo color, entonces 

(Uj = Z2io+2l Z2io+3 l ZOl z2io- ll Z2io = Uj-l) es una UjUj_I-trayectoria monocromática en 

D lo que implica que (Uj-ll Uj) es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo 

nuestra suposición .• 

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 6.7 

Corolario 6.10 Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de longi

tud 4 en D es monocromático, entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Demostración. 

Como consecuencia inmediata del teorema 6.7 tenemos que C(T) es una digráfica 

núcleo perfecta, en particular C(T) tiene núcleo. Por el teorema 4.9 sabemos que si 

C(T) tiene núcleo, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas .• 
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Figura 6.3: D. 

Observación 6.11 La hipótesis de que todo ciclo dirigido de longitud 4 en el corolario 

6.10 es necesaria. 

Sea D el torneo bipartito 3-coloreado definido como sigue: 

V(D) = {u,v,w,x,y,z} y F(D) = {(u~x),(x,v),(v,y),(y,w),(w,z),(z,u),(x,w) , 

(y, u), (z, v)}; las flechas (x, w) ,(w, z) y (z, u) son de color 1; las flechas (y, u), (u, x) 

y (x, v) son de color 2 y las flechas (z, v), (v, y) y (y, w) son de color 3. Los únicos 

ciclos de longitud 4 en D son (u, x, w, z, u) , (v , y, u, x, v) y (w , z, v, y, w) que son casi-

monocromáticos. (figura 6.3) 

La digráfica C(D), (figura 6.4) es una digráfica completa que no tiene núcleo, pues 

como es completa su núcleo debe ser un sólo vértice. Analizaremos cada uno de sus 

vértices: 

u no es núcleo pues u no absorbe a v. 

v no es núcleo pues v no absorbe a y ni a w. 

w no es núcleo pues w no absorbe a u. 

x no es núcleo pues x no absorbe a z ni a v ni a w. 



Figura 6.4: C (D) 

y no es núcleo pues y no absorbe a x ni a w ni a u. 

Z no es núcleo pues z no absorbe a u ni a v ni ay. 
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Entonces C(D) no tiene núcleo y por lo tanto D no tiene núcleo por trayectorias 

monocromáticas. 

Más aún puede construirse lila familia infinita de digráficas cuyos ciclos de longitud 

4 sean casimonocromáticos y que no tenga núcleo por trayectorias monocromáticas corno 

sigue: Sea Dn la digráfica obtenida de D (la digráfica descrita en el párrafo anterior) 

al añadir los vértices Zl, Z2, ••• , Zn y flechas de color 3 desde cada lilO de estos vértices 

hacia u , v y w, respectivamente. 

Observación 6.12 La suposición de que todo ciclo de longitud 4 en un torneo bipartito 

D es monocromático, no implica que todo ciclo de longitud 6 sea monocromático. 

En la digráfica D de la figura 6.5, todo ciclo de longitud 4 es monocromático, de he

cho es de color 1, y el único ciclo de longitud 6 (Xl! X2, X3, X4, X5, X6) es monocromático, 

pues 5 de sus flechas tienen color 1 y la sexta flecha tiene color 2. 
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Figura 6.5: D,un torneo bipartito. 

Observación 6.13 Para cada m existe un torneo bipartito hamiltoniano m-coloreado 

tal que todo ciclo de longitud 4 es monocromático. 

Demostración. 

Sea D la digráfica m-coloreada definida como sigue: 

v (D) = X U Y U Z U W donde; 

F(D) = X y UYz UZw U Wx UZy U WzUXw donde; 
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X y - {(xi,Yj)li E {l , 2, ... ,m},j E {l,2, ... ,m}}, 

Yz - {(Yi ,Zi)li E {1 ,2, ... ,m}}, 

Zw - {(Zi, wi)li E {1 , 2, ... , m}} , 

Wx - {(wi , xi+¡)li E {1 , 2, ... ,m-1}} U {(wm,x¡)}, 

Zy - { (Zi, Y j ) I i E {1, 2, ... , m} , j E {1, 2, ... , m} , i # j} 

Wz - {(wi, zj)li E {1,2 , ... ,m},j E {1 ,2, .. . ,m} ,i #j} 

X w - {( Xi, Wj)li E {1 , 2, .. . , m}} , j E {1 , 2, ... , m} , i # j + 1}. 

Notación mod m. 

Para cada i E {1 , 2, ... , m}, la flecha (Xi, Vi) es de color i y cualquier otra flecha es 

de color 1. 

Claramente D es un torneo bipartito m-coloreado, con bipartición VI = XuZ y V2 = 
y U W, donde por construcción todas las flechas tienen un extremo en Vi y el otro en V2• 

Además, por la definición de D podemos construir e = (Xl , YI , ZI , WI , X2 , Y2 , Z2, W2 , X3 , ... , 

X m , Ym, Zm, W m , X m ) es un ciclo hamiltoniano en D . 

Ahora, sea e un ciclo de longitud 4 en D vamos a ver que es monocromático. Sin 

pérdida de generalidad, podemos suponer que e = (VI, V2 , V3, V4, vd. Supongamos por 

contradicción que (VI, V2) es de color i # 1. Entonces (VI, V2) = (Xi, Yi). Por la definición 

de D (V2,V3) = (Yi,Zi) y (V3,V4) = (Zi,Wi) ó (V3,V4) = (Zi ,Yj) j# i . Si V4 = Wi, como 

VI = XI, (V4, VI) r¡. F(D), una contradicción. 

Si V4 = Yj , j # i, como VI = Xl, (V4, VI) r¡. F(D) , una contradicción. 

Por lo tanto todo ciclo de longitud 4 en D es monocromático. 
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Capítulo 7 

Ciclos de longitud 3 y ciclos de 

longitud 4 monocromáticos en 

torneos k-partitos. 

Was beweisbar ist, so11 in der Wissenschaft 

nicht ohne Beweis geglaubt werden. 

R. Dedekind. 

En este capítulo fonnularemos propiedades importantes sobre torneos k-partitos que 

servirán como base para la prueba de uno de los resultados principales de este trabajo, 

que si D es un torneo k-partito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 y todo 

ciclo de longitud 4 contenido en D es monocromático, entonces C(D) es núcleo perfecta 

y por lo tanto D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

El material presentado en este capítulo se obtuvo del artículo [9]. 

Definición 7.1 Una digráfica D es un torneo k-partito si existe {VI, V2 , ... , Ví.} una 

partición de V(D) en k conjuntos tal que: 

i) Para cualquier i E {1, 2, ... , k}, F(D[l;iD = 0 y 
81 
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ii) Si {i,j} ~ {l , 2, ... , k} e i =f j, entonces entre cualquier vértice de Vi y cualquier 

vértice de Vj existe una y sólo una flecha en D. 

Observemos que un torneo T con p vértices es un torneo p-partito con partición 

{VI, V2 , ... , Vp} donde Vi = {xd y V(T) = {Xl, X2, ..• , xp }. 

Claramente, un torneo bipartito es un caso especial de un torneo k-parito con k = 2. 

Definición 7.2 Sea Duna digráfica, denotamos por r- (u) al conjunto de todos los 

vértices de D que son vecinos interiores de u, análogamente denotamos por r+ (u) 

al conjunto de todos los vértices de D que son vecinos exteriores de u . Es decir 

r- ( u) - {v E V (D) I ( v, u) E F (D)} y 

r+(u) - {v E V(D)I(u , v) E F(D)} 

Lema 7.3 Sea D un torneo k-partito, k ~ 2. Sean {x ,y} ~ V(D). Si (x ,y) ti. F(D) Y 

(y, x) ti. F(D), entonces (x, u) E F(D) ó (u , x) E F(D) para toda u E r- (y) U r+(y). 

Demostración. 

Sea {Vi, \12, ... , Vd una partición de V(D) en k conjuntos tal que satisface la defini

ción de torneo k-bipartito. 

Si (x , y) ti. F(D) Y (y, x) ti. F(D), entonces {x, y} ~ Vi para alguna i E {l , 2, ... , k} . 

Como consecuencia del inciso i) de la definición de torneo k-partito tenemos que r- (y)n 

Vi = 0 y r+ (y) n Vi = 0. Entonces si u E r- (y) U r+ (y) tenemos que u E Vj para alguna 

j =f i . 

Por el inciso ii) de la definición de torneo k-partito tenemos que entre x e u existe 

una y sólo una flecha en D, es decir, (x, u) E F(D) ó (u, x) E F(D) .• 

Definición 7.4 Sea Duna digráfica y sean {u,v} ~ V(D). Decimos que una uv

trayectoria T en D es minimal si D[V(T)] no contiene una uv-trayectoria de longitud 

menor que la de T. 
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Figura 7.1: Digráfica D. 

En la figura 7.1, TI = (u, YI, Y2, v) es una uv-trayectoria minimal en D, sin embargo 

T2 = (u , Xl, X2, X3, v) no es una uv-trayectoria minimal en D, pues en D[V(T)] l(T¡) < 

l(T2). 

Lema 1.5 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que tod<? ciclo de longitud 3 y todo 

ciclo de longitud 4 contenido en D es monocromático. Sean {u,v} ~ V(D), tales que 

existe T = (u = uo, uI, ... , Un = v) en Duna uv-trayectoria monocromática con l(T) ~ 

3. Supongamos que para toda i E {1, 2, ... , n-2} y toda j E {i+2 , ... , n}, (Ui ' Uj) rt F(D). 

Entonces para toda i E {1, 2, ... , n} existe en Duna uiu-trayectoria del mismo color que 

T. 

Demostración. 

Supongamos que T es de color 1. Procederemos por inducción sobre i. 

1° Supongamos que i = 1. Si (U2,UO) E F(D) entoncesC = (UO,U¡,U2,UO) es un C3 

que por hipótesis es monocromático. Como (uo, UI) es de color 1 entonces C es de color 

1, esto implica que (U2' Uo) es de color 1. Así (Ull U2, Uo = u) es una ulu-trayectoria de 

color 1 en D. 

Si (U2 ' Uo) rt F(D), por hipótesis (uo, U2) rt F(D), entonces por el Lema 7.3 existe 
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una flecha entre Uo y U3. Como por hipótesis (Uo, U3) ~ F(D), entonces (U3, Uo) E F(D). 

Así, C = (uo , Ul , U2 , U3, Uo) es un C4 en D que por hipótesis es monocromático. Como 

(Uo , u¡) es de color 1, entonces C es de color 1, esto implica que (U3 ' Uo) es de color lo 

Así (u¡, U2 , U3 , Uo = u) es una ulu-trayectoria de color 1 en D. 

2° Supongamos que para i E {1, .. . , n - 1} existe T' una uiu-trayectoria de color 1 

en D. 

3° Ahora veamos que existe una uHlu-trayectoria de color 1 en D. Si (UHI ' Ui-l) E 

F(D) , entonces C = (Ui- ll Ui , uHI , Ui-l) es un C3 en D, que por hipótesis es monocromáti

co. Como (U¡ - l ' Ui) es de color 1 entonces C es de color 1, esto implica que (UHI' Ui-¡) 

es de color 1. Así (UH¡,Ui-¡,Ui) UT' contiene una uHlu-trayectoria de color 1 en D. 

Supongamos que (UHI,Ui-l) ~ F(D) Y consideremos los siguientes dos casos: 

Caso a: Supongamos que i ~ n - 2. Como (UHI ' Ui-l) ~ F(D) Y por hipótesis 

(Ui- l , UH¡) ~ F(D), entonces por el Lema 7.3 existe una flecha entre Ui-l Y UH 2. Por 

hipótesis (Ui-l , UH2) ~ F(D) entonces (UH2 , Ui - ¡) E F(D). Así C = (UHI , UH2 , Ui- l , Ui, 

UH¡) es un C4 en D que por hipótesis es monocromático. Como (UHI , UH2) es de 

color 1 entonces C es de color 1, esto implica que (UH2 , Ui-¡) es de color 1. Entonces 

(UHI , uH2 , Ui-l, ud U T' contiene una UHlu-trayectoria de color 1 en D. 

Caso b: Supongamos que i = n-lo Como l(T) = n ~ 3, entonces i ~ 2. Co

mo (UHb Ui-l) ~ F(D) Y por hipótesis (Ui -l, UH¡) ~ F(D), entonces por el Lema 

7.3 existe una flecha entre Ui-2 Y uHI. Por hipótesis (Ui-2 , UHI) ~ F(D) entonces 

(UHI , Ui-2) E F(D). Así C = (Ui-2, Ui-¡' Ui, uHI, Ui-2) es un C4 en D que por hipótesis 

es monocromático. Como (Ui-2, Ui-l) es de color 1 entonceS C es de color 1, esto implica 

que (UH 1 , Ui- 2) es de color 1. 

Entonces (UHll Ui-2, Ui-b Ui) U T' contiene una Ui+lu-trayectoria de color 1 en D. 

Por lo tanto, para toda i E {1, ... , n} existe en D una uiu-trayectoria de color 1.. 
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Lema 7.6 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que todo e3 y e4 contenido en 

D es monocromático. Sean {u,v} ~ V(D), tales que existe en Duna uv-trayectoria 

monocromática y no existe ninguna vu-trayectoria monocromática. Entonces (u, v) E 

F(D) o existe una uv-trayectoria de longitud 2. 

Demostración. 

Supongamos que T = (u = UO, Ul, ... , Un = v) es una uv-trayectoria monocromática 

en D de longitud rnfuima, sea 1 el color de T. Si l(T) = 1 ó l(T) = 2 entonces se 

satisface ya la conclusión del teorema. Supongamos que I(T) ~ 3. 

Caso a: Supongamos que existe i E {O, 1, ... , n - 1} tal que (Ui' Uj) E F(D) para 

algún j ~ i + 2. Sea io = mín{i E {O, 1, ... , n - 2}I(Ui , Uj) E F(D) para algún j ~ i + 2} 

y sea jo = máx{j E {io+2, ... , n}l(uio , Uj) E F(D)} 

Subcaso a.1: Supongamos que jo ~ n - 2. Por la elección de jo tenemos que 

(Uio,Ujo+¡) ti. F(D). Si (Ujo+l,Uio) E F(D), entonces e = (Uio ,Ujo ,Ujo+l,Uio) es un 

e3 que por hipótesis es monocromático. Como (Ujo, Ujo+¡) es de color 1, entonces e es 

de color 1, esto implica que (Uio, Ujo) es de color 1. Así T' = (u = U{) , T, Uio) U (Uio' Ujo) U 

( Ujo 1 T, Un = v) es una uv-trayectoria de color 1 de longitud menor que la de T, lo que 

contradice la elección de T. Por lo tanto (Ujo+l, Uio) ti. F(D). Como (UiO l Ujo+l) ti. F(D) 

y (Ujo+l, Uio) ti. F(D), entonces por el Lema 7.3 entre Uio Y Ujo+2 hayal menos una 

flecha en D. Por la elección de jo, (Uio' Ujo+2) ti. F(D). Por lo tanto (Ujo+2, Uio) E F(D). 

Entonces e' = (Uio,Ujo,Ujo+bUjo+2,Uio) es un e4 que por hipótesis es monocromático, 

como (Ujo , Ujo+l) es de color 1 entonces e' es de color 1, esto implica que (Uio' Ujo) es de 

color 1. Así T' = (u = U{) , T, Uio) U (Uio, Ujo) U (Ujo' T , Un = v) es una uv-trayectoria de 

color 1 de longitud menor que la de T, lo que contradice la elección de T. Por lo tanto 

este caso no es posible. 

Subcaso a .2: Supongamos que jo = n-lo Supongamos que io ~ 1. Por la elección 

de jo tenemos que (Uio' un) ti. F(D). Supongamos que (un, Uio) E F(D), entonces e = 
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de color 1, entonces e es de color 1 lo que implica que (Uio' Un-l) es de color 1. Así 

T' = (u = uo,T,uio) U (Uio,Un-bUn = v) es una uv-trayectoria de color 1 de longitud 

menor que la de T, lo que contradice la elección de T. Por lo tanto (un, Uio) rt F(D). 

Como además (Uio' un) rt F(D), por el Lema 7.3 entre Uio-l Y Un existe una flecha en 

D. Por la elección de io, (Uio-l, Un = v) rt F(D) entonces (v, Uio) E F(D). Entonces 

e' = (Uio-l' Uio' Un-l, Un, Uio-l) es un e4 que por hipótesis es monocromático. Como 

(un-¡, un) es de color 1 entonces e es de color 1 lo que implica que (Uio, Un-l) es de 

color 1. Así, T' = (u = uD, T, Uio) U (Uio' Un-l, Un = v) es una uv-trayectoria de color 1 

de longitud menor que la de T, lo que contradice la elección de T. Por lo tanto i o = a 
y entonces (u = UD, Un-l, Un = v) es una uv-trayectoria de longitud 2, y así se satisface 

la conclusión del teorema. 

Subcaso a.3: Supongamos que jo = n. Supongamos que i o ~ 2. Por la elección 

de io, (Uio-l, Un = v) rt F(D). Supongamos que (v, Uio-¡) E F(D). Entonces e = 

de color 1, entonces e es de color 1. Así (u = '!.lo, T, Uio) U (Uio' Un) es una uv-trayectoria 

de color 1 de longitud menor que la de T, lo que contradice la elección de T. Por lo 

tanto (v, Uio-l) rt F(D). Como además (Uio-¡' v) rt F(D) entonces por el Lema 7.3 

entre Uio-2 y v existe una flecha en D. Por la elección de io, (Uio-2, v) rt F(D) entonces 

(v, Uio-2) E F(D). Entonces e' = (Uio-2, Uio-}, Uio' Un, Uio-2) es un e4 que por hipótesis 

es monocromático. Como (Uio-l, Uio) es de color 1 entonces e' es de color 1 lo que 

implica que (Uio' Un = v) es de color 1. Así, T' = (u = UD, T, Uio) U (Uio, Un = v) es una 

uv-trayectoria de color 1 de longitud menor que la de T,lo que contradice la elección 

de T. Por lo tanto io ~ 1. Entonces (u = '!.lo, T, Uio) U ( Uio ,Un = v) es una u v-trayectoria 

de longitud 1 o 2 en D, así se satisface la conclusión del teorema. 

Caso b: Supongamos que para toda i E {a, 1, ... , n-2} y todaj E {i+2, ... , n}, (Ui' Uj) 
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~ F(D). Por el Lema 7.5, para toda i E {l, ... ,n} existe en Duna uiu-trayectoria de 

color 1, pero esto es una contradicción, por lo tanto este caso no es posible .• 

La siguiente observación es inmediata de la definición de torneo k-partito. 

Observación 7.7 Sea D un torneo k-partito m-coloreado. Supongamos que e es una 

camino cerrado en D de longitud a lo más 5 entonces e es un ciclo. 

Demostración. 

Sea e = (xo, x}, ••• , Xk, xo) con k :5 4 un camino cerrado en D. Demostraremos que 

e es un ciclo, es decir que Xi =f Xj para i =f j,i,j :5 4. 

Caso 1: Si l(e) = 2. Entonces e = (xo , x}, xo). Este caso no puede ser posible pues 

por definición de torneo k-partito entre dos vértices de D, en este caso Xo y Xl! existe 

una y sólo una flecha. 

Caso 2: Si l(e) = 3. Entonces e = (xo, Xl, X2). Xo =f Xl pues Xo adYDXI, Xl =f X2 

pues Xl adYDx2 y X2 =f Xo pues X2 adYDXO. 

Caso 3: Si l(e) = 4. Entonces e = (XO,XI,X2,X3,XO). Xo =f Xl pues Xo adYDXI, 

Xo =f X2 pues si Xo = X2 existiría una flecha simétrica entre Xo y Xl contradiciendo la 

definición de torneo k-partito. Xo =f X3 pues X3 adYDXO. Análogamente se prueba que 

cada uno de los vértices restantes es distinto de los demás. 

Caso 4: Si l(e) = 4. Entonces e = (XO,XI,X2,X3,X4,XO). Xo =f Xl pues Xo adYDx¡, 

Xo =f X2 pues si Xo = X2 existiría una flecha simétrica entre Xo y Xl contradiciendo la 

definición de torneo k-partito, Xo -:f X3 pues si Xo = X3 existiría una flecha simétri

ca entre Xo y X4 contradiciendo la definición de torneo k-partito, Xo -:f X4 pues X4 

adYDxo. Análogamente se prueba que cada uno de los vértices restantes es distinto de 

los demás .• 

Ahora probaremos el resultado principal de este capítulo. 

Teorema 7.8 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que tod e3 y todo e4 es 

monocromático. Entonces e(D) es núcleo perfecta. 
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Demostración. 

Por el Teorema 3.7 será suficiente probar que todo ciclo de e(D) tiene al menos una 

flecha simétrica. Supongamos, por contradicción, que e = (uo, UI , ... , Un = Uo) es un 

ciclo en e ( D) que no tiene flechas simétricas. Entonces para cada i E {O, 1, ... , n - 1} 

tenemos: 

(1) Existe en D una UiUí+I-trayectoria monocromática. Como (Ui, Uí+l) E F(e(D)) 

por definición de e(D) tenemos que en D existe al menos Wla UiUí+l-trayectoria mono-

cormática. 

(11) No existe en D ningWla Uí+lu¡-trayectoria monocromática. Como e no tiene 

flechas simétricas, entonces (Uí+I,Ui) t/:. F(e(D)), entonces por definición de e(D) 

tenemos que en D no existe ningWla Uí+IUi-trayectoria monocromática. 

(111) (Ui ' Ui+¡) E F(D) o existe una UiUi+rtrayectoria de longitud 2. Se sigue de las 

afirmaciones anteriores y del lema 7.6. 

(IV) Si P es Wl camino cerrado monocromático en D, entonces P no contiene a 

la vez a Uj y a Uj+l para toda j E {O, 1, ... , n - 1}. Se sigue de la suposición de que 

e no contiene flechas simétricas, ya que si Uj, Uj+l E V(P) tenemos Wl ujuj+l-carnino 

monocromático y un Uj+IUrcamino monocromático en D que contienen respectiva

mente a una Ujuj+l-trayectoria monocromática y Wla Uj+l urtrayectoria monocromáti

ca y por lo tanto existe en e(D) Wla flecha simétrica entre Uj y Uj+l. 

Para cada i E {O, 1, ... ,n -1} sea: 

Sea el = U~Ti, el es un camino cerrado en D. Sea el = (Zo,ZI, ... ,Zk,Zo) 

y definamos la función cp : {O, 1, ... , k} -- V (e) de la siguiente manera: si Ti = 

(Ui = Zio' Z¡o+b ... , Zio+r = Uí+l) con r E {1,2} entonces cp(j) = Zio para toda j E 

{io, iO+ll ... , iO+r- l}' Decimos que el índice i del vértice Zi de el es principal si Zi = cp(i), 
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denotemoo por Ip al conjlUlto de índices principales. La suma sobre loo índices de loo 

vértices de el será tomada módulo k. Entonces tenemos las siguientes afirmaciones: 

1. No existe en D ningún camino cerrado e" monocromático tal que para algu

na i E {D, 1, ... , k - 1}, {Zi' Zi+l, Zi+2, Zi+3} ~ V(e"). Procederemos por contradicción. 

Supongamos que existe lUl camino e" con las características anteriores. Por la defini

ción de índice principal tenemoo que existe m E {i, i + 1} tal que m es índice principal, 

supongamos que Zm = Uj para algún j E {1 , 2, ... , n}, nuevamente por definición de 

índice principal, tenemos que Uj+l E {Zi+l' Zi+2, Zi+3}' Así tenemos a Uj,Uj+l E V(C), 

e" lUl camino cerrado monocromático, lo que contradice la afirmación IV. 

2. Para toda i E {D , 1, ... , k - 1} , (Zi+3, Zi) ~ F(D) . Pues si (Zi+3 ' Zi ) E F(D), en-

tonces ( Zi , Zi+l, Zi+2, Zi+3 , Zi) es lUl camino cerrado de longitud 4, por la Observación 7.7, 

es lUl e4 , que por hipótesis es monocromático, es decir lUl camino cerrado monocromáti

co contradiciendo la afirmación 1. 

De las hipótesis de nuestra suposición sobre el, aplicando ~l Lema 7.3 y la afirmación 

IV, tenemos las afirmaciones 3 a 7. 

3. Para cualquier i E {D, 1, ... , k - 1} tal que i E Ip tenemos: 

3.1 (Zi+2, Zi) ~ F(D). Pues si (Zi+2 , Zi) E F(D), entonces (Zi , Zi+l , Zi+2 , Zi) es un 

e3 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos índices principales consecu

tivos, contradiciendo la afirmación IV. 

3.2 (Zi , Zi-2) ~ F(D). La prueba es completamente análoga a la del 3.1. 

4. Para cualquier i E {D , 1, ... , k - 1} tal que i E Ip tenemos: 

4.1 (Zi' Zi+2) E F(D) o (Zi, Zi+3) E F(D). Pues si (Zi, Zi+2) ~ F(D) como por 

3.1 (Zi+2 , Zi) ~ F(D) entonces Zi y Zi+2 no son adyacentes y por el Lema 7.3 existe 

lUla flecha entre Zi Y Zi+3· Si (Zi+3, Zi) E F(D), entonces (Zi, Zi+l, zi+2, zi+3, Zi) es lUl e4 

que por hipótesis es monocromático y que contiene dos índices principales consecutivos, 

contradiciendo la afirmación IV. Entonces (Zi, Zi+3) E F(D). 
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4.2 (Zi-2, Zi) E F(D) o (Zi-3, Zi) E F(D). La prueba es completamente análoga 

a la del 4.1. 

caso se obtiene un G3 o un G4 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos 

índices principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. 

6. (20, Z2) E F(D) o (zo, Z3) E F(D). Se sigue de 4.1 para i = O. 

7. (Zk-2'2o) E F(D) o (Zk-3, 20) E F(D) . Se sigue de 4.2 para i = k. 

Sea io = mín{ i E {3, 4, ... , k - 2} /(Zi+l ' 20) E F(D)} , sabemos que ese núnimo 

existe pues (Zk-l , 20) E F(D). Entonces 

8. (zo, Zio) E F(D) o (zo , Zio-l) E F(D). Por la elección de io, (Zio'2o) rt F(D) Y 

(Zio-l, zo) rt F(D). Si (zo, Zio) rt F(D) entonces Zo y Zio no son adyacentes y por el 

Lema 7.3 existe una flecha entre Zo y Zio-l, entonces (zo , Zio-¡) E F(D) .• 

Observación 7.9 Podemos suponer que io ~ 3 pues si io < 3, entonces io + 1 ::; 3 Y 

en cualquiera de los casos se obtiene un G3 o un G4 que por hipótesis es monocromático 

y que contiene dos índices principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. 

Analizaremos los dos casos dados por la afirmación 8. 

Caso a: Supongamos que (zo, Zio) E F(D). De la definición de io tenemos (Zio+l, zo) E 

F(D), entonces G" = (zo, Zio' Zio+1! zo) es un G3 que por hipótesis es monocromático, 

sea 1 el color de Gil. 

Subaso a.1: io rt Ip. Entonces: 

1 (a.1) i O- 1 E Ip e iO+l E ¡p. Por definición de índice principal. 

2 (a.1) (20 , Zio-l) rt F(D). Pues si (zo , Zio-l) E F(D) entonces (zo , Zio-}, Zio' Zio+l, zo) 

es un G4 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos índices principales 

consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. Analizaremos los dos casos dados por la 

afirmación 8. 
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Figura 7.2: Subcaso a.1 

3 (a.1) (zo, Zio-2) E F(D). Pues por (2.a.1) y la elección de io, Zo y Zio-l no son 

adyacentes entonces por el Lema 7.3 existe una flecha entre Zo y Zio-2, pero por la 

elección de io, (Zio-2, zo) rt F(D). 

4 (a.1) (Zio-l' Zio+¡) E F(D). Como Zo y Zio-l no son adyacentes y por definición de 

io (Zio+1l zo) E F(D), entonces por el Lema 7.3 existe una flecha entre Zio-l Y Zio+I, Y 

por (3.1) (Zio+I, Zio-l) rt F(D). 

Ahora, (Zio-l, Zio+l, Zo, Zio-2, Zio-l) es un C4 que por hipótesis es monocromático, 

como (Zio+ 1, Zo) es de color 1, entonces el ciclo anterior es de color 1, pero esto contradice 

la afirmación IV, por lo que este caso no es posible. 

Subcaso a.2: io E Ip. 

Subcaso a.2.1: (zo, Zio-l) E F(D). Entonces tenemos las siguientes afirmaciones: 

1 (a.2.1) io - 2 E Ip. Pues io - 1 rt Ip porque si lo fuera (Zio-b Zio, Zio+ll Zo, Zio-l) 

es un C4 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos índices principales 

consecutivos, contradiciendo la afinnación IV. Entonces io - 2 E Ip. 

2 (a.2.1) (Zio-2, Zio+¡) r¡. F(D). Supongamos por contradicción que (Zio-2, Zio+l) E 

F(D). Si Zio-2 es adyacente a ZQ, por definición de io, (Zo, Zio-2) E F(D), entonces 

te- nemos que (Zo, Zio-2, Zio+b zo) es un C3 que por hipótesis es monocromático y 
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Figura 7.3: Subcaso a.2.1 

de color 1 pues (Zio+b zo) es de color 1. Entonces (Zio' Zio+l, Zo, Zio-2) es una ZioZio-2-

trayectoria monocromática, contradiciendo que C es asimétrico en C(D) pues io - 2 

e io son Úldices principales consecutivos. Si Zo y Zio-2 no son adyacentes, entonces Zo 

Y Zio-3 si son adyacentes (Lema 7.3) y por la definición de i o, (Zo , Zio-3) E F(D) 

(Nótese que io - 3 =t O pues estamos suponiendo que (Zo, Zio-2) f/. F(D)). Entonces 

(Zo, Zio-3, Zio-2 , Zio+l, zo) es un C4 que por hipótesis es monocromático y de color 1 pues 

(Zio+l'ZO) es de color 1 . Entonces (Zio,Zio+l,ZO,Zio-3,Zio-2) es una ZioZio_2-trayectoria 

monocromática, contradiciendo que C es asimétrico en C(D) pues io - 2 e io son Úldices 

principales consecutivos. 

3 (a.2.1) (Zio-2, Zio) E F{D). Pues io - 2 E Ip Y (Zio - 2, Zio+l) f/. F(D), entonces, por 

4.1 (Zio-2, Zio) E F(D). 

4 (a.2.1) (Zo, Zio-2) E F(D). Pues (Zio+ll Zio-2) f/. F(D) pues si lo fuera (Zio+1, Zio-2, 

ZiO-b Zio, Zio+¡) es un C4 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos Úldices 

principales consecutivos, contradiciendo la afinnación IV, y como (Zio-2, Zio+l) f/. F(D) 

(2(a.2.1)), entonces Zio+l Y Zio-2 no son adyacentes. Por lo tanto, por el Lema 7.3 existe 

una flecha entre Zo y Zio-2, pero por la definición de i o, (zo, Zio-2) E F(D). 

Ahora, (zo , Zio-2, Zio, Zio+b zo) es un C4 que por hipótesis es monocromático, como 
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(Zio+b ZO) es de color 1, entonces el ciclo anterior es de color 1, lo que contradice la 

afirmación IV. Por lo tanto este subcaso no es posible. 

Subcaso a.2.2: (zo, Zio-l) fj. F(D). Entonces tenemos las siguientes afirmaciones: 

1 (a.2.2) (Zo , Zio-2) E F(D). Pues como (zo, Zio-l) fj. F(D) por hipótesis y por 

definición de io (Zio-b zo) ~ F(D), entonces Zo y Zio-l no son adyacentes. Por lo tanto, 

por el Lema 7.3, existe una flecha entre Zo y zio-2, pero por definición de io (zo, Zio-2) E 

F(D). 

2 (a.2.2) (Zio-l ' Zio+¡) ~ F(D). Pues si (Zio-l, Zio+¡) E F(D), entonces (Zio - l, Zio+l, zo, 

Zio-2 , Zio- l) es un C4 que por hipótesis es monocromático y es de color 1 pues (Zio+l, zo) 

es de color 1. Si iO- 1 E 111 , entonces (Zio' Zio + II Zo , Zio - 2, Zio -1) es una Zio Zio - 1-trayectoria 

monocromática, contradiciendo que C es asimétrico en C(D). Si iO- 1 fj. 111 , entonces 

iO- 2 E 111 Y (Zio, Zio+ll zo , Zio-2) es una ZioZio-2-trayectoria monocromática, contradicien

do que C es asimétrico en C (D). 

3 (a.2.2) (Zio+l ' Zio-¡) E F(D). Pues Zo y Zio-l no son adyacentes, por lo tanto, por 

el Lema 7.3, existe una flecha entre Zio+l y Zio-l pero por 2.(a.2.2) (Zio-l , Zio+¡) fj. F(D), 

entonces (Zio+l, Zio-¡) E F(D). 

4 (a.2.2) io- 2 E 1p. Pues si io- 2 fj. 1p, entonces io -1 E 111 , entonces (Zio+l , Zio-l, Zio' 

Zio+l) es un C3 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos índices principales 

consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. 

5 (a.2.2) (Zio-2, Zio+l) ~ F(D). Pues si (Zio-2, Zio+l) E F(D), entonces (Zio-2 , Zio+l, zo , 

Zio-2) es un C3 que por hipótesis es monocromático y de color 1 pues (Zio+l' zo) es de 

color 1. Entonces (Zio' Zio+b Zo, Zio-2) es una ZioZio- 2-trayectoria monocromática, con

tradiciendo que C es asimétrico en C(D). (recuérdese 4(a.2.2)). 

6 (a.2.2) (Zio+l, Zio-2) fj. F(D). Pues si (Zio+b Zio-2) E F(D), entonces (Zio+ll Zio-2, 

Zio-b Zio ' Zio+l) es un C4 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos fudices 

principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. 
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Figura 7.4: Subcaso a.2.2 

7 (a.2.2) (Zio - 2 , Zio) E F(D). Pues por eI5(a.2.2) y 6(a.2.2) Zio-2 Y Zio+l no son adya-

centes. Por lo tanto, por el Lema 7.3, existe llila flecha entre Zio - 2 Y Zio Y si (Zio' Zio-2) E 

F(D), entonces (Zio , Zio-2 , Zio-!, Zio) es un C3 que por hipótesis es monocromático y que 

contiene dos índices principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. Entonces 

Ahora, (Zo , Zio - 2, Zio ' Zio+l , Zo) es llil C4 que por hipótesis es monocromático, como 

(Zio+l , zo) es de color 1, entonces el ciclo anterior es de color 1, lo que contradice la 

afirmación IV. Por lo tanto este sub caso no es posible. 

Caso b: Supongamos que (20, Zio) ti. F(D). Entonces tenemos las siguientes afirma-

ClOnes: 

1 (b) (20, zio-d E F(D). Pues (zo, Zio) ti. F(D) por hipótesis y por definición de io, 

entonces Zo y Zio no son adyacentes. Por lo tanto, por el Lema 7.3, existe llila flecha 

entre 20 y Zio-b pero por la definición de io, (20 , Zio-l) E F(D). 

2 (b) in - 1 ti. Ip. Pues (Zio-b zio ' zio+b 20, zio-d es un C4 que por hipótesis es 

monocromático. Si io - 1 E Ip, entonces io E Ip o io + 1 E Ip. En cualquier caso el C4 

anterior contiene dos índices principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. 

3 (b) io E Ip e io - 2 E Ip. Por definición de índice principal y de la Tio trayectoria. 
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4 (b) io + 1 rt. Ip. Pues si io + 1 E Ip, (zio+¡,Zo,Zio-I,Zio,Zio+l) es un C4 que por 

hipótesis es monocromático y que contiene dos índices principales consecutivos, con

tradiciendo la afirmación IV. 

5 (b) io + 2 E Ip. Por definición de índice principal y 4(b). 

6 (b) (Zio' Zio-2) ~ F(D). Pues si (Zio' Zio-2) E F(D), C tendría una flecha simétrica 

en C(D). Contradicción (recuérdese 2(b) y 3(b)). 

7 (b) (zo, Zio-3) E F(D). (Zio-l, Zio ' Zio+l, zo, Zio-l)es un C4 que por hipótesis es 

monocromático, digamos de color 1. Si (zo, Zio-3) ~ F(D), como por definición de 

(Zio-3 , zo) ~ F(D), entonces Zo y Zio-3 no son adyacentes. Por lo tanto, por el Lema 

7.3, existe una flecha entre Zo y Zio-2, pero por definición de i o, (Zo , Zio-2) E F(D).Si 

(Zio-2 , Zio) E F(D), entonces (Zio-2, Zio' Zio+l, Zo, Zio-2) es un C4 que por hipótesis es 

monocromático y que contiene dos índices principales consecutivos, contradiciendo la 

afirmación IV. Si (Zio-2 , Zio) ~ F(D), por 6(b), Zio Y Zio-2 no son adyacentes. Entonces, 

por el Lema 7.3, existe una flecha entre Zio-2 Y Zio+l. Si (:Zio-2, Zio+¡) E F(D), en

tonces (Zio-2, Zio+1, zo, Zio-2) es un C3 que por hipótesis es monocromático y de color 

1 pues (Zio+l' zo) es de color 1. Entonces (Zio' Zio+l, Zo, Zio-2) es una ZioZio-2-trayectoria 

monocromática, contradiciendo que C es asimétrico en C(D). Si (Zio+1' Zio - 2) E F(D), 

entonces (Zio-2, Zio-I, Zio' Zio+l, Zio-2) es un C4 que por hipótesis es monocromático y 

que contiene dos índices principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. 

8 (b) (zio-2, Zio+l) E F(D). Como Zio Y Zio-2 no son adyacentes (ambos son índices 

principales consecutivos con la Tio- 2 trayectoria de longitud 2 y por 6(b)), por lo tanto, 

por el Lema 7.3, existe una flecha entre Zio-2 Y Zio+h pero si (Zio+l' Zio-2) E F(D), 

entonces (Zio+I, Zio-2, Zio-}, Zio' Zio+l) es un C4 que por hipótesis es monocromático y que 

contiene dos índices principales consecutivos, contradiciendo la afirmación IV. Entonces 

( Zio-2, Zio+1) E F(D) . 

Ahora (Zo, Zio-l, Zio' Zio+b Zo) es un C4 que por hipótesis es monocromático, digamos 
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Figura 7.5: Caso b. 

de color 1. (ZiO+I' ZO , Zio-3, ZiO-2, zio+d es un e4 que por hipótesis es monocromático y 

de color 1 pues (Zio+J,Zo) es de color 1. Por lo tanto (ZiO , ZiO+I, Zo , Zio-3 , Zio-2) es una 

ZioZio-2-trayectoria monocromática, contradiciendo que e es asimétrico en e(D). Por 

lo tanto este subcaso no es posible. 

Recordemos la Observación 7.9. Analicemos ahora cuando i o = 3. Supongamos que 

(zo , Z2) E F(D). Así tenemos que e" = (Zo , z2 , Z3 , Z4, Zo) es un e4 que por hipótesis es 

monocromático, sea 1 el color de e". Entonces {2,4} n Ip = 0 y {l, 3} ~ Ip, pues si 

2 E Ip, entonces 3 E Ip o 4 E Ip, en cualquier caso, se contradice la afirmación IV. Si 

4 E Ip, entonces 3 E Ip o 4 E Ip, de nuevo en cualquier caso se contradice la afirmación 

IV. Así, como {2, 4} n Ip = 0, entonces {l, 3} ~ Ip. Si (ZI, Z3) E F(D) o (Z3, Zl) E F(D) 

obtenemos una flecha simétrica en e lo cual es una contradicción. Por lo tanto entre Zl 

y Z3 no hay flechas en D. Entonces por el Lema 7.3 tenemos que entre Z} y Z4 existe una 

flecha en D, pero cualquiera de las dos posibilidades nos lleva a que existe una flecha 

simétrica en D, lo cual es una contradicción. 

Entonces supongamos por el contrario que (zo, Z2) ~ F(D). Por la definición de 

i o, (Z2' Zo) ~ F(D), entonces Zo y Z2 no son adyacentes, así por el Lema 7.3 tenemos 

que entre Zo y Z3 existe una flecha en D. Por la afirmación 2 (Z3, zo) ~ F(D) por 
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6 

Figura 7.6: Si i o = 3, (zo, Z2) E F(D) 

lo tanto (zo, Z3) E F(D) . Entonces tenemos (Z3,Z4, ZQ, Z3) lUl C3 que por hipótesis es 

monocromático, digamos de color 2. Como Zl Y Z3 no son adyacentes, se sigue del Lema 

7.3 que existe lUla Becha entre Z4 Y Zl. Si (Z4, Zl) E F(D), entonces (Z3, Z4, Zl, Z2, Z3) 

es lUl C4 que por hipótesis es monocromático y que contiene dos Úldices principales 

consecutivos, contradiciendo la afinnación IV. Si (Zl , Z4) E F(D), entonces (Z3, Z4, zo, Z3) 

es lUl C3 que debe ser monocromático y de color 2, entonces (Z3, Z4 , zo, Zl) es lUla Z3Z1-

trayectoria monocromática, contradiciendo que C es asimétrico en C(D). 

Así llegamos a la contradicción final. Por lo tanto todo ciclo de C(D) tiene al menos 

lUla Becha simétrica y concluimos que C(D) es núcleo perfecta .• 

Corolario 7.10 Sea D un torneo k-partito m-coloreado tal que todo C3 y todo C4 es 

monocromático, entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. 

Demostración. 

Como consecuencia inmediata del Teorema 7.8 tenemos que C(T) es una digráfica 

núcleo perfecta, en particular C(T) tiene núcleo. Por el Teorema 4.9 sabemos que si 

C(T) tiene núcleo, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas .• 
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¡--------in 

Figura 7.7: Si io = 3, (zo, Z2) ~ F(D) 



Capítulo 8 

Conclusiones. 

La vie n'est bonne qu'a. étudier et a enseigner les mathématiques. 

Blaise Pascal 

Después de haber definido e introducido l~ conceptos y propiedades flllldamentales 

de la teoría de gráficas, y con base a los teoremas dem~trados en l~ primer~ capítul~, 

el resultado primordial que probam~ en este trabajo es que para todo torneo T m

coloreado, sin partición, bipartito o k-partito, la simple condición de que l~ cicl~ 

pequeñ~ ( C3 , C4 , y C3 y C4 respectivamente) contenidos en T sean monocromátic~, 

garantiza que la cerradura transitiva de T tenga núcleo y por tanto que T tenga núcleo 

por trayectorias monocromáticas. Ésta, es una caracterización importante de torneos 

con núcleos por trayectorias monocromáticas, pues es fácil verificar si dicha hipótesis 

se cumple. 
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