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) rttrod \ACClOVl 

Con el descubrimiento de la teoría de las categorías a mediados del siglo pasa­
do, nacieron nuevas formas de hacer matemáticas. Algunas de ellas consistían en 
generalizar conceptos como estructuras algebraicas o topológicas, así nacen teorías 
como son las categorías abelianas, la teoría de topos y las categorías topológicas. 
Las categorías topológicas son inventadas por Horst Herrlich en los años 70's e inme­
diatamente llaman la atención de varios matemáticos alrededor del mundo, muchos 
de ellos hacen importantes aportaciones. También en esa década G. PreuB empieza 
el estudio de conexidad y disconexidad en categorías topológicas concretas, esto es, 
sobre categorías de conjuntos con estrutura ([35]). El Dr. Roberto Vázquez y la Dra. 
Graciela Salicrup también desarrollan las nociones de conexidad y disconexidad en 
categorías topológicas tanto para objetos como para morfismos ([36]) y cada vez se 
pone más atención en la generalización de conceptos topológicos a categorías arbi­
trarias. Un buen resumen sobre el desarrollo de conexidad y disconexidad puede ser 
consultado en [32]. Después de varias investigaciones, en los 80's se encuentra un 
ingrediente importante para este propósito, los operadores de cerradura en catego­
rías. D. Dikranjan y E. Giuli en su artículo [18] dan una definición de operador de 
cerradura en categorías arbitrarias y lo utilizan para definir algunos conceptos como 
conexidad, separación y disconexidad. También en este artículo se observa que la 
teoría de operadores de cerradura en módulos está estrechamente relacionada con 
la teoría de prerradicales y se hacen investigaciones tanto en categorías de módulos 
como en categorías topologícas concretas ([24), [20], [19]) . En los 90's se continua 
con estas investigaciónes y se obtienes generalizaciones de resultados clásicos en com­
pacidad, perfección, separación, conexidad y disconexidad, pero ahora en categorías 
arbitrarias ([17], [14] , [15), [16), [11]) . Brümmer, Giuli y Holgate en [9] generalizan 
a categorías arbitrarias el concepto de espacio escindible definido por Arhangel 'skii 
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en los 80 's para espacios topológicos ([4]). En este artículo ellos definen subcat­
egorías escindibles y caracterizan (bajo pequeñas condiciones) estas subcategorías 
que son escindibles y productivas como las subcategorías cerradas bajo monofuentes. 
En esta tesis nosotros estudiamos tres conceptos que podrían considerarse como ge­
neralizaciones de conexidad y disconexidad. Empezamos estudiando las relaciones 
entre las nociones de subcategorías delta como fueron definidas en [15], subcate­
gorías escindibles como están definidas en [9] y subcategorías de objetos discretos 
como recientemente fueron definidas por Clementino en [13]. También estudiamos el 
operador de cerradura escindible como fue definido en [9]. De igual manera se estu­
dian las relaciones entre subcategorías nabla ([15]), subcategorías coescindibles como 
definimos aquí (definición 3.6.4) y subcategorías de objetos indiscretos ([13]). Tam­
bién estudiamos el operador de cerradura coescindible el cual fue definido en [13]. 
El primer capítulo consta de algunos conceptos preliminares, definimos sistemas de 
factorización para morfismos y para pozos ([1], [22], [10]), también definimos el 
concepto de puntos en una categoría ([15]) y por último damos el concepto de cat­
egoría topológica y vemos algunas de sus propiedades ([1], [35]) . En el segundo 
capítulo definimos operadores de cerradura en categorías, estudiamos algunas de sus 
propiedades y damos algunos ejemplos ([22], [10]). En el tercer capítulo estudia­
mos las nociones de subcategorías delta y nabla en el sentido de Clementino-Tholen 
([15]), subcategorías escindibles en el sentido de Brümmer, Giuli y Holgate ([9]) y 

de subcategorías coescindibles como nosotros definimos aquí (definición 3.6.4), y por 
último subcategorías de objetos dicretos e indiscretos en el sentido de Clementino 
([13]). Estudiamos las relaciones y diferencias entre subcategorías delta, subcate­
gorías escindibles y subcategorías de objetos discretos. Se prueba que bajo pequeñas 
restricciones las subcategorías que son escindibles y productivas coinciden con las 
subcategorías delta ([9]), también se da un resultado que nos dice cuando una sub­
categoría escindible es una subcategoría de objetos discretos ([13] . Al final se dan 
ejemplos que muestran que las tres nociones son diferentes. Por otro lado, se estudia 
las relaciones entre subcategorías nabla, subcategorías coescindibles y subcategorías 
de objetos indiscretos. Se prueba que en muchas categorías bien conocidas las subcat­
egorías coescindibles son las categorías cohereditarias (proposición 3.6.11) . Definimos 
la noción de f-pozo y probamos que una subcategoría coescindible y cerrada bajo 
f-pozos es una subcategoría de objetos indiscretos (proposición 3.8.5) , además se 
da una condición de cuando una subcategoría nabla es una subcategoría de objetos 
indiscretos ([13]). Al final se dan ejemplos que muestran que las tres nociones son 
diferentes. También estudiamos los operadores de cerradura escindibles y su relación 
con los operadores de cerradura regulares y los operadores de cerradura coescindibles 
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y su relación con los operadores de cerradura corregulares (proposición 3.7.12). Nue­
stros principales ejemplos son en categorías de módulos y categorías topológicas. 
Conceptos de categorías no dados en la tesis pueden ser consultados en [1], [8] y 

[33], conceptos de topología general pueden ser consultados en [23], conceptos de 
módulos y prerradicales pueden ser consultados en [3] y [7]. 





CAPÍTULO 

1 Prelimiriam 

En este capítulo revisaremos varios conceptos como son sistemas de factorización 
para pozos y modismos, puntos y categorías topológicas, los cuales son necesarios 
para la teoría. La primera sección fue obtenida de [22], [10] y [15], la segunda sección 
se obtubo de [1], [8] y [35] . 

1. S1Abobjetos, SistemQS de JQctorizQcióri y P1Ar1tos 

Comencemos con una clase de monomorfismos M en una categoría C. Para cada 
X E C, sea M/X la clase de todos los M-morfismos con codominio X, para m, n E 
M / X definimos la relación m :S n si y sólo si existe j E Mor(C) tal que no j = m, 
es decir , el siguiente diagrama conmuta 

M N 

~/ 
X 

Es claro que ":S" es una relación reflexiva y transitiva. De esta forma M / X es una 
clase preordenada. Como n es mono, j está determinado de manera única. Cuando 
tengamos m :S n y n :S m escribiremos m 2': n y así obtenemos lo siguiente. 

DEFINICIÓN 1.1 . Sub{X) = (M/X) / 2': se llamará la clase de subobjetos de X 

con respecto a M. 

OBSERVACIÓN 1.2. De aquí en adelante impondremos algunas condiciones sobre 

M . 

5 
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Ml) M es cerrada bajo composición a la derecha con isomorfismos; 
M2) M contiene todos los morfismos identidad de C. 

DEFINICIÓN 1.3. Diremos que e es bien M-potenciada si para cada X E e, 
Sub(X) tiene un conjunto (pequeño) de representantes. 

EJEMPLOS 1.4. 

l. En la categoría Con de conj untos podemos tomar a M como el conjunto 
de funciones inyectivas. Toda función inyectiva m : M ---> X es isomorfa 
exactamente a una inclusión m(M) <--->X, es decir, Sub(X) = 2x y así Con 
es bien M-potenciada. Claramente satisface Ml y M2. 

2. En la categoría Top tomemos a M como el conjunto de encajes, esto es, 
funciones inyectivas que son homeomorfismos sobre su imagen. Por argu­
mentos similares a los del ejemplo anterior tenemos que M satisface Ml y 
M2. además Top es bien M-potenciada. 

3. En la categoría Grp de grupos tomemos a M como el conjunto de ho­
momorfismos inyectivos, de igual forma M satisface todas las propiedades 
requeridas. 

Ahora construyamos la imagen inversa de un subobjeto. 

DEFINICIÓN 1.5. Sean e una categoría y M como antes. Diremos que e tiene 
M-productos fibrados si y sólo si para cada f E C(X, Y) y n E Sub(Y) existe un 
producto fibrado 

con m E Sub(X), m se llama la imagen inversa de n bajo f y es denotado por 
f - 1(n) : f - 1(N)---> X. 

De aquí obtenemos. 

PROPOSICIÓN 1.6. f - 1 (-) : Sub(Y) ---> Sub(X) es una fun ción que preserva el 
orden, esto es, si k::; n en Sub(Y) entonces f - 1(k)::; f - 1(n) en Sub(X) . 
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DEMOSTRACIÓN. Del siguiente diagrama obtenemos lo deseado 

DEFINICIÓN 1.7. Supongamos que e tiene M-productos fibrados y para cada mor­
fismo f E C(X, Y) la función f - 1 (-) : Sub(Y) --+ Sub(X) tiene adjunto izquierdo 
f(-) : Sub(X) --+ Sub(Y) (las clases Sub(Y) y Sub(X) son consideradas como cate­
gorías). Para m : M --+ X en Sub(X) llamaremos a f(m) : f(M) --+Y la imagen de 
m bajo f y es determinada de manera única (salvo isomorfismos) por la propiedad 

Para cada n E Sub(Y) y m E Sub(X), m :::; f - 1(n) si y sólo si f(m):::; n. 

OBSERVACIÓN 1.8. De lo anterior y de las propiedades de par adjunto tenemos 
lo siguiente: 

l. Si m:::; k entonces f(m) :::; f(k) ; 

2. m:::; f - 1(f(m)) y f(f - 1(n)):::; n ; 

3. f(ViEilni) ~ ViEif(miJ ; 
4. f - 1(¡\iEind ~ ¡\iEif- l(nd. 

Con lo anterior podemos obtener lo siguiente. 

DEFINICIÓN 1.9. Sea M una clase de monomorfismos en C que satisface Ml y M2 
de la observación 1.1. 2. Una M-factorización derecha para C es una f actorización 
para morfismos que satisface lo siguiente: 

l. f = mo e con m E Sub(Y) ; 
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2. (Propiedad de diagonalización torcida.) Siempre que tengamos un diagrama 
conmutativo (considerando sólo las flechas sólidas) 

Y-----+Z 
V 

con n E Sub(Z), extiste un único w: M --+ N con n ow = vom y woe =u. 

OBSERVACIÓN 1.10. La M-factorización derecha, si existe, es única. 

Ahora revisemos un resultado que nos da condiciones para la existencia de éste 
tipo de factorizaciones. 

PROPOSICIÓN 1.11. Supongamos que e tiene M-productos fibrados y que para 
cada f E C(X, Y) la función f - 1 (-) tiene adjunto izquierdo f(-). Entonces C tiene 
una M-factorización derecha. 

DEMOSTRACIÓN. Sea m = f(lx) : f(X) --+Y, como lx ::::; f - 1(m) obtenemos el 
siguiente diagrama conmutativo 

x~r1 (MJ--2___,M 

1,j~m) lm 
X f y 

definamos e= jo i. Como f - 1(v- 1(n)) = u - 1(n- 1(n)) = lx 2'. lx tenemos por 
adjunción que v- 1 (n) 2'. f(l xl = m , esto nos da el siguiente diagrama 

Tomemos w = lo h . Por definición n o w = v o m y como n es mono, w está deter­
minado de manera única, w o e = u se sigue de n o w o e = n o u . iic 
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Ahora comencemos de manera inversa, supongamos que todo modismo en C 
tiene una M-factorización derecha. Para f: X--+ Y y m E Sub(X) definimos f(m): 
f(M) --+Y como la M-parte de la M-factorización derecha de la composición fo m 

M---d(M) 

ml lf(m) 
X y 

De la propiedad (2) de la definición anterior tenemos que f(-) : Sub(X) --+ Sub(Y) 
preserva el orden. Como es de esperarse obtendremos que f(-) es adjunto izquierdo 
a f - 1(-). 

PROPOSICIÓN 1.12. Son equivalentes: 

(i) C tiene M-productos fibrados y todo morfismo tiene una M-factorización 
derecha; 

( ii) C tiene M -productos fibrados y f - 1 ( - ) tiene un adjunto izquierdo para cada 
morfismo f; 

(iii) Todo morfismo tiene una M-factorización derecha y f(-) tiene un adjunto 
derecho para cada morfismo f. 

DEMOSTRACIÓN. i):::} ii) y i):::} iü) Para f(-) como se definió hay que probar 
que f(-) -l f - 1(-) . En efecto, m ~ f - 1(f(m)) se sigue de la propiedad universal del 
producto fibrado y f(f - 1 (n)) ~ n se sigue del siguiente diagrama y de la propiedad 
de diagonalización torcida 

Y----+Y 
ly 

ii) :::} i) Se sigue de la proposición anterior. 
iü):::} i) Denotemos por f - 1(-) el adjunto derecho de f(-). Para cada n E Sub(Y) 
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

Hay que probar que el rectángulo es un producto fibrado. Sean g : Z ---> X y h : Z ---> N 
con fog = noh y formemos la M-factorización derecha g = koe con k E Sub(X) . La 
propiedad de diagonalización torcida da un morfismo w tal que el siguiente diagrama 
es conmutativo 

X---> y 
f 

Por la misma propiedad uno tiene f(k) ::; n, así k ::; f - 1(n) por adjunción. Por 
lo tanto existe j: K---> f - 1(N) con f - 1(n) o j = k , de esta forma si ponemos t = 
j o e : Z ---> f- 1 ( N) uno tiene f- 1 ( n) o t = k o e = g. Como n y f - 1 ( n) son monos, 
t está determinado de manera única y satisface f' o t = h con f' = f ( f- 1 ( n)) o 
f - 1 (n). ~ 

DEFINICIÓN 1.13. Diremos que e es finitamente M-completa si satisface las 
condiciones de la proposición anterior. 

EJEMPLOS 1.14. 

l. Con es finitamente M-completa con la factorización usual a través de la 
imagen de una función y M la clase de inyecciones. 

2. Top es finitamente M-completa tomando como factorización la cerradura 
de la imagen de una función y M la clase de encajes cerrados. 

3. De la misma manera que en conjuntos, Grp es finitamente M-completa 
con M la clase de monomorfismos. 

Para m E Sub(N) y n E Sub(X) , la composición no m: M---> X debería ser un 
subobjeto, pero cerradura bajo composición es independiente de las propiedades de 
estabilidad de M, veamos el siguiente ejemplo. 
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EJEMPLO 1.15. En Grp tomemos a M = {f: G--+ H 1 fes mono y f(G) ~ H}. 
Tenemos que Grp es finitamente M-completa pero N ~ H y H ~ G no implica 

N ~ G. 

Es por esto que debemos agregar una restricción más a nuestra clase de monomor­
fismos. La siguiente proposición nos dirá que así ya obtendremos un sistema de fa c­
torización ortogonal. 

PROPOSICIÓN 1.16. Son equivalentes: 

(i) Todo morfismo tiene una M-factorización derecha y M es cerrada bajo 
composición; 

( ü) Existe una clase E de morfismos en C tal que la pareja (E, M) es un sistema 
de factori zación ortogonal, esto es, que satisface lo siguiente: 

l. Todo morfismo f en C tiene una f actorización f = m o e con m E M 
y e E E; 

2. Para cada diagrama conmutativo (considerando sólo las flechas sóli­
das) 

con e E E y m E M existe un único w : Y --+ M con w o e = u y 
mow =v. 

DEMOSTRACIÓN. i) =} ü) Escribimos el_ m y diremos que e es ortogonal a m 
si para cada diagrama conmutativo (considerando sólo las flechas sólidas) 

· -----+ · 

existe un único w que hace conmutativo el diagrama completo. Sea E la clase M.L = 

{e E MorC: para cada m E M, e 1- m}. Es suficiente probar entonces que cuando 
formamos f = m o e : X --+ Y uno tiene e E E. Para esto tomemos la M-factorización 
derecha de e = n o d : X --+ M y apliquemos la propiedad de diagonalización torcida 
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de la primera factorización a 

y __________, y 
ly 

Observando que m o n E M obtenemos un morfismo t : M ___, N con mono t = m y 

esto implica que no t = 1 M (pues mes mono). Ahora n mono y retracción implica 
que n es iso, así la propiedad de diagonalización torcida de la segunda factorización 
nos da que e E M .1 = [ . 

ü) =} i) Primero debemos probar que M coincide con la clase E.i = {m E MorC : 
para cada e E E, e .l m}. La propiedad (2) de (ü) nos da M ~ E.i. Para m E E.i 
consideremos una factorización m = k o c con k E M y c E [ . Consideremos el 
siguiente diagrama 

M~M 

el ¡ m 
K X 

k 

como m E [ .1 existe w : K ___, M con w o e = 1 M y m o w = k, el que k sea mono 
implica que w es mono, esto implica que e es un iso (pues w es mono y retracción) . 
Así obtenemos que m ~ k E Sub(X). Es fácil ver que E.i es cerrada bajo composición. 
Por lo tanto cada morfismo f tiene una factorización f = m o e con m E M y cada 
vez que tengamos un diagrama conmutativo 

y __________, z 
V 
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Donde n E Sub(Z ), como M = [ 1- existe un único morfismo w que hace conmutativo 
el siguiente diagrama 

X~N 

el ,'~/,~ j n 
M. ________, Z 

vom 

Así que esto nos dice que C tiene una M-factorización derecha. 

Aunque ya tenemos una buena noción de sistema de factorización, necesitamos un 
paso más, pues es importante la estructura de retícula sobre cada clase de subobjetos 
de un objeto dado. Si C tiene M-productos fibrados y Mes cerrada bajo composición, 
para cada X E C, la clase Sub(X) tiene ínfimos binarios, uno obtiene el ínfimo mi\ n: 
Ml\N --+ X de dos subobjetos m, n E Sub(X) como la diagonal del siguiente producto 
fibrado 

M !\ N --------> N 

j jn 
M---->X 

m 

De hecho, tenemos una defini ción más general. 

DEFINICIÓN 1.17. Diremos que e tiene M-intersecciones si para cada X E e y 

cada familia (m;.)iEI ~ Sub(X) (I podría ser una clase propia o vacía) existe un 
diagrama de producto fibrado múltiple 

Mi 

/~ 
M m X 

con m E Sub(X), esto es, mi oh = m para cada i E I y siempre que uno tenga un 
morfismo g : Z --+ X y una familia hi : Z --+ Mi con mi o hi = g para cada i E 
entonces existe un único t : Z --+ M con m o t = g y h o t = hi para cada i E I. 

Uno fácilmente puede verificar que m en la definición anterior es el ínfimo de 
(m;.)i E I en Sub(X) , por lo tanto uno escribe 

m ~ /\mi : /\Mi --+ X. 
iEI iEI 

Pero también llamamos a m la M-intersección de ( m;.)iEI para enfatizar su caracteri­
zación categórica como un producto fibrado múltiple. La hipótesis de que M sea una 
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clase de monomorfismos no es requerida si la categoría tiene M-intersecciones, pues 
en este caso todo elemento en M es necesariamente monomorfismo. Ahora veamos 
una propiedad básica en presencia de la definición previa. 

PROPOSICIÓN 1.18. Si e tiene M-intersecciones, entonces para cada X E e 
la clase Sub(X) tiene estructura de "retícula grande", es decir, en Sub{X) existen 
ínfimos y supremos arbitrarios (también para subfamilias indicadas por una clase 
propia). 

DEMOSTRACIÓN. Como es usuaL uno costruye el supremo de (mdiEI en Sub(X) 
como el ínfimo todas las cotas superiores de (miliEI· ~ 

Si C tiene también M-productos fibrados, es fácil ver que el supremo m E Sub(X) 
de (mtliEI tiene la siguiente propiedad categórica: existen morfismos (iiliEI tales que 

l. m o it = m1 para cada i E 1 ; 

2. Si para cada i E 1 tenemos un diagrama conmutativo 
U¡ 

M 1 -------> N 

j¡ 1 
M n 

mj 
X Z 

V 

donde n E M, existe un único w: M-+ N con now = vom y woji = u1. 

Esto nos lleva a la siguiente definición. 

DEFINICIÓN 1.19. Un subobjeto m E Sub(X) es llamado la M-unión de (mtliEI s;;; 
Sub(X) si satisface la propiedad categórica antes mencionada. 

Si en el diagrama anterior ponemos v = 1 x entonces uno observa que M-uniones 
son supremos en Sub(X) , por lo tanto uno escribe 

m = V m1 : V M1 -+ X. 
iEI iEI 

De esto y la proposición anterior obtenemos. 

COROLARIO 1.20. Si e tiene M-productos fibrados y M-intersecciones, entonces 
C tiene M-uniones . 

Ahora estamos listos para dar una factorización para pozos. 
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DEFINICIÓN 1.21. Sea (f1 : X1 --> Y) 1EI un pozo en C. Una M-factorización 
derecha para ( f;) 1E 1 consiste de morfismos m E M y ( e1 : X1 --> M) 1E 1 en e tal que 

l. f1 = m o e1 para cada i E I con m : M --> Y; 
2. si para cada i E I tenemos un diagrama conmutativo 

U;. 
X1 ------* N 

e ¡ 1 
M n 

m¡ 
y z 

V 

en C con n E M , existe un único w : M --> N con n o w = v o m y 

w o e1 = u 1. 

A la propiedad (2) le llamaremos la propiedad de diagonalización simultanea torcida. 

Veamos cuando una categoría tiene una factorización de este tipo. 

PROPOSICIÓN 1.22. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

l. C tiene M-productos fibrados y M-intersecciones; 
2. C tiene M-uniones y todo morfismo en C tiene una M-factorización derecha; 
3. Todo pozo en C tiene una M-factorización derecha. 

DEMOSTRACIÓN. 

(1) =? (2) se sigue del corolario anterior y del hecho que f- 1 (-) : Sub(Y) --> 
Sub(X) preserva ínfimos para cada f: X--> Y en C. 

(2) =? (3) Dado un pozo (f1 : X1 --> YhEI, primero formamos la M­
factorización derecha de cada f1 = m1od1 y luego consideramos la M-unión 
m : M--> Y de (m;)1EI· Usando las propiedades respectivas se prueba que 
esto nos da una M-factorización derecha para pozos. 
(3) =? (1) Para f: X--> Y y n : N -->Y en M hay que probar la existencia 
de un producto fibrado 

M~N 

m¡ ¡n 
X y 

f 

con m E M . Sea ( 91 : Z¡ --> XhE 1 la familia de todos los morfismos 9¡ 
tal que existe un morfismo h¡ : Z; --> N con fo 91 = n o h 1. Factorizando 
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( g¡} y aplicando la propiedad de diagonalización simultanea obtenemos 
morfismos m E M y f' con fo m = no f' y morfismos e, : Z1 -+ M 

con m o e, = g1 para cada i. E l. Los morfismos anteriores garantizan la 
propiedad universal del producto fibrado. La demostración de que existen 
M-intersecciones es similar. 

DEFINICIÓN 1.23. e es M- completa si satisface las propiedades de la proposición 
anterior. 

Veamos unas definiciones las cuales usaremos frecuentemente. 

DEFINICIÓN 1.24. Sea (p1 : Y-+ YdiEI una fuente en C. 

i) (PdiEI es llamada monofuente si para cada u, V: X :::t y en e, p,ou = p,ov 
para cada i E 1 siempre implica que u = v. Una subcategoría A de C es 
cerrada bajo monofuentes si Y1 E A para cada i E 1 uno tiene Y E A . La 
noción dual es epipozo; 

ii) (PdiEI es llamada monofuente extrema[, si es monofuente y cada vez que 
se factori ce como 9i o e = Pi con e un epimorfismo, entonces e tiene que 
ser un isomorfismo. Si la monofuente consta de un solo elemento entonces 
se le llamará monomorfismo extrema[. La noción dual es epipozo extrema[ 
y epimorfismo extrema[. 

En seguida daremos otra definición de factorización para pozos, la cual generaliza 
a la factorización ortogonal para morfismos. En esta parte M denotará una colección 
arbitraria de morfismos, sin embargo veremos que cuando M forma parte de un 
sistema de factorización para pozos, es necesariamente una clase de monomorfismos. 

DEFINICIÓN 1.25. Sean JE una colección de pozos y M una clase de morfismos 
en una categoría C. Diremos que (JE, M) es un sistema de factorización para pozos 
en C o que C es una (JE, M )-categoría si y sólo si: 

i) JE y M son cerrados bajo isomorfismos, en particular, para JE esto significa 
que si (e, : X, -+ YhE I es un pozo en JE y h : Y -+ W es un isomorfismo, 
entonces (h o ediEI pertenece a JE; 

ii) Para cada pozo (h1: X1-+ XhEI existe (ediEI E JE y m E M tales que para 
cada i E 1 h 1 = m o e1; 

iii) La factorización anterior satisface la propiedad de diagonalización simul­
tanea, esto es, si s : Y -+ Z y m : M -+ Z son morfismos con m E M , y 

(e,: X,-+ YliEI y (r,: X, -+ MhEI son pozos con (ediEI E JE de tal forma 



1.1 51Abobjetos, Sistemas de 'f actorización y P1Antos 17 

que para cada i E 1 m o Ti = s o ei , entonces existe un único morfismo 

d : Y -+ M tal que para cada i E 1 el siguiente diagrama conmuta 

X·~ M .. f ,~,/ jm 
y z 

Claramente si C es una (JE, M)-categoría entonces C tiene una factorización or­
togonal (E, M) con E la clase de todos los pozos singulares en JE. 

PROPOSICIÓN 1.26. Para M una clase de monomorfismos que satisface MI y 
M2 de la observación 1.1. 2, son equivalentes: 

l. C tiene una M-factorización derecha para pozos y M es cerrada bajo com­

posición; 
2. Existe una colección JE de pozos en C tal que C es una (JE, M )-categoría. 

DEMOSTRACIÓN. Similar a la demostración de la proposición 1.1.15. ~ 

Para el siguiente resultado necesitamos las iguiente definición. 

DEFINICIÓN 1.27. Sean f : X -+ y un morfismo y (gi : xi -+ YdiEI un pozo. 

Diremos que (gdiEI es ortogonal a f , y lo denotaremos como (giliEI _l_P f , si para 

cada pozo (Ti : Xi-+ XliEI y cada morfismo s: Yi -+ Y satisfacen que para cada i E 1 
se tiene f o Ti = s o 9i, entonces existe un morfismo d : Yi -+ X tal que para cada 
i E 1 el siguiente diagrama conmuta 

Si N es una clase de morfismos, N .Lp denota a la colección de pozos que son ortog­

onales a todo elemento de N. De igual forma, si M es una colección de pozos, M.Lp 

denota la clase de morfismos que son ortogonales a cada pozo de M . 

A continuación daremos las propiedades de la factorización para pozos. 

PROPOSICIÓN 1.28. Sean JE una colección de pozos y M una clase de morfismos 

tales que C es una (JE, M )-categoría. Entonces se satisfa ce: 

1. M consiste de monomorfismos y JE contiene todos los epimorfismos ex­

tremales; 
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2. !E = M.lv y M = IE.il'; 

3. La (IE,M)-factorización es esencialmente única, esto es, si ((eiliEI• m) y 
( (fdiEI• n) son dos (!E, M)-factorizaciones del mismo pozo, entonces existe 
un isomorfismo h tal que para cada i E I el siguiente diagrama conmuta 

X· ----2.__, N 

.. f )/ ¡ .. 
M

0

---+X 
m 

4. M n JE consiste de todos los isomorfismos; 
5. Sin o m E M y n E M, entonces m E M; por lo tanto si (e, n) es la 

(!E, M) factorización de m E M, entonces e es un isomorfismo; 
6. M es cerrada bajo productos de M-morfismos; 
7. Si un E-pozo (e,: xi---> YliEI se factoriza a través de un M-morfismo m, 

entonces m es un isomorfismo; 
8. Si !E consta de epipozos, entonces si g o f E !E y f E !E, entonces g E !E; 
9. Si C tiene igualadores y M contiene todos los monomorfismos regulares, 

entonces !E consta de epipozos. 

La demostración de este resultado se puede consultar en [10]. En seguida tenemos 
uná proposición que usaremos más adelante con frecuencia. 

PROPOSICIÓN 1.29. Para f: X---> Y uno tiene: 

(i) Para cada m E Sub(X) m ~ f-1(f(m)) si f E M, o si f es mono y E es 

estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos; 
(ü) Para cada n E Sub{Y) n ~ f(f- 1(n)) si y sólo si cada producto fibrado de 

f a lo largo de un M -morfismo pertenece a E. 

DEMOSTRACIÓN. Sólo demostraremos cuando f E M, las otras son similares.Consideremos 
el siguiente diagrama conmutativo 

X--t--+Y 

f - 1 (~(m)) 1 f(m) vf[M) 
M 
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donde N = f - 1(f(M)) , m E Sub(X), fo m = mf o ef y el morfismo t es inducido 

por la propiedad universal del producto librado. Como f E M , esto implica que ef 
es iso. Sea t' = e¡1 o f . Tenemos que t' o t = e¡1 o f = e¡ 1 o ef = lM. Por lo tanto, 
t' es un monomorfismo y una retracción, y así un isomorfismo. ~ 

Ahora daremos la noción de lo que serán "puntos" en categorías. 

DEFINICIÓN 1.30. Un objeto X E C es preterminal si para cada x, y : Z =i X se 
tiene que X = 1J . p denota la subcategoTÍa plena de objetos pre terminales de C. 

Dos resultados se obtienen rápidamente. 

PROPOSICIÓN 1.31. Si C tiene productos finitos y objeto terminal, son equiva­

lentes: 

1. X es preterminal ; 
2. X---+ 1 es monomorfismo (1 es el objeto terminal) ; 
3. bx: X---+ X x X (el igualador de las proyecciones) es un isomorfismo . 

PROPOSICIÓN 1.32. P es cerrada bajo monofuentes. 

DEMOSTRACIÓN. Este resultado se enunciará de manera más general cuando 
estudiemos subcategorías delta, pues los objetos preterminales forman una subcate­
goría de éste tipo. ~ 

Consideremos una (E, M )-factorización (con M una clase de monomorfismos) en 

C y para cada X E C tomemos la factorización de X ---+ 1 = X ~ TX ---+ 1 . Entonces 
TX E P y TJx parece ser un buen candidato para ser reflexión. 

PROPOSICIÓN 1.33. Sea C una categoría con productos fibrados y con un sistema 
de factorización (E, M), son equivalentes: 

(i) Para cada X E C, TJx es una P-refi exión; 
(ii) Para cada X E C, TJx es un epimorfismo fu erte1 ; 

(iii) Para cada PE P , P---+ 1 pertenece a M; 
(iv) Para cada x: P---+ X, con PE P , x E M ; 
(v) Para cada e: P---+ X, en E, con PE P , e es un isomorfismo. 

DEMOSTRACIÓN . 

(i) {::} (ü) Si TJx es una P-refiexión y se factoriza como TJx = iop con i: P---+ 
TX monomorfismo, entonces P E P (pues es cerrada bajo monofuentes) , 
entonces existe un único g : TX ---+ P tal que g orix = p , por lo tanto i es un 
isomorfismo, así que TJx es un epimorfismo extrema! y como la categoría 

1Un modismo e se llama epimorfismo fuerte si e J. m para cada monomorfismo m . 
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tiene productos fibrados es un epimorfismo fuerte. Inversamente, si TJx es 
un epimorfismo fuerte y existe f : X -> P con P E P entonces tenemos el 
siguiente diagrama conmutativo 

lX-----+lX 
lTx 

donde p 1 es la primera proyección. El morfismo r existe pues TJx es epi­
morfismo fuerte y p¡ es mono (es el producto fibrado del monomorfismo 
P -. 1 a lo largo de lX -. 1 ) . Por lo tanto p 2 o r : lX -> P es el morfismo 
que nos da la factorización deseada, ademas es único pues TJx es epi. 
(i) ~ (iü) Si tenemos (i) al factorizar P -> 1 = P -> TP -> 1 obtenemos 
que P = TP y de esta forma P-. 1 está en M . Para el regreso considere un 
morfismo X -> P con P E P , entonces por la propiedad de diagonalización 
de la factorización obtenemos el siguiente diagrama conmutativo 

Así r nos da la factorización deseada, además es único pues TJx es epi. 
(iü) ~ (iv) Se sigue de la propiedad de cancelación izquierda de M appli­
cada a P -> X -> l. 
(iv) ~ (v) Es obvio. 

De esta proposición obtenemos dos propiedades importantes para la subcategoría 
de objetos preterminales. 

COROLARIO 1.34. Si se satisfacen las propiedades de la proposición anterior 
obtenemos: 

(I) P es cerrada bajo E -imágenes; 
( I I) P es subcategoría reflexiva de C. 

D EFI NIC IÓN 1.35. Un cuasipunto de un objeto X es un Subobjeto x : P -> X tal 

que P = lX, y es un punto si P = 1. 
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qptX (ptX) denota la clase de cuasipuntos (puntos) de X y diremos que X tiene 
suficientes cuasipuntos (puntos) si V qptX = 1 x (V ptX = 1 xl. 

DEFINICIÓN 1.36. Decimos que cuasipuntos detectan monofuentes si la fu ente 
(f,: X---> Yt) en C es mono cuando la fuent e (C(TX, ftl: C(TX, X)---> C(TX, YtlhEI es 
mono en Con. 

PROPOSICIÓN 1.37. Si 1 es un generador2 entonces cuasipuntos detectan mono­
fu entes. 

DEMOSTRACIÓN. Para (ftliEI con C(TX, ftliEI mono y para u, V: z =l X, supon­

gamos que f i o u = f i o v para cada i E l. Como 1 es un generador, es suficiente 

probar que u o z = v o z para cada z E ptZ para concluir u =v. Para cada z E ptZ 

tenemos un morfismo 1 ---> TX, por lo tanto TX = 1, así que x = u o z y 1J = v o z 

son cuasipuntos de X con f, o x = f, o 1J para cada i E I, por lo tanto x = 1J por 

hipótesis. ~ 

2. . Categorías Topológicas 

DEFINICIÓN 2.1. Sea u : e ----> B un Juntar. Considere una categoría D , un 
Juntar H : D ----> C y un cono (fo : B ---> UH(D)) 0 E'D sobre U o H en B. Una 

estructura inicial para estos datos es un cono (g 0 : A ---> H(D)) 0 E'D sobre H tal 

que U(A) = B y para cada D E D , fo= U(go) y si (ho: A'---> H(D)) 0 E'D es un 

cono sobre cuya imagen (U(ho): U(A')---> UH(D)) 0 E'D bajo U se factoriza vía un 

morfismo b : U(A') ---> U(A) a través de (fo : U(A) ---> U(H(D))) 0 E'D' existe un 
único morfismo a: A'---> A tal que U(a) = b y ho = 90 o a para cada DE D. 

Como es costumbre, la unicidad de la flecha a implica la unicidad salvo isomor­

fismos de la estructura inicial. 

DEFINICIÓN 2.2. Sea u : e ----> B un Juntar. 

1. Dada una categoría D, U tiene estructuras iniciales de tipo D si para cada 
Juntar H : D ----> C y cualquier cono sobre U o H , existe una estructura 
inicial correspondiente. 

2. U tiene estructuras iniciales cuando tienes estructuras iniciales de tipo D 
para cualquier categoría pequeña D . 

2 Un objeto X E C se llama generador (o separador) si el funtor C(X , - ) : C --> Con es fiel y 

pleno. 



22 l. Preliminares 

3. U se llama Juntar topológico cuando tiene estructuras iniciales de tipo V 
para cualquier categoría V . En este caso se dirá que la categoría C es 
topológica sobre B . 

EJEMPLOS 2.3. 

l. El funtor que olvida U : Top --+ Con es topológico. Con la notación 
de la definición 1.2.l basta tomar A como el conjunto B equipado con la 
topología inicial con respecto a todos los mapeos f 0 , esto es, la topología 
generada por todos los subconjuntos f0

1(V), con V abierto en H(D). 
2. La categoría Unif de espacios uniformes y funciones uniformemente con­

tinuas es una categoría topológica sobre conjuntos a través del funtor que 
olvida U : Unif--+ Con. 

3. Si Cat es la categoría de categorías pequeñas y funtores entre ellas, el 
funtor U : Cat --+ Con que manda a cada categoría pequeña a su conjunto 
de objetos tiene estructuras iniciales. Con la notación de 1.2.1 el conjunto 
Bes transformado a la categoría cuyo conjunto de objetos es B y para cada 
par de objetos b, b' es B 

B{b, b') = lim H(D)(fo{b), fo{b')). 

4. Un funtor H : V --+ C tiene un límite precisamente cuando existe una 
estructura inicial a lo largo del funtor u : e --+ 1 (donde 1 es la categoría 
terminal) para el único cono posible sobre U o H. 

Más ejemplos de categorías topológicas pueden encontrarse en [1] y [35]. Una 
propiedad de funtores topológicos es la siguiente. 

PROPOSICIÓN 2.4. Todo Juntar topológico es fiel. 

DEMOSTRACIÓN. Considere un funtor topológico u : e --+ B y dos morfismos 
u,v: X~ Y en C tales que U(u) = U(v) . Sea V la categoría discreta cuyos objetos 
son todas las flechas d de C, tomemos H : V --+ C el funtor constante sobre Y 
y definamos un cono (fct : B -+ UH {d))dED poniendo B = U(X) y fct = U(u) . 
Escribimos ( g d : A -+ H ( d)) dED para la correspondiente estructura inicial. Definimos 
el cono {hct: X-+ H{d))dED por 

hct = { u si d E C(X, A) y 9ct o d = v, 
v en otro caso. 

Como U(u) = U(v) , el cono (U(hctl)dED coincide con el cono (f d)dED, del cual 
obtenemos un único morfismo a : X -+ A tal que U(a) = lu(X) y 9d o a = hct. 
Poniendo d =a tenemos en particular 9a o a= ha. Si ha# v, por definición de ha 
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obtenemos ha= v, contradicción. Así ha= v y por definición ha= u , por lo t anto 
U =V= ha. ~ 

Como los funtores topológicos son fieles, el siguiente lema es de gran ayuda. 

LEMA 2.5. Consideremos F : e --+ B un Juntar fi el, H : D --+ e un diagrama 

en C y (fo : B--+ FH(D))oED un cono sobre F o H . Si existe una estructura inicial 
para estos datos considerando a D como una categoría discreta, entonces la situación 

anterior tiene una estructura inicial. 

DEMOSTRACIÓN. Denotemos por D* a la categoría discreta con los mismos ob­
jetos que D y sea (90 : A ----> H(D))oED· la estructura inicial para el diagrama 
H : D* --+ C y el cono (fo)OED· Para cada morfismo d : D----> O' de D uno tiene 

U(H(d ) o 9 0 ) = UH (d) o U(90) = UH(d) o fo= f 0 , = U(9 0 , ) 

y como U es fiel tenemos que H(d) o 9o = 90'· Esto nos da el resultado. ~ 

Del este lema y la definición de funtor topológico obtenemos una forma equiva­
lente de dar esta noción. 

PROPOSICIÓN 2.6. S ea u : e --+ B un Juntar, Entonces son equivalentes: 

(i) U es topológico; 

(ii) Dada cualquier fu ente (B ..S U(Bd)iEI exite un único objeto A en C y una 

única fu ente (A~ BiliEI tal que U(A) = B, U(9d = f1 y para cada fuente 

(C ~ BiliEI y un morfismo h : U(C) ----> B tal que para cada i E 1 se tiene 
que f1 oh= U(h;), existe un único h: C ----> A tal que U(h) = h y para 

cada i E 1 se tiene que 9i o h= h1. 

DEMOSTRACIÓN . Se sigue de lo anterior. 

La noción de funtor topológico puede ser fácilmente dualizada, es decir , funtor 
cotopológico, la siguiente proposición trata sobre eso. 

PROPOSICIÓN 2.7. Un Juntar es topológico si y sólo si es cotopológico. 

D EMOSTRACIÓN . Como un funtor topológico u : e --+ B es fiel , por el lema 
anterior basta considerar una categoría discreta D , un funtor H : D --+ C y un cocono 
(fo : UH(D) ----> B)oED· Considere la categoría discreta D' cuyos objetos son pares 
(X , b ), con X E Ob(C) y b : B ----> U(X) es una flecha tal que la composición b ofo tiene 
la forma U (ao,b), con ao ,b: H (D )----> X en C, para cada objeto D de D . Definamos un 
fun tor H ': D'--+ C poniendo H' (X, b} =X y un cono f{x,b): B----> U(X) sobre U o H ' 

con f {x,b) = b. Por hipótesis, tenemos una estructura inicial (9(x,b): A----> X) (X,b)ED'· 
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Sea O E Ob(D), el cono (ao,bl(X,b)ED' es tal que U(ao,bl se fatoriza a través de 
f{x,b) = b vía f 0 , así obtenemos un único g0 : H(D) ---+ A tal que U(go) =fo y 

9(x,b) o 90 = ao,b· Esto da el cocono requerido (go: H(D)---+ AloED mapeado por 
U a (fo: UH(D)---+ B)oED· Para probar la propiedad universal, hay que considerar 
un cocono (ho : H(D) ---+ A'loED en C y un morfismo b : U(A) ---+ U(A') tal que 
b o U(go) = U{ho). El par (A', b) es un objeto de D' , poniendo a= g(A',b)· De 

la relación U(a o 9ol = U(a) o U(go) = b o U(go) = U(ho) y de que U es fiel 
obtenemos a o g0 = h 0 . La unicidad de a se sigue de el hecho de que U es fiel y de 
la relación U( a) = b. ~ 

PROPOSICIÓN 2.8. Un Juntar topológico tiene adjunto derecho e izquierdo y estos 
Juntares adjuntos son plenos y fieles. 

DEMOSTRACIÓN. Por la proposición anterior , es suficiente probar la existencia 
de un funtor adjunto derecho pleno y fiel al funtor topológico U : C ---+ B. Dado 
un objeto B de B, consideremos el diagrama vacío D y la correspondiente estructura 
inicial para el cono vacío con vértice en B. Esto es un objeto A en C tal que U(A) = B 
y para cada A' en C y b : U(A') ---+ B, existe una única flecha a: A' ---+ A tal que 
U( a) = b. Pero esto es decir precisamente que (A, 1 8 ) es una correflexión de B a lo 
largo de U. Así que U tiene un adjunto derecho V. Como cada morfismo couniversal 
U V ( B) ---+ B es iso (la identidad de B) el funtor es pleno y fiel. ~ 

PROPOSICIÓN 2.9. Un Juntar topológico crea límites y colímites. 

DEMOSTRACIÓN. Considere un funtor topológico u : e -----> B y un funtor ar­
bitrario H : D -----> C tal que la composición U o H tiene límite (en B) (Po : L ---+ 
UH(D))oED· La estructura inicial (go : A ---+ H(D))oED para estos datos da un 
límite de H en C. De hecho dado cualquier otro cono (ho : A' ---+ H(DlloED sobre 
el funtor, el cono (U{holloED se factoriza de manera única a través del cono límite 
(PoloED vía una flecha b: U(A') ---+ L, esto da una factorización a: A'---+ L tal que 
90 o a= hoy U(a) = b. La unicidad de a se sigue se sigue inmediatamente by de 
que U es fiel. El caso de colímites se sigue por dualidad. ~ 

DEFINICIÓN 2.10. Un Juntar F: e -----> D se dice que tiene fibras pequeñas si para 
cada objeto B en D la colección de los objetos A en C tal que F(A) = B es a lo más 
un conjunto (pequeño). 

PROPOSICIÓN 2.11. Sea u: e -----> B un Juntar topológico Entonces se satisface 
lo siguiente: 

l. C es (co)completa si y sólo si B es (co)completa; 
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2. C es bien (ca )potenciada si y sólo si U tiene fibras pequeñas y B es bien 
(ca }potenciada; 

3. C tiene una factorización regula-? si y sólo si B tiene una factorización 
regular; 

4. C tiene un (ca )generador sy y sólo si B tiene un (ca )generador. 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de las propiedades anteriores. 

De esto obtenemos inmediatamente un importante resultado sobre categorías 
topológicas sobre Con. 

COROLARIO 2.12 . Sea u : e ---+ Con un Juntar topológico. Entonces se satisface 
lo siguiente: 

1. e es completa y cocompleta; 
2. e es bien (ca )potenciada si y sólo si u tiene fibras pequeñas; 
3. e tiene una factorización regular; 
4. e tiene generadores y cogeneradores. 

Ahora daremos unas definiciones y un resultado y con esto terminaremos esta 
sección. 

DEFINICIÓN 2.13. Sean u : e ---+ Con un Juntar topológico y f : X ----> y un 
morfismo en e. 

i) f es un encaje si es inicial con respecto a U y U( f) es una función in­
yectiva, donde inicial significa que una función g : U(Y) ----> Z tiene un 
levantamiento a través de U si y sólo si g o U ( f) tiene un levantamiento a 
través de U ; 

ii) f es un cociente si es final con respecto a U y U(f) es una función so­
breyectiva, donde final significa que una función h : Z ----> U(X) tiene un 
levantamiento a través de U si y sólo si U( f) o h tiene un levantamiento a 
través de U. 

PROPOSICIÓN 2.14. Sean u: e ---+ Con un Juntar topológico y A una subcate­
goria plena de C. Entonces son equivalentes: 

l. A es cerrada bajo monofuentes; 
2. A es cociente-reflexiva, esto es, A es reflexiva en C y para cada X E C, la 

reflexión rx: X ----> rX es un morfismo cociente. 

La demostración de este resultado puede ser consul tada en [1] o [35]. 

3 Una factorización regular es una (RegEpi, Mono)-factori zac ión donde RegEpi es la clase de 

epimorfismos regulares y Mono es la clase de monomorfismos 





CAPÍ1ULO 

1 Operadores de Cerrad\Ara ert 

Categor\as 

En este capítulo revisaremos un poco la teoría de operadores de cerradura en 
categorías, veremos algunas de sus propiedades y ejemplos, interesados en este tema 
pueden consultar [10] y [22] . 

, . OperQclores cle CerrQQIArQ 

Consideremos una categoría C la cual es finitamente M-completa donde M es 
una clase de monomorfismos cerrada bajo composición y que satisface M 1 y M2 de 
la observación 1.1.2, de manera equivalente, que existe una clase E de morfismos en 
C tal que la pareja (E, M) es un sistema de factorización ortogonal. 

DEFINICIÓN l. l. Un operador de cerradura en C con respecto a M es una familia 
de funciones e = {ex : Sub (X) __, Sub (X)}xEC tal que para cada X E C y m, m ' E 

Sub (X) satisface lo siguiente: 

l. (extensiva) m::; cx( m ); 
2. (monotona) si m::; m' entonces cx(m)::; cx(m'); 
3. (continua) f(cx(m))::; cy(f(m)) para cada morfismo f: X__, Y en C. 

CL(C, M) denota la colección de todos los operadores de cerradura en C con respecto 
a M la cual está ordenada parcialmente de la siguiente forma: e ::; d si y sólo si 
para cada X E C y m E Sub(X) tenemos que cx(m)::; dx(m). 

ÜBSERVACIONES 1.2. 

l. Si ya tenemos ( 2) de la proposición anterior, entonces ( 3) es equivalente a 
3') cx(f- 1(n))::; f - 1{cy(n)) para cada f: X__, Y en C y para cada n E 

Sub(Y). 

27 
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En efecto, paran E Sub{Y) y m = f - 1(n) uno tiene 

f{cx(f - 1(n))) :::; cy{f(r 1(n))):::; cy{n) 

y por adjunción cx(f- 1(n)) :::; f - 1{cy(n)). 
2. Para m E Sub(X) el dominio de su e-cerradura es denotado por cx(M) , 

así uno tiene una f actorización 

M---m __ _,x 

~~m) 
cx(M) 

donde im es determinado de manera única y también está en M pues C 
tiene M -productos fibrado s y el siguiente diagrama es un producto fibrado 

EJEMPLO 1.3. El ejemplo natural es el operador de Kuratowski en Top con M 
la clase de encajes, para cada M ~ X uno define 

kx{M) = M = {x E X 1 Un M =J 0 para cada vecindad U de x} 

Claramente la familia k = {kx : zx --> zx}XETop satisface las propiedades de un ope­
rador de cerradura. Más adelante veremos que los operadores de cerradura abundan 
en varias categorías bien conocidas. 

DEFINICIÓN 1.4. Un subobjeto M ~X es llamado e-cerrado (en X) si im es un 
isomorfismo y es llamado e-denso si cx(m) es un isomorfismo. 

PROPOSICIÓN 1.5. Sean X 2. Y un morfismo en C, m E Sub{X) y n E Sub{Y). 

l. si n es e-cerrado en Y entonces f - 1 (n) es e-cerrado en X; 
2. si m es e-denso en X y f E E entonces f(m) es e-denso en Y. 

DEMOSTRACIÓN. 

l. sin= cy{n) entonces cx(f- 1(n)) :::; f - 1(cy(n)) = f - 1(n) por lo tanto 
f - 1(n) = cx(f- 1(n)); 

2. si lx = cx(m) y f E E entonces ly = f(lx) = f(cx(m)) :S cy(f(m)) por lo 
tanto ly = cy{f(m)). 
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2. Operadores de Cerrad1Ara ldempoterites y Débilmerite Hereditarios 
DEFINICIÓN 2.1. Sea e un operador de cerradura con respecto a M. 

29 

l . e se llama idempotente si para cada X en C, ex(ex(m)) = ex(m) para cada 
m E Sub(X); 

2. e se llama débilmente hereditario si para cada X en e, eex (M¡(iml = 1 ex (M) 
para cada m E Sub(X), esto es, en el siguiente diagrama eex(M)(jm) es un 
isomorfismo. 

DEFINICIÓN 2.2. Un morfismo X .!_, Y es llamado e-denso si ey(f(lxll = ly. 
[.e denota a la clase de morfismos e-densos y Me denota a la clase de subobjetos 
e-cerrados. 

Ahora veamos un lema que será de mucha utilidad en lo que sigue. 

LEMA 2.3. Para cada diagrama conmutativo en e 

X---> y 
V 

con m , n E M existe un único w: ex(M) ---+ ey(N) que hace conmutativo al siguiente 
diagrama 

ex(M)- - -~ --> ey(N) 

ex(m)l ley(n) 

X----.Y 
V 
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DEMOSTRACIÓN. Del siguiente diagrama y de la M-factorización derecha ten­
emos v(m) ::S: nen Sub(Y) 

M ______::_____. N 

1 _,,,,,,~ 
v(M) n 

1 
y y 

ly 

Por lo tanto v(ex(m)) ::S: ey(v(m)) ::S: ey(n). Tomando a w como la composición 
ex(M)----> v(ex(M))----> ey(N) tenemos el resultado deseado. ~ 

COROLARIO 2.4. Consideremos el diagrama en el enunciado del lema anterior. 

l. Si m es e-denso entonces existe un único t: X----> ey(N) con to m =in o u 
y ey(n) o t = v; 

2. Sin es e-cerrado entonces existe un único s : ex(M) ----> N con so im =u 
y nos =voex(m); 

3. Si m es e-denso y n es e-cerrado entonces existe un único d: X ----> N con 
dom=u ynod=v; 

4. [en Me es la clase de isomorfismos en C. 

PROPOSICIÓN 2.5. Sea e un operador de cerradura idempotente con respecto a 
M. Entonces todo morfismo tiene una Me-factorización derecha y [e es cerrada 
bajo composición. 

DEMOSTRACIÓN. Para X _!. Y uno forma su (E, M)-factorización f = m o e. Si 
e es idempotente entonces ey(m) E Me y del corolario anterior uno obtiene que 
f = ey(m) o Om o e) es una Me-factorización derecha de f 

ey(M) 

7 
M ey(m) 

/~ 
X y 

f 

de una forma similar a la demostración de la proposición 1.1.16 uno prueba que en 
esta situación [e= (Mc)J_ y por lo tanto que es cerrada bajo composición. ~ 
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Es fáci l probar que la factorización anterior es una ¿:e_factorización izquierda 
(esto es, una ¿:e_factorización derecha en CºP) de f si c es débilmente hereditario. 

En efecto, d = j m o e es e-denso pues d( 1 xl = j m · Ahora si de manera análoga a 
una M-factorización derecha definimos una E-factorización izquierda, tendremos el 
siguiente resultado. 

PROPOSICIÓN 2.6. Para un operador de cerradura débilmente hereditario todo 
morfismo tiene una Ee-factorización izquierda y Me es cerrada bajo composición. 

De lo anterior obtenemos. 

PROPOSICIÓN 2.7. Sea e un operador de cerradura con repecto a M. Son equiv-
alentes: 

l. e es idempotente y débilmente hereditario ; 
2. e es idempotente y Me es cerrada bajo composición ; 
3. e es débilmente hereditario y ¿:e es cerrada bajo composición ; 
4. (Ee,Me) es un sistema de factorización ortogonal de C. 

DEMOSTRACIÓN. 1) =? 2) =? 4) y 1) =? 3) =? 4) se sigue de las proposiciones 
anteriores y de la proposición 1.1.16. 

4) :::} 1) Considere la (Ee,Me)-factorización M ~ N ~X de m =n o d E M. 
Entonces m :::; n implica que cx(m):::; n pues n E Me. Por el lema 2.2.3 obtenemos 
el siguiente diagrama conmutativo 

CN(M)~cx(M) 

eN(d)l lex(m) 
N X 

n 

Como CN(d) es un isomorfismo uno tienen:::; cx(m) y asín= cx(m). Por lo tanto 
w es un isomorfismo. Así cx(m) E Me y im E ¿:e pues n E Me y d E Ee. ~ 

terminamos esta sección con una forma de construir operadores de cerradura 
idempotentes. 

PROPOSICIÓN 2.8. Sea N una subclase de M estable bajo productos fibrados , 
entonces para cada X E C y para cada m E Sub(X), la ecuación 

cif (m) = /\{n EN 1 n : N-+ X y m ~ n} 
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define un operador de cerradura idempotente. 

DEMOSTRACIÓN. Claramente, para cada m E Sub(X) tenemos que m:::; cif (m) . 
Para probar preservación de orden sólo hay que observar que sin, m E Sub(X) con 
n :::; m , entonces cualquier subobjeto n' E X que satisface m :::; n' también satisface 
n:::; n' , por lo tanto, tomando ínfimos tenemos que cif (n) :::; cif (m) . Ahora para 
probar continuidad, sean f : X ---+ Y un morfismo y n E Sub(Y) , consideremos todos 
los N-morfismos (ni : Ni ---+ YhEI tal que para cada i E I, n :::; ni. Tomando los 
productos librados f - 1 (n) y f - 1 (nd de n y de ni a lo largo de f , respectivamente, 
obtenemos elsiguiente diagrama conmutativo 

f - 1(N)------+N 

~ ~ 
r 1 

( N d ----+-----+ Ni 

~(n¡) / 

X y 
f 

Como N es estable bajo productos librados, tenemos que f - 1(nd EN para cada 
i E l. De la desigualdad f - 1 ( n) :::; f- 1 ( nd para cada i E I, tenemos que 

iEI iEI 

Para probar que es idempotente sea m E Sub(X). Observemos que por definición 
tenemos que c1(M):::; cif (cif (m)). Ahora sin EN satisface que m:::; n , entonces 
cif (m) :::; n. Esto claramente implica que cif (cif (m)) :::; cif (m). Por lo tanto tenemos 
el resultado deseado. ~ 

3. Operadores de Cerrad1Ara Hereditarios 

Ahora veremos más operadores de cerradura con condiciones adicionales, los 
operadores de cerradura que veremos en esta sección en particular incluyen a los 
débilmente hereditarios. 

DEFINICIÓN 3.1. Sean e un operador de cerradura en C con respecto a M y 

f: X---+ Y. f se llama e-inicial si para cada m E Sub(X) se tiene que 

cx(m) = f - 1cv(f(m)) 
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y f se llama e-final si para cada n E Sub(Y) 

ey(n) = f(ex(f - 1 (n)) . 
ÜBSERVACIONES 3.2. 

l. Toda sección m : M --+ X es e-inicial y toda retracción q : Y --+ N es 
e-final. En efecto, sea p un morfismo tal que p o m = 1 M , entonces para 
cada n E Sub(M) tenemos 

m - 1(ex(m(n))) = p(m(m- 1 (ex(m(n))))) 

~ p(ex(m(n))) ~ eM(p(m(n))) = eM(n) 

Para la retracción se hace un procedimiento similar. 
2. Todo morfismo e-final pertenece a [ (en la definición anterior basta con­

siderar n = 1 y) . 
3. Todo morfismo e-inicial en E(cuando es estable bajo productos fibrados) 

es también e-final. En efecto , para f : X --+ Y e-inicial en [ y cualquier 
n E Sub(Y) tenemos 

ey(n) = f(f - 1(ey(f(f- 1(n))))) = f(ex(f - 1(n))) . 

En relación a uno de estos tipos de morfismos uno tiene la siguiente definición. 

DEFINICIÓN 3.3. Un operador de cerradura es llamado hereditario si para cada 
objeto X en C y cada m E Sub(X) cualquier fa ctorización 

M mv y 

~/ 
X 

con my E Sub(Y) y y E Sub(X) uno tiene ey(my) = y - 1(ex(m)) . 

Con esto uno obtiene. 

PROPOSICIÓN 3.4. Un operador de cerradura e es hereditario si y sólo si todo 
morfismo en M es e-inicial. 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de la definición. 

También podemos caracterizar operadores de cerradura débilmente hereditarios 
de esta forma. 

PROPOSICIÓN 3.5. Considere el triángulo conmutativo anterior. e E CL(C, M) 
es débilmente hereditario si y sólo si ey(my) = y - 1(ex(m)) bajo la restricción de 
que y = ex(z)para algún z E Sub(X) con z 2 m . 
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DEMOSTRACIÓN. Para la suficiencia tomemos z = m , por lo tanto jm = my, la 
doncidión dice que cvOml = cy(my) =11 - 1(11); pero y - 1(y) es iso, pues y es mono. 
Por lo tanto ces débilmente hereditario. Para la necesidad consideremos un operador 
de cerradura débilmente hereditario e, como m::; z, tenemos que ex( m) ::; y. Se sigue 
de la propiedad universal del producto fibrado que el morfismo k : cx(M) ---> Y = 

cx(Z) con y o k = cx(m) satisface k = y - 1 (cx(m)). Del lema de la diagonalización 
(lema 2.2.3) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo 

M lM M 

1 lim 
cy(M) _____!.___.. cx(M) 

,,¡m,(l/ j"(m(( 
y 1J X 

Puesto que k o im = my, tenemos que (con N = cx(M)) 

k o CN(jm) ::; cy(my) = k o l 

por continuidad, por lo tanto ocN(jm) ::; l. Por hipótesis CN(jm) es iso, por lo tanto 
también les iso. De esta manera, cy(my) = k = y-1(cx(m)). ~ 

OBSERVACIÓN 3.6. Todo operador de cerradura hereditario es débilmente heredi­
tario. 

4. OperQdores de CerrQd1ArQ Discretos e Indiscretos . 

Dada una categoría C tenemos los siguientes operadores de cerradura: el ope­
rador de cerradura discreto fine dado por finex(m) = m , el operador de cerradura 
indiscreto coar dado por coarx(m) = f\{f- 1(f(m)) 1 f: X ---> P, P E P} (Pes la 
subcategoría de objetos preterminales) , y el operador de cerradura trivial t dado 
por tx(m) = lx. Observe que el operador fine se puede expresar de manera análoga 
al operador coar, pues finex(m) = m V Vfh(h- 1(m)) 1 h: P---> X, PE P}. Estos son 
relacionados de la siguiente manera: 

finex(m) = m V V{h(coarp(h- 1(m)) 1 h: P---> X, PE P} 

coarx(m) = j\{f- 1(finep(f(m)) 1 f: X---> P, PE P} 
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la primera igualdad se sigue que cuando X E P el morfismo 1 x : X ---> X se encuentra 
entre los modismos donde se toma el ínfimo para calcular coar, por lo tanto coarx = 
pnex en este caso. La segunda igualdad es clara. 

OBSERVACIÓN 4.1. En general t y coa r son distintos. Sin embargo, si C es una 
categoría punteada, entonces coar = t , e, inversamente, si coar = t entonces todo 
objeto pre terminal es preinicial. En ej ecto , si C es punteada, o equivalentemente, si 
P ={X 1 X= O}, entonces, para cada f: X---> O y cada m E Sub(X), f - 1(f(m)) = l x, 
por lo tanto coar = t . Ahora si coar = t , entonces para cada P E P el morfismo 

Op : O ---> P debe pertenecer a E pues, si Op = m o e es su (E,M)-factorización, 
m = coar( m) = tp( m) = 1 p. Así que P es preinicial, puesto que E <;;; Epi( C) . 

Ahora veamos una descripción de coar cuando la categoría se comporta bien 
bajo productos fibrados. 

PROPOSICIÓN 4.2. Sea E estable bajo productos fibrados a lo largo de monomor­
fismos . Entonces coarx(m) = !- 1(!(m)) (! : X---> 1) para cada X E C y para cada 
m E Sub(X) . Además, coar es hereditario cuando es expresado de esta manera. 

DEMOSTRACIÓN. Sea m E Sub(X) . Para cada f: X ---> P con PE P , !- 1(! (m)) = 
f - 1¡! - 1(! (f(m))). Como !p es mono y E es estable bajo productos fibrados a lo largo 
de monomorfismos, por la proposición l.l.29(i) !- 1(!(f(m))) = f(m) . Por lo tanto 
!- 1(!(m)) = f - 1(f(m)) para cada f : X ---> P con P preterminal, y de esta forma 
coarx(m) = !- 1(!(m)) . Para checar que es hereditario, sean m: M---> X y n: N---> M 
subobjetos. Entonces: 

coarM(n) = !- 1(!(n)) = m-1 (! - 1(!(m o n))) = m - 1(coarx(m o n)). 

5. Operadores de Cerrad1Ara e11 'Top y e11 R-Mod 

l. Operadores de cerradura eri 'Top 
l. (El operador de cerradura de K uratowski.) Como ya vimos en la sección 

anterior k = {kx} es un operador de cerradura, además es débilmente here­
ditario e idempotente. En los siguientes ejemplos usaremos este para definir 
otros operadores de cerradura. 

2. (El operador de cerradura secuencial.} Para cada M <;;; X uno define la 
cerradura secuencial <J como 

<Jx(M) = {x E X 1 existe una sucesión {xn}nEN <;;; M con Xn---> x} 
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cr es claramente un operador de cerradura en Top, este operador es débil­
mente hereditario (despues se verá que satisface una propiedad más fuerte) 
pero no idempotente, como lo muestra el siguiente ejemplo: En IR2 , con­
sidere el conjunto1 

X ={(O, O)} U {xn}nEN U U Xn 
nEN 

con Xn = (* 1 0) y Xn = {{* 1 ~}: m EN} para cada n EN. Equipemos 
a X con la siguiente topología: cada punto ( x, y) con xy > es aislado; las 

vecindades básicas de Xn = (*·O) son {xn} U Xn \ {( *· ~) : m ::; k} con 
k E N; las vecindades básicas del (O, O) son {(O, O)} U Un>k(Xn \ Fnl con 
k E N y Fn ~ Xn finito. (Note que esta topología 'L 1 es obtenida agregando 
nuevas vecindades del (O, O) a la topología euclidiana usual de X para hacer 
todas las sucesiones "diagonales" que convergen al {O, O) conjuntos cerrados 
en 'L

1
.) Entonces para 

M = {(x, y) E X: xy >O}, 

uno tiene crx(M) =X\ {(0,0)}, mientras que crx(crx(M)) =X. 
3. (El operador de cerradura 8 .) Para cada M ~X la 8-cerra.dura sobre Mes 

definida como 

8x(M) = {x E X 1 M n kx(U) -:/= 0 para cada vecindad U de x en X} 

o de manera equivalente como 

8x(M) = íl{kx(U) 1 U es abierto en X y M ~U} 

donde kx es el operador de cerradura Kuratowski en X. Este no es débil­
mente hereditario ni idempotente. En efecto, para ver que no es idempo­
tente considere el conjunto X = {x, a, b} con la topología generada por 
{0,{a},{b},X}, entonces 8x({a}) = {x,a} y 8x(8x({a})) = 8x({x,a}) =X. 
Ahora para ver que no es débilmente hereditario considere a X= [O, 1] con 
la topología generada por el siguiente sistema de vecindades: para cada 
x -:/= O tomemos las vecindades usuales y para el O tomemos como vecindades 
los subconjuntos de la forma [O, E)\ F donde O< E ::; 1 y F = {*: n E N}. 
Entonces 8x{F) = FU {O} pero 89x (FJ (F) = F. 

4. (El operador de cerradura cuasicomponente.) Para cada M ~ X la cerra­
dura cuasicomponente q sobre M está definida como 

qx(M) = íl{C ~ X 1 M ~ C y C es cerrado y abierto} 



2.5 Operndores de Cerrnd1Arn en 'Top y en R-Mod 37 

Este es un operador de cerradura idempotente (pues los subconjutos cer­
rados y abiertos son estables bajo productos fibrados) pero no débilmente 
hereditario. 

5. (El operador de cerradura componente.) Para M ~ X definimos el operador 
de cerradura componente con como 

conx(M) = LJ compx(x) 
xEM 

donde compx(x) es la componente conexa de x en X. Este operador es 
idempotente pero no débilmente hereditario. 

6. (El operador de cerradura componente por trayectorias.) Para M ~ X de­
finimos el operador de cerradura componente por trayectorias sobre M 
como 

pathx(M) = {x E X 1 existe una trayectoria de un punto de M ax} 

Este operador es débilmente hereditario pero no idempotente. 

Un morfismo f : X --+ Y en Top es k-inicial (k el operador de cerradura de Kura­
towski) si X tiene la topología inicial con respecto a f y es k-final si es un mapeo 
cociente hereditario, es decir , f es sobreyectiva y para cada N ~ Y f - 1 ( N) --+ N es un 
mapeo cociente. k y u son claramente operadores de cerradura hereditarios, e no lo es. 
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2.0~radores de cerrad1Ara er1 R-Mod 
Consideremos R un anillo asociativo con uno y a R-Mod la categoría de módulos 
sobre el anillo R, los operadores de cerradura en esta categoría están relacionados 
con los prerradicales. 

DEFINICIÓN 5.1. Un prerradical cr en R-Mod es un subfuntor del Juntar inden­
tidad, esto es, es un Juntar cr: R-Mod--+ R-Mod que satisface: 

(i) cr(M) ::; M para cada ME R-Mod; 

(ü) para cada morfismo de R-módulos M-.!.. N el siguiente diagrama conmuta 

M--f _ _.N 

J J 
cr(M)----+ cr(N) cr(f) 

esto es, f(cr(M))::; cr(N) . 

R-pr denota la clase de los prerradicales en R-Mod. 

DEFINICIÓN 5.2. Sean cr E R-pr y M E R-Mod. 

l. cr se llama prerradical idempotente si cr(cr(M)) = cr(M) ; 

2. cr se llama radical si cr( M / cr( M)) = O; 

3. cr se llama prerradical hereditario si cr(N) = N n cr(M) para cada N::; M ; 

4. 1I'cr ={ME R-Mod 1 cr(M) = M} es la clase de pretorsión asociada a cr y 
IFcr ={ME R-Mod 1 cr(M) =O} es la clase libre de pretorsión asociada a 
O" . 

Se puede ver de manera sencilla que para cr E R-pr, 11' cr es cerrada bajo sumas 
directas y cocientes y lF cr es cerrada bajo productos y submódulos. Veamos algunos 
ejemplos de prerradicales. 

EJEMPLOS 5.3. 

1) Para cada ME R-Mod, sea 

soc(M) = .[_{N::; M: N es submódulo simple de M} 

entonces soc(-) es un prerradical y se le conoce como el soclo de M. Este 
es un prerradical hereditario e idempotente; 

2) Para cada M E R-Mod, sea 

.J(M) = íl{N::; M: N es submódulo máximo de M} 
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entonces .J ( - ) es un prerradical y se le conoce como el radical de J acobson. 

Este es un radical; 
3) Sea 1 un ideal bilateral de R, entonces si para cada M E R-Mod definimos 

r¡(M) = IM obtendremos un prerradical cohereditario; 
4) Sean ME R-Mod y N un submódulo completamente invariante2 de M. Se 

definen los prerradicales a~ y w~ como sigue : 
Para cada K E R-Mod, 

a~(K) = .L_{f(N) 1 f : M--> K} 

y 

w~(K) = n{f-1(N) 1 f: K--> M} 

Estos últimos han sido estudiados recientemente en [26], [27] y [28] . 

Para cada cr E R-pr uno consigue almenos dos operadores de cerradura en R­
Mod de la siguiente forma: para M E R-Mod y N :::::; M uno define el operador de 
cerradura min <r como 

minM(N) = N + cr(M) 

y el operador de cerradura max<r como 

maxM(N) = p - 1(cr(M/ N)) 

donde p : M --> M/N es la proyección natural. Usando la propiedad (ii) en la 
definición de prerradical uno prueba fácilmente que ambos son operadores de cerra­
dura. Con el orden parcial en la clase·de los operadores de cerradura (en R-Mod) 
obtenemos lo siguiente. 

PROPOSICIÓN 5.4. Sea cr E R-pr. Entonces min rr y max<r son el mínimo y máxi­
mo respectivamente entre los operadores de cerradura c (en R-Mod) con la propiedad 
de que cM(O) = cr(M). 

DEMOSTRACIÓN. Sea c un operador de cerradura en R-Mod que satisface cM(O) = 

cr(M) para cada ME R-Mod, como cr(M) = CM(O):::::; cM(N) para cada N :::::; M uno 
tiene que minM(N) = N + cr(M) :::::; N +cM(N) = CM(N) . Por continuidad uno tiene 
cM(N) = cM(p - 1 (0)):::::; p - 1 (cM; N(O)) = p - 1(cr(M/ N)) = maxM(N). ~ 

2 Un submódulo N de M se llama completamente i.nvari.ante si para cada endomorfismo 

f: M -+ M se tiene que f(N) '.:ó N . 
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Para cada morfismo de módulos f: M --+ N y L :::;: M hay un R-morfismo inducido 
fl : M/L--+ N/f(L) que hace conmutativo el siguiente diagrama 

M/L----+ M / f(L) 
fl 

PM y PN son las proyecciones naturales. Veamos quienes son los morfismos e-iniciales 
y e-finales en R-Mod. 

PROPOSICIÓN 5.5. Sean cr E R-pr y f : M --+ N .Entonces: 

l. fes mi.nª-inicial si y sólo si f- 1(cr(N)) = cr(M) ; 
2. f es maxª-inicial si y sólo si f¡:- 1 (cr(N / f(L))) = cr(M/ L) para cada L::; M ; 
3. fes mi.nª-final si y sólo si f es epi y f(cr(M)) = cr(N) ; 
4. f es max ª-final si y sólo si f es epi. 

DEMOSTRACIÓN. Para cr E R-pr y f : M--+ N en R-Mod tenemos que: 

l. f es un morfismo mi.n ª-inicial si y sólo si para cada L ::; M tenemos que 
mi.nM(L) = f - 1(mi.n¡:j(f(L)) si y sólo si L + cr(M) = f - 1(f(L) + cr(N)) si y 
sólo si L + cr(M) = L + f- 1(cr(N)) si y sólo si cr(M) = f - 1(cr(M)). 

2. Similar a 1). 
3. fes mi.nª-final si y sólo si para cada K:::;: N mi.n¡:j(K) = f(mi.nM(f - 1(K))) 

si y sólo si K + cr(N) = f(f - 1 (K) + cr(M)) si y sólo si K +cr(N) = f(f- 1 (K)) + 
f(cr(M)) si y sólo si f es epi y cr(N) = f(cr(M)) . 

4. Similar a 3) . 

OBSERVACIÓN 5.6. De la definición de mi.n y max uno tiene que 

i.) N es mi.nª- cerrado en M si y sólo si cr(M) ~ N ; 
i.i.) N es mi.nª-denso en M si y sólo si cr(M) + N = M ; 

i.i.i.) N es maxª-cerrado en M si y sólo si cr(M/N) =O; 
i.v) N es maxª-denso en M si y sólo si cr(M/ N) = M / N. 

Algunas propiedades son dadas en la siguiente proposición. 

PROPOSICIÓN 5.7. Sea cr E R-pr. Entonces se satisfa ce: 

l. mi.n ª es idempotente; 
2. maxª es idempotente si y sólo si er es un radical; 
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3. mincr es débilmente hereditario si y sólo si maxcr es débilmente hereditario 

si y sólo si CJ es un prerradical idempotente; 
4. mincr es hereditario si y sólo si maxcr es hereditario si y sólo si CJ es un 

prerradical hereditario. 

DEMOSTRACIÓN. l. es obvio; 
2. Para N ~ M y CJ E R-pr tenemos que maxM(maxM(N)) = maxM(N) si 

y sólo si CJ(M/ maxM(N )) = O, como CJ(M) ~ p - 1(CJ(M/ N)) = maxM(N ) 
tomanto N = O se convierte en igualdad. Por lo tanto la condición es 
equivalente a que CJ( M / CJ( M )) = O, etso es , que CJ sea un radical. 

3. CJ(CJ(M)) es la mincr-cerradura de O en CJ(M). Esto nos dice que mincr es 
débilmente hereditario si y sólo si CJ(CJ(M)) = CJ(M) . Para N ~ M , N 

es maxcr-denso en maxM(N) si y sólo si CJ(maxM(N) / N) = maxM(N) / N, 
como el R-módulo anterior es isomorfo a CJ(M/ N ), de la definición de maxcr 
obtenemos que max cr es débilmente hereditario si y sólo si CJ( CJ( M / N)) = 

CJ(M/ N) para cada N ~ M . 
4. Sean N ~ l ~ M , entonces 

minM(N )n l = (CJ(M)+ N )n l = (CJ(M)nl)+ N = CJ(l )+ N = minr(N ), 
lo cual significa que min cr es hereditario , para el regreso basta considerar 
N = O. Sea p : M ----> M / N la proyección natural , si CJ es hereditario 
entonces se tiene la igualdad 

CJ(p(l)) = CJ(M/ N) n p(l) 

tomando imágenes inversas con respecto a p obtenemos maxr(N) = maxM(N )n 
l , lo que implica que maxcr es hereditario, para el regreso basta considerar 
N = 0. 
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CAPÍTULO 

1 S\A bcategorí as 
( Co )€sci rt cl i bles 

En este capítulo veremos algunas subcategorías de interés que pueden verse como 
generalizaciones de conexidad y disconexidad. A través de este capítulo consider­
aremos una categoría C con una (JE, M}-factorización para pozos y E es la colección 
de pozos singulares que están en JE. Todas las subcategorías son consideradas plenas 
a menos que se diga lo contrario. 

1. S1Abcate9orías Li( e) 

En esta sección estudiaremos subcategorías que generalizan el concepto de es­
pacio Hausdorff (o espacio Tz) utilizando los operadores de cerradura, veremos sus 
propiedades y algunos ejemplos. 

DEFINICIÓN 1.1. Sea e E CL(C, M). Un objeto X E e es e-separado (o e­
Hausdorff) si para cada u, v : Y =t X y m E Sub(Y) con u o m = v o m , también 
u o ey(m) = v o ey(m) . .ó.(e) denota la subcategoria plena de objetos e-separados. 

PROPOSICIÓN 1.2. Supongamos que e tiene límites y morfismos en E son epi­
morfismos. Entonces: 

l. .ó.(e) es cerrada bajo monofuentes en C, en particular bajo todos los límites 
en C. Por lo tanto, .ó.(e) es extremadamente epirefiexiva1 en C si C es bien 
E -copotenciada. 

2. Un objeto X E C es e-sepa.rada si y sólo si el morfismo diagonal (el iguala­
dor de las proyecciones del producto, el cual está en M pues E consta de 
epimorfismos) bx : X--+ X x X es e-cerrado. 

1esto significa que la reflexión es un epimorfismo extrema[ 

43 
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DEMOSTRACIÓN. l. Sean (Pi: X---> Xd una monofuente tal que xi E Li(e) 
para cada i E 1 y u, v: Y ::::t X con m E Sub(Y) tal que u o m = v o m. 
Entonces (piou)om = {piov)om implica (piou)ocy(m) = (piov)ocy(m) 
(pues Yi E Li(c)) y por lo tanto u o ey{m) = v o cy(m) pues (PiliEI es 
monofuente. Reflexividad de Li(c) se sigue del Teorema General del Funtor 
Adjunto. Que la reflexión sea extrema! se sigue de las propiedades del 
sistema de factorización y de que [ consta de epimorfismos. 

2. Sea X E Li(c) . Como bx es el igualador de pi, pz : X x X---> X tenemos que 
p 1 o e( bx) = pz o e( bx), por lo tanto e( bx) ::; bx por la propiedad universal 
del igualador. Ahora supongamos que bx es e-cerrado y supongamos que 
u o m = v o m para u, v : Y ::::t X y m E Sub(Y) . Entonces el siguiente 
diagrama conmuta 

uom 

Y----+XxX 
(u ,v) 

Como bx es e-cerrado del Corolario 2.2.4 existe un (único) morfismo t : 

ey{M) ---> X con bx o t = (u, v) o cy{m), por lo tanto u o ey(m) = t = 
v o ey{m) . 

PROPOSICIÓN 1.3. Una subcategoría B de C es de la forma Li(e) para algún 
operador de cerradura e de C si y sólo si satisface la siguiente condición: 

(Li) para cada fuente (hi: X2 ---> BrhEI con Bi E B y bx ~ /\iEI hi1(6s;), uno tiene 
XE B. 

DEMOSTRACIÓN. (Li) es ciertamente una condición necesaria para que B sea de 
la forma Li( e), pues como 68 ; es e-cerrado, también hi 1 

( bs; ) es e-cerrado( esto se 
sigue de la propiedad de continuidad y de que ínfimos son productos fibrados) y 

así /\ hi 1 
( bs; ) es e-cerrado. Para el regreso note que 

reg~(m) ~ j\{h- 1(6s) 1 h: X---> B2 , BE B, h(m)::; bs} 

define un operador de cerradura idempotente de C llamado el operador de cerradura 
B-regular que también se describe como 

reg~(m) ~ j\{igualador(u, v) 1 u, v: X ::::t B, BE B, u o m = v o m} 

Uno siempre tiene B ~ Li(reg8 ) , y "2" es obviamente garantizada por(~) . 
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Bajo pequeñas restricciones tenemos un resultado que nos da más información 
acerca de subcategorías delta en categorías concretas. 

PROPOSICIÓN 1.4. Supongamos que cuasipuntos detec tan mono fu entes en e. En­

tonces una subcategoría B de C es de la forma t.( e) para algún e si y sólo si B es 

cerrada bajo mono fuentes en e. 

DEMOSTRACIÓN. Sólo tenemos que probar el regreso. Sea (hiliEI como en (t. ), 

para cada X E qptX denotamos por 9x : X --; X2 la gráfica de X ~ TX _:_. X, esto 
es, 9x es el único morfismo que hace al siguiente diagrama un producto fibrado 

X~TX~X 

9x = ( l x ,xoTJx) j j l>x 

X x X X x X 
l x XXOTJx 

Por la hipótesis , basta probar que la fuente (hi o 9x : X --> BtliEl,xE qptX es mono. 
Supongamos que hi o 9x o y = hi o 9x o z para cada i E 1 y para cada x E qpX, con 
z, y cuasi puntos de X. Para x = y tenemos 

hi o (z , y)= hi o 9y o z = hi o gy o y= hi (Y, y)= hi o bx o y= 68 , o h{ o y 

donde h{ es el morfismo inducido por bx ::; h i 1 ( f>B,) para cada i E l. Lo anterior 
implica que hi( (z, y )) ::; bB,, por tanto (z, y ) ::; h - 1 ( bB,) para cada i E 1, lo que 
implica (y,z) ::; bx por hipótesis sobre (hiliEI· Por lo tanto z = y y esto concluye la 
demostración. ~ 

OBSERVACIÓN 1.5. Notemos que si SUB(C) es la colección de todas las subcate­

gorías (plenas) de e ordenadas parcialmente por inclusión obtenemos la adjunción 
6 

SUB(C)ºP ~ CL(C,M) 
reg 

para cada BE SUB(C) y e E Cl(C,M) uno obtiene: 

i) B ~ t.(reg8 ) y e ::; reg 6 (c); 

ü) B ~ t.(c) si y sólo si e::; reg 8 . 

EJEMPLOS 1.6. Veamos algunos ejemplos en Top . 

(1) Al considerar el operador de cerradura Kuratowsi k, t.(k) = Haus la 
subcategoría de espacios Hausdorff. 

(2) Si consideramos la 8-cerradura, t.(8) es la subcategoría de espacios de 
Urysohn, esto es, espacios en los cuales puntos distintos pueden ser sepa­
rados por vecindades cerradas ajenas . 
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(3) Con el operador de cerradura secuencial u, obtenemos que L1( u) es la sub­
categoría de espacios donde sucesiones convergentes tienen límite único. 

(4) Para el operador de cerradura componente con tenemos que L1(con) es la 
subcategoría de espacios hereditariamente disconexos, estos son espacios 
con componente conexa de cada punto trivial. 

(5) Para el operador de cerradura cuasicomponente q tenemos que L1(q) es la 
subcategoría de espacios totalmente disconexos, esto es, espacios con cua­
sicomponente de cada punto trivial. q es el operador de cerradura regular 
inducido por L1( q) . En efecto, si u : U -+ X es un encaje cerrabierto, en­
tonces u es el igualador de una función constante y la función característica 
Xu: X-+ {O, l} de U, donde {O, l} tiene la topología discreta (por lo tanto 
es totalmente disconexo) , por lo tanto cada encaje q-cerrado es regll(q)_ 
cerrado. La inversa es trivialmente satisfecha pues reg 6 íq) es el operador 
de cerradura más grande e tal que L1( e) = L1( q) . 

(6) Por último, para el operador de cerradura componente por trayectorias 
path, L1(path) es la subcategoría de espacios hereditariamente disconexos 
por trayectorias, estos son, espacios con componente conexa por trayecto­
rias de cada punto trivial. 

Ahora veamos ejemplos en R-Mod 

(7) Para 11 E R-pr tenemos que L1(maxll) = L1(minll) = lFTJ. En efecto N E 
L1(maxll) si y sólo si max~2 (6N) = bN esto significa que p - 1(11(N x 
N/bN)) = p - 1(0) donde p : N x N -+ N x N/bN es la proyección na­
tural, pero como p es sobre tenemos que 11(N) ~ 11(N x N/bN) = O por 
tanto esto nos da L1(maxll) = lFw Para la otra igualdad uno siempre tiene 
L1(maxll) ~ L1(minll) ya que minTJ :::; maxll . Si N E L1(minll) entonces 

bN + bN = bN , esto implica que 11(N) x ri(N) = ri(N x N) ~ bN lo que 
implica que ri(N) =O así que con esto tenemos las dos igualdades. 

(8) Un operador de cerradura e es regular si y sólo si e = maxll para un radical 
TJ. En efecto, si e es regular entonces e = regC donde .C = L1(c) , como e 
es idempotente, tenemos que el prerradical inducido TJ es un radical y este 
puede ser calculado como 

11(N) = reg~(O) = íl{Nuf 1 f : M-+ L, LE .C} 

por el ejemplo anterior también L1(maxll) = .C, esto en particular nos dice 
que maxll S regc pues regc es el operador de cerradura d máximo con 
la propiedad L1( d) = .C. Para la otra desigualdad por la proposición 2.5.5 
basta probar que regft (O) = TJ ( M). La desigualdad que ya tenemos nos da 
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r(M) = max~(O) ::; regt(O), ahora como TJ es un radical tenemos que 
M/ri(M) E IFTl = ~(maxll) = .C y por tanto para la proyección natural 
q: M--> M/ri(M) tenemos que regt(O) ::; Nu q = ri(M) y esto nos da el 
resultado. Para la otra implicación se procede de manera similar. 

2.. S1Abcate9orías V (e) 

Ahora toca el turno de estudiar el concepto dual a objeto e-separado, este es, 
objeto c-coseparado. En la literatura se le conoce más comúnmente como objeto e­
conexo, pero aquí decidimos dejar el de coseparado pues lo creemos más conveniente. 
Comencemos con algunas definiciones. 

DEFINICIÓN 2.1. Diremos que la clase [ es cerrada bajo productos finitos si 
f, g E [ implica que f x g E [. 

DEFINICIÓN 2.2. Un operador de cerradura e E CL( e 1 M) se llama finitamente 
productivo si para cada X, y E e, m E Sub(X) y n E sub(Y) se tiene que exxv(m X 

n) = ex(m) x ey(n). 

DEFINICIÓN 2.3. Un objeto X E e es e-coseparado (o e-conexo) si bx : X --> X X X 
es e-denso. V(e) denota a la subcategoría plena de objetos e-coseparados. 

Antes de dar las propiedades de objetos e-coseparados necesitamos un lema 

LEMA 2.4. Sean e E CL(C, M), e: X--> y y d: y--> z morfismos en e, entonces: 

l. Si e E [ y d E [e, entonces do e E [e; 

2. Si do e E [e, entonces d E [e; 

3. Si d o e E [e, d E M y e hereditario, entonces e E [e. 

DEMOSTRACIÓN. 

l. Como e(lxl = ly y ez(d(ly}) = lz tenemos que ez(d(e(lx))) = ez(d(ly}) = 
1 z. 

2. lz = ez(d(e(lxlll::; ez(d(ly))::; lz. 
3. Como ez(d(e(X))) = lz, tenemos que 

ey(e(lxll = d- 1(ez(d(e(X)))) = d - 1(lzl = ly. 

PROPOSICIÓN 2.5. Para un morfismo f: X--> y en e y e E CL(C, M) tenemos: 

l. Si f E [ con [ cerrado bajo productos finitos o estable bajo productos 
fibrados (en particular f x f = (f x 1) o (1 x f) E E), entonces X E V(e) 

implica Y E V(e); 
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2. Si f E M es e-denso con e idempotente y finitamente productivo, entonces 
X E 'V(e) implica Y E 'V(e); 

3. Si f E M es e-denso con e idempotente y hereditario, entonces Y E 'V(e) 
implica X E 'V(e) . 

DEMOSTRACIÓN. Considere el siguiente diagrama conmutativo 

XxX---;YxY 
fxf 

l. Uno tiene f x f E E y bx E Ec, como Óy o f = (f x f) o bx E ¿e por (1) del 
lema anterior tenemos que Óy E Ec. 

2. Como e es finitamente productivo tenemos que f x f E ¿e, además óx E ¿e y 
como e es idempotente por la proposición 2.2.5 se tiene que ('f x f) o bx E ¿e 
y por ( 2) del lema anterior tenemos que Óy E ¿e. 

3. Es similar a el caso anterior usando (3) del lema anterior. 

Ahora veamos una condición suficiente para que 'V(c) sea cerrada bajo productos 
finitos. 

PROPOSICIÓN 2.6. 'V(e) es cerrada bajo productos finitos en C cuando e E 
CL(C, M) es finitamente productivo. 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de que e es finitamente productivo, EcnM es cerrada 
bajo productos finitos y además 

óxxY 2:: óx x Óy: X x Y_, (X x X) x (Y x Y) 

Para considerar productos arbitrarios observemos que cualquier producto X1 = 

niEixi es el límite de productos finitos XF = niEFxi (F ~ I finito), a través de las 
proyecciones PF: X1 _, Xf. Para ver productividad en 'V(e) necesitamos la siguiente 
definición. 

DEFINICIÓN 2.7. Uno dice que e E CL(C,M) tiene la propiedad de estructura 
finita para productos PEFP, si y sólo si 

ex1 (m) 2:: /\PF 1(exF(PF(m))) 
F 
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para cada m E Sub(XI). El producto XI es llamado no trivial si todas las proyecciones 
p F pertenecen a [ , y e es llamado no trivialmente productivo si 

Cx1 (f1 mi.)~ rr Cx;(m;_) 
i.EI i.El 

para cada mi. : Mi.--> Xi. in M , con M¡ = fli.EI Mi. un producto no trivial. 

LEMA 2.8. Sea e un operador de cerradura idempotente y finitamente productivo, 
si existe d E Cl(C,M) con PEFP y d:::; e, entonces e es no trivialmente productivo. 

DEMOSTRACIÓN. Con la composición de operadores de cerradura definida "pun­
tualmente", de d :::; e obtenemos que e :::; de :::; ce, por lo tanto e ~ de pues 

e es idempotente. Para mI = fli.Eimi. y nI = fli.Eicx;(m;.) debemos probar que 
nI :::; cx1 (m¡) pues la otra desigualdad se satisface trivialmente. Para esto, es sufi­
ciente probar que n¡:::; dx1 (cx1 (m¡)). Como d satisface PEFP, es suficiente verificar 

para cada subconjunto finito F ~ l. Descomponiendo mI como mI ~ mF x ml\ F 
obtenemos cx1 (m¡} ~ cxF (mF) x cx1, F (mI\Fl por que c es finitamente productivo, 
por lo tanto si el producto no es trivial tenemos 

Usando otra vez productividad finita, obtenemos que 

esto finaliza la demostración. 

Del lema anterior automáticamente tenemos: 

TEOREMA 2.9. Sea c un operador de cerradura idempotente tal que existe d E 
Cl(C, M) con PEFP y d :::; c . Si e es finitamente productivo, entonces \i'(c) es 
cerrada bajo productos no triviales en e. 

En seguida veremos una caracterización de subcategorías nabla similar a la dada 
para subcategorías delta. 

PROPOSICIÓN 2.10. Una subcategoría A de C es de la forma \i'(c) para algún 
operador de cerradura e de C si y sólo si satis! ace la siguiente condición: 
(\7) Para cada pozo (hi.: Af --> X2 hEI con Ai. E A y hi.(&A;) :::; &x para cada i E I y 

1 xz ~ &x V Vi.E 1 h.;( 1 A~), uno tiene X E A . 
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DEMOSTRACIÓN. Para A= 'V(c) y un pozo (hdiEI como en (\7), como 

hdc(6A¡ )) ~ c(h1(6A¡ )) ~ 6x, 

uno tiene 

lx = 6x V V hdlAi) = bx V V h1(c(6A¡ )) ~ c(6xl. 
iE I iE I 

por lo tanto X E \i'(c) . Para el regreso, para cualquier subcategoría A uno define la 
cerradura A-corregular como 

coreg~(m) = m V v{h(lAz) 1 h: A2 ---> X,A E A, h(6A) ~ m}. 

Trivialmente uno tiene A ~ \i'(coregA). Además, bajo la condición (\7), de X E 

\7 ( coregA) inmediatamente se obtiene X E A. ~ 

Bajo pequeñas hipótesis adicionales, el criterio se simplifica un poco. Recordemos 
que P es la subcategoría de objetos preterminales. 

PROPOSICIÓN 2.11. Supongamos que C tiene suficientes cuasipuntos. Entonces 
una subcategoría A de C es de la f arma \7 ( c) para algún c si y sólo si P ~ A y 
satisface la siguiente condición: 

(\71) Para cada pozo no vacío (h1: At---> X2hEI con A1 E A y h1(6AJ ~ bx para 
cada i E I y 1 xz = V iE 1 h 1 ( 1 Az ), uno tiene X E A. 

l 

DEMOSTRACIÓN. Como para cada P E P, bp es iso, la ida es clara. Para el regreso 
consideremos el pozo formado por todos los morfismos (h : A 2 ---> X2) con A E A y 
h(6A) ~ bx. Entre esos morfismos están los de la forma x2 donde x: TX---> X, cuyo 
supremo es bx (por hipótesis). Por lo tanto 

coreg~2(6x) = v{h(lA2) 1 h: A2 ---> X2,A E A, h(bA) ~ bx} 

ahora podemos seguir argumentando como en la proposición anterior. 
ÜBSERVACIONES 2.12. 

1. El operador de cerradura corregular es débilmente hereditario para cada 
subcategoría plena A . En efecto, para m: M ---> X en M, hay una biyec­
ción h 1-t h' entre los morfismos h : A 2 ---> X con A E A, h( 6 A) ~ m, 
y los morfismos h' : A2 ---> cx(M) con A E A, h'(6A) ~ cx(m), con 
cx(m) oh'= h , de esta manera tenemos h(lA2) = cx(m) o h 1(lA2). Esto 

da Ccx(M)(jm) = lcx(M) · 

2. Notar que como en el caso de subcategorías delta, también tenemos una 
adjunción coreg 

CL(C, M) ~ SUB(C) 
'<J 
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para cada A E SUB(C) y c E CL(C,M) uno obtiene: 

i) A~ V'(coregA) y c ~ coreg\i' (cl; 

ii) A~ V'(c) si y sólo sic ~ coregA. 

EJEMPLOS 2.13. Veamos algunos ejemplos en Top . 

(1) Al considerar el operador de cerradura Kuratowsi k, V'(k) es la subcategoría 
de espacios irreducibles. 

(2) Si consideramos la 8-cerradura, V'(8) es la subcategoría de espacios X tal 
que para cualesquiera abiertos U y V de X con k(U) n k(V) = 0, entonces 
U= 0 o V= 0. 

(3) Con el operador de cerradura secuencial cr, obtenemos que V'(cr) es la sub­
categoría de espacios X tal que para cualesquiera dos puntos x y y de X, 
existe una sucesión que converge a ambos. 

(4) Para el operador de cerradura componente con tenemos que V'( con) es la 
subcategoría de espacios conexos. 

(5) Para el operador de cerradura cuasicomponente q tenemos que V'(q) es la 
subcategoría de espacios conexos. 

(6) Por último, para el operador de cerradura componente por trayectorias 
path, V'(path) es la subcategoría de espacios conexos por trayectorias. 
También tenemos que path = coreg 1, esto es, path es el operador de 
cerradura corregular inducido por {I}. En efecto, para y E coreg~(M) 
existe una función continua h: I x I -+ X con h(bx) ~ M y y E h(I x I), 
como el conjunto conexo por trayectorias h(I x I) intersecta a M , existe 
un punto x E M y una trayectoria de x a y , por lo tanto y E pathx(M) . 
Ahora si y E pathx(M) existe una función continua f : I -+ X con x = 
f(O) E M y f(l) =y, entonces la función continua h : I x I -+ X definida 
por h(a, b) = f(I a- b 1) satisface h (b¡) = {x} ~ M y h(l,O) =y , así que 
y E coreg~(M) . 

Ahora veamos ejemplos en R-Mod 

(7) Para r¡ E R-pr tenemos que V' (maxll) = V'(minll) = 1I'r¡ . La demostración 
es similar a esta dada para subcategorías delta. 

(8) Un operador de cerradura c es coregular si y sólo si c = min Tl para un 
prerradical idempotente r¡ . La demostración es similar a esta dada para el 
operador de cerradura regular. 
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3. S1Abcate9orías €scividibles 

En los 80's Arhangel 'ski'í introduce el concepto de espacio escindible, lo usa para 
aproximar funciones continuas en los reales por medio de funciones arbitrarias. De­
spués se utiliza para debilitar condiciones en varios resultados ([4], [5], [6]) . En esta 
sección estudiaremos el concepto de escindibilidad como fue definido en [9] y veremos 
algunas de sus propiedades . 

DEFINICIÓN 3.1. Una fu ente (X~ Y;.)i.EI es llamada: 

i) M-separante si para cada m, n E Sub(X) y cada i E 1, f,(n) = fdm) 

implica n = m; 

ii) Fuertemente M -separante si para cada m E Sub(X) existe i E 1 tal que 
fi 1(fdm)) = m . 

ÜBSERVACJONES 3.2 . 

l. Claramente toda fuente fuertemente M -separante es M-separante . 

2. la fuente (X~ Y;.)i.EI es M-separante si y sólo si para cada m E Sub( X), 

m = ¡\i.E I fi 1 
( f d m)) . En efecto , si se satisface ( i) en la definición anterior 

entonces para cada i E 1, f,(m):::; fd¡\i.Eifj 1(fj(m))):::; f,(fi 1(fdm))) = 

fdm) , así que m = ¡\i.Eifi1(fdm)). Inversamente, si para cada i E 1 

fdm) = f,(n) entonces m = ¡\i.Eifi1(f,(m)) = ¡\i.Eifi1(fdn)) = n . 
3. Para morfismos considerados como fuentes singulares, ambas nociones en 

la definición anterior coinciden. Así que a tales morfismos los llamaremos 
M-separantes. 

EJEMPLOS 3.3. 

l. En categorías topológicas sobre Con siendo M la clase de encajes, una 
fuente (f,: X--+ Y;.)i.EI es M-separante si y sólo si para cada M ~X y para 
cada x E X \ M existe i E 1 tal que f,(x) (j. f,(M). 

2. Si Xcof es un conjunto infinito equipado con la topología cofinita y S es el 
espacio de dos puntos con un sólo abierto no trivial (usualmente llamado 

el espacio de Sierpinski), entonces la fuente ( f : Xcof --+ S ltEHom(X., 01 ,S) es 
M-separante en Top, pero no fuertemente M-separante (M la clase de 
encajes). 

DEFINICIÓN 3.4. Diremos que en C subobjetos son separantes si para cualesquiera 

morfismos f, g: X ::::t Y tales que para cada m E Sub(X) se tiene que f(m) = g(m), 

entonces f = g. 
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En cualquier categoría topológica sobre Con, con M la clase en encajes, sub­
objetos son separantes, esto se sigue de que en particular puntos son subobjetos. 
En Grp no sucede esto: Considere f, g : Z3 =t Z3 con f = lz3 y para cada x E Z3 

g(x) = 2x (mod 3). Es claro que ambos coinciden en subobjetos, pero los morfismos 
no son iguales. 

PROPOSICIÓN 3.5. 

1. Si en C subobjetos son separantes entonces toda fu ente M-separante es 
mono fu ente; 

2. Si E es estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos, en­
tonces todo monomorfismo es M-separante. 

DEMOSTRACIÓN. 

l. Sean (f : X --+ YiliEI una fuente M-separante y u, v : A =t X modismos 
tales que para cada i E 1 fi o u= fi o v. Para cada m E Sub( A) tenemos 
Uu(m)) = fi(v(m)) lo cual implica que u(m) = v(m) (pues la fuente es 
M-separante) y como subobjetos son separantes concluimos que u= v. 

2. Se sigue de la propisición 1.1.29 . 

Ahora nos toca examinar las subcategorías que son cerradas bajo las fuentes 
antes definidas . Usando las propiedades de la imagen e imagen inversa obtenemos 
inmediatamente el siguiente lema. 

LEMA 3.6. Si una fuente (f i : X ----> YiliEI se factoriza a través de un morfismo 
f: X----> Y, entonces para cada m E Sub(X) se tiene quef- 1 (f(m)) s; /\iEI fi 1 (fi(m) ). 
En particular si (fdiEI es M-separante entonces así lo es f. 

DEMOSTRACIÓN . Para cada i E 1 tenemos que fi = 9i o f , Entonces para m E 

Sub(X) tenemos: 

fi 1 (film))= (gif) - 1 ((gJ(m)) 

= r 1(g-1((gif)(m)) 

= f- 1(gi1(gi{f(m)))) 

;:::r1(f(m)) 

Por lo tanto f- 1(f(m)) s; /\iEifi1(fi(m)). Si (fi: X----> YiliEI es M-separante en­
tonces f- 1(f(m)) s; m y la igualdad se sigue. ~ 

PROPOSICIÓN 3.7. Sea Q una subcategoría de C cerrada bajo productos, entonces: 
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l. Q es cerrada bajo fuentes M-separantes pequeñas si y sólo si 
Q es cerrada bajo fuentes fuertemente M-separantes pequeñas si y sólo si 
Q es cerrada bajo morfismos M-separantes. 

2. Si además E es estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos 
y subobjetos son separantes, las propiedades enunciadas· arriba son también 

equivalentes a: 
Q es cerrada bajo monomorfismos. 

DEMOSTRACIÓN. 

l. Lo único que se requiere para la demostración es que cerrado bajo mor­
fismos M-separantes implica cerrado bajo fuentes M-separantes pequeñas. 
Esto se sigue directamente del lema anterior al factorizar una fuente pequeña 
(fi: X-> Qdi.EI, con cada Q E Q, a través del producto: 

X~ IJQi ~ Qi 
jEI 

y de que (fi) es M-separante. 
2. Bajo las condiciones dadas se sigue de la proposición 3.3.5 que monomor­

fismos y morfismos M-separantes coinciden. 

Lo anterior será aplicado para dar la noción importante de esta sección, una 
subcategoría escindible. 

DEFINICIÓN 3.8. Sea Q una subcategoría de C. 

l. m E Sub(X) es una Q-pieza de X si existe un morfismo f : X -> Q con 
Q E Q tal que m = f- 1(f(m)). 

2. La subcategoría escindible de Q, denotada por Spl ( Q),, está formada por 
todos los X E C tal que para cada m E Sub(X), se tiene que m es una 
Q-pieza de X (en morfismos se considera plena). Q se llama escindible si 

y sólo si Q = Spl(Q) . 

OBSERVACIÓN 3.9. Para m E Sub(X) son equivalentes: 

l. m es una Q-pieza; 
2. Existen f: X-> Q, Q E Q y n E Sub(Q) tal que m = f - 1(n); 
3. Existen f: X-> Q, Q E Q y m' E Sub(X) tal que m = f- 1(f(m')) . 

PROPOSICIÓN 3.10. Spl( Q) es la cápsula fuertemente M-separante de Q (esto es, 
X E Spl(Q) si y sólo si existe una fuente fuertemente M-separante (fi: X-> QiliEI 
con Qi E Q para cada i E I). 
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DEMOSTRACIÓN. Claramente si (f,: X-> QiliEI es una fuente fuertemente M­
separante con cada Q i E Spl ( Q), entonces X E Spl ( Q) . Por otro lado si X E Spl ( Q) 
entonces para cada m E Sub(X) existe un f m : X -> Qm con Qm E Q tal que 
f;:;,_1(fm(m)) = m y así la fuente (f m : X -> QmlmESub(X) es fuertemente M­
separante. ~ 

COROLARIO 3.11. Q es una subcategoría escindible si y sólo si Q es cerrada bajo 
fu entes fu ertemente M-separantes. 

COROLARIO 3.12. 

l. Q ~ Spl( Q) ; 
2. Si S ~ Q entonces Spl(S) ~ Spl(Q) ; 
3. Spl(Spl(Q)) = Spl(Q). 

Ahora viene el resultado importante de esta sección. 
TEOREMA 3.1 3. 

l. Si en C subobjetos son separantes, entonces: 
Q es cerrada bajo monofuentes implica Q es una subcategoría escindible. 

2. Si además C tiene productos y es bien E-copotenciada con E estable bajo 
productos fibrados a lo largo de monomorfismos, entonces: 
Q es una subcategoría escindible y productiva si y sólo si Q es cerrada bajo 
mono fuentes. 

DEMOSTRACIÓN . 

l. Se sigue de la proposición 3.3.5(1 ), la observación 3.3.2(1) y el corolario 
3.3.11. 

2. Sea (f,: X-> YdiEI una fuente tal que para cada i E 1, Y, E Q. Para cada 
i E 1 sea m, o ei. = fi. la (E, M)-factorización de f, y sea J un conjunto re­
presentativo de la fuente (e,: X-> MdiEI· Ahora consideremos el siguiente 
diagrama 



56 3. Subcategorías (Co)Escindibles 

Si (fdiEI es una monofuente, entonces niEJ Mi E º(ya que cada ffij E M 
es M-separante y Q es productiva) y (ei) es monomorfismo. Por lo tanto 
por la proposición 3.3.5(2) (ei) es M-separante y por el corolario 3.3.11 
XE Q. 

Inversamente, si ( f diE ¡ es una fuente fuertemente M-separante, entonces 

niEJ Mi E º (pues cada mi es monomorfismo, y cualquier subcategoría 
cerrada bajo monofuentes es cerrada bajo productos) y por el lema 3.3.6 
(ei) es M-separante. Por lo tanto X E Q y por el corolario 3.3.11 Q es una 
subcategoría escindible. 

COROLARIO 3.14. Sea e topológica sobre Con con su estructura de (Epi, Encaje)­
¡ actorización, entonces: 
Q es escindible y productiva si y sólo si Q es cociente-reflexiva en C. 

EJEMPLOS 3.15. 

l. En R-Mod las subcategorías escindibles son fácilmente caracterizadas: Son 
clases heretitarias (con respecto a la factorización usual (Epi,Mono)). De 
hecho, si suponemos que Q es una clase hereditaria, entonces para X E 
Spl(Q) existe Q E Q y f: X--> Q tal que O= f - 1(f(O)) = f - 1(0), lo cual 
significa que X es submódulo de Q, así que X E Q. La inversa está dada 
por el corolario 3.3.11 y la observación 3.3.2(4). 

2. En la categoría Top, con su (Sobreyección, Encaje)-factorización, las sub­
categorías Top0, Top1 y Haus de To-espacios, Ti-espacios y espacios Haus­
dorff respectivamente, son subcategorías escindibles (ver el corolario 3.3.14). 

Ahora definiremos el operador de cerradura escindible, para esto necesitamos el 
siguiente resultado. 

PROPOSICIÓN 3.16. La clase de las Q-piezas es cerrada bajo productos fibrados. 
De esta manera, para cualquier subcategoría Q, la fórmula 

spl~(m) = /\{n E Sub(X) 1 n es una Q-pieza, m:::; n} 

define un operador de cerradura idempotente. 

DEMOSTRACIÓN. Si n es una Q-pieza por medio de g : X --> Q , entonces para 
cada morfismo f: T --> X, f - 1(m) = (g o f) - 1(g(m)). Como la composición de 
productos fibrados es un producto fibrado, por tanto f- 1(m) es una Q-pieza de 
T. Por lo tanto por la proposición 2.2.8 tenemos que es un operador de cerradura 
idempotente. ~ 
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DEFINICIÓN 3.17. Un operador de cerradura e es un operador de cerradura es­
cindible si existe una subcategoría Q tal que e = spl Q . 

OBSERVACIÓN 3.18. El operador de cerradura escindible se puede describir de 
una manera más conveniente: 

spl~(m) = (\{r1(n) 1 f: X~ Q, Q E Q, m ~ f - 1(n)} 

= (\{f-1(n) 1 f: X~ Q,Q E Q, f(m) ~ n} 

= (\{f- 1(f( l)) 1 f: X~ Q , Q E Q, m ~ f - 1 (f( l ))} 

= (\{f- 1(f(m)) 1 f: X~ Q, Q E Q} 

Propiedades y ejemplos de este operador de cerradura se darán cuando es­
tudiemos subcategorías de objetos e-discretos. 

4. S1Abcategorías Fine( e) 

Ya estudiamos subcategorías cerradas bajo fuentes fuertemente M-separantes y 

las llamamos escindibles. En esta sección estudiaremos subcategorías cerradas bajo 
fuentes M-separantes y veremos que son descritas como subcategorías de objetos 
e-discretos. 

DEFINICIÓN 4.1. Sea Q una subcategoría de e. La cápsula M-separante de Q, 
denotada por MSH ( Q), está definida por: X E MSH ( Q) si y sólo si existe una fu ente 
M-separante (f: X~ Qili.EI tal que para cada i E I, Qi. E Q . 

OBSERVACIÓN 4.2. De manera inmediata obtenemos propiedades de la cápsula 
M -separante de una subcategoría: 

l. Q s;:; MSH(Q); 
2. Si Q s;:; K entonces MSH(Q) s;:; MSH(K) ; 

3. MSH(MSH(Q)) = MSH(Q). 

Claramente también obtenemos que Q s;:; Spl(Q) s;:; MSH(Q) . 

Ahora definiremos objetos e-discretos. 

DEFINICIÓN 4.3. Sea e E Cl(C,M). Un objeto X E C se llama e-discreto si 

ex ~ flnex, esto es, para cada m E Sub(X) se tiene que cx(m) ~ flnex(m). La 
subcategoría de objetos e-discretos es denotada por 

Jine(c) ={X E C 1 ex~ flnex} ={X E C 1 para cada m E Sub( X), cx(m) = m }. 
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La primera propiedad que obtenemos es la siguiente. 

PROPOSICIÓN 4.4. Sea e E Cl( C, M) . Entonces la subcategoria 'fine( e) es cerrada 
bajo morfismos M-sepamntes. En particular, es cerrada bajo subobjetos. 

DEMOSTRACIÓN. Si f : X --+ Y es un morfismo M-separante con Y E 'fine(c) , 
entonces para cada m E Sub(X) obtenemos: 

cx(m) :S cx(f-1(f(m))) :S r 1(cy(f(m))) 

:S f - 1(flney(f(m))) ~ f - 1(f(m)) ~ m ~ flnex(m) 

Por lo tanto X E }ine(c). 

La parte importante de esta sección es caracterizar subcategorías de objetos c­
discretos como las subcategorías cerradas bajo fuentes M-separantes. 

PROPOSICIÓN 4.5. Pam una subcategoria A de C las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

i) A= }ine(c) pam algún e E Cl(C,M); 
ü) A= }ine(sp\A); 

fü) A=MSH(A). 
DEMOSTRACIÓN. 

i) =} ü) Es claro que A <;;; }ine(splA). Para la otra contención sea X E 

}ine(splA) , entonces para m E Sub(X) y f: X--+ Y con Y E A obtenemos: 

cx(m) :S cx(f-1(f(m))) :S r 1(cy(f(m))) 

:S r 1(pney(f(m))) ~ f- 1(f(m)) 

Así que 

cx(m) :S ¡\{f-1(f(m)) 1 f: X--+ Y, Y E A}= spl~(m) :S flnex(m) 

Por lo tanto por hipótesis X E A. 
ü) =} i) Es inmediato. 
ii) {::} iü) Se sigue de la observación 3.3.2(2). 

Antes de dar ejemplos veremos más propiedades del operador de cerradura es­
cindible y algunas relaciones con el operador de cerradura regular. 

COROLARIO 4.6. Sea S una subcategoria de C, splQ es discreto sobre S si y sólo 
si S <;;; MSH(Q) 
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Lo anterior nos indica que MSH( Q) es la subcategoría más grande sobre la cual 

splQ es discreto, esto nos ayudará a caracterizar a subcategorías de objetos e-discretos 
en términos del operador de cerradura escindible. 

PROPOSICIÓN 4.7 . splQ = spl5 si y sólo si MSH( Q) = MSH(S). 

DEMOSTRACIÓN. La primera implicación se sigue del corolario anterior. Para el 
regreso basta probar que splQ = splMSH(Ql . Por un lado tenemos que Q ~ MSH(Q) 

implica splQ 2: splMSH(Ql. Para probar la otra desigualdad, sean X E C y m E Sub(X), 

considere un morfismo f : X -+ H en la construcción de splMSH (Q)(m), como H E 

MSH(Q) existe una fuente M-separante (fi : H -+ QiliEI donde para cada i E I, 
Qi E Q. Para cada i E I consideremos la siguiente composición de morfismos 

M -.':'.:. X.!_. H ~ Pi 

como f(m) E Sub(H), f(m) = /\ fi 1(fi(f(m))). Así que, 

f - 1(f(m)) = r 1
(/\ fi 1(fdf(m)))) 

= /\lfif) - 1 ((fif)(m)) 

2: splQ(m). 

Por lo tanto, tenemos que 

splMSH(Q)(m) = /\{r1(f(m)) 1 f: X-+ H, HE MSH(Q)} 2: splQ(m). 

Cuando una subcategoría Q es débilmente reflexiva, esto es, cuando para cada 
X E C existe RX E Q y rx : X -+ RX tales que para cada f : X -+ Y con Y E Q existe 
un modismo f' con f' o rx = f (toda subcategoría reflexiva es débilmente relexiva), 
entonces tenemos una descripción del operador de cerradura spl Q. 

PROPOSICIÓN 4.8. Si Q es débilmente refl exiva en C entonces para cada subobjeto 
m : M -+ X tenemos 

spl~(m) = r)( 1(rx(m)). 

DEMOSTRACIÓN. El subobjeto r)( 1(rx(m)) es una Q-pieza que contiene a m y 
para cada morfismo f : X -+ Q con Q E Q tenemos 

f - 1 (f(m)) = (f'rx) - 1 ((f'rx)(m)) 

= r)( 1 (f' - 1 (f'(rx(m)))) 

2: r )( 1(rx(m)). 
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Ahora veamos relaciones entre los operadores de cerradura escindibles y regu­
lares. 

PROPOSICIÓN 4.9. Si Q es cerrada bajo cuadrados entonces 

splQ:::; regQ 

DEMOSTRACIÓN. Sean X E e, m E Sub(X) y Q una subcategoría cerrada bajo 
cuadrados, entonces 

reg;(m) ~ /\{h- 1(8Q) 1 h: X_, Q2
, Q E Q, h(m):::; bQ} 

?'. /\{h-1(h(m)) 1 h: X_, Q2 , Q E Q, h(m):::; bQ} 

?'. spl;(m). 

La última desigualdad se sigue de que Q es cerrada bajo cuadrados. 

Observe que splQ es el operador de cerradura más grande que es discreto en Q , 

pues si e es discreto en Q considere 

M~X!..Q 

con m E M y Q E Q, entonces obtenemos: 

cx(m):::; cx(r1(f(m))):::; f - 1(cx(f(m))) = r 1(f(m)) 

esto es, cx(m) :::; /\{f- 1 (f(m)) 1 f: X_, Q, Q E Q} = spl;(m). Con esto concluimos 
lo siguiente. 

PROPOSICIÓN 4.10. Si Q es cerrada bajo cuadrados, entonces splQ = regQ si y 
sólo si regQ es discreto sobre Q. 

OBSERVACIÓN 4.11. Al igual que subcategorías delta, tenemos una adjunción 
Ji•e 

SUB(C)ºP ~ Cl(C, M) 
spl 

En efecto, para una subcategoría B de C y para cada B E B tenemos que spl~ = pne8 , 

por lo tanto B ~ Jine(spl8
). Trivialmente tenemos que e:::; splJi•dcl. 

Ahora veremos algunos ejemplos de operadores de cerradura escindibles y luego 
de subcategorías de objetos e-discretos 

EJEMPLOS 4.12. 

l. Note que coar = splp y flne = splc, esto es, los operadores de cerradura 
discreto e indiscreto son operadores de cerradura escindibles. 
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2. En R-Mod los operadores de cerradura escindibles tienen una fácil descrip­
ción, para Q una clase de R-módulos tenemos: 

spl~(N) = N + f\{Nuf 1 f: M--. L, LE Q} 

El prerradical asociado a este operador es 

CTQ(M) = /\{Nuf 1 f: M-> N, NE Q} 

3. El operador de cerradura cuasicomponente q es un operador de cerradu­
ra escindible, esto es, q = splv donde V es la subcategoría de espacios 
discretos. 

4. El operador de cerradura con es escindible, esto es, con = sp\8 donde B es 
la subcategoría de espacios hereditariamente disconexos. 

5. El operador de cerradura path es escindible, esto es, path = splA donde A 
es la subcategoría de espacios hereditariamente disconexos por trayectorias. 

Ahora daremos ejemplos de subcategorías de objetos e-discretos en Top y en R:Mod. 

l. Con el operador de cerradura de Kuratowski k, los objetos k-discretos son 
los espcios discretos usuales. 

2. También con el operador de cerradura q, La subcategoría de objetos q­
discretos, es la subcategoría de espacios discretos en el sentido usual. 

3. Con el operador de cerradura con, los objetos con-discretos son los espacios 
hereditariamente disconexos. 

4. Si tomamos el operador de cerradura path, los objetos path-discretos son 
los espacios hereditariamente disconexos por trayectorias. 

5. En R-Mod, parar¡ ER-pr, Jine(mi.nll) = JF11 • 

5. Relaciories eritre L'.l(c). Jirie(c) y Spl(Q) 

En esta sección veremos cuando las tres nociones antes mencionadas coinciden 
y cuando son diferentes, para esto, veremos algunos resultados y algunos ejemplos. 
Inmediatamente de lo visto en secciones anteriores tenemos el siguiente resultado. 

PROPOSICIÓN 5.1. Sea C una categoría tal que cuasipuntos detectan monofuentes, 
tiene productos, subobjetos son separantes y es bien E-copotenciada con [ estable bajo 
productos fibrados a lo largo de monomorfismos. Entonces para una subcategoría Q 

de e son equivalentes: 

l. Q es escindible y productiva; 
2. Q es una subcategoría delta; 

3. Q es cerrada bajo monofuentes. 
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DEMOSTRACIÓN. Se sigue de la proposición 3.1.4 y la proposición 3.3.12(2). ~ 

Esto nos da una completa relación entre subcategorías delta y subcategorías 
escindibles. Ahora veamos qué pasa con subcategorías de objetos e-discretos. 

PROPOSICIÓN 5.2. Si C es bien [-copotenciada, entonces para una subcategoría 

productiva Q deC, Spl(Q) =MSH(Q) =Jine(splºJ. 

DEMOSTRACIÓN. Sea X E MSH( Q) (ver la proposición 3.4.5). Consideremos una 
fuente M-separante (fi: X--+ YdiEI con Yi E Q, tomamos su factorización fi =mi o 

ei , tomamos un conjunto de representantes J <:;:; I para la fuente (ediEI y formamos 

el producto Jl;EJ Mi. El modismo Jl mi : JliEJ Mi --+ JliEJ Yi E M. Como Q es 
productiva, Q <:;:; Spl( Q) y Spl( Q) es cerrada bajo subobjetos tenemos que JliEJ Mi E 

Spl(Q). Por lo tanto (ei) es M-separante (lema 3.3.6), así que X E Spl(Q). ~ 

Ahora veamos como las Q-piezas son caracterizadas como los objetos cerrados 
con respecto al operador escindible. 

PROPOSICIÓN 5.3 . Si C es bien [ -copotenciada y Q es una subcategoría produc­
tiva, entonces para cada X E C se tiene que m es una Q-pieza de X si y sólo si 

spl~(m) = m . 

DEMOSTRACIÓN. La necesidad es clara. Para la suficiencia usamos un argumento 
como en la proposición anterior para factorizar la fuente de todos los morfismos con 
dominio X y codominio en Q a través de un morfismo f = (ei)· Por lo tanto, del lema 
3.3.6 concluimos que 

EJEMPLOS 5.4. 

m=spl~(m) 

= f\{g - 1(g(m)) 1 g: X--+ P, PE Q} 

=r1(f(m)). 

l. En Top, la subcategoría de espacios discretos es una subcategoría de ob­
jetos e-discretos que no es una subcategoría delta (pues no es cerrada bajo 
límites) . 

2. Sea Sel espacio de Sierpinski , entonces Spl(S) es la subcategoría de espacios 
puerta, esto es, espacios donde todo subespacio es cerrado o abierto. Este 
es un ejemplo de una subcategoría escindible que no es una subcategoría 
delta, pues S x S rf. Spl ( S) (ya que la diagonal de S x S no es ni cerrada ni 
abierta). 
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3. El ejemplo 3.3.3(2) muestra que hay subcategorías escindibles que no son 
subcategorías de objetos e-discretos para algún e E CL( Top, M) (M la 
clase de encajes). 

4. En R-Mod cualquier clase hereditaria que no es cerrada bajo productos es 
una subcategoría escindible que no es una subcategoría delta. 

6. S1Abcate9orías Coesciriclibles 

Al definir fuentes (fuertemente) M-separantes se usó implicitamente el operador 
fine . Teniendo en cuenta esta observación, usaremos el operador coar para definir la 
noción dual. 

DEFINICIÓN 6.1. Un pozo (Yi ~ XJiEI) es llamado: 

i) M- coseparante si para cada m E Sub(X), 

coarx(m) = m V V hi(coary¡ (hi1 (m))); 
iEI 

ü) Fuertemente M- coseparante si para cada m E Sub(X) existe i E 1 tal que 

coarx(m) = m V hi(coary¡ h - 1(m)). 

ÜBSERVACIONES 6.2. 

l. Claramente todo pozo fu ertemente M-coseparante es M- coseparante (ya 
que en la definición anterior podemos observar que hifcoary¡(hi 1(m))) :=:; 
coary(m)) . 

2. El regreso en general no se vale. Considere el pozo de inclusiones (in : 
U(O, n) ~ IR)nE!\li donde U(O, n) es el intervalo abierto con centro en el O 
y radio n y IR es la recta real con la topología usual. Entonces (inlnEN es 
M- coseparante en Top, pero no fu ertemente M-coseparante (M la clase 
de encajes). 

3. Para morfismos ambas nociones coinciden y los llamaremos M- coseparantes. 

PROPOSICIÓN 6.3. Supongamos que E es estable bajo productos fibrado s a lo largo 
de monomorfismos, entonces todo morfismo en E es M- coseparante. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea h : X--+ Y en E. Para m E Sub(Y), como !y oh= !x, por 
la proposición 2.4.2 tenemos 

coarx(h- 1(m)) ~ !)(1(!x(h- 1(m))) 

~ h - 1(!y1(!y(h(h- 1(m))))) 

~ h - l(!yl(!y(m))) 

~ h - 1(coary(m)). 

Porque E es estable bajo productos fibrados a lo largo de subobjetos. 

Ahora veamos más definiciones que nos ayudarán a dar la noción importante de 
esta sección. 

DEFINICIÓN 6.4. S ea R. una subcategoria de C. 

l. m E Sub(X) es una R.-copieza de X si existe un morfismo h : R --+ X con 
RE R. tal que coarx(m) = m Vh(coarR(h- 1(m))). 

2. La subcategoria coescindible de R., denotada por Cospl(R.) , está formada 
por todos los X E C tal que para cada m E Sub(X), se tien e que m es una 
R.-copieza (en morfismos se considera plena). R. es coescindible si y sólo 
si R.= Cospl(R.) . 

PROPOSICIÓN 6.5. Cospl(R.) es la cápsula fuertemente M-coseparante de R.. 

DEMOSTRACIÓN. Similar a la demostración de la proposición 3.3.10. ~ 

COROLARIO 6.6. R. es una subcategoría coescindible si y sólo si R. es cerrada 
bajo pozos fuertemente M-coseparantes. 

COROLARIO 6.7. 

l. R.<;;; Cospl(R.); 

2. Si R.<;;; K entonces Cospl(R.) <;;; Cospl(K) ; 

3. Cospl(R.) = Cospl(Cospl(R.)). 

Antes de continuar necesitamos una definición importante. 

DEFINICIÓN 6.8. Diremos que un pozo ( 91: Y1 --+ YhEI es pt-sobreyectivo si para 
cada 11 : 1 --+ Y existen j E 1 y 11i : 1 --+ Yi tales que 9i o 11i = 11 . 

En seguida veremos un lema que nos ayudará para probar que en muchas cate­
gorías conocidas las subcategorías coescindibles son simplemente subcategorías cer­
radas bajo imágenes. 
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LEMA 6.9. Supongamos que morfismos en E son pt-sobreyectivos, entonces para 
cada X E C tal que el morfismo ! x : X -+ 1 pertenece a E (o equivalentemente X tiene 
un punto) y para cada m E Sub(X), las siguientes condiciones son eqivalentes: 

l. X tiene un punto x con x S m; 
2. coarx(m) = lx; 
3. X tiene un punto 11 con 11 S coarx(m) . 

DEMOSTRACIÓN. 

(1) =? (2) Si existe x: 1 -+ X, entonces, para cada 9 : X -+ P con P E P , 
P = 1, por lo tanto 9- 1¡9(x)) = !)(1(!x(x)) = lx y por lo tanto coarx(m) 2: 
coarx(x) = lx. 
(2) =? (3) es claro. 
(3) =? (1) Sea !x o m =no e la (E,M)-factorización de !x o m y (n', f) el 
producto fibrado de (n, !x) . Entonces, como 11 S coarx(m) S !)(1(!x(m)) = 
n', de esta forma existe z : 1 -+ N' tal que no foz = l 1. Esto implica 
que n es un isomorfismo. Por lo tanto ! M : M -+ 1 pertenece a E, lo cual 
implica (1) de acuerdo a nuestra hipótesis. 

DEFINICIÓN 6.10. Sea R una subcategoría de e, Qout(R) ={X E e 1 existe f: 
R -+ X, con f( 1 R) = 1 x y R E R} es la subcategoría cohereditaria con respecto a R , 
es decir, es la mínima subcategoría cerrada bajo E-imágenes que contiene a R. A las 
subcategorías que satisfacen R = Quot(R) las llamaremos cohereditarias. 

PROPOSICIÓN 6.11. Sea Cuna categoría tal que morfismos en E son pt-sobreyectivos 
con E estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos y que para cada 
objeto no inicial X en C se tiene que !x E E. Si R es una subcategoría de C que 
contieneun objeto no inicial, entonces Cospl(R) = Qout(R). 

DEMOSTRACIÓN. La contención de regreso es clara. Sea X E Cospl(R) con X no 
inicial, entonces existe un morfismo x : 1 -+ X, como (E, M) es una factorización 
ortogonal tenemos que x E Sub(X) y por el lema 3.6.9 existe 9: R-+ X tal que 

lx = coarx(x) = x V 9(coarR(9 - 1(x)) 

Si 9(coarR(9- 1(x)) es un objeto inicial, entonces lx = x y como Quot(R) contiene 
al objeto terminal obtenemos que X E Qout(R). Si 9(coarR(9 - 1(x))) no es un ob­
jeto inicial entonces existe 11 : 1 -+ 9 (coa rR ( 9- 1 

( x))), como morfismos en E son 
pt-proyectivos, tenemos que existe z: 1 -+ coarR(9 - 1(x)) con 9 o z = 11 , aplicando 
otra vez el lema 3.6.9 tenemos que existe a : 1 -+ 9- 1 (x) por lo tanto tenemos que 
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x:::; g(coarR(g- 1(x))) , por lo tanto lx = g(coarR(g - 1(x))):::; g(lR):::; lx, por lo tanto 
X E Qout(R). ~ 

COROLARIO 6.12. En toda categoría topológica sobre Con, las subcategorías co­
escindibles son las subcategorías cohereditarías. 

EJEMPLOS 6.13. 

l. Como nos dice el corolario anterior, todas las subcategorías cerradas bajo 
imagenes en Top son coescindibles (con respecto a la factorización usual). 

2. En R-Mod también las subcategorías coescindibles son las cohereditarias, 
la demostración es similar a la dada para subcategorías escindibles. 

Para cada subcategoría R de C definimos el siguiente operador de cerradura. 
Para cada X E C y para cada m E Sub(X) sea 

cosp\~(m) = m V v{h(coarR(h- 1(m))) 1 h: R--+ X,~ E R} 

DEFINICIÓN 6.14. Un operador de cerradura e es llamado coescindible si e = 
cosp\R para alguna subcategoría R de e 

En la siguiente sección se darán algunas propiedades de este operador de cerra­
dura. 

7. S1Abcate9orías Coar( e) 

Ahora toca el turno de estudiar subcategorías cerradas bajo pozos M-cosepa­
rantes. 

DEFINICIÓN 7.1. Sea R una subcategoría de C. La cápsula M-coseparante de R, 
denotada por MCH(R), está definida por: X E MCH(R) si y sólo si existe un pozo 
M-coseparante (hi.: Ri.--+ X)i.EI tal que para cada i E I, Ri. E R. 

OBSERVACIÓN 7.2. De forma inmediata obtenemos algunas propiedades de la 
cápsula M-coseparante: 

l. R s;; MCH(R); 
2. Si R s;; S entonces MCH(R) s;; MCH(S); 
3. MCH(MCH(R)) = MCH(R). 

También tenemos que R s;; Cospl(R) s;; MCH(R). 

Ahora estamos listos para definir los objetos e-indiscretos. 
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DEFINICIÓN 7.3. Sea e E CL(C,M). Un objeto X E e es llamado e-indiscreto 
si ex 2: coorx, esto es, para cada m E Sub(X) se tiene que cx(m) 2: coorx(m). La 
subcategoría de objetos e-indiscretos es denotada por 

Coor(c) ={X E C 1 ex 2: coorx} 

PROPOSICIÓN 7.4. Sea e E CL(C, M). Entonces Coor(c) es cerrada bajo morfis­
mos M-cosepamntes. Por lo tanto es cerrada bajo E-imágenes si E es estable bajo 
productos fibrados a lo largo de monomorfismos. 

DEMOSTRACIÓN. Sea h: X ---+ Y un modismo M-coseparante con X E Coar(c). 
Entonces, para m E Sub(Y) tenemos que coary(m) = m V h(coarx(h- 1(m))), por lo 

tanto 

coary(m) :::; m V h(cx(h- 1 (m))) :::; m V cy(h(h- 1 (m))):::; cy(m), 

lo cual significa que Y E Coar(c). Por el lema anterior tenemos que Coar(c) es cerrada 
bajo E-imágenes. ~ 

Ahora daremos la caracterización de objetos e-indiscretos análoga a la de objetos 
e-discretos. 

PROPOSICIÓN 7.5. Para una subcategoría B de C las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

i) B = Coor(c) para algún e E CL(C,M); 

ii) B = Coar(cospl
6

); 

iii) B = MCH(B). 
DEMOSTRACIÓN. 

i) =? ii) Es claro que B ~ Coar(cosp1
6

) . Como B = Coar(c) y cosp1 6 es el 
operador de cerradura más pequeño que coincide con coor en B, así que 
cosp1 6 

:::; e/\ coar :::; c. Por lo tanto X E B. 
ii) =? i) es inmediato. 
ii) {=} iii) Es claro pues se sigue de la definición de pozo M-coseparante. 

De la equivalencia de ii) con iii) de la proposición anterior inmediatamente ob­
tenemos el siguiente resultado. 

COROLARIO 7.6. Sea K una subcategoría de C, cosplR es indiscreto sobre K si y 

sólo si K ~ MCH(R) . 
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Al igual que subcategorías de objetos e-discretos son caracterizadas en térmi­
nos del operador de cerradura escindible (proposición 3.4.7), tenemos un resultado 
análogo para subcategorías de objetos e-indiscretos y el operador de cerradura coes­
cindible. 

PROPOSICIÓN 7.7. cosplR = cospl/C si y sólo si MCH(R) = MCH(K). 

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del corolario anterior. 

Los operadores de cerradura coescindibles en general no son ni idempotentes ni 
débilmente hereditarios, el siguiente resultado nos da condiciones para que estos sean 
débilmente hereditarios. 

PROPOSICIÓN 7.8. Supongamos que coar es débilmente hereditario. Entonces 
cospl8 es débilmente hereditario si y sólo si la subcategoría Coar(cospl 6

) es cerrada 
bajo subobjetos coar-cerrados. 

DEMOSTRACIÓN. Sea B una subcategoría de C, supongamos que cospl 6 es débil­

mente hereditario y sea m E Sub(X) un subobjeto coar-cerrado con X E Coar(cospl6
) , 

esto implica que coarx :S: cospl~. Como coar y cospl6 son débilmente hereditarios y M 

es coar-cerrado en X tenemos que coarM :S: cospl~ (proposición 2.3.5), por lo tanto 

ME Coar(cospl 6
). 

Inversamente, sea B una subcategoría tal que Coar(cospl6
) es cerrada bajo subobje­

tos coar-cerrados. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B = Coar(cospl6
) 

(propodición 3.7.7). Hay que probar que cosp1 8 es débilmente hereditario. Sea m E 

Sub(X) con X E C, sea jm el modismo tal que m = cospl~(m) o Ím· Para cada 
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h : B --+ X con B E B, consideremos el siguiente diagrama conmutativo 

donde B' 
diagrama 

h(coar8 (h- 1)) y k es el morfismo que hace conmutativo el siguiente 

B' h(coars(h- 1 (m))) X 

~ ~~(m) 
cospl~(M) 

B' está en B pues Coar(cospl8 ) es cerrado bajo subobjetos coar-cerrados (coar es 
escindible y por tanto idempotente) y bajo imágenes. Por lo tanto tenemos que 

(1) 
cospl~(m) o k(coarsi(k- 1 (imlll ~ (h o coars(h- 1 (m)) o coarsi(k- 1 (imlll 

~ h(coars(h- 1 (m)) o coars1(k- 1 Oml)). 
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Ahora consideremos el siguiente diagrama 

1 

• s 
1 

.¡. 

coars(k- 1 (M)) 

e 

/ ~1 k - l(jM)) 

k - 1(M) m B' 

Donde A= coarcoars(h- 1(M))((ke) - 1(M)) y ses inducido por el lema de diagonal­
ización (lema 2.2.3). Por tanto tenemos 

h - 1(m) ~ coars(h- 1(m)) o e- 1(coars1{k- 1(imlll 
(2) 

~ coars(h- 1 (m)) o coarcoars (h-1 (M))((ke) - 1 Oml), 
como coar es débilmente hereditario e idempotente, tenemos que la composición de 
subobjetos coar-cerrados es coar-cerrado, por lo tanto tenemos la siguiente desigual­
dad 

(3) coars{h- 1 (m)) ~ coars{h- 1 (m)) o coar coars (h-1 (M))( {ke) - 1 Oml) . 

Por la proposición 1.1.16 existe un modismo d que hace conmutativo el siguiente 
diagrama 

A~ coar8 , (k- 1 (M)) 

1 , , , , ,
5
',, /! 1 cospl~ (m)ocoar 8 ,(k- 1 Om)) 

A 1 · ' X 

Donde A' es el dominio de h(coarcoars(h-l(M))((ke) - 1(jmll ocoars{h- 1(m))). Por lo 
tanto tenemos que 

(4) 

coars(h- 1 (m)) o coar,0 0 ,
6 

(h- 1 (M))( (ke) - 1 (imll ~ 

~ h(coars(h- 1{m)) ocoars1(k- 1(jm))). 

Por lo tanto de (1) y de (3) y (4) tenemos que 

(5) cospl~(m) o k(coars1{k- 1{imlll :'.:'. h(coars(h- 1(m))). 
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Por lo tanto cospl~(m) ocospl~spl~ (M ) (jm) 2'. cospl~(m), así que im es cosp1
8

-denso. ~ 

De lo anterior y de la proposición 2.4.2 tenemos lo siguiente. 

COROLARIO 7.9. Si E es estable bajo productos fibrados a lo largo de monomor­
fismos, entonces, para toda subcategoría B de e, cospl8 es débilmente hereditario si y 

sólo si Coar(cosp18
) es cerrada bajo subobjetos coar-cerrados. 

Como en categorías topológicas sobre la categoría de conjuntos coar es el opera­
dor de cerradura indiscreto usual, la condición de que Coar(cospl8

) sea cerrada bajo 
subobjetos coar-cerrados se hace trivial. 

COROLARIO 7.10. Si e es una categoría topológica sobre Con o si e es punteada, 
entonces cospl8 es débilmente hereditario para toda subcategoría B de C. 

Ahora comparemos el operador de cerradura cosplR con coregR. 

PROPOSICIÓN 7.11. Sea R una subcategoría de C cerrada bajo cuadrados y tal 
que todo objeto {no inicial) en R tiene un punto. Entonces cosplR 2'. coreg R.. 

D EMOSTRACIÓN. Como cada objeto R E R tiene un punto, se sigue que coarR2 ( cSR) = 
1 Rz (ver lema 3.6.9) . Sea m E Sub(X) con X E C, entonces 

coreg~(m) = m V v{h(l Ri) 1 h : 8 2 -+ X, RE R, h(bR) :::; m } 

:::; m V v{h(coarR2 (cSR)) 1 h: R2 -+ X, RE R, h(bR) :::; m} 

:::; m V V{h(coarRz(h- 1(m))) 1 h : R2 -+ X, RE R, h(cSR):::; m} 

:::; m V V{h(coarR(h-1 (m))) 1 h: R-+ X, RE R} = cospl~(m). 

Observemos que cosplR es el operador de cerradura más pequeño que es indiscreto 
sobre R , pues si c E CL( C, M) es indiscreto sobre R considere 

M~X~R 

con m E M y R E R entonces: 

m V h(coarR(h- 1 (m)) :::; m V h(cR(h- 1(m)) :::; m V cx(h(h- 1 (m )) :::; cx(m) 

por lo t anto cospl~ ( m) :::; cx(m) . Así que tenemos el siguiente resultado. 

PROPOSICIÓN 7.12. Si R es cerrada bajo cuadrados y cada objeto tiene un punto, 
entonces cosplR = coreg R. si y sólo si coreg R. es indiscreto sobre R . 
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OBSERVACIÓN 7.13. Al igual que subcategorías Nabla, tenemos una adjunción 
cospl 

CL(C, M ) ~ SUB(C) 
Coar 

En efecto, para RE R tenemos que cospl: = coarR , así R ~ Coar(cospln) ; ahora para 
e E CL(C,M) tenemos 

cospl~oar(c)(m) = m V V{h(coar A(h- 1 (m))) I h : A -t X, A E Coar{c)} 

:S m V V{h(cA(h- 1(m)) ) J h : A -t X, A E Coar(c) } 

:S cx( m); 

I
Coar(c) 

esto es, cosp :S c. 

Ahora veremos algunos ejemplos de operadores de cerradura coescindibles y luego 
de subcategorías de objetos e-indiscretos 

EJEMPLOS 7.14. 

l. Note que coar = cosplc y fine= cosplp , esto es, los operadores de cerradura 
discreto e indiscreto son operadores de cerradura coescindibles. 

2. En R-Mod los operadores de cerradura coescindibles tienen una fácil de­
scripción, para R una clase de R-módulos tenemos: 

cospl!(N) = N + V{Imh 1 h : L __. M, LE R} 

El prerradical asociado a este operador es 

crn(M) = V{Imh 1 h : N __. M, NE R} 

3. El operador de cerradura con es coescindible, esto es, con = cosp1
8 

donde 
B es la subcategoría de espacios conexos. 

4. El operador de cerradura path es coescindible, est~ es, path = cosplA 
donde A es la subcategoría de espacios conexos por trayectorias. 

Ahora daremos ejemplos de subcategorías de objetos e-indiscretos en Top y en R­
Mod. 

l. Con el operador de cerradura de Kuratowski k, los objetos k-indiscretos 
son los espcios indiscretos usuales. 

2. Con el operador de cerradura con, los objetos con-indiscretos son los es­
pacios conexos. 

3. Si tomamos el operador de cerradura path, los objetos path-indiscretos 
son los espacios conexos por trayectorias. 

4. En R-Mod, parar¡ E R-pr, Coar(minll) = 1l'Tl . 
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8. Relaciones entre "V(c). Coar(c) y Cospl(R) 

En esta parte veremos algunas relaciones y diferencias entre las tres nociones 
enla definición de esta sección, así que comencemos. 

PROPOSICIÓN 8.1. Si e tiene suficientes puntos y pozos en E son pt-sobreyectivos, 

entonces toda subcategoria nabla es una subcategoria se objetos e-indiscretos para 

algún e E CL(C,M) . 

DEMOSTRACIÓN. Sea A una subcategoría nabla, y sea (gi : Ai ---+ YhEI pozo 
M-coseparante, donde para cada i E I, Ai E A . Considere el siguiente diagrama 
conmutativo 

Y----+Y X y 
by 

Si tenemos (x, y) : 1 ---+ Y x Y con x-:/= y entonces por el lema 3.6.9 tenemos que 

Por lo tanto, con g; 1 (x) : A{ ---+ Ai y coar A, ( 9i 1 (x)) : coar A, (A{] ---+ Ai, el pozo 
(x : 1 ---+ Y, ( 9i o coar A, ( 9i 1 (x)) : coar A, (A{) ---+ YliEil pertenece a E (ya que el pozo 
(giliEI es M-coseparante). Como E-pozos son pt-sobreyectivos, y x -:/= y, existen 
j :E I y a' : 1 ---+ coar A; (Ajl tal que 9i ocoar A; (gj1 (x)) o a'= y. Por lo tanto, el punto 

a= coarA;(9j1(x)) o a' trivialmente cumple a :S coarA;(9j 1(x)) y 9i o a= y . Del 

lema 3.6.9 existe también b: 1 ---+Aj tal que b :S gj1(x), y así 9i o b = x. Por lo 
tanto ( 9i x giJ (a, b). De esta forma como hay suficientes puntos tenemos 

lyxy ~by V v(9i X giJ(l A¡xAJ 

así que Y E A. Por lo tanto A= MCH(A). 

Ahora veamos cuando una subcategoría de objetos e-indiscretos es una subcat­
egoría coescindible. Pero antes necesitaremos un lema y algunas definiciones. 

LEMA 8.2. Si un pozo (hi : Yi ---+ XhEI se factoriza a través de un morfismo 

h : Y ---+ X, entonces para cada m E Sub(X) se tiene que h(coary(h- 1(m))) 2: 
V iEI hi(coary, (h( 1 

( m))). En particular si (hiliEI es M-coseparante entonces así lo 

es h. 
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DEMOSTRACIÓN. Para m E Sub(X) e i. E I obtenemos: 

hdcoary
1 
(h{ 1(m))) = hgdcoary

1 
((hg;J - 1 (m))) 

= hgdcoary
1 
(g - 1h{ 1(m)) 

= h(gifcoary1 (gi1(h{ 1 (f(m)))))) 

::::; h(coary(h- 1(m))) 

Por lo tanto h(coary(h-1(m))) ~vi.El hi.(coary, (h{ 1(m))) . Claramente si (hi.li.EI es 
M-coseparante entonces h también lo es. l>!c 

DEFINICIÓN 8.3. Sea R. una subcategoría de e . Diremos que R. es cerrada bajo 
f-pozos si cada vez que tengamos un pozo pequeño (hi.: Yi.--> Xli.EI en E con Yi. E R., 

el cual satisface que para cada i., j E I existe n E N tal que existen i.o, ... , in E I y 

un morfismo x: 1 --> h;.1JYi.kl /\ hi.k +l (Yi.k +l) para cada k =O, n con i = io y j = ini 
entonces X E R. 

OBSERVACIÓN 8.4. Fácilmente se puede ver que si R. es cerrada bajo f-pozos 
entonces Quot(R.) también lo es. 

Ahora tenemos el siguiente resultado. 

PROPOSICIÓN 8.5. Sea R. una subcategoría de e donde e es bien M-potenciada. 
Supongamos que morfismos en E son pt-sobreyectivos y que todo objeto en C que no 
es inicial tiene un punto, bajo estas condiciones si Res cerrada bajo f-pozos entonces 
Cospl(R.) = MCH(R.) = Coar(cospln) . 

DEMOSTRACIÓN. Solo necesitamos probar la contención de regreso. Sea X E 

MCH(R), entonces existe un pozo M-coseparante (hi.: Yi.--> X)tEI tal que para cada 
i E 1 con Yi. E R. consideremos el siguiente diagrama conmutativo 

l"4 Yt------+ 

~ 

Vhi.(Y;.) 
i.EJ 

Donde J es un conjunto de representantes de I. Probaremos que hay un f-pozo 
con dominio en Quot(R.) y codominio vi.EJ hi.(Y;.). Consideremos el conjunto L ~ J 
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que satisface lo siguiente: para cada i. , j E L existe n E N t al que existen i.0 , ... , i.n E L 
y un morfismo x: 1 --> hik (Yik) /\ hik + 1 (Yik +1 ) para cada k =O, n con i. = i.o y j = i.n . 

Como hay un punto en cada Yi , podemos encontrar dos puntos x : 1 --> V iEL hdYd 
y lJ : 1 --> hj(Yj)jEJ , por lo tanto , como (hi: Yi--> X))iEI es M-coseparante y por el 
lema 3.6.9 tenemos que 

jE) jE) iEI jE) 

De esto y de que J es un conjunto de representantes obtenemos que 

vhj(Yj) ~V hi(Yd V v(hj(coar(hj 1(V hi(Yd))) 
jE) iEl jE) iEl 

Para cada j E J tal que el objeto hj(coar(hj 1(ViEL hi(Yd)ll es no inicial, existe z : 

1--> hj(coar(hj 1(ViELhi(Yd))), como morfismos en E son pt-sobreyectivos tenemos 

que existe a : 1 --> coar(hj 1 (V iEL hi(Yd)) tal que hi o a = z. Ahora como existe un 

punto en ViELhdYd , por el lema 3.6.9 existe b: 1--> h j 1(ViELhdYd), pero esto 
implica que j E L, por lo tanto ViEJ hj(Yj) ~ ViEL hi(Yd , esto implica que (Yi--> 
vjE) hj(Yj))iEl es un f-pozo , por lo tanto viE) hj(Yj) E Cospl(R.) por la proposición 
3.6.11 y por que R. es cerrada bajo f-pozos. Por lo tanto por el lema 3.8.2 tenemos 
que X E Cospl(R.) ~ 

OBSERVACIÓN 8.6. En categorías topológicas sobre conjuntos, las subcategorias 
que son coescindibles y cerradas bajo f-pozos fueron estudiadas extensamente por el 
Dr. Vázquez y la Dra. Salicrup ({36]} y fueron llamadas subcategorias de conexión. 

PROPOSICIÓN 8.7. S ea R. una subcategoria de C la cual es cerrada bajo f-pozos . 
Bajo las hipótesis de la proposición anterior, para cada X E C tenemos que: m es 
una R.-copieza de X si y sólo si cospl~(m) = coarx(m) . 

DEMOSTRACIÓN. La necesidad es clara. Para la suficiencia usamos argumentos 
como los anteriores para factorizar el pozo de todos los morfismos con dominio en R. 
y codominio X a través del morfismo g = (mi)· Entonces por el lema 3.8.2 tenemos 
que 

coarx (m) = cospl ~( m) 

= m V V{h(coar(h- 1(m))) 1 h: R--> X, RE R.} 

= m V g(coar(g - 1(m))). 
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EJEMPLOS 8.8. 

l. En Top, Coar(cospl 5
) (S el espacio de Sierpinski) es una subcategoría de 

objetos indiscretos que no es una subcategoría nabla, pues S E Coar(cospl 5
) 

y S x S fi Coar(cosp1 5
) ( ya que cualquier subcategoría delta que contenga 

a S, debe contener S x S. 
2. La subcategoría de espacios compactos es una subcategoría coescindible 

que no es una subcategoría de objetos indiscretos , pues los espacios com­
pactosno son cerrados bajo f-pozos. 

3. Toda subcategoría nabla en Top es una subcategoría coescindible. 
4. En R-Mod Cualquiera clase cohereditaria que no es cerrada bajo copro­

ductos es una subcategoría coescindible que no es subcategoría nabla. 

9. Últimos comeritarios 

Ya para concluir, en esta sección presentaremos algunos problemas abiertos y 
daremos alguna direcciones que podemos seguir a partir de la teoría descrita aquí. 
Un problema que surge de inmediato es el siguiente: 

PROBLEMA 9.1. Dar un ejemplo de una subcategoria coescindible que no sea una 
subcategoria cohereditaria. 

Nosotros no pudimos encontrar algún ejemplo. También es de importancia co­
mentar que subcategorías escindibles y coescindibles pueden tratarse como gene­
ralizaciones de clases hereditarias y cohereditaras en categorías de módulos como 
fueron estudiadas en [2]. Así que con esto a la mano, podemos estudiar clases natu­
rales y conaturales como fueron estudiadas en ese artículo, pero ahora en categorías 
arbitrarias. Para presentar el siguiente problema necesitamos una definición. 

DEFINICIÓN 9.2. Sean e una categoría y e E CL(C,M). Un morfismo f : X-> y 

es e-cerrado si para cada m E Sub(X) se tiene que f(cx(m)) ::= cy(f(m)) . 

morfismo e-cerrados en Top (e el operador de cerradura usual) son las funciones 
cerradas usuales. Con esto podemos definir el siguiente concepto. 

DEFINICIÓN 9.3. Sean D una subcategoria de e y X E e . Para m E Sub(X), 
diremos que m es una V-pi eza cerrada para X si existe un morfismo cerrado f: X -> 
O , con O E D tal que f - 1 (f(m)) = m. 

De esta forma podemos definir una subcategorías similares a las subcategorías 
escindibles, esto es, subcategorías que llamaremos subcategorías ce-escindibles. 



78 3. Subcategorías (Co)Escindibles 

D EF INI CIÓN 9.4. Sea V una subcategoría de C. La subcategoría ce-escindible de 
V , la cual denotaremos por Spl ce(V), está definida por: X E Splce(V) si y sólo si, 
todo subobjeto de X es una ce-pieza cerrada. 

Con esto tenemos el siguiete problema. 

PROBLEMA 9.5. Caracterizar las subcategorías V que satisfacen Splce(V) =V. 

Por último definiremos subcategorías que generalizan las subcagetorías de objetos 
discretos e indiscretos. 

DEFINICIÓN 9.6. Para e, d E CL( e' M) con e :::; d , definimos la c-d-subcategoría 
de e como 

K~ = {X E C 1 ex= dx}. 

En [22] hay muchos ejemplos de c-d-subcategorías. Ahora veamos el siguiente 
problema. 

PROBLEMA 9.7. ¿Bajo que condiciones tenemos que Splce(Kg) = Kg?. 

Si encontramos buenas condiciones para obtener la igualdad anterior , podremos 
obtener como corolario la mayoría de resultados en [5] . 

Jin... .. . 
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