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Introduccion

Con el descubrimiento de la teoria de las categorias a mediados del siglo pasa-
do, nacieron nuevas formas de hacer matemadticas. Algunas de ellas consistian en
generalizar conceptos como estructuras algebraicas o topoldgicas, asi nacen teorias
como son las categorias abelianas, la teoria de topos y las categorias topoldgicas.
Las categorias topoldgicas son inventadas por Horst Herrlich en los anos 70’s e inme-
diatamente llaman la atencién de varios matematicos alrededor del mundo, muchos
de ellos hacen importantes aportaciones. También en esa década G. Preuff empieza
el estudio de conexidad y disconexidad en categorias topoldgicas concretas, esto es,
sobre categorias de conjuntos con estrutura ([35]). El Dr. Roberto Vézquez y la Dra.
Graciela Salicrup también desarrollan las nociones de conexidad y disconexidad en
categorias topoldgicas tanto para objetos como para morfismos ([36]) y cada vez se
pone mads atencion en la generalizacién de conceptos topoldgicos a categorias arbi-
trarias. Un buen resumen sobre el desarrollo de conexidad y disconexidad puede ser
consultado en [32]. Después de varias investigaciones, en los 80’s se encuentra un
ingrediente importante para este propésito, los operadores de cerradura en catego-
rias. D. Dikranjan y E. Giuli en su articulo [18] dan una definicién de operador de
cerradura en categorias arbitrarias y lo utilizan para definir algunos conceptos como
conexidad, separacién y disconexidad. También en este articulo se observa que la
teoria de operadores de cerradura en médulos estd estrechamente relacionada con
la teoria de prerradicales y se hacen investigaciones tanto en categorias de médulos
como en categorias topologicas concretas ([24], [20], [19]). En los 90’s se continua
con estas investigaciones y se obtienes generalizaciones de resultados clasicos en com-
pacidad, perfeccion, separacion, conexidad y disconexidad, pero ahora en categorias
arbitrarias ([17], [14], [15], [16], [11]). Brimmer, Giuli y Holgate en [9] generalizan
a categorias arbitrarias el concepto de espacio escindible definido por Arhangel’skii
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en los 80’s para espacios topoldgicos ([4]). En este articulo ellos definen subcat-
egorias escindibles y caracterizan (bajo pequenas condiciones) estas subcategorias
que son escindibles y productivas como las subcategorias cerradas bajo monofuentes.
En esta tesis nosotros estudiamos tres conceptos que podrian considerarse como ge-
neralizaciones de conexidad y disconexidad. Empezamos estudiando las relaciones
entre las nociones de subcategorias delta como fueron definidas en [15], subcate-
gorias escindibles como estdn definidas en [9] y subcategorias de objetos discretos
como recientemente fueron definidas por Clementino en [13]. También estudiamos el
operador de cerradura escindible como fue definido en [9]. De igual manera se estu-
dian las relaciones entre subcategorias nabla ([15]), subcategorias coescindibles como
definimos aqui (definicién 3.6.4) y subcategorias de objetos indiscretos ([13]). Tam-
bién estudiamos el operador de cerradura coescindible el cual fue definido en [13].
El primer capitulo consta de algunos conceptos preliminares, definimos sistemas de
factorizacién para morfismos y para pozos ([1], [22], [10]), también definimos el
concepto de puntos en una categoria ([15]) y por iltimo damos el concepto de cat-
egoria topoldgica y vemos algunas de sus propiedades ([1], [35]). En el segundo
capitulo definimos operadores de cerradura en categorias, estudiamos algunas de sus
propiedades y damos algunos ejemplos ([22], [10]). En el tercer capitulo estudia-
mos las nociones de subcategorias delta y nabla en el sentido de Clementino-Tholen
([15]), subcategorias escindibles en el sentido de Brimmer, Giuli y Holgate ([9]) y
de subcategorias coescindibles como nosotros definimos aqui (definicién 3.6.4), y por
dltimo subcategorias de objetos dicretos e indiscretos en el sentido de Clementino
([13]). Estudiamos las relaciones y diferencias entre subcategorias delta, subcate-
gorias escindibles y subcategorias de objetos discretos. Se prueba que bajo pequenas
restricciones las subcategorias que son escindibles y productivas coinciden con las
subcategorias delta ([9]), también se da un resultado que nos dice cuando una sub-
categoria escindible es una subcategoria de objetos discretos ([13] . Al final se dan
ejemplos que muestran que las tres nociones son diferentes. Por otro lado, se estudia
las relaciones entre subcategorias nabla, subcategorias coescindibles y subcategorias
de objetos indiscretos. Se prueba que en muchas categorias bien conocidas las subcat-
egorias coescindibles son las categorias cohereditarias (proposicién 3.6.11). Definimos
la nocién de f-pozo y probamos que una subcategoria coescindible y cerrada bajo
f-pozos es una subcategoria de objetos indiscretos (proposicién 3.8.5), ademds se
da una condicién de cuando una subcategoria nabla es una subcategoria de objetos
indiscretos ([13]). Al final se dan ejemplos que muestran que las tres nociones son
diferentes. También estudiamos los operadores de cerradura escindibles y su relacién
con los operadores de cerradura regulares y los operadores de cerradura coescindibles
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y su relacién con los operadores de cerradura corregulares (proposicién 3.7.12). Nue-
stros principales ejemplos son en categorias de médulos y categorias topoldgicas.
Conceptos de categorias no dados en la tesis pueden ser consultados en [1], (8] y
[33], conceptos de topologia general pueden ser consultados en [23], conceptos de
moédulos y prerradicales pueden ser consultados en [3] y [7].
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CAPITULO

Preliminares

En este capitulo revisaremos varios conceptos como son sistemas de factorizacién
para pozos y morfismos, puntos y categorias topoldgicas, los cuales son necesarios
para la teoria. La primera seccién fue obtenida de [22], [10] y [15], la segunda seccién
se obtubo de [1], [8] y [35].

1. Subobjetos, Sistemas de Factorizacién y Puntos

Comencemos con una clase de monomorfismos M en una categoria C. Para cada
X € C, sea M/X la clase de todos los M-morfismos con codominio X, para m,n €
M /X definimos la relacion m < n si y sélo si existe j € Mor(C) tal que noj = m,
es decir, el siguiente diagrama conmuta

N

Es claro que “<” es una relacién reflexiva y transitiva. De esta forma M /X es una
clase preordenada. Como n es mono, j estd determinado de manera unica. Cuando
tengamos m < n y n < m escribiremos m = n y asi obtenemos lo siguiente.

DEFINICION 1.1. Sub(X) = (M/X)/ = se llamard la clase de subobjetos de X
con respecto a M.

OBSERVACION 1.2. De aqui en adelante impondremos algunas condiciones sobre

M.
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M1) M es cerrada bajo composicién a la derecha con isomorfismos;
M2) M contiene todos los morfismos identidad de C.

DEFINICION 1.3. Diremos que C es bien M-potenciada si para cada X € C,
Sub(X) tiene un conjunto (pequeno) de representantes.

EJEMPLOS 1.4.

1. En la categoria Con de conjuntos podemos tomar a M como el conjunto
de funciones inyectivas. Toda funcién inyectiva m : M — X es isomorfa
exactamente a una inclusién m(M) < X, es decir, Sub(X) = 2X y asi Con
es bien M-potenciada. Claramente satisface M1 y M2.

2. En la categoria Top tomemos a M como el conjunto de encajes, esto es,
funciones inyectivas que son homeomorfismos sobre su imagen. Por argu-
mentos similares a los del ejemplo anterior tenemos que M satisface M1 y
M2. ademés Top es bien M-potenciada.

3. En la categoria Grp de grupos tomemos a M como el conjunto de ho-
momorfismos inyectivos, de igual forma M satisface todas las propiedades
requeridas.

Ahora construyamos la imagen inversa de un subobjeto.

DEFINICION 1.5. Sean C una categoria y M como antes. Diremos que C tiene
M-productos fibrados si y sélo si para cada f € C(X,Y) y n € Sub(Y) existe un
producto fibrado

M—

m

<2

X—-
a7

con m € Sub(X), m se llama la imagen inversa de n bajo f y es denotado por
U n): FN) = X

De aqui obtenemos.

PROPOSICION 1.6. f~1(=) : Sub(Y) — Sub(X) es una funcidn que preserva el
orden, esto es, si k <1 en Sub(Y) entonces {1 (k) < f'(n) en Sub(X).
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DEMOSTRACION. Del siguiente diagrama obtenemos lo deseado
-1 (N)7N
1K) K™ /n
il (k)J () jk
s

DEFINICION 1.7. Supongamos que C tiene M-productos fibrados y para cada mor-
fismo f € C(X,Y) la funcion f~'(=) : Sub(Y) — Sub(X) tiene adjunto izquierdo
f(—) : Sub(X) — Sub(Y) (las clases Sub(Y) y Sub(X) son consideradas como cate-
gorias). Para m : M — X en Sub(X) llamaremos a f(m) : f(M) — Y la imagen de
m bajo f y es determinada de manera inica (salvo isomorfismos) por la propiedad

Para cada n € Sub(Y) y m € Sub(X), m < f~'(n) si y sélo si f(m) < n.

OBSERVACION 1.8. De lo anterior y de las propiedades de par adjunto tenemos

lo siguiente:

1. Si m < k entonces f(m) < f(k) ;
2. m<f I (f(m) y f(f'(n)) <n;
3. f(Vier™i) = Vier f(mi) ;

4 £ (Al = Aier F7(4)

Con lo anterior podemos obtener lo siguiente.

DEFINICION 1.9. Sea M una clase de monomorfismos enC que satisface M1y M2
de la observacion 1.1.2. Una M-factorizacién derecha para C es una factorizacion

para morfismos que satisface lo siguiente:

1. f=moe con m € Sub(Y);
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2. (Propiedad de diagonalizacidn torcida.) Siempre que tengamos un diagrama
conmutativo (considerando sdlo las flechas sélidas)

X—=—=N
M n
|

b 4
conn € Sub(Z), extiste un unicow: M — N con now = vom y woe = .

OBSERVACION 1.10. La M-factorizacién derecha, si eriste, es inica.

Ahora revisemos un resultado que nos da condiciones para la existencia de éste
tipo de factorizaciones.

PROPOSICION 1.11. Supongamos que C tiene M-productos fibrados y que para
cada f € C(X,Y) la funcidn f1(=) tiene adjunto izquierdo f(—). Entonces C tiene
una M-factorizacion derecha.

DEMOSTRACION. Sea m = f(1x) : f(X) — Y, como 1x < f~'(m) obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo

X— (M) ——M

]X m
J%m) l
Y

X f

definamos e = joi. Como f'(v'(n)) = u'(n"'(n)) = 1x > 1x tenemos por
adjuncién que v='(n) > f(1x) = m, esto nos da el siguiente diagrama

M—L v (N —L N

1 A

X Z

v

Tomemos w = l o h. Por definicién now =vom y como n es mono, w esta deter-
minado de manera tinica, wo e = u se sigue de nowoe =nou. oY
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Ahora comencemos de manera inversa, supongamos que todo morfismo en C
tiene una M-factorizacién derecha. Para f : X = Y y m € Sub(X) definimos f(m) :
f(M) — Y como la M-parte de la M-factorizacién derecha de la composicién f o m

M ——f(M)

m Jf(m)
X —z* Y

De la propiedad (2) de la definicién anterior tenemos que f(—) : Sub(X) — Sub(Y)

preserva el orden. Como es de esperarse obtendremos que f(—) es adjunto izquierdo

a =)

PROPOSICION 1.12. Son equivalentes:

(i) C tiene M-productos fibrados y todo morfismo tiene una M-factorizacidn
derecha;
(ii) C tiene M-productos fibrados y f~1(—) tiene un adjunto izquierdo para cada
morfismo f;
(iil) Todo morfismo tiene una M-factorizacion derecha y f(—) tiene un adjunto
derecho para cada morfismo f.

DEMOSTRACION. i) = ii) y 1) = iii) Para f(—) como se definié hay que probar
que f(—) 4 f~'(=). En efecto, m < f~'(f(m)) se sigue de la propiedad universal del
producto fibrado y f(f~'(n)) < n se sigue del siguiente diagrama y de la propiedad
de diagonalizacién torcida

|

;-N
f(F1(N)) l
Y

i) = 1) Se sigue de la proposicién anterior.
iii) = 1) Denotemos por f~'(—) el adjunto derecho de f(—). Para cada n € Sub(Y)
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo

FHN] ——s FE ()] s

N
f'(n)J f(f“'(rN ln
L Y

X

Hay que probar que el rectangulo es un producto fibrado. Seang: Z - Xyh:Z — N
con fog = noh y formemos la M-factorizacién derecha g = koe con k € Sub(X). La
propiedad de diagonalizacién torcida da un morfismo w tal que el siguiente diagrama
es conmutativo

)N
In.
Y

—_—
f

Por la misma propiedad uno tiene f(k) < n, asi k < f~'(n) por adjuncién. Por
lo tanto existe j : K — f~'(N) con f~'(n) oj = k, de esta forma si ponemos t =
joe:Z — f '(N) uno tiene f'(n)ot =koe = g. Como n y f'(n) son monos,
t est4d determinado de manera tnica y satisface f' ot = h con f' = f(f'(n)) o

f~1(n). B4

ei
!

DEFINICION 1.13. Diremos que C es finitamente M-completa si satisface las
condiciones de la proposicion anterior.

EJEMPLOS 1.14.

1. Con es finitamente M-completa con la factorizacién usual a través de la
imagen de una funcién y M la clase de inyecciones.

2. Top es finitamente M-completa tomando como factorizacién la cerradura
de la imagen de una funcién y M la clase de encajes cerrados.

3. De la misma manera que en conjuntos, Grp es finitamente M-completa
con M la clase de monomorfismos.

Para m € Sub(N) y n € Sub(X), la composicién nom : M — X deberia ser un
subobjeto, pero cerradura bajo composicién es independiente de las propiedades de
estabilidad de M, veamos el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 1.15. En Grp tomemos a M ={f: G — H | f es mono y f(G) < H}.
Tenemos que Grp es finitamente M-completa pero N < H y H < G no implica
N < G.

Es por esto que debemos agregar una restriccién maés a nuestra clase de monomor-
fismos. La siguiente proposicién nos dira que asi ya obtendremos un sistema de fac-
torizacion ortogonal.

PROPOSICION 1.16. Son equivalentes:

(i) Todo morfismo tiene una M-factorizacion derecha y M es cerrada bajo
composicion;
(il) Eziste una clase £ de morfismos en C tal que la pareja (€, M) es un sistema
de factorizacion ortogonal, esto es, que satisface lo siguiente:
1. Todo morfismo f en C tiene una factorizacién f = moe con m € M

ee&;
2 g’a'ra cada diagrama conmutativo (considerando sdlo las flechas séli-
das)
X——M
el w m
. A

v

cone € E ym € M eziste un unicow : Y - M con woe =uy
mow=v.

DEMOSTRACION. i) = ii) Escribimos e L m y diremos que e es ortogonal a m
si para cada diagrama conmutativo (considerando sélo las flechas sélidas)

e ——C
A
’

W//
e & m

’

’
7
 —_ .

existe un tinico w que hace conmutativo el diagrama completo. Sea & la clase M1 =
{e € MorC : para cada m € M, e L m}. Es suficiente probar entonces que cuando
formamos f = moe: X — Y uno tiene e € £. Para esto tomemos la M-factorizacién
derecha de e =mnod: X — M y apliquemos la propiedad de diagonalizacién torcida
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de la primera factorizacién a

; SO,

eJ

M mon
y

Y—Y
Ty

Observando que mon € M obtenemos un morfismot: M — N con monot=my
esto implica que not = 1y (pues m es mono). Ahora n mono y retraccién implica
que N es iso, asi la propiedad de diagonalizacion torcida de la segunda factorizacién
nos da que e € M+ =¢&.

ii) = i) Primero debemos probar que M coincide con la clase £, = {m € MorC :

para cada e € £, e L m}. La propiedad (2) de (ii) nosda M C £,. Param € £,

consideremos una factorizacién m = koc con k € M y ¢ € £. Consideremos el
MM

siguiente diagrama
M
; l jm
K X

como m € & existe w: K — M con woc =1p y mow =k, el que k sea mono
implica que w es mono, esto implica que ¢ es un iso (pues W es mono y retraccion).
Asi obtenemos que m = k € Sub(X). Es facil ver que £, es cerrada bajo composicién.
Por lo tanto cada morfismo f tiene una factorizacién f = mo e con m € M y cada
vez que tengamos un diagrama conmutativo

N

ln

Z

1

|

|

k

u
——

|
ml

Y 2"
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Donde n € Sub(Z), como M = £ existe un inico morfismo w que hace conmutativo
el siguiente diagrama

u
—_—

X ’N
j e Jn

M——Z
vom
Asi que esto nos dice que C tiene una M-factorizacion derecha. Y

Aunque ya tenemos una buena nocién de sistema de factorizacién, necesitamos un
paso mads, pues es importante la estructura de reticula sobre cada clase de subobjetos
de un objeto dado. Si C tiene M-productos fibrados y M es cerrada bajo composicién,
para cada X € C, la clase Sub(X) tiene infimos binarios, uno obtiene el infimo mAn :
MAN — X de dos subobjetos m,n € Sub(X) como la diagonal del siguiente producto

fibrado
MAN——N

|l

M—X
m
De hecho, tenemos una definiciéon més general.

DEFINICION 1.17. Diremos que C tiene M-intersecciones si para cada X € C y
cada familia (m;)ic; € Sub(X) (I podria ser una clase propia o vacia) existe un

diagrama de producto fibrado maultiple

/ N

con m € Sub(X), esto es, mjoj; = m para cada i € 1 y siempre que uno tenga un
morfismo g : Z — X y una familia hy : Z - M; con myohy = g para cada i € 1
entonces existe un unicot: Z — M con mot =g yjjot=hy para cada i € 1.

X

M

Uno facilmente puede verificar que m en la definicién anterior es el infimo de
(my)i € I en Sub(X), por lo tanto uno escribe
mE/\mi:/\Mi—»X.
iel i€l
Pero también llamamos a m la M-interseccién de (m;)ic] para enfatizar su caracteri-
zacién categérica como un producto fibrado multiple. La hipétesis de que M sea una
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clase de monomorfismos no es requerida si la categoria tiene M-intersecciones, pues
en este caso todo elemento en M es necesariamente monomorfismo. Ahora veamos
una propiedad bésica en presencia de la definicién previa.

PROPOSICION 1.18. Si C tiene M-intersecciones, entonces para cada X € C
la clase Sub(X) tiene estructura de “reticula grande”, es decir, en Sub(X) existen
infimos y supremos arbitrarios (también para subfamilias indicadas por una clase

propia).

DEMOSTRACION. Como es usual, uno costruye el supremo de (m;)icy en Sub(X)
como el infimo todas las cotas superiores de (my)icy. Al

Si C tiene también M-productos fibrados, es facil ver que el supremo m € Sub(X)
de (my)ic1 tiene la siguiente propiedad categérica: existen morfismos (ji)ie1 tales que

1. moj;=myparacadaiel;
2. Si para cada i € | tenemos un diagrama conmutativo

M; —= 4N
]
M n
|
Xr—es s,
donde n € M, existe un tinicow: M — N con now =vomy woj; =u,.
Esto nos lleva a la siguiente definicién.

DEFINICION 1.19. Un subobjeto m € Sub(X) es llamado la M-unidn de (my)ie1 C
Sub(X) si satisface la propiedad categdrica antes mencionada.

Si en el diagrama anterior ponemos v = 1x entonces uno observa que M-uniones
son supremos en Sub(X), por lo tanto uno escribe

De esto y la proposicién anterior obtenemos.

COROLARIO 1.20. SiC tiene M-productos fibrados y M-intersecciones, entonces
C tiene M-uniones.

Ahora estamos listos para dar una factorizacién para pozos.
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DEFINICION 1.21. Sea (fi : Xi — Y)ic1 un pozo en C. Una M-factorizacion
derecha para (f;)ic1 consiste de morfismos m € M y (ei: Xi = M)ier en C tal que
1. fy=moe; para cadai €l con m: M = Y;
2. si para cada i € 1 tenemos un diagrama conmutativo

Xl—ut—)N
€

M n

mJ
Y——1Z
en C con n € M, existe un inicow : M — N conmow =vom y

WO e = U,.

A la propiedad (2) le llamaremos la propiedad de diagonalizacion simultanea torcida.
Veamos cuando una categoria tiene una factorizacién de este tipo.

PROPOSICION 1.22. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. C tiene M-productos fibrados y M-intersecciones;
2. C tiene M-uniones y todo morfismo en C tiene una M-factorizacion derecha;
3. Todo pozo en C tiene una M-factorizacion derecha.

DEMOSTRACION.

(1) = (2) se sigue del corolario anterior y del hecho que f~'(—) : Sub(Y) —
Sub(X) preserva infimos para cada f: X — Y en C.

(2) = (3) Dado un pozo (f; : Xi — Y)ier, primero formamos la M-
factorizacion derecha de cada f; = mjod; y luego consideramos la M-unién
m: M — Y de (my)ic1- Usando las propiedades respectivas se prueba que
esto nos da una M-factorizacién derecha para pozos.

3)= (1) Paraf: X =Y yn:N —Y en M hay que probar la existencia
de un producto fibrado

M;N

i l

con m € M. Sea (g;i : Zi = X)ie1 la familia de todos los morfismos g;
tal que existe un morfismo h; : Z; — N con f o g; = n o hy. Factorizando
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(gi) vy aplicando la propiedad de diagonalizacién simultanea obtenemos
morfismos m € M y f' con fom = nof’ y morfismos e; : Z; - M
con mo e; = g; para cada i € 1. Los morfismos anteriores garantizan la
propiedad universal del producto fibrado. La demostracion de que existen

M-intersecciones es similar.

oY

DEFINICION 1.23. C es M-completa si satisface las propiedades de la proposicion

anterior.

Veamos unas definiciones las cuales usaremos frecuentemente.

DEFINICION 1.24. Sea (pi:Y — Yi)ic1 una fuente en C.

1) (pi)ie1 es llamada monofuente si para cadau,v: X =3 Y enC, piou = piov

ii)

para cada i € 1 siempre implica que w = v. Una subcategoria A de C es
cerrada bajo monofuentes si Y; € A para cada i € 1 uno tiene Y € A. La
nocion dual es epipozo;

(pi)ie1 es llamada monofuente extremal, si es monofuente y cada vez que
se factorice como gi o e = p;i con e un epimorfismo, entonces e tiene que
ser un isomorfismo. St la monofuente consta de un solo elemento entonces
se le llamard monomorfismo extremal. La nocion dual es epipozo extremal
y epimorfismo extremal.

En seguida daremos otra definicién de factorizacién para pozos, la cual generaliza
a la factorizacién ortogonal para morfismos. En esta parte M denotard una coleccién
arbitraria de morfismos, sin embargo veremos que cuando M forma parte de un
sistema de factorizacién para pozos, es necesariamente una clase de monomorfismos.

DEFINICION 1.25. Sean E una coleccion de pozos y M una clase de morfismos
en una categoria C. Diremos que (E, M) es un sistema de factorizacién para pozos
en C o que C es una (E, M)-categoria si y sélo si:

i)

ii)

iii)

E y M son cerrados bajo isomorfismos, en particular, para E esto significa
que si (e;: Xi — Y)ier es un pozo en E y h: Y — W es un isomorfismo,
entonces (ho e;)icy pertenece a E;

Para cada pozo (hy: Xi — X)ier eziste (ei)ic1 € E y m € M tales que para
cadai € T hij=moey;

La factorizacion anterior satisface la propiedad de diagonalizacion simul-
tanea, esto es, sis:Y — Z ym: M — Z son morfismos con m € M, y
(ei:Xi = Y)ier y (ri: Xi = M)ie1 son pozos con (ei)ic1 € E de tal forma
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que para cada i € I mory = soei, entonces existe un unico morfismo
d:Y — M tal que para cada i € 1 el siguiente diagrama conmuta

Xi —— M

A
#
.
e 4. m
,
>
2

Claramente si C es una (E, M)-categoria entonces C tiene una factorizacién or-

togonal (£, M) con £ la clase de todos los pozos singulares en E.

PROPOSICION 1.26. Para M una clase de monomorfismos que satisface M1 y
M2 de la observacion 1.1.2, son equivalentes:
1. C tiene una M-factorizacion derecha para pozos y M es cerrada bajo com-
posicion;
2. Eziste una coleccion E de pozos en C tal que C es una (E, M)-categoria.

DEMOSTRACION. Similar a la demostracién de la proposicién 1.1.15. Al
Para el siguiente resultado necesitamos las iguiente definicion.

DEFINICION 1.27. Sean f : X — Y un morfismo y (gi : Xi — Yi)ie1 un pozo.
Diremos que (gi)iec1 es ortogonal a f, y lo denotaremos como (gi)ier Lp f, st para
cada pozo (ti : Xi — X)ie1 y cada morfismo s : Y; — Y satisfacen que para cada i € 1
se tiene f oty = s o gi, entonces existe un morfismo d : Yi — X tal que para cada
i € 1 el siguiente diagrama conmuta

Wg—cs X

2
d
gil 7 f

Wy ¥

Si N es una clase de morfismos, N*» denota a la coleccion de pozos que son ortog-
onales a todo elemento de N'. De igual forma, si M es una coleccion de pozos, M,
denota la clase de morfismos que son ortogonales a cada pozo de M.

A continuacién daremos las propiedades de la factorizacién para pozos.

PROPOSICION 1.28. Sean E una coleccion de pozos y M una clase de morfismos
tales que C es una (E, M)-categoria. Entonces se satisface:
1. M consiste de monomorfismos y E contiene todos los epimorfismos ex-
tremales;
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2.E=Mb» y M =Ey,;

3. La (E, M)-factorizacion es esencialmente iunica, esto es, si ((€i)ic;, M) ¥y
((fi)ier, M) son dos (E, M)-factorizaciones del mismo pozo, entonces existe
un isomorfismo h tal que para cada i € 1 el siguiente diagrama conmuta

. O B

2
»
h.’
e; i n
.
i

MIT’ X

4. M NE consiste de todos los isomorfismos;

5. Sinom € M yn € M, entonces m € M; por lo tanto si (e,n) es la
(E, M) factorizacién de m € M, entonces e es un isomorfismo;

6. M es cerrada bajo productos de M-morfismos;

7. Si un E-pozo (eq: Xi — Y)ie1 se factoriza a través de un M-morfismo m,
entonces M es un isomorfismo;

8. Si E consta de epipozos, entonces sigof € E y f € E, entonces g € E;

9. Si C tiene igualadores y M contiene todos los monomorfismos regulares,
entonces E consta de epipozos.

La demostracién de este resultado se puede consultar en [10]. En seguida tenemos
un& proposiciéon que usaremos mas adelante con frecuencia.

PROPOSICION 1.29. Para f: X — Y uno tiene:

(i) Para cada m € Sub(X) m = f~1(f(m)) si f € M, o0 si f es mono y & es
estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos;

(ii) Para cada n € Sub(Y) n = f(f~1(n)) si y sélo si cada producto fibrado de
f a lo largo de un M-morfismo pertenece a £. ,

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos cuando f € M, las otras son similares.Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo
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donde N = f~1(f(M)), m € Sub(X), fom = mgoes y el morfismo t es inducido
por la propiedad universal del producto fibrado. Como f € M, esto implica que e¢
es iso. Sea t’' = ef’] o f. Tenemos que t'ot = ef_] of = ef_‘ o es = Ipm. Por lo tanto,
t’ es un monomorfismo y una retraccién, y asi un isomorfismo. oY

Ahora daremos la nocién de lo que seran “puntos” en categorias.

DEFINICION 1.30. Un objeto X € C es preterminal si para cada x,y : Z =% X se
tiene que x =y. P denota la subcategoria plena de objetos preterminales de C.

Dos resultados se obtienen rapidamente.

PROPOSICION 1.31. Si C tiene productos finitos y objeto terminal, son equiva-
lentes:
1. X es preterminal ;
2. X = 1 es monomorfismo (1 es el objeto terminal) ;
3. &x: X —= X x X (el igualador de las proyecciones) es un isomorfismo .

PROPOSICION 1.32. P es cerrada bajo monofuentes.

DEMOSTRACION. Este resultado se enunciard de manera més general cuando
estudiemos subcategorias delta, pues los objetos preterminales forman una subcate-
goria de éste tipo. s

Consideremos una (€, M)-factorizacién (con M una clase de monomorfismos) en
C y para cada X € C tomemos la factorizacién de X — 1 = X =% TX — 1. Entonces
TX € P y nx parece ser un buen candidato para ser reflexién.

PROPOSICION 1.33. Sea C una categoria con productos fibrados y con un sistema
de factorizacion (£, M), son equivalentes: ;
(1) Para cada X € C, nx es una P-reflexion;
(i) Para cada X € C, nx es un epimorfismo fuertel;
(iil) Para cada P € P, P — 1 pertenece a M;
(iv) Para cadax:P — X, con P € P, x € M;
(v) Para cada e:P — X, en &, con P € P, e es un isomorfismo.
DEMOSTRACION.
(1) & (ii) Sinx es una P-reflexion y se factoriza comonyx = iop coni: P —
TX monomorfismo, entonces P € P (pues es cerrada bajo monofuentes),
entonces existe un unico g : TX — P tal que gonx = p, por lo tanto i es un
isomorfismo, asi que 1nx es un epimorfismo extremal y como la categoria

'Un morfismo e se llama epimorfismo fuerte si e 1 m para cada monomorfismo m.
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tiene productos fibrados es un epimorfismo fuerte. Inversamente, si nx es
un epimorfismo fuerte y existe f : X — P con P € P entonces tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

(nx,f)
—_

X ——— TX
>

donde pj es la primera proyeccién. El morfismo t existe pues nx es epi-
morfismo fuerte y p; es mono (es el producto fibrado del monomorfismo
P — 1 alo largo de TX — 1). Por lo tanto ppor: TX — P es el morfismo
que nos da la factorizacion deseada, ademas es tinico pues nx es epi.

(1) & (iii) Si tenemos (i) al factorizar P — 1 =P — TP — 1 obtenemos
que P = TP y de esta forma P — 1 estd en M. Para el regreso considere un
morfismo X — P con P € P, entonces por la propiedad de diagonalizacién
de la factorizacién obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

P
1
Asi 7 nos da la factorizacién deseada, ademads es uinico pues nx es epi.

(iii) & (iv) Se sigue de la propiedad de cancelacién izquierda de M appli-

cadaaP - X —1.
(iv) & (v) Es obvio.

X——

P
’
T .
,
;
,
,

oS

De esta proposicién obtenemos dos propiedades importantes para la subcategoria
de objetos preterminales.

COROLARIO 1.34. Si se satisfacen las propiedades de la proposicion anterior
obtenemos:
(I) P es cerrada bajo £-imdgenes;

(IT) P es subcategoria reflexiva de C.

DEFINICION 1.35. Un cuasipunto de un objeto X es un Subobjeto x : P — X tal
que P = TX, y es un punto si P = 1.
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gptX (ptX) denota la clase de cuasipuntos (puntos) de X y diremos que X tiene
suficientes cuasipuntos (puntos) si \/ qptX = 1x (\/ ptX = 1x).

DEFINICION 1.36. Decimos que cuasipuntos detectan monofuentes si la fuente
(fi: X = Y;) en C es mono cuando la fuente (C(TX, fi) : C(TX,X) — C(TX,Y;i))ic1 es
mono en Con.

PROPOSICION 1.37. Si 1 es un generador? entonces cuasipuntos detectan mono-
fuentes.

DEMOSTRACION. Para (fi)ie1 con C(TX, f;)ic; mono y para u,v: Z =3 X, supon-
gamos que f;ou = fj ov para cada i € I. Como 1 es un generador, es suficiente
probar que uoz =voz para cada z € ptZ para concluir u = v. Para cada z € ptZ
tenemos un morfismo 1 — TX, por lo tanto TX = 1, asique x =uozyy=voz
son cuasipuntos de X con f; ox = f; oy para cada i € I, por lo tanto x = y por
hipétesis. Y

2. Categorias Topoldgicas

DEFINICION 2.1. Sea U : C — B un funtor. Considere una categoria D, un
funtor H: D — C y un cono (fD :B — UH(D))DE,D sobre Lo H en B. Una
estructura inicial para estos datos es un cono (gD A - H(D))DeD sobre H tal
que U(A) = B y para cada D € D, fp = U(gp) v st (hD A — H(D))DGD
cono sobre cuya imagen (U(hD) :U(A) — UH(D))DED bajo U se factoriza via un
morfismo b : U(A’) — U(A) a través de (fD : U(A) — U(H(D)))De‘l)’ eriste un
inico morfismo a: A’ — A tal que U(a) =b y hp = gp o a para cada D € D.

€s un

Como es costumbre, la unicidad de la flecha a implica la unicidad salvo isomor-
fismos de la estructura inicial.

DEFINICION 2.2. Sea U :C — B un funtor.

1. Dada una categoria D, U tiene estructuras iniciales de tipo D si para cada
funtor H: D — C y cualquier cono sobre U o H, existe una estructura
inicial correspondiente.

2. U tiene estructuras iniciales cuando tienes estructuras iniciales de tipo D
para cualquier categoria pequena D.

2Un objeto X € C se llama generador (o separador) si el funtor C(X,—) : C — Con es fiel y
pleno.
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3. U se llama funtor topoldgico cuando tiene estructuras iniciales de tipo D
para cualquier categoria D. En este caso se dird que la categoria C es
topolégica sobre .

EJEMPLOS 2.3.

1. El funtor que olvida U : Top — Con es topoldgico. Con la notacién
de la definicién 1.2.1 basta tomar A como el conjunto B equipado con la
topologia inicial con respecto a todos los mapeos fp, esto es, la topologia
generada por todos los subconjuntos fB] (V), con V abierto en H(D).

2. La categoria Unif de espacios uniformes y funciones uniformemente con-
tinuas es una categoria topoldgica sobre conjuntos a través del funtor que
olvida U : Unif — Con.

3. Si Cat es la categoria de categorias pequenas y funtores entre ellas, el
funtor U : Cat — Con que manda a cada categoria pequena a su conjunto
de objetos tiene estructuras iniciales. Con la notacién de 1.2.1 el conjunto
B es transformado a la categoria cuyo conjunto de objetos es B y para cada
par de objetos b,b’ es B

B(b,b’) =lim H(D)(fp(b), fp(b’)).

4. Un funtor H : D — C tiene un limite precisamente cuando existe una
estructura inicial a lo largo del funtor U:C — 1 (donde 1 es la categoria
terminal) para el tinico cono posible sobre U o H.

Msés ejemplos de categorias topoldgicas pueden encontrarse en (1] y [35]. Una
propiedad de funtores topoldgicos es la siguiente.

PROPOSICION 2.4. Todo funtor topoldgico es fiel.

DEMOSTRACION. Considere un funtor topolégico U : C — B y dos morfismos
u,v: X 33 Y en C tales que U(u) = U(v). Sea D la categoria discreta cuyos objetos
son todas las flechas d de C, tomemos H : D — C el funtor constante sobre Y
y definamos un cono (fq : B — UH(d))gep poniendo B = U(X) y fqg = U(u).
Escribimos (gq : A — H(d))aep para la correspondiente estructura inicial. Definimos
el cono (hq: X — H(d))gep por

{ u sideC(X,A)yggod=v,
hg =

VvV en otro caso.

Como U(u) = U(v), el cono (U(hd))d€D coincide con el cono (fg)gep, del cual
obtenemos un tnico morfismo a : X — A tal que U(a) = Ty y gaoa = hg.
Poniendo d = a tenemos en particular gq 0 @ = hq. Si hg # v, por definicién de hq
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obtenemos hy = v, contradiccién. Asi hy = v y por definicién h, = u, por lo tanto
u=v=hg. oA

Como los funtores topoldgicos son fieles, el siguiente lema es de gran ayuda.

LEMA 2.5. Consideremos F: C — B un funtor fiel, H : D — C un diagrama
enC y (fp: B — FH(D))pep un cono sobre Fo H. Si existe una estructura inicial
para estos datos considerando a D como una categoria discreta, entonces la situacion
anterior tiene una estructura inicial.

DEMOSTRACION. Denotemos por D* a la categoria discreta con los mismos ob-
jetos que D y sea (gp : A — H(D))pep- la estructura inicial para el diagrama
H:D* — C y el cono (fp)pep. Para cada morfismo d : D — D’ de D uno tiene

U(H(d) o gp) = UH(d) o U(gp) = UH(d) o fp = fp/ = U(gp-)
y como U es fiel tenemos que H(d) o gp = gp-. Esto nos da el resultado. Y

Del este lema y la definicién de funtor topoldgico obtenemos una forma equiva-
lente de dar esta nocién.

PROPOSICION 2.6. Sea U :C — B un funtor, Entonces son equivalentes:
(1) U es topoldgico;
(i) Dada cualquier fuente (B B, U(B1))ie1 ezite un tunico objeto A en C y una
dnica fuente (A Lt Bi)ie1 tal que U(A) = B, U(gi) = fi y para cada fuente
(C o, Bi)ic1 ¥ un morfismo h: U(C) — B tal que para cada i € 1 se tiene
que f; o h = U(hy), eziste un dnico h : C — A tal que U(h) = h y para
cada i € 1 se tiene que gi o h = h;.

DEMOSTRACION. Se sigue de lo anterior. B4

La nocién de funtor topolégico puede ser facilmente dualizada, es decir, funtor
cotopoldgico, la siguiente proposicién trata sobre eso.

PROPOSICION 2.7. Un funtor es topoldgico si y sdlo si es cotopoldgico.

DEMOSTRACION. Como un funtor topolégico U : C — B es fiel, por el lema
anterior basta considerar una categoria discreta D, un funtor H : D — C y un cocono
(fp : UH(D) — B)pep. Considere la categorfa discreta D’ cuyos objetos son pares
(X,b),con X € Ob(C) y b : B — U(X) es una flecha tal que la composicién bofp tiene
la forma U(ap ), con app : H(D) — Xen C, para cada objeto D de D. Definamos un
funtor H’ : D’ — C poniendo H'(X,b) = X y un cono f(,X,b) : B — U(X) sobre UoH/'
con f(y ), = b. Por hipétesis, tenemos una estructura inicial (g(’x'b) :A = X)(xb)eD’-
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Sea D € Ob(D), el cono (app)(xp)ep’ €s tal que U(app) se fatoriza a través de
f(’X,b) = b via fp, asi obtenemos un dnico gp : H(D) — A tal que U(gp) =fp vy
gfx'b) o gp = app. Esto da el cocono requerido (gp : H(D) — A)pep mapeado por
U a (fp : UH(D) — B)pep. Para probar la propiedad universal, hay que considerar
un cocono (hp : H(D) — A’)pep en C y un morfismo b : U(A) — U(A’) tal que
bo U(gp) = U(hp). El par (A’,b) es un objeto de D', poniendo a = g(,, ). De
la relacién U(a o gp) = U(a) o U(gp) = bo U(gp) = U(hp) y de que U es fiel
obtenemos a o gp = hp. La unicidad de a se sigue de el hecho de que U es fiel y de
la relacién U(a) = b. oA

PROPOSICION 2.8. Un funtor topoldgico tiene adjunto derecho e izquierdo y estos
funtores adjuntos son plenos y fieles.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior, es suficiente probar la existencia
de un funtor adjunto derecho pleno y fiel al funtor topolégico U : C — B. Dado
un objeto B de B, consideremos el diagrama vacio D y la correspondiente estructura
inicial para el cono vacio con vértice en B. Esto es un objeto A en C tal que U(A) =B
y para cada A’ en C y b : U(A’) — B, existe una tnica flecha a : A’ — A tal que
U(a) = b. Pero esto es decir precisamente que (A, 1g) es una correflexién de B a lo
largo de U. Asi que U tiene un adjunto derecho V. Como cada morfismo couniversal
UV(B) — B es iso (la identidad de B) el funtor es pleno y fiel. o3

PROPOSICION 2.9. Un funtor topoldgico crea limites y colimites.

DEMOSTRACION. Considere un funtor topoldgico U : C — B y un funtor ar-
bitrario H : D — C tal que la composicién U o H tiene limite (en B) (pp : L —
UH(D))pep- La estructura inicial (gp : A — H(D))pep para estos datos da un
limite de H en C. De hecho dado cualquier otro cono (hp : A’ — H(D))pep sobre
el funtor, el cono (U(hp))pep se factoriza de manera tnica a través del cono limite
(PD)Dep Vvia una flecha b: U(A’) — L, esto da una factorizacién a : A’ — L tal que
gpoa=hpyU(a) =b. La unicidad de a se sigue se sigue inmediatamente b y de
que U es fiel. El caso de colimites se sigue por dualidad. Y

DEFINICION 2.10. Un funtor F: C — D se dice que tiene fibras pequerias si para
cada objeto B en D la coleccion de los objetos A en C tal que F(A) =B es a lo mds
un conjunto (pequeno).

PROPOSICION 2.11. Sea U : C — B un funtor topolégico Entonces se satisface
lo siguiente:

1. C es (co)completa si y sdlo si B es (co)completa;
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2. C es bien (co)potenciada si y sélo si U tiene fibras pequenas y B es bien
(co)potenciada;

3. C tiene una factorizacion regqular® si y sélo si B tiene una factorizacion
reqular;

4. C tiene un (co)generador sy y sdlo si B tiene un (co)generador.

DEMOSTRACION. Se sigue de las propiedades anteriores. o4

De esto obtenemos inmediatamente un importante resultado sobre categorias
topolégicas sobre Con.

COROLARIO 2.12. Sea U:C — Con un funtor topoldgico. Entonces se satisface
lo siguiente:
1. C es completa y cocompleta;
2. C es bien (co)potenciada si y solo si U tiene fibras pequenas;
3. C tiene una factorizacion reqular,
4. C tiene generadores y cogeneradores.

Ahora daremos unas definiciones y un resultado y con esto terminaremos esta
seccion.

DEFINICION 2.13. Sean U : C — Con un funtor topolégico y f : X — Y un
morfismo en C.

i) f es un encaje si es inicial con respecto a U y U(f) es una funcién in-
yectiva, donde inicial significa que una funcion g : U(Y) — Z tiene un
levantamiento a través de U si y sélo si g o U(f) tiene un levantamiento a
través de U;

il) f es un cociente si es final con respecto a U y U(f) es una funcidn so-
breyectiva, donde final significa que una funcion h : Z — U(X) tiene un
levantamiento a través de U si y sélo si U(f) o h tiene un levantamiento a
través de U.

PROPOSICION 2.14. Sean U :C — Con un funtor topolégico y A una subcate-
goria plena de C. Entonces son equivalentes:

1. A es cerrada bajo monofuentes;
2. A es cociente-refleziva, esto es, A es reflexiva en C y para cada X € C, la
reflezion Tx : X — vX es un morfismo cociente.

La demostracién de este resultado puede ser consultada en [1] o [35].

3Una factorizacién regular es una (RegEpi, Mono)-factorizacién donde RegEpi es la clase de
epimorfismos regulares y Mono es la clase de monomorfismos
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CAPITULO

2 Operadores de Cerrudura en
Cutegorias

En este capitulo revisaremos un poco la teoria de operadores de cerradura en
categorias, veremos algunas de sus propiedades y ejemplos, interesados en este tema
pueden consultar [10] y [22].

1. Operadores de Cerradura

Consideremos una categoria C la cual es finitamente M-completa donde M es
una clase de monomorfismos cerrada bajo composicién y que satisface M1 y M2 de
la observacién 1.1.2, de manera equivalente, que existe una clase £ de morfismos en
C tal que la pareja (£, M) es un sistema de factorizacién ortogonal.

DEFINICION 1.1. Un operador de cerradura en C con respecto a M es una familia
de funciones ¢ = {cx : Sub(X) — Sub(X)}xec tal que para cada X € C y mym’ €
Sub(X) satisface lo siguiente:

1. (extensiva) m < cx(m);
2. (monotona) si m < m’ entonces cx(m) < cx(m’);
3. (continua) f(cx(m)) < cy(f(m)) para cada morfismo f: X — Y en C.

CL(C, M) denota la coleccion de todos los operadores de cerradura en C con respecto
a M la cual estd ordenada parcialmente de la siguiente forma: ¢ < d si y sdlo si
para cada X € C y m € Sub(X) tenemos que cx(m) < dx(m).

OBSERVACIONES 1.2.

1. Si ya tenemos (2) de la proposicion anterior, entonces (3) es equivalente a
3 ex(f1(n)) < fcy(n)) para cada f: X — Y en C y para cada n €
Sub(Y).

27



28 2. Operadores de Cerradura en Categorias

En efecto, para n € Sub(Y) y m = f~'(n) uno tiene
flex(f~'(n))) < ey(f(f~'(n))) < ey(n)

y por adjuncion cx(f~1(n)) < f(cy(n)).
2. Para m € Sub(X) el dominio de su c-cerradura es denotado por cx(M),
ast uno tiene una factorizacion

M = X

\i'n\ Am)

cx(M)

donde jm es determinado de manera iunica y también estd en M pues C
tiene M-productos fibrados y el siguiente diagrama es un producto fibrado

M—™ M

o -

exlM]) ———=X
cx(m)

EJeEMPLO 1.3. El ejemplo natural es el operador de Kuratowski en Top con M
la clase de encajes, para cada M C X uno define

kx(M) =M ={x € X | UNM # ) para cada vecindad U de x}

Claramente la familia k = {kx : 2X — ZX}XeTop satisface las propiedades de un ope-
rador de cerradura. Mds adelante veremos que los operadores de cerradura abundan
en varias categorias bien conocidas.

DEFINICION 1.4. Un subobjeto M =5 X es llamado c-cerrado (en X) sijm es un
isomorfismo y es llamado c-denso si cx(m) es un isomorfismo.

PROPOSICION 1.5. Sean X 55 Y un morfismo en C, m € Sub(X) y n € Sub(Y).
1. si n es c-cerrado en Y entonces f~'(n) es c-cerrado en X;
2. si m es c-denso en X y f € £ entonces f(m) es c-denso en Y.
DEMOSTRACION.
1. si n = cy(n) entonces cx(f'(n)) < f'(cy(n)) = f'(n) por lo tanto
=1 (n) = ex(f~'(n));
2. si Ix =cx(m) y f € € entonces 1y = f(1x) = f(cx(m)) < cy(f(m)) por lo
tanto Ty = cy(f(m)).
By
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2. Operadores de Cerradura |dempotentes y Débilmente Hereditarios
DEFINICION 2.1. Sea ¢ un operador de cerradura con respecto a M.

1. ¢ se llama idempotente si para cada X en C, cx(cx(m)) = cx(m) para cada
m € Sub(X);

2. ¢ se llama débilmente hereditario si para cada X en C, ¢, (m)(im) = e my
para cada m € Sub(X), esto es, en el siguiente diagrama c¢, (m)(im) €s un
isomorfismo.

Cex (M)(M)

&([M)(jm)
i CX(M)
V \\x(‘m)
M— X
m

DEFINICION 2.2. Un morfismo X 5 Y es llamado c-denso si cy(f(1x)) = 1y.
E€ denota a la clase de morfismos c-densos y MC denota a la clase de subobjetos
c-cerrados.

Ahora veamos un lema que sera de mucha utilidad en lo que sigue.
LEMA 2.3. Para cada diagrama conmutativo en C
M—2-5N
m‘ j
e &

con m,n € M eziste un unico w : cx(M) — cy(N) que hace conmutativo al siguiente
diagrama

in

CX("“)J Jw(n)
X

v

|
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DEMOSTRACION. Del siguiente diagrama y de la M-factorizacién derecha ten-
emos v(m) < n en Sub(Y)

—)N
A

I
|

) n
- Y
Y
Por lo tanto v(cx(m)) < cy(v(m)) < cy(n). Tomando a w como la composicién
cx(M) = v(cx(M)) — cy(N) tenemos el resultado deseado. oA

COROLARIO 2.4. Consideremos el diagrama en el enunciado del lema anterior.

1. Sim es c-denso entonces existe un unico t: X — cy(N) contom =jpou
yey(n)ot=v;

2. Sin es c-cerrado entonces existe un unico s :cx(M) —= N consojm=1u
ynos=vocx(m);

3. Sim es c-denso y n es c-cerrado entonces existe un unico d: X — N con
dom=uynod=v;

4. ESNME es la clase de isomorfismos en C.

PROPOSICION 2.5. Sea ¢ un operador de cerradura idempotente con respecto a
M. Entonces todo morfismo tiene una M°C-factorizacion derecha y E¢ es cerrada
bajo composicion.

DEMOSTRACION. Para X -5 Y uno forma su (€, M)-factorizaciéon f = moe. Si
c es idempotente entonces cy(m) € M€ y del corolario anterior uno obtiene que
f =cy(m) o (j;m o €) es una MC-factorizacién derecha de f

cy(M)

V
/N

X—————————»Y

cy(m)

de una forma similar a la demostracién de la proposicién 1.1.16 uno prueba que en
esta situacién £¢ = (M) y por lo tanto que es cerrada bajo composicién. Y
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Es féacil probar que la factorizacion anterior es una &¢-factorizacién izquierda
(esto es, una £C°-factorizacion derecha en C°P) de f si ¢ es débilmente hereditario.
En efecto, d = j, o e es c-denso pues d(1x) = jm. Ahora si de manera andloga a
una M-factorizacién derecha definimos una £-factorizacién izquierda, tendremos el
siguiente resultado.

PROPOSICION 2.6. Para un operador de cerradura débilmente hereditario todo
morfismo tiene una E°-factorizacion izquierda y M€ es cerrada bajo composicion.

De lo anterior obtenemos.

PROPOSICION 2.7. Sea c un operador de cerradura con repecto a M. Son equiv-
alentes:
c es idempotente y débilmente hereditario ;
¢ es idempotente y MC es cerrada bajo composicion ;
¢ es débilmente hereditario y E€ es cerrada bajo composicion ;
(E€, M€) es un sistema de factorizacion ortogonal de C.

Lol

DEMOSTRACION. 1) = 2) = 4) y 1) = 3) = 4) se sigue de las proposiciones
anteriores y de la proposicion 1.1.16.
4) = 1) Considere la (€€, M€)-factorizacion M LNS Xdem=node M.
Entonces m < n implica que cx(m) < n pues n € M€, Por el lema 2.2.3 obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

M = M

J

en(M) —— ex(M

)
CN(d)J ch(m)
X

N

1

n

Como cn(d) es un isomorfismo uno tiene n < cx(m) y asi n = cx(m). Por lo tanto
w es un isomorfismo. Asi cx(m) € My jm € E€ puesn € My d € EC. Y

terminamos esta seccién con una forma de construir operadores de cerradura
idempotentes.

PROPOSICION 2.8. Sea N una subclase de M estable bajo productos fibrados,
entonces para cada X € C y para cada m € Sub(X), la ecuacion

cﬁ\(f(m):/\{neNln:N—»XymSn}
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define un operador de cerradura idempotente.

DEMOSTRACION. Claramente, para cada m € Sub(X) tenemos que m < c@[(m).

Para probar preservacién de orden sélo hay que observar que si n,m € Sub(X) con
n < m, entonces cualquier subobjeto n’ € X' que satisface m < n' también satisface
n < n/, por lo tanto, tomando infimos tenemos que cf(f (n) < c’)\[ (m). Ahora para
probar continuidad, sean f: X — Y un morfismo y n € Sub(Y), consideremos todos
los A-morfismos (n; : N;i — Y)icr tal que para cada i € I, n < n;. Tomando los
productos fibrados f~'(n) y f~'(ny) de n y de n; a lo largo de f, respectivamente,

obtenemos elsiguiente diagrama conmutativo

1(n) £71(Ny) N;

Sow |/

X : Y

Como N es estable bajo productos fibrados, tenemos que f~'(n;) € N para cada
i € L. De la desigualdad f~'(n) < f~'(n;) para cada i € I, tenemos que

K m) < Ay = (A ng = (Y ().
i€l i€l
Para probar que es idempotente sea m € Sub(X). Observemos que por definicién
tenemos que cﬁ‘(’ M) < cj;([ (cf(f (m)). Ahora si n € N satisface que m < n, entonces

cé\(f (m) < n. Esto claramente implica que cé\(/ ( cé‘(f (m)) < c/)\{ (m). Por lo tanto tenemos
el resultado deseado. s

3. Operadores de Cerradura Hereditarios

Ahora veremos mds operadores de cerradura con condiciones adicionales, los
operadores de cerradura que veremos en esta seccién en particular incluyen a los
débilmente hereditarios.

DEFINICION 3.1. Sean ¢ un operador de cerradura en C con respecto a M y
f: X = Y. f se llama c-inicial si para cada m € Sub(X) se tiene que

cx(m) = fTey(f(m))
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y T se llama c-final si para cada n € Sub(Y)
cy(n) = flex(f~'(n)).
OBSERVACIONES 3.2.

1. Toda secciébn m : M — X es c-inicial y toda retracciéon q : Y — N es
c-final. En efecto, sea p un morfismo tal que p o m = 1), entonces para
cada n € Sub(M) tenemos

m™ ! (ex(m(n))) = p(m(m ™ (cx(m(n)))))
< plex(m(n))) < emlp(m(n))) =cm(n)
Para la retraccién se hace un procedimiento similar.

2. Todo morfismo c-final pertenece a £ (en la definicién anterior basta con-
siderar n = ly).

3. Todo morfismo c-inicial en £(cuando es estable bajo productos fibrados)
es también c-final. En efecto, para f : X — Y c-inicial en £ y cualquier
n € Sub(Y) tenemos

cy(n) = f(f (ey(f(f'(n))))) = flex(f' ().
En relacién a uno de estos tipos de morfismos uno tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 3.3. Un operador de cerradura es llamado hereditario si para cada
objeto X en C y cada m € Sub(X) cualquier factorizacion

con my € Sub(Y) yy € Sub(X) uno tiene cy(my) =y~ '(cx(m)).
Con esto uno obtiene.

PROPOSICION 3.4. Un operador de cerradura c es hereditario si y sdlo si todo
morfismo en M es c-inicial.

DEMOSTRACIGN. Se sigue de la definicién. oY

También podemos caracterizar operadores de cerradura débilmente hereditarios
de esta forma.

PROPOSICION 3.5. Considere el tridngulo conmutativo anterior. ¢ € CL(C, M)
es débilmente hereditario si y solo si cy(my) = y~'(cx(m)) bajo la restriccion de
que y = cx(z)para algin z € Sub(X) con z > m.
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DEMOSTRACION. Para la suficiencia tomemos z = m, por lo tanto j., = my, la
doncidién dice que cy(jm) = cy(my) =y~ '(y); pero y~'(y) es iso, pues y es mono.
Por lo tanto c es débilmente hereditario. Para la necesidad consideremos un operador
de cerradura débilmente hereditario ¢, como m < z, tenemos que cx(m) < y. Se sigue
de la propiedad universal del producto fibrado que el morfismo k : cx(M) — Y =
cx(Z) con y o k = cx(m) satisface k =y~ '(cx(m)). Del lema de la diagonalizacién
(lema 2.2.3) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

M—™ .M

-

cy(M) —— cx(M)

cy(my)i / 1Cx(m))

Y X

Puesto que ko j;n = my, tenemos que (con N = cx(M))
kocn(im) < cy(my) =kol

por continuidad, por lo tanto ocn(jm) < 1. Por hipétesis cn(jm) es iso, por lo tanto
también 1 es iso. De esta manera, cy(my) = k =y~ '(cx(m)). Y

OBSERVACION 3.6. Todo operador de cerradura hereditario es débilmente heredi-
tario.

4. Operadores de Cerradura Discretos e Indiscretos

Dada una categoria C tenemos los siguientes operadores de cerradura: el ope-
rador de cerradura discreto fine dado por ﬁnex ) m, el operador de cerradura
indiscreto coar dado por coarx(m) = A{f~’ JIf:X > PPe€P}(Pesla
subcategoria de objetos pretermmales), y el operador de cerradura trivial t dado
por tx(m) = 1x. Observe que el operador fine se puede expresar de manera anéloga
al operador coar, pues finey(m) = mV V{h(h™'(m)) | h: P — X,P € P}. Estos son
relacionados de la siguiente manera:

finey(m) = m V \/{h(courp(h™'(m)) | h: P — X,P € P}

coarx(m) = /\{f~"(finep(f(m)) | f: X — P,P € P)
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la primera igualdad se sigue que cuando X € P el morfismo 1x : X — X se encuentra
entre los morfismos donde se toma el infimo para calcular coar, por lo tanto courx =
finey en este caso. La segunda igualdad es clara.

OBSERVACION 4.1. En general t y coar son distintos. Sin embargo, si C es una
categoria punteada, entonces cour = t, e, inversamente, si coar = t entonces todo
objeto preterminal es preinicial. En efecto, si C es punteada, o equivalentemente, si
P ={X| X =0}, entonces, para cada f: X = 0 y cada m € Sub(X), f~'(f(m)) = 1x,
por lo tanto cour = t. Ahora si cour = t, entonces para cada P € P el morfismo
Op : 0 — P debe pertenecer a € pues, si O, = moe es su (£, M)-factorizacion,
m = cour(m) = tp(m) = 1p. Asi que P es preinicial, puesto que € C Epi(C).

Ahora veamos una descripcién de coar cuando la categoria se comporta bien
bajo productos fibrados.

PROPOSICION 4.2. Sea £ estable bajo productos fibrados a lo largo de monomor-
fismos. Entonces courx(m) = !"1(!(m)) (! : X = 1) para cada X € C y para cada
m € Sub(X). Ademds, coar es hereditario cuando es expresado de esta manera.

DEMOSTRACION. Sea m € Sub(X). Paracada f: X — Pcon P € P, !"'({(m)) =
f=1(1=1(!(f(m))). Como !p es mono y & es estable bajo productos fibrados a lo largo
de monomorfismos, por la proposicién 1.1.29(i) !~'(!(f(m))) = f(m). Por lo tanto
=1((m)) = f~'(f(m)) para cada f : X — P con P preterminal, y de esta forma
coarx(m) = !=1(!(m)). Para checar que es hereditario, seanm: M — Xyn:N - M

subobjetos. Entonces:

courp(n) = ! (I(m) = m 71 (I(mon))) = m ! (coarx(m o n)).

5. Operadores de Cerradura en Top y en R-Mod

1.Operadores de cerradura en Top
1. (El operador de cerradura de Kuratowski.) Como ya vimos en la seccién
anterior k = {kx} es un operador de cerradura, ademads es débilmente here-
ditario e idempotente. En los siguientes ejemplos usaremos este para definir
otros operadores de cerradura.
2. (El operador de cerradura secuencial.) Para cada M C X uno define la

cerradura secuencial o como

ox(M) ={x € X | existe una sucesién {xn}heny € M con xn — x}
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o es claramente un operador de cerradura en Top, este operador es débil-
mente hereditario (despues se vera que satisface una propiedad mas fuerte)
pero no idempotente, como lo muestra el siguiente ejemplo: En R?, con-
sidere el conjunto’

X ={(0,0}Ufxnlnen U | J Xn
neN

con Xn = (3—1,0) y Xn = {(£,1) : m € N} para cada n € N. Equipemos

a X con la siguiente topologl'a:mcada punto (x,y) con xy > es aislado; las
vecindades bésicas de x,, = (711,0) son {xn}U Xn \ {(rlw #) :m < k} con
k € N; las vecindades basicas del (0,0) son {(0,0)} U U, >k(Xn \ Fa) con
k € Ny F, C X,, finito. (Note que esta topologia T’ es obtenida agregando
nuevas vecindades del (0, 0) a la topologia euclidiana usual de X para hacer
todas las sucesiones “diagonales” que convergen al (0, 0) conjuntos cerrados

en T'.) Entonces para
M ={(x,y) € X:xy >0},
uno tiene ox(M) = X\ {(0,0)}, mientras que ox(ox(M)) = X.

. (El operador de cerradura 6.) Para cada M C X la 6-cerradura sobre M es

definida como
0x(M) = {x € X| M Nkx(U) # 0 para cada vecindad U de x en X}
o de manera equivalente como
Bx(M) = ﬂ{kx(U) | U es abierto en X y M C U}

donde kx es el operador de cerradura Kuratowski en X. Este no es débil-
mente hereditario ni idempotente. En efecto, para ver que no es idempo-
tente considere el conjunto X = {x,a, b} con la topologia generada por
{0,{a},{b}, X}, entonces Ox({a}) = {x,a} y Ox(6x({a})) = Ox({x,a}) = X.
Ahora para ver que no es débilmente hereditario considere a X = [0, 1] con
la topologia generada por el siguiente sistema de vecindades: para cada
x # 0 tomemos las vecindades usuales y para el 0 tomemos como vecindades
los subconjuntos de la forma [0,e) \Fdonde 0 < e <1y F= {% :n € N}
Entonces 0x(F) = F U {0} pero 6g, (r)(F) =F.

. (El operador de cerradura cuasicomponente.) Para cada M C X la cerra-

dura cuasicomponente g sobre M estd definida como

qx(M) = ﬂ{C C X|MC Cy C es cerrado y abierto}

'Aqui 0 ¢ N
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Este es un operador de cerradura idempotente (pues los subconjutos cer-
rados y abiertos son estables bajo productos fibrados) pero no débilmente
hereditario.

5. (El operador de cerradura componente.) Para M C X definimos el operador
de cerradura componente con como

cony(M) = U compx(x)
xEM

donde compx(x) es la componente conexa de x en X. Este operador es
idempotente pero no débilmente hereditario.

6. (El operador de cerradura componente por trayectorias.) Para M C X de-
finimos el operador de cerradura componente por trayectorias sobre M
como

pathx(M) = {x € X | existe una trayectoria de un punto de M a x}

Este operador es débilmente hereditario pero no idempotente.

Un morfismo f : X — Y en Top es k-inicial (k el operador de cerradura de Kura-
towski) si X tiene la topologia inicial con respecto a f y es k-final si es un mapeo
cociente hereditario, es decir, f es sobreyectiva y para cada N C Y f~'(N) — N es un
mapeo cociente. k y o son claramente operadores de cerradura hereditarios, 0 no lo es.
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2.0Operudores de cerradura en R-Mod
Consideremos R un anillo asociativo con uno y a R-Mod la categoria de mdédulos
sobre el anillo R, los operadores de cerradura en esta categoria estdn relacionados
con los prerradicales.

DEFINICION 5.1. Un prerradical o en R-Mod es un subfuntor del funtor inden-
tidad, esto es, es un funtor o : R-Mod — R-Mod que satisface:
(i) o(M) < M para cada M € R-Mod;
(i) para cada morfismo de R-mddulos M LN el sigutente diagrama conmuta

7 P S

]

esto es, f(o(M)) < o(N).
R-pr denota la clase de los prerradicales en R-Mod.

DEFINICION 5.2. Sean o € R-pr y M € R-Mod.
1. o se llama prerradical idempotente si o(oc(M)) = o(M);
2. o se llama radical si c(M/o(M)) = 0;
3. o se llama prerradical hereditario si 6(N) = NN o(M) para cada N < M;
4. To ={M € R-Mod | (M) = M} es la clase de pretorsion asociada a o y
Fs ={M € R-Mod | 6(M) = 0} es la clase libre de pretorsion asociada a
.

Se puede ver de manera sencilla que para 0 € R-pr, T, es cerrada bajo sumas
directas y cocientes y F es cerrada bajo productos y submédulos. Veamos algunos
ejemplos de prerradicales.

EJEMPLOS 5.3.

1) Para cada M € R-Mod, sea
soc(M) = Z{N < M: N es submddulo simple de M}

entonces soc(—) es un prerradical y se le conoce como el soclo de M. Este
es un prerradical hereditario e idempotente;
2) Para cada M € R-Mod, sea

JM) = ﬂ{N < M: N es submddulo mdzimo de M}
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entonces J (—) es un prerradical y se le conoce como el radical de Jacobson.

Este es un radical;
3) Sea I un ideal bilateral de R, entonces st para cada M € R-Mod definimos
n(M) = IM obtendremos un prerradical cohereditario;
4) Sean M € R-Mod y N un submddulo completamente invariante’* de M. Se
definen los prerradicales cx’rljl y w]’t," como sigue :

Para cada K € R-Mod,
ol (K) =) {f(N)|f: M — K}

wN'(K) =Y ' (N) [ f: K — M)
Estos 1iltimos han sido estudiados recientemente en [26], [27] y [28].

Para cada 0 € R-pr uno consigue almenos dos operadores de cerradura en R-
Mod de la siguiente forma: para M € R-Mod y N < M uno define el operador de
cerradura min? como

mingy(N) =N+ (M)
y el operador de cerradura max® como
max$y(N) =p~'(6(M/N))

donde p : M — M/N es la proyeccién natural. Usando la propiedad (ii) en la
definicién de prerradical uno prueba facilmente que ambos son operadores de cerra-
dura. Con el orden parcial en la clase 'de los operadores de cerradura (en R-Mod)

obtenemos lo siguiente.

PROPOSICION 5.4. Sea o € R-pr. Entonces min® y max® son el minimo y mdzxi-
mo respectivamente entre los operadores de cerradura ¢ (en R-Mod) con la propiedad
de que cpm(0) = o(M).

DEMOSTRACION. Sea c un operador de cerradura en R-Mod que satisface cpm(0) =
0(M) para cada M € R-Mod, como 6(M) = cpm(0) < cm(N) para cada N < M uno
tiene que ming,(N) = N+ o(M) < N+cm(N) = cm(N). Por continuidad uno tiene
em(N) = cm(p(0)) < P~ (epyn(0)) = P~ (6(M/N)) = maxgy(N). £2

2Un submédulo N de M se llama completamente invariante si para cada endomorfismo
f: M — M se tiene que f(N) < N.
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Para cada morfismo de médulos f: M — N y L < M hay un R-morfismo inducido
fr : M/L — N/f(L) que hace conmutativo el siguiente diagrama

M . N
DM[ JPN
M/L—— M/f(L)

PM Y PN son las proyecciones naturales. Veamos quienes son los morfismos c-iniciales
y c-finales en R-Mod.

PROPOSICION 5.5. Sean o € R-pr y f: M — N.Entonces:
1. f es min%-inicial si y sélo si T~ 1(o(N)) = o(M);
2. f es max%-inicial si y sélo si fE](G(N/f(L))) = ¢(M/L) para cada L < M;
3. f es min°-final si y sélo si f es epi y f(0(M)) = o(N);
4. f es max®-final si y sdlo si f es epi.

DEMOSTRACION. Para 0 € R-pry f: M — N en R-Mod tenemos que:

1. f es un morfismo min®-inicial si y sélo si para cada L < M tenemos que
ming, (L) = f“(min"N(f(L)) siysélosi L+0(M) =f1f(L)+o(N))siy
sélo si L+ o(M) =L+ f(a(N)) si y sélo si o(M) =f~1(a(M)).

2. Similar a 1).

3. f es min%-final si y sélo si para cada K < N ming(K) = f(mingA(f“‘(K)))
si y sélo si K+0(N) = f(f1(K)+o(M)) si y sélo si K+a(N) = f(f 1 (K))+
f(o(M)) si y sélo si f es epi y o(N) = f(a(M)).

4. Similar a 3).

OBSERVACION 5.6. De la definicidn de min y max uno tiene que
i) N es min9-cerrado en M si y sélo si o(M) C N;

i) N es min%-denso en M si y sdlo st (M) + N = M;

iil) N es max%-cerrado en M si y sélo si o(M/N) = 0;

iv) N es max®-denso en M si y sélo si o(M/N) = M/N.

Algunas propiedades son dadas en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 5.7. Sea o € R-pr. Entonces se satisface:

1. min© es idempotente;
2. max? es idempotente si y sélo si ges un radical;
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3. min? es débilmente hereditario si y solo si max® es débilmente hereditario
st y solo st 0 es un prerradical idempotente;

4. min9 es hereditario si y solo st max? es hereditario si y sélo si ¢ es un
prerradical hereditario.

DEMOSTRACION. 1. es obvio;

2. Para N < M y o € R-pr tenemos que maxg,(maxg,(N)) = maxg,(N) si
y s6lo si o(M/maxg,(N)) = 0, como o(M) < p '(c(M/N)) = maxg,(N)
tomanto N = O se convierte en igualdad. Por lo tanto la condicién es
equivalente a que o(M/o(M)) =0, etso es , que o sea un radical.

3. o(0(M)) es la min-cerradura de 0 en o(M). Esto nos dice que min® es

débilmente hereditario si y sélo si o(0(M)) = o(M). Para N < M, N
es max-denso en maxg,(N) si y sélo si o(maxg,(N)/N) = maxg,(N)/N,
como el R-médulo anterior es isomorfo a o(M/N), de la definicién de max?®
obtenemos que max? es débilmente hereditario si y sélo si o(c(M/N)) =
o(M/N) para cada N < M.

4. Sean N < L < M, entonces
ming,(N)NL = (o(M)+N)NL = (e(M)NL)+N = o(L) + N = minf{(N),
lo cual significa que min? es hereditario, para el regreso basta considerar
N = 0. Sea p: M — M/N la proyeccién natural, si o es hereditario
entonces se tiene la igualdad

o(p(L)) = o(M/N)Np(L)

tomando imégenes inversas con respecto a p obtenemos max(N) = maxg,(N)N
L, lo que implica que max? es hereditario, para el regreso basta considerar
N =0.

Y
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CAPITULO

3 Subcategorius

(Co)Escindibles

En este capitulo veremos algunas subcategorias de interés que pueden verse como
generalizaciones de conexidad y disconexidad. A través de este capitulo consider-
aremos una categoria C con una (E, M)-factorizacién para pozos y £ es la coleccién
de pozos singulares que estan en E. Todas las subcategorias son consideradas plenas
a menos que se diga lo contrario.

1. Subcategorias A(c)

En esta seccién estudiaremos subcategorias que generalizan el concepto de es-
pacio Hausdorff (o espacio T;) utilizando los operadores de cerradura, veremos sus
propiedades y algunos ejemplos.

DEFINICION 1.1. Sea ¢ € CL(C,M). Un objeto X € C es c-separado (o c-
Hausdorff) si para cada w,v:Y =% X y m € Sub(Y) con uom = vom, también
uocy(m)=vocy(m). A(c) denota la subcategoria plena de objetos c-separados.

PROPOSICION 1.2. Supongamos que C tiene limites y morfismos en € son epi-
morfismos. Entonces:

1. A(c) es cerrada bajo monofuentes en C, en particular bajo todos los limites
en C. Por lo tanto, A(c) es extremadamente epireflezival en C siC es bien
E-copotenciada.

2. Un objeto X € C es c-separado si y sélo si el morfismo diagonal (el iguala-
dor de las proyecciones del producto, el cual estd en M pues £ consta de
epimorfismos) dx : X — X x X es c-cerrado.

lesto significa que la reflexién es un epimorfismo extremal

43
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DEMOSTRACION. 1. Sean (pi : X — X;) una monofuente tal que X; € A(c)
paracadai € [ yu,v:Y = X con m € Sub(Y) tal que uom =vom.
Entonces (pijou)om = (pjov)om implica (pjou)ocy(m) = (pjov)ocy(m)
(pues Y; € A(c)) y por lo tanto 1w o cy(m) = v ocy(m) pues (pi)ier es
monofuente. Reflexividad de A(c) se sigue del Teorema General del Funtor
Adjunto. Que la reflexién sea extremal se sigue de las propiedades del
sistema de factorizacién y de que £ consta de epimorfismos.

2. Sea X € A(c). Como bx es el igualador de p1,p2: X x X — X tenemos que
Pi1oc(dx) =p2oc(dx), por lo tanto c(dx) < dx por la propiedad universal
del igualador. Ahora supongamos que dx es c-cerrado y supongamos que
uom =vomparaw,v:Y =2 Xy m € Sub(Y). Entonces el siguiente
diagrama conmuta

M, X

o s

Y— X x X
(wv)

Como bx es c-cerrado del Corolario 2.2.4 existe un (dnico) morfismo t :
cy(M) — X con 8x ot = (u,v) ocy(m), por lo tanto uocy(m) =t =
vocy(m).

o3

PROPOSICION 1.3. Una subcategoria B de C es de la forma A(c) para algin
operador de cerradura ¢ de C si y sdlo si satisface la siguiente condicio’n
(A) para cada fuente (hi: X? — Bf)iel con Bi € B y dx = Aicrhy (531), uno tiene
XeB.

DEMOSTRACION. (A) es ciertamente una condicién necesaria para que B sea de
la forma A(c), pues como dp, es c-cerrado, también h.l_1(53i) es c-cerrado(esto se
sigue de la propiedad de continuidad y de que infimos son productos fibrados) y
asi A hy 1(63.) es c-cerrado. Para el regreso note que

regi(m) = A\(h~'(88) | h: X — B2, B € B,h(m) < g}

define un operador de cerradura idempotente de C llamado el operador de cerradura
B-regular que también se describe como

regx A{lgualudor(u v)luyv:X=2B,BeB,uom=vom}

Uno siempre tiene B C A(reg?®), y “D” es obviamente garantizada por (A). oY
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Bajo pequenas restricciones tenemos un resultado que nos da mas informacién
acerca de subcategorias delta en categorias concretas.

PROPOSICION 1.4. Supongamos que cuasipuntos detectan monofuentes en C. En-
tonces una subcategoria B de C es de la forma A(c) para algin c si y sdlo si B es
cerrada bajo monofuentes en C.

DEMOSTRACION. Sélo tenemos que probar el regreso. Sea (hi)ic1 como en (A),
para cada x € qptX denotamos por gy : X — X? la gréfica de X AL . X, esto
es, gx es el unico morfismo que hace al siguiente diagrama un producto fibrado

p UL IR TN,

gx =(1x -XOUX)J Jéx

XxX—/——Xx X

1x X xonx

Por la hipétesis, basta probar que la fuente (hjo gy : X — Biz)iel,xeqptx es mono.
Supongamos que h; o gxoy = hjo gy oz para cada i € [ y para cada x € gpX, con
z,y cuasipuntos de X. Para x =y tenemos

hio(z,y) =hjogyoz=hijogyoy=hi(y,y) =hjodxoy=05g oh{oy

donde h{ es el morfismo inducido por dx < h;](égi) para cada i € 1. Lo anterior
implica que hi((z,y)) < &p,, por tanto (z,y) < h“(éBi) para cada i € I, lo que
implica (y,z) < dx por hipétesis sobre (hy)ic1. Por lo tanto z =y y esto concluye la
demostracion. B

OBSERVACION 1.5. Notemos que si SUB(C) es la coleccion de todas las subcate-
gorias (plenas) de C ordenadas parcialmente por inclusién obtenemos la adjuncion
A
2o
SUB(C)°P Tig CL(C, M)
para cada B € SUB(C) y ¢ € CL(C, M) uno obtiene:

i) BC A(reg®) y ¢ < reg(®);
il) BC A(c) si y sélo si ¢ < regB.

EJEMPLOS 1.6. Veamos algunos ejemplos en Top.

(1) Al considerar el operador de cerradura Kuratowsi k, A(k) = Haus la
subcategoria de espacios Hausdorff.

(2) Si consideramos la 6-cerradura, A(B) es la subcategoria de espacios de
Urysohn, esto es, espacios en los cuales puntos distintos pueden ser sepa-
rados por vecindades cerradas ajenas.
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3)
(4)

()

(6)

Con el operador de cerradura secuencial o, obtenemos que A(c) es la sub-
categoria de espacios donde sucesiones convergentes tienen limite unico.
Para el operador de cerradura componente con tenemos que A(con) es la
subcategoria de espacios hereditariamente disconexos, estos son espacios
con componente conexa de cada punto trivial.

Para el operador de cerradura cuasicomponente g tenemos que A(q) es la
subcategoria de espacios totalmente disconexos, esto es, espacios con cua-
sicomponente de cada punto trivial. q es el operador de cerradura regular
inducido por A(q). En efecto, si u: U — X es un encaje cerrabierto, en-
tonces u es el igualador de una funcién constante y la funcién caracteristica
Xu : X — {0,1} de U, donde {0, 1} tiene la topologia discreta (por lo tanto
es totalmente disconexo), por lo tanto cada encaje g-cerrado es reg®(9)-
cerrado. La inversa es trivialmente satisfecha pues reg®(9 es el operador
de cerradura més grande c tal que A(c) = A(q).

Por 1ultimo, para el operador de cerradura componente por trayectorias
path, A(path) es la subcategoria de espacios hereditariamente disconexos
por trayectorias, estos son, espacios con componente conexa por trayecto-
rias de cada punto trivial.

Ahora veamos ejemplos en R-Mod

(7)

Para n € R-pr tenemos que A(max") = A(min") = F,,. En efecto N €
A(max") si y sélo si maxgz(éN) = &N esto significa que p~'(n(N x
N/6n)) = p~'(0) donde p : N x N — N x N/&y es la proyeccién na-
tural, pero como p es sobre tenemos que n(N) = n(N x N/8n) = 0 por
tanto esto nos da A(max") = ;. Para la otra igualdad uno siempre tiene
A(max") C A(min") ya que min" < max". Si N € A(min") entonces
On + On = On, esto implica que (N) x n(N) = n(N x N) C by lo que
implica que n(N) = 0 asi que con esto tenemos las dos igualdades.

Un operador de cerradura c es regular si y sélo si ¢ = max™ para un radical
1. En efecto, si ¢ es regular entonces ¢ = reg® donde £ = A(c), como ¢
es idempotente, tenemos que el prerradical inducido 1 es un radical y este
puede ser calculado como

n(N) = regf(0) = JNuf | f:M > L, L€ £}

por el ejemplo anterior también A(max") = L, esto en particular nos dice
que max" < reg® pues Teg” es el operador de cerradura d méximo con
la propiedad A(d) = L. Para la otra desigualdad por la proposicién 2.5.5
basta probar que reng(O) =mn(M). La desigualdad que ya tenemos nos da
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(M) = max',IA(O) < reng(O), ahora como 1 es un radical tenemos que
M/Mm(M) € Fy; = A(max™) = L y por tanto para la proyeccién natural
q: M — M/n(M) tenemos que reg‘,i,l(O) < Nu g =n(M) y esto nos da el
resultado. Para la otra implicacién se procede de manera similar.

2. Subcategorias V(c)

Ahora toca el turno de estudiar el concepto dual a objeto c-separado, este es,
objeto c-coseparado. En la literatura se le conoce més cominmente como objeto c-
conexo, pero aqui decidimos dejar el de coseparado pues lo creemos mas conveniente.
Comencemos con algunas definiciones.

DEFINICION 2.1. Diremos que la clase £ es cerrada bajo productos finitos si
f,g € € implica que f x g € £.

DEFINICION 2.2. Un operador de cerradura ¢ € CL(C, M) se llama finitamente
productivo si para cada X,Y € C, m € Sub(X) y n € sub(Y) se tiene que cxxy(m x
n) = cx(m) x cy(n).

DEFINICION 2.3. Un objeto X € C es c-coseparado (o c-conexo) sidyx : X — Xx X
es c-denso. V(c) denota a la subcategoria plena de objetos c-coseparados.

Antes de dar las propiedades de objetos c-coseparados necesitamos un lema

LEMA 2.4. Seanc € CL(C,M), e: X =Y yd:Y — Z morfismos en C, entonces:

1. Siec & yde &S, entonces doe € EF;
2. Sidoe€ &S, entonces d € £,
3. Sidoe€ &, d € M yc hereditario, entonces e € E€.
DEMOSTRACION.
1. Comoe(1x) = 1yycz(d(1y)) = 1z tenemos que cz(d(e(1x))) = cz(d(1y))
12.
2. 1z =cz(d(e(1x))) < cz(d(ly)) <1z
3. Como cz(d(e(X))) = 1z, tenemos que

(
cy(e(1x)) = d (ez(d(e(X)) = d ' (12) = 1y.

~

o

PROPOSICION 2.5. Para un morfismo f: X =Y en C y c € CL(C, M) tenemos:

1. Si f € £ con € cerrado bajo productos finitos o estable bajo productos

fibrados (en particular f x f = (f x 1) o (1 x f) € £), entonces X € V(c)
implica Y € V(c);
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2. Sif € M es c-denso con ¢ idempotente y finitamente productivo, entonces
X € V(c) implica Y € V(c);

3. Sif € M es c-denso con ¢ idempotente y hereditario, entonces Y € V(c)
implica X € V(c).

DEMOSTRACION. Considere el siguiente diagrama conmutativo

XTI ¥

XX X——YXxY
fxf

1. Uno tiene f x f € £ y 8x € €S, como dyof = (f x f) o bx € £° por (1) del
lema anterior tenemos que dy € £€.
2. Como c es finitamente productivo tenemos que fxf € £, ademds dx € £y
como ¢ es idempotente por la proposicién 2.2.5 se tiene que (f x f)odx € £€
y por (2) del lema anterior tenemos que oy € £€.
3. Es similar a el caso anterior usando (3) del lema anterior.
s

Ahora veamos una condicién suficiente para que V(c) sea cerrada bajo productos
finitos.

PROPOSICION 2.6. V(c) es cerrada bajo productos finitos en C cuando ¢ €
CL(C, M) es finitamente productivo.

DEMOSTRACION. Se sigue de que ¢ es finitamente productivo, ENM es cerrada
bajo productos finitos y ademés
dxxy = O0x X by : XxY = (XxX)x(YxXY)
Y

Para considerar productos arbitrarios observemos que cualquier producto X =
[ [ic1 Xi es el limite de productos finitos Xg = [ ;¢ Xi (F C I finito), a través de las
proyeccion es pr : X; — Xg. Para ver productividad en V(c) necesitamos la siguiente
definicién.

DEFINICION 2.7. Uno dice que ¢ € CL(C, M) tiene la propiedad de estructura
finita para productos PEFP, si y sélo si

cx (m) = A\ pr'(ex, (pr(m))
F
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para cada m € Sub(Xj). El producto X1 es llamado no trivial si todas las proyecciones
P pertenecen a £, y ¢ es llamado no trivialmente productivo st

exi ([ mi) =[] ex (my)
iel iel
para cada m; : My — X in M, con M = [];c{ M un producto no trivial.

LEMA 2.8. Sea c un operador de cerradura idempotente y finitamente productivo,
st existe d € CL(C, M) con PEFP y d < c, entonces c es no trivialmente productivo.

DEMOSTRACION. Con la composicién de operadores de cerradura definida “pun-
tualmente”, de d < c obtenemos que ¢ < dc < cc, por lo tanto ¢ = dc pues
¢ es idempotente. Para m; = [[;c;mi y nr = [[ic1¢x (mi) debemos probar que
np < cx, (M) pues la otra desigualdad se satisface trivialmente. Para esto, es sufi-
ciente probar que ny < dx, (cx, (my)). Como d satisface PEFP, es suficiente verificar

Pr(n1) < dx; (prlex, (mi)))

para cada subconjunto finito F C I. Descomponiendo m; como m| = mg X mpf
obtenemos cx, (mp) = cx; (mg) x CX[\F(mI\F) por que c es finitamente productivo,
por lo tanto si el producto no es trivial tenemos

Pr(ex, (m1)) = cx, (mg)
Usando otra vez productividad finita, obtenemos que
Pr(n1) < nf = cox, (Mmr) < dx; (pr(ex, (m1))),

esto finaliza la demostracién. 5
Del lema anterior automaticamente tenemos:

TEOREMA 2.9. Sea c un operador de cerradura idempotente tal que existe d €
CL(C, M) con PEFP y d < c. Si c es finitamente productivo, entonces V(c) es
cerrada bajo productos no triviales en C.

En seguida veremos una caracterizacién de subcategorias nabla similar a la dada
para subcategorias delta.

PROPOSICION 2.10. Una subcategoria A de C es de la forma V(c) para algin
operador de cerradura ¢ de C si y solo si satisface la siguiente condicion:
(V) Para cada pozo (hy: Ai2 - X%)icrconAj€ Ay hi(da,) < 8x para cadai€ly
Ty2 = 5vaielhi(]}\§): uno tiene X € A.
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DEMOSTRACION. Para A = V(c) y un pozo (hi)ic; como en (V), como
hi(c(8a,)) < c(hi(8a;)) < 8x,

uno tiene
Tx = 8xV \/hi(la2) = 8xV \/ hi(c(64,)) < c(8x),
i€l i€l
por lo tanto X € V(c). Para el regreso, para cualquier subcategoria A uno define la
cerradura A-corregular como

coreggt(m) =mV \/{h(1a2) [h: A% = X, A € A h(8a) < m).

Trivialmente uno tiene A C V(coreg”). Ademas, bajo la condicién (V), de X €
V(coreg?) inmediatamente se obtiene X € A. Y

Bajo pequeiias hipétesis adicionales, el criterio se simplifica un poco. Recordemos
que P es la subcategoria de objetos preterminales.

PROPOSICION 2.11. Supongamos que C tiene suficientes cuasipuntos. Entonces
una subcategoria A de C es de la forma V(c) para algin c si y sélo si P C Ay
satisface la siguiente condicidn:

(V1) Para cada pozo no vacio (h; : Af‘ — X%icr con Ay € Ay hi(6a,) < bx para
cadai€l yly = Vielhi(]AiZ)’ uno tiene X € A.

DEMOSTRACION. Como para cada P € P, 8p es iso, la ida es clara. Para el regreso
consideremos el pozo formado por todos los morfismos (h: A2 — X%) con A€ Ay
h(8a) < 8x. Entre esos morfismos estan los de la forma x? donde x : TX — X, cuyo
supremo es dx (por hipétesis). Por lo tanto

coregy; (5x) = \/{h(1a2) [h: A% = X% A € A h(5A) < 8x}

ahora podemos seguir argumentando como en la proposicién anterior. Y
OBSERVACIONES 2.12.

1. El operador de cerradura corregular es débilmente hereditario para cada
subcategoria plena A. En efecto, para m : M — X en M, hay una biyec-
cion h — h' entre los morfismos h : A2 — X con A € A, h(6a) < m,
y los morfismos h/ : A2 — cx(M) con A € A, h/(6a) < cx(m), con
cx(m)oh/ = h, de esta manera tenemos h(1,2) = cx(m) o h'(142). Esto

da cey (M)(im) = Ty (m)-
2. Notar que como en el caso de subcategorias delta, también tenemos una
adjuncion —
CL(C,M) T L SUB(C)

v
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para cada A € SUB(C) y ¢ € CL(C, M) uno obtiene:

i) A C V(coreg?) y ¢ > coregV!9;
ii) A C V(c) si y sélo si ¢ > coreg?.

EJEMPLOS 2.13. Veamos algunos ejemplos en Top.

(1) Al considerar el operador de cerradura Kuratowsi k, V(k) es la subcategoria
de espacios irreducibles.

(2) Si consideramos la 6-cerradura, V(8) es la subcategoria de espacios X tal
que para cualesquiera abiertos U y V de X con k(U) Nk(V) = @, entonces
U=0oV=0.

(3) Con el operador de cerradura secuencial o, obtenemos que V(o) es la sub-
categoria de espacios X tal que para cualesquiera dos puntos x y y de X,
existe una sucesién que converge a ambos.

(4) Para el operador de cerradura componente con tenemos que V(con) es la
subcategoria de espacios conexos.

(5) Para el operador de cerradura cuasicomponente q tenemos que V(q) es la
subcategoria de espacios conexos.

(6) Por dltimo, para el operador de cerradura componente por trayectorias
path, V(path) es la subcategoria de espacios conexos por trayectorias.
También tenemos que path = coreg!, esto es, path es el operador de
cerradura corregular inducido por {I}. En efecto, para y € coregg((M)
existe una funcién continua h: I x I — X con h(dx) C M yy € h(I x 1),
como el conjunto conexo por trayectorias h(I x I) intersecta a M, existe
un punto x € M y una trayectoria de x a y, por lo tanto y € pathx(M).
Ahora si y € pathx(M) existe una funcién continua f : I — X con x =
f(0) € M y (1) =y, entonces la funcién continua h : I x I — X definida
por h(a,b) = f(| a — b |) satisface h(8;) = {x} C M y h(1,0) =y, asi que
y € coregi(M).

Ahora veamos ejemplos en R-Mod

(7) Paran € R-pr tenemos que V(max") = V(min") = T,,. La demostracién
es similar a esta dada para subcategorias delta.

(8) Un operador de cerradura c es coregular si y sélo si ¢ = min" para un
prerradical idempotente 1. La demostracion es similar a esta dada para el
operador de cerradura regular.
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3. Subcategorias Escindibles

En los 80’s Arhangel’skil introduce el concepto de espacio escindible, lo usa para
aproximar funciones continuas en los reales por medio de funciones arbitrarias. De-
spués se utiliza para debilitar condiciones en varios resultados ([4], [5], [6]). En esta
seccién estudiaremos el concepto de escindibilidad como fue definido en [9] y veremos
algunas de sus propiedades.

DEFINICION 3.1. Una fuente (X =, Yi)ie1 es llamada:

i) M-separante si para cada m,n € Sub(X) y cada i € I, fi(n) = fi(m)
implica n = m;

i) Fuertemente M-separante si para cada m € Sub(X) ezxiste i € 1 tal que
7 (fi(m)) = m.

OBSERVACIONES 3.2.

1. Claramente toda fuente fuertemente M-separante es M-separante.

2. la fuente (X 5, Yi)ie1 es M-separante si y sdlo si para cada m € Sub(X),
m= Aicr f;] (fi(m)). En efecto, si se satisface (1) en la definicion anterior
entonces para cada i € 1, fi(m) < fi(Aier ;' (F5(m))) < fi(f (fi(m)) =
fi(m), as? que m = /\iExf;](ﬁ(m)). Inversamente, si para cada i € 1
fi(m) = fi(n) entonces m = A fi”](fi(m)) = /\ielfi”](fi(n)) =n.

3. Para morfismos considerados como fuentes singulares, ambas nociones en
la definicion anterior coinciden. Asi que a tales morfismos los llamaremos
M-separantes.

EJEMPLOS 3.3.

1. En categorias topolégicas sobre Con siendo M la clase de encajes, una
fuente (fi : X — Yi)ie1 es M-separante si y sélo si para cada M C X y para
cada x € X\ M eziste i € 1 tal que fi(x) & fi(M).

2. Si Xcof €s un conjunto infinito equipado con la topologia cofinita y S es el
espacio de dos puntos con un solo abierto no trivial (usualmente llamado
el espacio de Sierpinski), entonces la fuente (f : Xcof — S)tecHom(Xeof,5) €5
M-separante en Top, pero no fuertemente M-separante (M la clase de
encages).

DEFINICION 3.4. Diremos que en C subobjetos son separantes si para cualesquiera
morfismos f,g: X =2 Y tales que para cada m € Sub(X) se tiene que f(m) = g(m),
entonces f = g.
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En cualquier categoria topoldgica sobre Con, con M la clase en encajes, sub-
objetos son separantes, esto se sigue de que en particular puntos son subobjetos.
En Grp no sucede esto: Considere f, g : Z3 =3 Z3 con f = 1z, y para cada x € Z3
g(x) = 2x (mod 3). Es claro que ambos coinciden en subobjetos, pero los morfismos
no son iguales.

PROPOSICION 3.5.

1. Si en C subobjetos son separantes entonces toda fuente M-separante es
monofuente;
2. Si & es estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos, en-
tonces todo monomorfismo es M-separante.
DEMOSTRACION.

1. Sean (f : X — Yj)ic1 una fuente M-separante y u,v : A = X morfismos
tales que para cada i € I f; ou = f; ov. Para cada m € Sub(A) tenemos
fi(u(m)) = fi(v(m)) lo cual implica que u(m) = v(m) (pues la fuente es
M-separante) y como subobjetos son separantes concluimos que u = v.

2. Se sigue de la propisicién 1.1.29 .

Y

Ahora nos toca examinar las subcategorias que son cerradas bajo las fuentes
antes definidas. Usando las propiedades de la imagen e imagen inversa obtenemos
inmediatamente el siguiente lema.

LEMA 3.6. Si una fuente (fi : X — Yi)ie1 se factoriza a través de un morfismo
f: X — Y, entonces para cada m € Sub(X) se tiene que f~'(f(m)) < Nier fi—l(fi(m)).
En particular si (f;)ic1 es M-separante entonces asi lo es f.

DEMOSTRACION. Para cada i € I tenemos que f; = g; o f, Entonces para m €
Sub(X) tenemos:

£ (fi(m)) = (gif) " ((g4f(m))
=f"(g7'((gif)(m))
=f"(g;"(gi(f(m))))
> 71 (f(m))

Por lo tanto f~'(f(m)) < /\ielfi_](fi(m)). Si (fy : X = Yj)ie1 es M-separante en-
tonces f~!(f(m)) < m y la igualdad se sigue. Y

PROPOSICION 3.7. Sea Q una subcategoria de C cerrada bajo productos, entonces:
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1. Q es cerrada bajo fuentes M-separantes pequenas si y solo si
Q es cerrada bajo fuentes fuertemente M-separantes pequenas si y sdlo si
Q es cerrada bajo morfismos M-separantes.

2. Siademds £ es estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos
y subobjetos son separantes, las propiedades enunciadas arriba son también
equivalentes a:
Q es cerrada bajo monomorfismos.

DEMOSTRACION.

1. Lo unico que se requiere para la demostracién es que cerrado bajo mor-
fismos M-separantes implica cerrado bajo fuentes M-separantes pequenas.
Esto se sigue directamente del lema anterior al factorizar una fuente pequena
(fi: X = Qi)ier, con cada Q € Q, a través del producto:

x5
jel
y de que (f;) es M-separante.
2. Bajo las condiciones dadas se sigue de la proposicién 3.3.5 que monomor-
fismos y morfismos M-separantes coinciden.

o3

Lo anterior serd aplicado para dar la nocién importante de esta seccién, una
subcategoria escindible.

DEFINICION 3.8. Sea Q una subcategoria de C.

1. m € Sub(X) es una Q-pieza de X si existe un morfismo f: X — Q con
Q € Q tal que m = f~1(f(m)).

2. La subcategoria escindible de Q, denotada por Spl(Q),. estd formada por
todos los X € C tal que para cada m € Sub(X), se tiene que m es una
Q-pieza de X (en morfismos se considera plena). Q se llama escindible si
y sélo si @ = Spl(Q).

OBSERVACION 3.9. Para m € Sub(X) son equivalentes:

1. m es una Q-pieza;

2. Existen f: X > Q, Q € Q yn € Sub(Q) tal que m =f~'(n);
3. Ezisten f: X > Q, Q € Q y m’ € Sub(X) tal que m = f~'(f(m')).

PROPOSICION 3.10. Spl(Q) es la cdpsula fuertemente M-separante de Q (esto es,
X € Spl(Q) si y sdlo si existe una fuente fuertemente M-separante (fi : X — Qi)ier
con Qi € Q para cada i € 1).



3.3 Subcategorias Escindibles 55

DEMOSTRACION. Claramente si (f; : X — Qj)ic1 es una fuente fuertemente M-
separante con cada Q; € Spl(Q), entonces X € Spl(Q). Por otro lado si X € Spl(Q)
entonces para cada m € Sub(X) existe un fi, : X = Qm con Qn, € Q tal que

f:n](fm(m)) = m y asi la fuente (fm : X — Qm)mesub(x) s fuertemente M-
separante. R

COROLARIO 3.11. Q es una subcategoria escindible si y solo si Q es cerrada bajo
fuentes fuertemente M-separantes.
COROLARIO 3.12.

1. Q C Spl(Q);
2. §i § C Q entonces Spl(S) C Spl(Q);
3. Spl(sSpl(Q)) = Spl(Q).

Ahora viene el resultado importante de esta seccidn.
TEOREMA 3.13.

1. Si en C subobjetos son separantes, entonces:
Q es cerrada bajo monofuentes implica Q es una subcategoria escindible.
2. Si ademds C tiene productos y es bien E-copotenciada con & estable bajo
productos fibrados a lo largo de monomorfismos, entonces:
Q es una subcategoria escindible y productiva si y sélo si Q es cerrada bajo
monofuentes.
DEMOSTRACION.

1. Se sigue de la proposicién 3.3.5(1), la observacién 3.3.2(1) y el corolario
3:3.11.

2. Sea (f; : X — Yj)ic1 una fuente tal que para cada i € I, Y; € Q. Para cada
i € I sea m; 0 e; = f; la (£, M)-factorizacién de f; y sea ] un conjunto re-
presentativo de la fuente (e; : X — M;)ic1. Ahora consideremos el siguiente
diagrama
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Si (fi)ie1 es una monofuente, entonces [ [;.;M; € Q (ya que cada m; € M
es M-separante y Q es productiva) y (e;) es monomorfismo. Por lo tanto
por la proposicién 3.3.5(2) (e;) es M-separante y por el corolario 3.3.11
Xe Q.

Inversamente, si (fi)ic1 es una fuente fuertemente M-separante, entonces
[L;e;M; € Q (pues cada m; es monomorfismo, y cualquier subcategoria
cerrada bajo monofuentes es cerrada bajo productos) y por el lema 3.3.6
(e;) es M-separante. Por lo tanto X € Q y por el corolario 3.3.11 Q es una
subcategoria escindible.

o3

COROLARIO 3.14. Sea C topoldgica sobre Con con su estructura de (Epi, Encaje)-
factorizacidn, entonces:
Q es escindible y productiva si y sdlo si Q es cociente-reflexiva en C.

EJEmPLOS 3.15.

1. En R-Mod las subcategorias escindibles son facilmente caracterizadas: Son
clases heretitarias (con respecto a la factorizacién usual (Epi,Mono)). De
hecho, si suponemos que Q es una clase hereditaria, entonces para X €
Spl(Q) existe Q € Qy f: X — Q tal que 0 = f~'(f(0)) = f~'(0), lo cual
significa que X es submdédulo de Q, asi que X € Q. La inversa esta dada
por el corolario 3.3.11 y la observacién 3.3.2(4).

2. En la categoria Top, con su (Sobreyeccién, Encaje)-factorizacién, las sub-
categorias Top,, Top; y Haus de Typ-espacios, Ty-espacios y espacios Haus-
dorff respectivamente, son subcategorias escindibles (ver el corolario 3.3.14).

Ahora definiremos el operador de cerradura escindible, para esto necesitamos el
siguiente resultado.

PROPOSICION 3.16. La clase de las Q-piezas es cerrada bajo productos fibrados.
De esta manera, para cualquier subcategoria Q, la féormula

spl)Q((m) = /\{n € Sub(X) | n es una Q-pieza, m < n}
define un operador de cerradura idempotente.

DEMOSTRACION. Sin es una Q-pieza por medio de g : X — Q, entonces para
cada morfismo f : T — X, f'(m) = (g o f)~'(g(m)). Como la composicién de
productos fibrados es un producto fibrado, por tanto f~'(m) es una Q-pieza de
T. Por lo tanto por la proposicién 2.2.8 tenemos que es un operador de cerradura
idempotente. oy
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DEFINICION 3.17. Un operador de cerradura c es un operador de cerradura es-
cindible si eziste una subcategoria Q tal que c = splQ.

OBSERVACION 3.18. El operador de cerradura escindible se puede describir de
una manera mds conveniente:

plg(m) = Atf ') [f: X > Q,Qe Qm< f'(n))
=/\{f‘1(n)If:X—'Q,QeQ,f(m)Sn}
= AF'(fV) 1 f: X = Q,Q € Qm < f'(f(1))}
= A\f'(f(m)) 1f:X->Q,Q € Q)

Propiedades y ejemplos de este operador de cerradura se daran cuando es-
tudiemos subcategorias de objetos c-discretos.

4. Subcategorius Fine(c)

Ya estudiamos subcategorias cerradas bajo fuentes fuertemente M-separantes y
las llamamos escindibles. En esta seccién estudiaremos subcategorias cerradas bajo
fuentes M-separantes y veremos que son descritas como subcategorias de objetos
c-discretos.

DEFINICION 4.1. Sea Q una subcategoria de C. La capsula M-separante de Q,
denotada por MSH(Q), estd definida por: X € MSH(Q) si y sdlo si existe una fuente
M-separante (f : X — Qji)ier tal que para cada i€ 1, Q; € Q.

OBSERVACION 4.2. De manera inmediata obtenemos propiedades de la cdpsula
M-separante de una subcategoria:

1. Q C MSH(Q);
2. §i Q C K entonces MSH(Q) € MSH(K);
3. MSH(MSH(Q)) = MSH(Q).

Claramente también obtenemos que Q C Spl(Q) € MSH(Q).
Ahora definiremos objetos c-discretos.

DEFINICION 4.3. Sea ¢ € CL(C,M). Un objeto X € C se llama c-discreto si
cx < finey, esto es, para cada m € Sub(X) se tiene que cx(m) < finey(m). La
subcategoria de objetos c-discretos es denotada por

TFine(c) = {X € C | cx < finey} ={X € C | para cada m € Sub(X), cx(m) = m}.



58 3. Subcategorias (Co)Escindibles

La primera propiedad que obtenemos es la siguiente.

PROPOSICION 4.4. Seac € CL(C, M). Entonces la subcategoria Fine(c) es cerrada
bajo morfismos M-separantes. En particular, es cerrada bajo subobjetos.

DEMOSTRACION. Si f : X — Y es un morfismo M-separante con Y € TFine(c),
entonces para cada m € Sub(X) obtenemos:

ex(m) < ex(f~'(f(m)) < ' (ey(f(m))

< £ (finey (f(m))) = 7' (f(m)) = m = fine, (m)
Por lo tanto X € Fine(c). oY

La parte importante de esta seccién es caracterizar subcategorias de objetos c-
discretos como las subcategorias cerradas bajo fuentes M-separantes.

PROPOSICION 4.5. Para una subcategoria A de C las siguientes condiciones son
equivalentes:
i) A = TFine(c) para algin c € CL(C, M);
i) A = TFine(spl™);
iit) A= MSH(A).
DEMOSTRACION.
1) = ii) Es claro que A C Time(splA). Para la otra contencién sea X €
'fine(splA), entonces para m € Sub(X) y f: X = Y con Y € A obtenemos:

cx(m) < ex(f7'(f(m))) < £~ (cy(f(m))
< £ (finey(f(m))) = £~ (f(m))
Asi que
ex(m) < ALF(F(m)) 1 £: X = Y, Y € A} = splig(m) < finey(m)
Por lo tanto por hipétesis X € A.
il) = i) Es inmediato.

i1) & iii) Se sigue de la observacién 3.3.2(2).
e

Antes de dar ejemplos veremos mds propiedades del operador de cerradura es-
cindible y algunas relaciones con el operador de cerradura regular.

COROLARIO 4.6. Sea S una subcategoria de C, sp|Q es discreto sobre S si y sdlo
st S € MSH(Q)
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Lo anterior nos indica que MSH(Q) es la subcategoria més grande sobre la cual
s[:)lQ es discreto, esto nos ayudard a caracterizar a subcategorias de objetos c-discretos
en términos del operador de cerradura escindible.

PROPOSICION 4.7. splQ =spl® si y sdlo si MSH(Q) = MSH(S).

DEMOSTRACION. La primera implicacién se sigue del corolario anterior. Para el
regreso basta probar que splQ = sleSH(Q). Por un lado tenemos que @ C MSH(Q)

implica sp|Q > spIMSH(Q). Para probar la otra desigualdad, sean X € C y m € Sub(X),

g v MSH
considere un morfismo f : X — H en la construccién de spl (Q)(m), como H €

MSH(Q) existe una fuente M-separante (f; : H — Qj)ic1 donde para cada i € I,
Qi € Q. Para cada i € I consideremos la siguiente composicién de morfismos

MESxLHHL Pi
como f(m) € Sub(H /\f m))). Asi que,

f"(f(m)) = (/\ £ (fi(f(m))))
= A\ (fif) ' ((fif) (m))
> splg(m).
Por lo tanto, tenemos que
sp" ) = AF(F(m) | £: X — H,H € MSH(Q)} > spl(m).
B3

Cuando una subcategoria Q es débilmente reflexiva, esto es, cuando para cada
X € C existe RX € Q y 7x : X — RX tales que para cada f: X — Y con Y € Q existe
un morfismo f’ con f’ o rx = f (toda subcategoria reflexiva es débilmente relexiva),
entonces tenemos una descripcién del operador de cerradura splQ.

PROPOSICION 4.8. Si Q es débilmente refleziva en C entonces para cada subobjeto
m: M — X tenemos

sply(m) = 1y (rx(m)).

DEMOSTRACION. El subobjeto r;(](rx(m)) es una Q-pieza que contiene a m y
para cada morfismo f: X — Q con Q € Q tenemos

£ (f(m)) = (f'rx) ' ((f'rx)(m))
=15 (f7(f'(rx(m))))

> 15! (rx(m)).
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o3

Ahora veamos relaciones entre los operadores de cerradura escindibles y regu-
lares.

PROPOSICION 4.9. Si Q es cerrada bajo cuadrados entonces
spl? < reg?

DEMOSTRACION. Sean X € C, m € Sub(X) y Q una subcategoria cerrada bajo
cuadrados, entonces

regg(m) = /\(h™’ 5Q[h X — Q% Q€ Qh(m) <5¢g}
>/\{h ))Ih:X— Q% Qe Qh(m) <8q}
> splg(m).
La dltima desigualdad se sigue de que Q es cerrada bajo cuadrados. BY

Observe que SplQ es el operador de cerradura mas grande que es discreto en O,
pues si ¢ es discreto en Q considere

MExLo
con m € My Q € Q, entonces obtenemos:
ex(m) < Cx(f_](f(m))) < £ (ex(f(m))) = 7' (f(m))

esto es, cx(m) < A{f™! NW|f:X—=Q,Qe 9}= spl)c”()(m). Con esto concluimos
lo siguiente.

PROPOSICION 4.10. Si Q es cerrada bajo cuadrados, entonces sp(Q =reg9 siy
solo si Teg? es discreto sobre Q.

OBSERVACION 4.11. Al igual que subcategorias delta, tenemos una adjuncion

Tine
o e
SUuB(C)°? lt CL(C, M)
sp
En efecto, para una subcategoria B de C y para cada B € B tenemos que sp|€ = ﬁneB,

por lo tanto B C Tine(sp|5). Trivialmente tenemos que ¢ < sp|Ti"°(c).

Ahora veremos algunos ejemplos de operadores de cerradura escindibles y luego
de subcategorias de objetos c-discretos
EJEMPLOS 4.12.
1. Note que coar = spl7> y fine = splc, esto es, los operadores de cerradura
discreto e indiscreto son operadores de cerradura escindibles.
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2. En R-Mod los operadores de cerradura escindibles tienen una facil descrip-

cién, para Q una clase de R-médulos tenemos:
splg(N) =N+ A{Nuf[f:M > L,Le Q}
El prerradical asociado a este operador es

oo(M) = A\(Nuf [ f:M = N,N € 9}

. El operador de cerradura cuasicomponente g es un operador de cerradu-

ra escindible, esto es, q = splD donde D es la subcategoria de espacios
discretos.

. El operador de cerradura con es escindible, esto es, con = splB donde B es

la subcategoria de espacios hereditariamente disconexos.
El operador de cerradura path es escindible, esto es, path = splA donde A
es la subcategoria de espacios hereditariamente disconexos por trayectorias.

Ahora daremos ejemplos de subcategorias de objetos c-discretos en Top y en R-Mod.

1.

Con el operador de cerradura de Kuratowski k, los objetos k-discretos son
los espcios discretos usuales.

. También con el operador de cerradura q, La subcategoria de objetos g-

discretos, es la subcategoria de espacios discretos en el sentido usual.

. Con el operador de cerradura con, los objetos con-discretos son los espacios

hereditariamente disconexos.

. Si tomamos el operador de cerradura path, los objetos path-discretos son

los espacios hereditariamente disconexos por trayectorias.

. En R-Mod, para n €R-pr, Fine(min") = F,.

5. Relaciones entre A(c), Fine(c) y Spl(Q)

En esta seccién veremos cuando las tres nociones antes mencionadas coinciden
y cuando son diferentes, para esto, veremos algunos resultados y algunos ejemplos.
Inmediatamente de lo visto en secciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.1. Sea C una categoria tal que cuasipuntos detectan monofuentes,
tiene productos, subobjetos son separantes y es bien E-copotenciada con £ estable bajo
productos fibrados a lo largo de monomorfismos. Entonces para una subcategoria Q
de C son equivalentes:

1.

Q es escindible y productiva,

2. Q es una subcategoria delta;
3. Q es cerrada bajo monofuentes.
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DEMOSTRACION. Se sigue de la proposicién 3.1.4 y la proposicién 3.3.12(2). &

Esto nos da una completa relacién entre subcategorias delta y subcategorias
escindibles. Ahora veamos qué pasa con subcategorias de objetos c-discretos.

PROPOSICION 5.2. Si C es bien £-copotenciada, entonces para una subcategoria

productiva Q de C, Spl(Q) = MSH(Q) = ]:ine(sp|Q).

DEMOSTRACION. Sea X € MSH(Q) (ver la proposicién 3.4.5). Consideremos una
fuente M-separante (f; : X — Y;)ic1 con Y; € Q, tomamos su factorizacién f; = m;o
e;, tomamos un conjunto de representantes ] C I para la fuente (e;)ic1 y formamos
el producto [[;c;M;. El morfismo [Tm; : [[;;Mj — [y Y; € M. Como Q es
productiva, Q C Spl(Q) y Spl(Q) es cerrada bajo subobjetos tenemos que Hjel M; €
SpY(Q). Por lo tanto (e;) es M-separante (lema 3.3.6), asi que X € Spl(Q). B

Ahora veamos como las Q-piezas son caracterizadas como los objetos cerrados
con respecto al operador escindible.

PROPOSICION 5.3. SiC es bien £-copotenciada y Q es una subcategoria produc-
tiva, entonces para cada X € C se tiene que m es una Q-pieza de X si y solo si
splg(m) =m.

DEMOSTRACION. La necesidad es clara. Para la suficiencia usamos un argumento
como en la proposicién anterior para factorizar la fuente de todos los morfismos con
dominio X y codominio en Q a través de un morfismo f = (e;). Por lo tanto, del lema
3.3.6 concluimos que

m =spl§(m)
=ANg(g(m)) |g: X = P,P€ Q)
= 71(f(m)).

Y
EJEMPLOS 5.4.

1. En Top, la subcategoria de espacios discretos es una subcategoria de ob-
jetos c-discretos que no es una subcategoria delta (pues no es cerrada bajo
limites).

2. Sea S el espacio de Sierpinski, entonces Spl(S) es la subcategoria de espacios
puerta, esto es, espacios donde todo subespacio es cerrado o abierto. Este
es un ejemplo de una subcategoria escindible que no es una subcategoria
delta, pues S x S & Spl(S) (ya que la diagonal de S x S no es ni cerrada ni
abierta).
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3. El ejemplo 3.3.3(2) muestra que hay subcategorias escindibles que no son
subcategorias de objetos c-discretos para algin ¢ € CL(Top, M) (M la
clase de encajes).

4. En R-Mod cualquier clase hereditaria que no es cerrada bajo productos es
una subcategoria escindible que no es una subcategoria delta.

6. Subcategorius Coescindibles

Al definir fuentes (fuertemente) M-separantes se usé implicitamente el operador
fine. Teniendo en cuenta esta observacién, usaremos el operador coar para definir la
nocién dual.

DEFINICION 6.1. Un pozo (Y; B, X)ie1) es llamado:

i) M-coseparante si para cada m € Sub(X),

coaryx(m) =mV \/ hy(coary, (h;1 (m)));
i€l

i) Fuertemente M-coseparante si para cada m € Sub(X) eziste 1 € 1 tal que

coarx(m) =mV hi(coaryih_] (m)).
OBSERVACIONES 6.2.

1. Claramente todo pozo fuertemente M-coseparante es M-coseparante (ya
que en la definicidn anterior podemos observar que hi(coaryi(hi_](m))) <
coary(m)).

2. El regreso en general no se vale. Considere el pozo de inclusiones (in :
U(0,n) — R)nen, donde U(0,n) es el intervalo abierto con centro en el 0
y radio 1 y R es la recta real con la topologia usual. Entonces (in)nen e€s
M-coseparante en Top, pero no fuertemente M-coseparante (M la clase
de encajes).

3. Para morfismos ambas nociones coinciden y los llamaremos M-coseparantes.

PROPOSICION 6.3. Supongamos que € es estable bajo productos fibrados a lo largo
de monomorfismos, entonces todo morfismo en £ es M-coseparante.
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DEMOSTRACION. Sea h: X — Y en £. Para m € Sub(Y), como !y o h = !y, por
la proposicién 2.4.2 tenemos

courx(h™'(m)) =

Il
<1
Z
=
Z

K

¢

Porque & es estable bajo productos fibrados a lo largo de subobjetos.

Ahora veamos m4s definiciones que nos ayudaran a dar la nocién importante de
esta seccion.

DEFINICION 6.4. Sea R una subcategoria de C.

1. m € Sub(X) es una R-copieza de X si existe un morfismo h: R — X con
R € R tal que coarx(m) = mV h(coarg(h~1(m))).

2. La subcategoria coescindible de R, denotada por Cospl(R), estd formada
por todos los X € C tal que para cada m € Sub(X), se tiene que m es una
R-copieza (en morfismos se considera plena). R es coescindible si y sdlo

si R = Cospl(R).
PROPOSICION 6.5. Cospl(R) es la cdpsula fuertemente M-coseparante de R.
DEMOSTRACION. Similar a la demostracién de la proposicién 3.3.10. B3

COROLARIO 6.6. R es una subcategoria coescindible si y sdélo si R es cerrada
bajo pozos fuertemente M-coseparantes.
COROLARIO 6.7.
1. R C Cospl(R);
2. §Si R C K entonces Cospl(R) C Cospl(K);
3. Cospl(R) = Cospl(Cospl(R)).

Antes de continuar necesitamos una definicién importante.

DEFINICION 6.8. Diremos que un pozo (gi: Y; — Y)ic1 es pt-sobreyectivo si para
caday:1 —Y existenj €1 yy;:1—Yj tales que gjoy; =y.

En seguida veremos un lema que nos ayudard para probar que en muchas cate-
gorias conocidas las subcategorias coescindibles son simplemente subcategorias cer-
radas bajo imdgenes.
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LEMA 6.9. Supongamos que morfismos en £ son pt-sobreyectivos, entonces para
cada X € C tal que el morfismo !x : X — 1 pertenece a € (o equivalentemente X tiene
un punto) y para cada m € Sub(X), las siguientes condiciones son eqivalentes:

1. X tiene un punto x con x < my

2. courx(m) = 1yx;

3. X tiene un puntoy con y < coarx(m).
DEMOSTRACION.

(1) = (2) Si existe x : 1 — X, entonces, para cada g: X — P con P € P,
P =1, por lo tanto g~ '(g(x)) = !;(‘(!x(x)) = 1x y por lo tanto coarx(m) >
coary(x) = 1x.

(2) = (3) es claro.

(3) = (1) Sea !xom =noe la (£, M)-factorizacién de !x om y (n’/,f) el
producto fibrado de (n,!x). Entonces, como y < coarx(m) < !)_(](!x(m)) =
n’, de esta forma existe z: 1 — N’ tal que nofoz = 1;. Esto implica
que M es un isomorfismo. Por lo tanto !nm : M — 1 pertenece a &, lo cual
implica (1) de acuerdo a nuestra hipétesis.

o3

DEFINICION 6.10. Sea R una subcategoria de C, Qout(R) ={X € C | eziste f :
R — X, con f(1gr) = 1x y R € R} es la subcategoria cohereditaria con respecto a R,
es decir, es la minima subcategoria cerrada bajo £-imdgenes que contiene a R. A las
subcategorias que satisfacen R = Quot(R) las llamaremos cohereditarias.

PROPOSICION 6.11. Sea C una categoria tal que morfismos en £ son pt-sobreyectivos
con & estable bajo productos fibrados a lo largo de monomorfismos y que para cada
objeto no inicial X en C se tiene que !x € £. Si R es una subcategoria de C que
contieneun objeto no inicial, entonces Cospl(R) = Qout(R).

DEMOSTRACION. La contencién de regreso es clara. Sea X € Cospl(R) con X no
inicial, entonces existe un morfismo x : 1 — X, como (£, M) es una factorizacién
ortogonal tenemos que x € Sub(X) y por el lema 3.6.9 existe g : R — X tal que

1x =coarx(x) =xV g(coarR(g_‘(x))

Si g(courg(g~'(x)) es un objeto inicial, entonces 1x = x y como Quot(R) contiene
al objeto terminal obtenemos que X € Qout(R). Si g(coarg(g~'(x))) no es un ob-
jeto inicial entonces existe y : 1 — g(coarg(g~'(x))), como morfismos en &£ son
pt-proyectivos, tenemos que existe z : 1 — coarr(g~'(x)) con g o z = y, aplicando
otra vez el lema 3.6.9 tenemos que existe a: 1 — g~'(x) por lo tanto tenemos que
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%% g(courg(g’](x))), por lo tanto 1x = g(coark(g'](x))) < g(1gr) < 1x, por lo tanto
X € Qout(R). oA

COROLARIO 6.12. En toda categoria topoldgica sobre Con, las subcategorias co-
escindibles son las subcategorias cohereditarias.
EJEMPLOS 6.13.

1. Como nos dice el corolario anterior, todas las subcategorias cerradas bajo
imagenes en Top son coescindibles (con respecto a la factorizacién usual).

2. En R-Mod también las subcategorias coescindibles son las cohereditarias,
la demostracién es similar a la dada para subcategorias escindibles.

Para cada subcategoria R de C definimos el siguiente operador de cerradura.
Para cada X € C y para cada m € Sub(X) sea

cospl;?(m) =mV \/{h(coark(h"](m))) |h:R— X,Re R}

DEFINICION 6.14. Un operador de cerradura c es llamado coescindible si ¢ =
cosle para alguna subcategoria R de C

En la siguiente seccién se darén algunas propiedades de este operador de cerra-
dura.

7. Subcategorius Coar(c)

Ahora toca el turno de estudiar subcategorias cerradas bajo pozos M-cosepa-
rantes.

DEFINICION 7.1. Sea R una subcategoria de C. La cdpsula M-coseparante de R,
denotada por MCH(R), estd definida por: X € MCH(R) si y sélo si existe un pozo
M-coseparante (h;: Ry — X)ier tal que para cada i€ I, Ry € R.

OBSERVACION 7.2. De forma inmediata obtenemos alqunas propiedades de la

cdpsula M-coseparante:

1. R C MCH(R);
2. Si R C S entonces MCH(R) C MCH(S);
3. MCH(MCH(R)) = MCH(R).

También tenemos que R C Cospl(R) C MCH(R).

Ahora estamos listos para definir los objetos c-indiscretos.
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DEFINICION 7.3. Sea ¢ € CL(C,M). Un objeto X € C es llamado c-indiscreto
st cx > coury, esto es, para cada m € Sub(X) se tiene que cx(m) > coarx(m). La
subcategoria de objetos c-indiscretos es denotada por

Cour(c) ={X € C | cx > coarx}

PROPOSICION 7.4. Sea ¢ € CL(C, M). Entonces Cour(c) es cerrada bajo morfis-
mos M-coseparantes. Por lo tanto es cerrada bajo £-imdgenes si € es estable bajo
productos fibrados a lo largo de monomorfismos.

DEMOSTRACION. Sea h : X — Y un morfismo M-coseparante con X € Coar(c).
Entonces, para m € Sub(Y) tenemos que coary(m) = m V h(coarx(h~'(m))), por lo
tanto

coary(m) < mV h(ex(h™'(m))) < mVey(h(h™'(m))) < cy(m),

lo cual significa que Y € Cour(c). Por el lema anterior tenemos que Cour(c) es cerrada
bajo £-imdagenes. X

Ahora daremos la caracterizaciéon de objetos c-indiscretos anéloga a la de objetos

c-discretos.

PROPOSICION 7.5. Para una subcategoria B de C las siguientes condiciones son
equivalentes:
1) B = Coar(c) para algin c € CL(C, M);
i) B= Coar(cosplB];
i) B = MCH(B).
DEMOSTRACION.
i) = ii) Bs claro que B C Coar(cosplB). Como B = Cour(c) y cosplB es el
operador de cerradura mas pequeno que coincide con cour en B, asi que
cospl® < ¢ A coar < c. Por lo tanto X € B.
ii) = i) es inmediato.
ii) & 1iii) Es claro pues se sigue de la definicién de pozo M-coseparante.

el

De la equivalencia de ii) con iii) de la proposicién anterior inmediatamente ob-
tenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 7.6. Sea K una subcategoria de C, cosle es indiscreto sobre K si y
sélo si K C MCH(R).
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Al igual que subcategorias de objetos c-discretos son caracterizadas en térmi-
nos del operador de cerradura escindible (proposicién 3.4.7), tenemos un resultado

analogo para subcategorias de objetos c-indiscretos y el operador de cerradura coes-
cindible.

PROPOSICION 7.7. cosp|R = cospl'C si y sélo si MCH(R) = MCH(K).

o4

DEMOSTRACION. Se sigue del corolario anterior.

Los operadores de cerradura coescindibles en general no son ni idempotentes ni
débilmente hereditarios, el siguiente resultado nos da condiciones para que estos sean
débilmente hereditarios.

PROPOSICION 7.8. Supongamos que cour es débilmente hereditario. Entonces
cosplB es débilmente hereditario si y sdlo si la subcategoria Coor(cosplB) es cerrada
bajo subobjetos coar-cerrados.

DEMOSTRACION. Sea B una subcategoria de C, supongamos que cosplB es débil-
mente hereditario y sea m € Sub(X) un subobjeto coar-cerrado con X € Coar(cospls),
esto implica que coary < cospli. Como cour y cosplB son débilmente hereditarios y M
es coar-cerrado en X tenemos que coarp < cospll,i,\ (proposicién 2.3.5), por lo tanto
M € Coar(cospl®).

Inversamente, sea B una subcategoria tal que Coar(cosplB) es cerrada bajo subobje-
tos coar-cerrados. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B = Coar(cosplB)
(propodicién 3.7.7). Hay que probar que cospIB es débilmente hereditario. Sea m €
Sub(X) con X € C, sea jm €l morfismo tal que m = cosp|§(m) 0 jm. Para cada
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h:B — X con B € B, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

\ coarg|(h~ ' (m))

4 h
kJ
cospl?(( M)
cosplg (m)
im
M o X

donde B’ = h(coarg(h™")) y k es el morfismo que hace conmutativo el siguiente
diagrama

coavB (h™!
cospIB

B’ estd en B pues Cour(cospl®) es cerrado bajo subobjetos coar-cerrados (cour es
escindible y por tanto idempotente) y bajo imégenes. Por lo tanto tenemos que

cosplf((m) o k(coarg/ (k™' (jm))) = (hocoarg(h™'(m)) o coarg: (k! (3m)))
= h(coarg(h ™' (m)) o coarg (k™' (jm))).
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Ahora consideremos el siguiente diagrama

©
o

w' k™' (im))

Donde A = coarm,B(hAx(M))((ke)‘](M)) y s es inducido por el lema de diagonal-
izacién (lema 2.2.3). Por tanto tenemos

h™'(m) < coarg(h™'(m)) 0 e (courg: (k' (jm)))

(2)

< COGYB(h—l (m)) 0 COOY oprg (R (M))((ke)_1 ()m))‘

como coar es débilmente hereditario e idempotente, tenemos que la composicién de
subobjetos coar-cerrados es coar-cerrado, por lo tanto tenemos la siguiente desigual-
dad

3) coarg(h™'(m)) < courg(h~'(m)) o COUY g0 (-1 (M))((ke)_](jm)).

Por la proposicién 1.1.16 existe un morfismo d que hace conmutativo el siguiente
diagrama

A —— courg: (k™ (M)
A

l % . jcosplg(m)ocourgl(k"’l(jm)]
A’ X

Donde A’ es el dominio de h(cour.,,, (h-1(m))((ke) ' (jm)) o courg(h='(m))). Por lo

tanto tenemos que

(4)

coarg(h™'(m)) o COUY ey (= (M))((ke)wl ()

-

IA

< h(coarg(h™'(m)) o courgs (k™ (jm))).
Por lo tanto de (1) y de (3) y (4) tenemos que
(5) cospl(m) o k(coarp: (k™" (jm))) > h(coarg(h™"(m)).
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B B . B ; ; B
Por lo tanto cosply(m) °C°5lesp|§j(M)()m) > cosply(m), asi que jm es cospl”-denso.
De lo anterior y de la proposicién 2.4.2 tenemos lo siguiente.

COROLARIO 7.9. Si & es estable bajo productos fibrados a lo largo de monomor-
fismos, entonces, para toda subcategoria B de C, cosplB es débilmente hereditario si y
solo si Cour(cosplB) es cerrada bajo subobjetos cour-cerrados.

Como en categorias topoldgicas sobre la categoria de conjuntos coar es el opera-
. a 5,187 B .
dor de cerradura indiscreto usual, la condicién de que Coar(cospl”) sea cerrada bajo
subobjetos coar-cerrados se hace trivial.

COROLARIO 7.10. SiC es una categoria topoldgica sobre Con o siC es punteada,
entonces cosplB es débilmente hereditario para toda subcategoria B de C.

R
Ahora comparemos el operador de cerradura cospl "~ con coreg”™.

PROPOSICION 7.11. Sea R una subcategoria de C cerrada bajo cuadrados y tal
que todo objeto (no inicial) en R tiene un punto. Entonces cosle > coreg”.

DEMOSTRACION. Como cada objeto R € R tiene un punto, se sigue que coargz (8g) =
Tg2 (ver lema 3.6.9). Sea m € Sub(X) con X € C, entonces

coregk(m) =mV \/{h(1g2) |h: B? = X,R € R, h(8g) < m}
<mV \/{h(courg: (8g)) | h: RZ = X,R € R, h(8g) < m}
<mV \/{h(coargz (h'(m))) | h: R* = X,R € R, h(8g) < m}
<mV \/{h(coorg(h~'(m))) [h: R = X,R € R} = cospls (m).
2

Observemos que cosle es el operador de cerradura mas pequeno que es indiscreto
sobre R, pues si ¢ € CL(C, M) es indiscreto sobre R considere

M x &R
con m € M y R € R entonces:
mV h(coarg(h™'(m)) < mVh(cg(h™'(m)) < mVex(h(h™'(m)) < cx(m)

por lo tanto cosplz(z(m) < cx(m). Asi que tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 7.12. Si R es cerrada bajo cuadrados y cada objeto tiene un punto,
IR _ s . ; R 5
entonces cospl” = coreg’™ si y solo si coreg™ es indiscreto sobre R.
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OBSERVACION 7.13. Al igual que subcategorias Nabla, tenemos una adjuncion
cospl

CL(C,M)__1  SUB(C)

Coar
En efecto, para R € R tenemos que cospl;Z = coarg, asi R C Coar(cosle); ahora para
c € CL(C, M) tenemos

cospl™ ¥ (m) = m Vv \/{h(coara(h " (m))) | h: A — X, A € Coar(c)}
<mV\/{h(ca(h™'(m))) |h: A — X, A € Cour(c))
< cx(m);

our
cosplC

esto es, (c) < G

Ahora veremos algunos ejemplos de operadores de cerradura coescindibles y luego
de subcategorias de objetos c-indiscretos
EJEMPLOS 7.14.
1. Note que coar = cosplc y fine = cosplp, esto es, los operadores de cerradura
discreto e indiscreto son operadores de cerradura coescindibles.
2. En R-Mod los operadores de cerradura coescindibles tienen una facil de-
scripcién, para R una clase de R-médulos tenemos:

cospliy(N) =N+ \/{(Imh |h: L > M, L€ R}
El prerradical asociado a este operador es

or(M) = \/{Imh |h:N - M,N € R}

3. El operador de cerradura con es coescindible, esto es, con = cosplB donde
B es la subcategoria de espacios conexos. _
4. El operador de cerradura path es coescindible, esto es, path = cosp|A
donde A es la subcategoria de espacios conexos por trayectorias.
Ahora daremos ejemplos de subcategorias de objetos c-indiscretos en Top y en R-
Mod.
1. Con el operador de cerradura de Kuratowski k, los objetos k-indiscretos
son los espcios indiscretos usuales.
2. Con el operador de cerradura con, los objetos con-indiscretos son los es-
pacios conexos.
3. Si tomamos el operador de cerradura path, los objetos path-indiscretos
son los espacios conexos por trayectorias.
4. En R-Mod, para n € R-pr, Cour(min") = T,,.
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8. Relaciones entre V(c), Coar(c) y Cospl(R)

En esta parte veremos algunas relaciones y diferencias entre las tres nociones
enla definicién de esta seccidn, as{ que comencemos.

PROPOSICION 8.1. SiC tiene suficientes puntos y pozos en E son pt-sobreyectivos,
entonces toda subcategoria nabla es una subcategoria se objetos c-indiscretos para
algin c € CL(C, M).

DEMOSTRACION. Sea A una subcategoria nabla, y sea (g; : Ai — Y)ier pozo
M-coseparante, donde para cada i € I, A; € A. Considere el siguiente diagrama
conmutativo

SA.
Ai—‘)Ai X Ai

911 lg'\xgi

Y——YXY
Sy

Si tenemos (x,y) : 1 — Y x Y con x # y entonces por el lema 3.6.9 tenemos que
y < 1y =coary(x) =xV \/ gi(coara, (g;1 (x)))-

Por lo tanto, con gi_](x) A > Ay y coarAi(giq(x)) : coarp (A]) — Ay, el pozo
(x:1->Y,(gi0 coarAi(gi_](x)) :coarp, (A{) — Y)ie1) pertenece a E (ya que el pozo
(gi)ie1 es M-coseparante). Como E-pozos son pt-sobreyectivos, y x # vy, existen
jielya:1— coar o, (A) tal que gjocoara; (gj_](x)) oa’ =y. Por lo tanto, el punto
a= courAi(gj‘1(x)) o a’ trivialmente cumple a < coarAi(gj_](x)) y gjoa =y. Del
lema 3.6.9 existe también b : 1 — Aj tal que b < gj_l(x), y asi gjob = x. Por lo
tanto (gi x gi){(a,b). De esta forma como hay suficientes puntos tenemos

Tywy =8y V \/ (90 % 9:) (1A xA,)
asi que Y € A. Por lo tanto A = MCH(A). B3

Ahora veamos cuando una subcategoria de objetos c-indiscretos es una subcat-
egoria coescindible. Pero antes necesitaremos un lema y algunas definiciones.

LEMA 8.2. Si un pozo (h;i : Yi — X)ier se factoriza a través de un morfismo
h : Y — X, entonces para cada m € Sub(X) se tiene que h(coury(h™'(m))) >
Vier hilcoary, (hi’](m))). En particular si (hi)ie1 es M-coseparante entonces ast lo
es h.
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DEMOSTRACION. Para m € Sub(X) e i € I obtenemos:
hi(coary, (h'(m))) = hgi(coary, ((hgi) ™' (m)))
= hgi(coury, (g~ "h{ ' (m))
= h(gi(coury, (g7 ' (h{ (f(m)))))
< h(coary(h™'(m)))

Por lo tanto h(coary(h™'(m))) > \/ielhi(coaryi(h;'(m))). Claramente si (hi)icr es
M-coseparante entonces h también lo es. s

DEFINICION 8.3. Sea R una subcategoria de C . Diremos que R es cerrada bajo
f-pozos si cada vez que tengamos un pozo pequenio (hi:Y; — X)icr en E con Y; € R,
el cual satisface que para cada i,j € 1 existe n € N tal que ezisten ig,...,in €1 y
un morfismo x : 1 — hy, (Vi ) Ahy, ., (Yi,,) para cada k = O,mconi=1ipyj=in,
entonces X € R.

k41

OBSERVACION 8.4. Fdcilmente se puede ver que st R es cerrada bajo f-pozos
entonces Quot(R) también lo es.

Ahora tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 8.5. Sea R una subcategoria de C donde C es bien M-potenciada.
Supongamos que morfismos en £ son pt-sobreyectivos y que todo objeto en C que no
es inicial tiene un punto, bajo estas condiciones si R es cerrada bajo f-pozos entonces

Cospl(R) = MCH(R) = Coar(cosle].

DEMOSTRACION. Solo necesitamos probar la contencién de regreso. Sea X €
MCH(R), entonces existe un pozo M-coseparante (h; : Y; — X)ic1 tal que para cada
i€ I con Y € R consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Donde ] es un conjunto de representantes de I. Probaremos que hay un f-pozo
con dominio en Quot(R) y codominio \/;. ] hi(Y;). Consideremos el conjunto L C ]
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que satisface lo siguiente: para cada i,j € L existe n € N tal que existen ig,...,in € L
y un morfismo x : 1 — hy, (Yy, )Ahy,,, (Yi,,) paracadak =0,nconi=1ipyj=in.
Como hay un punto en cada Y;, podemos encontrar dos puntos x : 1 — /1 hi(Y;)
y Yy : 1 = hi(Yj)jey, por lo tanto, como (hi: Yi — X))ie1 es M-coseparante y por el
lema 3.6.9 tenemos que

coar(\/ (hi(¥2))) = \/ (hi(Ya)) V \/ hy(coar(hy T (\/ (hi(Y4))))) =

¢

ieL iel jel iel
ECOQY(\/hj(Y)')) E\/hj V\/h coar(h \/h
j€] j€] i€l je]

De esto y de que ] es un conjunto de representantes obtenemos que

vh.)'(Yj) = \/hi \/ i(coar(h \/h

j€] iel j€] i€l
Para cada j € ] tal que el objeto hj(coar(hj_](via hi(Y;)))) es no inicial, existe z :
1— h,-(coar(h;](VieLhi(Yi)])), como morfismos en £ son pt-sobreyectivos tenemos
que existe a: 1 — coar(h)._1(Vi€Lhi(Yi))) tal que hjo a = z. Ahora como existe un
punto en \/;.; hi(Y;), por el lema 3.6.9 existe b : 1 — h'j'](ViEL hi(Y;i)), pero esto
implica que j € L, por lo tanto \/;.yh(Y;) = \/16,_ hi(Y;), esto implica que (Y; —
V)GI h;(Y;))icL es un f-pozo, por lo tanto V)elh ;) € Cospl(R) por la proposicién
3.6.11 y por que R es cerrada bajo f-pozos. Por lo tanto por el lema 3.8.2 tenemos
que X € Cospl(R) B4

OBSERVACION 8.6. En categorias topoldgicas sobre conjuntos, las subcategorias
que son coescindibles y cerradas bajo f-pozos fueron estudiadas extensamente por el
Dr. Vidzquez y la Dra. Salicrup ([36]) y fueron llamadas subcategorias de conexion.

PROPOSICION 8.7. Sea R una subcategoria de C la cual es cerrada bajo f-pozos.
Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior, para cada X € C tenemos que: m es
una R-copieza de X si y sélo st cospl;a(m) = coarx(m).

DEMOSTRACION. La necesidad es clara. Para la suficiencia usamos argumentos
como los anteriores para factorizar el pozo de todos los morfismos con dominio en R
y codominio X a través del morfismo g = (m;). Entonces por el lema 3.8.2 tenemos
que

coary(m) :cosplg(m)
=mV \/{h(coar(h""(m))) |[h: R — X,R € R}
=mV g(coar(g*](m))).
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EJEMPLOS 8.8.

1. En Top, Coar(cospl®) (S el espacio de Sierpinski) es una subcategoria de
objetos indiscretos que no es una subcategoria nabla, pues S € Coar(cospls)
ySxS¢g Coar(cospls) ( ya que cualquier subcategoria delta que contenga
a S, debe contener S x S.

2. La subcategoria de espacios compactos es una subcategoria coescindible
que no es una subcategoria de objetos indiscretos, pues los espacios com-
pactosno son cerrados bajo f-pozos.

3. Toda subcategoria nabla en Top es una subcategoria coescindible.

4. En R-Mod Cualquiera clase cohereditaria que no es cerrada bajo copro-
ductos es una subcategoria coescindible que no es subcategoria nabla.

9. Ultimos comentarios

Ya para concluir, en esta seccién presentaremos algunos problemas abiertos y
daremos alguna direcciones que podemos seguir a partir de la teoria descrita aqui.
Un problema que surge de inmediato es el siguiente:

PROBLEMA 9.1. Dar un ejemplo de una subcategoria coescindible que no sea una
subcategoria cohereditaria.

Nosotros no pudimos encontrar algin ejemplo. También es de importancia co-
mentar que subcategorias escindibles y coescindibles pueden tratarse como gene-
ralizaciones de clases hereditarias y cohereditaras en categorias de moédulos como
fueron estudiadas en [2]. Asi que con esto a la mano, podemos estudiar clases natu-
rales y conaturales como fueron estudiadas en ese articulo, pero ahora en categorias
arbitrarias. Para presentar el siguiente problema necesitamos una definicién.

DEFINICION 9.2. Sean C una categoria y ¢ € CL(C, M). Un morfismo f: X — Y
es c-cerrado st para cada m € Sub(X) se tiene que f(cx(m)) = cy(f(m)).

morfismo c-cerrados en Top (c el operador de cerradura usual) son las funciones
cerradas usuales. Con esto podemos definir el siguiente concepto.

DEFINICION 9.3. Sean D una subcategoria de C y X € C . Para m € Sub(X),
diremos que m es una D-pieza cerrada para X st existe un morfismo cerrado f: X —
D, con D € D tal que f~'(f(m)) = m.

De esta forma podemos definir una subcategorias similares a las subcategorias
escindibles, esto es, subcategorias que llamaremos subcategorias ce-escindibles.
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DEFINICION 9.4. Sea D una subcategoria de C. La subcategoria ce-escindible de
D, la cual denotaremos por Spl°‘(D), estd definida por: X € Spl“(D) si y sélo si,
todo subobjeto de X es una ce-pieza cerrada.

Con esto tenemos el siguiete problema.
PROBLEMA 9.5. Caracterizar las subcategorias D que satisfacen Spl“*(D) = D.

Por iltimo definiremos subcategorias que generalizan las subcagetorias de objetos
discretos e indiscretos.

DEFINICION 9.6. Para c,d € CL(C, M) con ¢ < d, definimos la c-d-subcategoria

de C como
K& ={X€C|ex=dx}

En [22] hay muchos ejemplos de c-d-subcategorias. Ahora veamos el siguiente
problema. y

PROBLEMA 9.7. ;Bajo que condiciones tenemos que Spl“*(K&) = K32.

Si encontramos buenas condiciones para obtener la igualdad anterior, podremos
obtener como corolario la mayoria de resultados en [5].

Tin ...



FSTA TESIS NO SALE
LE LA BIBLIOTECA

Bibliografia

[1) J. Addmek, H. Herrlich, G.E. Strecker, Abstract and Concrete Categories, Wiley, New York,
1990.
[2] A. Alvarado Garcia, H. Rincén, J. Rios Montes, On the lattices of natural and conatural cldsses
in R-Mod, Communications in Algebra, 29(2), 541-556, 2001.
[3] F. Anderson, K. Fuller, Rings and Categories of Modules, Springer-Verlag, New York, 1974.
[4] A.V. Arhangel’skii, The general concept of cleavability of a topological space, Topology and its
Applications, 44, 27-36, 1992.
[5] A.V. Arhangel’skii, F. Cammaroto, On different types of cleavability of topological spaces,
Journal of Australian Mathematical Society, 58, 183-199, 1995.
[6] A.V. Arhangel’skii, Lj. D. Ko¢inac, Concerning splittability and perfect mappings, Publications
de L’institut Mathématique, 47(61), 127-131, 1990.
[7] L. Bican, T. Kepka, P. Némec, Rings, Modules and Preradicals, Lectures Notes in Pure and
Applied Math. 75, Marcel Dekker, New York, 1982.
[8] F. Borceux, Handbook of Categorical Algebra I, II y III, Encyclopedia of Mathematics and its
Applications, vol. 50 y 51, Cambridge University Press, 1994.
[9] G.C.L. Briimmer, E. Giuli, D. Holgate, Splitting closure opetarors, Acta Mathematica Hun-
garica, por publicarse.
[10] G. Castellini, Categorical Closure Operators, Mathematics: Theory and Apphcatlons,
Birkh&user, 2003.
[11] G. Castellini, D Hajek, Closure operators and connectedness, Topology and its Applications,
55, 29-45, 1994.
[12] G. Castellini, D. Holgate, A link between two connectedness notions, Applied Categorical
Structures, 11, 473-486, 2003.
[13] M.M. Clementino, On connectedness via a closure operators, Applied Categorical Structures,
9, 539-556, 2001.
[14] M.M. Clementino, W. Tholen, Tychonoff’s theorem in a category, Proc. Amer. Math. Soc.,
124, 3311-3314, 1996.
[15] M.M. Clementino, W. Tholen, Separation versus connectedness, Topology and its Applica-
tions, 75, 143-181, 1997.

79



80

3. Bibliogrufia

[16)
[17)
13
[19]
120]
21)
22)
[23)

(24]
[25]

[26]
[27]
[28]
[29)
[30)
[31]
32
33
34

(35]
(36]

(37)

M.M. Clementino, W. Tholen, Separated and conected maps, Applied Categorical Structures,
6, 373-401, 1998.

M.M. Clementino, E. Giuli, W. Tholen, Topology in a category: compactness, Portugaliae
Math. Soc., 53, 397-433, 1996.

D. Dikranjan, E. Giuli, Closure operators I, Topology and its Applications, 27, 129-143,1987.
D. Dikranjan, E. Giuli, Compactness, minimality and closedness with respect to a closure
operator, Categorical Topology and its Relations to Analysis, Algebra and Combinatorics,
World Scientific, 248-296, Singapore, 1989.

D. Dikranjan, E. Giuli, Factorizations, injectivity and compactness in categories of modules,
Communications in Algebra, 19(1), 45-83, 1991.

D. Dikranjan, E. Giuli, W. Tholen, Closure operators II, Categorical Topology and its Rela-
tions to Analysis, Algebra and Combinatorics, World Scientific, 297-335, Singapore, 1989.

D. Dikranjan, W. Tholen, Categorical Structure of Closure Operators, Kluwer Academic Pub-
lishers, Dorddrecht Boston London, 1995.

R. Engelking, General Topology, Monografie Matematyczne, vol. 60, Polish Scientific Publish-
ers, Warzawa, 1989.

T.H. Fay, Compact modules, Communications in Algebra, 16(6), 1209-1219, 1988.

T.H. Fay, G.L. Walls , Regular and normal closure operators and categorical compactness for
groups, Applied Categorical Structures, 3, 261-278, 1995.

R. Fernandez-Alonso, F. Raggi, J. Rios, H. Rincén, C. Signoret, The lattice structure of pre-
radicals, Communications in Algebra, 30(3)(2002) 1533-1544.

R. Fernandez-Alonso, F. Raggi, J. Rios, H. Rincén, C. Signoret, The lattice structure of pre-
radicals II: Partitions, Journal of Algebra and Its Applications, Vol. 1, No. 2 (2002) 201-214.
R. Fernandez-Alonso, F. Raggi, J. Rios, H. Rincén, C. Signoret, The lattice structure of pre-
radicals III: Operators, Journal of Pure and Applied Algebra, 190, 251-265, 2004.

E. Giuli, W. Tholen, Opennes with respect to a closure operator, Applied Categorical Struc-
tures, 8, 487-502, 2000.

H. Herrlich, G. Salicrup and G.E. Strecker, Factorizations, denseness, separation and relatively
compact objects, Topology and its Applications, 27, 157-169,1987.

D. Holgate, The pullback closure operator and generalisations of perfectness, Applied Cate-
gorical Structures, 4, 107-120, 1996.

H. Lord, Connectednesses and disconnectednesses II, in Proceedings of the VIII Prague Top.
Sym., 216-250, 1996.

S. Mac Lane, Categories for Working Mathematician, Segunda Edicién, Springer, New Yok,
1998.

G. PreuB, Point separations axioms, monotopological categories and MacNeille completios,
Category Theory at Work, editado por H. Herrlich y H.E. Porst, Heldermann Verlag Berlin,
47-55,1991.

G. Preu, Theory of Topological Structures, Reidel, Dordrecht-Boston-Lancaster, 1988.

G. Salicrup, Categorical Topology - The Complete Work of Graciela Salicrup, editado por
Horst Herrlich y Carlos Prieto, Aportaciones Matematicas, Sociedad Matematica Mexicana,
Vol. 2, 1988.

W. Tholen, A categorical guide to separation, compactness and perfectness, Homology, Homo-
topy and its Applications, 1, 147-161, 1999.



3.9 81

[38] W. Tholen, Objects with dense diagonals, en: Proceedings Workshop on Categorical Topology,
L’Alquila, Italia, 1994, Kluwer Academic Publishers, 1996.

[39] A. Tonolo, Denseness and closedness with respect to closure operators, Journal of Pure and
Applied Algebra, 110, 81-89, 1996.



	Portada
	Contenido
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Operadores de Cerradura en Categorías
	Capítulo 3. Subcategorías (Co)Escindibles
	Bibliografía



