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Introduccion

Los trabajos que realizo Kurt Godel en logica matematica son bien conoci-
dos: demuestra que cualquier sistema formal que cumpla las condiciones de
ser consistente y contener una formalizacién de la aritmética recursiva, es
incompleto, en el sentido que hay enunciados relativamente simples que el
sistema no puede decidir (no puede demostrar ni refutar). La prueba se basa
en la construccién de un enunciado dentro del sistema formal que cumple
esta condicion. El enunciado en cuestion tiene la propiedad de ser verdadero
siempre y cuando no sea derivable en el sistema. De esta manera establece
una limitacion al sistema formal y a la sintaxis: la incapacidad para probar
todas las verdades matematicas.

Por otra parte, son menos conocidos los trabajos de Godel referidos a
la teoria de la relatividad y su relacion con la filosofia idealista. En ellos
propone un modelo de universo consistente con las ecuaciones de campo de
Einstein, en el que la materia rota relativa al compas de inercia; en este
modelo de universo, la relacién temporal fundamental antes-después pierde
toda objetividad.

Asi como en el modelo de universo de Einstein se puede viajar en linea
recta y regresar a las mismas coordenadas espaciales debido a la curvatura
del espacio, en el universo de Godel se puede viajar a cualquier region del pre-
sente, pasado o futuro y regresar a las mismas coordenadas tanto espaciales
como temporales. La mera posibilidad de estos universos tiene consecuencias
importantes para la filosofia de la ciencia.

La intencion de este trabajo es mostrar cual es la relacion que hay entre
los trabajos de Gddel en estas disciplinas: la logica matematica y la filosofia
de la fisica; ;qué rasgos compartidos tienen ambas investigaciones?; ;qué
consecuencias tienen los trabajos de fisica y filosofia de la relatividad en
matematicas?; jqué consecuencias tienen los trabajos de logica matemética
en fisica?



VI INTRODUCCION

Como se vera, con la construccion de los universos en rotacion Gaodel
cuestiona los alcances y las limitaciones de las teorias fisica como anterior-
mente, via su teorema de incompletud, lo hiciera con los sistemas formales
en matematicas; también se vera que la objetividad sensible en la que se basa
la fisica para el desarrollo de sus teorias es aplicable en el caso de las teorias
matematicas y se abordara la postura platénica de Godel referido al caso de
la fisica.

A continuacién se indica de manera somera el contenido de cada capitulo.

Capitulo 1. Teoria de la Relatividad. Para entender el trabajo de Godel en
Teoria de la Relatividad es necesario exponer algunos puntos fundamentales
de esta teoria (recuérdese que ésta es una tesis de matematicas, no de fisica).
Se enuncian algunos problemas que le antecedieron y la solucion que la Teoria
de la Relatividad ofreci6 a ellos. En este capitulo se exponen los diagramas
de Minkowski, el problema de la invarianza de la velocidad de la luz, y el
problema de la simultaneidad respecto a distintos observadores. También se
expone lo que hemos llamado el determinismo relativista.

Capitulo 2. Teorema de incompletud de Godel. Se da un esbozo del primer
teorema de incompletud de Godel con diferentes intenciones. En primer lugar
nos sirve como base para fijar la postura que habria de asumir Godel en el
terreno de la filosofia de las matematicas. En segundo lugar, el método que
utiliza en la construccion de los universos en rotacion tiene semejanza con el
desarrollo del primer teorema de incompletud, o al menos, las consecuencias
que puede derivarse de los dos trabajos son en cierto sentido similares.

Capitulo 3. Universos en Rotacion. Una vez vistas algunas propiedades
del universo estandar de Einstein, se abordan los universos en rotacion para
asi trabajar la relacion que propone Godel entre la teoria de la relatividad y
lo que ¢él llama filosofia idealista.

Capitulo 4. Fisica-Matematicas. Se aborda la relacion que, segin Godel,
debe existir entre la fisica y las matemaéticas. Asi como en fisica son validos los
métodos de observacion y experimentacion para el desarrollo de las teorias,
Godel no encuentra razon por la cual estos métodos no puedan ser aplicados
en el caso de las matematicas. En este capitulo se exponen opiniones de
algunos trabajos que se han desarrollado al respecto. Asimismo, se exploran
las consecuencias matematicas que tienen los trabajos de Godel en fisica.

Capitulo 5. Matematicas-Fisica. Se examinan las consecuencias que el
trabajo de Godel en logica matematica tiene en la teoria formal de la fisica.
En este capitulo se explican algunos vinculos que hemos encontrado, cerrando
con ello un ciclo entre la fisica y las matematicas.



Capitulo 1

Teoria de la relatividad

1.1. La transformacion de Galileo

Cuando consideramos el movimiento de un cuerpo, ya que éste es relativo, lo
hacemos respecto a algin sistema de referencia; por ejemplo, si dejamos caer
una piedra en un autobiis que se mueve uniformemente, observamos que la
piedra cae verticalmente respecto al autobiis. En este caso, el autobis es el
sistema de referencia.

Cuando en un sistema no actian fuerzas ajenas a los cuerpos que en ¢l
se encuentran, se dice que se trata de un sistema de referencia inercial si,
por ejemplo, el mismo autobis lo consideramos en el momento en que se
esta frenando, el sistema de referencia dejaria de ser inercial porque actiian
fuerzas ajenas a los cuerpos que ahi se encuentran.

En general, un sistema de referencia se escoge de tal manera que sea
el mas apropiado para describir los fendmenos que se pretende estudiar, e.g,
podemos escoger como sistema de referencia a un autobiis, a un vagon de tren
o a la tierra misma. En adelante s6lo consideraremos sistemas de referencia
inerciales, salvo cuando se diga lo contrario.

Supongamos que tenemos dos sistemas de referencia S y S’ donde &'
se mueve a velocidad constante v respecto a S. Construyamos los sistemas
coordenados (r,y,z) para S y (2',y/,2') para S’ y, sin perder generalidad,
consideremos que los ejes £ y «’ se hallan a lo largo de la direccion del
movimiento de S’. Supongamos ademas que en el instante { = () los origenes
de ambos ejes coinciden.

Si conocemos las coordenadas espaciales de un objeto (de un cuerpo o de
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una particula) en S en un tiempo arbitrario , para determinar las coorde-
nadas en S’; de acuerdo a la fig. 1.1, aplicariamos las siguientes transforma-
ciones las cuales se conocen como la transformacion de Galileo.

¥ 3 r
S S’
y y'
- >
v
z
‘,r!
z 2
Figura 1.1:
=zt
Y=y
g =z
considerando
t'=t.

Lo cual significa que los tiempos en los dos sistemas coordenados (en los dos
sistemas de referencia) son el mismo. Obsérvese que la igualdad del tiem-
po en los dos sistemas ha sido postulada, puesto que dicha igualdad no es
consecuencia directa de ninguna de las transformaciones anteriores.
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El principio de relatividad de Galileo postula que las leyes de la fisica son
independientes de cualquier sistema de referencia, por lo que es imposible
determinar por medio de experimentos mecéanicos si un sistema de referencia
esta en movimiento o no. Todo lo expresado anteriormente es suficiente para
explicar los fenomenos mecénicos a los que se enfrentaban los fisicos antes
del electromagnetismo.

No obstante, cuando los fisicos comenzaron a estudiar los fendmenos eléc-
tricos y magnéticos, la concepcion del tiempo y del espacio se tuvo que modi-
ficar. Hacia 1819 Hans Christian Oersted descubri6 que las corrientes eléctri-
cas producen fuerzas magnéticas que influyen sobre los imanes (como ocurre
en el caso de la brijula); posteriormente, André M. Ampére encontr6 una
ley que relaciona la corriente eléctrica con la fuerza electromagnética que la
genera. Charles A. Coulomb por su parte estableci6 la ley de atraccion o re-
pulsion de los cuerpos de acuerdo a la carga eléctrica que tuvieran y Michael
Faraday descubrié que un iman puede inducir corriente eléctrica y senial6 que
las interacciones entre las particulas se transmiten a distancia a través de un
campo.

A partir de las anteriores consideraciones, James Clerk Maxwell pudo
unificar, mediante ecuaciones diferenciales, las leyes aisladas que se habian
descubierto para asi lograr una comprension mas profunda de la naturaleza
de los fenémenos electomagnéticos.

La concepcion del universo para la segunda mitad del siglo XIX era la si-
guiente:' el universo se compone de particulas interactuantes entre si median-
te fuerzas que actian a distancia a través del espacio por medio de campos
eléctricos y magnéticos. Las particulas elementales son: la materia pondera-
ble en la cual se distribuyen los diferentes pesos atomicos; las particulas de
calor o calérico y las dos especies de particulas eléctricas, las positivas y las
negativas.

Las leyes del electromagnetismo estaban completamente determinadas
por las ecuaciones de James Clerk Maxwell, las cuales expresaban en tér-
minos matematicos las diferentes relaciones que existian entre las fuerzas
electroestaticas, electrodinamicas y electromagnéticas. Sin embargo para en-
tender tales fenémenos era necesario que se postulara la existencia del éter.

En otras palabras, a partir de las ecuaciones matematicas de Maxwell,
se podia deducir la existencia de ondas electromagnéticas consistentes en
oscilaciones del campo electromagnético. Estas ondas se identificaron con la

!¢f. |[Einstein et al. 1993| pag. 9.
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luz misma, estableciendo de esta manera la naturaleza ondulatoria de la luz.
Ahora bien, si la luz es una onda jen qué medio se mueve? El sonido es una
onda y se mueve en el aire; una ola de mar es una onda y se mueve en el agua.
Es asi como los fisicos se vieron en la necesidad de postular la existencia de
un medio en el cual se desplaza la luz: el éter.

Los descubrimientos del astronomo James Bradley de principios del siglo
XVIIL? interpretados en el marco de la nueva teoria ondulatoria de la luz,
parecian indicar que el éter era estacionario. Como la luz debe tener una
velocidad bien definida en el éter, esa velocidad deberia variar segiin el mo-
vimiento de quien la mide, como en el caso de una balsa en un lago. Si en
medio de un lago se producen ondas desde un punto p las cuales salen a una
velocidad v y si una balsa se aproxima en linea recta hacia el punto p, a una
velocidad v/, entonces la velocidad de las ondas que se medira desde la balsa
sera v + v/, mientras una balsa que se aleje del punto p en linea recta a una
velocidad 7/, la velocidad a la que medira las ondas sera v — v'.

Lo mismo deberia ocurrir en el caso de la Tierra: dado que su velocidad
aproximada es de 30 km por segundo alrededor del Sol, un rayo de luz emitido
en el sentido del movimiento de la tierra deberia moverse, con respecto a
la tierra misma, con una velocidad menor que un rayo de luz emitido en
direcciéon contraria, siendo la diferencia de velocidades entre los dos rayos de
60 Km por segundo, velocidad que en realidad es muy pequena cuando se
compara con la velocidad de la luz. Dice Hendrik A. Lorentz:

Como senalé por primera vez Maxwell, y como se desprende de un
calculo muy simple, el tiempo requerido por un rayo de luz para des-
plazarse de un punto A a un punto B y regresar a A tiene que variar
cuando ambos puntos experimentan conjuntamente un desplazamiento
sin arrastrar consigo al éter. La diferencia es, ciertamente, una magni-
tud de segundo orden, pero suficientemente grande para ser detectada
por medio de un método de interferencias sensible. 3

2El efecto conocido como aberracion dptica fue descubierto por Bradley. Consiste en
que se produce un aparente desplazamiento de los rayos de luz que proceden de un objeto
luminoso cuando el observador se encuentra en movimiento. El 4ngulo de inclinacion con
el que se reciben estos rayos de luz depende de la velocidad del observador. Por ejemplo,
en el caso de una estrella el angulo depende de los movimientos naturales de la tierra (e.g.
el movimiento de rotacion, de traslacién y la velocidad del sistema solar en el espacio). El
calculo del 4ngulo de aberracién 6ptica se puede consultar en [Hacyan 1995] pag. 37.

3[Lorentz 1895] pag. 46.
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El método al que se refiere Lorentz fue utilizado precisamente por los
fisicos Albert A. Michelson y Edward W. Morley hacia el ano 1881 para medir
la variacién de velocidad de la luz cuando la Tierra se desplaza hacia el Sol
y cuando se desplaza en sentido contrario. El método era lo suficientemente
preciso para detectar esa variacion.

El resultado del experimento es bien conocido: no se registré ninguna
variacion en la velocidad de la luz. Si el universo se comporta de acuerdo a
las leyes electromagnéticas establecidas por Maxwell, jcomo explicar que la
luz no registre variacion de acuerdo al experimento de Michelson-Morley? Se
trataron de dar diferentes explicaciones; por ejemplo: que al desplazarse la
tierra arrastra consigo al éter, que los cuerpos se contraen en direccion de su
movimiento, etcétera.

Durante los anos siguientes el resultado del experimento de Michelson-
Morley fue considerado como un detalle sin importancia; algo falla, pero el
edificio de la fisica, tan bien construido se sostiene, salvo por... jsus funda-
mentos?

1.2. Relatividad especial

En el ano de 1905 aparecio la teoria de la relatividad de Albert Einstein, la
cual resolvio el problema del experimento de Michalson y Morley mediante
el siguiente postulado: la velocidad de la luz es la misma para cualquier
sistema de referencia no importa a qué velocidad se mueva. O si se prefiere,
la velocidad de la luz es la misma para cualquier observador. Lo primero que
se hace es postular que las ecuaciones de Maxwell son vilidas en cualquier
sistema de referencia inercial, con lo que se puede prescindir del éter y por
ello se puede concluir que la velocidad de la luz es la misma en cualquier
sistema. Tal como lo expresa Einstein:

Si K’ es con respecto a K un sistema coordenado animado de un
movimiento uniforme y libre de rotaciéon, entonces los sucesos de la
naturaleza transcurren con respecto a K’ segiin unas leyes generales
que son exactamente las mismas que con respecto a K. 4

Al considerar los dos sistemas de referencia S y S’ donde S’ se mueve a
velocidad constante v respecto a S, uno de los primeros problemas a los que

*|Einstein 1905] pag. 73.
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nos enfrentamos es el siguiente: la transformacion de Galileo no puede ser
valida por ser incompatible con las ecuaciones de Maxwell. Entonces jqué
transformacion mantiene invariante la forma de las ecuaciones de Maxwell
de un sistema a otro? La respuesta estd dada en las transformaciones de
Lorentz:

x,_:c—vt

Y

Y=y

2=z

t,:t—ﬁ%z

e |

con

]
T b i

TEV T e

donde ¢ es la velocidad de la luz. Observemos que si la velocidad de la luz
se iguala a una velocidad infinitamente grande (es decir cuando ¢ — o00) se
obtiene la transformacion de Galileo.

Ademas, la transformacion de Lorentz cumple con la invarianza de velo-
cidad de la luz de un sistema a otro, como a continuacion lo veremos.

Supongamos dos sistemas S y S’ donde S’ se desplaza a velocidad v
respecto a S. Si enviamos una senal luminosa a lo largo del eje x positivo,
tenemos que la senal se propaga segin la ecuacion:

z=ct
(esto es, con la velocidad ¢). De acuerdo con la transformacion de Lorentz, la
relacion entre z y ¢ determina una relacion entre z’ y t'; de hecho al sustituir
x por ct en la primera y en la cuarta de las ecuaciones de la transformacion
de Lorentz se tiene que
tlc—v
o _He=v)
i
_H1=3)
0

tf
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de lo cual se obtiene, haciendo la division correspondiente, la ecuacion

la que determina la propagacion de la luz en el sistema S’. De lo anterior se
sigue que la velocidad de propagacion, relativa al sistema de referencia S’ es
también c. Lo mismo sucede cuando el rayo de luz se desplaza en cualquier
direccién.

La distancia entre eventos (temporal o espacial) no es invariante ba-
jo la transformaciéon de Lorentz. No obstante, existe una medida invarian-
te: los intervalos. Consideremos dos eventos P y @ con coordenadas P =
(1,7, 21, 1), Q@ = (x2,Y2, 22,12) respecto a un sistema de referencia S. Se
define el intervalo S(P, Q) como sigue:

S(P,Q)= 02(51 = fz)z = — 332)2 — = '9‘2)2 ~{ -~ 32)2

Al considerar un sistema S’ (desplazandose a velocidad constante v res-
pecto a S) la transformacion de Lorentz mantiene invariante el intervalo
S(P,Q), esto es:

At — )" = (21 — 75)" — (4 —w2)* — (2 — )* = S(P, Q)

El intervalo entre dos eventos, al igual que la velocidad de la luz, son
invariantes bajo la transformaciéon de Lorentz.

Una de las consecuencias que se puede deducir de la teoria de la relati-
vidad es que la nocién de tiempo queda determinada por el espacio. Es asi
como podemos hablar de la representacién del espacio-tiempo, la cual se debe
a Hermann Minkowski y que explicaremos a continuacion.

1.3. El espacio de Minkowski

El espacio-tiempo es un espacio tetradimensional donde se mantiene in-
variante el intervalo. La representacién geométrica de éste, el cual nos sirve
para visualizar el cambio de ejes coordenados de un sistema S a un sistema
S’, es conocido como el espacio de Minkowski.

Para hacer esta representacién consideremos un sistema de referencia S
y solamente dos coordenadas, una de las cuales corresponde a la temporal
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¢l (por convencion la vertical)® y la otra a la coordenada espacial x. No hay
necesidad de considerar las coordenas y y z pues éstas se preservan bajo la
transformacion de Lorentz.

Un punto del espacio que determina coordenadas (x, yo, 20.¢ly) en el
sistema S le llamaremos punto del universo (world point). A la multiplicidad
de todos estos puntos le llamaremos universo (world).

Al considerar la “historia” de una particula en esta representacion se ob-
tiene una curva continua en el universo (correspondiente a las coordenadas
espaciales y temporales de la trayectoria de la particula), una linea de uni-
verso (world line). Por ejemplo, una particula que permanezca en reposo en
el sistema S dibujara una linea de universo paralela al eje coordenado cf; una
particula que se mueva a velocidad constante v a lo largo del eje x dibujara
una recta con pendiente < y una senal luminosa tiene una linea de universo
con pendiente 1 (Fig. 1.2). El pardAmetro temporal se puede considerar desde
—oo hasta +00, lo cual significa que no tenemos restricciones temporales en
la historia de la particula.

Ahora veamos c6mo se representa el cambio de ejes coordenados de un
sistema S a un sistema S’ el cual se mueve a velocidad constante v respecto
aS.

La linea de universo que determina la coordenada espacial z’ del sistema
S’ en el sistema S es la recta £’ = 0 la cual, de acuerdo a la transformacién
de Lorentz, es £ — vt = 0, mientras que la linea de universo que determina
la coordenada temporal del sistema S’ en el sistema S es t' = 0, es decir,
t — 5z =0. Las rectas  — vt = 0 y { — 52 = 0 son los ejes coordenados del
sistema S’ representados en el sistema S (Fig. 1.3).

Podemos apreciar en la fig. 1.3 que los eventos simultaneos en el sistema
S no lo son en el sistema S’ pues dos eventos son simultineos en S si la recta
que pasa por ellos es paralela al eje coordenado x (es decir si la coordenada
temporal ¢ de los dos eventos es la misma) mientras que dos eventos son
simultaneos en S’ si la recta que pasa por ellos es paralela al eje coordenado
x' de S’ (es decir, si la coordenada temporal t' de los dos eventos es la
misma). De hecho los tinicos eventos que son simultineos en los dos sistemas
son los que ocurren en la misma coordena espacial. Veamos: dos eventos con
coordenadas (z,,y1,21,4) ¥ (T2, Y2, 22, L2) son simultaneos en S si {; = {y.

5Se considera el eje temporal multiplicado por la velocidad de la luz con la finalidad
de que la coordenada temporal tenga unidades de distancia. Asf, cada segundo equivale a
una distancia c.
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A Particula a velocidad v

75

Particula en reposo
A

ct

Rayo de luz

\J

Figura 1.2:

Los tiempos correspondientes en el sistema S’ son:

tl—u.'L']
f=a !
-5
y
S St 1.2
th =

v
-5
v 12
bh— a3t la— 5T

y si suponemos que (; = {5 tenemos

por lo cual,

v v
by — :2-.‘15'1 = !2 = EEIQ.
Pero lo que si sabemos es que {; = t, de modo que
v v
g.’l‘il = gl‘?
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S AS”
Eventos
simultaneos Event
: S sventos
/ segin S___..- -— . p
e A R e R R simultaneos
T segiin S’
!
ct
I,J'
H i3
Figura 1.3:
y por lo tanto
Iy = Iy

(obviamente hemos supuesto v # 0).

Por lo tanto podemos concluir que si dos eventos son simultineos en S
y S’, entonces dichos eventos ocurren en la misma coordenada espacial. De
esta manera, la simultaneidad es algo relativo al sistema de referencia, o si
se prefiere, al observador.

Una manera alternativa de ver la transformacion de Lorentz (para las
coordenadas z y t) es la forma matricial:

(2 1)(2)=(%)

la cual nos indica que la transformacion de Lorentz es un cambio de ejes
coordenados en el diagrama de Minkowski: el cambio a los ejes coordenados
de S'5

5Obsérvese que la transformacion de Lorentz es una transformacién lineal. El grupo de
transformaciones de Lorentz consiste de todas las transformaciones lineales de (x,y, z,t)
tales que para cualesquiera eventos P y Q mantienen invariante a S(P, Q) y a la velocidad
de la luz.



1.4. EL DETERMINISMO RELATIVISTA 11

1.4. El determinismo relativista

Con base en la representacion espacio temporal suministrada por los dia-
gramas de Minkowski podemos hablar del determinismo relativista. Dado un
evento F, jcuiles son los eventos que pueden influir en £ y en cuales otros
eventos puede influir £7

En la teoria de la relatividad ningin objeto puede viajar a una velocidad
mayor a la de la luz porque necesitaria una cantidad infinita de energia.
Consideremos un evento F, y asociémosle un sistema de referencia S de tal
manera que para [ = 0 el evento se halla en el origen. El evento E sélo puede
influir en aquellos eventos que ocurren después, en este caso, segiin el sistema
S dentro del radio que determina la velocidad de la luz. Es decir, un segundo
después dentro de un radio ¢, dos segundos después dentro de un radio 2¢ y
en general, ¢t segundos después dentro de un radio tc.

De igual manera, los eventos que pueden influir en el evento E solo pueden
ser los que se encuentran en el radio que determina la velocidad de la luz.

De esta manera se define el cono de luz del evento F£ como el conjunto de
puntos

{(:va!zvt) : (“2"’2_3:2_?}2 _22:0}.

Lo anterior se puede representar en un diagrama de Minkowski (Fig.
1.4). El cono de la ecuacion anterior consiste de dos partes, cuando t > 0 y
cuando ¢ < 0 (que son los puntos a los que se podria llegar desde F viajando
a la velocidad de la luz y los que podrian llegar a F a la misma velocidad,
respectivamente). Los eventos que se encuentran en la region acotada por la
frontera del cono se dice que son eventos conectados causalmente con L.

Observemos por ejemplo la parte superior del cono (la regién acotada por
el cono cuando ¢ > 0). El evento E puedeinfluir en todos los puntos que se
encuentran en esa region y sélo en ellos, ya que para llegar a éstos desde I
se necesita una velocidad menor a la de la luz.

A la parte superior del cono la se le llama el futuro causal de £ y a la
parte inferior el pasado causal de E.

Dado que la velocidad de la luz es la misma para cualquier sistema de
referencia, el cono de luz es independiente del sistema considerado. Por lo

El estudio de este grupo tiene importantes consecuencias sin embargo, no son esenciales
para el desarrollo de este trabajo.
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S
cl Futuro causal de I

Evento F

I

Pasado causal de E

Figura 1.4:

tanto, el pasado y futuro causal de F también son independientes del sisterma
de referencia.

De lo anterior se sigue que hay eventos en los que la relacion temporal
es absoluta, por ejemplo, si el evento A est4 en el futuro cansal de B pode-
mos decir que B ocurre antes que A, independientemente de qué sistema de
referencia se elija.

Es asi que para algunos eventos la relacion temporal es absoluta: para
los eventos que estan causalmente conectados. Si dados dos eventos Ay B
existen dos sistemas de referencia S y S’ de tal manera que en el sistema S el
evento A ocurre antes que el evento B y en el sistema S’ el evento B ocurre
antes que el eventoA entonces los eventos A y B no pueden estar causalmente
conectados.

Observése que si los eventos A y B estan causalmente conectados, no ne-
cesariamente todos los sistemas miden la misma diferencia entre los tiempos
en que ellos ocurren, lo inico que se puede asegurar es que la relacion esta-

-
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blecida entre estos eventos (antes-después) debe ser la misma para todos los
sistemas.

Los eventos que se encuentran sobre el cono de luz de un evento £, es
decir, en la frontera del cono, no estan causalmente conectados con [, pues
para llegar a éstos desde F, se requeriria viajar a la velocidad de la luz. Y
dado que el propio evento F esta en la frontera del cono entonces el evento £
no esta conectado causalmente con él mismo, es decir, el evento I no puede
influir en si mismo.

1.5. Contraccion del espacio y del tiempo

A partir de la transformacién de Lorentz se puede deducir la contraccion
de los cuerpos rigidos cuando se encuentran en movimiento, también conocida
como la contraccion de Lorentz.

Supongamos que una varilla rigida se mueve a una velocidad uniforme
v respecto a un sistema S; sin perder generalidad supongamos que el movi-
miento de la varilla es a lo largo del eje z. En tal caso la varilla define un
sistema coordenado S’ en el cual ella se encuentra en reposo. El movimiento
de S” es también a lo largo del eje z.

La longitud de la varilla en el sistema S’ es la diferencia entre los extremos
de ésta mediante las coordenadas del sistema S, digamos L' = =}, — 2.

De acuerdo con la transformacion de Lorentz:

] T — v

T —
‘ ¥
' Ty — vl
I2 —_—————
¥

de lo cual tenemos que las coordenadas correspondientes en el sistema S son:

T, =Ty + vty
T2 = Thy + viy

Para tomar la longitud de la varilla en el sistema S se debe tomar la
diferencia entre estas ultimas coordenadas simultdneamente en S; esto es:
L =l = 5. Por lo tanto, la longitud de la varilla en el sistema S es:

L = xy — 1y = (zyy +vt) — (z)y + vt) = (25 — z})y = L.
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5 2
Y dado que v = 1 — %) <1 se concluye que:
| / @ Ye q

L« L.

Por lo tanto, si la varilla rigida se mide desde un sistema para el cual se
encuentre en movimiento, su longitud es menor que cuando se mide desde un
sistema para el cual la varilla se encuentre en reposo.

Ahora supongamos que tenemos dos eventos F, y E5 los cuales ocurren en
las mismas coordenadas espaciales respecto a S, pero en distintas coordena-
das temporales. Sin perder generalidad podemos suponer que las coordenadas
espaciales de E) y F5 en S son 1; = x9 = 0 y las coordenadas temporales
L, = 0 y t, respectivamente, con ¢» # 0.

El lapso (es decir, el tiempo transcurrido entre un evento y otro) medido
en el sistema S es la diferencia de los tiempos:

T=£2—f;1=£2—0=12.

Las coordenadas temporales en S determinan coordenadas temporales en
S’ de acuerdo a la trasformacion de Lorentz:

lt,]zz,—5;5.1720—0(;;’.,) 0
v 1

tg-fz.’t_tz—g(%)ﬁt—z
z 2! v
El lapso medido en el sistema S’ es la diferencia entre estos tiempos:

5=

[

t
T=t-th==-0=2
i

)

de lo cual se sigue:

T=T%

2 .
nuevamente, como y = ( = i) < 1 se tiene:

o2

e,
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La desigualdad anterior nos indica que el lapso es distinto si se mide desde
un sistema en movimiento o desde un sistema en reposo, a saber, es mas corto
si se mide desde el sistema en reposo que si se miden en el sistema que se
encuentra en movimento. O bien, el tiempo transcurrido entre los eventos es
menor para el sistema en el cual los eventos ocurren en el mismo lugar, que
en el sistema S’. Para el sistema S’ los eventos no ocurren en las mismas
coordenadas espaciales, debido a la transformacion de Lorentz:

=0
pero,

—Utg
g 4

e
I2—

mientras en el sistema S, ; = xy = (0. Las contracciones anteriores pueden
ser representadas en un diagrama de Minkowski (Fig. 1.5).

S St

& ot lapso segin S’

lapso segin S

Barra Longitud de la
barra segiin S’

Longitud de la
arra segin S

,\

Figura 1.5:
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1.6. Relatividad general

Existen regiones del espacio en las cuales las particulas de materia se mue-
ven libremente sin aceleracion y las leyes de la teoria especial se cumplen con
notable exactitud. A estas regiones del espacio se les conoce como “regiones
galileanas”. Todas las consideraciones hechas hasta el momento se basan en
el supuesto de que los sistemas de referencia son inerciales, es decir, dotados
de movimientos a velocidades constantes.

El principio de equivalencia, el cual establece que un sistema en acelera-
cion es equivalente a un sistema bajo la accion de un campo gravitacional,
exige que al considerar regiones galileanas podamos hacer uso también de sis-
temas de referencia no inerciales, es decir, de sistemas coordenados los cuales,
respecto a los sistemas de referencia inerciales, estan dotados de aceleracion
y movimiento rotatorio.

Las leyes que rigen la geometria de los cuerpos rigidos en este tipo de
sistemas no necesariamente son las leyes de la geometria euclidiana, como
lo podremos apreciar con el siguiente ejemplo en el que consideraremos un
sistema rotatorio.

Sea S’ un sistema de coordenadas (no inercial) tal que el eje 2’ coincida
con el eje z de un sistema de referencia inercial S. Supongamos que S’ gira
sobre el eje z = 2’ a una velocidad angular constante.

La geometria de los cuerpos rigidos en reposo respecto al sistema S’ ain
no sabemos de qué tipo es, pero la podemos estudiar desde el sistema S.

Supongamos una circunferencia en el plano z'y’ con centro en el origen
de S’. Imaginemos que tenemos una cantidad suficiente de varillas rigidas
iguales entre si, las cuales las colocamos a lo largo de la circunferencia en
reposo respecto a S’. Sea U’ el niimero de varillas que se necesitan para
cubrir la totalidad de la circunferencia, y D’ la cantidad de varillas que se
necesitan para cubrir el diametro de la circunferencia.

Si la velocidad angular fuera 0 (i.e que el sistema S’ no girara respecto a
S) entonces se tendria que cumplir:

U.f

o= 7
Pero en el caso que la velocidad fuera distinta de 0 (lo cual significa que S’
gira respecto a S) se obtiene un resultado distinto. Supongamos que en el
instante £ de S la cantidad de varillas a lo largo de la circunferencia es U.
Como todas las varillas de la circunferencia experimentan la contraccion de
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Lorentz mientras que las varillas en el didmetro no, se tiene:

Uu>U
D=D

v en consecuencia:

5)7(

Por lo tanto, las leyes geométricas de los cuerpos rigidos en el sistema S’
no son leyes euclidianas.

El caso considerado es analogo al que se presenta en el estudio bidimen-
sional de superficies curvas. No se puede introducir coordenadas sobre una
superficie curva (por ejemplo un elipsoide) cuyo significado métrico sea sen-
cillo, como se hace en el caso del plano en el cual las coordenadas cartesianas
tienen significado fisico: la distancia entre dos puntos del plano cartesiano
significa longitudes medidas con varillas métricas rigidas unitarias.

La geometria plana puede fundamentarse en el concepto de distancia
d( P, I) entre dos puntos infinitamente cercanos. El concepto d( P, I%), cu-
ya interpretacion fisica es la medida con varillas rigidas, se pude expresar
en coordenadas cartesianas mediante la férmula d(P;, P2)? = (13 — x1)% +
(y2 — y1)? donde (z,,7,) y (x2,12) son las coordenadas de los puntos P, y
P respectivamente. Sobre esta medida se basan los conceptos de la geometia
euclideana.

Carl Friedrich Gauss, en la teoria de superficies, introdujo coordenadas
curvilineas que sastifacen las condiciones de continuidad y son arbitrarias por
completo, aun cuando se hallen relacionadas con la superficie para la cual se
11S€e11.

Dada una superficie continuamente curvada, se pude desarrollar otra geo-
metria si observamos que una porciéon infinitamente pequena de la superficie
se puede considerar como plana con errores infinitesimales. En esa porcion
existen coordenadas cartesianas (X, Y)) y (X2, Y2) para un par de puntos P
y I%. La distancia dada por estas coordenadas es:

d(P, P = (X2 = X0)* + (Yo = YA)?

(en la region infinitamente pequena).
Supongamos un sistema de coordenadas curvilineas arbitrarias (x, ;)
(9, y2) sobre la superficie, tal que los valores (X, — X,) y (Y2—Y)) se expresen
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linealmente en funcién de (xo — 1) y (y2 — y1). Para cualquier region de la
superficie:

d(Py, P2)? = gzx(z2 — 11)% + 202y (x2 — 1) (2 — 1) + Gy (2 — 11)?

donde gz, gy ¥ gyy estan determinados por la naturaleza de la superficie en
cuestion.

De lo anterior se deduce que la geometria de las superficies se puede basar
en la expresion d(P;, P»)? y el conocimiento de grz, gry ¥V Gyy de la misma
manera que la geometria euclidiana se basa en la expresion correspondiente
(donde grr =1, gry =0y gy = 1).

De manera analoga, en la teoria general de la relatividad se consideran
regiones infinitamente pequenas del continuo espacio-tiempo (porque éstas
son galileanas y se cumplen las leyes de la teoria especial de la relatividad);
en ellas, las coordenadas locales correspondientes (X, Y, Z, T') se toman de tal
manera que eventos proximos entre si se hallen asociados con valores proximos
(las tres primeras corresponden a las coordenas espaciales y la cuarta a la
temporal).

La medida directamente mensurable para un par de eventos E, £, con
coordenadas (X, Y1, Z1,Th) y (X2, Y2, Z2, T>) es precisamente el intervalo (cf.
pag. 7), el cual es invariante bajo la transformacion de Lorentz:

S(P,Q) =T - T2)* — (X1 — X2)’ — (V1 — Y2)? — (2, — Z»)°.

Sin embargo, las regiones finitas del continuo tetradimensional espacio-
tiempo no son, en general, galileanas; por lo que no se puede elegir un sis-
tema coordenado para el cual las leyes de la teoria especial de la relatividad
sean vélidas. Pero el invariante S(P, Q) nos sirve para fundamentar las leyes
geométricas de la teoria especial de la relatividad (de igual modo que la geo-
metria euclidiana se fundamenta en la distancia d(P;, P»)). Este invariante
se pude expresar mediante coordenadas arbitrarias cualesquiera (r,y, z,1).
Si las coordenadas arbitrarias de los eventos F) y Es son (z,,y1,21,4) ¥
(o, Yo, 22, t2) Tespectivamente, los valores locales (T} — T3)?, (X; — Xa)?,
(Y, — Y2)? y (2, — Z,)? se expresan linealmente en funcién de (L, — £3)?,
(z1 — 22)%, (1 — 42)* ¥ (21 — 22)° mediante

S(P,Q) = Z.‘J.uv(#z - m)(v2 — 1)
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con st y v variando sobre las coordenadas (x,y, 2, t).

Los valores g, describen las propiedades métricas del continuo espacio-
tiempo y las del campo gravitatorio, con respecto al sistema coordenado
inercial.

La teoria general de la relatividad supone una generalizacion de la teo-
ria de los invariantes y de la teoria de tensores. El cilculo generalizado de
tensores fue desarrollado antes que la teoria de la relatividad. Alrededor de
1860, Bernhard Riemann prosigui6 con el desarrollo de la teoria de continuos,
iniciada por Gauss, y la extendié para cualquier nimero de dimensiones. A
finales del siglo XIX se desarroll6 la teoria en forma de calculo tensorial.

El desarrollo de los universos en rotaciéon se hace dentro de la teoria
general de la relatividad.

Veamos ahora cual es el interés de Gddel en los universos en rotacion.
En primer lugar a Godel le preocupa si ciertas propiedades del universo son
absulutas o si existe la posibilidad de universos en los cuales éstas no se
cumplan. Por ejemplo, aun cuando las relaciones temporales dependen del
observador (del sistema de referencia), existe una estructura determinada
por los conos de luz en la que se pueden establecer relaciones temporales
absolutas. Un segundo punto es el determinismo causal (i.e cuiles son las
causas que pueden influir en cierto evento) en esta estructura porque, entre
otras cosas, los eventos solo pueden influir en los que se encuentren en un
radio cercano (el determinado por el cono de luz) y el hecho de que no hay
eventos que pueden influir en si mismos.

En el capitulo 3 estudiaremos las propiedades generales de los universos
en rotacion de Godel, los cuales cumplen con las ecuaciones de campo de
Einstein, (i.e. es un modelo de universo) sin que en ellos se pueda establecer
una relacion temporal absoluta. Mas ain, en el universo propuesto por Godel
existen lineas de universo cerradas, lo cual significa que hay eventos que si
pueden tener influencia en ellos mismos.

Como veremos, en esto Godel actia de la misma forma como lo hiciera en
relacion a las teorias axiomaticas: se pregunta por sus alcances y propiedades
de carécter general y busca, con cierta dosis de ingenio, la forma de derribar
o poner en crisis las creencias mas comunes.
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El teorema de Godel

No es nuestra intencion exponer en detalle los teoremas de incompletud de
Godel. En vez de ello haremos una breve mencion de los mismos. En el caso
del primer teorema de incompletud daremos las lineas generales que siguié
Godel para la demostracion de éste, procurando no alejarnos demasiado del
escrito original de 1931. Antes que detenernos en los detalles de la prueba,
veremos algunas consecuencias de dicho teorema.

El procedimiento que siguié6 Godel para la demostracion del primer teore-
ma de incompletud puede ser aplicado a cualquier sistema formal que incluya
a la aritmética de los niimeros naturales donde se cumpla que el miimero de
axiomas sea finito o bien, constituyan un conjunto recursivo.!

Consideremos un sistema formal S en el que se encuentra la aritmética
de Peano, tomando a los niimeros como individuos, a la relacion de sucesor y
las operaciones de suma y producto como conceptos primitivos indefinidos.

El primer teorema de incompletud lo podemos enunciar de la siguiente
manera:

Si el sistema S es consistente, entonces es posible encontrar enun-
ciados aritméticos relativamente simples, tales que ni ellos ni sus
negaciones son derivables en el sistema S.

A continuacion veremos las lineas generales de la prueba ofrecida por
Gaodel, sin pretensiones de exactitud.

Esto significa que cada nimero natural tiene asociado un axioma, de tal manera que
dado n € N se puede saber cudl es el axioma correspondiente a n mediante una regla
constructiva. Al respecto, consiltese [Mendelson 1997 (1964)] pag. 197.

20
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La primera tarea es asignar a cada simbolo, formula y sucesiones finitas
de formulas (incluyendo las deducciones de teoremas) niimeros naturales me-
diante una funcién g de tal manera que sea inyectiva e invertible, es decir,
que a objetos distintos les asigne niumeros distintos y que dado un nimero
natural se pueda saber a qué corresponde éste (si a un simbolo, una férmu-
la 0 una sucesion finita de férmulas) o si no corresponde a ninguna de las
anteriores.

Una manera de hacer lo anterior, tomando como sistema formal la arit-
mética de Peano, es la siguiente: 2

0 =s+ - 7 Vv V¥V 3 () z y n n
1 3 57 9 11 13 15 17 19 21 23 25 29 31

De esta manera a cada formula (sucesion finita de simbolos) le corres-
ponde una sucesion finita de niimeros naturales (la de cada simbolo de la
formula) y con ello le podemos hacer corresponder un tinico nimero natural
de la siguiente manera. Si £ es una sucesion finita de simbolos E = s;5,...5
entonces a F le asignamos el numero: g (E) = 29 x 3962) x __ x (px )?**) don-
de py es el k-ésimo nimero primo en orden ascendente y g (s;) es el niimero
que le corresponde al simbolo s; dado en la tabla anterior.

Por ejemplo, a la férmula 3z (z = s0) le corresponden la sucesion y el
nimero indicados:

?En el sistema formal considerado las nociones indefinidas son: la constante 0, la ope-
racién unoaria s y las operaciones binarias + y x. Los axiomas de la aritmética de Peano
son los siguientes:

(P1) Si s(n) = s(m) entonces n = m

(P2) s(n) #0

(P3)n+0=n

(P4) n + s(n) = s(n+m)

(P5)nx0=0

(P6) n x s(m) = (nxm)+n

(P7) Si n # 0 entonces n = s(m) para algin m

(P8) (Esquema de induccién). Sea A una propiedad aritmética (i.e. una propiedad
expresable en términos de +, %, s y 0). Si 0 tiene la propiedad A y si cada vez que n
tiene la propiedad entonces n + 1 tiene la propiedad, entonces todo niimero natural tiene
la propiedad A.

Los simbolos que se necesitan para expresar los axiomas anteriores, ademas de los con-
ceptos indefinidos, son: el simbolo de igualdad, simbolos l6gicos (-, V , ¥, 3 ), paréntesis
y variables. [Hrbacek 1999 | Pag. 54.
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3 z ( &# =380 )
E A & bk B d k4
17 23 19 23 3 5 3 21

g(E) =2 %38 % 5" % 72 x 11¥ x 13® x 17% % 198

Dada una sucesiéon finita de formulas F' = FE|, Fs...F,,, el nimero de
Godel de F lo determinamos de manera anéloga:

g(F) = 29(E) 5 39(F2) 5 % (pm)y(Em)_

Con esto tenemos la asignacion buscada. Es inyectiva (a objetos distintos
le asigna numeros distinto debido a que la descomposicion en mimeros primos
es unica) y dado un nimero natural podemos saber a qué tipo de objeto
corresponde.

Como Godel senala, para las consideraciones metamatematicas resulta
indiferente qué objetos se utilicen como simbolos primitivos, ya que con la
numeracion de Godel las propiedades metamatematicas relativas a la deriva-
bilidad se convierten en propiedades de nimeros naturales o de sucesiones de
ellos. Por ejemplo, si F' = F,,. .., I, es una sucesion de formulas y F es una
férmula, la numeraciéon de Godel induce una relacién aritmética PR(x,y)
entre los nimeros g(F) y g(E) como sigue: PR(g(F), g(F)) si y solo si F es
una prueba de E en S.

El paso siguiente es hacer que estas propiedades metamatematicas puedan
ser representadas indirectamente en la aritmética.

Godel prueba que la relacién “z es el nimero de Godel de una secuencia
de prueba y y es el nimero de Godel de la formula que se prueba con 7 es
recursiva y por tanto, representable en la aritmética.

Se denota con Teo z la expresion que dice “x es el nimero que le corres-
ponde a una formula deducible en el sistema”

Consideremos las formulas con una variable libre y supongamos que estan
ordenadas de alguna manera en una sucesion (por ejemplo, de acuerdo a sus
numeros de Godel). Designemos a la n-ésima de ellas mediante R, (:r).

Dada una formula « con exactamente una variable libre, con [«; n] expre-
samos a la formula que resulta de sustituir la variable libre por el signo que
denota al niimero natural n.

Se define la siguiente clase K de niimeros naturales:

n € K & —Teo[R,(z);n] (2.1)



23

Veamos qué tipo de clase es K. Para que un niimero natural pertenezca a
K se debe cumplir la parte derecha, es decir, se debe cumplir —7'co [R,,(x); n]
lo cual significa: “la formula que resulta de sustituir la variable libre por el
signo que denota al nimero natural n, en la n-ésima formula de la lista dada,
no es una formula deducible en el sistema S”, esto es, n € K si vy solo si
R,(n) no es una formula deducible en el sistema S.

Ahora bien, como la clase K es un concepto definido a partir de conceptos
definibles en la aritmética, entonces también debe ser un concepto definible,
lo cual significa que hay una férmula o con exactamente una variable libre tal
que la formula [o; n] significa que n pertenece a la clase K. Tal formula debe
corresponder a una de las que ya teniamos enumeradas, es decir 0 = R,(x)
para algin g natural. Con lo que se tiene que un nimero natural m pertenece
a la clase K si y solo si [R,(x), m] es deducible en el sistema. Lo anterior nos
indica que R,(z) es la féormula que describe a la clase K.

Con lo anterior se construye un enunciado indecidible en el sistema S: si
S es consistente, entonces el enunciado [R,(z); q] es indecidible en él, por lo
siguiente: si tal enunciado fuera deducible, entonces se cumpliria que ¢ € K
y por ( 2.1) se cumpliria ~Teo[R,(z); ], lo que significa que el enunciado
[R,(x); q] no es deducible en S, es decir, una contradiccion.

Si por el contrario la negacion de [R,(z);q] fuera deducible, entonces
ocurriria que ¢ ¢ K, por lo que valdria Teo[R,(z);q], es decir, [R,(z);q]
seria deducible, contradiciendo la consistencia del sistema.

De hecho, el enunciado [R,(r);q], a través del codigo de Godel, afirma
su propia indemostrabilidad, lo que lo convierte en un enunciado indecidible
(pero verdadero) dentro del sistema S.

En efecto el enunciado [R,(z);¢q| afirma su propia indemostrabilidad en
S ya que, desde una lectura metamatematica, dice de si mismo que no es
demostrable, de lo cual se sigue que ¢l mismo es un enunciado verdadero.

Un atento examen nos hara ver que para la construcciéon del enunciado
[R,(7); q) Godel se sirve del método diagonal de Cantor, asi como la analogia
que guarda con la paradoja de Richard. *

#Una versi6n de la paradoja de Richard es la siguiente: las propiedades de los niimeros
enteros son expresables en el idioma espafiol. Por ejemplo, el enunciado “z no es divisi-
ble mds que por él mismo y por la unidad” define la propiedad de ser un niimero primo.
Consideremos todos los enunciados referentes a propiedades de los niimeros enteros en cl
idioma espafol. Dichos enunciados se pueden ordenar de acuerdo a su longitud (ntime-
ro de letras) y a los que tengan la misma longitud los ordenamos alfabéticamente. Sea
Dy (x), Da(z), ... dicha ordenacién. Decimos que un nimero k es richardiano si Dy (k) es
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El método de prueba utilizado por Godel, ademas de obedecer a reglas
constructivas, es aplicable a cualquier sistema formal en el que sean expre-
sables los conceptos presentes en la argumentacion dada (en particular el
concepto de formula deducible) y en el que cada formula derivable sea verda-
dera en la interpretacion natural. Gran parte del trabajo de Goédel consiste
en demostrar la representabilidad de Teo x en la aritmética recursiva.*

Es asi que el primer teorema de incompletud de Gddel establece la inca-
pacidad de cualquier sistema formal, que cumpla con las dos observaciones
anteriores, para probar (para deducir con las reglas del sistema) la totalidad
de los enunciados matematicos verdaderos.

Godel establece una diferencia entre los enunciados demostrables y los
enunciados verdaderos. Si bien es cierto que los enunciados demostrables son
verdaderos (por la correctud del sistema) no necesariamente todos los enun-
ciados verdaderos son demostrables dentro del sistema. Con ello, echa por
tierra la posibilidad de un sistema axiomatico para la aritmética en el que
se dé la equivalencia verdadero (en el sentido natural) < demostrable. De
este modo, la incompletud de cualquier sistema no contradictorio se hace
evidente.

Denominemos aritméticas aquellas propiedades referidas a los nimeros
enteros para las que se cuenta con un procedimiento general que permite
verificarlas en cada caso particular.

Dentro de este tipo de propiedades habra algunas que no se puedan probar
si se cumplen para la totalidad de los enteros y tampoco se pueda exhibir un
contraejemplo, es decir, un entero que no la cumpla.®

falso (lo cual significa que el nimero k no tiene la k-ésima propiedad de la lista), y es no
richardiano si Di(k) es verdadero (lo que significa que el nimero k s tiene la k-ésima
propiedad de la lista). Como la definicién de nimero richardiano se ha hecho en el idioma
espanol, debe corresponderle un lugar en la lista. Supongamos que le corresponde ¢l m-
ésimo lugar. ;El nimero m es richardiano? Si m es richardiano entonces significa que que
D, (m) es falso, o sea que m no tiene la m-ésima propiedad, pero la m-ésima propiedad es
la de ser richardiano, es decir m es no richardiano. Por otro lado, si m es no richardiano,
significa que D,,(m) es verdadero, o sea que m si tiene la m-ésima propiedad de la lista,
la propiedad de ser richardiano. De esta manera llegamos a la conclusién que el niimero
m es richardiano si y solo si m es no richardiano.

1Para ampliar detalles de este hecho y de la prueba en general, se puede consultar
|Godel 1931].

5Es probable que un ejemplo de este tipo de propiedades lo encontremos en la conjetura
de Golbach, la cual establece: “todo niimero natural mayor que 2 y par puede ser represen-
tado como la suma de dos nimeros primos”. Para todos los casos particulares considerados
a la fecha se ha verificado, no obstante atin no se cuenta con una prueba general de que
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Dada una propiedad P(x) que cumpla con las anteriores consideracio-
nes, ésta establece la siguiente proposicion indecidible: “para todo entero x
se cumple P(r)”, la cual es una proposicion que revela la incompletud del
sistema con propiedades meramente aritméticas.

La preocupacion de Gédel en torno a este tipo de cuestiones no quedo
en esto; se ocupéd por ejemplo, del problema del continuo de Cantor, el
cual podemos resumir en la siguiente pregunta: jcuantos puntos hay en una
linea recta en el espacio euclidiano? Una formulaci6n equivalente es: ;cuantos
subconjuntos de enteros distintos existen? Este problema es un problema que
no se puede resolver desde la axiomatica de la Teoria de Conjuntos, esto es, el
enunciado que dice cuantos puntos hay en una recta en el espacio euclidiano
es un enunciado indecidible para esta axiomatica.

En los capitulos 4 y 5 veremos algunas relaciones entre los teoremas de
incompletud y los universos en rotacion.

Antes de pasar al estudio de los universos en rotacién mencionemos el
segundo teorema de incompletud de Godel, tomando nuevamente un sistema
formal S con las caracteristicas conocidas. Este teorema dice lo siguiente:

La formula que enuncia la consistencia del sistema S no es de-
rivable en S, esto es, el sistema S no puede formalizar ninguna
prueba de su propia consistencia.

La idea de la prueba del segundo teorema de incompletud es la siguiente:
sea « la formula que enuncia la consistencia del sistema S. Se prueba que
la formula @ — G es deducible en S (donde G es el enunciado construido
por Godel, [R,(x); q]), por lo tanto, si el enunciado « fuera deducible en S,
entonces el enunciado G seria deducible, contradiciendo el primer teorema
de incompletud.

Los teoremas de Godel nos enfrentan a los siguientes problemas: en pri-
mer lugar un sistema formal, si es consistente, no es capaz de describir obje-
tivamente la totalidad de las verdades matemaéticas (por objetivamente nos
referimos a través de la manipulacion de los objetos del sistema, es decir, por
la manipulacion de los simbolos del sistema, en este caso por medio de deduc-
ciones). En otras palabras, el sistema formal no puede ser a la vez consistente
y completo (que todos los enunciados verdaderos sean demostrables).

esto sucede para todos los niimeros pares ni se cuenta con algin contraejemplo.
b¢f. |Godel 1964].
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En segundo lugar, el sistema no es capaz de formalizar su propia consis-
tencia, lo cual representa una segunda limitacion al él.

Los anteriores son problemas relativos a los fundamentos de las matema-
ticas, i.e problemas fundacionales similares a los que, como veremos con los
universos en rotacion, también se encuentran dentro de la fisica.



Capitulo 3

Universos en rotacion

En el ano de 1949 Kurt Godel presenté una solucion de las ecuaciones de
campo de Einstein: los universos en rotacion. Se trata de un modelo de uni-
verso con el que intenta mostrar que la existencia de un “intervalo objetivo de
tiempo” no es una consecuencia de las ecuaciones de campo de Einstein. La
originalidad del trabajo de Gdidel consiste en que hasta entonces en todas las
soluciones de las ecuaciones de campo que se habian presentado (i.e. en todos
los modelos de universo) era posible definir en ellos un “tiempo absoluto”, aun
cuando los tiempos locales fueran distintos. En palabras de Goédel:

Todas las soluciones cosmologicas con densidad no-nula de materia
conocidas hasta el presente poseen la propiedad comin de que, en
cierto sentido, contienen una coordenada temporal “absoluta”, debido
al hecho de que existe un sistema uniparamétrico de tres-espacios or-
togonales a las lineas de universo de la materia en cada uno de sus
puntos. :

La observacion anterior significa que dada la linea de universo de un
observador A, el cual tiene velocidad constante en un sistema de referencia
S, para cada punto P sobre la linea, existe un espacio de tres dimensiones
I1p ortogonal a ella, de tal manera que para cada dos puntos distintos sobre
una misma linea de universo, los espacios correspondientes son ajenos.

Asi, dados dos observadores A y B y un punto P sobre la linea de universo
de uno de ellos (por ejemplo, un punto P sobre la linea de universo de A) el
tres-espacio correspondiente a P intersecta ortogonalmente solo en un punto

'|Gédel 1949a] pag. 190.
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() a la linea de universo del otro observador (en este caso, s6lo en un punto
(0 a la linea de B), lo cual significa que I1p = Ilg.

S BT T linea de universo de A
linea de universo de
cl -_/ b
P .
—_ | Q Tres-espacio
»~——— ortogonal a A en
P P
Sistemay @ B en @
uniparamétrico
de tres-espacios

Figura 3.1:

Los tres-espacios asi descritos conforman el sistema uniparamétrico al que
Gaodel se refiere, pues se puede definir una coordenada temporal absoluta: P
es simultdneo a @ si y so6lo si IIp = Ilg. Lo anterior es ilustrado por un
diagrama de Minkowski en la Fig. 3.1. 2

De esta manera, habia algunos filosofos que se negaban a abandonar la
idea de un intervalo objetivo de tiempo. Sin embargo, no en todas las so-
luciones es posible definir un tiempo absoluto y Godel nos proporciona un
ejemplo de ello.

Algunas propiedades que destacan de su modelo son las siguientes:

- Es un modelo de universo homogéneo.
- Cualesquiera dos lineas de universo de materia son equidistantes.

- Tiene simetria rotacional.

2Dado que en el diagrama de Minkowski sé6lo se consideran dos coordenadas en vez de
cuatro, el tres-espacio se verd de una séla dimensién, es decir, un arco.
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- No existen un sistema de tres-espacios que intersecten a cada linea de
universo de materia en un punto. Como lo senala Godel, la inexisten-
cia de tal sistema de tres-espacios es equivalente a una rotacion de la
materia en relacion a la brijula de inercia.

- Existen lineas de universo cerradas. Particularmente, si I’ y Q son dos
puntos cualesquiera sobre una linea de universo de materia en la cual
P precede a Q en esta linea, existe una linea de tiempo (time-like line)
la cual conecta a P con @, en la que Q precede a P.

Una interpretacion de esta iltima propiedad es la siguiente: tedricamente,
es posible tener una trayectoria en la que se regrese no sélo al mismo punto
en el espacio, sino también al mismo instante en el tiempo; es decir, en el
universo de Godel es posible hacer un viaje al pasado o bien, de alguna
manera, se puede tener influencia en el pasado, lo cual no es posible en los
modelos estandar relativistas (como por ejemplo en el universo de Einstein
en el que se puede tener trayectorias en linea recta y regresar al mismo punto
en el espacio debido a la curvatura del espacio-tiempo pero no a la misma
coordenada temporal).

La intencién de Godel no es mostrar que en el marco de la teoria de la re-
latividad se pueden hacer viajes al pasado, sino la de observar que la relacion
temporal fundamental (antes-después) no esta implicita en esta teoria; con
ello plantea una interrogante en torno a la relaciéon que hay entre la teoria
de la relatividad y la causalidad.

Con el ejemplo en mano, Gidel refrenda la opinion de los que ¢l llama
filosofos idealistas, como Parménides y Kant, los cuales “niegan la objetividad
del cambio y lo consideran como una ilusién o apariencia de acuerdo a nuestro
modo especial de percepcion”?

El argumento que presenta es el siguiente: el cambio sélo es posible a tra-
vés de un intervalo de tiempo. La realidad consiste en una infinidad de niveles
de “ahora” que llegan a la existencia sucesivamente, pero si la simultaneidad
es algo relativo a lo sensible (relativo al sistema de referencia, o al obser-
vador, el cual lo establece por medio de sus sentidos) entonces la realidad
no puede ser determinada de acuerdo a esos niveles ya que cada observador
estableceria sus niveles y todos tendrian igual validez.

Por otro lado, la teoria kantiana sobre el tiempo parte del hecho de que
éste no es “algo existente en si mismo o una caracteristica u orden inherente

*|Godel 1949) pag. 557. -
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a los objetos” *aunque existe en un sentido relativo. Esa entidad relativa es
la percepcion del sujeto, su sensibilidad. Cualquiera que sea la realidad del
tiempo, tal como nosotros la percibimos, consiste en ciertas relaciones de
los objetos con el sujeto que las percibe, las cuales dependen del modo de
intuicion del sujeto con el objeto dado.

La doctrina kantiana no significa que las relaciones temporales y espa-
ciales sean s6lo imaginadas, sino que deben subsistir independientemente de
nuestra representacion, es decir, deben corresponder a relaciones objetivas de
las cosas con el obsevador. En virtud de la realidad independiente de nuestras
representaciones, se pueden tener representaciones en otros esquemas.

Si bien es cierto que se pueden tener diferentes relaciones temporales
para distintos observadores (uno puede decir que el evento A ocurrié antes
que el evento B, mientras que otro podria decir que el evento B ocurri6 antes
que el evento A), esto no excluye la posibilidad de la existencia de alguna
estructura fisica, independiente del observador o de cualquier otro objeto
de referencia, que cumpla con las propiedades del tiempo newtoniano (e.g. la
uni-dimensionalidad, el orden lineal de los eventos, la universalidad, etcétera;
basicamente, que la estructura fisica sea isomorfa a una linea recta).

Sin embargo, gracias a su ejemplo de universo, Gidel puede decir que no
en todos los modelos de universo es posible la existencia de tal estructura.

De hecho, en la solucion propuesta por Godel no es posible establecer
una relacién temporal lineal (con la relacién antes-después), sino tinicamente
un orden parcial, lo cual implica que hay eventos que son incomparables en
cuanto a esta relacion temporal. Lo anterior significa que el hecho de que el
evento A no ocurra antes que B y que B no ocurra antes que A, no implica
que sean simult4neos; pueden ser incomparables. (Nuevamente tenemos el
problema de la causalidad, pues para que se de un evento no necesariamente
tiene que pasar por todos los eventos “previos”, ya que no sabemos cudiles
son).

Pero un observador en particular si puede establecer una linealidad en el
tiempo, porque su linea de universo determina la linealidad en los eventos
(aunque la linealidad establecida no es para todos los individuos, sélo para él)
y es por esto que la tesis kantiana sobre el tiempo tiene validez; el tiempo tal
como nosotros lo percibimos sé6lo tiene existencia en el aparato cognitivo del
observador: “Nuestra representacion del espacio es completamente adecuada

"|Gédel 1946| pag. 274.
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a la relacion que nuestra sensibilidad tiene con los objetos™.®

Pero jcual es la intencion de Gaodel al presentar este ejemplo de modelo
de universo? No es solo la de refrendar las tesis de los filosofos mencionados,
ni tampoco suponer que podemos vivir en un universo en el que se pueda
viajar en el tiempo al pasado (de hecho, Godel reconoce que dificilmente
podriamos vivir en un universo de este estilo, 0 mas precisamente, que el
universo real no podria ser de este estilo, porque esas soluciones son estaticas
y por lo tanto no se presentaria el corrimiento hacia el rojo para objetos
distantes; sin embargo, queda la posibilidad de los universos en expansion
los cuales presentan propiedades relevantes, tema que no es del interés de
este trabajo). Mas bien, la intencion de Godel es hacer ver que en la fisica
también se tienen problemas fundacionales porque, después de todo, en la
fisica también se buscan fundamentos precisos y libres de contradicciones. Por
ejemplo, se pretende reducir las hipétesis sobre las que descansa la teoria y
que de alguna manera se puedan deducir los resultados, tal como lo hace ver
Einstein en las siguientes palabras:

Las anteriores consideraciones ponen de manifiesto que la teoria (es-
pecial) de la relatividad ha emanado de la electrodinamica y de la
optica. De las predicciones de la teoria apenas ha modificado nada en
estos dos campos, pero en cambio si que ha simplificado sustancial-
mente el edificio teoérico, es decir, la deduccién de leyes, y -lo que es
incomparablemente mas importante- ha reducido considerablemente
el nimero de hipotesis mutuamente independientes sobre las que des-
cansa la teoria. La teoria especial de la relatividad ha conferido a la
teoria de Maxwell-Lorentz un grado tal de evidencia, que aun cuando
los experimentos hubiesen hablado menos convincentemente en favor
suyo, esta dltima teoria habria sido aceptada con caréacter general por
los fisicos. ©

Veamos por qué la construccion de los universos en rotacion nos enfrenta
a este tipo de problemas. Godel cuestiona si algunas propiedades del univer-
so (como la existencia de un intervalo objetivo de tiempo) son inherentes al
aparato tedrico. Es decir, cuestiona si las bases del edificio tedrico son un
sustento confiable para la deduccién de leyes. ;Como se verifica lo anterior?

Sibid.
®|Einstein 1905] pag. 84.
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Al asumir un modelo de universo lo hacemos porque se ajusta a las observa-
ciones hechas, las cuales creemos que son objetivas, confiando de esta manera
en la sensibilidad. Es decir, la manera de verificar si las bases de la teoria
sustentan de manera objetiva la deduccion de leyes es a través de la expe-
rimentacion, la cual juega distintos papeles dentro de la teoria fisica pues
un mismo experimento puede adquirir distintos significados interpretados en
diferentes marcos teoricos.

En primer lugar se debe cumplir que los resultados teoricos sean compa-
tibles con los resultados experimentales y viceversa (como no ocurri6 en su
momento con el experimento de Michelson y Morley).

Existen al menos tres formas distintas de ver un experimento: la primera
de ellas es cuando el experimento es un interlocutor més, cuando nos hace
ver cosas que ignorabamos, como en el caso del péndulo de Galileo, en el que
el experimento tiene un discurso matemaético que habla por si. Aun cuando
los resultados no sean precisos, es decir, al realizar el experimento no se
obtengan los mismo resultados que en el papel, puede considerarse como
tales ya que siempre influyen otros factores que lo distorsionan. En este caso
lo importante es que el experimento compruebe lo que esperamos o bien, que
arroje resultados distintos a los esperados.

La segunda forma de experimentacion es la matematizacion de los fenome-
nos. Dado un fenémeno de la naturaleza, el fisico busca la forma matematica
que describe el fenémeno (el modelo matemadtico) y con base en los resultados
matemdticos se obtienen los resultados fisicos. El camino que sigue la des-
cripcion de la realidad en este caso es, primero la observacion de la realidad,
del fenémeno; segundo, utilizando a las matematicas como herramienta se
establece el modelo matematico que describe el fenémeno, y tercero a partir
del modelo y por medio de la experimentacion se comprueba la objetividad
del modelo, constatandolo en la realidad misma.

La tercera forma es el Descubrimiento Ezperimental, cuando el investi-
gador no sabe a lo que se enfrenta y busca las respuestas en la naturaleza
misma.

En resumen podemos afirmar que la comprobacién experimental es un
sustento para las bases del edificio tedrico al que no podemos renunciar,
siendo éstas tltimas el punto de partida para la deduccion de leyes dentro
de una teoria fisica, lo cual no significa que la inica manera de hacer las
inferencias dentro de una teoria fisica sea por medio de la experimentacion.

De cualquier manera, sea cual fuere la manera de hacer las inferencias
dentro de la teoria, lo que nos ensenan los universos en rotacién es que la
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naturaleza del tiempo no queda determinada por las “hipotesis” sobre las que
descansa la teoria.



Capitulo 4

Fisica-Matematicas

Al examinar por primera vez los trabajos de Godel en logica matematica y
en fisica dan la impresiéon de que no hay ninguna conexién entre ellos. Sin
embargo, en ambos campos podemos reconocer problemas y caracteristicas
en comiin. Los trabajos de Gédel manifiestan dos preocupaciones centrales
en su pensamiento; en primer lugar, el problema de la fundamentacion, tanto
en fisica como en matematicas. En segundo lugar, problemas relativos a las
limitaciones de los sistemas formales y de las teorias fisicas formales. En
los dos casos, la manera como abordan los problemas es considerando a las
teorias como objeto de estudio en si, es decir, desde un plano metateorico.
Veamos por separado cada uno de estos problemas.

4.1. El problema de los fundamentos de las ma-
tematicas

El desarrollo del analisis y de otras ramas de las matematicas a lo largo
de los siglos dieciocho y diecinueve mantuvo ocupados a los matematicos de
esa época. El progreso alcanzado y la aparicién de la teoria de conjuntos,
debida en gran parte a George Cantor, trajo consigo la necesidad de procu-
rarle un fundamento a las matematicas. A mediados del siglo diecinueve, el
analisis infinitesimal estaba fundamentado de cierta manera, ya que se habia
aritmetizado, es decir, los nimeros reales (racionales e irracionales) se habian
definido a partir de los nimeros enteros de la aritmética.! Asimismo, la teoria

'Es posible definir a los a los nimeros reales a partir de los niimeros racionales mediante
cortaduras de Dedekind. También se puede definir a los niimeros racionales a partir del

34
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de conjuntos, logré reducir la nocién de nimero a conjunto.? Dentro de este
contexto aparecieron ciertas paradojas como resultado de algunas investiga-
ciones en la teoria de conjuntos, dando pie a la idea de que la matematica se
encontraba en una crisis en relacion a sus fundamentos.

Hubo diferentes maneras de enfrentar este problema. Algunos simplemen-
te siguieron trabajando en la teoria de conjuntos no dandole mayor impor-
tancia al asunto como es el caso de Zermelo, quien di6 una axiomatizacion de
la teoria de conjuntos suficiente para cubrir las necesidades del matematico
activo. Otros se escandalizaron al ver en las paradojas una amenaza para el
edificio de la matematica, como fue el caso de Frege y Russell. Otros mas,
tomaron la postura de aislar las zonas de conflicto y deshechar todo lo que
resultara incomodo. Fue David Hilbert el que tuvo la idea de reconstruir
axiomaticamente la aritmética y el andlisis, de tal manera que los axiomas
que se eligieran no dieran lugar a contadicciones, dejando a su vez intacto el
edificio teérico de la matematica.

De esta manera, la propuesta de Hilbert no sélo era encontrar un cuadro
axiomatico que fundamentara a la matematica, sino probar que en él mismo
no se podria deducir ninguna contradiccién. Con este propésito en mente
convirti6 a la demostracion en un objeto de estudio de la matematica. Su
programa incluia una prueba elemental de consistencia para la teoria asi
construida. Esta prueba formaria parte de la matematica misma.

Fue asi que en la década de 1920 a 1930 un grupo de matematicos tra-
bajo en el problema de los fundamentos de la matematica clasica. Trataban
de formalizar las teorias matematicas en el cilculo de predicados y probar
ahi su consistencia. La formalizacion deberia ser completa en el sentido que
todo enunciado de la teoria que fuera verdadero se convertiria en una formula
demostrable. Asi, a través de la manipulacion formal de simbolos (los cua-
les por si mismos carecen de significado) y reglas bien definidas sobre estos
simbolos (reglas de inferencia) se podria probar la verdad o falsedad de las
proposiciones matematicas.

Los teoremas de Gddel proporcionan una perspectiva distinta a esta cues-

conjunto de niimeros enteros. Al respecto consiltese [Hrbacek 1999] pag. 86-90, 174-179.

2A partir de la axiomatica de la teoria de conjuntos se definen los niimeros naturales
de la siguiente manera: r es un nimero natural si y sélo si £ es un conjunto transitivo,
bien ordenado por la relacién de pertenencia (€) y todo subconjunto no vacio de x tiene
un elemento €-méaximo (un maximo con respecto a la pertenencia). Todas las propiedades
anteriores son expresables en el lenguaje de la teorfa de conjuntos. Para ampliar detalles
consiiltese [Hrbacek 1999| pag. 171.
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tion. En primer lugar replantean el problema de la necesidad de procurarle un
fundamento a las matematicas. En segundo lugar, estos teoremas parecieran
refrendar la vision platonica de las matematicas como estructura irreductible
a meros calculos simbélicos. No es suficiente un conjunto de axiomas y reglas
de inferencia para decidir todas las cuestiones matematicas. Como lo senala
Godel:

Resulta por tanto natural la conjetura de que estos axiomas y reglas
basten para decidir todas las cuestiones matematicas que pueden ser
formuladas en dichos sistemas [refiriendose a los Principia mathemati-
ca y a la axiomatica de Zermelo] |...] se muestra que esto no es asi, sino
que por el contrario, en ambos sistemas hay problemas relativamente
simples de la teoria de nimeros naturales, que no pueden ser decididos
con sus axiomas (y reglas). Este hecho no se debe a la especial natu-
raleza de los sistemas citados, sino que se da en una clase muy amplia
de sistemas formales.®

El método utilizado por Gédel, en efecto, puede ser aplicado a una gran
variedad de sistemas formales. Ademas obedece a las reglas finitistas reque-
ridas por Hilbert, por lo cual la escuela constructivista pierde toda oportu-
nidad de argumentar en contra de los teoremas de incompletud. El punto de
vista del realismo platonico de Godel no sélo se refuerza en los teoremas de
incompletud, sino que ademas es un factor presente en varios de sus escritos.*

Uno de los aspectos importantes en este sentido es el siguiente: Godel
confiere a la intuicion matematica el mismo valor que en la fisica se le concede
a la intuicién sensible, como lo podemos apreciar en el siguiente pasaje:

Pero, a pesar de su lejania de la experiencia sensible, tenemos también
una especie de percepcion de los objetos de la teoria de conjuntos, co-
mo se observa en el hecho de que los axiomas se fuerzan sobre nosotros
como siendo verdaderos. No veo ninguna razén por la cual deberiamos
confiar menos en esta clase de percepcion, es decir, en la intuiciéon ma-
tematica, que en la percepcion sensible, la cual nos induce a construir
teorias fisicas y esperar que las futuras percepciones sensibles concuer-
den con ellas, y a creer que una cuestién no decidible ahora, tiene
significado y puede ser decidida en el futuro. ®

3|Godel 1931| tomado de la traduccion al espaifiol de Jestis Mosterin, pag. 56.
1Cf. [Godel 1990] pag. 169.
5Esta es la version en inglés de la cita:
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De esta manera, la postura filosofica de Godel se hace presente en la
interpretacion de sus teoremas. Godel es defensor del realisino conceptual, es
decir, considera que los objetos matematicos existen independientemente del
individuo. Si nos enfrentamos a una cuestion que no pueda ser decidida ahora,
la intuicion matematica nos puede ayudar a resolverla, pues nos permite
acceder a dicha realidad y observar los hechos ahi existentes. Por ejemplo,
si tenemos una propiedad referente a los nimeros enteros, en donde para
cada mimero se puede decidir si cumple o no esa propiedad, pero respecto a
la cual no hemos podido demostrar que se cumple para la totalidad de los
niimeros ° la intuicion matematica nos puede dar los elementos para decidir
si tal cuestion es verdadera o falsa, suministrando los principios requeridos
para zanjar la cuestion.

Segin Gadel, la intuicion matematica, igual que la intuicion sensible,
también se desarrolla (como conjunto de conocimientos, no individualmen-
te), por lo que la investigacion matemética resulta ser uno de los factores
mas importantes. Consideremos el siguiente ejemplo: se ha probado que la
hipétesis generalizada del continuo es independiente de los axiomas de ZFE,”
por lo cnal, uno puede asumir como axioma la hipétesis o su negacion y des-
arrollar la teoria sin generar contradicciones por el hecho de elegir alguna de
estas dos alternativas; no obstante, si nos preguntamos por la verdad de la
hipétesis nos encontramos ante un conflicto, pues la teoria que se desarrolla
con ZFE no nos proporciona las evidencias necesarias para responder esta
pregunta. Sin embargo, el desarrollo de los grandes cardinales (los cuales van
mas alla de ZFE) nos podria suministrar algin criterio para decidir este tipo
de problemas.

Las cuestiones consideradas ponen de manifiesto la preocupacion de Godel
en torno a la fundamentacién de las matemaéticas. De acuerdo al punto de
vista de Godel, la fundamentacion de las matematicas debe obedecer, en

But, despite their remoteness from sense experience, we so have something like a per-
ception also of the objets of set theory, as is seen from the fact that the axioms force
themselves upon us as being true. I don’t see any reason why we should have less confi-
dence in this kind of perception, i.e., in mathematical intuition , that in sense perception,
which induces us to build up physical theories and to expect that future sense percep-
tions will agree with them, and, moreover, to belive that a question not decidable now has
meaning and may be decided in the future. [Gédel 1964] en |Godel 1990] pag. 268.

$Podemos pensar en propiedades por ejemplo, del estilo de la conjetura de Goldbach,
de la cual ain no se cuenta con una prueba.

"Con ZFE nos referiremos a la axiomatica dada por Zermelo y Fraenkel, con el axioma
de eleccion.
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cierto sentido, a la intuicion matematica. Es decir, los axiomas que se elijan
deben corresponder a ideas matematicas intuitivas y no tratar de elegirlos
de tal manera que de ellos se puedan inferir la totalidad de las proposiciones
matematicas verdaderas.

Asi, la base sobre las que estaria edificada la teoria tendria la solidez que
nos proporciona la intuiciéon matemética (en la que, segiin Godel, debemos
confiar tal como lo hacen las teorias fisicas en la intuicion sensible. Cf. nota
3 del capitulo 4) y la que nos proporciona el formalismo matematico, el cual
nos permite saber, en muchos de los casos, si podemos agregar axiomas sin
generar contradicciones por el simple hecho de agregar estos axiomas (pro-
blemas que también fueron objetos de estudio de Godel Cf. [Godel 19330]).
En este tltimo caso, la indecibilidad de la proposicion considerada seria un
indicativo de que aiin no hemos reunido las evidencias necesarias para decidir
su verdad.

4.2. El problema de los fundamentos de la fisica

Como ya lo hemos hecho ver (vease pag. 31) en la fisica también se ha dado
la biisqueda de algiin tipo de fundamentacion de sus teorias y la reduccién
de las hipétesis sobre las que descansa el edificio teérico.

Surgen, pues, de manera natural las siguientes preguntas: ;jqué tipo de
fundamentos se buscan en la fisica?; jhay algin tipo de consistencia y com-
pletud en la fisica?

En lo que sigue haremos algunas reflexiones en torno a estos preguntas,
comenzando por el segundo.

Lo primero que esperamos en una teoria fisica, tanto en los resultados
teéricos como en los resultados experimentales, es que no se generen con-
tradicciones. En el caso de los resultados experimentales es mas claro: un
experimento tiene que ser de tal manera, que cada vez que éste se repita ba-
jo las mismas condiciones, arroje los mismos resultados, independientemente
de las distintas intepretaciones que se pueda tener de los mismos.

Respecto a los resultados teoricos el asunto es mas complicado. Puede
darse el caso que dos resultados teoricos entren en franca contradicciéon entre
ellos,® en cuyo caso, lo que determina finalmente cuél de ellos es el correcto

8Me permito tomar el siguiente ejemplo para ilustrar el caso cuando dos resultados
teéricos entran en franca contradiccion entre ellos. Debo aclarar que el autor lo utiliza sélo
como un ejemplo de las contradicciones a las que llegaron los fisicos del siglo XIX.
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es la relacion que guardan con el resultado experimental.

De esta manera nos damos cuenta de que la consistencia dentro de una
teoria fisica debe estar referida a la experimentacion (sin tomar en cuenta las
posibles limitaciones técnicas o tecnologicas).

Lo anterior nos sugiere una respuesta aproximada a la primera de las cues-
tiones que nos hemos planteado al principio de la seccion. Los fundamentos
que se buscan en la fisica no deben, antes que nada generar contradiccio-
nes entre los resultados tedricos y los resultados experimentales (incluyendo
a los experimentos ideales, es decir, aquellos que dejan de lado los proble-
mas o errores técnicos que se presenten). En segundo lugar, se busca reducir
el niimero de hipotesis, (como ocurre en el caso de las matematicas que se
busca reducir el nimero de axiomas, hasta llegar al punto que ninguno de
ellos sea consecuencia de los demas) de tal manera que las hipétesis (o la
fundamentacion) sean las minimas indispensables para sustentar el edificio
teorico.

Si nos planteamos la pregunta ;jse ha llegado a dar un fundamento que
cumpla con lo anterior, i.e. un fundamento que reduzca las hipotesis, y que
los resultados experimentales no generen contradicciones con los resultados
tedricos?, las respuestas pueden ser diversas. Aparentemente, la teoria de la
relatividad ha logrado cumplir este objetivo, pues los resultados experimen-
tales obtenidos asf lo indican, (al menos en lo referente a la constancia de la
velocidad de la luz, sin importar cudl sea el sistema de referencia considera-
do); ademas, la relatividad ha sido un buen sustento para la teoria fisica en
los ultimos cien anos.

“Sabemos que el campo magnético actia sobre una particula si ésta se encuentra en
movimiento |...| Consideremos un sistema inercial S en el que un alambre conductor, por
el cual fluye una corriente, se encuentra en reposo: los iones positivos del alambre estian
fijos y los electrones se mueven con velocidad v. Consideremos, ademas, una particula con
carga g que se mueve con la misma velocidad v paralelamente al alambre.[...| En el alambre
fluye una corriente, que genera un campo magnético B |...] Esta fuerza es perpendicular
al alambre y aparta a la particula de su trayectoria rectilinea.

Veamos el mismo experimento desde un sistema inercial §’ en el que la particula cargada
estd en reposo. En ese sistema se vera a los electrones del alambre en reposo y a los
iones en movimiento , por lo que también habri una corriente eléctrica que genera un
campo magnético. Pero ahora la particula cargada tiene velocidad v = 0, asi que el campo
magnético ne produce ninguna fuerza sobre ella.

Llegamos asi al resultado paradéjico de que la particula cargada, en el sistema S es
desviada de su trayectoria rectilinea, pero no lo es en el sistema S’.” [Hacyan 1995] pag.14-
15.
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No obstante, los fundamentos establecidos por la teoria de la relatividad
no son completos en cierto sentido: siempre pueden encontrarse fenomenos
fisicos que la teoria no pueda explicar, o bien propiedades que sean conside-
radas como consecuencias de la teoria de la relatividad, aunque en realidad
sean independientes de ésta, como ocurre cuando se trabaja en la fisica bajo
la suposicion de la existencia de una estructura en la que se puede representar
una relacion temporal absoluta.

Si bien el trabajo de Godel no se refiere directamente a estos aspectos, si
tiene consecuencias para ellos, puesto que la construccion de los universos en
rotacion no solo la presenta como una solucién particular. Godel afirma:

Puede probarse que para cualquier valor de A (incluyendo al 0), [don-
de A es la correspondiente a la ecuacion relativista de campo R —
%g,—kR = T — Agi| existen co® (sic) soluciones rotacionales que satis-
facen las condiciones enunciadas [...] Asi, surge el problema de distin-
guir, por medio de propiedades de simetria o simplicidad, determinadas
soluciones dentro de la vasta variedad de soluciones.?

Lo anterior pone de manifiesto la magnitud del problema al que nos en-
frentamos. La cantidad de soluciones es extremadamente grande y la manera
de distinguir algunas de ellas es a través de la intuicién (simplicidad), sin
dejar de lado las propiedades matematicas que de ellas se deriven (e.g. sime-
tria).

4.3. Limitacion de los sistemas formales y de
las teorias fisicas formales

Cuando Godel considera la nocién de completud en los sistemas formales,
descubre que la sintaxis tiene limitaciones que le son inherentes: la verdad
de una proposicion no puede ser reducida a su demostrabilidad. Establece
de esta manera una diferencia entre lo demostrable y lo verdadero. Es cierto
que lo demostrable por el sistema es verdadero en todas sus interpretaciones,
pero a la inversa no necesariamente es cierto.

Coémo llega Godel a hacer esta distincion? Si el concepto de derivabilidad
coincidiera con el concepto de verdad, entonces la nocién de “prueba” seria

?[Gédel 1952] de la traduccién de Jesiis Mosterin pag. 398.
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un sucedaneo formal de una nocién semantica como la de “verdad” la cual
nos remite a algo externo al lenguaje. No obstante éste no es el caso cuando
el sistema es incompleto, como ocurre con los sistemas que contienen a la
aritmética de Peano.

Esta limitacion de los sistemas formales tiene consecuencias importantes
en la filosofia de las matematicas y la filosofia de la mente, entre otras.

En el caso de la fisica hay otras limitaciones ademas de la inherentes al
aparato matematico que utilizan. Por ejemplo, hay limitaciones relativas a la
observacion y comprobacion de los fenomenos fisicos. Asi como Godel creia
en la existencia de los objetos matematicos independientemente de nuestra
incapacidad para acceder a ellos en su totalidad, se tiene que aceptar que la
fisica intenta describir el mundo real que, de alguna manera, nos es accesible
en mucho mayor grado.

Para Giora Hon, con la introduccién de los universos en rotaciéon como so-
lucién de las ecuaciones de campo de la relatividad general, Gidel construyé
un caso limitativo para la geometrizacion relativista del tiempo.!° Lo ante-
rior significa que la geometrizacién que se obtiene del tiempo en el modelo
estandar de la teoria de la relatividad con base en los diagramas de Minkows-
ki,'" (i.e. la estructura geométrica que puede simular una recta euclidiana,
el sistema uniparamétrico de tres-espacios del que se habla en la nota 1 del
capitulo 3) no debe ser intrepretada como la idea intuitiva de tiempo suce-
sivo, ya que ésta se pude perder en otro modelo, como ocurre en el caso del
modelo de universo de Gédel.

Es ahora que nos encontramos con ciertas similitudes en los trabajos
que Godel desarrollara en la fisica y en las matematicas. Hay una semejan-
za adicional en estas areas que se desprende del trabajo de Gadel, la cual
abordaremos a continuacién.

4.4. Metateorias

En el programa de Hilbert, la demostracion y la consistencia de un sis-
tema formal se convierten en objetos de estudio de la matematica.

En un principio la investigacion de estos y otros problemas se pretende
llevar a cabo dentro de la teoria que se formaliza. Por ejemplo, en el programa
de Hilbert se pide probar la consistencia de la matematica dentro de la teoria,

'[Hon 1996] pag. 220.
"'La geometrizacién del tiempo de Einstein, como la llama Yourgrau.
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es decir, se pide una prueba elemental de consistencia; no obstante, el segundo
teorema de incompletud de Godel establece que el enunciado que afirma la
completud del sistema (en un sistema formal que cumpla nuevamente que
la aritmética esta contenida y que sea consistente) no es derivable dentro
del sistema, lo cual significa que el sistema no puede formalizar una prueba
de su propia consistencia. Por lo tanto, los métodos que se utilizan para
hacer pruebas de consistencia relativa son métodos que se encuentran en
un nivel mas elevado del propio sistema, es decir se requiere un método mas
poderoso que la mera manipulacion de los simbolos del sistema y de las reglas
establecidas por éste, por ejemplo forcing o modelos internos.'?

Es asi que a partir de estos problemas el estudio al que se refiere la
matemaéatica no se limita al trabajo desarrollado dentro de la misma. teoria,
esto es a los resultados que se pueden deducir a partir de los axiomas por
la aplicacion de las reglas de inferencia (i.e por la mera manipulacién de
los simbolos del sistema), sino que se puede hablar acerca de las teorias.'
Y esto sirvio para el desarrollo de la matematica, en particular de la logica
matematica, a lo largo del siglo veinte.

En relacion a la fisica, jel trabajo que Godel desarrolla, lo hace dentro de
la alguna teoria fisica? La primera respuesta podria ser: dentro de la teoria
de la relatividad.

Parece ser que ésto no es del todo cierto. Es verdad que toma como
base los postulados de la teoria de la relatividad y desarrolla un modelo
de universo consistente con éstas bases (consistente con las ecuaciones de
campo de Einstein); sin embargo, para arribar a este resultado considera las
limitaciones y los alcances de la teoria de la relatividad.

Como consecuencia del estudio de las limitaciones de la teoria de la re-

2Dado que no se puede probar la consistencia absoluta de un sistema formal que cumpla
las propiedades ya conocidas, se hacen pruebas de consistencia relativa. Por ejemplo, su-
ponemos la consistencia de un sistema formal S y probamos la consistencia de un sistema
S’. Obsérvese que no se esta probando que S’ sea consistente, solo se prueba que en el
caso que S sea consistente, entonces también lo sera S’.

B Cuando el matematico activo presenta la demostracion de un teorema, aun cuando
esta prueba no esté formalizada en el sistema formal en el cual se esté trabajando, se tiene
la seguridad (para la mayoria de los casos) que se puede hacer esta formalizacion (es decir,
presentar una lista finita de formulas, donde la dltima enuncia al teorema y cada féormula
es o bien un axioma o se obtiene por medio de reglas de inferencia de las anteriores). No
obstante, cuando hablamos de propiedades relativas al sistema (consistencia, completud,
etc.) son propiedades que no pueden ser demostradas por una prueba formal dentro del
sistema, es decir, con los simbolos y las reglas establecidas por él mismo.
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latividad, Godel descubre que la existencia de una estructura que se pueda
considerar como tiempo,' no es consecuencia de los postulados de la teoria."”
Esto se logra a través del descubrimiento de modelos en los que no se pueda
tener este tipo de estructuras temporales. El ejemplo que nos proporciona es
el de los universos en rotacion.

Por lo tanto, puede afirmarse que el desarrollo de los universos en rotacion
de Godel se hace desde una teoria acerca de la teoria de la relatividad, es
decir, desde una metateoria.

1Gegiin Yourgrau, la esencia del tiempo para Gédel es que éste es “una estructura unidi-
mensional que provee de un orden lineal de todos los eventos de la naturaleza”. [Yourgrau
1999 (1991)| pag. 74.

15Recuérdese que, aunque en el modelo estandar de la teoria de la relatividad los tiem-
pos de los observadores no son los mismos, si ellos se mueven a velocidades (uniformes)
distintas, se puede presentar una estructura que cumpla de cierta manera lo que establece
la nota anterior.



Capitulo 5
Matematicas-Fisica.

Como hemos visto, los trabajos de Godel en fisica y matematicas tienen
algunas caracteristicas en comiin. Como afirma Hon:

En ambos campos Gédel fue directa y abiertamente a las cuestiones
centrales de los problemas en juego.'

Hon se refiere a los problemas que se derivan a partir de la consideracion
de los fundamentos de las areas en cuestién, “problemas fundacionales”.

Ciertamente, no hay una relacion explicita entre ellos, no obstante pode-
mos encontrar consecuencias del trabajo de Gédel en fisica para las matema-
ticas y a la inversa.

Por un lado, la objetividad de la fisica debe ser aplicada en las matema-
ticas, como se vio en el capitulo anterior, mediante la intuicion matemaética,
en la cual debemos tener tanta confianza como la tenemos en la intuicién
sensible que se utiliza para el desarrollo de las teorias fisicas. Tenemos por
ejemplo la propuesta de Godel de valernos de la experimentacion en mate-
maticas para validar y/o conjeturar resultados:

Si la metematica describe un mundo tan objetivo como el de la fisica
no hay razén para que los métodos inductivos no se apliquen en la
matematica tal como se hace en la fisica. El hecho es que en la ma-
temitica tenemos la misma actitud que en tiempos pasados se tenia

'[Hon 1996] pag. 219.
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hacia todas las ciencias, esto es, tratamos de derivarlo todo de las de-
finiciones mediante pruebas convincentes. Quiza este método sca tan

erroneo como lo fue en la fisica.?

Pero por otro lado, con el desarrollo de los universos en rotacion, Godel
nos enfrenta al siguiente problema: jqué tan objetivamente se puede describir
el universo?

Lo anterior no obedece a la pretensiéon de que el universo sea de tipo
rotatorio, recuérdese que Godel no se ocupa del problema de si realmente el
universo es de este tipo, iinicamente manifiesta la gran cantidad de soluciones
para las ecuaciones relativistas de campo, esto es, la gran cantidad de modelos
de universo.

Con lo anterior, el problema de la fundamentacién de la fisica adquiere
otro matiz.

En matemaéticas pueden adoptarse distintas posturas respecto a la fun-
damentacion. No obstante, un principio al que no podemos renunciar es al
de consistencia. Este es el tinico sustento natural que podemos exigir a un
sistema formal.

En cambio en fisica la primer exigencia que debe cumplir un modelo de
universo es la de ser solucion de las ecuaciones de campo de Einstein. Cuando
asumimos una solucién de las ecuaciones de campo como modelo de universo
nos referimos a una posibilidad lo cual no significa que dicha posibilidad (ese
modelo de universo) describa de manera objetiva el universo real, mas bien,
se trata de una soluciéon a las ecuaciones de Einstein que podemos pensar
como objetiva, es decir, como si ésta tuvieran su representacion en el aparato
cognitivo del observador.

Entendiéndolo de esta manera, la vision de Godel respecto a la gran
cantidad de soluciones de las ecuaciones de campo toma otro sentido.

i La fisica es una libre creaciéon humana, o es el resultado de la observacion
y la experimentaciéon?

En el caso que la segunda posibilidad sea verdadera, el terreno que podria
cubrir la fisica estaria limitado a la realidad observable (independientemente
de los avaces tecnolégicos para la observacion del universo); pero en el caso
de que la primera posibilidad sea la verdadera, nos encontrariamos en una
situacion similar a la que tenemos en matematicas: se pueden adoptar distin-
tas posturas respecto a un mismo problema y buscar bases que sustenten de

2|Gédel 1951] de la traduccion de Jesis Mosterin, pag. 158.
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manera consistente estas posturas, y con ello llegar a explicaciones distintas
de las que se tienen cuando solo confiamos en la intuicion sensible.?

Una vez mas, y como ya lo habiamos hecho notar, el realismo platonico
de Godel se puede apreciar en sus escritos, referido, en este caso, a la fisica
en la interpretacion del desarrollo de los universos en rotacion. Godel no solo
sustenta la existencia independiente de los objetos estudiados por la fisica,
sino que también sostiene, como en el caso de las matematicas, la existencia
de una estructura irreductible a la observacion y experimentacion de los
fenomenos, siendo éstos el punto de partida.

Lo anterior lo obtiene Godel como resultado de sus investigaciones en el
terreno del formalismo matematico de la teoria de la relatividad.

Al respecto, el comentario de Yourgrau es acertado:

Hemos visto como Godel ha tenido éxito al explotar el formalismo
matematico de la teoria de la relatividad para obtener resultados con-
trarios al espiritu de lo emprendido por Einstein, como anteriormente,
via su teorema de incompletud, Gédel pudo explotar la parte formal
de la teoria de nimeros propuesta por Hilbert, para obtener resultados
contrarios al espiritu del llamado “programa de Hilbert”.4

En efecto, con la construccion de los universos en rotacion Godel ob-
tuvo resultados contrarios a lo emprendido por la teoria de la relatividad,
como anteriormente obtuvo resultados contrarios al programa de Hilbert. No
obstante, desde el punto de vista ontologico, en ambos terrenos obtuvo los
resultados esperados. Kant afirmé que:

Es un destino habitual de la razé6n humana en la especulacion, el acabar
cuanto antes su edificio y sélo después investigar si el fundamento del
mismo esta bien afirmado [...] Mas lo que nos libra de todo cuidado y
de toda sospecha durante la construccién y nos promete una aparente
solidez es la siguiente. Una gran parte, quiza la mayor parte de la labor

3Por ejemplo, el primer postulado de la Teorfa de la Relatividad es que la velocidad
de la luz es la misma para cualquier sistema de referencia inercial sin importar a qué
velocidad (uniforme) se mueva. Sin embargo, la intuicién sensible no acepta este hecho
como verdadero pues si el sistema se desplaza en direcciéon contraria a la luz, se esperarfa
que la velocidad fuera mayor que cuando el sistema se desplaza en la misma direccion de
la luz. La intencion del experimento de Michelson y Morley era medir esa variacién.
*[Yourgrau 1999 (1991)] pag. 123.



de nuestra razon, consiste en andlisis de los conceptos que va tenemos
de los objetos.?

Los trabajos de Godel se refiere directamente a este punto: jlos funda-
mentos de las ciencias (matematicas y fisica) estan bien afirmados? Si por
bien afirmados entendemos que a partir de ellos es posible deducir todas las
posibles verdades en el caso de las matematicas y la explicacion de todos
los fendmenos del universo en el caso de la fisica, entonces la respuesta, en
ambos casos, seria negativa.

Si por el contrario, por bien afirmados entendemos que los fundamentos
nos permiten plantear problemas que la razén no puede resolver, lo cual de
acuerdo con Kant, es parte de la naturaleza humana, entonces la respuesta
es afirmativa.

®|Kant 1944 (1781)] pag. 31



Conclusiones

El realismo platonico de Godel se hace presente en la interpretacion de sus
teoremas de incompletud: si la matematica describe un mundo objetivo, en-
tonces son validos los métodos de experimentacion y observacion que se apli-
can en la fisica para el desarrollo de sus teorias. De esta manera, la matemati-
ca no se puede reducir a una estructura en la cual la verdad de un enunciado
se reduzca a meros calculos simbélicos.

En el caso de la fisica, la cual intenta describir un mundo por demas
objetivo, el universo real, el realismo platonico se hace presente con el de-
sarrollo de los universos en rotaciéon. El terreno estudiado por la fisica no
se puede reducir a la realidad observable debido a la gran cantidad de solu-
ciones a las ecuaciones de campo de Einstein. 3in embargo, la existencia de
los objetos estudiados por la fisica independientemente de la observacion y
experimentacion es incuestionable, aun cuando no se pueda acceder a ellos
en su totalidad.

Por otro lado, la teoria de la relatividad confirma la vision de los filoso-
fos idealistas, en contraparte a la fisica pre-relativista. La transformacion de
Galileo refrenda el concepto heraclitiano de devenir del ser como una reali-
dad basica subyacente a todas las cosas: el mundo se halla en un estado de
constante cambio. Lo anterior se comprueba con la representacion grafica de
la transformacion de Galileo (Fig. 1.1). Si queremos conocer la posicion de
un observador en diferentes instantes, necesitamos dibujar para cada uno de
éstos un sistema coordenado. Esto tiene diferentes consecuencias. Primero,
no se puede establecer de antemano la posicion del observador en el universo
para cada instante. Segundo, sélo se puede representar un nimero finito de
posiciones (puesto que solo se pueden dibujar un nimero finito de sistemas
coordenados).

La transformacion de Lorentz por su parte, y su representacion por medio
de los diagramas de Minkowski (Fig. 1.2) refrendan la vision de Parménides:
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el cambio en la naturaleza es solo aparente, parece existir, pero no tiene
entidad real. La existencia del “ser absoluto” se manifiesta en los diagramas
de Minkowski. Basta observar un diagrama de Minkowski para conocer la
posicion de un observador en cada instante, asi pues, la realidad del ser no
queda subyugada al cambio: “el ser es”.

Ciudad de México, Septiembre del 2004.
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