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INTRODUCCION

Desde el inicio de mi carrera como docente, en el nivel medio(estudiantes con edades
comprendidas entre los 12 y los 15 afios), he encontrado varias razones por las que es importante
el estudio de le Geometria a estos niveles. Por un lado, desarrolla la imaginacion espacial de los
alumnos y su capacidad para explorar, representar y describir su entorno fisico. Por otro lado les
proporciona un conocimiento util en la vida cotidiana, las ciencias, las técnicas y diversos campos
de la actividad humana. Ademas los prepara para comprender mejor las ideas relacionadas con el
namero, la medicidn y otras partes de las matematicas.

En virtud de que tengo la firme conviccion de que, incluir la ensefianza de la
geometria, a los estudiantes de este nivel, les proporcionara grandes beneficios en las tareas o
actividades que abordaran en su futuro inmediato, sean estas de caracter académico o laboral, me
he abocado a planear y disefiar estrategias de ensefianza de la geometria que resulten en un mejor
y mas eficiente aprendizaje de los estudiantes.

El estudio de la Geometria es una fuente muy amplia de motivacion para continuar
estudios en el area de las matematicas en alguna de sus multiples ramas, pues esta visto que la
psicologia del ser humano le resulta agradable el poder representar por medio de figuras el
planteamiento de muy diversas situaciones que se presentan en nuestra vida cotidiana.

Como en la actualidad, se cuenta con bastantes recursos (computadora, diapositivas,
cafior., etcétera ) hago uso de algunos de ellos y trato de impulsar a los estudiantes al estudio de la
Geometria.

Utilizando la computadora como herramienta principal, haciendo clases Inter-activas,
donde el alumno en ese mismo instante cuestione, observe y prueba al estar realizando
movimientos con figuras, haciendo trazos, utilizando colores, graficando, encontrando medidas ya
sea de segmentos, areas entre otros mas, de tal manera que su interés por la Geometria se
incremente y note la importancia de esta en nuestra vida diaria asi como en cursos posteriores.

De los aspectos observables del comportamiento de los alumnos en el nivel medio,
podemos mencionar la curiosidad que le causan las dimensiones de su propio cuerpo y las
comparaciones que hacen de estas dimensiones con los objetos que se encuentran en su entorno,
desarrollando ideas sobre conceptos claramente geométricos como son los segmentos, algunas
figuras regulares simples como tridngulos, cuadrados, circulos y otros mas.

Desde el punto de vista anterior, la ensefianza de la Geometria en la escuela
secundaria me marca los siguientes propositos generales.

a)Proporcionar a los alumnos una experiencia geométrica que les ayude a comprender,
describir y representar el entorno y el mundo donde viven.

b)Proporcionarles, también, una serie de conocimientos que les seran tiles para resolver
problemas de la vida cotidiana y acceder al estudio de otras materias y disciplinas.
c)Iniciarlos gradualmente al razonamiento deductivo.



El sistema educativo mexicano es relativamente joven, por lo que el estudio de la
geometria todavia no tiene la tradicion que se observa en otras partes del mundo. Ademas, la
ensefianza de esta disciplina, fue desfavorecida por su ubicacion entre las ultimas unidades de los
programas anteriores del primero, segundo y tercer afio de la escuela secundaria. Una manera de
remediar esta situacion se recomienda que, durante los tres grados, la geometria se estudie a lo
largo de todo el afio escolar, de manera que los alumnos puedan practicarla constantemente y
ninguno de sus temas se ha dejado en su totalidad para el final.

Sin embargo, cuando participan en los cursos de matematicas, una pregunta recurrente que
realizan es ;para qué me sirve estudiar geometria?. Es aqui donde pienso que la labor del profesor
es valiosa pues puede tender el andamiaje que facilitara al estudiante la construcciéon de su
conocimiento, que si el profesor esta atento a las inquietudes del estudiante, podra canalizar éstas
para que la motivacion intrinseca del alumno se manifieste y por ende, se incremente el interés
por el estudio de la geometria. Si logramos activar la motivacion intrinseca del estudiante,
daremos desde el punto de vista didactico, un paso importante puesto que el conocimiento de la
geometria, es de gran valia tanto para los fisicos, matematicos, ingenieros, arquitectos, como para
los carpinteros, mecanicos, torneros, hojalateros, albaiiiles y practicamente para la mayoria de las
actividades a las que puede dedicarse el hombre moderno.

La estrategia es llevar la atencién del estudiante a la importancia que puede tener el
conocer la geometria, al menos como un auxiliar muy importante en la soluciéon de problemas,
que pueden surgir y corresponder a otras areas de conocimiento. Sin embargo, el esfuerzo que
debe realizar el profesor para hacer esquemas, graficas o dibujos, depende de sus habilidades
personales al respecto y, si adicionalmente, consideramos que los alumnos pierden con mucha
facilidad la concentracién en una actividad, no podemos dedicarle mucho tiempo de clase a la
elaboracion de estos dibujos auxiliares; es por esas razones que he revisado varios programas
comerciales de computadora (soft-ware) y me resulta adecuado al contenido del temario de la
asignatura, el que comercialmente se denomina “The Geometer’s Sketch-Pad”.

El uso de este soft-ware, complementado con la intervencion del profesor, con
preguntas intencionadas, explicaciones adicionales, variacion de los cuestionamientos, actividades
y practicas con un objetivo previo hacia donde se quiere llegar y otras acciones mas, puede ser
llevado a que el estudiante se interese mas por el conocimiento de la geometria, incluso he llegado
a observar que resulta mas facil que el alumno se familiarice con la terminologia propia de la
geometria, llegando a hacer uso apropiado de términos como: Axioma, teorema, lema,
postulado, hipétesis, corolario, etcétera, trabajando con algoritmos actividades y practicas
realizados por los mismos alumnos o el profesor, lo que me ha permitido dar explicaciones
sencillas sobre los procesos de hacer demostraciones, interpretarlas e inducir al estudiante a
intentar hacer alguna demostracion sencilla.

Un beneficio adicional que se logra, cuando introducimos al estudiante al
conocimiento de la geometria, es que desarrolla capacidad de analisis y sintesis, se vuelve (o se
percibe) mas critico, adquiere habitos de cuestionar las tesis que le son presentadas, lee mas
cuidadosamente y deja de aceptar en forma pasiva los argumentos que le son presentados.
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Estoy consiente que casi demostraciones no realizo en la presente tesis pues he concluido
que son pocos los estudiantes desafortunadamente que les interesa la parte formal de la
matematica, es decir, a este nivel les “espanta” o de plano no les interesa mas.

Cuando se realiza una demostracion matematica lo primero que cuestiona el alumno es,
“profesor esto va a venir en el examen”,por ello si a alguien le interesa saber alguna demostracion
de este trabajo al final menciono algunos libros en los cuales se encuentran estos resultados, desde
luego que no son los unicos pero si son de un nivel considerable para alumnos de este nivel por lo
menos.

Se tiene que tener presente que si alguien desea leer la presente tesis no necesita ser un
experto en Geometer’s pues bastard con dar una leida y practicar en el cuadernillo de notas
realizado por dos de mis asesores el cual recomiendo ampliamente en la bibliografia pues en lo
personal fue de mucha ayuda ademas el Geometre’r esta en ambiente Windows el cual me atrevo
a decir que la gran mayoria de estudiantes a nivel secundaria y mas avanzados estan
familiarizados con Windows.

Pero donde llevo acabo gran parte de esta tesis es en mi centro de trabajo el Instituto
Canadiense Clarac el cual me ha facilitado el suficiente equipo para escribir y practicar esta tesis
con mis alumnos siendo que la gran mayoria de alumnos pertenecientes a este Instituto
previamente ya se les impartié un ligero bosquejo de la forma de trabajar con el Geometer’s
Sketch —Pad .
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HISTORIA DE LA GEOMETRIA

La Geometria Empirica

Alrededor de tres o dos mil afios antes de nuestra era, el desarrollo de las civilizaciones y
la necesidad de enfrentar mas problemas cada vez mas complejos, relacionados con la agricultura
y la construccion, condujo a los hombres de la antigiiedad a descubrir que ciertos hechos
responden a una misma ley o regla geométrica. Se paso entonces de la geometria espontanea de
las primeras culturas a una geometria sistematica, de naturaleza fuertemente empirica. Los
historiadores parecen concordar en que este hecho se dio de manera independiente en las cuencas
de los rios Nilo en Egipto, Tigris y Eufrates en la antigua Mesopotamia, Indo y Ganges en la India
y Hoang Ho y Yang Tse Kiang en China.

Los registros mas antiguos que se conocen de la actividad del hombre en el campo de la
Geometria datan aproximadamente de 3000 a.C. Consisten en unas tabletas de arcilla cocida al sol
descubiertas en Mesopotamia y en las que se encuentran grabados caracteres cuneiformes.
Registros posteriores muestran que entre 1600 y 1800 a.C, los habitantes de Mesopotamia
desarrollaron una geometria intimamente ligada a las necesidades de la medicién practica y
estaban familiarizados, entre otras cosas, con las reglas para calcular el drea de rectangulos,
triangulos rectangulos e isosceles y , quizas, tridngulos generales ademas podian obtener el
volumen de un paralelepipedo y algunos prismas. La circunferencia se tomaba como tres veces el
diametro y el area del circulo como un doceavo del cuadrado de la circunferencia, lo que en
términos modernos quiere decir que tomaban el area igual a tres veces el cuadrado del radio solo
por mencionar algunas cosas.

En el antiguo Egipto, la Geometria también tuvo un fuerte desarrollo, sobre todo en lo
concerniente al conocimiento de las férmulas de medicién necesarias para computar superficies
de terrenos y capacidades de graneros. Tomaban, por ejemplo, el drea de un circulo como igual a

la de un cuadrado cuyo lado es % del diametro, lo que equivale a tomar 7 =3.16, aunque no se

sabe si alcanzaron a descubrir el Teorema de Pitagoras, supieron que el triangulo de lados 3,4y 5
tiene un angulo recto, resultado que hoy en dia también conocemos y es utilizado al menos por los
albaiiiles, entre otros mas resultados.

Hay razones para pensar que las antiguas civilizaciones de la India y China llegaron a
descubrimientos similares a los realizados en Egipto y Mesopotamia. Sin embargo, debido a lo
perecedero de los materiales sobre los cuales escribian, asociado al clima de esas regiones , casi
no se conservan vestigios de sus descubrimientos.

La Geometria Deductiva
Al decaer las civilizaciones egipcia y mesopotamica, gran parte de la Geometria

desarrollada por estos pueblos paso a los Griegos. Es un hecho maravilloso que los antiguos
griegos no se hayan contentado con extender el nimero de resultados matematicos conocidos, si
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no que transformaron el conjunto de resultados empiricos recibidos de sus antecesores en una
ciencia deductiva, es decir en una disciplina en donde las reglas y leyes geométricas no se inducen
de la observacién de una multitud de casos particulares, si no que se establecen deductivamente
mediante un razonamiento légico.

El primer individuo a quien se atribuye haber utilizado el método deductivo para
demostrar un hecho geométrico es Tales de Mileto (alrededor de 600 a.C), conocido como uno de
los siete sabios de la antigiiedad. Se dice que demostré, entre otros resultados , que el diametro
divide a un circulo a la mitad y que el angulo inscrito en una semicircunferencia es recto. Mas de
dos mil quinientos afios despu€s estos resultados pueden parecernos elementales, pero son las
primeras proposiciones geométricas que segun se tiene noticia fueron demostradas utilizando un
razonamiento deductivo.

A Tales le atribuyen también muchas aplicaciones de la Geometria en la solucion de los
problemas practicos. Cuenta la historia que cuando estaba en Egipto, provocé la admiracién de
todos al calcular la altura de una piramide por medio de sombras.

Lo que llama la atencién en la historia de Tales es la introduccion de elementos muy
sencillos, gracias a los cuales el problema se resuelve de manera casi inmediata. Hay muchos
problemas de medicion que se solucionan en forma similar, es decir introduciendo elementos
auxiliares para reducir el calculo de distancias inaccesibles a la determinacion de elementos de un
triangulo.

Pitagoras, quien naci6 alrededor del afio 572 a.C. en la isla de Samos en Grecia, continuo
el trabajo de sistematizacion de la Geometria sobre bases deductivas iniciado por Tales 50 afios
antes: Parece que Pitagoras viajo extensamente por Egipto y los paises del antiguo Oriente antes
de emigrar , debido a la ocupacién Persa de Jonia, a la ciudad griega de Crotonia, en Italia del sur.
Alli fundo una fraternidad dedicada al estudio de la filosofia, las matematicas y la ciencia.

Durante cerca de 200 afios, Pitagoras, y luego sus discipulos y seguidores, contribuyeron
al desarrollo de las matematicas. Conocieron las propiedades de las paralelas y las utilizaron para
probar que la suma de los angulos interiores de cualquier rectangulo es igual a dos rectos,
desarrollaron una teoria de la proporcién bastante completa, limitada a las cantidades
conmensurables, es decir a las cantidades que estan entre si en la misma razén que dos enteros ,
entre otros resultados.

El desarrollo que los pitagoricos dieron a la geometria condujo a que hubiera cadenas cada
vez mas largas de resultados demostrados a partir de otros resultados . Al aumentar la longitud de
las cadenas de proposiciones conectadas deductivamente entres si- y al unirse varias cadenas para
formar cadenas aiin mas largas-comenzé a vislumbrarse el siguiente gran avance de la matematica
griega, que consiste en la organizacion axiomatica de la geometria.

La Geometria Axiomatica

En algun momento dificil de precisar, entre Tales(600 a.C) y Euclides (300 a.C), surgi6 en
la matematica griega la idea de que la Geometria podia construirse como una larga cadena de



proposiciones, demostradas por deduccion a partir de un nimero muy reducido de principios o
postulados aceptados sin demostracion desde el inicio.

Pero sera incorrecto si no mencionamos algo de Euclides. Naci6 aproximadamente en el
afio 300 a.C., la época del florecimiento de la cultura grecohelenistica, y la recuperacion que hizo
de los conocimientos matematicos preexistentes, asi como sus originales fundamentos
geométricos lo convirtieron en la mayor autoridad de la antigliedad; sin embargo sus teorias
prolongaron su vigencia a las corrientes del pensamiento matematico medievales, renancentistas y
barrocas, y s6lo en tiempos modernos se perfilaron teorias y postulados de geometria no
euclidiana. De la trascendencia de su obra da constancia el hecho de que sus Elementos de
Geometria es uno de los volimenes con mayor nimero de publicaciones a lo largo de la historia.

Uno de los méritos de Euclides fue dar a la geometria estructura cientifica: frente a la
especie configuracion visual (o tactil) que presenta una linea recta, un plano, una circunferencia,
un tridangulo, un cono, ... el entendimiento puede adoptar la actitud de aceptar como datos
elementales los que dan los sentidos, que son potencias vitales sin intimidad y sin actividad,
convertir por una abstraccion tales datos en conceptos, darles la forma de definiciones o
proposiciones basicas y enlazarlos para que tengan forma cientifica, mediante una légica formal.
Tal es la estructura de la geometria euclidiana.

El patrén del método axiomatico se podria resumir de la siguiente manera :

a) Se dan explicaciones sobre ciertos términos basicos: punto, linea, plano.... con la intencion
de sugerir lo que significan.

b) Algunos principios o proposiciones relativos a los términos basicos se enuncian y suponen
verdaderos con base en las propiedades sugeridas por las primeras explicaciones. Estos
principios se llaman axiomas o postulados

¢) Todos los otros términos del discurso se definen a partir de los términos basicos
introducidos al inicio.

d) Todos los demas principios o proposiciones del discurso se demuestran logicamente a
partir de los axiomas o postulados iniciales. A las proposiciones que se demuestran se les
llama teoremas.

Euclides junto con Arquimedes (287-212 a.C) y Apolonio (262-200), quienes le sucedieron,
marcan el apogeo de las matemadticas griegas. Después de ellos, s6lo Diofanto, llamado a
veces el “padre del algebra”, y Pappus, quien vivié 500 afios después de Apolonio y es autor
de numerosos trabajos originales, pudieron darles vida. Podemos decir que, al desaparecer
Pappus, las matematicas dejaron por mucho tiempo de ser un estudio vivo y su memoria se
perpetuo a travez del trabajo de escritores y criticos sin la grandeza de sus antecesores.

Después, la situacion se volvié cada ves mas dificil para el trabajo cientifico y el
pensamiento libre e imaginativo: Durante la Edad Media, el interés por las matematicas decayé en
Europa y los descubrimientos griegos solo se salvaron gracias al trabajo de los eruditos rabes.
Debemos al pueblo y a la civilizacion drabe el haber sabido conservar y transmitir a la posteridad
esta parte de la cultura humana.
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HISTORIA SOBRE EUCLIDES

La historia de la Geometria se remonta a los albores de la humanidad. Los hombres
primitivos poseian de manera intuitiva los conceptos de recta, punto y plano. Ademas, la
naturaleza les ofrecia multiples ejemplos de representaciones Geométricas : el Sol y la Luna eran
representados por medio de circulos, una estrella de mar por un poligono estrellado, y un caracol
cualquiera por una espiral.

Posteriormente, la necesidad que surgi6é de conocer y modificar el mundo que los rodeaba
los obligd a profundizar y relacionar sus ideas, hasta que Euclides, matematico griego, organizo
tal camulo de conocimientos acerca de la Geometria y sentd las bases de lo que hoy en dia se
conoce como Geometria cldsica. Su obra fue tan exitosa que desde hace mas de dos mil afios se
sigue ensefiando, y aunque se han hecho nuevas aportaciones al respecto, desde entonces se le ha
llamado “Geometria Euclidiana”, que sigue siendo uno de los pilares mas solidos para el estudio
de la matematica y su aplicacion en el avance de la ciencia y tecnologia.

La Geometria Euclidiana rama de la matematica que trata acerca del estudio del espacio,
de sus propiedades y de las formas que en el se encuentran. Se supone, que sus iniciadores fueron
los egipcios y que el rey Sesostris dividio las tierras en parcelas cuadrangulares que se repartian
entre sus subditos. Si el Nilo en su crecidas aguas se llevaba una parte de ellas, los agrimensores
evaluaban la parte arrastrada y decidian, seguin lo que quedaba, cuanto debia pagar el duefio de la
parcela por concepto de impuesto.

La aplicacion de los conocimientos geométricos a la medida de la tierra fue la causa de
que se diera a esta parte de la Matematica el nombre de Geometria, que significa “Medida de la
Tierra”

Euclides vivié en Grecia 300 afios antes de Cristo que a su manera respondié preguntas
como: ;Qué tanto es valido suponer como verdadero al resolver un problema?, en la antigiiedad,
la respuesta hubiera sido asi: “Todo aquello que sepamos cierto por experiencia”, pero resulta que
la experiencia es esencialmente subjetiva, asi que la validez de una suposicion dependeria de
quien la hace.

Y con ello Euclides elaboré una teoria Matematica, para elaborar esta teoria, Euclides
enuncio primero un conjunto de definiciones de todos los elementos con los que iba a trabajar, es
decir, definié punto, recta, plano, entre otros. Después enuncio las propiedades mas simples que
relacionan a dichos elementos y finalmente enuncio un conjunto de propiedades generales de la
relacion de igualdad.

Durante todos los siglos posteriores se han hecho diversas criticas a la Teoria Euclidiana,

sin embargo el método Euclidiano , o método fedrico deductivo, sigue siendo valido en el estudio
no sélo de la Geometria si no en general de la matematica.
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El método deductivo o razonamiento deductivo es aquel que procede de lo general a lo
especifico. Con el se comienza siempre con una proposicion general y se aplica a un caso
especifico y cualquier caso del razonamiento deductivo puede reducirse a tres pasos:

= Primero. Una proposicion general

= Segundo .Una proposicion especifica, la cual satisface todas las condiciones de la
proposicion general.

= Tercero. La conclusion

La geometria Euclidiana usa el método deductivo para probar la validez de sus
afirmaciones. Las afirmaciones o proposiciones en la Geometria Euclidiana pueden clasificarse en
: axiomas, postulados, teoremas, lemas, corolarios y definiciones.

También es importante decir que no se puede partir de “la nada” para elaborar algo, asi
que tenemos que suponer algunas propiedades como universalmente verdaderas. Actualmente, a
las propiedades de una teoria que se aceptan a priori se les llama Axiomas.

Ejemplo:
El todo es mayor que cualquiera de sus partes

Los axiomas de una teoria deben tener la caracteristica de ser completos, ser
independientes y ser consistentes; esto quiere decir, que sean capaces de generar todas las
propiedades de los elementos que sean objeto de la teoria; que ninguno de ellos sea susceptible de
ser generado por los demas y que no existan contradicciones entre ellos.

Aunque los axiomas de Euclides no cumplen con la primera de estas condiciones, es decir
no son completos, sirvieron para construir una buena parte de la Geometria que hasta hoy se
estudia y se emplean en diversas disciplinas de la actividad humana.

Euclides partio6 solo de cinco propiedades a las que llamé Postulados.(Que mencionaremos
mas adelante).

Postulado: Es una proposicion tan clara y evidente que se admite sin demostracion.
Ejemplo: El camino mds corto entre dos puntos es la recta que los une
Teorema: Es una proposicion que debe ser demostrada a partir de los axiomas. La demostracién
consta de un conjunto de razonamientos que conducen a la evidencia de la verdad de la
proposicion.

Un teorema consta de dos partes: la hipdtesis y la tesis.
Ejemplo:

Si A, By C son los vértices de un triangulo, entonces dngulo A + dngulo B + dngulo C es
igual a dos rectos.
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Lema: Es un teorema preliminar a otro que se utiliza para demostrar otro teorema mas
importante.

Ejemplo:
La suma de los angulos interiores en cualquier triangulo es de 180

Este teorema sirve de base para demostrar el teorema que dice “ Un angulo exterior de
cualquier triangulo es igual a la suma de los dngulos interiores no adyacentes a el”.

Corolario: Es una proposicion que se deduce de un teorema como consecuencia del mismo.

Ejemplo:
Del teorema “La suma de los dngulo interiores de un triangulo es igual a dos
angulos rectos” se deduce el siguiente corolario:
“La suma de los angulos agudos en el interior de un triangulo rectangulo es igual a un
angulo recto”

Definicién: Es la determinacion clara, exacta y precisa de la naturaleza de una idea o de un
objeto.

Ejemplo:
El triangulo es el inico poligono que tiene igual nimero de lados que de angulos
ademas es el Gnico poligono rigido.

Aunque de Euclides se tienen pocos datos acerca de su vida, se sabe que fue un
matematico griego del(s.II a de C); fundo6 su célebre escuela en Alejandria durante el reinado de
Ptolomeo 1. Qué dedico gran parte de su tiempo a coleccionar y a organizar los teoremas de sus
predecesores y a integrarlos en una obra de trece libros llamada Elementos.

Euclides no fue propiamente un gran innovador, pero tuvo la habilidad de escribir en términos
claros y breves las demostraciones alcanzadas por Tales, Eudoxo y otros sabios de la edad de oro
de la Geometria griega, tales como Democrito, Hipdcrates de Quios y Arquitas. Esta obra maestra
de légica deductiva, en la que se unifican los mejores esfuerzos de esas mentes creadoras, ha
conservado por mas de dos milenios todo su valor y es considerada como la coleccién de
pensamientos mas rigurosamente razonados que se haya escrito.

Enunciemos por tltimo los cinco postulados de Euclides escritos en un lenguaje coloquial :
1. Por dos puntos siempre se puede trazar una recta.
Toda recta es prolongable tanto como se quiera en cualquiera de sus direcciones.
3. Cualquier punto en el plano se puede usar como centro de un circulo ( 0 de un arco de un
circulo) de radio arbitrario.

4. Todos los dngulos rectos son iguales.

El ultimo postulado de Euclides tiene diversos enunciados, todos equivalentes, a saber:
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5,.Dada una recta y un punto fuera de ella, existe una y solo una paralela a la recta dada que
contenga el punto dado.

5,.Los angulos alternos-internos entre paralelas son iguales.

53.Un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de los dos interiores no adyacentes a
él.

54.La suma de los angulos interiores de un triangulo es de180°.

55.Si dos rectas son cortadas por una transversal y de alguno de los lados de ésta la suma de

los 4ngulos interiores con la rectas es menor a dos angulos rectos, entonces, si las rectas se
prolongan suficientemente de ese mismo lado, se habran de intersecar.



CAPITULO 1

Propiedades de las Figuras Geométricas
La palabra geometria se deriva del griego que significa medicion de la tierra y que trata de

las figuras geométricas empleada para la medicion de extensiones. El triangulo el cuadrado y la
circunferencia son ejemplos de figuras geométricas. Figura 1.1

AL O

Figura 1.1

Las figuras geométricas son muy variadas. Una parte de una figura geométrica cualquiera,
es, a su vez, una figura geométrica, por tanto la unién de varias figuras geométricas es igualmente
una figura geométrica.. Por ejemplo en la Figura 1.2(a) consta de un triangulo y tres cuadrados,
mientras que en la figura 1.2.(b) consta de una circunferencia y partes de una circunferencia.

Figura 1.2(a) Figura 1‘2(b.)

Observacién 1.1: Consideremos que toda figura geométrica esta compuesta por puntos.

Punto y Recta

Las figuras geométricas elementales en el plano son el punto y la recta. Para designar los
puntos emplearemos letras mayusculas A, B, C, . . . y las rectas se designaran con letras
minusculas: a, b, c, ... Figura 1.3.
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Figura 1.3

Algunas Propiedades de Puntos y Rectas en el Plano

Sean a y b dos rectas cualesquiera y los puntos A B y C en las rectas de la siguiente
manera. Claramente los puntos A y C se encuentran en la recta a. Y también decimos que los
puntos A y C pertenecen a la recta a o que la recta a pasa por los puntos A 'y C. Figura 1.4.
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Figura 1.4

El punto B se encuentra en la recta b pero no se encuentra en la recta a. El punto C se

encuentra en la recta a y en la recta b. Las rectas a y b se cortan en el punto C, por tanto el punto
C es interseccion de las rectas a y b.

Por lo que se tienen las dos siguientes propiedades:

Propiedad 1.1: Cualquiera que sea la recta, existen puntos que pertenecen a la recta y puntos que
no pertenecen a la recta.

Propiedad 1.2: Cualesquiera que sean dos puntos, existe una recta que pasa por estos puntos, y
s6lo una.” Postulado I de Euclides”.

Cualquier recta puede ser designada con dos puntos que se hallan en esta, es decir, la recta
a de la Figura 4 se asignara por AC y la recta b se puede asignar por BC.

Ya que por dos puntos se puede trazar una Unica recta, dos rectas distintas no se cortan o
se cortan en un punto nico, por lo que se obtiene la propiedad:

Propiedad 1.3 Dos rectas diferentes no se cortan o se cortan en un punto \inico.

Propiedades de la Posicion Reciproca de los Puntos en la Recta y en el Plano

Sea a una recta y A, B y C puntos situados en la misma. (Figura 1.5). El punto B esta
situado entre A y C, haciendo referencia de esto, decimos que los puntos A y C se encuentran a
distintos lados del punto B. También podemos decir que los puntos A y C los separa B. Los
puntos A y B se encuentran a un mismo lado del punto C, no estan separados por el punto C.
Analogamente los puntos B y C estan a un mismo lado del punto A no estan separados por A.

Figura 1.5

Ahora vemos lo siguiente el punto A divide a la recta a en dos partes llamadas
semirrectas. Los puntos B y C se hallan en una misma semirrecta, ya que el punto A no los
separa. Entonces los puntos B y D se encuentran en diferentes semirrectas, por que el punto A los
separa. Figura 1.6



Por lo que el punto A que divide la recta a en semirrectas se le llama punto de origen por
tanto a las semirrectas se les llama complementarias: una semirrecta también es llamada rayo.
Figura 1.6.

Figura 1.6

Observacion 1.2: Una semirrecta se puede también designar con dos puntos: el punto de
origen y otro punto suyo cualquiera con la condicion de que el punto de origen siempre se
colocara en primer lugar, asi el punto A divide a la recta @ en dos semirrectas AB y AD.
(Figura 1.6).

Pero supongamos que los puntos A y B se encuentran en la recta a. (Figura 1.7). Se

entendera por segmento ABa la parte de la recta a cuyos puntos son todos los puntos X de la
recta a situados entre A y B, donde A y B se le llaman extremos del segmento entonces tenemos
las siguientes propiedades.
®
/A

X
B
a
Figura 1.7

Propiedades:

Propiedad 1.4: El segmento AB es una parte de la semirrecta AB, o sea todo punto del segmento
AB es un punto de la semirrecta AB, esto es;

Sea X un punto cualquiera del segmento AB, ademas X esta entre A y B, luego el punto A
no se encuentra entre X y B ya que sélo uno de los tres puntos A, X y B se encuentra entre los
otros dos, por lo que el punto A no separa a los puntos X y B, por lo que el punto X pertenece a la
semirrecta AB y no a su complemento. Figura 1.7.

Por otro lado la recta a divide al plano en dos semiplanos. Los puntos A y B se encuentran
en un mismo semiplano ya que el segmento ABno corta a la recta @ mientras que el segmento
A,B, se encuentran en distintos semiplanos, puesto que el segmento rB,corta alarecta a.

Y, para la notacién de semiplanos ocuparemos letras griegas a, £, ¥,... Figura 1.8.
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Figura 1.8

Ahora por el punto de origen A de la semirrecta AB tracemos una recta a que no pase por
el punto B la recta a y la recta AB se cortan en el punto A y no existen més puntos de
interseccion. Figura 1.9.

N X

A

Figura 1.9

Sea X un punto cualquiera en la semirrecta AB, nos damos cuenta que el segmento BX no
corta a la recta a, el segmento BX podria cortar a la recta a en A, pero el punto A no pertenece al

segmento BX ya que no separa a los punto B y X, puesto que BX no corta a la recta a, en el
mismo semiplano que el punto B, por lo que se tienen las propiedades:

Propiedad 1.5: Si por el punto de origen A de una semirrecta AB se traza una recta a que no
pase por el punto B, toda la semirrecta AB estara en un mismo semiplano respecto a la recta a.

Ya que el segmento AB es una parte de la semirrecta AB se tiene:

Propiedad 1.6: Si por el extremo A del segmento AB se traza una recta a que no pase por el
punto B, todo segmento AB quedara situado en un semiplano respecto a la recta a.

Por lo anterior se deduce que:
Propiedad 1.7: De tres puntos de una recta uno de ellos, y s6lo uno, se halla entre los otros dos.

Propiedad 1.8: Un punto situado en una recta lo divide en dos semirrectas. Los puntos de una
semirrecta no estan separados por el punto de division. Los puntos de diferentes semirrectas estan
separados por este punto.

Propiedad 1.9: Toda recta divide el plano en dos semiplanos. Si los extremos de un segmento
cualquiera pertenecen a un semiplano, el segmento no corta la recta. Si los extremos del segmento
pertenecen a diferentes semiplanos, el segmento corta la recta.



Propiedades Fundamentales de la Medicion de Segmentos y Angulos

Propiedad 1.10: Todo segmento tiene una longitud determinada mayor que cero.

Propiedad 1.11: Si un punto C de la recta AB se encuentra entre los puntos A y B, la longitud del
segmento AB=AC+CB

Definicién 1.1: Se llama dangulo a una figura formada por dos semirrectas con un punto de origen
comun. Este punto se llama vértice del angulo y las semirrectas reciben el nombre de lados del
angulo Figura 1.10.

A}/ﬂ'a
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Figura 1.10

Si los lados de un angulo son semirrectas complementarias de una misma recta, el angulo
se llama llano.

Para designar a un angulo se sefiala su vértice, sus lados, o tres puntos: La palabra angulo
suele sustituirse por Z0O o £0, £(ab), £LAOBen el cuarto caso el vértice se coloca en medio y a

veces se utilizan letras griegas, es decir £La, £f, X0, ... ., (no confundir con los planos).

Propiedades Fundamentales de la Medicion de Angulos

Propiedad 1.12: Todo angulo tiene una medida en grados determinada mayor que cero. El dngulo
llano es igual a 180°.

Propiedad 1.13: Si un recta c parte del vértice de un angulo AOB y sea C un punto sobre la recta
¢, ademas c pasa entre sus lados del £AOB entonces el £AOB es igual a la suma de los angulos
£AOC y £COB. Figura 1.11.
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Figura 1.11

Propiedades Fundamentales de la Construccién de Segmentos y Angulos

Propiedad 1.14: Cualquiera que sea el nimero positivo m, en una semirrecta se puede construir a
partir de su punto de origen un segmento de longitud m (cm) y s6lo uno.



Propiedad 1.15: Cualquiera que sea el numero positivo n menor que 180", se puede construir, a
partir de una semirrecta dada y en el semiplano dado, un dngulo de n grados y sélo uno.

Actividad 1

Construyamos a partir del punto de origen A de la semirrecta AB, un segmento AC menor
que AB la pregunta es: ;Cuél de los puntos A, B y C se encuentra entre los otros dos? Figura 1.12.
Punto A de origen

E segmento

AC <AB
Figura 1.12

Caso 1: El punto A no esta entre C y B ya que C y B se encuentra en la misma semirrecta, cuyo
punto de origen es A.

Caso 2: Si B estuviera entre A y C por propiedad 1.11 AB+BC=AC o sea AB< AC, pero por
hipétesis, es AC < AB, por lo que B no puede estar entre A y C.

Puesto que uno de los puntos se encuentra necesariamente entre los otros dos, este punto debera
ser unicamente el punto C, por lo que concluimos:

Propiedad 1.16: Si en una semirrecta AB se construye, a partir de su origen A, un segmento AC
menor que AB, estard C entre A y B.

Con lo hasta aqui estudiado ya podemos definir lo que es un Tridngulo:

Definicion 1.2: Un tridngulo es una figura de tres puntos no pertenecientes a una misma recta y
de tres segmentos que unen a estos puntos de dos en dos. Los puntos se llaman vértices y los
segmentos lados del tridngulo. Figura 1.13 (a), (b) o (¢).
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Figura 1.13

A veces la palabra “ tridngulo” se sustituye por el simbolo A, esto es, en la Figura
1.13(a) se escribira AACBYy los angulos del A ACB se denotaran por £A, XC y XB

Observacion 1.3:Todo tridngulo, determina tres dngulos. De la Figura 1.13(a) los angulos
del A ACB se denotarian por £A,£C y £B.

Enunciemos tres criterios basicos

Criterio 1.1: Dos segmentos se denominan iguales si tienen la misma longitud.



Criterio 1.2: Dos angulos se llaman iguales si tienen la misma medida angular expresada en
grados.

Criterio 1.3: Dos triangulos ABCy A,B,C, son iguales si se tiene que:

£A=XA, AB=AB,
£B=4£B, y BC=B,
£C=£C, CA=CA,

o en su defecto se ponen marcas sobre los graficos. Figura 1.14.

m B‘fﬁéﬁbcz

Figura 1.14

Criterio 1.4: Si en dos tridngulos ABC y A,B,C, se tiene que
£LA=x£A, AB=AB, y AC=AC,.
los tridngulos son iguales, es decir, también B = £B,, £C=«£C, y BC= B,C;

Propiedades Fundamentales de las Paralelas

En el plano se llaman paralelas a dos rectas que no se cortan, con la particularidad de que
las rectas se consideran prolongadas indefinidamente en ambas direcciones. (Postulado II de
Euclides).

Construccion de Paralelas utilizando Sketch-Pad

En las précticas de dibujo y trazos geométricos el objetivo es que los alumnos se expresen
a través del uso correcto de los instrumentos de dibujo, incluido un lapiz “bien afilado”. No
obstante, es importante que aprendan a describir, verbalmente o por escrito, una figura o los pasos
que se siguen en una construccion. De esta manera podran apropiarse gradualmente del
vocabulario y el lenguaje utilizados en la Geometria y aprendan a utilizarlos correctamente.

Empezaremos con las construcciones de rectas paralelas y/o perpendiculares con ciertas
restricciones pues para el trazado de una carretera, la construccion de puentes, trabes entre otros

puede ser muy util, ademas para las actividades en capitulos de mas adelante damos por conocido
que estos trazos se dominan o al menos ya se tiene la idea.

PRACTICA # 1.1 Trazo de una Paralela con Circulos de Radios Variables

Sea “ r ” una recta dada y un punto P fuera de “r”



Paso 1: Trazamos un circulo c1 con centro en P de tal modo que corte a la recta “r” en los puntos
A y B. (Con la herramienta de circulo nos colocamos en el punto P y abrimos, después marcamos
cl y larecta “r”” y del menit Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 2: Trazamos un circulo ¢2 con centro en B y el punto P. (Marcamos los puntos B y P “en ese
orden” y del menii Construct escogemos Circle By Center and Point).

Paso 3: Trazamos el scgmentoﬁy lo marcamos en negrita. (Seleccionamos los puntos A y B
luego del menu Construct escogemos Segment, asi marcado del meni Display escogemos Line
Style-Thick).

Paso 4: Trazamos un circulo c3 de radio AB y con centro en P. (Marcamos el segmento AB y el
punto P y del meni Construct escogemos Circle By Center and Radius).

Paso 5: A la interseccién de los circulos c2 y ¢3 le llamamos Q “que esta a la altura de P”.
(Marcamos los circulos c2 y ¢3 luego del menu Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 6: Unimos los puntos P y Q. (Marcamos los puntos P y Q luego del ment Construct
escogemos Line).

Porlo que PQ|| AB Figura 1.15.

Numéricamente, si queremos podemos encontrar el valor de la pendiente tanto de PQ como de
“r” y movemos cualquier extremo de la recta AB ;que ocurre con el valor de las pendientes?.

Slope &P = 0.01
Slope BA = 0.01
- e
W A - AC 5

Slope r = 0.01

cl

c3
Figura 1.15

Por lo que se dice que dos rectas son paralelas si sus pendientes’ tienen el mismo valor

* pag. 328[Algebra, Smith]



Practica # 1.2.
Construccién de una paralela a una recta dada “r” y un punto P fuera de la recta con
radios fijos, pero mayor que la distancia del punto Pa “r”.

Paso 1: Trazamos una linea “r” y un punto P fuera de la recta. (Seleccionamos la herramienta de
regla escogemos el tercer icono y trazamos, luego con la herramienta de punto localizamos P, con
la condicién dada)

Paso 2: Trazamos una circunferencia c1 con centro en P de tal modo que corte a “r” en los puntos
A y B. (Seleccionamos la herramienta de circulo nos colocamos en P y abrimos, luego marcamos
cl y la recta “r” y del meni Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 3: Trazamos una linea “t” que pase por el punto A y el punto P cortando al circulo cl en el
punto C. (Seleccionamos los puntos A y P luego del menu Construct escogemos Line, marcamos
cl y larecta “t” y del menu Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 4: Trazamos el segmentoPB. (Seleccionamos los puntos P y B y del mend Construct
escogemos Segment).

Paso 5: Trazamos las circunferencias ¢2 y ¢3 de radio PB y centro en los puntos C y B.
(Marcamos el segmento PB y el punto C y del meni Construct escogemos Circle By Center And

Point, luego marcamos PB y el punto B y del menii Construct escogemos Circle By Center And
Point).

Paso 6: Encontramos el punto Q que es interseccién de las circunferencias c2 y ¢3. (Marcamos c2
y €3 y del meni Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 7: Trazamos una linea que pase por los puntos P y Q. (Seleccionamos los puntos P y Q y del
menu Constuct escogemos Line).
Por lo que la linea PQ es paralela a la recta dada “r” es decir PQ || r Figura 1.16.




Propiedad 1.17: Por todo punto B que no se halla en la recta “a” se puede trazar en el plano no
mas de una paralela a la recta “a”.

Ahora definimos algunos angulos importantes, esto es:

Definicién 1.3: Dos dngulos se llaman adyacentes si tienen un lado comun y sus otros lados son
semirrectas complementarias es decir los angulos ACD y BCD son entonces adyacentes.

Tienen el lado CD comun. Los lados CA y CB son semirrectas complementarias de la
recta AB ya que los puntos A y B estan separados por el punto C de origen. Figura 1.17.

Figura 1.17

Teorema 1.1: La suma de los angulos adyacentes es igual a 180°.

Definicién 1.4: Dos angulos se llaman verticales (opuestos por el vértice) si los lados de un
angulo son semirrectas complementarias de los lados del otro. De la Figura 1.18. Los angulos
ACB y ECD son angulos verticales.

Figura 1.18

Definicién 1.5: Si PA y PB son dos lados consecutivos, entonces el suplemento del angulo BPA
se llama “angulo exterior” correspondiente al vértice P. Figura 1.19.

v

A

Figura 1.19
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Definicién 1.6: Si {a,,a,,4,,...} es un conjunto de rectas y es una recta que intersecta a cada una

de las rectas q,, entonces / se llama “transversal” del conjunto de rectas dadas. Figura 1.20.
ﬂj .
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Figura 1.20

Definicion 1.7: Si dos rectas aybson cortadas por una transversal ¢, en los puntos
X y Y respectivamente. (Formando los angulos £1,£2, X3 y £4) cada uno de estos se llaman
“internos” .

Un par de angulos internos determinados en regiones distintas del plano con respecto a la
transversal ¢ se llaman “alternos-internos”.Asi en la Figura 1.21 £2 y £3 son alternos-internos al

igual que £1y«£4.

>

Figura 1.21

Definicion 1.8: Si £1 y £2 son angulos alternos-internos, y si angulo X1 y £3 son opuestos por
el vértice, entonces los angulos X2 y £3se llaman correspondientes. Figura 1.22.

11



Teorema 1.2: Los angulos verticales son iguales.
Demostracion: Hipotesis £AOD es opuesto por el vértice a £COB
Tesis: £AOD = £COB. Figura 1.23.
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Figura 1.23
Afirmaciones Razones
1.£AOD + £AOC =180° Por ser angulo llano
2.£4A0C + XCOB =180’ Por ser suplementarios
3.£4A0D + £AOC = LAOC+ £COB Igualando 1y 2
4. £A0D = £COB Ley de la cancelacion por igualdad
o

Rectas Perpendiculares

Definicién 1.9: Un 4angulo igual a 90° se llama dngulo recto. Del teorema 1.1 resulta que el
angulo adyacente de un angulo recto es un angulo recto.

Construccion de Perpendiculares Utilizando Sketch-Pad

PRACTICA # 1.3
Trazar una perpendicular a una recta dada “p” desde un punto M
exterior a ella.

Paso 1: Dibujamos una recta “p” y la punteamos. (Con la herramienta de regla escogemos el
tercer icono, después escogemos Line Style- Dashed).

Paso 2: Dibujamos un punto M fuera de “p”. (Con la herramienta de punto damos clic en nuestro
S’ketch).

Paso 3: Construimos una circunferencia cl con centro en M cortando a “p” en los puntos X e Y.

(Seleccionamos la herramienta circulo y nos colocamos en M abrimos de tal modo que corte a “p
luego marcamos “p” y ¢l y del menti Construct escogemos Point At Intersection ).

Paso 4: Trazamos el segmento MX . (Seleccionamos los puntos M y X luego del ment Construct
escogemos Segment).
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Paso 5: Construimos una circunferencia c2 con centro en X y radio MX. (Seleccionamos el punto
Xy el segmento MX luego del ment Construct escogemos Circle By Center and Radius).

Paso 6: Construimos una circunferencia ¢3 de radio MX y centro en Y. (Seleccionamos el punto
Y y el segmento MX luego del menii Construct escogemos Circle By Center and Radius).

Paso 7: Encontramos los puntos de intersecciéon de las circunferencias ¢2 y c3 y les llamamos M
y N. (Marcamos c2 y ¢3 y del meni Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 8: Trazamos el seg,mentom siendo este la perpendicular a “p” desde un punto exterior
M.(Marcamos M y N y del menu Construct escogemos Segment). Figura 1.24.

c1 m XY = 3.62 cm
mXY) _
B e S

./ .

Y mik-20em /| \ mAV=250em
/ <
‘___ ——'-J'O I --C’J. === ‘__.-
\
P\ - |
\ mXa=181em ' | / mQV=181cm /3
-\_. 'o._/ 4 7
Figura 1.24

Por tanto MN L p . Pero ademas se tiene;
Investigacion: Realizar lo siguiente:

Sea Q el punto de interseccién de MN y p (Encontrarlo)

Trazamos el segmento MY
¢ Como seran los triangulos MXQ y MQY?

. Sera MX =MY ?
¢Qué puedes decir del segmento MQ ?
Conclusiones:

Mediatriz: es la recta perpendicular que divide a un segmento en partes
iguales.

Teorema 1.3: Por todo punto de una recta se puede trazar una recta perpendicular a ella y sélo
una.
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PRACTICA # 1.4
Construccion de una perpendicular a una recta dada “p” por un punto
M en la recta.

Sea “p” una recta cualquiera y un punto M en la recta.

Paso 1: Dibujamos una linea “p”. (Seleccionamos de la herramienta de regla el tercer icono y
trazamos).

Paso 2: Marcamos un punto M sobre “p”. (Seleccionamos con la herramienta de punto y
arrastramos colocandonos en “p”).

Paso 3: Construimos una circunferencia c1 con centro en M y radio arbitrario cortando a “p”en
dos puntos y les llamamos X e Y. (Seleccionamos la herramienta de circulo nos colocamos en M
y trazamos, marcamos “p” y ¢l y del memi Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 4: Trazamos el segmento XY y lo ponemos en negrita. (Marcamos los puntos X y Y y del
meni Construct escogemos Segment, luego del menu Display escogemos Line Style-Thick).

Paso 5: Construimos una circunferencia c2 de radioXY y centro en X quitamos la negrita.

(Marcamos el segmento XY y el punto X y del ment Construct escogemos Circle By Center And
Radius).

Paso 6: Construimos una circunferencia c3 de radio XY y centro en Y.(Marcamos el segmento
XY y el punto Y y del meni Construct escogemos Circle By Center And Radius).

Paso 7: Encontramos los puntos de interseccion de las circunferencias c2 y c3 y les llamamos P y
Q. (Marcamos c2 y ¢3 y del meni Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 8: Unimos P y Q siendo esta la perpendicular a “p” y que pasa por el punto M. (Marcamos
los puntos P y Q luego del menu Construct escogemos Segment). Figura 1.25

Por tanto PQ L p
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Clasificacion de Angulos
Por lo regular también a los angulos los denotaremos con letras griegas es decir: «, 3,7....
1.1 Angulo de cero grados: Figura 1.26.

>

Figura 1.26 angulo de 0°

1.2. Angulo périgono: S =360°  Figura 1.27.

A
o
Figura 1.27

1.3. Angulo agudo:  0° <6 <90° Figura 1.28.

-

Figura 1.28

1.4.Angulo obtuso: 90° < ¢ <180° Figura 1.29.

N

Figura 1.29

1.5.Angulo entrante: 180° <7 <360° Figura 1.30.

Figura 1.30
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Construccion de Triangulos:

1.1) Con regla y compas construyase un triangulo de longitud 2 cm y otro de longitud 1
cm. Figuras 1.31(a) , (b).

A
1
2 A \?
T :
Figura 1.31(a) 1.31(b)

Si dibujamos como base de 1 cm se tendréan estos y muchos mas Figura 1.32.

Figura 1.32

Es decir, si abrimos nuestro compas de 1 cm de longitud y trazamos una circunferencia, después
trazamos un segmento de longitud 2 y observemos que hemos encontrado una infinidad de

triangulos. Figura 1.33.
O

Figura 1.33

Esto es, si fijamos un lado y sobre uno de sus extremos giramos al otro lado podemos tener tantos

triangulos como queramos, y no dependiendo de las longitudes que se den. Figura 1.34.
jo)

27

L

F———0—0—0—0

3

Figura 1.34
Por lo que tenemos:

0 Si conocemos las longitudes de dos lados, podemos construir una infinidad de tridnguloes.

16



1.2) Ahora construyamos un triangulo de longitud 3 cm pero de modo que uno de los
angulos adyacentes a ese lado mida 60°. Figura 1.35.

60

3 cm
Figura 1.35

¢ Es decir; Si conocemos la longitud de uno de los lados y un dngulo adyacente a ese lado,
podemos construir una infinidad de tridngulos.

1.3) ;Cuantos triangulos se podra construir si se dan dos lados y el angulo que forman?
Un tnico triangulo, esto es:

Construir un tridngulo de lados 2 cm y 3 cm respectivamente y que el angulo que se
forman entre ellos es de 45°. Figura 1.36(a) y (b).

3 > 2
3
2
(a) (b)

Figura 1.36

Pero, al parecer es el mismo, se puede comprobar si se recortan y se superponen, es decir
colocandolo uno sobre el otro, si coinciden es que son el mismo tridngulo, sélo en que distintas
“posiciones” por lo que se dira que son congruentes.

Por lo que se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.10: Dos tridngulos, dos segmentos, dos 4ngulos o dos objetos cualesquiera se dira
que son congruentes si al superponerlos uno con el otro tienen la misma forma y tamafio.

Definicién 1.11: Dos dngulos son congruentes si tienen la misma medida angular.

Definicién 1.12: Dos segmentos son congruentes si miden lo mismo.

O Es decir si conocemos dos lados y el dngulo que forman, podemos construir un tnico
triangulo

1.4) Pero si se da un lado y los dos dngulos adyacentes a él, por ejemplo de longitud 3 cm
y angulos de 30 y 45 grados. Figura 1.37.
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, A a5

3
Figura 1.37

Observacién 1.4: con dos angulos de 90 grados no cerraria para formar el triangulo.
Figura 1.38.

3
Figura 1.38

O Por tanto si conocemos la longitud de un lado y los dos angulos adyacentes a ese lado, y la
suma de estos angulos es menor que 180 grados, entonces pedemos construir un unico
triangulo.

1.5) Pero si se conocen los tres lados (longitudes) de un tridngulo ;cuantos se podran

construir?
iUNO!, es decir;

0 Si conocemos las longitudes de los tres lados, y estas longitudes satisfacen que la suma de
cualesquiera dos lados debe ser mayor que la del otro lado, entonces se podra construir un
unico triangulo.

En los renglones anteriores se podra nombrar como la desigualdad del triangulo que dice;
para trazar un tridngulo es necesario que la suma de las longitudes de cualesquiera dos lados sea
mayor que la longitud del tercer lado.

Por tanto resumiendo lo anterior se tiene la tabla 1.1

Datos Nimero de Triangulos que
se pueden construir

Dos lados Al menos uno

Un lado y uno de los Al menos uno
@gulos adyacentes

Dos lados y el angulo S6lo un tridngulo
que forman

Un lado y los dos Soélo un triangulo
angulos adyacentes

Los tres lados Sélo un triangulo

Tabla 1.1
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Criterios de Congruencia

*) Si dos triangulos tienen dos lados iguales y el angulo formado por esos lados es igual, los
triangulos son congruentes. Y se abrevia LAL (lado-angulo-lado). Figura 1.39.

B B'
. sl
/
A ) C 1,;5.}( c
Figura 1.39
Si AB=AB'
£A = XA =AABC =zAAB'C'
AC=AC

**) Si dos triangulos tienen un lado igual y los dngulos adyacentes a ese lado son iguales, los
triangulos son congruentes, y se abrevia ALA (4ngulo—lado-angulo). Figura 1.40.

B B'
A
A(/J >¥JC A C'
Figura 1.40
Si XA=4A'
AC=A'C' = AABC=AABC'
£C= £C'

***) Si dos tridngulos tiene sus tres lados iguales entonces estos son congruentes y por lo regular
se abrevia LLL (lado-lado-lado. Figura 1.41.

5 A
Figura 1.41
Si AB=AB'
BC=BC'  =AABC=AABC
CAZCA
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Clasificacion de Triangulos
Segun sus lados los triangulos se clasifican en:

» Equilatero: Cuando todos sus lados son iguales es decir
AB=BC=CA ademas £A=4«B=«C.Figural.42.
A

o)
Bf_{\'— = >\} C

Figura 1.42
e Isésceles: Un triangulo es isosceles si tiene dos lados iguales. Estos lados se llaman

laterales y el tercer lados se llama base del tridngulo. Es decir AB=CB, AB#AC.
Ademas £A = £C, £C# £By £A # £B .Figura 1.43.
A

A c
B
Figura 1.43

Por lo que se tiene el siguiente teorema

Teorema 1.4: En un tridngulo isésceles los angulos de la base son iguales o sea si AC=BC enel
AABC setiene que £A=4AB.

e [Escaleno: Es aquel que tiene sus tres lados diferentes. Es decir

AB # BC # CA ademas £A # £B# £C. Figura 1.44.
A

B%
C
Figura 1.44
Segun sus angulos los triangulos se clasifican en:
e Tridngulo rectingulo: Se llama tridngulo rectangulo aquel que tiene un dngulo de 90°.

Puesto que todo triangulo tiene dos angulos agudos, en un tridangulo rectdngulo s6lo un
angulo es recto. Los otros dos son agudos. Figura 1.45.
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C

O\._\ cateto
cateto Yy
s “B
a hipotenusa
Figura 1.45

Los lados del triangulo rectangulo tienen denominaciones especiales. A saber, el lado opuesto

al angulo recto se llama hipotenusa. Los otros dos lados se llaman catetos. Los angulos opuestos
a los catetos son agudos.

Observacién 1.5: Si AB >BC en un tridngulo ABC, el £C es mayor que el <A .

En otras palabras: Al lado mayor de un tridngulo se opone el angulo mayor y a
mayor angulo se opone el mayor lado.

Por observacion anterior se deduce que en cualquier tridngulo a mayor angulo se opone mayor

lado, en el tridngulo rectangulo la hipotenusa es mayor que cualquiera de los catetos, por lo que la
suma de los catetos es mayor que la hipotenusa.

e Triangulo acutingulo: Es aquel que tiene sus tres 4angulos menores que 90°. Figura 1.46.

P
Gt /
.-/

Figura 1.46
e Tridngulo obtusiangulo: Es aquel que tiene un 4ngulo mayor de 90°. Figura 1.47.

mZABC =120°

Figura 1.47
Teorema 1.5: La suma de dos angulos cualesquiera de un triangulo es menor que 180°

Definicién 1.13: En un triangulo ABC se llama angulo exterior del vértice en A, al que es
adyacente del angulo de este mismo vértice en el tridngulo.

Para no confundir el angulo del vértice en A del tridngulo con el angulo exterior del
mismo vértice, el primero se le llama interior. Figura 1.48.

C
Angulo
Angul
\Am i
B A b

Figura 1.48
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Teorema 1.6: Todo angulo exterior del tridngulo es mayor que cualquier angulo interior no
adyacente de este. £D > £B, £D > £C. Figura 1.49.

Figura 1.49

Teorema 1.7: La suma de los angulos interiores de un triangulo es igual a 180°. Figura 1.50

Figura 1.50

Demostracion:

Hipétesis: £A,£B y £C son angulos interiores de un tridngulo
Tesis: £A+£B+ £C =180°

Razonamiento:

Afirmaciones Razones

1.MN I AB Construccién

2.4m+ £n+ £C =180’ Forman un angulo Ilano
3.4m=4A, £n=4%B Son alternos-internos

4. .. AA+AB+£C=180° Sustituyendo3en 2

o
En algin capitulo de mas adelante se ocuparé este resultado.
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CAPITULO 2
POLIGONOS

Muchos objetos naturales y construidos por el hombre tienen forma de poligonos. Vemos
poligonos en nuestros edificios, las ventanas, el azulejo de nuestros pisos y paredes, la bandera y
nuestros lapices comunes. Muchos copos de nieve vistos a través de un microscopio se

reconocerian como poligonos. La seccion recta de un panal de abejas es un poligono entre muchos
mas.

Definicién 2.1: Un conjunto de segmentos A A,,A,A,,...A A, se llama cominmente linea
quebrada en el caso en que A, coincida con A, la linea quebrada se llamara poligono, siendo

cada uno de los segmentos mencionados un lado del poligono. Los puntos A, A,,A,,...,A dela
linea quebrada se llaman vértices del poligono.

Definicién 2.2: Los lados adyacentes del poligono son aquellos pares de lados que comparten un
vértice.

Definicién 2.3: Se dice que dos vértices son adyacentes si son extremos del mismo lado.

Definicién 2.4: Dos angulos de un poligono son agudos adyacentes si sus vértices son adyacentes.
Definicion 2.5: Si se prolongan cada uno de los lados de un poligono y las prolongaciones no
intersectan a otro lado, el poligono es convexo o ¢l poligono sera convexo si se encuentra en un

mismo semiplano respecto a la recta que contiene cualquiera de sus lados. Las Figuras 2.1.(a), (b),
(¢), (d), (e) ilustran poligonos convexos y la 2.1(f) representa un poligono que no es convexo.

) Figura 2.1
CLASES DE POLIGONOS

Un poligono puede nombrarse de acuerdo con el nimero de sus lados. El subconjunto”
mas fundamental del conjunto’ de los poligonos es aquel que tiene el menor niimero de lados, el
conjunto de los tridngulos. Todo poligono de mas de tres lados puede subdividirse, mediante el
trazo de segmentos apropiados, en un conjunto de triangulos distintos.

* pag A-1 [Smith]
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Definicién 2.6: Un poligono es un cuadrilatero si y solo si tiene cuatro lados; es un pentagono si y
solo si tiene cinco lados; un hexagono si y sélo si tiene seis lados; un octagono si y sélo si tiene
ocho lados; un decagono si y solo si tiene diez lados; y un n-agono si tiene n-lados.

Definicion 2.7: Un poligono es equilatero si y solo si sus lados son congruentes.

Definicién 2.8: Un poligono es equiangulo si y sdlo si tiene sus angulos congruentes.

Definicion 2.9: Un poligono es regular si y sélo si, es equilatero asi como equiangulo.

Definicion 2.10: La suma de las medidas de los lados de un poligono se llama perimetro del
poligono y siempre sera un niumero positivo.

Definicion 2.11: El lado sobre el cual parece que el poligono descansa se llama base del
poligono.

Definicién 2.12: Un angulo externo de un poligono es un angulo que es adyacente y
suplementario a un angulo del poligono. Figura 2.2

Ax y £y son externos

Figura 2.2
Otra Definicion de Cuadrilatero

Definicién 2.13: Recibe el nombre de cuadrilatero un figura ABCD formada por cuatro puntos A,
B, C y D, que de tres en tres no se encuentran en una misma recta, y por cuatro segmentos

AB,BC,CD y AD que unen estos puntos. Figura 2.3.
D

B

A

Figura 2.3
Definicién 2.14: Los puntos A, B, C y D se llaman vértices del cuadrilatero y los segmentos

AB,BC,CD y AD son sus lados.
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Definicion 2.15: Los vértices A y C y los vértices B y D se denominan vértices opuestos. Los
lados AB y DC y los lados BCy AD se llaman lados opuestos. Figura 2.4

Definiciéon 2.16: Los segmentos que unen los vértices opuestos del cuadrilatero se denominan
diagonales.

Teorema 2.1: Las diagonales del cuadrilatero convexo se cortan.

Teorema 2.2: La suma de los angulos del cuadrilatero convexo es igual a 360° .

PARALELOGRAMOS

Definiciéon 2.17: El paralelogramo es un cuadrilatero en el que los lados opuestos son paralelos,
es decir, se hallan en rectas paralelas. Figura 2.4

Observacion 2.1: El paralelogramo es un cuadrilatero convexo

B C

N
('\— 1_(

—

Figura 2.4
Teorema 2.3: Los lados opuestos y los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales.

Teorema 2.4: Las diagonales del paralelogramo se cortan en el punto medio de ambas.

Teorema 2.5: Si dos lados opuestos de un cuadrildtero convexo son paralelos e iguales, el
cuadrilatero es un paralelogramo

Teorema 2.6: En todo paralelogramo los lados opuestos son congruentes y reciprocamente, en un
cuadrilatero cada lado es congruente a su opuesto entonces el cuadrilatero es un paralelogramo.

RECTANGULO. ROMBO. CUADRADO

Definicién 2.18: Un rectdngulo es un paralelogramo que tiene sus cuatro angulos rectos.

Teorema 2.7: Todo rectangulo es un paralelogramo ademas las diagonales del rectangulo son
iguales. Figura 2.5
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O
A D
Figura 2.5

Definicion 2.19: El rombo es un paralelogramo con todos los lados iguales.

Teorema 2.8: Las diagonales del rombo se cortan en un angulo recto. Figura 2.6

Figura 2.6

Observacion 2.2:El cuadrado es un rectangulo con todos los lados congruentes. El
cuadrado es también un rombo y, por ello, posee las propiedades de rectangulo y
rombo.

TRAPECIOS

Se trata de una practica un “poco” laboriosa pues recordemos que este soft-ware no traza
arcos por lo que los sustituimos por circunferencias pero resulta bastante creativa pues el alumno
desarrolla una mayor habilidad, ademas conoce mas herramientas del Geometer’s .

PRACTICA # 2.1

Construccion de un trapecio isosceles conociendo las longitudes de sus lados paralelos y una
diagonal.

Sean “a” y “b” las longitudes de los lados paralelos, sea “d” la diagonal dada y una linea auxiliar

(19 4}

p

Paso 1: Trazamos una linea “p” y la punteamos. (Con la herramienta de regla escogemos tercer
icono y dibujamos luego del menu Display escogemos Line style-Dashed).
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Paso 2: Localizo un punto A sobre la linea “p”. (Con la herramienta de punto nos colocamos
sobre “p” y trazamos).

Paso 3: Trazo una circunferencia cl con centro en A y de radio “a”-la recta dada. (Marco el
punto A y la recta dada “a” y del menu Construct escogemos Circle By Center And Radius).

Paso 4: Encuentro B que es una de las intersecciones de cl y la linea “p”. (Marco cl y “p” luego
del ment Construct escogemos Point At Intersection).

PasoS5: Trazo una circunferencia c¢2 con centro en A y radio “b”-la recta dada”. (Marco el punto
Ay “b” luego del ment Construct escogemos Circle By Center And Radius).

Paso 6: Encuentro el punto P que es interseccién de cl y “p”. (Marco cl y “p” luego del menu
Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 7: Trazo el segmento PB y lo pongo en negrita. (Marco los puntos P y B y del menu
Construct escogemos Segment luego del menu Display escogemos Line Style-Thick).

Paso 8: Encuentro el punto medio del segmento PB y le llamo E. (Marco PB y del menu
Construct escogemos Point At Midpoint).

Paso 9: Trazo la mediatriz del segmento PB y le llamo “k” y la punteo. (Marco el punto E y PB
luego del menu Construct escogemos Perpendicular Line, del ment Display escogemos Line
Style-Dashed).

Paso 10: Trazo una circunferencia c3 con centro en A y radio d. (Marco el punto A y “d”-la recta
dada y del ment Construct escogemos Circle By Center and Radius).

Paso 11: Encuentro el punto C que es intersecciéon de ¢3 y “q”. (Marco ¢3 y “q” luego del menu
Construct escogemos Point at Intersection).

Paso 12: Trazo el segmento PC. (Marco el punto P y C luego del menti Construct escogemos
Segment).

Ocultamos las circunferencias cl, ¢2 y ¢3. (Marco cl, c2 y ¢3 luego del menu Display escogemos
Hide Circles).

Paso 13: Trazo una circunferencia c4 con centro en A y de radio PC. (Marco Ay PC luego del
ment Construct escogemos Circle By Center And Radius).

Paso 14: Trazo el segmento AP y lo ponemos en negrita. (Marco A y P luego del ment Construct
escogemos Segment asi marcado escogemos Line Style-Thick).

Paso 15: Trazo una circunferencia c5 con centro en C y radio AP. (Marco C y AP luego del
menu Construct escogemos circle By Center And Point).

27



Paso 16: Encuentro el punto D que es interseccion de c4 y c5 que esta a la altura del punto C.
(Marco ¢4 y c5 luego del meni Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 17: Unimos los puntos A, D, C y B. (Marco los puntos A, D, C y B luego del menid Display
escogemos Segment). Figura 2.7

Investigacion:
(El segmento AB=  ?
(b= ?
(El segmento AC= ?

Comprobemos numéricamente utilizando el menu Length es decir marquemos los lados del
trapecio asi como su diagonal.

a=545cm  MBA=545cm

a
o— o]

b=185cm MDC=185cm

O O
d=4.39cm
mAC =4.39 cm
- . e ey o —Or >
P
Slope DC =0.00

c4 . -
P Slope BA =0.00

Figura 2.7
Definicién 2.20: El trapecio es un cuadrilatero convexo que tiene paralelos solo los lados

opuestos. Estos lados paralelos se llaman bases del trapecio. (superior e inferior)Los otros lados
se denominan /aterales. Figura 2.8
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Definicién 2.21: Un trapecio de laterales iguales se llama isdsceles. Figura 2.8 AD =BC o
como el que se construyo en la practica anterior.

A

0
Iady - lado

D Base inferior

Base superior

Figura 2.8

Definicién 2.22: Un trapecio es un rectangulo cuando uno de sus lados no paralelos es
perpendicular a los otros dos. Figura 2.9

XDesrecto ADLDC y DC| AB

Figura 2.9

Definicién 2.23: La altura de un trapecio es un segmento que es perpendicular a una de las bases.
Figura 2.10.

AE L DC donde AE es altura.

A
A, B
D/:;_ - c
\
Figura 2.10

Division de un Segmento en Partes Iguales

En las siguientes practicas aprenderemos a dividir un segmento en partes iguales, deduciremos los
criterios de Semejanza de Triangulos y en general de poligonos semejantes asi como
Aplicaciones de la semejanza (Concepto de Homotecia mencionando el Teorema De la
Proporcionalidad y la solucién de una ecuacién con regla y compas.
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PRACTICA #2.2

(1]

Paso 1: Trazar dos rayos “r” y “p” que partan de un mismo punto A. (Con la herramienta de regla
escogemos la ventana de rayo y trazamos).

Paso 2: Trazamos un circulo cl de radio arbitrario con centro en A. (Con la herramienta de circulo
nos colocamos en A y abrimos).

Paso 3: Intersectamos cl y el rayo “r” y al punto de interseccion le llamamos B. (Marcamos cl y
“r”’ y del ment Construct escogemos Poin At Intersection).

Paso 4: Trazamos un circulo ¢2 con el mismo radio que cl pero con centro en el punto B.
(Marcamos B y A “en ese orden”y del menu Construct escogemos Circle By Center And Point).

Paso 5: Intersectamos c2 y el rayo “ r” y al punto de interseccion le llamamos C. (Marcamos c2 y
“r” y del ment Construct escogemos Poin At Intersection).

Paso 6: Trazamos un circulo ¢3 con centro en los puntos C y B. (Marcamos los puntos C y B
luego del ment Construct escogemos Circle By Center And Point).

Paso 7: Trazamos los circulos ¢4, ¢5 y encontramos los puntos D, E y F. (Hacerlo).

Paso 8: Ocultamos cl, c2, ¢3, ¢4 y ¢5. (Marcamos los circulos cl, ¢2, c3,c4 y ¢5 y del mend
Display escogemos Hide Circles).

Ahora hagamos algo semejante pero sobre el rayo “p” esto es;

Paso 9: Trazamos un circulo c6 de radio diferente que cl y centro en A.(Con la herramienta de
circulo nos colocamos en A y abrimos).

Paso 10: A la interseccidon de c6 con el rayo “p” le llamamos O. (Marcamos cl y el rayo “p”
luego del menu Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 11: Trazamos un circulo ¢7 del mismo radio que cl pero centro en O. (Marcamos O y A
luego del menti Construct escogemos Circle By Center And Point).

Paso 12: Encontramos el punto P que es interseccion de c7 y el rayo “p”. (Marcamos c7 y
“p”’luego del ment Construct escogemos Point At intersection).

Paso 13: Trazamos c8, ¢9, c10 y encontramos los puntos Q, R y S. (Hacerlo como ejercicio).

Paso 14: Ocultamos c6, c¢7, ¢8, ¢9 y c10. ( Marcamos ¢6, c7, c8, ¢9 y c10 luego del ment Display
escogemos Hide Circles).

Paso 15: Unimos B con O, C con P, D con Q, E con R, y F con S. (Marcamos el punto O y P
luego del menu Construct escogemos Segment y asi sucesivamente).Figura 2.11.
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Figura 2.11

IVESTIGACION:
. Son paralelas entre si las lineas que obtuviste?
;Son paralelas al lado FS del tridngulo?
Repetir este experimento con otras lineas, otro nimero de partes y otras magnitudes?
(Llegas a las mismas conclusiones?
(Hacer los calculos numéricamente? Con la herramienta de Measure-Slope
En efecto:
Si dos lados de un tridngulo estin divididos en el mismo nimero de segmentos iguales, las
rectas que unen a cada par de puntos correspondientes de la division, son paralelas y estin a
la misma distancia entre si. Ademas son paralelas al tercer lado del tridngulo.
PRACTICA #2.3
DIVIDIR UN SEGMENTO EN PARTES IGUALES

Paso 1: Trazamos un segmento con extremos O y Q y los punteamos. (Con la herramienta de
regla trazamos asi marcado escogemos Display Line Style-Dashed).

Paso 2: Trazamos un rayo”p” partiendo del punto O. (Con la herramienta de regla nos colocamos
en O y trazamos).
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Paso 3: Sobre el rayo “p” marcamos 5 segmentos de la misma longitud y a los puntos les
llamamos A, B, C, D y E. ( esto es como la prictica # 2.2) .

Paso 4: Ocultamos los circulos cl, ¢2, ¢3, ¢4 y ¢5. (Marcamos los circulos cl, ¢2, ¢3, ¢4 y ¢5
luego del menu Display escogemos Hide Circles).

Paso 5: Unimos E con Q. (Marcamos los puntos E y Q luego del meni Construct escogemos
Segment).

Paso 6: Trazamos “ r”’ que es paralela al segmento I—-E_Qh y que pase por el punto D. (Marcamos
EQy D luego del menii Construct escogemos Parallel Line).

Paso 7: Intersectamos la paralela “r” con el segmento OQ y le llamamos D’. (Marcamos “ 1” y
0OQ Iluego del menui Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 8: Trazamos “s” que es paralela al segmento E(j y que pasa por el punto C. (Marcamos E
y C luego del menu Construct escogemos Parallel Line).

Paso 9: Intersectamos la paralela “s” y el segmento OQYy le llamamos C’. (Marcamos “ s” y 0Q
luego del menu Construct escogemos Poin At Intersection).

Paso 10: Trazamos las paralelas “ t ” y “ u ” que pasan por los puntos B y A y que cortan al

segmento O_Q en los puntos B’ y A’ respectivamente. ( Hacer los mismo que los pasos 7y 8
pero siguiendo Ia secuencia) Figura 2.12

b [ 3 3
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INVESTIGACION:

¢Miden lo mismo los segmentos OA',AB,B'C,CD), D'Q?

Repite el experimento anterior con un segmento 0Q de diferente longitud y sefialando sobre la
nueva linea 7 segmentos de la misma longitud.

(Quedo el segmento m dividido en 7 partes iguales?

(Podrias usar este método para dividir un segmento’en el numero de partes iguales que ti quieras?
Teorema 2.9: Si una recta es paralela a uno de los lados de un triangulo, entonces corta a los otros

dos en segmentos proporcionales y reciprocamente, si una recta divide dos de los lados de un
triangulo en partes proporcionales, entonces es paralela al tercer lado.

FIGURAS A ESCALA
PRACTICA # 2.4

Paso 1: Trazamos un tridngulo cualquiera con vértices A, By C. (Marcamos tres puntos A, By
C luego con el menu Construct escogemos Segment).

Paso 2: Encontramos los puntos D, E y F que son puntos medios de los lados AB,BC y AC.
(Marcamos los lados y del ment Construct escogemos Point At Mide Point).

Paso 3: Unimos los puntos medios. (Marcamos E , D y F luego del menu Construct escogemos
Segment).Figura 2.13.

Figura 2.13

Copia tres veces mas la Figura 2.13

Paso 4: En la primera marca en rojo los segmentos AD, DE, EF y FA . (Marcamos A, D, Ey F

luego del menu Construct escogemos Segment y del menu Display escogemos Line Style
Thick).Figura 2.14 (a).

Paso 5: En la segunda marca en azul los segmentos DB, BE, EF y FD. (Marcamos D, B, E y F

luego del ment Construct escogemos Segment y del ment Display escogemos Line Style-Thick).
Figura 2.14 (b).
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Paso 6: En la tercera marca en color verde los segmentos DE,EC,CF y FD. (Marcamos D, E,Cy

F luego del menu Construct escogemos Segment y del menu Display escogemos Line Style.
Thick). Figura.2.14 (¢)

A O A A
@, Q
F
o N ct- - /
@ (b) (©)
Figura 2.14
INVESTIGACION:

. Como son estas figuras? ;Sus lados opuestos son paralelos? ;Por qué?

Si; las tres figuras son paralelogramos y por tanto sus lados opuestos son paralelos y miden lo
mismo

Observacion 2.3:

En el paralelogramo de color rojo esta dividido en los tridngulos ADF y DEF
{Seran congruentes estos triangulos? En las otras dos figuras:

¢ Seran congruentes los triangulos en los que esta dividido el paralelogramo?

(Son congruentes los cuatro triangulos en los que esta dividido el triangulo original?
La conclusion es que los cuatro tridngulos son congruentes

1 1 1
AF =—AC,AD=—AB,CE=—CB
2 2 2

Es decir cada uno de los tridngulos pequeiios es una copia a escala del tridngulo
original.

Por tanto dos figuras estian a escala si sus lados correspondientes guarda la misma razoén .

PRACTICA #2.5

Siguiendo la construccion de las practicas 2.2 y 2.3 se hace lo siguiente:

Vamos a dividir un rayo “p” en siete partes iguales y un rayo “r” en siete partes iguales pero de
diferente longitud a las anteriores: Figura 2.15
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Figura 2.15
Este algoritmo se dejard como ejercicio para el estudiante pasemos directo a la investigacion:

INVESTIGACION:

¢, Qué nimero obtienes si divides el nimero de partes de AB entre el nimero de partes de AP ?
;Qué nimeros obtienes si divides el nimero de partes de AC entre el de AQ ?

Ahora mide la longitud del segmento BC y la longitud del segmentoPQ y divide la primera entre
la segunda ;qué niimero obtienes? ;Es parecido al de las divisiones anteriores?

Repite esta actividad dibujando otras rectas y marcando en ellas el nimero de puntos que ti
quieras (el mismo en cada recta) ;Qué conclusién obtienes?

Con este procedimiento puedes construir tridangulos a escala. En esta practica, los tridngulos APQ
y ABC estén a escala y la razén entre sus lados es 3 : 7

Cuando dos tridngulos estan a escala, decimos que son semejantes, y la razon entre sus lados es
la razén de semejanza entre los tridngulos.

Como el caso de la congruencia, hay varias formas de ver si dos tridngulos son semejantes. En
esta practica, comparaste las longitudes de los lados y viste que eran proporcionales:

E — ——
AB AC BC 7
La comparacién de los lados nos da un criterio de semejanza:

Dos triangulos son semejantes si podemos asociar los lados de uno de los tridingulos con los
del segundo, de modo que los lados correspondientes sean proporcionales.
Y que normalmente ocupamos la notacién LLL.
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PRACTICA #2.6
En esta practica se estudiara el segundo criterio de Semejanza de triangulos

Regresemos al triangulo de la Figura 2.13 o Practica # 2.4
Comparemos ahora los angulos:

¢ Podrias hacer coincidir cada vértice de uno de los triangulos pequefios con un vértice de
un triangulo grande?

Con la herramienta de Angle encontremos las medidas de cada angulo de los triangulos de la
Figura 2.13; estos son algunos angulos que son iguales:

£EDF=4£ACB , XDBE=xXABC y x«DEF=xXBAC entre otros.

O puedes copiar en una hoja de papel uno de los tridngulos pequefios y recortalo (puedes calcarlo
de la Figura). Sobreponiéndolo en el tridngulo grande, comprueba que tiene angulos iguales. Por
lo que otra forma de caracterizar a los tridngulos semejantes es:

Dos tridngulos son semejantes si sus angulos correspondientes son iguales

En el desarrollo de las practicas anteriores establecimos dos criterios para determinar si dos
tridngulos son semejantes: un criterio es que sus lados correspondientes estén en la misma razon y
el otro es que sus angulos correspondientes sean iguales.

En resumen: Para saber si dos tridngulos son semejantes basta verificar uno de los dos criterios ,
ya que si los lados correspondientes son proporcionales, los angulos correspondientes
forzosamente son iguales. Y reciprocamente, si los dngulos correspondientes son iguales, los
lados correspondientes son proporcionales.

En general: Para que dos poligonos sean semejantes se requiere que sus lados

correspondientes estén en la misma razén y que sus dngulos correspondientes sean
iguales

PRACTICA #2.7
APLICACIONES DE LA SEMEJANZA. (PUNTO DE HOMOTECIA)

Paso 1: Localizamos tres puntos A, B y C no alineados. (Con la herramienta de punto marcamos
A,ByC).

Paso 2: Unimos los puntos A, B y C. (Marcamos los puntos A, B y C luego del menu Construct
escogemos Segment).

Paso 3: Localizamos un punto O fuera del tridngulo ABC. (Con la herramienta de punto
marcamos O).
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Paso 4: Trazamos una linea que pase por los puntos A y O. (Del menu de regla escogemos el
tercer icono marcamos A y O luego escogemos Line)

Paso 5: Trazamos una linea que pase por los puntos B y O. (Marcamos B y O luego del mend
Construct escogemos Line).

Paso 6: Trazamos una linea que pase por los puntos C y O. (Marcamos C y O luego del menu
Construct escogemos Line).

Paso 7: Trazamos una circunferencia cl con centro en O y con el punto A de radio OA.
(Marcamos el punto A y O “en ese orden” luego del menu Construct escogemos Circle By Center
And Point).

Paso 8: Encontramos el punto A’ que es interseccién de clcon la linea OA. (Marcamos OA y cl
luego del ment Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 9: Trazamos una circunferencia c2 con centro en B y el punto O. (Marcamos el punto B y O
luego del menu Construct escogemos Circle By Center And Point).

Paso 10: Encontramos el punto B’ que es interseccion de ¢2 con la linea OB. (Marcamos OB y c2
luego del menu Construct escogemos Point At intersection).

Paso 11: Trazamos una circunferencia c3 con centro en C y el punto O. (Marcamos el punto C y
O luego del meni Construct escogemos Circle By Center And Point).

Paso 12: Encontramos C’ que es interseccion de c3 con la linea OC. (Marcamos ¢3 y OC luego
del menu Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 13: Ocultamos cl, ¢2, ¢3. (Marcamos cl, c2,c3 y del menu Display escogemos Hide
Circles).

" Paso 14: Unimos los puntos A’, B’ y C’. (Marcamos los puntos A’,B’ y C’ luego del meni
Construct Segment). Figura 2.16

'Y

Figura2.16
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INVESTIGACION:

¢Existe alguna relacion entre el AABC y el AAB'C'? ;Son semejantes estos triangulos?;Por
que?

Repite la construccion de esta actividad, pero ahora triplicando estas longitudes OA, OB y OC
¢, Como son los tridangulos que construiste?

¢ Como verificaste que los tridngulos son semejantes? Una forma es midiendo sus lados o sus
angulos, pero ;, se puede estar seguro que estas medidas son precisas?

Una de las caracteristicas mas importantes de la Geometria es que da argumentos de caracter
general. Es decir puedes afirmar que todos los triangulos que obtengas con esta construccion
seran semejantes al original.

Veamos: ;Son semejantes los tridngulos OAB y OA’B’? ;Por qué? ;Cudl es la razon de
semejanza?

A partir de lo que se estudio en la practica 2.4, sabes que los triangulos OA’B’ y OAB son
semejantes; ademas como OA'=20A y OB'=20B,y el lado AB'=2AB.

Aplicando el mismo argumento a los tridngulos OAC y OA’C’ y a los triangulos OBC y
OB’C’concluimos que A'C'=2AC y B'C'=2BC. Por tanto, los lados del tridngulo A’B’C’
miden el doble que los lados del triongulo ABC y entonces estos dos triangulos son semejantes.

Esta es una forma de construir tridngulos semejantes a un triangulo dado, en una razén dada, Al
punto O se le llama centro de homotecia de los triangulos.

Una de las multiples aplicaciones de la semejanza de triangulos consiste en que se pueden hacer
operaciones aritméticas de forma geométrica. Por ejemplo, si tenemos un segmento de longitud a
y otro segmento de longitud b, se puede construir con regla y compas segmentos con longitudes

a o ; ;
aby gTamblen se pueden encontrar la raiz cuadrada de un nimero, esto es; dado un segmento de

longitud a, se puede construir otro de longitud Ja e incluso podemos resolver ecuaciones
sencillas. Hagamos este ultimo en la siguiente practica.

PRACTICA #2.7

Solucién de una Ecuacion a Regla y Compas

Paso 1: Trazamos dos segmentos OB=b y OC=c respectivamente con vértice comun en O y los

punteamos. (Con la herramienta de regla trazamos luego del menu Display escogemos Line Style-
Dashed).
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Paso 2: Trazamos una circunferencia ¢l con centro en O y de radio arbitrario cortando a OC en
A. (Con la herramienta de circulo nos colocamos en O y abrimos).

Paso 3: Encontramos A que es interseccion de cl y oC. (Marcamos cl y 0oC luego del menu
Construct escogemos Point at Intersection).

Paso 4: Trazamos el segmento ﬁ:ay lo ponemos en negrita. (Marcamos los puntos O y A
luego del mend Construct escogemos Segment asi marcado escogemos del mena Display Line
Style-Thick).

Paso 5.Trazamos el segmento@ y lo punteamos.(Marcamos los puntos C y B y del menu
Construct escogemos Segment luego del menu Display escogemos Line Style-Dashed).

Paso 6: Trazamos una paralela aCB que pase por A. (Marcamos el segmento@ y el punto A
luego del ment Construct escogemos Parallel Line).

Paso 7: Encontramos el punto P que es interseccion de la paralela y OB .(Marcamos la paralela y
OB luego del ment Construct escogemos Point at Intersection). Figura 2.17

Paso 8: Ocultamos c1. (Marcamos cl y del ment Display escogemos Hide Circles).

CONCLUSIONES:

Con esta construccién obtenemos dos triangulos semejantes: OBC y OPA. ;Cuanto mide
el segmento OB en términos de a, b y ¢?

Si llamamos “x” a la longitud del segmento OP y usamos la semejanza de los tridngulos podemos
o - x_b
establecer la siguiente relacion: —=—
a ¢

observa que la longitud del segmento OP es una solucién de la ecuacién — =E. Es decir, lo que
a ¢

acabamos de hacer es resolver una ecuacion con regla y compas. Por tanto:

Dadas tres cantidades positivas “p” , “q” y “r” decimos que x es la cuarta proporcional de
si2=3

r X
Encontremos las medidas numéricamente; esto es utilizando del meni Measure primero Length
luego la calculadora. Figura 2.17.

(13 . BT kgt
P>, q Yy'r

39



mOP =2.09 ¢m

mOA =2.09 ¢m




CAPITULO 3
CIRCULO

Usos del circulo. La historia de las condiciones de vida y de trabajo, en mejoramiento continuo,
de la civilizacion esta intimamente relacionada a la aplicacion de las propiedades del circulo. Una
de las aplicaciones més importantes del circulo que el hombre ha inventado es la rueda. Sin la
rueda, la mayor parte del trabajo del mundo cesaria. Sin el circulo, la industria quedaria
completamente coja sin la ruedas, los engranes y los ejes. La transportacién regresaria a las
condiciones de los tiempos prehistoricos sin la rueda no habria bicicletas, automéviles, trenes,
tranvias ni aviones. Sin la rueda, la maquinaria agricola, el equipo de las fabricas y las minas solo
existirian en la forma de metal, plasticos y madera sin aplicacion practica.

La industria aplica las propiedades del circulo, construye tanques esféricos para aumentar
la resistencia de los mismos. Cada afio se construyen millones de metros de tubo y alambre
circulares. Incontables articulos manufacturados para muebles, vajillas y herramientas tienen
forma circular. La mayor parte de los envases de hoja de lata para alimentos que se encuentran en
los estantes de las tiendas de abarrotes tienen una seccion recta circular.

Las formas circulares se encuentran en disefios ornamentales como las ventanas del tipo de
rosetén, columnas arquitectonicas, sefiales de trafico y disefio de paisajes.

El circulo en la historia

La invencion y el uso de la rueda circular data de hace muchisimos afios. Nadie sabe cuando se
invent6 la rueda o quien la invent6. Algunas autoridades creen que la rueda fue inventada en
alguna parte de Asia hace unos 10,000 afios. La rueda mas antigua que existe se descubrié en
Mesopotamia (1927 cuando los arquedlogos desenterraron un carro con cuatro ruedas que se sabe
existié hace unos 5500 afios). El circulo tuvo un atractivo estético para los griegos. Para ellos fue
la mas perfecta de las figuras planas. Tales, Pitigoras, Euclides y Arquimedes, cada uno
contribuyo en gran parte al desarrollo de la Geometria del circulo.

Probablemente sea Tales el mas conocido por el caracter deductivo de sus proposiciones
geométricas. Uno de sus logros geométricos mas notables fue probar que todo angulo inscrito en
un semicirculo debe ser angulo recto.

Definiciones basicas:
Para el desarrollo de algunas demostraciones sobre circulos en el presente capitulo, deben
considerarse algunas definiciones y postulados. Los conceptos aqui presentados los estudiaremos

mediante actividades o practicas, esto es se pueden aplicar en un pizarrén con regla y compas asi
como en el Geometer’s Sketch-Pad que es uno de los més aceptables.

Actividad 3.1

Necesitamos algun objeto con el que se pueda trazar una circunferencia (un vaso, una moneda,
una lata, etcétera) que no sea un compas, hojas de papel y tijeras.
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Dibujemos una circunferencia sobre una hoja de papel. (No usar compas)
¢ Puedes sefialar con toda precision el centro de la circunferencia?

Bueno el centro de la circunferencia resulta facil encontrarlo, basta doblar el circulo exactamente
a la mitad, desdoblarlo y volverlo a doblar por otra linea. Donde se cruzaron los dobleces ese es el
centro. Figura 3.1.

TN TN
\  /

;: E\ '
Figura 3.1

Por lo que, definimos

Definicién 3.1: Sea O un punto cualquiera del plano, y sea ABun segmento cualquiera. El
conjunto de todos aquellos puntos X del plano tales que OX = AB se llama un circulo con centro
en O y radio AB. El interior del circulo es el conjunto de puntos X tales que OX <r; el exterior
del circulo es el conjunto de puntos X tales que OX>r.

Observacion 3.1: Todos los radios de wuna circunferencia son congruentes.
Frecuentemente los circulos se trazan con un compas. Figura 3.2.

Figura 3.2

Definicion 3.2: Al segmento o distancia que une al centro con cualquier punto de la
circunferencia se le llama radio. Figura 3.3

Definicién 3.3: El segmento que une dos puntos de la circunferencia se llama cuerda. Figura 3.3

Definicién 3.4: Toda cuerda que pasa por el centro de la circunferencia se denomina didmetro. Y
es equivalente a dos radios. Figura 3.3

Observacién 3.2: El diametro divide a la circunferencia en dos partes iguales, cada una de
las cuales recibe el nombre de semicircunferencia. Ademas un didmetro es la cuerda
mayor en una circunferencia. En la Figura 3.3 la parte en negrita serd la
semicircunferencia.
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Definicion 3.5: La recta que corta a la circunferencia en dos puntos se le denomina secante. El
segmento de la secante limitado por estos dos puntos es una cuerda. Figura 3.3

semicircunferencia

cuerda _—
. .
e radio :
2
— /,

Py A
o didmetro
ot _

Figura 3.3

Definicién 3.6: A una parte cualquiera de la circunferencia comprendida entre dos puntos se le
llama arco. Estos dos puntos se denominan extremos del arco.

Observaciéon 3.3: Un arco se denota con las dos letras que designan sus extremos por

ejemplo arcoKﬁ(Figura 3.4 izquierda).Como los puntos A y B determinan dos arcos
distintos de la circunferencia, en caso de ambigiiedad y para poder distinguirlo
perfectamente, se pone una tercera letra con la condicion de que se localice entre sus

extremos, ejemplo ACB. Figura 3.4.derecha.

N )
N B

Figura 3.4

PRACTICA # 3.1 Construccion de una Tangente a la Circunferencia

Paso 1: Construir una circunferencia de radio arbitrario y centro en A.(Con la herramienta de
circulo trazamos).

Paso 2: Localizamos un punto B sobre c1. (Con la herramienta de punto nos colocamos en cl)

Paso 3: Trazamos el radio AB. (Marcamos los puntos A y B luego del mena Construct escogemos
Segment).

Paso 4: Localizamos un punto C en cl,que no sea ni A ni B. (Con la herramienta de punto nos
colocamos en cl).
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Paso 5: Trazamos la recta secante que pase por los puntos B y C. (Marcamos B y C y de la
herramienta de regla escogemos el tercer icono, luego del meni Construct escogemos Line).

Paso 6: Medimos el angulo ABC (Marcamos los puntos A, B y C en ese orden y del menu
Measure escogemos Angle). Figura 3.5

Figura 3.5

Investigacion:
Hacemos que el punto C se acerque al punto B sobre la circunferencia ;Qué le sucede
al £ABC cuando el punto C se aproxima al punto B? ;Cual es la medida del £XABC
cuando el punto C esta justo sobre el punto B?

En este punto, la linea que realiza interseccién con la circunferencia en un sélo punto, es
tangente a la circunferencia.

¢ Cuadl es la relacion entre una tangente y el radio en el punto de tangencia? Figura 3.6

B
C c
ARG =48 mZABC = 70°

Figura 3.6
Por lo que lo concluimos en la siguiente definicién

c

mZABC = 90°

Definicién 3.7: Una recta se dice que es tangente a una circunferencia si la toca solamente en un
punto, llamado punto de Tangencia o Punto de contacto.

PRACTICA #3.2

Trazar una recta tangente a una circunferencia por un punto P
fuera de la circunferencia.

Sea cl una circunferencia de radio arbitrario y P el punto fuera de cl
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Paso 1: Trazamos una circunferencia cl con centro en O. (Con la herramienta de circulo
dibujamos en nuestro Sketch).

Paso 2: Localizamos el punto P fuera de c1. (Con la herramienta de punto localizamos a P).

Paso 3: Unimos P con O. (Marcamos los puntos P y O, luego del meni Construct escogemos
Segment) .

Paso 4: Encontramos su punto medio de P y O y le llamamos A.(Marcamos el segmento
PO ,luego del menui Construct escogemos Point At Midepoint).

Paso 5: Trazamos una circunferencia c2 con centro en A pasando por P y O. (Marco A y P luego
del menu Construct escogemos Circle By Center And Point).

Paso 6: Encontramos los puntos T y T’ que son intersecciéon de ¢l y ¢2. (Marcamos cl y ¢2, luego
del menu Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 7: Unimos los puntos P y T. (Marcamos P y T luego del meni Construct escogemos
Segment). Figura 3.7

Por lo tanto PT es tangente a la circunferencia cl. ; Por qué ?

]

Figura 3.7
Investigacion:
Une T con O ;Son perpendiculares PT y OT?
;Pasa lo mismo con la recta que une a P con T°?

Como ya te diste cuenta efectivamente PT y OT son perpendiculares por la definicién 3.7 y en
efecto sucede lo mismo para la recta PT” por construccion. Y se tiene el siguiente teorema

Teorema 3.1: Cualquier tangente a un circulo es perpendicular al radio en el punto de contacto.

Posiciones Relativas de dos Circunferencias

Dos circunferencias situadas en el mismo plano pueden tener las siguientes posiciones relativas:
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3.a) Son exteriores si las circunferencias situadas la una fuera de la otra no tienen ningiin
punto en comun. Figura 3.8

\ ;!,-' "-,\~ /
\ -
Figura 3.8

3.b) Son interiores si una de las circunferencias se encuentra dentro de la otra y no tienen
ningun contacto. Ademas si dos circunferencias interiores tienen el mismo centro y radios
no congruentes reciben el nombre de concéntricas. Figura 3.9 (a) y (b) respectivamente

/f\> /\
\/’ ()

Figura 3.9

3.c) Son secantes si se cortan en dos puntos. El segmento que une los dos puntos de
interseccion se le llama cuerda comin. En la Figura 3.10 MN es la cuerda comun.

Figura 3.10

Observacién 3.4: Dos circulos 0 mas son congruentes si sus radios son iguales.

3.d) Son tangentes exteriormente si, situadas la una fuera de la otra, tienen un punto de
contacto. Figura 3.11.

46



7N

s g

S

\_/
Figura 3.11

3.e) Son tangentes interiormente si, situadas la una dentro de la otra, tienen un punto de

contacto. Figura 3.12.
!I o\

|
)
/

\(/

Figura 3.12

Angulos en la Circunferencia

En esta prictica estudiaremos poligonos inscritos en una circunferencia en particular la de
triangulos rectangulos. Y algunas definiciones de angulos en la circunferencia.

PRACTICA # 3.2
Sea cl una semicircunferencia de radio arbitrario con los puntos A y B
como extremos del didmetro.

Paso 1: Trazamos una linea “p” y la punteamos. (Con la herramienta de regla escogemos el tercer
icono y trazamos, luego del ment Display escogemos Line Style-Dashed).

Paso 2: Trazamos una circunferencia cl de radio arbitrario con centro en O y sobre la linea “p”.
(Con la herramienta de circulo nos colocamos en “p” y abrimos).

Paso 3: Encontramos los puntos A y B que son extremos del didmetro. (Marcamos cl y “p”, luego
del menu Display escogemos Point At Intersection).

Paso 4: Encontramos un punto P que este sobre cl arriba o abajo de la linea “p”.(Con la
herramienta de punto nos colocamos sobre c1).

Paso 5: Trazamos la semicircunferencia y la ponemos en negrita. (Marcamos A, P y B luego del
ment Construct escogemos Arc Through Three Points y del menua Display escogemos Line Style-
Thick).
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Paso 6: Unimos los puntos A, P y B “quitamos la negrita”. (Marcamos los puntos A, P y B luego
del menu Construct escogemos Segment). Figura 3.13.

- - tegpy—e—g -

Figura 3.13

Paso 7: Ocultamos la linea “p” y cl. (Marcamos cl y “p”, luego del ment Display escogemos
Hide objects).

Paso 8: Medimos el angulo APB .(Marcamos los puntos A, P y B luego del meni Measure
escogemos Angle).

Investigacion:
Mueve el punto O de tal modo que la semicircunferencia sea de distinto didmetro
:Qué observas? ;Coémo se comporta el angulo? Figura 3.14

MeAPB =907 mZAPB = 90°
p p mZAPB =90
B @B A O B
Figura 3.14

Paso 9: Une el punto O con P. (Marcamos O y P luego del menu Construct escogemos Segment)

Paso 10: Iluminamos el interior del triAngulo OPA de color azul. (Marcamos los puntos O, Py A
luego del menu Construct escogemos Polygon Interior y del menu Display escogemos color-azul).

Paso 11: Iluminamos de color verde el interior del triangulo OBP. (Igual que el paso anterior).
Figura 3.15

Investigacion:  ;Como son los tridngulos 4zul y verde?
C6mo son los segmentos OB, OP y OA ? ;Por qué?
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Seguramente llegaste a la conclusion de que OB =OP =0A ya que son radios de
la circunferencia original cl por tanto los triangulos OPA y OPB son isdsceles.

P

A 0 B
Figura 3.15
Sigamos deduciendo algunos otros resultados bastante interesantes, esto es;

Llamaa a los angulos iguales del triangulo OPA y fa los angulos iguales del tridngulo OBP.
;Cuanto mide la suma de estos cuatro tridngulos? Figura 3.16

Figura 3.16
Nota 3.1: Los angulos interiores del tridngulo original ABP son precisamente
a,(a+p),yp.
Recuerda que la suma de los dngulos interiores de un triangulo es igual a180°.
Por lo que:

a+(a+p)+p=180°

2a+24=180°

2(a+p)=180°

(@+B)=90°............ 1)
Por (1) acabas de mostrar que:

Todo tridngulo inscrito en una circunferencia y que tiene un diimetro por lado es un
tridngulo rectingulo.

Observacién 3.5: A los tridngulos que tienen sus tres vértices sobre una circunferencia se
les llama tridngulos inscritos en la circunferencia. En general se dice que un poligono esta
circunscrito alrededor de una circunferencia cuando contiene todos los vértices del
poligono. Por tanto sus lados serdn cuerdas de la circunferencia.
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PRACTICA # 3.3 ANGULOS INSCRITOS

Paso 1: Trazamos una circunferencia ¢l de radio arbitrario. (Con la herramienta de circulo
dibujamos en nuestro Sketch en blanco).

Paso 2: Trazamos sobre cl una cuerda con extremos A y B. (Con la herramienta de punto
localizamos los puntos A y B en cl, marcamos A y B luego del menu Construct escogemos
Segment).

Paso 3: Localizamos un punto P en el arco mayor AB. (Con la herramienta de punto localizamos
Pl

Paso 4: Medimos el angulo que se forma en el vértice P. (Marcamos A, P y B en ese orden, luego
del ment Measure escogemos Angle).

Paso 5: Trazamos los segmentos AP y PB. (Marcamos los puntos A y P luego del menu
Construct escogemos Segment, PB similar a lo anterior).

Observacion 3.6: El angulo que se forma en el vértice P se conoce como el dangulo

inscrito en la circunferencia que subtiende a la cuerda AB o es aquel que tiene su
vértice en un punto de la circunferencia y su lados determinan dos cuerdas de la
misma. Figura 3.17

mZAPB = 56°

Figura 3.17

Paso 6: Elegimos otros puntos P’, P** y P’’’ sobre el mismo arco mayor de la circunferencia. (Con
la herramienta de punto localizamos los puntos P’, P’ y P*”).

Paso 7: Medimos los angulos en los vértices P’,P*” y P”*’. (Marcamos AP’B luego del menu
Measure escogemos Angle y asi sucesivamente con P’ y P**”). Figura 3.18

Nota 3.2: Si se desea se trazan los triangulos AP’B, AP’B y AP’”’B.
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m/APB = 40°

B e P
//., .. //J \\ WAP'B= 400
[N/ LApe
B e, /" \| mZAP"B = 40°
_..I\ . 5 ;Q,‘ \\‘ '_I I- I,III
N Hl/ mZAP"B = 40°
A H\:\H_.__ _/B
cl
Figura 3.18

(Qué observas en la medidas de los dngulos?

Investigacion:
¢ Coémo son todos estos dngulos?
Mueve el centro de la circunferencia ;Qué sucede con la medida de los

angulos?
Mueve el punto A o B ;Qué conclusiones obtienes?

Seguro afirmas que si tienes circunferencias de radios distintos la medida del angulo
siempre es el mismo (Figura 3.19) y si mueves el punto A o B la medida del angulo cambia, pero
en cualquiera de sus puntos P, P’,P>” o P”*” sigue siendo el mismo y en cualquier otro punto

mZAPB = 34°

también. Figura 3.20
(] P - o
P — mZAPB = 34 i
. m/AP'B = 34°
mzAP"B = 34°
mZAP"B = 34°

HL’T‘M\P’” mZAP'B = 34°
i mZAP"B = 34°

P' [
Figura 3.19
mZAPB = 50° mZAPB = 25°

piii MZAP'B = 50° MEAPE =25°

mZAP"B = 50° Lo
m/AP"B = 25°
m¢AP"B = 50° B
Figura 3.20

Siguiendo con la Practica # 3.3
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Paso 8: Une los puntos A y B con el centro de la circunferencia que le llamaremos O. (Marcamos
Ay O luego del mena Construct escogemos Segment, lo mismo para B y O).

Paso 9: Medimos el angulo que se forma en el vértice en O. (Marcamos los puntos A, O y B,
luego del meni Measure escogemos Angle). Figura 3.21

P
Py 4
/‘/\\\u\pﬂi
,\ J__,/KO NN

mZAOB = 120°
Figura 3.21

Pero antes escribimos lo siguiente

Observacion 3.7: Se entendera por angulo central aquel cuyo vértice del angulo esta en
el centro de la circunferencia.

Investigacion:

Compara las medidas del angulo central y de los dngulos inscritos ;Qué
observas? Figura 3.22

P

Plll

mZAPB = 70°

mAPB= 70" D mZAOB = 140°
mZAP"B = 70°
mZAP"B = 70° B

Figura 3.22_

Seguramente llegaste a las siguientes conclusiones:

1. Todos los Angulos inscritos que subtienden la misma cuerda en una
circunferencia dada miden lo mismo.

2. El angulo central que subtiende a una cuerda mide el doble que cualquiera
de los angulos inscritos que subtienden a la misma cuerda.

Daremos una serie de argumentos que garantizan que estas conclusiones son validas; es decir, que
no dependen de las medidas particulares de los segmentos o los angulos.

De la Figura 3.21 si trazamos el segmento OP (hacerlo) queda Figura 3.23
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Figura 3.23
Investigacion:
(Como son los triangulos ABO, BPO y PAO ?
;Son isosceles todos?
Sea « a los angulos iguales del tridngulo isésceles ABO
P a los angulos iguales del tridngulo BPO,
y a los angulos iguales del tridngulo PAO y

¢ al angulo correspondiente al vértice en O en el triangulo ABO. Figura 3.24

Figura 3.24
;Cuénto es la suma de estos seis &ngulos?
En efecto;
(a+p)+(B+7)+(r+a)=180°
es decir:

20+ 28+2y=180°
2(a+pB+y)=180°
¢(Cuanto mide la suma de los angulos del tridngulo ABO?

Pues 2+ 6 =180° ya que son angulos interiores de dicho tridangulo
entonces;

20 +2B+2y=180° =20 +5 ......... )
es decir;
2B+2y=2(B+y)=6 por ley de la cancelacién en (1)
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iFijate que (B +y) en la figura anterior es el angulo en el vértice P.

Esto muestra que el dangulo central mide el doble que el dngulo inscrito 6 sea
o= 2( B +7).(Conclusién 2); como esta relacién entre los 4ngulos vale para cualquier

angulo inscrito que subtiende la misma cuerda AB, también es cierta la conclusion 1.
0

En esta practica desarrollaremos un método geométrico para encontrar la raiz cuadrada de
cualquier nimero; es decir, si tenemos un segmento de longitud a, construiremos un segmento de

longitud \/Ei .
PRACTICA # 3.4

Pero antes daremos la siguiente definicion, pues la ocuparemos en esta practica y mas adelante.

Definiciéon 3.8: La altura de un tridngulo es la recta perpendicular trazada desde un vértice de un
triangulo al lado opuesto o a su prolongacion

3.4a) De lo que se estudio en la Practica # 3.2 sabemos que es un tridngulo rectangulo en P,
Figura 3.13; entonces realizamos lo siguiente:

Paso 1: Trazamos la altura sobre la hipotenusa AB y la punteamos. (Marcamos Ey el punto P
luego del menu Construct escogemos Perpendicular Line y del menu Display escogemos Line
Style Dashed).

Paso 2: Llamamos D al pie de esta altura. (Marcamos Ey la altura, luego del menu Construct
escogemos Point At Intersection) . Figura 3.25

A0 5 B
\
Figura 3.25

Investigacién:
;Son semejantes los tridngulos PAB y PBD? ;Por qué?
(Cuales son los lados correspondientes?

Sabemos que;
A£APB = £PDB son rectos
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sus lados correspondientes son
PBenDB, APenPD o —o =4
DB PD
.". AAPB ~APDB por criterio de semejanza LAL. De otra manera:

1. £P = £D son rectos
2. B es comtn a los triangulos APB y PDB
.. AAPB ~APDB pues con esto damos el tercer criterio de semejanza que

dice:

Si los angulos correspondientes son congruentes, entonces los tridngulos son semejantes. 6
Si dos tridngulos son mutuamente equidngulos, son semejantes. Normalmente la notacién que
se utiliza es: AA

Ahora: ; APAB=~APAD ?
iSi!, En vista del criterio tres de semejanza, esto es £A es comun a los triangulos PAB y
PADy £P = XD sonrectos .. APABRAPAD por criterio AA

y por ultimo

{ AAPD ~APDB ? Si!

£D es recto para ambos tridngulos y

DB es correspondiente a DP

DP es correspondiente a DA .". AAPD R APDB por criterio de semejanza LAL

3.4b) De la Figura 3.25 sea x = PD usando la semejanza de tridngulos PAD y PDB se obtiene que

E o de donde ;
X DB

La media proporcional de dos cantidades a y b es el niimero x que satisface la

., a x
relacion —=—.,
X

3.4¢) Dibuja dos segmentos cualesquiera; llama a y b a sus longitudes ;Podrias construir un
segmento cuya longitud sea la media proporcional de ellos?

Esta parte de la practica la realizaremos con regla y compas.

a b

o> 0O o

Sean ~ ©los segmentos dados.

Paso 1: Sobre una linea cualquiera tracemos un segmento de longitud a + b. (Abrimos nuestro
compas del tamafio del segmento a y con punta en la linea dada trazamos un arco, ahora con
abertura del compas de tamafio b, en uno de los extremos del segmento a colocamos la punta del
compas y trazamos)
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Paso 2: Construye un semicircunferencia de diametro a + b.(Encontramos el punto medio del
segmento a + b ,ahora con abertura del compés del punto medio a uno de los extremos trazamos
una semicircunferencia de diametro a + b)

Paso 3: Localizamos un punto P sobre la semicircunferencia

Paso 4: Traza la perpendicular que pasa por el punto P.

Paso 5: Llamale D al pie de esta altura.
Paso 6: Sea x igual al segmento PD es decir; (x = PD )
Paso 7: Une los extremos de a + b con el punto P. Figura 3.26

Nota 3.3: Por lo hecho en la practica # 3.2 se garantiza que se trata de un triangulo

rectangulo.
A
o s -OI o b 0
-5 -
\J
Figura 3.26
Conclusiones:
: ; a X
En efecto, x es la media proporcional de ay b pues — = 5

3.4d) Traza un segmento de longitud 1 y otro de longitud a, repite la construccién hecha en el
inciso 3.4c y queda algo como en la Figura 3.27.

Figura 3.27
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Conclusiones:
x es la media proporcional deay 1

. a X . . .
es decir, —= T ,Despejando a a en esta igualdad se tiene;
X
a=x’..x=+a

Observaciéon 3.8: A la circunferencia que pasa por los tres vértices de un triangulo se le
llama circunferencia circunscrita al triangulo. Que en el proximo capitulo se hara esta y
otras mas construcciones.

Para concluir el presente capitulo demostraremos de dos maneras este importante teorema:
PITAGORAS:

Nota 3.4: Demostrar un resultado geométrico consiste en proporcionar una serie de
argumentos indiscutibles que garantizan la veracidad del resultado, independiente de las
magnitudes de la figura.

Teorema 3.1: En un tridngulo rectangulo la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos
es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Sobre el tridngulo rectangulo de catetos a y b e hipotenusa ¢ de color azul. Se construyen cuatro
triangulos rectangulos de color morado, verde y amarillo respectivamente quedando como en la
Figura 3.28.

Figura 3.28

(Estos cuatro tridngulos son congruentes?  Si, por criterio LAL

Demostracion:

. ., ab
El 4rea de cada uno de los triangulos es ~por tanto de los cuatro sera 4( ﬁ)

El area del cuadrado formado por las hipotenusas es ¢’ y
El area del cuadrado grande es (a+b)’

Por adicion de areas, el area del cuadrado mayor es igual al area del cuadrado menor. mas
la suma de las areas de los cuatro triangulos congruentes.
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Esto da:
(a+ b)’ =¢? +4[a7b}

a’ +2ab+b> =c’ +2ab

por ley de la cancelacion
a’+b’=¢c> o c?=a’+b’

O
Otra forma de demostrar el teorema de Pitagoras es:

Utilizando semejanza de triangulos, y apoyandonos en la Figura 3.25, se tiene que,

los tridngulos ADP y PDB son semejantes al igual que los tridngulos BPA y PDA por lo visto en
Practica# 3.4 O.

Sean a, b, ¢, h, py q los lados de éstos tridngulos. Notese que q + p=c...*. Figura 3.29.

A

Demostracion:

Como APDB ~AABP sus lados correspondientes son proporcionales, en particular

8_9 4edonde a’?=qc...... 6))

c a

como ABPA ~APDA , tenemos que
L , de donde b*=cp......(2)

p b

al sumar (1) y (2) queda,
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a’ =qc

+ b’ =cp

a’+ b>=qctcp  Factorizamos
a’+ b’ =c(qtp) pero qt+p=c de *
entonces,

a’+ b*=cec Jooatd b=k
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CAPITULO 4

Puntos y Rectas Notables en un Triangulo

Daremos algunos conceptos de recta y puntos en un triangulo, asi como sus respectivos
algoritmos que se sugiere seguir para la construccion a regla y compds utilizando Sketch-Pad.
Ademas estas construcciones se sugiere hacerlas también a regla y compas en el pizarron pues por
experiencia después, de realizarlas en Sketch-Pad el alumno se familiariza y va comprendiendo
mas los conceptos que se hallan planteado como objetivos previamente para la realizacion de
dicha practica.

Definicién 4.1: En un triangulo la mediana, es el segmento que une un vértice con el punto
medio del lado opuesto.

Nota 4.1: La interseccion de las tres medianas recibe el nombre de Baricentro o
Centroide

PRACTICA # 4.1 Construccion del Baricentro

Paso 1: Dibujamos tres puntos no alineados A, B y C . (Con la herramienta de punto damos clic
por cada punto).

Paso 2: Construimos los segmentos AB,BC y CA. (Seleccionamos A, B y C, luego del menu
Construct escogemos Segment).

Paso 3: Construimos los puntos medios de cada lado del tridngulo ABC. (Seleccionamos los tres
lados y del ment Construct escogemos Point At Midepoint)

Paso 4: Construimos la mediana del lado BC . (Seleccionamos el vértice A y el punto medio del
segmento BC y del menu Construct escogemos Line).

Paso 5: Construimos la mediana del lado CA . (Seleccionamos el vértice B y el punto medio del
segmento CA y del ment Construct escogemos Line).

Paso 6: Construimos la mediana del lado AB. (Seleccionamos el vértice C y el punto medio del
segmento AB y del menu Construct escogemos Line).

Paso 7: Construimos el punto P que es interseccion de las medianas “Baricentro”.(Seleccionamos
dos medianas y del menti Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 8: Construimos el interior del poligono. (Seleccionamos los puntos A, B y C y del menu
Construct escogemos Polygon Interior).
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Paso 9: Sea F el punto medio del segmento AB, E el punto medio de BC y D el punto medio
de CA . (Con la herramienta de texto damos clic en cada punto).
Paso 10: Encontrar las distancias de BP, PD y% . (Marcamos B y P, luego del meni Measure
escogemos Distance, marcamos P y D, luego del meni Measure escogemos Distance por ultimo
del ment Measure escogemos Calculate, marcamos % .
Investigacion:
Al construir la tercera mediana, ;Siempre pasa por el punto de interseccion de las otras dos
medianas?

Arrastremos cualquier vértice o lado del triangulo.

¢(Las tres medianas siempre realizan interseccion en un sélo punto?

(Qué sucede con el valor de %Ecuando cambia el tridngulo?

Seleccionar las dos mediciones y la razén de estas. Escoger Tabulate en el mend
Measure y registrar cuatro o mas resultados.

Ejercicio 4.1: Realizar lo mismo pero con los segmentos AP, PE y % y CP, PF y %
(Qué observas? Figura 4.1

BP = 2.50 cm T !

PD=1.25cm

Bh =200

Distance(B to P) | 4.10
Distance(P to D) | 2.05
Distance(B to P)/Distance(P ... | 2.00

AP = 349 cm
PE= 1.75¢cm

AP
e =2.00 Distance(Ato P) 465

Distance(P to E)  2.33
Distance(A to P)/Distance(P ... ' 2.00

C
CP=329cm
PF = 1.64 cm

cP
=200
PF Distance(C to P) ' 5.25
Distance(P to F) 2.62
i Distance(C to P)/Distance(P ... 2.00

Figura 4.1
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Conclusiones:

Teorema 4.1: Las tres medianas de un tridngulo concurren en un punto cuya distancia a cada
vértice es dos tercios de la mediana correspondiente a dicho vértice.

Definicion 4.2: Mediatriz es la recta perpendicular a un segmento y que lo divide en partes
iguales.

Nota 4.2: En un triangulo, la interseccion de las tres mediatrices es un punto llamado
Circuncentro.

PRACTICA #4.2 Construccién del Circuncentro y Circuncirculo

Observacion 4.1 Circuncirculo de un triangulo es el circulo con centro en el
circuncentro y que pasa por los tres vértices del triangulo.

Paso 1: Dibujamos tres puntos no alineados P, Q y R. (Con la herramienta de punto damos clic
por cada punto).

Paso 2: Construimos los segmentos W},Q_Ryﬁ. (Seleccionamos P, Q y R luego del menu
Construct escogemos Segment).

Paso 3: Construimos los puntos medios de cada lado del tridngulo. (Seleccionamos los lados del
triangulo y del menu Construct escogemos Point At Midpoint).

Paso 4: Construimos la mediatriz del lado PR. (Seleccionamos el tercer icono de la herramienta

de regla, después marcamos el punto medio de PR y este segmento, luego del menu Construct
escogemos Perpendicular Line).

Paso 5: Construimos la mediatriz del ladoRQ . (Seleccionamos el punto medio de RQ vy este
segmento, luego del ment Construct escogemos Perpendicular Line).

Paso 6. Construimos la mediatriz del lado@. (Seleccionamos el punto medio de@ y este
segmento, luego del menu Construct escogemos Perpendicular Line).

Paso 7. Construimos el punto A que es intersecciébn de las mediatrices “Circuncentro”
(Seleccionamos dos mediatrices y del menu Construct escogemos Point At Intersection)

Construccion del Circuncirculo
Paso 8. Construimos el circulo con centro en A “circuncentro” y que pasa por los tres vértices

del triangulo. (Seleccionamos el punto A “circuncentro” y cualquier vértice del tridngulo, luego
del menu Construct escogemos Circle By Center and Point).
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Investigacion:

Al construir la tercera mediatriz,
¢ Siempre pasa por el punto de interseccién de las otras dos mediatrices?.

Arrastrar cualquier vértice o un lado del triangulo.
¢(Las tres mediatrices siempre realizan interseccién en un solo punto? ;El circulo de radio

AP siempre pasa por los vértices Q y R? ;Qué se puede decir de las distanciasde A a Q, a
RyP?

Observa que cuando se mueva un vértice, A puede quedar dentro, sobre o fuera del
triangulo. Figura 4.2

Medir el KPQR
Conclusiones:

Cuando Q se encima con P o R, el 4ngulo es indefinido y el circuncentro (A) se va al
infinito y queda algo como en la Figura 4.3.

¢ mZPQR = undefined

Figura 4.3

Cuando Q se va al punto medio del segmento PR, el 4ngulo PQR vale 180 y el
circuncentro (A) se va al infinito y quedando las tres mediatrices asi: Figura 4.4
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m/PQR=180° ¥

Figura 4.4
Teorema 4.2: Las mediatrices de los tres lados de un tridngulo concurren en un punto que
equidista de los tres vértices.

Observacion 4.2: Equidista estar a igual distancia

Definicién 4.3: Bisectriz es la semirrecta que parte del vértice de un angulo y lo divide en dos
angulos iguales.

Nota 4.2: En un tridngulo, la interseccién de las tres bisectrices es un punto llamado incentro.

PRACTICA #4.3 Construccién de la Bisectriz
Seael LAOB dado

Paso 1: Construimos una circunferencia cl con centro en O y radio arbitrario, a sus intersecciones
con los lados AO yBO les llamamos X e Y respectivamente. (Con la herramienta de circulo,

arrastramos hasta el punto O y trazamos a c1, después marcamos cl y AO y del menu Construct
escogemos Point At Intersection lo mismo cl y BO ).

Paso 2: Construimos una circunferencia c2 con centro en X y radio mayor que la circunferencia
cl. (Seleccionamos la herramienta de circulo arrastramos hasta X, y trazamos )

Paso 3: Determinamos el segmento RX el cual es radio de c2. (Marcamos un punto R sobre c2
después marcamos R y X luego del menu Construct escogemos Segment).

Paso 4: Construimos una circunferencia ¢3 con el mismo radio de c¢2 pero centro en Y.

(Marcamos el punto Y mas el segmento ﬁluego del memi Construct escogemos Circle By
Center and Radius).

Paso 5: Encontramos los puntos de interseccion de las circunferencias ¢2 y ¢3 y les llamamos P y
Q respectivamente. (Marcamos las circunferencias c2 y ¢3 luego del meni Construct escogemos
Point At Intersection).



Paso 6: Unimos O y Q siendo esta la bisectriz del £{AOB ademds si esta se prolonga pasa por el
punto P. (Marcamos los puntos O y Q luego del meni Construct escogemos Segment).Figura 4.5

N ——3
Figura 4.5
Investigacion:

Ocultamos c¢l,c2,c3y RX p
Trazamos el poligono con vértices OXQY respectivamente,

LO_)(-z_(')? ? (por qué?
¢ XQ=YQ? ;por qué?
OQes lado comin  ..AOXQ = AOYQ ¢ por criterio ?. Figura 4.6
A
X

o]
O
P Y B
Figura 4.6
PRACTICA #4.4 Construccion del Incentro

Incirculo_de un tridngulo, es el circulo con centro en el Incentro y que es tangente a los tres lados
del tridngulo.

Paso 1: Dibujamos tres puntos no alineados P, Q y R. (Con la herramienta de punto damos clic
por cada punto).

Paso 2: Construimos los segmentos ﬁ, Q—Ry RP. (Seleccionamos P, Q y R y del ment
Construct escogemos Segment).

Paso 3: Construimos la bisectriz del angulo en P.(Marcamos los puntos R, P, y Q en ese orden
luego del menu Construct escogemos Angle Bisector).



Paso 4: Construimos la bisectriz del dangulo en Q. (Marcamos los puntos P, Q, y R en ese orden
luego del menu Construct escogemos Angle Bisector).

Paso 5: Construimos la bisectriz del angulo R. (Marcamos los puntos Q, R y P en ese orden luego
del menu Construct escogemos Angle Bisector).

Paso 6: Encontramos el punto de interseccion de las tres bisectrices y le llamamos T.
(Seleccionamos dos bisectrices y del meni Construct escogemos Point At Intersection donde T
seré el Incentro).

Construccion del Incirculo.

Paso 7: Construimos la recta que pasa por el Incentro y que es perpendicular al ladoPR, este
interseca a PR en el punto S. (Seleccionamos el ladoPRy el punto T Incentro y del meni

Construct escogemos Perpendicular Line luego seleccionamos el ladoPR , la recta perpendicular y
del menu Construct escogemos Point At Intersection)

Paso 8: Construimos la circunferencia con centro en el Incentro y que es tangente a los tres lados
del tridngulo. (Seleccionamos el punto T Incentro luego el punto S, y del meni Construct
escogemos, Circle By Center And Point). Figura 4.7

Paso 9: Encontremos los puntos U. (Marcamos el incirculo y el segmentoQP, luego el mend
Construct scogemos Point At Intersection).

Paso 10: Encontramos V. (Marcamos el incirculo y el segmento QR , luego del menu Construct
escogemos Point At Intersection) . Figura 4.7
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Investigacion:

Al construir la tercera bisectriz,
¢ Siempre pasa por el punto de interseccion de las otras dos bisectrices?

Arrastrar cualquier vértice o lado del triangulo

¢ Las tres bisectrices siempre realizan interseccién en un solo punto? ;El incirculo deja de
ser tangente a los lados del triangulo? ;Qué se puede decir de las distanciasde TaSa Uy
V? ; éstas cambian?

Encontrar las distancias de ﬁ,fﬁyl"_v, seguir moviendo el triangulo ;Qué ocurre con
estas medidas?
Conclusiones:

Teorema 4.3: Las bisectrices de los tres angulos interiores de un triangulo concurren en un punto
que equidista de los lados. Figura 4.8

4 v

TS=1.10cm
~ u
VT =1.10 cm
/K _ Tu=1.10cm
7 R
P
Q
»
Figura 4.8

Definicién 4.4: La altura de un triangulo es la perpendicular trazada desde un vértice a su lado
opuesto o a su prolongacion.

Observacién 4.3: La interseccion de las tres alturas es un punto llamado Ortocentro.

PRACTICA #4.5 Construccion del Ortocentro

Paso 1: Dibujamos tres puntos no alineados P, Q y R. (Con la herramienta de punto damos clic
por cada punto).

Paso 2: Construimos los segmentos PQ Q_R y"R_P. (Marcamos P ,Q y R y del menii Construct
escogemos Segment).
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Paso 3: Construimos la altura del segmento ﬁ y que pasa por R. (Marcamos el vértice R y su
lado opuesto PQ y del ment Construct escogemos Perpendicular Line).

Paso 4: Construimos la altura del segmento PR y que pasa por Q. (Marcamos el vértice Q y su
lado opuesto PR , del menii Construct escogemos Perpendicular Line).

Paso 5: Construimos la altura que pasa por el segmento QR y que pasa por P. (Marcamos el
vértice P y su lado opuesto QR , del menu Costruct escogemos Perpendicular Line).

Paso 6: Construimos el punto de interseccion de las alturas T “ortocentro”. (Marcamos dos
alturas y del menu Construct escogemos Point At Intersection).

Investigacion:
Al construir la tercera altura,
;Siempre pasa por el punto de interseccién de las otras dos alturas?
Arrastrar cualquier vértice o lado del triangulo
¢;Las tres alturas siempre realizan interseccion en un solo punto?

Cémo te das cuenta el punto T puede estar dentro, fuera del triangulo o encima de
cualquier vértice. Figura 4.9

R
v
Figura 4.9

Siguiendo con la préctica # 4.5 realicemos los siguientes pasos para concluir con la demostracién
del teorema 4.5

Teorema 4.5: Las tres alturas de un tridngulo son concurrentes.

Paso 7: Construimos una recta paralela “x” al segmento PQ y que pasa por el punto R, la

dibujamos en color rojo y punteada. (Marcamos PQ y R, luego del ment Construct €scogemos
Parallel Line).

Paso 8: Construimos un recta paralela “y” al segmento Q_Ry que pasa por el punto P. (Marcamos
aﬁ y P, luego del menu Construct escogemos Parallel Line).
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Paso 9: Construimos una recta paralela “z” al segmento RP y que pasa por el punto Q. (Marcamos
RPy Q, luego del meni Construct escogemos Parallel Line).

Paso 10: Formamos el punto P’, que es interseccién de las paralelas “z” y “x”. (Marcamos “z” y
“x”, luego del memi Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 11: Formamos el punto Q’, que es interseccién de las paralelas “y” y “x”. (Marcamos “y” y
“x”, luego del menti Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 12: Formamos el punto R’que es interseccion de “y” y “z”. (Marcamos “y” y “z”,luego del
menu Construct escogemos Point At Intersection).

Paso 13: Trazamos la circunferencia cl con centro en T y que pasa por los puntos P’, Q’ y R’.
(Marcamos T y P’ luego del meni Construct escogemos Circle By Center And Point) .
Figura 4.10.

Figura 4.10

Demostracién del Teorema 4.5
Por lo realizado a partir del paso 7 se ha construido el AP'QR' Figura 4.10

Sean D, E y F los pies de las alturas correspondientes, respectivamente, a los vértices P, R
y Q. Figura 4.11

Ocultemos las alturas para visualizar mejor nuestra demostracion;

Ahora bien en el paralelogramo Q’RQP tenemos que QP =RQ
En el paralelogramo PRQR’ tenemos que RQ=PR’'
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Luego P es el punto medio del segmento QR'.

En forma analoga, se sigue que QR =PQ=RP yque PQ=RP=QR’

es decir, R y Q son también los respectivos puntos medios de los segmentos P'Q" y PR’.
Por lo tanto, las alturas del APQR son precisamente las mediatrices del AP'QR', y de
acuerdo con la definici6én 4.2 deben concurrir [0 Figura 4.11

» 4
X
- ° . °Rl y*”
Ql
F/ ,\E
R Q
cl p'.
z
4 14
Figura4.11
PRACTICA # 4.6 Proporciones con Areas

En esta préctica se estudiara una relacion entre las areas de figuras semejantes.

Pasol: Construimos dos segmentosAB,CD con la condicion de queAB>CD. (Con la
herramienta de regla trazamos en nuestro Sketch en blanco).

Paso 2: Construimos cualquier poligono y su interior. (Con la herramienta de regla trazamos un
cuadrilatero con vértices E, F, G y H, luego marcados los vértices del menu Construct le damos
Segment).

Paso 3: Construimos un punto I fuera del poligono, y seleccionarlo, después marcarlo como
center, con la opcion Mark center del ment Transform.

Paso 4: Seleccionamos AB yﬁy marcar AB/CDcon la opcion Mark Ratio en el meni
Transform.

Paso 5: Marcamos los segmentos AB y Eﬁy medimos su razén. (Marcamos AB y CD luego del
menu Measure escogemos Ratio.).

Paso 6: Dilatamos el poligono en la razén marcada. (Seleccionamos el poligono, luego
seleccionamos Dilate del ment Transform, ademas dibujamos)
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Paso 6: Dilatamos el poligono en la razén marcada. (Seleccionamos el poligono, luego
seleccionamos Dilate del ment Transform, ademas dibujamos)

Paso 7: Encontramos los puntos H,G’, F’ y E’ que son correspondientes a los vértices del
poligono original ).

Paso 8: Medir la razén de un lado del poligono dilatado con el lado correspondiente del poligono
original. (Marcamos H'G' y HG y del menu Measure Escogemos Ratio.)

Paso 9: Repetir el paso 7 usando un lado diferente. ;Cual es la razon?

Paso 10: Medir las areas de los poligonos. (Marcamos el interior del poligono dilatado y del menu
Measure escogemos Area, lo mismo para el poligono original).

Paso 11. Medir la razén de sus areas (Seleccionamos del menii Measure Calculate marcamos el
area del poligono dilatado entre la del poligono original).

Paso 12: Seleccionamos la medida de la razon de los lados y la medida de la razén de las areas, en

este orden. Escogemos Plot As (x, y) en el menu Graph, Se debe observar un punto en el plano
cartesiano que se ha generado asi marcado escoger Trace Point en el mena Display.

Investigacion:
Arrastrar el punto B para experimentar con escalas diferentes.

Observacién 4.4: El punto que se ha graficado dibujara la razon de las longitudes de los
lados contra la razén de las areas de las figuras

;La grafica proporciona alguna idea de que relacion esta entre la razon de las longitudes de los
lados y la razon de las areas de figuras semejantes?

Medir las coordenadas del punto graficado:
Seleccionamos el punto y seleccionar Coordinates del meni Measure.
Para visualizar mejor las relaciones es mejor tomar numeros adecuados es decir;
Mover B, de tal modo que, la razén de las longitudes de sus lados ( la coordenada “x” ) sea 2
¢(Cual es la razén de sus areas?
¢ Cual es la razén de las areas cuando la razén de las longitudes es 37
¢/ Qué sucede con la figura cuando la razén de las longitudes es 1?
. Se observa un relacién entre la razén de los lados y la razén de las areas ?

Conclusiones:

Seguramente ya te diste cuenta que cuando la coordenada en x es 2 (razén de sus longitudes) la
razon de sus areas es 4 (La coordenada en y), cuandoesx =3,y =9,x=4,y =16 ...
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Si B esta encima de A no existe razén de areas ni de longitudes ademés el poligono
original desaparece quedando s6lo el poligono dilatado y la Parabola. Figura 4.12

!
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Area p1' = 18.48 cm?
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Figura 4.12
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