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Capitulo 1

INTRODUCCION

El identificar la dindmica deterministica en una serie de tiempo, relacionada con el clima; como la
precipitacion, conduce a una forma mas profunda de comprender los procesos fisicos involucrados, nos
permite encontrar un umbral de validez a nuestras predicciones y establecer mecanismos para generar

modelos del comportamiento del fendmeno en estudio.

Para mucha gente, el tiempo/clima parece ser un proceso aleatorio y cadtico. A pesar de que existen
ciclos diurnos y estacionales; el tiempo/clima continda, dia a dia, mostrandose completamente impre-
decible. No obstante, una investigacién cuidadosa de cartas de tiempo/clima y de fotografias de satélite
muestra que hay en efecto sistemas bien definidos y coherentes que son responsables en buena parte
del tiempo/clima. La existencia de un sistema coherente embebido en un fluido cadtico, es indicativa

de la presencia de una inestabilidad dinamica en el fluido.
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Esta inestabilidad es responsable de una bifurcacién en la cual el fluido cambia de un régimen dindamico
a otro; por lo que se hace necesario identificar y entender los procesos dindmicos responsables para

estas bifurcaciones.

La atmosfera terrestre es un sistema fisico de complejidad extraordinaria que muestra una rica diversi-
dad de comportamiento fenomenoldgico; para ser comprendida incide en el dominio de los fisicos, pero
también se traslapa fuertemente con el campo de las Matematicas aplicadas y los campos interdisci-

plinarios de Oceanografia y Ciencias de la Atmdsfera.

El realizar predicciones es uno de los principios basicos de la ciencia. Dado que conocemos el desempeiio
de un sistema, jcomé podemos predecir su comportamiento futuro?. El primer paso consiste en elabo-
rar un modelo, basado en consideraciones tedricas y, posteriormente, utilizar mediciones experimentales

como datos iniciales.

Tomando como base un fuerte conocimiento tedrico de los principios que intervienen en la meteorologia,
los modelos numéricos de prediccién del tiempo/clima resuelven un conjunto de ecuaciones diferenciales
que describen el comportamiento de un fluido embebido en una esfera que gira, no obstante, dado que
las mediciones se realizan sobre una malla de estaciones con un arreglo no-homogéneo, las condiciones

iniciales para modelar consisten de conjuntos de medidas discretas.

Implicitamente nuestro conjunto de ecuaciones diferenciales continuas opera sobre un conjunto discreto

de mediciones; debido a esta limitante, surge la necesidad de generar modelos directamente de los datos
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con que contamos (series de datos temporales).

La motivacién principal para la elaboracién de este trabajo, consiste en comprender y analizar algunos
de los métodos que se estan explotando en la teoria de los Sistemas Dindmicos, para proporcionar
informacion sobre la fisica del tiempo/clima. Estos métodos permiten extraer informacién cualitativa

sobre los Sistemas Dinamicos a partir de series de datos experimentales.

Cada dia es mas claro que, en la atmdsfera, por encima de los fenémenos que muestran persistencia y
comportamiento ciclico o estacionario sobre una regién determinada, existe una fuerte relacién incluso
entre sistemas climatoldgicos que se consideraban ajenos, a través de teleconexiones; por ejemplo, el
sistema conocido como ‘EL NINO - LA NINA °, que corresponde a un calentamiento o enfriamiento
del océano Pacifico Ecuatorial, respectivamente, y su impacto en la circulacién general de océanos

atmésfera en regiones bien localizadas [45].

La atmdsfera es un sistema dindmico donde se desarrollan diferentes tipos de desplazamiento de fluidos,
en una variedad que va desde los elementales transportes laminares hasta los mas complejos desplaza-

mientos con una gran turbulencia.

Los fendmenos de la naturaleza que son mas interesantes requieren modelos que conlleven ecuaciones
diferenciales de orden superior, que generalmente no son solubles en forma explicita, que involucran
procesos iterativos, que son recursivas (autorepetibles), en los que existe intermitencia (se comportan

en forma suave sélo en intervalos discontinuos) y en los que una pequefia variacién en las condiciones
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iniciales puede desencadenar diferencias sustantivas en la evolucién del modelo.

Considerando adicionalmente los errores comprendidos en la medicién de las variables observadas, la
gran diferencia en el comportamiento atmosférico que se encuentra para pequefias variaciones en las
condiciones iniciales, el nimero de variables involucradas y el aparentemente irregular desempeno de
cada una de ellas; pareciera muy lejana la posibilidad de poder describir el comportamiento del tiem-
po/clima y realizar predicciones, incluso a nivel local. Adema3s, existen errores de redondeo asociados

al sistema de cémputo aplicado.

Los modelos elaborados ignorando variables cuya influencia en el comportamiento global del sistema
pudiera considerarse de segundo orden, alcanzan una simplicidad tal que no permiten avanzar en la

comprensién del problema.

i Cémo podemos generar modelos que nos permitan la descripcién del comportamiento de la naturaleza

caracterizando el mosaico de su enorme complejidad?.

i Cuantas veces nos hemos encontrado frente a una serie de datos sin ningun orden aparente, con la
intuicién, o al menos el deseo, de que detras de ella exista alguna forma de describir ese comportamiento

complejo?

Desarrollos recientes en la Teoria de Sistemas Dinamicos aplicados a problemas meteorolégicos; consis-
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ten en estimar el nimero de variables independientes (grados de libertad), necesarios para elaborar un
modelo que permita describir el comportamiento del tiempo/clima y su evolucién en el tiempo (predic-

cién).

‘Los cientificos que desean estudiar los sistemas dinamicos han recurrido a otro enfoque de medicidn,
la matematica cualitativa. En la vieja matematica cuantitativa la medicién de un sistema se concentra
en indagar cémo la forma del movimiento del sistema afecta la cantidad de movimiento de otras partes.
En cambio, €n la medicién cualitativa se trata de mostrar la forma del movimiento del sistema como

totalidad" [28].

El andlisis considerado para identificar la naturaleza de la dindmica de las series temporales de este
estudio, corresponde al procedimiento descrito por Grassberger and Proccacia [2], el método consiste
en reconstruir el espacio de fase del sistema en estudio a partir directamente de la serie de tiempo de

alguna de las variables que interactian dentro de éste.

Esto implica esencialmente desde el punto de vista fisico, que toda la informacién respecto al compor-
tamiento del sistema y la evolucién de las variables que forman parte de éste, se encuentra presente de

algin modo en la evolucién de cualquiera de ellas.

En el ano de 1997, se firma un convenio de colaboracién en el que intervienen productores agricolas
del estado de Tlaxcala, la Universidad Auténoma del Estado de Tlaxcala y la Universidad Nacional

Auténoma de Meéxico, con la finalidad de generar un prondstico de precipitacién; que evaluado por
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los productores, sirva como una herramienta de apoyo a su labor, permitiendo, ademas intercambiar

conocimientos [44].

En este trabajo en particular se utilizaron dos series de datos de precipitacion mensual: la primera se
verifica en la poblacién de Apizaco, Tlaxcala desde Enero de 1942 a Diciembre de 2002 y la segunda serie
corresponde a la poblacién de Balboa, Panama desde Enero de 1906 a Diciembre de 2000. En ambos
casos, a partir de una serie de datos temporal (discreta); para poder plantear un sistema de ecuaciones
diferenciales, se considera que: el tomar corrimientos (desplazamienos en el tiempo de longitud finita

T), es analogo al proceso de diferenciacion sobre una variable continua en el espacio de fases.

A fin de determinar el tiempo de retraso T que permita la reconstruccién mas completa del sistema
en estudio se aplica el procedimiento de analisis de informacién mutua propuesto por Fraser y Swinney

[20].

Una vez que se identificaron los elementos que caracterizan al atractor que representa dentro del espacio
de fases al sistema en estudio; se procedié a la construccién de una red neuronal, que nos permita re-
producir la dindmica del mencionado atractor, a fin de poder efectuar predicciones dentro de los limites
establecidos por los métodos anteriores. Finalmente, se analizaron los espectros de potencia de las
series de datos mediante el método de Wavelets (Ondeletas) y de autocorrelacién, a fin de contrastar

los resultados, en lo que se refiere a definir propiedades de la no-estacionalidad de la Serie de Tiempo.



Capitulo 2

CONCEPTOS BASICOS

2.1 Series de tiempo

En muchas areas, datos experimentales estan constituidos por una secuencia de medidas realizadas en

intervalos de tiempo iguales, esto es lo que se denomina serie de tiempo.

Una serie de tiempo estocdstica es aquella que muestra una evolucién en el tiempo de acuerdo a las
leyes de probabilidad; un serie de tiempo estocastica se describe por sus momentos estadisticos: (media,

varianza y funcién de autocorrelacién).

Dentro de las series de tiempo estocasticas encontramos las series de tiempo estacionarias, en ellas la

media y la varianza son constantes finitas (Independientes del tiempo).

11
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Consideremos una serie de tiempo X; que contiene una componente periédica a una frecuencia conocida
w,,, esto es, si nuestra serie de tiempo esta constituida por n mediciones de algin proceso separadas

por un intervalo constante de tiempo At

2IIm (2.1)
Wy = —— .
nAt
Podemos modelar nuestra serie mediante:
X; = Rcos(wnt + 0) + Z, (2.2)

donde R es la amplitud, € es la fase y Z; una serie aleatoria estacionaria (ruido blanco),[38].

En la practica las variaciones en una serie de tiempo se producen a diferentes frecuencias, generalizando:

k
X, =) _ R;cos(w;t+6;) + Z (2.3)

i=1

donde R; es la amplitud a la frecuencia w;.

Como cos(wt + 8) = cos(wt)cos(0) — sen(wt)sen(@), la ecuacién anterior se puede expresar

como
k
X, = Z a;jcos(w;t) + bjsen(w;t) + Z, (2.4)

i=1

donde a; = Rjcos(0;) y b; = —R;sen(6;)

2.2 Analisis de Fourier

Una de las herramientas fundamentales para analizar series de tiempo es el andlisis espectral, éste nos

permite identificar si la serie de tiempo en cuestion es periddica y los valores asociados de periodicidad,
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€n su caso.

El andlisis espectral es una variante del analisis de Fourier, que consiste basicamente en aproximar
una funcién mediante una suma de términos en senos y cosenos. Sea f(t) una funcién definida en
(—1II, IT], integrable dentro de este dominio, con un nimero finito de descontinuidades y un nimero
finito de maximos y minimos (condiciones de Dirichlet), entonces f(t) puede aproximarse por la Serie

de Fourier:

F(t) ~ % + 3 (a,cos(rt) + b,sen(rt)) (2.5)

a, = £ [T f(t)dt
a, = & [T f(t)cos(rt)dt
b, = -l%ffln f(t)sen(rt)dt

(F =142 0)

Para poder aplicar la Serie de Fourier a series de tiempo discretas, basta con considerar la serie cuando
f(t) es definida sobre los enteros 1,2, ..., . El efecto del anilisis de Fourier sobre los datos, consiste
en particionar la variabilidad de la serie en componentes a las frecuencias %, 4—'111, «ves I, la componente

a la frecuencia w, = ZI es llamado el 7—ésimo arménico, para r # 2. La amplitud del 7—ésimo

armonico, se expresa como
R, = (a? + b})? (2.6)

2 PR , . - . e 2
De esta manera, %ﬁ es la contribucién del r-ésimo arménico a la varianza, si definimos I(w,) = 54%1;

la grafica I(w) vs. w se conoce como espectro de potencias, a pesar de que I(w) es una funcién de

la frecuencia. El drea total bajo la curva es igual a la varianza de la serie de tiempo. La técnica solé
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aplica para series de tiempo estacionarias.

2.3 Ondeletas

Con una metodologia similar a la aplicaciéon de la Serie de Fourier, surge la descomposicién de una
serie de tiempo en Ondeletas o Wavelets como una herramienta que nos permite no solo identificar las

componentes principales de la serie de datos en términos de la frecuencia, sino también en el tiempo.
Una ondeleta es una funcién W (e) definida sobre los reales (—oo, 00) que cumple con:

La integral de ¢(e®) es 0.

/_m %(n)ép =0 (2.7)

La integral de 1»(®)? es 1.

12| = f " WP (2.8)

Luego entonces, las ondeletas estan contenidas en L?(R); (el espacio de todas las funciones con norma

finita), [39].
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2.3.1 Analisis de Multiresolucion

El Andlisis de Multiresolucion involucra las operaciones de traslacion y variacién de escala:

Dada una funcién ¢(e) definida sobre R, la aplicacién de traslacién unitaria 7 a la funcién ¢(e)
produce una nueva funcién ¢g,;(e) .

®0,1(t) = ¢(t — 1)

—oo <t < oo

andlogamente:

B0 (t) = (t = n)

n ez,

En particular, n = —1 corresponde a la traslacidn inversa unitaria 771, esto es, la funcidn ¢ (@) se
transforma en ¢ n—1(e).

®o,0(®) = @(e).

También podemos definir una operacién de variacién de escala unitaria en potencia de dos k. La apli-

cacién de K a la funcién ¢(e) produce una nueva funcién ¢; o(e).

Bro(t) = 230

—oo<t< oo

aplicando sucesivamente k:

Pm,o(t) = %‘lﬂ

m € Z,;

Nuevamente . = —1 define la operacién inversa k~!. Finalmente, la composicién de operaciones,

(aplicando primeramente la translacién n y luego el escalamiento m, no son operaciones conmutativas),

esta determinada por:

bmn(t) = 2220
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—o<t< oo

g s s e s
] I REES SR \1

v

Fig. 2.1 Traslaciony escalamiento de la funcién y= t exp(-t?3/2)

La fila central de la figura, muestra de izquierda a derecha: ¢o,—4(®), @(®), ¢o,4(®), para la funcion
o(t) = te(;;z). notar que n > 0 traslada una funcién hacia la derecha, mientras que n < 0 hace lo
contrario. En la columna central, se muestra de arriba a abajo: ¢1,0(e), ¢(®), $_1,0(®). Notar que
m > 0 expande la gréfica de la funcién, en tanto que m < 0 la contrae.

Sea f(e) € L*(R). Sea ¢(eo) € L*(R), de forma que las traslaciones {¢o.(8) : n € Z}

constituyan una base ortonormal para un subespacio cerrado Vy; C L?(R) donde:
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Vo = { conjunto de todas las combinaciones lineales ¢ ,,(®) : n € Z}. Entonces

| ton®80s0t = [ o(t—m)oct - p)0t = 5., (2.9)

e 1 sim=p
0 de otra manera
La funcién ¢(e) se conoce como funcién de escalamiento, en tanto que el espacio V se denomina
espacio de aproximacién. Podemos analizar cualquier funcién f(e) con respecto a V; proyectando la
funcién f(e) en términos de las funciones base de V4. Si hacemos
(z(o),y(0)) = [ z(t)y(t)ot
Representa el producto interno entre dos funciones x(®) y y(®). La expresién para el andlisis de la

funcién f(e) es:

Von = (:1:(.), ¢0,k(.)> = [w f(t)¢(t = n)at (210)

Los coeficientes vo,, se denominan coeficientes de escala de la funcién f(e). Si f(e) € Vi, f(e)

puede expresarse en términos de sus coeficientes:

F(t) =D vondon(t) =D vond(t—n) (2.11)

Si f(e) & Vb, la expresion anterior constituye una aproximacion a f(e), (proyeccion sobre Vp). Rea-

lizando un cambio de variable en la ecuacién (2.9), tenemos:

[, $on(t)bop ()L = 2, S25FmI208gm 5t = [ 1 (t)dm,p(t) Dt donde
_ ¢o,n 4 ¢ tr—n -

Gmn(t) = 2255m) = 2lazn)

Esto es, dado que {¢o,n(®) : n € Z} forma una base ortonormal para Vo; {¢pm.n(®) : n € Z}

constituye una base ortonormal para V,,,, donde:
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V.. = [ conjunto de todas las combinaciones lineales {¢.n n(®) : 7 € Z} es el espacio de aproxi-

macién con escala 2™ ]. Si tenemos que:
nmEZVm = {0} y UmEZVm (212)

Podemos asegurar que una sefial, se puede aproximar por una serie de subespacios anidados, V;, [40].
Un anilisis de multiresolucién es por definicién una secuencia de subespacios cerrados V,,, de L%(R),
m € Z, de forma que:

1) V,, C V;u—1 paratodam € Z;

2) f(e) € Vo = fon(e) € Vo, donde fon(z) = f(x—mn) para n € Z,

3) £(8) € Vo = fmo(®) € Vo, donde fmo(x) = LZF) para m € Z;

4) NV = {0} y Un V. = LA(R);

5) Existe una funcién de escalamiento ¢(z) € Vj; tal que {¢o,.(®) : n € Z} forman una base
ortonormal de Vp, donde ¢ (t) = @(t — n)

Podemos definir la transformada de Ondeletas continua para f(e) € L*(R) mediante:

(Wof)mm = (F(8)bmm(®)) = f (&) B ()8 (2.13)

La transformada es simplemente una combinacién lineal de las funciones de escalamiento a diferentes
niveles, esta descomposicién en el tiempo permite conocer el desempefio de la funcién a diferentes
escalas y su contribucién a la funcién total. Cualquier funcién puede expresarse como la suma de m

diferentes niveles.

fm(®) =) &7 Pmn(t) (2.14)

La transformada inversa se define por:

I8 =Y alduall) (2.15)
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2.4 Sistemas Dinamicos

De acuerdo con Tsonis y Elsner [15], un sistema dindmico es un sistema para el cual la evolucién en el
tiempo a partir de un estado inicial, que conocemos; se puede describir por un conjunto de ecuaciones

matematicas.

De esta manera, un sistema dindmico lo constituye un nimero de ecuaciones o reglas de comportamiento
en el tiempo, que involucran a las n variables que influyen en el sistema. En nuestro caso, el sistema

dindmico del tiempo/clima es simulado por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de la

forma:
dy
—=F(y 2.16
= @) (2.16)
donde cada ¥ = (¥1,.-. ;s Yn) representa un estado del sistema dentro del espacio de estados S.

2.5 Atractores

La dindmica del sistema descrito por el conjunto de ecuaciones (2.16), puede representarse, sin pérdida
de informacién, dentro del llamado espacio fase. Un atractor A dentro del campo vectorial ®, de un

espacio fase; es un conjunto compacto con las siguientes caracteristicas:

(1.) Para todo tiempo t, el atractor A es invariante bajo la influencia del campo vectorial ©,,

(©,(A) = A).

(2.) El atractor A tiene una vecindad abierta (cuenca de atraccién) que se contrae bajo la influencia
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del campo vectorial ®, sobre A.

(3.) No existe un subconjunto de A, que satisfaga las condiciones anteriores [23].

Ejemplo:

Fig. 2.2
El péndulo en el espacio de estado

Consideremos el sistema dindmico simple de un oscilador arménico, como un péndulo bajo el efecto
de fuerzas disipativas (friccidn, resistencia del aire, etc.). El espacio fase estard compuesto por las
variables: rapidez (velocidad) y su desplazamiento o posicién (dngulo con respecto a la vertical). La
posicion A, corresponde al punto donde se inicia el movimiento (desplazamiento maximo), en este punto

su rapidez es nula; al soltar el péndulo gracias a la fuerza de gravedad adquiere mayor velocidad hasta
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llegar al punto C, donde su rapidez es maxima y su desplazamiento es nulo; al continuar su movimiento
va perdiendo velocidad hasta llegar al punto B, en donde su rapidez se anula nuevamente; por efecto de
la friccién el desplazamiento es inferior al logrado en A, el péndulo nuevamente se acelera hasta el punto
C, donde su desplazamiento es nulo y su velocidad es inferior a la alcanzada anteriormente, de nuevo,
el péndulo gana desplazamiento y pierde rapidez hasta alcanzar la posicién A’; y sucesivamente, hasta
que pierde toda velocidad y se detiene en la posicion de equilibrio. Al graficar la rapidez en funcién del
desplazamiento, cada punto en la grafica representa la situacién del sistema en un momento dado. La
evolucién del sistema corresponde a la trayectoria que une a todos los puntos. Como se muestra en la

(Fig. 2.3), la linea converge al punto C.

rapidez

8’ g

posicion

N

Fig. 2.3 Representacién de la trayectoria del péndulo en el espacio de fases
bajo la accién de Fuerzas disipativas: (friccion, resistencia del aire, etc.)

El punto central en el espacio fase representa un péndulo en reposo. Como a este punto concurren to-
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das las trayectorias independientemente de las condiciones iniciales (rapidez y elongacién), se le conoce

como punto atractor o atractor de punto fijo.

En el caso de que sobre el péndulo en estudio se aplique una fuerza que contrarresta el efecto de las

fuerzas disipativas, el resultado es que el péndulo oscila regularmente sin pérdida de Energia.

En el espacio de fases el movimiento total del péndulo corresponde a un circulo o ciclo limite, (Fig.

2.4).

rapidez

|

Fig. 2.4 Atractor de ciclo limite. "Péndulo sin la accién de fuerzas disipativas"”

\Y

=
o

El siguiente atractor, en complejidad, es el atractor de toro, que tiene la forma de un neumatico; y
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sobre su superficie se encuentran atrapadas todas las trayectorias del espacio fase. El atractor de toro,
el atractor de ciclo limite y el atractor de punto se caracterizan por tener una dimensién entera; por
lo tanto, el comportamiento a largo plazo no se ve afectado por las condiciones iniciales; esto es,
dos trayectorias que inicialmente se encuentran cercanas, al evolucionar en el tiempo se mantienen so-

bre la superficie (superficie, linea, punto) del atractor, lo que garantiza predictibilidad a largo plazo, [15].

2.6 Dimension Fractal

En la naturaleza existen sistemas dinamicos que cuentan con un atractor cuya dimensién no es un
nimero entero y cuya forma geométrica permanece inalterada ante cambios de escala. Estos atractores
se conocen como atractores fractales o extrafios. En ellos el comportamiento a largo plazo se ve sensi-

blemente afectado por las condiciones iniciales, [1] .

Nuestra concepcién del mundo estd regida por la geometria euclidiana, en la cual las dimensiones es-
paciales corresponden a ndmeros enteros (el punto tiene dimension 0, una linea tiene dimensién 1, un
plano tiene dimension 2, etc.). Parafraseando a Benoit Mandelbrot: 'creemos que las nubes son esferas,

las montafias son conos, las lineas costeras son circulos’, [28].

Cada vez mas, la geometria fractal se presenta ya no como un conjunto de ‘curvas monstruo’ hechas a
propdsito, que rompen con nuestra idea de continuidad - diferenciabilidad, (funcién de Weierstrass, con-

junto de Cantor, curva de Koch, curva de Besicovitch, etc.); sino como una caracteristica ineherente de
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la naturaleza (la estructura fractal de la forma de las nubes es asociada con fluctuaciones de parametros
meteoroldgicos en todas las escalas del tiempo/clima), y en las leyes de la fisica (la ley de la fuerza
de atraccién gravitacional, magnética, eléctrica, entre dos objetos; que es inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia entre éstos), [32].

Veamos la curva de Koch, (Fig. 2.5). Esta se genera a partir de un segmento de linea de longitud
unitaria que es remplazada por un triangulo equildtero; de esta manera tenemos el primer paso de
construccidn, una curva formada por cuatro segmentos lineales de longitud %. La longitud total de la

curva es de L(%) = g—, proseguimos anadiendo en cada uno de sus lados un nuevo triangulo equilatero

tres veces mas pequefio que el original. Ahora tenemos una curva que consiste de N = 42 = 16

16

segmentos de longitud d = 3(~2) = %. La longitud de la curva es de L(3) = (§)? = &

n=0 Fig. 2.5
Construccién de la
curva de Koch.

Para la enésima iteracion tenemos que la longitud de la curva es de L(d) = (4/3)™. La longitud de
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cada segmento es § = 3~ ™. Como el nimero de iteraciones se puede expresar como n = —

longitud de la curva puede expresarse como: L(8) = (3)" = exp(—M[l'l':aﬂl) = gR
Esta ecuacién es de la forma:

L(é') =axd6P
con D = 124 =~ 1,2628.

El nimero de segmentos es N (§) = 4™ = 4~ s,

Designaremos a D como la dimensién fractal de la curva de Koch.

Notemos que cuando n crece, § tiende a cero y la longitud de la curva diverge.

(2.17)

Nos encontramos con una objeto que a pesar de estar definido sobre una regién finita del espacio posee

una frontera de extensidn ilimitada. Claramente no es posible dibujar una tangente en algtin punto a

lo largo de su perimetro. Es mds que una recta, pero no llega a formar un plano.

13 273 z
9— —!
p 1,9 2,9 1,3 273 779 89 7
—— ———— — ——
- . - @ - @ - @
s ma = ma =5 ams s s

nun non non non (] non nwon non
non noun un nn nou nu nou non

Fig. 2.6 Construccién del conjunto simétrico de Cantor
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Ahora veamos el conjunto de Cantor simétrico (Fig. 2.6). Este se obtiene a partir de un segmento de
linea de longitud igual a la unidad, que se divide en tercios y se elimina el tercio medio sin incluir los
extremos (conjunto abierto). Al siguiente paso cada uno de los dos segmentos restantes se separa a
su vez en tercios y se suprime el tercio medio de cada uno de ellos. Al siguiente paso cada uno de los
cuatro segmentos restantes es dividido a su vez en tercios, eliminando el tercio medio para cada uno.
Y asi, sucesivamente, hasta infinito; conceptualmente, hasta un nimero de iteraciones 'muy grande'.
El conjunto de Cantor, o 'polvo de Cantor', lo forman los puntos que permanecen contenidos en el
segmento original; la longitud total de los intervalos que se han eliminado L. es 1, para mostrar esta

afirmacién, de la (Fig. 2.6).

Lo @)

1-3

1 1 1 el 132, 1
Le=1(§)+2(§)+4(ﬁ)+...+2( )(3—,1)—3';(3) ==

Y, por lo tanto, dado que la longitud inicial es 1, la longitud del conjunto de Cantor es 0, aunque el

nimero de puntos es infinito, [31].

Tabla 2.1 Dimensién del conjunto simétrico de Cantor

namero de longitud
paso
SQQITEMO‘S Segrnentos
(n) N(I) ()]
1 2=2" 1/3=(113)"
2 4=2? 1/9=(1/3)
3 g=2" 1727=(1/3)°
4 16=2" 1/81=(1/3)*
[ ] - [ ]
L ] ® [
L L ] ®
k 2% (13)"
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Para calcular la dimensién del conjunto de Cantor consideremos el siguiente proceso: construimos cubos
(segmentos) de longitud cada vez mas pequefia, determinando a cada iteracién cudntos de estos cubos
(segmentos); requerimos para cubrir el conjunto de Cantor, ver tabla anterior, (Tabla 2.1).

De esta manera, la dimensién D se determina por:

logN(l)  log2*  log2*

D=£im;_.0 —
log(7)  log(gy) log3t

= 0.630929753 (2.19)

Nuevamente nos encontramos con una expresién de la forma (2.17), [35].
Ahora tenemos un conjunto que es mas que un punto, pero no alcanza a formar una recta.

El Conjunto simétrico de Cantor no podria concebirse dentro de la simple geometria euclidiana, donde
la dimension 0 se asocia a un punto y la dimensién 1 corresponde a una linea; no obstante, en la
naturaleza se han encontrado innumerables comportamientos que son facilmente modelados utilizando
el polvo de Cantor.

Por ejemplo: La distribucién temporal de desbordamientos en Venecia, [8]. El espaciamiento de los

anillos de Saturno, [9]. La forma geométrica de las fracturas en la corteza terrestre [10], ver también

[30], [33].
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2.7 Dinamica Cuantitativa

Retomemos la ecuacién (2.16):

Donde cada y = (Y1, Y2, +++s Yn) representa un punto en el espacio de estados S; la dimensién de S

se encuentra asociada con el nimero de grados de libertad del sistema.

El campo vectorial F(¥) es un operador no-lineal; define, bajo ciertas condiciones de diferenciabilidad,
un problema de valores iniciales, y podemos escribir la solucién al tiempo t, dado un valor inicial ¥,

como Y(t) = ¢:(yo) ® ¢, representando una familia paramétrica de curvas solucién ¢,(S).

En principio, la dimensién de ¢,(S) seria la misma que el espacio S. Al evolucionar el sistema en el

caso de sistemas disipativos existe una contraccién en conjuntos (atractores) de menor dimension.

En el atractor, el sistema tiene un nimero menor de grados de libertad y, consecuentemente, requiere

menos informacién para especificar su estado.

La solucién del sistema (2.16) es equivalente a determinar completamente a la familia de soluciones
@¢(S), en caso de lograr describir geométricamente la trayectoria de las soluciones en el espacio fase

podremos extraer informacién cualitativa que nos permita comparar y clasificar diferentes sistemas.
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Dos campos vectoriales de dimensién C™ (orden n), F y G, son C™ equivalentes (m < n), si
existe un difeomorfismo (cambio de coordenadas), © que tome érbitas ¢,(y) de F, y las transforme

en érbitas ®,(©(y)) de G, conservando orientacién, (Fig 2.7).
Fig. (2.7) Los campos F y G son
y equivalentes (orden m) si existe una
transformacion de coordenadas que
preserve la orientacion de los
puntos en la trayectoria y.
F \

Bajo la equivalencia, tenemos:
I. El punto ¥ es un punto singular del campo F, si¢(y) es una singularidad del campo G.
Il. Una orbita cerrada de F es una drbita cerrada de G.

I1l. La frontera de ¢(y) en G, corresponde a la frontera de F.
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Esto nos garantiza que cualquier objeto se preserva a través de la relacién de equivalencia. Podemos

afirmar que bajo la equivalencia, ambos estados tienen la misma dindmica cualitativa.

2.8 Busqueda de Atractores en TIEMPO/CLIMA

La dindmica del sistema climatico es descrita en el espacio de estado por n ecuaciones diferenciales

parciales que describen el comportamiento fisico del sistema (andlogamente con (2.16)).

1= 5 (3313 L2y eeey a:-n)

T = .f2(3315 T2y eeey :.'Bn)

m.n = fn(mla T2y eeey mn)

donde & representa la derivada de & con respecto al tiempo. En este caso, las coordenadas dentro del

espacio de estado son (Zy, T2, ..., T,,) (Vector espacio de estado).

El sistema de ecuaciones puede, mediante derivacion sucesiva de una de las ecuaciones que describen el
sistema; convertirse en una ecuacion diferencial de orden n-ésimo de la forma (por ejemplo, diferenciando

sucesivamente ; ):

Z? = (@1, F1y e 20 ), (2.20)

% . -1 %
reemplazando las coordenadas del espacio de estado con (@1, T1y eeey :ci“ )) (vector espacio de fase).
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5 . -1 . i ' . .
La nueva trayectoria (x1, @1, ...,a:&" )) del sistema ‘transformado’ en el espacio fase, describe la

misma dindmica del espacio de estados original, sin pérdida de informacién. En principio, cualquier

variable pudo ser escogida [15].

Sorprendentemente, toda la evolucidn de un sistema puede obtenerse a partir de la evolucién de una

sola de sus variables.

Consideremos como ejemplo el sistema propuesto en 1976 por Otto E. Réssler, el cual constituye la

muestra mas elemental de caos dentro de sistemas continuos [11].

si (’ significa derivada con respecto al tiempo), las ecuaciones de Rassler son:

’

r=—-—z-—y (2.21)
¥y =+ ay (2.22)
2 =b+z(x—c) (2.23)

Tomando la ecuacién (2.22) y derivando sucesivamente
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ylf - mf + ay!

yi‘ﬂ i wﬂ + ayﬂ
De (2.21) se obtiene

wlf = _zf - y!
Sustituyendo en (2.25),

yl!f = _Zf . yl + ay”
Empleando la ecuacién (2.23),
ylﬂ' e -_[b + z(m _ c)] _ y? + ay"
Despejando (2.24), resulta
=1y —ay

e

y =—b+z(y —ay—c) -y +ay

!

32

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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Utilizando (2.21) y derivando nuevamente (2.29), llegamos a

:B’=y”_ay’=z=___(y”_*_ay’)_y—_—_y”_*_ay’_y (2l31)

y' =—-b+(—y +ay —y)(¥ —ay—c)|—y +ay’ (2.32)

Luego entonces, tenemos que el sistema de ecuaciones de Rossler es descrito, sin pérdida de informacion,

por una sola ecuacién de orden mayor; en términos de una sola variable dentro del espacio de fase [7].

y" = F(a,b,c,y,y",y") (2.33)

2.9 Envolventes

Diferentes sistemas dinamicos pueden tener una equivalencia de clase en el espacio fase, al observar
que estos sistemas presentan atractores de dimension semejante. Esto nos lleva a la posibilidad de que
fenémenos fisicamente diferentes puedan ser descritos mediante una misma dindmica cualitativa; y que

evolucionen mediante una clase equivalente de modelo canénico.

Un envolvente es un mapeo, digamos @, del espacio M a un subespacio U de forma tal que la imagen

de ®(M) C U es un subconjunto ‘suave’ de U, y ® constituye un difeomorfismo entre M y ® (M)
El teorema importante relacionado con envolventes fue demostrado por Takens en 1981, estableciendo:

Sea M un espacio compacto de dimensién . Dados (F,v), F campo vectorial ‘suave’ (i.e. C?)y
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v una funcién 'suave’ definida en M, es una propiedad genérica que @(r,»)(y) : M — REm+1),

definida por:

D (ro)(¥) = (v(¥), v(P1(Y))s ooes v(P2m (¥))T

Es una envolvente, donde ¢; es el flujo del campo vectorial F'; v(y) corresponde al valor de una medida

de la variable de estado y € M, [23].

1g. (za)El teorema de Takens establece que a partir
de una funcién suave vly) y un campo vectorial F, la
envoivente O™ corstituye un difsomorfismo que
modela la serie te iempo para la variable y.

Los atractores forman superficies (sdbanas) invariantes de los sistemas dindmicos, que regularmente
tienen una dimensién d menor a la del espacio fase n, d < n. Esto quiere decir que estos atractores
(superficies) con dimensién d, pueden estar cubiertos (envueltos) en un espacio n dimensional. Segin

Fraedrich, 1987 [17] y otros, n > 2d + 1.
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2.10 Meétodo de retrasos

En la practica, a partir del teorema de Takens, es claro que para poder determinar la dimension envol-
vente del sistema en estudio, necesitamos asociar una serie de medidas en intervalos de tiempo idénticos,

respecto a una misma variable, (serie de tiempo): @1, T2, eeey Tiy Tit1y ..+ donde z; = x(p:i(y)).

En principio, el intervalo de tiempo entre dos valores sucesivos de la serie de tiempo no necesariamente

coincide con el intervalo de tiempo (que desconocemos) entre dos mapeos sucesivos @;, ;1.

Para comprender el método de retrasos, utilizaremos el concepto de ventana (m, j) para referirnos a
un conjunto formado por m elementos, separados j intervalos de tiempo en nuesta serie de tiempo

original.

(a) ventana (5,1)

Vy v, . E @ v 1 v Vi V2 Vi Vi Vs

- T
Xi=(Vis Vs VisasVinzsVing)

(b) ventana (5,3)

Vi Wz oo s s | e v Vel s [ Viels s [Vl s [ Ve

- T
Xi=(VisViszsVirgsViros Visra )

Fig. (2.9) Ejemplos del uso del método de retardos:

(a) construccion de un vector en R® a partir de una serie de tiempo de la variable v utilizando
“saltos” de longitud igual a un intervalo de tiempo

(b) igual que en (a), pero con “saltos” de longitud igual a tres intervalos de tiempo.
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Al subespacio del espacio de fase que contiene la imagen ®f, lo denominaremos como espacio en-
volvente y su dimensién corresponde a la dimensién envolvente m. Ver figura (2.8). De esta manera
los elementos de la ventana (72, 7) constituyen las componentes de un vector en el espacio envolvente,

R", estoes: T; = Pro(0i(¥)) = (Viy V(ita)s sees Vit (n-1)7)7 .

Geométricamente, y enlazando las secciones anteriores, en lugar de una variable continua z(t) y sus
(n — 1) derivadas &, ...,z(™~1), tenemos una serie de datos discreta x(t), z(t + 1), ..., z(t + n)
y, andlogamente a la derivada, consideraremos saltos de longitud 7(J). Nuestro vector de espacio de

fase se define como
z=[z(t),z(t+ 7)yeeyx(t+ (n — 1)7].

Seleccionamos 7 de forma que nos garantize independencia entre z(t) y =(t 4+ 7); de otra manera,
z(t+ 1) = x(t), y todos los puntos tienden a encontarse sobre una diagonal. En el presente trabajo

aplicaremos el método propuesto por Fraser y Swinney, [20].

En este punto, tenemos que el atractor de un sistema dindmico esta contenido en un espacio de fase
que se construye a partir de una serie de datos y sus retrasos, sin afectar las propiedades topolégicas
del sistema en estudio. Para un espacio de fase n dimensional se observa una nube de puntos. Para
determinar la dimensién envolvente, como en el caso del conjunto simétrico de Cantor, se utiliza un
nimero IN (1) de elementos de volumen (cubos), de longitud I y dimensién d, para cubrir al volumen

V' que contiene todos los puntos asociados a un estado del sistema.

V=Y =N (2.34)

N(1)
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N(l) =Vl = —. 2.35
® —I'=g0 (2.35)
Introduciendo V, y l,,, unidades escalares
In(£
d = SN o), (2.36)
In(%) In(;>)
Claramente, el segundo término se anula cuando Il — 0
1)) —
d = s e —10E) (2.37)
ll’l(z)
Finalmente,
l —d
N() = (E_) . (2.38)

o

A partir de la ecuacién anterior, la dimension d se puede encontrar mediante una gréfica de In(IV) vs.

In(;).

En lugar de contar elementos de volumen o cajas, contaremos pares de puntos
Tm(t:) = (2(t:)y eeny x(t: + (Mm — 1)7)),

Zon(t5) = (@(8;), ooes 2(t; + (m — 1)7));

que se encuentran separados a lo mas por una distancia fija I, mediante una funcién de acumulacién

N,. (1), dada por:

Nn(l) = _ O —ri(m)) (2.39)

L,j=1
con 7;;(m) =| Xm (t:) — Xm(t;) |y | t: — t; |> 7, donde © es la funcién Heaviside:

1 sia<0
0(a) =

0 de otra manera
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La funcién de acumulacién C,, (1) estd normalizada por el total de pares de puntos N2

C..(l) = Nel), (2.40)

donde IN es el niimero total de puntos

Esto quiere decir que la dimensién de un objeto geométrico, como un atractor en el espacio fase;
puede determinarse mediante la funcién de acumulacién de distancias de pares de puntos situados en
la trayectoria del sistema dindmico, y obteniendo el valor de la pendiente de la grafica de In(IN (1))

contra In(;-):

_ In(N())

= W (2.41)

2.11 Coeficientes de Lyapunov

Los coeficientes de Lyapunov son un promedio de la razén exponencial de convergencia o divergencia
de trayectorias que se encontraban inicialmente dentro de un elemento diferencial de volumen.

Cualquier sistema que cuente con al menos un exponente positivo de Lyapunov se define como caédtico
y la magnitud del coeficiente indica la escala de tiempo a la cual el sistema se vuelve impredecible [3].
Intuitivamente, se toma un elemento diferencial de volumen, digamos una esfera, en nuestro espacio de
fases n dimensional, y se sigue su evolucién en el tiempo; nuestra esfera se convierte en un elipsoide

debido a deformaciones naturales en la evolucién del sistema. Para una dimensién (n = 1),

dm_

Fhe f(=z), (2.42)
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al evolucionar en forma no-lineal en el tiempo, se presentan pequefias desviaciones &(x) que obedecen

d _df
E(&m) = |, O (2.43)

Estas desviaciones crecen exponencialmente en el tiempo t = to+ mT, incrementdndose por  pasos

de tiempo de duracién 7:

dx = dzoe®™™) (2.44)

El exponente caracteristico (eigenvalor) A se define por el operador Jacobiano A = %:— s

Despejando A y sustituyendo en la expresion anterior, si tomamos el limite m — oo, obtenemos el

promedio de crecimiento exponencial (divergencia):

i |
Az, 0x0) = liMy,soo—— In(| 6z |) (2.45)
mr

Para generalizar a n dimensiones, tomamos D =| §(z) |:

1
M@0, 8(20)) = limum—o—In| D(2) | (2.46)

A toma el maximo de los n valores posibles: Ay, Az, ..., A,,. Estos exponentes caracteristicos definen

la razén de expansién o contraccion del elemento diferencial de volumen.

Los coeficientes de Lyapunov proporcionan informacion sobre la evolucion de las condiciones iniciales

del sistema en estudio. En el caso de atractores de punto fijo (puntos de equilibrio) A; < 0 para toda
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i, 1= (1,...,m). Para un atractor de ciclo limite A; = 0y A; < 0 parai = (2,...,m). Enun
atractor en forma de toro A; = 0,A2 =0y A\; < O parai = (3,...,n). En caso de que exista al

menos un coeficiente positivo, tendremos un sistema caético.

Cada coeficiente positivo describe una direccién en la que el sistema se estira, generando divergencia
entre Orbitas que inicialmente se encontraban cercanas, contribuyendo a la divergencia o expansién de
un elemento de volumen centrado incialmente en el estado x, en el espacio fase; la suma de todos los

coeficientes positivos nos proporciona la razén exponencial de crecimiento h:

h(zo) = Y A (2.47)

A:>0

El inverso % expresa una medida de tiempo sobre la cual es posible la predictibilidad.

2.12 Dimension de Atractores para una dimension envolvente fija m

Consideremos una distribucién homogénea de puntos en el espacio fase, el nimero de puntos dentro
de una esfera de radio [, crece en forma proporcional a la dimensién que se considere (I,12,1%). En
la presencia de un atractor contenido dentro de una dimensién m suficientemente grande, el nimero
de puntos converge, conforme a la funcién de distancia acumulativa C,,, (1), y es proporcional al valor

14°° esto es:

C(l) = 19 (2.48)

d es el valor al que converge la dimensién del atractor para cuando m — oo
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Un punto &(to) = (x(to), z(to+T)s ...y (to+ (m —1)7)) en el espacio fase m-dimensional define
una seccién de trayectoria de tiempo de los (mn — 1) intervalos. La funcién de acumulacién C,, (1),
define el nimero medio de puntos due permanecen juntos dentro de una esfera de radio I, durante el
lapso de tiempo (m — 1)7; como las trayectorias no iniciaron al tiempo to, es necesario promediar
sobre cada uno de los puntos (estados) del sistema.

Al considerar el segmento de tiempo siguiente ()7, la nueva funcién acumulativa C,, (1) proporciona
un nimero diferente de puntos (inferior) dentro de la esfera de radio I; esto es, existen varias trayectorias
que ya no inciden dentro de la esfera de radio I. Este cambio nos proporciona una medida de la razén
de divergencia de las trayectorias que inicialmente se encontraban a una distancia menor que [ sobre el

atractor, lo que es equivalente a los coeficientes de Lyapunov.

Consideremos un par de trayectorias que han permanecido dentro de la esfera de radio I durante
(m — 1)7 intervalos de tiempo; la probabilidad de que para el siguiente intervalo se mantengan dentro
—Amt.

del esferoide es proporcional a e ; Unicamente los términos con A > 0 contribuyen; de esta forma,

el nimero promedio de puntos dentro del esferoide de radio I decrece en forma proporcional a e=™7"

C, & e~m"h (2.49)

De esta forma, la predictibilidad h puede interpretarse como el promedio sobre todos los puntos del

atractor, de la razon exponencial de divergencia de trayectorias en el tiempo mt [16].



Capitulo 3

REDES NEURONALES

3.1 Introduccion

La manifiesta superioridad del cerebro humano sobre la mas sofisticada supercomputadora ha dado

origen, desde los afios cuarentas, a una prolifera y sorprendente area del conocimiento humano.

En particular, las redes neuronales artificiales se encuentran inspiradas en el conocimiento que brinda la
Biologia respecto al comportamiento del cerebro humano y cémo se procesan los mensajes que recibimos

del mundo externo.

El elemento fundamental del cerebro lo constituyen las celulas nerviosas o neuronas (el cerebro humano
esta compuesto aproximadamente por 101! neuronas). Un esquema basico de una neurona nos muestra
una red de fibras nerviosas (dendritas) que se conectan al cuerpo de la célula (soma), donde se ubica
el nicleo de la célula; de este cuerpo se desprende una fibra nerviosa (axén) que subsecuentemente se

ramifica en filamentos y subfilamentos; al final de éstos se encuentran las uniones sinapticas o sinapsis

42
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con otras neuronas. El axén usualmente se conecta mediante varios cientos de sinapsis con otras

neuronas; las terminales receptoras de estas uniones se localizan en el soma y en las dendritas.

¥ \ axén l] L

Fig. (3.1) Representacion esquematica de una neurona

En 1943, McCulloch y Pitts propusieron un poderoso, pero simple, modelo computacional de una

neurona como una unidad binaria de conexién que realiza una suma de los valores de las conexiones

que llegan a ella y emite una salida 1 o 0 conforme al valor que encuentra,

n;(t+1) = 9[2 wi;n;(t) — p

(3.1)

n; puede valer 1 o 0, correspondiendo al estado activo o inactivo de la neurona, el tiempo es una

variable discreta y @(x) es la funcion de Heaviside:

1 sizx>0
6(z) =

0 de otra manera
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El peso w;; representa el valor de la sinapsis que enlaza a la neurona i con la neurona j, puede ser
p i rep psis q 2, P

positivo o negativo; en caso de valer 0 no existe sinapsis entre los neuronas 7 y 3; el valor p; es el valor

de activaciéon del nodo 3.

Una de las razones que ha hecho atractivo el desarrollo y la implementacién de las redes neuronales
artificiales es la habilidad que tienen éstas para generalizar hacia nuevas situaciones. Después de haber
sido entrenada con un nimero de ejemplos de una relacién, la red puede inducir un comportamiento

que interpola y extrapola la secuencia aprendida en una forma aproximada.

3.2 Memoria Asociativa

El primer modelo que analizaremos consiste en establecer una red, que como a un bebé, al que le
mostramos un objeto y simultdneamente repetimos el nombre del objeto hasta que desarrolle la capaci-
dad de asociar el objeto con el nombre, y viceversa. La red debe ser capaz de que una vez que ha
aprendido un patrén o una imagen, la muestre como respuesta en la presencia de una imagen o patrén

similar, e incluso ante la presencia de imagenes incompletas o difusas del mismo objeto.

Planteado de otra manera, el problema consiste en establecer un conjunto de p patrones &' de forma
tal que en la presencia de un nuevo patrén &;, la red regrese aquel patrén del conjunto establecido que

mas se asemeje al patrén &;.

Pareceria viable almacenar un conjunto lo suficientemente grande de patrones respuesta posibles y crear
un programa que nos permita encontrar en una forma rapida cual de ellos se encuentra a una distancia
minima de nuestro patrén objetivo §;. Es claro que si ésta fuera la forma de solucién al complicar las

imagenes o patrones de entrada, agotariamos cualquier cantidad de memoria almacenando patrones
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posibles, y siempre existiria la posibilidad de encontrar uno que no se ajustara ni remotamente a alguno

de los anteriores.

Luego entonces, necesitamos un sistema con la capacidad de autorganizarse e involucrar procesos
iterativos, que sea autorrecursivo. Las redes neuronales son de hecho sistemas dindmicos. Es natural
pensar que la mejor manera de realizar predicciones sobre la evolucién de un sistema dindmico no-lineal

es la utilizacién de otro sistema con estas mismas caracteristicas.

En la siguiente figura se muestra el espacio de todos los posibles estados de nuestra red (espacio de
f. . . - “

configuracién). Dentro de este espacio se encuentran estados que constituyen atractores, £!. La

dindmica del sistema arrastra cualquier estado inicial hacia alguno de los atractores; todo el espacio se

encuentra dividido en cuencas de atraccion.

*, . -’
1::-"lIluuuul'l"'“ -

/

FE @.Z)REPnsﬁugégloﬁm%lona CONFIG c:‘q'u
JCON TRES ATRACTORES % %
e A\

-
-
»
v
.
.

Ly

De forma que nuestra red debe tener la capacidad de que a partir de una configuracién inicial n; = &;
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determine el conjunto de funciones de peso w;;, que coloque a la red en el estado n; = £!'° de forma

que el patrén respuesta p, efectivamente se encuentre a una distancia minima del patrén objetivo &;.

Por conveniencia realizamos una transformacién donde los posibles valores de activacién de las unidades

son +1 0 —1, en lugar de 1 y 0. La ecuacién (3.1) ahora se expresa como

Si = ng(z 'w,-ij — 9,) (32)
J

donde sgm corresponde a la funcién sigmoide:
sgm(x) = tanh(Bzx) (3.3)

(3 es un parametro de amplitud de la funcién sigmoide y puede valer 1 para valores de activacion: +1

o —1, o bien % para valores de activacién: 0 o +1.

Fig. (3.3) FUNCION SIGMOIDE(X)

O (. 1 N N - e

B T S T T e

T 1 - T

B | . - R kPSS pU SRS Sy
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La condicién para que el patrén &; sea estable es
sgm()_wi&) =& Vi (3.4)
i
Dado que &7 = 1, si consideramos
w;; o< £:€; (3.5)

e introducimos una constante de proporcionalidad % donde N corresponde al nimero de unidades en

la red, llegamos a

Wi; = I—i;ﬁiﬁj (3.6)

Es claro que si partimos de un patrén de entrada con un niimero de bits 'erréneos’ inferior a la mitad,

éstos seran subvaluados al considerar la suma sobre todo el patrén

J

De forma que sgm (h;) regrese &;; ésto significa que la red corregird errores como se desea y podemos
afirmar que &; constituye un atractor. De hecho existen dos atractores en este caso: —§&; también

constituye un atractor como se puede observar si invertimos el signo en el desarrollo anterior.

La forma natural de extender la capacidad de nuestra red para que funcione para mas de un patrén es

constituir w;; como una superposicién de términos, uno por cada patrén que se desee &'

1 : HH
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p es el nimero de patrones.

Una red de neuronas que opera bajo la regla anterior con unidades binarias se conoce como modelo

n
L

de Hopfield [29]. Verifiquemos el comportamiento de la red. Para un patrén la condicién de

estabilidad se generaliza como

sgn(hy) =&’ Vi (3.9)

h? constituye la entrada a la unidad i. Para el patrén v estd dada por

1
hY =) wy€ = N > S e (3.10)
J i B
Reagrupando
1
hf=£§+-ﬁzgﬁf£§£§- (3.11)
J BFV

Claramente, cuando el segundo término es 0 o de magnitud inferior a 1, no afecta el signo de hY y el

sistema funciona como se espera.

3.3 Limites de Confiabilidad

Es necesario determinar bajo qué condiciones nuestro sistema tendrd un funcionamiento confiable.

Consideremos el término C?, expresado como
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Cy = -51-’%2 > oerere. (3.12)

i wp#Fv

La expresion anterior depende solamente de los patrones E;.’ que queremos alcanzar. Al considerar
patrones que sean aleatorios, con la misma probabilidad para E; =10 {;‘;.’ = —1 para cada j y v,

entonces podemos expresar la probabilidad P,..., de que alglin elemento del patrén sea inestable

Petvor = PT‘Ob(f: 2 1)’ (313)

Para p patrones aleatorios y IN unidades tenemos una distribucién binomial con varianza ? = -‘,’:—,:

entonces

1 = —a2 1 1 | |N
Perror = \/271.'_6./1 exp 2z« dx = E[l - erf(\/w)] —~ 5[1 i E’l‘f 2_]9)] (314)

la funcién error er f(x) se define como

2 T
erf(z) = sqrwﬁ exp™**) du (3.15)
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La tabla siguiente muestra los valores de £ relacionados con los correspondientes valores de Perror.

Determina que para p > 0.138 N nuestro sistema pierde confiabilidad.

Tabla (3.1)Capacidad de la red. Valores para Peq, para diferentes valores de p.

PEI'TOT PmaxIN

0.0010 0.105
0.0036 0.138
0.0100 0.185
0.0500 0.370
0.1000 0.610

3.4 Perceptrones y algoritmo de aprendizaje

Las redes neuronales denominadas perceptrones constan de un conjunto de terminales de entrada con
la tnica funcién de alimentar al resto de la red. Después de esta capa pueden venir una o varias capas

(capas ocultas), y al final se tiene una capa de salida.

Denominaremos a las entradas a la red como £, y a las salidas como O;. Su desempefio se describe

mediante



caPituLo 3. REDES NEURONALES 51

Oi = g(h:) = g3 winks). (3.16)

g(h) es la llamada funcién de activacidn; usualmente se utiliza la funcién sigmoide. La tarea de
asociacién de la red consiste en que a partir de un patrén de entrada &), obtengamos un patrén
deseado {i#; esto es, deseamos que el patron de salida O sea igual al patrén deseado ¢!, para cada

1y cada pu;

o* = ¢* (3.17)

T

En términos del patrén,

0! =g(ht) = g(>_ wukl) (3.18)
k

Graficamente, el elemento determinante consiste en buscar que coincidan los signos del patrén de en-
trada con la respuesta deseada £} ; en esta perspectiva, los pesos w;, constituyen un vector de pesos

W = (w1, W2y ..., wn ); €l patrén de entrada forma parte del mismo espacio.

El vector de pesos debe ser perpendicular al plano que divide los patrones de entrada positivos de los

negativos, (F'ig.3.4(a)). La ecuacién (3.17) queda como

sgn (@ - §*) = ¢*. (3.19)
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stableciendo el vector esos W de forma que la proyeccié I} i i u
Establ do el vector de de fi que la proyeccion de £* sobre 0 tenga el mismo signo que

el patrén deseado C¥; definiendo [€* = ¢C*€* o 3 = (P£€P), ver (Fiig.3.4(b)), la ecuacién (3.18),

T = 1

S€ expresa como

g
|
AY4
=)

(3.20)

Para cada p.

Lo que nos indica que el vector @ debe alinearse en la direccion de los vectores & que dependen del

producto de pares de vectores [entrada - salida].

g b ' X
(a) . 1;1 (b) J1h
/’.1 «
# rt Pl = A
5§ 7
G 5
o 4 - H L ]
r B & o
o 3 :: i X
. / §2 / o & 2
/,-' W / ; w B
I-/__:' ?: -‘;_,-"'r .C
; i .D
Fig.(3.4)

Representacién gréfica de las condiciones (4.18) y (4.19), existen dos valores de entrada &,
Y &, y ocho patrones (u=1... 8) etiquetados con las letras A-H. S6lo se considera una sallda. Los
puntos sblidos representan patrones con &= +1, en tanto que los puntos huecos 4:= -1. En (a) los
ejes coinciden con las entradas &, y &, en (b) los ejes son X, y X,, con Xv= ugs. -
La condicion de la respuesta correcta es que el plano perpendicular al vector de pesos w separa los
puntos positivos de los negativos, como en (a) y ala vez incide en un s6lo lado de los puntos
“transformados” en (b).

iQué sucede si no existe este plano?, entonces el problema no tiene solucién, de otra forma; el

perceptrdon simple sélo puede resolver problemas que sean linealmente separables, o superficies para las
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que se pueda encontrar un plano tangencial a cada punto.

El mecanismo de aprendizaje consiste en introducir un factor de correccion;

WU = w4+ Aw (3.21)

i ¢ # O
donde
2n¢iéx si¢l # OF
Wi =
0 de otra manera
o
Aw;, = 7?(1 == C:'Of)Cf‘Eﬁ (3.22)
Aw; = W(Ciu - O:‘)E: (3.23)

si en lugar de pedir que coincidan los signos de los pardmetros de entrada h!', requerimos que exista

una cota minima para la diferencia, tendremos

CLRE =D wukl > N (3.24)
k
Reagrupando

Aw; = nO (N, — (f hY)E iy (3.25)
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Vectorialmente,

Aw;y, = nO(N, — w - £#)Z". (3.26)
Esta expresién nos indica que para cada iteracion, el vector @ sufre un cambio en la direccion x#, si la

: o Ny
proyeccién 0 « * es menor que -

La figura (3.5) muestra graficamente el proceso de aprendizaje, la solucién final se encuentra después

. ’ " rrr
de los pasos de correcciéon: w — w — w — w .

Fig. (3.5) Evolucion del vector de pesos durante el proceso
de aprendizaje para x=0, n=1. El vector pasa de w aw’”, en
las regiones cada vez mas oscuras w-k>0, cada w se obtiene
del anterior, mediante la suma de un vector X®.

Dependiendo de los vectores &*, puede presentarse una regién amplia de direcciones correctas o un

cono estrecho, o ninguna solucién. El valor
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1
D(@) = i (@ - ). (3.27)

Que corresponde a la ‘peor’ de las proyecciones, representa la distancia de la ‘peor’ &* al plano per-
pendicular a 0; si D(@) < 0, todos los puntos del patrén estdn situados correctamente y se puede

encontrar una solucién para | @ |.

3.5 Prueba de convergencia para el algoritmo de aprendizaje

Para cada iteracion se procesa un patrén y los pesos son ajustados (nicamente si no se satisface la
condicién (4.7). Para que se dé la convergencia, basta con mostrar que el nimero de pasos es finito.

Sea M* el niimero de correcciones realizadas en alglin paso del proceso.
wW=n E Mrz", (3.28)
m
La idea es lograr acotar superiormente a | 0 | y a la proyeccién 10 - w* , donde * es un vector elegido
en la forma adecuada; esto es, D(w*) > 0

W@ =10y MHF @ < nMmin,d* - & = nMD(5*) | &° | . (3.29)
7

Entonces 10 - w* es proporcional a M. Por otro lado para | @ |, calculamos el cambio en %6 para una

correccién por un patrén a:
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A| @ |? = (6 + nF*)? — @2 = p*(8*)? + 2u@ - £ < 92N + 2nNk = Nn(n + 2k).

(3.30)
Directamente de Nk < 0 - &* y & = %1, considerando los M incrementos, tenemos
| @ |* < MNn(n + 2k). (3.31)
Finalmente, si sustituimos en
(@ @)
= 3.82
*Tare T =

que corresponde al coseno cuadrado del dngulo que forman 0 y w*, los valores de las ecuaciones

anteriores, encontramos

MD(%*)*n
1>¢> ——m—. 3.33
=2 N +2m R
De donde M esta acotado por
N1+ %)

maxr

Debemos notar que la cota es proporcional al niimero de unidades de entrada IN.



cAapiTuLo 3. REDES NEURONALES : 57

3.6 Aprendizaje de Gradiente Descendiente

Definimos una medida de error o funcidn de costo:

1
Bld) = 5 Y (¢t — O = 5 3¢ — 3 wah)™ 3.3)

Esta ecuacién sélo depende de los pesos w;; y los patrones involucrados. Cada w;;, se modifica en una

cantidad Aw;; proporcional al gradiente E:

Awy = —-n

8F .
e Y Z(q‘ — O¥)zit. (3.36)
1 " "

Para cada patrén de entrada se tiene

Awy, = n(¢ — O )iy, = nd; €. (3.37)

Donde

5= & = O, (3.38)

Este resultado se conoce como regla de Widrow-Hoff o regla LMS (least mean square).
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La funcién de costo (3.35), es una expresién cuadritica para los diferentes vectores de peso, en el
subespacio de los patrones forma una parabola, cuando los vectores son linealmente independientes, y

existe una solucién, el minimo de la funcién de costo ocurre cuando E = 0.

" Energia

Fig. (3.6) Representacién grafica de la superficie parabéllch_
formada por la funcién de costo (4.35). Sibsapacio
La funcién alcanza valores minimos sobre la superficie Ortogonal
ortogonal a los patrones &+,

3.7 Retropropagacion

El algoritmo de retropopagacion es esencial para comprender el proceso de aprendizaje de las redes
neuronales; proporciona un método para variar los pesos w,, en cualquier red a partir de un conjunto

de patrones de entrada salida {&;, ¢} }
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Consideremos la red mostrada en la figura siguiente:

0I
w'l
vJ
w Wy
g & &, & & &
Fig. (3.7) Red de retropropagacion de dos capas
Dado un patrén p, las unidades ocultas 7 reciben
B =) wéh, (3.39)
k
y producen una salida
VE =g(ht) =g()_ waél). (3.40)
k

La unidad de salida @ recibe
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hi = Z W,V =Y Wiyg(d) waél), (3.41)
j i k

y produce como respuesta de la red

O! =g(h!) =g(d_ WyV}F) =g()_ Wig()_ wikél)). (3.42)

La expresion para la funcién de error queda

Bl@) = 3l - O = 2 Tl - oY Wug(Twat ). (349

Para las conexiones de la capa oculta a la salida, la regla del gradiente descendiente nos da

dE g
AW,; = g nY [k — OLg(ht)VE =nd sLvE. (3.44)
i u

Donde

6 = g(hy)[C" — O] (3.45)

Este resultado es totalmente andlogo al encontrado con anterioridad (3.35) y (3.36). Para las co-
nexiones entre la capa de entrada y las capas ocultas Awj;, debemos diferenciar con respecto a wjy,

mediante la regla de la cadena

8E 8E 8V}

n =n BIE
8wj;. = 8";'“ 81.!1:“.

Dwjx = — =nY _[¢F —OL]a(ht )W a(hi)eh =nd 6¢Wig(RE)EE =n Y Ser,
m

B i

(3.46)
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Con

8 = g(h}) Y Wi;6t. (3.47)

Este resultado se puede extender para un niimero arbitrario de capas. Por induccién, siendo m el nimero
de capas ocultas, para m=1 tenemos la ecuacién (3.44). Consideramos la estructura siguiente con M

capas ocultas:

Fig. (3.8) Red de retropropagacién con M capas ocultas

Dado el patrén de entrada £, la primer capa oculta (indice y) recibe

= Zw,,,gg, (3.48)
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y produce como salida

Vi =g(ht)=g(> w;.E%) (3.49)
La capa p-ésima recibe
B =3 bV (3.50)
q
y produce como salida
Ve =g(hy) = 93w V) (3.51)
q
La capa M (salida) recibe
hiy = warVy = was, g()_ wec V), (3.52)
b b c
y produce la salida final
04y = g(hyy) = 9O Wa V') = g(Q_ Wasg(Y_ wecVH)). (3.53)
b b c

Para la capa M
1 |
Bl@]=2) [C0 -0 =2 [ -9 Waug(Q_weV)P.  (354)

OF

AWy = —1 W n;m} — OMg(Ry,) VY = n? Vs (3.55)
donde
0 = g(hiy)[Ch — Ol (3.56)
AWa =n) &4y - Vi (3.57)
"

para la capa M-1; ahora descenderemos en la estructura de la red, para la capa m-1:

OF
awbc

Dwye = —no— =1 _[C4 — g(hhJa(Rh)WHLVE =) 8hg(Rh VY.  (3.58)
na

pa
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ok, = g(h%, Z Wap64,). (3.59)

Dwe =1 ) 0 1 Vi (3.60)

I

lo suponemos cierto para la capa p, esto es

Bttty =1y By V. (3.61)
para la siguiente capa q, tenemos
OE oV}
Dwy, = BV“ Bw# % (3.62)

partiendo de la expresidn de la funcién de costo (3.43) y aplicando reiteradamente la regla de la cadena

Bl@) = 5 3¢t = 9(Y wasg (3 0eeg(3 weareg( w0V (369

B K [ [ [ I a‘V‘-’“
Awyg =M Z [C — g(hi)]a (R )W g (R 1 )Wig(hiys _2)eas - ,g\h )Wopa
pa,b,c,...,p

(3.64)

introduciendo la igualdad adoptada para la capa p, (3.61):

BV“
Awpg =1 Z Ly " Bw, = g(h}) Z Wy V! = TI’Z OV (3.65)
generalizando: —>
Awpq =n Z 6salidn X I/entrada (366)
n

donde entrada y salida se refieren a las conexiones involucradas, la forma de § depende de la capa

involucrada.
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Resumiendo el procedimiento de retropropagacién consiste en:

> Inicializar los pesos en forma aleatoria.

> > Proporcionar un patrén de entrada &}
Vo =g (3.67)

vV k

> > > Propagar la sefial ascendentemente atravez de la red utilizando:

V™ =g(h) = g(z wZ V). (3.68)

> > > > Calcular las deltas para la capa de salida, comparando con el patrén de respuesta deseado (¥

las salidas actuales V.M

&M = gt — VM. (3.69)

> > D> > > Calcular las deltas para las capas anteriores, propagando los errores en forma descendente
m=-—1 __ = m—1
st =g > wher. (3.70)
J

parram=M,M —1,...,2.

> > > > > > Corregir el valor de peso para cada conexién
Aw] =né V" (3.71)
utilizando el algoritmo de gradiente descendiente

w:}uevo p— w;}nterior o Awij' (372)



cAapiTuLo 3. REDES -NEURONALES

> > > > D> > D Regresar al paso > D considerando el siguiente patrén de entrada.
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Capitulo 4

REDES DE RESPUESTA DE IMPULSO FINITO (FIR)

4.1 Representacion Espacio Temporal

Para el caso de las redes neuronales que hemos analizado, la respuesta de la red es funcién de una
suma de valores de peso, proporcionando una representacién ‘espacial’ de las sefales que se reciben de
diferentes neuronas. Al sustituir las neuronas por filtros de respuesta que operativamente almacenan
memoria de la evolucién del sistema en un intervalo de tiempo, (nominalmente, sustituimos escalares
por vectores y la multiplicaciones por productos vectoriales), introducimos una dimensién ‘temporal *.

Para cada filtro tenemos:

S(k) = Z Z w,(n)a:,(k o= 'n) + wy = Z'!B,: . ‘i‘:,(k) + Wp. (41)

i n=0

Donde k es un indice que recorre el tiempo, w;(n) son los coeficientes del filtro para cada tiempo,

66
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representados en forma vectorial como
W; = [wi(0), w;i(1), ... wi(n)]. (4.2)
y el vector de retraso corresponde a
By = [2:(k), Zs(k — 1), eeny 2 (k — M)]- | (4.3)
La funcién de operacién se representa por el producto vectorial w; - Z; (k)

Analégamente al caso anterior la funcién de respuesta de potencial del filtro se representa como

y(k) = f(s(k)). (4.4)

donde f() = tanh(), y solo hemos afiadido el indice k.

4.2 Equivalencia entre las arquitecturas de las redes

Una red de retropapagacion corresponde a un caso particular de una red FIR cuando la longitud del
vector de retraso M es igual a 0. No obstante, con la interpretacion adecuada, se puede mostrar que

una red FIR es un caso particular de una red de retropapagacion.
La estrategia consiste en desarrollar la red FIR en una estructura equivalente de un tamafio mayor.

La red consiste de tres capas con un solo nodo de salida, dos nodos en cada capa oculta y dos nodos
de entrada. Todos los filtros tienen un vector de tres elementos (sinapsis de segundo orden); ésto
es, cuando aparentemente existen sélo 10 conexiones en la red, considerando los vectores temporales

tenemos en realidad 30 conexiones.
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Para expandir la red, cada nodo empezando por la dltima capa, se sustituye por la réplica del vector de

retraso, el nimero de veces que sea necesario, ver figura (4.1).

x(k2)

y(k)

x(k1)

x(k)

K K>

Fig. (4.1) Una red FIR con 3 capas: (2 nodos en la primera,
2 nodos en la segunda y un nodo final como salida) y
conexiones de segundo orden (3 retrasos), se expande en
una estructura estatica equivalente, cada coeficiente es
sustituido por el numero de nodos correspondiente
(retrasos).
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Continuando este proceso hasta eliminar todos los retrasos arribamos a la siguiente estructura: (figura 4.2

Fig. (4.2) Red de retropropagacién equivalente, el

numero de coeficientes (factores de peso) crece

geométricamente con el nimero de orden de los
30-filtros y el nimero de nodos para cada capa.
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Notar que donde antes teniamos 30 coeficientes con componentes vectoriales de tiempo, ahora tenemos

150 coeficientes escalares.

4.3 Retropropagacion en el tiempo. Funcionalidad de las redes FIR

Trasladando la ecuacién (3.35), y considerando que tenemos k términos para cada nodo:

- 1
El@] =) [2 > [G(k)* — O:(k)T"]. (45)
k pi
Anélogamente, para obtener el gradiente descendiente (3.44)
OE,(w
AW"j =-"n k( )- (46)

oW,
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L

Denominando a s; como la funcién de acumulacién de las sinapsis que contribuyen al nodo j de la

capa l:
OE, (@ OE, () 85, (k
2o _y 2@ D, @)
OW; — 9sj(k) OWj
De esta manera
OE, (w) 05 (k)
AW, = —n I, (4.8)
’ 9s}(k) OW}
Definimos s (k) como
ot {k) = E a. (k) + wl. (4.9)
Donde wy, corresponde al valor de activacién de la red en su estado de reposo. Por lo tanto
8s(k) OWL.a (k)
J = =a. (k). (4.10)
oW/, BW',-‘j
Definiendo
OE; (W)
—— o 5, :
85t () i (4.11)
La ecuacién (3.44), se reescribe como:
Wk +1) = Wj(k+1) — pd) (k) - @ (k). (4.12)

Buscaremos una férmula recursiva para éj(k) Para la capa de salida la funcién s;‘(k) tiene solo un
término que corresponde al error del nodo de salida e; (k).

85, & (k)é(k) _ Bei(k) Bak

8L (k) = = :
k) 85 (k) dal 85! (k)

(4.13)

62 (k) = —2€;(k)f (2 (k). (4.14)
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Para una capa oculta, debido a los retrasos, sj. (k) afecta al error atravez del tiempo, aplicando la

regla de la cadena:

8E, (W) (sit1(k)
8t (k) = uC i (4.15)
’ ; ; 8s;" (k) (s5(k)
(Notar que el indice m se refiere a la siguiente capa). Por (4.11)
OFE; () g
= §11{t). 4.16

Para el segundo término
O(si'(k)) _ 8(sii'(k))
a(si(k)) — 8(al(k))

B(s'(K)) _ 8(s'(k))
d(s;(k)) 8 (a; (k)

8(a (k))a(s, (k). (4.17)

F (s} (k). (4.18)

Reescribiendo (4.9) en términos de los retrasos, y notando. que a,;.(k) unicamente contribuye en

si*+1(k) por la sinapsis que une la unidad j en la capa I con la unidad m en la capa  + 1:

H"l Z: wl-l-l(p)a (t _ ) (419)
p=0
Entonces
a(stti(k
;?;.(i);) wir (P)- (4.20)
Parat — p = k.
a(slr:l(k)) B £+1(t = k) si0 < (t s k) < M1
a(a; (k)) 0 de otra manera
Regresando a (4.12),
: M4k M+
8;(k) = f'(s5(k)) Z Y St —k) = £ (k) S Y 8 (k + n)witi(n)
t=k m n=0

(4.21)
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5;(k) = £ (s5(k)) Y_ & (k) - 3 (422)
donde hemos definido:
8 (k) = [6% (k), 6. (k+1),...,8" (k+ M']. (4.23)
El algoritmo de retropropagacion temporal se resume en los siguientes pasos:

AT (k) = —pd T (k) - @ (k). (4.24)

8 (k) = —2e; (k) f (s} (k) sil=1L

F(s(k) T, 0 (k) - w5 1<1<L-1

m
Notar que si reemplazamos los vectores &, G y &, por escalares obtenemos el algoritmo de retropropa-
gacion para redes estaticas, al introducir la relacion temporal, las é no se obtienen simplemente sumando
pesos, sino mediante retroalimentacion de los filtros. Para cada nueva entrada, & y su correspondiente
respuesta deseada a;,.(;c), los filtros de las capas anteriores se incrementan un paso de tiempo y producen

la respuesta #(k) con su correspondiente error e(k), para cada uno de los retrasos (M).



Capitulo 5

EVALUANDO PROCEDIMIENTOS

5.1 Caos y Ruido

5.1.1 Espectro de Potencias

La primer tarea a la que nos enfrentamos es identificar si la serie de tiempo que deseamos analizar es
efectivamente cadtica, para ello utilizamos en principio el espectro de potencias, de acuerdo con [43];
el espectro de potencias permite distinguir entre regimenes periédicos, semiperidédicos y cadticos, el es-

pectro de potencias para una serie periédica o semiperiédica, muestra algunos picos aislados, (funciones

delta).

La serie de datos del atractor de Rossler, muestra un maximo de densidad espectral en la frecuencia
fe = 0.0167 que corresponde a un periodo p = £+ = 190.6 ciclos, cabe sefialar que Fraser y Swinney

[20], reportan un valor de p = 193.3 ciclos, que fué reproducido en el presente trabajo, (seccién 5.2.1).
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Fig. (5.1
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La no-periodicidad se caracteriza por un espectro de banda ancha, segtin [41], en el caso del ruido se
caracteriza por funciones delta distribuidas en todas la frecuencias, (espectro de banda ancha). Algunos
atractores tienen un espectro de potencias que es una superposicién de un espectro de banda ancha y

funciones delta.

Fig. (5.2) _Serie de datos - ruido blanco
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El simple espectro de potencias, que para efectos de este trabajo, lo definimos como el grifico de
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la norma al cuadrado de la transformada discreta de Fourier de una serie de tiempo en funcion de la
frecuencia (capitulo 1), no es suficiente para determinar la fractalidad de una serie, al graficar en funcién
del pericdo, obtenemos el (periodograma). Si nuestra serie de tiempo es fractal (con autosimilitud),
entonces su periodograma debera mostrar un comportamiento anélogo a la curva 1/ f#, donde f es la

frecuencia (es una condicién necesaria pero no suficiente).

Fig. (5.3)1 5 Atractor de Henon (x)
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En el caso de |la serie de tiempo de precipitacion acumulada mensual en Apizaco, Tlaxcala. El espectro de
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potencias nos muestra que es una serie periédica al ubicar un maximo en la frecuencia f = 0.0848, que
corresponde a un periodo de 11.8 meses que asociamos al ciclo anual. El periodograma correspondiente

muestra que es una serie fractal.

Erecipitacién Mensual Observada Apizaco, Tlaxcala
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5.1.2 Generando y analizando imagenes de Ondeletas

Existe en la red un sitio disponible para poder generar imagenes de ondeletas sobre nuestra serie de

tiempo, auspiciado por la Universidad de Colorado [27].

Fig.(5.5)
Witis) V(s ) yit/s) WS o)
ol b. Paul im~1)
0.3F € 03k ; A !
[ . 4 ? : s 4 E
e ¥ ? 0.0 = ; ; j /\
'n3 " " ; 0 : 2 _;']3 .'j C.
42 0 2 4 24 0 1 2 A4 2 0 2 A4 294 06 1 2
c. DOGim=2 d. COG im=F)
0.3p 6 ; 0.3
AR
D.l_l 2 . L [
B8l o au opy D p 0.3
4 2 0 2 4 2 1 0 1 2 4

t's B 4T

I's sW 2K

Diferentes funciones base de ondeletas: las graficas a la izquierda
muestran la componente real (trazo continuo) € imaginaria

(trazo punteado).

Las graficas en la derecha para cada caso muestran la ondeleta
correspondiente en el dominio de las frecuencias.

Parece sustancial en el anilisis de una serie de tiempo, el escoger una base de funciones de ondeleta
optima conforme al conocimiento previo del comportamiento de nuestra serie y al objetivo de nuestro

estudio, considerando los siguientes aspectos:

1) Ortogonalidad. Bajo una base ortogonal de ondeletas, el nimero de transformaciones es propor-

cional al ancho de la funcién ondeleta para cada escala, bajo una base ortogonal se produce un espectro
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de ondeletas constituido por rectangulos, siendo (til para procesamiento de seiiales. El aplicar una base
de ondeletas no ortogonal es adecuado para andlisis de series de tiempo donde se esperan variaciones

continuas en la amplitud de la ondeleta.

pmes (mm/maes)

Scaie (meses)



capiTuro 5. EVALUANDO PROCEDIMIENTOS 80
2) Real o compleja. Una base de ondeletas compleja produce informacién sobre la amplitud y la fase;
es aplicable para observar comportamiento oscilatorio, una base real produce solo una componente y

puede aplicarse para identificar descontinuidades o funciones delta.

a. Pr. Mensual Apizaeco, ene-43 a ago-03

g Sjl | 1
L hi H il b
% 1 '| l l t';] gl Il{'” |l 1 “I 'I mmpahmmtmm

¢. Global Wavelet

0 01 1 1
Variance ({(mm/mes))

Power ({mw:,:,m’z ' www.ResearchSystems.com

3) Ancho. La definicién en nuestro anilisis de ondeletas estd ajustada precisamente por el ancho que
seleccionemos para nuestra funcién base, un ancho muy angosto produce una buena definicién en la
escala temporal y una muy pobre definicion para la frecuencia; si escogemos un ancho muy amplio
tendremos una mejor resolucion en la frecuencia, sacrificando la resolucién temporal.

4) Forma. Es deseable que la funcion seleccionada sea conforme al comportamiento mostrado por

nuestra serie de tiempo, para una serie de tiempo que muestre discontinuidades o saltos, uno debiera
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escoger una funcién tipo Haar (escalén), en tanto que una serie de tiempo que muestre un compor-
tamiento continuo (suave), puede ser analizada bajo una funcién como la de Morlet. No obstante las
consideraciones anteriores, si estamos interesados en el espectro de potencias, cualquier funcién que

eligamos proporcionara los mismos resultados caulitativos.

pmes ((mm/mes))

b

0 250 i 400 560 ' 1(;;104 0.1 T”TET
Fig. (5.8) tiempo (meses) Varance ((mm/mes)
000 ; .55 5.7
Power ((mm/mes))? www.ResearchSystems.com

De la imagen anterior, para la serie de tiempo motivo de este estudio, podemos observar claramente
un méaximo de potencia (franja), centrado en el periodo de los 12 meses, que podemos asociar a la

variabilidad interanual en la precipitacién, igualmente se encuentra un maximo relativo en el periodo de

48 meses, (grafico a la derecha, parte inferior).
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5.2 Método de Informacion Miutua

Fraser y Swinney en 1986 propusierén el criterio de Informaciéon Mitua, como un mecanismo para
determinar el valor mas apropiado del valor de retraso 7, a fin de reconstruir un atractor a partir de

una Serie de Tiempo,[20].

El método consiste en medir la dependencia general de dos variables, (en este caso z(t) y z(t + Tt)).
Para un atractor bidimensional, en caso de que no garantizemos que exista independencia lineal entre
las variables z(t) y (t + Tt), todas las trayectorias coincidirdn en la recta (t 4+ 7t) = ma(t);

luego entonces T debe seleccionarse de forma que garantize una dependencia minima entre z(t) y

z(t + 7t).

Consideremos un proceso en el que una sefial se envia a un receptor. Sea S un sistema que consiste
de un conjunto de posibles sefiales: s1, 82, ..., 8, Yy sus probabilidades asociadas: P,(s1), P;(s2), ...

P, (s,). P, mapea sefiales con sus probabilidades.

Sea P, una funcién de probabilidad que se distribuye en k valores discretos, jDe cudntas formas se

pueden distribuir 2 objetos identicos en k cajas?.

Nimero de maneras para seleccionar n objetos: n!; cada caja tiene m;! configuraciones, entonces el

nimero de posibles arreglos es:

donde >, n; = n

La cantidad de sorpresa que alguna distribucion pueda causarnos esta dada por la entropia S:
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1 1
S =—=In(W) = ——In(n!) — > In(n!).
n n -
si n — oo:
In(n!) = nln(n) — n.
De esta manera:

S = —lim,_,o0 Z(-—)!n(—))

= Z ipi(s:)In(pi(s:))

83

(5.2)

(5.5)

Estamos interesados en conocer la dependencia de =(t + 7) con respecto a x(t), designaremos al

sistema [s, g] como [x(t), z(t + 7)], en estos términos deseamos conocer la incertidumbre sobre un

valor g, una vez que hemos encontrado un valor s;.

- Z: ip; (s:)In(p;i(s:))

HQ |s:) = ZPQ|8(qJ | 5:) log[Pyis(q; | si)]

J

P,q(si, q; P,,(8:,q;
H(@| 5) = YT x tog Pty

Donde P,,(s:,q;) corresponde a la probabilidad de que dado s se presente g, esto es, el nimero de

parejas (s, g;) entre el nimero de parejas con origen s;.

Si promediamos sobre s; obtenemos la incertidumbre de x(t 4+ 7) dado z(t):
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HQ|S)= —ZP,(Se)H(Q | 8:) = ZP,q(s.,q_-,)log[ i "q’ ] = H(S, Q) — H(S).
(5.9)
Donde

H(S,Q) = Z P.q(s., q;) IOg[Psq(sn QJ)] (5.10)

i,

Dado que H(Q) es la incertidumbre de g y H(Q | S) es la incertidumbre sobre g dado s, la
informacién mdtua (I.M.), corresponde a la cantidad de informacién que ganamos respecto a g dado

S.

1Q,8) =H(Q)—-H(Q|S)=H(Q)+ H(S) - H(SQ) = I(5,Q). (5.11)

La expresién para el valor de (I.M.) M, es

(N=(m—1))

P(miumi-{‘—‘r!zi-l-ﬂf!'"sa:i+{m—1}‘r)
M= TP(ZiyTitryTit2rysery Tit(m—1)r) X lOg
; ( G ) [P(mi)!P(mi-}-r):P(mi+2r)}-'-vP(mi+(m—1)r)

(5.12)

donde P(z;) es la probabilidad de ocurrencia de la variable z; y P(Ziy Tiqry Tit2ry eees it (m—1)r)
es la probabilidad de ocurrencia de que dado z;, la coordenada independiente esté dada por la serie
LiyTitryTit2ryeeey Tit(m—1)r-

i Cémo se obtiene el valor de (1.M.)?. El primer paso consiste en cubrir el espacio (s, g) con una réticula
de N, X N,. celdas, este paso nos enfrenta al problema de seleccionar el tamafio ptimo para cada
celda, si seleccionamos un tamafio de celda muy ‘grande’ obtenemos ‘'muchos’ puntos dentro de cada
celda y un valor para P,, ‘sobrevaluado’ y como consecuencia ‘subestimamos' el valor de |. M., si por
el contrario elegimos un tamafio de celda muy ‘pequefio’ el valor de P,, sera ‘subvaluado’ y el valor de
I. M. sera 'sobreestimado’, el algoritmo de Fraser y Swinney resuelve este paradigma seleccionando un

tamafio que garantiza el valor exacto para cada region:
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1) Particién de cada eje (s,q) en 2™ segmentos equiprobables. De la ecuacién (5.10), tenemos:
I1(Q,S) = H(Q) + H(S) — H(S,Q). (5.13)
Desarrollando cada término:

H(S) ==Y P.(s)log(P.(s) = = ()"logl )" = H@Q).  (514)

H(S) + H@) = ~2(3_(;)"logl(;)" ] 5.15)
Como
o 1 Mg |
Z(E)mlog[(a)m] = Z(E)mm[fog(l) — log(2)]. (5.16)

yYm,(3)™ =1—(3)™ cuando m — oo
H(Q) + H(S) = mlog(4) (5.17)
sustituyendo en (5.10),

I.(Q, S) = mlog(4) — H(S, Q). (5.18)

2) Generar una funcién autorrecursiva que nos permita, de acuerdo a la distribucién de los puntos
para cada region, identificar el tamafio exacto para obtener el valor de |.M. Definimos una secuencia
de particiones del plano (s,q), Goy, G1, G2y +esy Gpn\ ... cada particién constituye una réticula de 4™
elementos que se obtienen al dividir el plano en 2™ celdas equiprobables, designamos a cada una de
estas celdas (regiones) como R, (K,,), K, toma todos los valores entre 1 y 4™, de esta manera la

ecuacion (5.13) se expresa como:

im = mlog(4) + 3 Pry(Ron (i 5))10G[Paq (B (i 5))] (5.19)

i,j=0
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Notemos que para obtener G; a partir de G, Ro(K)) se divide en 4 subelementos: R;(0), R;(1),
R;(2), R,(8). Para obtener G, cada elemento de G se divide en 4 subelementos: Rz (k1, k2),

donde k;,k2 € 0,1,2,3.

G, G;

Fig. (5.9) Dos pasos consecutivos en la secuencia de particiones. La region
sombreada en G,, se subdivide en 4 subespacios en la particion G;

Veamos que sucede al elemento R,, (K,,) de G,, al pasar a la siguiente particién m + 1, designamos
como Cr a la contribucién al valor de I,,, de R,,(K,,) y C; a la contribucién al valor de I, del

subelemento R,,+1 (K, J), entonces

Cr = Prmlog(4) + Prlog(Pr). (5.20)
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donde Pr = P,y(R.(Kn)) y
C; = P;(m + 1)log(4) + P;log(P,). (5.21)
donde P; = P,;(R;+1(Km,J)). La contribucién de la regién cubierta por R, (K.) @ tmy1 €5

Y _C; = Pr(m+1)log(4) + ) _ P;log(F). (5.22)

j=0 =0

Comparando (5.15) y (5.16) sélo hemos incrementado un término Prlog(4) y el término Prlog(Pr)
se sustituye con E;LO P;log(P;), si Py, es homogénea en R,,(K,,), entonces Pp = P, = P, =

Py = %1 y Cr = Co + C; + C3 4+ C3 y no ganamos informacién al subdividir el elemento.

De esta manera, podemos expresar I (S, Q) empleando una funcion recursiva F', como
I1(S,Q) = F(Ro(Ko)) (5.23)

Donde si P,, tiene una distribucién homogénea sobre R,, (K,,)

F(Rm (Km) — Paq(Rn (Km))IOQ[Paq(Rm (Km))]‘ (524)

y si P,, no tiene una distribucién homogénea sobre R,, (K,,)

F (R (Km) = Pi(Ron(Km))log(4) + > F(Rmt1(Km41)- (5.25)

=0

Es asi como la funcién recursiva F' continua subdividiendo la particidn en las regiones donde se necesita.
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La implementacién del algoritmo utilizado se ilustra en la figura (5.10).

Yz

celda(k, )

1 2 3 Ne Pcl)

Pk

PR)= Puntos dentro de la fila k
ntumero total de puntos

PkD)= ntos dentro de la celdaf k.1

m numero total de puntos

Fig. (5.10) Procedimiento para encontrar el valor de Informacian Miitna

Se realiza una reconstruccién bidimendional del atractor en el plano (t),z(t + 7). El plano se divide
en una reticula de N, columnas y N, renglones; las funciones de probabilidad para z;, y ;4. se
generan contando los puntos que inciden en cada una de las celdas y dividiendo por el nimero de
puntos de la serie. P(k) y P(l) corresponden a las probabilidades de ocurrencia de los puntos del

atractor en la columna k y el renglén I, y la probabilidad de la unién P(k, 1), para cada regién.
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El valor de (1.M.) se obtiene mediante la suma

M=33 Pl o8l

IM (X,X+T)

A
D

‘

primer minimo

T

Fig. (5.11) Grafica del valor de informacion miitua en funcion de ©

89

(5.26)
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Este proceso se realiza para diferentes valores de 7; aquel valor de T que proporcione un minimo en M,

es seleccionado como el valor éptimo de retraso, [30].

Fig. (5.12) Reconstruccion del atractor correspondiente en el espacio de fases,
para diferentes valores de T, en (A), T es muy pequeiio x=x+1 y el atractor se alinea
a 45°, al aumentar 7, el atractor se expande hasta (C), (Primer minimo).

5.2.1 Ecuaciones de Rossler - Método de Runge Kutta

A fin de contar con una serie de datos sin ruido, se resolvié como se sugiere en el articulo de Fraser y

Swinney, el sistema de Ecuaciones de Rossler (ver capitulo 2 seccién 8),[11],[7].
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Con los pardmetros @ = 0.15, b = 0.20 y ¢ = 10.0 y las condiciones iniciales (10, 0, 0), utilizando

el Método de Runge Kutta.

Se encontré en forma exacta el valor para el periodo planteado por Fraser y Swinney de 193.3.

§ §
Grifica Informacién Mutua para elatracter de Grifica informacion Mutua para el atractorde
5 4 Rissler segun E, Weeks 5+ Rissler aplicaciin propia
4 4 -
0 2
i i
i3 1 e k|
- L
24 2
14 1
e —_ t t e ' -
[} 108 n in 400 ] 1 2 1

Fig. (5.13) Comparando resultados publicados y propios.

El algoritmo utilizado para obtener el valor de (I.M.) fue implementado por E. Weeks, [26], repro-

duciendo para la serie de datos del atractor de Rossler los resultados descritos por Fraser y Swinney,



capituLo 5. EVALUANDO PROCEDIMIENTOS 92

permitiéndonos garantizar la bondad del algoritmo. Una vez asegurado el buen funcionamiento del pro-
grama se aplicé el método de (I.M.) a la serie de datos de precipitacién mensual en la estacién de

Apizaco, Tlaxcala desde Enero de 1943 a Diciembre de 1999, resultando un valor para T de 3 meses.

Fig. (5.14)

Informaciéon Mutua Serie Precipltacién Mensual
Apizaco, Tlaxcala. Enero 1943 a Diclembre 1999

B

informacién (bits)

tiempo (pasos)
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5.2.2 Estimacion de la Dimension del Atractor

De acuerdo con el proceso descrito en la seccién 2.7, se implementd un programa en Lenguaje Fortran

77 para estimar la Dimensién del Atractor asociada a una serie de tiempo; encontrando que para la

serie de datos Rossler se obtiene una dimensién envolvente de 3, conforme a lo esperado.[30].

Fig. (5.15) Estimacioén de la Dimension de Correlacion para el

atractor de Rossler .

24 -
-
%) —
S’
o
o
o
L5 = -k P 4
2 Sl s s
e =l
B ’/‘
- '___,,.-—"_:
i
: h e — S
P
28
:Ji—-—— ——
log(r)
‘30 L T T T T T 1
06 08 1 12 14 16 18 2



capituLo 5. EVALUANDO PROCEDIMIENTOS 94

Recordar que:

m > D, (5.27)

Fig. 516 Valor de la pendiente limite - dimensionde —
pendie]‘nte correlacion :

1218

1 3 5 7 9 11 3 15
envolvente



capituLo 5. EVALUANDO PROCEDIMIENTOS 95

Para el caso de la serie precipitacion mensual se obtiene una dimensién envolvente de 7 que nos indica

el nivel de complejidad extrema de esta serie.

Fig. (5.17) Estimacion de la Dimension de Correfacion para Precipitacion
Mensual (Apizaco, Tlax.)

T T T I i ; 1 T I

L) O
1.16 1.8605 1.861 18615 1.862 136.25 1.863 1.8635 1.864 18645

45 E— —_—

Valores considerados para
la estimacion del coef. de
Lyapunoy

log(Cy)

log(r)
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5.2.3 Limite de Predictibilidad

Encontramos un coeficiente de Lyapunov de 0.22 lo que nos permite asociar un limite de predictibilidad

de 4.48 meses para la serie de tiempo en estudio.

Esquema del proceso realizado para la estimacion del
Coeficiente de Lyapunov

pendiente log(Cr)- abs 11
- log(Cr) 10g(C). (log(Cr)- promedio A
" log(Cr)ii)

1 -14.13 — 0.897 0.897 0.223 4477
2 -15.02/1.850 1.850

3 -16.87  0.239 0.239

4 1711 0.143 0.143

) -17.25  0.288 0.288

6 -17.54

Tabla (5.1)



Capitulo 6

EXPLOTANDO LA RED NEURONAL

6.1 Normalizando la Serie

Una vez que conocemos la informacién relativa a la dindmica de la Serie de tiempo, podemos abocarnos
a la tarea de reconstruccion en el espacio fase a fin de explotar la serie generando pronéstico; utilizando
el software FIRNET [37], desarrollado en g++. Requerimos aplicar una transformacién lineal a la se-

rie de tiempo de modo que para alimentar la red, la serie transformada cuente con media 0 y varianza 1.

97
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Serie de datos real, para cada mes se integra la cantidad de lluvia (mm) acumulada.

Fig. (6.1) Serie de datos precipitacion mensual
acumulada, Apizaco, Tlax.
(ene-80 a nov-02)

250

200

Wl i

100

A il

T T T T
Ene30 Ene82 Ene-94 Ene-56 Ene-38 Ene 00 Ene-02
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Serie de datos transformada para alimentar a la red, conforme a los requisitos establecidos por la he-

rramienta: (media=0, varianza=1).

25

.%K | ﬁ |
LS | ||
M

IR RTARARITAN
TV U

Ene-80 Ene-82 Ene-94 Ene-36 Ene-38 Ene-00 Ene-02

Fig. (6.2) Serie Precipitacion Mensual Acumulada Ene-90 a Oct-92 transformada
para alimentar a la red.
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6.2 Seleccionado la arquitectura

La red nos arroja comb parametro el valor del Error Medio Cuadrético (SME), para cada ciclo, tenemos
que buscar una arquitectura que permita a la red converger rapidamente (menor nimero de ciclos o
épocas) a valores inferiores a una cota (SME < 0.1); por otro lado Wang nos indica que practicamente
cualquier sistema converge con una arquitectura 25:5:5, (25 nodos en la capa externa, 5 nodos en la
capa oculta y 5 nodo en la capa de salida), heuristicamente y despues de un buen niimero de intentos

seleccionamos 15:25:1, para la serie de de datos de Apizaco, Tlaxcala.

Fig. (6.3) Evolucién error medio cuadratico, la cota requerida es 0.1

Error medio Cuadriatico vs. Ciclos

03 1

La curva tipica de evolucién del Error Cuadratico Medio(SME), es similar a la mostrada en la gréfica 6.3.
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Durante la etapa de aprendizaje la red ajusta sus parametros de acuerdo a los algoritmos descritos

(cépitulo 5), generando una curva que comparada con nuestra serie, minimiza el valor de error (SME).

Fig. (6.4) Curva generada por la red (aprendizaje), datos reales hasta
Dic. 2001

pm (mm]

El defasamiento que se observa (1 mes)es
= == REAL

S producido porlared, {la salida de la red produce un
defasamiento en un punto)

-80
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6.3 Condiciones iniciales - ensamble

Se modificé el programa de Wang [37], de forma que nos permitiera variar la semilla aleatoria inicial y
asf poder originar diferentes condiciones de inicio para nuestro sistema, generando para cada condicién
una curva, se seleccionaron 20 valores entre -7000 y 7000 para la semilla aleatoria inicial, de esa manera

se obtiene un ensamble de curvas solucién como el mostrado.

240 «2-- s L —PRONOSTICO HASTA OCTUBRE 2003 A

Fig. (6.5) Ensamble de curvas solucién, cada curva es generada con un valor de semilla
aleatoria diferente, la red se alimenta con datos hasta Octubre 2002, la red genera
pronostico hasta Octubre 2003. La linea azul es la observada. La linea con circulos
corresponde a la solucion resultante, la linea punteada gruesa representa el promedio
histérico (normal).
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6.4 Desarrollo en Armonicos

Considerando la complejidad de la serie, extrajimos las series de Fourier en Armdnicos para cada afio,

hasta el cuarto y

quinto arménicos, alimentando la red también con estas series, con la esperanza de

mejorar el desempefio de la red.(fig. 6.6).

Fig. (6.6) Armonicos de Fourier vs. Serie Real precipitacion Mensual
Acumulada
(Oct-97 a Oct-01)
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Los arménicos han sido recorridos en un mes para efectos de visualizacién
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6.4.1 Pronéstico Extendido

Series de tiempo estudiadas

A fin de contrastar resultados, se aplicé la metodologia a dos series de tiempo: Apizaco, Tlaxcala y
Balboa, Panama. Las condiciones geograficas son completamente diferentes para ambas poblaciones,

Apizaco se encuentra rodeado de montafias a una altura aproximada de 2, 000 metros sobre el nivel

del mar, a 19° de latitud norte y 97° de longitud oeste.

Fig.6.7)  Ubicacién geografica Apizaco, Tlaxcala

T T T T T T T
2 1is= e s 1000 % [

UNITED STATES OF AMERICA

T
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En tanto que Balboa se encuentra al nivel del mar, sin ninglin cuerpo montafoso cercano, a 8° de

latitud norte y 78° longitud oeste.

Fig. (6.8) Ubicacion geografica Balboa, Panama
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La tabla (6.1), nos presenta las diferencias descriptivas que presentan ambas series.

Tabla (61) Comparativo caracteristicas series en estudio

serie de datos
Apizaco Balboa
periodo de tiempo Enero 1942 a Diciembre 02 | Enero 1906 a Diciembre 00
namero de datos 720 puntos 1,140 puntos
ST 02323 mm/mes 0 223 mm/mes
acumulada mensual
media 67 mmimes 6 mm/mes
varianza 4,443 mmimes 19 mm/mes
desviacion estandar 176 mm/imes 4 mmimes
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Una vez que se aplican todos los procedimientos descritos (capitulo 5) a las series en estudio, la tabla

(6.2) nos muestra los resultados obtenidos.

Tabla (6.2)

Comparativo resultados al aplicar la metodologia

serie de datos

caracteristica Apizaco Balboa unidades
Espectro de corq ponentes
Potencias principales
periodo 12,3,6,48,4 | 12,6,3,4,18 meses
(andlisis de :
asociado
Fourier)
(meses)
Méaxima
Ondellet: varianza 12,48 12,6 meses
(waveiets) asociada
fiempo opimo 3 3 —
de retraso
dimension de 3 3
Informacién | Comelacion
Mutua dim ension
7 7
envolvente
limite
14
predictibilidad Y s
pmnospoo 6 12 meses
extendido
capas 3 3
i nodostx capa 15-25-1 11-22-1
At 40-40-1 9101
entrada
ventana analisis| Jul-0 a Jun-02 | Ene-90 a Dic-00
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Serie de tiempo Precipitacién Mensual acumulada Apizaco, Tlaxcala 1943-
2002

Se utilizé una ventana de tiempo de 12 afios (Julio 1990 a Junio 2002), para validar el desempeiio de
la red, la mecéanica es la siguiente: se corta la serie hasta un cierto punto, (por ejemplo Dic. 1990),
la red se alimenta con la serie cortada y una vez alcanzada la cota (SME) (aprendizaje), se le pide un
prondstico para los siguientes doce puntos (Enero 1991 a Dic. 1991), generando un ensamble de curvas

solucién (aproximadamente 20 soluciones con diferentes condiciones iniciales).

Fig. (6.9) Serie reconstruida vs. Serie real (observada) Jul-90 a Jun-02

250 l
m:ﬁa:ﬂﬁto ‘ |
200 % |- normal | #
| }1
| h 3
150 lll I_ lt I {5‘ | || | ﬂ

(pm mmimes)
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i
y }i j | | | 1; | |‘ _
. \l . I iﬁ UI | _-[ L ;j \ | v‘\ if ]1% !f!l.'- \ F }! ._,lJ : ! \ \
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Desempefio de lared neuronal en la ventana de prueba, la linea azul, corresponde a los

"1 valores observados, la linea roja corresponde al pronéstico creado por el ensamble de curvas
solucion, la linea punteadaes la climatologia (valores promedio ene-43 a dic. 2002)
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Para facilitar su visualizacién seccionamos la serie en 4 partes.
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Fig. (6.9.a)
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Serie reconstruida vs. serie real, Apizaco.
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(Se ha agrupado en intervalos de 3 afios aproximadamente, para facilitar su visualizacién)

El procedimiento para alimentar la red neuronal, se realizé cortando la serie cada 6 meses: (diciembre

90, junio 91, diciembre 91 hasta diciembre 2002) comparando el prondstico obtenido contra la serie

real, (promedio mensual desde Enero 1942 hasta Diciembre 2002), considerando solamente los primeros

6 meses para cada prondstico.

Normalmente las redes efectuan pronéstico extendiendo solamente un punto, se incorpora este punto

a la serie y se realiza prondstico para el siguiente. En nuestro caso tenemos por una parte el limite de

predictibilidad obtenido para la serie de precipitacion en Apizaco: 4.48, ver seccién (5.2.3); y por otro

el productor agricola demanda informacién preferentemente del ciclo completo (12 puntos) para que le
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sea redituable.

i Qué tan buenos son estos resultados?. Caulitativamente la serie reconstruida reproduce correctamente
la intermitencia observada, recupera, ademas, en forma aproximada las fecha de inicio y término de la

temporada de lluvia.

No obstante si deseamos evaluar a la luz de una medida estrictamente cuantitativa como seria la férmula
de error estimado:

(Xreal = Xobs)

E =| X

| (6.1)

Por un lado tenemos el inconveniente de no poder evaluar aquellos puntos donde el valor real sea muy
cercano a 0 y por otro lado obtenemos un rango de errores que va desde el 1% hasta valores superiores
al 5,000% para algunos meses.

Al productor le es mas necesario anticipar el signo de las anomalias de la precipitacién, que cantidades
aproximadas de precipitacién esperada, esto es, el productor requiere conocer si va a contar con mas o

menos cantidad de lluvia con respecto a la normal, (mes himedo o mes seco).
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Lo anterior nos da la pauta para evaluar nuestros resultados en términos de la variabilidad climatica,
para ello, en cada mes dentro del intervalo de tiempo, se considera la variabilidad climatica para la serie

reconstruida (valor pronéstico - valor normal) y la serie observada (valor real - valor normal).

Fig. (6.10) variabllidad climatica (mm/mes con respecto a la normal)

Weprondstico
Oreal

B0 —

-B0

=120 J
Jul-80 Oct-80 Ene-81 Abr-91

Consideramos como acierto el evento en el que coinciden los signos de la variabilidad climatica mensual

(por ejemplo, Abr-91, en la grafica anterior) y como error el caso contrario (ej. Mar-91).
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Finalmente, si agrupamos los aciertos y errores para cada mes dentro de la serie reconstruida, tenemos:

Tabla(6.3) Habilidad de pronéstico extendido
(Apizaco, Tlaxcala).

Datos |
meses Pronostico Aciertos Errores L
Enero ‘ 12 9 3 75.0% |
Febrero 12 11 1 91.7%
Marzo 12 9 3 75.0%
Abril 12 4 66.7%
Mayo 12 7 5 58.3%
Junio 12 10 2 83.3%
Julio 12 11 1 91.7%
Agosto 12 7 5 58.3%
Septiembre 12 9 3 75.0% |
Octubre 12 8 4 66.7% ;
Noviembre 12 8 4 66.7% |
Diciembre 12 10 2 83.3% |
Total general 144 107 37  |74.3% |
I PR g s T =2 i Shi GRS S RN e S Rl @5 Aoy B

Evaluando el procedimiento para los arménicos cuarto y quinto obtenemos unas tasas de acierto del
73% y 76%, respectivamente.

La probabilidad de obtener 107 aciertos en 144 intentos para una distribucién normal resulta ser
altamente significativa. Efectivamente, utilizando para la media m = np la desviacién estandard

o=,npgyz=% "con X =107, n =144, p=¢q = 3 tenemos: m = (144)(3) = 72
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o =,/(149)})(}) =6

z =112 =583

Como 5.83 > 3.84 (3.84 corresponde al valor de x? al 5%), entonces P(X) < 0.05.

Tabla(64)  Tabla de Contingencia en funcion de la
calidlad de mes para la serie reconstruida.
(Prondstico extendido - Apizaco, Tlaxcala).

————r
prondstico
mes real

(aciertos)

humedo | 59 44
Seco 85 63

144 107

Aplicando la prueba x? a la tabla de contingencia mostrada, concluimos que la habilidad del pronéstico

es independiente de la calidad del mes con un nivel de significancia del 5%.
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capituro 6. EXPLOTANDO LA RED NEURONAL
Serie de tiempo Precipitacion Mensual acumulada Balboa, Panama 1906-

2000

En este caso, se estudié una ventana de tiempo de 11 afios, (Enero 1990 a Diciembre 2000); para validar
el desempefio de la red, el estudio se realizé cortando la serie cada 12 meses: (diciembre 90, diciembre
91, diciembre 92 hasta diciembre 2000) comparando el pronéstico obtenido contra la serie real, gracias

al limite de predictibilidad para esta serie (14 puntos), extendimos el prondstico considerando 12 meses.

Fig. (6.11) Serie reconstruida vs. Serie real {observada). Ene-90 a Dic-
00. Balboa, Panama
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Para facilitar su visualizacién seccionamos la serie en 4 partes.

Fig. (6.11.a) Serie reconstruida vs. serie real, Balboa.
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En términos de la variabilidad climatica, si agrupamos los aciertos y errores para cada mes dentro de la

serie reconstruida, tenemos:

Tabla(6.5) Habilidad de pronéstico extendido

(Balboa, Panama).

Datos
meses |Pronostico Aciertos Errores
Enero 11 9 2 81.8%
Febrero 11 F 4 63.6%
Marzo 1 8 3 72.7%
Abril 1 7 4 63.6%
Mayo 11 9 2 81.8%
Junio 1 8 3 72.7%
Julio 1 10 1 90.9%
Agosto 11 9 2 81.8%
Septiembre 11 11 100.0%
Octubre 11 8 3 12.7%
Noviembre 1 9 2 81.8%
Diciembre 11 7 4 63.6%
Total general 132 102 30 |77.3%
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Nuevamente obtenemos una probabilidad altamente significativa, bajo el supuesto de tener una dis-
tribucién normal, ademds, también se verifica que la habilidad del prondstico es independiente de la

calidad del mes con un nivel de significancia del 5%.

Ensamble de Analogos

El proyecto de investigacion: Utilizacion de Pronésticos Climaticos para Actividades Agricolas
en el estado de Tlaxcala, fue implementado en 1997, con el objetivo de producir prondsticos con
un enfoque practico para la toma de decisiones, para ello se conté con estrechos contactos con los
productores, el método de ensamble de analogos fue aplicado a datos histéricos, aqui reproducimos los

resultados presentados para la regién de Apizaco, comparando el periodo coincidente [44].
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Cabe sefialar que el pronéstico de ensambles coincidentemente se expresa en términos de la variabilidad

climatica.

Tabla (6.6)

‘ COMPARATIVO PRONOSTICO DE PRECIPITACION (SIGNO) \

Ensamble Analogos

Red Neuronal

ano fer. Sem | 2do. Sem | 1er. Sem | 2do. Sem
1998 75% 62% 67% | 83%
1999 66% 42% 100% 83%
2000 83% 75% 67% 100%
2001 90% 41% 83% 100%
2002 100% 88% 83% 100%
75% 62% B_(_J% 93%

*Porcentaje de aciertos durante el periodo
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Cantidad de lluvia anual

Si observamos los graficos de desempeiio figuras (6.9 y 6.11), afio con afio, podemos pensar que los
meses en los que existe un déficit de lluvia al comparar la curva pronosticada con la curva real, se
compensan en con aquellos que tienen un superavit, para verificar esto, integramos la cantidad de lluvia

por afio y obtenemos la siguiente tabla:

Tabla(6.7) Comparativo cantidad de lluvia anual pronosticada
contra la cantidad de lluvia anual real para ambas series.

Apizaco, Tlaxcala Balboa, Panama
precipitacion acumulada precipitacion acumulada

anual (mm/afo) anual (mmfafo)
affo  prondstico real  error aio  prondstico real  error
1991 8170 9364  127% 1990 67.6 03 39%
1992 9193 9306  12% 1991 745 85  27%
1993 6443 6532  14% 1992 65.1 BT 139%
1904 7606 8352  89% 1993 60.7 811 25.1%
1995 139 9139 19.9% 1994 1786 s 1%
1996 139 8324 121% 1995 1756 055  18.8%
1997 105 8484 15.1% 1996 819 823 05%
1998 860.2 649.2  32.5% 1997 94.2 15.2 252%
1999 8365 8314  06% 1998 624 M4 126%
2000 8406  TB1  16.2% 1999 73 80 34%
2001 8883 68913  28.9% 2000 726 152 35%
Error promedio: 13.6% Error promedio: 10.7%




capituro 6. EXPLOTANDO LA RED NEURONAL 120

6.4.2 Pronédstico Secuencial

En otro ejercicio se generaron series mensuales desde Junio de 1996 hasta diciembre de 2002, obtenien-
do un prondstico para cada serie de los seis meses subsecuentes, el prondstico para cada mes resulta
una media de los prondsticos obtenidos para cada mes en los seis meses anteriores (para Diciembre 96,
promediamos: el sexto punto pronosticado con la serie cortada a junio de 96, el quinto punto pronos-
ticado con la serie cortada a julio de 96, el cuarto punto pronosticado con la serie correspondiente a

agosto de 96 y asi hasta el primer punto de la serie cortada a Noviembre 96).

Fig. (6.12)|PRONOSTICO SECUENCIAL SERIE DE DATOS PRECIPITACION |
APIZACO,TLAX. (JUN-2000 A FEB-2003)
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Considerando nuevamente la variabilidad climética, como pardmetro de evaluacién, en este experimento

se alcanzé una habilidad de pronéstico del 76%.

Tabla (6.8) HABILIDAD DE PRONOSTICO SECUENCIAL

Datos |

meses pronostico aciertos errores

Enero 3 2 1 67%
Febrero 3 2 1 67%
Marzo 3 3 0 100%
Abril 3 1 2 33%
Mayo 3 3 0 100%
Junio 4 3 1 75%
Julio 3 3 0 100%
Agosto 3 1 2 339,
Septiembre 3 3 0 100%
Octubre 3 2 1 67%
Noviembre 3 3 0 100%
Diciembre 3 2 1 67%
Total general 37 28 9 76%
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Este resultado también es altamente significativo, atendiendo a la calidad del mes tenemos la siguiente

tabla de contingencia:

Tabla (6.9)

Tabla de contingencia en funcion de la calidad de
mes para la serie reconstruida

(Prondstico Secuencial)
pronostico
mes real ]
(aciertos)
humedo | 24 16
seco 13 12

37 28
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6.4.3 Pronédstico Tradicional

Se realizé un experimento para el afio de 1998, toda vez que en el mes de Septiembre, se presenta un
méximo que no fué identificado en forma clara por las experimentos anteriores, el experimento consistioé
en alimentar la red con las series de datos recortadas para cada mes, (dic. 97 a nov. 98) y pedirle a la

red sélo el mes siguiente para cada caso.

Fig. (6.13) Pronostico Tradicional - 1998
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En términos de la variabilidad climdtica, obtenemos 9 aciertos en 12 intentos, esto es, un 75%.
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EXPLOTANDO LA RED NEURONAL

Comparando los diferentes pronésticos que hemos obtenido para el afio 1998.

Fig. (6.14) Desempefio de la red para el afio 1998
(Pronéstico extendido vs. Prondstico tradicional)
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Como se puede apreciar en la figura (6.14), el afio de 1998 fue atipico (basta con observar los puntos

que no inciden dentro de la franja de lo "posible” ), el pronéstico tradicional se aproxima mejor a la

curva real en los puntos extremos: Abr-98 y Sep-98.
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6.4.4 Dinamica de la Habilidad de Pronéstico

Dado que estamos extendiendo el pf'onéstico de la red a mas de un punto, nos interesa conocer como
evoluciona la habilidad de la red para pronosticar, para ello, en el caso de Apizaco, Tlaxcala, donde en
realidad estamos expandiendo el pronédstico en 6 meses, esto es, cortamos las series en los Diciembres,
para pronosticar el primer semestre de cada afio, y cortamos las series en los Junios, para pronosticar el
segundo semestre de cada afio, podemos asociar a cada mes el niimero de pasos de prondstico asociado,

y generar asi una curva de desempefio en funcién del nimero de puntos de prondstico.

&% — 1Fig. (6.15) Habilidad de pronéstico en funcién de los pas
¢ pronosticados. Apizaco, Tlaxcala
B0% EATID
_ 5% Q)
2
0%
65%
60%

8 pasos prondstico :
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Para la serie de Balboa, dado que solicitamos prondstico extendido por 12 meses, la gréfica de habilidad

en funcién de puntos de prondstico se obtiene directamente de la tabla (6.5).

wsoxl Fig. (6.16)  Habilidad de pronéstico en funcién de pasos |
pronosticados. Balboa, Panama
100.0% mema
95 .0% b
A // \\
2818% PU\‘I.B% / 81.8% \ /(KGLB%
| 727% / \Jnm M.m

70.0%

B5.0%

\
\ /

\

5%

63.6%




Capitulo 7

DISCUSION DE RESULTADOS

7.1 Habilidad de Pronéstico

Es claro a partir de las diferentes pruebas realizadas, que existe un limite para la habilidad de prondstico
alrededor del 75%. jEste tope a la capacidad de prediccién es intrinseco a la red neuronal o tiene
su origen en la serie temporal en estudio?, al parecer, dado que estudiamos dos series temporales
sustancialmente diferentes (Apizaco y Balboa), podriamos aducir que es inherente a la red; ;Qué
sucede si realizamos prondstico sobre una serie pura?, tomamos dos series de tiempo puras: la serie de
Henon y la serie de Rossler, repetimos el proceso desarrollado con las series de precipitacion, esto es,
cortamos en un momento dado, alimentamos la red para diferentes semillas con las series transformadas
correspondientes y una vez cubierta la etapa de aprendizaje, solicitamos a la red prondstico sobre los

siguientes doce puntos realizando un ensamble de curvas solucién.

127
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Resultado Serie de datos Henon

14 Fig. (71)PRONOSTICO SERIE DE DATOS HENON|
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Resultado Serie de datos Rossler
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5 Fig. (7.2) PRONOSTICO SERIE DE DATOS RﬁsSLER ||

En ambos casos encontramos, realizando una prueba Xi - cuadrada para el pronéstico directo, que
las diferencias no son significativas. Luego entonces, debemos concluir que las series de datos de
precipitacién son mas complejas y mas dificiles de capturar por la red neuronal; podriamos incluso
suponer que existen periodicidades involucradas en el tiempo - clima, que por la extensién de la serie

de datos en estudio, no logran ser observadas por la red, (ciclicidades que involucren periodos de mas
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de 100 afios, por ejemplo).

7.2 Extension de la Calidad de Pronéstico en el tiempo

El comportamiento observado para las series puras, apoya la idea de poder extender la habilidad de
prondstico mas alla de un punto; en el caso de las series de tiempo de Apizaco y Balboa, el anilisis
debe efectuarse considerando las tablas 6.3 y 6.5, y las graficas 6.15 y 6.16; de acuerdo con la tabla
6.3, existen dos puntos maximos en la habilidad de pronéstico (91%), asociados a Febrero y Julio, si
recordamos el procedimiento descrito para Apizaco, se realizé prondstico cada 6 meses, cortando la serie
en Diciembre y Junio; esto es, Febrero corresponde al segundo punto pronosticado para las secuencias
(Enero - Junio), ademas Febrero es el mes en el que, para esa latitud, se alcanza el punto de equilibrio
entre el Océano y la Atmdsfera, estos argumentos pueden explicar el buen desempefio mostrado pa.ra
Febrero, el caso de Julio se explica si notamos que corresponde al primer punto pronosticado para ias
secuencias (Julio - Diciembre). Este efecto no es tan claro en la gréifica correspondiente (6.15), ya
que en ella, por ejemplo, el valor asociado al segundo punto de prondstico, corresponde al promedio
de la habilidad observada para Febrero y Agosto, es sorprendente la habilidad que se muestra en la
grafica para el sexto paso (83.3%); que corresponde a Junio y Diciembre, dado que el valor es el mismo
para ambos meses, consideramos que por un lado, tenemos una muy buena habilidad gracias a que se
trata del primer punto de prondstico, (Junios), y por el otro, tenemos un muy buena habilidad para los

diciembres, dado que se caracterizan por tener una variabilidad muy baja.

Para el caso de Balboa, tenemos un comportamiento similar, el ejercicio se realizé cortando la serie en
Diciembre y obteniendo la secuencia (Enero - Diciembre) para el siguiente afio, si observamos la tabla

(6.5) el maximo en la habilidad (100%), se alcanza para Septiembre, que coincidentemente es el mes
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en el que, para la latitud geografica de Balboa, se verifica el punto de equilibrio Océano - Atmésfera,
en este caso, la gréifica correspondiente, (6.16) es elocuente. En términos generales podemos concluir
que para la red seleccionada, la calidad de prondstico en funcién de los pasos, no se demerita muy
rapidamente e incluso permite identificar aspectos relevantes de la variabilidad climatica asociada a la

Serie de Tiempo en estudio.

7.3 Cantidad anual de lluvia

Si consideramos la cantidad anual de lluvia pronosticada, (ver tabla 6.7), encontramos un error absoluto
promedio del 13.6% para Apizaco y un 10.7% para Balboa; es importante resaltar la similitud en los
resultados, no obstante las diferencias en los rangos de precipitaciéon que existen entre las series. (ver

tabla 6.1).

7.4 Pronéstico ano 2004

En esta ocasion se aplicé la metodologia descrita en la seccién 6.4.1 a la serie de tiempo de Apizaco
Tlaxcala, hasta Diciembre de 2003, solicitandole a la red prondstico extendido para los siguientes
12 puntos, (para efectos de pronéstico son vilidos solamente los primeros 6 puntos), sin embargo,

consideramos necesario presentar el afio completo.

Adicionalmente, se construyé una serie de tiempo integrada con andlogos (aquellos afios que se considera
contienen condiciones similares a las esperadas para 2004): 1955, 1956, 1963, 1968, 1969, 1971, 1999

y 2000.
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La gréfica 7.3 muestra, ademas de los dos ensambles de soluciones generados por la red, el promedio de

los afios analogos (prondstico empirico), y la precipitacién presentada (curva real) hasta el mes préximo

pasado.

Fig. (7.1) Pronéstico para el aio 2004 y
observado (real) hasta el mes de Agosto.
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Siguiendo con la mecéanica de trabajo presentada, evaluando el prondstico en términos de variabilidad

(diferencia del valor presentado contra el valor normal), obtenemos la siguiente tabla:

Tabla (7.1) Evaluacion del pronéstico
para el afio 2004.

entrenamiento . ensamble
sobre analogos serie pura
Ene-04 Seco Humedo Humedo
Feb-04 Seco Seco Seco
Mar-04 Huamedo Himedo Hamedo
Abr-04 Seco Himedo Seco
May-04 Huamedo Seco Seco
Jun-04 Humedo Seco Seco
Jul-04 Humedo Humedo Seco
Ago-04 Humedo Seco Seco

No obstante el bajo desempefio mostrado por el pronéstico generando al alimentar la red con los afios
analogos, (37.5%); al observar la gréfica 7.3, no podemos considerarlo como un mal pronéstico, ya
que practicamente predice la forma del perfil de precipitacion mensual, anticipa la canicula seca que se
ha presentado.

Contradictoriamente, el prondstico sobre la serie pura, apesar de tener una mejor acertabilidad (75.0%),

no brinda una informacién tan rica en términos de la forma.
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7.5 Modelo Deterministico Europeo

Fig. (7.2) Pronostico generado por un
modelo deterministico. (European Center
Medium Weather Forecast).

ECMWEF Nino-3 SST Forecasts for 6 Month Periods
Starting Every 3 Months
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La gréfica 7.3 ilustra el prondstico generado en el ECMWEF, empleando un modelo Deterministico,
para diferentes fechas de inicio del modelo, y nos permite ponderar varias caracteristicas que presenta

nuestro trabajo:

1) El pronéstico se basa en un ensamble de posibles soluciones.

2) Extension del prondstico en 3 meses, en nuestro caso, hemos extendido el pronéstico en 6 meses
para Apizaco y 12 meses para Balboa.

3) Desempeiio diferenciado de la red de acuerdo al mes de inicio, (los prondsticos generados en Enero

y Junio, desarrollan una mejor habilidad que aquellos que se generan en Abril y Octubre).

7.6 Aportaciones

Consideramos conveniente resaltar algunos de los logros obtenidos:

1) La generacién de una herramienta (laboratorio de anilisis de series caéticas), que nos permite ex-
traer informacion sobre la dindmica de un sistema fisico real a partir de una serie de tiempo y realizar
prediccion conforme a las limitaciones implicitas.

2) Se validé el desempefio de la herramienta dentro de un periodo de 12 afios (1990 — 2002), para
dos series de tiempo de precipitacién, Apizaco Tlaxcala y Balboa Panama, obteniendo una tasa de
efectividad en el prondstico para la variabilidad climatica del orden del 75%.

3) Al compararse con un método empirico aplicado en la regién y dentro de el periodo de prueba
(1997 — 2002) en Apizaco Tlaxcala, nuestra herramienta logra una mejora sustancial en la habilidad

de pronéstico (ver tabla 6.6).



capiTuLo 7. DISCUSION DE RESULTADOS 136

4) Explotar la red neuronal ampliando el intervalo de pronéstico, en el caso de Apizaco se obtuvieron 6
meses (pasos) y en el caso de Balboa 12 pasos (una red neuronal sélo garantiza prediccién para un paso
en el tiempo). Encontrando que esté proceso permite recuperar informcion relevante sobre la dindmica
de las series de datos.

5) Establecer parametros en funcién de la variabilidad, para evaluar el desempefio de la herramienta en
el caso particular de la precipitacion, considerando el beneficio directo que se puede proporcionar a los
productores agricolas.

6) Generar un documento que brinde a las personas interesadas independientemente de su formacién,

un panorama comprensible de la herramienta y sus alcances.

7.7 Trabajo Futuro

Proponemos integrar a nuestro estudio series de tiempo con un mayor nimero de puntos y a diferentes
latitudes, a fin de verificar si se presenta una mejora del prondstico asociado con la longitud temporal

de la serie, y por otro lado, validar si la red captura el efecto del acoplamiento Océano - Atmésfera.

Podria alimentarse a la red con series de datos de estaciones meteoroldgicas adyacentes, con la finalidad
de tratar de obtener un pronédstico sobre una regién mas extensa, buscando la integracién a un pronéstico

generado por sistemas de mesoescala.

Por la habilidad de pronéstico mostrada por la Red Neuronal Artificial, es posible pensar aplicar los
prondsticos generados por ésta, para rellenar datos faltantes en las series de tiempo, inclusive de

cualquier drea del conocimiento.
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Interpretar el prondstico desde un punto de vista probabilistico, dado que la RNA provee, en forma

natural, un ensamble de soluciones.
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