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En el principio era el Verbo, y el Verbo era con Dios,
y el Verbo era Dios. Este era en el principio con Dios.
Todas las cosas por él fueron hechas, y sin él nada de lo
que ha sido hecho, fue hecho. En él estaba la vida, y la
vida era la luz de los hombres. La luz en las tinieblas
resplandece, y las tinieblas no prevalecieron contra ella.
Aquella luz verdadera, que alumbra a todo hombre, venia
a este mundo. En el mundo estaba, y el mundo por €l
fue hecho; pero el mundo no le conocié. A lo suyo vino,
y los suyos no le recibieron. Mas a todos los que le
recibieron, a los que creen en su nombre, les dio
potestad de ser hechos hijos de Dios
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INTRODUCCION

Uno de los atractivos mas grandes del quehacer matematico es induda-
blemente responder preguntas. Las respuestas pueden variar en cuanto a
complejidad, ain mds, los motivos para darlas pueden ser variados, en al-
gunos casos, no habra mds motivaciéon que amor al ego, como diria mi en-
trafiable amigo Fernando Martinez. Pero aunque no se tenga dicha moti-
vacién, evidentemente es un placer llegar a ellas. Claro que es ain més
atractivo reponder cuando la pregunta fue formulada por alguien notable o,
en su defecto, si es una de esas que se mantienen durante algiin tiempo sin

respuesta.

Menciono lo anterior, pues la presente tesis tiene como objetivo presentar
la respuesta (y generalizacién) dada por M. Marsh a una pregunta hecha por
David Bellamy en 1983. La pregunta en cuestion dice: ;Los limites inversos

de planos proyectivos reales, con funciones de ligadura esenciales, tienen la
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propiedad del punto fijo? [Problema 32, pag. 369, L]. La respuesta fue dada
en el 2002, a casi 20 anos de su formulacién, lo que nos dice que si bien esta
pregunta no fue una de las mds dificiles que se han formulado (recuérdese
que algunas llevan mucho més de 20 afios sin respuesta), tampoco fue facil

darla, la respuesta es: si.

Asi pues, el presente trabajo es fruto de algunos cursos de maestria im-
partidos por el Dr. Sergio Macias. Los temas abordados en los cursos, tienen
una vinculacién estrecha con los resultados que componen los capitulos de la

tesis.

El articulo de M. Marsh [MM] introduce el concepto de funcién producto-
ra de coincidencias en cubrientes, que es una generalizacion del concepto de
funcién universal. Para tener una idea clara de la herramienta matematica
usada por Marsh es necesario recurrir a ciertos conceptos matematicos co-
mo son: limites inversos, espacios cubrientes, el grado de una funcién de la
n-esfera en si misma, etc. Hacemos un recuento de los mismos a lo largo de

toda la tesis.
La estructura de la tesis es la siguiente:

El primer capitulo es de limites inversos. Sin duda una de las herramien-
tas mas bellas en la topologia. Las demostraciones del capitulo son una
experiencia obligada en cualquier curso de limites inversos, se incluyen to-
das, pues no es sencillo encontrarlas en la literatura que existe acerca de
limites inversos. Se puede omitir su lectura si se tienen buenas bases del

tema.



El sequndo capitulo es acerca del grupo fundamental. En éste se dan las
nociones bésicas de homotopia y del grupo fundamental. Se ex.hibmfe> algunos
de los resultados que ligan las nociones de grupo y de espacio topoldgico. Por
ultimo se da el ejemplo del grupo fundamental de S'. También se puede omi-
tir su lectura si se estd familiarizado con los conceptos basicos de Topologia

Algebraica.

El tercer capitulo aborda el tema de espacios cubrientes. El material
contenido en él es importante, pues da las bases para entender el concepto
de funcién productora de coincidencias introducido por Marsh. Podemos
decir que es una continuacién natural del capitulo 2, de hecho pudieran estar
dentro del mismo capitulo, pero preferimos separarlos para facilitar la lectura.
Puede omitirse su lectura si se estd familiarizado con los conceptos bdsicos

de Topologia Algebraica.

El capitulo cuarto es central en el trabajo. En primer lugar se dan dos
demostraciones propias de resultados previos de funciones universales; se da
el concepto introducido por Marsh y, de alguna manera, se sigue la estruc-
tura de su articulo [MM]. Pero se reformulan los teoremas 4.8 y 4.9 de los
cuales Marsh solamente demostré la necesidad y nosotros demostramos su

suficiencia. Se incluyen todos los resultados de Marsh incluidos en su articulo.

El qltimo capitulo tiene como objetivo demostrar que el resultado de
Marsh es el mejor posible. Se basa en una demostracién que hizo Hagopian
del siguiente resultado: Si un continuo M es tipo drbol y P es un poliedro
de dimensién mayor que uno, entonces M es tipo P. Dicho resultado se
incluye en el articulo de Marsh [MM]. Aunque nuestro capitulo se basa en
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un articulo de Hagopian, que no se publicé, pues dicho resultado ya se habia

demostrado y publicado con anterioridad.

Por 1ltimo se incluye un apéndice, en él se discute esencialmente el con-
cepto de grado de una funcién de S” en si misma, procuramos dar una version
lo m4s entendible posible para no confundir al lector. Se puede omitir su lec-

tura si ya se tiene una idea clara del tema.



Capitulo 1

LIMITES INVERSOS

En el presente capitulo daremos los resultados principales que empleare-
mos en este trabajo, todos ellos se relacionan con limites inversos, su lectura
se puede omitir si se tienen las bases de éste campo de la teoria de los conti-
nuos. Para tener una idea mas amplia de lo referente al presente capitulo, re-
comendamos el libro de Tom M. Ingram editado por la Sociedad Matemadtica
Mexicana (I] y las notas de clase de Sergio Macias, creemos que la lectura
de ambos seria muy provechosa, puesto que consideramos que son en cierto
modo complementarios. Ademads, claro est4, el libro de continuos de Sam B.

Nadler [N2).

1.1. Definicién. Por un continuo entenderemos un espacio métrico, com-
pacto, conezo y no vacio. Un subcontinuo de un espacio métrico, serd un
continuo contenido en dicho espacio. '

Notacién.Cuando digamos funcién queremos decir una funcién conti-

5



6 CAPITULO 1. LIMITES INVERSOS

nua y todos nuestros espacios serdn continuos a menos de que se indique lo

contrario. Pero siempre serdn espacios métricos.

1.2. Definicién. Sca {X,},>, una sucesion de espacios métricos la cual
cumple: Para cadan € N, eriste una funcién f*+' : X,y = X, de X,41 en
X,.. La sucesion {X,, f**'} de espacios y funciones es llamada una suce-
sién inversa. Las funciones fi*!: X, ., — X, son llamadas funciones

de ligadura.

Notacién. Si n > m entonces f* = fmtlo-..o f |y fr=Iy,.

1.3. Definicién. El limite inverso de la sucesion inversa {X,, fit'} (de-
notado por lim {X,, fi*'} 0 por Xy) es el subespacio del espacio producto
o0

[1 X» definido como:

n=1

Xeo = {{xn}:,:l € HXR | f:+l (xn+l) = In}
n=1

Notacion. Para toda n, sea f, =y, |x,, donde 7, es la funcidn proyec-
cton, es decir, f, es la proyeccion natural restringida al limite inverso. Tam-

bién llamaremos proyeccidn a cada f,.

Siempre supondremos que la métrica d,, de X, estd acotada por 1. Asi
oo

d({Zn}oey  {Un}oey) = B3 55dn (Tn,Yn) s una métrica para [] X,. En
n=1

consecuencia, X, es un espacio métrico. [Teorema 4.2.2, pig. 259, E|.

1.4. Proposicion. Sif = {f,! (U): U es un abierto en X, ym € N}, en-

tonces 3 es una base para la topologia de X .



Demostracion: En primer lugar cada elemento de la familia 3, es un
abierto en X, pues f,, es la restriccion de m, la cual es continua. En
consecuencia s6lo nos resta demostrar que cada abierto de X, es la unién
de elementos de 3, para esto, veremos que dados un abierto V' de X y z =

{2}, € V existe una k € Ny un abierto U de Xi, tal que z € f' (U) C V.

i=1

Procedemos de la siguiente manera: tomemos V abierto en X, y z =
{x:}2, € V, puesto que V es un abierto en X, existe W abierto en ﬁ Xi
que cumple: WN X, =V y, como W es un abierto que tiene a z, exls't:el un
abierto bésico de ﬁ] X; digamos 7! (Uy,) x ;) (Uny) % - x w2t (U,) (donde

ny < ny < ... < ng), el cual tiene a x, ahora tomemos el siguiente conjunto:

k
U= (f)"" (Ua,), U es un abierto en X,, pues es la interseccién de un
=1

” y ; -1 vy
nimero finito de abiertos, cada ( “*) (Uy,) lo es y, por construccion, se

i

k
cumple que z,, € (N (f )_1 (Un,), donde z,, es la coordenada ny de z,
i=1

tenemos entonces que las siguientes relaciones se cumplen: z € f! (U) =

-r!l_kl (ﬁ ( n.k)_l (Ufli}) C ﬂ-l:[l (Uﬂl) X ﬂ;: (Uﬂz) Xoree X .ﬂ.;*l (Ung) nXDO (1
i=1

W n X, = V. lo cual concluye la demostracion. O

1.5. Proposicién. Sean {X,, f**'} una sucesidn inversa y Xo, su limite
inverso. Si Y es un subconjunto propio y cerrado de X, entonces existe

N €N tal que sin > N entonces f, (Y) # Xa.

Demostraciéon: Como Y es cerrado y propio, tenemos que existe p €
Xo \ 'Y que cumple que existe N € N tal que fx (p) € fv (Y) (de no existir
tal N tendriamos: f, (p) € f, (Y) para toda r € N lo cual implica que p € Y).

Ahora como fy es continua tenemos que fy (p) y fnv (Y) son un punto y
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un cerrado en Xy respectivamente y, como Xy es regular por ser métrico,
tenemos que existe un abierto U para el cual se cumple que fy (p) € U y

fn (Y)NU =0 lo cual quiere decir que fy' (U)NY =0.

Notemos, por otro lado, que si n > N entonces U = fj ( fa ( et 1) ))) n
fn (Y) = @ en consecuencia: f, (f;l (U)) n (f,'\',}_l (fn(Y)) =0y, por lo
tanto, se cumple que f, (Y) # X, para todan > N. a

Ahora demostraremos unos resultados que nos seran de utilidad para

demostrar el Teorema 1.8.

1.6. Proposicién. Sea {X;};>, una sucesion de espacios métricos compactos
tales que X;y) C X; para todai=1,2,..., sea X = ﬁ Xi. Si U es un abierto
de X, el cual contiene a X, entonces existe N G‘:l;i tal que X; C U para
toda i > N, en particular si toda X; # 0 entonces X es distinto del vacio y

claramente compacto y métrico.

Demostracién: Supongamos que para toda i, existe z; € X; \ U. Como
X1\ U es un métrico compacto, podemos suponer que la sucesién {z;};°,

converge a un punto p € X, \ U.

También para todo mimero natural k, se cumple que z; € Xg, 81§ >k,
por lo tanto, p € X, para toda k, de donde p ¢ U y, como p € X, tenemos
que X & U contradiciendo la hipétesis de que X C U.

Por otro lado, si X; # 0 para toda k, supongamos que X = ) entonces
tomando U = @, tenemos que X C U y, por lo demostrado anteriormente, e-

xiste N tal que Xy C U = @, por lo tanto X = 0 lo cual es una contradiccién
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v, en consecuencia, X # (. O

1.7. Teorema. Scan {X;};>, una sucesidn de continuos tales que X;;y C X;

00
para toda i =1,2,..., y X = (| X; entonces X es un continuo.

i=l

Demostracion: Por la proposicién anterior tenemos que X es compacto
y mdétrico, entonces solo nos resta demostrar que es conexo, la conexidad la

demostramos asi:

Supongamos que X 1o es conexo, entonces existen dos conjuntos cerrados
no vacios y disjuntos A v B tales que X = AUB. Como X es normal, existen
dos conjuntos abiertos v disjuntos V y W de X, talesque ACVyBCW.
Si U = V UW entonces, por la Proposicién 1.6, tenemos que, para alguna n
se eumple que X, C U, en consecuencia, X, = (X, N V)U (X, N W)y, como
X, D X =AUDB y tanto A como B son no vacios, tenemos que X, NV # 0
y X, NW # (0, lo cual nos muestra que X,, es disconexo. Esto contradice la
hipdtesis de que cada espacio X, cs un continuo, por lo tanto, X debe ser

CONexo. (]

Ahora ya demostrados estos resultados previos, podemos demostrar ¢l

siguiente teorema:

1.8. Teorema. Si cada X,, es un continuo, entonces X €s un conlinuo.

Demostracién: Definamos en primer lugar unos conjuntos auxiliares

que seran de mucha utilidad.

i=]

Qn= {{In}‘z: € HX:' I f;'.ﬂ (xj41) = «; para toda j < ﬂ}
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Afirmacion. Los conjuntos @, cumplen las signientes tres propiedades:

1) Qu+l C Qn-

00

2) Qn es homcomorfo a [] X; para toda n.
i=n+l

3) Xco = Fj] Qu-

Observemos que cada @, es un continuo y, por el Teorema 1.7, si demos-
tramos los tres incisos anteriores entonces tendremos como corolario que X,

es un continuo.
La demostracién de Q,;, C (), es como sigue:

Tomemos ¢ = {;};0, € Qus1 entonces por definicién se cumple que
ff“ (zj41) = x; si § < n+1 por lo que, en particular, se cumple ff“ (zj11) =
z; si j < n porlocual € Q.

Ahora demostraremos (), es homeomorfo a [[ X; para toda n.
i=n+1

o0
Fijemos una n, ahoradefinamos h: Q, = [] X;comosigue: h ({z:};7))
i=n+1
= {z;};2, ., veamos que h es un homeomorfismo.

La funcién h, definida anteriormente, es supraycctiva pues si tomamos

o0
¥ = {¥i}ions1 € [l X: definimos el punto z = {z;};, dc la siguiente
i=n+1
forma:

7 (gnsn) sii<n
;=

¥y sit>n+l
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notemos que € @, y, por la definicién de z, h(z) = y.

También es inyectiva pues si tenemos dos puntos z = {z;}i0, v o' =
{x}}:2, que cumplen la relacién h (z) = h (2') entonces por la definicién de h
es inmediato que z, = z; para toda r > n+ 1 y, en particular, z,4, = z;,,
por lo que sc cumple [ (zn41) = f* (),,,) para toda j < n de donde se

o0

tiene la siguiente igualdad {z;};°, = {z{};", ¥, en consccuencia, Ja funcién

es inyectiva.

También es continua, para demostrarlo procedemos asi: Por [Teorcma
2.2, pdg. 101, D], basta demostrar que (77:{,“ o h) cs continua para toda
o0

N > n+1, (" denota la proyeccién de [] X; en Xn). Notemos que
i=n+1

an oh({z}eey) = mn ({2ktpeps1) — an — an ({zxdie,), e, ayt oh —

nin. Por tanto, h es continua.

Finalmente por |[Teorema 3, pag. 11, Ku2|, tenemos que h cs un homeo
morfismo pues es una funcién continua e inyectiva de un espacio compacto
en un espacio Hausdor(l, por lo tanto hemos concluido la demostracion del
inciso 2.

00
La demostracién de X, = [ Q. es la siguiente:
n-
Es inmediato, de Ja definicidn de las Q,, que X, € @, para toda n, por

o0
loque Xoo © [ Qn.

n—1

oo o
Ahora tomemos z = {z;}:2, € [ Qu entonces 7' (zj,,) = z; para
n=1

toda j mimero natural, en consccucncia £ € X O

1.9. Teorema. Supongamos que X, y Vs, son los limiles inversos de los
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sistemas inversos { Xo, frH 10 y (Y, g2t oo | respectivamente y que todos

n n=1

los rectdngulos en el diagrama siguicnte son conmutativos (s decir @go fit! -

gt o iy para cada i):

2 3 1‘.' ‘i+I L_-lt
X] {.._{1 - X.z 4‘.{'..._ e 4._.._'_ Xi Fli X‘, vy o o Xm
w1 l% l\f’i 1@“! J"Poo
+
5 3 r i+1 gi1?
%e® Bae® o wd Yo o200 ¥y

Definamos oo en Xoo por oo ({i}ee,) = {0 (2:)}iey, paratoda {2;}3, €

Xoo, entonces se cumplen las siguicntes afirmnaciones:

1) Yoo i Xoo = Yoo esld bién definida.
2) Si todas las @; son continuas, entonces ¢ también lo es.

3) 8i todas las @; son biyeclivas, entonces ¢ también lo es.

Demostracién: Para demostrar 1) veamos: ¢u ({Z:i}i2,) € Yoo, para

{‘”i}?ﬁ.z € Xeo-

Sea {7:}°, € X consideremos @oo ({7:}.°,) = {¢:(z:)},, aplique
mos gj-.'H a la (j + 1)-ésima coordenada de {; (z:)};",, entances tenemos:
gj-.'“ (511 (xi41)) = @5 (j}‘.'“ (z;, 1)), por la conmutalividad de los diagramas
Y, como {z:}2, € Xoo, tenemos f7 (z4,) = ; por lo que ¢; (£ (zj41)) -
@; (z;), de donde tenemos: g'_:-‘“ (@11 (x541)) = ¢j(x;) ¥, en conseenencia,

Poc ({Tn}:‘ol) € Yoo-

Ahora snpongamos que cada una de las ¢; es continma y demostrens que

la composicidn g, o .. es conlinna para toda n recondenos gue esa implica
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que ©, es continua por ser una funciéon cuyo codominio es un producto de

espacios.

Gn © Yoo ({27,'}?:1) = gn({‘pi (x:')}?zl) = ©n (Iﬂ) = ¥n (fn ({I:}T:J) =
on o fn ({:}2))

La demostracién de la inyectividad de la funcién ¢, es como sigue:

Tomemos {z:}Z,, {yi};Z, € Xoo tales que oo ({7i}:2,) = oo ({ti}i2)),
por ser dos puntos del espacio producto, tenemos que g; (;) = ¢ (y;) para
toda 7 y, por hipétesis, las funciones son inyectivas por lo que z; = y; para

toda i, por lo que {z;}°, = {y:}{2,, entonces, @, es inyectiva.
La demostracion de la suprayectividad es asi:

Tomemos primero un punto {y;};°, € Y. Como todas las ; son suprayec-
tivas, tenemos que, para cada j € N, dado y; existe z; € X tal que p; (z;) =
y; ¥, como los diagramas conmutan, es claro que existird para y; un punto z,
y de forma que ¢, (z,) = v, y también @3 (1) N(f2) " (z1) # 0 por lo tanto
podemos escoger a zo en dicha interseccién. Continuando con este proceso,
podemos construir un punto {z;};o, € Xo tal que po ({Zi}io,) = {ti}icys

por lo tanto, la funcién ¢, es suprayectiva. a

1.10. Definicion. Sean € > 0 y f : X = Y una funcion de X sobre Y.
Diremos que f es una e—funcidn si para cada y € Y, diam(f~'(y)) < e.

1.11. Proposicién. Si Xo, = {im { X, f2*'} entonces para toda € > 0,
eriste n € N tal que, para todo nimero natural m mayor o igual a n, f, :

Xoo =+ X (la m-ésima proyeccién ) es una e—funcién.
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Demostracién: Sea ¢ > 0, como L2, 5; converge podemos encon-
trar n € de manera que E;";,Hli’; < €. Dado z, € X, tomemos en
el conjunto f;'(z,) un par de puntos {z;};°, y {zi};°, los cuales por ser
puntos del limite inverso y estar en f;!(z,) cumplen que z; = z! para
1 € i € n por lo tanto, si calculamos la distancia entre dichos puntos, ten-
dremos que d ({x}, {24 },) = T dedi (20, 74) = Th, e (20, 2) +
7 .+138dxk (zx, ;) pero por la eleccién de dichos puntos, el primer miembro
de la suma es cero y como tomamos métricas acotadas por 1 tenemos que
el segundo miembro es menor o igual a X2 +1§va por lo tanto menor que ¢,
por otro lado, como tomamos dos puntos cualesquiera de f;!(z,) tenemos
que su didmetro es menor que e. Notemos que si tomamos m mayor que

n, y procedemos de manera aniloga demostraremos que la correspondiente

proyeccién es también una e-funcién. O

1.12. Proposicién. Si f es una e—funcidn de un continuo X sobre un con-
tinuo Y entonces eziste un nimero ) > 0 tal que todo conjunto M enY de
didmetro menor que n tiene una preimagen f~1(M) de didmetro menor que

een X.

Demostracién: Supongamos que para toda 7 existe un conjunto M, C
Y tal que el didmetro de M, es menor que 7 y el didmetro de f~!(M,) es
mayor o igual que €.

Como lo anterior es valido para toda n en particular serd valido para la
oa

sucesion {11* | eso implica que existe una sucesién de conjuntos { M1
nJn=1 n ) p=1

tales que el didmetro de M1 es menor que % y el didmetro de f~! (Ml) es

mayor o igual que e.
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Observemos que podemos suponer que todos los conjuntos f~! (M l.)
son cerrados, pues un conjunto cualquiera tiene el mismo diametro que su
ce- rradura. Una vez hecha esta observacion, podemos afirmar que para cada
n € N, existen z, y 7, € f! (M%) tales que d(z,,r,) > €. Notemos
que, como X es compacto (por ser continuo), sin pérdida de generalidad
suponemos que {z,}o, ¥ {z,,}o2, convergen a z y z’. Notemos que para r y
=’ se cumple que la distancia entre ellos es mayor o igual a € y, por otro lado,
como f (zn) y f (z,,) € My para toda n, tenemos que d (f (za), f (z,)) < 1 ¥,
por lo tanto, f (z) = f(2’). Hemos encontrado un punto f(z) = f(z) €Y
que cumple que el didmetro de su preimagen es mayor o igual a €, pues r y

z' estdn en esa preimagen, contradiciendo que f es una e-funcién. O

1.13. Definicion. Si p denota una clase dada de poliedros (para la defini-
cion de poliedro, véase el Apéndice A) un continuo M es tipo p st para toda

€ > 0, existe una e-funcién de M sobre un elemento de p.

1.14. Definicién. Un espacio S tiene la propiedad del punto fijo si toda

funcion de S en S tiene un punto fijo.

1.15. Definicién. Un continuo es indescomponible si no se puede poner

como la unidn de dos subcontinuos propios.
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Capitulo 2

EL GRUPO FUNDAMENTAL

Notaciéon. Como de costumbre, para cualquier par de nimeros reales a
y b que cumplan: a < b, [a,b] denotard el intervalo cerrado que tiene a a y

b como puntos eztremos, I representard al intervalo unitario [0,1].

Notemos que para cualesquiera dos intervalos cerrados [a, b] y [c, d], exis-

ten dos homeomorfismos lineales
hy y ho : [a,b] = [c,d],
tales que

ho (@) c, ho (b) = d,
hi(a) = d, hy (b) = c.

Il

Los distinguiremos entre si, diciendo que hg es el que preserva la orien-

tacion y h; el que invierte la orientacion.

17
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2.1. Definicion. Una trayectoria en un espacio X, es una funcion con-
tinua f de algin intervalo cerrado [a,b] en X. Las imdgenes de los puntos
eztremos del intervalo se llaman puntos extremos de la trayectoria, f(a)

se llamard punto inicial, y f (b) punto final.

2.2. Definicién. Diremos que un espacio X es conexo por trayectorias
si cualesquiera dos puntos de X se pueden unir por una trayectoria, es decir:
para cualquier par de puntos z yy en X exziste f : [a,b] = X que cumple
fl@)=zy f(b)=y.

Un espacio conexo por trayectorias es conexo, pero lo inverso no es cierto
en general. Como un ejemplo de lo anterior, consideremos la cerradura en
R? del siguiente conjunto: S = {(z,y) € R?* |y =sen(%),z € (0,1]}, el
conjunto anterior, también llamado curva sinoidal del topdlogo, es conexo

pero no es conexo por trayectorias, [Ejemplo 12, pag. 10, N2].

2.3. Definicion. Las componentes por trayectorias de X son los sub-
conjuntos conexos por trayectorias mdrimales de X.

Observemos que las componentes por trayectorias de X no son necesaria-
mente cerradas, en la curva sinoidal del topélogo definida anteriormente,
tenemos dos componentes por trayectorias, una de las cuales es abierta, dicha
componente por trayectorias es: S = {(z,y) € R? |y = sen (1) ,z € (0, }]}.
2.4. Definiciéon. Un espacio X es localmente conexo por trayectorias
si cada punto de X tiene una base local de abiertos conezos por trayectorias.

2.5. Definicién. Si fo y fi son dos trayectorias en X, tales que fo(a) =
fila) y fo(b) = fi(b) (es decir, tienen el mismo punto inicial y el mismo
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punto final). Diremos que estas dos trayectorias son equivalentes (lo cual

denotaremos por fo ~ f1), si y sélo si eziste una funcién continua
f:la,b]xI =X
tal que, para toda t € [a, b):

f(t,()) 5 fn{t)
ft.1)=f()
y que, para toda s € I :

f(a,5) = fo(a) = fi(a)
f(b,3) = fo(b) = fi (b)

En la definicién anterior, podemos sustituir / por cualquier otro intervalo

cerrado. La demostracién de la siguiente proposicién es sencilla:
2.6. Proposicion. Para cualquier espacio conexo por trayectorias X, la

relacidn definida en 2.5 es una relacion de equivalencia.

Intuitivamente, diremos que dos trayectorias son equivalentes, si una
puede ser deformada continuamente en la otra, en el espacio X. Durante
la deformacién de la figura los puntos extremos deben permanecer fijos.

2.1 El grupo fundamental de un espacio

La siguiente proposicién serd de mucha ayuda para demostrar los resul-

tados que mostraremos en esta seccion.
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2.7. Proposicién. Sean A y B subconjuntos cerrados del espacio topoldgico
X tales que X = AUB. Si f: X =Y es una funcién definida en X, tal que

las restricciones f |4 y f |p son ambas continuas, entonces f es continua.

Demostracién: Primero, recordemos que una funcién es continua, si la

imagen inversa de cada cerrado en el codominio, es un cerrado en el dominio.

Asi pues, dado un cerrado W C Y, como f |4 ¥ f | son continuas, tene-
mos que (f [4) ™ (W) y (f |s)~" (W) son cerrados en A y B respectivamente
y, como por hipétesis A y B son cerrados en X, tenemos que (f [4)™" (W) y
(f |8)~" (W) son cerrados en AU B por ser cada uno de ellos un cerrado de

un cerrado.

En consecuencia, tenemos que (f |4)™" (W)U (f |8) " (W) es un cerrado
en AU B, pero también (f |4)” (W)U (f )" (W) = f~ (W) y, por con-
siguiente, f~! (W) es un cerrado en X, por lo cual la funcién f es continua

pues la imagen inversa de cerrados de Y son cerrados en X. O

2.8. Definicién. Sean f y g dos trayectorias en X, tales que el punto ter-
minal de f es el punto inicial de g, entonces el producto f x g estd definido
por
e | BRI
g(2t—1), sil<tgl.
2.9. Lema. La relacion de equivalencia y el producto que hemos definido,
son compatibles en el siguiente sentido: Si fo ~ fi y go ~ g1, entonces

fo*go ~ fi * g1 (se supone, que el punto terminal de f; es el punto inicial
de 95, J € {0: 1})
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Demostraciéon: Por hipotesis tenemos que existen dos funciones, F'y G

las cuales cumplen:

F:0,1xI—=X
es tal que, para toda t € [0, 1] :
F(t,0)=fo(t) y F(t,1) = fi (¢)
y que, para cada s € [ :

F(a,s) = fo(a) = fi(a) y F (b,s) = fo (b) = £ (b);

G:[0,1] xI =+ X
es tal que, para toda t € [0.1] :
G{t,0)=go(t) y G(t,1) = (2)
y que, para cada s € [ :

G(a,5) = go(a) = g1(a) y G (b,5) = 9o (b) = 01 ().

Aplicando la Proposicién 2.7, definimos una nueva funcién, de la siguiente

manera:

H:[0,1]xI—=X
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tal que
F(2t,s), site 0,1
H(t,s) = i 0:2]
G(2t-1,s), site[3,1]

y, por definicién, tenemos que H cumple las condiciones: para todat € [0, 1) :
H(t,0) = (foxg0) (t) y H(t,1) = (f1 x91) ()
yparatodasel:

H (a,5) = (fo* g0) (@) = (fr ¥ 1) (a) y H (b, 5) = (fo* 90) (b) = (fi *91) (b) -

a

Como consecuencia del Lema 2.9, la multiplicacién de trayectorias define
una multiplicacién de clases de equivalencia de trayectorias (siempre que el
punto terminal de la primera trayectoria y el punto inicial de la segunda
trayectoria coincidan). Es esta multiplicacion de las clases de equivalencia a

la que nos referimos en todo el capitulo.

2.10. Lema. La multiplicacion de clases de equivalencia de trayectorias es

asociativa.

Demostraciéon. Es suficiente probar que si f, ¢ y h son trayectorias
tales que el punto terminal de f es igual al punto inicial de g y el punto
terminal de g es igual al punto inicial de h, entonces:

(fxg)xh~ fx(gxh)
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Para probar esto, consideremos la funcion F : I x I =+ X definida por

P8, so<e<H

F(t,s)={g(at—1+s) si<tg?,

h(1~‘—'§,‘_—fjl) i 242

v/

M

t< 1

Entonces, F' ¢s continua, por la Proposicién 2.7 y, ademas, cumple que

F(t,0)=[(f*xg)xhl(t) y F(t,1) = [f * (g=h)] (2).

En consecuencia la multiplicacion de clases de equivalencia es asociativa.

La definiciéon de F' est4 motivada por la siguiente figura:

e [ nn

O

Dado un punto r € X, denotaremos por [e,] a la clase de equivalencia de
la funcién constante de I en el punto z de X. Esta clase de equivalencia de

trayectorias tiene la propiedad fundamental siguiente:

2.11. Lema. Si [a] es una clase de equivalencia de trayectorias con punto
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inicial x y terminal y, entonces [e;] * [o] = [a] y [o] % [g,] = [a].

Demostracién: Sean e : I — X la funcién constante tal que e(I) = {xz}
y f: I = X un representante de la clase de trayectorias [a]. Para probar la

primera relacién, es suficiente ver que e * f ~ f.
Definamos F : [ x I — X por:

i, si0<t < Ls,
F(t,s) = e

f(E2), sids<tgL

Entonces F(t,0) = f(t) y F(t, 1) = (e * f)(t) por definicién.

La definicién de F se sugiere de la siguiente figura:

iy o

La prueba de que [a] * [¢,] = o] es similar a la demostracién anterior. [

Notacién. Para cualquier trayectoria f : I — X, f denotard la trayec-

toria definida por
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f)=f(1-t), tel

Observemos que la trayectoria f es obtenida al recorrer la trayectoria f

en direccion opuesta.

2.12. Lema. Si[a] y [@] denotan las clases de equivalencia de las trayecto-

rias a y @ respectivamente. Entonces,

(o] * [@] = [e], [@ * [a] = [e,]

donde = y y son los puntos inicial y final de la trayectoria f.

g o

Demostracién. Para probar la primera igualdad, es suficiente demostrar

que a * @ ~ e, donde e es la trayectoria constante en el punto z. Entonces,
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como lo sugiere la gréfica anterior, definiremos F' : [ x I — X por

f(2t), si0 <t < 3s,
F(t,s) =< f(s), sids<t<l—3s,

f(2-2t), sil—3is<t<l.

En consecuencia, tenemos F(t,0) = z y F(t,1) = (a* @) (t) y, por tanto, se

cumple la primera ecuacién.

La prueba de que [@] * [a] = [, ] es similar a la que acabamos de dar, por

lo que tenemos demostrado el Lema 2.12. ]

En vista de estas caracteristicas de la clase de trayectorias [a], la de-
notaremos por [a] ' y vemos ficilmente que las condiciones del Lema 2.12
caracterizan a [cb:]_1 de manera tinica, en consecuencia, si oy ~ a; entonces

T ~ @1

Podemos resumir los lemas probados diciendo que el conjunto de todas
las clases de trayectorias en X satisface los axiomas para ser un grupo, salvo

que el producto de dos trayectorias no se defina siempre.

2.13. Definicién. Una trayectoria es llamada cerrada, o lazo, si los pun-
tos inicial y final son iguales. El extremo comiin se dice que es la base del

lazo.

2.14. Definicién. Sean X un espacio y z un punto de X; el conjunto de las
clases de equivalencia de los lazos basados en x es un grupo. Este grupo es
llamado el grupo fundamental o grupo de Poincaré de X en el punto
base x, y se denota este grupo por m (X, z).
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2.15. Teorema. Si X es conezxo por trayectorias, los grupos m (X,z) y

m(X,y) son isomorfos para cualesquiera dos puntos x y y elementos del

espacio X.

Demostracién. Sean z y y dos puntos en X y 7 una trayectoria con

punto inicial z y punto final y.

Usando la trayectoria v, definimos una funcion u : m(X,z) = m(X,y)
por la formula u ([a]) = [y~ * a x 7] donde [a] denota la clase de equivalencia

de a.

Esta funcién © es un homomorfismo de m (X,z) en m(X,y), pues si
tomamos (3] y [a] dos elementos de m; (X, z), tenemos:
ulaxp) = [ «(@xp)er] = [y (@ (yx7") * ) *1]
[(7'1 *Q* 7)] * [(7'1 3% 'y)] =u([a]) *u((8)]).

La inyectividad de u es inmediata, pues la preimagen del elemento neutro
de m(X,y) es el neutro de m(X,z). Por otro lado, la suprayectividad la
obtenemos al considerar la funcién inversa de u, definida por u~!([a]) =
[y # @+ 77| notemos que, en consecuencia, todo lazo basado en y tiene bajo
esta funcién una imagen en m (X, z) lo cual implica la suprayectividad de
U. a

La importancia de este teorema es obvia: Si m (X, z) es abeliano, fini-
to, nilpotente, libre, etc., esta caracteristica no depende del punto z, sélo
depende del espacio X, siempre que sea conexo por trayectorias.

Por otra parte, debemos de tener en mente que no hay un isomorfismo
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canénico o natural entre m (X, z) y m (X, y).

2.2 Funciones inducidas entre grupos funda-

mentales

Sean ¢ : X — Y una funcién continuay foy fi : I = X lazosen X; si fo
y fi son equivalentes, entonces es facil ver que wo fy y @o f, son trayectorias

equivalentes en Y.

Asi, si [a] denota la clase de trayectorias que contiene a fy y a fi, tiene
sentido denotar por [p(a)] la clase de trayectorias que contiene o fy y a
wo fi. [p(a)] es la imagen de la clase [a] en el espacio Y y, se verifica
ficilmente, que la funcién ¢, la cual envia a [a] en [y ()] tiene las siguientes

propiedades:

(a) Si [a] y [B] son clases de lazos en X tales que [a] * [3] estd definido,
entonces ¢, ([a] * [8]) = @. ([a]) * . ([B]) -

(b) Para cualquier punto z € X, . ([ez]) = [ep@)]-

(©) u(la]™) =[p(a)™

Por estas razones, llamaremos a ¢, el homomorfismo inducido por .

Si ¢ : Y = Z es una funcién continua, entonces podemos verificar

facilmente la siguiente propiedad:
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(d) (¥), = Y.

Finalmente, si ¢ : X — X es la luncién identidad, entonces:

(©) @.([a]) = [a], para cualquier clase de trayectorias [a] en X; es decir, la

. es el homomorfismo identidad.

Observemos que, en vista de estas caracteristicas, una funciéon continua
¢ : X = Y induce un homomorfismo, ¢, : m(X,z) = m(Y,¢(z)); y, si ¢
es un homeomorfismo, entonces ¢, es un isomorfismo. Este homomorfismo

inducido es muy importante al estudiar al grupo fundamental.

Precaucion: Si ¢ es inyectiva, ¢, no necesariamente lo es. Para ver
esto, consideremos i : 8 — R? la inclusién de la circunferencia unitaria en el
plano cartesiano, nétese que i es inyectiva, pero si consideramos i, no lo seré,
de momento creeremos el resultado que se mostrara en la seccién 3.3 de que
el grupo fundamental de S! es ciclico infinito y que el grupo fundamental de
R? es {1}, por lo que tenemos que i, no es inyectiva pues todos los elementos

del grupo ciclico infinito tienen como imagen a 1.

Para avanzar en el estudio del homomorfismo inducido ., debemos in-

troducir el concepto de homotopia entre funciones continuas.

2.16. Definicién. Dos funciones continuas @o y @1 : X = Y son ho-
motopicas si eriste una funcidn continua ¢ : X x [ = Y tal que, para todo
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T€ X:

¢ (z,0) = po(x),

p(z,1) = @i(z).

Si dos funciones @y y ¢; son homotdpicas, lo denotaremos por g = ;.
No es dificil verificar que ésta es una relacién de equivalencia en el conjunto
de funciones continuas de X en Y. Las clases de equivalencia se llaman clases

de homotopias de funciones.
Intuitivamente, si ponemos ¢ (z) = @(z,t) para cualquier (z,t) € X x I.
Entonces, para todo t € I,
p: XY
es una funcién continua.

2.17. Definicion. Dos funciones o y @1 : X = Y se dicen homotépicas
relativas al subconjunto A de X si existe una funcion continua ¢ : X x I —
Y tal que

¢(z,0) = @(z), z€X,

o(z,1) = @i(z), T € X,

ﬁa(ast) = (PO(a):(pl{aL ﬂeA,teI.

Observemos que esta condicion implica @ |4= ¢ |-

2.18. Teorema. Sean gy, : X = Y funciones homotdpicas relativas al
subconjunto {z}. Entonces

Pos = P11 T (th) —+m (Y!‘PO(I)):
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es decir, los homomorfismos inducidos coinciden.

La prueba es inmediata, y la omitimos.

Desafortunadamente, la condicién que la homotopia debe ser concerniente
al punto z es demasiado restrictiva en muchos casos. Esta condicion puede

eliminarse, pero entonces se complica el enunciado del Teorema 2.18.
Aplicaremos ahora algunos de estos resultados.

2.19. Definicién. Diremos que un subconjunto A de un espacio topologico
X es un retracto de X si eriste una funcion continua r : X — A (llamada
retraccion) tal que r(a) = a para cualquier a € A.

Es una condicién fuerte pedir que un subconjunto A sea un retracto de
X. Un ejemplo simple de un retracto de un espacio es el intervalo [0,1] en

R.

Ahora sea r : X — A una retracciéon, como en la definicién anterior e,
i: A — X la funcién inclusién. Para cualquier punto a € A, consideremos

los homomorfismos inducidos

i, : m(A,a) = m(X, a),
r. : m(X,a) = m(Aa).

Dado que r ot es la identidad en A, r, o, es el homomorfismo identidad
del grupo, m; (A,a), por las caracteristicas (d) y (e) dadas al inicio de esta

seccion.



32 CAPITULO 2. EL GRUPO FUNDAMENTAL

De esto concluimos que i, es inyectiva y r. es suprayectiva. Por otra
parte, la condiciéon que r, o i, sea la identidad, impone fuertes restricciones

al subgrupo i,m (A, a) de m (X, a).

Usaremos este resultado més adelante para probar que ciertos subespacios

no son retractos.

Ahora introducimos el concepto de retracto fuerte por deformacion.

2.20. Definicién. El subconjunto A de X es un retracto fuerte por de-
formacion de X, si ezisten una retraccion r : X — A y una homotopia

F: X xI— X tales que para todaa € A,z € X yt € I, se tiene que:
fla,t) =a,f(z,0) =z y f(z,1) = r(z)

2.21. Teorema. Si A es un retracto fuerte por deformacidn de X, entonces
la inclusion i : A = X induce un isomorfismo de m (A, a) sobre m(X,a)

para cualquier a € A.

Demostracién: Como hemos visto antes, r, o i, es la identidad en
m1(A,a), completamos la prueba mostrando que i, o r, es la identidad en
m(X,a). Esto es consecuencia de que i o r es homotdpica a la identidad en

X (relativa a {a}); por lo tanto, el Teorema 2.18 es aplicable. O

2.22. Definicién. Un espacio topoldgico X es contraible si existe un punto
To € X tal que {xo} es un retracto fuerte por deformacion de X.

2.23. Definicién. Un espacio topoldgico X es simplemente conexo si es

conezo por trayectorias y m(X,z) = {1} para algin (y, por lo tanto, para
todo) z € X.
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2.24. Corolario. Si X es contraible, entonces X es simplemente conezo.

Demostracién: La demostracion es inmediata, basta notar que si X es
contraible, por la Definicién 2.22 tenemos que existe zp € X, tal que {zo}
es un retracto fuerte por deformaciéon de X, lo cual implica que existe una
funcién inyectiva de m ({zo} , 7o) en m (X, zo) y, como m ({zo},z0) = {1},

tenemos que m (X, ) = {1}. Por lo tanto X es simplemente conexo. O

2.25. Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es ANR
(o retracto absoluto en vecindades)si dados Y un espacio topoldgico y
h: X =Y un encaje, se cumple que h(X) es un subconjunto cerrado de Y,
existe U un abierto de Y que contiene a h(X) y h(X) es un retracto de U.

2.3 El grupo fundamental de S'

S§! denotara la circunferencia unitaria en R?, 8! = {z € R?: ||z|| = 1}, (de

igual manera, en el plano complejo C), y f : I — S! el lazo definido, por
f(t) = (cos (2nt) , sen (27t)), 0<t<,

que recorre el circulo exactamente una vez, Designemos por [a] a la clase de

equivalencia de f.

2.26. Teorema. El grupo fundamental m,(S',(1,0)) es un grupo ciclico in-
finito generado por la clase [a].

Demostracién: Sea g: I — S, tal que g(0) = g(1) = (1,0) un lazo en
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S'. Probaremos primero que existe un entero m (positivo, negativo o cero)

tal que g pertencce a la clase [a]™.

Sean:
_ S
Ul = {(x!y}es Yy > 10}!

1
U? = (zxy)e‘s'l:y<+_ ]
10
Entonces U, y U, son subconjuntos abiertos conexos de S, cada uno de ellos

ligeramente més largo que una semicircunferencia y, ademas, U, UU, = §'.

Es claro que U; y U, son homeomorfos a un intervalo abierto en la recta
real y, por tanto, cada uno de ellos es contraible. En el caso en que g(I) C U,
o que g(I) C Us, es evidente que g es equivalente a la trayectoria constante

y, entonces, pertenece a la clase de equivalencia {a]“.

Supongamos ahora que g(I) € U, y que g(I) € U,. Veremos que es posi-
ble dividir el intervalo unitario en subintervalos (0,%,], [t1,ta],. .. , [ta1, 1],
donde 0 =ty < t; <...<t,; <t, =1, de tal forma que se verifiquen las

siguientes afirmaciones:

(@) g([tistia])) C Uy 0 g([ti,tisa]) C Vs, para0 < i < m.

(b) g([ti-1,t]) ¥ g ([ti, ti+1]) no estdn ambos contenidos en el mismo abierto
U;,paraj=102.

En efecto, {g7'(U1),g7 " (U2)} es una cubierta abierta de un espacio
métrico compacto; sea € un mimero de Lebesgue de esta cubierta [Teore-

ma 4.3.31; pig. 276; E|
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Dividimos el intervalo unitario en subintervalos de longitud menor que
€. Con esta subdivision se verifica la condicién (a), pero puede aiin fallar la

condicién (b).

Si dos subintervalos consecutivos tienen como imagen bajo ¢ el mismo
conjunto Uj, entonces formamos con ellos un sélo subintervalo suprimiendo

el extremo comin. Continuamos este proceso hasta que se verifique (b).

Designemos por [(] la clase de equivalencia de la trayectoria g, y por [3;]

la clase de equivalencia de g |i,_, »,) para 1 < i < n. Entonces, se tiene

(B8] = [Ba] * [Ba) % ... % [Bu]

. Cada (3] es una clase de trayectorias de U; o U,. En virtud de (b), es
evidente que g(t;) € U, N Us, donde U, N U, tiene dos componentes, una de
las cuales contiene el punto (1,0) y la otra el punto (—1,0). Para cada indice
i, 0 < i < n, elegimos una clase de trayectorias [y;] en U; N U, con origen
en g(t;) y extremo en (1,0) o en (—1,0), segiin qué componente de U, N U,
contenga g (t;). Pongamos:

@] = [Bi*[nl,
(6] = [ya] ' *[B]*[%] paral<i<n
[6a] = [rn-1)™" =[Ba).

Entonces, estéd claro que:
[B] = [61] * [62] = . ... * (3]

donde cada [4;] es una clase de trayectorias en Uj, o en U,, que tiene su
origen y su extremo en el conjunto {(1,0),(—1,0)}. Puesto que U, y U, son
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simplemente conexos, si [;], es una clase de lazos, entonces [6;] = 1. Asi pues,
podemos suponer que un [§;] ha sido ya eliminado en la férmula anterior y,
cambiando de notacion si es preciso, que [d;],[d2], - - . , [0,], no son clases de

lazos.
Puesto que U; es simplemente conexo existe una tnica clase de trayecto-

rias (1] de U, con origen en (1,0) y extremo en (—1,0). Por tanto, [n;]™" es

la \inica clase de trayectorias de U; con origen en (—1,0) y extremo en (1, 0).

Andlogamente, designemos por [1] la tinica clase de trayectorias de U,

con origen en (—1,0) y extremo en (1,0). Obsérvese que [m] * [n2] = [a] .
Asi, tenemos que, para todo indice {,

(6] = (™" o [6] = ()™

Segiin esto, puede suceder que en la férmula pueda realizarse alguna sim-

plificacién, por ejemplo si [§;] = [m] y [6ix1] = [m]™"- Si esto ocurre se

simplifica, y andlogamente en otros casos.
Después de todas las simplificaciones posibles sélo pueden presentarse tres
posibilidades:

B = 1,
(8]

Il

[m] * [m2] * [m] * [m] * ... % [m] * [n2]
o bien

(Bl = [rrz}" ¥ [fhl_l o [T:‘z]_l * {fh]_l * .00 ¥ ['?2]_1 ¥ ["h]_l .
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En el segundo caso existe una m > 0 tal que [3] = [a™] mientras que en
¢l tercer caso [3] = [a]™ para un cierto entero m < 0. Asi, en cualquier caso

se tiene [3] = [a]™.

De lo anterior se sigue, que (S, (1,0)) es un grupo ciclico. Sin embargo,
este argumento no da ninguna informacién sobre el orden de  (S!,(1,0)).
Para probar que m(S!,(1,0)) no es un grupo finito, es necesario usar el

concepto de grado de una funcion, definido en el Apéndice A.

Asi pues, a cada elemento [3] € m (S, (1,0)) le podemos asignar un
entero, el grado de {3], univocamente determinado. En eonsecuencia, para

cada entero m, la funcién h,, : I — S' definida por:
hm (t) = cos (2mnt) + 1 sen (2mnt)

ticne grado m. En consecuencia, el grupo =, (S', (1,0)) es de orden infinito,

es decir, es un grupo ciclico infinito. 0o

Observacién: Como corolario del Teorema 2.25, tenemos que, el grupo
fundamental de cualquier espacio, con una circunferencia como retracto fuerte
por deformacién es ciclico infinito.

Ejemplos de tales espacios son la banda de Mdbius, um disco menos el
centro, el plano menos un punto, una regiéon del plano Emitada por dos

circulos concéntricos, etc.






Capitulo 3

ESPACIOS CUBRIENTES

3.1 Definicion y ejemplos

En este capitulo supondremos que todos los espacios son conexos y local-

mente conexos por trayectorias, mientras no se diga lo contrario.

3.1. Definicién. Si X es un espacio topoldgico, un espacio cubriente de
X es una pareja ()?,p), donde X es un espacio y p una funcion continua,
p: X X que cumple la siguiente condicidn: para todo punto = € X ezxiste
un abierto arco-conezo U de X, z € U tal que para cada arco componente C
dep™(U), plc: C = U es un homeomorfismo. Todo abierto U que satisfaga
la definicion anterior se llama vecindad elemental. La funcion p se llama
funcién cubriente.

A continuacion damos algunos ejemplos de espacios cubrientes con el fin

39
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de aclarar la definicién.

1 Definamos p : R — S' como p(t) = (sen(t), cos(t)) para todo t € R.
Entonces la pareja (R, p) es un espacio cubriente de la circunferencia
unitaria §8'. Todo subintervalo abierto propio del circulo §' es una

vecindad elemental.

2 Utilizando coordenadas polares (r,#) en el plano R?, la circunferencia
unitaria S! estard definida por la condicién r = 1.
Para todo niimero natural n, definamos la funcién p,, : 8! — S! por la

ecuacion:
pa(1,0) = (1,n0).

La funcién p, “enrolla” n veces la circunferencia sobre si misma, si

n # 0, la pareja (S',p,) es un espacio cubriente de S!. Una vez mds

todo intervalo abierto propio de S! es una vecindad elemental.

3 Si X es un espacio arbitrario e 7 : X — X esla identidad en X, entonces
(X, 1) es un ejemplo trivial de espacio cubriente de X. Andlogamente,
si f es un homeomorfismo de Y sobre X, entonces (Y, f) es un espacio

cubriente de X, lo cual también es inmediato.

4 El espacio proyectivo P" se define como un espacio cociente de 8™, que
obtenemos de identificar los puntos antfpodos, si p: S* — P" es la
funcién cociente entonces se ve facilmente que (S",p) es un espacio
cubriente de P*. Podemos tomar como vecindad elemental de cada

punto z € P™ un disco abierto que contenga a x; ese disco abierto,
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existe, pues es la imagen bajo la funcién proyeccion de un disco con

centro en una de las imagenes inversas de x.

El ejemplo 4 es de mucha importancia para esta tesis, pues los principales

resultados de la misma estdn relacionados con los espacios proyectivos.

Fl siguiente Lema nos servira para probar un teorema que serd de gran

ayuda para construir otros ejemplos de espacios cubrientes.

3.2. Lema. Si U y V son abiertos, entonces todas las componentes por
traycectorias de U x V son iguales a productos de componentes por trayec-

torias de U y V respectivamente.

Demostracién. Tomemos 2 abiertos U y V' y una componente por
trayectorias C' de su producto U x V, tomemos también dos puntos de C,
digamos z; = (u;,v,) y T2 = (uz,v2) donde y; e U y v; € V, i = 1,2. Como
C es una componente por trayectorias de U x V, existe a : I — U x V, tal
que a(0) = z; y a(l) = z2. Ahora consideremos la siguiente composicién:
muoa : [ — U, si evaluamos en 0 y en 1, obtenemos m, o a(0) = u; y
Tu © @ (1) = uy, lo cual implica que u; y uy estdn en la misma componente
por trayectorias en U, digamos C,, andlogamente si aplicamos la proyeccién
7, obtenemos que los puntos v; y v estdn en la misma componente por

trayectorias C,, de V notemos que lo anterior establece: C C C, x C,.

Ahora, tomemos dos puntos z; = (u;,v;) ¥y 2 = (up,v2) en C, x C,,

demostraremos que estdn en la misma componente por trayectorias.

Dado que u; y u; estdn en C,, existe una funcién continua a; : I —
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C, tal que oy (0) = u; y a; (1) = uy y también para v, y vs, que estdn
en C,, existird una funcién continua a3 : I — C, tal que ax(0) = v, y
a3 (1) = v;. Definamos ahora la funciéon g : I — C, x C, como sigue:
B(t) = (a1 (t),az (t)), claramente § es continua. Por otro lado, se cumple,
por construccidn, que 3 (I) € C, x C,, y como tomamos cualesquiera dos
puntos de C, x C, tenemos que C, x C, estd contenido en la componente
por trayectorias C. Es decir, demostramos: C, x C,, C C'y, en consecuencia,
tenemos C, x C, = C. O

El siguiente teorema proporciona muchos ejemplos de espacios cubrientes.

3.3. Teorema. Si (X,p) es un espacio cubriente de X y (Y,q) un espacio
cubriente de Y, entonces ().f xY,px q) es un espacio cubriente de X x Y

(la funcion p x q estd definida por (p % q)(z,y) = (p(z),q(¥)))-

La demostracién es una consecuencia inmediata del Lema anterior, pues
es claro que si U es una vecindad elemental del punto z € X y V una
vecindad elemental de y € Y, entonces U x V es una vecindad elemental de
(z,y) € X x Y, pues el producto de dos homeomorfismos, es también un

homeomorfismo. O

Usando este resultado y los ejemplos 1 y 2, ficilmente se pueden construir
més ejemplos de espacios cubrientes del toro T' = 8! x S!. En particular, el
plano R? = R x R, el cilindro R x S' o el mismo toro pueden servir como

espacios cubrientes del toro.

Para aclarar mas el concepto de espacio cubriente, daremos algunos ejem-

plos de espacios que casi son espacios cubrientes.
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3.4. Definicién. Una funcién continua f : X = Y es un homeomorfis-
mo local, si cada punto z € X tienc un abierto V,z € V tal que f(V) es
abierto y f |v: V = f (V) es un homeomorfismo.

Se prueba facilmente que si ( X, p) es un espacio cubriente de X, entonces
p es un homeomorfismo local (la demostracién se basa en que, en un espacio
localmente conexo por trayectorias, las componentes por trayectorias de un
conjunto abierto son abiertas). Igualmente, la inclusién de un subconjunto
abierto de un espacio topoldgico en el espacio total es un homeomorfismo

local.

Finalmente, la composicion de dos homeomorfismos locales es un homeo-
morfismo local. Esto nos permite construir muchos ejemplos de homeomor-

fismos locales.

Por otra parte, es facil construir ejemplos de homeomorfismos locales que

no sean funciones cubrientes.

Por ejemplo, sea p : (0,10) — S, dada por p(t) = (cos(t), sen(t)). Este

ejemplo no coincide con el primero del capitulo pues los dominos no coinciden.

Entonces p es un homeomorfismo local, pero ((0, 10), p) no es un espacio
cubriente de §'. (Los puntos de §! que no tienen una vecindad clemental,
son los puntos (cos(0), sen(0)) y (cos(10), sen(10)).

De forma mas general: si (f ,P) es un espacio cubriente de X, y V es
un subconjunto propio de X, abierto y conexo, entonces la restriccion de p a
p~}(V) es un homeomorfismo local, pero (p~'(V),p |,-1(v)) no es un espacio



44 CAPITULO 3. ESPACIOS CUBRIENTES

cubriente de V. Es importante tener presente la distincién entre funciones

cubrientes y homeomorfismos locales.

Obsérvese que un homeomorfismo local es una funcién abierta. En par-
ticular, si (f ,p) es un espacio cubriente de X, entonces p es una funcién

abierta.

Daremos ahora un lema que nos permitird construir més ejemplos de

espacios cubrientes.

3.5. Lema. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, A un subespacio de X
que es conezo y localmente conezo por trayectorias, y A una componente por

trayectorias de p~'(A). Entonces (1:1-, p|z) es un espacio cubriente de A.

Demostracién. Dada p € A, demostraremos que existe un abierto U, en
A tal que p € U, y todas las componentes por trayectorias de (p |7) = (Uy)

son homeomorfas a Up,.

Tomemos una vecindad elemental U de p consideremos la componente
por trayectorias de U N A, llamemos U}, a esta componente por trayectorias.
Como el espacio ().f ,P) es localmente conexo por trayectorias tenemos, en
consecuencia, que Up, es abierto en A y, como U era una vecindad elemental,
tenemos que U, es homeomorfo a toda componente por trayectorias de su
preimagen, en particular con las que estdn contenidas en A. En consecuencia,

tenemos que (j,p |7) es un espacio cubriente de A. ]
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3.2 Levantamiento de trayectorias

En esta seccién probaremos algunos lemas que expresan una de las propie-

dades basicas de los espacios cubrientes.

3.6. Lema. Secan (X,p) un espacio cubriente de X, ) € X y zo = p(Zo).
Entonces para toda trayectoria f : [ — X con punto inicial xq, criste una

unica trayectoria g : I — X con punto inicial Ty tal que pog = f.

Demostracién: Consideraremos dos casos.

Caso 1: La trayectoria f estd contenida en una vecindad elemental Uy

de xy.

Si designamos por V la componente por trayectorias de p~'(U) que con-
tiene a Ty, entonces, como p es un homeomorfismo de V sobre U, claramente

la composicién (p |v) ™" o f seria el levantamiento buscado.

Caso 2: La trayectoria f no estd contenida en ninguna vecindad elemen-
tal de x.

A f la podemos poner como unién de un mimero finito de trayectorias
mds cortas, cada una de las cuales estd contenida en una vecindad elemental,
de tal forma que podamos aplicar, sucesivamente, el razonamiento del caso

1 a cada una de estas trayectorias cortas.

Los detalles de este proceso son los siguientes: Sea {U) },eca una cubierta
de X por vecindades elementales, entonces {f~! (Uy)}rea €s una cubierta

abierta del espacio métrico compacto I, elegimos un entero n tal que ﬁ sea
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menor que un mimero de Lebesgue de esta cubierta [Teorema 4.3.31, pag.

276, EJ.

Dividimos el intervalo I en los subintervalos [0, 2], (%, 2] ., [22,1]. Ob-
servemos que f manda a cada subintervalo [£, ©1] en una vecindad elemental
Ux,, de X. A partir de [0, 1], definimos g sucesivamente sobre estos inter-
valos, de la siguiente manera: g = n{]l gi, donde cada g; es el levantamiento
de f lUJ\.'+| que obtenemos al aplim;tgl razonamiento del caso 1, ahora bien
al aplicar la Proposicién 2.7, tenemos que la unién anterior es una funcién

continua, en consecuencia una trayectoria. O

La unicidad del levantamiento de la trayectoria es consecuencia del si-

guiente lema.

3.7. Lema. Sean ()?,p) un espacio cubriente de X y Y un espacio conezo
y localmente conezo. Dadas dos funciones continuas fo y fi : Y = X tales
que po fo=po f, el conjunto {y €Y : fo(y) = f1(y)} o es vacio, o bien es
todo Y.

Demostraciéon: Puesto que Y es conexo, basta probar que el conjunto
en cuestion es a la vez abierto y cerrado. Probaremos primero que es cerrado.
Sea y un punto limite de este conjunto y supongamos que:

z=po foly) =po fi(y).
Sea U una vecindad elemental de z. Puesto que po fy y po f son continuas

y Y es localmente conexo, podemos encontrar un abierto conexo W que tenga
aytal que po fo(W)CUypo fi(W)CU. Puesto que fo(W)y fi(W)
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son conexos, cada uno de ellos debe estar contenido en una componente de
p Y (U) y, como W intersecta al conjunto {y € Y : fo (y) = fi (y)}, deben

estar contenidos en la misma componente de p=!(U).

Designemos por V esta componente de p~!(U). Entonces fo(y) = fi(y),

ya que p manda homeomorfamente V' sobre U.

Un razonamiento anilogo nos permite demostrar que todo punto del con-
junto {y € Y : fo(y) = fi(y)} es interior, lo cual querria decir que este
conjunto es cerrado y abierto a la vez, dado que el espacio en que estamos
trabajando es conexo, tenemos que los tinicos abiertos y cerrados son el total

y el vacio, por lo tanto, el conjunto en cuestién es el total o el vacio. O

3.8. Lema. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, go y g1 : I — X trayec-
torias en X con el mismo punto inicial. Sipo gy~ po g, entonces go =~ g\;

en particular go y g1 tienen el mismo punto final.

Demostracién: La idea de esta demostracion es esencialmente la misma
que la del lema anterior. Sea T, el punto inicial de gy y ¢;. La hipétesis
Pogo = po g implica la existencia de una funciéon F : I x I = X tal que:

F(s,0) =pogo(s),
F(s,1) =poal(s),
F(0,t) = pog:(0) = p(Zo)
F(1,t) = po gy(1).

Usando un niimero de Lebesgue [Teorema 4.3.31, pag. 276, E|, podemos
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encontrar niimeros 0 = s < 51 < < s =1lyl=f <l <--- <, =1
tales que F' mande cada rectdngulo [s;, si41) X [tj, tj41] en alguna vecindad

elemental de X.

Ahora veremos que existe una tinica funcién G : I x I — X tal que

poG = FyG(0,0) = Zo.

Primero definimos G sobre el rectdngulo [0, s1] x [0,¢,] de manera que se
cumplan las propiedades requeridas. Es claro que esto puede hacerse, pues

F manda este rectdngulo en una vecindad elemental del punto p (%) .

Entonces extendemos la definicién de G sucesivamente a los rectdngulos
[$i-1,8:] x [0,¢;] para i = 2,3,--- ,m, teniendo en cuenta que las definiciones
coinciden sobre la arista comiin de dos rectiangulos consecutivos cualesquiera
y al aplicar la Proposicién 2.7 tendriamos que la funcién es continua. Asi

hemos definida G sobre la banda I x [0,¢,].

Ahora definamos a G de manera aniloga a la anterior. Fijémonos en los
lados {8m-1} X [t1,t2] ¥ [Sm—1,8m—2] X {t1} del rectdngulo [$;m_1, 1] X [t1, ta],
notemos que dichos lados se encuentran contenidos en una vecindad elemen-
tal y, de manera semejante a la anterior, podemos definir la funcién G en
el rectangulo [$m_1,1] X [t1,t2] y tendrd las propiedades requeridas, el mis-
mo razonamiento lo hacemos para los siguientes cuadrados, ([Sm—2, Sm-1] X
[t1,t2] , [Sm—3, 8m—2] X [t1,%2],--. ,[0,81] X [t1,12]) ¥ tendremos la funcién so-
bre la banda I x [t;,,], los argumentos para definir la funcién en las bandas
restantes es andlogo, s6lo hay que iniciar en el cuadro que estd arriba del

iltimo en el que definimos la funcién.
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La unicidad de G estd asegurada por el Lema 3.7. Andlogamente, en
virtud de la unicidad en el Lema 3.6, G(s,0) = go (s), G(0,t) = Zo, G(s,1) =

g1 (s) ¥y G manda {1} x I en un solo punto tal que:

p(F) =pogi(1) =pogi(1).

Por tanto, G define una equivalencia entre las trayectorias go y ;. 0O

Como consecuencia de estos resultados sobre levantamiento de trayecto-

rias probaremos el siguiente lema:

3.9. Lema. Si (X,p) es un espacio cubriente de X, entonces los conjuntos
p~Y(z) tienen el mismo cardinal, para todo z € X.

Demostracién: Sean z, y z; dos puntos arbitrarios de X. Elegimos una
trayectoria f con punto inicial ¢ y punto final z;, a partir de la trayectoria
f podemos definir una funcién h : p~!(zp) = p~!(z,) de la siguiente manera:

Dado un punto cualquiera yy € p~*(zp) por 3.6 podemos levantar f a una
trayectoria g en X con punto inicial yo y tal que po g = f. Llamemos y, al
punto final de g, como p(y;) = z, definimos h (yo) = -

Tomando la trayectoria inversa f (definido por f(t) = f(1—t)), definimos,
andlogamente, una funcién h~! : p~!(z;) — p~!(z¢) observemos que h y h™!
son inversas una de la otra y por lo tanto, cada una es biyectiva, entonces
hemos definido una funcién biyectiva entre los conjuntos p~'(z;) y p~'(z0),

en consecuencia, tienen la misma cardinalidad. O
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3.3 El grupo fundamental del cubriente de un

espacio

3.10. Teorema. Sean (f,p) un espacio cubriente de X, Ty € X yzp =
p(Zo). Entonces, la funcién inducida (por p) p. : m(X,%0) = m(X,zo)
definida como: p. (|la]) = [p(a)] donde [a] € m(X,Fo) es inyectiva.

Demostracién: Tomemos [a] y [8] € m(X, o) de forma que p, ([a]) =
p. ([B]) € m(X, o) esto implica que [p(a)] = [p(F)] ¥, como el Lema 3.4 nos
garantiza que los levantamientos son 1inicos y el punto inicial de las clases a
y B es Ty, tenemos que [a] = [4] lo cual implica la inyectividad de la funcién
D O

Este teorema nos lleva a la siguiente cuestiéon: Supongamos que Zg y T;
son puntos de X tales que p(To) = p(Z1) = 7o {;Cémo podemos comparar las

imagenes de las funciones inducidas por la funcién cubriente p?:

pe : m(X,Z0) = m(X, o),

P m(X,5) = m(X,z).

La respuesta nos la da el siguiente teorema:

3.11. Teorema. Sea (A“;,p) un espacio cubriente de X, y 2o € X. En-
tonces, los subgrupos p, (-.-rl ()?,5:')), para T € p~(zy), forman ezactamente
una clase de conjugacién' de subgrupos de m (X, zo).

!'Recordemos que dos subgrupos H y H' de un grupo G, son conjugados, si H' = gHg™!
para alguna g € G.
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Demostracion: Elijamos una trayectoria v en X de Ty a Iy, por el
Teorema 2.15, esta trayectoria induce una funcién biyectiva u : m (f : 50) —
m (f ,.'r"fl) mediante u ([a]) = [y~ * @ * 7). Obtenemos entonces el siguiente

diagrama conmutativo:

m (f,]:'q) L m (X, o)

l.,

)El) L} m (X,I])

u

n

donde v([A]) = (p.[1])™" * (3] * (p. ((1]))- Pero p.([7]) es la clase de una

trayectoria cerrada y, por tanto, un elemento de m (X, zo). Asi, vemos que

—

!

las imdgenes de m (;\-; ,5':'0) y m (1\7 ,El) por p. son subgrupos conjugados
de m (X, zo).

Surge entonces la siguiente pregunta: ;puede obtenerse cada subgrupo
conjugado de p,m, (f,:i:'u) como imagen de p,m, ()?,El), para algin T, €
P~ (20)?.

La respuesta es: si. Para probarlo, observemos que todo subgrupo de

esta clase de conjugacién es de la forma a™! [p.n'l ()?,En)] a, para algin

elemento a € m (X, o).
Elijamos una trayectoria cerrada f : I — X que represente a a.

Aplicando el Lema 3.6 obtenemos una trayectoria g : I — X, levan-
tamiento de f con Zy como punto inicial. Sea T, el extremo de este levan-

tamiento de la trayectoria. Entonces se ve facilmente que:
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PeTy (55‘ 51) =g [P-?fl (

3.4 Levantamiento de funciones

En la seccién 3.2 estudiamos el levantamiento de trayectorias de X a un
espacio cubriente X . Estudiaremos ahora el problema andlogo para funciones

de un espacio arbitrario Y en X.

Para discutir esta cuestién, introducimos la siguiente notaciéon: Si X y
Y son espacios topolégicos, £ € X y y € Y, entonces f : (X,z) = (Y,y)

significa que f es una funcién continua de X en Y y que f(z) = v.

Con esta notacién podemos establecer de manera concisa nuestro objetivo

principal, como sigue:

Sean (X,p) un espacio cubriente de X, T € X, 7o = p(Zo), o € Y y
¢ : (Y,m) = (X,zo0) ;Bajo qué condiciones existe una funcién @ : (Y,y) —
(f : "x’o), tal que el diagrama:
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sca commnutativo? Si tal funcién @ existe, deciinos que ¢ puede ser levantada
a @, 0 que @ es un levantamiento de ¢, el resultado principal es el siguiente

teorema:

3.12. Teorema. Secan ()? ) p) un espacio cubriente de X, Y un espacio
conezo y localinente conezo por trayectorias, yo € Y, Tp € X, y o = p(To).
Dada una funcién ¢ : (Y, y0) = (X, o) eziste un levantamiento g : (Y, yo) —

(X’, J:"o) st y sélo si p.my (Y, %) C pam (}?,i&.) :

Demostracién: Sisuponemos que @ existe, entonces obtenemos el siguien-

te diagrama conmutativo de grupos y homomorfismos:

m (/\7,50)
m (Y, %) 4 p.

m {X,Iﬂ)

Como 3.10 implica que p, es inyectiva, la existencia de un homomorfismo @, :
m (Y, %) = m (f ,.’Eo), inducido por ¢, que haga conmutativo el diagrama,
os equivalente a la condiciéon de que la imagen de ¢, esté contenida en la
imagen de p,.

Una vez probada la necesidad, ahora probarermos su suficiencia. Para

ello debemos definir la funcién .

Las siguientes consideraciones demuestran que, esencialmente, existe una

iinica manera de definir @, si es que existe.
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Supongamos que existe; sea y un punto arbitrario de Y. Puesto que Y es
conexo por trayectorias, existe una trayectoria f : I — Y con punto inicial

Yo y punto final y.

Consideremos las trayectorias wo fy go fen X y X respectivamente.
La trayectoria @ o f es un levantamiento de la trayectoria go f y @ (y) es el
punto final de la trayectoria @ o f.

En vista de estas observaciones, definimos la funcion ¢ : (Y,y) —
(f . 5:'9) de la siguiente manera: para cada punto y € Y elegimos una trayec-
toria f : I = Y con punto inicial yy y punto final y.

Entonces ¢ o f es una trayectoria en X con punto inicial zo. Aplicando
el Lema 3.6 obtenemos una trayectoria g : [ — X cuyo punto inicial es Ty y

tal que pog = o f.
Definimos

@ (y) = punto final de g

Para justificar esta definicién tenemos que demostrar que ¢ (y) es inde-
pendiente de la eleccién de la trayectoria f. En virtud del Lema 3.8, podemos
reemplazar f por una trayectoria equivalente sin alterar la definicion de @ (y);
es decir, @ (y) sélo depende de la clase de equivalencia de la trayectoria f.

Supongamos que [a] y [B] son dos clases de equivalencia distintas de
trayectorias en Y de yo a y. Entonces, [a] * [8]™" es un trayectoria cerrada
con punto base yo; asi pues, [a] * [8]™" € m (Y, %) y, por tanto, por las
hipétesis del teorema, . ([a] * [8]") € p. (Il (f,.’c'u)).



3.4. LEVANTAMIENTO DE FUNCIONES 55

Existe, pues, en X una clase de lazos con punto base o que se proyecta
sobre (. ([a])) * (. ([8])) ", es decir, si (¢. [a]) * (¢. [8]) " se levanta a una
trayectoria en X con origen T, el resultado es una trayectoria cerrada en X
Por tanto, si ¢. ([a]) y . ([8]) se levantan cada una a trayectorias en X con

origen Ty, deben tener el mismo punto final.

Debemos probar ahora que la funcién @, asi definida, es continua. Sean
y € Y y U una vecindad arbitraria de @ (y) . Debemos demostrar que existe
una vecindad V de y tal que ¢(V') C U. Elijamos una vecindad elemental U’

de p(&(y)) = ¢(y) tal que U" C p(U).

Sean W la componente por trayectorias de p~!(U’) que contiene a @ (y)
y U" una vecindad elemental de ¢(y) tal que U” C p(U NW).

Entonces se demuestra ficilmente que la componente por trayectorias de
p~Y(U") que tiene a @ (y) estd contenida en U. Puesto que ¢ es continua,
podemos elegir V' de manera que (V) C U’. También podemos elegir V
conexo por trayectorias, ya que Y es localmente conexo por trayectorias, la
vecindad V, asi elegida, cumple con las propiedades requeridas.

Tal como hemos definido @ es obvio que se da la relacién de conmutativi-
dad po @ = ¢. O

Observacion: La funcién @ es tinica en virtud del Lema 3.7. La unicidad
de @ resulta también evidente a partir de la demostracién del teorema.

Finalizamos con una definicién importante en nuestro trabajo.

3.13. Definicién. Si X es un espacio topoldgico, la cubriente universal
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de X es el espacio cubriente (f ,P), donde X es un espacio simplemente

conezo, es decir, donde el grupo fundamental de X es el trivial.



Capitulo 4

LIMITES INVERSOS DE
ESPACIOS PROYECTIVOS

Este capitulo ocupa un lugar central en la presente tesis, estd basado
en el articulo de M. Marsh [MM], el cual responde y generaliza la pregun-
ta de Bellamy: ;Los limites inversos de planos proyectivos reales, con fun-
ciones de ligadura esenciales, tienen la propiedad del punto fijo? [Problema
32, pdg. 369, Lew]. Ademsds, se demuestran resultados que involucran a
los limites inversos y la propiedad del punto fijo, se usa el concepto dado
por Marsh de funcidn productora de coincidencias en cubrientes que es una
generalizacién de funcién universal (productora de coincidencias) dado por

Holsztynski [Hol].

Hemos de mencionar que introducimos algunas demostraciones propias,

ademds de que en los Teoremas 4.8 y 49 demostramos la necesidad y su-

57
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ficiencia de las cuales M. Marsh [MM] solamente demuestra una de ellas.
Por 1ltimo, hemos de mencionar que todo lo anterior es fruto de los cursos

impartidos por Sergio Macias de limites inversos.

Sélo usaremos funciones continuas. Decimos que f : X — Y es inesen-
cial si es homotdpica a una constante. En otro caso la funcién es esencial.
A lo largo de este capitulo, parai > 0, )?,— serda un espacio cubriente, conexo
y localmente conexo por trayectorias para X;, donde X; es un ANR (retrac-
to de vecindad absoluto). Denotaremos como p; : X;—> X;ala proyeccion

cubriente.

Holsztyiiski [Hol| llamé a una funcién f : X — Y entre espacios topo-
légicos, universal si dada cualquier funcién g : X — Y, se cumple que
f y g tienen coincidencia es decir: existe z € X tal que f(z) = g(z).
M4s recientemente, otros autores (por ejemplo [B]) dicen que este tipo de
funciones son productoras de coincidencias. Adoptamos la iltima ter-
minologia, en el caso de los espacios cubrientes. En [Hol] se demuestra que
si f: X — Y es productora de coincidencias, entonces f es suprayectiva y

Y tiene la propiedad del punto fijo.

4.1. Definicién. Sean X yY espacios topoldgicos y f : X — Y una funciéin
continua, diremos que f es productora de coincidencias (universal), si
dada cualquier otra funcion g: X = Y, eziste z € X tal que f (z) = g(z).

Antes de seguir definiendo los conceptos que utilizaremos a lo largo del
presente capitulo, demostraremos algunos resultados interesantes.

4.2. Lema. Sean X y Y dos espacios no vacios, métricos compactos y f :



X = Y una funcion continua. Si para toda € > (), existen un espacio Z, y
una e-funcion f. : Y — Z,, de forma que foo f : X — Z, es productora de

coincidencias, entonces f también es productora de coincidencias.

Demostracién: Tomemos, en primer lugar, una funcién g : X = Y.
Ahora, por hipdtesis, para cada nimero de la sucesién {é}:ozl, existe fp,
una 2-funcién, la cual cumple que la composicién f, o f es productora de
coincidencias, por lo tanto, existe {z,}io, C X, tal que (fuo f)(zn) =
(fa©g)(zn), para toda n € Ny, como f, es una :-funcién, es inmedia-

ta la desigualdad: d(f (z.),9(z.)) < L. Por otro lado, puesto que X es

compacto, podemos suponer que {z,}>-, tiene un punto limite, digamos z.

Demostremos que g (z) = f(z). Sea € > 0, como f y g son continuas,
para 3 existen:
1) k, € N tal que d(f (), f (zm,)) < § para toda m; > k.

2) k2 € N tal que d(f (Zm,),9(Tm,)) < § para toda m, > k,, (basta

1

3) k3 € N tal que d(g(z),g(zm,)) < § para toda ms > k.

Tomemos k = mdz {ky, ks, k3}, entonces para m > k, tenemos:

d(f(z),9(z)) < d(f(2), f(zm)) + d(f (Zm),9 (Zm)) + d(g(zm),9(2)) <

€ 06 G
§+5+§—€

De esta forma, para cada € > 0, d(f (z),9(z)) < ¢, por lo cual f(z) =

g (x), en consecuencia f es productora de coincidencias.
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4.3. Teorema. Supongamos que {X,, fi*'} es un sistema inverso donde
para toda n € N, se tiene que X, es ANR y, ademds, f* : X, — X, es
productora de coincidencias para todau > v. Entonces Xoo = lim {X,, fi*'}
tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién: Recordemos que 7, : [] X,, = X es la proyeccion

n=1

oo (=]
natural, fijemos un punto @ € [] X,, definamos i, : X; — [] X, como

n=1 n=1

sigue:
: fulz), siu<t
M0 (2) =
(@), siu>t.
Primero mostraremos que f; : X, — X, es productora de coincidencias para

toda t € N, para demostrarlo, fijemos n > 1.

Consideremos una funcién g : Xoo — X,. Como cada X, es ANR por
[Teorema 4.1, pag. 87, Bo], existen un abierto G de [] X que contiene a
m=1

Xoo ¥y una funcién ¢ : G = X, que extiende a g, ademas, a partir de cierto

niimero natural m, 4 (Xx) C G si k > m.

Ahora, sea u > n, claramente i, : X, — i, (X,) es un homeomorfismo.
Por otro lado, por hipétesis, f* : X, = X, es productora de coincidencias,
entonces f¥oi;! : i, (X,) = X, también lo es y, por lo tanto, para u mayor
que n y m, existe un punto z, € X, tal que f*(z,) = ¢ 0 iy (Z4).

Sea {1y, (z4;) }:il una subsucesién de {i, (z,)} que converge a un punto
z € Xo, tomemos puntos z; € X tales que fy; (z;) = Ty, notemos que
{d (i, (:1:.,_‘))}:‘;1 converge a ¢’ (z) y que {2}, converge a z. Ademis se

tiene:
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9(2) = g(@) = 1limjeof’ (iu;(2s;))
= limj o0 fa’ (2u,)
= ll'lllj_,mf:" (f"j (.ZJ))
= limy 00 fu(25)
= fu(lim;_,02;)
- fulo)

Por lo tanto, f,, es productora de coincidencias para toda n € N.

Ahora bien, como f, o [dx_ : X —+ X, es productora de coinciden-
cias para toda n € N entonces, por el Lema 4.2, Idx_ es productora de

coincidencias, por lo tanto, X, tiene la propiedad del punto fijo. O

4.4. Definicién. Sean f,g : ()?l,pl) — {iz,pz) dos funciones entre espa-
cios cubrientes de X, y X, respectivamente. Diremos que f y g tienen una
coincidencia en cubrientes (con respecto a X, y X;) si existen un punto
z € (X1,p1) y un punio y € p;"* o p (z) tales que pyo f (z) = prog(y).

Notemos que si z = y en la definicién anterior, entonces las funciones

p2o f y pa o g tienen una coincidencia en el sentido usual.
4.5. Definicién. Sea f : (X;,p1) = (X2, p2) una funcidn, diremos que f es
productora de coincidencias en cubrientes (con respecto a X, y X»)
si dada cualquier funcion g : (X1,p1) — (Xa,p2), se cumple que f y g tienen
una coincidencia en cubrientes (con respecto a X, y Xz).

4.6. Teorema. Sea k : X; = X, una funcion. Supongamos que (f,,pl)
es simplemente conezo y que f : (jfl,pl) — ()?g,pg) es un levantamiento de
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kop, : (X 1,P1) = X3, entonces la funcion f es productora de coincidencias
en cubrientes st y solo si la funcion kop; : {X L,P) = Xy es productora de

coincidencias.

Demostracién: Supongamos que f es productora de coincidencias en
cubrientes y sea g : ()? 1,P1) — X2 una funcién, como (i 1,P1) es simplemente
conexo, su grupo fundamental es el grupo trivial, entonces, por 3.12, dado
un punto xg € ()?hpl) existe un tnico levantamiento ¥ : (fl,pl) — ()?g,pg)

de g tal que el siguiente diagrama conmuta:
(Xlspl) (X2$p2}

9 ' P2
X

tenemos también el diagrama conmutativo:

Xi,p) —1o (Kop)

| |7

Xl —k} Xz

Como f es productora de coincidencias en cubrientes, f y ¥ tienen una
coincidencia en cubrientes, entonces existen z € (X1,p1) y ¥ € py o pi()

tales que py o f(z) = p2 o ¢Y(y).

Notemos:

(1) g(y) = p2 o¥(y), por que 1 es un levantamiento de g.
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(2) p2oy(y) = p2o f(z), pues f y 9 tienen una coincidencia en cubrientes.
(3) p2 o f(x) = ko py(z), por la conmutatividad del segundo diagrama.

(4) kopi(z) = ko pi(y), pues como y € p;* o py (z) se tiene que p; (y) =
p1(z), por lo tanto, ko py (3) = kop: (2).

De las igualdades anteriores tenemos que y es una coincidencia de las

funciones g y kop;. Por lo tanto kop, = pyo f es productora de coincidencias.

Ahora supongamos que k o p; es productora de coincidencias y sea g :
()? LpP1) — ()? 2, P2) una funcién. Como k o p, es productora de coincidencias
existe € X, tal que py 0 g(z) = kopy(z) = py o f(z). Por lo tanto, f y
¢ tienen una coincidencia en cubrientes y, por lo tanto, f es productora de

coincidencias en cubrientes. a

4.7. Corolario. Si el levantamiento f es un productor de coincidencias en

cubrientes entonces la funcidn k es productora de coincidencias.

Demostracién: Sea h : X; — X; una funcién. Demostraremos que
existe b € X, tal que h (b) = k(b). Consideremos hop, : X; = X;. Como
k o py es productora de coincidencias, existe e € X; tal que (hop,)(e)

(kop1)(e). Notemos que, de estas igualdades, se tiene que h[p, (e)]
k [p:1 (e)], de donde tenemos que k también es productora de coincidencias.
O

4.8. Teorema. Sean (X1,p,) y (X,72) las cubrientes universales de X,
y X respectivamente, )?l,p, y )?g,pg espacios cubrientes de X, y Xo,
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sean también q : fl -4.X; Yq: X‘z +.X funciones cubrientes tales que
P1=p1oq1 Yy P2 = paoqy. Ahora, si f,g: Xi— % son funciones y fyﬁ son
levantamientos de f o q, y g o q, respectivamente, entonces f, g : X 1 — 5{:2
tienen una coincidencia en cubrientes con respecto a X| y a X, si y solo si

[ y g tienen una coincidencia en cubrientes con respecto a X; y a X,.

Demostracién: Supongamos que f y ¢ tienen una coincidencia en cu-
brientes con respecto a X; y a X,. Tenemos el siguiente diagrama conmuta-

tivo:

—

(R0 5) —he (R )

Q1 g2 "
Pl (X1,p1) Lo, (i'z,m) md
v m P2 N\
X[ x2

Como f y g tienen una coincidencia en cubrientes con respecto a X, y a

X, existen z € ()?I,pl) Yy € pl" o pi(z) tales que p; o f(z) = p2 0 g(y).

Sean z € ¢7'(z) y w € g7 '(y). Entonces, por la eleccién de z, se cumple
Pi(z) = proqi(z) = p1(z) y, por la eleccién de w, se tiene p(w) = progi(w) =
p1(y) = pi(z), luego entonces w € p;* o py(2).

Por otra parte, por la conmutatividad del diagrama y la eleccién de z y
de w, tenemos que: Py 0 f(z) = progao f(z) =pao foq(z) =pro f(z) =
P20g(y) = P20 goq(w) = pyo g oG(w) = B 0 §(w). Por lo tanto fy §
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ticnen una coincidencia en cubrientes con respecto a X; y a Xy.

Ahora supongamos que fy g tienen una coincidencia en cubrientes con
respecto a X; y a Xo. Entonces, existen Zo € Xi, o € Py o pi(Zo) que
cumplen con que P30 f(Zo) = P2 0 §(%o), definamos z = g,(Zo), y = q1 (7o) los

cuales, por la conmutatividad de los diagramas, cumplen:
pi(z) = p1 o qi(Zo) = P1(Zo) y P1(¥) = p1 © q1(F0) = P1(%0)) = P1(Zo)-

Por lo tanto, y € p;! o p(z) y, como también se cumple que P = p; 0 go,
entonces: 0 f(0) = (p2042)0 (%) = 20 (2 F) (30) = p2o(f 0 1) (30) =
P20 f(z) y P204(¥) = (P2042) °G(%) = p20(g2 © 9) (o) = P2°(9°a1) () =
P209(y).

De donde, poo f (z) = pyog(y). Por tanto, f y g tienen una coincidencia
en cubrientes con respecto a X; y a Xj. O

4.9. Teorema. Sea f : (fl,ﬁl) — ()?2,52) una funcién continua, donde
(f 1,P1) es la cubriente universal del espacio X,, y (fg, P2) es la cubriente
universal del espacio Xy con funcidn cubriente po. Sea ¢y : X; = X; una
funcién cubriente tal que P = progqa, si f : X = X2 es un levantamiento de
f. Entonces f es un productor de coincidencias en cubrientes con respecto a
X1,p1 y a Xo,ps sty sdlo si f es un productor de coincidencias en cubrientes
con respecto a X;,P1 vy a Xs,Ds.
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-~

(R07) L (Ror2)

N @

nl (X2, p2) P2
P2 N\

X, X

Demostracién: Supongamos que f es un productor de coincidencias con
respecto a X, p1 y a Xz, p2. Sea g : (Xy1,p1) = (X2, 72) una funcién, entonces
por hipétesis gz 0 g : (f Lh) = ()?g,pg) y f tienen una coincidencia en
cubrientes con respecto a X, p, y a Xs,po. Luego entonces, por el Teorema
4.6, f y g (que es un levantamiento de g2 o g) tienen una coincidencia en
cubrientes con respecto a X;,p; y a X, 7. Es decir, fesun productor de

coincidencias en cubrientes.

Ahora, supongamos que f es un productor de coincidencias con respecto
a X,,p1 y a Xo,pp. Tomemos g : (fl,ﬁl) — (fg,pg), debemos mostrar que
existen z € X; y y € p; ' o py(z) tales que py o f(z) = py 0 g(y).

Consideremos g : ()?1,3‘51) — (fg,’p‘z) un levantamiento de g. Como fa
un productor de coincidencias, existen Zo € X; y Jio € Py 0 Py (Zo) tales que
P20 f(Zo) = P2 © §(th)-

Como p; = ps o ¢9, entonces se cumple:

P20 f(@0) = (prow)o f(@) = p2o (@ F) (Bo) = pa(f(&0)), y F209i) =
(p2 © 42) © (%) = P2 © (g2 © ) (%o) = P2(9(%h))-
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De donde pyo f (Zp) = paog (1) Por tanto, f y g tienen una coincidencia
con respecto a X, p, Xq,ps. O

Para n > 1, P" denota el espacio proyectivo real de dimension n y la

funcién cubriente de S" en P" ser4 simplemente p.

4.10. Teorema. Si f : S" — S™ es una funcion esencial, donde S" es una
esfera de dimension par, entonces [ es productora de coincidencias en cubri-

entes con respecto a P, p.

Demostracion: Sea T : S® — S" la funcién antipoda, supongamos que
f no es productora de coincidencias en cubrientes. Entonces por nuestra
suposicién, existe una funcién g : $* — S™ para la cual f y g no tienen
coincidencia en cubrientes con respecto a P, p, luego entonces para toda
z € 8", f(z) # 9(z) y f(z) # —g(z), ya que p(z) = p(—z). Por lo que
podemos definir una homotopia ¢ : 8 x I — S" de la siguiente manera:
¢(z,t) = ﬁ%' nétese que la funcién anterior estd bién definida y
es continua, pues la obtenemos a partir de un niimero de operaciones entre
funciones continuas y el cociente no se anula, por otro lado, la norma de la
funcién en cualquier punto es 1, por lo tanto, toda su imagen estd contenida
en S", ademés ¢(z,0) = —f (z),¢(z,1) = g(z), lo cual implica que g ~
—f = T o f. También tenemos que, para toda z € S", g(z) # T o f(=z);
entonces de manera andloga tenemos: g ~ T o (T o f) = f. Destaquemos de

lo anterior: T'o f ~ g, f ~ g entonces T'o f ~ f, en consecuencia f ~ T o f.

Para cualquier funcién h, sea D(h) el grado de h (véase el apéndice). En-
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tonces tenemos que D(f) = D(T o f) = D(T)D(f) = (=1)"*'D(f)' y, como
[ es esencial, por el Lema A.12, tenemos que D(f) # 0. Entonces tenemos
que 1 = (—1)"*!, pero esto implica que n debe ser impar, lo cual es una con-

tradiccién, por lo tanto f es productora de coincidencias en cubrientes. [
Notemos que la prueba anterior muestra que po f y p o ¢ tienen una
coincidencia para toda g : 8" — S™ (donde n es par)
Se sabe que P™ tiene la propiedad del punto fijo para n par [Corolario 17,

péag. 815, W] el Corolario 4.11 da una prueba alternativa.

4.11. Corolario. Paran par la funcién cubriente p : S* — P" es productora

de coincidencias y, en consecuencia, P" tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién: Como la funcién identidad id : S* — S" es esencial, es
un productor de coincidencias en cubrientes con respecto a P*, p. Como el

siguiente diagrama conmuta:
gn Idsn > §n
r| |»
pr 1%, pn

por el Teorema 4.6 idop = p: S® — P" es productora de coincidencias. O

4.12. Corolario. Si f,g : 8* = 8" (n > 1) y f no es homotdpica a g,

entonces f y g tienen una coincidencia en cubrientes.

'La igualdad D (T) = (—1)™*" es consecuencia directa de la definicién, [Ejercicio 4,
pag. 339, D]
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Demostracion: Notemos que en la prucha del Teorema 4.10, sin la
hipétesis de n, tenemos que si f y g no tienen coincidencia en cubrientes

entonces ¢ es homotdpica con f. O

El Corolario 4.12 es, también, consecuencia del Teorema 4.6 y del Coro-

lario 4.7.

4.13. Teorema. Si X = lim {P™, f?*'} donde m es par, P™ es m-espacio
proyectivo real y toda f*! es esencial. Entonces X tiene la propiedad del

punto fijo.
gmo o gm L g BT e Wy
b bkl
profpm Ao g ST g JE g

Demostracién: Sea p : S™ — P™ la funcién cubriente y, para toda
n > 1, fijemos un punto 7o € P™. Sea g"*! : 8™ — S™ el levantamiento
de fi*' op:S™ — P™ el cual, por 3.12, es tnico, sea Y = lgm {S™, g2 *'},
fijemos u > n > 1. Notemos que (por la conmutatividad del diagrama
anterior) gi : S™ — S™ es un levantamiento de fY op : 8™ — P™. Como
toda fi*! es esencial y la composicién de funciones esenciales es una funcién
esencial, tenemos que f! es esencial, por [Lema 7.29, pdg. 164, L] se sabe,
que p : S™ — P™ es esencial, luego entonces se muestra que gj; es esencial.
Por el Teorema 4.10, g es productora de coincidencias en cubrientes con
respecto a P™,p. Por el Corolario 4.7 f* produce ooincidencias, y por el
Teorema 4.3 concluimos que X tiene la propiedad del punto fijo. O
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Hagopian [MM] recientemente demostré que existen continuos tipo P™
(ver Definicién 1.12), para toda m > 2, los cuales admiten funciones sin

puntos fijos.

Por Mardesié y Segal [Mar], todo continuo tipo P™ es homeomorfo a
un limite inverso de P™ con funciones de ligadura suprayectivas, de ahi, el
Teorema 4.13 es el mejor posible. J Segal y T. Watanabe [SW] demostraron
que todo limite inverso de espacios proyectivos complejos de dimensién par,

con funciones de ligadura esenciales tienen la propiedad del punto fijo.

Si P*(C) denota el n-espacio proyectivo complejo. Segal y Watanabe
usaron la teoria de coincidencia de Lefschetz para mostrar que si n es par,
f : P*(C) = P*(C) es esencial y g : P*(C) — P*(C) es cualquier funcién,
entonces el mimero de coincidencia de Lefschetz de f y g no es cero. De ahi,

las funciones esenciales de ligadura son productoras de coincidencias.

En suma mostraron [Corolario 6.10, SW], para n par, si X es un continuo
Hausdorff tipo P*(C) que no es movible [Kr|, entonces X tiene la propiedad
del punto fijo.

Nadler [N1] ha demostrado que todo limite inverso de discos con fun-
ciones de ligadura débilmente confluentes tiene la propiedad del punto fijo.
Observemos que el limite inverso de planos proyectivos, P2, con funciones
de ligadora monétonas tiene la propiedad del punto fijo [Observacién 3.11,
pag. 233, N1|. Por lo tanto, es natural preguntarse si el limite inverso de
planos proyectivos con funciones de ligadura débilmente confluentes tiene la
propiedad el punto fijo.
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Notemos, ademds, que una funcién débilmente confluente de P? a P? no
necesariamente es esencial. Sean r : P2 — D una retraccién sobre el disco,
n: D — §? la funcién que manda la frontera de D aun puntoy p : §? = P?la
proyeccién cubriente. Ahora bien, una consecuencia directa de la definicién
de funcién débilmente confluente dada en [N1] es que las retracciones lo son,
7 es monétona, y p es una funcién abierta, de ahi, ponor : P2 - P2 es

débilmente confluente. Pero como 7 y r son inesenciales, lo es ponor.

Similarmente, tenemos que las funciones debilmente confluentes de espa-

cios proyectivos de dimensiones “altas” tampoco son esenciales.

Finalmente, consideraremos la generalizacion del Teorema 4.13 para limites

inversos de espacios ANR. y sus espacios cubrientes.

Sea X = lim {X,, f7*'}, donde toda X, es un ANR y toda f2*' es una
funcién suprayectiva. Para todan > 1, sea X,, un espacio cubriente universal

de X, con funciones cubrientes p,. También fijemos zo en X, para toda
n > 1, sea gi*! el levantamiento de f3*' o pn4) ysea Y = lim {fmg:""}.

Tenemos una sucesion inversa y los cuadrados conmutativos siguientes:

~ —~ n i " — n+d

Xy 4 L - S . X. & g L s

lpx ml l?- lPu-l lr
3 nt+d

X; 4 i X, « 5. {f:‘-l X, f i Xoar L X

Finalmente supongamos que para toda u > n > 1, g¥ : X, - X, es
productora de coincidencias en cubrientes con respecto a Xy, py ¥ Xp, Pn.

Como en la prueba del Teorema 4.13, se muestra, del Corolario 4.7, que
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toda f* es productora de coincidencias y entonces, por Holsztynski [H1], X
tiene la propiedad del punto fijo. Del diagrama anterior del limite inverso,
podemos inducir una funcién p : Y = X definida por f, o p(y) = pu © 9.(y)
para toda n > 1, donde g, : ¥ — Xo y fa: X = X, son las proyecciones
naturales del limite inverso. Obtenemos el resultado fuerte de que la funcién

inducida p es productora de coincidencias.

4.14. Teorema. La funcion inducida p : Y — X, definida anteriormente,

es productora de coincidencias.

Demostracién. Los métodos son similares a los usados por Holsztynski

en sus articulos (digamos [H1, H2]) de funciones universales. Sim; : [] X —
n=1

o~ e
X; es la i-ésima proyeccién y fijamos a € [[ X,. Denotamos por ay, : X, —

n=1

[ X: el encaje donde:
i=1

g9'(y) parai < n
mian(y) = |
m;(a) parai > n

Primero mostraremos que f, op: Y — X, es productora de coincidencias
para toda n > 1. Para ver esto, fijamosn > 1 ysea h : Y — X,, una funcién,
entonces por [Teorema 4.1, pdg. 87, Bo] existe una vecindad U de ﬁ X; y
i el B AT 5 X e i bl 6.1 (ooiis. X v ANTD),

Para alguna m > 1, si u > m, entonces au(}?‘,] CcU.

Ahora para u > n, tenemos que gj; : /?u — fn es praductora de coinci-
dencias en cubrientes. Por el Teorema 4.6, f; cp, : Xu = Xn s productor

de coin- cidencias, como a, es un encaje, se muestra que f* o p, o a;! :
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n.,(f.,} — X, es productora de coincidencias para toda u > n. Entonces, al
fijar un mimero u mayor o igual a m y a n, existe un punto y, € X, tal que
Sfiopu(ya) = I’ 0 (). Sea {aw, (yu,)};>, una subsucesion de {aw(y.)} que
converge al punto y € Y. Tomemos puntos z; € Y tales que g,,(2) = yu,.
Notemos que {A'(aw, (¥,))};>; converge a k'(y) y que {2}, converge a y.

Entonces tenemos que:

h(y) = K(y) = lm; o’ 0 o, (Ya;)
= lim;_y00 /% © Pu; (Yu;)
= im0 2 © Pu, (9u, (%))
= lim;yo0 f* © fu, © p(2)
= l{myy00fn © P(2:)
= fa 0 p(limi_00z)
= faop(y).

De aqui, f, o p tiene coincidencias con h y hemos probado que f, op es

productora de coincidencias.

Ahora, por el Lema 4.2, tenemos que p : ¥ — X es productora de
coincidendias, por lo tanto el limite inverso X tiene la propiedad del punto
fijo. O
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Capitulo 5

CONTINUOS TIPO
POLIEDRO

El espacio proyectivo real P* admite una funcién sin puntos fijos si n es
un entero impar. Por otro lado, si n es par entonces P tiene la propiedad del
punto fijo [Corolario 2, pdg. 31, B]. Supongamos que L es el limite inverso
de espacios P" con n par y fijo, M. Marsh [Teorema 5, MM] (4.13 en este
trabajo) probé que L tiene la propiedad del punto fijo si las funciones de
ligadura son esenciales, estas funciones son suprayectivas. Mostraremos que
el teorema de Marsh no se puede extender a todos los espacios que son limites
inversos de espacios proyectivos reales de dimensién par y con funciones de

ligadura suprayectivas.

S. Mardeshi¢ y J. Segal [Teorema 1, Mar] probaron que un continuo M

es tipo g si y s6lo si M es un limite inverso de elementos de g con funciones

5
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de ligadura suprayectivas. Pedir funciones de ligadura suprayectivas es una
condicién necesaria [pdg. 147, Mar]. Algunas veces reemplazaremos a g con
palabras u otros simbolos que describan la clase, por ejemplo: si p es la clase
de todos los arboles, entonces un continuo tipo g es tipo drbol, si existe un

tinico poliedro P en g, entonces un continuo tipo g es un continuo tipo P.

Para todo entero positivo n, K. Kuratowski [Kul] probé que la n-celda
no es tipo n-esfera. M. K. Fort [F] y T. Ganea [G] probaron que el disco no
es tipo toro. De hecho Ganea [Teorema 5.1, G] mostré que el disco no es tipo

2-variedad para ninguna 2-variedad compacta.

D. P. Bellamy [B] en 1979 definié un continuo tipo irbol que admite una
funcién sin puntos fijos. De manera similar a Bellamy se construyeron otros
continuos tipo drbol sin la propiedad del punto fijo, por L. G. Oversteegen
y J. T. Rogers [01] y [02] y por P. Minc [Mil], [Mi2], [Mi3] y [Mi4]. Minc
[Mil] defini6é un continuo tipo 4rbol que admite funciones arbitrariamente
cercanas a la identidad sin puntos fijos. Adn més, Minc [Mi2] defini6é un

continuo tipo drbol que admite un homeomorfismo sin un punto periédico.

Sea P un poliedro de dimensién mayor que 1. Probaremos que todo
continuo tipo 4rbol es tipo P. De lo anterior se sigue que para todo poliedro
P, de dimensién mayor que 1, existe un continuo tipo P el cual no tiene la
propiedad del punto fijo. En consecuencia para toda n, existe un continuo

tipo P" sin la propiedad del punto fijo.

Sea CP" el espacio proyectivo complejo de dimensién n. Sea n par y X es
un continuo tipo CP". Segal y Watanabe [6.10 y 6.11, SW] probaron que X
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tiene la propiedad del punto fijo, si X es fijo o tiene la forma de CP". Después
de estos resultados, ellos redujeron a sélo una clase a estudiar, nombrando la
clase de los continuos con forma trivial [Wa] y [KS]. Segal y Watanabe [6.12,
SW)| preguntaron si todo continuo tipo CP", con n par, tiene la propiedad
del punto fijo. Damos una respuesta negativa a esta pregunta. Ademas, se
demuestra, de un teorema de Segal [Teorema 1, S], que para todo poliedro

P, de dimensién mayor que 1, existe un continuo indescomponible tipo P.

Todos los poliedros (véase el apéndice) son finitos y conexos. Un arbol
es una grafica finita que no contiene curvas cerradas simples. Los continuos
sin la propiedad del punto fijo definidos en [B], [OR1], [OR2], [Mil], [Mi2] y

[Mi3] son indescomponibles.

5.1. Teorema. Sean M un continuo tipo drbol y P un poliedro de dimension

n, mayor que 1, entonces M es tipo P.

Demostracién: Sean € un entero positivo y f una e-funcidn de M sobre
un drbol T, A denotari el conjunto de puntos de orden 2 en T, B denotard
el conjunto de puntos de ramificacién de T'. Sea C un subconjunto finito de
puntos de A, tal que toda componente de T'\ B contiene al menos un punto
de C.

Para toda componente D de T\ C, I'( D) denotar4 la cerradura de la unién
de D y todas las componentes de T'\ C' que comparten un punto final con D,
por el Lema 1.11 supondremos, sin pérdida de generalidad, que f~1(I'(D))
tiene didmetro menor que € para toda componente D de T'\ C.

Sea o un punto extremo de T', < denotara el orden parcial en T', tal que,
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p < q si psepara a ode g en T. Sea E el subespacio de P que es homeomorfo
al espacio euclidiano de dimensién n, supongamos sin pérdida de generalidad,

que T es un arbol poligonal en E.

Denotaremos la frontera y el interior de un subconjunto dado Z de P por

Fr(Z) e Int(Z).

Para todo punto p de C, definamos una n-celda F(p) en E tal que:

(1) TN Fr(F(p)) = {p};
(2) TnInt(F(p)) ={g€T:p=<g};

(3) Sig€Cyp < g, entonces F(q) C int(F(p))

(4) Sige C,p £ qy q £ p, entonces F(p) N F(q) = ¢.

Sea H la cerradura de una componente de T \ C, notemos que H es
un arco o un arbol con un punto de ramificacién, definiremos una funcién

especial gy de H en P, para esto, consideremos tres casos:

Caso 1: Supongamos que o € H, entonces H es un arco. Sea p el punto ex-
tremo de H que estd en C, por el teorema de Hahn-Mazurkiewicz-Sierpinski!,
podemos definir gy : H — P\ Int(F(p)) tal que gu(p) =p.

'Una demostracién de dicho teorema esté en [Teorema 2, pag. 256, Kul].
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Caso 2: Supongamos que todo punto extremo de H estd en C. Sea p
el punto extremo de H que precede (con respecto a <) a todos los otros
puntos extremos qi, g, --., g de H, nuevamente por el teorema de Hahn-
Mazurkiewicz-Sierpiniski, definimos gy : H = F(p) \ E:I Int(F(g:)) tal que
gy deja todo punto final de H fijo. =

Caso 3: Supongamos que H tiene un punto extremo de T distinto de o,

entonces H es un arco con un sélo punto extremo p € C. Nuevamente existe

gu : H — F(p) tal que gu(p) = p

Sea g la funcién de T sobre P definida por g(r) = gy(r),sir € H la
composicion g o f es una € — funcion de M sobre P, por lo tanto M es tipo
P. ]

5.2. Corolario. Todo continuo tipo drbol es tipo disco.

La prueba es inmediata por lo que la omitimos.

5.3. Teorema. Para todo poliedro P de dimensidn mayor que 1, eziste un

continuo tipo P que no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién: Por el Teorema 5.1, los continuos tipo arbol sin la
propiedad del punto fijo definidos por Bellamy [B], Oversteegen y Rogers
[01] y [02] y Mine [Mil], [Mi2], [Mi3] y [Mi4] son tipo P. o

Aplicando el Teorema 5.1 a los ejemplos de Minc [Mil] y [Mi2], tenemos
el siguiente teorema:

5.4. Teorema. Para todo poliedro P de dimensidn mayor que 1, eriste un

3= ,—-'1"’ 7 b ',..
2 \ ].z_nJoa‘ R

1 A BIBLIOT h@‘
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continuo tipo P que admite funciones sin puntos fijos con trayectorias arbi-
trariamente pequenas y existe un continuo tipo P que admite un homeomor-

fismo sin un punto periddico.

Sea II la clase de poliedros con la propiedad del punto fijo, jqué condi-
ciones adicionales aseguran que todo continuo tipo II tiene la propiedad del
punto fijo? O. H. Hamilton [Ham| probé que todo continuo tipo arco tiene
la propiedad del punto fijo. No se sabe si todo continuo tipo triodo tiene la
propiedad del punto fijo, de acuerdo con el Teorema 5.4, es necesario que los

elementos de Il sean de dimension uno.

Por lo que las funciones de ligadura esenciales en el teorema del punto fijo
de M. Marsh [Teorema 5, MM] (4.13 en este trabajo) no se pueden reemplazar
con funciones suprayectivas arbitrarias y, la respuesta a la pregunta de Segal y
Watanabe [6.12, SW] es no. Finalmente, tenemos el siguiente Corolario que es

inmediato de los resultados anteriores, por lo que omitimos su demostracion.

5.5. Corolario. Para todo entero n mayor que 1, existen continuos tipo P™

y tipo CP™ que no tienen la propiedad del punto fijo.



Apéndice A

EL GRADO DE UNA
FUNCION

Consideremos R™*! el espacio euclidiano de dimensién n + 1, con un

sistema fijo de coordenadas,

A.1. Definicién. Diremos que un conjunto de puntos {py, - .. ,ps} en R**!
estd en posicién general si el conjunto {py — po,... ,px — o} es lineal-
mente independiente.

A.2. Definicién. Sea {po,... ,Pn+1} un conjunto de n+2 puntos en R**' y
o su casco convezo (lo denotaremos como o = (py, ... ,Pn+1)). Diremos que
o estd generado por {po, ... ,Pns1} Y que {po,... ,Pas1} es el conjunto de
los vértices de o. Por otro lado, si {py,-.. ,pas1} estd en posicién general,
a o lo llamaremos un (n + 1)-simplejo geométrico y, si {py,... ,Pns1} NO

estd en posicién general, diremos que o es degenerado.

81
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A.3. Definicién. Sea o un simplejo geométrico. Llamaremos cara de o
a todo simplejo generado por un subconjunto no vacio de sus vértices. Las

caras que no sean iguales a o las llamaremos caras propias.

A 4. Definicién. Diremos que dos (n + 1)-simplejos estin traslapados si
la interseccion de ambos es distinta del vacio y distinta de cualquier cara de

ellos.

Una condicién necesaria y suficiente para que los simplejos sean no dege-

nerados es: si (z},...,21"*") son las coordenadas de p;, entonces:
0 |
det (Po,... yPng1) = | cocerevnenns #0.
1 n+l
o RN i |

A.5. Definicién. Un (n+ 1)-simplejo ordenado es un (n+ 1)-simplejo,
junto con un orden total de sus vértices; el simplejo o = (po, .., Pny1) con el

orden py < +++ < ppy1 se escribird (o] = [po, -, Prt1]-

El signo del simplejo ordenado [py, ..., pat1] es igual al de det (po, - - - , Pata),
un simplejo degenerado ordenado no tiene signo y, por las propiedades de los
determinantes, una permutacién par de los vértices del simplejo ordenado [a]

no cambia el signo del simplejo.

A.6. Lema. Sean (0] = [po, 1, Pns1] ¥ [0'] = [P), P1, -, Prs1] dos (n+1)-
simplejos no degenerados ordenados, que tienen la cara comin (p, ..., Pas1),
si L es el n-hiperplano que contiene esta cara, entonces py y p, estdin en el
mismo lado de L (es decir el segmento de recta que los une no intersecta a
L) si y sdlo si o] y [0’] tienen el mismo signo.
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Demostracién: Como Apg + (1 — A)pp, con 0 < A < 1 es el segmento

de recta que une a po con pj, sélamente necesitamos recordar que:
det [Apo + (1 — A) Py, P1y - - - » Pua] = Adet [o] + (1 — X)det [0]

entonces los valores estdn en el intervalo [det (o], det [o']] que es un subcon-

junto de R y det (g, p1, .., Pny1) = 0 si y sdlo si g € L. ]

A.7. Definicién. Sea A= {p,,...,p.} donde p; € S", si el casco convezo de
A no contiene al centro O de S", diremos que el didmetro de A es menor

que uno y lo escribiremos asi: didm(A) < 1.

A.8. Definicién. Sea A un subconjunto de n puntos de S* con didm(A) <
1; tomemos la proyeccién del casco convezo de A en S™ (en la figura siguiente

se muestra el proceso para S*), la llamamos o y diremos que o es un n-

simplejo esférico.

A.9. Definicién. Diremos que el simplejo esférico es degenerado, si el
casco convezo de sus vértices y el centro O de S™ es un n-simplejo degenerado.
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A.10. Definicion. El signo del simplejo esférico o, cs el signo del siguiente

determinante:
O |
det (pry-.. ,pO)=|
xk. ..t
| [Em— 01

A.11. Definicién. Por una triangulaciéon de S", entenderemos una des-
composicion de S en n-simplejos esféricos no degenerados y no traslapados,
tales que toda (n — 1)-cara de un n-simplejo es la cara comiin de ezactamente

dos n-simplejos.

A.12. Definicién. Sean S" y " dos n-esferas y T una triangulacidn de S*,
una funcidn vértice propia ¢ : T — " es una funcidn definida sélo en
los vértices de T que cumple que: Sipq,...,p, son vértices de un simplejo
esférico de T entonces el conjunto {@ (m),..,¢ (pn)} C E" tiene didmetro

menor que 1.

Una consecuencia inmediata de la Definicién A.12 es que a todo simplejo
o € T le corresponde un tinico simplejo ¢ (¢) contenido en ™. Por lo tanto,
al simplejo esférico ordenado! [o] = [py, ... , pu), le corresponde el n-simplejo
esférico ordenado ¢ ([o]) = [¢ (Po),.-- ., (pa)] en T

Notemos que el orden de (o] determina el de ¢ ([o]), es claro que, en
general, el signo de [o] es distinto del de ¢ ([¢]).
El orden en los simplejos esféricos lo definimos de manera aniloga a los simplejos

euclidianos.
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La familia de conjuntos {¢ (o) | o € T} no necesariamente forma una
triangulacién de X" puesto que pudiera tener simplejos traslapados o dege-
nerados, sin embargo, esta familia tiene la siguiente propiedad fundamental:

Notacién: Sea T una triangulacion de S* y ¢ : T — E™ una funcion
vértice propia. Si ordenamos a todo n-simplejo de T positivamnente y si £ es
cualquier punto de X" que no estd en la frontera de ninguna ¢ (o) entonces
P (£, T, ) denota el nimero de simplejos () con signo positivo que tienen
a & yn(T,¢) el nimero de simplejos @ (o) con signo negativo que tienen
af.

A.13. Lema. Sean T una triangulacion de 8™ y ¢ : T — X" una funcién
vértice propia. Si ordenamos a todo n-simplejo de T positivamente y si €
es cualquier punto que no estd en la frontera de ningin ¢ (o). Entonces:
D, T,p) = P(£,T,0) —n(&,T,¢) es el mismo para toda £ € ™ que no
estd en la frontera de ningin ¢ (o).

Demostracién: Consideremos dos casos:
(a) Primer caso: Ninguna ¢ (o) es degenerada.

Sea ( € ™ cualquier otro punto que no esté en la frontera de ningiin
@ (0).

Unamos £ con { con una curva y en £™ que no pase por ninguna cara

de dimensién menor que (n — 1) de cualquier ¢ (0)2. Observemos que toda

2Esto se puede hacer pues S" es una variedad de Cantor y no se puede separar por un
conjunto de dimensién menor o igual a (n — 2). [N3, 10.8].
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(n — 1)-cara de T, es la cara comin de exactamente 2 n-simplejos 0 =

(pO: $pﬂ)yal=(p;]t apﬂ) en T.

Ahora, si ¢ es un punto que se mueve hacia ¢ a lo largo de la curva v,
claramente D (s, T, @) sufre cambios sélo cuando ¢ cruza una (n — 1)-cara
de algin ¢ (o) y dicho cambio depende de la posicién de ¢ (po) y @ (ph)
relativa a L (donde L es el hiperplano generado por el centro de " y la cara
comiin (¢ (p1),--- ,©(pa))), para la posicion relativa de dichos puntos tanto

tenemos dos casos:
i) ¢(po) y @ (ph) estdn del mismo lado de L.

Entonces, al entrar o salir de ¢ (¢) y ¢ (¢’) cruza por L. De acuerdo con
el Lema A.6, ¢ ([e]) y ¢ ([o”]) tendrian el mismo signo, pero, como el signo de
toda ¢ ([o]) depende de usar simplejos positivos de T, se sigue en este caso
que tienen signos opuestos, entonces ¢ al cruzar la cara comin, sale (o entra)
de un simplejo positivo y uno negativo, por lo que D (¢,T,p) permanece
constante.

1i) @ () y ¢ (p}) estdn en lados opuestos de L.

Ahora ¢ sale (digamos) de ¢ (¢) y entra en ¢(o’), razonando como en
i) vemos que ¢ cambia un simplejo de un signo, por otro del mismo signo,
luego entonces, D (s, T, ) no cambia, por lo tanto, también en este caso,
D(s,T,¢) = D((T, )

(b) Segundo caso: Existe una ¢ (o) degenerada.
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Fijemos ¢ y (. Sean T" = {¢,(} U {¢(p) | pes un vérticede T y p ¢ o}
y A={d(¢(c),q) | g € T'}, diremos que € es el minimo del conjunto A, el

cual existe pues dicho conjunto de reales tiene un niimero finito de elementos.

Supongamos que el conjunto de vértices de o es {py,p,, ... ,p,} de donde
@ (o) tiene como vértices a {p(po),@(p1),--- ¢ (Pa)} ¥, como ¢ (o) es de-
generado, ¢ (o) es un k-simplejo (kK < n — 1), por lo tanto, sin pérdida

de generalidad, podemos suponer que ¢ (o) es el casco convexo (en ") de

{W(pﬂ)vﬁa(Pl):'-- sﬁo{pk—l)}'

Abora bien, como (£ \ ¢ () 0 B! (¢ (px)) # @ pues B! (p (pi)) =
{z e R |||z — ¢ (px)|| <€} y ¢ (0) tiene dimensién k < n — 1, podemos
tomar un punto g € (£"\ ¢ () N B! (¢ (px)) v, por la eleccion de py, el
casco convexo (en £") del conjunto {¢ (po),@ (P1),--- 2 (Pe-1),qx} es un

k + 1 simplejo esférico.

Notemos que, dado el conjunto {¢(po), ¢ (p1),--- ,%©(Pk-1),qx} de ma-
nera similar a la que encontramos g, podemos encontrar un punto g4, de
forma que el casco convexo (en £") de {¢ (po), 2 (P1),--- » ¢ (Pk=1) , Gk, Gk1}
es un k + 2 simplejo esférico y, procediendo andlogamente obtenemos el con-

junto: {!P{Pu) “P(pl} yaai ;‘P(Pk—l).‘ha‘hﬂ‘ it |Qﬂ} del cual, su casco con-
vexo (en L") es un simplejo esférico no degenerado.

Definamos, ahora la funcién vértice propia ¢’ : T — L™
, p(p) si0<i<k-1
¢ (p:) =

~
gesik<i<n

Notemos que, dada la definicién de ¢’ esa funcién vértice propia cumple:
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(1) ¢’ (¢) no es degenerada y |¢ (p) — ¢’ (p)| < € para todo vértice pe T.

(2) Siempre que ¢ (o) es no degenerado, ¢ ([¢]) y ¢’ ([o]) tienen el mismo

signo.

(3) ¢, (respectivamente () estd en el interior de ¢' (o) si y sélo si estd en

el interior de ¢ (o).

Usando el caso (a) para ¢, tenemos D (¢, T, ¢) = D (5, T,¢') = D((, T, ¢")
=D((T,¢). 0

Una consecuencia inmediata de los resultados anteriores es el siguiente

lema, del cual omitimos su demostracion.

A.14. Lema. Dados T, y ( como en el Lema A.13, existe € > 0 tal que
si cualquier funcién vértice propia ¢’ : T — E™ satisface |¢ (p) — ¢ (p)| < €
para todo vértice p, entonces D ((,T,¢') = D((, T, p).

De ahora en adelante D (¢, T, ¢) se denotara simplemente como D (T, ).

El siguiente resultado tiene el siguiente objetivo : Dada f : S® — X" una
funcién continua, como S" es compacta, podemos encontrar una triangulacién
T de S™ tal que didm(f(c)) < 1 para toda o € T remplazando f por la
funcién vértice propia ¢y : T — Z™ dada por ¢;(p) = f(p) para todo
vértice'p € T'. Tenemos el siguiente lema:

A.15. Lema. El nimero D (T,py) es independiente de la triangulacion T
de S™.

Demostracién. Primeramente, demostraremos que D (7', ¢y) no cambia
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si anadimos un mimero finito de vértices a la triangulacion T con vértices
PP - - - 5 Pe- Esto se muestra de manera inductiva. Introduzeamos un nuevo
vértice, digamos pg41, a la triangulacién T', como T es una triangulacién, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que pgy; estd en el interior de
algtin n-simplejo esférico o de T'; por otro lado, como didm( f(¢)) < 1, para
toda ¢ € T, podemos encontrar un punto ¢ € X" en el interior de una
@ (0’) para el cual D (¢, T, ) no se alterd, es decir: si 77 es un n-simplejo
esférico que se anadié (al introducir el punto pgyy en T) a los que tenia
T originalmente, entonces ¢ ¢ ¢ (n). Notemos que el valor de D (T, ¢y,()
permanece constante y, claramente es el mismo que D (T,¢y). Del Lema
A9, como el nimero D (T, ¢;) es el mismo en cualquier punto, por lo tanto,

al afiadir un solo punto a la triangulacién, D (T, ¢;) se altera.

De manera andloga, podemos afirmar que si introducimos un niimero fini-
to de puntos a T', el nimero D (T, ¢5) permanecera constante, lo que nos trae
en consecuencia que si 'y 7" son dos triangulaciones de S" entonces tienen
una triangulacién 7" en comin y se cumple que D (T, ¢;) = D (T",¢}) =
D (T", ¢), lo cual completa la demostracién del lema. O

A.16. Definicién. El valor D(T,yy) lo llamaremos el grado de f y se
escribird D (f).

A.17. Lema. Sean > 0, si f y g : S®™ = £® son homotdpicas, entonces
D(f) = D(g).
Demostracién: Si n = 0, es trivial, supongamos, entonces, n > 1.

Definamos una homotopia ¢ : §" x I — X" de forma que ¢(z,0) =
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f(z) y ¢(z,1) = g(z). Como S™ x I es compacto, ¢ es uniformemente
continua, por lo tanto, dado el nimero 1 existe § > 0 tal que si d(z,2') <
& entonces |¢ (z,t) — ¢(z',t)] < 1 para toda t € I, en consecuencia, existe
una triangulacion T' de S" que cumple didm(f,(0)) < 1 paratodac € T y
tel

Ahora trabajaremos con T, dado tg v, fijando cualquier { € " el Lema
A.14 nos garantiza que existe una € > 0 para la cual, si [¢(p) — ¢’ (p)| < €

entonces D (¢, T, ¢y, ) permanece constante.

Por continuidad uniforme, tenemos que existe & (¢) > 0 tal que |t — to| <
é implica |¢(z,t) — ¢ (z,tp)| < € para toda z € S™, por lo que tenemos
D(f) = D(f,)- Si |t — to| < é diremos que la funcién D(¢(z,t)) con valores
en los enteros es continua para toda ty € Iy, por lo tanto D(¢(z,t)) es
constante en [. a

Ahora, daremos algunas definiciones que nos serdn de utilidad en el

Capitulo 5.

A.18. Definicién. Diremos que una coleccion K de simplejos geométricos,
es un complejo simplicial, si cumple las siguientes condiciones: 1) Si
o € K entonces cualguier cara 3 de o estd también en K. 2) La interseccion
de cualesquiera dos simplejos de K es vacia o una cara de ellos. 3) Para todo
punto p en un simplejo de K eziste un abierto U tal que p € U y U intersecta
solo a una cantidad finite de simplejos de K.

A.19. Definicién. Dado un complejo simplicial K, la unidn de todos los
simplejos geométricos en K con la topologia heredada de R", es un espacio



topoldgico llamado el poliedro P de K.
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