
oo3G5 
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 

DE MEXICO 

POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS 

FACULTAD DE CIENCIAS 

"LIMITES INVERSOS DE ESPACIOS PROYECTIVOS 

DE DIMENSION PAR" 

T E s I s 
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE: 

MAESTRO EN CIENCIAS 
MATEMATICAS 

P R E S E N T A 

MAT. LEOPOLDO MORALES LOPEZ 

DIRECTOR DE TESIS: DR. SERGIO MACIAS ALVAREZ 

MEXICO, D.F. SEPTIEMBRE 2004 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



A Ivonne: 

Por ser quien eres 

A Cresar: 

Proverbios 18:24 

A Rafael: 

Por invitarme a ser parte 

de MATHEMA 

A Sergio: 

Hiciste una buena Tesis 

A mis sinodales: 

Por su tiempo y consejos 

A la UNAM: 

Por su generosidad 

A mi familia: 

La vida no seria divertida sin ustedes 



En el principio era el Verbo, y el Verbo era con Dios, 
y el Verbo era Dios. Este era en el principio con Dios. 
Todas las cosas por él fueron hechas, y sin él nada de lo 
que ha sido hecho, fue hecho. En él estaba la vida, y la 
vida era la luz de los hombres. La luz en las tinieblas 
resplandece, y las tinieblas no prevalecieron contra ella. 
Aquella luz verdadera, que alumbra a todo hombre, venía 
a este mundo. En el mundo estaba, y el mundo por él 
fue hecho; pero el mundo no le conoció. A lo suyo vino, 
y los suyos no le recibieron. Mas a todos los que le 
recibieron, a los que creen en su nombre, les dio 
potestad de ser hechos hijos de Dios 

Juan 1 



ÍNDICE 

INTRODUCCIÓN 1 

1. LÍMITES INVERSOS 5 

2. EL GRUPO FUNDAMENTAL 17 

2.1 El grupo fundamental de un espacio 19 

2.2 Funciones inducidas entre grupos fundamentales 28 

2.3 El grupo fundamental de Sl 33 

3. ESPACIOS CUBRIENTES 39 

3.1 Definición y ejemplos 39 

3.2 Levantamiento de Trayectorias 45 

3.3 Su grupo Fundamental 50 

3.4 Levantamiento de F'\Inciones 52 

4. LÍMITES INVERSOS DE ESPACIOS PROYECTIVOS 57 

5. CONTINUOS TIPO POLIEDRO 75 

A. EL GRADO DE UNA FUNCIÓN 81 

BIBLIOGRAFÍA 93 



INTRODUCCIÓN 

Uno de los atractivos más grandes del quehacer matemático es induda­

blemente responder preguntas. Las respuestas pueden variar en cuanto a 

complejidad, aún más, los motivos para darlas pueden ser variados, en al­

gunos casos, no habrá más motivación que amor al ego, como diría mi en­

trañable amigo Fernando Martínez. Pero aunque no se tenga dicha moti­

vación, evidentemente es un placer llegar a ellas. Claro que es aún más 

atractivo reponder cuando la pregunta fue formulada por alguien notable o, 

en su defecto, si es una de esas que se mantienen durante algún tiempo sin 

respuesta. 

Menciono lo anterior, pues la presente tesis tiene como objetivo presentar 

la respuesta (y generalización) dada por M. Marsh a una pregunta hecha por 

David Bellarny en 1983. La pregunta en cuestión dice: ¿Los límites inversos 

de planos proyectivos reales, con funciones de ligadum esenciales, tienen la 
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2 INTRODUCCIÓN 

propiedad del punto fijo? [Problema 32, pág. 369, L] . La respuesta fue dada 

en el 2002, a casi 20 años de su formulación, lo que nos dice que si bien esta 

pregunta no fue una de las más difíciles que se han formulado (recuérdese 

que algunas llevan mucho más de 20 años sin respuesta), tampoco fue fácil 

darla, la respuesta es: si. 

Así pues, el presente trabajo es fruto de algunos cursos de maestría im­

partidos por el Dr. Sergio Macías. Los temas abordados en los cursos, tienen 

una vinculación estrecha con los resultados que componen los capítulos de la 

tesis. 

El artículo de M. Marsh [MM] introduce el concepto de función producto­

ra de coincidencias en cubrientes, que es una generalización del concepto de 

función universal. Para tener una idea clara de la herramienta matemática 

usada por Marsh es necesario recurrir a ciertos conceptos matemáticos co­

mo son: límites inversos, espacios cubrientes, el grado de una función de la 

n-esfera en sí misma, etc. Hacemos un recuento de los mismos a lo largo de 

toda la tesis. 

La estructura de la tesis es la siguiente: 

El primer capítulo es de límites inversos. Sin duda una de las herramien­

tas más bellas en la topología. Las demostraciones del capítulo son una 

experiencia obligada en cualquier curso de límites inversos, se incluyen to­

das, pues no es sencillo encontrarlas en la literatura que existe acerca de 

límites inversos. Se puede omitir su lectura si se tienen buenas bases del 

tema. 
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El segundo capítulo es acerca del grupo fundamental. En éste se dan las 
e 

nociones básicas de homotopía y del grupo fundamental. Se exhiben algunos 

de los resultados que ligan las nociones de grupo y de espacio topológico. Por 

último se da el ejemplo del grupo fundamental de §l. También se puede omi­

tir su lectura si se está familiarizado con los conceptos básicos de Topología 

Algebraica. 

El tercer capítulo aborda el tema de espacios cubrientes. El material 

contenido en él es importante, pues da las bases para entender el concepto 

de función productom de coincidencias introducido por Marsh. Podemos 

decir que es una continuación natural del capítulo 2, de hecho pudieran estar 

dentro del mismo capítulo, pero preferimos separarlos para facilitar la lectura. 

Puede omitirse su lectura si se está familiarizado con los conceptos básicos 

de Topología Algebraica. 

El capítulo cuarto es central en el trabajo. En primer lugar se dan dos 

demostraciones propias de resultados previos de funciones universales; se da 

el concepto introducido por Marsh y, de alguna manera, se sigue la estruc­

tura de su artículo [MM]. Pero se reformulan los teoremas 4.8 y 4.9 de los 

cuales Marsh solamente demostró la necesidad y nosotros demostramos su 

suficiencia. Se incluyen todos los resultados de Marsh incluidos en su artículo. 

El último capítulo tiene como objetivo demostrar que el resultado de 

Marsh es el mejor posible. Se basa en una demostración que hizo Hagopian 

del siguiente resultado: Si un continuo M es tipo árbol y P es un poliedro 

de dimensión mayor que uno, entonces M es tipo P. Dicho resultado se 

incluye en el artículo de Marsh [MM] . Aunque nuestro capítulo se basa en 
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un artículo de Hagopian, que no se publicó, pues dicho resultado ya se había 

demostrado y publicado con anterioridad. 

Por último se incluye un apéndice, en él se discute esencialmente el con­

cepto de grado de una función de §n en sí misma, procuramos dar una versión 

lo más entendible posible para no confundir al lector. Se puede omitir su lec­

tura si ya se tiene una idea clara del tema. 



Capítulo 1 

LÍMITES INVERSOS 

EII el prcscnte capítulo daremos lOs resultados principales que empleare­

mos en este trabajo, todos ellos se relacionan con límites inversos, su lectura 

se puede omitir si se tienen las bases de éste campo dc la teoría de los conti­

III1OS. Para t.ener IIna idea más amplia de lo referente al presente capítulo, re­

comcndamos el libro de Tom M. Ingram editado por la Sociedad Matemática 

Mexicana [1] y las notas de clase de Sergio Macías, creemos que la lectura 

de ambos sería muy provechosa, puesto que consideramos que son en cierto 

modo complementarios. Además, claro está, el libro de continuos de Sam B. 

Nadler [N2]. 

1.1. Definición. Por un continuo entenderemos un espacio métrico, com­

pacto, conexo y no vacío. Un 8ubcontinuo de un espacio métrico, será un 

continuo contenido en dicho espacio. 

Notación. Cuando digamos función queremos decir una función conti-

5 



6 CAPÍTULO 1. LÍMITES INVERSOS 

nua y todos nuestms eSllacios se7·án continuos a menos de lJue se indique lo 

contra1io. Pero siemp1·e serán espacios métricos. 

1.2. Definición. Sea {X".} ::"=1 una sucesión de espacios métricos la cual 

cumple: Para cada n E N, existe una función f;:+l : Xn+l ~ X .. de X"+l en 

X" . La sucesión {X",f;:+I} de espacios y funciones es llamada una 3t&Ce­

sión inversa. Las funciones f::+ 1 
: X n +1 ~ X" son llamadas funciones 

de ligadura. 

Notación. Si n > m entonces f:~ = f;::+1 o ··· o f,7- 1 y f:; = IXn. 

1.3. Definición. El límite inverso de la sucesión inversa {Xn , f:;+l} (de­

notado por· 4im {X,,, f,7+l} o por· X oo) es el subespacio del espacio producto 
00 n X n definido como: 

n = l 

Notación. Paro toda n, sea fn = 11" .. Ix"" donde 11" .. es la función proyec­

ción, es decir, fn es la proyección natural restringida al límite inverso. Tam­

bién llamaremos proyección a cada fn . 

Siempre supondremos que la métrica d" de X n está acotada por 1. Así 
00 

d({Xn}::"=I' {Yn}::"=¡) = .E::'=It,.d" (xn,Yn) es una métrica para n X ... En 
,,=1 

consecuencia, Xx> es un espacio métrico. [Teorema 4.2.2, pág. 259, Ej. 

1.4. Proposición. Si (3 = {J;;/ (U) : U es un abierto en X m y m E N} , en­

tonces (3 es una base para la topología de X oo . 
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Demostración: En primer lugar cada element.o de la familia (3, es un 

abierto en Xo,,, pues 1m es la restricción de 'Ir". la cual es continua. En 

consecuencia sólo nos resta demostrar que cada abierto de Xoo es la unión 

de elementos de (3, para esto, veremos que dados un abierto V de Xoo y x = 

{Xi}:1 E V existe una k E N Y un abierto U de Xk, tal que x E I¡;I (U) e V. 

Procedemos de la siguiente manera: t.omemos V abiert.o en Xoo y x = 
00 

{Xi}:1 E V, puesto que Ves un abierto en Xoo existe W abierto en n Xi 
i= l 

que cumple: W n Xoo = V y, como W es un abierto que tiene a x, existe un 
00 

abierto básico de n Xi digamos 'Ir;;¡1 (Un¡) X 71";;,1 (Un,) x· .. X 'Ir;;.1 (Un.) (donde 
i = l 

nI < n2 < ... < nk), el cual tiene a x, ahora tomemos el siguiente conjunto: 
k 

U = n (J::: r l 
(Un,), U es un abierto en Xn• pues es la intersección de un 

; = 1 

número finito de abiertos, cada (J::; r 1 (Un,) lo es y, por construcción, se 
k 1 

cumple que xn• E n (J,7: r (Un.), donde xn. es la coordenada nk de x, 
i=1 

tenemos entonces que las siguientes relaciones se cumplen: x E 1;;.1 (U) = 

1;;.1 Có (J:::r l 
(U",)) e 'Ir;;¡1 (Un¡) x 'Ir;;2

1 (U",) X ••• X 'Ir,--;.I (Un.) n X oo e 

W n Xoo = V. lo cual concluye la demostración. O 

1.5. Proposición. Sean {Xn J::+ 1 } una sucesión inversa y Xoo su límite 

inverso. Si Y es un subconjunto propio y cerrado de Xoo entonces existe 

N E N tal que si n 2: N entonces In (Y) i= X". 

Demostración: Como Y es cerrado y propio, tenemos que existe p E 

Xoo \ Y que cumple que existe N E N tal que IN (p) rJ. IN (Y) (de no existir 

tal N tendriamos: Ir (p) E Ir (Y) para toda r E N lo cual implica que p E Y) . 

Ahora corno IN es cont.inua tenemos que IN (p) y IN (Y) son un punto y 
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un cerrado en X N respectivamente y, como X N es regular por ser métrico, 

t.enemos que existe un abierto U para el cual se cumple que f N (p) E U Y 

fN (Y) n U = 0 lo cual quiere decir que f¡:/ (U) n Y = 0. 

Not.emos, por otro lado, que si n > N entonces U = f N U" (J¡:/ (U))) n 

fN (Y) = 0 en cOllSecuencia: fn U¡/ (U)) n UN) - I UN (Y)) = 0 y, por lo 

t.ant.o, se cumple que fr. (Y) -¡. X n para t.oda n > N. O 

Ahora demostraremos unos resultados que nos serán de utilidad para 

demostrar el Teorema 1.8. 

1.6. Proposición. Sea {Xi}~1 una sucesión de espacios métricos compactos 
00 

tales que Xi+1 e Xi para toda i = 1,2, ... , sea X = n Xi. Si U es un abierto 
i= 1 

de XI, el cual contiene a X, entonces existe N E N tal que Xi e U para 

toda i 2: N, en particular si toda Xi -¡. 0 entonces X es distinto del vacío y 

claramente compacto y métrico. 

Demostración: Supongamos que para toda i, existe Xi E Xi \ U . Corno 

XI \ U es un métrico compacto, podemos suponer que la sucesión {Xi}~l 

converge a un punto p E Xl \ U. 

También para todo número natural k, se cumple que Xj E X k , si j 2: k, 

por lo tanto, pE X k para toda k, de donde p rt U y, como p E X, tenemos 

que X ~ U contradiciendo la hipótesis de que X e U. 

Por otro lado, si X k -¡. 0 para toda k, supongamos que X = 0 entonces 

tomando U = 0, tenemos que X ~ U y, por lo demostrado anteriormente, e­

xiste N tal que X N e U = 0, por lo tanto X N = 010 cual es una contradicción 



9 

y, ('n consecuencia, X i 0. o 

1. 7. Teorema. Sean {X;}::I una sw;csú5n de continuos tales que Xi+1 e Xi 
00 

1/ILm toda i = 1,2, ... , Y X = n Xi entonces X es un continuo. 
1= 1 

Demostración: Por la proposición anterior tenemos que X es compacto 

y métrico, entonces solo nos resta demostrar que !:.'S conexo, la conexidad la 

demostramos así: 

Supollgamos <¡ue X 110 es conexo, entonces existen dos conjuntos cerrados 

110 vados y disjuntos A y B tales que X = AuB. Como XI es normal, existen 

dos coujuntos abiertos y disjuntos V y W de XI tale-s que A e V y B e W. 

Si V = V U W entonces, por la Proposición 1.6, tenemos que, para alguna n 

se cumple que X" e v, en consecuencia, X n = (X" n V)U(X" n W) y, como 

X", :J X = A U B Y tanto A como B son no vacíos, tenemos que XII n V i 0 

y XII n W i 0, lo cual nos muestra que X" es disconexo. Esto contradice la 

hip/l(;esis de que cada espacio X n es un continuo, por lo tant.o, X debe ser 

cOllexo. o 

Ahora ya demostrados estos resultados previos, podernos demostrar el 

siguiente teorema: 

1.8. Teorema. Si cada X" es un continuo, entonces X oo es un continuo. 

Demostración: Definamos en primer lugar unos conjuntos auxiliares 

que serán de mucha utilidad. 

Q" = {{Xn}::1 E g Xi I Ir l (Xj+!) = Xj para toda j :::; n} 
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Afirmación. Los conjunt.os Q" cumplen las siguientp$ tres propiedades: 

00 

2) Q" es homeomorfo a n Xi para toda n. 
i=n.+l 

00 

3) X oo = n Qn. 
n=l 

Observemos que cada Qn es un continuo y, por el Teorema L 7, si demos-

tramos los tres incisos anteriores entonces tendremos como corolario que X"" 

es un continuo. 

La demostración de Qn+1 e Qn es como sigue: 

Tomemos x = {Xi}:::1 E Qn+1 entonces por definición se cumple que 

¡rl (Xj+I) = Xj si j ,¡:;; n+ 1 por lo que, en particular, se cumple ¡rl 
(xj+d = 

Xj si j ,¡:;; n por lo cual x E Q". 

00 

Ahora demostraremos Qn es homeomorfo a n Xi para toda n. 
i= n+] 

00 

Fijemos una n, ahora definamos h : Qn -t n Xi como sigue: h ({Xi}:::I) 
i=n+1 

= {Xi}:::n+l veamos que h es un homeomorfismo. 

La función h, definida anteriormente, es supraycctiva pues si tomamos 
00 

y = {Yi}:::n+l E n Xi definimos el punto x = {X;}::: I de la siguiente 
i=n+1 

forma: 
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uotemos que x E Q .. y, por la definición de x, h (x) = y. 

También es inyectiva pues si tenemos dos punt.os x = {x;} :':¡ y x' = 

{:¡;;}:':l que cumplen la relación h (x) = h (:1:') entonces por la definición de h 

es illlnediato que X,. = x~ para toda r 2: n + 1 y, en particular, Xn+l =- X~+l 

por lo que se cumple J;,+I (:l:n +1) = J;'+1 (:I::,+¡) para toda j ~ n de donde se 

tiene la siguiente igualdad {x;} ~ 1 = {X;} : I y, en consecuencia, la f1lnción 

es inyect.iva. 

También ('$ continua, para demostrarlo procedemos así: Por [Teorema 

2.2, pág. 101, Dj , basta demostrar que (7l"~+¡ oh) es continua para toda 
00 

N 2: n + 1, (7l"~+1 denota la proyección de rI Xi en X N ). Notclnos que 
i= n + l 

7f~+!oh({xd: I) ~ 7r~+ ] ({ ;I:d~",, !) 

7fN. Por l.an1.o, h (1R conti"ua.. 

~ XN ~ 11N ({ :rk }: ¡) , i.e., 11~+! oh ~ 

Finalmente por [Teorema 3, pág. 11, Ku2], tenemos que h es un homeo· 

modismo p1les es una fUllción continua e inyectiva de uu espacio compacto 

en un espacio Hausdorff, por lo tanLo hemos cOllcluido la delJlostnu:i(11l del 

inciso 2. 

00 

La demostración de X oo = n Qn es la siguient.e: 
n " ' ! 

&; iurnediat.o, de la defillición d.: IN; Q" que X ",-, c. Q" para tuda n , por 
00 

lo que X oo e n Qn' 
n~ l 

00 
00 ~I Ahora tomemos x = {X;}i~1 E n Q" entonces Jj (Xj ./l) 

n _-) 

Xj para 

toda j número natural, en consecuencia x E X oo . o 

1.9. TcorcmH . SUl}()rt!}fLm,os que X 0.. .. Y Y",. son los lími/'(;s invcr'slIs de los 
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.~i.~te1/l.ILS i,mc,'sos {X,,'¡::+I } ::"~I y {Y", 9::+ 1
}:: I "espN:tivamcntc y qtLC todos 

los n:ctán.Qulos en el diagrama siguiente son conmutativos (c.~ decir <PiO/:+1 :-

i+l 
g¡ ° <PHI pam cada i): 

Ir n 1/- 1 Jf+l /,.1 , 
XI ~-- X1 ~-- - f-- x. f - - Xii I .(. H I . .. X oo 1. 

11"1 11"2 11"; 11";1 1 11"~ 
+ 

gf 3 9;- I 9;+ 1 i+1 

Y¡ {_. Y~ { 
g2 

f - Y. ( -- }~ + ¡ {9H1 ._ . Yoo 

X oo , entonces se cumplen las siyuientcs afirmaciones: 

1) <Poo : Xoo - ) Yoo f'"~ I.á bién definida. 

2) Si todas las <Pi son continuas, enl,Q1~ces <p""" también lo es. 

3) Si todas las <Pi son biycctiva.~, entonces 'P"" también Lo e.~. 

Demostración: Para demostrar 1) veamos: <Poo ( {Xi} : I) E Y 00, para 

{Xi}:1 E X oo . 

&>-3 {Xi} : 1 E X oo consideremos <Poo({Xi}~I) = {<Pi(Xi)}~p apliqu0.­

mos gJ+I a la (j + l)-ésima coordenada de {'Pi (Xi)}::\, entonces t.enemos: 

1;+1 (<Pi I I (Xi·1 ¡)) "- C{Ji (Ir l (Xiii)), por la COlllrl1tloatividlld (~\(lSdiawarllR.<; 

y,como {Xi}::'1 E Xoo , tenemos/r
l (Xj+I)"- Xj porloqueC{JjUrJ (xj~d)"" 

'+1 . <Pi (Xj), de donde tenemos: .qj (<p.i11 (Xj'II)) = C{Jj (Xj) y, t'Jl con~IIN~Ia., 

C{Joo ({.r.¡}:'" 1) E Y oc,' 



13 

que 'Poo es continua por ser una función cuyo codominio es un producto de 

espacios. 

9n o 'Poo ( {X;} : I) 

'Pn o fn ({Xi}:J 

La demostración de la inyectividad de la función 'Poo es como sigue: 

Tomemos {Xi}:l' {Yi}:l E Xoo tales que 'Poo ({Xd: l) = 'Poo ({Y¡}:l)' 

por ser dos puntos del espacio producto, tenemos que 'Pi (Xi) = 'P (Yi) para 

toda i y, por hipótesis, las funciones son inyectivas por lo que Xi = Y¡ para 

toda i, por lo que {Xi}:l = {Yi}: " entonces, 'Poo es inyectiva. 

La demostración de la suprayectividad es así: 

Tomemos primero un punto {Y;}:l E Yoo . Como todas las 'Pi son suprayec­

tivas, tenemos que, para cada j E N, dado Yj existe Xj E X j tal que 'Pj (Xj) = 

Yj y, como los diagramas conmutan, es claro que existirá para Yl un punto Xl 

y de forma que 'PI (Xl) = Yl Y también 'Pi l (Y2)nUf}-1 (Xl) # 0 por lo tanto 

podemos esccger a X2 en dicha intersección. Continuando con este proceso, 

podemos construir un punto {Xi}:l E Xoo tal que 'Poo ({Xi}:l) = {Y¡}:¡, 

por lo tanto, la función 'Poo es suprayectiva. o 

1.10. Definición. Sean { > O Y f : X -+ Y una función de X sobre Y. 

Diremos que I es una (-función si para cada y E Y, diámU-l(y)) < f. . 

1.11. Proposición. Si Xoo = ~{Xn,f:+l} entonces para toda { > 0, 

existe n E N tal que, para todo número natural m mayor o igual a n, 1m : 
X oo -+ X m (la m-ésima proyección) es una {-función. 
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Demostración: Se.a f > O, como E~1 fr converge podemos encon­

trar n E de manera que E~n+1 fr < f. Dado x" E X,,, tomemos en 

el conjunto ¡;;1 (xn ) un par de puntos {X;}::1 y {x:l::1 los cuales por ser 

puntos del límite inverso y estar en ¡;;I(Xn ) cumplen que Xi = x; para 

1 !( i !( n por lo tanto, si calculamos la distancia entre dichos puntos, ten­

dremos que d({xd:::1' {XD:::1) = E~lfrdk (Xk,XU = Ek=l-frdk (Xk,XU + 
E~"+l frdk (Xk, x~) pero por la elección de dichos puntos, el primer miembro 

de la suma es cero y como tomamos métricas acotadas por 1 tenemos que 

el segundo miembro es menor o igual a E~"+lfr, por lo tanto menor que f , 

por otro lado, como tomamos dos puntos cualesquiera de ¡;;I(xn) tenemos 

que su diámetro es menor que f . Notemos que si tomamos m mayor que 

n, y procedemos de manera análoga demostraremos que la correspondiente 

proyección es también una f-función. o 

1.12. Proposición. Si ¡ es una f-función de un continuo X sobre un con­

tinuo Y entonces existe un número r¡ > O tal que todo conjunto M en Y de 

diámetro menor que r¡ tiene una preimagen ¡-I(M) de diámetro menor que 

f en X. 

Demostración: Supongamos que para toda r¡ existe un conjunto M'I e 

y tal que el diámetro de M'I es menor que r¡ y el diámetro de ¡-1 (M'I) es 

mayor o igual que f. 

Como lo anterior es válido para toda r¡ en particular será válido para la 

sucesión {~} :"=1' eso implica que existe una sucesión de conjuntos { M ~ } ~=1 
tales que el diámetro de M~ es menor que ~ y el diámetro de ¡-1 (M~) es 

mayor o igual que f. 
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Observemos que podemos suponer que todos los conjuntos f - I 
( M ~ ) 

son cerrados, pues un conjunto cualquiera tiene el mismo diámetro que su 

ce- rradura. Una vez hecha esta observación, podemos afirmar que para cada 

n E N, existen xn y x'n E f- I (M~) tales que d(xn,x~) ~ E. Notemos 

que, como X es compacto (por ser continuo), sin pérdida de generalidad 

suponemos que {Xn}:'=l y {X~}:'=l convergen a x y x'. Notemos que para x y 

x' se cumple que la dist.ancia entre ellos es mayor o igual a E y, por otro lado, 

como f (xn) y f (x~) E M 1. para toda n, tenemos que d (f (xn ), f (x~)) < .!. y, 
• n 

por lo tanto, f (x) = f (x'). Hemos encontrado un punto f (x) = f (x') E Y 

que cumple que el diámetro de su preimagen es mayor o igual a E, pues x y 

x' están en esa preimagen, contradiciendo que f es una E-función. O 

1.13. Definición. Si p denota una clase dada de poliedros (para la defini­

ción de poliedro, véase el Apéndice A) un continuo M es tipo p si pam toda 

E > O, existe una E-función de M sobre un elemento de p. 

1.14. Definición. Un espacio S tiene la propiedad del punto fijo si toda 

función de S en S tiene un punto fijo. 

1.15. Definición. Un continuo es indescomponible si no se puede poner 

como la unión de dos subcontinuos propios. 
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Capítulo 2 

EL GRUPO FUNDAMENTAL 

Notación. Como de costumbre, paro cualquier par de números reales a 

y b que cumplan: a < b, [a, b] denotará el intervalo cerrodo que tiene a a y 

b COTTW puntos extremos, 1 representará al intervalo unitario [O, 1]. 

Notemos que para cualesquiera dos intervalos cerrados [a, b] y [e, d], exis­

ten dos homeomorfismos lineales 

tales que 

ho (a) 

hl (a) 

h l Y 11.0 : [a, b] -+ [e, d], 

e, 

d, 

ho (b) = d, 

hl (b) = e. 

Los distinguiremos entre sí, diciendo que ho es el que preserva la orien­

tación y h l el que invierte la orientación. 

17 
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2.1. Definición. Una trayectoria en un espacio X, es una función con­

tinua J de algún intervalo cerrado [a, b] en X. Las imágenes de los puntos 

extremos del intervalo se llaman puntos extremos de la trayectoria, J (a) 

se llamará punto inicial, y J (b) punto final. 

2.2. Definición. Diremos que un espacio X es conexo por trayectorias 

si cualesquiera dos puntos de X se pueden unir por una trayectoria, es decir: 

para cualquier par de puntos x y y en X existe J : [a, b] -+ X que cumple 

J (a) = x y J (b) = y. 

Un espacio conexo por trayectorias es conexo, pero lo inverso no es cierto 

en general. Como un ejemplo de lo anterior, consideremos la cerradura en 

JR2 del siguiente conjunto: S = {(x, y) E JR2 I y = sen (~) ,x E (O, ~]}, el 

conjunto anterior, también llamado curva sinoidal del topólogo, es conexo 

pero no es conexo por trayectorias, [Ejemplo 12, pág. 10, N2] . 

2.3. Definición. Las componentes por trayectorias de X son los sub­

conjuntos conexos por trayectorias máximales de X. 

Observemos que las componentes por trayectorias de X no son necesaria­

mente cerradas, en la curva sinoidal del topólogo definida anteriormente, 

tenemos dos componentes por trayectorias, una de las cuales es abierta, dicha 

componente por trayectorias es: S = {(x, y) E IR? I y = sen (~),x E (O, ~n. 

2.4. Definición. Un espacio X es localmente conexo por trayectoria 

si cada punto de X tiene una base local de abiertos conexos por trayectorias. 

2.5. Definición. Si Jo y ft son dos trayectorias en X, tales que /0 (a) = 

J1 (a) y Jo (b) = J1 (b) (es decir, tienen el mismo punto inicial y el mismo 



2.1. EL GRUPO FUNDAMENTAL DE UN ESPACIO 19 

punto final). Diremos que estas dos troyectorias son equivalentes (lo cual 

denotaremos por Jo rv f¡) , si y sólo si existe una función c.ontinua 

J : [a, b] x 1 -+ X 

tal que, paro toda t E [a, b]: 

y que, paro toda s El : 

J(t ,O) = Jo(t) 

J (t, 1) = f¡ (t) 

J (a, s) = Jo (a) = f¡ (a) 

J (b,s) = Jo (b) = JI (b) 

En la definición anterior, podemos sustituir 1 por cualquier otro intervalo 

cerrado. La demostración de la siguiente proposición es sencilla: 

2.6. Proposición. Paro cualquier espacio conexo por tmyectorias X, la 

relación definida en 2.5 es una relación de equivalencia. 

Intuitivamente, diremos que dos trayectorias SOI1 equivalentes, si una 

puede ser deformada continuamente en la otra, en el espacio X. Durante 

la deformación de la figura los puntos extremos deben permanecer fijos. 

2.1 El grupo fundamental de un espacio 

La siguiente proposición será de mucha ayuda para demostrar los resul­

tados que mostraremos en esta sección. 
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2.7. Proposición. Sean A y B subconjuntos cerrados del espacio topológico 

X tales que X = A U B . Si f : X -+ Y es una función definida en X, tal que 

las restricciones f lA y f lB son ambas continuas, entonces f es continua. 

Demostración: Primero, recordemos que una función es continua, si la 

imagen inversa de cada cerrado en el codominio, es un cerrado en el dominio. 

Así pues, dado un cerrado W e Y, como f lA y f lB son continuas, tene­

mos que (j IA) - 1 (W) y (j IB) - 1 (W) son cerrados en A y B respectivamente 

y, como por hipótesis A y B son cerrados en X, tenemos que (j IA) - l (W) Y 

(j IB)-1 (W) son cerrados en A U B por ser cada uno de ellos un cerrado de 

un cerrado. 

En consecuencia, tenemos que (j IAr1 (W) U (j IB) - 1 (W) es un cerrado 

en A U B, pero también (j IA) - 1 (W) U (j IBr1 (W) = f-l (W) y, por con­

siguiente, f - l (W) es un cerrado en X, por lo cual la función f es continua 

pues la imagen inversa de cerrados de Y son cerrados en X . o 

2.8. Definición. Sean f y 9 dos trayectorias en X, tales que el punto ter­

minal de f es el punto inicial de g, entonces el producto f * 9 está definido 

por 

(j * g)(t) = {f(2t), 

9(2t - 1), si~~t~l. 

2.9. Lema. La relación de equivalencia y el producto que hemos definido, 

son compatibles en el siguiente sentido: Si fo ,...., fl y 90 ,...., gl, entonces 

fo * go ,...., f¡ * 91 (se supone, que el punto terminal de h es el punto inicial 

de gj, j E {O,I}). 
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Demostración: Por hipótesis tenemos que existen dos funciones, F y G 

la.~ cuales cumplen: 

F: [0,1] x 1 -t X 

es t.al que, para toda t E [0,1] : 

F(t,O) = Jo(t) y F(t, 1) = JI (t) 

y que, para cada s El : 

F (a, s) = Jo (a) = Jda) y F (b, s) = Jo (b) = J¡(b); 

y 

G : [O, lJ x I -t X 

es tal que, para toda t E [0.1 J : 

G (t,O) = 90 (t) Y G (t, 1) = 9¡(t) 

y que, para cada s El : 

G(a,s) = 90 (a) = 91 (a) Y G(b,s) = 90 (b) = 91 (b). 

Aplicando la Proposición 2.7, definimos una nueva función, de la siguiente 

manera: 

H : [O,IJ x 1 -t X 
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tal que 
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{

F(2t,S)' 
H(t, s) = 

G(2t - 1, s), 

si t E [O, ~J 

sitE [~,IJ 

y, por definición, tenemos que H cumple las condiciones: para toda tE 10,11 : 

H (t, O) = (Jo * 90) (t) Y H (t, 1) = (JI * g¡) (t) 

y para toda s El: 

H (a, s) = (Jo * 90) (a) = (JI * g¡) (a) y H (b, s) = (Jo * 90) (b) = (JI * 91) (b). 

o 

Como consecuencia del Lema 2.9, la multiplicación de trayectorias define 

una multiplicación de clases de equivalencia de trayectorias (siempre que el 

punto terminal de la primera trayectoria y el punto inicial de la segunda 

trayectoria coincidan). Es esta multiplicación de las clases de equivalencia a 

la que nos referimos en todo el capítulo. 

2.10. Lema. La multiplicación de clases de equivalencia de tmyectorias es 

asociativa. 

Demostración. Es suficiente probar que si ¡, 9 y h son trayectorias 

tales que el punto terminal de ¡ es igual al punto inicial de 9 Y el punto 

terminal de 9 es igual al punto inicial de h, entonces: 
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Para probar e.'ito, consideremos la función F : 1 x 1 -+ X definida por 

f L~.), si ° ~ t ~ S~l, 
F(t,s) = g(4t-l+s) 

Entonces, F es continua, por la Proposición 2.7 y, además, cumple que 

F(t,O) = [U * g) * h] (t) y F(t, 1) = [j * (g * h)] (t) . 

En consecuencia la multiplicación de clases de equivalencia es asociativa. 

La definición de F está motivada por la siguiente figura: 

1-__ ..:.:;::._::r----.t1 .11 

o 

Dado un punto x E X, denotaremos por [E",] a la clase de equivalencia de 

la función constante de 1 en el punto x de X. Esta clase de equivalencia de 

trayectorias tiene la propiedad fundamental siguiente: 

2.11. Lema. Si [a] es una clase de equivalencia de trnyectorias con punto 
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inicial x y tenn,inal y, entonces [Ex] * [a] = [a] y [a] * [Ey] = [a]. 

Demostración: Sean e : [ -+ X la función constante tal que e(I) = {x} 

y f : [ -+ X un representante de la clase de trayectorias [a] . Para probar la 

primera relación , es suficiente ver que e * f ~ f. 

Definamos F : [ x [ -+ X por: 

{

X, 
F(t, s) = 

f(;t:::), 
si O::::; t ::::; ~s, 

si ~s ::::; t ::::; 1. 

Entonces F(t, O) = f(t) y F(t, 1) = (e * f) (t) por definición. 

La definición de F se sugiere de la siguiente figura: 

:--__ ..:..;.:. _______ (1 .1
1 

-r----------~~. 

La prueba de que [a] * [Ey] = [a] es similar a la demostración anterior. O 

Notación. Para cualquier trayectoria f : 1 -+ X, 7 denotará la trayec­

toria definida por 
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7(t) = f(l-t), t E J. 

Observemos que la trayectoria 7 es obtenida al recorrer la trayectoria f 

en dirección opuesta. 

2.12. Lema. Si [a] y [a] denotan las clases de equivalencia de las tmyecto­

rias a ya respectivamente. Entonces, 

[a] * [a] = [éx ] , [a] * [a] = [éy ] 

donde x y y son los puntos inicial y final de la tmyectoria f. 

Demostración. Para probar la primera igualdad, es suficiente demostrar 

que a * a'" e, donde e es la trayectoria constante en el punto x. Entonces, 
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como lo sugiere la gráfica anterior, definiremos F : 1 x 1 --+ X por 

f(2t), 

F(t,s) = f(s), 

si O :s;; t :s;; ~s, 

si ~s :s;; t :s;; 1 - ~s , 

f(2 - 2t) , si 1 - ~s :s;; t :s;; 1. 

En consecuencia, tenemos F(t, O) = x y F(t, 1) = (a * a) (t) y, por tanto, se 

cumple la primera ecuación. 

La prueba de que [a] * [a] = [Ey] es similar a la que acabamos de dar, por 

lo que tenemos demostrado el Lema 2.12. O 

En vista de estas características de la clase de trayectorias la], la de­

notaremos por [ar l y vemos fácilmente que las condiciones del Lema 2.12 

caracterizan a [ar l de manera única, en consecuencia, si ao ~ al entonces 

Podemos resumir los lemas probados diciendo que el conjunto de todas 

las clases de trayectorias en X satisface los axiomas para ser un grupo, salvo 

que el producto de dos trayectorias no se defina siempre. 

2.13. Definición. Una trnyecÚJria es llamada cerrada, o lazo, si los pun­

tos inicial y final son iguales. El extremo común se dice que es la base del 

lazo. 

2.14. Definición. Sean X un espacio y x un punto de X; el conjunto de las 

clases de equivalencia de los lazos basados en x es un grupo. Este grupo es 

llamado el grupo fundamental o grupo de Poincaré de X en el punto 

base x, y se denota este grupo por 7TI (X, x). 
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2.15. Teorema. Si X es conexo por trayectorias, los gn'llos 7TI (X, x) y 

7TI (X, y) son isomorfos para cualesquiera dos puntos x y y elementos del 

espacio X. 

Demostración. Sean x y y dos puntos en X y , una trayectoria con 

punto inicial x y punto final y . 

Usando la trayectoria" definimos una función u: 7TI(X,X) -t 7TI(X, y) 

por la formula tL ([a]) = b-I * a * ,J donde [aJ denota la clase de C<Juivalencia 

de a. 

Esta función u es un homomorfismo de 7T 1 (X, x) en 7T 1 (X, y), pues si 

tomamos [/JI y [aJ dos elementos de 7TI (X,x), tenemos: 

U ([a * .8]) [,-1 * (a *.B) *,] = [,-1 * (a * (, * , - 1) *.8) *,] 

[(,-1 * a * ,)] * [(,-1 *.8 * ,)] = u ([a]) * u ([.8]). 

La inyectividad de u es inmediata, pues la preimagen del elemento neutro 

de 7T¡(X,y) es el neutro de 7Tl(X,X) . Por otro lado, la suprayectividad la 

obtenemos al considerar la función inversa de u, definida por u-I(la]) = 
b * a * ,-1 J notemos que, en consecuencia, todo lazo basado en y tiene bajo 

esta función una imagen en 11" ¡ (X, x) lo cual implica la suprayectividad de 

u. o 

La importancia de este teorema es obvia: Si 1I"1(X,X) es abeliano, fini­

to, nilpotente, libre, etc., esta característica no depende del punto x, sólo 

depende del espacio X, siempre que sea conexo por trayectorias. 

Por otra parte, debemos de tener en mente que no hay un isomorfismo 
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canónico o natural entre 7r1(X,X) y 7r1(X, y) . 

2.2 Funciones inducidas entre grupos funda­

mentales 

Sean <P : X -7 Y una función continua y Jo y JI : 1 -7 X lazos en X; si Jo 

y f¡ son equivalentes, entonces es fácil ver que <P o Jo y <P o JI son trayectorias 

equivalentes en Y . 

Así, si [o] denota la clase de trayectorias que contiene a Jo y a f¡ , tiene 

sentido denotar por [<p(o)] la clase de trayectorias que contiene <P o Jo y a 

<P o J¡. [<p(o)] es la imagen de la clase [o] en el espacio Y y, se verifica 

fácilmente, que la función <p. la cual envía a [o] en [<p (o)] tiene las siguientes 

propiedades: 

(a) Si [o] y [,B] son clases de lazos en X tales que [o] * [13] está definido, 

entonces <P. ([o] * [13]) = <P. ([o]) * <P. ([13]) . 

(b) Para cualquier punto x E X, <p. ([éx]) = [é<p(x)]' 

(c) <p. ([orl) = [<p (o)fl 

Por estas razones, llamaremos a <P. el homomorfismo inducido por <p. 

Si t/J : y -7 Z es una función continua, entonces podemos verificar 

fácilmente la siguiente propiedad: 
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Finalmente, si <p : X -+ X es la fuución identidad, entonces: 

H <P.([1l1) = [a]' para cualquier clase de trayectorias [al en X; es decir, la 

<p. es el homomorfismo identidad. 

Ohservemos que, en vista de estas características, una función continua 

<p : X -+ Y induce un homomorfismo, <p. : 7r1(X,X) -+ 7r1(Y,<P(X)); y, si <p 

es un homeomorfismo, entonces <p. es un isomorfismo. &te homomorfismo 

inducido es muy importante al estudiar al grupo fundamental. 

Precaución: Si <p es inyectiva, <p. no necesariamente lo es. Para ver 

esto, consideremos i : SI -+ JR2 la inclusión de la circunferencia unitaria en el 

plano cartesiano, nótese que i es inyectiva, pero si consideramos i. no lo será, 

de momento creeremos el resultado que se mostrará en la sección 3.3 de que 

el grupo fundamental de SI es cíclico infinito y que el grupo fundamental de 

IR? es {l}, por lo que tenemos que i. no es inyectiva pues todos los elementos 

del grupo cíclico infinito tienen como imagen a 1. 

Para avaIl7..ar en el estudio del homomorfismo inducido <p., debemos in­

troducir el concepto de homotopía entre funciones continuas. 

2.16. Definición. Dos funciones contínuas <Po Y <PI : X -+ Y son 00-

motópicas si existe una función continua <p : X x 1 -+ Y tal que, pam todo 
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xEX: 

<P (x, O) 

<p(x,l) 

<Po(x), 

<p¡(x) . 

Si dos funciones <Po Y <PI son homotópicas, lo denotaremos por <po ~ <PI. 

No es difícil verificar que ésta es una relación de equivalencia en el conjunto 

de funciones continuas de X en Y. Las clases de equivalencia se llaman clases 

de homotopías de funciones. 

Intuitivamente, si ponemos <Pt (x) = <p(x, t) para cualquier (x, t) E X x [. 

Entonces, para todo t El, 

<Pt : X -7 Y 

es una función continua. 

2.17. Definición. Dos funciones <Po Y <PI : X -7 Y se dicen homotópi.cnlJ 

relativas al subconjunto A de X si existe una función continua <P : X x [ -7 

Y tal que 

<p(x, O) 

<p(x, 1) 

<P (a, t) 

<Po (x) , xEX, 

<PI (x), xEX, 

<po(a) = <PI (a), a E A, t E l. 

Observemos que esta condición implica <Po IA= <PI lA-

2.18. Teorema. Sean <Po Y <PI : X -7 Y funciones homotópicas relativaiJ al 

subconjunto {x}. Entonces 

<Po. = <p¡.: 71"1 (X, x) -771"1 (Y, <po (x)) , 
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es decir, los homomorfi.mws inducidos coinciden. 

La prueba es inmediata, y la omitimos. 

Desafortunadamente, la condición que la homotopía debe ser concerniente 

al punto x es demasiado restrictiva en muchos casos. &ta condición puede 

eliminarse, pero cntonces se complica el enunciado del Teorema 2.18. 

Aplicarcmos ahora algunos de estos resultados. 

2.19. Definición. Diremos que un subconjunto A de un espacio topológico 

X es un retracto de X si existe una función continua r : X -+ A (llam,ada 

retracción) tal que r(a) = a pam cualquier a E A. 

Es una condición fuerte pedir que un subconjunto A sea un retracto de 

X. Un ejemplo simple de un retracto de un espacio es el intervalo 10,IJ en 

lR. 

Ahora sea r : X -+ A una retracción, como en la definición anterior e, 

i : A -+ X la función inclusión. Para cualquier punto a E A, considereIl108 

los homomorfismos inducirlos 

i. 7r¡(A, a) -+ 7r¡ (X, a), 

r. 7r¡(X, a) -+ 7r¡(A,a) . 

Dado que r o i es la identidad en A, r. o i. es el homomorfismo identidad 

del grupo, 1I'¡ (A, a), por las CAracterísticas (d) y (e) dadas al inicio de esta 

sección. 
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De esto <:onclllimos que i. es inyectiva y r. es suprayectiva. Por otra 

parte, la condición que 7'. o i. sea la identidad, impone fuertes restricciones 

al subgrupo i.Tr¡(A,a) de Tr¡ (X,a). 

Usaremos este resultado más adelante para probar que ciertos subespacios 

no son retractos. 

Ahora introducimos el concepto de retracto fuerte por deformación. 

2.20. Definición. El subconjunto A de X es un retracto fuerte por de­

formación de X, si existen una retmcción r : X ---+ A Y una homotopía 

f : X x J ---+ X tales que para toda a E A, x E X Y t E J, se tiene que: 

f (a, t) = a,f(x,O) = x y f(x, 1) = r(x) 

2.21. Teorema. Si A es un ,'etmcto fuerte por deformación de X, entonces 

la inclusión i : A ---+ X induce un isomorfismo de Tr¡(A, a) sobre Tr¡(X, a) 

pam cualquier a E A. 

Demostración: Como hemos visto antes, r. o i. es la identidad en 

Tr¡(A,a), completamos la prueba mostrando que i. o r. es la identidad en 

Tr¡(X, a), Esto es consecuencia de que i o res homotópica a la identidad en 

X (relativa a {a}); por lo tanto, el Teorema 2.18 es aplicable, O 

2.22. Definición. Un espacio topológico X es contraíble si existe un punto 

Xo E X tal que {xo} es un retracto fuerte por deformación de X. 

2.23. Definición. Un espacio topológico X es simplemente conexo si es 

conexo por trayectorias y Tr¡(X, x) = {l} para algún (y, por lo tanto, para 

todo) x E X. 
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2.24. Corolario. Si X es contrmole, entonce.~ X es simplemente conexo. 

Demostración: La demostración es inmediata, basta notar que si X es 

mntraíble, por la Definición 2.22 tenemos que existe Xo E X, tal que {xo} 

es un retracto fuerte por deformación de X, lo cual implica que existe una 

función inyc'Ctiva de 11'1 ({xo} ,xo) eUlfl (X,xo) y, como 11'1 ({xo} ,xo) = {1}, 

t.enemos que 11'1 (X, xo) = {1}. Por lo tanto X es simplemente conexo. O 

2.25. Definición. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es ANR 

(o retracto absoluto en vecindades)si dados Y un espacio topológico y 

h : X -+ Y un enr.aje, se cumple que h(X) es un subconjunto cerrado de Y, 

exi.~tc U un abierto de Y que contiene a h(X) y h(X) es un retracto de U. 

2.3 El grupo fundamental de §I 

SI denotará la circunferencia unitaria en JR2, SI = {z E JR2 : IIzll = l} , (de 

igual manera, en el plano complejo C), y f : 1 -+ SI el lazo definido, por 

f(t) = (cos (21ft) ,sen (21ft)), o ~ t ~ 1, 

que recorre el círculo exactamente una vez, Designemos por [a] a la clase de 

equivalencia de f. 

2.26. Teorema. El grupo jundamentallfl(SI, (1, O)) es un grupo cíclico in­

finito generado por la clase [a] . 

Demostración: Sea g : 1 -+ SI, tal que g(O) = g(l) = (1,0) IlIllazo en 
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§I. Probaremos primero que existe un entero m (positivo, negativo o cero) 

tal que 9 perten!:-'Ce a la clase [a]m. 

Sean: 

UI {(x, y) E Si : y > - 110} , 

U2 = {(X, y) E Si : y < + 1~} , 
Entonces UI y U2 son subconjuntos abiertos conexos de §I, cada uno de ellos 

ligeramente más largo que una semicircunferencia y, además, UI U U2 = SI. 

Es claro que UI y U2 son homeomorfos a un intervalo abierto en la recta 

real y, por tanto, cada uno de ellos es contraíble. En el caso en que g(I) e UI 

o que g(1) e U2 , es evidente que 9 es equivalente a la trayectoria constante 

y, entonces, pertenece a la clase de equivalencia [ajo . 

Supongamos ahora que g(I) Í= UI y que g(1) Í= U2 · Veremos que es posi­

ble dividir el intervalo unitario en subintervalos [O, t¡J, [ti, t2], ... , [t,,_I, 1], 

donde O = to < tI < ... < tn - I < tn = 1, de tal forma que se verifiquen las 

siguientes afirmaciones: 

(b) 9 ([t¡_¡, ti]) y 9 ([t¡, ti+¡J) no están ambos contenidos en el mismo abierto 

Uj , paraj = 1 o 2. 

En efecto, {g-I (U¡) ,g-I (U2)} es una cubierta abierta de un espacio 

métrico compacto; sea e un número de Lebesgue de esta cubierta (Teore­

ma 4.3.31; pág. 276; E] 
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Dividimos el intcrV".\lo mütario en subintervalos de longitud menor que 

E. Con esta subdivisión se verifica la condición (a), pero puede aún fallar la 

condición (b). 

Si dos subintervalos consecutivos tienen como imagen bajo 9 el mismo 

conjunto Vj , entonces formamos con ellos un sólo subintervalo suprinüendo 

el extremo común. Continuamos este proceso hasta que se verifique (b). 

Designemos por [,Bl la clase de equivalencia de la trayectoria g, y por [,B¡l 

la clase de equivalencia de 9 l[t;_I,t;) para 1 ::;: i ::;: n. Entonces, se tiene 

[,Bl = [,Bd * [.821 * ... * [,Bnl 

Cada [,B;j es una clase de trayectorias de U1 o V2 . En virtud de (b), es 

evidente que g(t¡) E U1 n U2 , donde U1 n U2 tiene dos componentes, \lila de 

las cuales contiene el punto (1, O) y la otra el punto (-1, O). Para cada índice 

i, O ::;: i ::;: n, elegimos una clase de trayectorias h¡] en UI n U2 con origen 

en g(t;) y extremo en (1, O) o en (-1, O), según qué componente de VI n V2 

contenga 9 (ti)' Pongamos: 

[6d [,Bd * hd , 

[6¡] h¡_d-1 * [,Bi] * h¡j para 1 < i < n 

[6n ] ['Yn-d- I * [,Bn]' 

Entonces, está claro que: 

donde cada [6j ] es una clase de trayectorias en Uh o en U2 , que tiene su 

origen y su extremo en el conjunto {(l, O), (-1, O)}. Puesto que UI y V2 son 
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simplcmente conexos, si [Oi], es una clase de lazos, entonces [Oi] = l. Así pues, 

podcmos suponer que un [o;] ha sido ya eliminado en la fórmula anterior y, 

cambiando de notación si es preciso, que [od , [02] , . . . , [o,,], no son clases de 

lazos. 

Puesto que U1 es simplemente conexo existe una única clase de trayecto­

rias [Tld de U1 con origen en (1, O) y extremo en (-1, O). Por tanto, [Tld- I es 

la IÍnica clase de trayectorias de U1 con origen en (-1, O) y extremo en (1, O). 

Análogamente, designemos por [7J2] la única clase de trayectorias de U2 

con origen en (-1,0) y extremo en (1,0). Obsérvese que ['1d * [7J2] = [a] . 

Así, tenemos que, para todo Índice i, 

Según esto, puede suceder que en la fórmula pueda realizarse alguna sim­

plificación, por ejemplo si [Oi] = ['1d y [Oi+d = ['1d - l
. Si esto ocurre se 

simplifica, y análogamente en otros casos. 

Después de todas las simplificaciones posibles sólo pueden presentarse tres 

posibilidades: 

[t3] 1, 

[t3] ['1d * ['12] * [1h] * ['12] * ... * ['11] * ['12] 

o bien 
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En el segundo caso cxiste una 1ft > O tal que [¡J] = [0-.1 micntras que en 

d t~'rcer caso [m = [a]''' para un cierto ent(~ro 1ft < O. Al>-i. en cualquier caso 

S(~ t icnc [(:J] = [a]''' . 

De lo ant.erior se sigue, que 11"1 (SI, (1, O)) es un grupo (:iclico. Sin embargo, 

est.e argulIlent.o 110 da ninguna información sobre el orden de 11"1 (SI, (1, O)). 

Para probar que 7r1 (SI, (1, O)) no es un grupo finito, es necesario usar el 

concepto de gmdo de una fUIICiólI, definido en el Apélldi<--e A. 

Así PHI)!;, a cada elemento [{:J] E 7r¡(SI, (1, O)) le podemos asignar un 

cntero, el grado de [{:J ], lUlívocamclltc dcterminado. En conseGuencia, para 

cada entero m, la función hm : 1 ~ SI definida por: 

hm (t) = cos (2m7rt) + i sen (2m7rt) 

tiene grado m . En consecuencia, el grupo lrl (SI, (1,0) es de orden infinito, 

es decir, es un grupo cíclico infinito. o 

Observación: Como corolario del Teorema 2.25, tenemos que, el grupo 

fundamental de cualquier espacio, con una circunferencia COl'DO retracto fuerte 

por deformación es cíclico infinito. 

Ejemplos de tales espacios son la banda de Mobius, ID! disco menos el 

centro, el plano menos un punto, una región del plano limitada por dos 

círculos concéntricos, etc. 
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Capítulo 3 

ESPACIOS CUBRIENTES 

3.1 Definición y ejemplos 

En este capítulo supondremos que todos los espacios son conexos y local­

mente conexos por trayectorias, mientras no se diga lo contrario. 

3.1. Definición. Si X es un espacio topológico, un espacio cubriente de 

X es una pareja. (X, p), donde X es un espacio y p una función continua, 

p : X -t X que cumple la siguiente condición: para todo punto x E X existe 

un abierto arco-conexo U de X, x E U tal que para cada arco componente e 
de p-l(U), P le: e -t U es un homeomorfismo. Todo abierto U que satisfa.ga 

la definición anterior se llama vecindad elemental. La función p se llama 

función cubriente. 

A continuación damos algunos ejemplos de espacios cubrielltes con el fin 

39 
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de aclarar la definición. 

Definamos p : lR -+ SI como p(t) = (scn(t),cos(t)) para todo t E lR. 

Entonces la pareja (lR, p) es un espacio cubriente de la circunferencia 

unitaria SI . Todo subintervalo abierto propio del círculo SI es una 

vecindad elemental. 

2 Utilizando coordenadas polares (T, O) en el plano R2, la circunferencia 

unitaria SI estará definida por la condición T = l. 

Para todo número natural n, definamos la función p" : SI -+ SI por la 

ecuación: 

p,,(I, O) = (1, nO). 

La función Pn "enrolla" n veces la circunferencia sobre sí misma, si 

n f O, la pareja (SI, Pn) es un espacio cubriente de SI. Una vez más 

todo intervalo abierto propio de SI es una vecindad elemental. 

3 Si X es un espacio arbitrario e i : X -+ X es la identidad en X, entonces 

(X, i) es un ejemplo trivial de espacio cubriente de X. Análogamente, 

si f es un homeomorfismo de Y sobre X, entonces (Y, f) es un espacio 

cubriente de X, lo cual también es inmediato. 

4 El espacio proyectivo pn se define como un espaciooociente de sn, que 

obtenemos de identificar los puntos antípodos, si p : sn -+ pn es la 

función cociente entonces se ve fácilmente que (sn,p) es un espacio 

cubriente de pn. Podemos tomar como vecindad elemental de cada 

punto x E pn un disco abierto que contenga a x; ese disco abierto, 
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existe, pues es la imagen bajo la función proyección de un disco con 

centro en una de las imá~elles inversas de x. 

El ejemplo 4 es de mucha importancia para esta tesis, pues los principales 

resultados de la misma están relacionados con los espacios proyectivos. 

El siguient.e Lema nos servirá para probar un teorema que será de gran 

ayuda para construir otros ejemplos de espacios cubrientes. 

3.2. Lema. Si U y V son abiL'f·tos, entonces toda.~ las componentes pOTO 

tmycctOTlas de U x V son iguales a productos de componentes por tmyec­

tor-ias de U y V respectivamente. 

Demostración. Tomemos 2 abiertos U y V Y una componente por 

trayectorias C de su producto U x V, tomemos también dos puntos de C, 

digamos XI = (UI, v¡) Y X2 = (U2,~) donde Ui E U Y Vi E V, i = 1,2. Como 

e es una componente por trayectorias de U xV, existe a : I ~ U xV, tal 

quc 0'(0) = XI Y 0'(1) = X2 . Ahora consideremos la siguiente composición: 

?Tu o a : J ~ U, si evaluamos en O y en 1, obtenemos ?Tu o a (O) = UI Y 

?T .. o a (1) = fL2, lo cual implica que "1 Y"2 están en la misma componente 

por trayectorias en U, digamos e", análogamente si aplicamos la proyección 

?T" obtenemos que los puntos VI y ~ están en la misma componente por 

trayectorias e", de V notemos que lo anterior establece: e e eu xCv. 

Ahora, tomemos dos puntos XI = (UI, VI) Y X2 = (U2,~) en eu xCv, 

demostraremos que están en la misma componente por trayectorias. 

Dado que "1 y "2 están en e", existe una función continua al J ~ 
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C" tal que al (O) = UI Y al (1) = U2 Y también para VI y ~, que ffitáll 

en Cv , existirá una función continua 0'2 : 1 -+ Cv tal que 0'2 (O) = VI Y 

0'2 (1) = V2. Definamos ahora la función f3 : 1 -+ C" x Cv como sigue: 

f3 (t) = (al (t) ,0'2 (t)), claramente {3 es continua. Por otro lado, se cumple, 

por construcción, que f3 (1) e C" x Cv , y como tomamos cualesquiera dos 

puntos de C" x Cv tenemos que CH x Cv está contenido en la componente 

por trayectorias C. Es decir, demostramos: C" x Cv e C y, en consecuencia, 

tenemos C" xCv = C. o 

El siguiente teorema proporciona muchos ejemplos de espacios cubrientes. 

3.3. Teorema. Si (X,p) es un espacio cubriente de X y (Y,q) un espacio 

cubriente de Y , entonces (X x Y,p x q) es un espacio cubriente de X x Y 

(la función p x q está definida por (p x q)(x ,y) = (p(x) ,q(y))). 

La demostración es una consecuencia inmediata del Lema anterior, pues 

es claro que si U es una vecindad elemental del punto x E X Y V una 

vecindad elemental de y E Y, entonces U x V es una vecindad elemental de 

(x, y) E X x Y, pues el producto de dos homeomorfismos, es también un 

homeomorfismo. o 

Usando este resultado y los ejemplos 1 y 2, fácilmente se pueden oonstruir 

más ejemplos de espacios cubrientes del toro T = SI X SI. En particular, el 

plano JR2 = JR x JR, el cilindro lR x SI o el mismo toro pueden servir como 

espacios cubrientes del toro. 

Para aclarar más el concepto de espacio cubriente, daremos algunos ejem­

plos de espacios que casi son espacios cubrientes. 
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3.4. Definición. Una función continua f : X ~ Y es un Iwmeorrwrfis­

mo local, si eada punto x E X tiene un abier·to V, x E V tal que f (V) es 

abierto y f 1,,: V ~ f (V) es un homeomorfismo. 

Se prueua fácilmente que si (X, p) es un espacio cubriente de X, entonces 

p es un homeomorfismo local (la demostración se basa en que, en un espaóo 

localmente c,onexo por trayectorias, las componentes por trayect,oria.c; de un 

conjunto abierto son abierta.c;). Igualmente, la inclusión de un suhconjunto 

abierto de un espacio topológico en el espacio total es un homeomorfislllo 

local. 

Finalmente, la {,'Omposición de dos homeolllorfismos locales es un homeo­

morfismo local. Esto nos permite construir muchos ejemplos de homeomor­

fismos locales. 

Por otra parte, es fácil construir ejemplos de homeomorfismos locales que 

no sean funciones cubriente8. 

Por ejemplo, sea p : (O, 10) ~ SI, dada por p(t) = (oos(t),sen(t». &te 

ejemplo no coincide con el primero del capítulo pues los dominos no coinciden. 

Entonces p es un homeomorfismo local, pero ((O, 10), V) no es un espacio 

cubriente de SI. (Los puntos de SI que no tienen una vecindad elemental, 

son los puntos (oos(O), sen(O» y (oos(lO), sen(lO». 

De forma más general: si (X,p) es un espacio cubriente de X, y V es 

un subconjunto propio de X, abierto y conexo, entonces la restricción de p a 

p-I(V) es un homoomorfismo local, pero (p-I(V),p Ip-l(l'» no es un espacio 
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cubriente de V . Es importante tener presente la distinción entre funciones 

cubrientes y homeomorfismos locales. 

Obsérvese que un homeomorfismo local es una función abierta. En par­

ticular, si (X,p) es un espacio cubriente de X , entonces p es una función 

abierta. 

Daremos ahora un lema que nos permitirá construir más ejemplos de 

espacios cubrientes. 

3.5. Lema. Sean (X ,p) un espacio cubriente de X , A un subespacio de X 

que es conexo y localmente conexo por tmyectorias, y A una componente por 

tmyectorias de p-l(A) . Entonces (A,p lA) es un espacio cubriente de A. 

Demostración. Dada p E A, demostraremos que existe un abierto Up en 

A tal que pE Up y todas las componentes por trayectorias de (p lA) -1 (Up ) 

son homeomorfas a Up . 

Tomemos una vecindad elemental U de p consideremos la componente 

por trayectorias de U n A, llamemos Up a esta componente por trayectorias. 

Como el espacio (X,p) es localmente conexo por trayectorias tenemos, en 

consecuencia, que Up es abierto en A y, como U era una vecindad elemental, 

tenemos que Up es homeomorfo a toda componente por trayectorias de su 

preimagen, en particular con las que están contenidas en A. En consecuencia, 

tenemos que (A,p lA) es un espacio cubriente de A . o 
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3.2 Levantamiento de trayectorias 

En est.a Hección probaremOH algunos lemas que expresan una de laH propie­

da.uc:-; hásici\S de los espacios cubrientes. 

3.6. Lema. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, Xo E X y Xo = p(xo). 

Entonces paro toda tmyectoria f : 1 -+ X con punto inicial xo, existe una 

única tmycctoria g : J -+ X con punto inicial Xo tal que lJ o g = f. 

Demostración: Consideraremos dos casos. 

Caso 1: La trayectoria f está contelúda en una vecindad elemental Uk 

de xo. 

Si designamos por V la componente por trayectorias de p-I(U) que con­

tiene a xo, entonces, como p es Ull homeomorfismo de V sobre U, claramente 

la c,omposición (p Iv) - I o f sería ellevantanúento buscado. 

Caso 2: La trayectoria f no está contenida en ninguna vecindad elemen­

tal de xo. 

A f la podemos poner como unión de un número finito de trayectorias 

má.~ cortas, cada una de las cuales está contenida en una vecindad elemental, 

de tal forma que podamos aplicar, sucesivamente, el razonatniento del caso 

1 a cada una de estas trayectorias cortas. 

Los detalles de este proceso son los siguientes: Sea {U~hEA una cubierta 

de X por vecindades elementales, entonces {j-I (UÁ)hEA es una cubierta 

abierta del espacio métrico compacto J, elegimos un entero n tal que ~ sea 



46 CAPÍTULO 3. ESPACIOS CUBRlENTES 

menor que un número de Lebesgue de esta cubierta [Teorema 4.3.31, pág. 

276, E]. 

Dividimos el intervalo 1 en los subintervalos [O, *], [*,~], oo. , [n~l, 1]. Ob­

servemos que J manda a cada subintervalo [*, i~ 1] en una vecindad elemental 

UA,+! de X. A partir de [O, *], definimos 9 sucesivamente sobre estos inter-
n-I 

valos, de la siguiente manera: 9 = U gi, donde cada g¡ es el levantamiento 
i=O 

de J IU'i+l que obtenemos al aplicar el razonamiento del caso 1, ahora bien 

al aplicar la Proposición 2.7, tenemos que la unión anterior es una función 

continua, en consecuencia una trayectoria. o 

La unicidad del levantamiento de la trayectoria es consecuencia del si­

guiente lema. 

3.7. Lema. Sean (X,p) un espacio cubriente de X y Y un espacio conexo 

y localmente conexo. Dadas dos funciones continuas Jo y JI : y ~ X tales 

que p o Jo = p o JI el conjunto {y E Y : Jo (y) = f¡ (y)} o es vacío, o bien es 

todo Y . 

Demostración: Puesto que Y es conexo, basta probar que el conjunto 

en cuestión es a la vez abierto y cerrado. Probaremos primero que es cerrado. 

Sea y un punto límite de este conjunto y supongamos que: 

x = po Jo (y) = po f¡(y). 

Sea U una vecindad elemental de x. Puesto que po Jo y po f¡ son continuas 

y y es localmente conexo, podemos encontrar un abierto conexo W que tenga 

a y tal que p o Jo (W) e U y p o JI (W) e U. Puesto que Jo(W) y ¡I(W) 
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son conexos, cada tillO de ellos e1ebe estar contenido en una component.e de 

p-I(U) y, COIIIO W intersecta al conjunt.o {y E Y : lo (y) = I1 (y)}, deben 

estar contenidos en la misma componente de p-I(U) . 

Designemos por Vesta componente de p-I(U). Entonces 10(Y) = II(Y), 

ya que p manda homeomorfamente V sobre U. 

Un ra7.onamiento análogo nos permite demostrar que todo ptmto del con­

junto {y E Y : lo (y) = f¡ (y)} es interior, lo cual querría decir que este 

conjunto es cerrado y abierto a la vez, dado que el espacio en que estarnos 

trabajando es conexo, tenemos que los únicos abiertos y cerrados son el total 

y el vacío, por lo tanto, el conjunto en cuestión es el total o el vacío. O 

3.8. Lema. Sean (X,p) un espacio cubnente de X, 90 Y 91 : 1 -+ X tmyec­

tonas en X con el mismo punto inicial. Si p o 90 ~ P o 91 entonces !Jo ~ 91; 

en particular !Jo y 91 tienen el mismo punto final. 

Demostración: La idea de esta demostración es esencialmente la misma 

que la del lema anterior. Sea Xo el punto inicial de 90 y 91. La hipótesis 

p o Yo ~ P o YI implica la existencia de una función F : 1 x I -+ X tal que: 

F(s,O) =poYo(s), 

F(s, 1) = po 91(S), 

F(O, t) = po 91 (O) = P (xo) 

F(I,t) =po91(1). 

Usando un nlÍmero de Lebesgue ¡Teorema 4.3.31, pág. 276, E], podemos 
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encontrar números ° = So < SI < .. . < Sm = 1 yO = to < ti < .. . < t" = 1 

tales que F mande cada rectángulo [s;, si+d x [tj , tj+l] en alguna vecindad 

elemental de X . 

Ahora veremos que existe una única función G : IxI ~ X tal que 

poG = F Y G(O,O) = xo· 

Primero definimos G sobre el rectángulo [O, sd x [O, td de manera que se 

cumplan las propiedades requeridas. Es claro que esto puede hacerse, pues 

F manda este rectángulo en una vecindad elemental del punto p (xo) . 

Entonces extendemos la definición de G sucesivamente a los rectángulos 

[S;_I, Si] x [O, ti] para i = 2,3,'" ,m, teniendo en cuenta que las definiciones 

coinciden sohre la arista común de dos rect.ángllloo consecutivos cualesquiera 

y al aplicar la Proposición 2.7 tendriamos que la función es continua. Así 

hemos definida G sobre la banda I x [O, ti] . 

Ahora definamos a G de manera análoga a la anterior. Fijémonos en los 

lados {Sm-I} X [t l ,t2] Y [Sm-I,Sm-2] x {td del rectángulo [sm-¡, 1] x [t l ,t2], 

notemos que dichos lados se encuentran contenidos en una vecindad elemen­

tal y, de manera semejante a la anterior, podemos definir la función G en 

el rectángulo [sm-¡, 1] x [t¡, t21 Y tendrá las propiedades requeridas, el mis­

mo razonamiento lo hacemos para los siguientes cuadrados, ([Sm-2, Sm-I] X 

[t¡, t2], [Sm-3, Sm-2] X [tI, t2], .. . ,[O, SI] X [ti, t2]) y tendremos la función so­

bre la banda I x [t¡, t2], los argumentos para definir la función en las bandas 

restantes es análogo, sólo hay que iniciar en el cuadro que está arriba del 

último en el que definimos la función. 
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La unicidad de G está a.,>egllrada por el Lema 3.7. Análogamente, en 

virt.ud oe la ullicidad en el L<~ma 3.6, G(s, O} = 90 (s) , G(O, t} = xo, G(s, l} = 
.111 (8) Y G manda {l} x 1 en un solo punto t.al que: 

p (xd = po 91 (l) = po 91 (l). 

Por tanto, G define una equivalencia entre las trayectorias 90 y 91. O 

Como consecuencia de estos resultados sobre levantamiento de trayecto­

rias probaremos el siguiente lema: 

3.9. Lema. Si (X,p) es un espacio cubriente de X, entonces los conjuntos 

p-I(X} tienen el mismo cardinal, paro todo x EX. 

Demostración: Sean Xo y Xl dos puntos arbitrarios de X. Elegimos una 

trayectoria 1 con punto inicial Xo y punto final Xh a partir de la trayectoria 

1 podemos definir una función h: p-I(XO} -+ p-I(xd de la siguiente manera: 

Dado un punto cualquiera Yo E p-I(XO} por 3.6 podemos levantar 1 aUlla 

trayectoria 9 en X con punto inicial Yo y tal que p o 9 = 1. Llamemos YI al 

punto final de g, como p (YI) = XI definimos h (Yo) = YI. 

Tomando la trayectoria inversa] (definido por ](t) = 1(I-t)}, definimos, 

análogamente, una función h- I : p-l(XI} -+ p-l(XO} observemos que h y h-1 

son inversas una de la otra y por lo tanto, cada una es biyectiva, entonces 

hemos definido una función biyectiva entre los conjwltos p-l(xd y p-I(XO}, 

en consecuencia, tienen la misma cardinalidad. O 
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3.3 El grupo fundamental del cubriente de un 

espacio 

3.10. Teorema. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, Xo E X y Xo = 

p(xo). Entonces, la función inducida (por p) p. : 7f¡(X,xo) -t 7f¡(X,xo) 

definida como: P. ([a]) = [p(a)] donde [a] E 7f¡(X,xo) es inyectiva. 

Demostración: Tomemos [a] y [.8] E 7f¡ (X , xo) de forma que P. ([a]) = 

P. ([.8]) E 7f¡ (X, xo) esto implica que [p (a)] = [p (.8)] y, como el Lema 3.4 nos 

garantiza que los levantamientos son únicos y el punto inicial de las clases a 

y .8 es xo, tenemos que [a] = [.8]10 cual implica la inyectividad de la función 

p • . o 

Este teorema nos lleva a la siguiente cuestión: Supongamos que Xo y Xl 

son puntos de X tales que p(xo) = p (x¡) = Xo ¿Cómo podemos comparar las 

imágenes de las funciones inducidas por la función cubriente p?: 

P. 7f¡(X, xo) -t 7f¡ (X, xo), 

p' 7f¡(X,x¡) -t 7f¡(X,xo). 

La respuesta nos la da el siguiente teorema: 

3.11. Teorema. Sea (X,p) un espacio cubriente de X, y Xo E X. En­

tonces, los subgrupos P. (7f¡ (X, x)), pam X E p- ¡(xo)' forman exactamente 

una clase de conjugaciónl de subgrupos de 7f1 (X, xo) . 

I Recordemos que dos subgrupos H y H' de un grupo G, son conjugados, si H' = gHg-1 

para alguna 9 E G. 



:J.3. EL GRUPO FUNDAMENTAL DEL CUBRlENTE DE UN ESPACI051 

Demostración: Elijamos Hna trayectoria 'Y en X de Xo a Xl. IKlr el 

Teorema 2.15, esta trayectoria induce una función biyectiva 1t : 71"1 (X,xo) -+ 

71"1 (X,XI) mediante u ([a]) = !'Y-I * a * 'YI. Obtenemos entonces el siguiente 

diagrama conmutativo: 

71"1 (X,xo) p. 
~ 71"1 (X,xo) 

ul lv 
71"1 (X,XI) p' 

~ 71"1 (X, x¡) 

donde v([I1]) = (P. !'Y])-I * [111 * (P. (['Y])) . Pero P.(['Y]) es la clase de ulla 

trayectoria cerrada y, por tanto, un elemento de 71"1 (X,xo). Así, vemos que 

las imágenes de 71"1 (X, xo) Y 71"1 ( X, XI) por P. son subgrupos conjugados 

de 7r1 (X, xo). 

Surge entonces la siguiente pregunta: ¿puede obtenerse cada subgrupo 

conj ugado de p. 71" I (X, xo) como imagen de P. 7r I (X, XI)' para algún Xl E 

p-I(XO}? 

La respuesta es: sÍ. Para probarlo, observemos que todo subgrupo de 

esta clase de conjugación es de la forma 0-1 [P.7I"1 (X,xo)] a, para algún 

elemento a E 71"1 (X, xo) . 

Elijamos una trayectoria cerrada f : 1 -+ X que represente a o . 

Aplicando el Lema 3.6 obtenernos una trayectoria 9 : 1 -+ X, levan­

tamiento de f con xc, como punto inicial. Sea XI el extremo de este levan­

tamiento de la trayectoria. Entonces se ve fácilmente que: 
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o 

3.4 Levantamiento de funciones 

En la sección 3.2 estudiamos el levantamiento de trayectorias de X a un 

espacio cubriente X . Estudiaremos ahora el problema análogo para funciones 

de un espacio arbitrario Y en X. 

Para discutir esta cuestión, introducimos la siguiente notación: Si X y 

Y son espacios topológicos, x E X Y Y E Y, entonces f : (X, x) ~ (Y, y) 

significa que f es una función continua de X en Y y que f(x) = y. 

Con esta notación podemos establecer de manera concisa nuestro objetivo 

principal, como sigue: 

Sean (X,p) un espacio cubriente de X, Xo E X, Xo = p(xo), Yo E y Y 

cp : (Y, Yo) ~ (X, xo) ¿Bajo qué condiciones existe una función ¡p : (Y, Yo) ~ 

( X, xo), tal que el diagrama: 

(X,xo) 

'P? 

(Y, Yo) '¡'p 

"''''' (X,xo) 
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s('a colllllut.ativo? Si t.al función ép existe, decimos que 'P puede ser levantada 

¡L (j5, o C¡IW ép es un levaut.amicnt.o de 'P, el n'Sultado principal es el siguiente 

t.pormua: 

3.12. Teorema. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, Y un espacio 

conexo y localmente conexo por tmyeclorias, Yo E Y, IO E X, y Xo = p(IO)' 

Dada una función 'P : (Y, Yo) -+ (X, xo) existe un levantamiento ép: (Y, Yo) -+ 

(X, IO) si y .~ólo si 'P'Tr¡ (Y, Yo) e P'Tr¡ (X, IO) . 

Demostración: Si suponemos que ~existe, entonces obt.enemos el siguien­

te diagrama conmutativo de grupos y homomorfismos: 

7f1 (Y, Yo) .!.P. 

7f1 (X,xo) 

Como 3.10 implica que p. es inyectiva, la t>.xistencia de un homomorfismo ép. : 

7f1 (Y, Yo) -+ 7f1 (X, IO)' inducido por 'P, que haga conmutativo el diagrama, 

es equivdlente a la condición de que la imagen de 'P. esté contenida en la 

imagen de p •. 

U na vez probada la necesidad, ahora probarermos su suficiencia. Para 

ello debemos definir la función ¡p. 

Las siguientes consideraciones demuestran que, esencialmente, existe una 

única manera de definir ép, si es que existe. 
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Supongamos que existe; sea y un punto arbitrario de Y. Puesto que Y es 

conexo por trayectorias, existe Wla trayectoria f : 1 --+ Y con punto inicial 

Yo Y punto final y. 

Consideremos las trayectorias cp o f y éj5 o f en X y X respectivamente. 

La trayectoria éj5 o f es un levantamiento de la trayectoria cp o f y éj5 (y) es el 

punto final de la trayectoria éj5 o f. 

En vista de estas observaciones, definimos la función éj5 : (Y, Yo) --+ 

( X, xo) de la siguiente manera: para cada punto y E Y elegimos una trayec­

toria f : 1 --+ Y con punto inicial Yo y punto final y . 

Entonces cp o f es una trayectoria en X con punto inicial xo. Aplicando 

el Lema 3.6 obtenemos una trayect.oria 9 : 1 --+ X cuyo punto inicial es Xo y 

tal que po 9 = cp o f . 

Definimos 

éj5 (y) = pwlto final de 9 

Para justificar esta definición tenemos que demostrar que éj5 (y) es inde­

pendiente de la elección de la trayectoria f. En virtud del Lema 3.8, podemos 

reemplazar f por una trayectoria equivalente sin alterar la definición de éj5 (y); 

es decir, éj5 (y) sólo depende de la clase de equivalencia de la trayectoria f. 

Supongamos que [a] y [fJ] son dos clases de equivalencia distintas de 

trayectorias en Y de Yo a y. Entonces, [a] * [fJr l es un trayectoria cerrada 

con punto base Yo; así pues, [a] * ({J]-l E 11"1 (Y, Yo) y, por tanto, por las 

hipótesis del teorema, cp. ([a] * ({J]-I) E p. ( 11"1 (X, xo) ). 
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Existe, pues, en X una clase de lazos con punto base Xo que se proyect.a 

sobre (l¡? (la])) * (l¡? (lm)) - I, es decir, si (l¡? [a]) * (l¡? [,8W I se levdnt.a a una 

trayectoria en X con origen xo, el resultado es una trayectoria cerrada en X. 
Por tanto, si I¡? ([a]) Y I¡? (1,8]) se levantan cada una a trayectorias en X con 

origen xo, deben tener el mismo punto final. 

Debemos probar ahora que la fWlción íp, así definida, es continua. Sean 

y E Y y U una vecindad arbitraria de íp (y) . Debemos demostrar que existe 

una vecindad V de y tal que íp(V) e U. Elijamos una vecindad elemental U' 

de p(íp(y)} = I¡?(Y} tal que U' e p(U} . 

St>.an W la componente por trayectorias de p- l(U') que contiene a íp(y) 

y U" una vecindad elemental de I¡?(Y} tal que U" e p(U n W). 

Entonces se demuestra fácilmente que la componente por trayectorias de 

p- l(U") que tiene a íp(y} está contenida en U. Puesto que <p es continua, 

podemos elegir V de manera que <p(V} e U'. También podemos elegir V 

conexo por trayectorias, ya que Y es localmente conexo por trayectorias, la 

vecindad V, así elegida, cumple con las propiedades requeridas. 

Tal como hemos definido íp es obvio que se da la relación de conmutativi-

dad po íp = I¡? o 

Observacion: La función íp es única en virtud del Lema 3.7. La unicidad 

de íp resulta también evidente a partir de la demostración del teorema. 

Finalizamos con una definición importante en nuestro trabajo. 

3.13. Definición. Si X es un espacio topológico, la cubriente universal 
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de X es el e.~pacio cubriente (X, ji) , donde X es 1m espacio simplemente 

conexo, es decir, donde el gr-upo fundamental de X es el trivial. 



Capítulo 4 

LÍMITES INVERSOS DE 

ESPACIOS PROYECTIVOS 

Este capítulo ocupa un lugar central en la presente tesis, está basado 

en el artículo de M. Marsh [MM]' el cual responde y generali:r.a la pregun­

t.a de I3ellarny: ¿Los límites inversos de planos proyectivos reales, con fun­

ciones de ligadura esenciales, tienen la propiedad del punto fijo? [Problema 

32, pág. 369, Lew] . Además, se demuestran resultados que involucran a 

los límites inversos y la propiedad del punto fijo, se usa el concepto dado 

por Marsh de función productora de coincidencias en cv.brientes que es una 

generalización de función universal (productora de coincidencias) dado por 

Holsztyríski [Hol] . 

Hemos de mencionar que introducimos algunas demostraciones propias, 

además de que en los Teoremas 4.8 y 4..9 demostramos la necesidad y su-

57 
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ficiencia de las cuales M. Marsh [MM] solamente demuestra una de ellas. 

Por último, hemos de mencionar que todo lo anterior es fruto de los cursos 

impartidos por Sergio Macías de límites inversos. 

Sólo usaremos funciones continuas. Decimos que f : X --+ Y es inesen­

cial si es homotópica a una constante. En otro caso la función es esencial. 

A lo largo de este capítulo, para i ~ O, Xi será un espacio cubriente, conexo 

y localmente conexo por trayectorias para Xi, donde Xi es un ANR (retrac­

to de vecindad absoluto). Denotaremos como Pi : Xi --+ Xi a la proyección 

cubriente. 

Holsztyñski [Hol] llamó a una función f : X --+ Y entre espacios topo­

lógicos, universal si dada cualquier función 9 : X --+ Y, se cumple que 

f y 9 tienen coincidencia es decir: existe x E X tal que f(x) = g(x). 

Más recientemente, otros autores (por ejemplo [B]) dicen que este tipo de 

funciones son productoras de coincidencias. Adoptamos la última ter­

minología, en el caso de los espacios cubrientes. En [Hol] se demuestra que 

si f : X --+ Y es productora de coincidencias, entonces f es suprayectiva y 

y tiene la propiedad del punto fijo. 

4.1. Definición. Sean X y Y espacios topológicos y f : X --+ Y unafunción 

continua, diremos que f es productora de coincidencias (universal), si 

dada cualquier otro función 9 : X --+ Y, existe x E X tal que f (x) = 9 (x). 

Antes de seguir definiendo los conceptos que utilizaremos a lo largo del 

presente capítulo, demostraremos algunos resultados interesantes. 

4.2. Lema. Sean X y Y dos espacios no vacíos, métricos compactos y f : 
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X -t Y una función continua. Si para toda E > 0, existen un espacio Z, y 

una E-función fe : y -t Z" de forma que f, o f : X -t Z, es productom de 

coincidencias, entonces f también es productora de coincidencias. 

Demostración: Tomemos, en primer lugar, una función 9 : X -t Y . 

Ahora, por hipótesis, para cada número de la sucesión {l.}OO l' existe fn, 
11 71= 

una ~-función, la cual cumple que la composición fn o f es productora de 

coincidencias, por lo tanto, existe {x n } ::'=1 eX, tal que Un O J) (xn ) = 

Un O g) (xn), para toda n E N y, como fn es una ~-función, es inmedia­

ta la desigualdad: d (J (xn ) , 9 (xn )) < ~ . Por otro lado, puesto que X es 

compacto, podemos suponer que {Xn}::'= I tiene un punto límite, digamos x. 

Demostremos que 9 (x) = f (x). Sea E > O, como f y 9 son continuas, 

para ~ existen: 

1) kl E N tal que d U (x),f (xm ,)) < ~ para toda mI 2: k l . 

2) k2 E NtalquedU(xm2 ),g(xm2 )) < ~ paratodam2 2: k2 , (basta 

tomar ~ < ~). 

Tomemos k = m.áx{k¡,k2,k3 }, entonces para m 2: k, tenemos: 

De esta forma, para cada E > 0, d U (x) ,g (x)) < E, por lo cual f (x) = 

9 (x), en consecuencia f es productora de coincidencias. O 
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4.3. Teorema. Supongamos que {X"' f.7+1
} es un sistema inverso donde 

para toda n E N, se tiene que X" es ANR y, además, g : X" "---+ X" es 

productom de coincidencias pam toda u ~ v. Entonces X oo = 4im {X,,, f::+ 1
} 

tiene la propiedad del punto fijo. 

00 

Demostración: Recordemos que 7ft n X" ~ X t es la proyección 
11.= 1 

00 00 

natural, fijemos un punto a E n X"' definamos it : X t ~ n X" como 
11= 1 n= l 

sigue: 

. () {f,~ (x), si u ~ t; 
7f" o tt X = 

7f,,(a) , si u > t . 

Primero mostraremos que ft : Xoo ~ X t es productora de coincidencias para 

toda t E N, para demostrarlo, fijemos n ~ 1. 

Consideremos una función g : X oo ~ X n . Como cada X n es ANR por 
00 

[Teorema 4.1, pág. 87, Boj, existen un abierto G de n X m que contiene a 
m.=l 

X oo y una función 9' : G ~ X n que extiende a g, además, a partir de cierto 

número natural m, i k (Xk ) e G si k ~ m. 

Ahora, sea u ~ n, claramente iu : X u ~ iu (Xu ) es un homeomorfismo. 

Por otro lado, por hipótesis, J: : X" ~ X n es productora de coincidencias, 

entonces f:: o i;;-l : iu (Xu ) ~ X n también lo es y, por lo tanto, para u mayor 

que n y m, existe un punto x" E X" tal que ¡;: (xu) = 9' o iu (x,,). 

Sea {iuj (XUj ));: 1 una subsucesión de {iu (xu)} que converge a un punto 

x E X oo , tomemos puntos Zj E X oo tales que fUj (Zj) = xU;' notemos que 

{9' (iUj (xu;)) };:l converge a 9' (x) y que {Zj};:l converge a x. Además se 

tiene: 



g(x) = g'(x) = lílIlj ...... oog' (iu;(xuJ) 

= lílIlj ...... ool::; (xuJ 

= límj->oc,J,~; (fu; (Zj») 

= lílIlj-->oo fn(Zj) 

= In{lílIlj ...... ooZj) 

Por lo tanto, In es productora de coincidencias para toda n E N. 
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Ahora bien, como In O Idxoo : X oo -+ X n es productora de coinciden­

cias para toda n E N entonces, por el Lema 4.2, Idxoo es productora de 

coincidencias, por lo tanto, X oo tiene la propiedad del punto fijo. O 

4.4. Definición. Sean l,g : (X¡,p¡) -+ (X2 ,P2) dos funciones entre espa­

cios cubrientes de X¡ y X 2 respectivamente. Diremos que 1 y 9 tienen una 

coincidencia en cubrientes (con respecto a X¡ y X 2 ) si existen un punto 

x E (X1,p¡) y un punto y E PI¡ o p¡ (x) tales que P2 o f (x) = P2 o 9 (y). 

Notemos que si x = y en la definición anterior, entonces las funciones 

P2 o 1 y P2 o 9 tienen una coincidencia en el sentido usual. 

4.5. Definición. Sea 1 : (XIr p¡) -+ (X2 , P2) una función, diremos que 1 es 

productora de coincidencias en cubrientes (con respecto a X¡ y X 2) 

si dada cualquier función 9 : (X¡,p¡) -+ (X2 ,P2), se cumple que f y 9 tienen 

una coincidencia en cubrientes (con respecto a X¡ y X 2). 

4.6. Teorema. Sea k : X¡ -+ X 2 una función. Supongamos que (X¡,p¡) 

es simplemente conexo y que 1: (X¡,p¡) -+ (X2 ,P2) es un levantamiento de 
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k o p¡ : (X¡,p¡) ~ X 2 , entonces la función f e.~ productora de coincidencias 

en wbrientes si y sólo si la función k o p¡ : (X ¡, p¡) --t X 2 es productora de 

coincidencias. 

Demostración: Supongamos que f es productora de coincidencias en 

cubrientes y sea 9 : (X¡,p¡) ~ X 2 una fuución, como (X¡, p¡) es simplemente 

conexo, su grupo fundamental es el grupo trivial, entonces, por 3.12, dado 

un punto Xo E (X¡,p¡) existe un único levantamiento 'I/J: (X¡,p¡) ~ (X2 ,P2) 

de 9 tal que el siguiente diagrama conmuta: 

g"" 

tenemos también el diagrama conmutativo: 

k 
----+ 

Como f es productora de coincidencias en cubrient.es, f y 'I/J tienen una 

c'Oincidencia en cubrientes, entonces existen x E (X¡,p¡) y y E PIlo PI(X) 

tales que P2 o ¡(x) = P2 o 'I/J(y). 

Notemos: 

(1) g(y) = P2 o 'I/J(y) , por que 'I/J es un levantamiento de g. 
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(2) P2 o 'IjJ(y) = P2 o f(x), pues f y 'IjJ tienen una coincidencia en cubrientes. 

(3) P2 o f(x) = k o p¡(x), por la comnutatividad del segundo diagrama. 

(4) k o p¡(x) = k o PI(Y)' pues como y E pilo PI (x) se tiene que PI (y) = 

PI (x), por lo tanto, k o PI (y) = k o PI (x). 

De las igualdades anteriores tenemos que y es una coincidencia de las 

funciones 9 y kOPI' Por lo tanto kOPI = P20 f es productora de coincidencias. 

Ahora supongamos que k o PI es productora de coincidencias y sea 9 : 

(X\,p¡) -+ (X2,P2) una función. Como kOPI es productora de coincidencias 

existe x E XI tal que P2 o g(x) = k o p¡(x) = P2 o f(x). Por lo tanto, f y 

9 tienen una coincidencia en cubrientes y, por lo tanto, f es productora de 

coincidencias en cubrientes. o 

4.7. Corolario. Si el levantamiento f es un productor de coincidencias en 

cubrientes entonces la función k es productora de coincidencias. 

Demostración: Sea h : XI -+ X 2 una función. Demostraremos que 

existe b E XI tal que h (b) = k (b). Consideremos h o PI : XI -+ X 2 • Como 

k o PI es productora de coincidencias, existe e E XI tal que (h o PI) (e) = 

(k o p¡) (e). Notemos que, de estas igualdades, se tiene que h [PI (e)] = 
k [PI (e)], de donde tenemos que k también es productora de coincidencias. 

o 

4.8. Teorema. Sean (X¡,ÍJ'¡) y (X2'~) las cubrientes universales de XI 

y X 2 respectivamente, (XI, PI) y (X2,P2) espacios cubrientes de X¡ y X2, 
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sean también q¡ : X¡ --* x'¡ y q2 : X 2 --* X 2 funciones cubrientes tales que 

p¡ = p¡ 0l/¡ Y P2 = P2 o q2· Ahora, si f,g: X¡ -t X 2 son funciones y ¡ y 9 son 

levantamientos de f o q¡ Y 9 o q¡ respectivamente, entonces f, 9 : X¡ --* X 2 

tienen una coincidencia en cubrientes con respecto a X¡ y a X 2 si y sólo si 

¡ y 9 tienen una coincidencia en cubrientes con respecto a X¡ y a X 2 . 

Demostración: Supongamos que f y 9 tienen una coincidencia en cu­

brientes con respecto a X¡ ya X 2. Tenemos el siguiente diagrama conmuta-

tivo: 

(X¡,p¡) 
1,9) 

(X2,P2) 

'\. q¡ q2..( 

pd (X¡,p¡) 
f,g ) 

(X2,P2 ) fi2t 

..( p¡ P2'\. 

X¡ X2 

Como f y 9 tienen una coincidencia en cubrientes con respecto a X¡ ya 

X 2, existen x E (x¡,P¡) y E PI¡ o p¡(x) tales que P2 o f(x) = P2 o g(y). 

Sean z E ql¡(x) y w E qIl(y). Entonces, por la elección de z, se cumple 

p¡(z) = p¡ oq¡(z) = p¡(x) y, por la elección de w, se tiene íii(w) = Ploq¡(W) = 

p¡(y) = PI(X), luego entonces w E Pi¡ o p¡(z) . 

Por otra parte, por la conmutatividad del diagrama y la elección de z y 

de w, tenemos que: fi2 o f(z) = P2 o q2 o f(z) = P2 o f o q¡(z) = P2 o f(x) = 

P2 o g(y) = P2 o 9 o q¡(w) = P2 o q2 o 9(W) = fi2 o g(w) . Por lo tanto ¡ y 9 
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ticnen una coincidencia cn cubrientes con respecto a X¡ y a X 2 . 

Ahora supongamos que f y g tienen una coincidencia en cubrientes con 

respecto a Xl y a X 2. Entonces, existen Xo E .X\, Yo E Pi¡ o p¡(xo) que 

cumplen con que fi2 o j(xo) = fi2 o g(yo), definamos x = q¡ (xo), y = q¡ (Yo) los 

cuales, por la corunutatividad de los diagramas, cumplen: 

Por lo tanto, y E PI¡ o p¡ (x) y, como también se cumple que fi2 = P2 o q2, 

entonces: fi2oj(xo) = (P2oq2)of(xo) =P2 0 (q2 0 f) (xo) =P20(Joq¡)(xo) = 

P2 o f(x) y P2 ° g(yo) = (P2 oq2) og(yo) = P2 o (q2 o g) (Yo) = P2 o (g o q¡) (Yo) = 

P2 o g(y) . 

De donde, P2 o f (x) = P2 o 9 (y). Por tanto, f y 9 tienen una coincidencia 

en cubrientes con respecto a X¡ ya X 2. o 

4.9. Teorema. Sea f : (X¡,p¡) -+ (X2 ,jj2) una función continua, donde 

(X¡,PI) es la cubriente universal del espacio Xl, y (X2,jj2) es la cubriente 

universal del espacio X 2 con función cubriente fi2. Sea q2 : X2 -+ X2 una 

función cubriente tal que fi2 = P2 o q2, si ¡ : X ¡ -+ X 2 es un levantamiento de 

f . Entonces f es un productor de coincidencias en cubrientes con respecto a 

X¡,p¡ ya X 2,P2 si y sólo si f es un productor de coincidencias en cubrientes 

con respecto a X¡,PI ya X 2,fi2. 
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(X¡,j)¡) -L (X2, fi2) 

f"" ./ q2 

fid (X2,P2) fid 

112"" 
Xl X2 

Demostración: Supongamos que f es un productor de coincidencias con 

respectoaX¡,p¡ yaX2 ,112. Seag: (X¡,p¡) -+ (X2,jJ2) una función, entonces 

por hipótesis q2 o 9 : (X¡,p¡) -+ (X2,P2) y f tienen una coincidencia en 

cubrientes con respecto a X¡,Pl ya X2,P2. Luego entonces, por el Teorema 

4.6, ¡ Y 9 (que es un levantamiento de q2 o g) tienen una coincidencia en 

cubrientes con respecto a X¡,p¡ y a X2,jJ2. Es decir, f es un productor de 

coincidencias en cubrientes. 

Ahora, supongamos que ¡ es un productor de coincidencias con respecto 

a X¡,p¡ ya X 2,112. Tomemos 9 : (X¡,p¡) -+ (X2,P2), debemos mostrar que 

existen x E X¡ y y E fil¡ o p¡(x) tales que P2 o f(x) = P2 o g(y). 

Consideremos g: (X¡,p¡) -+ (X2,jJ2) un levantamiento de g. Como ¡ es 

un productor de coincidencias, existen Xo E X¡ y Yo E fil¡ o p¡(xo) tales que 

jJ2 o ¡(xo) = jJ2 o g(jA¡). 

Como jJ2 = P2 o q2, entonces se cumple: 

jJ2o¡(xo) = (1J2oq2)0!<XO) = P20 (Q2 o ¡) (xo) = P2(f(xo», y ~og(Yo) = 
(P2 o q2) o g(yo) = P2 o (q2 o g) (Yo) = P2(g(Yo». 
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De donde 11"10 f (XO) = P2 o 9 (jA¡). Por tanto, f y 9 tienen una coincidencia 

con respecto a X¡,Pl, X2 ,P2. o 

Para n ~ 1, P" denota el espacio proyectivo real de dimensión n y la 

función cubriente de Su en pu será simplemente p. 

4.10. Teorema. Si f : S" ~ sn es una función esencial, donde S" es una 

e4em de dimensión par, entonces f es productom de coincidencias en cubri­

entes con respecto a pn, p. 

Demostración: Sea T : sn ~ sn la función antípoda, supongamos que 

f no es productora de coincidencias en cubrientes. Entonces por nuestra 

suposición, existe una función 9 : sn ~ sn para la cual f y 9 no tienen 

coincidencia en cubrientes con respecto a pn, p, luego entonces para toda 

x E sn, f(x) # g(x) y f(x) # -g(x), ya que p(x) = pe-x). Por lo que 

podemos definir una homotopía el> : sn x I ~ S" de la siguiente manera: 

A.. (t) (t-l)f(x)+tg(x) 'tes I f . , t· t' b·' d fi ·d 
'1' x, = lI(t l)f(x)+tg(z)lI' no e que a unclon an enor es a len e ID a y 

es continua, pues la obtenemos a partir de un número de operaciones entre 

funciones continuas y el cociente no se anula, por otro lado, la norma de la 

función en cualquier punto es 1, por lo tanto, toda su imagen está contenida 

en S", además <p(x, O) = - f (x), <p(x, 1) = 9 (x), lo cual implica que 9 ~ 

- f = T o f. También tenemos que, para toda x E sn, g(x) # T o f(x); 

entonces de manera análoga tenemos: 9 ~ T o (T o f) = f. Destaquemos de 

lo anterior: T o f ~ g, f ~ 9 entonces T o f ~ f, en consecuencia f ~ T o f. 

Para cualquier función h, sea D(h) el grado de h (véase el apéndice). En-
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tonccs tenemos que D(f) = D(To J) = D(T)D(f) = (_1)"+1 D(f)1 y, como 

f es esencial, por el Lema A.12, tenemos que D(f) f. O. Entonces tenemos 

que 1 = (_ 1)"+1, pero esto implica que n debe ser impar, lo cual es una con­

tradicción, por lo tanto f es productora de coincidencias en cubrientes. O 

Notemos que la prueba anterior muestra que p o f y l' o 9 tienen una 

coincidencia para toda 9 : §" --+ §" (donde n es par) 

Se sabe que lP" tiene la propieda.d del punto fijo para n par [Corolario 17, 

pág. 815, W] el Corolario 4.11 da una prueba alternativa. 

4.11. Corolario. Pam n par la función cubriente p : §" -+ IP'" es productom 

de coincidencias y, en consecuencia, !?" tiene la propiedad del punto fijo. 

Demostración: Corno la función identida.d id : §n --+ §n es esencial, es 

un productor de coincidencias en cubrientes con respecto a IP", p. Corno el 

siguiente diagrama conmuta: 

por el Teorema 4.6 id o p = p : §n --+ pr' es productora de coincidencias. O 

4.12. Corolario. Si f,g : §n --+ §n (n 2 1) y f no es homotópica a g, 

entonces f y 9 tienen una coincidencia en cubrientes. 

ILa igualdad D(T) = (_l¡n+l es consecuencia directa de la definición, [Ejercicio 4, 

pág. 339, D] 
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Demostración: Notemos que en la pmeba del Teorema 4.10, sin la 

hipót.esis de n, tenemos que si f y .Q no tienen c.oincidellcia en cllbrientes 

entonces .Q es homotópica con f . o 

El Corolario 4.12 es, también, consecuencia del Teorema 4.6 y del Coro­

lario 4.7. 

4.13. Teorema. Si X = ~{P"',f,~+I} donde m es par', pm es m-espacio 

proyectivo real y toda f,~+ I es esencial. Entonces X tiene la propiedad del 

punto fijo . 

2 
9

3 9: - 1 g!+l i+2 

§m ~ §m ~ f-- §m ~ §m ~ .. . y 

ip pi ip ip .. ·ipl 
J2 [ 3 It-l ¡i+l /;+2 

pm ~ pm ~ f-- pm ~ p'" ~ ···X 

Demostración: Sea p : §m ~ pon la función cubriente y, para toda 

n ~ 1, fijemos un punto Xo E P"'. Sea g~+l : §'" -+ sm el levantamiento 

de J:+l o p : §m ~ pm el cual, por 3.12, es único, sea Y = ~ {sm, g;:+I}, 

fijemos u > n ~ 1. Notemos que (por la conmutatividad del diagrama 

anterior) g~ : sm -+ §'" es un levantamiento de rn o P : §m ~ pm. Como 

toda ft+l es esencial y la composición de funciones esenciales es una función 

esencial, tenemos que f:: es esencial, por [Lema 7:29, pág. 164, LJ se sabe, 

que p : sm ~ pm es esencial, luego entonces se muestra que g~ es esencial. 

Por el Teorema 4.10, g~ es productora de coincidencias en cubrientes con 

respecto a pm, p. Por el Corolario 4.7 f:: produce coincidencias, y por el 

Teorema 4.3 concluimos que X tiene la propiedad del punto fijo. O 
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Hagopian [MM] recientemente demostró que existen continuoo tipo P'" 

(ver Definición l.12), para toda m ~ 2, loo cuales admiten ftmcionffl sin 

puntos fijos. 

Por Mardei5ié y Segal [Mar], todo continuo tipo pm es homeomorfo a 

un límite inverso de pro con funciones de ligadura suprayectivas, de ahí, el 

Teorema 4.13 es el mejor pooible. J Segal y T. Watanabe [SW] demootraron 

que todo límite inverso de espacios proyectivoo complejoo de dimensión par, 

con funciones de ligadura esenciales tienen la propiedad del punto fijo. 

Si r(C) denota el n-espacio proyectivo complejo. Segal y Watanabe 

lIsaron la teoría de coincidencia de Lefschetz para mootrar que si n es par, 

f : lP'n(C) -+ pn(C) es esencial y 9 : pn(C) -+ lP'n(C) es cualquier función, 

entoncffl el número de coincidencia de Lefschetz de f y 9 no es cero. De ahí, 

las funciones esenciales de ligadura son productoras de coincidencias. 

En suma mootraron [Corolario 6.10, SW], para n par, si X es un continuo 

Hausdorff tipo pr'(C) que no es movible [Kr], entonces X tiene la propiedad 

del punto fijo. 

Nadler [NI] ha demostrado que todo límite inverso de discos con fun­

ciones de ligadura débilmente confluentes tiene la propiedad del punto fijo. 

Observemos que el límite inverso de planos proyectivoo, p2, con funciones 

de ligadora monótonas tiene la propiedad del punto fijo [Observación 3.11, 

pág. 233, NI] . Por lo tanto, es natural preguntarse si el límite inverso de 

planos proyectivos con funciones de ligadura débilmente confluente; tiene la 

propiedad el punto fijo. 
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Notemos, además, que una función débilmente confluente de p2 a p2 no 

necesariamente es esencial. Sean r : p2 -+ D IDla retracción sobre el disco, 

1/ : D -+ §2 la función que manda la frontera de D a un punto y p : §2 -+ p2 la 

proyección cubriente. Ahora bien, mm consecuencia directa de la definición 

de función débilmente confluente dada en [NI! es que las retracciones lo son, 

1/ es monótona, y p es una función abierta, de ahí, p o 1/ o r : p2 -+ p2 es 

débilmente confluente. Pero como 1/ y r son inesenciales, lo es po 1/ o r. 

Similarmente, tenernos que las funciones debihnente confluentes de espa­

cios proyectivos de dimensiones "altas" tampoco son esenciales. 

Finalmente, consideraremos la generalización del Teorema 4.13 para límites 

inversos de espacios ANR y sus espacios cubrientes. 

Sea X = ~{Xn,f:+1}, donde toda X n es un ANR y toda ¡;:+I es una 

función suprayectiva. Para toda n 2: 1, sea in un espacio cubriente universal 

de Xn con funciones cubrientes Pn. También fijemos Xo en in para toda 

n 2: 1, sea g;;+1 el levantamiento de J::+1 o Pn+1 Y sea y = ~ {in, g;;+1}. 

Tenemos una sucesión inversa y los cuadrados conmutativos siguientes: 

Xl 
9

2 

~ i 2 
9

3 

~ 
g:- 1 

... f--
_ g,,+1 

X .. ~ X .. + J 

gYl+2 

~ ... y 

1
P1 1>11 lPn lPn+l 1p 

P P 1:- 1 
,,,+1 I n +2 X ,,+1 Xl ~ X2 ~ f-- Xn~ .. +1 f-- ·· · X 

Finahnente supongamos que para toda u 2: n 2: 1, g~ : iu -+ X n es 

productora de coincidencias en cubrientes con respecto a Xu,Pu y X .. ,Pn. 

Como en la prueba del Teorema 4.13, se muestra, del Corolario 4.7, que 
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toda f7~ es productora de coincidencias y entonces, por Holsztyríski [Hlj, X 

tiene la propiedad del punto fijo. Del diagrama anterior del límite inverso, 

podemos inducir una función p : Y -+ X definida por f" o p(y) = p" o g,,(y) 

para toda n ::::: 1, donde g" : Y -+ Xn y fn : X --+ X n son las proyecciones 

naturales del límite inverso. Obtenemos el resultado fuerte de que la función 

inducida p es productora de coincidencias. 

4.14. Teorema. La función inducida p : Y -+ X, definida anteriormente, 

es pmductom de coincidencias. 

Demostración. Los métodos son similares a los usados por Holsztyríski 
00 _ 

en sus artículos (digamos [Hl, H2]) de funciones universales. Si 7ri: n X n -+ 
n.=l _ 00 _ 

Xi es la í-ésima proyección y fijamos a E n X n . Denotamos por an : X n -+ 
=1 

fi Xi el encaje donde: 
i = 1 

g¡(y) para i ~ n 

7ri(a) para í > n 

Primero mostraremos que fn o p : Y -+ X n es productora de coincidencias 

para toda n ::::: L Para ver esto, fijam<X'l n ::::: 1 y sea h : Y --+ X n una función, 
00 _ 

entonces por [Teorema 4.1, pág. 87, Boj existe una vecindad U de n Xi y 
i=1 

una función h' : U -+ X n que es una extensión de h (como X n es un ANR). 

Para alguna m ::::: 1, si u ::::: m, entonces au(Xu) ~ U. 

Ahora para u ::::: n, tenemos que g: : X u -+ X n es productora de coinci­

dencias en cubrientes. Por el Teorema 4.6, f:: o Pu : Xu -+ X n es productor 

de coin- cidencias, como a u es un encaje, se muestra que f:: o Pu o a;1 : 
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ntl(~Yu) -+ X" es productora de coincidencias para toda u ~ n. Entoncl.-':>, al 

lijar 1111 nlÍmero 7l mayor o igual a m y a n, existe un punto Yu E X" tal que 

f:oJl,,(Y.) = 11,' oa,,(yu). Sea {a", (YU.)}i ;:: l una subsuccsión de {a,,(y,,)} que 

converge al punto y E Y. Tomemos puntos Zi E Y tales que gu, (z;) = Yu,. 

Notemos que {h'(au,(YU.))}i ;:: l converge a h'(y) y que {Zi}i ;:: l converge a y. 

Ent.onces tenemos que: 

h(y) = 11,' (y) = lími .... ooh' o a u, (Yu,) 

= lími->oof,~' o Pu, (Yu,) 

= lími .... oof::' o Pu, (g", (z¡)) 

= lími .... oof,~' o fu¡ o P(Zi) 

= lími->oof .. o P(Zi ) 

= fn o p(lím¡ .... ooZi) 

= fn o p(y) . 

De aquí, fn o P tiene coincidencias con h y hemos probado que fn o pes 

productora de coincidencias. 

Ahora, por el Lema 4.2, tenemos que p : Y -+ X es productora de 

coincidencias, por lo tanto el límite inverso X tiene la propiedad del punto 

fijo. o 
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Capítulo 5 

CONTINUOS TIPO 

POLIEDRO 

El espacio proyectivo real pn admite una función sin puntos fijos si n es 

un entero impar. Por otro lado, si n es par entonces P' tiene la propiedad del 

punto fijo [Corolario 2, pág. 31, B]. Supongamos que Les el límite inverso 

de espacios pn con n par y fijo, M. Marsh [Teorema 5, MM] (4.13 en este 

trabajo) probó que L tiene la propiedad del punto fijo si las funciones de 

ligadura son esenciales, estas funciones son suprayectivas. Mostraremos que 

el teorema de Marsh no se puede extender a todos los espacios que son límites 

inversos de espacios proyectivos reales de dimensión par y con funciones de 

ligadura suprayectivas. 

S. Mardffihié y J. Segal [Teorema 1, Mar] probaron que un continuo M 

es tipo p si y sólo si M es un límite inverso de elementos de p con funciones 

75 
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de ligadura suprayectivas. Pedir funciones de ligadura suprayectivas es una 

condición necesaria [pág. 147, Mar] . Algunas veces reemplazaremos a p con 

palabras u otros símbolos que describan la cIase, por ejemplo: si p es la cIase 

de todos los árboles, entonces un continuo tipo p es tipo árbol, si existe un 

único poliedro P en p, entonces un continuo tipo p es un continuo tipo P. 

Para todo entero positivo n, K. Kuratowski [Kul] probó que la n-celda 

no es tipo n-esfera. M. K. Fort [F] y T. Ganea [G] probaron que el disco no 

es tipo toro. De hecho Ganea [Teorema 5.1, G] mostró que el disco no es tipo 

2-variedad para ninguna 2-variedad compacta. 

D. P. Bellamy [B] en 1979 definió un continuo tipo árbol que admite una 

función sin puntos fijos. De manera sÍlnilar a Bellamy se construyeron otros 

continuos tipo árbol sin la propiedad del punto fijo, por L. G. Oversteegen 

y J. T. Rogers [01] y [02] y por P. Minc [Mil], [Mi2], [Mi3] y [Mi4]. Minc 

[Mil] definió un continuo tipo árbol que admite funciones arbitrariamente 

cercanas a la identidad sin puntos fijos. Aún más, Minc [Mi2] definió un 

continuo tipo árbol que admite un homeomorfismo sin un punto periódico. 

Sea P un poliedro de dimensión mayor que 1. Probaremos que todo 

continuo tipo árbol es tipo P . De lo anterior se sigue que para todo poliedro 

P, de dimensión mayor que 1, existe un continuo tipo P el cual no tiene la 

propiedad gel punto fijo. En consecuencia para toda n, existe un continuo 

tipo P" sin la propiedad del punto fijo. 

Sea CP" el espacio proyectivo complejo de dimensión n. Sea n par y X es 

un continuo tipo CP". Segal y Watanabe [6.10 y 6.11, SW] probaron que X 
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t.iene la propit-xiad del punto fijo, si X es fijo o tiene la forma de ClP". Después 

de estos resultados, ellos redujeron a sólo una clase a estudiar, nombrando la 

clase de los continuos con forma trivial [Wa] y [KS]. Segal y Watanabe [6.12, 

SW] preguntaron si todo continuo tipo ep', con n par, tiene la propiedad 

del punto fijo . Darnos una respuesta negativa a esta pregunta. Además, se 

demuestra, de un teorema de Segal [Teorema 1, S], que para todo poliedro 

P, de dimensión mayor que 1, existe un continuo indescomponible tipo P. 

Todos los poliedros (véase el apéndice) son finitos y conexos. Un árbol 

es una gráfica finita que no contiene curvas cerradas simples. Los continuos 

sin la propiedad del punto fijo definidos en [B]' [ORl], [OR2], [Mil], [Mi2] Y 

[Mi3] son indescomponibles. 

5.1. Teorema. Sean M un continuo tipo árbol y P un poliedro de dimensión 

n , mayor que 1, entonces M es tipo P. 

Demostración: Sean { un entero positivo y f una (-función de M sobre 

un árbol T, A denotará el conjunto de puntos de orden 2 en T, B denotará 

el conjunto de puntos de ramificación de T. Sea C un subconjunto finito de 

puntos de A, tal que toda componente de T \ B contiene al menos un punto 

deC. 

Para toda componente D de T\C, r(D) denotará la cerradura de la unión 

de D y todas las componentes de T\ C que comparten un punto final con D, 

por el Lema 1.11 supondremos, sin pérdida de generalidad, que ¡-l(r(D)) 

tiene diámetro menor que { para toda componente D de T \ c. 

Sea o un punto extremo de "T, -< denotará el orden parcial en T, tal que, 
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p -( q si p separa a o de q en T . Sea E el subespacio de P que es homeomorfo 

al espacio euclidiano de dimensión n, supongamos sin pérdida de generalidad, 

que T es un árbol poligonal en E. 

Denotaremos la frontera y el interior de un subconjunto dado Z de P por 

Fr(Z) e Int(Z). 

Para todo pWlto p de e, definamos una n-celda F(p) en E tal que: 

(1) Tn Fr(F(p)) = {p}; 

(2) Tn Int(F(p)) = {q E T: p -( q}; 

(3) Si q E C y P -( q, entonces F(q) e int(F(p)) 

y 

(4) Si q E C,p ..¡, q y q ..¡, p, entonces F(p) n F(q) = 4>. 

Sea H la cerradura de lila componente de T \ C, notemos que H es 

un arco o un árbol con un punto de ramificación, definirem~ una función 

especial 9H de H en P, para esto, consideremos tres casos: 

Caso 1: Supongamos que o EH, entonces H es un arco. Sea p el punto ex­

tremo de H que está en C, por el teorema de Hahn-Mazurkiewicz...Sielpióski1, 

podemos definir 9H : H -+ P \ Int(F(p)) tal que 9H(P) = p. 

lUna demostración de dicho teorema está en (Teorema 2, pág. 256, KulJ. 
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Caso 2: Supongamos que todo punto extremo de H está en C. Sea p 

el punto extremo de H que precede (con respecto a ~) a todos los otros 

puntos extremos q1, Q2, ... , qm de H, nuevamente por el teorema de Hahn-
m 

Mazurkiewicz-Sierpiríski, definimos gH : H -+ F(p) \ U Int(F(q¡)) tal que 
i = 1 

g/f deja todo punto final de H fijo. 

Caso 3: Supongamos que H tiene un punto extremo de T distinto de o, 

entonces H es un arco con un sólo punto extremo p E C. N uevamente existe 

g/f : H -+ F(p) tal que gH(P) = p. 

Sea 9 la función de T sobre P definida por g(r) = gH(r), si r E H la 

composición 9 o f es una 1; - funcián de M sobre P, por lo tanto M es tipo 

P. o 

5.2. Corolario. Todo continuo tipo árbol es tipo disco. 

La prueba es inmediata por lo que la omitimos. 

5.3. Teorema. Para todo poliedro P de dimensión mayor que 1, existe un 

continuo tipo P que no tiene la propiedad del punto fijo. 

Demostración: Por el Teorema 5.1, los continuos tipo árbol sin la 

propiedad del punto fijo definidos por Bellamy lB]' Oversteegen y Rogers 

101J y 102J y Minc IMilJ, IMi2J, IMi3J y IMi4J son tipo P. O 

Aplicando el Teorema 5.1 a los ejemplos de Minc IMilJ y IMi2J, tenemos 

el siguiente teorema: 

5.4. Teorema. Para todo poliedro P de dimensión mayor que 1, existe un 

.,,,pepA TESIS 1 TU . -,._ . 

.. · i' L.\ BIBIJOTECA ,. ,1.1:.. 
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continuo tipo P que admite funciones sin puntos fijos con tmyectorias arbi­

tmriamente pequeñas y existe un continuo tipo P que admite un homeomor­

fismo sin un punto periódico. 

Sea n la clase de poliedros con la propiedad del punto fijo, ¿qué condi­

ciones adicionales aseguran que todo continuo tipo n tiene la propiedad del 

punto fijo? O. H. Hamilton [Ham] probó que todo continuo tipo arco tiene 

la propiedad del punto fijo. No se sabe si todo continuo tipo triodo tiene la 

propiedad del punto fijo, de acuerdo con el Teorema 5.4, es necesario que los 

elementos de n sean de dimensión uno. 

Por lo que las funciones de ligadura esenciales en el teorema del punto fijo 

de M. Marsh [Teorema 5, MM] (4.13 en este trabajo) no se pueden reemplazar 

con funciones suprayectivas arbitrarias y, la respuesta a la pregunta de Segal y 

Watanabe [6.12, SW] es no. Finalmente, tenemos el siguiente Corolario que es 

inmediato de los resultados anteriores, por lo que omitimos su demostración. 

5.5. Corolario. Pam todo entero n mayor que 1, existen continuos tipo ¡pn 

y tipo C¡pn que no tienen la propiedad del punto fijo. 



Apéndice A 

EL GRADO DE UNA 

FUNCIÓN 

Consideremos lR"+l el espacio euclidiano de dimensión n + 1, con un 

sistema fijo de coordenadas, 

A.!. Definición. Diremos que un conjunto de puntos {po, ... ,Pk} en lRn+l, 

está en posición general si el conjunto {PI - Po, ... ,Pk - Po} es lineal­

mente independiente. 

A.2. Definición. Sea {Po, ... ,Pn+l} un conjunto de n + 2 puntos en Rn+l y 

u su casco convexo (lo denotaremos como u = (Po, ... ,Pn+¡)). Diremos que 

u está generado por {Po, .. . ,Pn+¡} Y que {Po, . .. ,Pn+l} es el conjunto de 

los vértices de u. Por otro lado, si {Po, . .. ,Pn+¡} está en posición geneml, 

a u lo llamaremos un (n + l)-simplejo geométrico y, si {Po, ... ,Pn+l} no 

está en posición general, diremos que u es degenerado. 
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A.3. Definición. Sea a un simplejo geométrico. Llamaremos cara de a 

a todo simple jo generado p01. un subconjunto no vacío de sus vértices. Las 

caras que no sean iguales a a las llamaremos caras propias. 

A.4. Definición. Diremos que dos (n + l)-simplejos están traslapados si 

la intersección de ambos es distinta del vacío y distinta de cualquier cara de 

ellos. 

Una condición necesaria y suficiente para que los simplejos sean no dege­

nerados es: si (xL .. . ,X?+l) son las coordenadas de Pi, entonces: 

xó ... x~+l 1 

det (Po, . .. , Pn+l) = #0. 

A.5. Definición. Un (n+ l)-simplejo ordenado es un (n+ l)-simplejo, 

junto con un orden total de sus vértices; el simple jo a = (po, .. . , Pn+ ¡) con el 

orden Po < ... < Pn+l se escribirá [a] = [Po, ··· ,Pn+l]. 

El signo del simple jo ordenado [po, ... , Pn+l] es igual al de det CPO, ... , Pn+l), 

un simplejo degenerado ordenado no tiene signo y, por las propiedades de loo 

determinantes, una permutación par de los vértices del simplejo ordenado [al 

no cambia el signo del simplejo. 

A.6. Lema. Sean [aJ = [po,PI, ···,Pn+lJ Y [a'J = !P'O,Pl, ... ,Pn+l] dos (n+ 1)­

simplejos no degenerados ordenados, que tienen la caro común (pI, ... ,Pa+l), 

si L es el n-hiperplano que contiene esta cara, entonces po y 110 están en el 

mismo lado de L (es decir el segmento de recta que los une no interseda a 

L) si y sólo si [a] y [a'] tienen el mismo signo. 
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Demostración: Como APo + (1- A)~, con O ~ A ~ 1 es el segmento 

de recta que une a Po con ~, sóJamente necesitamos recordar que: 

det[APo + (1 - A)p~,PI, ' " ,P,,+I] = Adet[aJ + (1- A)det [a'J, 

entonces los valores están en el intervalo [det [aJ ,det [a'JI que es un subcon-

junto de lR y det (q,Pb .. . ,Pn+¡) = O si y sólo si q E L . o 

A.7. Definición. Sea A = {PI, ... ,Pn} donde Pi E sn, si el casco convexo de 

A no contiene al centro O de sn, diremos que el diámetro de A es menor 

que uno y lo escribiremos así: diám( A) < 1. 

A.8. Definición. Sea A un subconjunto de n puntos de S" con diám(A) < 

1; tomemos la proyección del casco convexo de A en sn (en la figura siguiente 

se muestra el proceso para S3), la llamamos a y diremos que a es un n­

simple jo esférico. 

A.9. Definición. Diremos que el simplejo esférico es degenerado, si el 

casco convexo de sus vértices y el centro O de sn es un n-simplejo degenerado. 
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A.IO. Definición. El signo del simplejo esférico u, I!$ el signo del siguiente 

determinante: 

xl ... x;'+ll 

det (PI, .. . ,p", O) = x: .... x~+ll 
o .. . ... O 1 

A.I1. Definición. Por una triangulación de §n , entenderemos una des­

composición de §" en n-simplejos esféricos no degenerados y no traslapados, 

tales que toda (n - 1)-cara de un n-símplejo es la cara común de exactamente 

dos n-simplejos. 

A.12. Definición. Sean §" y I;n dos n-esferas y T una triangulación de §n , 

una función vértice propia <p : T ---+ I;n es una función definida sólo en 

los vértices de T que cumple que: Si Po, ... ,p" son vértices de un simplejo 

esférico de T entonces el conjunto {<p (Po), .. , <p (Pn)} e I;n tiene diámetro 

menor que l. 

Una consecuencia inmediata de la Definición A.12 es que a todo simple jo 

u E T le corresponde un único simple jo <p (u) contenido en I;n . Por lo tanto, 

al simplejo esférico ordenado l [u] = [Po, ... , p,,], le corresponde el n-simplejo 

esférico ordenado <p ([u]) = [<p (Po), . . . , <p (Pn)] en I;". 

Notemos que el orden de [u] determina el de <p ([u]), es claro que, en 

general, el signo de [u] es distinto del de <p ([u]). 

1 El orden en los simplejos esféricos lo definimos de manera análoga a los simplejos 

euclidianos. 
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La familia de conjuntos {cp (O") I O" E T} no neresariamente forma una 

triangulación de E" puesto que pudiera tener simplejos traslapados o dege­

nerados, sin embargo, esta familia tiene la siguiente propiedad fundamental: 

Notación: Sea T una triangulación de §" y cp : T -+ En una función 

vértice propia. Si ordenamos a todo n-simplejo de T positivamente y si ~ es 

cualquier punto de En que no está en la frontero de ninguna cp (O") entonces 

p (~, T, cp) denota el número de simplejos cp (O") con signo positivo que tienen 

a ~ y n (~, T, cp) el número de simplejos cp (O") con signo negativo que tienen 

a ~ . 

A.13. Lema. Sean T una triangulación de §n y cp : T -+ En una función 

vértice propia. Si ordenamos a todo n-simplejo de T positivamente y si ~ 

es cualquier punto que no está en la front ero de ningún cp (0") . Entonces: 

D(~,T,cp) = P(~,T,cp) - n(~,T,cp) es el mismo pam toda ~ E En que no 

está en la frontero de ningún cp (O" ). 

Demostración: Consideremos dos casos: 

(a) Primer caso: Ninguna cp(O") es degenerada. 

Sea ( E En cualquier otro punto que no esté en la frontera de ningún 

cp(O"). 

Unamos ~ con ( con una curva 'Y en En que no pase por ninguna cara 

de dimensión menor que (n - 1) de cualquier cp (O" ) 2 • Observemos que toda 

2Esto se puede hacer pues S" es una variedad de Cantor y no se puede separar por un 

conjunto de dimensión menor o igual a (n - 2). [N3, 1O.8J. 
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(n - l)-cara de T, es la cara común de exactamente 2 n-simplejos (J 

(Po, ... ,Pn) y ff = (p~, ... ,p,,) en T. 

Ahora, si , es un punto que se mueve hacia ( a lo largo de la curva ,/" 

claramente D (" T, cp) sufre cambios sólo cuando, cruza una (n - l)-cara 

de algún cp(u) y dicho cambio depende de la posición de cp(po) y cp~) 

relativa a L (donde L es el hiperplano generado por el centro de 1":n y la cara 

común (cp (PI) , ... , cp (p,.»), para la posición relativa de dichos puntos tanto 

tenemos dos casos: 

i) cp (PO) y cp (p~) están del mismo lado de L. 

Entonces, al entrar o salir de cp (u) y cp «(JI) cruza por L. De acuerdo con 

el Lema A.6, cp ([u]) y cp ([ff]) tendrían el mismo signo, pero, como el signo de 

toda cp ([(J]) depende de usar simplejos positivos de T, se sigue en este caso 

que tienen signos opuestos, entonces, al cruzar la cara común, sale (o entra) 

de un simple jo positivo y uno negativo, por lo que D (" T, 'P) permanece 

constante. 

ii) cp (PO) y cp (Vo) están en lados opuestos de L. 

Ahora, sale (digamos) de cp(u) y entra en cp(u' ), razonando como en 

i) vemos que, cambia un simplejo de un signo, por otro del mismo signo, 

luego entonces, D (" T, 'P) no cambia, por lo tanto, también en este caso, 

D (" T, 'P) = D «(, T, 'P). 

(b) Segundo caso: Existe una cp (u) degenerada. 
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Fijemos <; y (. Sean 1" = {<;, () U {ep (p) I p es un vértice de T y P 1: a} 

y A = {d (ep (a) ,q) I q E 1"}, diremos que { es el mínimo del conjunto A, el 

cual cxi."te pues dicho conjunto de reales tiene un número finito de elementos. 

Supongamos que el conjlrnto de vértices de a es {Po, PI, .. . ,p,,} de donde 

ep (a) tiene como vértices a {ep (Po) , ep (p¡) , . . . ,ep (Pn)} y, como ep (a) es de­

generado, ep(a) es un k-simplejo (k ~ n - 1), por lo tanto, sin pérdida 

de generalidad, podemos suponer que ep (a) es el casco convexo (en En) de 

Ahora bien, como (En \ ep (a)) n B;,+1 (ep (Pie)) ¡. 0 pues B~,+I (ep (p,,)) = 

{x E ]Rn+1 I l/x - ep (p,,) 1/ < {} y ep (a) tiene dimensión k ~ n - 1, podemos 

tomar un punto q" E (En \ ep (a)) n B;'+l (ep (P,,)) y, por la elección de p", el 

casco convexo (en En) del conjunto {ep (Po) ,ep (P¡) , ... ,ep (p,,_¡) ,qd es un 

k + 1 simplejo esférico. 

Notemos que, dado el conjunto {ep(Po) , ep (PI), .. . ,ep (p,,-¡) , q,,} de ma-

nera similar a la que encontramos q,,,, podemos encontrar un punto q"+lt de 

forma que el casco convexo (en En) de {ep (Po), ep (P¡), . .. ,ep (P"-I) , q", q"+1} 

es un k + 2 simple jo esférico y, prorediendo análogamente obtenemos el con­

junto: {ep (Po) ,ep (PI) , . . . , ep (P"-I) , q", qA:+I, ... , qn} del cual, su casco con­

vexo (en En) es un simplejo esférico no degenerado. 

Definamos, ahora la función vértice propia ¡¡f : T -+ En: 

I { ep (Pi) si O ~ i ~ k - 1 
ep (Pi) = 

q" si k ~ i ~ n 

Notemos que, dada la definición de ¡¡f esa función vértice propia cumple: 
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(1) epi (O') lIO es degenerada y lep (p) - epi (p) I < f para todo vértice p E T. 

(2) Siempre que ep (a) es lIO degenerado, ep ([a]) y epi ([a]) tienen el mismo 

signo. 

(3) <;, (respectivament.e () está en el int.erior de epi (a) si y sólo si est.á en 

el interior de ep (a) . 

Usando el caso (a) para ep', tenemos D (<;, T, ep) = D (<;, T, cp') = D ((, T, ep') 

= D ((, T, ep). O 

Una consecuencia inmediata de los resultados anteriores es el siguiente 

lema, del cual omitimos su demostración. 

A.14. Lema. Dados T,ep y ( como en el Lema A.13, existe f > O tal que 

si cualquier función vértice propia ep' : T -t ¿;n satisface lep (p) - epi (p) I < f 

pam todo vértice p, entonces D ((, T, epi) = D ((, T, ep). 

De ahora en adelante D ((, T, ep) se denotará simplemente como D (T, ep) . 

El siguiente resultado tiene el siguiente objetivo: Dada f : sn -t ¿;n una 

función continua, como sn es compacta, podemos encontrar una triangulación 

T de sn tal que diám(f(O'» < 1 para toda a E T remplazando f por la 

función vértice propia epI : T -t ¿;n dada por epI (P) = f (p) para todo 

vértice 'p E T. Tenemos el siguiente lema: 

A.15. Lema. El número D (T, epI) es independiente de la triangulación T 

deSn
. 

Demostración. Primeramente, demostraremos que D (T, ep f) no cambia 
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:>i aüadimos un nlÍmero finito de vérticCll a la triangulación T con vértices 

PI, 1}2, .. . ,1lk' Esto se lIlucstra de manera inductiva. IntrodllZGUI1OS un nuevo 

vért.i<:e, digamo.'i Pk+1> a la triangulación T, como Tes Ima triangulación, sin 

pérdida de generalidad, podemos suponer que Pk+1 está en el interior de 

alglÍn n-simplejo esféric..'O u de T ; por otro lado, como diám(f(u)) < 1, para 

toda (1 E T , podemos encontrar un punto ( E En en el interior de una 

ip(u/) para el cual D(,T,ip/) no se alteró, es decir: si", es un n-simplejo 

esférico que se añadió (al introducir el punto Pk+1 en T) a los que terna 

T originalmente, entonces ( r;. ip (1/)· Notemos que el valor de D (T, ipl, () 

pennallCCC constante y, claramente es el mismo que D (T, ip 1)' Del Lema 

A.9, como el número D (T, ip/) es el mismo en cualquier punto, por lo tanto, 

al añadir un solo punto a la triangulación, D (T, ip 1) se altera. 

De manera análoga, podemos afirmar que si introducimos un número fini­

to de puntos a T, el número D (T, ip 1) permanecerá constante, lo que nos trae 

en consecuencia que si T y T' son dos triangulaciones de sn entonces tienen 

una triangulación T" en común y se cumple que D(T,ip/) = D(T,ipí) = 
D (T', ip), lo cual completa la demostración del lema. O 

A.16. Úefinición. El valor D(T,ipl) lo llamaremos el grudo de f y se 

escribirá D (f) . 

A.17. Lema. Sea n ~ 0, si f y g : sn -+ En son homotópicas, entonces 

D(f) = D(g) . 

Demostración: Si n = 0, es trivial, supongamos, entonces, n ~ 1. 

Definamos una homotopía 4> : sn x 1 -+ En de forma que 4> (x, O) 
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f(x) y 4>(x,l) = g(x). Corno §n x 1 es compacto, 4> es uniformemente 

continua, por lo tanto, dado el número 1 existe Ó > O tal que si d (x, x') < 

Ó entonces 14> (x, t) - 4> (x', t)1 < 1 para toda t E 1, en consecuencia, existe 

una triangulación T de §" que cumple diám(Jt (u)) < 1 para toda u E T Y 

t E l . 

Ahora trabajaremos con T, dado to y, fijando cualquier ( E E" el Lema 

A.14 nos garantiza que existe una f > O para la cual, si Irp (p) - rp' (P)I < f 

entonces D (, T, rp f,o) permanece constante. 

Por continuidad uniforme, tenemos que existe Ó (f) > O tal que It - tol < 

Ó implica 14> (x, t) - 4> (x, to)1 < f para toda x E §", por lo que tenemos 

D(ft) = D(fto)· Si It - tol < Ó diremos que la función D(4) (x, t)) con valores 

en los enteros es continua para toda to E 1 y, por lo tanto D(4)(x,t)) es 

constante en l. O 

Ahora, daremos algunas definiciones que nos serán de utilidad en el 

Capítulo 5. 

A.IB. Definición. Diremos que una colección 1:, de simplejos geométricos, 

es un complejo simplicial, si cumple las siguientes condiciones: 1) Si 

u E 1:, entonces cualquier cara f3 de u está también en 1:,. 2) La intersección 

de cualesquiera dos simplejos de 1:, es vacía o una cara de ellos. 3) Para todo 

punto p en un simple jo de 1:, existe un abierto U tal que p E U Y U intersecta 

sólo a una cantidad finita de simple jos de 1:,. 

A.19. Definición. Dado un complejo simplicial 1:" la unión de todos los 

simplejos geométricos en 1:, con la topología heredada de Rn, es un espacio 
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topológico llamado el poliedro P de K. 
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