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Introducción. 

La extrusión es uno de los procesos poliméricos de mayor importancia en la 
industria de los polímeros ya que se encuentra involucrada en alguna etapa de su 
procesamiento: como es la síntesis (reacción), el mezclado o bien la obtención de 
productos de consumo. 
El describir cada una de estas zonas para optimizar o bien determinar el 
comportamiento del flujo del polímero en el extrusor es muy complejo y requiere la 
valoración de cada una de las variables y mecanismos involucrados en los 
modelos que se utilizan para definir sus propiedades fisicoquímicas o por el 
proceso mismo. Esto con el único fin de dar los argumentos necesarios para 
simplificar el problema inicial y generar una simulación numérica que defina en su 
mayoría cada uno de estos elementos. 
Una de las propiedades físicas más importantes es la viscosidad que se puede 
representar por diversos modelos, sin embargo, con la finalidad de observar uno 
diferente a los comúnmente reportados en la literatura (ley de potencia y 
polinomial) se decide utilizar el de Ellis. 
Aunado a ello se considera que el polímero se encuentra fundido a lo largo de 
todo el extrusor el cual tiene una profundidad constante y es no isotérmico. 
Planteado el proceso se propone un método de cálculo de tipo colocación 
ortogonal, como los de Michelsen-Villadsen y Galerkin. Después de analizar 
ambos se obtuvo que el primero presenta problemas de convergencia con 
ecuaciones exponenciales y trigonométricas las cuales deben ser linealizadas, 
mientras que el segundo ya no requiere de la linealización razón por la cual se 
implementó al trabajo. 
Con la finalidad de dar una herramienta que sea capaz de plantear un método de 
cálculo sencillo para predecir la capacidad de bombeo y los perfiles tanto de flujo 
del material como el de temperatura dentro del extrusor, y debido a que la única 
forma de resolver este problema es por medio de aproximaciones numéricas, la 
solución se presenta en un lenguaje de programación denominado FORTRAN 
90/95. 
El desarrolló del trabajo se encuentra dividido por seis capítulos y cuatro anexos. 
El primer capítulo presenta un enfoque general del extrusor y los objetivos. El 
segundo capítulo esta enfocado a la descripción de las partes principales del 
extrusor y las suposiciones que se llevan a cabo para su solución. El capítulo tres 
muestra un esquema del proceso para implementar el método numérico al 
problema planteado. El capítulo cuatro esta enfocado al desarrollo matemático del 
flujo en el extrusor. El capítulo cinco contiene la solución y el análisis de los 
perfiles que se generaron así como las variables de control involucradas y la 
validación del modelo. El capítulo seis contiene las conclusiones. En el primer 
anexo (A) se desarrolla el algoritmo para el modelo isotérmico de Ellis, el anexo 
(B) contiene el procedimiento para obtener los perfiles por medio de una solución 
numérica, en el anexo (C) se muestran los diagramas de flujo de los programas 
computacionales y se encuentran los lenguajes de programación y finalmente el 
anexo (D) contiene una breve nomenclatura. 



Capítulo I Antecedentes 

Capítulo I 

Antecedentes. 

Desde que un individuo ingenioso descubrió que al colocar un listón metálico 
alrededor de la supeñlCie lisa de un barril proporcionaba un extrusor de tomillo, ha 
existido siempre el problema de saber qué ocurre y cómo se puede predecir el 
comportamiento de éste. 
Seguramente Arquímedes no pensó en el desafío tan serio que provocaría la 
construcción del tomillo que se utilizó para sacar el agua de los barcos. 
El problema es más importante cuando consideramos que la mayor parte de todos 
los polímeros pasan por lo menos una vez por un extrusor desde el reactor de 
polimerízación hasta obtener el producto deseado. Como McKelvey' claramente 
señala -more thermoplastics are converted into useful products by extrusion than 
by any other method". 
Los materiales termoplásticos se extruden principalmente por medio de extrusores 
plastificantes de monohusillo como el mostrado en la figura 1. 

Figura 1. Diagrama de un extrusor plastiflcante que muestra las zonas de flujo2. 

El polímero sólido se introduce al extrusor a través de la tolva de alimentación 
aprovechando la influencia de la gravedad; el material sólido puede tener diversas 
formas: partículas pequeñas comprimidas (-pellets· en idioma inglés), hojuelas, 
polvo u otras formas. El material es transportado desde aquí hacia el interior del 
barril por medio del movimiento rotatorio del tomillo donde el polímero se funde, es 
homogeneizado y bombeado a través de un molde (o dado) a presiones y 
temperaturas elevadas (12MPa y 2000C son valores industriales usuales), con 
diámetros entre 25mm a 250mm y razones de longitud a diámetro (UD) entre 20 a 
36, con rangos de velocidades de rotación que van desde 20 a 150 revoluciones 
por minuto (RPM). 
El transporte de las partículas de material (en estado sólido o estado líquido) es un 
proceso extraordinariamente complejo de describir porque el desplazamiento real 
de las partículas debería tomar en cuenta su movimiento helicoidal dentro de un 
canal cerrado que tiene al mismo tiempo la forma de una hélice. La dificultad 
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Capítulo I Antecedentes 

anterior reside en combinar la imagen de la situación física que se desea 
representar conjuntamente con la descripción matemática que tendría que ser en 
términos de coordenadas helicoidales. Sin olvidarse desde luego que, en alguna 
posición del tornillo desde su inicio hasta el final existe un cambio de fase del 
polímero, y esto originado por el aumento de temperatura a lo largo del barril, ya 
que para polímeros termoplásticos se debe sobrepasar una temperatura 
característica denominada temperatura de transición vítrea (Tg) para que las 
cadenas poliméricas empiecen a tener movilidad y posteriormente fluyan3

. 

Polímeros y aditivos 
I 
~ 

Preparación de 
alimentación 

.. P (t), T (t), 

Tolva de Alimentación I Uniformidad (t) 

J ~ Molde 

Transporte I Fusiónl Bombeo Formado I ~ I 
Zonas del Extrusor ~ 

Enfriamiento y 
operaciones de 

postformado 

.. 
Energía Producto terminado: película, 

~ Energía térmica moldura, tubería, botella, cable 

mecánica recubierto, etc. 

Figura 2. Esquema del proceso de extrusi6n generalizado. 

La secuencia de transporte-fusión-bombeo (abreviado como TFB) ilustrada en la 
figura 2 es entonces lo suficientemente compleja como para aceptar la 
conveniencia de describir primero los aspectos cualitativos y cuantitativos que 
sean razonables para predecir el flujo de líquido antes de incluir el resto de las 
descripciones (preparación de alimentación, fig. 2). 
En el sentido anterior se sabe que los balances de materia, movimiento y energía 
son las leyes que deben satisfacerse para el material en el proceso de extrusión, 
además de recurrir al uso de modelos reológicos ya que estos relacionan el tensor . 
de esfuerzos !... y de velocidades de deformación r con las propiedades viscosas 

y elásticas del material. La ecuación de estado (comportamiento presión-
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Capítulo I Antecedentes 

temperatura-densidad del fluido) no es necesaria en este caso porque durante el 
flujo de un polímero fundido la suposición de incompresibilidad es válida. 
Las condiciones de operación usuales son tales que la densidad de · líquido 
(alrededor de 19/cm3

) prácticamente no se afecta aunque el intervalo de su 
viscosidad sea 103-105 g1cms, como suele ocurrir con el procesamiento de 
diferentes clases de polietileno. Durante el flujo en estado líquido la viscosidad es 
la propiedad material más importante que se debe tener en cuenta, sobre todo 
porque en un material termoplástico fundido este se comporta en forma 
viscoelástica, para el que las descripciones matemáticas pueden ser muy 
complejas·. 
En vista del comportamiento anterior se utiliza un modelo de viscosidad cuya 
aproximación sea razonable, como en los fluidos no newtonianos llamados 
puramente viscosos que tienen la forma: 

T;¡ = -'1y;¡ (a) 

siendo '1 la viscosidad no newtoniana. 
En general la viscosidad para un fluido no newtoniano puramente viscoso puede 
representarse como: 

'1 = '1(P, T, C,velocidad _de_deformación) (b) 
con P como la presión, T la temperatura y C la concentración; o puede 
representarse también com05 

'1 = '1(P,T, C, esfuerzo _ cortante) (e) 
Claramente (e) contrasta con la sencillez del líquido newtoniano incompresible 
para el que se reduce a 

Ji = Ji(P,T,C) (d) 
Donde ahora Ji es la viscosidad, y aunque (e) no describe un fluido viscoelástico 
es definitivamente una mejor opción que (d) para el flujo de interés. 
Existen diversos modelos no newtonianos6

, desde el más sencillo: el de ley de 
potencia, el cual, aunque es uno de los más utilizados básicamente por la 
simplicidad algebraica, y sólo contar con dos constantes ajustables (el índice de 
flujo y una viscosidad característica), presenta problemas al predecir una 
viscosidad infinita cuando la velocidad de deformación se aproxima a cero. Por lo 
que se propone el uso del modelo de Ellis que consta de tres parámetros y no 
presenta el inconveniente de la ley de potencia, ya que éste lo aproxima a un 
fluido newtoniano, mientras que a altas velocidades de deformación este modelo 
se maneja con un índice de flujo. Haciendo la comparación entre ambos se puede 
decir que es un poco más complicado algebraica mente y requiere la medición de 
un parámetro adicional. Sin embargo, estos datos se fijan sobre un rango más 
amplio de velocidad de deformación que la ley de potencia y no sufre los 
problemas cercanos a corte cero. 

1.1 Objetivos del trabajo 

(a)Desarrollar el algoritmo numérico de cálculo para la simulación del flujo de 
polímero fundido que permita cuantificar la capacidad de bombeo a régimen 
permanente de un extrusor plastificante. 

4 



Capítulo I Antecedentes 

(b)Comparar perfiles de velocidad y de temperatura así como de flujos másicos 
obtenidos con los cálculos del algoritmo desarrollados en "a" para dos modelos 
reológicos. 

Referencias. 

1 J. M. McKelvey, "Polymer Processing", New York, John Wiley and Sons, Inc., 
1962,pp.228 

2 E. E. Agur, J. Vlachopoulos, "Numerical Simulation of a Single-Screw 
Plasticating Extruder", Polym. Eng. Sci.,22,1084 (1982) 

3. Julio Enrique Reyes Sáenz, "Determinación de Propiedades de Mezclas de 
Polímeros Acrílicos que Presentan Separación Controlada de Fases", Tesis de 
Licenciatura en Ing. Química, Fac. de Química, 2001, UNAM, pp. 7-12. 

4 R. B. Byron, R. C. Armstrong, and O. Hassager, "Dynamics of Polymeric Liquids, 
Fluid Mechanics, volume 1", New York, John Wiley and Sons, 1977, pp. 205-256 

5 Z. Tadmor, 1. Klein, "Engineering Principies of Plasticating Extrusion", Robert E. 
Krieger Publishing Company, USA, 1978, p. 183 

6 S. Middleman, "The Flow of High Polymers Continuum and Molecular Rheology", 
Interscience Publishers, New York, 1968, p. 246 
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Capítulo 11 Elementos descriptivos 

Capítulo 11 

Elementos descriptivos. 

2.1 Geometría del extrusor. 

La geometría que se muestra en la siguiente figura será la misma que se utilizará 
en el análisis del modelo: altura(H), diámetro interno del barril(Db), ancho del 
canal(W) expresado por la ecuación: W = 7rDbsen«(}) - e, ángulo de hélice(8) que se 

mantendrá a 17.66°, claro entre la parte superior de la hélice y el barril(c), paso de 
la cue~da(e) y, finalmente el "pitch" o el recorrido axial de material requerido para 

I 
completar una vuelta se encuentra relacionado por la ecuación: tan«(}) = - y 

;r[)b 

I 
z=--

sen«(}) 

c 
N 

j 

I 
Figura 3. Geomelrfa de un extrusor con husilro19 

2.2 Campo de velocidades 

Dada la geometría helicoidal del husillo y el flujo del polimero fundido en el canal, 
éste se vuelve muy complejo y es descrito por una "hélice dentro de otra 
hélice"20·14. La forma de resolver este problema requiere varias simplificaciones, 
por lo tanto, es conveniente poner un sistema de coordenadas relativo a éste, 
aunque también uno puede tratar al barril como que está rotando sobre un husillo 
estacionario, un procedimiento válido porque las fuerzas de inercia, 
gravitacionales y centrifugas son despreciables en comparación con las fuerzas de 
presión y viscosas en el canal del husill021

. El método es desenrollar el husillo y 
tomarlo como rectilineo (placas paralelas, figura 4), procedimiento válido ya que 
en la gran mayoría de los extrusores el canal del husillo es relativamente poco 
profundo en las regiones de flujo fundido. 

6 



Capítulo If Elementos descriptivos 

------ --<-:.-- Yo ~ Barri .e::- .-:::::;: ......... ( 
Tr-C-y ~~ ( 
H ~ z 1 HusIIo ...... !-
.L-=-::¿=::::::x~l~c.... J -~ --.;:; ' ~_~ Aleta 

I---w-..¡, 

Figura 4, Geometría del canal del husillo después de ser desenrollado21
, 

Desde una vista superior se obtiene: 

Vz= Jt ONCDS e 

Vx = 'lt ONsen e 

y 
V ----70 

J /j I '7 I 
Figura 5. Representación del husillo en forma de placas paralelas. 

Por lo tanto es evidente que Vx (figura 5) solamente produce circulación originada 
por las paredes verticales de la hélice que no dejan que el material fluya más allá 
de la distancia comprendida entre O y w, y será válido despreciar este término ya 
que no influirá para calcular el flujo másico al final del canal. Por lo que el campo 
de velocidades se puede expresar como: ~ == [0,0, vz(y)]. 

2.3 Fusión. 

2.3.1 Desarrollo del flujo en un extrusor plastificante 

Debido a que dentro del extrusor el polímero pasa por diferentes etar,as (Figura 
6.), se ha dividido en tres operaciones distintas o zonas funcionales2.3.4 . . 10.11 . 

7 
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Zona de I Zona de I Zona de 
.a.irnertaci6n Compresión DosI1lc8c:i6n 

Figura 6. Esquema que muestra las zonas de flujo en un extrusor
8 

Las cuales se pueden nombrar como: 
-zona de alimentación (o transporte de sólidos) 
-zona de compresión (o de fusión) 
-zona de dosificación (o transporte de fundido) 
La zona de alimentación (que corresponde a la mayor profundidad del canal) 
transporta el sólido hacia adelante hasta las secciones más calientes del barril. 
La zona de compresión, que es donde el sólido comienza a fundirse y los espacios 
entre las aletas disminuyen así como el del canal. 
y finalmente la zona de dosificación, que usualmente corresponde a las últimas 
vueltas del husillo, y donde el polímero esta fundido homogéneamente. 

2.3.2 Teorías de fusión. 

El primer modelo matemátic06
,7 del proceso de fusión en un extrusor de 

monohusillo se basó en el mecanismo de fusión observado experimentalmente por 
Maddock (Figura 7,), y sucesivamente por Street, Tadmor, Vermeulen, 
Edmondson y Fenne~ en los que de acuerdo a sus observaciones, el polímero sin 
fundir es transportado por la acción de la base del husillo al canal del husillo como 
una cama sólida. El fundido fluye sobre la superficie del polímero sólido que es 
arrastrado y una parte de éste se ha observado que se colecta al lado de la aleta 
que empuja (alberca de fundido)5 . 

... 110 

Figura 7. Mecanismo de fusión de Maddock5 

Este mecanismo se observa cuando la temperatura del barril y el husillo exceden 
el punto de fusión del polímero, obteniendo una cama sólida rodeada por el 
fundido. 
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El mecanismo de Maddock (Figura 8a.) se caracteriza por la existencia de una 
alberca de fundido en contacto con la aleta de empuje del husillo (en el proceso de 
fundido, el espesor de la cama sólida decrece cuando la alberca fundida 
gradualmente llena la sección transversal del canal del husillo)12.8. 

~ ________________________ ~a 

~ ________________________ ~c 

Figura 8. Tres modelos del proceso de fusi6n6
: a)Maddock, b)Dekker y c)Klenk 

Un segundo mecanismo (Figura 8b.) es aquel en el que la cama sólida permanece 
esencialmente en el centro del canal del husillo, originando que la alberca de 
fundido no se forme. Durante la fusión, la cama sólida disminuye en ambas 
direcciones, profundidad y espesor. Por lo que el fundido se acumula en una 
película que lo rodea. Este mecanismo es asociado con gradientes de presión 
apreciables en el fondo del canal. 
Finalmente, un mecanismo (Figura 8c.) un poco diferente es el presentado por 
Meges y Klenk9

, en el que la cama sólida se encuentra localizada en la aleta del 
husillo de empuje y la alberca de fundido en la aleta de arrastre, por lo que el 
mecanismo es al sentido inverso del presentado por Maddock. 
Por lo tanto, es claro que al adicionar el fenómeno de fusión a las ecuaciones de 
balance el problema se convierte automáticamente en un estudio a dos fases, 
originando que este modelo se complique en gran medida y con ello su solución, 
razón por la cual no se tomarán en cuenta estos elementos. 

2.4 Ecuaciones de continuidad y transferencia de momentum. 

En seguida se muestran las ecuaciones de continuidad y de momentum en función 
de T ij (para las componentes x y Z)28 que ayudarán a resolver el problema 

planteado: 
ap a a a 
- + - (pv )+ - (pv )+ - (pv )=0 al ax x ay y az z 

(1 ) 
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2.5 Transferencia de energía. 

Como se cuenta con un proceso no isotérmico, es necesario plantear la ecuación 
de energía de la siguiente forma28

: 

-f'o (aT + v aT + v aT + v aT) = {aq. + iJq, + aq.] _ rf ap) (av. + av, + avz ) 

JA-y at x ax ' ay • az ax ay az • \ aT p ax ay az 

{ avx av, avz } { (avx av,) (avx av.) (av, av.)} - 1"xxa;+1".way-+1"%%& - 1"xy ay-+a; +1"xz a;+ ax +1"yz a;+ay-

Con las componentes del vector flux de calor en coordenadas rectangulares: 
aT 

q. = -k ax 
aT 

q =-k -, ay 
aT 

q. = -k az 

(3) 

(i) 

donde se puede observar que la conductividad térmica es constante y para un 
material isotrópico. 

2.6 Ecuación constitutiva. 

Los polímeros que se procesan en la industria se pueden dividir en fluidos 
newtonianos y no newtonianos dependiendo de su curva de flujo (figura 9). 
Aquellos polímeros en el que su comportamiento depende de la velocidad de 
deformación son denominados no newtonianos, ya sea que decrezca 
(pseudoplásticos) o incremente (dilatantes) su viscosidad 15

• Por lo tanto, la 
viscosidad es una de las propiedades fisicas más importantes que deberán 
tomarse en cuenta al modelar el flujo del fluido para obtener los resultados 
deseados. 

10 
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Ele 

Elementos descriptivos 

Diletente 

L--~---~~N;:e:wtonieno 

Pseudoplástico 

Gema punto 

(a) 

Eta:viscosidad; Gama punto:velocidad de defonnaci6n. 
Figura 9. Representación de la viscosidad de un polimero15

• 

En el caso particular del HDPE (polietileno alta densidad), se ha propuesto utilizar 
un modelo para la viscosidad tipo Ellis modificado, que tiene la siguiente forma: 

17 = 170 exp[- b(T - To)] Modelo de Ellis modificado (ii) 

l+ ~~r 
Caso 1 
Caso 2 

a =cte 
a =Aexp{B{T-To» 

donde a es el parámetro que se manejará como una constante y en función de la 
temperatura (caso más general), 170' A, B, b Y To son constantes del modelo; las 
unidades serán para la T(temperatura) en K, ,(esfuerzo) en kPa y '1 (viscosidad) 
en kPas. 
Debe observarse que el modelo aún sigue siendo muy sencillo ya que en su forma 
más general, debe ser función de los invariantes; sin embargo recordemos que la 
ecuación reológica general para fluidos newtonianos incompresibles puede 
escribirse como! = -f..l~ con ~ como el tensor velocidad de deformación, que 

tiene elementos definidos por. " , ~ [( :;J + ( ~ ) l y que el coeficiente de la 

viscosidad es independiente del estado de corte. La ecuación análoga ! = -17~ ha 

sido postulada para un fluido incompresible no newtoniano, con 17 como la 
viscosidad que se considera en función del estado de corte, que depende de los 
invariantes de ~ . y estos escalares invariantes del tensor velocidad de 

deformación ~ son definidos por las ecuaciones 1: 

11 
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II = L~jj = 2(V. v) j 
12 = LL(~ij) =~:~) (iii) 

i j 

1) = LLL&ijk~lj~2j~)k = det~ 
i j k -

Para fluidos incompresibles el primer invariante es cero por incompresibilidad. 
Entonces la viscosidad de un fluido incompresible no newtoniano depende sólo del 
2do y 3er. invariantes. Y se demuestra que la viscosidad sólo es función del 2do. 
invariante de ~ ya que el tercero se puede despreciar por tener un flujo 

unidimensionaI1,29. 

Por lo tanto el segundo invariante es: 

/2 =( ~; )2 +( ~ J (iv) 

que en base a que se ha supuesto una sola dirección, la viscosidad solo depende 
del segundo término de /2' 

2.7 Suposiciones. 

Para el problema de flujo se realizan las siguientes consideraciones: 
-el flujo es independiente del tiempo, completamente desarrollado y sólo se da en 
dirección longitudinal (eje z) 
-se considera un fluido incompresible (p=cte) con conductividad térmica constante 
(k=cte) y no newtoniano (tipo Ellis) 
-la zona de dosificación se extiende a lo largo de todo el husill024,13, y de esta 
forma se elimina el análisis del flujo de las otras zonas (fluido homogéneo) 
-se desprecian efectos gravitacionales y se considera el gradiente de presión 
constante a lo largo del canal 
-se considera que el husillo se puede desenrollar (Figura 4.) y de esta forma 
eliminar el problema helicoidal (Figura 3.) 
-se supone un espacio entre el barril y el husillo muy pequeño en comparación a la 
longitud del barril, por lo que se desprecian efectos de curvatura (aproximación de 
lubricación )23,16.17 ,2!i 

-de igual forma se ha demostrado que para valores de H/w<O.1 es válido suponer 
flujo entre placas paralelas22 

-se supone comportamiento no isotérmico (el husillo será adiabático mientras que 
la pared del barril se mantiene a una temperatura constante)26,27,16,18 
-el flujo es laminar y no existe deslizamiento en las paredes 
-se considera que el husillo se mantiene fijo y el barril es el que se mueve 
-el flux de calor sigue un comportamiento de acuerdo a la ley de Fourier (ec. i). 
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Capítulo 1/1 

Método numérico 

El método que se utilizó para el desarrollo de éste trabajo se basó en colocación 
ortogonal el cual se utiliza para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones 
diferenciales 1. 

El proceso numérico por el cual se logra la convergencia, es por medio de cálculos 
sucesivos y el uso de un gran número de puntos de colocación, los cuales son 
similares a puntos o nodos de malla en métodos de diferencias finitas. 
El método de colocación ortogonal fue desarrollado por Villadsen y Stewart (1967), 
y es un caso especial del método de colocación y el método de residuos 
ponderados7

• La solución se logra por medio de una serie de funciones conocidas; 
estas series de funciones son llamadas funciones prueba, las cuales son 
sustituidas dentro de la ecuación diferencial y el resultado es llamado el residual. 
En este método la ecuación diferencial es requerida que se haga cero en una serie 
de puntos de malla o nodos, llamados puntos de colocación. 
Supóngase el caso de colocación ortogonal por medio de polinomios de Jacobi 
para el problema de flujo de este trabajo: 

De acuerdo a las ecuaciones de movimiento y energía se tiene: 

l = d; = -í(m+Gq)(I+~+Gqnexp(O) 
dq 

con las condiciones de frontera de movimiento (CFM): 
9l(q = O) = O 
9l(q = 1) = 1 

Para la ecuación de energía: 

O" + A. (1 + ~m + Gqr>(m + Gq)2 exp(O) = O 

Y las condiciones de frontera de energía (CFE): 
O·(q = O) = O 

O(q = 1) = O'" = b(T", - Ta) 

(v) 

(va) 
(vb) 

(vi) 

(via) 

(vib) 
Ahora bien, el método de polinomios de Jacobi requiere que la parte exponencial 
sea linealizada, por lo que se realiza una expansión en series de Taylor de la 
siguiente forma: 

expO = expO' + expO' (O - O') + .. ... (vii) 

con O' evaluada en un punto característico, por lo que sustituyendo en las 
ecuaciones de energía y movimiento se llega a: 

l = d9l = -í(m + Gq)(1 + ~m + Gq!r>(expO' + expO'(O -O'» (viii) 
dq 

O·' + A. (1 + [[m + Gq!n(m + Gq)2(expO' +expO'(O-O'» = O 

Por lo tanto al aplicar el método de colocación se requiere que: 
N+2 

O" = ¿BjjOj con j=1,2, .. ,N+2 
;=1 

(ix) 

(x) 
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(xi) 
;=1 

(xii) 
;=1 

que al sustituir en (viii) y (ix) se demuestra: 
N+2 

¿AH;; = - f(m + G~)(l + 11m + G~llq )(expB' + expB'(B2 -19'» (xiii) 
; =1 

con las condiciones de frontera: ;, = O Y ;N+2 = 1, Y para la ecuación de energía 

se obtiene: 
N+2 

¿BjiB¡ + Á. (1 +Im +G~lq)(m + G~)2(expB' + expB' (192 -19'» = O (xiv) 
;.,1 

con la condición de frontera en el husillo igual a: 
N+2 

¿A¡;B; = O (xv) 
¡-, 

Por lo tanto despejando de la condición de frontera de energla la constante 19, 
(ecuación xv) y sustituyendo en la ecuación de energía (ecuación xiv), se obtiene 
junto con la ecuación de movimiento (ecuación xiii) un sistema de ecuaciones que 
se resuelven simultáneamente, recordando que 

BN+2 = 19.. (xvi) 
Por lo que los ténninos Bji y A1i son los componentes de las matrices formadas por 
los polinomios de Jacobi que corresponden a las formas discretizadas de las 
derivadas correspondientes. 
De este procedimiento se puede observar que el método de colocación ortogonal 
por polinomios de Jacobi requiere lineal izar el término Mexp8" como se muestra en 
la ecuación (vii), por lo que será necesario un esquema de iteración dentro de otra 
iteración para ajustar esta expresión dentro de la solución iterativa de las 
ecuaciones de movimiento y energía (xiii) y (xiv) respectivamente, lo que se 
traduce en mayor tiempo de cálculo, mientras que por medio del método de 
Galerkin8 se evita la linealización disminuyendo el tiempo requerido; razón por la 
cual se implementará este método en el sistema de flujo y se muestra en el 
siguiente diagrama2.3.4.5.6: 
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Figura 10. Procedimiento del método de colocación. 

Proponer una solución en forma de una serie de 
funciones conocidas con coeficientes 

desconocidos: 
M 

O = 2>.~· = Co + CI~ + C2~2 + C3~3 + C4~4 + ...... + CM~M .-0 

La solución debe satisfacer las 
condiciones de frontera: 

M 

O = O., + Lc.(~· -1) 
n-2 

Se forma el residuo de sustituir la función prueba en la 
ecuación diferencial: 

M 

\R = Ln(n-l)cn~n-2 +A.(I+ ~m+G~r)(m+G~)2exp(O) 

Se requiere que el residual sea cero en 
todo el dominio: 

j = 2,3,4, ..... ,M 

Seleccionar criterio de optimización 
(Galerkin) para la función peso: 

W = 80 =):j -1 234 M J ., j = " , ..... , 
8c 

J 

Se plantea un sistema de ecuaciones integrales no 
lineales y se resuelven por Integración Numérica y 

Método Marquardt 01er Anexo 8) 

17 



Capítulolll Método Numérico 

Referencias. 

1 J. Villadsen and M. L. Michelsen, ·Solution of Differential Equation Mopels by 
Polynomial Approximation", Edit. Prentice Hall, 1978, USA, p. 446 

2 B. A. Finlayson, "Non linear Analysis in Chemical Engineering", Edit. McGraw-Hill, 
1980, London,pp.73-215 . 

3 J. E. Akin, "Finite Element Analysis for Undergraduates", Edit. Academic, 1986, 
London, p. 319 

4 D. S. Bumett, ·Finite Element Analysis". Edit. Addison-Wesley Publishing 
Company, 1987, USA, p. 844 

5 O. T. Hanna and O. C. Sardall, ·Computational Methods in Chemical 
Engineering". Edit. Prentice Hall International Series in the Physical and Chemical 
Engineering Sciences. 1995, USA, pp. 262-265 

6 B. A. Finlayson, "Orthogonal Collocation in Chemical Reaction Engineering", cat. 
Rev.-Sci. Eng.,10,69 (1974) 

7 J. V. Villadsen and W. E. Stewart, ·Solution of Boundary-Value Problerns by 
Orthogonal CoIlocation", Commentary from Current Contents, 38,3979 (1981) 

8 Z. Tadmor, C. G. Gogos, ·Principles of Polymer Processing", Edit. John Wiley 
and Sons, 1979, USA, Chapter 16 

18 



Capítulo IV Planteamiento del Problema 

Capítulo IV 

Planteamiento del problema. 

El procedimiento que se sigue para desarrollar el modelo matemático de éste 
trabajo se basa en el siguiente esquema de Tadmor1

: 

No 

Figura 11. Esquema de Tadmor para desarrollar la simulación de un proceso 1 

de acuerdo al capítulo anterior, el campo de velocidad se reduce a l! = [O,O,vz(y)] 
ya que para flujo laminar unidimensional la transferencia de cantidad de 
movimiento sólo existe en la dirección .y" provocando el movimiento del fluido en 
la dirección z por lo que no hay efectos de frontera tanto en la dirección z (flujo 
completamente desarrollado) como en los extremos a lo largo de la dirección x 
(placas extremadamente anchas) es decir, a régimen independiente del tiempo, 
fluido incompresible y flujo completamente desarrollado, la ecuación de 

continuidad (1) se reduce a: dvz =0 => Vz * vz {~)O bien Vz = vz{y). 
dz 

y de acuerdo al vector de velocidad simplificado anteriormente, las componentes 
(x,y,z) de la ecuación de movimiento (2a,2b) son: 

Nota: vz=vz(y), debe leerse como Vz función de y 
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( 4a) - componente _ x 

( 4b ) - componente _ y 

( 4c) - componente _ z 

Planteamiento del Problema 

0=- ap 
ax 
ap 

O=--+pg ay y 

0= _ ap _ a.y: 

az ay 
de la ecuación 4b y las suposiciones del capítulo 11 se puede eliminar el término 
" pgy • y de (4c) se tiene • y: = '1)' que para un fluido puramente viscoso es5

: 

• = -1] dvz (5) 
yz dy 

siendo 1] = 1](.,T) de acuerdo a la ecuación (ii), y la diferencial total de presión 

"dp' se puede representar como: 

dp = 8p dx+ 8p dy+ 8p dz (5a) 
8x ay az 

por lo que insertando las ecuaciones 4a y 4b en 5a y posteriormente despejando, 
se obtiene que: 

8p dp 

az dz 
que finalmente al insertar 4c en 5b se obtiene: 

a.y: dp 
- - = -

ay dz 

(5b) 

(5c) 

por lo que si dp = dp (z) entonces 5c indica que - a.y: también sería función de z 
dz dz ay 

pero por suposición de flujo unidireccional no lo es, de tal forma que 5c indica que 

dp sea una constante porque de otra forma el balance de fuerzas no satisface las 
dz 

suposiciones; por ello es que: 

_ dp = (PO-PL)=!lp 
dz 1. O-L L 

(5d) 

siguiendo con la nomenclatura que se ha utilizado. 
Al combinar las ecuaciones (5c) y (Sd), se obtiene la ecuación diferencial ordinaria 
que gobemará el perfil de esfuerzos como sigue: 

d. y: !lp 
- = -
dy L 

(6) 

con las condiciones de frontera 1 y 2 de movimiento (CFM): 
vr(y = O) = O 

Vz(y = H) = V 
(6a y 6b) 

Nota: r¡ = r¡( r, T) debe leerse como 1] función de r y de T 

dp dp dp - = - (z) debe leerse como - función de z 
dz dz dz 
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y al obtener la solución general de 6 se tiene: 
!yJ 

í yz = - y+M, (7) 
L 

siendo M1 la constante de integración, e insertando 5 en 7 se obtiene: 

dV: =_~(!yJy+M,) (8) 
dy r¡ L 

que posteriormente se sustituye el comportamiento para 'l (ecuación ii, caso 1), 
obteniendo: 

~ ~ {~J + Paf 1 ¡ y + M.}XP[b(T - ¡;)] (9) 

a la que se sustituye nuevamente 7 para obtener: 

~ ={~.1I+I( ¡ ~ +m n ¡ ~ ++exP[b(T-¡;)] (10) 

M 
en la que m = _1 es la primer constante de integración en forma adimensional. 

a 
Obsérvese que es preferible trabajar en términos adimensionales, ya que de esta 
forma se logra acotar el problema y las ecuaciones que resultan son más fáciles 
de trabajar gracias al agrupamiento de ciertas variables, con lo que las nuevas 
variables que se utilizarán son: 

~=y/H 

,=v)V 
e=b(T-1'o) 

(11a) 

(11 b) 

(11 c) 

Para realizar el cambio de variable a las ecuaciones de movimiento y energía con 
el único fin de tenerlas en forma adimensional, se requiere derivar (11a, by c): 

~=y/H => 

, =v)V => 

d~ 1 
- = -
dy H 
d, 1 
- = -
dv: V 
e dT 1 

e=b(T-1'o) => T= - +1'o => - = -
b de b 

por lo que sustituyendo (12a) en la ecuación (6), se llega a: 

dí yz = !yJ => fdí = f!yJ Hd~ => 1" yz = D.p H~ + M, 
Hd~ L yz L L 

(12a) 

(12b) 

(12c) 

(13a) 

que multiplicando ambos lados por a, para llevarla a la forma del modelo de 
viscosidad que se planteó (ii caso 1), se obtiene la ecuación del esfuerzo en forma 
adimensional 

Con 

1" 
- =m+G~ 
a 

(13b) 
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G = Htlp (13c) 
al 

y para obtener las ecuaciones de movimiento y energía en forma adimensional, se 
requiere el uso de la regla de la cadena como sigue: 

dvz = dq d~ dvz = ~ d~ = ~~' (14a) 
dy dy dq d~ H dq H 

dT = dq dO dT = _1 dO = _1 O' (14b) 
dy dy dq dO bH dq bH 

d
2
r _ dq d dT _ 1 d

2
0 _ 1 O" (14 ) 

di - dy dq dy - bH2 dq2 - bH2 c 
por lo que sustituyendo en (10) las ecuaciones (14a,11a y 11c), se obtiene: 

-~l = (m+ Gq)aexp(O) (1 +Im + Gq~q ) (15a) 
}{ qo 

~' = -r(m + Gq)(1 + F + Gqr ~xP(O) (15b) 

donde 

r=Ha 
V% 

con las condiciones de frontera de movimiento (CFM): 
~(q = O) = O 
~(q = 1) = 1 

(15c) 

(16a) 
(16b) 

y la ecuación de energía (3), se simplifica de la siguiente manera después de 
todas las suposiciones realizadas en 2,7 

por lo que el flux de calor será: 

y sustituyendo (18 y 5) en (17): 

0= _ dqy -í dvz (17) 
dy ~ dy 

dT 
q =-k -

y dy 

O=_~(_kdT)+ (í~ )2 
dy dy q 

(18) 

(19) 

con las condiciones de frontera de energía (CFE) en un inicio planteadas, una 
pared adiabática y la otra a la T de la pared3: 

q/y=O)=O 

T(y = H) =Tw 

(20a y b) 

y en forma adimensional, se realiza el cambio de variable de la ecuación (14c y 
13b), para obtener: 
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(21 a) 

donde 

(21 b) 

con 

(21c) 

obteniendo finalmente: 

(22) 

con las condiciones de frontera de energía (eFE): 
(J'(~ = O) = O (22a) 

(J(~=I)=(Jw=b(Tw-To) (22b) 
y finalmente para poder obtener el flujo volumétrico (Q), se obtiene integrando la 
componente z del vector velocidad, sobre la sección transversal de flujo, 
generando: 

wH 

Q= ffvz(y)dydx 
o o 

11 

Q= w fVzdy 
o 

yen forma adimensional, se sustituye (11a y 11 b): 
H 

Q = w fVzdy => 
o 

quedando finalmente 

11 

Q = w fVH¡pd~ => 

I 

'1/ = f¡pd~ 
o 

Q H 

- = '1/ = f¡pd~ 
wVH o 

y para facilitar la solución se integra por partes (23c), obteniendo: 
I drp 

'1/ = 1- f~:.:.!:..d~ 
o d~ 

(23a) 

(23b) 

(23c) 

(24) 

y es claro que para poder determinar el flujo, será necesario conocer primero el 
perfil de velocidades, por lo que sustituyendo (15b) en (24) se obtiene: 

I q 

'1/ = 1 + r fw + ~m + G~II )(m + G~)exp«(J)d~ (25) 

por lo tanto para obtener el perfil de velocidades, se integra (15b), obteniendo: 
( q 

rp = -r f(l + ~m + G~II )(m + G~)exp«(J)d~ (26) 
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donde se puede observar que (13b) genera una constante por determinar (m) la 
cual se puede obtener de (26) con las CFM y posteriormente igualar a cero para 
obtener: 

I q 

f(m) = 1 + r J(l + I~n + G~II )(m + G~)exp(O)d~ (27) 

Recordemos que la funcionalidad de la temperatura sigue existiendo, por lo que 
será necesario plantear un método de solución para un sistema de ecuaciones no 
lineales con valores a la frontera; además se sigue contando con una segunda 
derivada en la temperatura, por lo que para resolver el sistema lo más conveniente 
es utilizar un método numérico en especial del tipo de residuo ponderado 
(colocación ortogonal) con un criterio de optimización (Galerkin)6, cuidando los 
problemas de convergencia. 
Este método no restringe la función de aproximación pero es daro que el más 
sencillo es uno de tipo polinomial como el que se muestra: 

M 

O = ¿e.~o = eo +el~ +e2~2 +e3~3 +e4~4 + ...... +eM~M (28a) _.0 
M 

o' = el + 2e2~ + 3e3~2 + 4e4~3 + ..... + MeM~M-1 = ¿neo~·-I (28b) 
0- 1 

M 

O" = 2c2 + 6c3~ + 12c4~2 + ..... + M (M _1)eM~M-2 = ¿n(n -1)c.~·-2 (28c) 
0-2 

Por lo tanto sustituyendo (22a) en (28b) se obtiene que C1=0, Y de (22b) en (28a) 
eo=9w-CrC3-.. ... , de aquí que (28a) se puede escribir como: 

0= 0w +c2W -1)+e3(~3 -1)+e4(~4 -1)+ ..... +eM(~M -1)+..... (28d) 

que es lo mismo que: 
M 

O=Ow+ ¿eo(~O-I) (28e) 
0-2 

siendo el perfil de temperaturas4
. 

Siguiendo el método de Galerkin, los pesos W con los que él pondera son: 

W . = ao = J:i -1 2 34M 
J oc . '::o , j = " , ..... , 

J 

(29) 

El residuo 9l se genera de sustituir (28c) y (28e) en (22), obteniendo: 
M 

9l = ¿n(n -1)eo~0-2 + l(l + 11m + G~Ir>(m + G~)2 exp(O) (30) 
0=2 

Con un conjunto de ecuaciones simultáneas a resolver: 

j = 2,3,4, ..... ,M (31 ) 

más la eco (27), que proporcionarán las constantes del perfil de temperatura (ec. 
28e) y la constante de integración de la ecuación de esfuerzos (ec. 13b), para 
posteriormente obtener el perfil de velocidades (ec. 26) y el gasto volumétrico (ec. 
25). Como parámetros adicionales, se puede calcular el esfuerzo de corte (ec. 
13b) generado en el canal por efecto del movimiento del fluido, y con la ecuación 
15b se puede determinar la velocidad de deformación, finalmente con estos 
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resultados y la ecuación (5), se puede determinar el comportamiento viscoso del 
material para las condiciones de operación que se manejen. 
De acuerdo al capítulo 11, se hace mención del modelo reológico que será utilizado 
(ec. ii) en la que se cuenta con dos casos particulares, el caso 1 que fue el 
desarrollo anterior y para el caso más general en el que el modelo de Ellis 
modificado tiene una dependencia aún mayor con la temperatura (ec. (ii) Caso 2) 
será desarrollado a continuación, sin embargo ya que el planteamiento del 
problema es muy similar al caso donde a = cte. (desarrollo anterior), se obtienen 
las siguientes ecuaciones: 

l = d~ = -r(m + G;)(l + ~m + G;r exp(eB))exp(B) (32) d; 
f/ + A.(I + 11m + G;r exp(eB))(m + G;)2 exp(B) = O (33) 

que son la derivada de la velocidad y la segunda derivada de la temperatura 

consecutivamente, con e = qB, mientras que la ecuación que determinará la 
b 

constante de integración (m). en este caso será: 
I q 

f(m) = l+r J(I+!m+G;i exp(eB)(m+G;)exp(B)d; (34) 
o 

y para el gasto : 
I q 

r¡t = 1 + r J;(I +!m + G;I exp(eB))(m + G;)exp(B)d; (35) 
o 

y el perfil de velocidades, se obtiene como: 
~ q 

~ = -r J(I + ~m + G;II exp(eB))(m + G;)exp(B)d; (36) 
o 

conservando el mismo método numérico se proponen nuevamente soluciones de 
tipo polinomial y se obtienen ecuaciones similares para los perfiles de 
temperatura, siendo ahora el caso de los residuos: 

M 

m = ¿n(n -1)c.;·-2 + A.(l + I~n + G;~q exp(eB))(m + G;)2 exp(B) (37) 

yel conjunto de ecuaciones simultaneas a resolver: 

j = 2,3.4, ..... ,M (38) 
o 

más la ecuación (34), siguiendo el mismo procedimiento de solución que el caso 
anterior (a=cte.). 
Debe entenderse que los perfiles de velocidades que se obtendrán dependerán en 
gran medida de la caída de presión (ecuación 10)2, por lo que a ~p negativos 
(también conocido como descarga cerrada, ya que la presión a la salida del 
extrusor es mayor que a la entrada) se generarán gráficos de las siguientes 
formas. 
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Peñll Tipo 1 Peñll Tipo 2 

o o 
o o 1 

Figura 12. de; vs ~ causadas por áP<O.O 

Donde se aprecian dos perfiles de velocidades adimensionales en el canal, siendo 
el lado izquierdo para una ~P<<<O.O, mientras que el lado derecho corresponde a 
una ~P<O.O (figura 12). 

Flujo por arrastre 

o 
o 

Figura 13. de ; vs ~ causadas por áP=O.O 

y por lo tanto para ~p positivos se obtendrán: 

Peñl1TipoJ Peñl1Tipo 4 

J ~ 

J 17 

J 
... / 

./ 

---

_.J 
_/ 

/' 
~ o o 

o o 

Figura 14. de ; vs ~ causadas por áP ~ 0.0 
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Generando gráficos en los que a medida que aumente la óP (al que se le conoce 
como flujo con descarga variable) se obtiene un máximo en el perfil de 
velocidades adimensional (tipo 4), no así cuando se tienen moderadas óP 
positivas, o bien cuando se tiene una óP=O.O que sería el caso de flujo por 
arrastre únicamente; obsérvese que cuando se tiene un fluido sin dependencia 
con la temperatura el perfil del lado izquierdo (tipo 3) es una línea recta de 45° 
(figura 13f,8,9, sin embargo una de las hipótesis que se puede plantear es generar 
un perfil tipo 3 originado por la dependencia de r¡ con la temperatura, de ahí su 
curvatura. 
También se puede deducir de estas gráficas que la integral de área representada 
por la zona de flechas es mayor en el caso con óP positivas, lo que indica mayor 
flujo volumétrico, una hipótesis más que deberá corroborarse10

, 

4.1 Solución exacta. 

Como caso particular se plantea la solución exacta del modelo cuando la óP=O.O 
(flujo por arrastre), esto con la única finalidad de ver la variación que se obtiene 
entre ambos problemas (con el modelo resuelto por medio del método numérico y 
la solución exacta) bajo las mismas condiciones de operación; esto ayudará a 
corroborar la validez de resolver este problema por medio del método de Galerkin. 
Por lo tanto, partiendo de la ecuación (13b) y planteando que la óP=O.O, que 
implica G=O.O (de la ecuación 13c) de la siguiente forma: 

T - = m (39) 
a 

y para obtener la ecuación de energía se sigue el mismo desarrollo que en los 
casos anteriores, con la única variante de que: 

;} = b(Ha)2 (40) 
kr¡o 

por lo que se obtiene: 

o: + ,¡l(J + IImnm2 exp(O.) = O 

Además, simplificando aún más (41), se puede tener que: 

K = A?(1 +lmnm2 = ele 

de esta forma se llega a: 

o: = -K exp(O.) 

(41 ) 

(42a) 

(42b) 
y con esto se tiene una visión más clara de la integración que se resolverá, por lo 
que multiplicando (42b) por Se' para llevarla a una ecuación conocida y poder 
integrarla: 

0:0; = -KO; exp(O.) 

fo:o; = ~(Oj 
fe; exp(Oe) = exp(Oc) 

que al sustituir las integrales anteriores se obtiene: 

(43) 
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1 . 2 
2 (B. ) =-Kexp(B. )+ ele (44) 

y arreglando y aplicando la CFE1 se demuestra: 

(Bj = -2K exp(B. ) + ele 

eFEI : B; (; = O) = O : . (45) 

ele = 2K exp(Be) 

que después de sustituir y realizar el álgebra correspondiente se llega a 

(B; )2 = 2K[exp(B.) - exp(Be )] (46) 

o bien 

(B.")2 = 2K exp(Be)[I-exp(Be -B.)] 

y de (47) se puede realizar un cambio de variable como: 
cosh2(u) = exp(Be -B. ) 

donde al despejar "un de la ecuación (48) podemos encontrar que: 

cosh(u) = (exp(Be - Be))Y. 

u = arccos h( exp( Be - B.)Y. ) 

que al derivar11 con respecto a Be' encontramos: 

du _ 1 exp(Be -B. r Y. exp(Be -B. ) 

dB. - -2 ~(exp(Be _Bjí )2_1 

(47) 

(48) 

(49a) 

(49b) 

(50a) 

finalmente, reagrupando y elevando al cuadrado para obtener B.2 
, se obtiene: 

du _ 1 exp(Be -B. ) 
dBe - -2 exp(Be -Bj¡~exp(Be -B. )-1 

(50b) 

( 
dU)2 1 exp(Be -Be)exp(Be -Be) (50c) 
dB. ¡ (exp(Be - Be )Y. )2 (~exp(Be - Be) _1)2 

( 
du )2 1 exp(Be -B. ) 
dB. = 4 exp(B

e 
_ B.) _1 (50d) 

Y posteriormente despejando (B; y y sustituyendo en (47), se calcula: 

(dBj = 4 (du) 2(exp(Be -Be)-I) 
1 exp(Be - B.) 

4(du )2 (exp(Bc - B. ) -::-J2 = 2K exp(B
e
)(I- exp(B, - Be )) 

exp(Be - Be ) 

exp(Be - B. )(I- exp(Be - Be) = (exp(Be - B. ) - exp(B. - B.)exp(Be - B. )) (51) 

exp(Be - B, )(I- exp(Be - BJ = (exp(Be - Be) -1) 

(dU) 2 = 2 K exp(Be)(exp(Be -Be) -1) 
4 (exp(Bc -B. )-I) 

y después de un poco de álgebra: 
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K 
(du)2 = -exp(OJ = O.5K exp(OJ = cfe (52) 

2 
donde se despeja du de (52) y se sustituye (42a) de tal forma que quede: 

1 
du = - Kexp(Oc) = C 

2 

C = !..l?m2(1+ llmr> exp(OJ (53) 
2 

-Ji 
C = - ..1.111(1 + llmnos exp(O.50J 

2 
e integrando (52) con respecto a ~: 

u = C~ +c2 (54) 
por lo que se sustituye (54) en (48) y, como se busca obtener el perfil de 
temperaturas se despeja 0. de la siguiente forma: 

COSh2(C~ +c2) = exp(Oc -0.) 

ln[COSh2(C~ +c2)]= In[exp(Oc -0.)] 

O. = Oc - 2In[cosh(C~ +c2)] (55) 

recordando _ que: 

[cosh(C~ + c2)J' = I = sech(C~ + c2) 
cosh(C~ +c2) 

se puede llegar finalmente a: 
0. = Oc + 2 In[sec h(Cc;' + c2] 

y derivando (56) se demuestra: 

(56) 

O' = 2C[-sech(Cc;'+c2)tanh(Cc;'+c2)] 

• sech(Cc;'+c2) 
(57) 

que arreglando: 

(58) 

mientras que para determinar la constante de integración se utiliza la primera 
condición de frontera de energía (22a), resultando que (C2=0.0), por lo tanto al 
sustituir en la ecuación (56) se puede obtener el perfil de temperaturas, y la CFE2 
(22b) nos proporciona una función con la cual podemos determinar Oc de la forma: 

F(Oc) = Oc + 21n[sech(C)]- 0'" = O (59) 

Y para el perfil de velocidades se tiene que G=O.O, por lo que sustituyendo (56) en 
(15b) e integrando se puede obtener la siguiente ecuación como: 

(l. = M2 - E. (m)(1 + Ilmr> exp(OJtanh(Cc;') (60) 
C 

y nuevamente para determinar la constante de integración M 2 de la ecuación (60) 
se hace uso de la CFM1(16a) y se obtiene que M2=0.0; y con CFM2 (16b), se 
obtiene una ecuación en función de la constante m como: 

f(m) = C + mr(1 + Ilmlr )exp(Oc)tanh(C) = O (61) 
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de donde con (59) y (61) se calculan las constantes (m y Be )' teniendo en cuenta 

que se tendrá que resolver un sistema algebraico de ecuaciones no lineales. 
Finalmente para calcular el gasto volumétrico se sustituye (60) en (23c) de la 
forma: 

r I 

'P. = - - (m)(l+ imn exp(BJ ftanh(C~)d~ 
C o 

y resolviendo la integral de (62), se llega a: 

'P. = -~(m)(l+ ~mnexp(Be)ln(cosh(C)) 
C 

y de acuerdo a (48) también se puede reescribir como: 
r 

'P. = - 2C2 (m)(l+ !mr XBe -B .. }exp(BJ 

(62) 

(63) 

(64) 

finalmente con los valores de '1/. y '1/ (ecuación 25) se puede calcular la variación 

(%Diferencia) entre ambos y de esta forma conocer la validez del método 
numérico y su planteamiento. 
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Capítulo V 

Resultados y Discusión. 

El procedimiento que se llevó a cabo para obtener los resultados se presenta en el 
siguiente esquema, donde se muestra la importancia que tiene el desarrollo del 
cálculo numérico realizado: 

Generación de 
perfiles de 

velocidad, T, a 

Figura 15. Esquema de simulación. 

Dar caracterrsticas ffsicas 
del fluido y de operación 

del extrusor 

Aplicar programa 
computacional 

Generación del 
comportamiento de la 
~p vs Gasto másico 

Generación de 
curvas de flujo: 

4>' , r¡ , í 

El esquema anterior permite resumir el programa computacional en las figuras 16 
y 17 mostradas en el Anexo C. Presentando en este capítulo los resultados 
numéricos y su análisis para poder simular la situación física que interesa en 
particular. 
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5.1 Propiedades fisicoquímicas del polímero. 

A continuación se muestran en la Tabla 1 cada una de las propiedades que se 
manejarán para el polímero. 1

,2,3.4 

Tabla 1. Pro 
Propiedad 

Temperatura de fusión (TI) 
Densidad del fundido (Pm) 
Conductividad térmica del fundido (km) 

Viscosidad (T Q...=Iru. = 443.15 K )11: 

a 
b (bbf 

'lo 
A(ccf 
B(ddf 

403.15 K 
777 kg/m 3 

0.00035 kpam2/Ks 

Validez: 443.15K s T s 520,15K 

45.35378 kPa (Caso 1) 
0.016585745/K 
7.231281 kPas 
43.793 kPa 
0.00134/K 
1.731 

• Nomenclatura que se utilizó para los programas computacionales 

5.2 Variables geométricas. 

Los parámetros que se tienen del extrusor son los siguientes: 
Ancho 01'1) 0.053 m 
Profundidad (H) 0.0044 m 
Longitud (L) 1.0 m 

5.3 Efecto del parámetro a. 

Con los valores anteriores se procede a obtener los perfiles de velocidad y 
temperatura característicos en el extrusor plastificante que se muestran en las 
gráficas 1-10 por el efecto del parámetro a , para lo cual será necesario realizar un 
barrido de presiones considerando las mismas condiciones de operación en todos 
los casos; de esta forma no se tendrá ninguna variable adicional que pueda 
afectar la interpretación de los resultados, Por lo que las condiciones que se 
manejan son para ambos modelos (Caso 1 y 2)": 

Temperatura del barril (Tw) = 513.15 K 
Velocidad de rotación (V) = 0.1 mIs 

Debe hacerse la aclaración de que la velocidad de rotación longitudinal esta 
definida com02

: 

V = TTDRPMCos(8)*60'1 (65) 
con 8 como el ángulo de la hélice, y RPM el número de revoluciones por minuto 
del husillo, por lo que debe ser claro que cualquier variación en la velocidad 
implica necesariamente una variación en las RPM, 
' Ver2.6 
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Gráfica 1. Efecto de a: Perfil de velocidades para -20 MPa 

1.0 -r----.---------------~ 
Caída de Presión = -20000 kPa 

0.8 

0.6 

~ /Ji. 

>-
;¡:r 0.4 lo -b-Caso1 

i 

11 
02 U 

~ 
0.0 
~2 0.0 

G= 10.747580 kglhr 
-o--Caso2 

G= 8.382546 kglhr 
Re

2
= 3.189442E-3 

0.2 0.<4 

+(v/Vl 
0.6 0.8 1.0 

Gráfica 2. Efecto de a: Perfil de temperaturas para -20 MPa 

1 .0-y-.......,:::::---~"'"""'-----------_., 

0.8 

0.6 

;¡:r 0.4 

Perfiles de temperaturas 
-o--Caso 2 

0.2 

-b-Caso 1 
6r

2
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Gráfica 3. Efecto de a: Perfil de velocidades para -12 MPa 
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~ 

Gráfica 5. Efecto de a: Perfil de velocidades para 0.0 M Pa 
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Gráfica 6. Efecto de a: Perfil de temperaturas para 0.0 MPa 
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~ 

Gráfica 7. Efecto de a: Perfil de velocidades para 8 MPa 
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Gráfica 8. Efecto de a: Perfil de temperaturas para 8 MPa 
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~ 

Gráfica 9. Efecto de a: Perfil de velocidades para 17 MPa 
1.0,----------------.....-----, 

0.8 

0.6 

Caída de Presión = 17000 kPa 

-b-caso 1 
G=56.80721O kg/hr 
-o-caso2 
G=59808850 kglhr 
Re

2 
= 9.864503E-3 

\\ 
n 
11 
jj 

u.J' 0.4 I 

~ 

0.2 

0.0 -t""':::;""''--.--...--,--.--r--r-,--,,--+-....-' 
0.0 0.2 0.4 0.6 

+(v/v) 

0.8 1.0 

Gráfica 10. Efecto de a: Perfil de temperaturas para 17 MPa 
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Tabla 2. Datos generados por las gráficas 1-10 

t.P Gasto Másico (Th- TO)max Re* Sr** 
kPa (kgl Hr) (K ) 

a = cte a = variable a = cte a = variable a = variable a = variable 

-20000 10.747 8.3825 81.64 81.77 3.189442E-3 3.131938 

-12000 19.515 18.2672 81.06 79.93 2.14999E-3 5.507792 

O 34.2468 34.2995 89.55 88.08 3.7892E-3 1.71659 

8000 44.8329 45.9843 99.87 98.58 6.0605E-3 6.7906E-1 

17000 56.8072 59.8072 114.93 114.62 9.8645E-3 2.67284E-1 

*Número de Re olds - Fuerzas inerciales/Fuerzas viscosas = (plJ'lD)/(llhV/D<) (66) yn 
**Número de Brinkman5 = Transp. dis. viscJTransp. cond. = (llh(VID)2)/(k(Th-TW)/[i) (67) 
h = husillo 
w = banril 
Se observa de la Tabla 2 que a una misma velocidad (V = 0.1 mIs) cuando se 
tienen caídas de presión negativas el gasto másico del fluido I es mayor que el del 
fluido 11 (o cte. y variable respectivamente), y con el aumento de la presión esto se 
invierte debido a que se incluye un término adicional ("exp(e9)") observado en la 
ecuación 35 en comparación a la 25. 
Además se observa cómo a una caída de presión igual a cero (gráfica 5) el perfil 
de velocidades presenta una ligera curvatura con respecto a una pendiente de 45° 
(que corresponde a un fluido isotérmico), donde el área que se encuentra entre 
ambas líneas es la cantidad de material que se desprecia si se supusiera 
comportamiento isotérmico. 
El efecto de la t.P sobre la diferencia de temperaturas se puede explicar de la 
siguiente manera: cuando se tienen t.P muy negativas se observa en la última 
columna de la tabla 2 que para el número de Srinkman el transporte por 
conducción es muy pequeño, por lo tanto la fricción entre las capas del fluido será 
muy grande y por lo mismo se esperan diferencias de temperaturas originadas 
básicamente por este efecto. Cuando se tiene flujo por arrastre (~P=O.O) el Sr 
disminuye nuevamente mientras que el gradiente de temperaturas aumenta, 
observando en la gráfica 6 la desaparición del perfil plano que corresponde a un 
efecto viscoso apreciable. 
Finalmente a t.P>O.O los números de Sr nuevamente disminuyen indicando que el 
efecto viscoso es despreciable en comparación con el transporte conductivo, 
donde los perfiles en estos casos son curvas muy extendidas y por lo tanto debe 
tenerse en cuenta que la temperatura de descomposición del material se 
encuentra cerca de 550K6

,7. 

Por último el obtener Reynolds tan pequeños es un indicio de que los efectos 
inerciales son despreciables en comparación con las fuerzas viscosas8

. 
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5.4 Efecto de la velocidad. 

Una vez observado el comportamiento de ambos fluidos (Casos I y 11) se 
determinan las condiciones de operación para el extrusor considerando 
únicamente el caso 11, fijando una caída de presión y variando únicamente la 
velocidad. 
De la gráfica 11 se observa que al aumentar la velocidad también lo hace el gasto 
y con ello la diferencia de temperaturas (gráfica 12), donde a una velocidad de 0.3 
mIs se obtienen diferencias mayores a 100K; por lo que una vez que se ha 
observado la enorme sensibilidad que existe en la temperatura, lo más adecuado 
es que los cambios en ella sean lentos para conservar la estructura física del 
material e impedir que el polímero se degrade térmicamente, por lo cual se sugiere 
realizar el proceso a una velocidad de 0.1 mis. 
De la Tabla 3 el Sr y la diferencia de temperaturas son un indicio del transporte 
conductivo generado por la velocidad que adquieren las capas del fluido por efecto 
del husillo. 

~ 
>. 

Gráfica 11. Comportamiento de varios perfiles de velocidad 
1.0,-------------------...... 

0.8 -+-v=0.05m1s. Ga 23.747250 kglhr 
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--8- v=0.2 mis. G=95.138920 kglhr 
--v=0.25 mis. G=121.469000 kglhr 

0.6 -o- v=0.3 mis. Ga 148.606800 kglhr 
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Gráfica 12. Comportamiento de varios perfiles de temperatura 
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Tabla 3. Comportamiento de G con la variación de V l1T. 
G (Th-T w) Sr 

(kg/h) K 
23.747 10.8408 5.4875E-1 

45.984 25.4096 6.3065E-1 

69.879 41 .8147 6.0714E-1 

95.148 58.4257 5.6437E-1 

121.469 74.5261 5.2101E-1 

148.606 89.7780 4.8233E-1 
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5.5 Efecto de la caída de presión. 

En las gráficas 13 y 14 se presenta el flujo volumétrico y el gasto maslco en 
función de la caída de presión para diferentes velocidades, en las que a medida 
que aumenta la presión también lo hace el flujo conservando la dependencia al 
aumentar la velocidad. Y se puede observar que el comportamiento de estas 
gráficas no son lineales como lo sería un flujo newtonian09

• 

Cabe mencionar que en estas gráficas la ~p queda limitada para varias 
velocidades debido al proceso computacional, ya que para 7000kPa>~P>-
7000kPa el número de pesos que requería la cuadratura gaussiana no era mayor 
a 6, y el grado del polinomio de la temperatura no era mayor a 3, generando 
resultados en tiempos muy cortos (del orden de segundos); mientras que a 
~P>17000kPa el número de pesos aumenta a más de 12, y el grado del polinomio 
es mayor a 6, además de sobrepasar las 500000 iteraciones, por lo tanto el 
obtener resultados requiere cada vez de mayor memoria en la pe' y de tiempo 
(aproximadamente del orden de 1-3 minutos); mientras que a ~P<-17000kPa se 
complica aún más el proceso de cálculo requiriendo hasta 15 pesos con un orden 
de polinomio de 8 grado y un número de iteraciones del orden de 900000, y 
tiempos entre 3 y 5 minutos, razones por las cuales algunos datos no son 
reportados. 

Gráfica 13. Flujo volumétrico vs calda de presión 
a diferentes velocidades 
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Gráfica 14. Comportamiento del gasto másico vs 
caída de presión a diferentes velocidades 
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Tabla 4. Comportamiento del aasto con la l1P para dos velocidades. 

~P(kPa) V=O.1 mIs V=O.2 mIs 
Q(m3/s) G(kg/h) Q(m"/s) G(kg/h) 

-17500 4.2367E-06 11 .8510 1.19820E-05 33.5160 

-7000 8.7096E-06 24.3625 1.97250E-05 55.1747 

-5000 9.672E-06 27.0545 2.15541 E-05 60.2911 

-3000 1.0683E-05 29.8811 2.34740E-05 65.6615 

-1000 1.173E-05 32.8103 2.54538E-05 71.1994 

-800 1.1836E-05 33.1072 2.56537E-05 71.7584 

-600 1.1942E-05 33.4046 2.58536E-05 72.3177 

-400 1.2049E-05 33.7025 2.60537E-05 72.8775 

-200 1.2155E-05 34.0008 2.62539E-05 73.4373 

O 1.2262E-05 34.2995 2.64540E-05 73.9972 

200 1.2369E-05 34.5986 2.66543E-05 74.5574 

400 1.2476E-05 34.8979 2.68544E-05 75.1170 

600 1.2583E-05 35.1974 2.70544E-05 75.6766 

800 1.269E-05 35.4972 2.72543E-05 76.2357 

1000 1.2798E-05 35.7970 2.74540E-05 76.7943 

3000 1.3867E-05 38.7889 2.94305E-05 82.3230 

5000 1.492E-05 41.7338 3.13404E-05 87.6652 

7000 1.5942E-05 44.5926 3.31500E-05 92.7272 

10000 1.7414E-05 48.7092 3.56561 E-05 99.7371 

12000 1.8392E-05 51.4471 3.72357E-05 104.1556 

15000 2.0031E-05 56.0304 3.97437E-05 111 .1711 

17000 2.1382E-05 59.8088 4.17674E-05 116.8319 
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5.6 Efecto de la temperatura del barril. 

Gráfica 15. Perfil de velocidad a diferentes T w 

1.0 ¡;::::===============;:----~ 

0.8 

0.6 

~ 
~ 0.4 

0.2 

v=O.1,deltp=8000kPa,T0=443.15K 
-{]-- Tw=443.15K,G=43.96543 kg/hr 
-{]-- Tw=483.15K,G=44.77538 kg/hr 
-6- Tw=493.15K,G=45.10392 kg/hr 
-o- Tw=513.15K,G=45.98439 kg/hr 
-----tI- Tw=533.15K,G=47.29205 kg/hr 

O.O~~'---'---'---'---'---'---'---'----r--~ 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

La gráfica muestra los perfiles de velocidad para diferentes temperaturas en el 
barril, recordando que estas temperaturas no deberán exceder la temperatura de 
degradación del polímero lo cual se observa en la siguiente gráfica al momento de 
calcular los gradientes de las mismas. 
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Gráfica 16. Perfil de temperatura para diferentes T w 
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Tabla 5. Comportamiento ténnico cuando varía ~ 
Th Tw Sr 
K K 

487.469400000 443.1 5 7.595922E-01 

517.650230000 483.15 7.271142E-01 

525.537620000 493.15 7.137953E-01 

541.739480000 513.15 6.790683E-01 

558.559700000 533.15 6.306553E-01 

De la Tabla 5 se observa que a T w bajas la disipación viscosa del polímero es alta 
por la cercanía que existe entre la TI del polímero y la del barril. 

y las gráficas para flujo y gasto son las siguientes: 
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Gráfica 17. Comportamiento del flujo vs la caída 
de presión variando T. 
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Gráfica 18. Comportamiento del gasto vs la carda 
de presión variando T . 
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T bl 6 e a a . ompo amlen o e vs rt . t d I G llP d·f t T 2ara I eren es w. 

Tw=483 K Tw-493 K Tw-513 K 
óP Q G Q G Q G 

(kPa) (m3/s) (kg/h) (m3/s) (kg/hl (m3/s) fujh) 

-7000.00000 9.405E-06 26.30967 9.183E-06 25.68910 8.709E-06 24.36259 

-3000.00000 1.111 E-05 31.08822 1.097E-05 30.69131 1.068E-05 29.88113 

-800.00000 1.210E-05 33.85619 1.201E-05 33.59915 1.183E-05 33.10722 

-400.00000 1.228E-05 34.36521 1.220E-05 34.13459 1.204E-05 33.70256 

0.00000 1.246E-05 34.87532 1.239E-05 34.67123 1.226E-05 34.29959 

400.00000 1.265E-05 35.38608 1.258E-05 35.20873 1.247E-05 34.89797 

800.00000 1.283E-05 35.89728 1.277E-05 35.74679 1.269E-05 35.49726 

3000.00000 1.383E-05 38.69905 1.383E-05 38.69744 1.386E-05 38.78893 

7000.00000 1.559E-05 43.61080 1.568E-05 43.87441 1.594E-05 44.59262 

12000.00000 1.756E-05 49.13173 1.778E-05 49.74634 1.839E-05 51.44715 

De las gráficas 17 y 18 se observa un punto en el que converge la calda de 
presión con el gasto másico (alrededor de 3000kPa) originado por la fuerte 
dependencia con la temperatura y la no linealidad del modelo de flujo (ecuación 
25). También se tiene que a óP<O.O cuando la temperatura del barril aumenta el 
gasto disminuye. 

5.7 Validación del modelo numérico. 

Uno de los planteamientos al realizar un modelo computacional y posteriormente 
simularlo es la incertidumbre que se tiene para reproducir datos experimentales, 
por lo que se decidió presentar los siguientes perfiles (gráficas 19 y 20). 
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Gráfica 19. Comparación de los perfiles de velocidad 
entre el modelo propuesto y la solución exacta 
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Gráfica 20. Comparación de los perfiles de temperatura 
entre el modelo propuesto y la solución exacta 
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Tabla 7 C omparaeión entre los modelos presentados en las grá ieas 19 20 'Y 

Gsol. exacta GCasol Osol. exacta OCaso I %DiferenciaG %Diferenciao 

34.25333 34.24684 0.000012246 0.000012243 0.01895 0.02450 

Con el % de la diferencia que se calcula de la siguiente manera: 

o / Difi . Sol.exacta - Casal 110001 10 1 erenClQ = X 1'0 
Sol.exacta 

(68) 

Oue muestra una diferencia menor al 1 % que indica que el método de solución es 
adecuado. Sin embargo aún queda la incertidumbre de la validez de los datos que 
se generen, por lo que se decide comparar con datos experimentales reportados 
en la literatura y de los cuales se puede extraer la información necesaria para 
simularlos con este programa y que se reportan en la Tabla 8. 

Tabla 8. Comparación del modelo propuesto vs datos reportados en fa literatura . 

Vz (rnIseg) G (kg/h) ~P (kPa) 
Reportados 

. 
Simulados 

30.4 33.59 -6750 
0.1583 29.5 30.93 -13640 

29.0 28.28 -20810 

47.2 53.91 -6650 
0.2375 45.4 49.82 -13720 

44.0 45.78 -20950 

64.5 75.76 -6960 
0.3167 62.6 70.69 -13500 

60.8 65.13 -20810 
Valores reportados en la l,tOOltura 

•• El % de la diferencia se calcula en este caso como sigue: 

o/ Difi . 1 Re portados - Simulados 110001 10 1 erenCla = X 1'0 
Reportados 

%Diferencia 

10.493 
4.847 
2.482 

14.216 
9.735 
4.045 

17.457 
12.923 
7.121 

(68a) 

y con estos datos se puede corroborar que el modelo reológico propuesto y el 
método de cálculo generan resultados confiables (alrededor del 15%). 

5.8 Curva de flujo. 

Finalmente se deja abierta la posibilidad para desarrollar las curvas de flujo del 
polímero (esto es 'l. T Y velocidad de deformación) en las que para determinar T 

se utiliza la ecuación 7, y con la ecuación 9 que corresponde a la velocidad de ' 
deformación se utiliza en la ecuación 5 con la que finalmente se determina la 
viscosidad en el extrusor para generar las siguientes gráficas: 
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d Tabla 9. Dalos genera os por e programa para d I e ermlnar as curvas e UJO a = d fl ' l:.P 9000 kP a. 

Posición Viscosidad Esfuerzo Velocidad de 
kPas kPa deformación 

1/s 
0.0 husillo 0.64412790 41 .22609 64.00296 

0.1 0.71239400 37.26609 52.31107 
0.2 0.80382140 33.30609 41.43469 
0.3 0.91933260 29.34609 31 .92108 
0.4 1.05957800 25.38609 23.95868 
0.5 1.22439700 21.42609 17.49929 
0.6 1.41218400 17.46609 12.36814 
0.7 1.61908200 13.50609 8.34182 
0.8 1.83791200 9.546092 5.193988 
0.9 2.05667600 5.586092 2.716078 

1.0 barril 2.25576300 1.626092 0.7208612 

En la gráfica 21 se observa cómo el esfuerzo máximo se genera donde la 
velocidad es mínima y esto ocurre en la base del husillo, mientras que el esfuerzo 
mínimo se encuentra en la velocidad máxima ocasionado por las fuerzas que se 
ejercen sobre las moléculas para fluir, por lo tanto si el husillo no se mueve existe 
mayor fricción para que fluyan las capas del fluido y el esfuerzo aplicado será 
mayor. 
La gráfica 22 muestra el comportamiento de la viscosidad en el canal, y de esta 
forma se pueden observar las zonas donde el polímero requiere mayor esfuerzo 
para fluir, observando que la viscosidad del polímero es menor sobre el husillo ya 
que se tiene la mayor temperatura, y conforme se acerca a la pared del barril la 
temperatura disminuye y la viscosidad aumenta. A pesar de que la viscosidad en 
la pared del husillo sea mínima la velocidad no es máxima ya que la superficie del 
husillo está fija. Mientras que la pared del barril se encuentra en movimiento 
originando que las placas inferiores se muevan con ella (flujo laminar) hasta el 
punto donde este efecto se pierde. Por lo que se puede observar que los perfiles 
deben su forma en gran parte a la placa en movimiento y a la caída de presión. 
Finalmente las gráficas 23 y 24 muestran el comportamiento del polímero para una 
caída de presión de 9 MPa de las que se puede deducir que se cuenta con un 
polímero pseudoplástico 10.5, y de la tabla 9 se demuestra que se tiene una 
disminución en la viscosidad con el incremento de la velocidad de deformación, 
hecho de gran importancia si se desea la caracterización reológica del polímero. 

5.9 Modelo isotérmico. 

Como una aportación del trabajo y para mostrar la importancia del efecto térmico, 
se deciden dar algunos valores de gastos másicos los cuales se obtuvieron 
suponiendo un modelo de flujo isotérmico" y con ello ver las variaciones con el 
modelo propuesto por éste trabajo. 

"Ver Anexo A 
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Tabla 10. Comparación entre el modelo isotérmico y no Isotérmico e IS. . d El!" 

Temperatura ,iP t¡!lsotérmico t¡! No-lsol. "aso 11 

(K) (kPa) (Adimensional) (Adimensional) 
-49315.79 O -
-41799.12 0.1 -
-30470.24 0.2 -
-17888.5 0.3 0.2234 
-8351.42 0.4 0.3696 

Tw =493.15 8351.42 0.6 0.6979 
17888.55 0.7 0.8742 
30470.06 0.8 2.068 
41799.12 0.9 -
49315.79 1 -
59680.93 1.2 -
-50071.8 O -
-42436.62 0.1 -
-30972.48 0.2 -
-18213.65 0.3 0.1674 
-8505.19 0.4 0.3439 

Tw =513.15K 8504.96 0.6 0.7155 
18213.66 0.7 0.9592 
30972.32 0.8 1.7873 
42436.6 0.9 -
50071 .8 1 -

60615.85 1.2 -
-50837.84 O -
-43082.48 0.1 -
-31481.88 0.2 -
-18544.48 0.3 0.1606 
-8661.81 0.4 0.34093 

Tw =533.15K 8661.6 0.6 0.7188 
18544.48 0.7 0.972 
31481 .75 0.8 -
43082.49 0.9 -
50837.85 1 -
61563.85 1.2 -

Siendo el % de la diferencia igual a: 

01 Difi . 11 NoIsotérmico - Isotérmico 110001 
10 1 erenc/a = x 1 0 

NoIsotérmico 

%Diferencia 

-
-
-

34.2882722 
8.22510823 
14.0277977 
19.9267902 
61.3152805 

-
-
-
-
-
-

79.2114695 
16.3128817 
16.1425577 
27.0225188 
55.2397471 

-
-
-
-
-
-

86.7995019 
17.3261373 
16.5275459 
27.9835391 

-
-
-
-

(68b) 
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Gráfica 25. Comparación entre los modelos isotérmico 
y el no isotérmico de Ellis. 
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La gráfica muestra que para ciertas caídas de presión no se puede obtener el flujo 
no isotérmico debido a que se obtendrían valores muy grandes o demasiado 
pequeños (gráfica 25) generando una diferencia porcentual significativa (Tabla 
10). 
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Capítulo VI 

Conclusiones. 

A pesar de que el trabajo solamente involucra la simulación de una de las etapas 
de un extrusor plastificante, los análisis y discusiones presentados en el Capítulo 
V proporcionan la seguridad de predecir el comportamiento que debe ocurrir en la 
zona de bombeo. 
Es claro que esta región es primordial para conocer la capacidad de producción 
con la misma importancia que radica en la descripción también particular de la 
zona de fusión. 
Por lo que con el trabajo desarrollado es fácil intuir que el proceso de simulación 
de la fusión que ocurre en estos extrusores es mucho más complicado. 
Los elementos considerados que resultan del presente desarrollo pueden 
separarse en los siguientes puntos: 

1. Los perfiles de velocidad y temperatura que se obtuvieron para ambos modelos 
(Caso I y 11), son los característicos cuando se tiene flujo entre placas paralelas 
con la superficie en movimiento y su comportamiento térmico adiabático en la 
placa inferior 
2. El variar la velocidad manteniendo la LlP constante, muestra el incremento en el 
gasto másico que se puede generar, originando de igual manera que la 
temperatura incremente lo suficiente con la posible degradación del polímero así 
como el aumento en los gastos económicos en cuanto a equipos de enfriamiento 
3. El obtener gráficos en los que se mantiene la velocidad constante y se varía la 
LlP, es una forma de ver la capacidad máxima de material que se puede procesar, 
o bien, cuales son los requerimientos necesarios para obtener las mayores 
cantidades de material procesable; de lo cual se puede decir que a mayor LlP 
también será mayor el material procesable 
4. En cuanto a la temperatura en el barril, se determinó que al aumentar ésta 
también lo hace el gasto másico; además al observar su comportamiento con la 
LlP, se observó que a bajas LlP y T w el gasto aumentaba, mientras que a altas LlP 
se tiene un efecto contrario; adicionalmente se observa que existe una LlP para la 
cual la T w no influye ya que se mantiene el mismo gasto másico 
5. El corroborar que el método numérico que se utilizó y su solución son 
adecuados, se basó en obtener la solución exacta que corresponde a una 
LlP=O.OkPa que muestra perfiles similares con diferencias porcentuales menores 
a11% 
6. El determinar si el modelo propuesto era adecuado, fue por medio de una 
comparación contra datos reportados en la literatura obteniendo diferencias 
porcentuales menores al 20% a pesar de todas las simplificaciones realizadas 
7. El generar las curvas de flujo tiene como único fin mostrar la gran versatilidad 
del programa computacional, ya que el obtener el comportamiento del esfuerzo 
con el perfil de velocidades dentro del can¡:ll, así como el perfil de viscosidades, 
además de ser muy ilustrativos, son un primer paso para determinar la potencia 
requerida del extrusor 
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8. Por medio de las gráficas de la velocidad de deformación con el esfuerzo y la 
viscosidad, se concluye que se tiene un polímero pseudoplástico 
9. De igual forma que se determinó la validez del modelo para el proceso, se 
intentó dar una aproximación a un modelo isotérmico que siguiera el 
comportamiento de Ellis, del cual se puede concluir que las variaciones son muy 
grandes, por lo que industrialmente no se recomienda realizar esta suposición 
10. En cuanto al desarrollo teórico de los modelos, estos se presentan de una 
forma sencilla en la que se aprecia una inevitable y clara necesidad de aplicar 
matemáticas no lineales, las cuales son difíciles de manejar por diversos métodos 
numéricos, sin embargo, el uso del método de Galerkin proporciona datos 
confiables 
11. Para el usuario el programa computacional es muy sencillo, y se realizó en 
forma estructurada para poder efectuar todos los cambios pertinentes que este 
requiera. Debe mencionarse que el tiempo de espera para dar lectura a resultados 
se incrementa con el aumento de la II~PII, además de incrementarse el grado del 
polinomio de la temperatura. 
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Anexo 

A-1. Modelo Isotérmico tipo Ellis 

En capítulos anteriores se analizó el comportamiento y desarrollo para dos 
modelos de flujo de Ellis no isotérmicos, sin embargo aún existe una pregunta: 
¿qué ocurre con el modelo isotérmico para este proceso?, y para responder a ella 
se decidió realizar el desarrollo matemático del mismo y proponer algunos 
ejemplos con el fin de comparar los resultados finales y ver la validez del modelo 
no isotérmico; por lo tanto, partiendo de las mismas suposiciones que en el 
capítulo 11 con la variante de tener un proceso isotérmico, se procede de la 
siguiente manera: . 
El campo de velocidades seguirá siendo el mismo, por lo que el esfuerzo es 
diferente de cero, y la curva de flujo se puede formar a partir de la ecuación de 
viscosidad, como: 

17 = 170 exp( -b(T", - To» 

l+ !AeXP(B~T",-To)J . 

(69) 

con todas las variables que muestra como constantes. 
Por lo que procediendo como en la ecuación 8, se obtiene el perfil de velocidades 
adimensional: 

(70) 

con las mismas variables adimensionales que en el capítulo 111, y conservando las 
condiciones de frontera de movimiento representadas en 16a y b, mientras que el 
gasto volumétrico se puede obtener a partir de la ecuación 23c, y a partir de ella, 
se pueden plantear los diferentes casos que pueden ocurrir debido a la variación 
en la caída de presión representada adimensionalmente por la variable G, en la 
que, debido al término absoluto que aparece en las ecuaciones, se procede a 
tomar casos aislados de su comportamiento. 

A-2. Condición particular. 
G=O.O (arrastre) 

Partiendo de la ecuación 70 y considerando la caída de presión igual a cero se 
obtiene que: 

l = -rm(1 + Ilmn = ele (71 ) 

y se integra para tener: 

(72) 

con M2 como la constante de integración. Y para determinar su valor, se logra por 
medio de las condiciones de frontera con las que se llega a M2=0.O, y con la 
segunda condición de frontera se determina que: 

- rm(1 + Ilmn = ele = 1 (73) 
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por lo que "m" tiene que ser menor que cero para cumplir la igualdad. 
Finalmente sustituyendo M2 y la ecuación 73 en 72, se obtiene que el perfil de 
velocidades adimensional es: 

(74) 
Indicando que su gráfica será una línea recta de 45°, la cual se ha mencionado 
anteriormente. 
Para determinar el gasto se introduce la ecuación 74 en 23c, y después de 
integrar, se obtiene que: 

'" = l/2 (75) 
Con la necesidad de plantear diferentes condiciones para G y m, de tal forma que 
se tienen los siguientes apartados: 

A-3. Caso A. 

(-00 <G<<O.O ), (",« Ji ) 
Lo que requiere necesariamente que .1P<O.O, y como se ha demostrado 
anteriormente se presentará un minimo en el canal, por lo que es recomendable 
hacer la sustitución de m = -G(, convirtiendo la constante de integración Mm" en 
la nueva constante de integración ~. y de esta forma separar el perfil de 
velocidades en dos partes: 
Contribución inferior para ¿;e[OlJ, de la cual sustituyendo el nuevo valor de m, se 
puede obtener que: 

m + G~ = -G~' + G~ (76) 
Que posteriormente se introduce en la ecuación 70 para obtener: 

;¡' = -r(-GW -~))(l + I-G(~' -~>r ) (77a) 

;¡' = rG(W -~) + i- Gr W - ~)q.l) (77b) 

integrando 77b, se obtiene que: 

;¡ =rG[f~- ~2]+rG¡Gr[- w
q
_;;Q+2]+C (78) 

introduciendo la condición de frontera ;¡(~ = O) = O, se llega a: 

O =ra{o+I61'(-(q:,f}c (790) 

por lo tanto, despejando la constante C y sustituyendo en 78, se obtiene: 

;¡ = rG[~~' _~2]+ rGIGll
Q 

K~·;-2 -(f _~t2 ] (80) 
2 q+2 

y como 

2f~ _~2 = (~. 'f -W _~)2 (80a) 
se puede sustituir en 80 y rearreglar de la siguiente forma: 
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... ~ ~r~(d -(S'" -<J' + ~ ((d" -(S'" -<J'" l] (81) 

Y si ahora se toma ; =;' para contemplar la condición de frontera para la parte 

inferior, se obtiene: 

(82) 

mientras que la contribución superior se obtiene con las condiciones en ~E[~',1], 
por lo que nuevamente partiendo de la ecuación 70 y haciendo uso de 76, se 
puede obtener: 

l. = -r[l+p(-;' +;~qJ(G(-;' +;)) (83a) 

que después de arreglar, se llega a: 

l. = -rGK-;' +;)+~llq(-;, +;y+l)j (83b) 

que finalmente al integrar con ;.(; = 1) = 1 Y posteriormente agrupar términos, se 

comprueba que: 

;, ~ 1 + ~ ro{(l-d - « -n' + ~ ~l-';' t' -« -.;')'" I} (84a) 

y que en ; =;' debe cumplirse que: 

;. = 1 + ~ rG{(I-f y + ~IGllq [(1-;' t 2 ]1 (84b) 
2 q+2 r 

y ya que en ;g = ;') :; ;.(; = ;'), entonces se puede obtener: 

2+rG{(I-f y -(;,y + 2P¡q ((I-;'t2 
_(;, t 2 )1 = O (85) 

q+2 J 
mientras que el flujo volumétrico adimensional deberá ser la suma de ambas 
contribuciones de la siguiente manera: 

1 ~. I 

'11 = f(xi; = f;;d; + f;sd; (86) 
~. 

por lo que la suma de ambas integrales genera la siguiente ecuación: 

'11 = 1- f + ! rG{(;' r + (1- f r + 31;G~q [(f t 3 + (1-;' t 3 ]1 (87) 
3 q+3 r 

que es la ecuación para determinar el flujo volumétrico adimensional por ambas 
contribuciones. Por lo tanto, recordemos que se realiza este planteamiento con el 
único fin de observar las variaciones en los flujos másicos originados por la caída 
de presión, por lo que de antemano se propone conocer el flujo y de esta forma 
determinar con las ecuaciones 85 y 87 la caída de presión para ciertas 
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condiciones de operación, con lo que se puede observar que se tendrá un sistema 
de dos ecuaciones no lineales con dos incógnitas, en este caso: G,;'. 
Algo que debe mencionarse es que ;' debe ser menor que 0.5 pero mayor que 
cero, y esto para que cumpla con la igualdad que representa la ecuación 85, ya 
que de otra fonna se puede caer en una incongruencia, además de facilitar el 
método numérico que se utiliza acotando el sistema a un intervalo cerrado. 

A-4. Caso B. 

(cierto valor negativo <G<O.O ), (t¡I < ~) 

Partiendo nuevamente de la ecuación 70 y recordando el perfil tipo 11 que se 
origina por medio de estas caldas de presión, es claro observar que se debe 
cumplir que los gradientes de velocidad deberán ser siempre positivos, por lo que 
se tendrá que: (m + G;) < 0.0 para cualquier valor que tome ; E [0,1]. Sin embargo, 
para poder trabajar de una manera más sencilla, se procede a realizar un cambio 
de variable de la siguiente fonna: 

1 
u = -(m + G;) => du = -Gd;:. d; = - Gdu (88) 

por lo que sustituyendo en 70 se obtiene: 
r 

d~ = - - (u + uq+l)du (89) 
G 

que al integrar con las condiciones de frontera: ~(; = O) = ~(u = -m) = 0.0 y 
~(; = 1) = ~(u = -(m + G» = 1, se llega a: 

~[(_m)2 -[-(m+G)f +_2_[(_my+2 -[-(m +G)t2 ]1_1 = O (90) 
2G q+2 ~ 

Y para detenninar el flujo volumétrico adimensional, la ecuación 23c se transforma 
a: 

I 1 -(m+G) 
t¡I = f(ld; = -G f(ldu 

o -m 

(91 ) 

por lo tanto se demuestra que: 

1 ( r ){ 3 2 [ q+3 ]}-(m+G) t¡I=- - - (-m)2u-~+ __ (_m)q+2u _ _ U_ 

G 2G 3 q+2 q+3 
-m 

(92a) 

que finalmente después de agrupar y simplificar términos se obtiene: 

t¡I = -~{mG2 + ! G3 + _ 2_ [_(_m)q+2G _ _ I_ [_(m + G)t3 _(_m)q+3]} 
2G 3 q+2 q+3 

(92b) 

que nuevamente se observa de 90 y 92b que se tiene un sistema de dos 
ecuaciones no lineales con dos incógnitas, las cuales en este caso serán m y G. 
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A-5. Caso C. 

(00 >G>O.O ), (If/ > y; ) 
Caso similar al 8, con la variante de que sólo se consideran perfiles de velocidad 
en los que (p'(;) ~ 0.0 para; E [0,1]. Por lo tanto, se puede escribir la ecuación 70 
como: 

r/ = d~ =r(-(m+G;»(I+llm+G;n d; (93) 

donde ahora - (m + G;) > 0.0, siendo en este caso m < -G; , Y siguiendo el mismo 
procedimiento que en 8 se realiza el mismo cambio de variable: u = -(m + G;), por 
lo que las ecuaciones que se obtendrán serán las mismas, con la variante de que 
se tendrán caldas de presión positivas equivalente a decir que G>O.O . 

A-6. Caso D. 

(00 >G»O.O ), (If/» Ji) 
De igual forma que en el caso A se plantea cambiar la constante de integración 
por ;0, por lo que nuevamente m = -G;o con la diferencia de que G será positiva, 
sin embargo las ecuaciones desarrolladas en A seguirán siendo las mismas. 
Además recordemos que el proponer un intervalo cerrado para la nueva constante 
de integración es muy útil, siendo entonces ;0 > 0.5, ya que se contará con un 
máximo. 
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Anexo Anexo B 

B-1 Integración Numérica 

La solución del sistema de ecuaciones que se obtiene con (34) Y (38) en ,base al 
método de Galerkin, proporcionará las c. incógnitas más la constante m con ; 

siendo la variable de integración. Se puede observar que las ecuaciones que se 
obtienen son no lineales y por lo tanto no son integrales directas, por lo que se 
sugiere utilizar integración numérica (cuadratura Gaussiana)1 de la siguiente 
forma: 

(xvii) 

donde w¡ son los pesos, y Z¡ son factores que utiliza el método de Gauss

Legendre. 
De esta forma se transforma el sistema no lineal con la variable de integración ;, 
a uno donde la variable de integración se elimina por este método de cuadratura. 
Finalmente para el método de solución se plantea nuevamente el sistema de 
ecuaciones simultaneas no lineales y se resuelven en base al método numérico 
de Marquardf por medio de un programa computacional en FORTRAN 77 llamado 
BSOLVE* que es acoplado a un programa principal desarrollado en Fortran 
90/953

. 

Una vez que se obtuvieron las constantes: c. y m, se generan los perfiles de 

temperatura con (28e), y posteriormente el perfil de velocidades as! como el gasto 
volumétrico que se calcula siguiendo el mismo procedimiento de la cuadratura 
gaussiana, esto se repite para los dos casos I y 11. 
Ya que la cuadratura gaussiana requiere proponer un número de pesos para 
aproximar coherentemente la ecuación resultante y Galerkin propone el grado del 
polinomio con que se aproxima la solución del problema, se parte en un inicio de 
suponer un grado de polinomio a un número de pesos dado para la cuadratura y 
evaluar el gasto volumétrico, esto sucesivamente hasta que la variación en el 
gasto volumétrico anterior con uno posterior no sea apreciable (variación del orden 
de 1x10-\ Una vez que se tiene el grado del polinomio, se comienza a variar el 
número de pesos para la cuadratura comparando nuevamente los gastos, hasta 
que finalmente se encuentra el número de pesos necesarios. 
En el caso de la solución exacta, básicamente se incorporan las ecuaciones (61) Y 
(59) al programa BSOLVE, y la solución son las variables para determinar los 
perfiles de temperatura y velocidad (ecs. 55 y 60 respectivamente), y el gasto 
volumétrico con (64). Algo similar se tiene en el modelo isotérmico donde las 
ecuaciones que se incorporan son 85 y 87 para los casos A y D, Y las ecuaciones 
90 y 92b para los casos B y e, teniendo mucho cuidado en estos últimos cuatro 
casos, donde los valores iniciales para la simulación por la subrutina BSOL VE, son 
muy sensibles con el valor del flujo que se requiera . 

• Ver Anexo e 
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Anexo Anexo B 
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Anexo Anexo e 

Diagramas de flujo: 

-Programa principal 
-Subrutinas del programa 

Programas: 

-Caso" 
-Caso I 

-Solución Exacta 
-Isotérmico 
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Anexo 

Figura 16. Diagrama de flujo "Programa Principal: Casos I y 11" 

Inicio 

Asignar variables: 
"bb,eta,alfa ,q,cc,dd,tO,tw, 
k,h,ancho,long,delta,'" 

Valores iniciales y 
variables de la subrutina 

BSOLVE 
"bü)=c"c" .. ,c.,m" 

Anexo C 
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Anexo 

Figura 17. Diagrama de flujo "Subrutinas: Caso I y 11" 

Calcular polinomios, 
ecs: (28c),(28b), usando 

ksi como variable de 
(xvii) 

Entrada 
ecs: (27) y 

(31) 

Imprime: "Re", "Sr" 

Dar incremento 
en el canal "z=" 

Calcular polinomio 
de temperatura 

(28e) 

Imprime 
"z" , "tetha" , 

deltaT 

Dar incremento 
"z· 

Calculo de perfil Vz (26), 
Flujo volumétrico 
adimensional (25) 

Imprime: uzo, ·phi" , 
·vz· , "G" , "phimayus ", 

"Q ", "delta P" 

Calcula números 
adimensionales: (66), (67) 

Anexo C 
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!!!! proqr .. ", extrualon .. alr . varlabla 

proqram SOLVE 

impl1cit r •• 1*BI.-h,o-l.) 
implicH lnteqer". (1-n ) 

extern .. l (ntx 

chaucear ¡len-lO,: : fUan.llle, datosperCU •• veloeidad, 
Cleto.temparatu.ra, d.to. 

lnteqac,peUlMltarl :M-' 
lnteqer,paumeter l :m.,,-16 

lnteqer, parameter 1 : HM-H+2 
dimandon W(III&,,', u. (max). alk(ft'lax). pIH"HH+MI • • fM,H+2, •• c (H,H+2¡. 

, theta¡SO¡ .aUNtheta 1501. aU/tlapollH,NXI. sUNexp(M, Nx l. 
, _ IM,II\IIxl. aWllllr IM.1II&xl . b IHJ. t IMI. yIHI,bv(HI.bminIM) ,bn\ax (M). 
, th_tat (501 ,pvall201 . ;'11'01 IZOI. vdl"'.x) ,volwa¡ IIIUI,ve10cld lmaxl. 
,yolUlflet (lII&x).9,,1I\II 150) . qalfll,l UOI, utueuoUOI ••• CuerzolISO¡ , 
'viscosidad (50) ,vilcoaidadlI50¡ 

cOlT'mOn .uplim, .i'iN , ba, lim, al'llbda, that.aw. 9 , q, r.l 

open 16, til.·' datol .dat· ¡ 
!conatant.e. de la ecuacl00de viscolidad 
bb-O . 016585145 !l / C o l / K 
eta-7 . 23128 1 ! KPas 
cc-43 .793 ! KPa 
dd-0 . 00134 ! l/C o l/K 
q-l. 731 ! adimetnsional 
ee-q·dd/bb ! adimenaion,ll 
tO-413.15 !t.e~ratura d. inicio K 
tw-U3 .15 !513.H !teq>e:ratura en lalupertic1e del b.U'll 
conat1l:-o . 00035 !conducUvid.d ttrmica KPa trnI(K Sflq) 0 . 35N/ me 
den.idad-777. !del fundido K9/m·m·. 
!paraMtros delextrusor 
h-O.OO.. 1ft! 
ancho-O.053 !. 
on9it.ud-l. !tII 

deltp-8000. !KPa (-10 a '0 Hh) 
v-0.1 !tII/s Pl' O'RPH'cos (Thet., 
! ecuacione. adimensionales 
g- (h 'deltpl /Iongitud'cc ) 
",rite I6,') 'g- ' .q 
ambda-Ibb' Icc·h) "2 )/lconlt 11:' eta) 
"'ri te 16, ') , lambda-' ,ambda 
siqma-Ih"cc) /Iv'eta) 
"' rite 16, ')' si9lM-' ,slqma 
theta"'-bb' (tw-tO) 

!llamar a!archlvo de laa %%(1) y las wlll, OCL, para 
! lainteqraciOn numtr lca 

!llename-' qlq16, dat' 

open(unit - 3. file"filename ¡ 

file :lIE:\IXX:UME-l \quiquc\CONFIG-1 \Temp\corTeccionesdosvariable _ for.htm 25"'112004 

D:\usuariol\Julio\maettria\conec:cionesdosVlriable. for 

40 1.1. Mili 

te.dll,·) 11I11,wl11 
I "rite,·,4010)i, 11l1l,l.wl1l 
! 4010 tOrwliltl ·&&(',12, ' I.·,ES25 . 12, ' w('.12,' ) " '.ES25 .12 1 

.... do 
c1olejunit-l, 

Icon.tante. di l. eu.dratur. qaussi.na 

lupU.-1. 
bIi,11.-0 . 
rel-llupli.-... ,l1al/2 . 

1I hmlon con la lultruUn. y ••• t.bhcida del lib r o 

t.-o. ..... . .... . ... 
"ritl f'.") '.alor •• lnicl.1e.· 

do 10 ,-1,11:11: ,,,, .... 
b'"-•. S 
write", ·"III(',j,' )- ' , blll 

"'"-1. ba.l.n(1)--100. 
10 "_UI-I00. .... 

icon-kk 
'no-O. 
UI-o. 
tlU-o. 
.,,1-0 . 
,...,0-0. 

____________ tlt.oy poniendo otro!ormat o' ___ _ 

100 clll baol.e Ikk,b.o ••• y.ph,tno.Ua.tau.epl.phmln. lc.lcon,fv, 

'cho, bY.ba1n, .... , p . fnt •• d.riv .1I:d • • •• c.qamm. 
' .... M.w. 
, 11It,&&,auaapol,luaal.p. _.sum.ar,ee ) 

"riten, '" lter'. f •• ·ine09nit.as· .ieon 
do j-l,1I:1I: 
"'ritel',·"x,' .1. '1'" , b(1) 
wrlte", ""Iel' ,j, ',-', &11' 
.... do 
wtltl16,"I'errop' ,pto¡ 

Página 2 de 10 

, _______________ !corrreqir tormat.o~ ~ ~ !!:!!!!! ! !! 

U Ir. . 1e. '00000.' 90 to 1 
wrlt.16."I'n~. it.r .' aaxll1\11l' 
otop 

1 if (lcon .ne. O., 90 to 2 

file://E;\IX)ClJME-I\quiquc\CONFIO- J \T emp\comecionesdosvariable _for.htm 25/0812004 



-.J 
O 

D:\usuari05\Julio\maestria\c:omecionesdosvariable.for 

vri tel6. ' ) • conv.rqenCl " .. d.cuad.' 
90 to 1 

2 H (icon .9t. O., go to 1 
H (icon .ne. -l.' go to J 
writtlI6,') 'impo.ible mejour convergencia' 
.top 

3 H (icon .ne. -2.) 90 to 4 
writeI6,") 'existen mas inc09nite. que tuncione.' 
atop 

4 H !icon .ne. -3 .' go to !I 
writel6,·,'cero variable. tot .tlea' 
atop 

5 H (i con .ne. -4. ' go to 6 
write I 6," 'convergencia adecueda' 
atop 

, vritel6. , ,' impo.ible que .uced.' 
atop 

1 H Ueon .ne . 0 .1 90 to 100 

e.ii poUnolllio lb, zeta , t heta , .wuthet. , 
max . K ••• • thet .. t. bb' 

call pertil •• (UII. aik. 1.1.. w, b. th.ta , ...... b,H, 
, v, encho. h. den.id.d . thet .. t. pvel, qvol. v.i . volUftl. veloeid . 
'volumet. qtotal , .la. pai. eco k. vi.cosidnewt. d.Itp, onqitud. 9su. ete. qn. 
'qamal •• atuer zo. e .. tuerzol. vi.cosid.d , viscoaidadl. bb, R •• Br. constk) 

write¡'.') 'm-' .bll) 

close(6) 
en. 

! ! ! ! conatante 111 de las ecuaciontls 

lC- · ................. • .......................................................................... .. 
aubroutine baolve Ikk. b. nn • .l. y, ph, tno. ne, teu, ep., 

, phtr\J.n. i. icono tv.dv, bY. bmin. bnlAx, p. tune, deri". kd , a , ac, 9&l1'ft. 
, ux.H.w. 
, 'ik.%:r..sUlllapol.aum.aexp,_,aumar •• e' 

! !!!! !mttodo para reaolyer n ecuacioneacon n incoqnitu!!!!!!!!!!!! 
lmpUclt rea1"8Ie-h.o-%) 
impl1cit inteqer'41i-n) 

d.1men.lon btM). %IMI. y(KI , h IM I ,dY IKI. bYI"' ,bfttJ.nIHI.bnI&xIHl 

DlHENSION pIMI. a(kd,M-lI • • clkd , M-l) 

k-k k 
n"'nn 
kpl-k+l 
kp2-kpl+l 
kbit-k' n 
kbU-kbi1+k 
kzi-kbi2+k 
H (tno .le . 0 . 1 tno-l O.O 
H (Ua .le. O., tb-O .Ol 
H Itau .le. O., t .. u-O.OOl 
H lepa .le. 0.1 eps"0.00002 
H Iphm.J.n .le. O., phmin-O. 

120 kb-O 

file:/IE:IJX>CUME-I\quique\CONFIG-I \Temp\corretcionesdosvariable_for.htm 
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11000 110 U-l,k 
uo U 1b9(1U .ne. 0 . 1 kb-kb+l 

U (Itb .,t . 01 90 to 110 
UI l00n-l 
lU lO to 2120 
1'70 1f In .qe. kb) lO to SOO 
110 lcon-2 
110 te to 2120 
SOO U-l 
UO U U .9t. O) 90 to 1530 
S!O do seo jI-l. k 

j2-kbll+jl 

""''''1111 jl-Itb12.jl 
SlO PUS'oodab.lblj1) '.1.01-02 

90 lo 1030 
stO U lpt.1n .,t. ph .and. i .,t . 11 90 to 62S 

de &20 jl-1.k 
nl-'j1·1I·n 
U (a..UUICOl,&20.IOS 

101 oa11 ftriY Ot,b,n.',Plnhll , h.dv.,1.1tutl 
U (jteal .n •. 1-111 'o to 620 
btr(111-1.0 

lOS do 101 j2-1, k 
jl-..,11+j2 

SOS P''''''1I2' 
jl-kb11+jl 
j4-II:bU.,1 
.n-o. OOl* .... 1IPI,4) ,daba,plj31)1 
U IPU11.den .le. buxOll' 90 to !I~ 
."".,,,'l·den 
"n-On 
to to ti 

SS pljl1.,ljll+d.n 
5. 04111 fnTX Ik,PlltbllHI,n,p(nhll,tv. 

, ... ,N.v, 
, .ik,.I •• Ullapol,.UlMexp . _.aumar , •• ) 
do &10 ,2-1,n 
jbej2.nl 

no ,ljbl-lpljbl·al,211/den 
no conUnua 
,U do 125 ji-l. k 

"1-111-1) *n 
a(jl , Iq)1)-o . 
U (btrljUI nO,"2,530 

130 do •• 0 ,2-1, n 
n2-nl+j2 

'40 .(ji. kpl) -aljl,1rp1l.p (n21' Iy Ij21-r: (12' I 
ISO do "0 12-1. k 
ICO aljl.'2I-o. 
'IS nI-"t·U *" "O do "O jl-l,n 
112 nl-nl." 
". 1\4-...2·13 
"0 eljl,,21-.,,1.121+pln3)·Pln4) 

U cal,l,jll . • t . 1.1-201 90 to 125 
"2 do ". ,2-1, kpl 
" •• (11.'2).0 . 
,,, aCjl.j1)-1.0 
12S continue 
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D:\usuarios\Julio\mac:stria\corTttc ionesdos van able. for 

9f\-0. 
do 129 jl-1,k. 

129 qn-qn.al)l . kpl ¡··Z 
do 126 :11-1. k 

126 aljl ,kp2¡-daqrt¡a,, 1,jlll 
do 121 jl-1.1t 
a1 11. kpll-aljl. kpll/a (,1, kp2) 
do 121 12-1 ,k 

121 IIj l. 12)-a"1. j211 la Ij 1, kp2¡·.112, kp21 J 
130 U-th / tno 

90 to 810 
800 U-tno' tl 
810 dO 8 40 11-1, k 
e20 ' do 8JO :)2-1,kpl 
8301<::111.1 2 '-.111.1 2) 
8401<::111.111-a<::(31.,II+(1 

do 930 U-l, k 
12-U+l 
do 910 lJ-12.kpl 

910ICI11,13)-.<::I11,1l1/Ilc(11,111 
do 930 13-1. k 
H (11-131 920,930,920 

920 do 925 14-12. kpl 
925 ac 113. 14) •• c (13,14I-a<:: 111,14) °&<::(13 ,111 
930 contlnue 

dn-a. 
dq-O. 
do 1028 j1-1, k 
&e11 1, kpZ¡-.clj l . kplJ ' a0 1. kp21 
j2-k.bll+jl 
p1j2¡-dmaxl {bnún(jll ,dm.1nl (bI'IIax (jII, btjl].aCljl, kp21) J 
dq-dq+ac 111. kp21 -.'1 1, kpll·. tl 1, kp21 
dn-dn+ac 1 j l. kp21-ac Ij l ,ltp21 

1028 ac(jl.kp2)-plj2)-blj1) 
cosq-dq/dsqrt Idn+qnl 
jqam-O 
1f Icosql1100. 1110.1110 

noo jqalll-2 
COa9--coa9 

1110 conUnue 
coaq-drrtin1Ico.q, 1.01 
q&tllll-ucoslco.ql +180.1 13 .141S926S 1 
1f Ij9'" . qto 01 qUlll-180.-9&1fft 

1030 call lunc (k . Plkb11+l),n , Plltzi+lI , fv, 
, N •• H.w. 
• silt. zz . aUlUpol . sWI'II.exp._. aW!l&r . eel 

1500 phi-O. 
da iS20 jI-l. n 
j2-ltz l +jl 

lS20 phl-phi+IPlj21-yljl))--2 

H (phi .lt. 1.&-101 90 to 3000 
H Ii .qt. 01 ;0 to 1540 

1521 icon-k 
90 to 2110 

1540 H Iphi .9'. phI 90 to 1530 
1200 ieon-O 

-.) do 1220 jI-l. k 
j2-ltbll+j1 

1220 H Idabslac(j1 .kp211 /¡ tau+dabsIPt12ll) . 9t. eps) icon-icon+l 

filc:/IE:\lXXUME-I\quiquc\CON FIG-I \Temp\correccionesdosvariable_for.htm 
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D:\~uUcN, __ ia'eorTecctonesdosv.ri.ble. for 

1f I1con .~. O, 90 to 1400 
U In .,t. 1.0 •• nd. ;_ . qt. 90.0) icon--} 
fO to 2105 

UOO U tU .,t. 1.0 •• nd . , __ .le. 4S.0 1 icon --4 
lO to 1105 

1530 U (11"2, U31.Un.2310 
1531 11-U+l 

10 lO 1530.590.'001 , 11 
2310 U Ifl .H. 1.OS+'1 90 to 800 
1320 lcon-l 
2105 n.-u 

60 20n ,2-1. Ir. 
l)-kbl1+l2 

2011 b"2I"'1'Ij)' 
2110 do 2050 '2-1." 

,'-.U+,2 
20'0 ."21"'1''''' _. 

1-1+1 
2120 r.turn 
3000 1con-O 

90 to 2105 .... 
.UbrouU¡'. t"t •• klt.b,nn,z,l ... . 

, .... M.v. 
, .1 •• a ••• ~pol •• uaee.p._.aUlft&r,ee) 

ll11Pl1eit nal·".-h.o-z) 
illpl1Clt lntevar·. U-nI 

dl~,lon I1ItC ... ,.bIMI . :r.IMI . zzINXI. aurnapol IH.maxl. 
,~.."IM .... , ._IM .... I. aUNt' (H.lll.ax).w(max) 

c--. tupll ••• 1 .... olnf11., arnbda. thetaw. 9. q. rel 

r.,.r.+l. 

!entrada chll poUnoal0 de theh y le derivadad del m.1smo 
do 1-1, ... 
,UCU-fn U,· (aupU ... olnflillll .auplllll+oinfl1mI/2. 

,~pol(l.lI-o. 

NMe.rpll,l,-O. 
do nnn-2.M 

~l(nnn.l1-nM· tnnn-1I"b(nnn)"s1k(1)U!nnn-2) 
,~I'Mn.iI"a .. pollnl'\n- l. i) .aumapol (nnn.i) 
,,...ellp(nM.lI00blMnl- (a1k (1).- (nnn) -l.) 
,,...e.rp(N'ItI.l'-.~eJtP(nnn-l,i) . 8W11&tlxp lnnn . 11 
_(rmn.l1-.UU'" Cnnnl-1. 

.nd .. 

--..poI (M.1)-s~pollnnn-l.1 ) 

.~expCM.ll-'''''.·Plnnn-l.i ) ...... 
'eeaba le entrad. de polinOmiO 
tent~ade de 1 •• eeu.c1one. a r •• olver 

fi le:llE:\DOCUME-l\quique\CONFIG-1 \ Temp\c:olTeCcioncsdosvariable _for.htm 
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do nnn-2.M 
IUI!\.Irlnnn.O)-O. 
IUI!\.Itra-O . 

do 1-1,111&111 
11 k (1) - 1 11 I 11· 1 suplll1l-01nt 111111 .lup111l\+olnt11f11I/2. 

IUI!\.I{m 1-v ll)· I I l .• dupl •• • tthetlv.lurna.XPIM,lIl,· Idabl Ibll) + 
-q"llk (1 )) " "q) ,. IbU, + 

q·lik ll)) ·duplthetlv+lwIIUXp IM.l)) 1 
IUIII&r lnnn,lI - 1 UUlNlpo1 1M, 11 +aMda" U.+dexPlee+ Ithetav+ 

IUlNlelllp IM.l) I ) o (dabl (b (1). 
q O l1k I 1)1° ·q l I • lb i1 J +qo slk U JI o "2"dexPlthetaw+ 

IUftlaelllpIM.1I1110_(nnn, 1) .,,(1) 

IUI!\.IC Innn. ll-lumar Innn. 1-11 olU/l'lllC Innn.l} 
SUIM tm-suma tillO IUN t"'_1 

end do 
% (nnn)-aumar Innn, IIIIX'o cel 

end do 
1 t1 I -1. oluma!m" slqm.a· cel 

!aqul acaba la entrada de las ecuAclones 

r.turn 
en. 

P6¡ina 7 de 10 

--"'fu-n-c'"'t1"".""n"".-<c-o-,.(~~rte de laaubcutlna BSOLvt, ________ _ 

l~llclt ualo"la-h.o-z) 
l~11c1t inteqec·. (i-n) .-, 

key-O 
H Ix .1t. 1-1.)) x--1. 
H Ix .qt. 1.1 x-l. 
H Ix .ge. (-1.1 .and. 111 . lt. O.) key-l 
H Ix .1t. 0.1 x-dabSlxl 
H (111 .eq. O.) 90 to 10 
arcotl-datan tdsqct ¡ l. -x "x) /xI 
H Ikey . eq . 11 arcos-3 .UIS92fiS-ucoa 
90 to 999 

10 ueos-1.5101963 
999 CON'T 1 NUt 

en. 

lubroutlne POll~~!:~~~~e~~~~~!~~~=t""h.;;t-;-•• ---------
, uIII.H,ee.thetat.bbl 

l~l1elt rulOS¡a-h,o-ll 
llr1p11elt inteqero.ll-nl 

dimenl10n theta (501, b IMI • IWllltheta(50) , th.tat 150) 

eoll'tllOn lupl1m, s iqru. ointl1m. arnbda, thetaw, q. q. c.l 

zetl--O .05 
open I 5. tlle-'dltostemperatuca .dat' ) 

wclle I5. 42 ) 
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42 fOr.lt(t 

do 1-1.21 
•• ta-•• t.+O . OS 
t .... UI1l-0. 

thet.tli)-o. 
do nnn-2." 

po.lelOn'. ' 
I'''TO)' .11 

.~t""t.IU-b(nnnl· (, .. t.oonnnl-l.) 
theu 111 -theu (ll •• ~th.U (1) 
thetat (lI-thetat U, + ..... th.u 11 J ... .. 

thet.'11 -thet.w+th.t.ll I 
th.t.tll1 .... ·ltheUw+th.Ut 1111 
wrltaC5, "ll"U, th.tall), th.ta ¡ll!bb 

4l for.tUU25 . 6J ...... 
c1o •• 'S' 

.... tum .... 
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theta'. ' 

;_--:====-==.".foUno.10 pau perfll .. :--=::-o;:-:;-_____ _ 
.ubroutlne perfli.al ... : •• lk. zz.w.b. th.t •• e., ab,M. 

, ", .ncho, h, denald.d. thetat , pvel. qyol. v.l . volum. v.loe Id, 
,",ol __ t"tot.l, •• ,pal. ce , k. Ylleo.ldnewt. deltp. onql t ud , qama, et •• qn. 
, , ... l, •• fu.rto, a.fuerzol, Yl,co.ldad. vi.colidadl. bb. Re. Br, const k ) 

i..,Ucit r •• l-tl.-h.o ... ' 
i..,Uctt lnt.,. ... ·" U"n) 

dl.ndon .111.IM.,.bl"'. ul".I.w(I'IIU) .th.ta¡501 ,theta t(50), 
, ,.elI20, .9"01(201 ,Y.ll .. xl.yo1\_( .. x). veloeldlmaxl . volumet lmax ). 
, .... '50l,t ... lISOI ••• fueuoUOI ••• fuerr:01(50 ). v!aeoaldadI50 ¡. 
, ,.Ucodd.dl (50' 
c~n .uplitl •• 1 .... olnf11 •• alÑ)da. thetaw. q. q. rel 

oboO. 
•• -0.1 

... 1111-0. 
p,..1(O,-o. 
•• -0. 

.."US, fl1a-°datoapecflluve10cldad . dat" 
.rit.US.U) 

U fo ..... t(II.· 

• • 
.. '-1.".2 

,..1101-0. 
"1_10'-0. 
.b-.b+O.l 
..... +0.1 

do 1-1 ..... 

po.lclon 
yelocldad',!!,' 

0.0'. ' 

anU'-luU)·lab-•• )+.b+a.)12 . 

phi', ' 
0.0'. ' 

0.0' ) 

,..loc:ldU)_(lI·1 U . +deXPI ¡thn.t Ijl +thetat (j+ll +thetat (j+2) J !3 .)· 
, ldabalb(l)+,·a1kU) I "q)) °Cbtll+,·.lkU' J ·dexpl Itheta (j 1 + 
, tMt.U+U+thet.lj+2111l . 1 J o (eb-u' /2 . 

9'01_tI1l-UI·.Utl1'+111.+dexPllthetatlj;+thetat (j+ l ) + 
, t .... t.t "+2' IIl . )· (dab.lbU) +q·a1kl1, '''ql)· IbU)+q·sikl1 )) · 

file:/IE:\DOCUME--I\qtnque\CONF10-1\Temp\con-eccionesdosvanableJor.htm 2'10812004 
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, dexpl Ithetalj) +theta !j+1I+theta{j+2111J.11",.b-uI/2. 

velllJ-velocid (1) +velll-lI 
volwal1l_o1wnet (i) .volum!i-lI 
end do 
ss-s.+1. 

pve1(11) --liqrM t vel llft4xJ +pvd 111-1.) 
qvolle.+1.1-llqtN1'volUtll!IUJt) +qvol lu' 

wtltellS.2).b, pvellu), pvel¡u)'v 
2 fOtN.tIJES2 0.61 

end do 
wtiteUS,J ) 

l fot1ll&t(II,' flu jo volumettico' , , flujo vol\ftetrico 
" , ' qasto mi.lco') 
write!lS , S) 

S fOnrllot l' ¡adimensionall'.· (lII"l/.) · .· 
, Iko/hr)' ,111 

Pisina 9 de 10 

qtotal-l . +qvol !l1) 
wrltelB,4lqtotal , 

,. 3600. 'den.idad 
qtotal·v·ancho·h. qtotal"v" ancho'h 

4 fOtN.tl3tS20 .6) 
wrltel15,SJ 

e formatll.' 

write !lS, 11deltp 
1 format1ES20.61 

IPO-PL)' ,1,' 
IKPal ' ,/) 

·--:o:::p.=n", •• ,.,7'll;:."'-';:.-=C·~:~~~~~d=~' ~sfuerr.os. viscosidad, Oatna punto __ 

write 18,15) 
lS fonnatl' posiclon',' eefuerzoU)',' 

, 0l1l\I(1)', ' viscolidadUJ ' ,/) 

psi-O. 
k-1 
do i-l,l1 
OIJM U)-Ilqm.a· ( 11. +dexp ¡theta t« kl J" (dabl¡blll +O'pail IOOq))" 

, lb (1) +O 'p.i J 'dexp ¡ theta( k ) ) ) 'v/h 
oamalUI-dloOldabs!qamaU))) !eate seria ellfti.MO 

.afuenoU) -lllb(l)+O'pa1 J ·cc ), ! este leda el l'l1.ftIO 

e8fuenol(il-dloq(dabs (ufuenoU))) !eate seria e1millllO 

visco.s1dadUJ -daba ( (esCueno(lI I/O&lUU)I ! eate serla el misMO 

viscosldad1 (1) -dloq (dab. {viscosidad 111 J I ! .ste ser1a el ralsmo 

writele. Hlpsl , esfuen.ol1l, OSMllI , v iscoa1daC: 111 !este serla el 111.1.-.0 
14 fOrD\atI4ES20.61 !este .eria el IftiSIflO 

pai-ps1+0.1 
k-k+2 
end do 

write (S, 21) 
21 formatl / , ' Reynolds'.' Brlnknl.aI'll',1I 

.....J "'e-¡denSidad' (v " 21 /anc ho ) Il visco.idad 111 "v/sncho"2) 
t..W Br- (v iscosldad (1) • Iv /ancho)" 2) / 

(Iconstk· ((theta (1) -theta (21)) IbbJ J l anchc"21 

file:/IE:\OC>CUME-I\quique\CONF1G-I \Temp\correc:cionesd<tSvariableJor.htm 25,\)812004 
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wdt.II,2l,h/lOOO,ar 
2l for-.tI2ta20 .I, 

wdt.U, U, 
l' fotMt(//," po.icion'.' 

, lnl •• fu.no(111 ',' ln!oama!l)', ' 
Unl.Ucol1dtdUII' ,/, 
,.1-0. 1 
do 1-1.11 
.,.1.,.1+0.1 
wrueU,12,pl1 , • .ru.nOl(1) . Oltftalll ). viscosidadlll ) 

12 forut '41820. CI ..... 
do •• USI 
elo.e,I, 

... t\lm ... 
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Anexo 

HDPE: 
PC: 
G: 

Q: 
V: 
H: 
w: 
D: 
Tw: 

Tg: 

b: 
q: 
A: 
T: 
To: 
12: 
Vx: 
Vy: 

Vz: 

t: 
L: 
q¡: 
k: 
m: 
M1: 

G: 
f(m): 
cn: 

Wj: 

e: 
K: 
u: 
C: 
F(8c): 
Tf: 
RPM: 
Re: 
Br: 
W¡: 

z¡: 

Anexo D 

Nomenclatura. 

Polietileno alta densidad 
Computadora personal 
Gasto másico (kg/hr) = Q * P f 

Flujo volumétrico (m3/s) = If/ * V * H * w 

Velocidad de rotación (mIs), ecuación 65 
Profundidad del canal (m) 
Ancho del canal (m) 
Diámetro del canal (m) 
Temperatura en la pared del barril (K) 
Temperatura de transición vítrea (K) 
Constante del modelo reológico de Ellis (1/T) 
Constante del modelo reológico de Ellis 
Constante del modelo reológico de Ellis, Caso 11 (kpa) 
Temperatura en el canal (K) 
Temperatura de referencia (K) 
Segundo Invariante, ecuación iv 
Velocidad en la dirección x (mIs) 
Velocidad en la dirección y (mis) 
Velocidad en la dirección z (mIs) 
tiempo (s) 
Longitud (m) 
Flux de energía en la dirección i, ecuación i 
Conductividad térmica del fundido (kPam2/Ks) 
Variable adimensional de la ecuación de momentum, eco 13b 
Constante de integración de la ecuación de momentum 
Variable adimensional de presión , ecuación 13c 
Ecuación para determinar la variable "m" , ecuación 27 
Constantes del polinomio de temperatura 
Pesos con los que pondera Galerkin, ecuación 29 
Variable adimensional de temperatura, ecuación 33 
Variable para la solución exacta, ecuación 42a 
Variable utilizada para la solución exacta, ecuación 49b 
Variable de agrupamiento en la solución exacta, ecuación 53 
Ecuación para determinar la variable 8e , ecuación 59 
Temperatura de fusión (K) 
Revoluciones por minuto (1/min) 
Número de Reynolds, ecuación 66 
Número de Brinkman, ecuación 67 
Pesos de Gauss-Legendre, ecuación xvii 
Factores de Gauss-Legendre, ecuación xvii 
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Anexo Anexo O 

Letras griegas 

PI : Densidad del fundido (kg/m3
) 

'1' : Flujo volumétrico adimensional, ecuación 25 
TI: Número pi 
í : Esfuerzo cortante (kPa), ecuación 5 
JI : Viscosidad newtoniana (kPas) 

r: Velocidad de deformación (1/s), ecuación 10 
r¡ : Viscosidad no newtoniana (kPas) 

'lo : Constante del modelo reológico de Ellis (kPas) 

a : Constante del modelo reológico de Ellis, Caso I (kpa) 
.1P: Caída de presión (kPa) = Po - PL 

1:' : Vector velocidad (mIs) 
;: Variable adimensional de posición, ecuación 12a 
; : Variable adimensional de velocidad, ecuación 12b 
B: Variable adimensional de temperatura, ecuación 12c 
;' : Velocidad de deformación adimensional, ecuación 15b 
r : Variable adimensional de viscosidad, ecuación 15c 
A: Variable adimensional de temperatura, ecuación 21c 
Bw: Variable adimensional de temperatura en la pared, ecuación 22b 

91 : Residuos de Galerkin, ecuación 30 

Subíndices 

e: Referido a la solución exacta 
h: Referido al husillo 
i: Inferior 
s: Superior 
f: fundido 
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