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Introducción 

Teórica y experimentalmente en muchos estudios se han analizado dife
rentes arquitecturas de redes. En esta tesis se busca dar un acercamiento 
general al estudio de un anillo de celdas acopladas. El análisis es independien
te de los detalles intrínsecos de la dinámica en las celdas y de la naturaleza 
del acoplamiento entre ellas. Las transiciones entre diferentes patrones de 
actividad son modeladas como bifurcación con simetrías. 

En la tesis, se analizan las ecuaciones para un anillo de celdas acopladas 
con varias substancias en cada celda y con retardo finito. Se estudia la bifur
cación desde un equilibrio uniforme, es decir, se buscan ramas de soluciones 
periódicas. Además, se describen las simetrías de dichas ramas de soluciones. 
La estabilidad de las sOluciones no se aborda aquí. 

El problema de bifurcación, vía la reducción de Ljapunov-Schmidt, es 
equivalente a encontrar ceros de la ecuación de bifurcación. Por un lado, 
el grado topológico es una excelente técnica para encontrar condiciones que 
garanticen la existencia de ceros de una función. Por otro lado, una bue
na técnica matemática para abordar las simetrías en la naturaleza son las 
representaciones de grupos. El grado topológico equivariante une estas dos 
herramientas y brinda una poderosa manera de encontrar bifurcación con 
simetrías. 

Usando el grado equivariante se prueba la bifurcación en el anillo. Una 
motivación importante para el estudio del anillo, aparte de las aplicaciones 
a la biología, es que varios problemas en la naturaleza tienen un tratamiento 
matemático similar. Esto es, los métodos utilizados para probar bifurcación 
en el anillo, permiten abordar una amplia gama de problemas similares como 
son: problemas en hidrodinámica (Couette-Taylor o Bénard), problemas de 
reacción-difusión o problemas en elasticidad. 

U n anillo de celdas (células, neuronas, osciladores u otros) puede servir 
para modelar una amplia gama de fenómenos en la biología. Thring plantea 

IX 
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o 

la necesidad de modelar un anillo de células para explicar la morfogénesis de 
un embrión, o el crecimiento de la sección transversal de un tentáculo de la 
hidra. 

Se puede interpretar al anillo de celdas como a una red neuronal con 
esta forma. Su estudio es una primera aproximación a los arreglos de re
des neuronales más complicadas, pues es simple comparado con los arreglos 
generales, y además puede servir como componente fundamental de otros 
circuitos. 

Los anillos de osciladores acoplados se han usado extensivamente en 
modelos fisiológicos. Muchos investigadores han propuesto que los mecanis
mos musculares pueden ser modelados como sistemas de osciladores acopla
dos. Se ha utilizado un anillo de osciladores de Van der PoI para simular baja 
actividad intestinal. Otros, han considerado anillos de osciladores acoplados 
para un sistema generador de patrones de locomoción. También se han uti
lizado anillos de osciladores en la función de sistemas musculares, como en 
el uréter. 

Existen varios modelos en la biología donde aparecen las configuraciones 
de anillos. Para más detalles y referencias se recomiendan [Tur], [Coll] y 
[GoI2]. 

Morfogénesis de un Embrión 

Los genes son un conjunto de bases que se encuentran en el núcleo de la 
célula. Cada gen codifica la formación de una proteína específica, cuyo en-
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samblado se lleva a cabo en los ribosomas. Las proteínas constituyen nuevo 
tejido y las enzimas (que son también proteínas) son catalizadores biológi
cos que aceleran una reacción. Es así, que los genes tienen influencia en la 
anatomía del organismo porque codifican proteínas y enzimas que forman 
nuevas células. 

El embrión es un conjunto de células. Las proteínas, enzimas y hormonas 
son compuestos que se difunden en el embrión. Se desea modelar un embrión 
en crecimiento, en el instante que se encuentra en estado de homogeneidad 
y con una simetría esférica perfecta (blástula). Por simplicidad, el modelo 
considerará al embrión como a un conjunto de células distribuidas en forma 
de anillo. 

En resumen, el modelo del embrión consiste de células distribuidas en 
un anillo, en cada una de las cuales hay reacciones químicas y compuestos 
que se difunden solamente hacia las células adyacentes. Los componentes se 
mueven de regiones de mayor a menor concentración, de manera proporcional 
al gradiente de concentración y a la difusión de la sustancia. La dinámica 
interna que modela las reacciones en cada célula es similar. 

Se buscarán las condiciones que hagan posible el rompimiento de la ho
mogeneidad del embrión, y la aparición de soluciones con nuevas simetrías. 
Estas simetrías podrían hacer que algunas células crecieran más rápido que 
otras, dando lugar a nuevas configuraciones espaciales en el embrión. 

Técnicas Matemáticas 

Se han utilizado muchos métodos para estudiar a los anillos de celdas 
acopladas: perturbaciones, métodos numéricos o formas normales. En esta 
tesis, se estudian los anillos de celdas acopladas con métodos topológicos. 

En [Gol] se usan formas normales para encontrar tres simetrías en una 
ecuación sin retardo, y en el caso genérico (esto es, sin resonancia y con un 
sólo valor propio). En [Gils] se plantean ecuaciones de segundo grado con 
interacción por un potencial, y también se obtienen las tres soluciones con 
formas normales. La desventaja de las formas normales es que sólo se pueden 
obtener resultados con el cruce de un solo valor propio. 

En [Alex] se encuentra una simetría para ecuaciones sin retardo, en la 
que las celdas oscilan desfasadas uniformemente. Es decir, que oscilan idénti
camente y que la diferencia entre los tiempos de oscilación de dos celdas 
adyacentes es el mismo para todas. En este artículo se usan argumentos 
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topológicos, lo que permite analizar la resonancia (en este sentido es más 
general que [Gol] y [GilsJ). Por otro lado, debido a que no se utilizan repre
sentaciones de grupos, no es posible encontrar las otras dos simetrías. 

El artículo que está más cerca del estudio de esta tesis es [Kra], en donde 
se encuentran las tres simetrías de la bifurcación periódica. Sin embargo, el 
artículo tiene muchas cosas distintas respecto a esta presentación, como son 
la construcción del grado equivariante y las técnicas matemáticas utilizadas. 

Resultados y Aportaciones 

En la tesis, se encuentran tres tipos de simetrías para la bifurcación 
periódica y una simetría para la bifurcación estacionaria. En la bifurcación 
periódica, una solución es una onda viajera, que es el equivalente a las on
das rotantes en ecuaciones de reacción-difusión, las otras dos soluciones son 
ondas estacionarias. La solución encontrada en [Alex] es un caso particular 
de la onda viajera. Las tres soluciones encontradas en [Gol] y [Gil] son casos 
particulares de la onda viajera y de las ondas estacionarias. 

Las ventajas del análisis con el grado topológico sobre las formas nor
males (como [Gol] y [GilsJ) es que permite tener más de un valor propio, y el 
análisis con retardos sin dificultad adicional. La ventaja del estudio con las 
representaciones de grupos es que se tiene un método con el cual se encuen
tran todas las posibles simetrías, evitando restringirse a casos particulares 
(como [AlexJ). 

El estudio matemático mas completo para la bifurcación con simetrías en 
el anillo es [Kra] . Lo novedoso de la tesis respecto a [Kra] es que se hacen 
todos los cálculos de las representaciones de grupos, se detalla la reducción de 
Ljapunov-Schmidt, se permite más de una sustancia en las celdas, se estudia 
la bifurcación estacionaria y se da una descripción detallada de las soluciones. 

Resumen de la tesis 

En el primer capítulo, se deducen las ecuaciones que surgen de la necesi
dad de modelar las situaciones antes descritas. Después, se proponen ecua
ciones más generales, y se cambia el problema de bifurcación de soluciones 
periódicas al de encontrar ramas de ceros de un operador. 

En el segundo capítulo, el problema de encontrar ramas de ceros del 
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operador es cambiado por el de encontrar ceros de un sistema de ecuaciones 
algebraicas, debido a la reducción de Ljapunov-Schmidt. Después se prueba 
la equivarianza con respecto a la acción del grupo Dn x Si, donde el grupo 
Dn refleja las simetrías del anillo y el grupo Si la fase de la solución (esto 
último debido a que las ecuaciones diferenciales son autónomas) . Al final, se 
hace un cambio de variables para obtener la ecuación de bifurcación. 

El tercer capítulo trata sobre el grado equivariante. Este tiene la propiedad 
de asegurar la existencia de ceros, si el grado es no trivial. Aplicando esto al 
problema de bifurcación, se obtiene información sobre las condiciones para 
la existencia de soluciones y el tipo de simetrías de éstas. En este capítulo 
no hay pruebas de las teoremas utilizados, la referencia para éstos es [Ize]. 

En el cuarto capítulo, se analizan las representaciones irreducibles del 
grupo y se encuentran los grupos de isotropía y sus espacios de puntos fijos . 
Estos espacios imponen las simetrías de las soluciones bifurcadas. 

En el quinto capítulo, se presenta el teorema de bifurcación de la tesis, 
se describen las soluciones y se hacen algunos comentarios acerca de las 
ecuaciones de Turing. 

Para la lectura rápida de esta tesis, al final de cada capítulo se encuentra 
un resumen con los resultados principales. Además, el teorema de bifurcación 
del quinto capítulo está escrito de tal forma que el lector no tenga que remi
tirse a otras secciones en la tesis. 
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Capítulo 1 

Planteamiento del Problema 

En la primera sección, se deducen las ecuaciones para los ejemplos de la 
introducción. En la segunda sección, se dan las ecuaciones generales que se 
van a estudiar en la tesis. 

En la tercera sección, se cambia el problema de encontrar soluciones 
periódicas de las ecuaciones generales al de encontrar ceros de un operador, 
esto para utilizar el grado topológico. Por último, este operador es linealizado. 

1.1. Ded ucción de las Ecuaciones 

Se dará una deducción de las ecuaciones de manera que sea adecuada 
para las aplicaciones. Se utilizará el término celdas para denotar osciladores, 
células, neuronas u otros. 

En la interacción química por difusión entre dos células, el tiempo nece
sario para el transporte o procesamiento de componentes químicos puede ser 
considerable. Además, los retardos en la difusión pueden depender de cada 
sustancia. Entonces surge la necesidad de que la interacción entre dos celdas 
dependa de todo el tiempo pasado, hasta cierto momento. 

Para poder tener retardos en las ecuaciones, es necesario hacer la siguiente 
observación: sea u( t) una función continua de [-a, bJ en IRk con a, b > 0, que 
representa las concentraciones de una celda. Para cada t E [O, b], la función 
u(t + O) es continua para O E [-a,O]. 

Definición 1.1 Se defíne la [unción ut(O) como 

1 



2 CAPÍTULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

donde C([ -a, O] ; ]Rk) representa el espacio de Banach de funciones continuas 
de [-a , O] a ]Rk , provisto con la norma del supremo. 

La dinámica interna de una celda debido a reacciones químicas u otros 
factores, está dada por un operador diferenciable 

Es decir, la ecuación para las concentraciones de una celda sola (sin acoplamien
tos) es 

d 
dt u(t) = h(ut

) = h(u(t + B)) 

donde h actúa como operador sobre u(t + B) como función de B. Lo anterior 
permite capturar el retardo, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.2 [Retardo FijoJSea h(u) = f(u(-r)) donde f es una función 
diferenciable de]Rm en ]Rm y r es fijo . Entonces la ecuación anterior es 

d 
dt u(t) = h(u(t + B)) = f(u(t - r)). 

Se considera que el acoplamiento entre cualesquiera dos celdas es el mis
mo. El acoplamiento es representado por el operador diferenciable 

que considera el efecto en la dinámica de la celda u, por la interacción con 
la celda w. Por ejemplo: 

Ejemplo 1.3 Si se acoplan dos celdas u y w, entonces sus ecuaciones son 

El caso general 
Se considera un anillo de n celdas, donde cada celda está descrita por 

una función Uj(t) = (u¡ ,j, ... , Um,j) E C(]R;]Rm) . Las componentes Ui ,j de Uj 
pueden ser concentraciones químicas, corrientes de iones, voltajes de mem
branas, etc. Para facilitar la notación se tomará a j módulo n, por ejemplo, 
uo(t) = un(t) o Un+l(t) = u¡(t). 
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Debido a que la forma del arreglo es un anillo, el acoplamiento de la celda 
j es sólo con las celdas adyacentes: j + 1 y j - 1. Por lo que el efecto por 
acoplamiento, en la ecuación de la celda j es 

Por lo tanto, la ecuación para las concentraciones de la celda j = O, ... , n - 1 
es 

con j módulo n. 
En las aplicaciones, el modelo puede ser alterado por pequeñas irregulari

dades físicas, incluyendo fluctuaciones estadísticas en la difusión o pequeños 
cambios que alteren la dinámica interna de las celdas. Para tener esto en 
cuenta, se pueden introducir parámetros que puedan representar a estas cir
cunstancias físicas. En esta tesis, h y 9 dependerán de un sólo parámetro 
J.l E lR, que representa los cambios externos en las celdas. 

Físicamente, se supondrá que el sistema anterior está originalmente en 
equilibrio, es decir, que se supondrá que para cada J.l E lR existe vJ1. E lRm 

tal que (vJ1.' ... , vJ1.) es equilibrio del sistema de ecuaciones anteriores. Se desea 
conocer bajo qué circunstancias existen soluciones periódicas que se bifurcan 
del equilibrio. Es decir, cuándo existe una rama de soluciones periódicas que 
dependen del parámetro, aparte del equilibrio. En la tesis se estudian las 
condiciones bajo las cuales esto sucede. 

1.2. Ecuaciones Generales 

En esta sección se dará la generalización de las ecuaciones de la sección 
anterior, de manera que la notación sea más simple. 

Las ecuaciones diferenciales con retardo que se estudiarán en esta tesis 
son 

(1.1) 

con j = O, .. . , n - 1 módulo n y las funciones Uj en C1([-a, b], lRm
) . 

Aquí f es un operador diferenciable de C ([ -a, O l; lRm 
) 3 X lR en lRm

, que 
satisface la condición 

f(v, u, w) = f(w, u, v). (1.2) 
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Esta condición refleja el hecho de que el acoplamiento es simétrico con las dos 
celdas adyacentes. Además, se supondrá que para cada p, E ]R existe vJ1. E ]Rm 

tal que f(vJ1., vJ1., vJ1.; p,) = O. Esto es, el punto vJ1.(·) = (vJ1., ... , vJ1.) es equilibrio 
del sistema de ecuaciones generales (1.1). 

Como primer ejemplo se recuperan las ecuaciones de la sección anterior. 

Ejemplo 1.4 Sean h( u; p,) y g( u, w; p,) como en la sección anterior. Entonces 

f( v, u, w; p,) = h(u; p,) + g(u, w; p,) + g(u, v; p,) 

satisface la condición (1.2). Por 10 que las ecuaciones de la sección anterior, 
son un caso particular de las ecuaciones generales. 

Ejemplo 1.5 (Acoplamiento no1inea1jSean h( u; p,) y g( u; p,) operadores dife
renciab1es de e([-a, OJ;]Rm) X ]R en ]Rm. Entonces 

f(v, u, w) = h(u; p,) + g(v - u; p,) + g(w - u; p,) 

satisface la condición (1 .2) . El operador h describe la dinámica interna de 
las concentracionesuj en las celdas. El operador 9 representa la fuerza 
de acoplamiento (no1inea1) entre celdas adyacentes, dependiendo sólo del 
gradiente de concentración (v - u) . 

Ejemplo 1.6 (Acoplamiento linea1jSea g( u; p,) un operador lineal G (p, )u. 
Entonces 

f(v , u, w) = h(u; p,) + G(p,)(v - 2u + w) 

satisface la condición (1.2). 

Para entender un poco la notación, se dan dos ejemplos de ecuaciones con 
acoplamiento lineal: unas con retardo fijo en la difusión y otras sin retardo. 

Ejemplo 1.7 (Retardo fijojEn este caso el operadorlinea1 G(p,)u es D(p,)u( -r) , 
donde D(p,) es una matriz continua con respecto a p" que representa la fuerza 
de acoplamiento. El operador hes h(u, p,) = f(u(O); p,) donde la función fes 
diferenciab1e de ]Rm x ]R en ]Rm , que representa la dinámica interna de cada 
celda. Entonces las ecuaciones son 
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Ejemplo 1.8 [Sin retardo}Si se toma r = O en el ejemplo anterior, las ecua
ciones son 

Además, si D(p,) es una matriz diagonal positiva, que representa la fuerza de 
acoplamiento por difusión, entonces se tienen las ecuaciones de Turing. 

Para escribir a las ecuaciones generales (1.1) en una sola ecuación vecto
rial, defínase a U como (uo, ... , un -¡) ya la función Ut como Ut(O) = U(t+O). 
Además, defínase a F(U, p,) como 

F(U, p,) = (Fo(U, p,), ... , Fn - 1 (U, p,)) 

Fj(U, p,) = f(Uj - l, Uj, Uj+l; p,) 

(1.3) 

con j módulo n. Entonces las ecuaciones generales (1.1), son equivalentes a 
la ecuación vectorial 

dU = F(Ut ) dt ,p, (1.4) 

con VILO equilibrio del sistema anterior, pues F satisface F(v lL , p,) = O. 

1.3. Linealización 

Se desea encontrar soluciones periódicas a la ecuación (1.4). Supóngase 
que U es una solución de período T . Haciendo el cambio de variable t( T) = 
T/V con v = 21f/T, se tiene que X(T) == U(t(T)) = U(T/V) es una función 
21f-periódica en T. Además dX!dT = (dU!dt)!v y 

Ut(O) = U(t + O) = U((T + vO)!v) = X(T + vO) = XT(vO). 

Entonces X es solución 21f-periódica de la ecuación 

(1.5) 

De esta manera, se cambia el problema de buscar soluciones de período T = 
21f / v de la ecuación (1.4), al de buscar soluciones 21f-periódicas de la ecuación 
(1.5). 
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Por definición de H1(Sl; IRmn) (ver apéndice), el operador derivada 8 : 
H 1 ---+ L 2 es continuo, con H 1 e L2 . De hecho, se conoce que H1(Sl) e 
GO(Sl) (ver apéndice), por lo que el operador F(X, J1) está bien definido 
para X E H1(S\IRmn). 

Por lo anterior, el operador F de H1(Sl; IRmn) x IR2 a L2(SI; IRmn) dado 
por 

F(X;J1,v) = v8X - F(X T (v()),J1) (1.6) 

está bien definido y es continuo. Además, si F(X) = O entonces X es solución 
débil de la ecuación (1.5). Si X es además diferenciable, entonces es una 
solución fuerte. ASÍ, se cambió el problema de buscar soluciones periódicas a 
(1.4) , al de buscar ceros del operador F . Esto con el fin de utilizar el grado 
topológico. 

Se desea linealizar a F(X) cerca del equilibrio v¡.t, pues F(v¡.t) = O. Para 
esto es necesario primero lineal izar a F(X ; J1) en V w 

Proposición 1.9 Sean fu(v¡.t) y fv(v¡.t) las derivadas (Frechet) parciales de 
f(v, u, w) con respecto a u y v, en (v¡.t, v¡.t, v¡.t) . Defínase el operador L(J1) de 
G([-a, O]; IRmn) en IRmn como 

(

fu fv O ... f v ) 
L(J1) = fv fu fv ... O , 

O fv fu .. . O 
fv O O . .. fu 

(1.7) 

con el operador fu(v¡.t) en la diagonal y fv(v¡.t) a los lados. Entonces L(J1) es 
la derivada de Frechet de F(X, J1) en Vw Además, L(J1) es diferenciable con 
respecto a J1 . 

Prueba. Como f es diferenciable, los operadores fu (v¡.t) y fv(v¡.t) de C([-a , O]; IRm) 
en IRm son lineales, acotados y diferenciables con respecto a J1. Lo cual implica 
que L(J1) es un operador diferenciable con respecto a J1. 

Además, de (1.2) se obtiene que fv(v¡.t) = fw(v¡.t). Como f(v¡.t, v¡.t , v¡.t ; J1) = 
O, entonces 

f(v¡.t + v, v¡.t + u, v¡.t + w; J1) = fv(v¡.t)v + fu(v¡t)u + fv( v¡t)w + 9 

donde 9 = o(lI(v , u , w)ll) . Ahora, sea la función X(T) = (xo, ... , xn -¡) con Xj 
en G([-a, O]; IRm), de la definición de Fj , dada en (1.3), se tiene 

Fj(X + v¡.t, J1) = fv(V¡.t) Xj-l + fu(v¡.t) x j + fv(v¡.t)xj+l + gj , 
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con gj(X, p,) = o(IIXII). Por lo tanto 

F(X + vIL,p,) = (Fo(X + VIL)' ... Fn-1(X + VIL)) = L(p,)X + 9 

con g(X, p,) = (go, ... , gn-l) Y 9 = o(IIXII)· 

Utilizando lo anterior en el operador F, dado en (1.6), se obtiene 

7 

o 

donde g(X, p" v) = _g(XT(VO), p,) es un operador de H 1 x JR2 a L2 tal que 
9 = o(IIXII)· 

Resumen 

Redefínase al operador F(X, p" v) de H 1 x JR2 en U como 

F(X, p" v) = voX - L(f.1:)XT(vO) + g(X, p" v) (1.8) 

con L(p,) dada en la proposición (1.7). Si se encuentra (X, p" v) tal que 
F(X, p" v) = O Y si X E C l

, entonces U(t) = X(tv) + VIL es una solución 
27T-j v-periódica de la ecuación (1.4). 

Por lo tanto, si se encuentra una rama conexa de ceros de F distinta de 
la trivial, se tendrá una rama local de soluciones periódicas que bifurcan del 
equilibrio, esto es la bifurcación periódica. En el caso que la rama que bifurca 
es de soluciones constantes, se dice que la bifurcación es estacionaria. 

El problema de encontrar bifurcación de soluciones periódicas se ha con
vertido en un problema de encontrar ceros. Por lo tanto, se puede olvidar a la 
ecuación diferencial y centrar la atención en el operador :F. En los tres capítu
los siguientes se estudiará el operador F y no se volverá a hacer referencia a 
la ecuación diferencial hasta el último capítulo. 
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Capítulo 2 

Ecuación de Bifurcación 

En la primera sección, se utilizan las series de Fourier para cambiar el 
problema de encontrar ceros del operador del capítulo anterior, al problema 
de encontrar ceros a un número finito de ecuaciones algebraicas. Esto se 
conoce como la reducción de Ljapunov-Schmidt. 

En la segunda sección, se analizan las simetrías de las ecuaciones gene
rales, es decir, la equivarianza. Después se hace el seguimiento de las simetrías 
hasta el sistema finito de ecuaciones, dado en la sección anterior. 

En la tercera sección, se hace un cambio de base en el sistema finito de 
ecuaciones, se describen las simetrías y se prueba equivarianza en la nueva 
base. Como se verá después, el cambio de base es necesario para los capítulos 
posteriores. 

2.1. Ljapunov-Schmidt 

El problema de encontrar los ceros de :F es de dimensión infinita, puesto 
que F es un operador definido en H l x ]R2. A continuación se hace la re
ducción a dimensión finita (Ljapunov-Schmidt), utilizando series de Fourier 
para descomponer al espacio H l

. 

Sea ¿lEZ Xl eilT la serie de Fourier de X (T) E H l (SI; ]Rmn), entonces Xl = 
X -l, pues X ( T) es real. Además, la serie de Fourier de XT (/lB) = X ( T + /lB) 
es ¿(eilvIJ Xl)eilT y la de aX(T) es ¿ (ilXl) eilT (ver apéndice). Utilizando 
esto, el operador F dado en (1.8) es 

F(X; ¡.¿, /1) = ¿:)i/llXl - L(¡.¿)(ei1vIJ Xl) + g¡JeilT 

tEZ 

9 
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donde gl(X) = 2~ Jo27r g(X(T),J-L,v)e-iITdT. 
Se va a estudiar el operador L(J-L) aplicado a una función como h(O)X , en 

particular a la función ei1v() Xl. 

Proposición 2.1 Sea h una función en e([-a, O]; IR). Supóngase que A : 
e([-a, O] ; IRm) -+ IRm es un operador lineal continuo. Entonces existen me
didas dJ-Lij que dependen sólo del operador A, tal que la matriz [Ah] = 

{J~a h(O)dJ-Lij(O)} de m x m satisface 

A(h(O)X) = [Ah]X 

para todo X E IRm. 

Prueba. Sea {ed;:l la base canónica de IRm, entonces A = 2:=}=1 Ajej donde 
Aj : e([-a, O]; IRm) -+ IR es un funcional lineal continuo. Sea x = (Xl, . .. , X m ) 

un vector en IRm y h(O) E e([-a, O]; IR), utilizando que el funcional Aj es 
lineal, se obtiene que Aj(xh(O)) = 2:;:1 XiAj(h(O)ei). Defínase a los fun
cionales Aij de e([-a, O]; IR) en IR como Aijh(O) = Aj(h(O)ei ), entonces 

m 

A(h(O)x) = 2: (Xi 2::
1 
Aj(h(O))) ej = [Ah]x 

j=l 

con la matriz [Ah] de m x m definida como [Ah] = {Aij(h(O))}ij. Además, 
por el teorema de representación de Riesz (ver apéndice), existe una medida 

dJ-Lij tal que Aiju = J~T UdJ-Lij. O 

Por la proposición anterior, se tiene la igualdad L(J-L)(h(O)X) = [L(J-L)h]X, 
en particular L(J-L)(ei),() X) = [L(J-L) ei),()]X. Sean las matrices [fu] = [fu(vll) ei),()] 
y [fv] = [fv(vll)ei),()]. Estas matrices dependen de (J-L, >'), entonces 

(2.1 ) 

Además, si se define a la matriz M(J-L, >') como 

(2.2) 
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entonces el operador F es 

F(X) = L[M(¡..t, ll/)Xl + g¡JeilT 

lEZ 

con M(¡..t, ll/) = M(¡..t, -ll/) y gl = g-l , pues F es real. 

Proposición 2.2 Para ¡..t fija, el conjunto {A : det M(¡..t, A) = a} es finito . 

Prueba. De la definición de [L(¡..t)h] se tiene 

con C(¡..t) una cota que no depende de A. Entonces 

por lo que M(¡..t, A) es invertible para IAI > C. 
Sea W(A) = det M(¡..t, A). Entonces W es una función analítica en A y 

W(A) i= a para Izl ~ C. Como una función analítica, distinta d~ cero, tiene 
ceros aislados (ver apéndice), entonces el conjunto {A : det M (¡..t, A) = a} es 
finito . O 

Sea J (de Invertible) el conjunto de las l's tal que M(¡..to, ll/o) es inver
tibIe. Nótese que si l E J, entonces -l E J pues M(¡..to, -LI/o) = M(¡..to, ll/o) . 
Además, si l E J, entonces M(¡..t, ll/) es invertible para (¡..t,I/) rv (¡..to, l/o), pues 
det M(¡..t, [1/) es continua y det M(¡..to , [l/o) i= a. 

Sea N (de No invertible) el conjunto de las l's tal que M(¡..to, [l/o) es no 
invertible. Por la proposición anterior, N es finito y la matriz M (¡..t, LI/) es 
invertible para 1/ rv l/o (1/ i= l/o), si l i= a. 

Ahora, se decompondrá el espacio L2 en dos subespacios, el de los modos 
invertibles (1) y el de los no invertibles (N) . Después, se utilizará el teorema 
de la función implícita para poner los modos invertibles en función de los no 
invertibles. Al final, se tendrá que encontrar ceros de F es equivalente a en
contrar ceros en los modos no invertibles (N) , con N finito, por la proposición 
anterior. 

Sea VI el subespacio {X E L2 
: Xl = a Vl E N} Y sea VN el sub espacio 

{X E L2 
: Xl = a Vl E I}, entonces L2 = VI E9 VN · Sean XI y X N las 

proyecciones de X E H 1 en VI y VN , entonces X = XI + X N con XI = 
~ X ilT X - ~ X ilT 
~IEl le y N - ~IEN le . 
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Sean los operadores F¡ (X, /1, /1) Y F N (X, /1, /1) las proyecciones en V¡ y 
VN de F(X, /1, /1) , entonces F = F¡(X) + FN(X) con 

IE¡ 

FN(X, /1, /1) = L[M(/1, l/l)X/ + g¡]eilr . 
lEN 

Por lo que F(X,/1,/I) = ° si y sólo si F¡(X,/1,/I) = ° y FN(X,/1,/I) = O. Se 
desea utilizar el teorema de la función implícita para F¡(X¡ + X N, /1, /1) = 0, 
con lo que se obtendrá que X¡ = X¡(XN). Esto lo garantiza lo siguiente. 

Proposición 2.3 En una vecindad U de (O, /10, /lo) E VN X IR?, existe una 
única [unción H(XN, /1, /1) de U en V¡ n H\ tal que H(O, /10 , /lo) = ° y 
F¡(H(XN) + X N, /1, /1) = ° para (XN, /1 , /1) E U. 

Prueba. Sea F¡(X¡; X N, /1, /1) = F¡(X¡ + X N, /1, /1) el operador de (V¡ n 
H 1

) x (VN x lR?) en V¡. El resultado se sigue de aplicar el teorema de la 
función implícita (ver apéndice), a F¡(X¡, X N, /1, /1) = 0, sólo hay que veri
ficar las hipótesis. Como F¡ es la proyección en V¡ del operador diferenciable 
F(X, /1, /1), con F(O, /1, /1) = 0, entonces F¡ es diferenciable en una vecindad 
de (O; 0, /10, /lo) Y F¡(O, 0, /1, /1) = O. 

Sólo falta verificar que Dx¡F¡(O; 0, /10, /lo) es un homeomorfismo lineal de 
(V¡ n H 1

) en V¡. Defínase el operador T de (V¡ n H 1
) en V¡ como 

T(X¡) = L M(/10, l/lo)Xleilr = /l08X¡ - L(/1o)X¡( T + /lo·), 
/E¡ 

este es un operador lineal y acotado. Como 

F¡(X¡ , X N, /1, /1) = L M(/1, l/l)Xlei/r + o(X¡ , X N), 
lE! 

entonces F¡(O + h, 0, /10, /lo) = T(h) + o(h) y T es la derivada parcial de T¡ 
con respecto a X¡ en (0 , 0, /10 , /lo). 

Como M (/10 , l/lo) es invertible para l E 1, el inverso de T es T- 1 X¡ = 

¿IE¡M(/10,t/lo)-lX/eilr . Además, para It/lol > C(/1o) se tiene 
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donde K no depende de l, entonces 

IIT-1 XIII~l ::; L(1 + l2) IIM-1 (¡Lo , lvo) 11211Xdl2 
::; K' IIXIII~2 . 

IEI 

Por lo tanto, T- 1 es continuo y T es un homeomorfismo. o 

Defínase a FÑ(XN) como 

FÑ(XN, ¡L, v) == FN(H(XN) + X N) = L[M(¡L, lv)XI + 9;(XN )Jeilr (2.3) 
lEN 

con 9;(XN, ¡L, v) = 91(H(XN) + X N) = o(XN). Por lo tanto, encontrar 
(X, ¡L, v) rv (O, ¡Lo, vo) tal que F(X, ¡L, v) = O, es equivalente a encontrar 
(XN, ¡L , v) rv (O, ¡Lo, vo) tal que FÑ(XN, ¡L, v) = O. 

Nótese que si N es vacío, entonces X N = O es la única solución a FÑ(XN) = 
O, por lo que X = H(O) + O = O es la única solución a F(X) = O. 

Se recuerda que F(X) es un operador real, entonces XL = X - L, M(¡L, lv) = 
M(¡L, -Lv) y 9L = 9-1· Por lo tanto FÑ(XN) = O si y sólo si M(¡L, lv)XI + 
9L( {XI}LEN·) = O para l E N+ == {l E N : l 2: O}, con 9i( {XL}IEN+) = 
91(XN ). Sea 

V* = {{X¡}IEN+ : Xo E ]Rmn, Xl E cmn para l > O}. 

Se define a F* de V* x ]R2 en V* como 

Entonces F*({X¡}IEN+) = O es equivalente a FÑ(XN) = O. 
En resumen 
El problema de encontrar (X, ¡L , v) rv (O, ¡Lo, vo) tal que F(X, ¡L, v) = O con 

X = ¿IEZ XleiLr , es equivalente al problema de encontrar ({XI} IEN+ , ¡L, v) rv 

(O, ¡Lo, vo) tal que F*( {Xl}, ¡L, v) = O, con N+ el conjunto de l's tal que l 2: O 
Y M(lvo, ¡Lo) es no invertible. Esto se conoce como la reducción de Ljapunov
Schmidt; y a F* = O se le conoce como la ecuación de bifurcación. 

En la siguiente sección, se verán las simetrías y el seguimiento de estas 
simetrías hasta la ecuación de bifurcación. 
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2.2. Equivarianza 

En esta sección se analizan las simetrías de las ecuaciones. 

Definición 2.4 Un espacio de Banach E es una representación del grupo f, 
si existe un homomorfismo p de f en GL(E) , donde GL(E) son los homo
morfismos en E. Se dice que f actúa en E por la acción p(¡)x. 

Un subgrupo de permutaciones G e Sn actúa en el espacio X = (xo, ... , xn -¡) 
con x j E ]Rm, como la representación p(¡) : G -7 G L(]Rmn) inducida por 

p(¡)X = (x"((O) , ... , x"((n - l)) 

para, E G e Sn' 

Ejemplo 2.5 El diédrico Dn e Sn, es el subgrupo de permutaciones genera
do por la rotación ((j) = j + 1 Y la reflexión ",(j) = n - j, con j = O, ... , n-1 
módulo n. 

Obsérvese que si 1 es la matriz identidad de m x m, entonces por definición 
de p, se tiene 

p(() = ( 1 

1 

... 1 

donde p(,) es una matriz de mn x mn. 

... 1 

Definición 2.6 Si B Y E son f-representaciones, con acciones p(¡) y p'(¡) 
respectivamente, entonces F : B -7 E es f-equivariante si F(p(¡)x) = 
p'(¡)F(x). 

Si F(X) es equivariante por p, se dice que el grupo f son las simetrías de 
las ecuaciones. 

Proposición 2.7 La [unción F(X, p,), dada en (1.3), es Dn-equivariante. Es 
decir, F(p(,)X, p,) = p(¡)F(X, p,) para todo, E Dn . 
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Prueba. Obsérvese que p(¡)F(X, p,) = (Fy(O) , •.. , F-y(n-l)) , por lo que F(X, p,) 
es r -equivariante si la condición 

es válida para todo j. Como Dn está generado por la rotación ( y por la 
reflexión /\', para probar la equivarianza de F(U, p,) sólo es necesario verificar 
la condición para ( y /\'. 

Para la reflexión /\', utilizando f(v, u, w) = f(w, u, v) se obtiene 

Fj(p(/\,)U) = f(U",(j-l)' U",(j) , U"'(j+l)) = f(u-j+¡, U_j, U-j-l) 
= f(u -j-¡' U_j, u_j+¡) = F_j(U) = F",(j) (U). 

Para la rotación (, se tiene 

Fj(p(()U) = f(U((j-l)' u((j) , u((j+l)) 

= f(uj, Uj+l, Uj+2) = Fj+l(U) = F((j)(U). 

Con lo cual se obtiene la equivarianza. o ' 

Proposición 2.8 Sea (¡, <p) la acción de r = Dnx51 en el espacio L2(51
, IRmn ) 

dada por 
(¡, <p)X(T) = p(¡)X(T + <p). 

Entonces el operador F , dado en (1.6), es f-equivariante . 

Prueba. De la proposición anterior y debido a que F(XT(V()), p,) no depende 
explícitamente del tiempo, se tiene 

(¡, <p)F(XT(v())) = p(¡)F(XT+'P(v())) 

= F(p(¡)XT+'P(v())) = F((¡ , <p)XT(v())). 

Además el operador derivada 8 es f-equivariante. Por lo que F(X) = v8X -
F(XT(VO)) es f-equivariante. O 

Definición 2.9 Sea x E E. El grupo de isotropía de f en x es el conjunto 
f x = {, E f : IX = x} . 
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Proposición 2.10 Si F(p(¡)X) = p'(¡)F(X) y F es el en Xo, entonces 

DF(p(¡)Xo)p(¡) = p'(¡)DF(Xo) 

para todo 'Y en f . En particular, si H = fxo , entonces DF(Xo) es H
equi variante. 

Prueba. Por un lado 

F(p(¡)(X + Xo)) - F(p(¡)Xo) = DF(p(¡)Xo)p(¡)X + ... , 

por otro lado 

F(p(¡)(X + X o)) - F(p(¡)Xo) = p'(¡)[F(X + Xo) - F(Xo)] 
= p'(¡)(DF(Xo) + ... ). 

Por uncicidad de la derivada, se tiene Df(p(¡)Xo)p(¡) = p'(¡)DF(Xo). O 

Por la proposición anterior, debido a que F es f-equivariante y a que 
f o = Dn x 51 , entonces vo-L(Jl) es f -equi variante. Además, la parte no lineal 
g(X) = F(X) - (voX - L(Jl)X) es diferencia de funciones f-equivariantes, 
por lo que g(X) también es f-equivariante. 

Proposición 2.11 El operador FÑ(XN ), dado en (2.3), es f-equivariante. 

Prueba. Como F es f-equivariante, entonces 

por lo que F¡ y F N son f -equi variantes. 
Si F¡(H(XN ) + X N ) = O, entonces 

0= (¡, <Pt 1 F¡(H(XN ) + X N ) 

= F¡ ( (¡, <p) -1 H (X N) + (¡, <p) -1 X N) = F¡ [ (¡, <p) -1 H ( (¡, <p) y N) + y N], 

y H es f -equivariante. 
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Utilizando lo anterior 

(¡, cp) FÑ(XN) = FN((¡ , cp) H(XN) + (¡, cp)XN) 

= FN(H((¡, cp )XN) + (¡,cp)XN) = FÑ((¡,cp)XN) 

que es la equivarianza. o 

Esto sugiere que la función F*,dada en (2.4), es f-equivariante por la 
siguiente acción. 

Proposición 2.12 Sea (¡, cp)* la acción de r = Dn x SI en el espacio V* 
dada por 

Entonces la [unción F* de V* en V* es f -equivariante. 

Prueba. Se utiliza que FÑ es f-equivariante. Se recuerda que XN(T) 
LIEN [M(lv,¡.t)XtleiIT . Entonces 

(¡, cp)XN(T) = ¿)eil'P p(¡)XI)eiIT y 
lEN 

FÑ((¡, cp)X) = ¿[M(lv, ¡.t) eil'P p(¡)XI + g¡( {eil'P p(¡)X¡} )JeiIT . 
lEN 

Además 

(¡, cp)FÑ(X) = ¿ p(¡)eil'P[M(lv, ¡.t)XI + g¡( {Xl} )JeiIT . 
lEN 

Como la expansión en series de Fourier es única se tiene 

que es la equivarianza. o 
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2.3. Cambio de Base 

El grupo r = Dn xS1 actúa en {X¡} E V· como (')', <p){XI } = {p(,),) eil'P Xl}. 
Obsérvese que Dn actúa igual en el modo Xl para toda l; la única diferencia 
es que el modo X o es real, y el modo Xl es complejo si l > O. Puesto que 
]Rmn está identificado con {X E cmn : X = X}, se puede pensar al modo X o 
en cmn . 

Notación 2.13 Se usará a ( para denotar a ( = 271" /n donde n es el número 
de celdas. Ya se ha utilizado a ( como la rotación en Dn , en lo sucesivo se 
utilizará indistintamente a (. 

Definición 2.14 Para k = O, ... , n - 1 módulo n, se define a los subespacios 
V(k) de cmn como 

Además, se definen isomorfismos T(k) de cm en V(k) como 

T(k)z = )n (zeOik(, zeik(, .. . , ze(n-l)ik(). 

Por ejemplo, se tiene que V(n-k) = V( -k) y T(n-k) = T( -k). Además, 
se puede probar que T(k) z = T( -k)2. 

Lema 2.15 
~ ij(k- l)( = { O si k 7: l módulo n 
Len si k = l módulo n . 
j=O 

Prueba. Sea k' = k - l 7: O módulo n, como ein( = 1, entonces 

n-l 

L eijk'( = (1 - eik'n()/(l - () = o. 
j=O 

,\"",n 1 " k' r Sea k' = O módulo n, entonces ~k;:'O el] ., = n. o 

Sea usará a [x] para denotar al primer entero superior de x E R Entonces 
[n/2] es n/2 si n es par, y [n/2] es (n + 1}/2 si n es impar. 
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Proposición 2.16 Sea {ei}~l la base canónica de en y sea {T(k)edf = 
{T(k) el , .. , T(k) em} .Se define a la matriz P de mn x mn como 

P = [{T(O) ei }~ , {T(I) ei }~ , {T( -1) ei }~, 

... , {T([n/2]- l) ed~ , {T(-([n/2] - 1)) ed~, {T([n/2]) ed~] . 

En el caso que n es impar, los vectores {T([n/2]) ed~ no aparecen. 
Entonces P es una matriz ortogonal, esto es, p-1 = pT. 

Prueba. Utilizando el lema anterior se tiene 

n-l 1 .. {1 si (k ,i) = (l,j) 
(T(k) ei, T(l) ej) = " -n e'J(k-I)( (ei, ej ) = O 

~ si (k, i) =1= (1, j) 
j=O 

Por lo que las columnas {T(k)ed~:: l de P forman una base ortonormal de 
enn . O 

Por lo tanto, para todo X E cmn existe un único 

Z = (zo, Zl, Z- l, ... , Z[n/2)- l , Z-([n/2)-1), Z[n/2)) E cmn 

tal que X = PZ = E~:¿ T(k) Zk, donde Z[n /2) no aparece si n es impar. 

Proposición 2.17 Sea VR el subespacio p-l(lRmn) de cmn , entonces la 
transformación lineal P : VR -+ IRmn es una biyección y 

En el caso que n es impar, el término Z[n/2) no aparece. 

Prueba. Si Z = (zo, Zl, L l, ... , Z[n/2)) E VR , entonces P Z = E~:¿ T(k)Zk E 

IRmn , por lo que PZ = PZ y 

n-l n-l n-l 

¿T(k)Zk = ¿T(k)Zk = ¿T(-k)Zk . 
k=O k=O k=O 

Como las Zk son únicas, necesariamente Z-k = Zk . Por lo tanto, Zo es real, 
Lk = Zk para O < k < n/2 y Zn/2 es real (si n es par). O 
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Notación 2.18 Se usará la notación M = diag(M1, M2 , . .. , Mm) , para de
notar la matriz diagonal 

Proposición 2.19 Sea Mk (j1, >') la matriz de m x m 

(2.5) 

con k módulo n. Defínase a la matriz M'(j1, >') como 

Mo 

M'(j1, >') = (2.6) 

M[n/21-1 
M[n/21 

donde el bloque M[n/21 no aparece si n es impar. Entonces p- 1 M(j1, >')P = 

M'(j1, >'). 

Prueba. Sea z E cm, entonces 

Usando la definición de [L(j1)éxo ], (2.1), se obtiene que 

Yj = (i>.e jik( - [Jv]e(j-l)ik( - [Ju]e jik( - [Jv]e(j+l)ik()z 

= ejik«(i>' - (e- ik( + eik()[Jv]- [Ju]) z = ejik( Mk(j1, >.)z 

con j módulo n. Por lo tanto M(j1, >')T(k)z = T(k)Mk(j1, >.) z. Utilizando que 
M(j1, >') es lineal en P Z = ¿~:~ T(k)Zk, se tiene 

n-l n-l 

M(j1, >.)PZ = L M(j1, >')T(k)Zk = LT(k)Mk(j1, >.)Zk = P M'(j1, >')Z 
1=0 1=0 



2.3. CAMBIO DE BASE 21 

por lo que MP = PM'. o 

Defínase a V' como 

ya;:' : V' --+ V' como 

Entonces 

:F'({Z¡}) = {P-IM(¡.t,lll)PZ¡ + P-lg¡({PZ¡})} 

= {M'(¡.t, lll)Z¡ + g;( {Z¡})} (2.7) 

con g:({Z¡}) = Pgi({PZ¡}). Como P es invertible, entonces ;:*({X¡}) = O 
es equivalente a ;:' ( {Z¡}) = O. Por lo tanto, se ha cambiado el problema de 
buscar ceros de la ecuación de bifurcación, ;:* = O, al de buscar ceros de ;:'. 
Ahora, se verá la equivarianza de ;:'. 

Proposición 2.20 Sea (¡, cp)' la acción de r = Dn x SI en el espacio V', 
dada por 

con 

1 

p'(() = 

-1 

1 

y p'(K) = 

O 1 
1 O 

Entonces la [unción ;:'({Z¡}¡EN+) de V' en V' es r-equivariante. 

Prueba. La acción de p(() en T(k)z es 

p(()T(k) z = p(()(zeOik(, zeik(, ... , ze(n-ljik() 

= (zeik(,ze2ik(, ... ,ze(n-ljik(,zeOik() = T(k)(eik(z). 

1 
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Bajo la acción de p( K) se tiene además que 

p(K)T(k) z = p(K)(zeOik( , zeik(, ... , ze(n- l)ík() 

= (zeOik( , ze - ik( , ... , ze-(n- l)ik() = T( -k)z. 

Usando que p(--y) es lineal en P Z = I:~:~ T(k) Zk, se tiene 

n-l n- l 

p(()P Z = ¿ p(()T(k)Zk = ¿T(k)(eik( zd = Pp'(()Z 
k=O 1=0 

n-l n - l n-l 

p(K)PZ = ¿p(K)T(k)Zk = ¿T(-k)Zk = ¿T(k)z_k = Pp'( K)Z. 
k=O 1=0 1=0 

Por lo tanto p(--y)P = Pp'(--y) para 'Y E Dn. 
Utilizando lo anterior 

F'((--y ,cp)'{Z¡}) = F'({p'(--y) e;I <p Z}) = P-1F*({Pp'(--y)eil<PZ}) 

= P-lF*({p(--y)eil<pPZI}) = P-1F*((--y ,cp)*{PZI }) 

= p-1(--y ,cp)*F*({PZ1}) = (--y ,cp)'P- 1F*({PZ1}) 

= (--y, cp )' F' ( { Z¡} ) 

que es la equivarianza. o 

Se recuerda que la matriz M'(¡..t, O) está restringida a Zo E VR , un subes
pacio de dimensión mn real. Si Zo E VR , entonces Zo = (ZO,Zl ,Z!, ... ,Z[n/2]) 
con zo , Z[n/2] E ]Rm y zk E cm para O < k < [n/2J . En el caso O < k < 
[n/2]' se tiene que el bloque diag (Mk(¡..t, O), Mk(¡..t , O)) de la matriz M'(¡..t , O) , 
está restringido al subespacio {( z, z) : z E cm} . La acción en este bloque 
está dada por 

( 1 O), ( e
ik

( 1 O ) , (O 1) p(cp) = O 1 ,p (() = O e-ik(I Y p (K) = 1 O . 

Lo anterior es equivalente por el isomorfismo T( z, z) = z de {( z, z) : z E cm} 
en cm , a la aplicación de la matriz Mk(¡..t , O) en cm , con la acción dada por 

p'(cp) = 1, p'(K)Z = z. (2.8) 

Por lo tanto, se puede redefinir a M'(¡..t, O) como 

M'(¡..t, O) = diag(Mo(¡..t, O) , ... , Mk(¡..t , O), ... , M[n/2](¡..t, O)) . 
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Donde los bloques Mo (f.l, O) Y M[n/2] (f.l, O) están restringidas a ]Rm. Además, 
la acción en Mo es la trivial, y la acción en M[n/2] está dada por: p'(rp) = I, 
p'(() = -J Y p'(",) = J. 

Resumen 

En la primera sección se probó que encontrar una rama de ceros de 
F(X, f.l, v) cerca de (O, f.lo, vo), es equivalente, a encontrar una rama de ceros 
de la función F*(Z, f.l, v) cerca de (O, f.lo, va). 

En la segunda sección se probó que F es equivariante por la acción del 
grupo Dn x SI, donde Dn está generado por la rotación (, y la reflexión "'. 
Después, se probo que F* es equivariante usando que F lo es. Por lo que las 
simetrías de las bifurcaciones de F* , son las simetrías de las bifurcaciones de 
F. 

En la tercera sección se cambio de base la función F*, con lo que se 
obtuvo F'. Por lo tanto, encontrar una rama de ceros de F(X, f.l, v) cerca de 
(O, f.lo, va) es equivalente a encontrar una rama de ceros de F'(Z, f.l, v) cerca 
de (O, f.lo, vo). Además, las simetrías de las ramas de ceros de F y F' son las 
mismas. 

Ahora, para no hacer referencia al contenido del capítulo, se presentarán 
con algunas modificaciones, las definiciones y resultados del capítulo que se 
necesitarán después. 

Ecuación de Bifurcación 

Se encontraron matrices [fu] y [fv], que dependen de (f.l, >'), las cuales 
satisfacen 

para todo X E ]Rm (ver la proposición 2.1). Se definió a la matriz Mk(f.l, >') 
como 

La matriz Mk(f.l, >') no es invertible para un número finito de >"s, por la 
proposición (2.2). Además, para (f.lo, vo) fijo, se definió a N+ = {l¡, ... , lm} 
como el conjunto de l's tal que l 2': O Y Mk(f.lo, lvo) es no invertible para algún 
k = O, ... , [n/2]. 



24 CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE BIFURCACIÓN 

La función F ' de V' en V' está dada por 

F'(Z, J-l, v) = B'(J-l, v)Z + G'(Z, J-l , v) 

con G'(Z, J-l, v) = o(Z), Z = (Zlo' Zl¡ , .. . , Zlm) E V' Y 

B'(J-l, v) = diag(M'(J-l, lov), ... , M'(J-l, lmv)) 

con M' definida en la proposición (2.19). 
Ahora, se dará la matriz B ' explícitamente y se describirá la equivarianza 

en cada bloque de B' . Dentro del análisis de la bifurcación, se distinguirán 
dos casos, según sean las matrices Mk(J-lo, O) invertibles o no. 

Se pedirá como hipótesis , que la matriz B' (J-l, v) sea invertible para J-l fV J-lo 
(J-l i- J-lo) , esto se necesitará para poder definir el grado topológico. 

1. Bifurcación Periódica 

En este caso, se pedirá que la matriz Mk(J-lo, O) sea invertible para 
todo k. Para (J-lo, vo) fijo, entonces O ~ N+ = {lI, ... , lm}. Se define a 
Bk,I(J-l , v) para L> O como 

B _ { Mk(J-l, Lv) k = O, [n/2] 
k,I(J-l , v) - diag(Mk(J-l, Lv), Mk(J-l, Lv)) O < k < [n/2] . 

Entonces la matriz M'(J-l, Lv) = (BO,I, ... , B[n/2J,1). Como O ~ N+, la 
matriz B' (J-l , v) es 

B'(J-l, v) = diag(M'(J-l, lov), ... , M'(J-l, Lmv) 

= diag(Bo,I¡, ... , B[n/2),1¡ , ... , Bk,l , ... , BO,lm ' ... , B[n/2J,lm)· 

Sea J la identidad de m x m. La equivarianza de la ecuación de bi
furcación , se puede describir en los subespacios correspondientes a los 
bloques Bk,I(J-l, v), como sigue: 

a) En el subespacio cm de la matriz BO,I, se tiene la acción p' (r.p) = 
eil<p J y p'(¡) = J. 

b) En el subespacio cm x cm de la matriz Bk,l con O < k < [n/2]' se 
tiene la acción p' (r.p) = eil<p diag(I , 1) , 

I ( eik(J O ) 
p (() = O e-ik(J 
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e) En el sub espacio cm de la matriz B[n/2],1, se tiene la acción p' (rp) = 
eil'Pl, p'(() = -1 Y p'(/'í,) = l. 

En este caso, la matriz B' (p" v) es invertible para v I"V Vo (v =f. vo), por 
la proposición (2 .2). Y se pedirá que B'(p" v) sea invertible para p,1"V p'o 

(p, =f. P,o). 

2. Bifurcación Estacionaria 

Si Mk(P,o, O) no es invertible para algún k, entonces se puede tomar un 
Vo tal que N+ = {O}. En este caso B'(p" v) = M'(p" O) y la matriz 
B'(p" v) no depende de v. Defínase a Bk(p,) como 

Entonces N+ = {O} Y la matriz B'(p" v) es 

B'(p,) = M'(p" O) = diag(Bo, ... , Bk, ... , B[n/2J). 

La equivarianza de la ecuación de bifurcación, se puede describir en los 
subespacios correspondientes a los bloques Bk(p,), como sigue: 

a) En el subespacio IRm de la matriz Bo(p,), se tiene la acción trivial 
p'(¡, rp) = l. 

b) En el subespacio IRm x IRm ::::= cm de la matriz Bk(p,) con O < 
k < [n/2]' se tiene la acción en z = Xl + iX2 E 1R2m dada por 
p'(rp) z = z, p'(() z = eik(z y p'(",) z = z. 

e) En el subespacio IRm de la matriz B[n/2J(p') , se tiene la acción 
p'(rp) = 1, p'(() = -1 Y p'(/'í,) = l. 

En este caso, la matriz B' (p,) no depende de v, esta es la razón por la 
que se toman dos casos. Se pedirá que B'(p,) sea invertible para p,1"V p'o 

(p, =f. P,o). 

En este momento se puede olvidar el operador F. Ahora, el problema 
es encontrar ramas de ceros de la ecuación algebraica equivariante: F' = 
B' Z + G'(Z) = o. En el siguiente capítulo, se define el grado topológico 
equivariante, necesario para aplicarlo a la ecuación F' = O, lo cual dará las 
condiciones para la bifurcación. 
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Capítulo 3 

Grado Equivariante 

En el capítulo anterior, se redujo el problema de encontrar soluciones 
periódicas, al de encontrar ramas de ceros de la ecuación de bifurcación. 

En la primera sección, se resumen las definiciones y los resultados de re
presentaciones de grupos. Se hace la construcción del grado topológico equi
variante y se dan sus principales propiedades. Además, se dan los resultados 
topológicos necesarios para resolver el problema de la tesis. Es importante 
mencionar que los teoremas no se presentan en su forma general, sino enun- , 
ciados de la manera como se utilizarán en la tesis. 

En la segunda sección, se utilizan los resultados del grado equivariante, 
para encontrar las condiciones que garanticen la existencia de ceros en la 
ecuación de bifurcación, del capítulo anterior. 

3.1. Grado Equivariante 

Si r un grupo de Lie compacto, se recuerda que un espacio de Banach E 
es un r -espacio o representación, si existe un homomorfismo de grupos 
p : r -t G L( E), donde G L( E) es el grupo de isomorfismos lineales en E. A p 
se le llama una representación de r. En lo sucesivo B y E serán r-espacios . 

Representaciones de grupos 

Sea x E E, se recuerda que el grupo de ¡sotropía de r en x es el 
conjunto r x = b E r : IX = x} y que es un subgrupo cerrado de r . Se dice 
que x E E es un punto fijo de r, si r x = r. 

27 
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Definición 3.1 Sea H un subgrupo de r (H < r), se define el espacio de 
puntos fijos de H , como el su bespacio de E dado por EH = {x E E : ,x = x 
V, E r} . 

Nótese que EH es cerrado. En particular, x E E es un punto fijo de r, si 
y sólo si x E E r , a E r se le llama el espacio de puntos fijos de r. Además, si 
H < K, entonces E K < EH. 

Definición 3.2 La órbita de x por r es el conjunto rx = {Tx : , E r}. 

Se puede probar que rx es homeomorfo a r Ir x, que r "IX = ,r,-l y que 
las órbitas forman una partición de E. El conjunto E Ir es el espacio de 
órbitas de E con respecto a r. 

Definición 3.3 Dos puntos x y y tienen el tipo de órbita (H), si existen 
'0 y,l tal que H = ,ülrx,o = ,¡lrY'l' 

Es decir, x y y tienen el mismo tipo de órbita si tienen grupos de isotropía 
conjugados; ésto sucede en particular si x y y están en la misma órbita rx. Si 
E es de dimensión finita, entonces existe un número finito de tipos de órbita. 

Definición 3.4 Un conjunto n e B es r -invariante, si para toda x E n se 
tiene rx e n. Una [unción f : n -+ E es r - equivariante en un conjunto 
invariante n, si f(Tx) = ,'f(x) para x E n. 

Si la acción en E es trivial, se dice que f es r -invariante. Nótese que si 
f(x) = O, entonces f(Tx) = O para, E r, es decir, f se anula en toda la 
órbita rx. 

Definición 3.5 Una representación E de r es irreducible, si E no tiene 
subespacios invariantes propios. 

Es decir, E es irreducible, si los únicos subespacios invariantes son E y 
{O}. 

Definición 3.6 Si H es un subgrupo de r, el normalizador de H en r es 
el subgrupo 

Nr(H) = {, E r: ,-lH, eH} 

y el grupo de Weyl de H es Wr(H) = Nr(H) I H. 
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Observación 3.7 Como r es un grupo de Lie y la acción es lineal, existe una 
integral para las funciones reales continuas definidas en r, con la propiedad 
de invarianza y normalización. Esta integral es la de Haar. 

Esto permite probar que toda representación finita es equivalente a una 
representación ortogonal; construir vecindades invariantes, proyecciones y ex
tensiones equivariantes; probar el teorema de extensión homotópica equiva
riante de Borsuk, etc. (ver [Ize}). 

Grupos de homotopía 

Definición 3.8 Sean Fo, Fl : ñ -7 E funciones r-eq uivarian tes, no nulas 

en oo.. Se dice que Fo Y Fl son r -homotópicas, Fo ,S F1 , si existe una 
deformación continua Ft : ñ x [O, 1 J -7 E , tal que Ft es r -equivariante y no 
nula en 00. para toda t. 

Sea Br = {x E B: Ilxll ~ r} una bola de B. Si la representación p es una 
isometría (como en la tesis), entonces Br es invariante. Sea {J el conjunto de 
todas las funciones equivariantes: 

F : [O, 1 J x Br -7 lR x E 

F: SB ~ 0([0, 1J x Br) -7 SE ~ lR x E - {O}. 

Si Er = {O}, se restringe {J a funciones con la primera variable positiva, esto 
para poder definir la suma. 

La r-homotopía es una relación de equivalencia en el conjunto {J. Denótese 
a la clase de equivalencia de F por [FJr Y al conjunto de clases de equivalencia 
por nr [SB, SEJ = {J / I'V . Contrayendo las tapas {O} x Br y {1} x Br a un 
punto, se puede probar que para toda F E {J, existe una G E {J, tal que 
[FJr = [GJr y G(t, x) = (1, O) para t = O, l. Con esto se puede dar una suma 
en nr 

{ 
F(2t, x) para t E [0,1/2J 

[FJr + [GJr = [F EB GJr con F EB G = G(2t _ 1, x) para t E [1/2, 1J 

que está bien definida y con la cual nr[SB, SEJ es un grupo. El elemento 
neutro del grupo es [(1, O)Jr y el inverso de [FJr es [F(l - t , x)Jr. Además, el 
gru po nr es abeliano si dim B r > O (ver [Ize]) . 
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Teorema 3.9 Si B =]Rk X E, el grupo 

rr'[slRk XE,SE] = rrk - 1 x Z x ... x Z 

tiene una copia de Z, por cada tipo de órbita (H) tal que dim W(H) = k 
Y H es biorientable, es decir, tiene una orientación invariante por trasla
ciones izquierdas o derechas. El grupo rrk - 1 comprende a las órbitas (H) con 
dim W(H) < k . 

Definición del Grado 

Definición 3.10 Sea U una r-representación, la r-suspensión de una fun
ción equivariante f : B -+ E, es el mapeo ~u f = (J(x), u) de B x U en 
Ex U. 

Si a FE '13 le asociamos [F], en rr'[SB, SE], entonces a ~U F = (F(x), u) 
le asociamos un elemento [EU FJr en rr'[SB XU, SEXU]. Se puede probar que la 
función EU de rr'[SB, SE] en rr'[SBXU, SExU], dada por ~u[F], = [EU F]" 
está bien definida y es un morfismo de grupos. 

Sea f : Br -+ E una función equivariante tal que f(x) =1= O para x E aBr. 
Se define a la suspensión de f por 2t - 1, como el mapeo (EO f)(t, x) = 
(2t - 1, f(x)) de [0,1] x Br en ]R x E . Entonces EO f E '13 pues EO f = O sólo 
si t = 1/2 Y f(x) = O. 

Definición 3.11 El grado r-equivariante de f es la clase de homotopía de 
EOf 

Observación 3.12 Se puede definir el grado equivariante en cualquier do
minio invariante y acotado. Primero, se extiende la función de forma equiva
riante, a una bola que contenga al dominio. Si la extensión no tiene nuevos 
ceros, se define el grado como la clase de homotopía de la suspensión, de la 
extensión. Si la extención tiene nuevos ceros, se construye una función de 
Urysohn invariante para una vecindad del dominio y se suma a la primer 
variable, para que los ceros estén en el dominio (ver [Ize)). 

Se puede probar que el grado tiene las siguientes propiedades. 

(PI): Existencia. Si deg(J; n) es no trivial, entonces existe un x E n tal 
que f(x) = O 
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(P2): Invarianza f-homotópica Si f¡ ,S h, entonces se tiene deg(f¡; O) = 
deg(fz; O). 

(P3): Escisión. Sea 0 0 e O un subconjunto abierto e invariante de O. Si 
f : n -+ E es no cero en el complemento de 0 0 , entonces deg(f; O) = 

deg(f; 0 0 ) 

Universalidad Sea 6..(f; O) otro grado f-equivariante con las propiedades 
anteriores. Si 2:0 es uno a uno, entonces 6..(f; O) =1= O implica que 
deg(f; O) =1= O. 

El Jr -homomorfismo 

Sea A E lRn
, supóngase que B(A) es una familia de matrices f-equivariantes 

para Bp = {IIAII :S p}, invertibles en 8Bp ~ sn-l. Se tiene una aplicación 
B(A) : sn-l -+ GLr(V), donde V es una representación de dimensión finita 
y GLr(V) es el conjunto de matrices invertibles f-equivariantes . 

La matriz BO(A) es f-deformable a B1(A), si existe un mapeo Bt : [O, 1J x 
sn- l -+ GLr(V) continuo. Si se consideran todas las f-homotopías de fa
milias de matrices B(A) : sn-l -+ GLr(V), se obtiene un elemento de 
IIr[sn-l, GL(V)J. 

Teorema 3.13 El grupo GL(lRd) tiene dos componentes caracterizadas por 
el signo del determinante y II[SO, GL(r)J ~ Z2, donde B(A) es no trivial si 
y sólo si su determinante cambia de signo. 

Sea GL+(lRd) el conjunto de matrices con determinante positivo. El grupo 
II[Sl, GL+(lRd)J es abeliano con [BJ + [DJ = [BDJ. Además, este grupo es 
isomorfo a Z y está generado por 

A(~, v) = (~ -;) . 

Si d > 2, el grupo II[SI, GL +(lRd)J es isomorfo a Z2 y está generado por 
diag(A, Id - 2 ). 

El grupo II[SI,GL(ct)J es isomorfo a Z, donde M(A) es deformable a 
diag(det M(A), Id- d. Además, dos familias son homotópicas, si y sólo si los 
determinantes complejos, como mapeos de SI en e - {O} , son homotópicos. 
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Sea B(2p, 210) la bola 

B2p x B2f: = {(>' , x) E IRn x V : 11>'11 ~ 2p, Ilxll ~ 210} 

Y sea B(>') como antes, se define el mapeo Jr de B(2p, 210) en IR x V como 

f(B(>')x) = (p - 11>'11, B(>')x). 

Entonces Jr(B(>.)) es no cero en la frontera de B(2p, 210). Además , si B(>') 
es r-homotópica a C(>') en 8B2p ~ sn-l, entonces Jr(B(>.)) es r-homotópi
ca a Jr(C(>.)). Por lo tanto se induce un mapeo Jr de rrr[sn-l,GL(V)] en 
rrr[SlRn-1 xV, SV]. Este mapeo es un morfismo de grupos, si todos los deter
minantes de los bloques con representación real de B(>') , son positivos. 

3.2. Aplicación a Bifurcación 

Ya se definio el grado, ahora, se usará para la ecuación de bifurcación 
del capítulo anterior. En el resumen del capítulo anterior se presentaron dos 
casos, ahora, se analizarán estos. 

3.2.1. Bifurcación Periódica 

Este es el caso en el que O ti:. N+. Sea>. = (p" 1/) E IR2
, para >'0 = (P,o, l/o) 

fijo , defínase 

B(>')x + G(x, >') == B'(>. + >'o)x + G'(x, >. + >'0) 

con B'(>')x + G'(x, >') dada en el resumen del capítulo anterior. 
Entonces B(>') es invertible para 11>'11 rv O (>' i- O), pues B'(>') es invertible 

para>. rv >'0 (>' i- >'0). Además, la ecuación de bifurcación B'(>')x + G'(x, >') 
tiene una rama de ceros cerca de (O, >'0), si B(>')x + G(x, >') tiene una rama 
de ceros cerca de (O, O) . 

Defínase el mapeo F(>', x) : B(2p,2E) -+ IRx V como 

F(>', x) = (lIxll - E, B(>')x + G(x, >')) 

con B(2p, 2E) = {(>., x) E IR2 X V : 11>'11 ~ 2p, IIxll ~ 210}. Aquí 8B(2p, 210) ~ 
SlRxv . Si deg(F; B) está bien definido y deg(F; B) i- O para p, E rv O, entonces 
existe x tal que F(>', x) = O. Esto es, para E rv O y >. rv O existe x tal que 
IIxll = E Y B(>')x + G(x, >') = O, que es una rama local conexa de ceros de la 
ecuación de bifurcación. 
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Proposición 3.14 El grado deg(F; B) está bien definido y 

deg(F; B(2p, 2E)) = EO Jf ([B(A)X]) E nf (SlR
2
xV, SlR xV). 

Prueba. Si (A, x) E 8B, entonces IIAII = 2p o IIxll = 2E. Si IlAII = 2p, la 
matriz B(A) es invertible para p rv O y por el teorema de la función implícita, 
si E rv O, la única solución de B(A)X + G(x, A) = O es x = O, por lo que 
F = (-E , G ) =1 O. Si IIxll = 2E, se tiene F = (E, Bx + G) =1 O. Por lo tanto 
F =1 O en 8B y el grado equivariante de F está bien definido. 

Ahora, el mapeo H t = (lIxll - E, B(A)X + tG(x, A)) es r-equivariante y 
distinto de cero en 8B para cada t, pues G(x, A) = o(x) es r -equivariante. 
Por lo tanto, H t es una r-homotopía admisible que deforma F en 

(lIxll - E, B(A)x). 

Además, sea 

H t = (t(IIxll - E) + (1 - t)(p - IIAII)' B(A)X). 

Si B(A)X = O en (A, x) E 8B, entonces "xII = 2E Y B(A) es no invertible o 
IIA" = 2p Y B(A) es invertible, pues B(A) es invertible para A =1 O (A rv O) . 
En el primer caso "xII = 2E Y A = O, por lo que la primera componente de 
H t es positiva. En el segundo caso "AII = 2p Y x = O, por lo que la primera 
componente de Ht es negativa. Por lo tanto, Ht =1 O en 8B y Ht es una 
r-homotopía admisible de (IIxll - E, B(A)X) en 

Jf(B(A)X) = (p - "A", B(A)X). 

Por la propiedad (P2), de invarianza r-homotópica, se tiene que deg(F; B) = 

deg(Jf(B(A)x); B). O 

Proposición 3.15 Sea [FH] el generador de una copia de Z en el grupo 
nf (SlR2 

x V , SlRx V). Se tiene que 

deg(F; B(2p, 2E)) = [Fo]r + ¿ dH[FH]f 

donde la suma es sobre los tipos de órbita (H) tales que dim W(H) = 1 Y 
H es biorientab1e. Donde dH es el número de rotación de det Bk,l tal que V H 

corresponde al bloque Bk,l' 
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Prueba. Como Jf : rr l (GL(V)) -t rrf(sIRXV , SV) es un morfismo de grupos 
y 

B(J-l, v) = diagk,I(Bk,l) = rr diag(I, Bk,l, 1) 
k;l 

= diag(Bo,I¡, 1) ... diag(I, Bk,l, 1) .. . diag(B[n/2J,lm)· 

Entonces Jf([B]) = Lk,l Jr([diag(I , Bk,l, 1)]). Denótese por ¿;f a la suspen
sión por identidades, ¿;f Jf([Bk,¡J) = Jf([diag(I, Bk,l, 1)]), entonces 

Jf([B]) = L¿;f Jf([Bk,¡J). 
k,l 

Ahora, cada matriz Mk(lv, J-l) es deformable a la matriz diag(det Mk, 1) , 
pues son matrices complejas. Para k = O o k = n/2, se tiene que Bk,l = 
Mk Y el grupo actúa multiplicando por una constante. Entonces Bk,l es r
deformable a diag(det Bk,l, 1). Para O < k < n/2, los bloques Bk,l son Bk,l = 
diag(Mk, M k) y el grupo actúa constante en los bloques. Entonces Bk,l es 
r -deformable a ~ 

diag(det Mk, 1, det Mk, 1) 

que se denotará por diag( det Bk,l, 1). Por lo tanto, se tiene que Jf ([ B]) = 
Lk,l ¿;f Jf ([det Bk,¡J) y 

deg(F; B(2p, 2é)) = L ¿;O¿;f Jf([det Bk,¡]) . 
k,l 

Ahora, el grupo 

tiene una copia de Z por cada tipo de órbita (H) tal que dim W(H) = 1 Y 
Hes biorientable. Esto es, si [FJf E rr f (sIR

2
xV, SIR XV ) entonces 

[FJf = [FOJf + 
(H), dim W(H)=1 

con dH E Z y con [FHJf un generador de una copia de Z en el grupo rr f . 

Sea dk ,l el número de rotación del mapeo de det Bk,l(>') de SI = {J-l2 + 
v2 = 4p2} a <C - {O} . Usando condiciones para conocer cuándo ¿;o y ¿;f son 
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inyectivas o suprayectivas, y viendo directamente los generadores, se puede 
probar que 

~o~r Jr([det Bk,¡]) = [F.]r + ¿ dk ,¡[FH]r, 

donde la suma es sobre las tipos de órbita (H) tal que dim W(H) = 1 Y H 
es biorientable, con el sub espacio V H correspondiendo al bloque Bk,l. O 

Si dH # O, como cada [FH]r es un generador, no se puede extender sin 
ceros en V H a F, entonces existe x E V H tal que F(J-l, v, x ) = o. Además, 
como F es equivariante, F se anula en toda la órbita fx . 

Más aún, el número de rotación de det Bk,l es distinto de cero si y sólo si 
el número de rotación de det Mk(J-l, Lv) es distinto de cero, pues 

et -d B {
det Mk(J-l , Lv) k = O, [n/2] 

k,l - [det Mk(J-l , lv)J2 O < k < [n/2] 

3.2.2. Bifurcación Estacionaria 

Este es el caso en el que O E N+. Defínase el mapeo F(J-l, x) : B(2p,2E) -7 

lRx V como 

F(J-l, x) = (1Ixll- E, B'(J-l + J-lo)x + G'(x, J-l + J-lo))· 

con B(2p,2E) = {(J-l, x) E lR x V : IIAII :::; 2p,lIxll :::; 2E}. Aquí 8B(2p,2E) ~ 
SV. Si deg(F; B) está bien definido y deg(F; B) # O para p, E rv O, entonces 
existe x tal que F(J-l, x) = O. Esto es, para E rv O y J-l rv J-lo existe x tal que 
IIxll = E Y B'(J-l)x + G'(x, J-l) = O, que es una rama local conexa de ceros de 
la ecuación de bifurcación. 

Con los mismos argumentos anteriores, se puede probar que 

deg(F;B(2p, 2E)) = ~oJr([B(J-l)x]) E rrr(SlRx v ,SlRxV), 

donde Jr(B(A)x) = (p-J-l2, B(J-l)x) es un morfismo de grupos de rr(SO, GL(V)) 
en rrr (SV , SV). Con esto se prueba que 

donde la suma es sobre los tipos de órbita (H) tales que IW(H)I < oo. Con 
[FH] el generador de un Z en rrr(SlRxv, SlRxV) y con dH el índice de det Bk(J-l) 
tal que V H corresponde al bloque Bk(J-l) . 
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Si dH #- O, F no se puede extender sin ceros en VH pues cada [FHlr es un 
generador, entonces existe x E V H tal que F(/-L , v, x ) = O. Además, el índice 
de det Bk (/-L) , dH, es no trivial si y sólo si det Bk(/-L) cambia de signo cuando 
/-L cruza por /-Lo· 

Ahora, si O < k < [n/2]' entonces det Bk(/-L) = [det Mk(/-L , 0)]2 es positivo. 
Por lo tanto, el índice de det Mk(/-L , O) para O < k < [n/2] es cero y no existe 
bifurcación en estos casos. 

Resumen 

Para (/-Lo , va) fijo, la ecuación de bifurcación F' = B'(/-L , v)x + G'(x, /-L, v), 
que se obtuvo en el capítulo anterior, tendrá una rama de ceros cerca de 
(O, /-Lo, va), dependiendo de que Mk(/-Lo, O) sea o no invertible. 

1. Bifurcación Periódica. En este caso, se necesita que la matriz Mk(/-Lo, O) 
es invertible para todo k. 

Sea Rotk,l(/-LO, vo) el número de rotación de det Mk(/-L , lv) alrededor de 
(/-Lo, vo)· Si Rotk,l(/-LO , vo) #- O, entonces por cada tipo de órbita (H) tal 
que dim W(H) = 1 Y con V H correspondiente a Bk,¡ , existe x E (L2)H 
tal que F'(x, /-L, v) = O para (x , /-L, v) cerca de (O, /-Lo, vo) . Es decir, existe 
una rama local conexa de ceros de F que bifurca de (O, /-Lo, vo) , con 
simetrías H. 

2. Bifurcación Estacionaria 

Para k = O, [n/2]' si det Mk(/-L, O) cambia de signo en /-Lo, entonces por 
cada tipo de órbita (H) tal que dim W(H) = O Y con V H correspon
diente a Bk, existe x E (L2)H tal que F'(x, /-L , v) = O para (x, /-L , v) cerca 
de (O, /-Lo, vo). Es decir, existe una rama local conexa de ceros de F que 
bifurca de (O, /-Lo, vo), con simetrías H. 

Ya se han encontrado las condiciones para la bifurcación. Ahora, el proble
ma es encontrar los grupos de isotropía que darán bifurcación. En el siguiente 
capítulo se encontrarán los grupos de isotropía y sus espacios de puntos fijos. 
Estos darán las simetrías de las ramas bifurcadas. 



Capítulo 4 

Grupos de Isatrapía 

En el capítulo anterior se encontraron las condiciones para la bifurcación. 
Ahora se darán los resultados algebraicos necesarios para conocer las simetrías. 

En la primera sección, se encuentran las representaciones irreducibles del 
grupo de simetrías. En la segunda sección, se buscan los grupos de isotropía 
de estas representaciones, con sus grupos de Weyl. En la tercera sección, se 
encuentran los espacios de puntos fijos. 

4.1. Representaciones Irreducibles 

En el resumen del capítulo dos, se describió la acción p' de Dn x SI en 
los subespacios de las matrices Bk,l (/-l, v) de B (/-l, v). Ahora, se probará que 
cada subespacio correspondiente a Bk,l, consta de m copias de la misma 
representación irreducible. 

Sea {ei} una base ortonormal de ]Rm, se tendrán los siguientes casos. 

1. Para Bk,l. 

a) Para el sub espacio cm de la matriz Ba,l se tiene cm = EB:l Ei 
con Ei = {zei : z E e} . La acción en z E Ei está dada por: 

p'(cp) z = eil'Pz , p'(¡) z = z y p'(K) Z = z. 

b) Para el sub espacio cm x cm de la matriz Bk,l con O < k < [n/2]' 
se tiene cm X cm = EB:IEi con Ei = {(Zlei,z2ei): ZI,Z2 E e} . 

37 
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La acción en (Zl, Z2) E Ei está dada por: 

0/ 
P(CP)(Zl, Z2) = el 'P (Zl , Z2), 

p( () (Zl, Z2 ) = (eik( Zl, e-ik( Z2), 

P'(~)(Zl, Z2 ) = (Z2, Zl). 

e) Para el subespacio cm de la matriz E[n/2l ,l se tiene cm = 61::1 Ei 
con Ei = {zei : z E e}. La acción en z E Ei dada por: 

p(cp)z = eil'Pz , p(()z = -z y p(~)z = z. 

2. Para Bk. 

a) Para el subespacio ]Rm de la matriz Eo se tiene ]Rm = 61::1 Ei con 
Ei = {xeí : x E ]R}. La acción en x E Eí es la trivial: pb, cp)x = x. 

b) Para el subespacio ]Rm x ]Rm de la matriz Bk se tiene ]Rm x ]Rm = 

61::1Eí con Eí = {(X1eí,x2eí) : X1,X2 E ]R} . La acción en z = 
Xl + iX2 E Ei está dada por: 

e) Para el subespacio ]Rm de la matriz E[n/2l se tiene ]Rm = 61::1 Ei 
con Ei = {xei : X E ]R}. La acción en X E Ei está dada por: 

p'(cp)x = X, p'(()x = -x y p'(~)x = x. 

Se probó que cada subespacio correspondiente al bloque Bk,l, es la suma 
directa 61~ Ei· Como las acciones en los sub espacios Ei son idénticas e irre
ducibles, entonces cada subespacio consta de m copias de representaciones 
irreducibles idénticas. 

4.2. Grupos de Isatrapía 

Se necesitarán los grupos de isotropía de las representaciones irreducibles 
anteriores, junto con sus grupos de Weyl. Se recuerda que el grupo de isotropía 
de r en x es el subgrupo cerrado r x = {, E r : IX = x} y el grupo de Weyl 
WdH) de H < r es WdH) = NdH)¡ H . 
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Claramente, el grupo de isotropía de 0, ro, es Dn x SI para cualquier 
representación y su grupo de Weyl es wr(ro) = o. Como no hay bifurcación 
en el caso de la representación (2.b), esta no se necesitará. La única repre
sentación difícil de analizar es (1. b), las demás representaciones se pueden 
verificar fácilmente y se encuentran resumidas en la siguiente tabla: 

R. Irreducible G. Isotropía G. Weyl 
(1.a) r#o = Dn x (27rll) {O} x SI 
(1.c) r#o = Dn/2 x (27rll) (7r) x SI 
(2.a) r z = Dn x SI {O} 
(2.c) r#o = Dn/2 x SI (7r) X {O} 

Caso Simple 

En lo sucesivo, se pensará al grupo Dn como el subgrupo de 0(2) generado 
por ( = 27r In y la reflexión K. Así, ( es 27r In y ( es la rotación en Dn. 

Sea p'(¡, c.p) la acción del grupo (¡, c.p) E Dn x SI en el espacio e x e dada 
por 

((ZI,Z2) = (ei(zl,e-i(z2), 

K(Z¡, Z2) = (Z2, ZI), 

c.p(z¡, Z2) = (ei'P z¡, ei'Pz2). 

( 4.1) 

Esta es la acción (1.b) con k = l = 1, que será llamado el caso simple. Se 
encontrarán primero los grupos de isotropía de la acción p'(¡, c.p) y después 
los de la representación (1. b), que será llamado el caso general. 

El grupo de isotropía de (O, O) es Dn x SI. Si (z¡, Z2) i= (O, O) aplicando 
K si es necesario para suponer ZI i= ° y aplicando algún elemento de SI se 
puede transformar el punto (z¡, Z2) en un punto de la forma (a, ré''') con 
a> O. 

Proposición 4.1 Los grupos de isotropÍa de (a, reit/J) , por la acción anterior 
son: 

n impar n par 
(0,0) Dn x SI (O, O) Dn x S¡ 
(a,O) (((, -e)) (a,O) (((, -e)) 
(a,a) ((K, O)) (a, a) ((K , O), (7r, 7r)) 

(a, -a) ((K,7r) ) (a,ae1
() ( ( K( , O), (7r, 7r) ) 

otro ((O, O)) otro ((7r,7r)) 
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Prueba. Los elementos del grupo Dn xS l son de la forma (m(, cp) o (¡,;(m() , cp). 
Estos actúan en (a, reit/J) como 

(me cp)(a, rei t/J ) = (aei(m(+cp) , rei(t/J-m(+cp)) , 

(¡,;(m() , cp )(a, reit/J) = (rei( t/J- m(+cp) , aei(m(+cp)). 

Para conservar la forma de una primera componente real y positiva, es nece
sario cp = -m( (mod 27r) en el caso (m(, cp) y cp = m( - 'ljJ (mod 27r) en el 
caso (¡,;(m() , cp). 

Por lo anterior, los únicos elementos de Dn x Si que podrían conservar 
la forma de (a, rei t/J ) son de la forma (me -m() o (¡,;(m() , m( - 'ljJ), y por 
lo tanto, estos elementos son los únicos de Dn x Si que pueden estar en los 
grupos de isotropía de (a, reit/J). Además, estos elementos actúan como 

(m(, -m()(a, reit/J) = (a, rei(t/J-2m()), 

(¡,;(m() , m( - 'ljJ)(a, reit/J) = (r, aei(2m(-t/J)). 

Para los elementos del tipo (m(, -m() se tienen dos casos: 

(4.2) 

(4.3) 

• Si r = o. Usando (4.2), cualquier elemento (m( , -m() está en el grupo 
de isotropía de (a, O). 

• Si r =1= o. Usando (4.2), los elementos (m(, -m() pertenecen al grupo 
de isotropía de (a, reit/J ) , si 'ljJ - 2m( = 'ljJ (mod 27r), esto es, m( = q7r. 
Por lo tanto, los posibles elementos en el grupo de isotropía de la forma 
(m(, -m() son 

(q7r, -q7r). 

Puesto que se necesita además la condición q7r E D n , se tienen dos 
casos: 

• Si n es par, entonces 7r E Dn Y (7r, 7r) está en el grupo de isotropía . 

• Si n es impar, entonces 7r ~ Dn Y no hay elementos de la forma 
(m(, -m() en el grupo de isotropía. 

Para los elementos del tipo (¡,;(m() , m( - 'ljJ), se tienen dos casos: 

• Si r =1= a. Usando (4.3), no hay elementos de la forma (¡,;(m() , m( - 'ljJ) 
en el grupo de isotropía. 
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• Si r = a. Usando (4.3), los elementos (K(m() , m( -'l/J) están en el grupo 
de isotropía de (a, rei1/J ) , si 2m( -'l/J = 'l/J (mod 27r), esto es, 'l/J = m( -q7r. 
Por lo tanto, los posibles elementos en el grupo de isotropía de la forma 
(K(m() , m( - 'l/J) son 

Como se necesita además la condición 'l/J+q7r E Dn, se tienen dos casos: 

• Si n es par, entonces 7r E Dn Y la condición es 'l/J E Dn. Los puntos 
(a, rei1/J) con 'l/J = 2l( tiene grupos de isotropía conjugados, del 
mismo modo que los puntos con 'l/J = (2l + 1)(. Por lo tanto, se 
tienen dos casos : 

o (a, a) con 'l/J = O Y elementos en el grupo de isotropía (K( q7r), q7r). 
o (a, aei() con 'l/J = ( y elementos en el grupo de isotropía (K(( + 

q7r), q7r) . 

• Si n es impar, usando que 7r = ~(, se tiene q7r = q[( + (n - 1)(]j2 
con (n - 1)(/2 E Dn. Entonces la condición 'l/J + q7r E Dn es 
equivalente a 

'l/J+q(/2EDn. 

Por lo tanto, 'l/J = l( cuando q = O Y 'l/J = (l + 1/2)( cuando q = l. 
Los puntos con 'l/J = l( tienen grupos de isotropía conjugados, del 
mismo modo que los puntos con 'l/J = (l+1/2)(. Entonces se tienen 
dos casos: 

o (a, a) con 'l/J = O Y elementos en el grupo de isotropía (K, O). 
o (a, -a) con 'l/J = 7r Y elementos en el grupo de isotropía (K, 7r). 

Se usó que los puntos (a, re i (1/J+2IO) tienen grupos de isotropía conjugados, 
pues están en la misma órbita de Dn x SI: 

Si n es impar, 2( genera el grupo ((), por lo que los puntos (a , re i(1/J+IO) 

tienen grupos de isotropía conjugados. O 

Se van a necesitar los grupos de Weyl, de los grupos de isotropía anterio
res. Para esto es necesario el siguiente teorema. 
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Teorema 4.2 Sea T : r ---+ r' un homomorfismo de grupos, sea K el núcleo 
de T. Si H es un subgrupo de r tal que K < H , entonces se tiene el isomor
fismo 

Prueba. Como K es el núcleo de T, para todo subgrupo H tal que K < H < 
r, se tiene 

T(H) ~ H/K < r/K ~ T(r). 

Por lo tanto, se tiene que WT(r)(T(H)) ~ Wr/K(H/K). 
Ahora se probará el segundo isomorfismo. De la definición de norma

lizador, se obtiene 

Nr/K(H/ K) = {,K E r / K : (¡K) - 1 H/ K(¡K) e H/ K} . 

K es el elemento neutro en H/ K Y (¡K)-1 = ,-1 K, por lo que ,-1 H/ K, = 
(¡ K) -1 H / K ( ,K) para toda, E r. Utilizando lo anterior 

Nr/K(H/K) = {,K, ,E r: ,-IH/K, eH/K} 

= {, E r: ,-1H/K, eH/K} /K. 

Nótese que ,-IH/K, e H/K es equivalente a ,-1(hK}, E H/K para toda 
hE H. Entonces 

Nr/K(H/K) = {, E r: ,-1h,K EH/K, Vh EH} /K 

= {, E r : , -1h, EH, Vh EH} /K = NdH)/K. 

Por lo tanto Nr/K(H/ K) = NdH)/ K. Utilizando esto 

m (H/K) = Nr/K(H/ K) 
r/K H/K 

~ NdH)/ K ~ NdH) = m (H). 
H/K H r 

Proposición 4.3 Sea r = Dn x SI, entonces 

Wd (((, -())) ~ Wd (() x {O}) , 
W( ((K, 7f))) ~ W( (K) X {O}). 

o 
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Si n es par, entonces 

W( ((K, O), (1r, 1r))) = W(( (K, 1r) X {O})), 
W( ((K(, O), (1r, 1r))) = W(( (K, 1r) X {O})) 

donde (K,1r) X {O} = ((K(, O), (1r, 1r)) . . 

Prueba. Se definen homomorfismos ~ de r = Dn x 51 en r, como 

~(O, ip) = (O, ip) 

T l T2 T3 T4 

((, -() ((, O) ((,1r) ((,1r) -t ((,0) 
(K,O) (K,1r) (K,O) (K(, O) -t (K,O) 
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por ejemplo: T1(((,-()) = ((,0) o T2((K,1r)) = (K,O). Los homomorfismos 
~ se definen en generadores del mismo orden y se extienden a todo Dn x 51 
de esta manera, por lo que son isomorfismos de grupo. Utilizando el teorema 
anterior para un Ti, se tiene que si H < r, entonces 

WdH) ~ Wd~(H)). 

El resultado se sigue de aplicar lo anterior a: 

T1((((, -())) = (() x {O}, 
T2( ((K, 1r))) = (K) X {O}, 

T3 (((K,0),(1r,1r))) = (K,1r) X {O}, 
T4 (((K(,0),(1r,1r))) = (K,1r) X {O}. 

Proposición 4.4 Sea r = Dn x 51 , entonces 

Si n es impar, entonces 

Si n es par, entonces 

w; O {(O) X 51 si n = 2 (mod 4) 
d(K,1r) X { }) = (1r) X 51 si n = O (mod4) 

o 
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Prueba. Sea H un subgrupo de Dn, entonces (')', <p) E Nr(H x {O}) si 

(')'- 1,'" O) = (')', <p)-I(,),', 0)(" <p) E H x {O} 

para todo (')", O) E H x {O}. Por lo tanto Nr(H x {O}) = NDJH) X SI y 

Wr(H x {O}) ~ ND;)~~;} SI ~ WDn(H) X 51. (4.4) 

Ahora sólo es necesario encontrar W Dn (H) para H < Dn. Para esto, se 
utiliza que Dn = Zn U KZn, con Zn el subgrupo generado por (. Los casos 
necesarios son: 

• Si K ti. H . Entonces H es conmutativo, por lo que Zn e N(H). Además, 
si, E H se tiene K- 1,K = ,-1 E H, por lo que K E N(H). Por lo tanto 
NDJH) = Dn. En particular, el grupo de Weyl de Zn = (() es 

• Si K E H. Entonces K E H e N(H) . Además, m( E N(H) si y sólo si 
K(2m() = (-m()K(m() E H. Como K E H entonces 

m( E N(H) {:} 2m( E H. 

En particular se tienen dos casos: 

• Si n es impar y H = (K). Entonces m( E N(H) sólo si 2m( = 2br, 
que es equivalente a m( = br. Pero 7r ti. Dn si n es impar, por lo 
que N( (K)) = (K) Y el grupo de Weyl de H es 

W( (K)) = (K) / (K) ~ {O} . 

• Si n es par y H = (K, 7r). Entonces m( E N(H) sólo si 2m( = k7r , 
que es equivalente a m( = k7r/2. Pero 7r/2 ti. Dn si n = 2 (mod4) , 
por lo que se tienen dos casos: 

si n = 2 (mod4) 
si n = O (mod 4) 

Por lo tanto, el grupo de Weyl de H es 

si n = 2 (mod4) 
si n = O (mod 4) 
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Con lo que se ha terminado la prueba. o 

Lo obtenido se puede resumir en la siguiente tabla: 

Paridad Punto G. Isotropia G. Weyl 
cualquiera (a,O) (((, -()) (/'i,) X SI 

n = 2p + 1 (a, a) ((/'i" O)) (O) X SI 
n = 2p+ 1 (a, -a) (( /'i" 7f)) (O) X SI 
n = 4p+ 2 (a, a) ((/'i" O), (7f, 7f)) (O) X 51 
n = 4p+ 2 (a, aei() ((/'i,(, O), (7f, 7f)) (O) X SI 
n = 4p+ O (a, a) ((/'i" O), (7f, 7f)) (7f) X SI 

n = 4p+ O (a,ae i() ((/'i,(, O), (7f, 7f)) (7f) X SI 
n = 2p otro (O, O) Dn x SI 

n = 2p+ 1 otro ((7f,7f)) Dn/2 x SI 

Caso General 

.' Sea p(¡, <p) la acción del grupo (¡, <p) E Dn x SI en el espacio e x e dada 
por 

((ZI,Z2 ) = (ei k(zl,e- ik( z2 ), 

/'i,(ZI, Z2 ) = (Z2, ZI), 
il il <P(ZI, Z2) = (e 'P Zl , e 'P Z2 ). 

(4 .5) 

Esta es la acción (l.b) con O < k < [n/2]. Este es el caso general e incluye al 
anterior. Se recuerda que p' ( r, <p) es la representación p(¡, <p) cuando k = 1 
y l = l. 

Se define el homomorfismo T de r = Dn x SI en r como 

T(() = k(, T(<p)=l<p 

donde ( y /'i, son los generadores de r. El morfismo T se necesitará para 
encontrar los grupos de isotropía y los grupos de Weyl de la representación 
p(¡, <p), utilizando el hecho que ya se conocen en el caso de la representación 
p'(¡, <p). 

Notación 4.5 En lo sucesivo h será el máximo común divisor de k y n, con 
n' = n/ h y k' = k/ h primos relativos. 
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Proposición 4.6 El núcleo de T es (n'() x (21f/l) y la imagen es Dn' x 51 < 
f, con Dn l = (he K,). 

Prueba. El elemento (¡,<p) está en el núcleo de T si y sólo si <p E (21f/l) 
Y T(¡) = O. Si m( E kerT, entonces O = km( = m(21fk'/n') , por lo que 
m = jn' para j E Z y m( = jn'(. Además K, ~ ker T , por lo tanto ker T = 
(n'() x (21f/l). 

Ahora, T(m() = mk'(h() = mk'(21f/n'), como k' y n' son primos rela
tivos, la imagen de T es 

o 

Se tiene la igualdad 

donde el homomorfismo T : Dn X 51 -+ Dnl x 51 es sobre y con núcleo 
K = (n'() x (21f/l) . Estas serán las hipótesis para la siguiente proposición. 

Proposición 4.7 Sea T : f -+ f' un homomorfismo de grupos. Supóngase 
que el grupo f actúa en X con la representación p(¡) y el grupo f' actúa en 
X con la representación p'(¡). Si se satisface la hipótesis 

p(¡)x = p'(T"() x 

para todo "( E f, entonces f x = T- l (f~). Si además, T es sobre, entonces 
Wr(fx) ~ Wr'(f~). 

Prueba. La hipótesis p(¡)x = p'(T"()x implica que 

T- l(f~) = {"( E f: T(¡) E f~} 

= {"( E f: p'(T"()x = x} 

= {"( E f : p(¡)x = x} = f x ' 

Si además T es sobre, entonces T(f) = f' Y f~ = T(T-l(f~)), por lo que 
T(fx) = f~ . Aplicando el teorema (4.2) al subgrupo fx (K < f x ) se tiene 

Wr(fx) ~ WT(r)(T(fx)) = Wr'(f~) . 

o 
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Definición 4.8 Sean H y G subgrupos de r , la suma directa de H y G, 
H EB G, es el subgrupo de r generado por Hu G. 

Proposición 4.9 Sea K = (n'() x (21r /l) Y P la acción de r = Dn x SI dada 
en (J.b), entonces sus grupos de isotrapÍa y sus grupos de Weyl, son: 

Paridad Punto G. Isotropia G. Weyl 
cualquiera (a, O) (((, -(k/l)()) EB K (K,) X SI 

n' = 2p+ 1 (a, a) ((K" O)) EB K (O) X SI 

n' = 2p + 1 (a, -a) ((K" 1r/l)) EB K (O) X SI 

n' = 4p+ 2 (a, a) ((K" O), ((n'/2)(, 1r /l)) EB K (O) X SI 

n' = 4p+ 2 (a , aeík() ((K,(, O), ((n' /2)(, 1r /l)) EB K (O) X SI 

n' = 4p+ O (a, a) ((K" O), ((n'/2)(, 1r /l)) EB K (1r) X SI 

n' = 4p + O (a, aeík() ( (K,(, O), (( n' / 2) (, 1r / l)) EB K (1r) X SI 

n' = 2p+ 1 otro K Dn' x SI 
n' = 2p+ O otro ( ( (n' / 2) (, 1r / l)) EB K Dn'/2 x SI 

donde (= 21r/n, hes elmáximo común múltiplo de n y k, n' = n/h . 
. 

Prueba. El homomorfismo T satisface las condiciones de la proposición an-
terior. Por lo tanto el grupo de isotrapía del punto x, cuando r = Dn x SI 
actúa como p(¡, ep), es la imagen inversa por T del grupo de isotropía de x 
cuando r' = Dn' x SI actúa como p'(¡,ep), es decir rx = T-l(r~). Además 
T es suprayectivo, por lo que los grupos de Weyl son isomorfos, es decir 
wr(rx ) ~ Wf'(r~). 

Por lo tanto, sólo hay que encontrar las imágenes inversas de los grupos 
de isotropía de la tabla del caso simple. Para esto, si se encuentra un grupo 
G tal que T(G) = r~, entonces 

donde K es el núcleo de T. Se consideran los siguientes casos: 

• x = (a,O) tiene grupo de isotrapía r~ = ((21r/n', -21r/n')). Además 

T((, -(k/l)() = (k(, -k() = k'(21r/n', -21r/n') 

y como k' y n' son primos relativos, entonces T((, -(k/l)() genera r~. 
Así, puesto que T es un morfismo 

T (((, -(k/l)()) = r~. 
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• n' impar 

• x = (a , a) tiene grupo de isotropía r~ = ((K, O)) . Como T(K, O) = 
(K, O), entonces T(K, O) genera r~, por lo que 

T ((K, O)) = r~ . 

• x = (a, -a) tiene grupo de isotropía r~ = ((K,1f)). Como T(K,1f ji) = 
(K,1f), entonces T(K,1f) genera r~ , por lo que 

T ((K, 1f /i)) = r~ . 
• n' par. Nótese que k' es impar porque n' y k' son primos relativos . 

Entonces 
k(n' /2)( = k(n' /n)1f = k'1f = 1f 

pues k' es impar. 

• x = (a, a) tiene grupo de isotropía r~ = ((K, O), (1f, 1f)).Como 
T((n'/2)(,1f/l) = (k(n'/2)(,1f) = (1f,1f), entonces T((n'/2)('1f/l) 
y T(K, O) generan r~, por lo que 

T((K,O), ((n'/2)(,1f/l)) = r~. 

• x = (a, aeik(). Nótese que x = (a, aeik' (21r/nl)) tiene grupo de 
isotropía conjugado al de (a, ae i (21r/nl)) en Dnl x 51, pues k' es 
impar. Ahora x tiene grupo de isotropía r~ = ((K (k() ,O), (1f, 1f)). 
Como T(K(,O) = (K(k(),O), entonces T(K(,O) y T((n'j2)(,1f/l) 
generan r~, por lo que 

T ((K(, O), ((n' /2)(, 1f /l)) = r~. 

o 

4.3. Espacio de Puntos Fijos 

Los grupos de isotropía se encuentran resumidos en las tablas anteriores. 
Ahora, se encontrarán los espacios de puntos fijos que se van a necesitar. Se 
recuerda que el espacio de puntos fijos de H < r, es el sub espacio cerrado 

EH={XEE:,x=x V,EH}. 
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La acción de ("tp) E Dn x SI en U(t) E L2(51;lRmn) está dada por 

(¡, tp)U(t) = p(¡)U(t + tp), 

donde , E Dn actúa en U(t) = (uo, Ul, ... , un-d como p(()U = (Ul, U2, ... , Uo) 
y p(",)U = (Uo , Un-l , ... , ud. Entonces 

U(t) = p(()U(t) <==> Uj(t) = Uj+l(t) 

U(t) = p(",)U(t) <==> Uj(t) = Un-j(t). 

Sea p = 21r/l , una función U(t) está fija por (O, 21r/l), si U(t) = U(t + 
21r/l). Es decir, U(t) es p = 21r/l periódica. Sea H~ el espacio de Sobolev 
de funciones en H l (lRm) que son p-periódicas, entonces U E H~. Ahora, si 
la función U(t) está fija por tp E 51, es decir, si U(t + tp ) = U(t) para toda 
tp E 51, entonces U (t) es constante. 

Por otro lado, si U(t) está fija por (n'(, O), entonces 

1. Los tipos de órbitas (H) con dim W(H) = 1, correspondientes a bloques 
Bk,l son: 

a) Para BO,l , se tiene el grupo de isotropía Dn x (21r / l), que está gene
rado por 

("" O), ((, O) Y (O, 21r/l). 

El espacio de puntos fijos de este grupo es 

(1.a) 

b) Para Bk,l con O < k < [n/2]' se tienen tres grupos de isotropía. 
Sea n' = n/ h, con h el máximo común divisor de n y k . 
• Un grupo de isotrapía está generado por 

((,-(k/l)(), (n'(,O) y (O, 21r/l) . 

La función U está fija por ((, -(k/l)(), si Uj(t) = Uj+l(t- (p/n')k') 
para toda j. Entonces el espacio de puntos fijos es 

{U E H; : Uj(t) = Uj+l(t - (p/n')k')}. (1.b1) 
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Dependiendo de n, se tienen además otros dos grupos: 

Si n es impar 
.Un grupo de isotropía, está generado por 

(K , O) , (n'(,O) y (O, 21f/i) . 

Entonces el espacio de puntos fijos es 

.El otro grupo de isotropía está generado por 

(K, 1f ji) , (n'(, O) y (O, 21f ji)} . 

La función U está fija por (K, 1f ji) , si Uj(t) = Un_j(t + p/2) para 
toda j. Entonces el espacio de puntos fijos es 

Si n es par . 
• Un grupo de isotropía está generado por 

(K,0),((n'/2)(,1f/i), (n'(,O) y (O, 21f/i). 

La función U está fija por (n'/2)(,1f/l), si Uj(t) = uj+n' /2 (t+p/2) 
para toda j . Entonces el espacio de puntos fijos es 

{U E H; : Uj = uj+n' , Uj(t) = Un- j(t) , Uj(t) = uj+n' /2 (t + p/2)} . 
(1.b4) 

.El otro grupo de isotropía está generado por 

(K(,0),((n'/2)(,1f/i), (n'(,O) y (O , 21f/i). 

La función U está fija por (K(, O), si Uj(t) = un-(j+1)(t) para toda 
j. Entonces el espacio de puntos fijos es 

{U E H; : Uj = uj+n' , Uj(t) = un- (j+l)(t) , Uj(t) = uj+n' /2(t+p/2) 
(1. b5) 

Nótese, que en los espacios de puntos fijos con Uj = Uj+n' , se puede 
reemplazar la condición Uj = Un-j, por la condición Uj = Un' - j' 
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e) Para B n/2,l, si n es par, se tiene el grupo de isotropía Dn/2 x (27r j l), 
que está generado por 

(x:,0) , (2(,0) Y (O, 27rjl) . 

La función U está fija por (2(, O), si Uj(t) = Uj+2(t) para toda j. 
Por lo que el espacio de puntos fijos del grupo es 

(1.c) 

2. Los tipos de órbitas (H) con W(H) finito, son: 

Para Bo, se tiene el grupo de isotropía Dn x SI. El espacio de puntos 
fijos de este grupo es 

{(U, ... ,U): u=cteElRm
}. (2.a) 

Para B[n/2] , si n es par, se tiene el grupo de isotropía Dn/2 x SI . Por lo 
que el espacio de puntos fijos de este grupo es 

{(Uo, ... , un- ¡) : Uj = Uj+2 = cte E IRm Vj} . (2.c) 

Resumen 

Ya se han encontrado los espacios de puntos fijos, de los grupos de isotropía 
que darán bifurcación. Se tienen dos casos: 

1. Bifurcación Periódica. 

Para los bloques Bk,l con 1 > 0, se han encontrado los tipos de órbita 
con grupo de Weyl de dimensión uno: 

Para el bloque BO,l , se tienen un grupo con espacio de puntos fijos (1.a) . 

Para el bloque Bk,l con ° < k < nj2. Si n es impar, se tienen tres 
grupos con espacios de puntos fijos (1.b1) , (1.b2) Y (1.b3). Si n es par, 
se tienen tres grupos con espacios de puntos fijos (1.b1) , (1.b4) Y (1.b5) . 

Para el bloque Bn / 2,l , se tienen un grupo con espacio de puntos fijos 
(1.c) . 
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2. Bifurcación Estacionaria. 

Para los bloques Bo Y Bn / 2 , se han encontrado los tipos de órbita con 
grupo de Weyl finitos: 

Para el bloque Bo, se tienen un grupo con espacio de puntos fijos (2 .a). 

Para el bloque B[n/21' se tienen un grupo con espacio de puntos fijos 
(2.c). 



Capítulo 5 

Resultados 

En la primera sección, se enuncia finalmente el teorema de bifurcación: las 
condiciones que aseguran la existencia de bifurcación y el tipo de simetrías 
impuestas. Se enunciará el teorema en tal forma que pueda ser leído sin hacer 
referencia a los capítulos anteriores. 

En la segunda sección, se describen las simetrías de las soluciones que se 
encontraron en el teorema de bifurcación. 

En la tercera sección, se da un ejemplo particular, las ecuaciones de Tu
ringo Además, se hacen algunos comentarios 'sobre sincronización de células 
acopladas por difusión. 

5.1. El Teorema de Bifurcación 

Sea f un operador diferenciable de C([ -a, O]; IRm)3 X IR en IRm, que sa
tisface la condición f ( v, u, w) = f ( w, u, v)' tal que para cada Jl E IR existe 
v¡.¡. E IRm con f(v¡.¡., v¡.¡., v¡.¡.; Jl) = O. 

Se desea encontrar ramas de bifurcación de la ecuación 

con j O, . . . , n - 1 módulo n. Como ejemplo de tomar j módulo n, se 
tiene que Un = Uo O U-l = Un-l. Además, el operador f está aplicado en 
uj(O) = Uj(t + O) como función de (O) , esto es, f(Uj_l (O), uj(O) , uj+l (O); Jl) es 
una función de t . 

53 
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Sean fu(vJJ.) y fv(vJJ.) las derivadas (Frechet) parciales de f en V w Sean 
[fu] y [fv] matrices de m x m tal que 

para todo X E IRm
. Estas matrices, que dependen de (/-L, >') , se encontraron 

en la proposición (2.1). Sea (= 27r/n, para O ~ k ~ n/2 defínase a Mk(/-L, >.) 
como 

Mk(/-L, >') = i>'! - (2 cos k()[fv](/-L, >') - [fu](/-L , >.). 

Sea Rotk(/-Lo, >'0) el número de rotación de det Mk(/-L, >') como mapeo de 
SI = {(/-L - /-LO)2 + (v - vO)2 = p2} en e - {a} , que está bien definido para 
p rv O, si Mk(/-L, >'0) es invertible /-L rv /-Lo (/-L =1= /-Lo)· 

Teorema 5.1 Bifurcación Estacionaria. 
Para k = O o k = n/2 (si n es par), si det Mk(/-L, O) cambia de signo en /-Lo, 

entonces la ecuación diferencial tiene una solución estacionaria que bifurca 
de /-Lo, con las siguientes simetrías: 

Para k = O, se tiene una solución con Uj = Uo. 
Para k = n/2 con n par, se tiene una solución con Uj = Uj+2. 

Teorema 5.2 Bifurcación Periódica. En este caso, se necesita que la 
matriz Mk(/-Lo, O) sea invertible para toda k. 

Si Rotk(/-Lo, >'0) es distinto de cero, entonces la ecuación diferencial tiene 
soluciones periódicas que bifurcan de /-Lo , con períodos iniciales p = 27r / >'0 Y 
con las siguientes simetrías: 

Para k = O. Se tiene una solución con uo(t) = Uj(t) para toda j. En este 
caso se dice que oscilan en sincronía. 

Para k = n/2, con n par, se tiene una solución con Uj(t) = Uj+2(t). 
Para O < k < n/2. Sea nI = n/h y k' = k/h, con h el máximo común 

divisor de n y k. Se tienen tres soluciones, cada una con la simetría 

(Ond) 

• Una solución tiene además de (Ond), la simetría 

Uj(t) = Uj+l(t - (p/n')k') . (5.1) 

Esta solución se llama onda rotante. Las otras dos soluciones dependen de la 
paridad de n y se llaman ondas estacionarias. 
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Si nI es impar . 
• Una solución tiene además de (Ond), la simetría 

(5 .2) 

.La otra solución tiene además de (Ond), la simetría 

(5.3) 

Si nI es par . 
• Una solución tiene además de (Ond), las simetrías 

(5 .4) 

.La otra solución tiene además de (Ond) , las simetrías 

Prueba. En el capítulo uno se vio que el problema de encontrar soluciones 
periódicas, es equivalente al de encontrar ceros de un operador. En el capítulo 
dos se probó que encontrar ceros del operador, es equivalente a encontrar 
ceros de la ecuación de bifurcación equivariante. 

En el capítulo tres se probó que si Roik(J.Lo, Ao) es distinto de cero, en
tonces para los grupos de isotropía que satisfacen ciertas condiciones, se tiene 
una rama de ceros de la ecuación de bifurcación, con simetrías en el espacio 
de puntos fijos del grupo. Por último, en el capítulo cuatro, se encuentran los 
espacios de puntos fijos de los grupos de isotropía que dan bifurcación. O 

Observación 5.3 Para O < k < n/2, por la condición (Ond) , se tienen tres 
soluciones tipo onda discreta, con período espacial nI y número de onda h. 
Las otras simetrías de cada solución, imponen la forma del período espacial 
(uo, .. . , un/-d. Una descripción de estas soluciones se encuentra en la sección 
siguiente. 

Observación 5.4 Se puede probar que las ramas de bifurcación , son ramas 
globales, es decir, van a infinito o regresan a otro punto de bifurcación. Este 
resultado es cierto en general, en el contexto de operadores de Fredholm de 
Índice cero, y se conoce como la alternativa de Rabinowitz (ver [Ize}) . 



56 CAPÍTULO 5. RESULTADOS 

Observación 5.5 En principio se tienen órbitas de ceros del operador F, 
pero no se puede conocer si cada cero da una solución distinta a la ecuación 
diferencial. Tampoco se puede conocer si el cero correspondiente al modo l, de 
la ecuación de bifurcación en (J-lo, vo), es distinto del cero correspondientes al 
modo 1, de la ecuación de bifurcación en (J-lo, lvo). Además, para O < k < n/2 , 
las tres soluciones pueden corresponder a la misma solución, si la simetría es 
común. 

Ejemplo 5.6 [Retardo FijoJConsidérese un retardo fijo en la difusión, 

donde D(J-l) es una matriz que representa la fuerza de acoplamiento por 
difusión y f es una función que representa la dinámica interna. Para que v¡.t 
sea equilibrio, es suficiente h(v¡.t; J-l) = O. 

Sea h'(J-l) la derivada de h(u; J-l) en vj.L' entonces 

Por lo tanto 

Mk(J-l, A) = iAI - h'(J-l) - (cos 2br /n - 2)e-i>.r D(J-l) 

= iAI - h' (J-l) + (4 sin2 k7r /n)e-i>.r D(J-l). 

Si el número de rotación de det Mk(J-l, A), es distinto de cero, se tendrá bifur
cación con las simetrías descritas anteriormente. 

En particular, para ecuaciones sin retardo, r = O, se tiene Mk(J-l, A) 
iAI - Mk(J-l) con Mk(J-l) = h'(J-l) - (4sin2 k7r/n)D(J-l). En este caso, se tiene 
una manera sencilla de calcular Rotk(J-lo, AO). 

Teorema 5.7 Sea M(J-l, A) = iAI - M(J-l). Sea a+ el número de eigenvalores 
que cruzan en J-lo por iAo, de derecha a izquierda, contados con multiplicidad. 
Respectivamente, sea a_ el número de eigenvalores que cruzan de izquierda 
a derecha. Entonces Rot(J-lo, AO) = a+ - a_. 
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Prueba. Sean Ai(¡..t) = ai(¡..t) + ibi(¡..t) los valores propios de M(¡..t). Si M(¡..t) 
dependen continuamente de ¡..t, entonces Ai(¡..t) también. Entonces 

m 

det M(¡..t, A) = rr (iA - Ai(¡..t)) . 
i=l 

Usando el grado de Brouwer, el número de rotación de iA - Ai(¡..t) es 
deg(iA - Ai(¡..t); Bp), donde Bp es una bola de centro (¡..to, Ao) Y radio p con 
p rv o. Deformando, se puede suponer que iA - Ai(¡..t) es diferenciable. Ahora, 
si iAo - Ai(¡..tO) i= O, tomando p « 1, el grado es cero y iA - Ai(¡..t) es 
deformable a una constante. Si Ai (¡..to) = iAo, tomando p < < 1, (¡..to, l/o) es el 
único cero de iA - Ai(¡..t) en Bp(¡..to, Ao) Y el grado es 

que está bien definido si a;(¡..to) i= 0, es decir, el valor propio cruza por iAo. 
Por lo tanto, si a; (¡..to) > 0, entonces deg = -1 Y iA - Ai (¡..t) da una vuelta. 
Si a;(¡..to) < 0, entonces deg = 1 Y iA - Ai(¡..t) da una vuelta con orientación 
contraria. 

Por lo tanto n:l (iA - Ai(¡..t)) es deformable a 0"+ - 0"_ vueltas, por lo 
que el número de rotación de det M(¡..t, A), Rot(¡..to, Ao), es 0"+ - 0"_ módulo 
orientación. D 

5.2. Descripción de las Simetrías 

Las simetrías difíciles de visualizar son las correspondientes a Rotk para ° < k < n/2. En este caso, se tiene la simetría Uj(t) = Uj+n,(t), por lo que 
las celdas Uj(t) para ° :s j < n' se repiten h veces a lo largo del anillo; esto 
es: 

(uo, ... , un- d = (~,.,:-.,~). 
Por lo tanto, sólo es necesario describir (uo, ... , Un'-l) Y repetirlo h veces. 

Notación 5.8 Si u(t) es una función p-periódica, se usará a u*(t) para de
notar a la función u(t) desfasada por p/2 , u*(t) = u(t + p/2). 
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Cuando n' es par, la solución (5.4) tiene las simetrías Uj(t) = Unl_j(t) y 

Uj(t) = U;+n' /2(t). Combinando éstas se tiene 

Uj(t) = Unl_j(t) = u(nl_j)+nl/2(t) = U~I/2_j(t). 

Además, la solución (5.5) tiene las simetrías Uj(t) = unl_(j+l}(t) y Uj(t) = 
U;+nl /2 (t). Combinando éstas se tiene otra simetría 

Uj(t) = Unl-(j+l)(t) = U~I_(j+l)+nl/2(t) = U~I/2_(j+1)(t). 

Onda rotante 
Se tiene la simetría Uj(t) = Uj+l(t - (p/n')k'), es decir, todas las celdas 

oscilan idéntico, pero desfasadas por un múltiplo constante de p/n' . En par
ticular si k' = 1, entonces Uj(t) = Uj+l(t - (p/n')) y la diferencia entre las 
fases de cualesquiera dos celdas es p/n'. Es decir, cada vez que se avanza una 
celda, se cambia la fase por p/n' . 

Ondas estacionarias 
Si n'= 2q + 1 
La solución (5.2) tíene la simetría Uj(t) = U2q+1-j(t). Si se toma (uo, ... , uq) 

y se usa la simetría, se obtiene 

La solución (5.3) tiene la simetría Uj(t) = U2q+1-j(t + p/2) = U;q+1_j(t). 
Si se toma (uo, ... , uq ) y se usa la simetría, se obtiene 

Si n'= 4q + 2 
La solución (5.4) tiene las simetrías Uj(t) = U4q+2-j(t), Uj(t) = Uj+2q+l (t) 

y Uj(t) = U;q+1_j(t). Si se toma (uo, ... , uq) y se usan las simetrías, se obtiene 

I O I 1 l··· j q I q+1 .. . 2q 2q + 1 2q+ 2 ... 4q + 1 

I Uo I Ul I ... I uq I u~ .. . u* 1 u* 
° 

u* 1 ... Ul 

La solución (5.5), tiene las simetrías Uj(t) = U4q+1-j(t), Uj(t) = Uj+2q+l (t) y 
Uj(t) = U;q_/t). Si se toma (uo, ... , uq) y se usan las simetrías, se obtiene 

4q+ 1 

Uo 
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Si n'= 4q 
La solución (5.4) tiene las simetrías Uj(t) = U4q_j(t), Uj(t) = U;+2q(t) y 

Uj(t) = U2q_j (t). Si se toma (uo, ... , uq) y se usan las simetrías, se obtiene 

o 
Uo 

La solución (5.5) tiene las simetrías Uj(t) = U4q-(j+l)(t), Uj(t) = U;+2q(t) 
y Uj(t) = U;q_(j+l)(t). Si se toma (uo, ... , uq_¡) y se usan las simetrías, se 
obtiene 

En estas soluciones, se toma un paquete de celdas (uo, ... , uq), este se 
refleja y/o se le cambia la fase, dos o cuatro veces, para llenar todo el período 
físico (uo, ... , Un'). Después, este período físico se repite h veces a lo largo del 
anillo, lo que da la apariencia de tener h ondas en el anillo, cada onda formada 
de dos o cuatro pedaios similares. 

5.3. Ecuaciones de Turing 

Las ecuaciones de Turing son 

donde D(J-L) es una matriz diagonal positiva, que representa el acoplamiento 
por difusión. En este caso, Mk(J-L, A) = i! A - Mk(J-L) con Mk(J-L) = f'(J-L) -
(4sin2k7r/n)D(J-L). El número de rotación Rotk(J-LO, AO), es la diferencia del 
número de cruces de valores propios de Mk(J-Lo) en iAo. 

Corolario 5.9 Si existe un único valor propio de Mk(J-L) que cruza por iAo en 
J-Lo, entonces la ecuación diferencial tiene soluciones periódicas que bifurcan 
de J-Lo, con períodos iniciales 27r / AO Y con las simetrías correspondientes a k. 

Sea O"k(J-L) el espectro de Mk(J-L). Si los coeficientes de difusión son iguales, 
entonces D = d(J-L)! y O"k(J-L) = 0"0(J-L) - 4 sin2(7rk/n)d(J-L). Es decir, los valores 
propios de Mk (J-L) se encuentran a la izquierda, con respecto al eje imaginario, 
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de los valores propios de Mo (¡.¿) . Si además (/0 (¡.¿) se encuentra a la izquierda 
del eje imaginario, esto es el equilibrio es estable, el primer valor propio 
que cruza el eje imaginario debe estar en (/0 (¡.¿). Por lo tanto, en la primera 
bifurcación todas las celdas oscilan en sincronía, pues se está en el caso de 
bifurcación periódica con k = O. 

Proposición 5.10 Sea A = {aij} una matriz de m x m y sea (/(A) el con
junto de valores propios, entonces 

m 

(/(A) ~ U B(aii , ¿ laijl) 
i=l jf-i 

con B(zo,r) = {z E e: Iz - zo l < r}. 

Prueba. Si>' E (/(A), entonces existe x = (Xl, .. . , xm ) tal que (>'l - A)x = O. 
Sea Xi un número tal que IXil 2: IXjl para todo j. Del renglón i de (>'l -A)x = 
O se obtiene (>' - aii)xi - ¿jf-i aijXj = O. Entonces 

1>. - a--I - ~ a-x/x- < ~ la - I 11 - 0 1)) t - 0 1) 

jf-i jf-i 

Ahora, sea D(¡.¿) = diag(do(¡'¿), ... , dm (¡.¿)) Y f'(¡.¿) = {aij(¡'¿)}' Usando la 
proposición para Mk(¡.¿) = {aij(¡'¿)} - 4 sin2

( 7rk/n)diag(do, ... , dm ), se tiene 

m 

(/k(¡'¿) ~ U B[aii(¡'¿) - 4sin2 (7rk/n)di (¡.¿)' ¿ laij(¡'¿) 11 
i=l jf-i 

m 

~ U{ B[aii(¡'¿), ¿ laij(¡'¿) 11 - 4 sin2
( 7rk/n)di(¡.¿)}. 

i=l jf-i 

En particular (/o(¡'¿) ~ U~l B[aii(¡'¿), ¿jf-i laij(¡.¿)ll · 
En el caso que di sea grande comparado con ¿jf-i laij(¡'¿) 1, como di es 

positivo para toda i, entonces (/k (¡.¿) está a la izquierda de (/0 (¡.¿), con respecto 
al eje imaginario. Por lo que si el equilibrio es estable, entonces en la primera 
bifurcación todas las celdas oscilan en sincronía. 



Conclusiones 

En la tesis se estudiaron los casos de bifurcación periódica y estacionaria. 
Para la bifurcación estacionaria se encontró una simetría para k = 0, n/2, la 
cual no había sido abordada antes. Para la bifurcación periódica se encon
tró una simetría para k = 0, n/2 y tres simetrías para ° < k < n/2 (una es 
onda rotan te y dos son ondas estacionarias). 

Se probó en las ecuaciones de Turing, que si el sistema tiene un equilibrio 
estable y los coeficientes de difusión son muy grandes ( o no son muy dife
rentes), entonces en el primer rompimiento de simetrías el sistema tiene una 
solución que corresponde al caso donde las celdas oscilan en sincronía. 

Se han examinado fenómenos de ritmos biológicos donde la sincri)nización 
se explicada con el acoplamiento por difusión. Muchos organismos multinu
cleares exhiben espontánea sincronización de mitosis cuando interactúan. Si 
la división nuclear es controlada por osciladores bioquímicos, la sincronización 
puede explicarse por un simple acoplamiento. Esto sugiere que el acoplamien
to por difusión es un buen mecanismo de sincronización. 

Existen ejemplos en la biología, en donde el acoplamiento de dos procesos 
distintos, cada uno estacionario por si solo, puede producir oscilaciones. Esto 
sucede si l' (/-L) no tienen valores propios imaginarios puros, pero Bk (/-L) sí. 
Es decir, el proceso de difusión o el proceso interno de las celdas no produce 
oscilaciones por si solo. 

Trabajos futuros 

Existen muchas extensiones o variantes de las ecuaciones aquí expuestas; 
para ideas de este tipo se recomienda [GoI2]. Algunos ejemplos son: 

• Se puede modelar al anillo en forma continua, lo cual da una ecuación 
parcial, equivariante por la acción del grupo 0(2) x Si. En este caso 
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se tendrán dos soluciones, una es una onda rotante y la otra una onda 
estacionaria. 

• Se pueden hacer arreglos distintos al de un anillo. Si el arreglo tiene un 
grupo de simetrías G , las simetrías de las soluciones las darán los grupos 
de isotropía de G x S1. Además, se pueden poner simetrías internas a 
la dinámica de la celda, lo que da más posibilidades. 

• También se pueden modelar ecuaciones de reacción-difusión en dos di
mensiones. Por ejemplo, si las condiciones son de periodicidad en un 
cuadrado, se tendrá equivarianza por el grupo 0(2) x 0(2) x S1. 

Aportaciones y Referencias 

El capítulo dos está basado en teoremas abstractos, los cuales aseguran 
que todo lo que se hizó en este capítulo es posible, corno la reducción de 
Ljapunov-Schmidt equivariante o el cambio de base. Las pruebas se encuen
tran en el libro [Ize] y el artículo [Ize2]; el libro tiene casi todas las pruebas, 
pero el artículo tiene más ideas. La aportación de este capítulo está en que 
se hacen las pruebas en un problema concreto y con todos los detalles. La 
idea del cambio de base se encuentra en [Tur], lo cual tiene que ver con la 
serie de Fourier discreta. 

En el capítulo tres, el autor sólo aplicó los resultados de [Ize] y no hay 
nada nuevo en cuanto a técnicas matemáticas, pero sí en cuanto al problema, 
puesto que en la literatura no se habían usado estos métodos topológicos para 
el anillo. En este capítulo se usan teoremas sin prueba debido a que no son 
sencillos; el lector puede comprobarlo en las referencias [Ize] y [Kra]. 

La referencia más cercana al capítulo cuatro es [Gol], donde están los 
grupos de isotropía del caso simple (k = 1). Los grupos de isotropía del caso 
general están mencionados sin pruebas en [Kra]. La forma de encontrar los 
grupos de isotropía del caso general y sus grupos de Weyl es nueva. 

La bifurcación periódica había sido abordada en varios trabajos: 
Para ecuaciones sin retardo, en [Gol] y [Gils] se encuentran las tres simetrías 

en el caso genérico y simple, esto es, sin resonancia y con un solo valor propio 
que cruza en el bloque k = 1. En [Alex] se encuentra el caso simple (k = 1) 
de la onda rotante. 

En [Kra] se encontraron todas las simetrías para la bifurcación periódica, 
pero con una sustancia en cada celda. En dicho artículo, se menciona que se 



5.3. ECUACIONES DE TURING 63 

tiene una órbita de soluciones y que por cada copia de Si se tiene una solución 
distinta, lo cual no se puede probar. En [Kra] también se pide la hipótesis de 
que los ceros sean aislados, lo cual no sucede en el modo de Fourier real, por 
lo que en dicho artículo no es posible encontrar la bifurcación estacionaria. 

Los mejores trabajos en el anillo son [Gol], [Gils], [Alex] y [Kra]. Otros 
artículos interesantes son [Go13] y [Kra2]. Para la parte de aplicaciones se 
recomiendan las referencias [Tur], [Coll] y [Go12]. Para técnicas y métodos 
matemáticos utilizados aquí, se recomiendan los libros [Ize], [Kra3] y [Ber]. 
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Apéndice A 

Análisis 

El espacio de Lebesgue U(Sl; Ck
) es un espacio de Hilbert con la base 

ortonormal {(27r)-l/2eilt}IEZ . Es decir, si X(t) E U entonces 

X = (27r) - l /2 ¿ Xl eilt 

IEZ 

con Xl = (27r)-l /2 J0271" X(t)e-iltdt. Además, su norma es IIXII~2 = ¿IEZ IX¡J2. 
Por lo tanto L 2 es equivalente al espacio 

Z2(Ck
) = {{XI}IEZ : ¿ IX¡J2 < oo}. 

IEZ 

El espacio de Sobolev Hl(Sl ; Ck
) es el conjunto de funciones X E L2

, tal 
que la derivada ex pertenece a L 2

, con la norma IIXII~1 = IIXII~2 + Ilexll~2 . 
Ahora ex E L2 por lo que eX(t) = (27rt l /2 ¿IEZ(eX)leiIT con 

{271" {271" 
(eX)1 = (27r) - l /2 Jo eX(t)e-iltdt = -(27rt l /2 Jo X(t)(e-ilt)'dt = iZXI· 

Ü 22 2 
Entonces ex = ¿IEZ iZXle T y su norma es Ilex II L2 = ¿lEZ Z IXII . Por 

lo tanto la norma de X en H1 es IIXII~l = ¿IEZ IX¡J2 (1 + Z2) Y el espacio 
H l es equivalente a 

{{X¡}lEZ: ¿IXzl2Z2 < oo} e Z2(Ck
) . 

lEZ 

Teorema A.l El espacio Hl(Sl, ll~n está contenido en CO(Sl, JRk), es decir, 
si f E H l

, entonces f es continua. 
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Teorema A.2 {Función Implícita} Sean X, Y , Y Z espacios de Banach. 
Supóngase que f( x, y) es una función continuamente diferenciable de una 
vecindad V de (xo , Yo) en X x Y a Z, f(xo , Yo) = O Y Dyf(xo, Yo) tiene un in
verso continuo. Entonces existe una única función 9 definida en un vecindad 
VI de xo, g: VI ~ Y, tal que g(xo) = Yo Y f(x,g(x)) = O para x E VI· 

Teorema A.3 {Mapeo Abierto} Sean X y Y espacios de Banach. Si L es un 
operador continuo de X en Y, sobre. Entonces L manda abiertos en abiertos. 

Teorema AA {Representación de Riesz} Sea X un espacio compacto de 
Hausdorff, entonces el conjunto de funcionales continuos en X , C(X)* ,es 
isométricamente isomorfo al conjunto de medidas, M(X), en X. En par
ticular, para todo funcional F en C([-a, O]) existe una medida p, tal que 
F(u) = Judp,. 

Teorema A.5 {Ceros Aislados] Sea f una función analítica en un dominio, 
distinta de cero. Entonces los ceros de f son puntos aislados. 

Todos los teoremas anteriores, son estándar en análisis, ver [FoIl] y [Ber]. 
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