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Introducciéon

Tedrica y experimentalmente en muchos estudios se han analizado dife-
rentes arquitecturas de redes. En esta tesis se busca dar un acercamiento
general al estudio de un anillo de celdas acopladas. El anilisis es independien-
te de los detalles intrinsecos de la dindmica en las celdas y de la naturaleza
del acoplamiento entre ellas. Las transiciones entre diferentes patrones de
actividad son modeladas como bifurcacién con simetrias.

En la tesis, se analizan las ecuaciones para un anillo de celdas acopladas
con varias substancias en cada celda y con retardo finito. Se estudia la bifur-
cacién desde un equilibrio uniforme, es decir, se buscan ramas de soluciones
peridédicas. Ademads, se describen las simetrias de dichas ramas de soluciones.
La estabilidad de las soluciones no se aborda aqui.

El problema de bifurcacién, via la reduccién de Ljapunov-Schmidt, es
equivalente a encontrar ceros de la ecuacién de bifurcacién. Por un lado,
el grado topolégico es una excelente técnica para encontrar condiciones que
garanticen la existencia de ceros de una funcién. Por otro lado, una bue-
na técnica matemadtica para abordar las simetrias en la naturaleza son las
representaciones de grupos. El grado topoldgico equivariante une estas dos
herramientas y brinda una poderosa manera de encontrar bifurcacién con
simetrias.

Usando el grado equivariante se prueba la bifurcacién en el anillo. Una
motivacion importante para el estudio del anillo, aparte de las aplicaciones
a la biologia, es que varios problemas en la naturaleza tienen un tratamiento
matemadtico similar. Esto es, los métodos utilizados para probar bifurcacién
en el anillo, permiten abordar una amplia gama de problemas similares como
son: problemas en hidrodindmica (Couette-Taylor o Bénard), problemas de
reacciéon-difusién o problemas en elasticidad.

Un anillo de celdas (células, neuronas, osciladores u otros) puede servir
para modelar una amplia gama de fenémenos en la biologia. Turing plantea

IX



X INTRODUCCION

la necesidad de modelar un anillo de células para explicar la morfogénesis de
un embridn, o el crecimiento de la seccién transversal de un tentdculo de la
hidra.

Se puede interpretar al anillo de celdas como a una red neuronal con
esta forma. Su estudio es una primera aproximacién a los arreglos de re-
des neuronales mas complicadas, pues es simple comparado con los arreglos
generales, y ademas puede servir como componente fundamental de otros
circuitos.

Los anillos de osciladores acoplados se han usado extensivamente en
modelos fisiol6gicos. Muchos investigadores han propuesto que los mecanis-
mos musculares pueden ser modelados como sistemas de osciladores acopla-
dos. Se ha utilizado un anillo de osciladores de Van der Pol para simular baja
actividad intestinal. Otros, han considerado anillos de osciladores acoplados
para un sistema generador de patrones de locomocién. También se han uti-
lizado anillos de osciladores en la funcién de sistemas musculares, como en
el uréter.

Existen varios modelos en la biologia donde aparecen las configuraciones
de anillos. Para mas detalles y referencias se recomiendan [Tur|, [Coll] y
[Gol2].

Morfogénesis de un Embrién

Los genes son un conjunto de bases que se encuentran en el nicleo de la
célula. Cada gen codifica la formacién de una proteina especifica, cuyo en-
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samblado se lleva a cabo en los ribosomas. Las proteinas constituyen nuevo
tejido y las enzimas (que son también proteinas) son catalizadores bioldgi-
cos que aceleran una reaccién. Es asi, que los genes tienen influencia en la
anatomia del organismo porque codifican proteinas y enzimas que forman
nuevas células.

El embrién es un conjunto de células. Las proteinas, enzimas y hormonas
son compuestos que se difunden en el embrién. Se desea modelar un embrién
en crecimiento, en el instante que se encuentra en estado de homogeneidad
y con una simetria esférica perfecta (bldstula). Por simplicidad, el modelo
considerard al embrién como a un conjunto de células distribuidas en forma
de anillo.

En resumen, el modelo del embrién consiste de células distribuidas en
un anillo, en cada una de las cuales hay reacciones quimicas y compuestos
que se difunden solamente hacia las células adyacentes. Los componentes se
mueven de regiones de mayor a menor concentracion, de manera proporcional
al gradiente de concentracién y a la difusién de la sustancia. La dindmica
interna que modela las reacciones en cada célula es similar.

Se buscaran las condiciones que hagan posible el rompimiento de la ho-
mogeneidad del embrién, y la aparicién de soluciones con nuevas simetrias.
Estas simetrias podrian hacer que algunas células crecieran mas rapido que
otras, dando lugar a nuevas configuraciones espaciales en el embrién.

Técnicas Matematicas

Se han utilizado muchos métodos para estudiar a los anillos de celdas
acopladas: perturbaciones, métodos numéricos o formas normales. En esta
tesis, se estudian los anillos de celdas acopladas con métodos topoldgicos.

En [Gol| se usan formas normales para encontrar tres simetrias en una
ecuacion sin retardo, y en el caso genérico (esto es, sin resonancia y con un
solo valor propio). En [Gils] se plantean ecuaciones de segundo grado con
interaccion por un potencial, y también se obtienen las tres soluciones con
formas normales. La desventaja de las formas normales es que sélo se pueden
obtener resultados con el cruce de un solo valor propio.

En [Alex] se encuentra una simetria para ecuaciones sin retardo, en la
que las celdas oscilan desfasadas uniformemente. Es decir, que oscilan idénti-
camente y que la diferencia entre los tiempos de oscilacién de dos celdas
adyacentes es el mismo para todas. En este articulo se usan argumentos
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topolégicos, lo que permite analizar la resonancia (en este sentido es maés
general que [Gol] y [Gils]). Por otro lado, debido a que no se utilizan repre-
sentaciones de grupos, no es posible encontrar las otras dos simetrias.

El articulo que estd mas cerca del estudio de esta tesis es [Kra|, en donde
se encuentran las tres simetrias de la bifurcacién periédica. Sin embargo, el
articulo tiene muchas cosas distintas respecto a esta presentacién, como son
la construcciéon del grado equivariante y las técnicas matemadticas utilizadas.

Resultados y Aportaciones

En la tesis, se encuentran tres tipos de simetrias para la bifurcacién
periddica y una simetria para la bifurcacién estacionaria. En la bifurcacion
periddica, una solucion es una onda viajera, que es el equivalente a las on-
das rotantes en ecuaciones de reaccién-difusion, las otras dos soluciones son
ondas estacionarias. La solucién encontrada en [Alex] es un caso particular
de la onda viajera. Las tres soluciones encontradas en [Gol] y [Gil] son casos
particulares de la onda viajera y de las ondas estacionarias.

Las ventajas del andlisis con el grado topoldgico sobre las formas nor-
males (como [Gol| y [Gils]) es que permite tener mas de un valor propio, y el
andlisis con retardos sin dificultad adicional. La ventaja del estudio con las
representaciones de grupos es que se tiene un método con el cual se encuen-
tran todas las posibles simetrias, evitando restringirse a casos particulares
(como [Alex]).

El estudio matemadtico mas completo para la bifurcacion con simetrias en
el anillo es [Kra). Lo novedoso de la tesis respecto a [Kra] es que se hacen
todos los calculos de las representaciones de grupos, se detalla la reduccién de
Ljapunov-Schmidt, se permite mds de una sustancia en las celdas, se estudia
la bifurcacién estacionaria y se da una descripcién detallada de las soluciones.

Resumen de la tesis

En el primer capitulo, se deducen las ecuaciones que surgen de la necesi-
dad de modelar las situaciones antes descritas. Después, se proponen ecua-
ciones mas generales, y se cambia el problema de bifurcacién de soluciones
periddicas al de encontrar ramas de ceros de un operador.

En el segundo capitulo, el problema de encontrar ramas de ceros del
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operador es cambiado por el de encontrar ceros de un sistema de ecuaciones
algebraicas, debido a la reduccién de Ljapunov-Schmidt. Después se prueba
la equivarianza con respecto a la accién del grupo D, x S', donde el grupo
D, refleja las simetrias del anillo y el grupo S! la fase de la solucién (esto
tltimo debido a que las ecuaciones diferenciales son auténomas). Al final, se
hace un cambio de variables para obtener la ecuacién de bifurcacién.

El tercer capitulo trata sobre el grado equivariante. Este tiene la propiedad
de asegurar la existencia de ceros, si el grado es no trivial. Aplicando esto al
problema de bifurcacién, se obtiene informacién sobre las condiciones para
la existencia de soluciones y el tipo de simetrias de éstas. En este capitulo
no hay pruebas de las teoremas utilizados, la referencia para éstos es [Ize].

En el cuarto capitulo, se analizan las representaciones irreducibles del
grupo y se encuentran los grupos de isotropia y sus espacios de puntos fijos.
Estos espacios imponen las simetrias de las soluciones bifurcadas.

En el quinto capitulo, se presenta el teorema de bifurcacién de la tesis,
se describen las soluciones y se hacen algunos comentarios acerca de las
ecuaciones de Turing.

Para la lectura rapida de esta tesis, al final de cada capitulo se encuentra
un resumen con los resultados principales. Ademas, el teorema de bifurcacién
del quinto capitulo esta escrito de tal forma que el lector no tenga que remi-
tirse a otras secciones en la tesis.
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Capitulo 1

Planteamiento del Problema

En la primera seccion, se deducen las ecuaciones para los ejemplos de la
introducciéon. En la segunda seccion, se dan las ecuaciones generales que se
van a estudiar en la tesis.

En la tercera seccién, se cambia el problema de encontrar soluciones
periddicas de las ecuaciones generales al de encontrar ceros de un operador,
esto para utilizar el grado topoldgico. Por 1ltimo, este operador es linealizado.

1.1. Deduccion de las Ecuaciones

Se dard una deduccién de las ecuaciones de manera que sea adecuada
para las aplicaciones. Se utilizara el término celdas para denotar osciladores,
células, neuronas u otros.

En la interaccién quimica por difusién entre dos células, el tiempo nece-
sario para el transporte o procesamiento de componentes quimicos puede ser
considerable. Ademas, los retardos en la difusion pueden depender de cada
sustancia. Entonces surge la necesidad de que la interaccién entre dos celdas
dependa de todo el tiempo pasado, hasta cierto momento.

Para poder tener retardos en las ecuaciones, es necesario hacer la siguiente
observacién: sea u(t) una funcién continua de [—a, b en R¥ con a,b > 0, que
representa las concentraciones de una celda. Para cada t € [0,b], la funcién
u(t + 0) es continua para 6 € [—a,0].

Definicién 1.1 Se define la funcién u‘(8) como
u'(6) = u(t +0) € C([~a,0};R"),

1



2 CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

donde C([—a,0]; R*) representa el espacio de Banach de funciones continuas
de [—a,0] a R, provisto con la norma del supremo.

La dindmica interna de una celda debido a reacciones quimicas u otros
factores, estd dada por un operador diferenciable

h(u) : C([ - a,0; R™) —» R™.

Es decir, la ecuacién para las concentraciones de una celda sola (sin acoplamien-
tos) es

d ty _
au(g) = h(u') = h(u(t + 9))

donde h actiia como operador sobre u(t + #) como funcién de 6. Lo anterior
permite capturar el retardo, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2 [Retardo Fijo]Sea h(u) = f(u(—r)) donde f es una funcién

diferenciable de R™ en R™ y r es fijo. Entonces la ecuacion anterior es

%u(t) = h(u(t +6)) = f(u(t —1)).

Se considera que el acoplamiento entre cualesquiera dos celdas es el mis-
mo. El acoplamiento es representado por el operador diferenciable

g(u,w) : C([ - a,0];R™)* - R™

que considera el efecto en la dindmica de la celda u, por la interaccién con
la celda w. Por ejemplo:

Ejemplo 1.3 Si se acoplan dos celdas u y w, entonces sus ecuaciones son
d
720 = hw) + g(u',w)
d
aw(t) = h(w') + g(w*, u).

El caso general

Se considera un anillo de n celdas, donde cada celda estd descrita por
una funcién u;(t) = (u1j, ..., Um,;) € C(R;R™). Las componentes u;; de u;
pueden ser concentraciones quimicas, corrientes de iones, voltajes de mem-
branas, etc. Para facilitar la notacién se tomara a j médulo n, por ejemplo,

u(t) = un(t) 0 upy1(t) = us ().
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Debido a que la forma del arreglo es un anillo, el acoplamiento de la celda
J es sblo con las celdas adyacentes: j +1 y 7 — 1. Por lo que el efecto por
acoplamiento, en la ecuacién de la celda j es

9(uj, ujpr) + g(uj, uj-y).

Por lo tanto, la ecuacién para las concentraciones de la celda j = 0,...,n—1

es
d
() = h(us) + g(ul, uf ) + g(ufy u )

con j médulo n.

En las aplicaciones, el modelo puede ser alterado por pequenas irregulari-
dades fisicas, incluyendo fluctuaciones estadisticas en la difusién o pequenos
cambios que alteren la dindmica interna de las celdas. Para tener esto en
cuenta, se pueden introducir pardmetros que puedan representar a estas cir-
cunstancias fisicas. En esta tesis, h y g dependerdn de un sélo pardmetro
1 € R, que representa los cambios externos en las celdas.

Fisicamente, se supondrd que el sistema anterior estd originalmente en
equilibrio, es decir, que se supondrd que para cada p € R existe v, € R™
tal que (v, ..., v,) es equilibrio del sistema de ecuaciones anteriores. Se desea
conocer bajo qué circunstancias existen soluciones periédicas que se bifurcan
del equilibrio. Es decir, cuando existe una rama de soluciones periédicas que
dependen del pardmetro, aparte del equilibrio. En la tesis se estudian las
condiciones bajo las cuales esto sucede.

1.2. Ecuaciones Generales

En esta seccién se dara la generalizacion de las ecuaciones de la seccién
anterior, de manera que la notacién sea més simple.
Las ecuaciones diferenciales con retardo que se estudiaran en esta tesis

son
duj( )

_f(uj 1 _'_n J-|-1Hu‘)! (11)

con j =0,...,n— 1 médulo n y las funciones u; en C'([—a, b], R™).
Aqui f es un operador diferenciable de C([—a,0]; R™)® x R en R™, que
satisface la condicién

f(v,u,w) = f(w,u,v). (1.2)
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Esta condicién refleja el hecho de que el acoplamiento es simétrico con las dos
celdas adyacentes. Ademas, se supondré que para cada u € R existe v, € R™
tal que f(vy, vy, vy; 1) = 0. Esto es, el punto v,(:) = (v, ..., v,) es equilibrio
del sistema de ecuaciones generales (1.1).

Como primer ejemplo se recuperan las ecuaciones de la seccién anterior.

Ejemplo 1.4 Sean h(u;u) y g(u, w; ) como en la seccién anterior. Entonces

fv,u, w; p) = h(w; p) + g(u, w; p) + g(u, v; )

satisface la condicién (1.2). Por lo que las ecuaciones de la seccion anterior,
son un caso particular de las ecuaciones generales.

Ejemplo 1.5 [Acoplamiento nolineal]Sean h(u; i) y g(u; 1) operadores dife-
renciables de C([—a,0]; R™) x R en R™. Entonces

f(v,u,w) = h(u; p) + g(v — u; ) + g(w — u; p)

satisface la condicién (1.2). El operador h describe la dindmica interna de
las concentraciones u; en las celdas. El operador g representa la fuerza
de acoplamiento (nolineal) entre celdas adyacentes, dependiendo sélo del
gradiente de concentracién (v — u).

Ejemplo 1.6 [Acoplamiento lineal]Sea g(u;u) un operador lineal G(u)u.
Entonces
fv,u,w) = h(y; p) + G(p) (v — 2u + w)

satisface la condicién (1.2).

Para entender un poco la notacidén, se dan dos ejemplos de ecuaciones con
acoplamiento lineal: unas con retardo fijo en la difusién y otras sin retardo.

Ejemplo 1.7 [Retardo fijo]En este caso el operador lineal G(p)u es D(p)u(—r),
donde D(u) es una matriz continua con respecto a p, que representa la fuerza
de acoplamiento. El operador h es h(u, u) = f(u(0); 1) donde la funcién f es
diferenciable de R™ x R en R™, que representa la dinamica interna de cada
celda. Entonces las ecuaciones son

du;(t)

= h(uf; 1) + G ) (g — 2u + ufy)

= f(u;(t); 1) + D(p)[(wj—1 — 2u;j + ujpy)(t — 7)].
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Ejemplo 1.8 [Sin retardo|Si se toma r = 0 en el ejemplo anterior, las ecua-
ciones son

duéft) = f(uj(t);f—"’) 4 D(#)(uj—l — 2'&‘1.3‘ + Uaj+1)(t)'

Ademds, si D(u) es una matriz diagonal positiva, que representa la fuerza de
acoplamiento por difusion, entonces se tienen las ecuaciones de Turing.

Para escribir a las ecuaciones generales (1.1) en una sola ecuacién vecto-
rial, definase a U como (ug, ..., un—1) y a la funcién U* como U'(6) = U(t+8).
Ademds, definase a F(U, u) como

F(Usiu')z (FU(U’#)ran—l(Uaﬂ)) (13)
Fi(U,p) = f(uj-r, 45, j415 1)

con j médulo n. Entonces las ecuaciones generales (1.1), son equivalentes a
la ecuacién vectorial
dU

— = F(U, p) (1.4)

con v,(+) equilibrio del sistema anterior, pues F' satisface F'(v,, p) = 0.

1.3. Linealizacion

Se desea encontrar soluciones periddicas a la ecuacion (1.4). Supéngase
que U es una solucion de periodo T . Haciendo el cambio de variable ¢(7) =
7/v con v = 2r/T, se tiene que X (7) = U(t(r)) = U(7/v) es una funcién
2n-periédica en 7. Ademds dX/dr = (dU/dt)/v y

U@)=U(t+0)=U((r+v8)/v) = X(T + v8) = X" (10).

Entonces X es solucién 27-periddica de la ecuacion

dX
— =F(X" (v k 1.5
Vo = F(XT(v0), ) (1.5
De esta manera, se cambia el problema de buscar soluciones de periodo 7' =
27 /v de la ecuacién (1.4), al de buscar soluciones 27-periddicas de la ecuacién
(1.5).
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Por definicién de H'(S'; R™) (ver apéndice), el operador derivada 9 :
H' — L? es continuo, con H' C L?. De hecho, se conoce que H'(S') C
C°(S') (ver apéndice), por lo que el operador F(X,u) estd bien definido
para X € H'(S';R™).

Por lo anterior, el operador F de H!(S';R™) x R? a L?(S'; R™) dado
por

F(X;p,v)=vdX — F(XT(v8), ) (1.6)

estd bien definido y es continuo. Ademés, si (X)) = 0 entonces X es solucién
débil de la ecuacién (1.5). Si X es ademds diferenciable, entonces es una
solucién fuerte. Asi, se cambi6 el problema de buscar soluciones periédicas a
(1.4), al de buscar ceros del operador F. Esto con el fin de utilizar el grado
topolégico.

Se desea linealizar a F(X) cerca del equilibrio v, pues F(v,) = 0. Para
esto es necesario primero linealizar a F'(X; u) en v,,.

Proposicién 1.9 Sean f,(v,) y fu(v,) las derivadas (Frechet) parciales de
f(v,u, w) con respecto a u y v, en (v,, vy, v,). Definase el operador L(u) de
C([~a,0]; R™) en R™ como

B b B
L) = {,’f‘ jﬁ: i (1.7)
Fo 0 0 waife

con el operador f,(v,) en la diagonal y f,(v,) a los lados. Entonces L() es
la derivada de Frechet de F(X, p) en v,. Ademds, L() es diferenciable con
respecto a .

Prueba. Como f es diferenciable, los operadores f,(v,) y fo(v,) de C([—a,0]; R™)
en R™ son lineales, acotados y diferenciables con respecto a u. Lo cual implica
que L(u) es un operador diferenciable con respecto a p.

Ademas, de (1.2) se obtiene que f,(v,) = fu(v,). Como f(vy, Uy, vy p) =
0, entonces

f(vu +v,v, +u,v, + W;,U*) = fu(vﬁ)v + fu('v,u)u + fu(U.u)w + g

donde g = o(]|(v, u, w)||). Ahora, sea la funcién X (7) = (zo, ..., Zn—1) con z;
en C([—a,0]; R™), de la definicién de Fj, dada en (1.3), se tiene

Fi(X + vy, p) = folvu)zjmy + fulve)zi + fo(ve)zien + 95,
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con g;(X, u) = o(||X||). Por lo tanto
F(X vy, p) = (Fo(X +v), .. Fpaa(X +v,)) =L)X + 9
con g(X, p) = (go, .- gn—-1) ¥ g = o(||X1]). O
Utilizando lo anterior en el operador F, dado en (1.6), se obtiene
F(X + vy p,v) = v0X — L(pu) X" (v6) + g(X, p,v)

donde g(X, p,v) = —g(X7(v8), 1) es un operador de H' x R? a L? tal que
g9 = o(lIX]]).

Resumen
Redefinase al operador F(X, u,v) de H' x R? en L? como
F(X, 1,v) = v0X — L(1)X" (48) + 9(X, ) (18)

con L(p) dada en la proposicién (1.7). Si se encuentra (X, u,v) tal que
F(X,p,v) =0ysi X € C, entonces U(t) = X(tv) + v, es una solucién
2m /v-periddica de la ecuacién (1.4).

Por lo tanto, si se encuentra una rama conexa de ceros de F distinta de
la trivial, se tendrd una rama local de soluciones periddicas que bifurcan del
equilibrio, esto es la bifurcacién periddica. En el caso que la rama que bifurca
es de soluciones constantes, se dice que la bifurcacién es estacionaria.

El problema de encontrar bifurcacién de soluciones periddicas se ha con-
vertido en un problema de encontrar ceros. Por lo tanto, se puede olvidar a la
ecuacion diferencial y centrar la atencion en el operador F. En los tres capitu-
los siguientes se estudiara el operador F y no se volvera a hacer referencia a
la ecuacion diferencial hasta el ultimo capitulo.



CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA



Capitulo 2

Ecuacion de Bifurcacion

En la primera seccion, se utilizan las series de Fourier para cambiar el
problema de encontrar ceros del operador del capitulo anterior, al problema
de encontrar ceros a un nimero finito de ecuaciones algebraicas. Esto se
conoce como la reduccién de Ljapunov-Schmidt.

En la segunda seccién, se analizan las simetrias de las ecuaciones gene-
rales, es decir, la equivarianza. Después se hace el seguimiento de las simetrias
hasta el sistema finito de ecuaciones, dado en la seccién anterior.

En la tercera seccion, se hace un cambio de base en el sistema finito de
ecuaciones, se describen las simetrias y se prueba equivarianza en la nueva
base. Como se vera después, el cambio de base es necesario para los capitulos
posteriores.

2.1. Ljapunov-Schmidt

El problema de encontrar los ceros de F es de dimension infinita, puesto
que F es un operador definido en H! x R?. A continuacién se hace la re-
duccién a dimensién finita (Ljapunov-Schmidt), utilizando series de Fourier
para descomponer al espacio H'.

Sea Y., Xie'" la serie de Fourier de X (7) € H'(S*; R™), entonces X; =
X_y, pues X(7) es real. Ademas, la serie de Fourier de X7 (v0) = X (7 + vf)
es Y. (e"™0X))e' y la de 0X (1) es Y. (ilX;) €™ (ver apéndice). Utilizando
esto, el operador F dado en (1.8) es

F(X;p,v) =Y [iwlX; — L(u) (€™ X)) + glle™”

leZ
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donde g,(X) = L [ g(X (1), p, v)e *7dr.
Se va a estudiar el operador L(u) aplicado a una funcién como h(6)X, en
particular a la funcién e®?X,.

Proposicién 2.1 Sea h una funcién en C([—a,0];R). Supdngase que A :
C([—a,0];R™) — R™ es un operador lineal continuo. Entonces existen me-
didas du;; que dependen sélo del operador A, tal que la matriz [Ah] =

{ffc h(G)dpgj(B)} de m x m satisface
A(h(6)X) = [AR]X
para todo X € R™.

Prueba. Sea {e;}]", la base canénica de R™, entonces A = 3 ™" | Aje; donde
A; : C([—a,0]; R™) — R es un funcional lineal continuo. Sea = = (21, ..., Tm)
un vector en R™ y h(f) € C([—a,0]; R), utilizando que el funcional A; es
lineal, se obtiene que A;(zh(6)) = Y., z;A;j(h(f)e;). Definase a los fun-
cionales A4;; de C([—a,0]; R) en R como A;;h(6) = A;(h(0)e;), entonces

m

AR =Y (5D 4ii(h(0)) & = [Ah]z

i=1

con la matriz [Ah] de m x m definida como [Ah] = {A;;(h(0))}:;. Ademas,
por el teorema de representacién de Riesz (ver apéndice), existe una medida

dp;; tal que Aju = f_o,r udp;;. O

Por la proposicién anterior, se tiene la igualdad L(p)(h(6)X) = [L(n)h] X,
en particular L(u)(e??X) = [L(p)e™®] X . Sean las matrices [f,] = [fu(v,)e™]
y [fo] = [fo(v,)e*?]. Estas matrices dependen de (u, A), entonces

(fu] [f] O .. [f]

e = | Y e | e

(] 0 0 ...[f]

Ademas, si se define a la matriz M(u, ) como

M(u, A) = i — [L(n)e™), (2.2)
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entonces el operador F es

F(X) =) [M(p, )X, + gle
ez

con M(u,lv) = M(p,—lv) y § = g—i, pues F es real.
Proposicién 2.2 Para p fija, el conjunto {\ : det M(u, A) = 0} es finito.
Prueba. De la definicién de [L(u)h] se tiene
[L()eX)1X || < NL(w)X]| < C(u) I1X]]
con C(u) una cota que no depende de A. Entonces
1M (i, )X > [[AX] = [|[L(w)eX) X || 2 (1M = C) 1X]

por lo que M(u, \) es invertible para |[A| > C.

Sea w(A) = det M(u, ). Entonces w es una funcién analitica en A y
w(A) # 0 para |z| > C. Como una funcién analitica, distinta de cero, tiene
ceros aislados (ver apéndice), entonces el conjunto {A : det M (i, A) = 0} es
finito. O

Sea I (de Invertible) el conjunto de las I’s tal que M(po,lrp) es inver-
tible. Nétese que si [ € I, entonces —I € I pues M (po, —lvg) = M (o, ).
Ademss, si | € I, entonces M (u,lv) es invertible para (u,v) ~ (o, 1), pues
det M(u,lv) es continua y det M (uo,lvp) # 0.

Sea N (de No invertible) el conjunto de las I’s tal que M (uq,lv,) es no
invertible. Por la proposicién anterior, N es finito y la matriz M (u,lv) es
invertible para v ~ vy (v # 1), si | # 0.

Ahora, se decompondr4 el espacio L? en dos subespacios, el de los modos
invertibles (I) y el de los no invertibles (). Después, se utilizara el teorema
de la funcién implicita para poner los modos invertibles en funcién de los no
invertibles. Al final, se tendrda que encontrar ceros de F es equivalente a en-
contrar ceros en los modos no invertibles (IV), con N finito, por la proposicién
anterior.

Sea V; el subespacio {X € L?: X; =0 VIl € N} y sea Vy el subespacio
{X € L? : X, =0 VI € I}, entonces L?> = V; @ V. Sean X; y Xy las
proyecciones de X € H' en V; y Vy, entonces X = X; + Xy con X; =

D ler Xie" y Xy = 2 leN Xigh,
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Sean los operadores F;(X, u,v) v Fn(X, i, v) las proyecciones en V; y
Vy de F(X, p,v), entonces F = F;(X) + Fn(X) con

FI(X: ,U.,I/) = Z[M(M,EV)X; +gi]eih Y
lel

Fn(X,mv) =Y [M(p, )X, + gle™.

leN

Por lo que F(X, p,v) = 0 si y sélo si Fr(X,p,v) =0y Fy(X,pu,v) =0. Se
desea utilizar el teorema de la funcién implicita para F;(X; + Xn, y,v) = 0,
con lo que se obtendra que X; = X;(Xy). Esto lo garantiza lo siguiente.

Proposicién 2.3 En una vecindad U de (0, po,0) € Vn x R?, existe una
tinica funcién H(Xy,p,v) de U en V; N HY, tal que H(0, puo, ) = 0 y
Fr(H(Xn) + Xn,p,v) = 0 para (Xn, p,v) € U.

Prueba. Sea Fi(Xp; Xn,u,v) = Fi(Xr + Xn,p,v) el operador de (V; N
H'Y) x (Vx x R?) en V;. El resultado se sigue de aplicar el teorema de la
funcién implicita (ver apéndice), a F;(X;, Xn, i, v) = 0, sélo hay que veri-
ficar las hipétesis. Como F; es la proyeccion en V; del operador diferenciable
F(X, p,v), con F(0, u,v) =0, entonces F; es diferenciable en una vecindad
de (0;0, o, o) y F1(0,0, u,v) = 0.

Sélo falta verificar que Dx, F;(0; 0, o, 1) €s un homeomorfismo lineal de
(V; N H') en V;. Definase el operador T de (V; N H') en V; como

T(X1) =Y Mo, lvo) Xie" = v60X1 — L(po) X1 (7 + vo°),

lel

este es un operador lineal y acotado. Como

Fi(Xn, Xn,p,v) = Y M(u, ) X" + o( X1, Xn),

lel

entonces Fy(0 + h, 0, o, ) = T(h) + o(h) y T es la derivada parcial de F;
con respecto a X; en (0,0, uo, vg)-

Como M (g, lvy) es invertible para | € I, el inverso de T es T7'X; =
>oier M (1o, lvg) ' Xye''™. Ademds, para |lvg| > C(uo) se tiene

1+
—Cluay = X

(1+12%) ”M_l(#o,ff/n)“:! = (v
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donde K no depende de [/, entonces

177X < 0+ | M oy o) |* I1Xl1” < K 11X 117

lel

Por lo tanto, T~! es continuo y 7' es un homeomorfismo. a

Definase a Fj(Xy) como

Fr(Xn,pyv) = Fy(H(Xn) + Xn) = Y [M(n, W) X0 + gf(Xn)le" (2.3)

leN

con g/ (Xn,u,v) = g(H(Xn) + Xn) = o(Xn). Por lo tanto, encontrar
(X, pyv) ~ (0, po, ) tal que F(X,u,v) = 0, es equivalente a encontrar
(XN, p,v) ~ (0, po, o) tal que Fr(Xn,p,v) =0.

Nétese que si N es vacio, entonces Xy = 0 es la tinica solucién a Fn (Xy) =
0, por lo que X = H(0) + 0 = 0 es la tnica solucién a F(X) = 0.

Se recuerda que F(X) es un operador real, entonces X; = X_;, M (u,lv) =
M(p,—lv) y g = g—i. Por lo tanto F3}(Xy) = 0 si y sélo si M(u, )X, +
gl({Xf}IEN‘) =0 parai € N+ — {I e N:I 2 0}, con gf({X;};eN+) =
q(Xn). Sea

V* = {{Xi}ien+ : Xo € R™, X, € C™ para | > 0}.
Se define a F* de V* x R? en V* como
F*{Xihen+,pv) = {M(p, ) Xi + g({ X1 }ien+) hen+- (2.4)

Entonces F*({X;},en+) = 0 es equivalente a Fx(Xy) = 0.

En resumen

El problema de encontrar (X, p, v) ~ (0, o, 1) tal que F(X, u,v) = 0 con
X = 3",z Xi€'"", es equivalente al problema de encontrar ({X}ien+, 4, v) ~
(0, wo, o) tal que F*({X},p,v) =0, con N* el conjunto de I's tal que [ > 0
y M(lvy, o) es no invertible. Esto se conoce como la reduccién de Ljapunov-
Schmidt; y a F* = 0 se le conoce como la ecuacién de bifurcacién.

En la siguiente seccién, se veran las simetrias y el seguimiento de estas
simetrias hasta la ecuacion de bifurcacién.
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2.2. Equivarianza

En esta seccidon se analizan las simetrias de las ecuaciones.

Definicién 2.4 Un espacio de Banach E es una representacion del grupo I',
si existe un homomorfismo p de I" en GL(E), donde GL(E) son los homo-
morfismos en E. Se dice que I actiia en E por la accion p(7)z.

Un subgrupo de permutaciones G C S, actiia en el espacio X = (g, ..., Zn_1)
con z7 € R™, como la representacién p(vy) : G - GL(R™") inducida por

P(7)X = (Z4(0); -+ Tx(n-1))

para vy € G C S,.

Ejemplo 2.5 El diédrico D,, C S,, es el subgrupo de permutaciones genera-
do por la rotacién ((j) = j+1 y la reflexién k(j) =n—7j,conj=0,..,n—1
modulo n.

Obsérvese que si I es la matriz identidad de mxm, entonces por definicion
de p, se tiene

p(¢) = T | v el = I
I

donde p(vy) es una matriz de mn x mn.

Definicién 2.6 Si B y E son I'-representaciones, con acciones p(7y) y p'(7)
respectivamente, entonces F' : B — E es I'-equivariante si F(p(y)z) =

P (7)F(z).

Si F(X) es equivariante por p, se dice que el grupo I' son las simetrias de
las ecuaciones.

Proposicién 2.7 La funcién F(X, ), dada en (1.3), es D,-equivariante. Es
decir, F(p(7)X, p) = p(v)F(X, p) para todo y € D,
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Prueba. Obsérvese que p(y)F (X, i) = (Fy(0), -y Fy(n-1)), por lo que F(X, p)
es I"-equivariante si la condicién

Fi(p(7) X) = Fy;)(X)

es valida para todo 7. Como D, estd generado por la rotacién ¢ y por la
reflexién &, para probar la equivarianza de F(U, u) sélo es necesario verificar
la condicién para € y k.

Para la reflexién &, utilizando f(v,u,w) = f(w,u,v) se obtiene

Fi(p(k)U) = f(tn(j-1), un(s)> Uni+1) = f (Ui, ey ujoa)
= fu—jor,u-jyu_jn) = F_;(U) = Fy(;) (V).

Para la rotacion (, se tiene

Fi(p(QU) = f(u¢i-1), ue(i) Ue(+1))
= f(uj, uj1, uj42) = Fj1(U) = Fei5)(U).

Con lo cual se obtiene la equivarianza. O

Proposicién 2.8 Sea (v, ) laaccién deT" = D, xS en el espacio L*(S!, R™")
dada por
(1, 9)X () = p(M X (7 + ).

Entonces el operador F, dado en (1.6), es I'-equivariante.

Prueba. De la proposicién anterior y debido a que F(X7(v6), 1) no depende
explicitamente del tiempo, se tiene
(1, @) F(X7(v8)) = p(7)F(X*(v))
= F(p(7)X"**(v0)) = F((7, ) X" (v0)).

Ademis el operador derivada 9 es I'-equivariante. Por lo que F(X) = voX —
F(X7(v0)) es I'-equivariante. O

Definicién 2.9 Sea z € F. El grupo de isotropia de I' en z es el conjunto
.={veliyw=x}
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Proposicién 2.10 Si F(p(7)X) = p'(7)F(X) y F es C' en Xy, entonces

DF(p(7y)Xo)p(v) = p'(7) DF (X))

para todo <y en I'. En particular, si H = T'x, , entonces DF(X,) es H-
equivariante.

Prueba. Por un lado
F(p(7)(X + Xo)) — F(p(7)Xo) = DF(p(7) Xo)p(7) X + ...,
por otro lado

F(p(7)(X + Xo)) = F(p(7)Xo) = #(M[F(X + Xo) — F(Xo)]
= p'(V)(DF(Xo) + ...).

Por uncicidad de la derivada, se tiene D f(p(7v)Xo)p(7y) = p'(7)DF(X,). O

Por la proposicion anterior, debido a que F es I'-equivariante y a que
I'o = D, xS', entonces vO—L(p) es -equivariante. Ademds, la parte no lineal
9(X) = F(X) — (w0X — L(p)X) es diferencia de funciones I'-equivariantes,
por lo que g(X) también es '-equivariante.

Proposicién 2.11 El operador Fj(Xy), dado en (2.3), es I'-equivariante.
Prueba. Como F es I'-equivariante, entonces
(% @) Fi(X) + (v, ) Fn(X) = Fi((7, 9)X) + Fn((7, ) X)

por lo que F; y Fy son [-equivariantes.
Si Fr(H(Xy) + Xn) = 0, entonces

0= (7,9)" ' F1(H(Xn) + Xn)
= '7:1((7! @)_IH(XN) 2 (FY: go)_IXN] = f![(’l’: ﬁo)_lH((7= QO)YN) i YN]:

con Yy = (v,¢) ' Xn. Pero F;(H(Yx)+Yn) = 0y H(Yy) es tinica, entonces

H(Yn) = (v, 9) " H((7,9)Yn)

y H es I'-equivariante.
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Utilizando lo anterior

(7, @) Fn(Xn) = Fa((r, o) H(XN) + (7, 9) Xn)

que es la equivarianza. 0

Esto sugiere que la funcién F*,dada en (2.4), es '-equivariante por la
siguiente accion.

Proposicién 2.12 Sea (v, ¢)* la accién de I' = D,, x S* en el espacio V*
dada por

(7, ) { Xihien+ = {p(1)€™ X }ien+.

Entonces la funcion F* de V* en V* es I'-equivariante.

Prueba. Se utiliza que F3 es I'-equivariante. Se recuerda que X wir) =
Y ien[M(lv, p) X)€" Entonces

(1, 0)Xn(7) = ) _(ep(n)X)e" y

leN

Fi((1,9)X) = Y M (v, p)e™p(7) X + g; ({*p(m) Xi}) ™.
leN

Ademas

(1 @) Fr(X) = 3 p(n)e M (v, W)X, + gf ({Xi})e™.
leN

Como la expansién en series de Fourier es unica se tiene
e“p(y)[M (v, W) Xi + 7] = M(lv, p)e*? p(7) Xi + g; ({€"°p(7) X1 })

que es la equivarianza. O
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2.3. Cambio de Base

Elgrupol’ = D, xS' actiaen {X;} € V* como (v, p){Xi} = {p(7)e"* X,}.
Obsérvese que D,, actia igual en el modo X; para toda [; la inica diferencia
es que el modo X es real, y el modo X; es complejo si [ > 0. Puesto que
R™" est4 identificado con {X € C™ : X = X}, se puede pensar al modo X,
en C™*,

Notacién 2.13 Se usard a ( para denotar a ( = 27/n donde n es el niimero
de celdas. Ya se ha utilizado a ( como la rotacion en D,,, en lo sucesivo se
utilizarad indistintamente a (.

Definicién 2.14 Para k =0, ...,n — 1 mddulo n, se define a los subespacios
V(k) de C™ como

V (k) = {(2€"*¢, ze™, iy 2Ny s e O ).

Ademds, se definen isomorfismos T(k) de C™ en V (k) como

1 e _
T(K)2 = (a5, 265, .., 2605)
vn

Por ejemplo, se tiene que V(n—k) = V(—k) y T(n—k) = T(—k). Ademas,
se puede probar que T'(k)z = T(—k)z.
Lema 2.15

"Z"‘e,-ﬂk,nc _ { 0 si k # I médulo n

/ n si k=1 médulon
3=0

Prueba. Sea k' = k — | # 0 médulo n, como €™ = 1, entonces
n-1 )
Y= (1- ¥ /(1= ) =0.
7=0

Sea k' = 0 médulo n, entonces S 7! eik'¢ = . d
) k=0

Sea usara a [z] para denotar al primer entero superior de z € R. Entonces
[n/2] es n/2 si n es par, y [n/2] es (n+ 1)/2 si n es impar.
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Proposicién 2.16 Sea {e;}™, la base canénica de C™ y sea {T'(k)e;}T* =
{T(k)ey,..,T(k)en}.Se define a la matriz P de mn x mn como

P = [{T(0)e} 7", {T(Ve}T", {T(~1)es}T",
o AT(0/2] = De} T AT (= (/2] = 1))e: }1, {T([n/2])e:}7"]-

En el caso que n es impar, los vectores {T([n/2])e;}* no aparecen.
Entonces P es una matriz ortogonal, esto es, P~! = PT.

Prueba. Utilizando el lema anterior se tiene

n—

(T(k)ei, T(l)e;) = _Z

1
j=0

ij(k— ¥R si (k,2) = (L, )
N e es) = { 0 si(k,q) # (I,7)

S|

Por lo que las columnas {T'(k)e;}’i=, de P forman una base ortonormal de
L, O

Por lo tanto, para todo X € C™ existe un dnico
Z= (zoszl,z—ls ooy Z[n /2] -1y z—({nﬁ}—l)}z[nﬂ]) eC™
tal que X = PZ = E:‘;é T'(k)z, donde zj,/2) no aparece si n es impar.

Proposicién 2.17 Sea Vi el subespacio P~'(R™) de C™", entonces la
transformacioén lineal P : Vg — R™ es una biyeccién y

VR — {(zﬂazh B 55003 z[n/?}) g O™ 205 Z[n/2) € Rm}
En el caso que n es impar, el término z,/7) no aparece.

Prueba. Si Z = (29, 21,21, 2[n/2)) € VR, entonces PZ = Z:;é T(k)z €
R™", por lo que PZ = PZ y

iT(k)Zk = iT(k]Zk = ET(—k)Zk.
k=0 k=0 k=0

Como las z; son tunicas, necesariamente z_; = Zx. Por lo tanto, zy es real,
Zz_p =Z para 0 < k <n/2y z,; es real (si n es par). O
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Notacién 2.18 Se usard la notacién M = diag(My, Ms, ..., M,,), para de-
notar la matriz diagonal

M,

My,

Proposicién 2.19 Sea My (u, A) la matriz de m x m
Mi(p, A) = iAI — 2 cos k([ fu] — [fu] (2:5)

con k médulo n. Definase a la matriz M'(p, \) como

(Mo )

M,

M,
M'(p,\) = (2.6)
Minj21-1

Min 211

\ M2 )

donde el bloque M, /5 no aparece si n es impar. Entonces P~ a, X P =
M'(p, A).

Prueba. Sea z € C™, entonces
M (p, \T(k)z = (iM] — [L(p)e™®])(2e"*5, ..., 2e* =) = (yq, ..., yn1).
Usando la definicién de [L(p)e™*?], (2.1), se obtiene que
Uy = (A — [£]e0DHE _ [ — [£,Jelr);
= H(iA— (e + ) [1) — [A])2 = XMl V)

con j médulo n. Por lo tanto M (pu, A)T'(k)z = T'(k) Mi(u, A)z. Utilizando que
M, )) es lineal en PZ = 33~ T(k)zx, se tiene

n—1 n—1

M(u,NPZ =y M(u,NT(k)ze = Y T(k)Mi(u, Nz = PM'(u, ) Z

=0 =0
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por lo que MP = PM". O
Definase a V' como
V'={{Zi}ien+ : Zo € Vg, Z; € C™ | > 0}
yaF :V' = V' como
F'({Zihen+) = PTUF ({PZi}ien+)-
Entonces

F({Z}) ={P'M(u,w)PZ + P ' q({PZ})}
= {M'(n,v)Z1 + g/({Z1})} (2.7)

con g/({Z;}) = Pg;({PZ}). Como P es invertible, entonces F*({X;}) = 0
es equivalente a F'({Z;}) = 0. Por lo tanto, se ha cambiado el problema de
buscar ceros de la ecuacién de bifurcacién, F* = 0, al de buscar ceros de F'.
" Ahora, se verd la equivarianza de F'.

Proposicién 2.20 Sea (v, )" la accién de I' = D,, x S* en el espacio V',
dada por

(1, 0)'{Zi}hen+ = {0 (7)™ Z }1en+

con

mﬂ
x
Y
—~
—_— O
= e~

p(¢) = eI y Ak)=

Entonces la funcion F'({Z,}icn+) de V' en V' es I'-equivariante.

Prueba. La accién de p(¢) en T'(k)z es

p(Q)T(k)z = p(C)(ze"*, ze™¢, ..., ze(m~1ik¢)

g (Zeikc, zezik{, . ze(n—l)ik(, ZeOikC) e T(k)(e‘kcz).
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Bajo la accién de p(k) se tiene ademas que

P(R)T(k)z = p(k) (2674, 26, .., ze"Dik)

= (2%, 2™, ..., ze” (" 1HRC) = P(—k) 2.

Usando que p(7) es lineal en PZ = 3°7; T(k)z, se tiene

HOPZ =3 pOT Rz = 3 T(k)() = PH(Q)Z

n—1

p(k)PZ = i,o(n)T(k)zk = Z_:T(—k)zk = ZT(k)z_k = Pp(K)Z:
k=0 1=0

1=0
Por lo tanto p(y)P = Pp/() para v € D,,.
Utilizando lo anterior
F((v,0){2}) = F({'(1)e*2}) = PT'F({Pp (7)€" Z})
=P (o) PL}) = P F (o) {PZ})
=P (7, @) F*{PZ}) = (v,@) P F*({PZ})
= (7, 9)F({Z})

que es la equivarianza. O

Se recuerda que la matriz M'(u,0) estd restringida a Zy € Vg, un subes-
pacio de dimensién mn real. Si Zy € Vg, entonces Zy = (20, 21, 21, -+ Z[n/2))
con 2o, zm/2) € R™ y 2z € C™ para 0 < k < [n/2]. En el caso 0 < k <
[n/2], se tiene que el bloque diag (M (1, 0), Mi(u,0)) de la matriz M'(u,0),
estd restringido al subespacio {(2,Z) : 2 € C™}. La accién en este bloque
estd dada por

p(so)=(é ?)m’(()=(eﬁ§f ehgcc;) Yﬂ’(ﬂ)=(? é)

Lo anterior es equivalente por el isomorfismo T'(z,Z) = z de {(2,2) : z € C™}
en C™, a la aplicacién de la matriz My(u,0) en C™, con la accién dada por

Ple)=1, P =e*1, pKz==z (2.8)
Por lo tanto, se puede redefinir a M'(u,0) como

M'(p,0) = diag(Mo(i,0), ..., Mk(1,0), ..., M2 (11, 0)).
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Donde los bloques My(,0) y Mpn/2)(1,0) estén restringidas a R™. Ademas,
la accion en M es la trivial, y la accién en M,/ estd dada por: p'(p) = I,

pPQ)=—Typ(k)=1.

Resumen

En la primera seccién se prob6é que encontrar una rama de ceros de
F(X, p,v) cerca de (0, uo, 1), €s equivalente, a encontrar una rama de ceros
de la funcién F*(Z, pu,v) cerca de (0, o, o).

En la segunda secciéon se prob6é que F es equivariante por la accién del
grupo D, x S', donde D, estd generado por la rotacién ¢ y la reflexién &.
Después, se probo que F* es equivariante usando que F lo es. Por lo que las
simetrias de las bifurcaciones de F*, son las simetrias de las bifurcaciones de
F.

En la tercera seccién se cambio de base la funcién F*, con lo que se
obtuvo F'. Por lo tanto, encontrar una rama de ceros de F (X, u, v) cerca de
(0, po, o) es equivalente a encontrar una rama de ceros de F'(Z, u, v) cerca
de (0, po, 19). Ademds, las simetrias de las ramas de ceros de F y F' son las
mismas.

Ahora, para no hacer referencia al contenido del capitulo, se presentardn
con algunas modificaciones, las definiciones y resultados del capitulo que se
necesitaran después.

Ecuacion de Bifurcacion

Se encontraron matrices [f,] y [f.], que dependen de (i, A), las cuales
satisfacen

[fulX = fuv)(€*X)  [f)X = fu(va) (e X)

para todo X € R™ (ver la proposicién 2.1). Se defini6 a la matriz M (u, A)

como
M (i, ) = M — (2cos kC)[fo] — [ful-

La matriz Mg(p, A) no es invertible para un nimero finito de A’s, por la
proposicién (2.2). Ademds, para (uo, v) fijo, se definié a N* = {ly, ..., I}
como el conjunto de I’s tal que | > 0y My (uo, 1) es no invertible para algin
E=0...]n/2].
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La funcién F' de V' en V' estd dada por
F'(Z,u,v) = B'(u,v)Z +G'(Z, u,v)
con G'(Z,p,v) =0(2), Z = (Ziy, 21, 21, ) EV' y
B'(u,v) = diag(M'(p,lov), ..., M' (s, L))

con M’ definida en la proposicién (2.19).

Ahora, se dard la matriz B explicitamente y se describird la equivarianza
en cada bloque de B'. Dentro del anilisis de la bifurcacién, se distinguirdan
dos casos, segin sean las matrices M (uo,0) invertibles o no.

Se pedira como hipétesis, que la matriz B'(u, v) sea invertible para pu ~ pq
(1 # po), esto se necesitard para poder definir el grado topoldgico.

1. Bifurcacién Periédica

En este caso, se pedird que la matriz My (uo,0) sea invertible para
todo k. Para (uo, o) fijo, entonces 0 ¢ Nt = {l;,...,L;,}. Se define a
. Byga(u,v) para [ > 0 como

My, ) k=0,[n/2]
Bii(p,v) = { dwg(Mk(#fjﬁ), M (p,lv)) 0<k<|[n/2] -

Entonces la matriz M'(u,lv) = (Boy, .-, Bjnj2)- Como 0 ¢ N*, la
matriz B'(u, v) es

B,(p’a 'V) = dz'ag(M'(p,Jou), LG M’(;U’: Imi‘/’)
= diag(Bu,m “eey B[n{?],h ey Bk,e, ey Bn,zm, ey B{nf?],lm)-
Sea I la identidad de m x m. La equivarianza de la ecuacién de bi-

furcacién, se puede describir en los subespacios correspondientes a los
bloques By (u,v), como sigue:

a) En el subespacio C™ de la matriz By, se tiene la accién p'(¢) =
elyp(y) =1L

b) En el subespacio C™ x C™ de la matriz By, con 0 < k < [n/2], se
tiene la accién p'(p) = e'diag(I,I),

/0= %" eﬁﬂq) y ,0'(&]=(?, g)
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c) En el subespacio C™ de la matriz By, 2, se tiene la accion p'(p) =
ewl, p(¢)=~1y pr) =1.

En este caso, la matriz B'(u, v) es invertible para v ~ 1y (v # 1), por
la proposicion (2.2). Y se pedira que B'(yu, v) sea invertible para u ~ pqg

(1 # po)-

2. Bifurcacién Estacionaria
Si My (20,0) no es invertible para algiin k, entonces se puede tomar un

vy tal que Nt = {0}. En este caso B'(u,v) = M'(u,0) y la matriz
B'(p, v) no depende de v. Definase a Bi(u) como

- Mi(u,0) k=0,[n/2]
Bi(u) = { diag(My(p,0), Mi(12,0)) 0 <k < [n/2].

Entonces N* = {0} y la matriz B'(u,v) es
B’(,U-) = MJ'('U’, U) S diag(BG! £iby Bks sy B[n;"?})

La equivarianza de la ecuacion de bifurcacion, se puede describir en los
subespacios correspondientes a los bloques By(u), como sigue:

a) En el subespacio R™ de la matriz By(u), se tiene la accién trivial
pre) =1

b) En el subespacio R™ x R™ ~ C™ de la matriz Bx(u) con 0 <
k < [n/2], se tiene la accién en z = z; + iz € R*™ dada por
Plp)z=2p)z=e*zyp(r)z=2

¢) En el subespacio R™ de la matriz Bjn/5(u), se tiene la accién

pPlp)=1,p)=—1yp(xk)=1

En este caso, la matriz B’(x) no depende de v, esta es la razén por la
que se toman dos casos. Se pedird que B'(u) sea invertible para p ~ po

(1 # 1o)-

En este momento se puede olvidar el operador F. Ahora, el problema
es encontrar ramas de ceros de la ecuacién algebraica equivariante: F' =
B'Z + G'(Z) = 0. En el siguiente capitulo, se define el grado topolégico
equivariante, necesario para aplicarlo a la ecuacién F' = 0, lo cual dara las
condiciones para la bifurcacién.
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Capitulo 3

Grado Equivariante

En el capitulo anterior, se redujo el problema de encontrar soluciones
periodicas, al de encontrar ramas de ceros de la ecuacién de bifurcacion.

En la primera seccién, se resumen las definiciones y los resultados de re-
presentaciones de grupos. Se hace la construccién del grado topolégico equi-
variante y se dan sus principales propiedades. Ademads, se dan los resultados
topolégicos necesarios para resolver el problema de la tesis. Es importante
mencionar que los teoremas no se presentan en su forma general, sino enun- -
ciados de la manera como se utilizaran en la tesis.

En la segunda seccién, se utilizan los resultados del grado equivariante,
para encontrar las condiciones que garanticen la existencia de ceros en la
ecuacion de bifurcacion, del capitulo anterior.

3.1. Grado Equivariante

Si I un grupo de Lie compacto, se recuerda que un espacio de Banach E
es un ['-espacio o representacion, si existe un homomorfismo de grupos
p: T = GL(E), donde GL(E) es el grupo de isomorfismos lineales en E. A p
se le llama una representacién de I'. En lo sucesivo B y F seran I'-espacios.

Representaciones de grupos

Sea z € FE, se recuerda que el grupo de isotropia de ' en z es el
conjunto I'; = {y € I : 7z = z} y que es un subgrupo cerrado de I'. Se dice
que z € F es un punto fijode I', si ', =T

27



28 CAPITULO 3. GRADO EQUIVARIANTE

Definicién 3.1 Sea H un subgrupo de " (H < I'), se define el espacio de
puntos fijos de H, como el subespacio de E dado por Ef = {reE:yz=x
VyeT}.

Nétese que EH es cerrado. En particular, z € E es un punto fijo de T, si
ysélosi z € E', a ET se le llama el espacio de puntos fijos de I". Ademas, si
H < K, entonces EX < EH,

Definicién 3.2 La drbita de z por I es el conjunto 'z = {yz : v € T'}.

Se puede probar que 'z es homeomorfo a I'/T';, que I, = vy~ y que
las drbitas forman una particién de E. El conjunto E/T" es el espacio de
orbitas de E con respecto a I'.

Definicién 3.3 Dos puntos z y y tienen el tipo de drbita (H), si existen
Y% ¥ m tal que H = 75T = 77 'Tym.

Es decir, z y y tienen el mismo tipo de 6rbita si tienen grupos de isotropia
conjugados; ésto sucede en particular si z y y estdn en la misma 6rbita I'z. Si
E es de dimension finita, entonces existe un niimero finito de tipos de érbita.

Definicién 3.4 Un conjunto §) C B es I'-invariante, si para toda z € §Q se
tiene 'z C Q). Una funcién f : Q0 — E es I'- equivariante en un conjunto
invariante 0, si f(yz) = v f(z) para z € Q.

Si la accién en E es trivial, se dice que f es I-invariante. Nétese que si
f(z) = 0, entonces f(yz) = 0 para v € T', es decir, f se anula en toda la
6rbita I'z.

Definicién 3.5 Una representaciéon E de I' es irreducible, si E no tiene
subespacios invariantes propios.

Es decir, E es irreducible, si los tinicos subespacios invariantes son E y

{0}.

Definicién 3.6 Si H es un subgrupo de I', el normalizador de H en I es
el subgrupo
Np(H)={yeT:y'Hyc H}

y el grupo de Weyl de H es Wr(H) = Npr(H)/H.
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Observacién 3.7 ComoT es un grupo de Lie y la accién es lineal, existe una
integral para las funciones reales continuas definidas en I', con la propiedad
de invarianza y normalizacion. Esta integral es la de Haar.

Esto permite probar que toda representacién finita es equivalente a una
representacion ortogonal; construir vecindades invariantes, proyecciones y ex-
tensiones equivariantes; probar el teorema de extension homotdpica equiva-
riante de Borsuk, etc. (ver [Ize]).

Grupos de homotopia

Definicién 3.8 Sean Fy, Fy : Q — E funciones I'-equivariantes, no nulas
en 95). Se dice que Fy y F\ son '-homotdpicas, Fj s Fi, si existe una
deformacién continua F, : Q x [0,1] = E, tal que F, es ['-equivariante y no
nula en 0X) para toda t.

Sea B, = {z € B: ||z|| < r} una bola de B. Si la representacién p es una
isometria (como en la tesis), entonces B, es invariante. Sea ¥ el conjunto de
todas las funciones equivariantes:

F:[0,1]xB,—»RxE
F:S88~9([0,1] x B,) - SE ~R x E — {0}

Si ET" = {0}, se restringe ¥ a funciones con la primera variable positiva, esto
para poder definir la suma.

La I’~homotopia es una relacién de equivalencia en el conjunto 1. Dendtese
a la clase de equivalencia de F por [F|r y al conjunto de clases de equivalencia
por II'[SB, SE] = 9/ ~. Contrayendo las tapas {0} x B, y {1} x B, a un
punto, se puede probar que para toda F € 9, existe una G € 9, tal que
[Flr = [G]r y G(t,z) = (1,0) para t = 0,1. Con esto se puede dar una suma
en IT°

_ _ F(2t,z) parat € [0,1/2]
[t [Er= [Fatlpen FaG= { G(2t —1,z) para t € [1/2,1]
que estd bien definida y con la cual II'[S?, S¥] es un grupo. El elemento
neutro del grupo es [(1,0)]r y el inverso de [F]r es [F(1 —t,z)]r. Ademas, el
grupo IT" es abeliano si dim BT > 0 (ver [Ize]).
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Teorema 3.9 Si B = RF x E, el grupo
NF[S®'*B, OB =Ty y X Z K RZ

tiene una copia de Z, por cada tipo de drbita (H) tal que dimW (H) = k
v H es biorientable, es decir, tiene una orientacién invariante por trasla-
ciones izquierdas o derechas. El grupo Il,_; comprende a las érbitas (H) con
dimW(H) < k.

Definicion del Grado

Definicién 3.10 Sea U una I'-representacion, la I'-suspension de una fun-
cién equivariante f : B — E, es el mapeo 2V f = (f(z),u) de B x U en
ExU.

Si a F € 9 le asociamos [F]r en II"[S?, SF], entonces a £V F = (F(z), u)
le asociamos un elemento [SY F]r en II'[SB*V | SEXU]_ Se puede probar que la
funcién £V de IIF[SB, SE] en IIT[SB*YV, SEXV] dada por TV[F]r = [EYF]r,
estd bien definida y es un morfismo de grupos.

Sea f : B, — E una funcién equivariante tal que f(z) # 0 para z € 9B,.
Se define a la suspensién de f por 2t — 1, como el mapeo (X°f)(¢,z) =
(2t — 1, f(z)) de [0,1] x B, en R x E. Entonces £°f € 9 pues Z°f = 0 sélo
sit=1/2yfz)=0

Definicién 3.11 El grado I'-equivariante de f es la clase de homotopia de
3
deg{‘(f; Br) = [Eof]T‘ € HF[SB'J SE]

Observacién 3.12 Se puede definir el grado equivariante en cualquier do-
minio invariante y acotado. Primero, se extiende la funcién de forma equiva-
riante, a una bola que contenga al dominio. Si la extension no tiene nuevos
ceros, se define el grado como la clase de homotopia de la suspension, de la
extension. Si la extencion tiene nuevos ceros, se construye una funcion de
Urysohn invariante para una vecindad del dominio y se suma a la primer
variable, para que los ceros estén en el dominio (ver [Ize)).

Se puede probar que el grado tiene las siguientes propiedades.

(P1): Existencia. Si deg(f;) es no trivial, entonces existe un z €  tal
que f(z) =0
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(P2): Invarianza I'-homotépica Si f; ~ f», entonces se tiene deg(f1;Q2) =
deg(f2; 2).

(P3): Escisién. Sea Qp C Q un subconjunto abierto e invariante de . Si
f : 82 = E es no cero en el complemento de €2, entonces deg(f; Q) =

deg(f; )

Universalidad Sea A(f;2) otro grado I'-equivariante con las propiedades
anteriores. Si £° es uno a uno, entonces A(f;€) # 0 implica que

deg(f; ) # 0.

El J'-homomorfismo

Sea A € R", supdngase que B(\) es una familia de matrices I'-equivariantes
para B, = {||A]| < p}, invertibles en 9B, ~ S™'. Se tiene una aplicacién
B(A) : S*~' — GLr(V), donde V es una representacién de dimensién finita
y GLr(V) es el conjunto de matrices invertibles I'-equivariantes.

La matriz By(A) es I'-deformable a B, (), si existe un mapeo B, : [0, 1] x
S"=1 — GLp(V) continuo. Si se consideran todas las '-homotopias de fa-
milias de matrices B(\) : S"! — GLr(V), se obtiene un elemento de
r[s*1, GL(V)).

Teorema 3.13 El grupo GL(R?) tiene dos componentes caracterizadas por
el signo del determinante y I1[S°, GL(R?)] ~ Z,, donde B()) es no trivial si
y solo si su determinante cambia de signo.

Sea GL*(R?) el conjunto de matrices con determinante positivo. El grupo
I1[S', GL*(R?)] es abeliano con [B] + [D] = [BD]. Ademads, este grupo es
isomorfo a Z y esta generado por

—f B =
A(,u,u)—(u s )
Sid > 2, el grupo II[S', GL*(R?)] es isomorfo a Z, y estd generado por
dmg(A, Id—?)-
El grupo T[S, GL(C%)] es isomorfo a Z, donde M()) es deformable a
diag(det M()), I4-1). Ademds, dos familias son homotdpicas, si y sélo si los
determinantes complejos, como mapeos de S' en C — {0}, son homotdpicos.
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Sea B(2p, 2¢) la bola
By x Bae = {(A,2) € R* x V1 []A]| < 2p, [|z]| < 2¢}
y sea B()\) como antes, se define el mapeo J' de B(2p,2¢) en R x V como
JH(BN)z) = (p = [IAll, B(A)z).

Entonces J'(B(\)) es no cero en la frontera de B(2p, 2¢). Ademas, si B(\)
es [-homotépica a C()\) en 0By, ~ S™!, entonces J' (B())) es -homotépi-
ca a J'(C())). Por lo tanto se induce un mapeo J' de II'[S™*~!,GL(V)] en
HF[SR"_I"V, SY]. Este mapeo es un morfismo de grupos, si todos los deter-
minantes de los bloques con representacién real de B(\), son positivos.

3.2. Aplicacién a Bifurcacién

Ya se definio el grado, ahora, se usard para la ecuacién de bifurcacién
del capitulo anterior. En el resumen del capitulo anterior se presentaron dos
casos, ahora, se analizaran estos.

3.2.1. Bifurcacion Periodica

Este es el caso en el que 0 ¢ N*. Sea A = (u,v) € R?, para \g = (1o, o)
fijo, definase

B(A)z + G(z,A) = B'(A + Xo)z + G'(z, A + Ao)

con B'(A\)z + G'(z, \) dada en el resumen del capitulo anterior.

Entonces B()) es invertible para ||| ~ 0 (A # 0), pues B'(A) es invertible
para A ~ g (A # X\o). Ademds, la ecuacién de bifurcacion B'(A)z + G'(z, \)
tiene una rama de ceros cerca de (0, \g), si B(A\)z + G(z, A) tiene una rama
de ceros cerca de (0, 0).

Definase el mapeo F()\, z) : B(2p,2¢) - RxV como

F(\z) = (||z|| — ¢, B(N)z + G(z, A))

con B(2p,2¢) = {(\,z) e R x V : ||| < 2p,]||z]| < 2¢}. Aqui 8B(2p, 2¢) ~
S®xV_Si deg(F'; B) esta bien definido y deg(F'; B) # 0 para p, e ~ 0, entonces
existe z tal que F'(\,z) = 0. Esto es, para e ~ 0 y A ~ 0 existe z tal que
llz|]| = € y B(A)z + G(z,)) = 0, que es una rama local conexa de ceros de la
ecuacion de bifurcacién.
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Proposicién 3.14 El grado deg(F'; B) estd bien definido y
deg(F; B(2p, 2¢)) = £°JF ([B(A)z]) € IIF(S®**V SRxV).

Prueba. Si (A, z) € 9B, entonces [|[A|| = 2p o ||z|| = 2¢. Si [|A|| = 2p, la
matriz B(\) es invertible para p ~ 0 y por el teorema de la funcién implicita,
si € ~ 0, la unica solucién de B(A)z + G(z,)\) = 0 es z = 0, por lo que
F =(-¢,G) #0.Si ||z|]| = 2¢, se tiene F = (¢, Bz + G) # 0. Por lo tanto
F # 0 en 0B y el grado equivariante de F' esta bien definido.

Ahora, el mapeo H; = (||z|| — €, B(A\)z + tG(z, A)) es '-equivariante y
distinto de cero en 9B para cada t, pues G(z,)\) = o(z) es I'-equivariante.
Por lo tanto, H, es una I"-homotopia admisible que deforma F' en

(lzll — &, B(A)z).
Ademads, sea
He = (t(l|z]l — &) + (1 = t)(p — [I1Al]), B(A)z).

Si B(A)z = 0 en (A, z) € 9B, entonces ||z|]| = 2¢ y B()) es no invertible o
[|All = 2p y B()) es invertible, pues B()) es invertible para A # 0 (A ~ 0).
En el primer caso ||z|| = 2e y A = 0, por lo que la primera componente de
H, es positiva. En el segundo caso ||A|| = 2p y = = 0, por lo que la primera
componente de H; es negativa. Por lo tanto, H; # 0 en dB y H, es una
I'-homotopia admisible de (||z|| — &, B(A)z) en

JN(B(N)z) = (o~ Al B(A)z).

Por la propiedad (P2), de invarianza ['-homotépica, se tiene que deg(F; B) =
deg(J"(B(\)z); B). O

Proposicién 3.15 Sea [Fy| el generador de una copia de Z en el grupo
I1°(S®**V SRxV) Se tiene que
deg(F; B(2p,2¢)) = [Folr + D _ du[Fulr

donde la suma es sobre los tipos de drbita (H) tales que dimW(H) =1y
H es biorientable. Donde dy es el nimero de rotacién de det By tal que VA
corresponde al bloque By .
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Prueba. Como JT : I, (GL(V)) — II'(S®*V SV) es un morfismo de grupos
¥

B(u,v) = diagey(Biy) = [ [ diag(I, Bey, 1)
k.l

= diag(Bg,;l, I)diﬂ,g(f, Bk,h I)diﬂrg[B[n‘,‘g]‘{m)

Entonces J"([B]) = Y-, J" ([diag(I, By, I)]). Dendtese por ' a la suspen-
sién por identidades, ' J" ([Bx,]) = J* ([diag(I, Bx,I)]), entonces

JU((B]) = S SN ([Be)-
kil

Ahora, cada matriz My (lv, 1) es deformable a la matriz diag(det My, I),
pues son matrices complejas. Para k = 0 o k = n/2, se tiene que Byx; =
M. y el grupo actia multiplicando por una constante. Entonces By, es I'-
deformable a diag(det Bi,, I). Para 0 < k < n/2, los bloques By, son By; =
diag(My, M) y el grupo actia constante en los bloques. Entonces By, es

I'-deformable a
diag(det My, I, det My, I)

que se denotard por diag(det By, I). Por lo tanto, se tiene que J'([B]) =
deg(F; B(2p, 2¢)) = Y £°STJ"([det By,]).
Kyl
Ahora, el grupo
IE(S™' %Y G-V — Ty X Z X .. X Z

tiene una copia de Z por cada tipo de érbita (H) tal que dmW(H) =1y
H es biorientable. Esto es, si [F]p € IIF(S®**V SRxV) entonces

[Flr = [Fo]r + Z du(Fulr
(H), dimW(H)=1

con dy € Z y con [Fy]r un generador de una copia de Z en el grupo II',
Sea dj,; el niimero de rotacién del mapeo de det By (\) de S* = {u? +
v?* = 4p?} a C — {0}. Usando condiciones para conocer cuindo £° y L son
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inyectivas o suprayectivas, y viendo directamente los generadores, se puede
probar que

202 I ([det Byy)) = [Fur + de.t[FH][‘,

donde la suma es sobre las tipos de érbita (H) tal que dimW(H) =1y H
es biorientable, con el subespacio V¥ correspondiendo al bloque By,. O

Si dy # 0, como cada [Fg]r es un generador, no se puede extender sin
ceros en VH a F| entonces existe z € V# tal que F(p,v,z) = 0. Ademds,
como F' es equivariante, F' se anula en toda la érbita ['z.

Més atin, el nimero de rotacién de det By es distinto de cero si y sélo si
el nimero de rotacién de det My (u, lv) es distinto de cero, pues

[ det Mi(p,lv)  k=0,[n/2]
a8t T = { [det My(p, )2 0<k<[n/2] -

3.2.2. Bifurcacion Estacionaria

Este es el caso en el que 0 € N*. Dzfinase el mapeo F(u,z) : B(2p,2¢) —
RxV como

F(p,z) = (||z]l — &, B' (1t + po)z + G'(, 1 + po))-

con B(2p,2¢) = {(n,z) € Rx V i ||A]| £ 2p, ||z|| < 2¢}. Aqui 0B(2p, 2¢) ~
SV. Si deg(F; B) est4 bien definido y deg(F; B) # 0 para p,e ~ 0, entonces
existe = tal que F(u,z) = 0. Esto es, para e ~ 0y pu ~ g existe z tal que
|z|| =€y B'(p)z + G'(z, u) = 0, que es una rama local conexa de ceros de
la ecuacion de bifurcacion.

Con los mismos argumentos anteriores, se puede probar que

deg(F; B(2p, 2¢)) = Z°J"([B(w)z]) € I (S, S%Y),

donde J'(B()\)z) = (p—p?, B(u)z) es un morfismo de grupos de I1(S°, GL(V))
en ITT(SY, SY). Con esto se prueba que

deg(F; B(2p,2€)) = [Folr + Y _ du[Fulr,

donde la suma es sobre los tipos de érbita (H) tales que |W(H)| < oco. Con
[Fg] el generador de un Z en IT" (S®*V | S®*V) y con dj el indice de det Bi(p)
tal que V¥ corresponde al bloque By (u).
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Si dy # 0, F no se puede extender sin ceros en V pues cada [Fy]r es un
generador, entonces existe z € V¥ tal que F(u,v,z) = 0. Ademas, el indice
de det By (u), dg, es no trivial si y sélo si det Bi(u) cambia de signo cuando
[L CTUZa por Ug.

Ahora, si 0 < k < [n/2], entonces det By(u) = [det My (u,0)]? es positivo.
Por lo tanto, el indice de det My (u,0) para 0 < k < [n/2] es cero y no existe
bifurcacién en estos casos.

Resumen

Para (o, 1) fijo, la ecuacién de bifurcacién F' = B'(u,v)z + G'(z, u, v),
que se obtuvo en el capitulo anterior, tendra una rama de ceros cerca de
(0, po, o), dependiendo de que My (1o, 0) sea o no invertible.

1. Bifurcacién Periddica. En este caso, se necesita que la matriz My (1, 0)
es invertible para todo k.

Sea Roty (10, o) el nimero de rotacién de det M (p,lv) alrededor de
(o, vo)- Si Roty (1o, o) # 0, entonces por cada tipo de érbita (H) tal
que dimW (H) =1 y con V¥ correspondiente a By, existe z € (L?)¥
tal que F'(z, u,v) = 0 para (z, i, v) cerca de (0, po, o). Es decir, eziste
una rama local coneza de ceros de F que bifurca de (0, po,vp), con
simetrias H.

2. Bifurcacién Estacionaria

Para k = 0, [n/2], si det My(u,0) cambia de signo en yg, entonces por
cada tipo de érbita (H) tal que dim W (H) = 0 y con V¥ correspon-
diente a By, existe z € (L?)¥ tal que F'(z, p, v) = 0 para (z, u, v) cerca
de (0, po, o). Es decir, eriste una rama local coneza de ceros de F que
bifurca de (0, po, o), con simetrias H.

Ya se han encontrado las condiciones para la bifurcaciéon. Ahora, el proble-
ma es encontrar los grupos de isotropia que daran bifurcacién. En el siguiente
capitulo se encontraran los grupos de isotropia y sus espacios de puntos fijos.
Estos daran las simetrias de las ramas bifurcadas.



Capitulo 4

Grupos de Isotropia

En el capitulo anterior se encontraron las condiciones para la bifurcacion.
Ahora se daran los resultados algebraicos necesarios para conocer las simetrias.

En la primera seccién, se encuentran las representaciones irreducibles del
grupo de simetrias. En la segunda seccién, se buscan los grupos de isotropia
de estas representaciones, con sus grupos de Weyl. En la tercera seccién, se
encuentran los espacios de puntos fijos.

4.1. Representaciones Irreducibles

En el resumen del capitulo dos, se describié la accién p' de D, x S! en
los subespacios de las matrices By (u,v) de B(u,v). Ahora, se probard que
cada subespacio correspondiente a By, consta de m copias de la misma

representacion irreducible.
Sea {e;} una base ortonormal de R™, se tendran los siguientes casos.

1. Para By,.

a) Para el subespacio C™ de la matriz By, se tiene C™ = @~ E;
con E; = {ze; : z € C}. La accién en z € E; estd dada por:

Pdlp)z=e"%z, pf(Mz=2 y pK)z==z

b) Para el subespacio C™ x C™ de la matriz Bi; con 0 < k < [n/2],
se tiene C™ x C™ = @, E; con E; = {(21€;, z€;) : 21,22 € C}.

37
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La accién en (z1, z3) € E; estd dada por:

P(‘P)(Zla z) = 6“{'0(31, 22),
p(C) (21, 22) = (€21, €7 2p),
p' (k) (21, 22) = (22, 21).

¢) Para el subespacio C™ de la matriz Bjn/q); se tiene C™ = @~ E;
con E; = {ze; : z € C}. La accién en z € E; dada por:

plp)z=€e"%2z, p(Qz=-2z y p(k)z=-=z
2. Para By.

a) Para el subespacio R™ de la matriz By se tiene R™ = @, F; con
E; = {ze; : € R}. La accién en z € E; es la trivial: p(v, p)z = z.

b) Para el subespacio R™ x R™ de la matriz By se tiene R™ x R™ =
@, E; con E; = {(z:€,72€;) : 1,22 € R}. La accién en z =
T, + 1xy € E; estd dada por: :

plp)z=2 p()z=€e™z y p(rk)z=2

c¢) Para el subespacio R™ de la matriz By, /9 se tiene R™ = Q.- E;
con E; = {ze; : ¢ € R}. La accién en z € E; estd dada por:

Ploz=z pQz=-z y pk)z==z

Se probd que cada subespacio correspondiente al bloque By, es la suma
directa @7 E;. Como las acciones en los subespacios E; son idénticas e irre-
ducibles, entonces cada subespacio consta de m copias de representaciones
irreducibles idénticas.

4.2. Grupos de Isotropia

Se necesitaran los grupos de isotropia de las representaciones irreducibles
anteriores, junto con sus grupos de Weyl. Se recuerda que el grupo de isotropia
de I en z es el subgrupo cerrado ', = {y € [' : yz = z} y el grupo de Weyl
Wr(H) de H < T es Wr(H) = Nr(H)/H.
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Claramente, el grupo de isotropia de 0, I'g, es D, x S! para cualquier
representacién y su grupo de Weyl es Wr(Ip) = 0. Como no hay bifurcacién
en el caso de la representacion (2.b), esta no se necesitard. La tnica repre-
sentacion dificil de analizar es (1.b), las demds representaciones se pueden
verificar facilmente y se encuentran resumidas en la siguiente tabla:

R. Irreducible G. Isotropia G. Weyl
(l.a) Fz#g = Dn X (2?1’/I) {0} X 5
(1.c) L.z0 = Dppp x 27/l) | (7) x S?
(2.2) Fi=D, %8 {0}
(2.) Foz0=Dnpp x S' | (m) x {0}

Caso Simple

En lo sucesivo, se pensard al grupo D, como el subgrupo de O(2) generado
por ( = 27/n y la reflexion k. Asi, ( es 2/n y C es la rotacién en D,,.

Sea p'(7, ) la accién del grupo (v, ¢) € D, x S! en el espacio C x C dada
por

(21, 22) = (€ 21,67 2,), (4.1)
a‘i(zla 22) = (22, zl):
o(21,22) = (Biwzlaei%z)-

Esta es la accién (1.b) con k = [ = 1, que serd llamado el caso simple. Se
encontraran primero los grupos de isotropia de la accién p'(v, ¢) y después
los de la representacién (1.b), que sera llamado el caso general.

El grupo de isotropia de (0,0) es D, x S'. Si (21, 2) # (0,0) aplicando
Kk si es necesario para suponer z; # 0 y aplicando algiin elemento de S! se
puede transformar el punto (z1,2;) en un punto de la forma (a,re'¥) con
a>0.

Proposicién 4.1 Los grupos de isotropia de (a,re'¥), por la accion anterior

son:
n impar n par

(0,0) | D% S" (0,0) Dy % 8!
(0,0) <(C! _C)) (G,O) ((Q, _C)>
(a,0) | ((%,0)) (a,a) | {(,0), (m,m))
(a,—a) | {(x,m)) (a,ae*) | ((x¢, 0), (7, m))
otro | ((0,0)) otro {(m, 7))
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Prueba. Los elementos del grupo D, xS son de la forma (m(, ) o (k(m(), ¢).
Estos actian en (a,7e'¥) como

(mgs (p)(a, T‘e"tﬁ) — (aei(mﬁ-f*ﬁp}, ,ret'(tf;~mg+w]}

(k(mQ), )(a, re?) = (re!P=m+9) geilmé+e)y,

Para conservar la forma de una primera componente real y positiva, es nece-
sario ¢ = —m( (mod 27) en el caso (m(,¢) y ¢ = m{ — ¥ (mod2x) en el

caso (k(m(), ¢).

Por lo anterior, los tinicos elementos de D, x S! que podrian conservar
la forma de (a,re™) son de la forma (m¢, —m() o (k(m), m¢ — ), y por
lo tanto, estos elementos son los tinicos de D, x S' que pueden estar en los
grupos de isotropia de (a,re'¥). Adem4s, estos elementos actiian como

(m¢, —m()(a,re¥) = (a, re'¥=2m9), (4.2)

(k(mC), m{ — ¥)(a,re¥) = (r,ae’®™=¥). (4.3)

Para los elementos del tipo (m(, —m() se tienen dos casos:

= Sir = 0. Usando (4.2), cualquier elemento (m¢, —m() esté en el grupo
de isotropia de (a,0).

= Sir # 0. Usando (4.2), los elementos (m(, —m() pertenecen al grupo
de isotropia de (a,re'), si ¥ — 2m¢ = 1 (mod 27), esto es, m( = qr.
Por lo tanto, los posibles elementos en el grupo de isotropia de la forma

(mc, “mC) son
(qﬂ's _qﬂ.)

Puesto que se necesita ademds la condicién gm € D,, se tienen dos
€asos:

e Sin es par, entonces m € D, y (m, m) esta en el grupo de isotropia.

¢ Si n es impar, entonces 7 ¢ D,, y no hay elementos de la forma
(m¢, —m() en el grupo de isotropia.

Para los elementos del tipo (k(m(), m{ — ¥), se tienen dos casos:

= Si 7 # a. Usando (4.3), no hay elementos de la forma (k(m(), m{ — )
en el grupo de isotropia.
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= Sir = a. Usando (4.3), los elementos (k(m(), m{ —1) estdn en el grupo
de isotropia de (a,re'¥), si 2m¢ —y = ¥ (mod 27), esto es, Y = m( —q.
Por lo tanto, los posibles elementos en el grupo de isotropia de la forma
(k(mC), m¢ — 1) son
(k¥ + gm), ).

Como se necesita ademas la condicién ¥ +qm € D, se tienen dos casos:

e Sin es par, entonces m € D,, y la condicién es ¢ € D,,. Los puntos
(a,re™) con ¥ = 2I¢ tiene grupos de isotropia conjugados, del
mismo modo que los puntos con ¥ = (21 + 1)(. Por lo tanto, se
tienen dos casos :

o (a,a) con® = 0y elementos en el grupo de isotropia (k(gn), 7).
o (a,ae*) con ¥ = ( y elementos en el grupo de isotropia (k(¢+
qr), qm).
e Sin es impar, usando que m = %(, se tiene g7 = ¢[¢ + (n — 1)(]/2

con (n —1)(/2 € D,. Entonces la condiciéon ¢ + gn € D, es
equivalente a

% +qC/2 € D,

Por lo tanto, ¢ = I cuando ¢ =0y 9 = ({+1/2)¢ cuando ¢ = 1.
Los puntos con 3 = I tienen grupos de isotropia conjugados, del
mismo modo que los puntos con 1 = (I+1/2)(. Entonces se tienen
dos casos:
o (a,a) con 1) = 0 y elementos en el grupo de isotropia (k,0).
o (a,—a) con ¥ = 7 y elementos en el grupo de isotropia (x, 7).

Se us6 que los puntos (a, re(¥+%<)) tienen grupos de isotropia conjugados,
pues estan en la misma érbita de D,, x S*:

(€, =¢)(a, re”) = (a,re’¥=*)).

Si n es impar, 2¢ genera el grupo ((), por lo que los puntos (a,re'(¥+%))
tienen grupos de isotropia conjugados. O

Se van a necesitar los grupos de Weyl, de los grupos de isotropia anterio-
res. Para esto es necesario el siguiente teorema.
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Teorema 4.2 Sea T : I" — I un homomorfismo de grupos, sea K el niicleo
de T'. Si H es un subgrupo de I' tal que K < H, entonces se tiene el isomor-

fismo
Wray(T(H)) = Wk (H/K) = Wr(H).

Prueba. Como K es el nicleo de T, para todo subgrupo H tal que K < H <

I', se tiene
T(H) = H/K <T/K =T(I).

Por lo tanto, se tiene que Wyry(T'(H)) = Wr/x(H/K).
Ahora se probard el segundo isomorfismo. De la definiciéon de norma-
lizador, se obtiene

Nr/x(H/K) = {yK € T/K : (YK)"'H/K(yK) Cc H/K} .

K es el elemento neutro en H/K y (yK)™! = v 'K, por lo que Yy 'H/K~y =
(YK)"'H/K(yK) para toda v € I'. Utilizando lo anterior

Nrx(H/K)={yK, yeT: v 'H/KyC H/K}
={yeT:y'H/Kyc H/K} /K.

Nétese que y"'H/K~v C H/K es equivalente a y~"!(hK)y € H/K para toda
h € H. Entonces

Nr/x(H/K)={y€eTl:y'hyK € H/K, VYhe H} /K
={yeTl:y'hye H, Vhe H}/K=Np(H)/K.

Por lo tanto Nr/x(H/K) = Nr(H)/K. Utilizando esto

Wryk (H/K) = &fz_(/f#

Proposicién 4.3 Sea ' = D, x S!, entonces

Wr({(¢, =) = Wr((¢) x {0}),
W({(k,m))) = W((x) x {0}).
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Si n es par, entonces
W ({(x,0), (, 7)) = W(({x, ) x {0})),
W ({(x¢,0), (m,m))) = W(((x, m) x {0}))
donde (k, ) x {0} = ((x(,0), (7, 7)).

Prueba. Se definen homomorfismos 7} de I' = D, x S' en I, como

T:(0, ) = (0, ¢)

Tl Tz T3 T4
(C) _C) (CIO) (Crﬂ) (Crﬂ) - (C)O)
(5,0) [(k,7) | (5,0) ] (¢, 0) | = (k,0)
por ejemplo: T1((¢, —¢)) = (¢,0) o Ty((x,7)) = (k,0). Los homomorfismos
T; se definen en generadores del mismo orden y se extienden a todo D, x S'
de esta manera, por lo que son isomorfismos de grupo. Utilizando el teorema
anterior para un 7;, se tiene que si H < I', entonces

Wr(H) = Wr(Ti(H)).

El resultado se sigue de aplicar lo anterior a:

T ({(¢, =O)) = () x {0},

(%, m))) = () x {0},
T5({(«,0), ('fr m))) = (k,m) x {0},
Ti({(~¢, 0), (7, m))) = (%, m) x {0}.

Proposicién 4.4 Sea I' = D, x S', entonces
Wr((¢) x {0}) = (k) x S".
Si n es impar, entonces
Wr((k) x {0}) = (0) x S.
Si n es par, entonces

it 0= { @35 SRZ0
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Prueba. Sea H un subgrupo de D,, entonces (v, @) € Np(H x {0}) si

(V7 0) = (v, 9) 7 (v, 0)(7, ») € H x {0}
para todo (7/,0) € H x {0}. Por lo tanto Nr(H x {0}) = Np,(H) x S' y

ND“(H) X Sl

> Wp,(H) x S". (4.4)

Ahora sélo es necesario encontrar Wp, (H) para H < D,,. Para esto, se
utiliza que D, = Z, U KZ,, con Z, el subgrupo generado por (. Los casos
necesarios son:

= Sik ¢ H.Entonces H es conmutativo, por lo que Z, C N(H). Ademas,
siy € H se tiene k™ 'yk = y~! € H, por lo que k € N(H). Por lo tanto
Np, (H) = D,. En particular, el grupo de Weyl de Z, = (C) es

Wp,((()) = Dn/Zn = (k) .
= Si k € H. Entonces k € H C N(H). Ademds, m( € N(H) si y sblo si
k(2m() = (—m€)k(m) € H. Como k € H entonces
m( € N(H) & 2m( € H.
En particular se tienen dos casos:

e Sinesimpary H = (k). Entonces m{ € N(H) sélo si 2m( = 2k,
que es equivalente a m( = kw. Pero m ¢ D,, si n es impar, por lo
que N((k)) = (k) y el grupo de Weyl de H es

W((k)) = (x) / (k) = {0}.

e Sinespary H = (k,n). Entonces m¢ € N(H) sblo si 2m{ = km,
que es equivalente a m¢ = km /2. Pero 7/2 ¢ D, sin =2 (mod4),
por lo que se tienen dos casos:

_ (k,7) sin =2 (mod4)
N(x)) = { (k,m/2) sin=0(mod4) °

Por lo tanto, el grupo de Weyl de H es

_ [ (k7)) /(x,7)={0} sin=2(mod4)
W) ‘{ Ui e (n} i =0 fmodd) °
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Con lo que se ha terminado la prueba. a

Lo obtenido se puede resumir en la siguiente tabla:

Paridad | Punto | G. Isotropia | G. Weyl
cualquiera | (a,0) (&=9)] (k) x S!
n=2p+1| (a,a) ((,0)) (0) x S!
n=2p+1]| (a,—a) ((k, 7)) (0) x St
n=4p+2| (a,a) | ((,0),(m,m)) | (0) x S!
n=4p+2 | (a,ae*) | ((x(,0),(m, 7)) | (0) x S?
n=4p+0/| (a,a) | {(x,0),(m,m)) | (m) x S!
n=4p+0 | (a,ae®) | {((s(,0), (m,m)) | (7) x S!

n=2p otro (0,0) ;%8
n=2p+1| otro ((m,m)) Dpyp x S!

Caso General

.Sea p(7, ) la accién del grupo (v, ¢) € D, x S* en el espacio C x C dada
por

(21, 22) = (€21, 67 2), (4.5)
K(z‘-?z?) = (22121)1

99(21, 22) = (e““’zl,e“""zg).

Esta es la accién (1.b) con 0 < k < [n/2]. Este es el caso general e incluye al
anterior. Se recuerda que p'(7, @) es la representacién p(v, ) cuando k = 1
vil=1,

Se define el homomorfismo T de I' = D, x S! en I" como

T) =k, T(k)=x  T(p)=lp

donde ( y k son los generadores de I'. El morfismo 7" se necesitara para
encontrar los grupos de isotropia y los grupos de Weyl de la representacién
p(7, ¢), utilizando el hecho que ya se conocen en el caso de la representacién

(7, 9).

Notacion 4.5 En lo sucesivo h serd el mdaximo comiin divisor de k y n, con
n' =n/h y k' = k/h primos relativos.
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Proposicién 4.6 El niicleo de T es (n'() x (2m/l) y la imagen es D,y x S* <
', con Dy = (h(, k).

Prueba. El elemento (v, ) estd en el nicleo de T si y sélo si ¢ € (27/1)
y T(y) = 0. Si m¢ € kerT, entonces 0 = km({ = m(2nk'/n’), por lo que
m = jn' para j € Z y m{ = jn'(. Ademas k ¢ ker T, por lo tanto ker T' =

(n'¢) x (2m/l).
Ahora, T(m¢) = mk'(h¢) = mk'(27/n'), como k' y n' son primos rela-
tivos, la imagen de T es

TAD, x8") = (h{,5) % 8'= Dy x 5.

Se tiene la igualdad
p(1,0)(21, 22) = P (T (7, ¥)) (21, 22)

donde el homomorfismo T : D, x S* — D, x S! es sobre y con niicleo
K = (n'¢) x (2 /l). Estas serdn las hipétesis para la siguiente proposicion.

Proposicién 4.7 Sea T : I' — IV un homomorfismo de grupos. Supdngase
que el grupo I actiia en X con la representacion p(7y) y el grupo I'" actiia en
X con la representacion p'(vy). Si se satisface la hipdtesis

p(7)z = p'(Ty)z
para todo v € T, entonces ', = T~ (T',). Si ademds, T es sobre, entonces
Wr(l'z) = Wi (I3).
Prueba. La hipétesis p(v)z = p'(Ty)z implica que
T7'(rz) ={yel:T(y) eI}
={yerl:p(TY)z =z}
={y€el:p(y)z =1} =T,

Si ademas T es sobre, entonces T'() = I y I, = T(T~!(I'})), por lo que
T(T;) = I',. Aplicando el teorema (4.2) al subgrupo I'; (K < I';) se tiene

Wr(Tz) & Wy (T(I2)) = W (T).
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Definicion 4.8 Sean H y G subgrupos de I', la suma directa de H y G,
HE G, es el subgrupo de I' generado por HUG.

Proposicién 4.9 Sea K = (n'¢) x (2w/l) y p la accién deT" = D,, x S* dada
en (1.b), entonces sus grupos de isotropia y sus grupos de Weyl, son:

Paridad Punto G. Isotropia G. Weyl
cualquiera | (a,0) (¢, —=(k/1)C))® K (k) x St
n=2p+1]| (a,a) (5,0)0 K (0) x S
n=2p+1| (a,—a) ((k,m/l)) ® K (0) x S!

n =4dp+2| (a,a) ((x,0), ((n'/2)¢,m/l))® K | (0) x S!
n' =4p+2 | (a,ae™) | ((k(,0), ((n'/2)¢,m/l))® K| (0) x St

n =4p+0| (a,0) | ((,0),((n'/2)¢,7/))® K | (m) x S
n' =4p+0 | (a,ae™) | ((k(,0), (n'/2)¢,n/l)) B K | (7) x S!
n'=2p+1 otro K Do % 8
n=2p+0| otro ((n'/2)¢,m/l)) @& K Dpijp x S!

donde ¢ = 27 /n, h es el maximo comiin miiltiplo de n y k, n' = n/h.

Prueba. El homomorfismo T satisface las condiciones de la proposicién an-
terior. Por lo tanto el grupo de isotropia del punto z, cuando I' = D,, x S*
actiia como p(7, ¢), es la imagen inversa por T del grupo de isotropia de z
cuando IV = D, x S! acttia como p'(v, ), es decir I'; = T71(I',). Ademds
T es suprayectivo, por lo que los grupos de Weyl son isomorfos, es decir
Wp(l}) = Wp(l—‘;).

Por lo tanto, s6lo hay que encontrar las imagenes inversas de los grupos
de isotropia de la tabla del caso simple. Para esto, si se encuentra un grupo
G tal que T(G) = I',, entonces

r,=T7'()=GEPK,
donde K es el nicleo de T'. Se consideran los siguientes casos:
» z = (a,0) tiene grupo de isotropia I}, = ((27/n', —27/n’)). Ademds
T(¢, —(k/)C) = (k¢, —kC) = K'(2m/n/, =27 /n)

y como k' y n' son primos relativos, entonces T'(¢, —(k/l)() genera I'..
Asi, puesto que 7" es un morfismo

T((¢, —(k/1)¢)) =T
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= 7' impar

e z = (a,a) tiene grupo de isotropia I';, = {(«,0)). Como T'(x,0) =
(k,0), entonces T'(k,0) genera I';, por lo que

T ((,0)) =T%.

e z = (a, —a) tiene grupo de isotropia I, = ((k, 7)). Como T'(k,7/l) =
(k,7), entonces T'(k, 7) genera I';, por lo que

T((x,m/1)) = T3

= n' par. Nétese que k' es impar porque n’ y k' son primos relativos.

Entonces
k(n'/2)¢ =k(n/n)r=knr=7x

pues k' es impar.
e z = (a,a) tiene grupo de isotropia I, = ((k,0), (m,7)).Como

T((n'/2)¢, /) = (k(n'/2)C, m) = (r,m), entonces T((n'/2)C, 7/
y T(k,0) generan I'’, por lo que .

T ((%,0), ((n'/2)¢, /1)) = T%.

e z = (a,ae*¢). Nétese que z = (a,ae™ ?™/™)) tiene grupo de
isotropia conjugado al de (a,ae’®/")) en D, x S', pues k' es
impar. Ahora z tiene grupo de isotropia I';, = ((x (k(),0), (7, 7)).
Como T'(k¢,0) = (k (k¢),0), entonces T'(k¢,0) y T((n'/2)¢, /1)
generan I’ por lo que

T ((x¢,0), ((n'/2)¢, n/1)) =T,

4.3. Espacio de Puntos Fijos

Los grupos de isotropia se encuentran resumidos en las tablas anteriores.
Ahora, se encontraran los espacios de puntos fijos que se van a necesitar. Se
recuerda que el espacio de puntos fijos de H < T, es el subespacio cerrado

Ef={ze€eE:yzx=z VYye H}.
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La accién de (v, p) € D, x S* en U(t) € L?(S'; R™) est4 dada por

(7, @)U (t) = p(MU(t + @),

donde v € D,, actia en U(t) = (ug, 1, ..., un—1) como p(Q)U = (uy, us, ..., ug)
y p(k)U = (ug, un—1, ..., u;). Entonces

U(t) = plQU(t) <= u)(t) = wj(t)
U(t) = p()U(8) = us(t) = uny ).

Sea p = 2n/l, una funcién U(t) esta fija por (0,27/l), si U(t) = U(t +
2r/l). Es decir, U(t) es p = 27/l periédica. Sea H, el espacio de Sobolev
de funciones en H'(R™) que son p-periédicas, entonces U € H;. Ahora, si
la funcién U(t) esta fija por ¢ € S?, es decir, si U(t + ¢) = U(t) para toda
¢ € S', entonces U(t) es constante.

Por otro lado, si U(t) esta fija por (nC,0), entonces

u;i(t) = wjsn (2)-

1. Los tipos de érbitas (H) con dim W (H) = 1, correspondientes a bloques
By, ; son:

a) Para By, se tiene el grupo de isotropia D,, X (27/l), que esta gene-
rado por

(r,0), (¢,0) y (0,27/1).

El espacio de puntos fijos de este grupo es
{U € H, : up(t) = u(t) Vj}. (1.a)

b) Para By, con 0 < k < [n/2], se tienen tres grupos de isotropia.
Sea n' = n/h, con h el mdximo comiin divisor de n y k.

eUn grupo de isotropia esta generado por

(¢, —(k/1)C), (n'C,0) y (0,27 /1).

La funcién U esta fija por (¢, —(k/1)(), si uj(t) = ujy1(t—(p/n')k’)
para toda j. Entonces el espacio de puntos fijos es

(U € H} () = wjnlt — (p/n)K)).  (1b1)
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Dependiendo de n, se tienen ademéds otros dos grupos:
Si n es impar
oUn grupo de isotropia, esta generado por

(k,0), (n'¢,0) y (0,2x/1).
Entonces el espacio de puntos fijos es
{U€H,: uj=uw ut) =usj(t)}. (1.b2)
oEl otro grupo de isotropia estd generado por
(k,m/1), (n'C,0)y (0,2m/1)}.

La funcion U esta fija por (k,m/l), si uj(t) = un—j(t + p/2) para
toda j. Entonces el espacio de puntos fijos es

{U€H,):uj=ujumn  uj(t) =unj(t +p/2)}. (1.b3)

Sin es par.

eUn grupo de isotropia esta generado por
(k,0), ((n'/2)¢, /1), (n'¢,0)y (0,27/1).
La funcién U estd fija por (n'/2)(, 7 /1), si u;(t) = Ujpnj2(t +p/2)

para toda j. Entonces el espacio de puntos fijos es

{Ue H; P U = Ujtnts uj(t) = un—j(t)a ‘U._.'.'(t) = uj+n"f2(t +p/2)}.
(1.b4)

oEl otro grupo de isotropia esta generado por
(,¢,0), ((n'/2)¢, m/1), (n'¢,0) y (0,2/1).
La funcién U esti fija por (k(,0), si uj(t) = un—(j+1)(t) para toda

j. Entonces el espacio de puntos fijos es

{U € Hy : uj = ujpm, u(t) = tn_(js1)(t), 45(t) = tjsnrja(t+p/2)
(1.b5)

Nétese, que en los espacios de puntos fijos con u; = ;4 se puede

reemplazar la condicién u; = u,_j;, por la condicién u; = up_;.
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¢) Para Bpe,, sin es par, se tiene el grupo de isotropia D, j, X (27/1),
que esta generado por

(k,0), (2¢,0) y (0,2x/1).

La funcién U estd fija por (2¢,0), si u;(t) = u;42(t) para toda j.
Por lo que el espacio de puntos fijos del grupo es

{U = H;, : uj(t) = ‘U.j+2(t)}. (].C)

2. Los tipos de orbitas (H) con W (H) finito, son:

Para By, se tiene el grupo de isotropia D, x S!. El espacio de puntos
fijos de este grupo es

{(u,...,u): u=cte e R"}. (2.a)

Para By, 9, si n es par, se tiene el grupo de isotropia D/, X S!. Por lo
que el espacio de puntos fijos de este grupo es

{(uo, ..y Un-1) : uj = ujy2 = cte € R™ Vj}. (2.c)

Resumen

Ya se han encontrado los espacios de puntos fijos, de los grupos de isotropia
que daran bifurcacién. Se tienen dos casos:

1. Bifurcacién Periddica.

Para los bloques By con [ > 0, se han encontrado los tipos de érbita
con grupo de Weyl de dimension uno:

Para el bloque By, se tienen un grupo con espacio de puntos fijos (1.a).

Para el bloque By, con 0 < k < n/2. Si n es impar, se tienen tres
grupos con espacios de puntos fijos (1.b1), (1.b2) y (1.b3). Si n es par,
se tienen tres grupos con espacios de puntos fijos (1.b1), (1.b4) y (1.b5).

Para el bloque B, 5, se tienen un grupo con espacio de puntos fijos

(1.c).
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2. Bifurcacién Estacionaria.

Para los bloques By y B,/2, se han encontrado los tipos de érbita con
grupo de Weyl finitos:

Para el bloque By, se tienen un grupo con espacio de puntos fijos (2.a).

Para el bloque By, se tienen un grupo con espacio de puntos fijos

(2.c).



Capitulo 5

Resultados

En la primera seccién, se enuncia finalmente el teorema de bifurcacion: las
condiciones que aseguran la existencia de bifurcacién y el tipo de simetrias
impuestas. Se enunciara el teorema en tal forma que pueda ser leido sin hacer
referencia a los capitulos anteriores.

En la segunda seccidn, se describen las simetrias de las soluciones que se
encontraron en el teorema de bifurcacién.

En la tercera seccion, se da un ejemplo particular, las ecuaciones de Tu-
ring. Ademds, se hacen algunos comentarios sobre sincronizacién de células
acopladas por difusion.

5.1. El Teorema de Bifurcacion

Sea f un operador diferenciable de C([—a,0]; R™)® x R en R™, que sa-
tisface la condicién f(v,u,w) = f(w,u,v), tal que para cada u € R existe
v, € R™ con f(v,, v, vy ) = 0.

Se desea encontrar ramas de bifurcacién de la ecuacién

du;(t
50— fu(0),400), w460 )
con j = 0,...,n — 1 médulo n. Como ejemplo de tomar § médulo n, se

tiene que u, = ug 0 u_; = u,_;. Ademas, el operador f esta aplicado en
u5(0) = u;(t +60) como funcién de (), esto es, f(u_,(0),u5(0),u’,,(0); u) es
una funcién de t.

53
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Sean f,(v,) y fy(v,) las derivadas (Frechet) parciales de f en v,. Sean
[fu] ¥ [fo] matrices de m x m tal que

fu(Up}(eix-X) - [fu]X: fv(vp)(eik)() = {fv]X

para todo X € R™. Estas matrices, que dependen de (u, A), se encontraron
en la proposicién (2.1). Sea ¢ = 27 /n, para 0 < k < n/2 definase a M (u, \)
como

Mi(p, A) = 1M = (2coskQ)[fo] (1, A) — [ful (1, A).-

Sea Roty (o, Ag) €l nimero de rotacién de det My(u, A) como mapeo de
St = {(1 — po)? + (v — 1p)? = p*} en C — {0}, que estd bien definido para
p~ 0, si Mg(u, Ao) es invertible p ~ uo (1 # po)-

Teorema 5.1 Bifurcacién Estacionaria.

Parak =00k =n/2 (sin es par), si det My (p,0) cambia de signo en py,
entonces la ecuacion diferencial tiene una solucién estacionaria que bifurca
de pg, con las siguientes simetrias:

Para k = 0, se tiene una solucion con u; = uy.

Para k = n/2 con n par, se tiene una solucién con u; = ujys.

Teorema 5.2 Bifurcacion Periédica. En este caso, se necesita que la
matriz My (po,0) sea invertible para toda k.

Si Roty(u, Ao) es distinto de cero, entonces la ecuacion diferencial tiene
soluciones periédicas que bifurcan de pg, con periodos iniciales p = 2w /Ao y
con las siguientes simetrias:

Para k = 0. Se tiene una solucion con uy(t) = u;(t) para toda j. En este
caso se dice que oscilan en sincronia.

Para k = n/2, con n par, se tiene una solucién con u;(t) = u;j12(t).

Para 0 <k <n/2. Sean’ =n/h y k' = k/h, con h el mdximo comin
divisor de n y k. Se tienen tres soluciones, cada una con la simetria

(1) = Ui (). (Ond)
e Una solucién tiene ademds de (Ond), la simetria
u;(t) = uj(t — (p/n)K'). (5.1)

Esta solucion se llama onda rotante. Las otras dos soluciones dependen de la
paridad de n y se llaman ondas estacionarias.
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Sin' es impar.
eUna solucién tiene ademds de (Ond), la simetria

Uj(t) = uﬂ:_j(t). (52)
eLa otra solucin tiene ademds de (Ond), la simetria
uj(t) = uw—j(t + p/2). (5.3)

Sin' es par.
e Una solucién tiene ademds de (Ond), las simetrias

u;(t) = uw—;(t) y () = wjsnp2(t + p/2). (5.4)
eLa otra solucion tiene ademas de (Ond), las simetrias
ui(t) = -4y (t) ¥ () = Ujpnj2(t + p/2). (5.5)

Prueba. En el capitulo uno se vio que el problema de encontrar soluciones
periddicas, es equivalente al de encontrar ceros de un operador. En el capitulo
dos se prob6 que encontrar ceros del operador, es equivalente a encontrar
ceros de la ecuacion de bifurcacién equivariante.

En el capitulo tres se probé que si Rotg(ug, Ao) es distinto de cero, en-
tonces para los grupos de isotropia que satisfacen ciertas condiciones, se tiene
una rama de ceros de la ecuacién de bifurcacién, con simetrias en el espacio
de puntos fijos del grupo. Por iltimo, en el capitulo cuatro, se encuentran los
espacios de puntos fijos de los grupos de isotropia que dan bifurcaciéon. [

Observacién 5.3 Para 0 < k < n/2, por la condicién (Ond), se tienen tres
soluciones tipo onda discreta, con periodo espacial n' y niimero de onda h.
Las otras simetrias de cada solucién, imponen la forma del periodo espacial
(g, ..., unr—1). Una descripcién de estas soluciones se encuentra en la seccién
siguiente.

Observacién 5.4 Se puede probar que las ramas de bifurcacién, son ramas
globales, es decir, van a infinito o regresan a otro punto de bifurcacion. Este
resultado es cierto en general, en el contexto de operadores de Fredholm de
indice cero, y se conoce como la alternativa de Rabinowitz (ver [Ize]).
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Observacién 5.5 En principio se tienen dérbitas de ceros del operador F,
pero no se puede conocer si cada cero da una solucion distinta a la ecuacion
diferencial. Tampoco se puede conocer si el cero correspondiente al modol, de
la ecuacién de bifurcacién en (ug, vy), es distinto del cero correspondientes al
modo 1, de la ecuacidn de bifurcacién en (pqg, lvy). Ademas, para0 < k < n/2,
las tres soluciones pueden corresponder a la misma solucion, si la simetria es
comun.

Ejemplo 5.6 [Retardo Fijo]Considérese un retardo fijo en la difusién,

f(vyu,w; p) = h(uj(t); p) + D(p)(uj—1 — 2uj + ujpa) (¢ — 1)

donde D(u) es una matriz que representa la fuerza de acoplamiento por
difusién y f es una funcion que representa la dindmica interna. Para que v,
sea equilibrio, es suficiente h(v,; ) = 0.

Sea h'(u) la derivada de h(u; ) en v,, entonces

fo()u(®) = D(pu(-r) vy fulvu)u(d) = B (1)u(0) — 2D(u)u(-r).
Como f,(v,)(e*X) = e~ D(p) X, entonces
[fo] =€ D) y [fil = H(n) — 2¢7 D).
Por lo tanto

My (pt, A) = iM — R'(p) — (cos 2km/n — 2)e ™" D(p)
=i\ — B/ (i) + (4sin km/n)e™" D(u).

Si el mimero de rotacién de det My (i, \), es distinto de cero, se tendrd bifur-
cacion con las simetrias descritas anteriormente.

En particular, para ecuaciones sin retardo, r = 0, se tiene My(u,A) =
iM — My (p) con My(p) = h'(u) — (4sin? km/n)D(). En este caso, se tiene
una manera sencilla de calcular Roty(uo, Ao).

Teorema 5.7 Sea M (u, A) = ¢\ — M(p). Sea o el niimero de eigenvalores
que cruzan en Jiy por i)\g, de derecha a izquierda, contados con multiplicidad.
Respectivamente, sea o_ el niimero de eigenvalores que cruzan de izquierda
a derecha. Entonces Rot(ug, o) =04 —o0_.
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Prueba. Sean \;(u) = a;(u) + tb;(1) los valores propios de M(u). Si M(u)
dependen continuamente de y, entonces A;(u) también. Entonces

m

det M (p, A) = JJ(6A = Xi(n)).

=1

Usando el grado de Brouwer, el nimero de rotacién de i\ — \;(u) es
deg(iX — Xi(p); B,), donde B, es una bola de centro (i, Ao) y radio p con
p ~ 0. Deformando, se puede suponer que i\ — \;(u) es diferenciable. Ahora,
si iAo — Ai(po) # 0, tomando p << 1, el grado es cero y 1A — A\;(u) es
deformable a una constante. Si ;(u) = 2Ag, tomando p << 1, (uo, 1) es el
tinico cero de @A — A;(u) en B,(uo, Ao) y el grado es

—aj(po) O

deg((—ai(u), A — bi(p)); B,) = sig( b (o) 1 ‘) = —sig(a;i(ko))

que esta bien definido si (o) # 0, es decir, el valor propio cruza por iXg.
Por lo tanto, si a!(p) > 0, entonces deg = —1 y A — A;(1) da una vuelta.
Si al(pg) < 0, entonces deg = 1 y 2\ — A\;(u) da una vuelta con orientacién
contraria.

Por lo tanto []%,(¢A — Ai(un)) es deformable a o4 — o_ vueltas, por lo
que el nimero de rotacién de det M (u, A), Rot(uo, Ao), es o4 — o_ méddulo
orientacion. a

5.2. Descripcion de las Simetrias

Las simetrias dificiles de visualizar son las correspondientes a Rot; para
0 < k < n/2. En este caso, se tiene la simetria u;(t) = u;4n(t), por lo que
las celdas u;(t) para 0 < j < n' se repiten h veces a lo largo del anillo; esto
es:

-

-

(%0y +eey Un—1) = (fto, cony Ut — 1, ---,ﬁo,---,unf—f) :
Por lo tanto, s6lo es necesario describir (uy, ..., un—1) y repetirlo h veces.

Notacién 5.8 Si u(t) es una funcién p-periddica, se usard a u*(t) para de-
notar a la funcién u(t) desfasada por p/2, u*(t) = u(t + p/2).
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Cuando n' es par, la solucion (5.4) tiene las simetrias u;(t) = un—;(t) ¥
u;(t) = uj, . /5(t). Combinando éstas se tiene
u;(t) = up—j(t) = Unr—jypm/2(t) = tprja_;(2).

Ademds, la solucién (5.5) tiene las simetrias u;(t) = un'—¢j41)(t) ¥ u;(t) =

U}, /5(t). Combinando éstas se tiene otra simetria

w;(t) = up—(541) (t) = Une_(jgryn/2(8) = Unrja— (i) (2)-

Onda rotante

Se tiene la simetria u;(t) = u;41(t — (p/n')k'), es decir, todas las celdas
oscilan idéntico, pero desfasadas por un miiltiplo constante de p/n’. En par-
ticular si k' = 1, entonces u;(t) = u;41(t — (p/n')) y la diferencia entre las
fases de cualesquiera dos celdas es p/n’. Es decir, cada vez que se avanza una
celda, se cambia la fase por p/n'.

Ondas estacionarias

Sin'=2q+1

La solucién (5.2) tiene la simetria u;(t) = ugg41-5(t). Sise toma (uo, ..., ug)
y se usa la simetria, se obtiene

j= 0 1 |..-] ¢ lg+1|...] 2¢q
w = [ug(t) |ur() | ... | ug(t) [ug®) |...[wi(t) [

La soluci6n (5.3) tiene la simetria u;(t) = ugg41-;(t + p/2) = ujyyy_;(1).
Si se toma (ug, ..., u,) y se usa la simetria, se obtiene

=10 1 1 [...] ¢ Te+1l.--] 24
w = [up(t) | ui(t) | ... | ug(t) [wi(t) |...|ui(t) ]
Sin'=4q+2

La solucién (5.4) tiene las simetrias u;(t) = uggya—;(t), uj(t) = uj 9041 (t)
y u;(t) = u3,,,_;(t). Si se toma (u, ..., u,) y se usan las simetrias, se obtiene

O|1]...]q|lgq+1|...|2¢|2¢+1(2¢+2]|...|4g9+1

ug | Uy .. ug | up |- ]uj| ug u |...] w

La solucién (5.5), tiene las simetrias u;(t) = uag41-5(t), uj(t) = Ujio041(t) ¥
u;(t) = uj,_;(t). Si se toma (ug, ..., us) y se usan las simetrias, se obtiene

0 ||z q ...|2q|2¢g+1|...] 3¢g+1 [...|4g+1
Ug ... [ug=u Ug Uy v | Ug=Ug |- ug |

*
q
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Sin'=4q
La solucién (5.4) tiene las simetrias u;(t) = ugq—;(t), u;(t) = uj 9,(t) ¥
u;(t) = u3,_;(t). Si se toma (uo, ..., u,) y Se usan las simetrias, se obtiene

0]1]{... q oo |2¢—12¢q|2¢g+1]... 3q ...|l4g—1

Up Uy | ... |ug=uy|...| up [ug| ul |...|u;=ug|...| w

La solucién (5.5) tiene las simetrias uj(t) = wuag—(j+1)(t), u;(t) = ujy9,(t)
y u;(t) = uy,_(;41)(). Si se toma (ug,...,ug-1) y se usan las simetrias, se
obtiene

Olivs|lqg—=1] ¢ |.:-|20—1|2¢|...|3¢g—1]| 3q |:..|4¢g—1
Up | .o | Ug—1 | U ug Jug|...| ug_y [ug—1]...[ uo

gq—1

En estas soluciones, se toma un paquete de celdas (ug,...,uq), este se
refleja y/o se le cambia la fase, dos o cuatro veces, para llenar todo el periodo
fisico (uq, ..., un). Después, este periodo fisico se repite h veces a lo largo del
anillo, lo que da la apariencia de tener h ondas en el anillo, cada onda formada
de dos o cuatro pedazos similares.

5.3. Ecuaciones de Turing

Las ecuaciones de Turing son

du;(t

) — g0 1) + D) 1~ 205+ 30)
donde D(u) es una matriz diagonal positiva, que representa el acoplamiento
por difusién. En este caso, My(u, A) = iIX — Mi(p) con My(p) = f'(p) —
(4sin® kw/n)D(u). El nimero de rotacién Roty(po, Ao), es la diferencia del

nimero de cruces de valores propios de My (po) en io.

Corolario 5.9 Si existe un tinico valor propio de M(u) que cruza por i), en
l4o, entonces la ecuacion diferencial tiene soluciones periddicas que bifurcan
de yg, con periodos iniciales 2w /)y y con las simetrias correspondientes a k.

Sea o (p) el espectro de My (). Si los coeficientes de difusién son iguales,
entonces D = d(u)I y ox(1) = oo(p) — 4sin®(wk/n)d(p). Es decir, los valores
propios de M () se encuentran a la izquierda, con respecto al eje imaginario,
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de los valores propios de My(u). Si ademds oo(u) se encuentra a la izquierda
del eje imaginario, esto es el equilibrio es estable, el primer valor propio
que cruza el eje imaginario debe estar en oq(u). Por lo tanto, en la primera
bifurcacion todas las celdas oscilan en sincronia, pues se estd en el caso de
bifurcacion periédica con k = 0.

Proposicién 5.10 Sea A = {a;;} una matriz de m x m y sea o(A) el con-
Jjunto de valores propios, entonces

m

o(A) C U B(as, Z |ai;)

i=1 i
con B(z,7) ={z2€C: |z — 2| <r}.

Prueba. Si X € o(A), entonces existe = (zy, ..., ) tal que (Al — A)z = 0.
Sea z; un nimero tal que |z;| > |z;| para todo j. Del renglén i de (Al —A)z =
0 se obtiene (A — a;;)z; — E#i a;jz; = 0. Entonces

Zaij-rj/zi < Z |ai;|

J# J#

A= aii| =

pues z; # 0y |z;/z;| < 1. Por lo tanto A € B(ai;, D, |ai;|) para algin 7. O

Ahora, sea D(u) = diag(do(p), ...,dm(1)) y f'(1) = {aij(1)}. Usando la
proposicién para My (u) = {a;;(1)} — 4sin*(7k/n)diag(dy, ..., dm), se tiene

ok(1) € | Blais(n) — 4sin®(wk/n)di(1), D _ las; ()]

= i#i

c U{B[aig(p), > lais ()] — 4sin® (xk/n)di(u)}.

i#i

En particular oo(1) C UL, Blaai(w), 354 laii(1)])-

En el caso que d; sea grande comparado con Z#s |aij(1)|, como d; es
positivo para toda 7, entonces oy (1) esta a la izquierda de o¢(p), con respecto
al eje imaginario. Por lo que si el equilibrio es estable, entonces en la primera
bifurcacion todas las celdas oscilan en sincronia.



Conclusiones

En la tesis se estudiaron los casos de bifurcacion periddica y estacionaria.
Para la bifurcacién estacionaria se encontré una simetria para k = 0,n/2, la
cual no habia sido abordada antes. Para la bifurcacién periédica se encon-
tré una simetria para k = 0,n/2 y tres simetrias para 0 < k < n/2 (una es
onda rotante y dos son ondas estacionarias).

Se probé en las ecuaciones de Turing, que si el sistema tiene un equilibrio
estable y los coeficientes de difusién son muy grandes ( o no son muy dife-
rentes), entonces en el primer rompimiento de simetrias el sistema tiene una
solucién que corresponde al caso donde las celdas oscilan en sincronia.

Se han examinado fenémenos de ritmos biolégicos donde la sincronizacion
se explicada con el acoplamiento por difusién. Muchos organismos multinu-
cleares exhiben espontanea sincronizaciéon de mitosis cuando interactian. Si
la division nuclear es controlada por osciladores bioquimicos, la sincronizacion
puede explicarse por un simple acoplamiento. Esto sugiere que el acoplamien-
to por difusion es un buen mecanismo de sincronizacion.

Existen ejemplos en la biologia, en donde el acoplamiento de dos procesos
distintos, cada uno estacionario por si solo, puede producir oscilaciones. Esto
sucede si f'(u) no tienen valores propios imaginarios puros, pero By (u) si.
Es decir, el proceso de difusién o el proceso interno de las celdas no produce
oscilaciones por si solo.

Trabajos futuros

Existen muchas extensiones o variantes de las ecuaciones aqui expuestas;
para ideas de este tipo se recomienda [Gol2]. Algunos ejemplos son:

= Se puede modelar al anillo en forma continua, lo cual da una ecuacién
parcial, equivariante por la accién del grupo O(2) x S'. En este caso

61
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se tendran dos soluciones, una es una onda rotante y la otra una onda
estacionaria.

= Se pueden hacer arreglos distintos al de un anillo. Si el arreglo tiene un
grupo de simetrias G, las simetrias de las soluciones las daran los grupos
de isotropia de G x S'. Ademds, se pueden poner simetrias internas a
la dinamica de la celda, lo que da més posibilidades.

= También se pueden modelar ecuaciones de reaccion-difusion en dos di-
mensiones. Por ejemplo, si las condiciones son de periodicidad en un
cuadrado, se tendré equivarianza por el grupo O(2) x O(2) x S*.

Aportaciones y Referencias

El capitulo dos estd basado en teoremas abstractos, los cuales aseguran
que todo lo que se hizé en este capitulo es posible, como la reduccién de
Ljapunov-Schmidt equivariante o el cambio de base. Las pruebas se encuen-
tran en el libro [Ize] y el articulo [Ize2]; el libro tiene casi todas las pruebas,
pero el articulo tiene mas ideas. La aportacion de este capitulo estd en que
se hacen las pruebas en un problema concreto y con todos los detalles. La
idea del cambio de base se encuentra en [Tur|, lo cual tiene que ver con la
serie de Fourier discreta.

En el capitulo tres, el autor sélo aplicé los resultados de [Ize] y no hay
nada nuevo en cuanto a técnicas matematicas, pero si en cuanto al problema,
puesto que en la literatura no se habian usado estos métodos topoldgicos para
el anillo. En este capitulo se usan teoremas sin prueba debido a que no son
sencillos; el lector puede comprobarlo en las referencias [Ize] y [Kra].

La referencia mas cercana al capitulo cuatro es [Gol], donde estan los
grupos de isotropia del caso simple (k = 1). Los grupos de isotropia del caso
general estdn mencionados sin pruebas en [Kra]. La forma de encontrar los
grupos de isotropia del caso general y sus grupos de Weyl es nueva.

La bifurcacion periédica habia sido abordada en varios trabajos:

Para ecuaciones sin retardo, en [Gol] y [Gils] se encuentran las tres simetrias
en el caso genérico y simple, esto es, sin resonancia y con un solo valor propio
que cruza en el bloque k£ = 1. En [Alex] se encuentra el caso simple (k =1)
de la onda rotante.

En [Kra] se encontraron todas las simetrias para la bifurcacién periédica,
pero con una sustancia en cada celda. En dicho articulo, se menciona que se
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tiene una érbita de soluciones y que por cada copia de S* se tiene una solucién
distinta, lo cual no se puede probar. En [Kra] también se pide la hipétesis de
que los ceros sean aislados, lo cual no sucede en el modo de Fourier real, por
lo que en dicho articulo no es posible encontrar la bifurcacién estacionaria.
Los mejores trabajos en el anillo son [Gol], [Gils], [Alex] y [Kra]. Otros
articulos interesantes son [Gol3] y [Kra2|. Para la parte de aplicaciones se
recomiendan las referencias [Tur], [Coll] y [Gol2]. Para técnicas y métodos
matemadticos utilizados aqui, se recomiendan los libros [Ize], [Kra3] y [Ber].
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Apéndice A
Analisis

El espacio de Lebesgue L?(S';C*) es un espacio de Hilbert con la base
ortonormal {(27)~'/2¢!},cz. Es decir, si X(¢) € L? entonces

X = (2,”)—1/2 Z Xge“‘
leZ
con X; = (2m)~1/2 fﬂzr X (t)e~™dt. Ademés, su normaes || X||2, = > ez |1 X .
Por lo tanto L? es equivalente al espacio

2(C*) = {{Xihez : Y 1Xi* < o0}

leZ

El espacio de Sobolev H'(S'; C*) es el conjunto de funciones X € L? tal
que la derivada &X pertenece a L?, con la norma || X |[%, = || X2, +110X 3.
Ahora 80X € L? por lo que 8X(t) = (2m)~'/2 Y, ,(8X )" con

2n 2
(0X), = (2m) 2 | aX(t)e™dt =—(2m)" 2 [ X(t)(e”™)'dt = ilX,.
0 0

Entonces X = Y, ilX;e%" y su norma es [|0X|[72 = 3,5 | X,|%. Por
lo tanto la norma de X en H' es || X[} = Z:ez|XfI2(1 +12) y el espacio
H'! es equivalente a

{{Xihez : Y_1XiI* 2 < 00} C I}(C*).

leZ

Teorema A.1 El espacio H'(S', R¥) estd contenido en C°(S', R¥), es decir,
si f € H', entonces f es continua.
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Teorema A.2 [Funcién Implicita] Sean X, Y, y Z espacios de Banach.
Supdngase que f(x,y) es una funcién continuamente diferenciable de una
vecindad U de (z9,yo) en X XY a Z, f(zg,y0) = 0 y Dy f(zo,yo) tiene un in-
verso continuo. Entonces existe una inica funcién g definida en un vecindad
U, de xy, g: Uy = Y, tal que g(z¢) = yo v f(z,g(z)) =0 para z € U;.

Teorema A.3 [Mapeo Abierto] Sean X y Y espacios de Banach. Si L es un
operador continuo de X en Y, sobre. Entonces L manda abiertos en abiertos.

Teorema A.4 [Representacién de Riesz] Sea X un espacio compacto de
Hausdorff, entonces el conjunto de funcionales continuos en X, C(X)*,es
isométricamente isomorfo al conjunto de medidas, M(X), en X. En par-
ticular, para todo funcional F en C([—a,0]) existe una medida p tal que

F(u) = [ udp.

Teorema A.5 [Ceros Aislados] Sea f una funcién analitica en un dominio,
distinta de cero. Entonces los ceros de f son puntos aislados.

Todos los teoremas anteriores, son estandar en andlisis, ver [Foll] y [Ber].
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