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"Die Ganzen Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk (Dios
cred a los nimeros enteros, lo demds es obra del hombre)."

Leopold Kronecker
"Por lo demds, el problema central es irresoluble: La enumeracién, si quiera
parcial, de un conjunto infinito. "

En "El Aleph" de Jorge Luis Borges



Introduccion

Incluso antes de poder contar, el ser humano es capaz de comparar cantidades,
de pensar "aquf hay méds", "aqui hay menos". Tkram Antaki le llama a esta
idea que nos permite comparar cantidades "numerosidad". y aparece alrededor
de los 6 o 7 meses de vida ([3], pagina 153).

Esta tesis estd basada en un articulo de Vieri Benci y Mauro Di Nasso
realizado en el 2003 ([4]) , donde se introduce otro concepto de numerosidad.
que tiene en comin con el concepto arriba mencionado la capacidad de comparar
conjuntos "etiquetados". Un conjunto etiquetado es un conjunto numerable con
una funcién etiquetadora, que es una funcién del conjunto a los naturales, con
la condicién que sea finita a uno, esto es, por cada natural, a lo mds se le
relacione un nimero finito de elementos del conjunto. Se puede pensar una
funcién etiquetadora como la asignacién de un niimero de "botella" a elementos
de un conjunto numerable, con la condicién de que en cada botella haya un
nimero finito de elementos del conjunto.

A diferencia de los conjuntos finitos, los conjutos infinitos contienen sub-
conjuntos propios de su misma cardinalidad. Se definird en este trabajo una
funcién de conteo llamada "numerosidad", donde cualquier subconjunto propio
tiene estrictamente una numerosidad menor que el conjunto original. En par-
ticular, los enteros tienen el doble de numerosidad menos uno que los naturales.
Se verd la posibilidad de construir este tipo de funciones, y su relacién con el
andlisis no estdndar.

Esta tesis consta de cuatro capftulos. El primer capitulo se dedica a las
definiciones bdsicas, como son las numerosidades de los conjuntos etiquetados
y los isomomorfismos de éstos. En el segundo capitulo se tratan los conceptos
basicos de ultrafiltros sobre los naturales. El resultado estrella de este capitulo
es la relacién de los ultrafiltros de Ramsey con el teorema de Ramsey en com-
binatoria infinita. En el tercer capitulo se encuentra el resultado principal de
la tesis. Aquf estamos interesados en mostrar si realmente existe una funcién
de numerosidad, al menos como aqui la definimos, dentro del marco conceptual
tradicional de las matemadticas, i.e., de los axiomas de ZFE. La iltima parte
se reflere a algunas consecuencias de la existencia de una funcién de numerosi-
dad, que principalmente consiste en una aproximacién distinta al anilisis no
estandar. De hecho, parte de la construccién de esta funcién de numerosidad
fue motivada como una interpretacién distinta de los naturales no estdndar, o
hipernaturales. Para ver esta motivacién, recomendamos leer [9].



Las aportaciones de esta tesis son, primeramente como en muchas otras,
dejar més claro donde dice: "es claro que..." y "es facil ver que..." en el articulo
original pues muchas veces no resulté que fueran tan faciles. Por ejemplo, se
hicieron las demostraciones ausentes de las proposiciones 1.16, 1.22 y del teorema
3.3. Aunque ahf también se hace referencia al libro de Jech [10], muchas de
estas demostraciones no estdn hechas a detalle, estdn incompletas o incluso no
estdn hechas como en los casos del lema 2.14 y la proposicién 2.20. También
se corrigieron errores, como el de la proposicién 3.8, donde la demostracién
estaba incorrecta, y se ajusté en esta tesis. En la parte del analisis no estdndar,
en el articulo original se asume que los elementos del conjunto base pueden
ser considerados dtomos, sin decir en qué sentido se puede dar esta suposicion.
Nosotros logramos justificarlo, usando los ejercicios 4.4.1 y 4.4.2 (pédgina 287) del
libro de teoria de modelos de Chang ([6]). Aquf aparecen sélo como ejercicios,
nosotros los hicimos con detalle.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es que, cualquier persona in-
teresada en el tema, pueda adentrarse en él, sin tener que pasar por todo lo que
el autor pasé, y tenga los resultados accesibles y a la mano. Estd pensada para
un nivel medio de licenciatura con conocimientos bésicos de teorfa de conjuntos
v un poco de dlgebra. Hasta donde fue posible, la tesis es autocontenida. y en
las partes ausentes, damos las referencias bibliograficas.



Capitulo 1

Conjuntos etiquetados y sus
numerosidades

1.1 Conjuntos etiquetados

Definicién 1.1 Un conjunto etiquetado es una pareja A = (A,l4) donde el
dominio A es un conjunto contable y la funcién etiquetadora lq : A — w es
finita-a-uno, es decir, !;1(71) es finito para toda n € w. Llamemos E a la clase
de los conjuntos etiquetados.

Sea
Apn={a€ A:ls(a) <n}

Observacién 1.2 Notemos que

AyCA CAC--

N
=
=
N
b
a
&
N

Observacién 1.3 También observemos que A es unién de conjuntos ajenos, ya
que, haciendo A_, = 0, tenemos que

n#m::*» (An_An—l)ﬁ(Am_Am—l) =0

A= U (An—An).

Observacién 1.4 En particular A, — An—1 es el conjunto de elementos de A
que tienen la misma etiqueta n, esto es,

An—An1={ac A:la(a) =n}.



Definiciéon 1.5 Sea v, : w — w tal que y4(n) = |A,|. Llamamos a v, la
sucesién aprorimante a la numerosidad de A.

Para A C w, la etiquetacién canénica [ : A — w estd dada por [(n) = n
para toda n € A, al igual que a los enteros se les asigna una etiquetacién casi
candnica, con el valor absoluto. Se denota por 0 al conjunto vacio etiquetado
con la funcién vacfa, y para todo nimero natural n, denotamos n = (n,l,)
donde [, es la etiquetacién canénica. Estos son los conjuntos finitos etiquetados
canénicos.

Observacién 1.6 El conjunto vacfo se etiqueta de manera inica, puesto que
cualquier funcién f : 0 — M que tenga como dominio al vacio, es la funcién
vacta (f COx M =0, y por lo tanto f =0).

Decimos que A = (A,l4) es un subconjunto etiquetado de B = (B, lg), v se
escribe A C B, si AC By la(a) =lp(a) para toda a € A. Similarmente para
la inclusién estricta A C B. Denotamos por B—A al subconjunto de B cuyo
dominio es B — A etiquetado con Ig|g_4.

Observacién 1.7 Por vacuidad, 0CA para todo conjunto etiquetado A.

La etiquetacién de un conjunto tiene que ver con la manera en que vamos
contando sus elementos. Es como ponerlos en botellas, y a cada botella ponerle
una etiqueta con algin nimero natural. Por ejemplo, si colocamos a los enteros
en botellas, en la botella 0 estarfa el 0; en la botella 1, el 1 y el —1; y asi
sucesivamente. Entonces la funcién « seria en realidad "la cuenta" de cudntos
llevamos hasta la botella n-ésima.

1.2 Operaciones de conjuntos etiquetados y nu-
merosidades

Por lo regular, queremos definir operaciones para el tipo de objetos con los que
estamos trabajando. Con este motivo, tenemos lo siguiente:

Definicién 1.8 La suma de dos conjuntos etiquetados es
A@B - (AEBVLQHJB)v
donde AW B es la unién disjunto de A y B; i.e.

AwB=Ax {0}UB x {1}.



Para abreviar, a (z,1) € AW B lo denotamos z;, y definimos

_Jlalz)size A _ [ la(z) sii=0
(laws)(zi) —{ ,;;(;-;} siz€B ‘{ lg(x) sit=1 "

El producto es el conjunto etiquetado
AOB=(Ax B,laxg),

donde
(laxs)(z,y) = maz{la(z),ls(y)}-

Lema 1.9 v,yp = Y4 +78 ¥ Yaxp = Ya ' Yg, donde las operaciones entre
funciones estdn definidas puntualmente.

Demostracién. Hay que observar que

{z; € AWB : (lawp)(z) < n} = {zo|lr € Ay la(z) < n}U{zi|z € B ylg(z) <n},
y de aquf es inmediata la primera afirmacién. Andlogamente, se observa que
{(z,y) € Ax B: (laxp)(z.y) S n} = {z € Alla(z) <n} x {y € Blls(y) < n}

pues
la(z),l8(y) < mdz{la(z),lB(y)} < n,

y de aquf se deriva la segunda afirmacién. m

1.3 Numerosidades

Definicién 1.10 Una funcién de numerosidad para la clase E de conjuntos
etiquetados es un funcional suprayectivo

num: E—- N

donde (N, <) es un conjunto linealmente ordenado de numerosidades tal que las
siguientes propiedades son satisfechas:

(7) Si para toda n se tiene que |An| < |Bnl, entonces num(A) < num(B);
(i7) & < num(A) si, y sélo si £ = num(B) para algin B C A;
(it1) si num(A) = num(A’) y num(B) = num(B’), entonces

num(A @ B) = num(A'@B’)

nuﬁ{A ®B) =num(A' ®B').



Observacién 1.11 En particular, por la propiedad (i) de una funcién de nu-
merosidad, y porque N es un orden lineal, se tiene que si dos conjuntos tienen
la misma sucesién aprorimante, su numerosidad es la misma.

Proposicién 1.12

1. N tiene un elemento minimo 0 = num(0);
2. Todos los conjuntos unitarios tienen la misma numerosidad 1;

3. Toda numerosidad £ = num(A) tiene un sucesor £ +1, a saber, la nu-
merosidad de A @ {*}, donde {*} es cualguier conjunto unitario etique-
tado. Es mds, si A # 0, entonces £ = num(A) tiene también un predece-
sor& —1;

4. 8i A = (A,l4) es finito, entonces num(A) = |A| es la cardinalidad de A.
Demostracién.
1. Es claro, por la observacién 1.7 y la propiedad (i7) de la definicién 1.10.

2. Por contradiccién. Supongamos que existen dos conjutos etiquetados uni-
tarios {x} y {y} tales que

num({x}) <num({y}).
Por la propiedad (it) existe A C {y} tal que
num(A) =num({x}). (1.1)

Pero al ser subconjunto propio de un conjunto unitario, quiere decir que
A = 0. Esto a su vez implica que A C {x} y por lo tanto,

num(A) <num({x})
lo cual contradice a la ecuacién 1.1.
3. Supongamos que existe £ € N tal que

num(A) < £ <num(A & {x}) (1.2)

Por (i), podemos tomar B C A @ {x} de manera que
num(B) = €. (1.3)

Usando 1.2, 1.3 y la misma propiedad (i), se puede tomar también C C B
tal que num(C) = num(A). Ahora escojamos b € B —C. Por el inciso
2,

" num({b}) =num({x}).



Puesto que num(C) = num(A), por la propiedad (i), se tiene que

num(C @ {b}) =num(A & {b}) (1.4)

d num(A @ {b}) =num(A & {x}). (1.5)

Como C C B y b € B tenemos que
[(C& {b})n] < |Bal
para toda n, y por la propiedad (i),
num((C @ {b}) <num(B). (1.6)
Entonces, usando 1.4, 1.6, 1.3, 1.2 y 1.5, se deduce que

num(A & {b})

num(C & {b})
num(B) = §
num(A @ {x}) =num(A & {b}),

ACIA

una contradiccién.

Es facil ver que si A # 0, entonces
num(A — {a})

es el predecesor de num(A) para cualquier a € A, ya que no existe B tal
que A —{a} C B C A. Por lo tanto se deduce, junto con la propiedad
(i), que tampoco existe n € N entre num(A — {a}) y num(A).

. Por induccién sobre la cardinalidad de los conjuntos finitos. Para todo
conjunto A, si |A| = 0, entonces tenemos que A =0, y

num(A) = num(d) = 0.

Suponemos que todos los conjuntos etiquetados B de cardinalidad n tienen
la misma numerosidad, que por comodidad, también llamamos n. Sea C
un conjunto de cardinalidad n + 1, lo cual nos indica que no es vacio.
Tomemos ¢ € C, y consideramos C — {c}. Entonces, por la hipéte-
sis de induccién, num(C — {c}) =n = num(n). Por el inciso anterior,
num(C — {c}) es el antecesor de num(C). Esto quiere decir que la nu-
merosidad del sucesor de num(C — {c}) es igual a la numerosidad de
n+1=nU{n}. Pero el sucesor de num(C — {c}) es num(C), por lo
que
num(C) =num(n+ 1) =n + 1.

10



Observacién 1.13 En particular, 0 < 1.

Como N contiene un segmento inicial propio que es isomorfo en orden al
conjunto de los nimeros naturales w, por simplicidad asumimos directamente
que w C N y denotamos por n al n-ésimo sucesor de num(0).

Definicién 1.14
num(A) + num(B) = num(A & B);
num(A) - num(B) = num(A © B).

Estas operaciones estdn bien definidas (no dependen de los representantes
en los conjuntos etiquetados), ya que si

num(A) = num(A’)

Y
num(B) = num(B'),

por la propiedad (#77) de una funcién de numerosidad,
num(A) +num(B) = num(A @ B) = num(A’@B’) = num(A’) + num(B'),

Y
num(A) - num(B) = num(A © B) = num(A’ © B’) = num(A’) - num(B’).

1.4 Isomorfismos de conjuntos etiquetados

Definicién 1.15 Dos conjuntos etiquetados A,B son isomorfos (denotado como
A = B) si existe una biyeccion f : A — B que preserva las etiquetas, i.e., tal
quelgo f=l4.

W
la /'\lB
AL B

A f le llamamos isomorfismo de conjuntos etiquetados.

Hay muchos conjuntos etiquetados finitos no isomorfos. Por ejemplo, si
A = ({a},l4) y B = ({b},lB) son dos conjuntos unitarios, entonces A = B
si, y s6lo si la(a) = lp(b). La nocién de isomorfismo es consistente con sumas,
productos, y numerosidades de los conjuntos etiquetados.

11



Proposicién 1.16

1. A=

B &4 =v38;

2. A = B =num(A) =num(B);
3 A=A'"y B2B'=>A9pB~A'9B' yAOB=A'GB.

Demostracién.

1. =)

Sea f un isomorfismo entre A y B y tomemos n € w. Queremos
demostrar que f| 4, es una biyeccién entre A, y By,. Basta demostrar
que su imagen cae en B, y que es sobreyectiva, ya que la inyec-
tividad es heredada. Demostremos que f[A,] C B,. Sea a € Aj,.
Entonces [4(a) < n. Como f es isomorfismo de conjuntos etiqueta-
dos, Ig(f(a)) = la(a), y por lo tanto f(a) € B,. Concluimos que
flAn] C Bn. Ahora veamos que f es sobre. Sea b € B,; entonces, por
definicién, Ig(b) < n. Como f es biyectiva, podemos tomar f~!(b),
y afirmamos que éste es el elemento de A que buscamos: Como f es
un isomorfismo entre estos conjuntos etiquetados,

La(f7H 1) = s (F(F71(b) = B(b) < n.
Por lo tanto f~!(b) € A, y f es sobreyectiva. Entonces,
.f|A.. : An — Bn

es biyectiva, y 74 (n) = |An| = |Br| = v5 (n).

Para no escribir dos casos (cuando es cero y cuando es sucesor), sea

A_l = 8_1 :@
Como
|An = An—l! = |Ani == |A —II = ‘7)1.(”') _'}'A(ﬂ'_ ]-)
|Bn = Bn-1| = |Ba| = |Bn-1| =vg (n) = vg (n — 1)

(An, An-1, Bn y Bn_ son finitos), entonces
|B-n -B —1| e JAn. . An—ll

ya que, por hipétesis,
YA =7B-

Tomemos
fn. . An = An—l — Bn = Bn—l;

donde f, es biyectiva para toda n € w. Sea

F= Unwan-

12



Por la observacién 1.3 los conjuntos A, — A,—1 son ajenos entre si;
por tal motivo, F' es una funcién. Vamos a comprobar que

F:A— B
es biyectiva.
Sea b€ By como B = nléjw(B“ — B, _1), existe una unica n tal que
b€ B, — Bn

por la observacién 1.3. Como f, es sobre, hay una a € A, — A,_;
tal que f,.(a) = b; entonces

F(a) = fa(a) = b.

Por lo tanto, F' es sobre. Ahora veamos que F es inyectiva. Sea
F(a1) = F (a2). Entonces existen h,m tales que fi (a1) = fm (a2).
Pero

fh(al)!fm (02) €B :ngw(Bn—Bn-—l)

por lo que existe una tnica k tal que f, (a1), fm (a2) € (B — Be—1)
por la observacién 1.3. Entonces, h = m =k y fi(a1) = fi(a2).
Como fi es inyectiva, a; = as. Por lo tanto, F es una funcién
inyectiva. Por tltimo, verifiquemos que respeta etiquetas. Seaa € A.
Por construccién, F(a) € By, (a) — Bi,(a)~1: €ntonces

lpF((a)) = la(a)

(ver observacién 1.4). Asf concluimos que F es un isomorfismo entre
conjuntos etiquetados.

2. Es claro por la observacién 1.11 y el inciso anterior.
3. Por la ida del inciso I tenenos que
YA=Ta

b &
B =7B-

Sumando ambas ecuaciones y usando el lema 1.9 obtenemos que
YasB =Ya+VYB=74 + 7B =Vaus-
Otra vez por el inciso I, pero ahora usando el regreso, concluimos que
AeB=A'gB.

La prueba es similar para el producto.
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1.5 Semianillos positivos
Definicién 1.17 Un semianillo es una tripleta (R, +,-) tal que
+,-:Rx R— R.

A estas operaciones se les llama por lo comin suma y producto, Ademds, ha-
ciendo +(a,b) = a +b y -(a,b) = a- b, se cumple que, para todo a, b y c en
R:

1. a+b=>b+a (Conmutatividad de la suma);

2. a+(b+c)=(a+b)+c (Asociatividad de la suma);
3.a-(b-c)=(a-b)-c (Asociatividad del producto);

4.a-(b+c)=a-b+a-c yla+b)-c=a-c+b-c (Distributividad).
Un semianillo es conmutativo si su producto lo es.

Definicién 1.18 Un semianillo parcialmente ordenado es un semianillo junto
con un orden parcial < tal que x < y implicaz+z<y+zyz-z<y-z para
todo z,y,z.Un semianillo positivo es un semianillo conmutativo parcialmente
ordenado, donde x < y si, y sélo si existe una tnica z tal que y = + z.

Lema 1.19 Sea F = {¢ : w — w : ¢ es no decreciente}. Definimos (¢ +
¥)(n) = p(n) +¥(n) y (p-¥)(n) = ¢(n) - ¥(n) para toda n € w. Decimos que
¢ < ¥ < p(n) <¥(n) para toda n € w. Entonces (F,+,-, <) es un semianillo
conmutativo parcialmente ordenado.

Demostracién. Lo hereda de las propiedades de los naturales. =

Observacién 1.20 En particular, para todo conjunto etiquetado A, su sucesidn
aprorimante v 4 € F.

Regresemos ahora a las numerosidades.

Proposicién 1.21 (Leyes de la Cancelacién para Numerosidades)

1. §i
num(A) + num(B) < num(A) + num(C),
entonces
num(B) < num(C);
2. 8
num(A) + num(B) = num(A) + num/(C),
entonces

num(B) = num(C).
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Demostracién.

1. Demostremos la contrapuesta. Supongamos que num(B) > num(C). En-
tonces existe C'C B tal que num(C’) = num(C). Es claro que

AWC' C AW B,
por lo que A & C'C A @ B, y num(A & C') < num(A & B). Por lo tanto
num(A) + num(C) = num(A)+ num(C')
= num(A®C)

num(A @ B) =num(A) + num(B).

A

2. Como
num(A) + num(B) = num(A) + num(C),
en particular
num(A) + num(B) < num(A) + num(C)
¥

num(A) + num(B) > num(A) + num(C).
Usando el incisio anterior, obtenemos

num(B) < num(C)

¥
num(B) > num(C).
Entonces, como N es un orden lineal,

num(B) = num(C).

[

Hay que recordar que un semianillo positivo incluye un orden < compatible
con las operaciones y que z < y implica la existencia de un unico z tal que
T+ z = y (definicién 1.18).

Proposicién 1.22 (N, +,-,<,1,0) es un semianillo positivo con elementos neu-
tros.

Demostracién. Sean A, B y C conjuntos etiquetados.

e Conmutatividad de la suma. Usando los lemas 1.9, 1.19, y la obser-
vacién 1.20 se obtiene que

YawB = YatIB
= vpt7a

Y BwA-
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Por la tanto, usando la observacién 1.11, num (A @ B) = num (B® A),
y recordando la definicién 1.14 tenemos que

num(A) +num(B) = num (A& B)
= num(B®A)
= num(B)+num(A).

e Asociatividad de la suma. De manera similar,

YawBeC) = YA T 7TBwC
Ya+(vs +7¢)
= (va+78) +7¢

= 7Yaws *7Yc
= Y(AwB)wC-
Por lo tanto,
num(A @ (B® C)) =num((A® B) & C)
¥y entonces
num(A) + (num(B)+num(C)) = num(A)+num(B® C)
= num(A& (BaC))
= num((A®B)®C)

num(A & B)+num(C)

= ((num(A)+num(B))+num(C).
e Asociatividad del producto. Demostracién andloga a la de la suma.
e Conmutatividad del producto. Demostracion andloga a la de la suma.
e Distributividad.

Tax(BwC) = 7YA 7VBeC

Ya-(v8+7¢)
YA YB+7Ya'YC
Yaxs T Yaxc
= Y(AxB)&(AxC)

Il

num(AO(B®C)) = num((AGB)®(AGC))
=
num(A) - (num(B) + num(C)) = num(A)-num(B& C)
= num(AG(BaC))
= num((AGB)®(AGC))
= num(A @ B)+num(A © C)

= num(A)-num(B)+numA-num(C).
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o Existencia de neutro aditivo. La sucesién aproximante del vacfo vy es
idénticamente cero. Entonces,

Yass = Yat7
= s
Por lo tanto,
num (A) +num(0) = num(A®O0)
= num(A).

e Existencia de neutro multiplicativo. Sélo hay que resaltar que, para
toda n, {a € 1:1;(a) < n} = {B}. Por ende, la sucesién aproximante del
uno ; es idénticamente 1. De aqui se tiene que

YAax1 = YA
= 7a
Concluimos que
num(A)-1 = num(AG1)
= num(A).

e Preservacién del orden por el producto. Sea
num(A) <num(B)
y C dado. Escogemos A’ C B con
num(A') = num(A).
Entonces A’ x C C B x C y por ende A'GC C B® C. Por lo tanto
num(A'®C) <num(B® C),
lo que a su vez implica que

num(A)-num(C) =num(A'®C) <num(B ® C) =num(B)-num(C)

e Preservacién del orden por la suma. Demostracién andloga a la
producto.
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e Es anillo positivo. Sea num(A) <num(B). Escogemos A’ C B con
num(A') = num(A).
Observemos que para toda n € w se tiene que
{beB:lg(a)<n}={a€ A :ly(a) <n}u{be (B-A"):la (a) <n},
pues A’ C B. Estos tltimos conjuntos son ajenos, por lo que

Y8 = Ya +7¥8-a (1.7)
= YAw(B-A)
De aqui se deduce que
num (B) = num(A'®@(B — A')).
Entonces,

num(A) + num(B — A') num(A') + num(B — A)

num(A'®(B — A'))
= num(B).

Finalmente, la unicidad se ve usando las leyes de la cancelacién: Supong-
amos que

num(A)+num(D) = num(B)

num(A') +num(B — A")
= num(A)+num(B - A’),

y por lo tanto
num(D) =num(B — A').

[ ]

Daremos una aplicacién del hecho de que las numerosidades sean un semi-
anillo positivo con elementos neutros.

Sea a@ = num(w) la numerosidad de los nimeros naturales. Entonces la
numerosidad del producto cartesiano w x w es num(w ® w) = a®. Observemos
también que Z = w (w— {0} ); de esta forma num(Z) = 2a—1" es el predecesor
de a+ a.

Demos el isomorfismo entre Z y w@® (w — {0}). Sea
F:Z —wdy(w-{0})

12a — 1 no se entiende como resta, sino como el predecesor de 2a (ver proposicién 1.12) y
2a abrevia a + a.

18



tal que

_ zpsiz >0
F(x)‘{ logls S0

Veamos que F es un isomorfismo de conjuntos etiquetados.
Por definicién,

loww-{op(zi) ==

para i € {0,1} con la etiquetacién canénica de w. Entonces

]

lw L e 1 20
lug(w—-{op(F(2)) { ®(w—{o}) (Zo) si z

lw@(u—{ﬂ}]((_x)l) si <0
r si 20
-z si <0

||

lz(zx).

Ya vimos que preserva la etiquetacién. Si definimos

F(z:) :{ zsii=0

—rsii=1

es facil corroborar que F~'o F =1z, y que Fo F~! = Luw(w—{0})-
Como una consecuencia de la proposicién anterior, la resta de numerosidades
& > 1 estd bien definida: Sea £ — 7 la tinica ¢ tal que n+({ =&.
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Capitulo 2

Ultrafiltros

2.1 Definiciones Basicas

Definicién 2.1 Un filtro sobre un conjunto S es una coleccion F de subcon-
juntos de S tal que:

1. SeF;
2.5 XeFyYePF, entonces XNY € F;
8 ST X, YCS, XeF,yXCY, entoncesY € F.

Obsérvese que un filtro F' es propio (F C P(S)) st, y sélo si 0 € F. Tomare-
mos en cuenta sdlo filtros propios, por lo que asumimos siempre que

4. 0¢F.

Observacién 2.2 Por induccidén, se demuestra fdcilmente que cualquier inter-
seccidn finita de miembros de un filtro también estd en el filtro.

Definicién 2.3 Un filtro F sobre S es llamado filtro principal si eriste X, € F
tal que F = {X C S: X D X,}; i.e., si tiene un C —minimo. Un filtro es no
principal si, y sélo si no es principal.

Ejemplos:
1. Siae S, F={X CS:ae€ X} es un filtro principal sobre S.

2. Si Sesinfinito, F = {X C §: S — X es finito} se llama el filtro de Fréchet
sobre S. El filtro de Fréchet es no principal.

Definicién 2.4 Un filtro U sobre S es un ultrafiltro si, y sélo si VX C S,
X€eUoS—X€eU (masno ambos: XN(S—-X)=0y0¢U).
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Lema 2.5 Sea U un filtro sobre S. Entonces U es un ultrafiltro si, y sélo si,
para toda X,Y C S, el hecho de que X UY € U, implica que X e U oY € U.

Demostracién. Supongamos que U es un ultrafiltro, y que YUY € U. Si
ninguno de X o Y estd, entonces estdn su complementos; es decir, XCeUy
YC e U, y por ser filtro, X NYC = (XUY)C € U, una contradiccién. Ahora,
supongamos que es vilido que, para toda X,Y € S, si X UY € U, entonces
XeUoYeU. Sea AC S. Como AU A€ = S € U, por nuestra suposicion,
AEUO0ACEeU. m

El siguiente lema nos dice que la condicién de que cualquier conjunto que
contenga a un elemento del ultrafiltro estd también en el ultrafiltro, se deduce
de las demads condiciones. Usando este lema, nos ahorramos demostrar una
condicién cuando queramos ver que una coleccién de conjuntos es un ultrafiltro.

Lema 2.6 Sea U una familia de subconjuntos de S. Entonces U es ultrafiltro
si, y sélo si U cumple que:

1. 0 gU,;
2.5 XeUyY eU, entonces XNY e U;
3 VXCS, XeUoS-Xel.

Demostracién. La ida es trivial. Supongamos que U es una familia de sub-
conjuntos de S que cumple 1, 2 y 3. Basta demostrar la primera y tercera
propiedad de los filtros definidas en 2.1. Como @ € U, entonces S—0 =S € U.
Por otro lado, supongamos que X, Y C S, X e Uy X CY. SiY &€ U, entonces
S—-YeU,yecomo XCVY,(S-Y)NX =0, por lo que 0 estarfa en U, lo cual
es una contradiccién. =

Lema 2.7 Un ultrafiltro U es no principal si, y sdlo si ninguno de sus elementos
es un conjunto unitario.

Demostracién. Sea U un ultrafiltro sobre S. La demostracién va a ser por
contrapuesta en ambos casos.

=) Supongamos {a} € U para algiin @ € §. Sea X € U. Entonces X N
{a} e U. Como 0§ ¢ U, a € X. Asi, para toda X € U, {a} C X ¥y
U={X CS:{a} C X} de donde U es principal.

<) Supongamos que U es principal. Por lo tanto, existe Xy € U tal que
U={XCS:X,CX}. Supongamos que para toda a € S, {a} ¢ U.
Entonces, para todaa € S, (S—{a}) € U y paratodaa € S, X3 C
(S — {a})- Por lo tanto, Xy = @, contradiccién. Asf pues, tiene que existir
a € S tal que {a} € U.

]
Corolario 2.8 Sea U un ultrafiltro sobre S. Entonces U es no principal si, y

sélo st ninguno de sus elementos es un conjunto finito.
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Demostracién. Basta observar que si U es ultrafiltro, entonces
hay un unitario en U < hay un finito en U.

Laida es trivial. Supongamos que {ay,...,an} € U. Entonces {a; }U---U{a,} €
U. Como U es ultrafiltro, aplicando el lema 2.5 a lo mds n veces, algtin unitario
estienU. m

2.2 Ultrafiltros sobre w

De aquf en adelante trabajaremos con ultrafiltros sobre w.

Definicién 2.9 Un ultrafiltro no principal U sobre w se llama selectivo o de
Ramsey si, y sélo si para toda particion {X, :n € w} de w, tal que X, ¢ U
para todan € w, existe un conjunto "selectivo” X € U de manera que, para toda
n € w, la interseccidn X, N X tiene, a lo mds, un elemento. Esta definicidén es
equivalente a pedir que erista una X' selectiva de tal forma que X' NX, tiene
eractamente un elemento: si eriste X € U tal que | X N X,;,| < 1, tomamos
X' = X U{z.} de manera que z, € X, para toda n € w; entonces X C X' y
porlo tanto X' e U y | X' N X, | = 1.

Proposicién 2.10 Sea U un ultrafiltro no principal sobre w. Entonces las
propiedades siguientes son equivalentes:

1. U es selectivo;

2. Para toda funcién ¢ : w — w eriste D € U tal que p|p es o constante o
inyectiva;

3. Para toda funcién ¢ : w — w eriste D € U tal que p|p es o constante o
creciente;

4. Para toda funcién ¢ : w — w existe D € U tal que p|p es no decreciente.
Demostracién.

1< 2 Dada ¢ : w — w, para cada n definimos X, = {m : ¢(m) = n}. No
consideraremos los X,, vacios para que sea particién. Si alguna X,, € U,
entonces | x,, es constante. En caso contrario, existe un conjunto selectivo
X € U tal que, para toda n, X N X,, contiene a lo mds un elemento.
Entonces la restriccion | x es inyectiva. Inversamente, sea {X,, : n € w}
una particién de w donde X,, € U para toda n. Sea

elk)=ne ke X,

Como {X,:n € w} es una particién, ¢ estd bien definida. Para toda
D € U, ¢|p no puede ser constante (pues si lo fuera D C X, para alguna
n € w, lo que implicarfa que X, € U, y estamos suponiendo que eso no
pasa), entonces tomamos D € U tal que ¢|p es inyectiva. Por lo tanto
X = D es el conjunto selectivo deseado.
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2=3 Seanp:w — wy D €U tales que ¢|p es inyectiva (si ¢|p es constante
para alguna D, entonces no hay nada que demostrar). Definimos por
induccién la siguiente sucesién:

ng = minD;
ngy1 = maz{n € D:p(n) < ¢(m) para alguna m < &}
donde
& =min{n € D:n > ni}!
Claramente

Ny 2 & > mg, ?
por lo que podemos construir la sucesién siguiente de intervalos no vacios:

Xo = [0,ng);
Xet1

[k + 1, nk41).

Por hipétesis, existe un conjunto selectivo X € U para la particién { X, |n €
w} Sean X' = U{Xo : k € w} y X" = U{Xok41 : k € w}. Porla
propiedad de ultrafiltro, o bien X’ € U o X” € U. Supongamos que
X' € U, y por ende, X" & U (en el otro caso, la prueba es similar), y
consideremos E = (X N X' N D) € U. Tenemos que verificar que ¢|g
es creciente. Si z,y € E con =z < y, entonces £ € Xo; para alguna k
y ¥ € Xon para alguna h > k (recordemos que X es un conjunto se-
lectivo para la particién). Notemos que y € D; también resaltemos que
2k < 2k + 1 < 2h, por lo que y > nagyy. De esta forma, por la definicion
de naky1, tenemos que ¢(y) > (m) para toda m < &5 < nokyr. En
particular z < ngg < £g, ¥ por lo tanto ¢(y) > ¢(x).

3 = 4 Trivial.
4=1 Sea {X, : n € w} una particién de w donde cada X,, ¢ U. Definimos

em)=neme X,.

Por hipétesis existe D € U tal que ¢|p es no decreciente.

Afirmacién 2.11 Cada conjunto
Dn = D n JY'-‘

es finito.

H{new:n <&} | =& +1, por lo cual existe ax = mdz {¢ (m) : m < £,}. Esto implica
que |[{n€ D:¢(n) < p(m) para alguna m < £.}| < ag, pues ¢ es inyectiva. Entonces sf
tiene sentido tomar ng.; = mdz {n € D : ¢ (n) < ¢ (m) para alguna m < &, }.

2En particular, £, € {n € D : ¢(n) < p(m) para alguna m < £, }.
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Sea k € {m > minD,}ND. Es obvio que k > minD,,. Como {k,minD,} C
D, y ¢ es no decreciente en D, entonces

p(k) 2 ¢ (minDy,) =n, (2.1)

pues minD,, € D, C X,,. Si suponemos que D, es un conjunto infinito,
existe m € D, tal que m > k. Entonces

n = g(m) > (k). (22)

Podemos concluir, por las ecuaciones 2.1 y 2.2, que ¢(k) = n para toda
k € {m > minD,} N D. Esto quiere decir que {m > minD,} N D C X,,.
Pero D € U y {m > minD,} € U (su complemento es finito), por lo que
X, € U, una contradiccién. Por lo tanto, D, no es un conjunto infinito.

Ahora definamos una funcién ¥ : w — w como sigue:
Y(a) =0

sia € D; si a € D, entonces estd en alguna D, = DN X,. Como
vimos que D, es un conjunto finito, podemos decir que es de la forma
D,={m{"<---< m(k.-.n}}' Entonces a = m\" para algunai=1,--- k.
Definimos

wm™) = kn — 1.

Por hipdtesis, existe D' € U tal que ¥|p- es no decreciente.

Afirmacién 2.12 Para toda n, D' N D, contiene a lo mds un punto.

Supongamos que existen z,y € D' N Dy, tal que z < y. Pero z = mﬁn)~

Y= mg-n} para algunas 4,5 € {1,-- ,k,}. Entonces i < j, lo que implica

que —j < —i y que
Y(y) =kn —J < kn —i=9y(z).

Pero quedamos que ¥|p: era no decreciente, una contradiccién.
Si tomamos X = DN D', entonces X € U es un conjunto selectivo para
{Xn :n € w}, pues

X.NnX = X,Nn(DnNnD)
(X.NnD)ND
D,NnD,

Il

como ya vimos, tiene a lo mds un punto.
n

Definicién 2.13 Sea U un ultrafiltro no principal sobre w. U es un p-punto
si, y sélo si para toda particién {An|n € w} de w en Ry partes, tal que A, ¢ U
para toda n, eriste X € U de manera que X N A,, es finita, para toda n € w.
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En particular, todo ultrafiltro selectivo es un p—punto.

Lema 2.14 Un ultrafiltro no principal U sobre w es un p-punto si, y sélo si
satisface lo siguiente: Si

A 24122452 -
es una sucesidn decreciente de elementos de U, entonces existe X € U tal que,
para toda n, X — A, es finito.
Demostracién. Supongamos que U es un p-punto, y sea

Ao QAL 25D An D+

una sucesién decreciente de elementos de U. Para simplificar el razonamiento.
podemos hacer A_; = w. Construimos la siguiente particion de w,

P= {An——l —Ap:n€wy An — Ana rf;ﬂ}U {{I} ‘TE iﬂfnew(An)}

donde el infimo estd definido con el orden dado por la contencién. Veamos que
los miembros de la particién no pertenecen al ultrafiltro.

Afirmacién 2.15 Para todo conjunto BCw ytoda X eU,B-X gU.

Sea X € U, y supongamos que B— X € U. Como B — X C w— X, implica
que w — X € U, pero esto no es posible, ya que U es un ultrafiltro.
Por lo tanto, en nuestro caso particular,

Aﬂ—1 - An Q U.
Tampoco los elementos de la particién
{I} c iﬂanw(Aﬂ)

pertenecen al ultrafiltro, ya que son finitos y nuestro ultrafiltro es no principal.
Verifiquemos ahora que P es una particién. Es claro que

UP Cw.

Sea ahora r € w.
Si Vn € w(z € A,), entonces

T € infpew(An) = {z} € P=>z € UP.

En caso contrario, sea n, = min{n € w : ¢ ¢ A,}. Esto quiere decir que
T € An,—1,yque € A,,_1 — A,_. Por lo tanto, A, _1 — A, # 0, y entonces
An,—1 — An, € P. Podemos concluir que z € UP. Por lo tanto

w CUP,
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w=UP.

Demostremos ahora que son ajenos dos a dos. Sean X y Y en P. Tenemos
tres casos:

Primero: Que X y Y estén contenidos en infncw(An); i.e. que sean de la
forma X = {z}y Y = {y} para algunas z y y en inf,¢,(A,). Entonces es claro
que

XY o {z}#{y}ez#ye XnY ={z}n{y}=0.

Segundo: Que uno de ellos esté contenido en infnew(An) y el otro sea de
la forma A,_; — A, para alguna n € w. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que X = {z} para alguna z € infocu(A4n), yque ¥ = Apmy — A
para alguna m € w. Tenemos que X = {z} C inf,c,(An) C A,,. Entonces,

XnY={z}nAn,_ — An =0.
Tercero: X = Ap_1—An,yY = A1 — Ap, para alguna n y m en w. Como

X #Y = n # m. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que n < m.
Entonces

n<m—-1= 4,2 An_1 ﬁ(An—l—An)n(Am—l_Am)=El-

Por lo tanto, P sf es una particién de w.

Como U es p-punto, existe X € U tal que, paratoda ¥ € P, XNY es finito.
Aseguramos que X — A, es finito para toda n € w. Antes, hay que demostrar
que:

Afirmacién 2.16 k@g(x A (Agi ~45)) =X - A,
Si kQD(X N (Ak—1 — Ax)) = 0, la contensién

kthD (X N(Ag—1 — AL)) S X - A,
es trivial. Supongamos pues que no es vacia. Sea
z€ U (XN (A1 - A);

en particular, pertenece a alguna X N (A,,—y — A,,) para alguna m tal que
0 < m < n. Esto implica que A4,, 2 A,,. Entonces

TEXyrz€An2An=2>zze Xy A =€ X — A,

Por lo tanto, .
O (X0 (A1~ 40) € X - An.
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De igual forma, si X — A,, es vacfa, la contencién
O (X0 (A1 - 40)) 2 X — An

es trivial. Supongamos ahora que X — A, # 0. Seaz € X — A, yno =
min{n Ew :z &€ A,}. Entonces z € A,,_; y por lo tanto,

2 € XN (Ang—1 — Ang) C :Eo (X N (Ak=y — Ar)) -

Concluimos que
X =40 S U (XN (Ak-1 - Ab)),

y finalmente
X~ An= 0 (X0 (A1 =~ A).

Para cada k, Ax_1 — Ax = 0 o Ax_1 — Ax € P. Esto quiere decir dos
cosas: la primera que si k # k', entonces (A1 — A )N (Ag_1 — Ax) =0; v la
otra que | X N (Ag_; — Ag)| es cero (si Ay — Ax = 0) o es a lo més finita, si
Aj_1— Ay € P, pues U es p-punto. Entonces X — A,, = kLiJu (XN (Ag—1 — AL))
es unién finita de conjuntos finitos, y por lo tanto X — A, es finito.

Ahora, sea U un ultrafiltro no principal de tal forma, que para cada sucesién
Ap 2 A; 2 A2 D ---,donde A, € U para toda n € w, existe una X € U tal que
X — A, es finita para toda n € w.

Sea P = { X, }new una particién de w tal que X, & U para toda n € w.

Construimos la siguiente sucesién:

Como
0 2 3
UXe C UXeC UXpC---
k=0 k=0 k=0
= (O X0)%2 (U X028 x0)C
e i L e R Y k)
por lo que

As 3 My Dy Do -
Por otro lado A, = kQUX;,)C = ,ﬁoXE por las leyes de De Morgan. Como U
es ultrafiltro,
XEEU:t»kriﬁaf C=A,el.

Por la hipétesis, existe X € U tal que X — A, es finito. Ademds

X-A,=XnAS=Xn (kgox,,) = k@ﬂ(x N X&)
por la propiedad distributiva de la unién y la interseccién. Concluimos que
IXNX,| <| kEZJO (XN Xk)| = |X — Ay el cual ya vimos arriba que es finito.
Por lo tanto | X N X,,| es finito. m
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2.3 Combinatoria Infinita

Definicién 2.17 Sea A un conjunto yn € w tal que |A| > n. Definimos [A]" =
{X C A:|X|=n}. A los elementos de [A]" les llamamos los n—conjuntos de

Definicién 2.18 Sea {X),..., Xk} una particién de [A]". H es homogéneo para
la particidn si, y sélo si H C A y [H]" C X; para alguna i € {1,...,k}.

Un resultado muy conocido de combinatoria infinita es el siguiente. (Una
demostracién detallada puede consultarse en [10], paginas 321 y 322).

Lema 2.19 (Teorema de Ramsey) Sean n y k nimeros naturales. Toda
particion {X1,..., Xk} de [w]" en k pedazos tiene un conjunto infinito homogé-
neo. De manera equivalente, para toda F : [w]" — k, F sobreyectiva, eziste una
H infinita tal que H C w, y F es constante en [H|".

Para entender un poco mds este tecrema, ayuda pensar en las particiones
como coloraciones; es decir, pintamos los n—conjuntos de w de k colores distin-
tos. Por lo tanto, el teorema de Ramsey nos dice que bajo estas condiciones,
existe un subconjunto infinito de w, cuyos n—conjuntos son todos del mismo
color.

Como vimos, un ultrafiltro selectivo también es llamado de Ramsey. El
siguiente teorema nos da una idea de la razén de este nombre. La diferencia con
el teorema de Ramsey es que se sustituye al conjunto homogéneo infinito, por
un conjunto homogéneo miembro del ultrafiltro.

Proposicién 2.20 Sea U un ultrafiltro no principal sobre w. Entonces U es se-
lectivo si, y sdlo si toda particién finita {Y1, ..., Yi} del conjunto [w]™ de subcon-
Juntos de w de n elementos (n un nimero finito) tiene un conjunto homogéneo
H € U. Esto es, [H|"® CY; para alguna .

Demostracién. Supongamos que U tiene la propiedad de particién asumida
por el teorema, y queremos demostar que U es selectivo. Tomamos una particién
P = {X;},c; de w, donde X; ¢ U para toda X; € P. Tenemos que encontrar
un conjunto X € U de tal forma que |X N X;| < 1 para toda X; € P. Definimos
los siguientes conjuntos:

Vi = {{z,y} € [w]®: z,y estdn en el mismo miembro de la particion P};

1"2 = [C.-.J']‘2 — Yl.
{Y1,Y>} es una particién de [w]?. Por la hipétesis, existe un elemento H € U
tal que H es homogéneo para la particién. Este H es el conjunto selectivo que
buscamos. Veamos que |H N X;| < 1 para toda X; € P. Supongamos que para
alguna 7 € I, existen n # m tales que {n,m} C H N X;. Por ser H homogéneo
para {Y1,Y2}, [H]? C Vi o [H])? C Ya; pero n y m estdn en el mismo miembro
de la particién X;, entonces {n,m} C Y; por la definicién de Y;. Por lo tanto,

(H]? ¢ Y,
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Fijemos n y sea k € H. Entonces {n,k} € [H]2 C 1, por lo que k estd en
el mismo miembro de la particién que n. Por ende, H C X;. Como H € U
y U es ultrafiltro, tenemos que X; € U, una contradiccién. Por lo tanto, la
cardinalidad de H N X; es, a lo m4ds, uno.

Ahora supongamos que U es un ultrafiltro selectivo. Vamos a demostrar
primero que:

Afirmacién 2.21 Si Xy 2 X; D X3 D -+ son conjuntos en U, entonces existe
una sucesion a, < ay < az < -+ tal que {an}new €U y any1 € Xq, para toda
.

Ahf vamos. Sean Xy 2 X; 2 X5 2 ... conjuntos en U. Como U es un
p-punto, existe Y € U tal que cada Y — X, es finita por el lema 2.14.
Definamos una sucesién yo < 71 < --- en Y como sigue:

yo = min{yeY:{zeY:2>y}C Xp};
min{y€Y:y>y.y {z€Y: 2>y} C X,.}.

Yn41

Sean

Ay = {yeY:y<uyl};
Anti = {yeY:yn <y <ynpr}

{An}, c,, es una particién de Y. Por lo tanto, podemos definir una particién de
w como sigue:
P={An}neo U{YC :si YC #0}.

Es claro que toda A,, es finita por lo que ninguna pertenece a U; por otro lado,
Y € U implica que Y© ¢ U. Entonces P es una particién, cuyos elementos no
son miembros de U. Como U es selectivo, entonces existe X € U tal que su
interseccién con cada miembro de P es de un elemento. Sea

X' =X0Y;

es decir, elementos de X que se encuentren exclusivamente en alguna A,,.
Ademss, X' es interseccién de elementos de U, por lo que X' € U. Entonces
podemos decir que X'NA, = {z,},pues X' C X y|XNA,|=1.Size X' CY,
entonces ¢ € A, para alguna n € w, pues P es una particién de w. Entonces
T = zn. De esta forma, {2, }new 2 X', por lo que {zn}new € U. Por lo tanto,
{zn }new €s un conjunto de manera que {z,}new € U ¥ 2, € A,, para toda n.
Como
Znt2 € Anga = {y EY iyns2 <y < yn+3}v

entonces 2z, 42 > Yn42. Por la definicién de yn 42,

Znt2 € XynH'
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Como Yn41 > 2n (yaque 2, E An ={YEY 1 yn <y < ¥Yns1}),
X.Vn-‘.-i g in

y por lo tanto
Zni2 € X Zn-

Si hacemos an = 22n ¥ bn = z2n+1 para toda n, ya sea que {a@n}new € U 0
que {bp}new € U por el lema 2.5. En cualquier caso obtenemos una sucesién
donde se cumple la afirmacién 2.21.

Ahora utilicemos esta afirmacién para probar la propiedad de la particién.
Procedamos por induccidn.

Para n = 1, sea F una particién de [w] en k partes®. Podemos hacer G :
w — k de tal forma que G(n) = F({n}). Tenemos dos casos: Si existe m < k,
G~!(m) € U, ya terminamos, pues [G~!(m)] = F~!(m). En caso contrario,
¥m < k, G"}(m) € U; entonces (G~'(m))® € U porque U es ultrafiltro y por
ende mrl k[(}'_1 (m)]€ € U. Como G es una particién de w, usando las leyes de

De Morgan se obtiene que

NG m)C =( U G (m)® =G (k)

y por lo tanto G~!(k) serfa el homogéneo que estamos buscando.
Sea F una funcién sobreyectiva de [w]™*! en {1,...,k}. Para cada a € w, sea
F, una funcién sobre [w — {a}]" definida por

Fo({z1,-..szn}) = F({z1, ..., za} U {a}).

Queremos usar la hipétesis de induccién, pero aiin no es posible, pues la parti-
cién Fy estd definida sobre [w — {a}]" y no sobre [w]™. Pero a F, la podemos
extender a una F! : [w]® — k + 1 de tal forma que F'(z) = F,(z)sia €z, ¥
F'(z) = k+1 sia € z. Entonces, por hipétesis de induccién, existe una H, € U
tal que [H.]"™ es homogéneo para F’ sobre [w]™. Ahora hacemos H, = H., — {a},
¥y es claro que este conjunto es homogéneo sobre [w — {a}]™ para la particién F.
Ademds, como {a} es finito esto quiere decir que {a}“ € U. Asf que

H.,-{a}=H.n{a}° =H, e U.

Hagamos la siguiente particién de los naturales: Sea G definida en w tal que
G(a) = F4[H,]; es decir, a cada natural a le asigna el "color" de los n—conjuntos
del conjunto homogéneo correspondiente H,. Entonces, por un razonamiento
similar al de la base de induccién, existe X € U tal que G es constante en U.
Por lo tanto, existe X € U tal que el valor constante de F; es el mismo para
toda a € X; digamos que Fo(z) =r para toda a € X y toda = € [H,]".

4Recordemos que una particién de un conjunto X en k pedazos puede ser visto como una
funcién sobreyectiva F : X — k, y donde el pedazo i—ésimo es F~1(i) para i € k.
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Tomamos esta X, y para cada n, sea
Xo=XNHynHyN---NH,.

Por la afirmacién 2.21, existe una sucesién ag < a; < az < --- tal que a4 €
Xa, para cada n, y que {an}new € U. Sea

H = {ans1}new-
Para toda a;4+1 € H, como a; > 0, se tiene que
aiy1 € Xy, CXo=XNH CX,

lo que quiere decir que, en todos los conjuntos homogéneos Hy, . , , sus n-conjuntos
son "coloreados" del mismo color r de acuerdo con la coloracién respectiva Fy, _, .
Ademads, si m =1 +r + 1, entonces

%=ﬂi+r+1€Xai+, :XﬂHgﬂHlﬂ-”ﬂHg‘"‘ch._,.

por lo que

{am :m >1} C H,,,
Entonces Fy, (z) = r para toda z € [{a,, : m > i}]*. Por lo tanto, para toda
z € [H]™*!, con 8 = min{m : a,, € z},

F(z) = Fou(z—ag)

= T
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Capitulo 3

Sobre la existencia de una
funcién de numerosidad

3.1 Numerosidades y funciones no decrecientes

Sabiendo que (N, +, -, <, 1,0) es un semianillo positivo con elementos neutros, lo
relacionaremos con el semianillo parcialmente ordenado (F, +, -, <) viendo que
son homomorfos. Para ello, asociamos a cada ¢ € F un conjunto etiquetado
A, del cual nos fijaremos en su numerosidad.

Ya hicimos notar que la familia de funciones

F ={p:w— w: p es no decreciente}

es un semianillo parcialmente ordenado (lema 1.19). Para todo conjunto etique-
tado A, la sucesién aproximante

Y4 |Ag|

es no decreciente, y por tanto estd en F. Inversamente, toda ¢ € F es la
sucesién aproximante v, de algin conjunto etiquetado A. Para toda ¢ € F
definamos ¢(—1) =0 y sea

Apn ={0,1,...,¢(n) —p(n—1) - 1}
para toda n € w (algunos de estos conjuntos pueden ser vacfos). Entonces
|[Agn| =9 (n) —p(n-1).

Sea
Ap=84gn=U(Apn x {n})

la unién disjunta de los conjuntos A, » y como antes, a (z,n) € A, lo escribimos
€COmo Ty,. !
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Sea
lop: Ay —w

la etiquetacion tal que, para toda a, € A,
lo(an) =n.

Es decir, a cada miembro de A, le asigna el "color" del que est4 "pintado" de
acuerdo a la unién ajena. Claramente A, = (A, l,) es un conjunto etiquetado.
Ademsis,

Ya, =¥ (3.1)

pues, para toda n,

Ya,(n) = |(Ap)al
= |Appol +[Apa| + -+ |Apn-1] + Al
= (p(0) —(-1)) + (¢(1) = ¢(0)) +---
+(p(n — 1) = p(n - 2)) + (p(n) —¢(n - 1))

= ¢(n) —(-1)
= ¢(n)-0
= ¢(n).

Recordemos que dos conjuntos etiquetados poseedores de la misma sucesién
aproximante tienen la misma numerosidad (observacién 1.11). Dado un conjunto
etiquetado B, su funcién aproximante vz define un conjunto etiquetado A, -
Como los dos tienen la misma sucesién aproximante, por ende tienen la misma
numerosidad. Por esta razén la siguiente funcion estd bien definida:

Definicién 3.1 Sea v: F — N la funcién tal que v(p) = num(A,,).
Observacién 3.2 Para todo conjunto etiquetado B, v (vg) = num (B).
Teorema 3.3 v es un homomorfismo de semianillos parcialmente ordenados.

Demostracién.
[ ]
e Preserva la suma. Por un lado, la ecuacién 3.1 nos dice que
iy =P TW
Por otro lado, usando el lema 1.9 y la ecuacién 3.1,
YA, WAy, =4, T V4, =P+
Por lo tanto, -

VApsw = VA wAy-
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Por la observacién 1.11, num (A,4y) = num (A, @ Ay) . Entonces ten-
emos que

Vp+¥) = num(Apsy)
num (A, ® Ay)

num (Ay) +num (Ay)
V(e +v)

v(p) + v(¥).

I

e La demostracion que preserva producto es andloga a la demostracién de
la preservacién de la suma.

e Falta demostrar que v preserva el orden. Sea ¢ < 1. Entonces para toda
n,
Y4, (1) = |(Ap)n| = ¢(n) < %(n) = [(Ay)al =714, (n),
y por lo tanto

v(p) = num(Ay) < num(Ay) = v(¥)

por la propiedad (i) de las numerosidades.

3.2 Conjuntos calificados

En esta seccién damos la definicién de un conjunto calificado. La coleccién de
conjuntos calificados resultard ser un ultrafiltro selectivo.

Definicién 3.4 Un conjunto D C w estd calificado si existen o, € F' con
v(p) =v(¥) y D ={n:¢(n) =¢(n)}

En otras palabras, D estd calificado si, y sélo si existen dos conjuntos eti-
quetados equinumerosos A y B tales que D es el conjunto de niveles n en las
que las aproximaciones finitas v 4 (n) = vg (n) coinciden. Sea

C ={D Cw: D esta calificado} .

Los siguientes resultados muestran que los conjuntos calificados son los
elementos de un ultrafiltro selectivo.

Lema 3.5 0 & C. Esto es, si p(n) # v(n) para toda n, entonces v(yp) # v(v).

! Recordemos que F = {i : w — w tales que ¢ es no decreciente}(lema 1.19).
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Demostracién. Para cada n,
[e(n) = ¥(n)]* > 0
= ©*(n) — 2 (n) ¥ (n) +¥* (n) > 0
= ©*(n) — 2p (n) ¥ (n) +¥° (n) 2 1
= ¢2(n) +¥¥(n) 2 2p(n)p(n) + 1.

Como v es un homomorfismo de anillos parcialmente ordenados, obtenemos que

V) + V3 (%) 2 20(p)r(¥) + 1. (32)

Sucede que v(yp) # v(v): en caso contrario tendriamos que
V2 () +v3() = 207 (y) (33)

y
w(pv(¥) +1=202(p) +1. (3.4)

Sustituyendo las ecuaciones 3.3 y 3.4 en la desigualdad 3.2 nos quedaria la
desigualdad
2%(p) 2 2(p)* +1,

lo que a su vez implicarfa, aplicando las leyes de cancelacién de las numerosi-
dades (proposicién 1.21), que 0 > 1, contradiciendo la observacién 1.13. =

El siguiente lema nos serd de utilidad en varios de los resultados subsecuentes
cuando queramos demostrar que un conjunto esté calificado.

Lema 3.6 Sea ¥p la funcién no decreciente tal que
dp(n) =n

sineDy
Yp(n)=n+1

en otro caso. Entonce D € C si, y sélo si v(9p) = v(1,).
Demostracién. Por definicién, si v(¥p) = v(1.), tenemos que
ne€ D & dp(n)=n=1,(n).

Entonces D = {n|¥p(n) = 1,(n)} y por lo tanto, D € C. Recfprocamente,
supongamos que D € C. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

D ={n:¢(n) =¢(n)},
donde v(y) = v(y) y ambas ¢ y ¥ son estrictamente crecientes (en otro caso,
consideramos ¢’ = p+1, y ¥’ =¥+ 1, y es claro que p(n) = ¥(n) & ¢'(n) =

1’(n)). Consideremos la funcién no decreciente T tal que

7(n) = ¢(n)
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sine Dy
7(n) = ¢(n) +1

en otro caso. Sin € D,
7(n) = ¢(n) = ¥(n) # ¥(n) + 1
pues ¥ es estrictamente creciente; si n € D, entonces
7(n) = p(n) +1#%(n) +1,

ya que @(n) # v¥(n), por lo que, para toda n € w, 7(n) # ¥(n) + 1. Asi, por el
lema 3.5, v(7) # v(¥) + 1 = v(p) + 1. Puesto que ¢ < 7 < ¢ + 1, tiene que ser

v(t) =v(p). (3.5)

Pero

(r +1.) (n) { {lpw(n) FasineD

(n)+1)+nsingD
{ pn)+nsine D

pn)+(n+1l)sing D
(¢+9p)(n),

por lo tanto
v(r) +v(le) = v(p) + v(dp),

y, usando la ecuacién 3.5 junto con las leyes de la cancelacién,
v(ly) = v(dp).

m
Ya vimos que un conjunto calificado estd compuesto de elementos donde
concuerdan las sucesiones aproximantes de conjuntos etiquetados y cuyas nu-
merosidades correspondientes son las mismas. Pero se puede decir mds: dadas
dos funciones cualesquiera, si el conjunto donde coinciden es un conjunto califi-
cado (es decir, el conjunto calificado no necesariamente tiene que estar determi-
nado por estas dos funciones) entonces tienen la misma numerosidad asociada.

Proposicién 3.7 D = {n: p(n) =¢(n)} € C & v(p) = v(y).

Demostracién. Una direccion es la definicién de conjunto calificado. Para la
otra, notemos que

‘P'lw+(\9+w'ﬂD=¢"1w+¢+‘P"§Ds

36



ya que
{ p(n)-n+pn)+yv(n) nsineD
p(n)-n+e@r)+Y(n)-(n+1) singD
em) n+en)+v(n)-nsineD
{ en) - n+en)+v(n) - n+v(n) sing D

(¢ 1) (n) + ¢ (n) + (¥ - 9) (n)

() n+p(n)+e(n) -nsineD
Y(n)-n+y(n)+e(n)-n+e(n) singD
PY(n) - n+en)+en)-nsineD
Y(n)-n+yn)+en)-(n+1) sing D

(¥ 1,) (n) + ¥ (n) + (¢ 9) (n).

Il

Por lo tanto
v(p) v (L) +v(p) +v(¥) - v(Ip) = v(¥) - v (L) + v(¥) + v(y) - v(Ip).
Si v(dp) = v (1), entonces claramente v(p) = v(¥). =
Proposicién 3.8 Sean D y E subconjuntos de w. Entonces
1. DeCew-D¢C;
2. Si D es unitario, entonces D € C;
3. Si D y FE estdn calificados, entonces DN E € C.
Demostracién.

1. Para cadan € w,
dp(n)+dpc(n)=n+n+1

que a su vez quiere decir que
Ip+Bpc =14+ 1, + 1.

Entonces
v(¥p) + v(¥pc) = v(ly) + (1) + 1. (3.6)

Sea D € C. Si D€ € C, usando el lema 3.6, tenemos que
v(¥p) =v(¥pe) =v(ly)

Pero sustituyendo estas igualdades en la ecuacién 3.6, y usando las leyes
de la cancelacién de numerosidades (proposicién 1.21), tendrfamos que
0 = 1, lo que contradice a la observacién 1.13. Por lo tanto, D€ € C.

Inversamente, notemos que para toda n € w,

n <dp(n) <n+1,
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o lo que es lo mismo,
1, <¥9p <1, +1.

Por ende,
v(ly) Sv(@p) Sv(lu+1)=v(ly) +1.

Si v(¥p) # v(1lw), ie., si D no estd calificado (lema 3.6), entonces,
v(dp) =v(ly,) + 1. (3.7)

Usando las ecuaciones 3.7 y 3.6 obtenemos que v(¥pc) = v(1,), ¥ por lo
tanto D€ es calificado por el lema 3.6.

2. Sea k dado, y consideramos los conjuntos etiquetados A = ({0,1},14) ¥
B = ({1},!g) donde

IA(U) = 0;
la(l) = k+1
i
I5(1) = k.

El lector observador se habrd dado cuenta que no estamos usando la eti-
quetacién candnica, pero se utilizan nimeros naturales para mayor clari-
dad, ya que para la prueba no importa en absoluto el tipo de elementos
sino que los conjuntos sean de cardinal 2 y 1 respectivamente. Aclarado
esto, sigamos con la prueba. Por un lado,

vyaln)=1lsin<k

¥y
Ya(n)=2sin>k.

Por otro lado
yg(n)=1len>k

Entonces {n : v4(n) =vg(n)} = {k}. Como
V(74) = num(A) =2 # 1 = num(B) = (1),

(la numerosidad de los conjuntos finitos coincide con su cardinal, ver
proposicién 1.12, inciso 4) {k} no estd calificado por la proposicién 3.7.

3. Tenemos dos casos:

(a) 0¢ (E—-D)U(D— E). De manera equivalente 0 € (DNE) o0 ¢
(D U E); es decir, el cero estd en los dos o no estd en ninguno de los
dos. Por hipétesis v(dp) = v(9g) = v (1y), y por tanto

v(@p - 9g) = v? (1) = v(ly - Lo). (3.8)
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Queremos que 9p -9 y 1, - 1, sean las funciones que definan a
EnND. Por un lado

DNE

{n€w:neDyneE}

= {new:9p(n)=nyde(n) =n}

C {new:(Wp-9g)(n)=n?}.
Sea

n € {n:¥9p(n)-Ie(n) = n?}. (3.9)
Supongamos que n € DN E. Tenemos otra vez dos casos:

e 1 no pertence ni a D ni a E. Entonces, usando la definicién de
dy 3.9
dp(n) - 95 (n) = (n+1)% = n?.

Pero esto no puede ser: Si
(n+1)* =n?,
entonces
n?+2n+1=n?

que a su vez implicaria que
2n+1=0,

una contradiccién (el cero no es impar).

e 1 estd en uno, pero no estd en otro, esto es, n € (E—-D) U
(D — E). Entonces

Ip(n) - d9g(n) =n(n+1) =n?

lo que implicarfa que

n? +n=n2,

y por lo tanto
n:=10,

Pero supusimos que 0 ¢ (E — D)U (D — E).
Por lo tanto,ne DNE, y
{new:(Wp-9g)(n)=n?}=DNE. (3.10)

Entonces, por las ecuaciones 3.8, 3.10 y la definicién 3.4, DN E estd
calificado.

(b) Ahora supongamos que 0 € (E — D) U (D — E). Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que 0 € D (y no estd en E).
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Afirmacién 3.9 Para cualesquiera A, BC w, si AUBeC, y0¢&
(AU B), entonces AcC o BeC.

Sea
AUBEeC. (3.11)

Seguiremos de manera muy parecida la prueba del lema 2.5. Si
ninguno de A o B estd, entonces estd su complemento; es decir,
A€ e Cy B® e C. Como

0¢(AuB),

entonces
0e (AuB)® = A°n BC.

Pero esto querrfa decir, por el inciso (a), que
A°nB®=(AuB)F ec,

una contradiccién con 3.11 y el primer inciso de esta proposicién que
estamos demostrando.

Regresemos a lo que estdbamos haciendo. Como {0} es unitario. no
estd calificado por el inciso 2. Entonces

{0}° = (D - {0}) uDC ec,

y por lo que acabamos de demostrar en la afirmacién 3.9, D€ € C
oD - {0} € C. Pero D € C, por lo que sélo puede suceder que
(D - {0}) € C. Entonces, DNE = (D — {0}) N E esté4 calificado por
lo que demostramos en el caso (a).

El lema 3.5, la proposicién 3.8 y el lema 2.6 nos demuestran que la coleccién
C de conjuntos calificados es un ultrafiltro no principal.

Proposicién 3.10 Para toda funcidn ¢ : w — w existe una ¥ € F tal que
{n: ¢(n) = v(n)} €C.

Demostracién. Primero definimos dos funciones £ y ¢ de la siguiente manera:

§n+1)=((n) = ¢(0) +--- +¢(n)

£(0) =0.

Claramente £ y ¢ son funciones no decrecientes, y ademds son tales que

E+o=¢, (3.12)
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pues

£(0) + (0) 0+ ¢(0)
#(0)

¢(0),

En+1)+p(n+1)

(p(0) +--- +p(n)) +p(n +1)
((n+1).

En particular £ < ¢. Por lo tanto existen conjuntos etiquetados ACB tales que
v(§) = num(A) (3.13)

Y
v(¢) = num(B). (3.14)

Sea C = B—A. Como siempre, denotemos por 74,75 ¥ ¥¢ & las sucesiones
aproximantes correspondientes.Ya vimos que v ,o=7p (ver demostracion de
que NV es un semianillo positivo, proposicién 1.22, ecuacién 1.7), entonces

V(’mwc] =v(vg)s

ie.,
v(v4) +v(ve) = v(vp)- (3.15)

Sabemos por la observacién 3.2 y las ecuaciones 3.13 y 3.14 que

v(v4) = num(A) = v(§) (3.16)
¥:
v(vg) = num(B) = v((). (3.17)
Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones 3.16 y 3.17 en la ecuacién 3.15,
v (&) +v(ve) = v(§ +v¢) = v(Q). (3.18)
Entonces

{n:&(n) +v¢(n) =¢(n)} = {n:7¢(n) = ¢(n)}

(la igualdad se da por la ecuacién 3.12) estd calificado por la ecuacién 3.18,
y la funcién ¥ = v, satisface la tesis. ®

3.3 ;Existe una funcién de numerosidad?
La mayor parte de esta seccién se dedica a la demostracién de que la existencia

de una funcién de numerosidad es equivalente a la existencia de un ultrafiltro
selectivo.

41



Sea D un ultrafiltro propio sobre un conjunto I, tal que I # @, y para toda
i € I, los conjuntos A; # 0. Sea

HA,- = {f:f—» 'ngi: paratodai €I, f (i) € A,-}
i€l '
el producto cartesiano. Sea

f=pge{icl:f(i)=g()}eD.
Se trata de establacer qué tan parecidas son dos "I—adas" segin D.
Lema 3.11 =pes una relacién de equivalencia.

Demostracién. La relacién =phereda la simetria de la igualdad y es reflex-
iva debido a que {i €I: f(¢) = f(i)} = I € D, por la propiedad I de los
ultrafiltros. Sea f =p g y g =p h. Esto quiere decir que

{iel:f(i))=g()}eD

{iel:g(i)=h(i)}eD.
Por lo tanto,
{iel:f()=g@}n{iel:g()=h())}€D.
Como
fiel:f()=g@}n{iel:gi)=h@}Cc{icl: f{E)=h()}.

entonces
{iel: f(i)=h(i)} €D,

yporlo tanto, f=p h. =
Notacién 3.12 Sea [f] = {ge [T4i:f=p 9’}-
icl

Definicién 3.13 El producto reducido de las A; mdédulo D es

I;IA.::{[f]:feHA.}.

iel

A I se le llama el conjunto indice para [[, A;. En el caso especial donde D
es un ultrafiltro sobre I, el producto reducido [], A; se le llama ultraproducto.
Cuando todos los conjuntos A; son los mismos, por decir A; = A para todai € I,
el producto puede ser escrito AL, y se le llama la potencia reducida de A médulo
D. En particular, si D es un ultrafiltro, a AL se le llama la ultrapotencia de A
mddulo D o la D-ultrapotencia de A.
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Ahora vamos a realizar la demostracién de uno de los resultados principales
de la tesis.

Teorema 3.14 Eriste una funcidn de numerosidad si, y sdlo si existe un ultra-
filtro selectivo.

Ya hicimos notar que la familia C de conjuntos calificados es un ultrafiltro no
principal sobre w. La selectividad de C se sigue directamente de la proposicién
3.10 (y la proposicién 2.10).

Ahora supongamos que existe un ultrafiltro selectivo U. Consideramos la
ultrapotencia de w mdédulo U:

N =u = {[elle: w — w}
donde [¢] es la clase de equivalencia de ¢ médulo la relacién de equivalencia
p=u ¥ e {n:p(n)=y(Mn)}el.
Se dice que ¢ es U-equivalente a .
Definicién 3.15 Sea [¢] < [¥] @ {n:p(n) <¢(n)} eU.

Proposicién 3.16 < estd bien definida (i.e., no depende de los representantes
escogidos en las clases de equivalencia).

Demostracién. Sean [¢] < [¢],¢ =v ' ¥y ¥ =u ¢'. Entonces {n : ¢(n) <
v(n)} {n:¢(n) =¢'(n)} y {n:¥(n) = ¢'(n)} estdn en U. Por lo que

{n:¢(n) =¢' (M)} N {n:v(n) =¢'(n)} N {n: e(n) < p(n)} € U;
pero
{n:¢(n) = (n)IN{n:¥(n) =¢'(n)}n{n: ¢(n) < %(n)} C {n:¢'(n) <¥'(n)}.

lo que implica que
{n:¢/(n) <¥/(m)} V.
Por lo tanto, [¢'] < [¥']. =

Proposicién 3.17 (N, <) es un conjunto linealmente ordenado.
Demostracién. Sean ¢,y : w — w. Entonces
w={n:¢(n) <Ym)}U{n:¥(n) <)}

Como U es ultrafiltro sobre w, w € U. Por el lema 2.5, {n: p(n) < ¢¥(n)} € U
o{n:y(n)<e(n)} €U, esdeci [¢] <[] o [¥] < [¢] =

Proposicién 3.18 Cada ¢ : w — w es U-equivalente a alguna sucesién no
decreciente.
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Demostracién. Puesto que U es selectivo, existe D € U, tal que y|p es no
decreciente (proposicién 2.10). Definamos

Yp(n) = p(dn),

donde
d, =min{d € D|d > n}.

Es claro que
n <d,. (3.19)

Veamos que ¥ es no decreciente. Sean n,m € w tales que
n<m.

Basta mostrar que d, < d,, pues ¢|p es no decreciente. Pero, usando la de-
sigualdad 3.19,
n<m< dm,

por lo que
dn, = min{d € D|d > n} < dm.

Entonces,
Y(n) =p(dn) < @(dm) =9 (m).

Ademds, si n € D, entonces d, = n, por lo que ¥ (n) = ¢(n). Entonces
DC {new:p(n)=v(n)}, y por ende {n€w:p(n)=v(n)} € U. Porlo
tantop =y ¥. A

Para todo conjunto etiquetado A, definimos num(A) = [y 4] como la clase de
equivalencia de su sucesién aproximante v 4 : n —+ |Ay|. Vimos en la proposi-
cién de arriba que cada ¢ : w — w es U-equivalente a alguna sucesién no
decreciente, y por tanto, la sucesién aproximante de algiin conjunto etiquetado.
Esto prueba que num es sobre. Para probar que num es una funcién de nu-
merosidad, tenemos que demostrar las propiedades (i), (ii), y (i71) establecidas
en la definicién 1.10.

Como siempre, sea v 4 la sucesién aproximante de A.

Proposicién 3.19 Si [y4] = [va] y [vs] = [vs], entonces [y aup] = [Yauws]
Y [7A><B] = ['YA‘XB'] .

Demostracién. Sabemos que

{newhyaln) =va(n)} €U

{n€wlvp(n) =vp(n)} €U.

Entonces

{n € wlya(n) =74 (n)}N{n€wlyg(n) =75 (n)} €U,
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¥ como

{n € wly4(n) = 74 (n)} N {n € wlyg(n) = v (n)}
{n€wl(ya+78)(n) = (va +75)(n)},

N

entonces
{newl(ya+78)(n) = (va +78)(n)} €T,
ie,
[Ya+v8l=lra +75]-

Pero, por el lema 1.9,

YA +7B=YauB
Y

Ya 7B =TYawp-

Por lo tanto

(Yawsl = (Y aws]-

De manera andloga se demuestra que

[7;4)(3} = [7A’xB‘] .

[ ]
La primera propiedad de las numerosidades se cumple de manera trivial de
la definicién, porque si
|An| < |Bn|

para toda n, entonces claramente
num(A) = [v4] < [vg] = num(B),

pues el conjunto donde se da la desigualdad es todo w, y w € U.
Si num(A) = num(A’) y num(B) = num(B’), esto es, si [v4] = [va] ¥
[v8] = [vp], entonces
[(Yawsl = [Yaus]

por la proposicién 3.19. Por lo tanto,
num(A @ B) = num(A’ @ B).

Similarmente,
num(A © B) = num(A' ®B')

y la propiedad (7i7) estd probada. Hacemos notar que hasta este punto no se ha
utilizado el hecho de que U sea selectivo.

Supongamos que B C A. Por lo tanto, existe ag € A — B. Sea ng =4 (ap).
Como B C A, y para toda b € B, Ig (b) = 4 (b) sucede que, para toda m > ng,

{b € Bli (b) < m} C {a € Alla (a) < m}.
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Ya que ambos conjuntos son finitos,
ve(m)=|{b€ B:lp(b) <m}|<|{a€ A:ls(a) <m}|=1,4(m)

para toda m > ng. Entonces {n € w|yg (n) < v, (n)} es cofinito y, por lo tanto,
en U. De esta forma,

num (B) = [vp] < [v4] = num(A).

Inversamente, sea [¢] < num(A), que mentalmente lo debemos tomar como
{n € wlp(n) <y4(n)} € U. Puesto que U es selectivo, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que y es no decreciente por la proposicién 2.10. Tenemos
que encontrar un subconjunto etiquetado propio B C A tal que num(B) = [¢].
Primero probaremos lo siguiente.

Afirmacién 3.20 Afirmamos que eriste un conjunto
H={ko<ki<ks<---}eU

tal que
@(kn) = p(kn-1) £ v4(kn) =7 4(kn-1)
para toda n > 0.

Se sigue de la propiedad de Ramsey de la propisicién 2.20. Consideremos el
siguiente subconjunto de [w]?:

Y ={{m,m'} :m>m’yp(m)—(m') <y4(m) —v4(m")}
y escojamos un conjunto homogéneo H = {kg < k; < k2 < --+} € U para la
particién {Y,Y’}, donde Y’ = [w]?> — Y. Notemos que [H]* C Y es imposible:

Supongamos que es cierto que [H]? C Y'; entonces se tiene que

@lkn) — @(kn-1) > valkn) —va(kn-1) = @(kn) — @(kn-1) > va(kn) = va(kn-1) +1

pk1) — (ko) > valkr) —valko) = @(k1) — (ko) = va(k1) — va(ko) +1
para toda n > 0, lo cual implica que
P(kn) — p(ko) 2 va(kn) —v4(ko) + 7
para toda n > 0. De esta desigualdad, tenemos que
@(kn) —valkn) 2 @(ko) = va(ko) + 7.

Basta entonces que n > v 4(ko) — w(ko), para que @(kn) > v4(kn) que, a
su vez, implica ¢(kn) > v4(kn) para todas, excepto un mimero finito de n’s,
contradiciendo la hipétesis {n : ¢(n) < y4(n)} € U. Por lo tanto, debe ser que
[H]? C Y,y H satisface la afirmacion.
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Ahora queremos definir B C A con num(B) = [¢]. Sin perder generalidad,
podemos asumir que
w(h) <va4(h) (3.20)

para toda h € H (de otro modo, tomemos H' = HN{n € w: p(n) < y4(n)}).
Igual que antes, para no hacer dos casos, sea Ax_, =0y ¢ (k—;) = 0. Escogemos
Al C Ag, — Ak, _, con

|AL| = @(kn) — p(kn-1).

Esto es posible pues [Ax, — Ak, _,| = [Ak.| = | 4k,_,| = 74 (kn) = 74 (knt). ¥
por la propiedad de H en la afirmacién 3.20 (y por la desigualdad 3.20 cuando
n = 0). Sea B el subconjunto etiquetado de A cuyo dominio es la unién de todos
los Al,. Para toda a € A, C Ax, — A, _,, tenemos que lg(a) = la(a) = kn
(ver observacién 1.4). Entonces

[{a € B:lg(a) = kn}| = |4,] = p(kn) — @(kn1).
Por lo tanto,

vp (ka) = |Ao| + AL+ +|An_y| + A7
= (p (ko) =@ (k-1)) + (¢ (k1) — @ (ko)) + -~
+ (¢ (kn-1) = @ (kn-2)) + (¢ (kn) + # (kn-1))

@ (kn) — 9 (k-1)
= p(ka) -0
@ (kn)

Entonces la funcién aproximante yg de B es tal que vg(h) = ¢(h) para toda
h € H. Concluimos que la num(B) = [yg] = [¢], como querfamos. §

Hacemos notar que la construccién de arriba muestra que la asignacién de
numerosidades a conjuntos etiquetados no estd determinada de manera inica
(depende del ultrafiltro selectivo). Por ejemplo, sean PAR= {2n : n € w} e
IMPAR= {2n+1: n € w} los conjuntos de nimeros naturales pares e impares,
respectivamente. Comparemos sus sucesiones aproximantes (con la etiquetacién
canénica):

n 01 23 456
YPAR (ﬂ) 112 2 3 3 4
Yimpar(m) 01 1 2 2 3 3
Como w tiene la sucesién aproximante
n 0123 45 6
Vo) 1 2 3 4 5 6 7

es claro que
YPAR t YIMPAR = VYu»
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y por lo tanto,
num (PAR) + num (IMPAR) = num (w) = .

Cuando el ultrafiltro selectivo subyacente U de conjuntos calificados contenga
al conjunto de los mimeros impares (siempre contiene a uno de los dos, ya que
PARESUIMPARES =w y w € U, ver lema 2.5), entonces

IMPAR = {n € w:vpar(n) =vimpar ()},

y por lo tanto
num(PAR) = num(IMPAR).

Entonces
a = num(w) = num(PAR) + num(IMPAR)

es par. Por el contrario, si U contiene al conjunto de los niimeros pares, entonces
{n€w:vpar(n) =vimpar(n) +1} = PAR.

Por lo tanto,
num(PAR) = num(IMPAR) + 1

¥ o es impar.
Enfaticemos que este ejemplo, al igual que otros similares, son facilmente

solubles postulando condiciones adicionales. Por ejemplo, podriamos poner las
siguientes dos condiciones naturales:

(al) Para todo mimero natural k > 0, o es miiltiplo de k (i.e. @ = k- 3 para
alguna numerosidad 3);

(a2) Para todo mimero natural k > 0, « es una k-ésima potencia (i.e. a = 8*
para alguna numerosidad ).

Es decir, la numerosidad de los niimeros naturales es miiltiplo de cualquier
nimero natural. Si denotamos por kw = {kn : n € w} y w® = {n* : n € w},
entonces se prueba la siguiente proposicién:

Proposicién 3.21 Las propiedades de arriba son equivalentes a las condiciones:
(a1) num(kw) = a/k, y (a2) num(w®)) = ¥a, respectivamente.

Demostracién. (al) y (a2)’ implican trivialmente a (al) y (a2) resvectiva-
mente de manera trivial. Demostremos que (al) implica (a1)’. Sea k > 0. Por
un lado, notemos que

n 0 - k-1 %k --- 2k-1 2k
Trw(m) 1 --- 1 2 ... 2 3

o dicho de otro modo,

Yew (M) =m+1lcuandokm <n+1< k(m+1).
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En particular, cuando n + 1 = k - m para alguna m € w,
Yo (n) =m. (3.21)

Por otro lado, nuestra hipétesis implica que existe un conjunto etiquetado A
tal que k- num (A) = a, es decir, {(n €w: kv, (n) =n+1} € U (recordemos
que v, (n) = n+1). Sea n en este conjunto. Entonces n+1 = kv 4(n), y usando
la ecuacién 3.21, v, (n) =4 (n), y por ende, k-, (n) =k-v4(n) =n+1.
Por lo tanto,

{[new:k-y4(n)=n+1}C{new: k- -v,(n)=n+1},

y
{new:k -y, (n)=n+1} e U;

es decir, [y,] = [k - kw]. Andlgoamente, (a2) implica (a2)’. =

Es sabido que la existencia de ultrafiltros selectivos es independiente de
ZFE. De hecho, por un lado, los ultrafiltros selectivos existen si asumimos
el azioma de Martin (ver referencia en [4]). Por otro lado, Kunen mostré que,
suponiendo la consistencia de ZF FE, es consistente ZFE con la no existencia de
ultrafiltros selectivos (véase [10]). Entonces, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.22 La existencia de una funcién de numerosidad no es demostra-
ble dentro de los aziomas de ZFE.

49



Capitulo 4

Mas propiedades de las
numerosidades

4.1 Numerosidades enteras y racionales

Definicién 4.1 Un anillo (R, +,-) es un semianillo con neutro aditivo tal que,
para toda a € R, eriste ' € R tal que a+a' = 0. Se dice que un anillo es
conmutativo si su multiplicacion lo es. Un anillo con identidad multiplicativa
se dice que es un anillo con unitario. Nos referiremos a un anillo R, en lugar
de a un anillo (R, +,-), cuando no erista riesgo confusion.

Definicién 4.2 Sia y b son dos elementos distintos de cero de un anillo R tal
que ab = 0, entonces se dice que a y b son divisores de cero.

La proposicion y los dos teoremas siguientes los enunciaremos sin demostracion.
Para profundizar un poco mds en esta parte algebraica, recomendamos leer [8].

Proposicién 4.3 Sea R un anillo. Las leyes de la cancelacién valen en R si,
y sdlo si R no tiene divisores de cero.

Definicién 4.4 Sea R un anillo con unitario. Un elemento u € R es una
unidad de R si tiene un inverso multiplicativo en R. Si todo elemento distinto
de cero en R es una unidad, entonces R es un semi campo o anillo con division.
Un campo es un anillo conmutativo con divisidn.

Definicién 4.5 Un dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que no
contiene divisores de cero.

Teorema 4.6 Cualquier dominio entero D puede incrustarse en un campo F,
tal que todo elemento de F puede expresarse como cociente de dos elementos.
(Dicho campo F es un campa cociente de D).
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Definicién 4.7 Un campo linealmente ordenado (F,+,-,0,1, <) es arquimedeano
si, y sdlo si para cualquier par de elementos a,b en F existe un nimero natural
n tal que b < na.

Definicién 4.8 Un subgrupo (N,+) de un anillo R que satisface TN C N y
Nr C N para todas las T € R es un ideal de R.

Definicién 4.9 Un ideal marimal de un anillo R es un ideal M tal que no
eriste ningin ideal propio N de R que contenga propiamente a M.

Teorema 4.10 Sea R un anillo conmutativo unitario. Entonces, M es un ideal
mazimal de R si, y sélo si R/M es un campo.

Por un procedimiento bastante conocido, los enteros pueden ser representa-
dos como pares ordenados de nimeros naturales identificados médulo la relacién
de equivalencia siguiente:

(a,b) ~ (a',b)) & a+b =a' +b

El par {a,b) se piensa como a — b. Respectivamente, cada mimero natural
n se identifica con la clase de equivalencia del par (n,0). Las operaciones y la
ordenacion estdn definidas como sigue:

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d);
(a,b) - (c,d) = {ac + bd, be + ad);
(a,b) <{c,d) a+d<b+ec.

Como w es un semianillo positivo linealmente ordenado con elementos neu-
tros, se prueba que la construccién mencionada arriba genera un anillo conmu-
tativo linealmente ordenado con identidad, donde z < y < y = z+ z para algiin
z € w. De igual forma, empezando con N, tenemos el anillo conmutativo lineal-
mente ordenado Z de numerosidades enteras. Notemos que Z no tiene divisores
de cero (porque N no tiene), y asi podemos considerar su campo cociente:

o {:tnum(A)

W : A, B conjuntos etiquetados, B # 0}

Llamamos @ al campo ordenado de numerosidades racionales. Un elemento
£ € @ estd acotado si —n < £ < n para algin nimero natural n. Decimos
que € es infinitesimal si —1/n < € < 1/n para toda n > 0.Claramente a =
num (w) no estd acotada y su recfproco 1/a es infinitesimal. Por lo tanto @ no
es arquimedeano.

Ahora sea @, la coleccién de elementos acotados, e i la coleccién de todos los
infinitesimales. Notemos que @, es un subanillo de @ e i es un ideal maximal
de Q4 . De hecho, i es cerrado bajo la suma,; si £ es acotado y € es infinitesimal,
entonces el producto £ - € es infinitesimal; y la maximalidad se cumple porque
cada numerosidad acotada (no cero) cuyo inverso no es acotado es infinitesimal.
Como consecuencia, el cociente de @, mddulo 7 es un campo ordenado. Pero
podemos decir mads:
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Teorema 4.11 El cociente Q, /i y los nimeros reales R son isomorfos como
campos ordenados.

En particular, si denotamos por =2 la relacién de equivalencia de ser infini-
tamente cercano (i.e. £ ~ 7 < £ —n es infinitesimal) entonces todo mimero real
r estd representado (salvo infinitesimales) como una fraccion:

., num(A)
num(B)’

Asf, mientras un nimero racional es la razén de las numerosidades de dos
conjuntos finitos, un niimero real es el radio de las numerosidades de dos con-
juntos etiquetados (salvo infinitesimales).

Por ejemplo, en nuestro contexto, el nimero real /2 est4 representado como

sigue:

num({12,22 32 .
V2 ({ 1)
num({2-12,2-22,2-32,...})
Debemos resaltar que, aislando unas cuantas propiedades de la numerosidad
a = num(w), una presentacién alternativa del anilisis no estdndar puede ser
dada en términos realmente elementales.

4.2 De las numerosidadades al andlisis no estian-
dar

Definicién 4.12 Dado un conjunto X, construimos la superestructura Voo (X)
de X como sigue:

V(X)) = X;
Vier1(X) = V(X)) U P(Vi(X));
Voo (X) = Ukew Vi (X).

Es comiin considerar que X D w es un conjunto de 4tomos o conjunto base,
es decir, N Vo (X) = 0 para cada = € X.

De cualquier forma, con los siguientes resultados, dado un conjunto X,
podemos construir un conjunto de dtomos X’ con la misma cardinalidad de
X.

Definicién 4.13 La jerarquia acumulativa de conjuntos se define de la manera
siguiente por recursién transfinita.

Vo = 0,
Va+1 ro P(Va)s
Va = UgcaV sia es limite.
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Lema 4.14 Para todo ordinal a,
(a) Va es transitivo!.
(b) Si& < a, entonces Vi C V.

Demostracién. Hagdémoslo por induccién transfinita; asumimos que el lema
es cierto para todas las # < a, y concluimos que es cierto para o. Hagdmoslo
por casos:

e o = 0; trivial.

® « es lfmite: (b) es inmediato de la definicién, y (a) sigue del hecho de que
la unién de conjuntos transitivos es transitiva.

e o = 3+ 1. Puesto que V3 es transitivo, P(V3) = V, es transitivo y
Vs C V,. Esto prueba (a) y (b) para a.

]
El Axioma de Regularidad (o de Buena Fundacién) implica que todo con-
junto estd en alguna V,. Podemos por lo tanto dar la siguiente definicion.

Definicién 4.15 El rango(z) (se lee el rango de x) se define como

rango(z) = el minimo ordinal o tal que € Vyy,.

Por lo tanto, si a =rango(z), entonces z C V,,z € Vo, y = € V3 para toda
a>f.

Lema 4.16 Para toda o, V,, = {z : rango(z) < a}.
Demostracién. rango(z) < a <> existe S < atalquez € Vg1 &z eV, n
Lema 4.17 Si z € y, entonces rango(x) <rango(y).

Demostracién. Sea a =rango(y), entonces y € Vo1 = P(V,). Siz € y,
entonces z € V,, por lo que rango(z) < a por el lema 4.16. =

Lema 4.18 rango(X) = 8+ 1 < eziste g € X tal que
rango (zo) = B8 = maz {rango(z) : z € X }.
Demostracién. Primero el regreso. Sea z € X. Como
B = maz {rango (z) : z € X},

entonces rango(z) < f, lo que a su vez implica que € Viango(z)4+1 € Va41. Por
lo tanto, X C Vgy1 ¥
rango (X) < B+ 1.

'Un conjunto z es transitivo si Uz C z. Para profundizar en las propiedades de los conjuntos
transitivos, se recomienda (2], capftulo 2.1.
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Ya que existe zg € X tal que rango(zg) =8 y
rango (zo) < rango (X),
se concluye que
B <rango(X) < B+1;

i.e. rango(X) =4 +1.

Sea rango(X) = B+ 1. Primero demostremos que existe zp € X tal que
rango(zg) = 3. Supongamos que no es cierto. Sea z € X. Entonces rango(z) #
B. Como B < B+ 1 y rango(z) <rango(X) = 3 + 1 tenemos que

rango (z) < f.

Esta desigualdad nos lleva a que rango(z) +1 < 3, que a su vez quiere de-
cir que T € Viango(z)+1 € V3i i.e. X C V3. Por lo tanto, rango(z) < 8 <
B + 1, una contradiccién con nuestra suposicion. Veamos ahora que 3 =
maz {rango (z) : £ € X}. Supongamos que para toda z € X, existe y € X
tal que rango(z) <rango(y). Vimos que existe xg € X tal que rango(zp) = 5.
Entonces existe y € X tal que 8 <rango(y). Pero rango(y) <rango(X) =8+1
por lo que 8 <rango(X) < 8 + 1, una contradiccién. ®

Lema 4.19 rango{z,y} = maz {rango(z), rango(y)} + 1.
Demostracién. Sea o = maxzx {rango (z),rango(y)}. Entonces tenemos que

T € Vrango(.r.)+l .g Va+1 Yy < Vrango(y)+l (_: ch-i-l
= {$1 y} g Va+1
= {z,y} € Vay2 = P (Vatn).

Por lo tanto,
rango ({z,y}) < a+1. (4.1)

Usando el lema 4.17,

.y € {z.y}
= rango(z) < rango {z,y} y rango (y) < rango ({z.y})
= = mdz {rango (z) ,rango (y)} < rango ({z,y}).

Usando esta dltima desigualdad y 4.1, se obtiene que a <rango({z,y}) < a+1,
i.e. rango({z.y}) =a+1. =

Lema 4.20 rango((z,y)) = maz {rango(z), rango (y)} + 2.

Demostracién. Sea a = maxz {rango (z),rango (y)}. Por definicién, (z,y) =
{{z},{z,y}}. Entonces, usando el lema 4.19,

rango ({z}) = rango (z) + 1 < maz {rango (z) ,rango (y)} + 1 = rango ({z,y}).
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Por lo tanto,

rango ({z,y})
= madz {rango(z),rango (y)} +1,

maz {rango ({z}) ,rango ({z,y})}

y concluimos con el lema 4.19 que

rango((z,y)) = madz {rango ({z}),rango({z,y})} +1
= mmdz {rango (z),rango (y)} + 2.

Lema 4.21 Sea a un ordinal infinito y sea X # 0, tal que § ¢ X y todo
elemento de los elementos de X tienen rango a. Entonces X es un conjunto
base.

Demostracién. Sea o un ordinal infinito. Sea X un conjunto distinto del vacio
de tal forma que, para toda z € X, si y € z, entonces rango(y) = a. Primero
demostremos lo siguiente.

Afirmacién 4.22 Para toda z € V, (X), rango(z) < n 0 a <rango(r) < a +
n+1.

Procedamos por induccién. Como V4 (X) = X y z # 0, existe y € z, v
por la hipétesis de este lema, rango(y) = «. Esto quiere decir ademds que,
para toda y € z, y € Va1, Entonces, z € Vayo = P(Vay1). Por lo tanto,
rango(z) < a + 1. De hecho, se da la igualdad: como y € z, entonces, por el
lema 4.17, a =rango(y) <rango(z). Entonces a + 1 <rango(z). v por ende,
rango(z) = a + 1.

Supongamos que vale para n.

Sea z € Vopy1 (X) = VL (X)U P (V, (X)).

Si z € V,, (X)), por la hipétesis de induccién,

rango(z) <n<n+1

a<rango(z) <a+n+l<at+n+2.

Sea z € P(V, (X)). Si z =0, entonces rango(z) =0 < n+ 1. Sea z # 0. Para
today € z, y € V, (X). Por hipétesis de induccién,

rango(y) <noa <rango(y) <a+n+1.
Entonces tiene sentido si tomamos
&€ =madz {a € OR : existe y € r tal que rango (y) = a}.

Tenemos dos casos:
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e £ < n. Para toda y € z, rango(y) < £. Entonces, para toda y € z,
Y € Viango(y)+1 € Ve+1 C Va, Por lo tanto, € Vo = P(Va), ¥

rango(z) <n<n+1.

e a<é<a+n+1. Comoz # 0, existe y € z tal que rango(y) = £ Por
lo tanto,
rango (z) > £ > a.

Por otro lado, para toda y € z, rango(y) < £ € a+n + 1. Entonces
rango(y) +1 < £ +1 < a+n+2. Esto implica que, para today € z, y €
v;‘ango(y)-l-l g VE-}-I g Va+n+2- Por lo tanto, z € Va+n+3 = P(Vu+n+2)| Y

rango(z) < a+n+2.

Asf concluimos la demostracién de nuestra afirmacién.

Ahora sf veamos que X es un conjunto de dtomos. Supongamos que hay una
z € X, tal que zNV (X) # 0. Entonces existe y € zN V (X). En particular
y € Vo (X) para alguna n € w. Entonces,

rango(y) < n < e,

pues a es infinito, o
a<rango(y)<a+n+1,

pero en ambos casos, rango(y) # «, una contradiccién con nuestra hipétesis. m

Lema 4.23 Sea X un conjunto de rango B y sea D un ultrafiltro sobre un
conjunto I de rango v tal que B +w < v. Entonces la ultrapotencia X}, es un
conjunto base.

Demostracién. Basta demostrar que todas las funciones f : X — I tienen
el mismo rango, pues los elementos de X5 son clases de equivalencia, que a
su vez tienen como elementos a estas funciones, y usamos el lema anterior.
Observemos que para toda i € [ y para toda z € X,

rango (i) < rango (I) =¥

Y
rango (z) <rango(X) =B <f+w<1.

Entonces,
maz {rango (), rango(z)} < v (4.2)

paratodai €] y paratodaz € X. Sea f € l_L-EIX. Tenemos dos casos:
e v es lfimite. Sea (i,z) € f. Por el lema 4.20,

rango (i.:z:.) = mdaz {rango (i), rango (z)} + 2. (4.3)
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Como estamos suponiendo que v es lfmite, usando 4.2 y 4.3, tenemos que
rango (i,z) < 7.
Més 4un, rango(i, z)+1 < . Entonces, para toda (,z) € f, tenemos que

(2,Z) € Viango(i,z)+1 & V4 ¥ por ende, f C . Por lo tanto, rango(f) < 7.
Supongamos que rango(f) < 7. Como v es lfmite, existe ¢ € I tal que

v > rango (i) > rango ( f) (4.4)

(de otra forma, existirfa una ip € I tal que rango(ip) = mdx {rango (i) : 7 € I'},
lo cual implicarfa que «y =rango(]) =rango(ip) + 1 y no serfa lfmite, serfa
sucesor). Por otro lado, existe z € X tal que (7,z) € f. Pero

rango (i) < maxz {rango (i) rango(z)}
< maz {rango (i) ;rango (z)} + 2
= rango (z,z)
< f
lo cual es una contradiccién con 4.4. Por lo tanto, rango(f) = v.

7 es sucesor, entonces, por el lema 4.18, existe £ = mdz {rango (z) : i € I'}
y ademds v =§ + 1. Sea z € X. Tenemos entonces que

rango (z) < rango (X) = .
Por lo tanto, rango(z) +1 < B < B+w<y=£6+1y
rango () < §. (4.5)

Con esta desigualdad obtenemos que mdzx {rango (i) ,rango (z)} < £ para
i€ lyxze X. Entonces, si (i,z) € f tenemos que rango

((¢,z)) = maz {rango (i) ,rango (z)} +2 < &{+2 =7+ L
Por lo tanto, para todo par ordenado (i,z) € f se tiene que
(i, ) € Viango((i.a))+1 € Vas2-

Esto quiere decir que f C Vi 42 y

rango (f) < v +2. (4.6)
Por el lema 4.18, existe iy € I tal que rango(iy) = . Como [ es el dominio
de f, existe z € X tal que (ip,z) € f. Pero rango(z) < £ (desigualdad
4.5), por lo que
maz {rango (o) ,rango (z)} + 2
méz {§, rango (z)} +2
E+2=v+1

< rango(f).
Con esto, y la desigualdad 4.6, v + 1 <rango(f) < vy +2; i.e. rango(f) =
¥ +2..

rango ((io, z))
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[
Basta tomar X' = {[c;] : z € X}, donde [c;] es la clase de equivalencia de
la funcién constante ¢, (i) =z para todai€ [ y z € X.

Definicién 4.24 Fo, = UpFi donde Fi = {¢|p: w — Vi(w)}.
Llamemos nuevamente C el conjunto de los conjuntos calificados de w.

Definicién 4.25 Para p,¥ € Foo, escribimos ¢ =¢ ¥ si {n: ¢(n) = w(n)} €
C. Similarmente, escribimos ¢ €¢ ¥ si {n: p(n) € ¥(n)} estd calificado.

Proposicién 4.26 =¢ es una relacién de equivalencia.

Demostracién. Ver lema 3.11. =

Por simplicidad, en lo siguiente abusamos de la notacién y directamente
escribimos A en lugar de la sucesién constante correspondiente ¢4 (por ejemplo,
escribiremos ¢ €, A para decir que {n : ¢(n) € A} €C).

Supongamos que N 2 w es un conjunto de 4tomos, al menos con respecto a su
superestructura, i.e., conjuntos de numerosidades no forman una numerosidad.
Sea p: Foo —* Vio(N) como sigue:

1. Si ¢ =¢ B, entonces p(p) = 0;

2. Si p €¢ w, entonces p(¢) = v(y') para alguna ' € Fy ¢ =¢ ¢';

3. Sip gwy p#0, entonces p(y) = {p(n) : n € ¥}

En el punto 2, esta ¢’ existe, debido a que ¢ =¢ 1, donde n(n) = ¢(n) si
@(n) € w, y n(n) =0 en otro caso. Entonces 7 : w — w, y por la proposicién
3.18, existe ¢’ € F tal que ¢’ =¢ n =¢ ¢.

Proposicién 4.27 (Extensionalidad) Sea ¢,¥ € Foo. Entonces ¢ =¢ ¥ <
V1 € Foo(n €c ¢ & 1 Ec V).

Demostracién. Supongamos que ¢ =¢ ¥ y 11 €c . Entonces
{n:p(n) =v(n)} N {n:n(n) € p(n)} C {n:n(n) € ¥(n)} €C.

Por lo tanto, n €¢ ¥. Andlogamente, si n €c 1, entonces 7 €¢ .
Supongamos que V1 € Feo(n €c ¢ « 1 €c ¥). Basta mostrar que p Ce ¥ y
1 Ce . Supongamos que no es cierto. Entonces

{n : 3m, € Vo(w)[mn € ¥(n)ymn € p(n)]} €C.

Podemos construir entonces la funcién n(n) = myp sin € {n : Im, € Vo(w)[mn €
Y(n) y mn € @(n)]}, y w(n) = 0 en otro caso. Es claro que, dado este caso,
¥ € Fk, donde k > 1, pues la imagen de 7 tiene elementos, y quedamos que los
naturales, esto es, cuando k = 0, son dtomos. Entonces n € Fx_1 C F. Esto
quiere decir que 1 €¢ ¥, pero por otro lado n €¢ , una contradiccién. Por lo
tanto, ¢ Ce ¥. Andlogamente, ¥ C¢ . Entonces,

{n:p(n) S¥(n)}N{n:¢¥(n) Sp(n)} C{n:e(r)=v(m)}el,
y por lo tanto, p =c . ®
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Proposicién 4.28 p es tnica y cumple que:

1. p(p) = v(p) para toda ¢ € F;

2. Sicy es la sucesidn constante igual al conjunto vacio, entonces p(cp) = 0;
3. p(¥) € pl) & ¥ €c ¢;
4. p(¥) = p(p) & ¥ =c ¢.

Demostracién. Por construccién, I y 2 son claros.
Demostremos § por casos.
Si ¢ =¢ 0, entonces no existe ninguna ¥ €¢ y, pues para toda 1,

{n:p(n)=0}N{n:¥(n)€p(n)} =0,

y el vacié no pertenece a C por ser ultrafiltro, y por vacuidad se cumple. El
regreso se cumple también por vacuidad, puesto que p(¢) = 0 y al vacfo no le
puede pertenecer elemento alguno.

Ahora, sea ¢ €c w . Entonces, si ¥ €¢ ¢, tenemos que {n : ¥(n) € ¢(n)} N
{n:p(n) ew} C {n:3Imen} =0, puesw C N, que es un conjunto de dtomos
por lo que también la proposicién se cumple por vacuidad. Ahora supongamos
que p(¥) € plyp) = v(y') para alguna ¢’ € F. Pero esto no es posible, porque
las numerosidades son dtomos y la proposicién se cumple por vacuidad.

Veamos ahora cuando ¢ ¢ w y ¢ #¢ 0. Entonces p(¢) = {p(n) : 1 €c ¥},
con lo que tenemos que p(¥) € p(p) < ¢ €c ».

Demostremos el inciso de la igualdad. Hagdmoslo nuevamente por casos.
Sea ¢ =¢ 0. Supongamos que ¢ =¢ 3. Como =¢ es relacién de equivalencia,
tenemos que ¥ =¢ @, por lo que p(¢) = p(¥) = 0. Ahora veamos que pasa si
p(¥) = p (¢) = 0, pero no puede suceder que ¥ €¢ w, pues ninguna numerosidad
es el vacfo, y tampoco que no sea el vacio médulo el ultrafiltro. porque querria
decir que el vacfo tiene elementos. Por lo tanto, ¥ =¢ 0 =¢ .

Supongamos que ¢ €¢ w.

Si ¢ =¢ ¥, entonces

{n:en) ewn{n:pn)=y(n)} C {n:yn)ew}ecC.

Entonces p(p) = v(¢') y p(¥) = v(¢') donde @', %' € F, o =c ¢’ y ¥ =¢ ¥".
Como =¢es relaci6n de equivalencia, ¢’ =¢ ', y por la proposicién 3.7, p(¢) =
(') = v(¥') = p(¥).

Supongamos ahora que p(y) = p(¥). Pero p(p) = v(y') para alguna ¢’ € F
vy ¢ =c ¢. Esto quiere decir que v(¢') = p() por lo que ¢’ €¢ w puesto que
las numerosidades son 4tomos (no pueden ser el vacfo ni conjuntos de cosas).
Entonces ¢’ =¢ ¥, y concluimos que ¥ =¢ .

Supongamos ahora que ¢ €c w y ¢ #¢ 0.

Supongamos entonces que ¢ =¢ ¥. Por un lado tenemos que p(p) = {p(n) :
1 €c w}. Pero por la proposicién de extensionalidad, n €¢ ¢ < 1 €¢ ¥, por
lo que ¥ #¢ @ y ¥ ¢€¢ w (recordemos que los naturlaes son dtomos). Entonces
plp) ={pm) :n€c v} ={p(n) :n€c ¥} =p(¥). =
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Definicién 4.29 Una funcion * : Vo (X) — Vo (Y) entre el modelo estdndar
Voo(X) y el médelo no esténdar Voo (Y') es un encaje no estdndar si las siguientes
condiciones son satisfechas:

1. Vze X(*z=z) y*X =Y,
2. w# w;

3. Principio de Transferencia: Una "propiedad elemental” o es verdadera
acerca de los elementos estdndar ay,..., an si, y sélo si es verdadera acerca
de los elementos no esténdares correspondientes *ay...," ap.

El principio de transferencia se formaliza como sigue: Para toda férmula
o(z1,...,Tn) en el lenguaje de la teorfa de conjuntos, y para toda a,....an €
Voo (X), Voo (X) E 0(a1, .. an) © VoY) F o(*ay, ...," an).

Un conjunto B € Vo(Y) se llama interno si B € *A para algiin A € Vo (X).
En particular, todos los conjuntos de la forma *A son internos. Un encaje no
estdndar es contablemente saturado si para toda familia contable B de conjuntos
internos con la propiedad de la interseccién finita (i.e. tal que NB’ # @ para
todas las subfamilias finitas ) # B’ C B) tiene interseccién no vacia NB # (.
Se asume que B C * A para algin A.

Definicién 4.30 Para toda x € Vo(w), sea *z = p(c;) donde c, es la sucesidn
constante con valor x.

Observacién 4.31
I."n=nsin€w;

2. *A={plg)ly:w — A} si A€ Vo(w) —w es un conjunto.

Por induccién, se prueba facilmente que ¢ € Fi implica que p(y) € Vi(V),
por lo tanto * toma valores en la superestructura sobre V.

Teorema 4.32 La funcidn * : Vo(w) — Vo(N) es un encaje contable satu-
rado no estdéndar, cuya coleccidn de elementos internos es precisamente el rango
de p.

Demostracién. Primero, probemos lo siguiente:

-Para toda férmula acotada o(z1,...,Z,) en el lenguaje de la teorfa de con-
juntos, y para toda @,...,¢, € Feo :

(p(1)s s D)) & {k : 0(21(k), ..y 0 (k))} st calificado.

Para las férmulas atémicas p(p;) = plws) ¥ ple1) € plps), la tesis estd
dada por 3 y 4 de la proposicién 4.28. Los pasos de la conjuncién o1 Aoz y la
negacién —o se siguen directamente de las propiedades ! y & de la proposicién
3.8, respectivamente. Ahora vayamos al cuantificador existencial, y asumamos

que 3z € p()a(z, p(1), - P($0))-
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Entonces existe ¥ tal que ¥ €, ¢ y a(p(¥), p(¢1), .., P(#n))- Por la hipétesis
de induccién, D = {k : ¥(k) € ¢(k)} y E = {k : o(¥(k), ¢1(k), ..., oo (k))} son
ambos calificados. Por lo tanto,

{k : 3z € p(k)o(z, p,(K), - wn(K))}

est4 calificado también, porque es un supraconjunto de D N E. Inversamente,
asumamos que D = {k : 3z € p(k)o(z, ¢, (k),...,n(k))}. Para toda k € D, es-
cogemos &, € p(k) con (&, ¢y (K), ..., pn(k)). Tomamos ¥ € Foo una secuencia
tal que ¥(k) = &, para toda k € D. Entonces 9 €, @, y por la hipétesis de in-
duccién p(k)o(z, @, (k), ..., n(k)). Concluimos que 3z € p(g)o(x, p(ey), ... pP(n))-

Ahora regresemos al principio de transferencia de Leibniz. Recordemos el
siguiente hecho en la teorfa de conjuntos: Si T C T son clases transitivas,
7(z1, ..., Tn) s una férmula acotada, y t1,...,tn € T, entonces T F 7(t1,...,tn) &
T’ E 7(t1,-.-,tn). En particular esto es verdad cuando T = Voo (w) 0 T = Voo (),
y T' es el universo de todos los conjuntos. Ahora sea una férmula acotada
o(zy,...,Tn) y elementos ay,...,an € Vo(w) dados. Usando la propiedad de
arriba (-), obtenemos las siguientes

equivalencias:

Voe(N) Eo(*ay,...," an)
a(p(cm),..., P(Ca,.)}
Voo(w) F 0(a1, .-, an)

0’({11, ...,{1")

0(‘&11 "-1‘ a'rl)

N

Esto prueba al teorema de transferencia. Ahora regresemos a la saturacion,
y consideremos la familia B C *A de conjuntos internos. Por la definicién de
elemento interno, es fdcil ver que B = {p(y,,) : n € w} para una sucesién ad hoc
¢, 1w —+ A. Para cada n € w, escogemos z, € Niyp(y¢;). Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que z, = p(¥,) donde ¥, (k) € ¢;(k) para todas
las k € w y para todas las ¢ = 0, ...,n. Definimos ¥(n) = ¥,(n). Notemos que
A€ Vip(w) = 0 € Frn C Feo. Ahora, para cada n, {k : ?(k) € ¢;(k)} = {k:
k > n} es cofinito, por tanto, calificado, y por lo tanto p(¢) € NB es el elemento
que estdbamos buscando. m

En particular, el conjunto de numerosidades N = *w es un conjunto de
hipernaturales (i.e., mimeros naturales no estdndar). Més ain, el conjunto de
numerosidades enteras Z y el conjunto de numerosidades racionales @ coincide
con el conjunto de hiperenteros *Z e hiperracionales *Q, respectivamente.

Para &,7 € Q, denotemos £ =~ 7 cada que £ — 7 es un infinitesimal, y sea

*Qa = {€ € Q: |¢] < n para algin n € w}

la coleccién de hiperracionales acotados. El siguiente es un ampliamente cono-
cido hecho del andlisis no estdndar (ver [7]).
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Proposicién 4.33 El cociente *Q,/ ~ y los mimeros reales R son isomorfos
como campos ordenados.

Como @ = *@Q, esto prueba el teorema 4.11.

Con esto terminamos la construccién de los reales no estdndar a partir de
las numerosidades, y el tltimo capitulo. Para concluir, haremos un recuento de
lo que hicimos a lo largo de la tesis.
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Conclusiones

Como pudimos observar en el capftulo 3, una funcién de numerosidad estd fuera
de los axiomas tradicionales de las matemadticas, ya que su existencia depende
de la existencia de ultrafiltros selectivos. También observamos que la segunda
propiedad de una funcién de numerosidad es muy fuerte, ya que durante la con-
struccién de una funcién de numerosidad, fue la tinica de las tres condiciones que
requirfo que el ultrafiltro fuera selectivo. Pero no son tan malas noticias. El ax-
ioma de Martin y sus generalizaciones estdn tomando fuerza entre la comunidad
matemadtica, debido a sus implicaciones interesantes, como que el cardinal del
continuo es Rs, y por supuesto, que un ultrafiltro selectivo existe, lo que querria
decir que también una funcién de numerosidad existe, suponiendo el axioma de
Martin.

La fuerza y utilidad de los ultrafiltros quedé mds que confirmada a lo largo
de la tesis, por lo cual se le dedicé todo un capftulo. Aunque en este trabajo
se utilizaron como una herramienta, pues sirvieron para demostrar muchismos
resultados, son un objeto de trabajo matematico interesante en si.

También vimos en el vltimo capftulo que los naturales no estdndar también
son un sistema de conteo, algo realmente novedoso. De paso, descubrimos que
es posible la construccién de conjuntos no vacios que se comportan como atomos
sin elementos o "urelementos" dentro de la superestructura de un conjunto dado.

Entre los resultados que se omitieron fue la prueba de que existen modelos
sin ultrafiltros selectivos. Esta demostracién utiliza el método de forcing, y que
el axioma de Martin implica la existencia de ultrafiltros selectivos, un resultado
més 0 menos reciente.

Por otra parte dejamos ain abierto el problema propuesto por Benci y Di
Nasso de modificar las propiedades de las funciones de numerosidad para que
puedan ser demostradas en ZFE.
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