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"Die Ganzen Zahlen hat Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk (Dios 
creó a los números enteros, lo demás es obra del hombre)." 

Leopold Kronecker 

"Por lo demás, el problema central es irresoluble: La enumeración, si quiera 
parcial, de un conjunto infinito. " 

En "El Aleph" de Jorge Luis Borges 
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Introducción 

Incluso antes de poder contar, el ser humano es capaz de comparar cantidades, 
de pensar "aquí hay más", "aquí hay menos". Ikram Antaki le llama a esta 
idea que nos permite comparar cantidades "numerosidad" , y aparece alrededor 
de los 6 o 7 meses de vida ([3], página 153). 

Esta tesis está basada en un artículo de Vieri Benci y Mauro Di Nasso 
realizado en el 2003 ([4]) , donde se introduce otro concepto de numerosidad. 
que tiene en común con el concepto arriba mencionado la capacidad de comparar 
conjuntos "etiquetados". Un conjunto etiquetado es un conjunto numerable con 
una función etiquetadora, que es una función del conjunto a los naturales , con 
la condición que sea finita a uno, esto es, por cada natural, a lo más se le 
relacione un número finito de elementos del conjunto. Se puede pensar una 
función etiquetadora como la asignación de un número de "botella" a elementos 
de un conjunto numerable, con la condición de que en cada botella haya un 
número finito de elementos del conjunto. 

A diferencia de los conjuntos finitos , los conjutos infinitos contienen sub­
conjuntos propios de su misma cardinalidad. Se definirá en este trabajo una 
función de conteo llamada "numerosidad", donde cualquier subconjunto propio 
tiene estrictamente una numerosidad menor que el conjunto original. En par­
ticular, los enteros tienen el doble de numerosidad menos uno que los naturales. 
Se verá la posibilidad de construir este tipo de funciones, y su relación con el 
análisis no estándar. 

Esta tesis consta de cuatro capítulos. El primer capítulo se dedica a las 
definiciones básicas, como son las numerosidades de los conjuntos etiquetados 
y los isomomorfismos de éstos. En el segundo capítulo se tratan los conceptos 
básicos de ultrafiltros sobre los naturales. El resultado estrella de este capítulo 
es la relación de los ultrafiltros de Ramsey con el teorema de Ramsey en com­
binatoria infinita. En el tercer capítulo se encuentra el resultado principal de 
la tesis. Aquí estamos interesados en mostrar si realmente existe una función 
de numerosidad, al menos como aquí la definimos, dentro del marco conceptual 
tradicional de las matemáticas, i.e., de los axiomas de ZFE. La última parte 
se refiere a algunas consecuencias de la existencia de una función de numerosi­
dad, que principalmente consiste en una aproximación distinta al análisis no 
estándar. De hecho, parte de la construcción de esta función de numerosidad 
fue motivada como una interpretación distinta de los naturales no estándar, o 
hipernaturales. Para ver esta motivación, recomendamos leer [9]. 
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Las aportaciones de esta tesis son, primeramente como en muchas otras, 
dejar más claro donde dice: "es claro que ... " y "es fácil ver que .. . " en el artículo 
original pues muchas veces no resultó que fueran tan fáciles. Por ejemplo, se 
hicieron las demostraciones ausentes de las proposiciones 1.16, 1.22 Y del teorema 
3.3. Aunque ahí también se hace referencia al libro de Jech [10], muchas de 
estas demostraciones no están hechas a detalle, están incompletas o incluso no 
están hechas como en los casos del lema 2.14 y la proposición 2.20. También 
se corrigieron errores, como el de la proposición 3.8, donde la demostración 
estaba incorrecta, y se ajustó en esta tesis. En la parte del análisis no estándar, 
en el artículo original se asume que los elementos del conjunto base pueden 
ser considerados átomos, sin decir en qué sentido se puede dar esta suposición. 
Nosotros logramos justificarlo, usando los ejercicios 4.4.1 y 4.4.2 (página 287) del 
libro de teoría de modelos de Chang ([6]). Aquí aparecen sólo como ejercicios, 
nosotros los hicimos con detalle. 

Uno de los objetivos principales de esta tesis es que, cualquier persona in­
teresada en el tema, pueda adentrarse en él, sin tener que pasar por todo lo que 
el autor pasó, y tenga los resultados accesibles y a la mano. Está pensada para 
un nivel medio de licenciatura con conocimientos básicos de teoría de conj untos 
y un poco de álgebra. Hasta donde fue posible, la tesis es autocontenida, y en 
las partes ausentes, damos las referencias bibliográficas. 
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Capítulo 1 

Conjuntos etiquetados y sus 
numerosidades 

1.1 Conjuntos etiquetados 

Definición 1.1 Un conjunto etiquetado es una pareja A = (A, lA) donde el 
dominio A es un conjunto contable y la funci6n etiq'uetadora lA : A ---+ w es 
finita-a-uno , es decir, lA 1 (n) es finito para toda n E w. Llamemos E a la clase 
de los conjuntos etiquetados. 

Sea 

Observación 1.2 Notemos que 

y 
A = U An. 

nEw 

Observación 1.3 También observemos que A es uni6n de conjuntos ajenos, ya 
que, haciendo A-l = 0, tenemos que 

y 
A = U (An - An-d. 

nEw 

Observación 1.4 En particular An - An-l es el conjunto de elementos de A 
que tienen la misma etiqueta n, esto es, 

An - An-l = {a E A : lA (a) = n} . 
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Definición 1.5 Sea "Y A : W ~ w tal que "Y A(n) = IAnl· Llamamos a "Y A la 
sucesión aproximante a la numerosidad de A. 

Para A S;; w, la etiquetación canónica l : A ~ w está dada por l (n) = n 
para toda n E A, al igual que a los enteros se les asigna una etiquetación casi 
canónica, con el valor absoluto. Se denota por O al conjunto vacío etiquetado 
con la función vacía, y para todo número natural n, denotamos n = (n, ln) 
donde ln es la etiquetación canónica. Éstos son los conjuntos finitos etiquetados 
canónicos. 

Observación 1.6 El conjunto vacío se etiqueta de manera única, puesto que 
cualquier función f : 0 ~ A1 que tenga como dominio al vacío, es la función 
vacía (f S;; 0 x M = 0, y por lo tanto f = 0). 

Decimos que A = (A, LA) es un subconjunto etiquetado de B = (B, LB), Y se 
escribe A S;; B, si A S;; By LA (a) = LB(a) para toda a E A. Similarmente para 
la inclusión estricta A S; B. Denotamos por B-A al subconjunto de B cuyo 
dominio es B - A etiquetado con LB lB-A' 

Observación 1.7 Por vacuidad, Os;;A para todo conjunto etiq'uetado A. 

La etiquetación de un conjunto tiene que ver con la manera en que vamos 
contando sus elementos. Es como ponerlos en botellas, y a cada botella ponerle 
una etiqueta con algún número natural. Por ejemplo, si colocamos a los enteros 
en botellas, en la botella O estaría el O; en la botella 1, el 1 y el -1; y así 
sucesivamente. Entonces la función "Y sería en realidad "la cuenta" de cuántos 
llevamos hasta la botella n-ésima. 

1.2 Operaciones de conjuntos etiquetados y nu­
merosidades 

Por lo regular, queremos definir operaciones para el tipo de objetos con los que 
estamos trabajando. Con este motivo, tenemos lo siguiente: 

Definición 1.8 La suma de dos conjuntos etiquetados es 

AEBB=(Al:±JB, lAWB) , 

donde A l:±J B es la unión disjunto de A y B; i.e. 

A l:±J B = A x {O} U B x {1} . 
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Para abreviar, a (x, i) E A CtJ B lo denotamos Xi, y definimos 

(1 )(x .) = { lA(x) si X E A = { lA(x) si i = O 
A1tI8. 18(x)sixEB 18(x)sii=1 

El producto es el conjunto etiquetado 

A 0 B = (A x B , IA x8), 

donde 
(lAx8)(X, y) = máx{IA(x), 18(Y)}· 

Lema 1. 9 'Y AItI8 = 'Y A + 'Y 8 Y 'Y A x 8 = 'Y A . 'Y 8 ' donde las operaciones entre 
funciones están definidas puntualmente. 

Demostración. Hay que observar que 

y de aquí es inmediata la primera afirmación. Análogamente, se observa que 

{(x,y) E A x B : (lA x8)(X,y) S n} = {x E AllA(X) S n} x {y E Bll8(Y) S n} 

pues 
lA (x), l8(Y) S máx{lA(X) , l8(Y)} S n, 

y de aquí se deriva la segunda afirmación. • 

1.3 N umerosidades 

Definición 1.10 Una función de numerosidad paro la clase E de conjuntos 
etiquetados es un funcional suprayectivo 

num: E -» N 

donde (N , S) es un conjunto linealmente ordenado de numerosidades tal que las 
siguientes propiedades son satisfechas: 

(i) Si para toda n se tiene que IAnl S IBnl, entonces num(A) S num(B); 

(ii) ~ < num(A) si, y sólo si ~ = num(B) para algún B ~ A; 

(iii) si num(A) = num(A') y num(B) = num(B') , entonces 

num(A Efj B) = num(A'EfjB') 

y 
num(A 0 B) = num(A' 0 B ' ). 
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Observación 1.11 En particular, por la propiedad (i) de una funci6n de nu­
merosidad, y porque N es un orden lineal, se tiene que si dos confuntos tienen 
la misma sucesi6n aproximan te, su numerosidad es la misma. 

Proposición 1.12 

1. N tiene un elemento mínimo 0= num(O); 

2. Todos los conjuntos unitarios tienen la misma numerosidad 1; 

3. Toda numerosidad ~ = num(A) tiene un sucesor ~ + 1, a saber, la nu­
merosidad de A E9 {*}, donde {*} es cualquier conjunto unitario etique­
tado. Es más, si A i= O, entonces ~ = num(A) tiene también un predece­
sor ~ - 1; 

4. Si A = (A , LA) es finito, entonces num(A) = IAI es la cardinalidad de A. 

Demostración. 

1. Es claro, por la observación 1.7 y la propiedad (ii) de la definición 1.10. 

2. Por contradicción. Supongamos que existen dos conjutos etiquetados uni­
tarios {x} y {y} tales que 

num({x}) <num({y}). 

Por la propiedad (ii) existe A <; {y} tal que 

num(A) =num( {x}). (1.1) 

Pero al ser subconjunto propio de un conjunto unitario, quiere decir que 
A = O. Esto a su vez implica que A <; {x} y por lo tanto, 

num(A) <num( {x}) 

lo cual contradice a la ecuación 1.1. 

3. Supongamos que existe ~ E N tal que 

num(A) < e <num(A E9 {x}) (1.2) 

Por (ii) , podemos tomar B <; A E9 {x} de manera que 

num(B) =~. (1.3) 

Usando 1.2, 1.3 Y la misma propiedad (ii), se puede tomar también C <; B 
tal que num(C) = num(A). Ahora escojamos bE B - C . Por el inciso 
2, 

. num({b}) =num({x}). 
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Puesto que num(C) = num(A), por la propiedad (iii), se tiene que 

num(C EB {b}) =num(A EB {b}) 

y 
num(A EB {b}) =num(A EB {x}). 

Como C <;; B Y b E B tenemos que 

para toda n, y por la propiedad (i), 

num((CEB{b}) ~num(B) . 

Entonces, usando 1.4, 1.6, 1.3, 1.2 Y 1.5, se deduce que 

num(A EB {b}) = num(C EB {b}) 

< num(B) = ~ 

< num(AEB{x}) =num(A EB {b}) , 

una contradicción. 

Es fácil ver que si A =1= 0 , entonces 

num(A - {a}) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

es el predecesor de num(A) para cualquier a E A , ya que no existe B tal 
que A - {a} <;; B <;; A . Por 10 tanto se deduce, junto con la propiedad 
(ii) , que tampoco existe 11 E N entre num(A - {a}) y num(A ). 

4. Por inducción sobre la cardinalidad de los conjuntos finitos. Para todo 
conjunto A , si IAI = O, entonces tenemos que A = 0, y 

num(A) = num(0) = O. 

Suponemos que todos los conjuntos etiquetados B de cardinalidad n tienen 
la misma numerosidad, que por comodidad, también llamamos n . Sea C 
un conjunto de cardinalidad n + 1, lo cual nos indica que no es vacío. 
Tomemos e E C, y consideramos C - {e}. Entonces, por la hipóte­
sis de inducción, num(C - {e}) =n = num(n). Por el inciso anterior, 
num( C - {e}) es el antecesor de num( C). Esto quiere decir que la nu­
merosidad del sucesor de num( C - {e}) es igual a la numerosidad de 
n + 1 = n U {n}. Pero el sucesor de num(C - {e}) es num(C) , por lo 
que 

num(C) =num(n + 1) =n + 1 . 
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Observación 1.13 En particular, O < 1. 

Como N contiene un segmento inicial propio que es isomorfo en orden al 
conjunto de los números naturales w, por simplicidad asumimos directamente 
que w ~ N Y denotamos por n al n-ésimo sucesor de num(O). 

Definición 1.14 

num(A) + num(B) = num(A ffi B); 

num(A) . num(B) = num(A 0 B). 

Estas operaciones están bien definidas (no dependen de los representantes 
en los conjuntos etiquetados) , ya que si 

num(A) = num(A') 

y 
num(B) = num(B') , 

por la propiedad (iii) de una función de numerosidad, 

num(A) + num(B) = num(A ffi B) = num(A'ffiB') = num(A') + num(B' ), 

y 

num(A) . num(B) = num(A 0 B) = num(A' 0 B') = num(A') . num(B') . 

1.4 Isomorfismos de conjuntos etiquetados 

Definición 1.15 Dos conjuntos etiquetados A,B son isomorfos (denotado como 
A ~ B) si existe 'una biyecci6n f : A ---> B que preserva las etiquetas , i . e. , tal 
que lB o f = lA. 

A f le llamamos isomorfismo de conjuntos etiquetados. 
Hay muchos conjuntos etiquetados finitos no isomorfos. Por ejemplo, si 

A = ({a},lA) y B = ({b},IB) son dos conjuntos unitarios, entonces A ~ B 
si, y sólo si LA(a) = IB(b). La noción de isomorfismo es consistente con sumas, 
productos, y numerosidades de los conjuntos etiquetados. 
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Proposición 1.16 

1. A=:! B {:}fA = 'Ya; 

2. A=:! B :=;.num(A) =num(B) ; 

3. A ~ A' Y B ~ B':=;. AEB B ~ A'EBB' Y A0B ~ A I 0B'. 

Demostración. 

1. :=;.) Sea f un isomorfismo entre A y B Y tomemos n E w. Queremos 
demostrar que flAn es una biyección entre An Y Bn. Basta demostrar 
que su imagen cae en Bn Y que es sobreyectiva, ya que la inyec­
tividad es heredada. Demostremos que flAn] ~ Bn. Sea a E An. 
Entonces lA(a) $ n. Como f es isomorfismo de conjuntos etiqueta­
dos, la(f(a)) = lA(a), y por lo tanto f(a) E Bn. Concluimos que 
flAn] ~ Bn. Ahora veamos que f es sobre. Sea bE Bn; entonces, por 
definición, la(b) $ n. Como f es biyectiva, podemos tomar f-l(b) , 
y afirmamos que éste es el elemento de A que buscamos: Como f es 
un isomorfismo entre estos conjuntos etiquetados, 

Por lo tanto f-l(b) E An y fes sobreyectiva. Entonces, 

flA" : An ---t Bn 

es biyectiva, y 'YA (n) = IAnl = IBnl = 'Ya (n). 

<=) Para no escribir dos casos (cuando es cero y cuando es sucesor), sea 

Como 

y 
IBn - Bn-ll = IBnl-IBn-ll = 'Y B (n) - 'YB (n - 1) 

(An, An- l , Bn y Bn-l son finitos), entonces 

ya que, por hipótesis, 
'YA='YB' 

Tomemos 
fn : An - An-l ---t Bn - Bn- l , 

donde fn es biyectiva para toda n E w. Sea 
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Por la observación 1.3 los conjuntos An - An-l son ajenos entre sí; 
por tal motivo, F es una función. Vamos a comprobar que 

es biyectiva. 

Sea b E B Y como B = U (Bn - Bn - 1) , existe una única n tal que 
nEw 

bE Bn - Bn-l 

por la observación 1.3. Como In es sobre, hay una a E An - An- l 
tal que In ( a) = b; entonces 

F(a) = In(a) = b. 

Por lo tanto, F es sobre. Ahora veamos que F es inyectiva. Sea 
F (ad = F (a2). Entonces existen h, m tales que /h (al) = 1m (a2). 
Pero 

por lo que existe una única k tal que Ih (ad , 1m (a2) E (Bk - Bk-d 
por la observación 1.3. Entonces, h = m = k y !k (ad = Ik (a2) . 
Como Ik es inyectiva, al = a2. Por lo tanto, F es una función 
inyectiva. Por último, verifiquemos que respeta etiquetas. Sea a E A. 
Por construcción, F(a) E B1A(a) - B1A(a)-l; entonces 

lBF((a)) = lA(a) 

(ver observación 1.4). Así concluimos que F es un isomorfismo entre 
conjuntos etiquetados. 

2. Es claro por la observación 1.11 y el inciso anterior. 

3. Por la ida del inciso 1 tenenos que 

'Y A = 'YA' 

y 

'YB = 'Y B'· 

Sumando ambas ecuaciones y usando el lema 1.9 obtenemos que 

'Y A~B = 'Y A + 'Y B = 'YA' + 'Y B' = 'Y A'~B' · 

Otra vez por el inciso 1, pero ahora usando el regreso, concluimos que 

A €B B ~ A'€BB'. 

La prueba es similar para el producto . 
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1.5 Semianillos positivos 

Definición 1.17 Un semianillo es una tripleta (R, + ,.) tal que 

+, . : R x R --+ R. 

A estas opemciones se les llama por lo común suma y producto, Además, ha­
ciendo +(a,b) = a + by ·(a, b) = a· b, se cumple que, pam todo a, by c en 
R : 

1. a + b = b + a (Conmutatividad de la suma); 

2. a + (b + c) = (a + b) + c (Asociatividad de la suma); 

3. a· (b· c) = (a· b) · c (Asociatividad del producto) ; 

4. a·(b+c)=a·b+a·c y(a+b)·c=a· c+ b ·c (Distributividad). 

Un semi anillo es conmutativo si su producto lo es. 

Definición 1.18 Un semianillo parcialmente ordenado es un semianillo funto 
con un orden parcial :5 tal que x :5 y implica x + z :5 y + z y x . z :5 y . z para 
todo x, y, z. Un semian'illo positivo es un semianillo conmutativo parcialmente 
ordenado, donde x :5 y si, y sólo si existe una única z tal que y = x + z. 

Lema 1.19 Sea F = {<p : w --+ w : <p es no decreciente}. Definimos (;p + 
'l/I)(n) = <p(n) + 'l/I(n) y (<p' ·¡p)(n) = <p(n) ''l/I(n) pam toda n E w. Decimos que 
<p :5 'l/I {::} <p(n) :5'l/1(n) pam toda n E w. Entonces (F , +,',:5) es un semianillo 
conmutativo parcialmente ordenado. 

Demostración. Lo hereda de las propiedades de los naturales. • 

Observación 1.20 En particular, pam todo conjunto etiquetado A , su sucesión 
aproximante 'Y A E F . 

Regresemos ahora a las numerosidades. 

Proposición 1.21 (Leyes de la Cancelación para Numerosidades) 

1. Si 
num(A) + num(B) :5 num(A) + num(C), 

entonces 
num(B) :5 num(C); 

2. Si 
num(A) + num(B) = num(A) + num(C), 

entonces 
num(B) = num(C). 
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Demostración. 

• 

1. Demostremos la contrapuesta. Supongamos que num(B) > num(e). En­
tonces existe e'~ B tal que num(e') = num(e). Es claro que 

Al±JC' ~Al±JB, 

por lo que A ffi e'~ A ffi B, Y num(A ffi e') < num(A ffi B). Por lo tanto 

num(A) + num(C) num(A) + num(e') 

= num(A ffi e') 
< num(A ffi B) =num(A) + num(B). 

2. Como 
num(A) + num(B) = num(A) + num(C), 

en particular 

num(A) + num(B) ::; num(A) + num(C) 

y 
num(A) + num(B) ~ num(A) + num(C). 

Usando el incisio anterior, obtenemos 

num(B) ::; num(e) 

y 
num(B) ~ num(C). 

Entonces, como N es un orden lineal, 

num(B) = num( e) . 

Hay que recordar que un semi anillo positivo incluye un orden::; compatible 
con las operaciones y que x ::; y implica la existencia de un único z tal que 
x + z = y (definición 1.18). 

Proposición 1.22 (N, +,·,::;,1, O) es un semianülo positivo con elementos neu­
tros. 

Demostración. Sean A, B Y e conjuntos etiquetados . 

• eonmutatividad de la suma. Usando los lemas 1.9, 1.19, Y la obser­
vación 1.20 se obtiene que 

IAItiB lA +'B 

= lB +'A 

l' BItiA-
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Por la tanto, usando la observación 1.11, num (A EB B) = num (B EB A) , 
Y recordando la definición 1.14 tenemos que 

num(A) + num(B) = num (A EB B) 

= num(B EBA) 

num (B) + num (A) . 

• Asociatividad de la swna. De manera similar, 

'Y AI:II(BI:IIC) 'Y A + 'Y BI:IIC 

= 'YA+C'YB+'Ye) 

= C'YA+'YB)+'YC 

'Y AI:IIB + 'Yc 

'Y(AI:IIB)I:IIC · 

Por lo tanto, 

num(A EB (B EB C)) =num((A EB B) EB C) 

y entonces 

num(A) + (num(B)+num(C)) num(A)+num(B EB C) 

num(A EB (B EB C)) 

= num((A EB B) EB C) 

= num(A EB B)+num(C) 

= ((num(A)+num(B))+num(C). 

• Asociatividad del producto. Demostración análoga a la de la suma. 

• Conmutatividad del producto. Demostración análoga a la de la suma. 

• Distributividad. 

'YA x (BI:IIC) = 'YA ·'YBI:IIC 

'YA· bB + 'Yd 

'YA · 'YB + 'YA · 'Yc 

'Y A x B + 'Y A xC 

= '"Y (A x B )I;tJ ( A XC) 

=> 
num(A 0 (B EB C)) = num((A 0 B) EB (A 0 C)) 

=> 
num(A) . (num(B) + num(C)) = num(A)· num(B EB C) 

num(A 0 (B EB C)) 

= num((A 0 B) EB (A 0 C)) 

num(A 0 B)+num(A 0 C) 

= num(A)·num(B)+numA-num(C). 

16 



• Existencia de neutro aditivo. La sucesión aproximante del vacío 10 es 
idénticamente cero. Entonces, 

Por lo tanto, 

num(A) + num (O) num(Affi O) 

= num(A). 

• Existencia de neutro multiplicativo. Sólo hay que resaltar que, para 
toda n, {a E 1 : II (a) :S n} = {0}. Por ende, la sucesión aproximante del 
uno 11 es idénticamente 1. De aquí se tiene que 

Concluimos que 

num(A) ·1 num(A81) 

num(A). 

• Preservación del orden por el producto. Sea 

num(A) :Snum(B) 

y e dado. Escogemos A' ~ B con 

num(A/) = num(A). 

Entonces A' x e ~ B x e y por ende A /8 e ~ B 8 e. Por lo tanto 

num(A/8 C) :Snum(B 8 e), 

lo que a su vez implica que 

num(A)·num(C) =num(A/8 C) :Snum(B 8 e) =num(B) ·num(C) 

• Preservación del orden por la suma. Demostración análoga a la 
producto. 
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• 

• Es anillo positivo. Sea num(A) :5num(B). Escogemos A' s:;; B con 

num(A' ) = num(A). 

Observemos que para toda n E w se tiene que 

{b E B: LB (a) :5 n} = {a E A' : lA' (a) :5 n}U{b E (B - A') : LA' (a) :5 n}, 

pues A' s:;; B. Estos últimos conjuntos son ajenos, por lo que 

'YB = 'YA' +'YB-A' 

De aquí se deduce que 

num (B) = num(A'EB(B - A')). 

Entonces, 

num(A) + num(B - A') num(A' ) + num(B - A') 

= num(A'EB(B - A')) 

num(B) . 

(1.7) 

Finalmente, la unicidad se ve usando las leyes de la cancelación: Supong­
amos que 

num(A)+num(D) num(B) 

y por lo tanto 

= num(A' ) + num(B - A') 

num(A) + num(B - A'), 

num(D) =num(B - A') . 

Daremos una aplicación del hecho de que las numerosidades sean un semi­
anillo positivo con elementos neutros. 

Sea a = num(w) la numerosidad de los números naturales. Entonces la 
numerosidad del producto cartesiano w x w es num(w <::) w) = a2. Observemos 
también que Z ~ wEB(w- {O} ); de esta forma num(Z) = 2a-1 1 es el predecesor 
de a+a. 

Demos el isomorfismo entre Z y wEB (w - {O}). Sea 

F: Z -+ w l±I (w - {O}) 

120 - 1 no se entiende como resta., sino como el predecesor de 20 (ver proposición 1.12) y 
20 a.brevia. 0+0. 
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tal que 

{ 
Xo si x 2: O 

F(x) = (-xh si x < a 

Veamos que F es un isomorfismo de conjuntos etiquetados. 
Por definición, 

lwl<j (W _{O})(Xi) = x 

para i E {a, 1} con la etiquetación canónica de w. Entonces 

lWE!l(w-{O}) (F(x)) { lwE!l(w-{O} ) (xo) si x2:0 
= 

lWE!l(w-{O} )(( -x) ¡) si x < a 

{ x si x2:a 
-x si x<O 

Ixl 
= lz(x) . 

Ya vimos que preserva la etiquetación. Si definimos 

F-1(x)={ xsi .í .=a 
, -x SI 2 = 1 

es fácil corroborar que F-1 o F = l z, Y que F o F-1 = 1wlfI (w-{O} )' 
Como una consecuencia de la proposición anterior , la resta de numerosidades 

~ 2: r¡ está bien definida: Sea ~ - r¡ la única ( tal que r¡ + ( = ~. 
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Capítulo 2 

Ultrafiltros 

2.1 Definiciones Básicas 

Definición 2.1 Un filtro sobre un conjunto S es una colección F de subcon­
juntos de S tal que: 

1. S E F; 

2. Si X E F Y Y E F, entonces X n Y E F; 

3. Si X, Y ~ S, X E F, Y X ~ Y, entonces Y E F. 

Obsérvese que un filtro F es propio (F <; P( S)) si, y sólo si 0 ~ F. Tomare­
mos en cuenta sólo filtros propios, por lo que asumimos siempre que 

4. 0 ~ F. 

Observación 2.2 Por inducción, se demuestro fácilmente que cualquier inter­
sección finita de miembros de 'un filtro también está en el filtro. 

Definición 2.3 Un filtro F sobre S es llamado filtro principal si existe Xo E F 
tal que F = {X ~ S : X 2 X o }; i.e., si tiene un ~ -mínimo. Un filtro es no 
principal si, y sólo si no es principal. 

Ejemplos: 

1. Si a E S, F = {X ~ S: a E X} es un filtro principal sobre S. 

2. Si S es infinito, F = {X ~ S : S - X es finito} se llama el filtro de Fréchet 
sobre S. El filtro de Fréchet es no principal. 

Definición 2.4 Un filtro U sobre S es un ultrafiltro si, y sólo si V X ~ S, 
X E U o S - X E U (mas no ambos: X n (S - X) = 0 y 0 ~ U). 
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Lema 2.5 Sea U un filtro sobre S. Entonces U es un ultrofiltro si, y s610 si, 
paro toda X, Y ~ S, el hecho de que X U Y E U, implica que X E U o Y E U. 

Demostración. Supongamos que U es un ultrafiltro, y que X U Y E U. Si 
ninguno de X o Y está, entonces están su complementos; es decir, XC E U Y 
yC E U, Y por ser filtro, XC n yC = (X U y)C E U, una contradicción. Ahora, 
supongamos que es válido que, para toda X, Y E S, si X U Y E U, entonces 
X E U o Y E U. Sea A ~ S. Como A U AC = S E U, por nuestra suposición, 
A E U o AC E U .• 

El siguiente lema nos dice que la condición de que cualquier conjunto que 
contenga a un elemento del ultrafiltro está también en el ultrafiltro, se deduce 
de las demás condiciones. Usando este lema, nos ahorramos demostrar una 
condición cuando queramos ver que una colección de conjuntos es un ultrafiltro. 

Lema 2.6 Sea U una familia de subconjuntos de S. Entonces U es ultra filtro 
si, y s610 si U cumple que: 

1. 0 (j. U; 

2. Si X E U Y Y E U, entonces X n Y E U; 

3. V X ~ S, X E U o S - X E U. 

Demostración. La ida es trivial. Supongamos que U es una familia de sub­
conjuntos de S que cumple 1, 2 Y 3. Basta demostrar la primera y tercera 
propiedad de los filtros definidas en 2.1. Como 0 (j. U, entonces S - 0 = S E U. 
Por otro lado, supongamos que X, Y ~ S, X E U Y X ~ Y. Si Y (j. U , entonces 
S - Y E U, Y como X ~ Y, (S - Y) n X = 0, por lo que 0 estaría en U , lo cual 
es una contradicción. • 

Lema 2.7 Un ultmfiltro U es no principal si, y s6lo si ninguno de s'us elementos 
es un conjunto unitario. 

Demostración. Sea U un ultrafiltro sobre S. La demostración va a ser por 
contrapuesta en ambos casos. 

=» Supongamos {a} E U para algún a E S. Sea X E U. Entonces X n 
{a} E U. Como 0 f/. U, a E X. Así, para toda X E U, {a} ~ X Y 
U = {X ~ S : {a} ~ X} de donde U es principal. 

<=:) Supongamos que U es principal. Por lo tanto, existe Xo E U tal que 
U = {X ~ S: Xo ~ X}. Supongamos que para toda a E S, {a} (j. U. 
Entonces, para toda a E S, (S - {a}) E U Y para toda a E S, Xo ~ 
(S - {a}). Por lo tanto, Xo = 0, contradicción. Así pues, tiene que existir 
a E S tal que {a} E U . 

• 
Corolario 2.8 Sea U un ultmfiltro sobre S. Entonces U es no principal si, y 
s610 si ninguno de sus elementos es un conjunto finito. 
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Demostración. Basta observar que si U es ultrafiltro, entonces 

hay un unitario en U <=> hay un finito en U. 

La ida es trivial. Supongamos que {al, . .. ,an } E U. Entonces {adU, . ·u{ an } E 
U. Como U es ultrafiltro, aplicando el lema 2.5 a lo más n veces, algún unitario 
está en U . • 

2.2 Ultrafiltros sobre w 

De aquí en adelante trabajaremos con ultrafiltros sobre w. 

Definición 2.9 Un ultrofiltro no principal U sobre w se llama selectivo o de 
Ramsey si, y sólo si para toda partición {Xn : n E w} de w, tal que X n rf. U 
pam toda n E w , existe un conjunto "selectivo" X E U de manero que, para toda 
n E w, la intersección Xn n X tiene, a lo más, un elemento. Esta definición es 
equivalente a pedir que exista una X' selectiva de tal forma que X' nXn tiene 
exactamente un elemento: si existe X E U tal que IX n Xnl :::; 1, tomamos 
X' = X U {xn} de manero que X n E Xn para toda n E w; entonces X ~ X' Y 
por lo tanto X' E U Y IX' n Xnl = 1. 

Proposición 2.10 Sea U un ultrofiltro no principal sobre w . Entonces las 
propiedades siguientes son equivalentes: 

1. U es selectivo; 

2. Pam toda func'lón <P : w --+ W existe D E U tal que <PI D es o constante o 
inyectiva; 

3. Para toda función <P : w --+ w existe D E U tal que <P ID es o constante o 
creciente; 

4. Paro toda función <P : w --+ w existe D E U tal que <P ID es no decreciente. 

Demostración. 

1 <=> 2 Dada <P : w --+ w, para cada n definimos X n = {m : <p(m ) = n}. No 
consideraremos los Xn vacíos para que sea partición. Si alguna X n E U, 
entonces <p lx" es constante. En caso contrario, existe un conjunto selectivo 
X E U tal que, para toda n, X n Xn contiene a lo más un elemento. 
Entonces la restricción <plx es inyectiva. Inversamente, sea {Xn : n E w} 
una partición de w donde X n rf. U para toda n. Sea 

<p(k) = n<=> k E X n . 

Como {Xn : n E w} es una partición, <P está bien definida. Para toda 
D E U , <PID no puede ser constante (pues si lo fuera D ~ Xn para alguna 
n E w, lo que implicaría que Xn E U, y estamos suponiendo que eso no 
pasa) , entonces tomamos D E U tal que <PID es inyectiva. Por lo tanto 
X = D es el conjunto selectivo deseado. 
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2 ~ 3 Sean ¡p: w - w y D E U tales que ¡pID es inyectiva (si ¡pID es constante 
para alguna D, entonces no hay nada que demostrar). Definimos por 
inducción la siguiente sucesión: 

no = mínD; 

nk+l = máx{n E D : ¡p(n) ~ ¡p(m) para alguna m ~ ~d 

donde 
~k = mín{n E D: n > nk}.t 

Claramente 
nk+l ~ ~k > nk, 2 

por lo que podemos construir la sucesión siguiente de intervalos no vacíos: 

X o = [O, no]; 

Xk+l = [nk + 1, nk+tl· 

Por hipótesis, existe un conjunto selectivo X E U para la partición {Xn In E 

w}. Sean X' = U{X2k : k E w} y X" = U{X2k+1 : k E w}. Por la 
propiedad de ultrafiltro, o bien X' E U o X" E U. Supongamos que 
X' E U, Y por ende, X" (j. U (en el otro caso, la prueba es similar), y 
consideremos E = (X n X' n D) E U. Tenemos que verificar que ¡pIE 
es creciente. Si x , y E E con x < y, entonces x E X 2k para alguna k 
y Y E X 2h para alguna h > k (recordemos que X es un conjunto se­
lectivo para la partición) . Notemos que y E D; también resaltemos que 
2k < 2k + 1 < 2h , por lo que y > n2k+l. De esta forma, por la definición 
de n2k+l , tenemos que ¡p(y) > ¡p(m) para toda m ~ ~2k ~ n2k+l. En 
particular x ~ n2k ~ ~2k' Y por lo tanto ¡p(y) > ¡p(x). 

3 ~ 4 Trivial. 

4 ~ 1 Sea {Xn : n E w} una partición de w donde cada X n (j. U. Definimos 

¡p(m) = n ~ m E X n . 

Por hipótesis existe D E U tal que 'PID es no decreciente. 

Afirmación 2.11 Cada conjunto 

es finito. 

11 {n E w : n:S ek} 1 = ek + 1, por lo cual existe Qk = máx {cp (m) : m :s ek}. Esto implica 
que 1 {n E D: cp (n) :s cp (m) para alguna m :s ed 1 :s Qk, pues cp es inyectiva. Entonces sr 
tiene sentido tomar nk+l = máx {n E D : cp (n) :s cp (m) para alguna m :s ek} . 

2En particular, ek E {n E D : cp(n) :s cp(m) para alguna m:S ed. 
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• 

Sea k E {m ~ mínDn}nD. Es obvio que k ~ mínDn. Como {k, mínDn} ~ 
D , Y t.p es no decreciente en D , entonces 

t.p(k) ~ t.p (mínDn ) = n, (2.1) 

pues mínDn E Dn ~ X n . Si suponemos que Dn es un conjunto infinito, 
existe m E Dn tal que m ~ k. Entonces 

n = t.p(m) ~ t.p(k). (2.2) 

Podemos concluir, por las ecuaciones 2.1 y 2.2, que t.p(k) = n para toda 
k E {m ~ mínDn} n D. Esto quiere decir que {m ~ mínDn} n D ~ X". 
Pero D E U y {m ~ mínDn} E U (su complemento es finito) , por lo que 
X n E U, una contradicción. Por lo tanto, Dn no es un conjunto infinito. 

Ahora definamos una función 'I/J : w ---> w como sigue: 

'I/J(a) = O 

si a rf. D ; si a E D, entonces está en alguna Dn = D n X n. Como 
vimos que Dn es un conjunto finito, podemos decir que es de la forma 
Dn = {m~n) < .. . < m~n)} . Entonces a = m~n) para alguna i = 1, ' " , kn . 
Definimos n 

'I/J(m~n)) = kn - i. 

Por hipótesis, existe D' E U tal que 'l/J ID' es no decreciente. 

Afirmación 2.12 Para toda n , D' n Dn contiene a lo más un p'unto. 

Supongamos que existen x, y E D' n Dn tal que x < y. Pero x = m~n ), 
y = m~n) para algunas i , j E {1 , · · · , kn } . Entonces i < j , lo que implica 
que -j < -i Y que 

'I/J (y) = kn - j < k" - i = 'I/J (x) . 

Pero quedamos que 'l/JID' era no decreciente, una contradicción. 

Si tomamos X = D n D' , entonces X E U es un conjunto selectivo para 
{Xn : n E w} , pues 

X n n X X n n (D n D') 

= (XnnD)nD' 

= Dn nD', 

como ya vimos, tiene a lo más un punto . 

Definición 2.13 Sea U un ultra filtro no principal sobre w. U es un p-p'unto 
si, y s610 si pam toda partición {An In E w} de w en No partes, tal que An rf. U 
pam toda n, existe X E U de manera que X n An es finita, para toda n E w. 
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En particular, todo ultrafiltro selectivo es un p-punto. 

Lema 2.14 Un ultrafiltro no principal U sobre w es un p-punto si, y s6lo si 
satisface lo siguiente: Si 

Aa ;2 Al ;2 ... ;2 An ;2 ... 

es una sucesi6n decreciente de elementos de U, entonces existe X E U tal que, 
para toda n, X - An es finito . 

Demostración. Supongamos que U es un p-punto, y sea 

Aa ;2 Al ;2 ... ;2 An ;2 ... 

una sucesión decreciente de elementos de U. Para simplificar el razonamiento. 
podemos hacer A_l = w. Construimos la siguiente partición de w, 

P = {An-l - An: n E w y An - An-l -# 0} U {{x}: x E ínfnEw(An)} 

donde el ínfimo está definido con el orden dado por la contención. Veamos que 
los miembros de la partición no pertenecen al ultrafiltro. 

Afirmación 2.15 Para todo conjunto B ~ w y toda X E U, B - X ~ U. 

Sea X E U, Y supongamos que B - X E U. Como B - X ~ w - X , implica 
que w - X E U, pero esto no es posible, ya que U es un ultrafiltro. 

Por lo tanto, en nuestro caso particular, 

An-l - An ~ U. 

Tampoco los elementos de la partición 

pertenecen al ultrafiltro, ya que son finitos y nuestro ultrafiltro es no principal. 
Verifiquemos ahora que P es una partición. Es claro que 

uP~w. 

Sea ahora x E w. 
Si "In E w(x E An ), entonces 

x E ínfnEw(An ) => {x} E P => x E UP. 

En caso contrario, sea nx = mín{n E w : x ~ An}. Esto quiere decir que 
x E Anz - 1' y que x E Anz - l - Anz ' Por lo tanto, Anz - l - Anz -# 0, y entonces 
Anz-l - Anz E P. Podemos concluir que x E UP. Por lo tanto 

w~uP, 
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y 
w=UP. 

Demostremos ahora que son ajenos dos a dos. Sean X y Y en P. Tenemos 
tres casos: 

Primero: Que X y Y estén contenidos en ínfnEw(An); i.e. que sean de la 
forma X = {x}y Y = {y} para algunas x y y en ínfnEw (An). Entonces es claro 
que 

X ti: y<=>{ x} ti: {y} <=> x ti: y <=> X n Y = {x} n {y} = 0. 

Segundo: Que uno de ellos esté contenido en ínfnEw(An) y el otro sea de 
la forma An-l - An para alguna n E w. Podemos suponer, sin pérdida de 
generalidad, que X = {x} para alguna x E ínfnEw(An), y que Y = Am-l - Am 
para alguna m E w. Tenemos que X = {x} <; ínfnEw(An) <; Am' Entonces, 

X n Y = {x} n Am-l - Am = 0. 

Tercero: X = An-l -An, Y y = Am-l -Am para alguna n y m en w. Como 
X ti: y ~ n ti: m. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que n < m. 
Entonces 

Por lo tanto, P sí es una partición de w. 
Como U es p-punto, existe X E U tal que, para toda Y E P, X n Y es finito. 

Aseguramos que X - An es finito para toda n E w. Antes, hay que demostrar 
que: 

n 
Afirmación 2.16 U (X n (Ak-l - Ak)) = X - An. 

k=O 

n 
Si U (X n (Ak-l - Ak)) = 0, la contensión 

k=O 

es trivial. Supongamos pues que no es vacía. Sea 

en particular, pertenece a alguna X n (Am-l - Am) para alguna m tal que 
O ~ m ~ n. Esto implica que Am ;2 An. Entonces 

x E X Y x ~ Am ;2 An ~ x E X Y x ~ An ~ x E X - An. 

Por lo tanto, 
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De igual forma, si X - An es vacía, la contención 
n 

k~O (X n (Ak-l - Ak)) 2 X - An 

es trivial. Supongamos ahora que X - An =J 0. Sea x E X - An y no = 
mín{n E w : x f/. An} . Entonces x E Ano-l Y por lo tanto, 

n 
X E X n (Ano-l - Ano) ~ k~O (X n (Ak-l - Ak)) . 

Concluimos que 

y finalmente 
n 

X - An = U (X n (Ak-l - Ak)). 
k=O 

Para cada k, Ak-l - Ak = 0 o Ak-l - Ak E P. Esto quiere decir dos 
cosas: la primera que si k =J k', entonces (Ak'-l - Ak,) n (Ak - l - Ak) = 0; y la 
otra que IX n (Ak - l - Ak)1 es cero (si Ak-l - Ak = 0) o es a lo más finita, si 

n 
Ak-l - Ak E P , pues U es p-punto. Entonces X - An = U (X n (Ak-l - Ak )) 

k=O 
es unión finita de conjuntos finitos, y por lo tanto X - An es finito. 

Ahora, sea U un ultrafiltro no principal de tal forma, que para cada sucesión 
Ao 2 Al 2 A2 2 ... , donde An E U para toda n E w, existe una X E U tal que 
X - An es finita para toda n E w. 

Sea P = {Xn}nEw una partición de w tal que Xn f/. U para toda n E w. 
Construimos la siguiente sucesión: 

Como 
2 3 

e U Xk ~ U Xk ~ . . . 
k=O k=O 

~ (~Xk)C 2 ( (; Xk)C 2 ( Ü Xk)c ... 
k=O k=O k=O 

por lo que 
Ao 2 Al 2 A2 2··· . 

Por otro lado An = Ü Xk)C = él xf por las leyes de De Morgan. Como U 
k=O k=O 

es ultrafiltro, 
C n C X k E U ~ n X k = An E U. 

k=O 
Por la hipótesis, existe X E U tal que X - An es finito. Además 

C n n 
X - An = X n ~ = X n ( U Xk) = U (X n Xk) 

k=O k=O 
por la propiedad distributiva de la unión y la intersección. Concluimos que 

n 
IX n Xnl S; I U (X n X k) I = IX - Anl el cual ya vimos arriba que es finito. 

k=O . 
Por lo tanto IX n X n I es finito. • 
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2.3 Combinatoria Infinita 

Definición 2.17 Sea A un conjunto y n E w tal que IAI 2: n. Definimos [At = 
{X ~ A: IXI = n} . A los elementos de [At les llamamos los n-conjuntos de 
A. 

Definición 2.18 Sea {Xl, ... , Xk} una partición de [At. H es homogéneo para 
la partición si, y s6lo si H ~ A Y [H¡n ~ Xi pam alguna i E {1, ... , k}. 

Un resultado muy conocido de combinatoria infinita es el siguiente. (Una 
demostración detallada puede consultarse en [10], páginas 321 y 322). 

Lema 2.19 (Teorema de Ramsey) Sean n y k números naturales. Toda 
partici6n {Xl, ... , Xk} de [wt en k pedazos tiene un conjunto infinito homogé­
neo. De manera equivalente, pam toda F : [w¡n ...... k, F sobreyectiva, existe una 
H infinita tal que H ~ w, y F es constante en [Ht. 

Para entender un poco más este teorema, ayuda pensar en las particiones 
como coloraciones; es decir, pintamos los n-conjuntos de w de k colores distin­
tos. Por lo tanto, el teorema de Ramsey nos dice que bajo estas condiciones, 
existe un subconjunto infinito de w, cuyos n-conjuntos son todos del mismo 
color. 

Como vimos, un ultrafiltro selectivo también es llamado de Ramsey. El 
siguiente teorema nos da una idea de la razón de este nombre. La diferencia con 
el teorema de Ramsey es que se sustituye al conjunto homogéneo infinito, por 
un conjunto homogéneo miembro del ultrafiltro. 

Proposición 2.20 Sea U un ultrnfiltro no principal sobre w. Entonces U es se­
lectivo si, y sólo si toda partición finita {Yl , ... , Yd del conjunto [w] n de subcon­
juntos de w de n elementos (n un número finito) tiene un conjunto homogéneo 
HE U. Esto es, [H]n ~ l'i pam alguna i. 

Demostración. Supongamos que U tiene la propiedad de partición asumida 
por el teorema, y queremos demostar que U es selectivo. Tomamos una partición 
P = {Xi }iE I de w, donde Xi rf- U para toda Xi E P. Tenemos que encontrar 
un conjunto X E U de tal forma que IX n Xi I ~ 1 para toda Xi E P. Definimos 
los siguientes conjuntos: 

Y1 = {{x , y} E [w]2: x,y están en el mismo miembro de la partición P}; 
Y2 = [w]2 - Yl . 

{Yi, Y2 } es una partición de [wj2. Por la hipótesis, existe un elemento H E U 
tal que H es homogéneo para la partición. Este H es el conjunto selectivo que 
buscamos. Veamos que IH n Xii ~ 1 para toda Xi E P. Supongamos que para 
alguna i E I, existen n =1= m tales que { n , m} ~ H n Xi. Por ser H homogéneo 
para {Yl , Y2}, [Hf ~ Yl o [H]2 ~ Y2; pero n y m están en el mismo miembro 
de la partición Xi, entonces {n , m} ~ Yl por la definición de Yl . Por lo tanto, 

[H]2 ~ Yl . 
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Fijemos n y sea k E H. Entonces {n, k} E [H]2 S;; Yl , por lo que k está en 
el mismo miembro de la partición que n. Por ende, H S;; Xi. Como H E U 
y U es ultrafiltro, tenemos que Xi E U, una contradicción. Por lo tanto, la 
cardinalidad de H n Xi es, a lo más, uno. 

Ahora supongamos que U es un ultrafiltro selectivo. Vamos a demostrar 
primero que: 

Afirmación 2.21 Si Xo 2 Xl 2 X 2 2 ... son conjuntos en U, entonces existe 
una sucesión ao < al < a2 < ... tal que {an}nEw E U yan+l E X an pam toda 
n. 

Ahí vamos. Sean Xo 2 Xl 2 X2 2 ... conjuntos en U. Como U es un 
p-punto, existe Y E U tal que cada Y - Xn es finita por el lema 2.14. 

Definamos una sucesión Yo < Yl < . .. en Y como sigue: 

Yo mín{yEY:{ZEY:z>y}S;;Xo}; 

Yn+l = mín {y E Y: y > Yn Y {z E Y : Z > y} S;; X y ,.}. 

Sean 

Ao {y E Y : y ~ Yo} ; 

An+l {y E Y : Yn < y ~ Yn+d· 

{An} nEw es una partición de Y. Por lo tanto, podemos definir una partición de 
w como sigue: 

P = {An}nEw U {yC : si yC i= 0} . 

Es claro que toda An es finita por lo que ninguna pertenece a U; por otro lado, 
y E U implica que yC rt. U. Entonces P es una partición, cuyos elementos no 
son miembros de U. Como U es selectivo, entonces existe X E U tal que su 
intersección con cada miembro de P es de un elemento. Sea 

X' =XnY; 

es decir, elementos de X que se encuentren exclusivamente en alguna A n. 
Además, X' es intersección de elementos de U, por lo que X' E U. Entonces 
podemos decir que X'nAn = {Zn} , pues X' S;; X Y IXnAnl = 1. Si x E X' S;; Y, 
entonces x E An para alguna n E w, pues P es una partición de w. Entonces 
x = Zn. De esta forma, {Zn}nEw 2 X', por lo que {Zn}nEw E U. Por lo tanto, 
{Zn}nEw es un conjunto de manera que {Zn}nEw E U Y zn E An para toda n . 

Como 
Zn+2 E An+2 = {y E Y : Yn+2 < Y ~ Yn+3}, 

entonces Zn+2 > Yn+2. Por la definición de Yn+2, 
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Como Yn+l 2 Zn (ya que zn E An = {y E Y: Yn < y:::; Yn+¡}), 

y por lo tanto 

Si hacemos an = Z2n Y bn = Z2n+l para toda n, ya sea que {an}nEw E U o 
que {bn}nEw E U por el lema 2.5. En cualquier caso obtenemos una sucesión 
donde se cumple la afirmación 2.2l. 

Ahora utilicemos esta afirmación para probar la propiedad de la partición. 
Procedamos por inducción. 

Para n = 1, sea F una partición de [w] en k partes3 . Podemos hacer G : 
w --+ k de tal forma que G(n) = F({n}). Tenemos dos casos: Si existe m < k, 
G-1(m) E U, ya terminamos, pues [G-1(m)] = F-1(m). En caso contrario, 
\:1m < k, G-1(m) rt U; entonces (G-l(m))C E U porque U es ultrafiltro y por 
ende n [G- 1 (m)f E U. Como G es una partición de w, usando las leyes de 

m<k 
De Morgan se obtiene que 

y por lo tanto G-l (k) sería el homogéneo que estamos buscando. 
Sea F una función sobreyectiva de [w]n+l en {1 , ... , k}. Para cada a E w, sea 

Fa una función sobre [w - {a}]n definida por 

Fa({Xl, .. . ,Xn}) = F({Xl, ... ,Xn} U {a}). 

Queremos usar la hipótesis de inducción, pero aún no es posible, pues la parti­
ción Fa está definida sobre [w - {a}]n y no sobre [w]n. Pero a Fa la podemos 
extender a una F~ : [w]n --+ k + 1 de tal forma que F'(x) = Fa(x ) si a rt x , y 
F'(x) = k+ 1 si a E x. Entonces, por hipótesis de inducción, existe una H~ E U 
tal que [H~]n es homogéneo para F' sobre [w]n. Ahora hacemos Ha = H~ - {a} , 
y es claro que este conjunto es homogéneo sobre [w - {a }]n para la partición F. 
Además, como {a} es finito esto quiere decir que {a} C E U. Así que 

H~ - {a} = H~ n {a}c = Ha E U. 

Hagamos la siguiente partición de los naturales: Sea G definida en w tal que 
G(a) = Fa [Ha]; es decir, a cada natural a le asigna el "color" de los n-conjuntos 
del conjunto homogéneo correspondiente Ha. Entonces, por un razonamiento 
similar al de la base de inducción, existe X E U tal que G es constante en U. 
Por lo tanto, existe X E U tal que el valor constante de Fa es el mismo para 
toda a E X; digamos que Fa(x) = r para toda a E X y toda x E [Ha]n . 

:¡ Recordemos que una partición' de un conjunto X en k pedazos puede ser visto como una 
función sobreyectiva F : X .... k, Y donde el pedazo i-ésimo es F-l(i) para i E k. 
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Tomamos esta X, y para cada n , sea 

X n = X n Ha n Hl n . .. n Hn. 

Por la afirmación 2.21, existe una sucesión ao < al < a2 < .. . tal que an+l E 
X a" para cada n, y que {an}nEw E U. Sea 

H = {an+¡}nEw ' 

Para toda aHl E H, como ai ~ 0, se tiene que 

aHl E X a , ~ Xa = X n Ha ~ X, 

lo que quiere decir que, en todos los conjuntos homogéneos Ha'+I' sus n-conjuntos 
son "coloreados" del mismo color r de acuerdo con la coloración respectiva Fa, .. I • 

Además, si m = i + r + 1, entonces 

por lo que 
{am : m > i} ~ Ha" 

Entonces Fa, (x) = r para toda x E [{am : m > i}]n. Por lo tanto, para toda 
x E [H]n+l , con /3 = mín{m : am E x}, 

r . 

• 
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Capítulo 3 

Sobre la existencia de una 
función de numerosidad 

3.1 N umerosidades y funciones no decrecientes 

Sabiendo que (N, +,.,:S, 1, O) es un semi anillo positivo con elementos neutros, lo 
relacionaremos con el semi anillo parcialmente ordenado (F , +, .,:S) viendo que 
son homomorfos. Para ello, asociamos a cada <.p E F un conjunto etiquetado 
,4"" del cual nos fijaremos en su numerosidad. 

Ya hicimos notar que la familia de funciones 

F = {<.p : w --+ w: <.p es no decreciente} 

es un semianillo parcialmente ordenado (lema 1.19). Para todo conjunto etique­
tado A , la sucesión aproximante 

es no decreciente, y por tanto está en F. Inversamente, toda <.p E F es la 
sucesión aproximante lA de algún conjunto etiquetado A . Para toda <.p E F 
definamos <.p( -1) = O Y sea 

A<p,n = {O, 1, ... , <.p(n) - <.p(n -1) -1} 

para toda n E w (algunos de estos conjuntos pueden ser vacíos) . Entonces 

IA<p ,nl = <.p (n) - <.p (n - 1). 

Sea 
A<p = 1±I,4""n = U (,4""n X {n}) 

la unión disjunta de los conjuntos A<p,n Y como antes, a (x , n) E A<p lo escribimos 
como Xn. 
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Sea 
l", : A", --+ w 

la etiquetación tal que, para toda an E A"" 

Es decir, a cada miembro de A", le asigna el "color" del que está "pintado" de 
acuerdo a la unión ajena. Claramente A", = (~, l",) es un conjunto etiquetado. 
Además, 

'Y A", = cp 

pues, para toda n , 

'YA", (n) I(A",)nl 

= IA""ol + 1~, ll + ... + 1~,n-ll + I~,nl 
= (cp(O) - cp( -1)) + (cp(l) - cp(O)) + oo. 

+(cp(n -1) - cp(n - 2)) + (cp(n) - cp (n -1)) 

cp(n) - cp( -1) 

= cp(n) - O 

cp(n). 

(3.1) 

Recordemos que dos conjuntos etiquetados poseedores de la misma sucesión 
aproximante tienen la misma numerosidad (observación 1.11). Dado un conjunto 
etiquetado B , su función aproximante lB define un conjunto etiquetado ~ B' 

Como los dos tienen la misma sucesión aproximan te, por ende tienen la misma 
numerosidad. Por esta razón la siguiente función está bien definida: 

Definición 3.1 Sea l/: F ...... N la funci6n tal que l/(cp) = num(A<p) ' 

Observación 3.2 Para todo conjunto etiquetado B, l/ (¡B) = num (B). 

Teorema 3.3 l/ es 'un homomorfismo de semianillos parcialmente ordenados. 

Demostración . 

• 
• Preserva la suma. Por un lado, la ecuación 3.1 nos dice que 

lA", +>/> = cp+'l/J. 

Por otro lado, usando el lema 1.9 y la ecuación 3.1, 

Por lo tanto, 
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• 

Por la observación 1.11, num (A<pH') = num (A<p EB A,¡,). Entonces ten­
emos que 

v (1.{) + 'IjJ) = num(A<pH) 

num (A<p EB A,¡,) 

= num(A<p) + num (A",) 

= v(I.{)+'IjJ) 

= v(I.{))+v('IjJ). 

• La demostración que preserva producto es análoga a la demostración de 
la preservación de la suma . 

• Falta demostrar que v preserva el orden. Sea 1.{) :5 'IjJ. Entonces para toda 
n , 

'YA", (n) = I(A<p)nl = I.{)(n):5 'IjJ(n) = I(A",)nl = 'YA,. (n), 

y por lo tanto 

v(I.{)) = num(A<p) :5 num(A,¡, ) = v('IjJ) 

por la propiedad (i) de las numerosidades . 

3.2 Conjuntos calificados 

En esta sección damos la definición de un conjunto calificado. La colección de 
conjuntos calificados resultará ser un ultrafiltro selectivo. 

Definición 3.4 Un conjunto D ~ w está calificado si existen I.{), 'l/J E :¡:l con 
v(I.{)) = v('IjJ) y D = {n: I.{)(n) = 'IjJ(n)}. 

En otras palabras, D e~tá calificado si, y sólo si existen dos conjuntos eti­
quetados equinumerosos A y B tales que D es el conjunto de niveles n en las 
que las aproximaciones finitas 'YA (n) = 'YB (n) coinciden. Sea 

e = {D ~ w : D está calificado} . 

Los siguientes resultados muestran que los conjuntos calificados son los 
elementos de un ultrafiltro selectivo. 

Lema 3.5 0 ti. C. Esto es, si I.{)(n) i= 'IjJ(n) pam toda n, entonces v(I.{)) i= v('IjJ) . 

1 Recordemos que :F = {r¡:> : w --+ w taJes que r¡:> es no decreciente }(Ierna 1.19). 
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Demostraci6n. Para cada n, 

[ep(n) - 7jJ (n)f > O 

~ ep2(n) - 2ep (n) 7jJ (n) + 7jJ2 (n) > O 

~ ep2(n) - 2ep (n) 7jJ (n) + 7jJ2 (n) ~ 1 

~ ep2(n) + 7jJ 2(n) ~ 2ep(n)7jJ (n) + 1. 

Como ves un homomorfismo de anillos parcialmente ordenados, obtenemos que 

(3.2) 

Sucede que v( ep) =1= v( 7jJ ): en caso contrario tendríamos que 

(3.3) 

y 
(3.4) 

Sustituyendo las ecuaciones 3.3 y 3.4 en la desigualdad 3.2 nos quedaría la 
desigualdad 

2v2(ep) ~ 2v(ep)2 + 1, 

lo que a su vez implicaría, aplicando las leyes de cancelación de las numerosi­
dades (proposición 1.21) , que O ~ 1, contradiciendo la observación 1.13 .• 

El siguiente lema nos será de utilidad en varios de los resultados subsecuentes 
cuando queramos demostrar que un conjunto está calificado. 

Lema 3.6 Sea {) D la función no decreciente tal que 

sinEDy 
{)n(n) =n+l 

en otro caso. Entonce D E C si, y sólo si V({)D) = v(lw). 

Demostraci6n. Por definición, si V({) D) = v(lw)' tenemos que 

n E D <=:> {)D(n) = n = l w(n) . 

Entonces D = {nl{)D(n) = lw(n)} Y por lo tanto, DE C. Recíprocamente, 
supongamos que D E C. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 

D = {n : ep (n) = 7jJ (n)} , 

donde v( ep) = v( 7jJ ) y ambas ep y 7jJ son estrictamente crecientes (en otro caso, 
consideramos ep' = ep + lw Y 7jJ' = 7jJ + lw, y es claro que ep( n) = 7jJ (n) <=:> ep' (n) = 
7jJ'(n)). Consideremos la función no decreciente T tal que 

T(n) = ep(n) 
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sinEDy 
r(n) = ep(n) + 1 

en otro caso. Si n E D, 

r(n) = ep(n) = 'IjJ(n) =J '!f;(n) + 1 

pues'IjJ es estrictamente creciente; si n rt D, entonces 

r(n) = ep(n) + 1 =J 'IjJ(n) + 1, 

ya que ep(n) =J 'IjJ (n), por lo que, para toda n E w, r(n) =J 'IjJ (n) + 1. Así, por el 
lema 3.5, ver) =J v('IjJ) + 1 = v(ep) + 1. Puesto que ep :S r :S ep + 1, tiene que ser 

ver) = v(ep) . (3.5) 

Pero 

(r + 1w) (n) { 
ep(n) + n si n E D 

( ep( n) + 1) + n si n rt D 

= { 
ep(n) + n si n E D 

ep(n) + (n + 1) si n rt D 

(ep+ 13D )(n) , 

por lo tanto 
ver) + v(lw) = v(ep) + v(13 D ), 

y, usando la ecuación 3,5 junto con las leyes de la cancelación, 

• 
Ya vimos que un conjunto calificado está compuesto de elementos donde 

concuerdan las sucesiones aproximantes de conjuntos etiquetados y cuyas nu­
merosidades correspondientes son las mismas. Pero se puede decir más: dadas 
dos funciones cualesquiera, si el conjunto donde coinciden es un conjunto califi­
cado (es decir, el conjunto calificado no necesariamente tiene que estar determi­
nado por estas dos funciones) entonces tienen la misma numerosidad asociada. 

Proposici6n 3.7 D = {n: ep(n) = 'IjJ(n)} E e<=> v(ep) = v('IjJ). 

Demostraci6n. Una dirección es la definición de conjunto calificado. Para la 
otra, notemos que 

36 



ya que 

(<p . lw) (n) + <p (n) + (1/J . ~) (n) = { <p (n) . n + <p (n) + 1/J (n) . n si n E D 
<p (n) . n + <p (n) + 1/J (n) . (n + 1) si n rt D 

{ 
<p(n) · n+<p(n)+ 1/J (n)·nsinED 

<p (n) . n + <p (n) + 1/J (n) . n + 1/J (n) si n rt D 

= { 1/J (n) . n + <p (n) + <p (n) . n si n E D 
1/J (n) . n + 1/J (n) + <p (n) . n + <p (n) si n rt D 

= { 1/J(n) ·n+ <p(n) + <p (n) · nsinED 
1/J (n) . n + 1/J (n) + <p (n) . (n + 1) si n rt D 

= (1/J. 1w)(n) + 1/J (n) + (<p . t9)(n) . 

Por lo tanto 

Si I/(~D) = 1/ (lw), entonces claramente I/(<p) = 1/(1/J). • 

Proposición 3.8 Sean D y E subconjuntos de w. Entonces 

1. D E C ~ w - D rt C; 

2. Si D es unitario, entonces D rt C; 

3. Si D y E están calificados, entonces D n E E C. 

Demostración. 

1. Para cada n E w, 
~ D (n) + 19 DC (n) = n + n + 1 

que a su vez quiere decir que 

Entonces 
1/('!9D) + I/(~DC ) = v(lw) + I/(lw) + l. (3.6) 

Sea DE C. Si DC E e, usando el lema 3.6, tenemos que 

Pero sustituyendo estas igualdades en la ecuación 3.6, y usando las leyes 
de la cancelación de numerosidades (proposición 1.21) , tendríamos que 
0= 1, lo que contradice a la observación 1.13. Por lo tanto, DC E C. 

Inversamente, notemos que para toda n E w, 

n :5 ~D(n) :5 n + 1, 
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o lo que es lo mismo, 
1w :s; {) D :s; 1w + 1. 

Por ende, 
v(lw) :s; v ({)D) :s; v (lw + 1) = v (lw) + 1. 

Si V({)D) i: v(lw ), Le., si D no está calificado (lema 3.6), entonces, 

(3.7) 

Usando las ecuaciones 3.7 y 3.6 obtenemos que V({)DC) = v(lw ), y por lo 
tanto De es calificado por el lema 3.6. 

2. Sea k dado, y consideramos los conjuntos etiquetados A = ({O, 1}, lA ) Y 
B = ({l},lB) donde 

lA (O) O; 

lA(l) = k + 1 

y 

El lector observador se habrá dado cuenta que no estamos usando la eti­
quetación canónica, pero se utilizan números naturales para mayor clari­
dad, ya que para la prueba no importa en absoluto el tipo de elementos 
sino que los conjuntos sean de cardinal 2 y 1 respectivamente. Aclarado 
esto, sigamos con la prueba. Por un lado, 

1 A ( n) = 1 si n :s; k 

y 
1 A (n) = 2 si n > k . 

Por otro lado 
1 B (n) = 1 {:} n 2 k. 

Entonces {n : IA(n) = IB(n)} = {k}. Como 

v(¡A) =num(A) = 2 i: 1 = num(B) = v(¡B) ' 

(la numerosidad de los conjuntos finitos coincide con su cardinal, ver 
proposición 1.12, inciso 4) {k} no está calificado por la proposición 3.7. 

3. Tenemos dos casos: 

(a) O rt (E - D) U (D - E). De manera equivalente O E (D n E) o O rt 
(D U E); es decir, el cero está en los dos o no está en ninguno de los 
dos. Por hipótesis V({)D) = V({)E) = v(lw ) , y por tanto 

(3.8) 
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Queremos que {) D . {) E Y lw . lw sean las funciones que definan a 
En D. Por un lado 

Sea 

D n E = {n E w : n E D Y n E E} 

{n E w: {)D (n) = n y {)dn) = n} 

~ {nEw:({)D·{)E)(n)=n2
}. 

Supongamos que n ~ D n E . Tenemos otra vez dos casos: 

(3.9) 

• n no pertence ni a D ni a E . Entonces, usando la definición de 
{) y 3.9 

Pero esto no puede ser: Si 

entonces 
n2 + 2n + 1 = n2

, 

que a su vez implicaría que 

2n + 1 = O, 

una contradicción (el cero no es impar) . 
• n está en uno, pero no está en otro, esto es, n E (E - D) U 

(D - E). Entonces 

{) D (n) . {) E (n) = n (n + 1) = n2
, 

lo que implicaría que 

y por lo tanto 
n =0. 

Pero supusimos que O ~ (E - D) U (D - E) . 

Por lo tanto, n E D n E, y 

{n E W : ({)D . {)E)(n) = n2
} = D n E. (3.10) 

Entonces, por las ecuaciones 3.8, 3.10 Y la definición 3.4, D n E está 
calificado. 

(b) Ahora supongamos que O E (E - D) U (D - E) . Podemos suponer 
sin pérdida de generalidad que O E D (y no está en E). 
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• 

Afirmación 3.9 Para cualesquiera A, B ~ w, si A U B E C, y O 'i 
(A U B), entonces A E C o BE C. 

Sea 
AuB E C. (3.11) 

Seguiremos de manera muy parecida la prueba del lema 2.5. Si 
ninguno de A o B está, entonces está su complemento; es decir, 
AC E C y BC E C. Como 

O'i(AUB), 

entonces 

Pero esto querría decir, por el inciso (a), que 

una contradicción con 3.11 y el primer inciso de esta proposición que 
estamos demostrando. 

Regresemos a lo que estábamos haciendo. Como {O} es unitario, no 
está calificado por el inciso 2. Entonces 

{O}C = (D- {O}) UDC E C, 

y por lo que acabamos de demostrar en la afirmación 3.9, DC E C 
o D - {O} E C. Pero D E C, por lo que sólo puede suceder que 
(D - {O}) E C. Entonces, D n E = (D - {O}) n E está calificado por 
lo que demostramos en el caso (a) . 

El lema 3.5, la proposición 3.8 y el lema 2.6 nos demuestran que la colección 
C de conjuntos calificados es un ultrafiltro no principal. 

Proposición 3.10 Para toda funci6n <p : w --> w existe una 1jJ E F tal q1te 
{n : <p(n) = 1jJ (n)} E C. 

Demostración. Primero definimos dos funciones ~ y ( de la siguiente manera: 

~(n + 1) = ((n) = <p(0) + ... + <p(n) 

y 
~(O) = O. 

Claramente ~ y ( son funciones no decrecientes, y además son tales que 

(3.12) 
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pues 

y 

~(O) + cp(O) = 0+ cp(O) 

= cp(O) 

= ((O), 

~(n + 1) + cp(n + 1) = (cp(O) + ... + cp(n)) + cp(n + 1) 

((n + 1). 

En particular ~ :::; (. Por lo tanto existen conjuntos etiquetados A~B tales que 

v(~) = num(A) (3.13) 

y 
v(() = num(B). (3.14) 

Sea e = B-A. Como siempre, denotemos por 'YA,'YB Y'Ye a las sucesiones 
aproximantes correspondientes. Ya vimos que 'Y Al3Je='Y B (ver demostración de 
que N es un semianillo positivo, proposición 1.22, ecuación 1.7) , entonces 

i.e., 
V("(A) + v(,,(c) = v("(B)· (3.15) 

Sabemos por la observación 3.2 y las ecuaciones 3.13 y 3.14 que 

(3.16) 

y 
V("(B) = num(B) = v((). (3.17) 

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones 3.16 y 3.17 en la ecuación 3.15, 

V(~) + V ("(e) = v(~ + 'Y e) = v((). (3.18) 

Entonces 
{n: ~(n) + 'Yc(n) = ((n)} = {n: 'Yc(n) = cp(n)} 

(la igualdad se da por la ecuación 3.12) está calificado por la ecuación 3.18, 
y la función 'IjJ = 'Ye satisface la tesis. _ 

3.3 ¿Existe una función de numerosidad? 

La mayor parte de esta sección se dedica a la demostración de que la existencia 
de una función de numerosidad es equivalente a la existencia de un ultrafiltro 
selectivo. 
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Sea D un ultrafiltro propio sobre un conjunto 1, tal que 1 =1= 0, y para toda 
i E 1, los conjuntos Ai =1= 0. Sea 

rr Ai = {f : 1 -+ U A i : para toda i El, f (i) E Ai} 
iEI iEI 

el producto cartesiano. Sea 

f =D 9 ~ {i El: f (i) = 9 (i)} E D. 

Se trata de establacer qué tan parecidas son dos" 1 -adas" según D . 

Lema 3.11 = D es una relaci6n de equivalencia. 

Demostración. La relación =Dhereda la simetría de la igualdad y es reflex­
iva debido a que {i El: f (i) = f (i)} = 1 E D, por la propiedad 1 de los 
ultrafiltros. Sea f =D 9 Y 9 =D h. Esto quiere decir que 

{i E 1: f(i) =g(i)} E D 

y 
{i El: 9 (i) = h (i)} E D. 

Por lo tanto, 

{i El: f (i) = 9 (i)} n {i El: 9 (i) = h (i)} E D. 

Como 

{i El: f (i) = 9 (i)} n {i El: 9 (i) = h (i)} ~ {i El: f (i) = h (i)} , 

entonces 
{i El: f(i) = h(i)} E D, 

y por lo tanto, f = D h. • 

Notación 3.12 Sea [J] = {g E .IT Ai : f =D g}. 
iEI 

Definición 3.13 El producto reducido de las Ai mooulo D es 

A 1 se le llama el confunto índice para ITD ~. En el caso especial donde D 
es un ultra filtro sobre 1, el producto reducido ITD Ai se le llama ultraproducto. 
Cuando todos los conjuntos Ai son los mismos, por decir ~ = A para toda i El, 
el producto puede ser escrito Ab, y se le llama la potencia reducida de A mooulo 
D. En particular, si Des unultrafiltro, a Ab se le llama la ultrapotencia de A 
mooulo D o la D-ultrapotencia de A. 
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Ahora vamos a realizar la demostración de uno de los resultados principales 
de la tesis. 

Teorema 3.14 Existe una funci6n de numerosidad si, y s6lo si existe un ultm­
filtro selectivo. 

Ya hicimos notar que la familia e de conjuntos calificados es un ultra filtro no 
principal sobre w. La selectividad de e se sigue directamente de la proposición 
3.10 (y la proposición 2.10). 

Ahora supongamos que existe un ultrafiltro selectivo U. Consideramos la 
ultrapotencia de w módulo U: 

donde [<p] es la clase de equivalencia de <p módulo la relación de equivalencia 

<p =u 7f; ~ {n: <p(n) = 7f;(n)} E U. 

Se dice que <p es U -equivalente a 7f;. 

Definición 3.15 Sea [<p] S [7f; ] ~ {n: <p(n) S 7f; (n)} E U. 

Proposición 3.16 S está bien definida (i.e., no depende de los representantes 
escogidos en las clases de equivalencia). 

Demostración. Sean [<p] S [7f; ],<p =u <p' y 7f; =u '1jJ'. Entonces {n : <p(n) ::; 
7f;(n)} , {n: <p(n) = <p'(n)} y {n: 7f; (n) = 7f;'(n)} están en U. Por lo que 

{n: <p(n) = <p'(n)} n {n: 7f;(n) = 7f;'(n)} n {n : <p(n) ::;1jJ(n)} E U; 

pero 

{n: <p(n) = <p'(n)}n{n : 7f;(n) = 7f;'(n)}n{n: <p(n) ::; 7f;(n)} ~ {n: <p'(n) ::; 7f;'(n)}, 

lo que implica que 
{n : <p'(n) ::; 7f;'(n)} E U. 

Por lo tanto, [<p'J S [7f;'J. • 

Proposición 3.17 (N,::;) es un conjunto linealmente ordenado. 

Demostración. Sean <p,7f; : w ---> w. Entonces 

w = {n : <p(n) ::; 7f;(n)} U {n: 7f;(n) S <p(n)}. 

Como U es ultrafiltro sobre w, w E U. Por el lema 2.5, {n : <p(n) ::; 7f;(n)} E U 
o {n: 7f;(n) ::; <p(n)} E U; es decir, [<p] ::; [7f;] o [7f;] ::; [<pJ .• 

Proposición 3.18 Cada <p :' w ---> w es U -equivalente a alguna sucesi6n no 
decreciente. 

43 



Demostración. Puesto que U es selectivo, existe D E U, tal que 'PID es no 
decreciente (proposición 2.10). Definamos 

donde 
d,.. = mín{d E Dld 2 n}. 

Es claro que 
n$; dn . (3.19) 

Veamos que 'ljJ es no decreciente. Sean n, m E w tales que 

n$; m. 

Basta mostrar que dn $; dm pues 'PID es no decreciente. Pero, usando la de­
sigualdad 3.19, 

por lo que 
dn = mín{d E Dld 2 n} $; dm. 

Entonces, 
'ljJ (n) = 'P (dn ) $; 'P (dm ) = 'ljJ (m). 

Además, si n E D , entonces dn = n , por lo que 'ljJ (n) = 'P (n). Entonces 
D ~ {n E w: 'P(n) = 'ljJ (n)}, y por ende {n E w: 'P(n) = 'ljJ (n)} E U. Por lo 
tant0'P =U 'ljJ . • 

Para todo conjunto etiquetado A, definimos num(A) = b Al como la clase de 
equivalencia de su sucesión aproximante l' A : n --t IAnl. Vimos en la proposi­
ción de arriba que cada 'P : w --t W es U-equivalente a alguna sucesión no 
decreciente, y por tanto, la sucesión aproximante de algún conjunto etiquetado. 
Esto prueba que num es sobre. Para probar que num es una función de nu­
merosidad, tenemos que demostrar las propiedades (i) , (ii) , Y (iii) establecidas 
en la definición 1.10. 

Como siempre, sea l' A la sucesión aproximante de A. 

Proposición 3.19 Si [1'AJ = bA'J y bBJ = [1'B,J, entonces bAltIBJ = bA'l±Is,J 
y bAXB] = bA' XB']· 

Demostración. Sabemos que 

y 
{n E whs(n) = 1'B,(n)} E U. 

Entonces 
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y como 

entonces 

i.e, 

{n E wh A(n) = "YA,(n)} n {n E whB(n) = "YB' (n)} 

e {n E wlb A + "YB)(n) = b A' + "YB' )(n)} , 

Pero, por el lema 1.9, 

y 

"YA' +"YB' = "YA' ~B'· 

Por lo tanto 

bA~B] = bA'~B']· 
De manera análoga se demuestra que 

• 
La primera propiedad de las numerosidades se cumple de manera trivial de 

la definición, porque si 

para toda n, entonces claramente 

num(A) = bA] :s ["YB] = num(B) , 

pues el conjunto donde se da la desigualdad es todo w, y w E U. 
Si num(A) = num(A/) y num(B) = num(B/), esto es, si b A] = b A' ] Y 

["YB] = b B' ]' entonces 

por la proposición 3.19. Por lo tanto, 

num(A E9 B) = num(A' E9 B /). 

Similarmente, 
num(A 0 B) = num(A' 0 B/) 

Y la propiedad (iii) está probada. Hacemos notar que hasta este punto no se ha 
utilizado el hecho de que U sea selectivo. 

Supongamos que B S; A. Por lo tanto, existe ao E A-B. Sea no = lA (ao)· 
Como B S; A, Y para toda b E B , lB (b) = lA (b) sucede que, para toda m ~ no, 

{b E BllB (b) :s m} S; {a E AllA (a) :s m}. 
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Ya que ambos conjuntos son finitos, 

para toda m ;::: no. Entonces {n E w b B (n) < 'Y A (n)} es cofinito y, por lo tanto, 
en U. De esta forma, 

num(B) = bB] < ['YA] =num(A). 

Inversamente, sea [cp] < num(A), que mentalmente lo debemos tomar como 
{n E wlcp(n) < 'YA(n)} E U. Puesto que U es selectivo, podemos asumir sin 
pérdida de generalidad que cp es no decreciente por la proposición 2.10. Tenemos 
que encontrar un subconjunto etiquetado propio B s:: A tal que num(B) = [cp]. 
Primero probaremos lo siguiente. 

Afirmación 3.20 Afirmamos que existe un conjunto 

H = {ko < k1 < k2 < ... } E U 

tal que 

paro toda n > O. 

Se sigue de la propiedad de Ramsey de la propisición 2.20. Consideremos el 
siguiente subconjunto de [wj2: 

y = {{m,m'} : m > m' y cp(m) - (m') S 'Y A(m) - 'Y A(m')} 

y escojamos un conjunto homogéneo H = {ka < k1 < k2 < ... } E U para la 
partición {Y, Y'} , donde y' = [wj2 - Y. Notemos que [Hj2 ~ y' es imposible: 
Supongamos que es cierto que [Hj2 ~ Y'; entonces se tiene que 

para toda n > O, lo cual implica que 

para toda n > O. De esta desigualdad, tenemos que 

Basta entonces que n > 'Y A(ko) - cp(ko), para que cp(kn ) > 'Y A (kn) que, a 
su vez, implica cp(kn) > 'YA(kn ) para todas, excepto un número finito de n 's, 
contradiciendo la hipótesis {n: cp(n) < 'YA(n)} E U. Por lo tanto, debe ser que 
[Hj2 ~ Y, y H satisface la afirmación. 
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Ahora queremos definir B <;; A con num(B) = [<p]. Sin perder generalidad, 
podemos asumir que 

(3.20) 

para toda h E H (de otro modo, tomemos H' = H n {n E w : <p(n) < 'Y A(n)}). 
Igual que antes, para no hacer dos casos, sea ALl = 0 y <p (k_ 1) = O. Escogemos 
A~ ~ Akn - Akn _l con 

I~I = <p(kn) - <p(kn-¡). 

Esto es posible pues IAkn - Akn_ll = IAkn I - IAkn_11 = 'Y A (kn ) - 'Y A (kn_¡) , Y 
por la propiedad de H en la afirmación 3.20 (y por la desigualdad 3.20 cuando 
n = O). Sea B el subconjunto etiquetado de A cuyo dominio es la unión de todos 
los~. Para toda a E ~ ~ Akn - Akn_l' tenemos que LB (a) = LA (a) = kn 
(ver observación 1.4). Entonces 

I {a E B: lB (a) = kn} I = IA~I = <p(kn) - <p(kn-¡). 

Por lo tanto, 

'YB (kn) IA~I + IA~I + .. . + IA~_ll + IA~I 
(<p (ka) - <p(L¡)) + (<p (k¡) - <p(ko)) + ... 
+ (<p (kn-¡) - <p (kn-2)) + (<p (kn) + <p (kn- 1)) 

<p (kn) - <p (L¡) 

= :p(kn)-O 

<p(kn) 

Entonces la función aproximante 'Y B de B es tal que 'Y B (h) = <p( h) para toda 
hE H. Concluímos que la num(B) = bBl = [<p], como queríamos. • 

Hacemos notar que la construcción de arriba muestra que la asignación de 
numerosidades a conjuntos etiquetados no está determinada de manera única 
(depende del ultrafiltro selectivo). Por ejemplo, sean PAR= {2n : n E w} e 
1 M P AR= {2n + 1 : n E w} los conjuntos de números naturales pares e impares, 
respectivamente. Comparemos sus sucesiones aproximantes (con la etiquetación 
canónica): 

n O 1 2 3 4 5 6 
'YPAR (n) 1 1 2 2 3 3 4 

'YIMPAR (n) O 1 1 2 2 3 3 

Como w tiene la sucesión aproximante 

n O 1 2 3 4 5 6 
'Yw (n) 1 2 3 4 5 6 7 

es claro que 

'YPAR+'YIMPAR ='Yw' 
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y por lo tanto, 

num (PAR) + num (IMPAR) = num (w) = a. 

Cuando el ultrafiltro selectivo subyacente U de conjuntos calificados contenga 
al conjunto de los números impares (siempre contiene a uno de los dos, ya que 
PARES U IMPARES = w y w E U , ver lema 2.5), entonces 

I M PAR = {n E w : 'PAR (n) = 'I M P AR (n) } , 

y por lo tanto 
num(PAR) = num(IMPAR) . 

Entonces 
a = num(w) = num(PAR) + num(IMPAR) 

es par. Por el contrario, si U contiene al conjunto de los números pares, entonces 

{n E w : 'PAR (n) = 'IMPAR (n) + l} = PAR. 

Por lo tanto, 
num(PAR) = num(IMPAR) + 1 

ya es impar. 

Enfaticemos que este ejemplo, al igual que otros similares, son fácilmente 
solubles postulando condiciones adicionales. Por ejemplo, podríamos poner las 
siguientes dos condiciones naturales: 

(al) Para todo número natural k > O, a es múltiplo de k (i.e. a = k . {3 para 
alguna numerosidad {3); 

(a2) Para todo número natural k > O, a es una k-ésima potencia (i.e. a = {3k 
para alguna numerosidad {3). 

Es decir, la numerosidad de los números naturales es múltiplo de cualquier 
número natural. Si denotamos por kw = {kn : n E w} y w(k) = {nk : n E w}, 
entonces se prueba la siguiente proposición: 

Proposición 3.21 Las propiedades de arriba son equivalentes a las condiciones: 
(al)' num(kw) = a/k, y (a2)' num(w(k») = tIQ, respectivamente. 

Demostración. (al)' y (a2)' implican trivialmente a (al) y (a2) resvectiva­
mente de manera trivial. Demostremos que (al) implica (al)'. Sea k > O. Por 
un lado, notemos que 

n O 
'kw (n) 1 

o dicho de otro modo, 

k -1 k 
1 2 

2k -1 2k 
2 3 

'kw (n) = m + 1 cuando km < n + 1 :s k (m + 1) . 
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En particular, cuando n + 1 = k· m para alguna m E w, 

'Ykw (n) = m. (3.21) 

Por otro lado, nuestra hipótesis implica que existe un conjunto etiquetado A 
tal que k· num (A) = a, es decir, {n E w : k · 'Y A (n) = n + 1} E U (recordemos 
que 'Yw (n) = n+ 1). Sea n en este conjunto. Entonces n+ 1 = k ·'Y A (n) , Y usando 
la ecuación 3.21, 'Ykw (n) = 'YA (n), Y por ende, k· 'Ykw(n) = k · 'YA (n) = n + 1. 
Por lo tanto, 

{n E w : k · 'YA (n) = n + 1} ~ {n E w: k· 'Ykw(n) = n + 1}, 

y 
{n E w: k· 'Ykw(n) = n + 1} E V; 

es decir, bw] = [k· kw]. Análgoamente, (a2) implica (a2)' . _ 
Es sabido que la existencia de ultrafiltros selectivos es independiente de 

Z F E. De hecho, por un lado, los ultrafiltros selectivos existen si asumimos 
el axioma de Martin (ver referencia en [4]). Por otro lado, Kunen mostró que, 
suponiendo la consistencia de ZFE, es consistente ZFE con la no existencia de 
ultrafiltros selectivos (véase [10]). Entonces, tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 3.22 La existencia de una función de numerosidad no es demostra­
ble dentro de los axiomas de Z FE. 
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Capítulo 4 

Más propiedades de las 
numerosidades 

4.1 N umerosidades enteras y racionales 

Definición 4.1 Un anillo (R, +,.) es un semianillo con neutro aditivo tal que. 
paro toda a E R , existe a' E R tal que a + a' = O. Se dice que un anillo es 
conmutativo si su multiplicación lo es. Un anillo con identidad multiplicativa 
se dice que es 'un anillo con 'unitario. Nos referiTemos a un anillo R, en rugar 
de a un anillo (R, +, .), cuando no exista riesgo confusión. 

Definición 4.2 Si a y b son dos elementos distintos de cero de un anillo R tal 
que ab = O, entonces se dice que a y b son divisores de cero. 

La proposición y los dos teoremas siguientes los enunciaremos sin demostración. 
Para profundizar un poco más en esta parte algebraica, recomendamos leer [8]. 

Proposición 4.3 Sea R un anillo. Las leyes de la cancelación valen en R si, 
y sólo si R no tiene divisores de cero. 

Definición 4.4 Sea R un anillo con unitario. Un elemento u E R es 'una 
unidad de R si tiene un inverso multiplicativo en R. Si todo elemento dist'into 
de cero en R es una unidad, entonces R es un semi campo o anillo con división. 
Un campo es un anillo conmutativo con división. 

Definición 4.5 Un dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que no 
contiene divisores de cero. 

Teorema 4.6 Cualquier dominio entero D puede incrustarse en un campo F, 
tal que todo elemento de F puede expresarse como cociente de dos elementos. 
(Dicho campo F es un campo cociente de D). 
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Definición 4.7 Un campo linealmente ordenado (F, +,., 0,1,:5) es arquimedeano 
si, y s610 si para cualquier par de elementos a, b en F existe un número natuml 
n tal que b :5 na. 

Definición 4.8 Un subgrupo (N, +) de un anillo R que satisface rN ~ N Y 
Nr ~ N para todas las rE R es un ideal de R. 

Definición 4.9 Un ideal maximal de un anillo R es un ideal M tal que no 
existe ningún ideal propio N de R que contenga propiamente a M. 

Teorema 4.10 Sea R un anillo conmutativo unitario. Entonces, M es un ideal 
maximal de R si, y s610 si R/ M es un campo. 

Por un procedimiento bastante conocido, los enteros pueden ser representa­
dos como pares ordenados de números naturales identificados módulo la relación 
de equivalencia siguiente: 

(a,b) ~ (a',b') <=> a +b' = a' +b 

El par (a, b) se piensa como a-b. Respectivamente, cada número natural 
n se identifica con la clase de equivalencia del par (n, O). Las operaciones y la 
ordenación están definidas como sigue: 

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d); 

(a, b) . (c, d) = (ac + bd, bc + ad); 

(a, b) :5 (c, d) <=> a + d :5 b + c. 

Como w es un semi anillo positivo linealmente ordenado con elementos neu­
tros, se prueba que la construcción mencionada arriba genera un anillo conmu­
tativo linealmente ordenado con identidad, donde x :5 y <=> y = x + z para algún 
z E w. De igual forma, empezando con N, tenemos el anillo conmutativo lineal­
mente ordenado Z de nume1"Osidades enteras. Notemos que Z no tiene divisores 
de cero (porque N no tiene), y así podemos considerar su campo cociente: 

Q = { ± :~:~~; : A , B conjuntos etiquetados, B =1= O} 

Llamamos Q al campo ordenado de numerosidades racionales. Un elemento 
~ E Q está acotado si -n < ~ < n para algún número natural n. Decimos 
que f es infinitesimal si -1/n < f < l/n para toda n > O.Claramente Q = 
num (w) no está acotada y su recíproco 1/ Q es infinitesimal. Por lo tanto Q no 
es arquimedeano. 

Ahora sea Qa la colección de elementos acotados, e i la colección de todos los 
infinitesimales. Notemos que Qa es un subanillo de Q e i es un ideal maximal 
de Qa . De hecho, i es cerrado bajo la suma; si ~ es acotado y f es infinitesimal, 
entonces el producto ~ . f es infinitesimal; y la maximalidad se cumple porque 
cada numerosidad acotada (no cero) cuyo inverso no es acotado es infinitesimal. 
Como consecuencia, el cociente de Qa módulo i es un campo ordenado. Pero 
podemos decir más: 
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Teorema 4.11 El cociente Qa ji Y los números reales lR son isomorfos como 
campos ordenados. 

En particular, si denotamos por ~ la relación de equivalencia de ser infini­
tamente cercano (i.e. ~ ~ 1] {:::> ~ -1] es infinitesimal) entonces todo número real 
r está representado (salvo infinitesimales) como una fracción: 

r ~ ± num(A). 
num(B) 

Así, mientras un número racional es la razón de las numerosidades de dos 
conjuntos finitos, un número real es el radio de las numerosidades de dos con­
juntos etiquetados (salvo infinitesimales). 

Por ejemplo, en nuestro contexto, el número real J2 está representado como 
sigue: 

J2 ~ num( {12, 22,32, ... }) 

num({2·12 ,2 · 22 ,2 · 32 , ... }) 

Debemos resaltar que, aislando unas cuantas propiedades de la numerosidad 
a = num(w), una presentación alternativa del análisis no estándar puede ser 
dada en términos realmente elementales. 

4.2 De las numerosidadades al análisis no están­
dar 

Definición 4.12 Dado un conjunto X , construimos la superestructum Voc(X) 
de X como sigue: 

Vo(X) = X; 

Vk+1(X) = Vk(X) U P(Vk(X)); 

Voc(X) = UkEw VdX). 

Es común considerar que X ;2 w es un conjunto de átomos o conjunto base, 
es decir, x n Voo(X) = 0 para cada x E X. 

De cualquier forma, con los siguientes resultados, dado un conjunto X, 
podemos construir un conjunto de átomos X' con la misma cardinalidad de 
X. 

Definición 4.13 La jemrquía acumulativa de conjuntos se define de la manera 
siguiente por recursión transfinita. 

Va = 0, 
Va+ 1 P(Va), 

Va = Uj3<a Vj3 si a es límite. 
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Lema 4.14 Para todo ordinal a, 

(a) Va: es transitivol . 

(b) Si ~ ~ a, entonces V{ ~ Va:. 

Demostración. Hagámoslo por inducción transfinita; asumimos que el lema 
es cierto para todas las /3 < a, y concluimos que es cierto para a. Hagámoslo 
por casos: 

• 

• a = O; trivial. 

• a es límite: (b) es inmediato de la definición, y (a) sigue del hecho de que 
la unión de conjuntos transitivos es transitiva. 

• a = /3 + 1. Puesto que V¡3 es transitivo, P (V¡3) = Va: es transitivo y 
V,8 ~ Va: ' Esto prueba (a) y (b) para a . 

El Axioma de Regularidad (o de Buena Fundación) implica que todo con­
junto está en alguna Va. Podemos por lo tanto dar la siguiente definición. 

Definición 4.15 El rango(x) (se lee el rango de x) se define como 

rango( x) = el mínimo ordinal a tal que x E Va:+ l. 

Por lo tanto, si a =rango(x), entonces x ~ Va:, x rt Va:, Y x E V¡3 para toda 
a> /3. 

Lema 4.16 Para toda a, Va: = {x: rango (x) < a}. 

Demostración. rango(x) < a {::> existe /3 < a tal que x E V,8+1 {::> x E Va: . • 

Lema 4.17 Si x E y , entonces rango(x) <rango(y). 

Demostración. Sea a =rango(y), entonces y E Va:+l = P (Va:). Si x E y , 
entonces x E Va:, por lo que rango(x) < a por el lema 4.16 . • 

Lema 4.18 rango(X) = /3 + 1 {::> existe Xo E X tal que 

rango (xo) = /3 = máx {rango (x) : x E X} . 

Demostración. Primero el regreso. Sea x E X. Como 

/3 = máx {rango (x) : x E X} , 

entonces rango(x) ~ /3, lo que a su vez implica que x E l'rango(x)+l ~ V.B+l. Por 
lo tanto, X ~ V,8+1 y 

rango (X) ~ /3 + 1. 

1 Un conjunto z es transitivo si Uz ~ z. PlUa profundizar en las propiedades de los conjuntos 
transitivos, se recomienda (2), capítulo 2.1. 
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Ya que existe Xo E X tal que rango(xo) = (3 y 

rango (xo) < rango (X) , 

se concluye que 
(3 < rango (X) :::; (3 + 1; 

i.e. rango(X) = (3 + 1. 
Sea rango(X) = (3 + 1. Primero demostremos que existe Xo E X tal que 

rango(xo) = (3 . Supongamos que no es cierto. Sea x E X. Entonces rango(x) :1 
(3. Como (3 < (3 + 1 Y rango(x) <rango(X) = (3 + 1 tenemos que 

rango (x) < (3. 

Esta desigualdad nos lleva a que rango(x) + 1 :::; (3, que a su vez quiere de­
cir que x E v,ango(x)+ l ~ V,8; i.e. X ~ V.B' Por lo tanto, rango(x) :::; (3 < 
(3 + 1, una contradicción con nuestra suposición. Veamos ahora que (3 = 
máx {rango (x) : x E X}. Supongamos que para toda x E X, existe y E X 
tal que rango(x) <rango(y). Vimos que existe Xo E X tal que rango(xo) = (3. 
Entonces existe y E X tal que (3 <rango(y). Pero rango(y) <rango(X) = (3 + 1 
por lo que (3 <rango(X) < (3 + 1, una contradicción. • 

Lema 4.19 rango{x, y} = máx{rango(x) , rango (y)} + 1. 

Demostración. Sea a = máx {rango (x) , rango (y)}. Entonces tenemos que 

x E v,ango(x) +l ~ V<>+ l Y Y E v,a llgo (y)+l ~ V<>+ l 

=> {x , y} ~ V<>+l 

=> {x , y} E V<>+2 = P(v<>+d. 

Por lo tanto, 
rango ({x, y}) :::; a + 1. 

Usando el lema 4. 17, 

x , y E {x,y} 

=> rango (x) < rango {x, y} y rango (y) < rango ({x , y}) 

=> a = máx {rango (x) , rango (y)} < rango ({x , y}) . 

( 4.1) 

Usando el:>'ta última desigualdad y 4.1, se obtiene que a < rango ( {x , y}) :::; a + 1, 
i.e. rango ( {x .y}) = a + 1. • 

Lema 4.20 rango( (x , y)) = máx {rango (x) , rango (y)} + 2. 

Demostración. Sea a = máx {rango (x) , rango (y)}. Por definición, (x , y) = 
{{ x} , {x , y}}. Entonces, usando el lema 4.19, 

rango ({x}) = rango (x) + 1 :::; máx {rango (x) , rango (y)} + 1 = rango ({x , y}) . 
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Por lo tanto, 

máx {rango ({x}), rango ({x, y})} = rango ({x, y}) 

máx {rango (x) , rango (y)} + 1, 

y concluimos con el lema 4.19 que 

• 

rango ((x,y)) = máx {rango ({x}) , rango ({x , y})} +1 

= máx {rango (x), rango (y)} + 2 . 

Lema 4.21 Sea O' un ordinal infinito y sea X f= 0, tal que 0 í X Y todo 
elemento de los elementos de X tienen rango 0'. Entonces X es un conjunto 
base. 

Demostración. Sea O' un ordinal infinito. Sea X un conjunto distinto del vacío 
de tal forma que , para toda x E X, si y E x, entonces rango(y) = 0'. Primero 
demostremos lo siguiente. 

Afirmación 4.22 Para toda x E Vn (X), rango(x) < n o O' <rango(x) ::; O' + 
n+1. 

Procedamos por inducción. Como Va (X) = X Y x f= 0, existe y E x, y 
por la hipótesis de este lema, rango(y) = 0'. Esto quiere decir además que, 
para toda y E x , y E V",+l. Entonces, x E V",+2 = P (V",+¡). Por lo tanto, 
rango(x) :::; O' + 1. De hecho, se da la igualdad: como y E x , entonces, por el 
lema 4.17, O' =rango(y) <rango(x). Entonces O' + 1 :::;rango(x) , y por ende, 
rango(x) = O' + lo 

Supongamos que vale para n. 
Sea x E Vn+ 1 (X) = Vn (X) U P (Vn (X)). 
Si x E Vn (X) , por la hipótesis de inducción, 

rango (x) < n < n + 1 

o 
O' < rango (x) :::; O' + n + 1 < O' + n + 2. 

Sea x E P (Vn (X)) . Si x = 0, entonces rango(x) = O < n + 1. Sea x f= 0. Para 
toda y E x, y E Vn (X). Por hipótesis de inducción, 

rango (y) < n o O' < rango (y) :::; O' + n + 1. 

Entonces tiene sentido si tomamos 

~ = máx {O' E O R : existe y E x tal que rango (y) = O' } . 

Tenemos dos casos: 
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• ~ < n. Para toda y E x, rango(y) :::;~ . Entonces, para toda y E x , 
y E Vrango(Y)+l ~ V{+l ~ Vn. Por lo tanto, x E Vn+1 = P (Vn), y 

rango (x) :::; n < n + 1. 

• a < ~ :::; a + n + 1. Como x i= 0, existe y E x tal que rango(y) =~. Por 
lo tanto, 

rango (x) > ~ > a. 

Por otro lado, para toda y E x, rango(y) :::; ~ :::; a + n + 1. Entonces 
rango(y) + 1 :::; ~ + 1 :::; a + n + 2. Esto implica que, para toda y E x , y E 

Vrango(Y)+l ~ VE+1 ~ Vcr+n+2 • Por lo tanto, x E Vcr+n+3 = P (Vcr+n+2 ), y 

rango (x) :::; a+n+2. 

Así concluimos la demostración de nuestra afirmación. 
Ahora sí veamos que X es un conjunto de átomos. Supongamos que hay una 

x E X , tal que x n V (X) i= 0. Entonces existe y E x n V (X) . En particular 
y E Vn (X) para alguna n E w. Entonces, 

rango (y) < n < a, 

pues a es infinito, o 
a < rango (y) :::; a + n + 1, 

pero en ambos casos, rango(y) i= a , una contradicción con nuestra hipótesis. _ 

Lema 4.23 Sea X un conjunto de rango f3 y sea D un ultrafiltro sobre un 
conjunto 1 de rango "1 tal q'ue f3 + w :::; "l. Entonces la ultrapotenC'ia X b es un 
conjunto base. 

Demostración. Basta demostrar que todas las funciones f : X --+ 1 tienen 
el mismo rango, pues los elementos de X b son clases de equivalencia, que a 
su vez tienen como elementos a estas funciones , y usamos el lema anterior. 
Observemos que para toda i E 1 y para toda x EX, 

rango (i) < rango (1) = "1 

y 
rango (x) < rango (X) = f3:::; f3 + w :::; ,. 

Entonces, 
máx {rango (i), rango (x)} < , 

para toda i E J y para toda x E X. Sea fE IliEl X. Tenemos dos casos: 

• ,es límite. Sea (i , x) E f . Por el lema 4.20, 

(4.2) 

rango (i , x) = máx {rango (i) , rango (x)} + 2. (4.3) 
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Como estamos suponiendo que "( es límite, usando 4.2 y 4.3, tenemos que 

rango (i,x) < "(. 

Más áun, rango( i, x) + 1 < "(. Entonces, para toda (i, x) E f , tenemos que 
(i,x) E Vrango(i,x)+1 ~ V"Y y por ende, f ~ "(. Por lo tanto, rango(f) ::; "(. 
Supongamos que rango(f) < "(. Como"( es límite, existe i E I tal que 

"( > rango (i) > rango (1) (4.4) 

(de otra forma, existiría una io E I tal que rango ( io) = máx {rango (i) : i E I}, 
lo cual implicaría que "( =rango(I) =rango(io) + 1 Y no sería límite, sería 
sucesor). Por otro lado, existe x E X tal que (i, x) E f . Pero 

rango (i) < máx {rango (i) ,rango (x)} 

< máx {rango (i) ,rango (x)} + 2 

= rango (i, x) 

< f, 
lo cual es una contradicción con 4.4. Por lo tanto, rango(f) = "( . 

• "( es sucesor, entonces, por el lema 4.18, existe ~ = máx {rango (i) : i E I} 
Y además "( = ~ + l. Sea x E X. Tenemos entonces que 

rango (x) < rango (X) = /3. 

Por lo tanto, rango(x) + 1 ::; /3 ::; /3 + w ::; "( = ~ + 1 Y 

rango(x) ::;~. ( 4.5) 

Con esta desigualdad obtenemos que máx {rango (i) , rango (x)} ::; ~ para 
i E I Y x E X . Entonces, si (i, xl E f tenemos que rango 

( (i ,x)) = máx {rango (i) , rango (x)} + 2 ::; ~ + 2 = "( + 1. 

Por lo tanto, para todo par ordenado (i, Xl E f se tiene que 

(i , x) E Vrango « i ,x ))+l ~ V"Y+2' 

Esto quiere decir que f ~ V"Y+2 y 

rango (f) ::; "( + 2. ( 4.6) 

Por el lema 4.18, existe io E I tal que rango(io) =~. Como I es el dominio 
de f, existe x E X tal que (io,xl E f. Pero rango(x) ::; ~ (desigualdad 
4.5), por lo que 

rango ((io, x)) máx {rango (io), rango (x)} + 2 

máx {~, rango (x)} + 2 

= ~+2="(+1 

< rango(f). 

Con esto, y la desigualdad 4.6, "( + 1 <rango(f) ::; "( + 2; i.e. rango(f) = 
"( + 2 .. 
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• 
Basta tomar X' = {[exl : x E X}, donde [cxl es la clase de equivalencia de 

la función constante cx(i) = x para toda i E I Y x E X . 

Definición 4.24 Foo = ukh donde Fk = {<pI<p: w -+ Vk (W)}. 

Llamemos nuevamente e el conjunto de los conjuntos calificados de w. 

Definición 4.25 Para <p,'I/J E Foo , escribimos <p =c 'I/J si {n : <p(n) = 1j!(n)} E 
e. Simi larmente, escribimos <p Ec 1j! si {n: <p(n) E 1j! (n)} está calificado . 

Proposición 4.26 =c es una relaci6n de equivalencia. 

Demostración. Ver lema 3.11. • 
Por simplicidad, en lo siguiente abusamos de la notación y directamente 

escribimos A en lugar de la sucesión constante correspondiente CA (por ejemplo, 
escribiremos c.p El' A para decir que {n: <p(n) E A} E e). 

Supongamos que N ;2 w es un conjunto de átomos, al menos con respecto a su 
superestructura, i.e., conjuntos de numerosidades no forman una numerosidad. 
Sea p : Foo -+ Voo(N) como sigue: 

1. Si <p =c 0, entonces p(<p) = 0; 

2. Si <p Ec w, entonces p(<p) = V(c.p') para alguna c.p' E F Y c.p =c <p' ; 

3. Si <p rt w y <p =1= 0, entonces p(<p) = {p(7]) : 7] Ec <p} . 

En el punto 2, esta <p' existe, debido a que <p =c 7], donde 7] (n ) = c.p(n) si 
<p(n) E w, y 7](n ) = O en otro caso. Entonces 7] : w -+ W, y por la proposición 
3.18, existe <p' E F tal que <p' =c 7] =c <p. 

Proposición 4.27 (Extensionalidad) Sea c.p,1j! E Foo. Entonces c.p =c ljJ {:} 

\:/7] E Foo(7] Ec c.p +-+ 7] Ec 1j! ). 

Demostración. Supongamos que <p =c 1j! Y 7] Ec <p. Entonces 

{n: c.p(n) = 1j!(n)} n {n: 7](n) E <p(n)} ~ {n: 7](n) E 1j! (n)} E e. 
Por lo tanto, 7] Ec 'I/J. Análogamente, si 7] Ec 1j!, entonces 7] Ec <p. 

Supongamos que \:/7] E Foo(7] Ec <p +-+ 7] Ec 1j! ). Basta mostrar que c.p ~c ljJ Y 
1j! ~c c.p . Supongamos que no es cierto. Entonces 

{n : 3m,.. E Voo(w)[mn E 1j!(n)ymn rt <p(n)]} E e. 
Podemos construir entonces la función 7](n) = m,.. si n E {n : 3mn E Voo(w)[m,.. E 
'I/J(n) y mn rt c.p(n)]} , y <p(n) = 0 en otro caso. Es claro que, dado este caso, 
'I/J E Fk , donde k ~ 1, pues la imagen de 'I/J tiene elementos, y quedamos que los 
naturales, esto es, cuando k = O, son átomos. Entonces 7] E Fk-l ~ Foo . Esto 
quiere decir que 7] Ec 1j!, pero por otro lado 7] rtc <p, una contradicción. Por lo 
tanto, <p ~c 1j!. Análogamente, 1j! ~c <p. Entonces, 

{n: c.p(n) ~ 1j!(n)} n {n: 1j!(n) ~ <p(n)} ~ {n: <p(n) = 1j!(n)} E e, 
y por lo tanto, <p =c 'I/J . • 
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Proposición 4.28 p es única y cumple que: 

1. p(<.p) = v(<.p) paro toda <.p E T; 

2. Si c0 es la sucesi6n constante igual al conjunto vacío, entonces P(C0) = 0; 

3. p( 1/J) E p( <.p) {::} 1/J EC <.p; 

4· p( 1/J) = p( <.p) {::} 1/J =c <.p. 

Demostración. Por construcción, 1 y 2 son claros. 
Demostremos 3 por casos. 
Si <.p =c 0, entonces no existe ninguna 1/J Ec <.p, pues para toda 1/J, 

{n: <.p(n) = 0} n {n: 1/J(n) E <.p(n)} = 0, 

y el vació no pertenece a C por ser ultrafiltro, y por vacuidad se cumple. El 
regreso se cumple también por vacuidad, puesto que p( <.p) = 0 y al vacío no le 
puede pertenecer elemento alguno. 

Ahora, sea <.p Ec w . Entonces, si 1/J Ec <.p, tenemos que {n : 1/J (n) E <.p(n)} n 
{n: <.p(n) E w} ~ {n: 3m E n} = 0, pues w ~ N, que es un conjunto de átomos 
por lo que también la proposición se cumple por vacuidad. Ahora supongamos 
que p(1/J) E p(<.p) = V(<.p') para alguna <.p' E F. Pero esto no es posible, porque 
las numerosidades son átomos y la proposición se cumple por vacuidad. 

Veamos ahora cuando <.p rtc w y <.p =l=c 0. Entonces p(<.p) = {p(1]) : 1] Ec <.p}, 
con lo que tenemos que p( 1/J) E p( <.p) {::} '!/J Ec <.p. 

Demostremos el inciso de la igualdad. Hagámoslo nuevamente por casos. 
Sea <.p =c 0. Supongamos que <.p =c '!/J. Como =c es relación de equivalencia, 
tenemos que '!/J =c 0, por lo que p(<.p) = p('!/J) = 0. Ahora veamos que pasa si 
p('!/J) = p (<.p) = 0, pero no puede suceder que '!/J Ec w, pues ninguna numerosidad 
es el vacío, y tampoco que no sea el vacío módulo el ultrafiltro, porque querría 
decir que el vacío tiene elementos. Por lo tanto, '!/J =c 0 =c <.p. 

Supongamos que <.p Ec w. 
Si <.p =c 1/J, entonces 

{n: <.p(n) E w} n {n: <.p(n) = '!/J(n)} ~ {n: '!/J(n) E w} E C. 

Entonces p(<.p) = V(<.p') y p('!/J) = v('!/J') donde <.p','!/J' E T, <.p =c <.p' Y '!/J =c '!/J'. 
Como =ces relación de equivalencia, <.p' =c '!/J', Y por la proposición 3.7, p(<.p) = 
v(<.p') = v(1/J') = p('!/J). 

Supongamos ahora que p(<.p) = p('!/J). Pero p(<.p) = V(<.p') para alguna <.p' E F 
Y <.p' =c <.p. Esto quiere decir que v( <.p') = p( '!/J) por lo que <.p' Ec w puesto que 
las numerosidades son átomos (no pueden ser el vacío ni conjuntos de cosas). 
Entonces <.p' =c 1/J, y concluimos que '!/J =c <.p. 

Supongamos ahora que <.p rtc w y <.p =l=c 0. 
Supongamos entonces que <.p =c '!/J. Por un lado tenemos que p(<.p) = {p(1]) : 

1] Ec <.p}. Pero por la proposición de extensionalidad, 1] Ec <.p {::} 1] Ec '!/J, por 
lo que '!/J =l=c 0 y 1/J rtc w (recordemos que los naturlaes son átomos). Entonces 
p( <.p) = {p( 1]) : 1] Ec <.p} = {p( 1]) : 1] Ec '!/J} = p( '!/J). • 
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Definición 4.29 Una funci6n * : Voo(X) --+ Voo(Y) entre el modelo estándar 
V 00 (X) Y el módelo no estándar V 00 (Y) es un encaje no estándar si las siguientes 
condiciones son satisfechas: 

1. '<Ix E X(·x = x) y. X = Y; 

3. Principio de Transferencia: Una "propiedad elemental" o- es verdadera 
acerca de los elementos estándar al, ... , an si, y s610 si es verdadera acerca 
de los elementos no estándares correspondientes ·al, ... ,· an0 

El principio de transferencia se formaliza como sigue: Para toda fórmula 
o-(XI, ... , x n ) en el lenguaje de la teoría de conjuntos, y para toda al, ... , an E 

Voo(X), Voo(X) 1= o-(al, ... , Un) ~ V oo(Y) 1= o-(·al, ... ,. Un). 
Un conjunto B E Voo(Y) se llama interno si BE· A para algún A E Voo(X) . 

En particular, todos los conjuntos de la forma • A son internos. Un encaje no 
estándar es contablemente saturado si para toda familia contable B de conjuntos 
internos con la propiedad de la intersección finita (i.e. tal que nB' i= 0 para 
todas las subfamilias finitas 0 i= B' ~ B) tiene intersección no vacía nB i= 0. 
Se asume que B ~ • A para algún A. 

Definición 4.30 Para toda x E Voo(w), sea·x = p(cx ) donde Cx es la sucesión 
constante con valor x. 

Observación 4.31 

1. ·n = n si n E w ; 

2. • A = {p('P)I'P: w --+ A} si A E Voo(w) - w es un conjunto. 

Por inducción, se prueba fácilmente que 'P E Fk implica que p('P) E Vk(N), 
por lo tanto * toma valores en la superestructura sobre N. 

Teorema 4.32 La función * : Voo(w) --+ Voo(N) es un encaje contable satu­
rado no estándar, cuya colección de elementos internos es precisamente el rango 
de p. 

Demostración. Primero, probemos lo siguiente: 
·Para toda fórmula acotada o-(XI, ... , x n ) en el lenguaje de la teoría de con­

juntos, y para toda 'PI' ... , 'Pn E Foo : 
o-(p('Pd, ... , P('Pn)) ~ {k : 0-( 'PI (k), ... , 'Pn (k))} está calificado. 
Para las fórmulas atómicas P('Pl) = P('P2) y p('P¡) E P('P2), la tesis está 

dada por 3 y 4 de la proposición 4.28. Los pasos de la conjunción 0-1 /\ 0-2 Y la 
negación ""0- se siguen directamente de las propiedades 1 y 3 de la proposición 
3.8, respectivamente. Ahora vayamos al cuantificador existencial, y asumamos 
que 3x E p('P)o-(x, P('PI)' ... , P('Pn))· 
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Entonces existe 7/J tal que 7/J El-' ({/ Y a(p(7/J), P(({/I)' ... , P(({/n))' Por la hipótesis 
de inducción, D = {k: 7/J(k) E ({/(k)} Y E = {k: a(7/J(k)'({/I(k)"",({/n(k))} son 
ambos calificados. Por lo tanto, 

está calificado también, porque es un supraconjunto de D n E. Inversamente, 
asumamos que D = {k: 3x E p(k)a(x'({/I(k)""'({/n(k))} . Para toda k E D, es­
cogemos ~k E ((/(k) con a(~k'({/I(k), ... , ((/n(k)). Tomamos 7/J E:Foo una secuencia 
tal que 7/J(k) = ~k para toda k E D. Entonces 7/J El-' ({/, Y por la hipótesis de in­
ducción p(k)a(x, ({/I (k), ... , ({/n (k)). Concluimos que 3x E p(({/)a(x, p( ((/I)' . . . , P(({/n))' 

Ahora regresemos al principio de transferencia de Leibniz. Recordemos el 
siguiente hecho en la teoría de conjuntos: Si T 5; T' son clases transitivas , 
r(xI, ... ,xn) es una fórmula acotada, y tI, ... ,tn E T, entonces T F r(tl, ... ,tn) {::} 
T' F r(tl, ... , tn). En particular esto es verdad cuando T = Voo(w) o T = Voo(N) , 
y T' es el universo de todos los conjuntos. Ahora sea una fórmula acotada 
a(xI,""Xn) Y elementos al ,· ··,an E Voo(w) dados. Usando la propiedad de 
arriba (.), obtenemos las siguientes 

equivalencias: 

a('al, ... ,' an) {::} Voo(N) F a('al, .. . ,' an) 

{::} a(p(ca¡), ... , p(caJ) 

{::} Voo(w) Fa(al , ... ,an) 

{::} a(al, ... ,an) 

Esto prueba al teorema de transferencia. Ahora regresemos a la saturación, 
y consideremos la familia B 5; • A de conjuntos internos. Por la definición de 
elemento interno, es fácil ver que B = {P(({/n) : n E w} para una sucesión ad hoc 
({/n : w --+ A. Para cada n E w, escogemos xn E n~OP(({/i)' Sin pérdida de 
generalidad podernos asumir que Xn = p(7/Jn) donde 7/Jn(k) E ((/¡(k) para todas 
las k E w y para todas las i = 0, ... , n. Definimos v(n) = 7/Jn(n) . Notemos que 
A E Vm(w) => v E :Fm 5; :Foo . Ahora, para cada n, {k: v(k) E ({/¡ (k)} = {k : 
k 2: n} es cofinito, por tanto, calificado, y por lo tanto p( v) E nB es el elemento 
que estábamos buscando. _ 

En particular, el conjunto de numerosidades N = 'w es un conjunto de 
hipernaturales (i.e., números naturales no estándar). Más aún, el conjunto de 
numerosidades enteras Z y el conjunto de numerosidades racionales Q coincide 
con el conjunto de hiperenteros 'Z e hiperracionales 'Q, respectivamente. 

Para ~ , r¡ E Q, denotemos ~ ~ r¡ cada que ~ - r¡ es un infinitesimal, y sea 

'Qa = {~E* Q: I~I < n para algún n E w} 

la colección de hiperracionales acotados. El siguiente es un ampliamente cono­
cido hecho del análisis no estándar (ver [7]). 
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Proposición 4.33 El cociente *Qa/ ~ Y los números reales IR son isomorfos 
como campos ordenados. 

Como Q = *Q, esto prueba el teorema 4.11. 
Con esto terminamos la construcción de los reales no estándar a partir de 

las numerosidades, yel último capítulo. Para concluir, haremos un recuento de 
lo que hicimos a lo largo de la tesis. 
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Conclusiones 

Como pudimos observar en el capítulo 3, una función de numerosidad está fuera 
de los axiomas tradicionales de las matemáticas, ya que su existencia depende 
de la existencia de ultrafiltros selectivos. También observamos que la segunda 
propiedad de una función de numerosidad es muy fuerte, ya que durante la con­
strucción de una función de numerosidad, fue la única de las tres condiciones que 
requirío que el ultrafiltro fuera selectivo. Pero no son tan malas noticias. El ax­
ioma de Martin y sus generalizaciones están tomando fuerza entre la comunidad 
matemática, debido a sus implicaciones interesantes, como que el cardinal del 
continuo es N2, y por supuesto, que un ultrafiltro selectivo existe, lo que querría 
decir que también una función de numerosidad existe, suponiendo el axioma de 
Martin. 

La fuerza y utilidad de los ultrafiltros quedó más que confirmada a lo largo 
de la tesis, por lo cual se le dedicó todo un capítulo. Aunque en este trabajo 
se utilizaron como una herramienta, pues sirvieron para demostrar muchísmos 
resultados, son un objeto de trabajo matemático interesante en sí. 

También vimos en el último capítulo que los naturales no estándar también 
son un sistema de conteo, algo realmente novedoso. De paso, descubrimos que 
es posible la construcción de conjuntos no vacios que se comportan como atomos 
sin elementos o "urelementos" dentro de la superestructura de un conjunto dado. 

Entre los resultados que se omitieron fue la prueba de que existen modelos 
sin ultrafiltros selectivos. Esta demostración utiliza el método de forcing , y que 
el axioma de Martin implica la existencia de ultrafiltros selectivos, un resultado 
más o menos reciente. 

Por otra parte dejamos aún abierto el problema propuesto por Benci y Di 
Nasso de modificar las propiedades de las funciones de numerosidad para que 
puedan ser demostradas en ZFE. 
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