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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Presentacion general y objetivos

El agua como recurso estratégico es ya uno de los grandes temas a nivel inter-
nacional y nuestro pais no es ajeno a este fenémeno, razén por la cual resulta
indispensable la producién de investigaciones y desarrollos tecnolégicos que
ayuden al establecimiento de politicas racionales para la explotacién del vital
recurso hidrico.

En particular, el uso del agua subterrdnea, tanto para el consumo doméstico
como para actividades industriales y agricolas ocupa un alto procentaje -
alrededor del 70% en el caso de México - del volumen total que se utiliza de
dicho recurso, provocando, entre otras cosas, la sobreexplotacién de dichas
reservas naturales. Con respecto a esto 1iltimo se hace imprescindible generar
politicas de administracién que controlen el nivel de agua en los sistemas
subterrdneos en explotacién, para impedir que se deterioren de manera irre-
versible las propiedades geolégicas del medio.

Nuestra investigacion se ubica en el marco general de las Ciencias de la
Tierra, y mds especificamente en el ambito de la Modelacién de Sistemas
Terrestres, donde las matematicas constituyen una herramienta fundamental
para la construciéon de modelos. El trabajo de tesis se orienta hacia un as-
pecto fundamental del proceso de administracién 6ptima: la caracterizacién



de acuiferos, ejercicio indispensable para la modelacién del flujo, que nos pro-
porciona la informacién sobre la cantidad de agua disponible en un sistema
en explotacién, lo que convierte a dicho modelo de flujo en el eje central de
cualquier politica de utilizacién racional del agua.

Por otra parte, nuestro estudio resulta perfectamente enmarcable en la teoria
general de sistemas abiertos, donde tenemos un cuerpo o sistema - el acuifero
- hecho de partes materiales mas una serie de procesos tanto internos como
de interaccién con el medio que constituye su entorno. De ahi pues, su vo-
cacion multidisciplinaria en la que intervienen disciplinas como la Fisica, la
Geologia, la Hidrologfa, las Matematicas, el Cémputo Cientifico, més estu-
dios ambientales y econémicos. Y si bien es éste el marco especifico en el que
nuestro estudio adquiere su justa dimensién, nuestro aporte, desde el &mbito
de las Matematicas Aplicadas y el Computo Cientifico se puede resumir en
los siguientes

Objetivos:

e Desarrollo y/o adaptacién de algoritmos para la estimacién automatica
eficiente de los pardmetros de transmisividad hidrdulica y del coeficiente
de almacenamiento que caracterizan al medio poroso del acuifero, y
que son indispensables para poder modelar mateméticamente el flujo
de agua en un acuifero.

e Implementacién computacional de las propuestas del punto anterior y
su uso para la estimacién de la transmisividad hidraulica en el acuifero
cubano de Ariguanabo.

e Estudio comparativo y de validacién de resultados a través, primero,
de la generacién de problemas sintéticos donde se conoce la solucién,
para pasar después a la solucién de un caso real.

1.2 Metodologia y esquema de desarrollo

Con base en nuestra experiencia previa, y buscando cumplir satisfactoria-
mente los objetivos que nos hemos planteado, adoptamos una metodologia
cuyos puntos centrales enumeramos a continuacion:



Descripcion, en lineas generales, de la construcion del modelo

8 (.0h\ @8 (. 0h
M(p) : a(Ta)Jra (Tay) S——,

que representa a un acuifero confinado, donde p simboliza uno o varios
de los pardmetros o coeficientes del modelo. A continuacién, se escribe
M (p) en términos operacionales, como

L(h) = q, donde L es el operador

T 8_24.3_2 +@£+£2_5_§_
ox?  9y? Oz 0z Oy dy ot

y se presenta una estrategia numérica para resolver L (h) = g supo-
niendo conocidos T y S, lo que se conoce como el problema directo.

A partir de lo anterior, y dado que en la préctica lo que usualmente
se tiene es una h observada experimentalmente, se plantea el cdlculo
del pardmetro T' de transmisividad hidraulica que permita reproducir
la h observada, lo que se conoce como el problema inverso. Una vez
calculada la T, se calcula el coeficiente de almacenamiento S usando la
misma metodologia.

El esquema general adoptado por nosotros para el célculo de T puede
resumirse como sigue:

. Se da una estimacién inicial Ty de T y se resuelve el problema directo
con esta Ty para obtener una hg calculada.

.Sihg=h,se concluye el proceso, si no, a partir de Tp se genera una
sucesién {Tx}, k = 1,2,..., donde Tk es una correcién de Tk, en el
sentido de que se garantice la propiedad de convergencia:

T —T , k— o0
Ahora bien, debido a los errores que se cometen, tanto de aproximacién
en la modelacién, como los de tipo numérico que aparecen al resolver la

ecuacién de flujo, y los ya mencionados de tipo experimental contenidos
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en h, es natural esperar que no exista una T que permita reproducir
de forma exacta la h observada, por lo que es comin estimar T' como
la solucién, que llamaremos 7*, de un problema de optimizacién del
tipo
~112
min F (T), F(T) = ||h,c (T) - h” (1.1)

donde hy (T') es la solucién del problema directo, obtenida al resolverlo
usando la aproximacién Tj.

Resulta importante observar que el problema inverso - esto es, la es-
timacién de T a partir de h -, pertenece a la clase de los problemas
mal planteados a la Hadamard (cuestién que serd aclarada en su mo-
mento), lo que en particular se manifiesta en una alta inestabilidad
de la solucién T con respecto a pequenas variaciones en los datos A,
situacién que es heredada por el problema de optimizacién (1.1), lo
que obliga al uso de estrategias - conocidas genéricamente como de
regularizacion -, que permitan el célculo estable de T* a pesar del mal
planteamiento. Ademas, puesto que cada iteracién requerira resolver el
problema directo més de una vez, resulta vital disponer de una forma
eficiente para la resolucién de la ecuacién diferencial. El tratamiento
de estas cuestiones representa el nicleo de nuestro trabajo y es aqui
donde haremos algunas propuestas de tipo algoritmico, cuya validacién
computacional se hara para casos sintéticos y reales.

Aplicacion de los desarrollos realizados a:

. La resolucién de un problema de prueba o sintético.

. La estimacién de la tranmisividad hidraulica para el caso de datos reales
con errores de medicién, en el acuifero cubano de Ariguanabo.

En este rubro nos planteamos el disefio de experimentos adecuados,
para comparar diferentes técnicas de optimizacién, en cuanto a su efi-
ciencia y precisién en los resultados. También se incluye el uso de dos
estrategias de regularizacién: Tikhonov y Optimizacién Multiescala,
comparando resultados y estudiando la aparicién o no del efecto con-
vexificador que nos da solucién tnica en cada caso, punto muy im-
portante de nuestro trabajo.



Una vez hecha la calibracién o estimacién de la transmisividad, en el
caso del acuifero cubano, se propone validar dichos resultados haciendo
comparaciones, que se detallan en el Capitulo 5, con observaciones de
la altura piezométrica en periodos de tiempo futuros no usados en el
proceso de estimacién de T .

El contenido antes descrito aparece de la siguiente manera: En el Capitulo
2 se presenta la construccién del modelo de flujo de aguas subterrdneas, para
un acuifero confinado, usando ecuaciones de balance y leyes constitutivas
propias del fenémeno geofisico en estudio. Una vez obtenida la formulacién
de dicho proceso se describe la metodologia usada para resolver la ecuacién
diferencial o problema directo, para T' y S conocidas. En el Capitulo 3
se plantea el problema inverso de estimacién de pardmetros y se discute
su caracteristica de mal planteado, problema central hacia el que estd en-
focado este trabajo de investigacién. Se recogen los resultados principales
referentes a cémo enfrentar este problema para el caso lineal y su posible
aplicacion a casos no lineales como el que nos ocupa, llevando a cabo un
estudio de los métodos de regularizacién de Tikhonov y de Optimizacién
Multiescala. También en este capitulo se proponen algunas variantes para
la estimacién del parametro de regularizacién en el caso del método de Ti-
khonov. Dado que para cualquiera de los dos métodos de regularizacién
estudiados se hace necesaria la resolucién de problemas de optimizacién del
tipo de minimos cuadrados no lineales, con restricciones de acotacién, en
el Capitulo 4 estudiamos los métodos mds importantes de optimizacién, y
precisamos las caracteristicas de las implementaciones computacionales co-
rrespondientes utilizadas en el proceso de experimentacién numérica de la
tesis. Para finalizar, el Capitulo 5 comprende el disefio de experimentos, re-
sultados numeéricos para cada caso y validacion de resultados para el acuifero
cubano de Ariguanabo.



Capitulo 2

Formulacion del Modelo de
Flujo y Solucién del Problema
Directo Asociado

2.1 Modelacion del acuifero

Como hemos dicho, estamos interesados de manera especial en aspectos rela-
cionados con el disenio’de estrategias para el aprovechamiento 6ptimo del
agua contenida en un acuifero, por lo que resulta importante profundizar en
su conocimiento, cosa que haremos desde la perspectiva de las ciencias de la
tierra, las matemaéticas y el cémputo cientifico.

En este sentido, nos proponemos de entrada, partiendo de datos geofisicos
relevantes (tipo de matriz s6lida, porosidad, etc.) y de conceptos y resultados
de la Fisica de Medios Continuos y el Anélisis Funcional, construir un modelo
matemadtico que represente el flujo en un acuifero confinado. Por lo que
respecta a la presentacion, seguiremos el enfoque conceptual y metodolégico
expuesto en [2, 6, 7).



Figura 2.1: Representacién del cambio de posicién de una particula en un
sistema fisico dindmico

2.1.1 Descripcién geofisica, parametros y leyes consti-
tutivas

Partiremos de un sistema de particulas o cuerpo, al que simbolizaremos por
B (t), donde t representa el tiempo, dado que supondremos que B es un
sistema dindmico, esto es, que evoluciona o cambia con el tiempo (Figura
2.1). Introduciremos ahora algunas notaciones:

- 0B (t) frontera de B (t)

- X particula de B en el tiempo inicial. También se le conoce como
—_—
coordenada material.

-z posicién de la particula x en el tiempo ¢ (x =p (x 3 t))
—* - = — \=

Existe un conjunto de propiedades del sistema B (), importantes para nues-
tro estudio, que se conocen como propiedades intensivas y extensivas.

e Propiedades intensivas: Son funciones de z y de t.

Por ejemplo:
(3, t) : velocidad

U
=
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P (3, t) : densidad
€ (g’, t) : porosidad

e ( i t) : concentracion
ey

e Propiedades extensivas: Se representan como la integral de una
propiedad intensiva. A continuacién escribimos algunas:

Masa de un fluido libre :

M;(t)zl}(t)p(ﬂ,t) dz,

Masa de un fluido en medio poroso saturado :

Mp(t)=./3(£}p(£’t)‘6(£lt)d_x.

Volumen de poros en un sélido :

up(£) = /Bme (z,t) ds,

Volumen de un fluido :

B(t)

e Representacion Lagrangiana y Euleriana de una propiedad inten-
siva: '

— Lagrangiana

)
: t) — Euleriana

10



Existe una correspondencia entre ambas que es
o(x:t)=¥(2:t) =¥ (2, (%) )

e Derivada material de una propiedad intensiva:

Si tenemos la representacion Lagrangiana de dicha propiedad, entonces la
derivada material es
9¢ ( X t)

ot
También se puede obtener la derivada material en su reperesentacién Eule-
riana. Veamos:

Comoqﬁ(_yg,t) =¢(£}(l{),t),t),resultaque

lpg 22l (2 (x ) o (x,9)

ot ot

(e ou(ed
quedando como expresiéin Euleriana de la derivada material

¢ Ecuaciones de balance global y local

La forma general de la ley de balance global, para una propiedad intensiva

Y, es

dE() d/ /‘
W dx = dz + / T.n dzx 2.1
e dt i B(t) Ll aB) T ( )

Il




donde E (t) es la propiedad extensiva correspondiente, dada como E (t) =

[ev dz .y

Y : puede ser un escalar, un vector o un tensor, cuyos valores cambian
en el espacio y en el tiempo.

pyY : es una densidad, lo que en términos fisicos significa que debe ser
definida por unidad de volumen en B (t).

7, : representa el flujo de py por la superficie o frontera 0B ().

g : representa el suministro de .
n @ vector normal a 9B (t)

Como se observa, esta ecuacién de balance global es de tipo integral, pero se
puede transformar en una de balance diferencial o local. Para esto se utilizan
los siguientes resultados:

Teorema 1 (Teorema de Gauss o de la divergencia): Sea f wuna funcién
—

vectorial continuamente diferenciable en B (t), entonces me V: f de=
=

fas(:) L 'n dx

Teorema 2 (Transporte de Reynolds): Sea f wuna funcidn de valores reales
definida en B (t), continuamente diferenciable, entonces

%fs(:}f dm:fs(:)(%{+f V-g) dz

Ahora, aplicando el teorema de Gauss al segundo término del lado derecho
de (2.1), y el teorema de Reynolds al lado izquierdo de (2.1), se tiene que

[ [£(p¢)+p¢:v-v—v-r—pg] dz =0 (2.2)
B Dt —= —

Veamos ahora otro resultado:

Lema 1 (duBois-Reymond): Sea f(z) una funcidn continua en una region
Uy [.f(x)de=0 VYV CU, entonces f(z)=0 VzeU

12



Aplicando esto a la funcién integrando en (2.2), podemos concluir que
3(m)+ YyV:-v —-V-7 —pg=0 en B(t) (2.3)

y como la derivada material para p tiene la expresién

D A
B (P¥) = T‘Pﬁ,-v(mﬂ ,

sustituyendo en la ecuacién (2.3) se tiene

9 (py)
ot

+ 0. V() + V- =V- 1 +pg
Ahora bien, sabemos que
AV (pw_b;) = . V(o) + V- v

de donde resulta la ecuacién de balance diferencial o local

%(WHV- (mbg) =V 1 +p9

2.1.2 Construccion del modelo matematico

En la construccién de la representacién matemadtica que estamos buscando
para nuestro acuifero, intervienen de manera importante:

1) Propiedades extensivas y/o intensivas.
2) Ecuaciones de balance
3) Ecuaciones constitutivas

donde las ecuaciones constitutivas estdn asociadas a la ciencia especifica
donde se ubica el problema en estudio.

Flujo de fluidos libres
Sabemos que la masa del fluido en este caso estd dada por

M= [ p(at)ds,
B(t)

13



Entonces podemos plantearnos la ecuacién de balance de masa local en sus
dos variantes:

%24+ V. (pi) =g+V.1,
%tﬂ+pv.g>=g+v._g

Si se considera que hay conservacién de masa, o sea que g = 7, = 0 entonces,
por ejemplo, la segunda forma de la ecuacién de balance local quedaria como

Dp B
T pV.y, =0 (2.4)

que se conoce como Ecuacion de Continuidad en Mecdnica de Fluidos.

Ahora veamos coémo se transforman las ecuaciones ya vistas si consideramos
que el fluido es incomprestble.

Un fluido se considera compresible o incompresible teniendo en cuenta si la
densidad varia o no cuando cambia la presién, o sea que

p=p(p)
Entonces podemos escribir que
Dy _dpDp
Dt — dp Dt

pero para un fluido incompresible %g = 0 por lo que la Ecuacién de estado
se reduce a
Dp
T =
Sustituyendo en (2.4) se tiene que la Ecuacién de conservacién de masa para
un fluido incompresible es
V.y=0

Flujo de fluidos en medios porosos

Sabemos que en este caso la masa de fluido esta dada por

Mp(t)=-[8(t)p(g,t) .e(g,t)dg

14



por lo que si planteamos la ecnacién de balance local de masa en sus dos
formas, tenemos

{ %lJrV.(peg):g-i-V.L
%%l+pev.g=g+v‘1’

donde el lado derecho de ambas ecuaciones se hace cero si se asume que hay
conservacién de masa. Asi, dado este supuesto, la primera ecuacién queda
como

%+V. (peg) =0 (2.5)
Ahora, una de las leyes basicas del flujo en medios porosos es la Ley de Darcy
que plantea lo siguiente:

U ==X T+ 00:92) (26)

donde

U =e€uy, : es la velocidad de Darcy

P presién del fluido

p: densidad del fluido

pg-Vz : vector aceleracién de la gravedad

k: tensor de permeabilidad absoluta del medio poroso

i viscosidad dindmica del fluido

z altura o grosor del acuifero

gr: magnitud de la gravedad

Como la densidad y la porosidad dependen de la presién, si nos planteamos
derivar pe con respecto al tiempo, tendremos que

Olpe) _ (,de 0 Op
ot _(pdp+€dp ot @1

Es usual definir los coeficientes de compresibilidad de la matriz porosa y del
fluido, respectivamente, como

_de

1dp
dp ﬁ_pdp

(24



y reescribir (2.7) usando dichos coeficientes, lo que da lugar a

d(pe) dp
o —P(a+€5)a

Entonces la ecuacién de balance (2.5) adopta la forma

S,% + V. (pg) -0 (2.8)

donde

Ss = pgr (o + €8) : coeficiente de almacenamiento especifico, que indica la
relacién entre los cambios en la cantidad de agua almacenada en el acuifero
y los correspondientes cambios en las elevaciones o alturas piezométricas.
En acuiferos confinados estd definido como el volumen de agua extraida o
anadida al acuifero por unidad horizontal de area.

Haciendo uso de la Ley de distribucién hidrostética de presiones:

pgr(h—2)=p—po (2.9)

donde po indica la presién atmosférica, podemos transformar la ecuacién
(2.8) como una expresién en funcién de la altura piezométrica o columna del
fluido, generalmente denominada por h, de la siguiente manera:

De (2.9) se tiene

T i . S
PYr
por lo que, suponiendo que p es constante
1
Vh=—Vp+Vz

T

Ahora bien, despejando Vp y Vz de la igualdad anterior y sustituyendo sus
expresiones en (2.6) tenemos

T

i %kpngh (2.10)

Por otro lado, como z no depende del tiempo

Oh 0 (p—po '\ _ 1 0p Op  0Oh
8t_3t( Pgr +~)_pg,6t=>3t_pgr3t

16



Sustituyendo ahora las expresiones de %{3 y de U, dada en (2.10), en la
ecuacién (2.8), se tiene que

oh k
pgrssg - pg-V. (;pngh) =0 (2.11)

Ahora, multiplicando (2.11) por ;é: y definiendo el tensor de conductividad
del fluido como K = pg,f , llegamos a escribir (2.8) en funcién de h como

3,%’;1 —V.(KVh) =0 (2.12)

Ahora bien, para obtener la ecuacién de flujo (2.12) en acuiferos confinados
hemos considerado, hasta ahora, la existencia de conservacién de masa y por
eso eliminamos los términos ¢ y 7, que representan la entrada y salida,
respectivamente, de fluido a dicho sistema de aguas subterrdneas, pero en
general no tiene por qué cumplirse esto. De hecho, en los casos considerados
en este trabajo no hay conservacién de masa, por lo que definimos a ¢ como
la diferencia entre la salida y la entrada de fluido al acuifero.

Tomando en cuenta lo anterior e introduciendo el coeficiente 7' de trans-
misividad hidraulica, dado en términos del tensor K de conductividad y
del grosor del acuifero, es posible (como se muestra en la referencia [38])
reformular la ecuacién (2.12) para obtener el modelo

d oh 0 Ooh oh

donde h = h(z,y,t), S=S(z,y), ¢ =q(z,y4,t) y T =T (z,y)

(2.13) es el modelo matemdtico para nuestro acuifero confinado, al que habre-
mos de referirnos de ahora en adelante, que también puede expresarse en
términos operacionales procediendo como sigue:

Desarrollando (2.13) se obtiene

0T Oh 9*h 8T Oh d%h oh

Tt G Suty R B

17



o bien ,
T (’)3h+62_h . (’)T@h_){_gah Sah_
ox?  Oy* " Oz 0 dy Oy ot 1
que puede verse como

Lh=gq (2.14)
donde

9* 9 ar 9 09T o 0

dz?  0y? dr dxr Oy dy ot
es un operador lineal definido de H en @, estoes, L: H — @, con H y
( espacios de funciones tales que h € H y ¢ € (), usualmente considerados
de Hilbert; lo que resulta coherente con todo lo hecho hasta aqui dado que
nuestro objeto en estudio, el acuifero modelado por (2.13), es un objeto del
mundo fisico cuya representacién o modelo natural es R®, caso tipico de un

espacio de Hilbert.

2.2 Problema Directo

Como hemos mencionado, uno de los propésitos finaies hacia el que apunta
esta investigacion es el desarrollo de herramientas que permitan dar criterios
para administrar y explotar racionalmente el agua de una reserva subterranea
o acuifero, haciendo predicciones a futuro con relacién a diferentes politicas
de uso de dicho recurso natural. Pero cualquier modelo de administracién
requiere conocer con precision la cantidad de agua disponible, dada por la
carga hidraulica h, por lo que es necesario disponer de una herramienta que
permita resolver la ecuacién de flujo de manera estable y eficiente, para lo
cual necesitamos de un conocimiento adecuado de las propiedades del medio
poroso, como transmisividad y porosidad, asi como la recarga y extraccion,
para poder predecir cudl serd el comportamiento de los niveles de agua en
el acuifero y el impacto ambiental que tendrd una u otra estrategia de
explotacidn.

Suponiendo que conocemos las propiedades mencionadas, asociadas con los
paramteros T y S, es posible entonces resolver el modelo de flujo

d oh 0 dh oh
P2 (T(r,y)a) 5 (T(I,y)a—y) =5(zy) 3 +4 (2.15)
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con condiciones iniciales y de frontera adecuadas, y obtener como respuesta
los niveles de agua o altura piezo-métrica h, que es la variable que nos reporta
la cantidad de agua disponible en cierto momento. Esto puede interpretarse
en los siguientes términos: conocida la causa (pardmetros, dados por las
propiedades del fluido y del medio poroso) podemos conocer el efecto (can-
tidad de agua disponible), y a este escenario se le conoce como Problema
Directo. Mas adelante volveremos sobre esto.

Un requerimiento que no se puede pasar por alto, para una descripciéon geo-
matematica completa del modelo de flujo en cuestion, es la inclusién de las
llamadas condiciones iniciales y de frontera; las primeras estin dadas por el
conocimiento de la altura piezométrica en un estado de tiempo inicial ¢y, esto
es, se supone conocida

h (J:s Y, tO) = hn (x1 y) ¥

A su vez, las condiciones de frontera representan la interaccién hidraulica del
acuifero con otras componentes del ciclo hidrolégico y generalmente son de
tres tipos:

1. Condiciones de Dirichlet: aparecen cuando en una parte de la su-
perficie fronteriza se conoce el potencial o altura piezo-métrica en varios
estados de tiempo, lo que se expresa como

h(z,y,t) = h* (z,y,t).

2. Condiciones de Newmann: aparecen cuando en una parte de la
frontera se conoce el flujo normal a ella; esto es, se tiene

h
gn = —Ka— =g" (@t} n: normal a la frontera

on

3. Condiciones de Cauchy o mixtas: se utilizan cuando se conoce
tanto el potencial como su gradiente normal. La formulacién corres-
pondiente es:

oh
QT(y,y)%z_gh—f}/‘ aa.‘B‘:FY#O'
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Con los elementos ya establecidos y haciendo uso del lenguaje operacional,
el problema directo puede formularse ahora en los siguientes términos:

Dado que la carga hidrdulica h , solucién de (2.14) depende (ademds de z, y
y t), de los pardmetros T y S, tiene sentido escribir h (T, S), donde, dados
Py H, espacios de pardmetros y soluciones, respectivamente, si definimos el
operador

¢:P—H,

entonces, si (7,S) € P, se tiene
®(T,S)=h=h(T,S) . (2.16)

A esta formulacién del problema directo nos referiremos en lo que sigue.

Tanto el planteamiento conjunto de la ecuacién de flujo (2.15) con las condi-
ciones iniciales y de frontera, como el conocimiento de los parametros que en
ellas intervienen, aseguran que el Problema Directo al que nos hemos referido
y con el que estaremos trabajando, tiene solucién tnica, que ademas de-
pende continuamente de la condicién inicial, esto es, a pequenas variaciones
en h°(z,y), la solucién h del modelo varia poco, lo que segiin Hadamard,
clasifica al Problema Directo como un problema bien planteado, dado
que satisface la siguiente

Definicién 1 Sean X, Y espacios de Banach y sea K : X — Y un ope-
rador -lineal o no lineal-. La ecuacion Kz = y se llama bien planteada,
s

1. Para toda y € Y existe al menos una r € X tal que Kz = y.

2. Para toda y € Y eziste a lo mds una z € X tal que Kz = y.

3. La solucion z depende continuamente de y; esto es, para toda sucesién
{:.-:n} C X con Kz, — Kz, cuando n — o0 , se tiene que =, — T
cuando n — 00.

Cualquier ecuacion Kz = y para la cual al menos una de estas condi-
ciones no se cumpla, se llama mal planteada.

En particular la condicién 3., llamada de estabilidad, resulta de especial
interés para nosotros, y para el caso de nuestro problema directo @ (T, S) = h,
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mostraremos que ésta se satisface, considerando el caso del modelo de flujo
en una dimension espacial y con coeficientes constantes, esto es,

9*h  Oh
wza. parat>0, O<z<l
con

h(0,t) = h(l,t)=0 para t>0
h(z,0) = h%(z), para 0<z<1

La solucién correspondiente podemos escribirla como
o0 ‘1
h(z,t) = Z (‘2/ h? (z) sin (m‘!r:r)d:r) . (n:e'("“")21 sin (:rmr:c))
m=1 0

observando que si perturbamos ligeramente h° (z), que es el dato de este
problema, se produciran también pequenos cambios en h (z,t).

2.2.1 Solucién Numérica del Problema Directo

Como ya hemos visto, si consideramos S, T y ¢ dadas a priori, se trata de
resolver (2.15) con el fin de obtener la correspondiente altura piezométrica
h y en esta seccién hacemos referencia al método numérico adoptado por
nosotros para resolver este problema.

Diferencias finitas

Analicemos brevemente el caso més sencillo, que corresponde a tomar en el
modelo (2.13); h=h(21),5=1,T=T(2)=1,yqg=0.

Si hacemos
dh 0°h

h.g — E'
R (z) = h(z,t)

se tendrd entonces
He=hes (2.17)



h(z,0)= h(z) 0<z<1
h(0,t)= 0 0<t<t
h(l,t)= 0 0<t<ty

El dominio o regién donde calcularemos la solucién es Q = [0,1] x [0, #/].

El primer paso consiste en discretizar €. Para ello, sea Nz el nimero de
subintervalos en los que se desea dividir el intervalo [0, 1] y Nt el ndmero de
subintervalos en los que se desea dividir el intervalo [0, t], entonces, si

Ar = % incremento en z
At = Tv“i incremento en t

los puntos de la red resultante seran de la forma (z;,t;), donde

2= 1Az 1=0,1, Nz
tj= jAt j=0,1,--- ,Nt

y al valor de la solucién h del problema (2.17) en un punto (z;,¢;) de la red
se denotara como

h‘: =h (.’E,;, tj)

Esquema explicito

Si aproximamos h; usando diferencias del tipo

h(zitjv1) — h (i, t;)

= i=0,1,---,Nz, j=0,1,---,Nt

ht (xii tj) =~

llamadas di ferencias hacia adelante y h., usando diferencias del tipo

h (:Ct'+ls t}) —2h (xh t}) +h ('Ti—ls tj)

hez (T t5) = (Ax)2

llamadas segundas diferencias ceniradas, se obtiene, sustituyendo en (2.17),
el esquema en diferencias, llamado Ezplicito, que constituye la expresion
discretizada de dicho problema:
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Wt — b = ﬁ (hlpy — 2k + RL_,) (2.18)

con

h= h%z) i=0,1,---,Nz
W= W, =0 j=0,1,---,Nt

Un aspecto muy importante a considerar en cuanto a la robustez de un
método numeérico es la propiedad de estabilidad. Veamos esto.

Sea h? el vector solucién en el paso de tiempo n, obtenido usando (2.18)
con h? como valor inicial y sea pl* el vector solucién en el paso de tiempo n,
obtenido usando (2.18) con p? como valor inicial, con h? # p?. Se dice que el
esquema dado por (2.18) es estable en la norma ||.|| si existe una constante
M tal que

1} — pFll < M ||h - p?||

En [46] se muestran algunos resultados numéricos obtenidos al aplicar este
esquema y se observa que dependen criticamente del valor

At
V=
(Az)*

es decir, de la relacién entre el tamafio del paso por el tiempo y el tamano
del paso en el espacio. Haciendo uso de las series de Fourier para expresar la
solucién exacta de la ecuacién diferencial y de la solucién de la ecuacién en
diferencias, se analiza el error de truncamiento de dicho esquema y se llega
a que (2.18) es estable si

v < (2.19)

B2 =

e inestable si ocurre lo contrario. Al mismo tiempo se han desarrollado otros
esquemas que no presenten esta limitante y que describimos a continuacion.

Esquema implicito

Cuando se aproxima h,, usando segundas diferencias centradas correspon-
diente a la capa de tiempo j + 1 y h, con diferencias del tipo
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h (Ii‘ tj) o= h (.'L‘i, tj—l)
At
llamadas di ferencias hacia atras, se obtiene el siguiente esquema, llamado

implicito, el cual es incondicionalmente estable, esto es, no se tiene una res-
triccién del tipo (2.19).

hg (3’3,‘, tj) ~

i=0,1,--,Nz, j=0,1,---,Nt

At
Az)?

W= K(z:) i=01, Nz
= hy,=0 j=0,1,-- Nt

R =hl + (Rlt1 —2hI* + RIE))

Como se ve en (2.18), para calcular hf“ usando el esquema explicito, sélo
se requieren los valores de h en el paso de tiempo anterior (j), mientras que
si usamos el esquema implicito hay que resolver un sistema de ecuaciones
lineal tridiagonal para obtener la solucién de la ecuacién. La matriz de este
sistema es de diagonal dominante, lo que asegura la estabilidad numérica
del algoritmo de Thomas [46], utilizado generalmente para resolver dicho
sistema.

La importancia del esquema implicito est4 dada por el hecho de que el paso
por el tiempo puede ser mucho mas grande que el paso por el espacio, sin que
esto signifique inestabilidad en el proceso de célculo de la solucién de (2.17).
Esto hace que dicho método sea muy usado a pesar de que en la medida en
que la red se haga més fina, aumenta considerablemente el orden del sistema
de ecuaciones ya mencionado.

Esquema de Crank-Nicholson, implemetacién de Peaceman -
Rachford

De lo anterior, resulta natural aplicar una combinaciéon de ambos esquemas
de manera que no se presenten condiciones de estabilidad demasiado restric-
tivas y al mismo tiempo el proceso no se haga muy complicado, introduciendo
entonces la siguiente familia de esquemas dependientes del pardmetro 6,
(0<6<1)

W~ _ 0 (ki 2k 4 W) + (1 —6) (R — 20 + )
X (Az)?

(2.20)
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la que incluye como casos particulares el explicito (6 = 0) y el implicito
(f = 1). Como se mencioné anteriormente, usando analisis de Fourier, se
demuestran en [46] las siguientes condiciones necesarias y suficientes para
garantizar la estabilidad de (2.20) con distintos valores de 6:

eSi0 <46 < %, se cumple que (2.20) es estable si y sélo si v <
11-28)",

2
e Si 3 <6 <1, se cumple que (2.20) es estable para todo valor de v.

Al analizar el error de truncamiento, usando desarrollo en serie de Taylor,
se ve en [46] que para § = ; se obtiene un mejor orden de aproximacién
de la solucién que con cualquier otro valor. Esto dio lugar al conocido es-
quema de Crank-Nicolson (CN), aplicado por estos autores con resultados
muy satisfactorios.

Sucede entonces que cuando se intenta aplicar estos esquemas - por ejemplo
el de (C-N)- a problemas en dos dimensiones espaciales como el que nos
ocupa, éstos se hacen computacionalmente muy laboriosos y se han desarro-
llado esquemas que aprovechan la eficiencia de los métodos implicitos en una
dimensién. Uno de ellos es el:

Método Implicito de Direcciones Alternadas.

La idea central de éste es considerar la red

I/]'-/={(:"“"’.‘ll':f‘j‘)) I,j:‘iAI,'i=0,1,"' :Nx‘.! yjszt!J=0111 1Ny}

como un conjunto de nodos a lo largo de las filas j = 0,1,--- , Nt o como
un conjunto de nodos a lo largo de las columnas ¢ = 0,1,--- , Nz, entonces
en cada fila (columna) se resuelve un sistema tridiagonal manteniendo fijo a
j (7). Esto es equivalente a aplicar el esquema implicito en una dimensién
espacial y no en ambas al mismo tiempo.

Una variante de este método es la desarrollada por Peaceman y Rachford
[46] motivada por el esquema de C-N y que denotando h7; = h (z;,y;,ta), se
plantea del siguiente modo:
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H G (R = 2R+ WE) — 7o (W = 2K 4 ) +
TR (Hiph = 2+ HEP) (= 28+ ) =
his + %-(_A% (hZjr — 2hRT; + h::'—l? + %(5:_)2 (hfi1s — 2R%; + hisyy) +
ZI(A(x—?zt)(;;)‘z‘ (hZje1 = 2h%; + BYy_y) (R — 2RE; + Ry ;)

Usando una capa intermedia de tiempo se puede escribir el esquema anterior
de forma mas clara, teniendo que

n+i At n+i n+i n+i _
Byt - it (R - 2mErE + hi_lsz - —
n A &
hE + sace (Rl — 2R7; + B2y
¥
n+l At n+l n+1 n+l1 -
iyt — wage (Rife — 2R + RiT2) : o
n+3 A n+ n+ n+ .
hij* + sase (P -2t h,-“u)

Como en (2.21) los elementos del término de la derecha son conocidos

del paso anterior se pueden calcular los h?;% de la capa intermedia sin mayor
problema, y luego se construye el término de la derecha de (2.22) y se obtiene
h}:}'l en la siguiente capa de tiempo. Es necesario sefialar que cuando se tra-
baja con dos o mas dimensiones surge otro problema importante, relacionado
con la complejidad de la regién en la que se resuelve la ecuacién diferencial.
El tratamiento de las condiciones de frontera en estos casos complica un
poco maés el proceso de célculo, ver [46], pero no vamos a profundizar en este
aspecto.

Siguiendo entonces el método implicito de direcciones alternadas, el proceso
de solucién de la ecuacién es mucho mas rapido que si se aplica el método de
C-N tal cual. Esta variante propuesta por Peaceman y Rachford es la que
sustenta la versién computacional que usaremos para resolver el problema
directo.
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Capitulo 3

El Problema Inverso de
Identificacion de Parametros

Hemos establecido hasta ahora el modelo de flujo
a oh o} oh oh
2(reng)+ 2 (Ten) =sEng+a,

o bien
Lh=q (3.1)

y el problema directo asociado
®(T,S) =h, (3.2)

asi como una propuesta metodolégica para resolverlo.

Ahora bien, resulta que en la practica nos encontramos muchas veces con
el hecho de que no se conocen los pardmetros o coeficientes del modelo de
flujo. En particular, resulta que los pardmetros T (z,y) y S (z,y) (trans-
misividad y coeficiente de almacenamiento respectivamente) dependen del
acuifero en estudio, variando notablemente de un acuifero a otro e incluso
de una zona a otra dentro de un mismo acuifero, resultando muy costoso o a
veces imposible calcular estimaciones de ellos en toda la regién o a una cierta
profundidad. Pero al mismo tiempo es posible contar, en gran parte de los
acuiferos en explotacién, con mediciones de la carga o altura piezo-métrica
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h en distintos puntos (pozos de observacién), por lo que se plantea usar esta
informacién para estimar los coeficientes desconocidos del modelo y poder
asi caracterizar el acuifero.

Se plantea entonces lo que se conoce como Problema Inverso, asociado a
(3.2), que puede plantearse como sigue:
i) Situacién tedrica

Conocido el efecto (h,solucién del modelo (3.1)), se busca la causa
(pardmetros T, S) que lo provoca, lo que simbolizaremos como:

@~ (h) = (T, S) (3:3)
ii) Caso real-practico

Se trata del caso cuyo tratamiento constituye el objetivo central de nues-
tro estudio, y lo formularemos en los siguientes términos:

Dadas ciertas observaciones experimentales de la carga hidrdulica h, ob-
tenidas de mediciones realizadas en distintos pozos de observacién, se trata
de determinar los pardmetros que reproduzcan dichas observaciones. En
simbolos, si llamamos % a la h observada, se tiene que

h=h"+6, (3.4)

donde h* es la carga hidraulica real exacta, y d representa un cierto error
asociado con los instrumentos de medicién usados.

Si suponemos que h pertenece a un cierto espacio H que llamaremos de
observaciones, y definimos el operador

U:H—H ; (3.5)
se tiene el esquema

®:P—H V:H—H

(T,8) — h — h,
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y se trata entonces de determinar los parametros, que llamaremos T y S
, tales que

(T o ®) (fﬁ) =\I'(h (fé*’)) =h, (3.6)
esto es, que permitan reproducir las observaciones h.

Como antes dijimos, (3.6) es nuestro problema central a resolver, y constituye
un caso tipico de problema mal planteado a la Hadamard, puesto que no
satisface las condiciones de la Definicién 1, esto es:

- Aun si nos referimos a la situacion tedrica y consideramos que los pardmetros
T y S han sido calculados sin error, éstos no reproducirdn la h* real exacta
del proceso de flujo modelado por (3.1), pues este es s6lo una representacién
-tal vez buena pero nunca exacta- del proceso real; de donde, en general se
tiene que, si llamamos T, S. a los pardmetros calculados y h. a la carga
hidraulica correspondiente, se tendra entonces

O(T..S)=h:# 1
- También se tiene que _
U(h*)#h
debido a los errores de medicién contenidos en h.

Con base en lo anterior, una propuesta usual consiste en estimar 7'y S como
aquellos T*, S* que mejor reproduzcan la h observada en el sentido de obtener
el mejor error de cuadrados minimos dado por

min F(T,S) , F(T,5)= ”(qxoq») (T, S) —5”2 , 3.7)

que es un problema de optimizacién no lineal que, debido al mal plantea-
miento del problema inverso (3.6) presenta las siguientes caracteristicas:

i) Posibles soluciones sin sentido geofisico

Con respecto a esto, una posibilidad seria usar un método de optimizacién
global [13] o bien estructurar una estrategia con base en consideraciones tales
como:

o Iniciar el proceso de optimizacién partiendo de una buena aproximacién
inicial de T*, S*, que en general no estd disponible.
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e Adoptar alguna estrategia que permita convexificar, al menos en cierta
medida el problema de optimizacién (3.7), lo que provoca que sélo
haya una solucién estable. Mas adelante presentaremos una propuesta
en este sentido.

e Contar con informacién sobre cotas, cercanas a la solucién buscada,
que deban satisfacer los pardmetros. Por ejemplo, para el caso del
parametro 7" de transmisividad hidrdulica, es usual que, a partir de
consideraciones geofisicas se tengan cotas del estilo: | < T < u , y si
éstas son muy precisas, ello reduce el espacio de biisqueda y con ello la
complejidad del problema.

ii) Inestabilidad en el proceso de cdlculo de T*, S*

Esto es debido a que los errores en h pueden dar lugar a valores calculados
alejados de T'y S a causa de la no continuidad del operador inverso

(Tod)™" .

En relacién con este problema, la estrategia que aqui usaremos para resolverlo
es la de aplicar algin procedimiento “de regularizacién” para estimar dichos
parametros de manera estable, controlando la propagacién del error. Es im-
portante senalar que este problema, debido a la no continuidad del operador
asociado al problema inverso (3.3), serd tratado con especial atencién en
nuestro trabajo.

Haremos ahora un breve paréntesis para ilustrar el asunto de la no con-
tinuidad con dos ejemplos, uno académico y otro que modela el flujo en una
dimensiéon y que por tanto es una versién simplificada del problema aqui
estudiado:

e Sea f e C'[0,1]. Sea § € ]0,1[, y tomemos un valor n € N, con
n>2.

Definamos la siguiente funcién

fsn(z) = f(z) + Isin (%), §<<1
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como una perturbacién de f (z). Calculando su derivada se tiene que

f;,n (z) = F (z) + ncos (%)

Como se observa, mientras que el error entre f y fsn, €en norma infinita,
dado por

If = fonll =0
puede ser muy pequeio, el error entre f y f;. puede ser arbitrariamente
grande, dado que
’ r
||f = .f &n
esto es, pequenos errores en f pueden provocar errores grandes en su derivada,
lo que caracteriza a la derivacién como un problema mal planteado.

=n,
oo

e Consideremos la siguiente versién simplificada de nuestro modelo en
estudio:

d dh
% (T@F) =16, 2cb
con condiciones de frontera adecuadas.

Para este caso, si se supone
dh
E 75 0, Te [0, 1]

es posible calcular explicitamente la expresién -tinica- para T (z), dada por

1 dh r
T@) =g [TOF0- ] f(s)ds (38)

Dos observaciones importantes respecto a (3.8) son:

1. En la expresién para T (z) aparecen derivadas, cuyo célculo resulta
inestable segiin hemos visto.
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2. El hecho de que % aparezca como divisor, puede generar inestabili-
dad adicional en T (x) debida, por ejemplo, a perturbaciones en f (),
particularmente si se tiene % =~ 0.

Continuando con el problema del mal planteamiento, es importante sefialar
que, si bien el problema inverso que nos ocupa es no lineal, vamos a discutir
a continuacién algunos resultados importantes para abordar el caso lineal
equivalente, para el que se tiene una teoria completa que permite entender
el alcance del mismo y del que la estimacion de fuentes en nuestro problema
seria un ejemplo.

Consideremos el operador lineal A : Z — U, acotado, con Z y U espacios
de Hilbert, y el correspondiente problema operacional

Az=u, (3.9)

y nos planteamos entonces el problema inverso de encontrar z dado u.

Sabemos que (3.9) tiene solucién siempre que u € R(A) (imagen de A), y
que la solucién es tnica si y sélo si el nicleo de A, N (A) = {0}. De esta
manera si (3.9) tiene solucién y es tinica, entonces existe el operador inverso
A7l y si A”! es acotado (lo que implica que es continuo), el problema
inverso estd bien planteado.

Las condiciones correspondientes al mal planteamiento se establecen en el
siguiente resultado:

Teorema 3 Si A: Z — U es un operador lineal compacto, con dimensidn
de la imagen R (A) = oo, entonces el operador inverso A~ es un operador
lineal no acotado.

Como se ve, bajo las hipétesis del teorema, se tiene que el operador inverso es
no acotado y por lo tanto no continuo, de donde, el correspondiente problema
inverso Az = u es mal planteado. Ahora bien, a pesar de esta problematica,
si se cumplen las siguientes condiciones:

e La solucién 2z que corresponde a la u exacta existe, es tinica y pertenece
a un cierto compacto M C Z.
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e La solucién = depende de manera continua de las variaciones de u en
una vecindad de A (M),

se dice entonces que (3.9) es bien planteado. Esto se conoce como el buen
planteamiento de un problema en el sentido de Tikhonov, y se tiene el
siguiente resultado al respecto:

Teorema 4 Sea A : Z — U, y M C Z compacto. Si se tiene que A :
M — A (M) es inyectivo entonces A~ : A(M) — M es continuo.

Asi pues, si se cumplen las condiciones de este teorema, la solucién de (3.9)
es estable, dado que A~! es continuo; sin embargo, un problema es saber
si tiene sentido buscar la solucién en un compacto y decidir qué compacto
elegir. Bajo el supuesto de que se cumplen las condiciones anteriores se puede
aplicar el llamado método de las soluciones aproximadas, el cual se aplica
bajo el supuesto de existencia de solucién tinica z € M C Z, M compacto.
Para comentar acerca de dicho método comenzamos definiendo el conjunto

Zs = {Z € Z: d(Az,ug) < 5}

y se llama solucién aproximada de Az = u; a cualquier elemento del conjunto
ZM =2Z;NM.

A partir de esto se establece que

lim ¢ sup d(zs,2) =0

d—0 256 Z;sw
De igual forma, asumiendo las mismas hipétesis se tiene el método de cuasi
soluciones, donde se llama cuasi solucién de Az = u a cualquier

z € {zc © min |Az — u|| — zc} = Z

Se define entonces ZM como el conjunto de cuasi soluciones de Az = u; y se
demuestra que

lim { sup |lzs5—2z| }=0

=0 SJEZ‘E\I%

33



de donde, cualquier cuasi solucién es una solucién aproximada, y como toda
solucién aproximada es estable, entonces las cuasi soluciones son estables.

Ejemplo: Sea A: R — R, ,

22+1

Az =

Para u = 0, la tinica solucién de Az = u es z = 0. Si tomamos ahora us = %,
z 0

entonces
5= <
¢ {z 241 2 —5}

y si se considera el compacto M = [—1, 1], entonces el conjunto de soluciones

es
— V1 =52 _ /1o
Zﬁﬂ[—l,l]z{z;%é_gzsl_;éﬁ.}=zf

Si no es éste el caso y no se dispone del compacto M, una alternativa es
usar algiin método de regularizacion, tema al que dedicaremos la siguiente
seccién, pero antes discutiremos algunos aspectos interesantes relacionados
con el caso discreto asociado a (3.9), esto es, consideraremos el problema
inverso

Az =u (3.10)

con A € R™", z € R, u € R™, que resulta vital para nuestro estudio.

Ahora bien, cuando (3.10) es la versién discreta del problema inverso (3.9) en
el caso mal planteado que es el que nos interesa, resulta entonces que la matriz
A en (3.10) es mal condicionada como consecuencia de la no continuidad
del operador inverso en (3.9) y en esta situacién, una herramienta de gran
utilidad para el anélisis y el tratamiento del mal condicionamiento de (3.10)
es la descomposicién en valores singulares de A, segiin la cual,

A=VEW! =) vouw! (3.11)

i=1
con V = [v,...,v,] € R™", W = [wy,...,w,] € R™", matrices con colum-
nas ortonormales y ¥ = diag (01,...,0y), donde los o; son llamados valores

singulares de A y pueden ordenarse de tal forma queoy > 02 > ... > 0, > 0.
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Se sabe que si el problema lineal general de estimar = dado u en Az = u,
A : Z — U, es mal planteado, los valores singulares tienden a cero sin que
existan saltos importantes de magnitud entre ellos, y la tasa de decrecimiento
caracteriza el grado de mal planteamiento [37]. Ademds, si m = n y todos
los o; son estrictamente positivos, A es invertible y la solucién de Az = u
puede escribirse como

z= ) ;. (3.12)

i=1

Lo
d=Alu= ——w; , (3.13)

correspondiente al problema

min || Az — ul; ,

donde A! es la inversa generalizada de A, y | = rango de A.

Cuando los coeficientes viu decaen a cero en promedio més rapidamente que
los correspondientes valores singulares o; es posible ¢l cdlculo estable de las
soluciones (3.12) o (3.13). Sin embargo se observa que el factor Ul para o;
pequeno puede jugar un papel de amplificador de las componentes de alta
frecuencia de u, lo que daria lugar a soluciones inestables.

En la préctica, debido a los errores mencionados, tanto los coeficientes viu
como los valores singulares o; varian de manera distinta a lo que seria su
comportamiento teérico-exacto descrito anteriormente. En particular, los o;
tienen inicialmente un decaimiento mondtono a cero, pero éste se estabiliza
en un cierto valor J4 que depende de los errores (debido a la discretizacién)
en A, mientras que los coeficientes v{u decaen hasta un nivel 4, dependiente
de los errores en u. Ambas cantidades, 4 y J,, determinan en qué medida
es posible recuperar la informacién del problema exacto partiendo de A y u
con errores, que es lo usual en cualquier caso de interés real.

Una situacion tipica en la préactica es que los errores de medicién contenidos
en u superen en magnitud a todos los demds, de lo que resulta
lu — usl| _ lA = As]|
ey = 2 =eq
[l 1Al
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donde us y As son las correspondientes u y A con errores. En este caso, los
coeficientes v!u tienden a §, més rapido que los o; a §4 y por lo tanto, puede
afirmarse la confiabilidad de las primeras componentes 2, Zgy... 9%, de la
solucién z, donde i, es el indice para el que los coeficientes viu alcanzan
el valor é,. Las restantes n — 1, componentes estardn contaminadas por
errores que deberan ser amortiguados via, digamos, un proceso de filtrado o
regularizacién que permita detectar y filtrar las componentes indeseables,
en cuyo caso la solucion del sistema Az = u adopta la forma

donde las f; son factores de filtrado de las componentes no deseadas, que
definiremos mds adelante cuando hablemos de los métodos de regularizacién.
Cabe aclarar que a distintos tipos de regularizacién corresponden filtros di-
ferentes.

3.1 Meétodos de regularizacion

Describimos aqui algunos métodos de regularizacién, cuya implementacién y
resultados computacionales presentaremos y discutiremos en el capitulo de
experimentaciéon numérica.

Como se menciond al principio del capitulo, el problema de la no continuidad
de la solucién del problema inverso de estimacién de pardmetros crea se-
rios problemas numéricos; por ello, si se desea aproximar un problema cuya
solucién no depende continuamente de los datos, y éstos tienen errores de
medicién, usando ya sea un método de optimizaciéon de minimos cuadrados o
cualquier otro, debemos esperar que el método numérico se vuelva inestable.

En el caso de errores en los datos, cuando el problema estd mal planteado no
se puede encontrar la solucién exacta. Lo que podemos hacer utilizando las
técnicas de regularizacién es recuperar informacién parcial o una parte de la
informacién concerniente a la solucién del problema, de la manera mas estable
posible. La esencia de la aplicacién de los métodos de regularizaciéon sera
siempre la de encontrar el balance adecuado entre el nivel de aproximacién
de la solucién y la estabilidad de la misma.
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El objetivo de estos métodos es entonces: encontrar la mejor aproxi-
macién posible de la solucién buscada y detenernos antes de que
el error en los datos se propague.

Volviendo ahora al problema lineal de determinar z conocida u
Az=u
podemos usar la funcién residual
=il A 2
£(2) = 1Az —uf?
y plantear uno de los siguientes esquemas de regularizacién:

1. Minimizar f(z) sujeta a que z pertenezca a cierto conjunto factible
(z € P). Por ejemplo en nuestro caso, el imponer restricciones de
acotacién muy precisas en los pardmetros a estimar, nos permite tener
solucién tinica.

2. Minimizar f (z) sujeto a que cierta medida del tamaifio de z (w (z)),
sea menor que una cota superior 7 dada

w(z) <n

3. Minimizar w (z) sujeto a que f(z) < A.
4. Minimizar una combinacién lineal de f (2) y w(z), esto es,

min { f (2)? + o?w (z)z} , donde o es un factor de peso.

De esta manera a, 7 y A son llamados pardmetros de regularizacién, y la
funcién w es conocida como funcién de suavizamiento. El esquema 4. es el
conocido como regularizacién de Tikhonov del cual hablaremos més adelante.

Como a, 7 y A son pardmetros que toman distintos valores, entonces se
dice que un método de regularizacion estd formado por una familia de
problemas regularizantes y por una regla o metodologia para seleccionar los
valores de los pardmetros en cada caso, que sea convergente en el sentido de
que las soluciones regularizadas convergan a la solucién exacta siempre que
el error en los datos tienda a cero. Es importante sefialar que la regla de
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seleccién del parametro de regularizacién depende explicitamente del nivel
de ruido o error en los datos.

De esta forma, el problema de seleccionar un método de regularizacién con-
siste en escoger apropiadamente un par de funciones w (z) y f (z) para medir
el tamaifio de la solucién y su correspondiente residual, asi como una estrate-
gia de seleccién del o de los parametros de regularizacién asociados. Estas
funciones determinan de qué manera se amortiguaran los errores de los datos
en la solucién regularizada, y diferentes funciones llevan a soluciones regu-
larizadas con propiedades diferentes.

Por ejemplo si usamos

f@)=lAz=ul, vy w(x)= L},

con L la matriz identidad, lo que significa es que estamos buscando la solucién
de norma minima, pero también puede usarse una matriz diagonal con pesos,
o la aproximacion discreta de un operador diferencial. Es importante sefialar
que p y L se escogen dependiendo de las caracteristicas de la solucién (no
continuidad, suavidad, etc.), resultando por ejemplo que si usamos p = 1,
con una L que sea la aproximacién discreta de la n-ésima derivada de z, se
obtendran soluciones con discontinuidades en la derivada de orden p — 1. El
nimero p de la norma controla el amortiguamiento de las componentes de
la descomposicién en valores singulares de A correspondientes a los valores
singulares pequenos.

En cuanto a la matriz L, usualmente se obtienen buenos resultados en los
problemas précticos cuando se usa una aproximacién discreta de un operador
diferencial [28], como mostraremos en la parte de resultados numéricos.

3.1.1 Regularizacién de Tikhonov

Caso lineal

El fundamento del método de Regularizacién de Tikhonov consiste en in-
corporar al proceso de solucién de un problema inverso lineal, propiedades
apriori acerca del tamafio y de la suavidad de la solucién buscada, usando
f(2) = ||Az—ul|, y w(2) = ||Lz|, . En el caso discreto obtenemos la
solucién del problema correspondiente como

za(6).6 = argmin {|| Az — ull3 + o® || Lz||3} (3.14)
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donde « es el pardmetro de regularizacion que controla el peso que se le da
al término de regularizacién en la minimizacién, con respecto a la norma del
residual.

El problema de Tikhonov (3.14) tiene dos formulaciones importantes, la dada
por las ecuaciones normales y la de minimos cuadrados:

()= (5)

Si se escoge L apropiadamente de manera que N (A) N N (L) = {0}, o sea
que la matriz de coeficientes tenga rango completo, entonces la inversa de
(A'A + o®L'L) existe y la solucién de Tikhonov 2z, es tnica y estd dada
por

2

(A'A+d®L'L) z = A'u y min (3.15)

2

2L = (A'A+ L) Alu. (3.16)
Ademds, si aplicamos la descomposicién en valores singulares de (A, L) y

sustituimos en la expresién de zp, es facil ver que los filtros mencionados
anteriormente para la regularizacién de Tikhonov, tienen la forma

_._? iL=1 = / i L#I
= y S1 = s g S1
o} +a? n ¥ 5 v +o? o

fi

donde o; son los valores singulares de (A, L) y los +; son los valores singulares
generalizados.

Es importante senalar que el planteamiento (3.14) para la regularizacién de
Tikhonov permite considerar, en su real magnitud, el campo de aplicacién
de esta técnica ya que puede ser formulado también para operadores A no
lineales, como el que se presenta en nuestra investigaciéon, mientras que las
formulaciones dadas en (3.15) sélo tienen sentido para el caso lineal.

Para el caso lineal, la teoria de regularizaciéon de Tikhonov estd muy bien
desarrollada y a continuacién citamos el resultado de convergencia més im-
portante al respecto, para el caso en que se tiene error en los datos.

Teorema 5 (Tikhonov) Si se tienen datos us con un error § > 0, esto es,
|lu—us|| =0 y se cumple que el pardmetro o de regularizacidn satisface

2
a(9)
39

a(6)>0 a(d) —0 y

— 0, cuando & — 0



entonces  Za(s)s — =

Tenemos pues que si « (4) tiende a cero cuando J tiende a cero y lo mismo
para el cociente -&%—)—, se afirma que la solucién z,(5) s tiende a la solucién 2z
exacta de nuestro problema. Sin embargo, este resultado, al igual que algunos
otros, suponen que J (error en u) tiende a cero cuando en realidad, § es un
valor fijo asociado con algiin instrumento de medicién; por tal motivo se han
desarrollado opciones que permiten aplicar variantes de estos resultados para
tratar casos concretos donde § es un valor fijo.

Caso no lineal

La teoria de regularizacién para el caso de problemas no lineales recién
comienza a nutrirse de resultados importantes, por lo que esta lejos todavia
de constituirse en un desarrollo completo, como lo esta para el caso lineal.

Por este motivo, y luego de revisar varios de los trabajos publicados al res-
pecto [8, 26, 41], entre otros, trataremos de resumir aqui los conceptos y
resultados més sobresalientes.

En general el problema inverso no lineal se plantea como resolver
F(z)=u, para u dada (3.17)

donde F : D(F) C Z — U es un operador no lineal, Z, U son espacios de
Hilbert y D (F') es el dominio de F.

Por lo general este problema es mal planteado en el sentido de que las solu-
ciones no dependen continuamente de los datos.

Como parte del sustento tedrico vamos a suponer que F es un operador
continuo y compacto, donde compacto significa que el operador transforma
conjuntos acotados de Z en conjuntos acotados de U, los que al afiadirle sus
puntos de acumulacién son compactos, esto es, tienen cerradura compacta.
Ademés vamos a considerar que el D (F) es un conjunto cerrado y convexo,
todo lo cual implica que se cumpla:

e Que F es débilmente cerrado, esto es que para cualquier sucesién
{z,} C D(F), el hecho de que {:,} — 2 débilmente en Z vy
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F{z,} — u débilmente en U, implica que 2z € D(F), y que
se satisface la ecuacién F (z) = u, donde convergencia débil de una
sucesién significa que el lim, . G (2,) = G (z) para toda funcional G
lineal y continua en Z .

A diferencia del caso lineal, en el que se busca la solucién de norma minima,
para el problema (3.17) se plantea buscar la solucién de norma zp-minima,
esto es:

Definiciéon 2 Se llama a z* wuna solucidn de norma zy -minima del pro-
blema (3.17) si cumple que
F(z")=u

y ademds

12" = 2ol = min {[|z — 20|l : F(2) =u} (3.18)

Es importante senalar que en el caso no lineal la seleccién de un z, conveniente
sera muy importante especialmente a la hora de’ ver resultados locales de
convergencia y en el caso de soluciones miiltiples, donde zy jugard un papel
de criterio de seleccion.

Ahora bien, no necesariamente existe una solucién de norma zp-minima, y
en el caso de que existiera puede no ser tinica; no obstante para poder hablar
de resultados de convergencia y demads, asumiremos la existencia de dicha
solucién, lo que se corresponde con la realidad (esto es, el medio poroso
tiene realmente caracteristicas de transmisividad y porosidad que deseamos
encontrar), para unos datos u € U, asi como la existencia de una solucién
exacta para (3.17).

Al igual que para el caso lineal, se tiene un resultado teérico, dado en [28],
para saber cuando un problema inverso no lineal es mal planteado. Veamos:

Proposicién 1 : Sea F un operador compacto y continuo y D (F') débilmente
cerrado. Asumamos que F (z*)=u yque3de >0 tal que
F (2) = us tiene solucidn inica para toda us € R(F) N B: (u)

donde B. (u) es una bola o vecindad con centro en u y radio .
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8 3 {z.} cD(F) que satisfaga que {z,} — 2* débilmente, pero
que no converge fuertemente, entonces F~' (definido en R(F) N Bc(u))
no es continuo en u.

Observaciones:

1. R(F) es el conjunto imagen o de llegada de F', R(F) C U .
2. {z,} — =" fuertemente significa que: |z, — z||, — 0.

3. {zn} — z* débilmente significa que: lim, o G (2,) = G(z*) para
toda funcional G lineal y continua en Z.

Partiremos entonces de que el problema (3.17), considerando us en lugar de
u, estd mal planteado, o sea que una pequeia perturbacién ¢ en los datos
produce grandes errores en la solucién, y que por lo tanto se requiere utilizar
técnicas de regularizacién para obtener una solucién estable.

Como ya hemos visto, utilizar regularizacién de Tikhonov significa sustituir
el problema (3.17) por el de minimizar una funcional regularizante dada, que
en este caso es la siguiente:

min {||F (2) —wl* + a |z = %[*} , z€D(F), (3.19)

donde a > 0 es el pardmetro de regularizacién, us € U es una perturbacién

eu z es una aproximacién conocida de z que toma en cuenta las
d Yy 20€Z p da de z que t ta 1
propiedades de la solucién.

La importancia del siguiente resultado estd en que nos prueba que el pro-
blema (3.19) es estable en el sentido que venimos entendiendo, o sea que la
solucién depende continuamente de los datos us, lo que se puede ver de la
siguiente manera: si usamos datos que estén en una vecindad reducida wu;
de u para resolver (3.19) encontraremos una sucesién de aproximaciones que
no se dispersan sino que convergen a un elemento del D (F), por ser éste
cerrado.
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Proposicién 2 : Sea o > 0 y sean {ux} y {zx} sucesiones tales que
ue — us y cada 2 es un minimo de (3.19) con w; en lugar de us
, entonces eriste una subsucesion convergente de {z} , y el limite de toda
subsucesién convergente es un minimo de(3.19).

A continuacién, otro resultado importante, que nos dice que bajo las mismas
condiciones que se imponen para «(é) en el caso lineal, las soluciones de
(3.19) convergen a una solucién de norma zp-minima de (3.17) .

Proposicién 3 : Seaus €U con ||u—us)| <8 yseaa(d) tal que

2
a(d) —0 y 5——*0 cuando § — 0

a(d)

entonces toda sucesion {zg’i} solucion de (3.19), donde é — 0, oy :=
a (0k) , tiene una subsucesion convergente; ademds, el limite de toda sub-
sucesion convergente es una solucion de norma zy -minima.

Si también se cumple que la solucién de norma zp-minima es 1inica, entonces

- T

Una vez obtenido este resultado, se puede probar que, bajo ciertas condi-
ciones [28], si se toma
an~§ (3.20)

entonces

] *
||Za -2

—o(v) v IF()-wl=o() @2

o si se toma

a~8T | pe B 1] (3.22)
entonces -
Hzi - =o (651—1) (3.23)
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Es bueno senalar que en sentido practico o computacional, por lo general el
problema (3.19) no es posible resolverlo de manera exacta, sino que realmente
lo que se hace es buscar una solucién z3"que cumpla

IF (2&7) = usl|” + @[ 227 = =ol” < IF (=) ~ wall® + llz = =oll" + 1

paratoda z € D(F) y n>0 “pequeno”. La idea es que en vez de pedir
que se satisfaga la condicién usual para un minimo, se da un margen (n > 0
“pequeno”) que relaje la condicién de convergencia.

Como se puede observar y hemos senalado, la funcional dada en (3.19) es
un caso particular de funcional regularizante. Nosotros trabajamos sobre el
problema general en el que se asume que no se tiene informacién a priori de
la solucién, esto es z5 = 0.

Visto lo anterior aparece entonces la pregunta légica, jcémo determinar el
valor correcto de a? A esto nos referimos a continuacién .

Estrategias y propuestas para la estimacién del parametro a de
regularizacién

En caso de tomar o segin (3.20) o (3.22) se tiene una cota para el error en
23| pero desafortunadamente las condiciones bajo las que tiene sentido usar
esta seleccion a priori del pardmetro, dependen de informacién acerca de la
suavidad de la solucién exacta z*(que en el caso de la identificacién de la
transmisividad se sabe que es discontinua), lo que hace que estas estrategias
sean poco ttiles en la prdctica. En vista de esto, se han estudiado otros
criterios de seleccién de @ denominados a posteriori, como el Principio de
Discrepancia de Morozov y el criterio de la L-curva, que veremos en seguida.

Principio de Discrepancia
El principio de Discrepancia de Morozov constituye una estrategia de regu-

larizacién admisible del tipo Tikhonov, esto es, una via para el cdlculo estable
de una solucién de un problema inverso mal planteado.
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En el caso lineal dado en (3.9), el planteamiento es el siguiente: dada 4,
tomar o de manera que z’ satisfaga

| Az — us|| =6 (3.24)

lo que tiene sentido bajo el supuesto que (3.24) tiene solucién tnica si ||ug|| >
4 . El resultado respectivo es el siguiente:

Teorema 6 (Morozov) Sea A : Z — U, operador lineal, compacto, inyec-
tivo y tal que la imagen de A sea densa en U . Si ||us — u|| < § < ||us||, para
d €(0,d9) , entonces la solucion de Tikhonov zg(é) que satisface

”Azi(é) - uéll =4, para 6 €(0,0), satisface que zi(ﬁ)——» 3o

Si ademds se sabe que |u|| < ¢, se puede establecer el siguiente estimado
sobre el error en zfym con respecto a la solucién exacta z :

< 2V/éc.

Es importante comentar que existen muchas variantes a la hora de aplicar
este principio. Una de ellas es la usada en [28] y que en esencia nos dice que
el parametro de regularizacién resultante de aplicar las ideas de Morozov es

- 8i z = A7'u, con [lu|| < ¢, entonces |25 — =

a(8) :=sup{a>0: [[Azim - u,;” <réd } (3.25)

para cierto » > 0, que relaja la necesidad de aproximar al nivel del error §
de los datos.

También en [28] se muestran resultados de convergencia de la estrategia de
regularizacién de Tikhonov, cuando se usa (3.25) como criterio de seleccién
de a.

Para el caso no lineal con a fijo, no siempre existe zg(é} tal que
[|F (22) = usl| =4,

sin embargo existen algunos resultados, como el siguiente, que establecen
condiciones para garantizar la existencia de solucién regularizada ([28],[41]).
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Proposicién 4 : Sea D (F) convezo, seaus € U con |[u—usl| <& y
asumamos que 2o € D (F) con F (z) #u . Entonces, el problema

min ||z — 2| sujeto a ||F(2) —us]| <é,z€ D(F)

&

tiene una solucion 2° con

1F (2°) - ugl| = 6

, para 6 > 0, suficientemente pequerio.

Nosotros proponemos usar (3.25), tomando valores de r resultantes de la ex-
perimentacion. Asi, basindonos en la idea general en la que se sustenta la
Regularizacion de Tikhonov, esto es, suponiendo que el pardémetro « de regu-
larizacion , correspondiente a cada uno de los problemas de optimizacién de la
familia regularizante debe ser cada vez mds pequefio para garantizar conver-
gencia, lo que implica obtener la mejor aproximacién posible, desarrollamos
el algoritmo que llamamos Principio de Discrepancia con Reinicializacién
(PDR), que usaremos para resolver el problema inverso de estimacién de la
transmisividad en un problema sintético y otro real.

Algoritmo PDR
0: Datos (ag, 25°, 7, §, MAXITS )

1: Proceso Iterativo
k=0
While £ < MAXITS
Resolver el Problema de Optimizacién

min R (=) = |7 (2) — ugll* + o | 2]

tomando 2;* como aproximacién inicial para obtener
z; = arg min R§ (2)

if

IF () — usl* <7 8, STOP, o =ay, 2" =2
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else

(e 77
o = ——

10
O — *

endif
end while

2: Salida (a*,z*)

Es importante sefialar que para poder aplicar esta técnica es necesario cono-
cer el nivel ¢ de error en los datos, el cual estd dado por la precisién de los
instrumentos de medicién, y una estimacioén del parametro r.

L-curva

Como vimos en la parte relativa al caso lineal Az = ug, una formulacién
clasica para estimar z usando regularizacion de Tikhonov, plantea estimar la
solucién de

min || Az — ug]|*
-]

como

2o = argmin {|| 4z - us||® + o || Lz||*}
donde:

5 (2a) = || L2a||* mide el tamafio de la solucién regularizada, mientras que
7 (2za) = ||Aza — us||* mide la aproximacién a los datos.

Practicamente todos los métodos de regularizacién para calcular soluciones
estables a problemas inversos mal planteados, encierran un compromiso entre
el tamano de la solucién regularizada y la calidad de la aproximacién a los
datos para monitorear la propagacién del error en la solucién, por lo que
es conveniente graficar este comportamiento, en funcién de la variacién del
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S(za)

r( za )
Figura 3.1: Gréfica de la L-curva, donde s (2,) = || L24/|* : mide el tamaiio de
la solucién regularizada y 7 (za) = ||Aza — us]|” : mide la aproximacién a los

datos.

parametro o, como se observa en la Figura 3.1. Si el problema estd mal
planteado, la curva resultante, en escala logaritmica como se sugiere en [37],
describe una forma de “L”, de ahi su nombre, para valores de a cercanos a
su valor éptimo, y presenta las siguientes caracteristicas:

e Una “esquina” relativamente facil de distinguir.

e La “esquina” corresponde al a que produce un equilibrio entre ||Lz||2
2
y 1Az = us]".

e Dicha “esquina” coincide con el punto de méxima curvatura.

Ademas se debe cumplir que
M >T>...2Mk>T1 ¥ 81 <8 <...< 8 < Sk (326)

para 7; = 7 (2a,) ¥ 8i = 5(2a,), l0 que asegura la convexidad de la curva.
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Teniendo en cuenta éstas y otras propiedades es que algunos autores proponen
construir la L-curva y elegir o como el valor asociado con la “esquina” de la
misma, utilizando distintas heuristicas, como en [12] y [39], entre otros.

Es importante sefialar que no siempre se cumple (3.26) por lo que, como se
puede ver también en [12] y [39], es necesario eliminar los puntos (7, s) de
la curva para los que 7._; < T, 0 Sk_1 > Sk, con el fin de asegurar el buen
funcionamiento de los algoritmos propuestos para determinar la esquina de
la L-curva.

La idea de usar la L-curva para estimar el valor éptimo del pardmetro «
también se puede aplicar al caso no lineal, resolviendo el problema de opti-
mizacién

min Fy (2), Fo(z) = ||F(2) —ug|* +aS(2) , z€ D(F) (3.27)

para una cantidad suficiente de valores de a que permita visualizar con cla-
ridad la forma de la L-curva en una vecindad del o* éptimo. Ahora bien,
resulta muy costoso resolver dicho problema la cantidad de veces necesarias
para construir la L-curva, por lo que trabajamos sobre una alternativa que
nos permitiera resolver (3.27) el menor nimero de veces posible, via algin
criterio, para detectar la esquina y detener a tiempo la bisqueda de o*.

Partiendo de tomar una sucesién de valores de « tales que ag > a; > ag >
-+« > ay, para los que sabemos que se cumple la condici6n (3.26), decidimos
modelar la L-curva en una vecindad de a* mediante una curva simétrica
con respecto a una recta de pendiente 1, esto es, de la forma y = z — ¢,
¢ > 0. Bajo este supuesto, propusimos detener el proceso de bisqueda del
a-6ptimo cuando la pendiente formada por dos puntos consecutivos (rk, sk)
¥ (Tk+1, Sk+1) fuera mayor o igual que 1, en valor absoluto, y hacer a* = o
(véase Figura 3.2).

Ahora bien, al aplicar esta idea en la préctica no se tuvo éxito para la totali-
dad de los experimentos realizados, pues para algunos casos que se pueden ver
en el capitulo de experimentos numéricos, las pendientes entre los primeros
puntos (de derecha a izquierda) son mayores que 1 en valor absoluto, por
lo que el anélisis de dichos resultados nos sugirié introducir un factor de es-
calamiento en la pendiente, que nos permitié establecer un algoritmo, al que
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L-curva P

N y=x-¢,m=1

y=-x+2a_-c,|m|=1

/e

Figura 3.2: Idea geométrica del algoritmo CPL-c, que supone que en la esquina
de la L-curva, ésta tiene un comportamiento simétrico con respecto a una recta de
pendiente igual a 1.

llamamos CPL-c (Comparacién de pendientes), cuya implementacién resulté
exitosa en todos los casos tratados; sin que ello signifique que pretendamos
postularlo como un procedimiento de cardcter general.

Algoritmo CPL-c
0: Datos ( ag, a;(valores iniciales de o), MAXITS )
1: Usar ap, oy para resolver el Problema de Optimizacién
min R (2) = |F (=) - us|® + a5 (2)

para obtener

(801?"0) ) (31,?'1]
donde

se=F(z)—usll® , rme=25(z)
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__ (log(r) —log(ro))
'™ (log (1) — log (s0))

then m; = fact * m; tal que m; <1

>1

else fact=1.
endif

2: Proceso iterativo
le=:2
While k£ < MAXITS
Qg—1
10
Resolver el Problema de Optimizacién

& =

min RS (2) = ||F (2) — us|* + a$ (2)
para obtener

(8K, 7x)

(log (r«) — log (rk-1)
(log (sx) — log (sk-1)

| —r

my = fact *

if

my > 1, STOP, o* =ay_q, z* = 21

endif
end while
3 Salida ( o*, z*)

Es importante notar que para aplicar este algoritmo no se requiere conocer
0 ni nigin otro pardmetro adicional, sélo los valores de s y 7 (usando la
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notacién del esquema), que son resultados naturales al resolver el problema
de optimizacién correspondiente.

Queremos enfatizar el hecho de que siempre es posible, sin restriccién alguna,
obtener puntos sobre la L-curva y a partir de ellos determinar el o* correspon-
diente a la esquina buscada. Ahora, si resulta que nuestro algoritmo funciona
(como sucedié en nuestro caso), es posible obtener una reduccién significativa
del esfuerzo computacional realizado en la estimacién del o 6ptimo, lo que
mostraremos en el capitulo de resultados numéricos para los casos tratados.

Curvatura méaxima: Con el propésito de contar con otra alternativa que
nos permitiera apoyar la validez de los resultados obtenidos con el algoritmo
CPL-c y sabiendo que el o* 6ptimo estd asociado con la esquina de la L-
curva, esto es, con el punto de mayor curvatura de la curva L (s (a), 7 («)),
donde s (@) = ||Azo —us]* y r(a) = || L24||?, propusimos un algoritmo (que
llamaremos CM), basado en el siguiente esquema para estimar a*:

1.- Dados tres puntos p; (si,7i), Pit1 (Si+1,7i+1) ¥ Pis2 (Sis2,Tis2), sobre la
L-curva, se tiene que el polinomio de interpolacién que pasa por p;, pi+1, Pi+2
puede escribirse en la forma de Newton como

P (s) = flsi] + f [siysiv1] (s — i) + f [5, Si41, Sin2] (8 — 8:) (5 — 8i41)
donde

flss] = n
;o - Tig1 — T4
d [S” SEH] Siy1 — 84
S; S; - $:. 8;
fIsi13i+l;3£+2] = f[ oo ‘+2] f[ i) z+1]
Sit2 — S5
Tig2—Tigl _ Tig1—Ti
== Si42—8:14+1 8i41—8i
Sit2 — Si

2. - La férmula para la curvatura de P (s) en s;41 estd dada por
‘P 4 (55+1)J

K =
1+ (P (sus))’]

3
2
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de donde, tomando la primera y segunda derivadas de P, resulta

P (sis1) = flsi,8i01] = f (50 Siv1, Siva] (siv1 + 80) + 2f [8i, i1, Siva] S
P (siy1) = 2f[siSit1, Sis2]

3. - Si tenemos los puntos py,...,pn, n > 3, es posible, tomando tres de
ellos a la vez, ir estimando la curvatura de la L-curva correspondiente a los

puntos ps,...,pn—1 de manera eficiente.

Los resultados que permiten comparar el algoritmo CPL-c con esta pro-
puesta para calcular la curvatura, los comentamos en el préximo capitulo.

3.1.2 Regularizacién via Optimizaciéon Multiescala

Es importante comenzar esta seccién sefialando que, como T y S varian en
el espacio, lo ideal serfa tener sus valores en una malla fina, por lo que se
hace necesario parametrizar, a pesar de estar trabajando en nuestro caso con
un problema heterogéneo con valores de los pardmetros casi constantes por
zonas.

Se trata de una técnica de regularizacién, cuya idea central consiste en cons-
truir una sucesién de aproximaciones discretas de T' y/o S en subespacios
de dimension finita definidos a partir de discretizaciones cada vez maés finas,
de la region del acuifero, iniciando con una discretizacion gruesa hasta llegar
a una optima, la cual no debe ser més fina que la utilizada para resolver el
problema directo. El nimero de discretizaciones juega en este caso el papel
de pardmetro de regularizacion.

Para fijar ideas, consideraremos (z;,y;) € [0,1] x [0, 1], ¢ un cierto tiempo y
d;; representa el error de medicién en (z;, y;).
Si ahora hacemos

x; =40z, 1=0,...,Nz; /.\:rzwl—

T

yi=jly, j=0,...,Ny; Ay=4-

y consideramos sélo la estimacién de T, resulta que (3.7) toma la forma
siguiente:

min  Fa(Ta), Fa (T&)=H(l1'od>)(T&)—};&“2, (3.28)
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y Ax
Wy
M1
RO1 RO2 Ay
Ay
RO3 R04
o 1 3 e . H,-1Nf Aso

Figura 3.3: Malla fina, en la que se resuelve el problema directo o ecuacién de
flujo, y subespacio inicial Wo donde comienza el proceso de Optimizacién Multi-
escala.

donde A es el nivel de discretizacién correspondiente a Az y Ay.

Estamos ahora entonces en un problema de optimizacién en dimensién finita,
y la cuesti6n es determinar T, con

TL=T; =T (z:,y;) ,
solucién generalizada discreta de (3.28).
Consideraremos
T(z,y) € L* (R), R={[a,b] x[c,d]

y lo que nos interesa es conocer T (z,y) en los puntos (z;,y;) de la malla
dada en la Figura 3.3 (izquierda).

Esto puede interpretarse como, determinar T en un subespacio de dimensién
finita W C L? (R) definido por la discretizacién de R .

Se tiene que
dimW = (Nz+1) % (Ny+1) .
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Hagamos dim W = N, y sea
{WTJ}1=0,1,,NI,J=0,I,,Ny (329)

una base de W; de esto resulta

Ta(z,y) = ) aywij, (2,y) €R,
y entonces resolver (3.28) equivale a determinar la matriz de coeficientes
A = (0y5)

tal que (3.28) alcanza el minimo con respecto a la base (3.29). Es impor-
tante notar que la eleccién de la base es un punto delicado pues para bases
diferentes pueden obtenerse resultados distintos [21].

Por supuesto, con los elementos dados podria procederse a la estimacién de
T} directamente; sin embargo, lo que se propone es una estrategia distinta,
llamada optimizacion multiescala, cuya adopcién produce resultados su-
periores a los obtenidos al resolver el problema de estimacién de pardmetros
directamente en el subespacio W. Ademds, mostraremos aqui, como un
punto importante, el efecto de convexificaciéon de los problemas resultantes
de optimizacion.

Parametrizacién multiescala

En términos generales, la idea consiste en construir una serie de subespacios
Wﬂs Wl? SRR WNE

de W tales que
WieiCWe y Wyp=W,

donde NF es el valor asociado a la discretizacién més fina, que en nuestro
caso se determiné considerando aquella discretizacion con la que se obtiene
la mejor solucién del problema de optimizacién, de tal forma que a partir de
ella cualquier refinamiento produce un empeoramiento de la misma.

Una propuesta es partir de un Wy dado por la discretizacién de la Figura
3.3 (derecha), y proceder por biparticién de cada uno de los rectdngulos
R;;, para obtener el correspondiente Wi, y asi sucesivamente. En general,
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Figura 3.4: Subespacios Wj_; y Wi. Este ltimo se genera dentro del
proceso de Optimizacién Multiescala, como resultado de la bipartcién de la malla
que define al subespacio Wj._;.

si se tiene Wj._; que corresponde a la discretizacién dada en la Figura 3.4
(izquierda), el paso a W, se hace agregando a la malla para W)._, los puntos
marcados en negritas, y que se muestran en la Figura 3.4 (derecha), en la
discretizacién correspondiente a Wy.

Si llamamos V; al subespacio generado a partir de estos nuevos puntos agre-
gados a Wj._, para llegar a Wy, tendremos que

Wi=We1 0 Vi ) Wi-1 C Wi
Se tiene que
dim W = (2" + 1) » (21 +1)
y como base para este subespacio se propone elegir funciones
wyg,i=1,...,28 +1; j=1,...,2%1 41 (3.30)
continuas y bilineales por pedazos sobre cada uno de los rectdngulos 5%5 :

Por supuesto, como Wj_; C Wy, lo natural para obtener la base (3.30) es
agregar a la de Wy_,, las w;; correspondientes al subespacio V.. Resulta fécil
ver que V; es un espacio suplementario a Wj_, en Wy, ya que:
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e Por construccién, se tiene
Vi C Wy

e Dada T}, € W, si consideramos que ésta coincide con T, € Wiy
en todos los puntos de la malla correspondiente a W)._; y hacemos

V _ W w
Tak = Tar — Tk

Por construccién se tiene que TX, € Wi, y si T), se hace cero en todos

los nodos correspondientes a Wy que no estén en Vi, entonces TX, € V4,
de donde

Tpe = Tak-1 + T4k (3.31)

con
W €EWii y TL €V

e Veamos ahora que la descomposicién (3.31).es tinica. Para ello, supon-
gamos que

= Tg;:—l + TK& = (Tg;c—l)l W (Tgk)l y con

1 1
Thers (Thn) €Wemr vy Th 5 (T) € Vi
Ahora, dado cualquier punto o nodo p € Wy._; se tiene que

TRy (0) + TX (0) = (TH2)' 0) + (TX) ()

vz 1
pero, por construccién, TX, y (TX,) , evaluados en los puntos de la malla
W1 son iguales a cero, esto es,

Tﬁl':k (p) = (Tagk)l (pJ =0 yPE Wk—l y

de donde, T}_, (p) = (Tﬁ_l)l (p) para todos los nodos de Wj_,, de
donde, T%,_, = (T%_,)", v de esto se sigue finalmente T, = (T%)" 1o
que completa la demostracion de que V; es suplementario de Wj._; en W,.
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El proceso descrito anteriormente se repite hasta arribar a un subespacio
WhneE, tal que Wyg = W, esto es, se tiene Wo C W1 C ... C Wyg =W y
como Wy = Wi, @ Vi resulta

W= WeoV
Wo= WeW,=WeVieWh

Wyeg= WodWVV@®--®@Vyg=W
Asi, B = {w;;} base de W sera la unién de las bases de Wy, V4, ..., Vyg; esto
es
B =i} [5=01p0 0B §4=00me2 F=0lpad® ]

Existen distintas opciones para la eleccién de B; por nuestra parte hemos
elegido:

" |E—=li=1)] [#—=0—1)] 8 4-LEF &L j-1ELE]
h h h h

E-G-1][G+1)-¥ si i-1<£<4j<i<j+1
wi (z,y) =9 _ o , . .
[G+1)—%][E-(—-1)] si i<E<i+]l, j-1<L<;

—
+
—

L [G+1) =2 [G+1)—-¥] si i<F<i+1,j<i<j

Proceso de optimizaciéon con base en multiescala.

Partiendo de lo anterior, la idea consiste en resolver la siguiente coleccién de
problemas:

min Fa (Tak) Tax €We  ,0<k<NE,

donde, como hemos visto, la dimensién de cada nuevo problema va creciendo,
dado que Wy_; € Wi . En términos algoritmicos el procedimiento es el
siguiente:
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- Para k = 0, se calcula la solucién éptima, TS, , de

min Fg (TQ(})

Tao
partiendo de una aproximacion inicial
0y koo k
Ao=(a3),i=0,...,25j=0,...,2

arbitraria, donde, recordemos, Th, = 3 a?jw,—j '

- Una vez calculada T, _,, se resuelve el correspondiente

min FA(T&;‘) 3 ].SkSNE,
Tak

usando como condicién inicial los of;" obtenidos como resultado de la

optimizacién k — 1, més los correspondientes a Vi de la descomposicién
Wi = W10 Vi
calculados por interpolacién a partir de T'f,_,, pues segin vimos antes
w w v
Tax = Tak-1 — Tax

con )
TE;:—I € Wi y T.Kk e Vi

En los experimentos numéricos que se muestran en el capitulo 5, se tomé
Nz = Ny = 2, de donde Nz +1 = Ny+1 = 3 y la dimensién de Wy =
(Nz+1)(Ny+1) =9, dim. W = 25, dim. W, = 81 y dim. W3 =
289 = 17 x 17.

Es importante destacar que, dentro del proceso de minimizacién de Fa (Tax)
para cualquier k, cada vez que se requiere la evaluacion de Fa en una Tax
dada hay que resolver la ecuacién diferencial (2.13).
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Dos propiedades importantes que destacan en la Optimizacién Multiescala y
que se pueden observar en el capitulo de experimentacién numérica son:

e El proceso de célculo es muy veloz para las primeras mallas debido
a que la dimensién de los espacios es pequena y la funcién objetivo
resultante es suave y convexa (solucién unica), lo que permite obtener
una buena aproximacién con un bajo costo computacional.

e Paraddjicamente, comenzar con una discretizacién gruesa permite, en
casos como el nuestro, lograr un efecto de convexificacion del pro-
blema de optimizacién, de manera que es posible obtener el mismo
minimo a partir de distintas aproximaciones iniciales, cosa que mos-
traremos para nuestro ejemplo, en el capitulo de resultados computa-
cionales.
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Capitulo 4

Métodos de Optimizacion para
Estimar la Transmisividad
Hidraulica

Como ya hemos visto, en nuestro trabajo planteamos estimar la solucién del
problema inverso de estimacién de parametros resolviendo el problema de
optimizacién

minF(T,8), F(T,S)= ||(\;r 0 ®) (T, S) — }1”2 .

Ahora, teniendo en cuenta que nuestro objetivo principal es la estimacién de
la transmisividad hidraulica, supondremos conocida S, lo que da lugar a la
nueva formulacién

~12
min F(T), F(T)= ”(\I!ofb) () — h”2 (4.1)
que es un problema de optimizacién con las siguientes caracteristicas:

e Funcién objetivo de minimos cuadrados no lineal.

e Restricciones de acotacién sobre T, dadas por las condiciones fisicas
del problema; estoes T € Qy={T € R*: | <T <u}.

e Comportamiento inestable de la solucién, heredado del mal plantea-
miento del problema inverso original.
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e Posiblemente grandes dimensiones, debido al nivel de discretizacién de
la regién Q4.

También, con respecto al asunto del mal comportamiento de la solucién de
(4.1), se han discutido dos alternativas (Regularizacién de Tikhonov y Mul-
tiescala) para su resolucién de manera estable, pero, independientemente de
cudl de ellas se elija, resulta indispensable tener un conocimiento amplio y
sé6lido del problema de optimizacién local

IIGI}II'I‘F(&‘:) , F: R"—=R, (4.2)
pues de ello depende en buena medida la resolucién exitosa de nuestro pro-
blema central: la estimacién de T'. Al tratamiento de esta cuestion dedicare-
mos lo que sigue.

4.1 El calculo de minimos locales

Una metodologia de cardcter general para resolver (4.2) es la siguiente: si
llamamos a la solucién buscada z* ( z* = argmin F (z), z € R"), un procedi-
miento usual para calcularla es: dada g, aproximacién inicial a z*, construir
una sucesién z;, 3, ..., Ty, ... de aproximaciones, con la propiedad esperada
de que F (zx41) < F (zx) y que z,, — z* cuando n — oo . En el marco de
este esquema general, las estrategias adoptadas por nosotros para el célculo
de la sucesién z,, z, . . ., tienen como sustento al conocido

4.1.1 Método de Newton

La idea central de éste puede resumirse como sigue: dada =z, construir la
aproximacién de Taylor:

my (d) = F (zx + d) = F (z) + d'VF (zx) + %dtsz (zx)d

Hecho esto, se resuelve
mjn my (d)
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region de
descenso

V F(xp

Figura 4.1: Gréficas de las curvas de nivel de F' donde ademds se muestra la
region de descenso.

cuya solucién, siguiendo el procedimiento usual de igualar a cero la derivada
de my (d), puede calcularse resolviendo el sistema

V2F (.‘.‘Ck) d= —Gk, O Hk d= — Gk (43)

donde H,=V?F(zi) y ge=VF (i) .

Si llamamos dj, a la solucién del sistema de ecuaciones lineales (4.3), entonces
se hace
Trs1 = Tk + dg

con la garantia de que x4 satisfara la propiedad deseada, F' (zk+1) < F (zk)
si dy es una direccién de descenso (Figura 4.1), lo que se garantiza con
la hipétesis de que Hj es definida positiva (Hx > 0), ya que en este caso,
gidy = —gt H 'gx < 0, condicién para que dj, sea de descenso.

El método de Newton es una especie de paradigma en el contexto que hemos
descrito para el problema (4.2), debido fundamentalmente a que cuando con-
verge, lo hace cuadraticamente. El resultado central al respecto es:
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Teorema 7 Si F es dos veces diferenciable y si:

i) Hy. es Lipschitz continua en una vecindad abierta de z*,

i) VF(z*) =0,

iwi) V2F (z*) >0 y

iv) o estd en una vecindad (que depende del problema) de z*,

entonces la iteracion xr.1 = xx + di generada por el método de Newton
converge a x* con velocidad de convergencia cuadrdtica.

En términos précticos el resultado anterior nos dice que si en la iteracién
k-ésima se sabe que z; tiene m cifras correctas de la solucién z*, entonces
Zr+1 tendra 2m, y asi sucesivamente.

Como se observa, un punto importante es que cada nueva aproximacién de
z* se construye con base en el vector dj, resultado de minimizar el modelo
my (d), y se sabe [23, 49] que en general m;, es una buena representacién de F
s6lo en una pequena vecindad de zy, razon por la cual sélo es posible garan-
tizar convergencia de Newton en una vecindad restringida de z*, pues fuera
de ella la direccién calculada di puede no ser de descenso al no cumplirse la
condicién Hy > 0, y también es posible enfrentarse a dificultades practicas
tales como que la matriz Hy o el gradiente V. no estén disponibles o resulte
muy complicada y/o costosa su evaluacién. Lo bueno del asunto consiste en
que se trata de objeciones superables mediante el uso de variantes susten-
tadas en Newton que permiten obtener convergencia “global”, o sea desde
cualquier punto inicial, bajo ciertas condiciones. Describimos a continuacién
dos alternativas en este sentido.

Newton global con biisqueda en la linea

Recordemos que la direccién de Newton se obtiene de resolver el sistema
Hy d=—gx

de donde la solucién tiene la forma
di = —H; gk

Si suponemos Hj disponible, un procedimiento para calcular zxy; a partir
de zi, en el contexto de biisqueda lineal, es:
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e Determinar d; como

direccién de Newton si Hy es definida positiva
di =

—H g en otro caso

donde I?k = H. + ju1I, con py elegida de tal forma que ﬁk > 0.

e Calcular a; que satisfaga las condiciones

F (.’Bk + Oﬂkdk) < F(i‘k) + )«agk di, \ € (0 1) (44)

VTF (zx + ondi) di > Bgidi, B € (A1) (4.5)
e Hacer x4 = ax + ax di

Observacién: La aparicién de ay en esta nueva iteracién nos dice cuinto
debe avanzarse en la direccién dy para obtener zj,1, que es la idea bésica de
los métodos llamados de biisqueda en la linea.

La condicién (4.4) establece que el o de dicha bisqueda debe garantizar
que se dé un decrecimiento suficiente de la funcién objetivo F', para algin
A € (0,1). Esta desigualdad se conoce también como condicién de Armijo y
puede interpretarse geométricamente como se ve en la Figura 4.2.

Ahora bien, dado que (4.4) sdlo se refiere al decrecimiento de F', es necesario
agregar la condicién (4.5) con el fin de garantizar también que el paso de zj
a T4 no sea demasiado pequeno. Como se observa, la parte izquierda de
(4.5) nos da la derivada F' (ay) dado que zx y di estén fijos, por lo que esta
condicién exige que esta derivada sea al menos /3 veces mayor que F' (0) (ver
Figura 4.3)

Las desigualdades (4. 4) (4.5) se conocen como condiciones de Wolfe.

En [23] se prueban resultados que establecen convergencia superlineal para
el esquema anterior, asumiendo ciertas condiciones sobre F' 'y H .

Por otra parte, si la situacion es tal que Hj, no estéd disponible, nos ubicamos
en el terreno de los métodos tipo Quasi-Newton, donde la idea es cons-
truir una aproximacion que llamaremos By =~ H; usando informacién de los
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MF(x, + ad, )

o
. .

" Figura 4.2: Representacién geométrica de la Condicién de Armijo, la cual es-
tablece que el oy de la bisqueda lineal debe garantizar que se dé un decrecimiento
suficiente de la funcién objetivo F, para algin A € (0, 1).

AF(x + ady)

T N %

Figura 4.3: La Condicién (4.5) garantiza que el paso de Ty a Zyy; no sea
demasiado pequerio.



gradientes de F' . Para ello se parte de la expresién
1
VF(z+d) = VF(I)+/V2F(9:+td)d dt , con te(0,1)
0
donde, sumando y restando V2F (z) d se obtiene
1
VF(z+d)=VF (z)+ VQF(J:)d+/ [V2F(z+td)—V?F(z)] d dt
0

Ahora, asumiendo que VF es continua, la magnitud del término integral es
de orden o(||d||), de donde, si se hace z = 2 y d = x4y — Tk, resulta

Gk+1 = gk + Hiprd + o (||d]])

y de aqui, suponiendo que zx & z* & ;4 de tal forma que H > 0, el término
o(||d||) es eventualmente dominado por Hi41d, dando por resultado

Hip1d = geyr — gk (4-6)

y la propuesta entonces es elegir la aproximacién Bi.; de la Hessiana de tal
forma que satisfaga (4.6), esto es, se pide que

Bryde =yr , con yx = gr+1 — Gk

Se pide ademds que By sea simétrica y By se da por el usuario.

Una propuesta para Bi,; debida a Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno
(BFGS) es hacer
Bydyd} By i YV

dindk Yid

Siguiendo estas ideas, se puede elegir también una aproximacién de la inversa
de la Hessiana, como se observa en [23]. Si denotamos como Bi4; dicha
aproximacién en la iteracién k + 1, resulta que no es necesario formar esta
matriz explicitamente, sino sélo hacer el producto By4+1 Vi , lo que puede
hacerse mediante una sucesién de productos entre gy los vectores s; =
Tiv1 —Ti , ¥i = gis1 — g parai =0,1,...,k . Veamos esto con mas detalle:

Bk+1 = Bk ==
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Memoria Limitada

Como aparece en [48], By41 se puede escribir como:
gk-}-l = Vk‘ngk + pksksi (47)

donde !

oE= o Vi = I — pryesi. (4.8)
Sin embargo, esto genera un problema serio cuando la dimensién del problema
es muy grande ya que en la k-ésima iteracion se necesita tener almacenados
2k vectores de R™ para aplicar (4.7). Con el fin entonces de trabajar estos
métodos buscando ahorro de memoria se han desarrollado los llamados de
memoria limitada en los que se fija de entrada una cota para la cantidad
de pares de vectores s; , ¥; que se van a considerar en las actualizaciones.
Si m << n es el nimero méximo de estos pares que se van a almacenar,
entonces mientras k + 1 < m no hay ningin cambio en (4.7), lo cual se ve

mejor si se toma el desarrollo:

By = Vi, - -VEBoVo- - Vi Vi
+‘/;: “"/1:.005053‘/1 ...V’k

ty/t t
+ViVi_1pk-25k-28; o Vi1 Vi
t
TPk SkSy.
Cuando k + 1 > m se desecha la informacién de sy y yo y se guarda en su
lugar la de sk41 ¥ Yk+1 , ¥ asi sucesivamente se va eliminando la informacién

mas vieja y se dejan los m pares de vectores previos a la iteracién actual,
quedando entonces:

Bis1i = ViVier Vicmu BoViemer -+ Vi Vi
t t 1
+Vi * Vi mt2Pk—m+1Sk—m+1Sk_mi1 Vi—ms2 * * * Vi

+Vi pre—18k-18%_1 Vi
t
+ Pk Sk Sk

Segtin se observa, es muy importante la seleccién de la aproximacién inicial
By. En muchos casos se usa la matriz identidad y en otros ciertos escalamien-
tos de dicha matriz. En [49, 67] se discute la implementacién computacional
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de estas ideas considerando el caso z € @ = {z € R" : | <z < u}. Nosotros
usaremos este método local y su implementacién computacional dada en [43].

Newton global con regién de confianza

Como ya vimos, la convergencia del método de Newton sélo se garantiza para
una vecindad de z* = argmin F () y la razén de esto es que la aproximacién
cuadrética (4.3) de F en z puede no ser adecuada si z; estd més alld de la
regién de convergencia, por lo que es necesario modificar la idea bésica para
crear una variante que permita generar una sucesioén convergente a pesar de
no cumplir la hipétesis de que z; esté "suficientemente” cercana a z*. En
este contexto, la propuesta que aqui trataremos puede resumirse como sigue:
dados zx y &, > 0: '

i) Se construye el modelo
1
M (d) =F (xk + d) = F (.’I:k) +d'VF (xk) + §d‘Bkd (49)

donde By es la matriz Hessiana de F' o una aproximacién de ella.

ii) Resolver
mdin my (d) , sujeto a ||d|| < & (4.10)

iii) Si dy es la solucién de (4.10), se toma entonces zy4; = zx + dy.

Analicemos ahora este esquema con cuidado. De entrada vemos que ahora la
biisqueda del minimo de m estd sujeta a la restriccién ||d|| < &, esto es, se
restringe a una regién o vecindad v = v (@ , dx)(llamada de confianza) aco-
tada por el valor d;, conocido como radio de la regién, cuya determinacién
éptima es muy importante, pues si §x es muy pequeiio, el método podria
perder la oportunidad de lograr avances sustanciales en cada paso con res-
pecto a la convergencia hacia z*; pero también, si es demasiado grande, m;
puede resultar una mala representacion local de F, posibilitando asi que,
digamos, el minimo de my esté lejos del minimo de F en la regién v,. Para
evitar esto y permitir un avance razonable en el paso de z; a x4 se propone
calcular el cociente

_ F(Ik +dk) = F(.".Ck)
Pl e (0) — s (di)

(4.11)
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donde el numerador nos da la reduccién real en F y al denominador se le
llama reduccién predicha, la que siempre serd no negativa puesto que dj es
el resultado de minimizar m; en una regién que incluye el paso d = 0 ;
por lo que si p resulta negativa, se tendrd que F (2 +dix) > F (zx) y en
consecuencia el paso debe ser rechazado.

Si lo que se tiene es p; = 1, esto indica que my es una buena representacién
de F en la vecindad vk, lo que en principio sugiere la posibilidad de tomar
Jks+1 > Ok para la préxima iteracion.

Finalmente, si pi resulta positiva pero no cercana a 1, la idea es tomar
dky1 = Oy, evitando la situacién 0 < px =~ 0, en cuyo caso deberd tomarse
Jk+1 < 0k .

Otro elemento que juega un papel importante en el contexto que estamos
considerando es que los métodos del tipo regién de confianza son globalmente
convergentes si sus iteraciones producen en cada paso una reduccién en el
valor de m; de al menos un miiltiplo del decrecimiento que se obtendria de
tomar como zj4; el llamado "punto de Cauchy”, dado por:

Ty = zx+di, con
Ok
dc = ~'rk—Vk
¢ Vel Y
1; si ViBVi <0
T = p w3
min (&»—_Vi_gm’ l) , en otro caso

Como se observa, di no es otra cosa que la direccién del conocido método
del descenso mas rapido, sujeta al radio ¢, de la regién de confianza (Figura
4.4).

Un algoritmo que en términos generales resume las ideas anteriores y consi-
dera ademaés el caso en que z € 2 = {z € R* : [ < z < u}, es el siguiente:

0) Entrada (zo, u, p1, K2, 01, 02, 03, I, u)
O<u; 0<yy<pue<l;0<0y<09<1 <oy
1) Proceso iterativo
ot k=0,1,2,...
Calcular
1.1 El modelo my (d)
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curvas de nivel mk

Figura 4.4: Ubicacién grafica del Punto de Cauchy, que se utiliza en la imple-
mentacién del Método de Newton Global con Regién de Confianza.

1.2 El punto de Cauchy zf
1.3 Una solucién aproximada di de (4.10), tal que satisfaga

my (di) < o my (23), con ||di|| < w0k, ke +di € Q.

1.4 El valor de p; dado en (4.11)

Hacer
Tpe1 = T+ di, S1pp >
Thy1 = Tk, Si o S p
Tomar
k41 € [oy min {||dk]| , Ok}, 020k, si px <
‘5k+1 € [016]“ 0351:]: si Pk € (#1:#2)
Ok+1 € [0k, 030k], si px > o

end (for)

2) Salida (z*)

Este algoritmo converge globalmente y tiene velocidad de convergencia local
superlineal o cuadréatica. Mas adelante comentaremos al respecto; asimismo,
presentaremos un procedimiento para resolver (4.10) de manera eficiente y
que permita conservar la propiedad de convergencia global.
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Figura 4.5: Si my es un paraboloide, las curvas de nivel son elipses.

4.1.2 Newton Truncado con gradientes conjugados

Un elemento central, tanto si se elige la estrategia de bisqueda en la linea
como si se opta por la regién de confianza, es que la correspondiente direccién
di-en cada iteracién se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones lineales

del tipo
Bid = -V (4.12)

con By matriz simétrica y tal vez positiva definida (para el caso de regién de
confianza, (4.12) resulta de igualar a cero la derivada de my (d)).

Una alternativa usual para resolver el sistema anterior o equivalentemente
para calcular el minimo de una cuadrética como lo es my (d), particular-
mente en el caso de grandes dimensiones es usar el método de gradientes
conjugados, que consiste en un procedimiento iterativo que converge en a
lo més n pasos y cuya idea bésica ilustraremos para el caso n = 2, esto es, si
my es un paraboloide (Figura 4.5), en cuyo caso, las curvas de nivel de m;
seran elipses.

Para ilustrar mejor lo que queremos, supongamos el caso ideal en que las
curvas de nivel son circunferencias y tomemos una recta con direccién dy
cualquiera (Figura 4.6).

Se tiene entonces que el minimo de my a lo largo de la recta ly (a) = zo+ady
resulta ser el punto medio del segmento dado por la interseccién de ly y ¢o
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O 15

b1 ,
dg 1 curva de nivel Cq

%0

Figura 4.6: Curvas de nivel dadas por circunferencias, que corresponden a un
paraboloide como el mostrado en la grafica anterior.

(misma Figura).

Si llamamos aq al valor de a que nos da el punto medio mencionado, hagamos
entonces
) = T + apdy

y con esto habremos dado un paso para calcular el z* que minimiza nuestra
cuadrética en dos variables.

Ahora, dado que debe existir una curva de nivel de m, que llamaremos ¢,
que pasa por zi, resulta entonces que éste es el punto de tangencia de p y
¢, y como ¢; es una circunferencia, resulta que /o es ortogonal al didmetro
de ¢; por lo que basta tomar una nueva direccién d; ortogonal a dy, para
garantizar que el minimo de m, a lo largo de la recta [, (a) = z; + ad, sea
justamente z2 = z*, con lo cual hemos calculado z* en dos pasos.

Pasemos ahora al caso en que las curvas de nivel son realmente elipses. Un
resultado importante en esta situacién es que si cortamos una elipse por una
familia de rectas paralelas, los puntos medios de las cuerdas dadas por las
intersecciones de la elipse con las rectas, estan sobre una recta que pasa por
el centro de la elipse [24] (Figura 4.7).

Tomemos ahora nuevamente zy = 0 y una direccién dy cualquiera. Resulta
entonces que el minimo de mq a lo largo de la recta [y (o) = zo + adp estd
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centro de la elipse

Figura 4.7: Construccién de una recta que pasa por el centro de una elipse

dado por el punto medio de la cuerda de interseccién de lp con myg.

Si llamamos «q al valor de o donde se alcanza el minimo, el primer paso
concluye haciendo z; = zg + apdy (Figura 4.8).

Pensemos ahora en una recta IB paralela a dp, esto es, l;] = 33;)+ng y llamemos
x; al punto medio de la cuerda de interseccién de [, con mg. Por el resultado
que enunciamos antes, z; y r; estdn sobre una recta que pasa por el centro
de la elipse (que corresponde justamente al z* donde el modelo cuadrético
alcanza su minimo), por lo que esta recta puede escribirse como

Lha)=z+ady, d =:1:1—:a:'1
(ver Figura 4.9).

De lo anterior, resulta claro que si calculamos el minimo, que llamaremos
z9, de m a lo largo de m,, se tiene que z; = z*, esto es, en dos pasos o
iteraciones hemos alcanzado el minimo del modelo cuadratico m para el caso
en que las curvas de nivel son elipses, s6lo que ahora las direcciones dy y d;
que aparecen en las iteraciones correspondientes no son ortogonales como en
el caso de las circunferencias, sino que satisfacen la siguiente propiedad:

d{Bdy =0, (4.13)

donde B es la matriz del modelo cudrético m, y de ahi que dy y d, resulten ser
B-ortogonales o conjugados, lo que constituye el fundamento del método
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Figura 4.8: Construccién de x; por el método de gradientes conjugados.

7~
M
H%
D—'N"

Figura 4.9: Célculo de r* a partir de x;



de gradientes conjugados para el caso general de calcular el minimo de
una cuadrética en n variables, en el que los n vectores de biisqueda son
conjugados entre si y se construyen a partir de los gradientes del modelo m
en cada punto zx, y cuya convergencia se garantiza en a lo méds n pasos.

El algoritmo correspondiente puede escribirse como sigue [49]:

0) Entrada (dp)

1) Asignaciones iniciales
1.1 Tg = Bkdg o+ Vk
1.2 po=-—nry
1.3 j=0

2) Proceso iterativo
While r; ;érO]_

a5 = ;E_t‘é%‘b
dj+1 = dj + o5 p;
rj+1 =T; + 0;Bip;
)6j+1 _7 ::::1
Pi+1 = —Tj+1 + Bj+1Pp;
Jj=j+1
end while
3) Salida (dx)

En la practica, particularmente cuando se trabaja con problemas de gran
escala, no es recomendable calcular la direccién dj resolviendo ”completo” el
sistema (4.12), pues en general resulta mas eficiente detener la iteracién de
gradientes conjugados antes de concluir el proceso, atendiendo a criterios que
permitan garantizar convergencia global y mantener las buenas propiedades
de Newton.

Aplicacién al caso con bisqueda lineal

Dado el sistema
de = —Vk s (414)

si di. es una solucién aproximada (no ”completa”), se define el residual
e = Hipdp + Vi (415)

y se propone detener la iteracién de gradientes conjugados cuando
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7l < me IVl i (4.16)
donde la sucesién {7}, llamada de forzamiento, satisface 0 < n < 1 Vk.

Los siguientes resultados garantizan que esta variante converge velozmente
en una vecindad de z* = arg min F (z).

Teorema 8 Supdngase que VF (z) es continuamente diferenciable en una
vecindad de x* y que la Hessiana de F (z*) es definida positiva. Considérese
la iteracion T4y = xi + di, donde la direccion di se calcula de tal forma que
se satisfaga (4.16), con ni. < n, para algin n € (0,1). Entonces, si zy estd
suficientemente cercano a z*, la sucesidon {z} converge a z* linealmente;
esto es, para k suficientemente grande se tiene ||zxy — 2*|| < cl|zx — 2*||,
conl<e<l.

Nétese que este resultado es menos restrictivo que el correspondiente para
Newton pues ahora dj. es una direccién inexacta. Veamos ahora el siguiente

Teorema 9 Supongase que se cumplen las condiciones del teorema anterior
y que la sucesion {zi} generada con las direcciones inezactas converge a z*.
Entonces la velocidad de convergencia serd superlineal si n. — 0 y cuadrdtica
sime = O (|VF (zi)]):

En el marco de este resultado, se sugiere tomar nx = min (0.5, | VF (zx)]|)
si se espera obtener convergencia cuadratica en una vecindad de z*, o bien

M = min (0.5, VIIV:F (-’ﬂ:)”) para convergencia superlineal, aunque pueden
proponerse y usarse otras propuestas.

Si ademas, al inicio del proceso iterativo se toma zp = 0 y se consideran las
condiciones de Wolfe vistas antes, se tendrd un procedimiento con conver-
gencia global cuya velocidad cerca del minimo sera superlineal o cuadratica.
Al respecto [49] se tiene el siguiente algoritmo:

0) Entrada (zo)
1) Proceso iterativo
for j =0,1,2,...
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1.1 Calcular dj inexacta aplicando gradientes conjugados al sistema
Hid = —gy

tomando xy = 0. Concluir el proceso cuando

Irell < min (0.5, VIV @) IVF (@)l

o cuando se encuentre una direccién de curvatura negativa,
esto es, que cumpla dj Hydy < 0.
1.2 Hacer
Tkl = Tk + ol

donde o satisface las condiciones de Wolfe.
end (for)
2) Salida (z*)

Cabe aclarar que si la Hessiana no estd disponible o bien no es positiva
definida, es posible trabajar con una aproximacién By, s6lo que esto tiene
en general un costo importante respecto del esfuerzo computacional y la
velocidad de convergencia de la sucesién {z;} a z*, cosa que tuvimos ocasién
de comprobar en los experimentos numéricos realizados, que presentaremos
en el préximo capitulo.

Aplicacién al caso con regién de confianza

Recordemos que la iteracién correspondiente es de la forma x4y = zx + di,
donde d; es la solucién del problema

mdin my (d) , sujeto a ||d|| < 8 ; mi(d) = F (2x) + d'VF (21) + %d’Bkd ;

(4.17)
La idea entonces es calcular e igualar a cero la derivada de my (d), lo que
da lugar al sistema Bipd = —gi que deberd resolverse usando gradientes

conjugados, deteniendo la iteracién correspondiente si se viola la cota de la
region de confianza o bien si se encuentra una direccién de curvatura negativa.
El algoritmo propuesto en este caso es:

0) Entrada (¢ > 0, xx, &)
1) Asignaciones iniciales
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1.1 p0=U

1.2 To = Gk
1.3 do = —Tp
if |0l < &

return p = pg
2) Proceso iterativo
for 7=0,1,2,...

if d:Byd; <0
determinar T tal que p = p; + 7d; minimiza my (d), con ||p|| = &
return p

Hacer e

Q= dj.B:dj

Pj+1 = pj + ayd;

if [|pj+all > de
determinar 7 > 0 tal que p = p; + 7d; satisface ||p|| = d
return p

Hacer

Tit1 =75 + a_,—Bkdj

if [yl < e ol

return p = p;

Hacer |,

Bjr1 = Dﬁ%

dj+1 =7j41 + Bjnd,

end (for)
3) Salida (dx)

Para el caso de la estrategia de Newton truncado con gradientes conjugados y
region de confianza, se tienen resultados de convergencia global y velocidad de
convergencia local superlineal o cuadratica, andlogos a los presentados para el
caso de biisqueda en la linea. Los interesados pueden consultar [42], donde se
incluyen detalles de la rutina TRON, implementacién del algoritmo anterior
que, usada por nosotros, nos permitié obtener resultados comparables con
los obtenidos con la rutina L-BFGSB, a un menor costo, segiin mostraremos
en su momento.
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Capitulo 5

Implementacion, ejemplos y
resultados computacionales

En esta parte proponemos algunos ejemplos y presentamos una coleccién
de resultados computacionales, realizados con el propésito de comparar los
métodos de regularizacién vistos y analizados en el Capitulo 3. En el caso de
Tikhonov, hacemos uso de nuestras propuestas de algoritmos (PDR, CPL-c y
CM) para la estimacién del parametro de regularizacién y comparamos los re-
sultados obtenidos por esta via con los producidos usando Optimizacién Mul-
tiescala. Mostramos también los resultados que obtuvimos bajo un supuesto
realista en términos précticos: a partir de pocos datos, obtener informacién
en todos los puntos de la malla donde se resuelve el problema directo (para
tener solucidn tinica), haciendo interpolacién.

También, por razones metoldgicas, es usual que en un trabajo como el nues-
tro, en el que se incluyen propuestas de nuevos métodos y/o algoritmos para
resolver problemas reales, se comience experimentando con ejemplos (conoci-
dos como sintéticos) en los que se tiene control o conocimiento de la solucién,
con el fin de valorar la eficacia y robustez de las propuestas en cuestién, para
posteriormente pasar al tratamiento de los casos reales. En este sentido y
en relacién con nuestro problema concreto de estimacién del pardmetro T' de
transmisividad hidrdulica en el modelo de flujo

0 Oh d Oh oh

— (T sl = ) [ bl )

B2 ( (-’v,y)ax) 5 (T(I‘y) 69) Sz y)5; +alzy ), (5.1)
asumiendo que se conocen S y ¢, trabajaremos con:
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e Un ejemplo sintético
e El acuifero cubano de Ariguanabo, considerando dos casos:

1. Trabajar s6lo con la subcuenca aeropuerto, esto es, generando
condiciones de frontera y fijando un valor para los pardmetros (que serd la
solucién del problema de identificacion), se resuelve la ecuacion diferencial de
flujo y se obtiene una h. El ejercicio ahora consiste en tomar esa h obtenida
anadirle ruido y tomar esta informacién como "los datos”, y utilizando una
aproximacion inicial lejana a la solucién conocida, resolver el problema in-
verso para estudiar si los métodos de optimizacién y de regularizacién son
capaces o no de recuperar los parametros. Este experimento es especial-
mente importante si se toman solamente datos en pocos puntos de la malla,
y aunque se reproduce el caso real se trata de un ejemplo sintético, pues
disponemos de la solucién h.

2. Considerar el acuifero completo con datos reales, en donde no se
conoce la solucién, por lo que se trata de un ejemplo real.

A continuacién hacemos algunas precisiones de cardcter general:

e Con respecto al uso de Regularizacién de Tikhonov para el célculo
estable del pardmetro 7', la propuesta especifica usada en los experi-
mentos numéricos realizados fue la de estimar T como la T™ solucién
del problema de optimizacién

min F (T,) , F(T,a) = H(q:oq») (T)—EH2+Q||VT[|2 (5.2)

y en el caso de Multiescala, la formulacién correspondiente es
~112
min F (T) , F(T)= “(q, 0 ®) (T) -h”

e Para el proceso de optimizacién local -usando Tikhonov o Multiescala-
se uso la rutina L-BFGS-B [67], que es la implementacién de un método
tipo quasi-Newton de memoria limitada con bisqueda lineal, y TRON
[42], rutina basada en Newton truncado con regién de confianza. Ambas
rutinas requieren fijar el valor de un pardmetro (tol.opt) por parte del
usuario, y al respecto, se usaron dos valores de prueba 1.e-8 y 1.e-12.
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e En la resolucién del problema directo (ecuacién de flujo) como parte
de la optimizacién, se utilizé el programa HIDRA [50], basado en el
esquema en diferencias finitas descrito en el capitulo 2.

e El célculo del parametro de regularizacién se llevé a cabo usando las
propuestas descritas en el capitulo 3, excepto para una parte del ejem-
plo sintético, sobre el que se comentard mas adelante.

e Dada la necesidad de contar con la evaluacién del gradiente de F dentro
del proceso de optimizacién, y debido a la complejidad de la funcién
objetivo F que resuelve la ecuacién de flujo, utilizamos el programa
ADIFOR [9] de diferenciacién automética para resolver esta cuestién
(véase [33]). El uso de este programa requiere que las rutinas de la
funcién objetivo cumplan ciertos requisitos de programacién muy es-
trictos, por lo que el proceso tiene un cierto grado de dificultad.

e Los cdlculos numéricos se realizaron en una PC pentium III sobre WIN-
DOWS, trabajando en doble precision.

5.1 Ejemplo sintético

Dado que se trata de calcular T (z,y) conociendo h, soluciénde la ecuacién
diferencial, S y ¢, decidimos hacerlo mediante el siguiente esquema de simu-
lacidn:

e Tomamos la T*6ptima (Figura 5.1)dada por el siguiente polinomio:

T*(z,y) =2+ +oy+z+y+1 (5.3)

y resolvimos numéricamente el problema directo en una malla regular definida
sobre el cuadrado unitario, para obtener h}, fijando § = 1 y ¢ dada en
al menos un punto. Cabe sefialar que este ejemplo sintético resulté muy
dificil, pues en la realidad la T es méis bien constante por zonas y no varia
suavemente como en nuestro ejemplo.

e Para incluir errores en los datos y hacer que el problema sintético sea
representativo de la realidad, y teniendo en cuenta que en este caso
las cotas para la h son

0<h(z,yt)<1
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Figura 5.1: Gréfica de la transmisividad éptima utilizada en el ejemplo sintético,
y que estd dada por T* (z,y) = 2® + ¥ +zy+x+y+1

generamos };ﬁ truncando h}, a partir de la cuarta cifra significativa (en
este caso el cuarto decimal), produciendo el siguiente error relativo o pertur-
bacién en ha:

)
(A

e Se tomo esta h, perturbada con errores en todos los puntos de la
malla, como nuestra h observada, y se resuelvié el problema inverso
(5.2) usando la rutina L-BFGS-B con el objetivo de recuperar T} que
nos da los valores de 7" en los nodos de la malla. Como condicién
inicial se tomé T = 1.

0= = .643e -3 .

2

Resultados obtenidos

1. Construyendo puntos sobre la L-curva y tomando tol.opt.=1.e-8 se ob-
tuvo una buena aproximacion de la transmisividad para o = l.e — 8
(ver tabla 4.1). También se observa que se cumple que la esquina de
la L-curva, construida usando los valores de las columnas 2 y 3 de
la Tabla 1, si corresponde con dicho valor del pardmetro de regu-
larizacion (Figura 5.2). En esta tabla se observa claramente cémo
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Figura 5.2: Resultados gréficos de la transmisividad estimada, para el caso
sintético. A la izquierda la que corresponde a la esquina marcada de la L-curva,
y la de la derecha la resultante de aplicar el algoritmo que usa el principio de
discrepancia de Morozov (PDR).

cuando el valor de alfa se hace méas pequeno que el valor 6ptimo, el
valor del error de aproximacién en T crece, a pesar de que el valor
de la funcién objetivo sigue decreciendo. Este es un resultado impor-
tante, ya que muestra que el criterio de descenso de la funcién objetivo
no es un indicador valido para asegurar que el parametro se aproxime
correctamente.

1. Con respecto a los resultados que se obtienen usando el Principio de
Discrepancia PDR, y para probar que efectivamente la solucién usando
este principio coincide con el obtenido usando la L-curva, se realizé
el siguiente experimento: usando el valor &« = 1.e — 8, y teniendo en

~112
cuenta que el valor del residual HM (TX) - h” para dicho a es 3.052e-
4, se deduce que para r = 28 se cumple el Principio de Discrepancia de

Morozov
V3.052¢ — 4 < rd = 28 % .643e — 3

por lo que aplicamos el algoritmo PDR con este valor de r, partiendo
de diferentes valores de « y con una tolerancia tol. opt. = 1.e—8. Para
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Figura 5.3: Grifica de la T' éptima obtenida al usar el algoritmo PDR, pero
con un valor del pardmetro r = 100, que al estar muy lejos del valor correcto la
solucién dista mucho de la real.

ninguna alfa inicial el algoritmo logré disminuir el valor de la funcién
objetivo y nunca se llegé a cumplir el Principio de Discrepancia de
Morozov. Ante esta situacién repetimos el experimento usando una
tolerancia para el método de optimizacién mds estricta: tol.opt. =
l.e — 12 ( mas pequena que l.e — 8), y la T éptima resultado de dicho
experimento si se aproximé a la exacta suficientemente (Figura 5.2),
con un error relativo de 0.1643, comparable con el resultado de la L-
curva que se puede ver en la Tabla 1, para « = 1.e—8. Estos resultados
muestran que aunque el algoritmo PDR funciona en el sentido de que
escoge aqui el mismo valor de alfa 6ptimo, la solucién del problema de
identificacién se hace més cara, ya que la optimizacién debié realizarse
con mayor precision.

. Otra observacién interesante con respecto a esto mismo es que apli-
camos también el algoritmo PDR pero usando un valor de r mayor
que 28. Tomamos r = 100 y resulta que el algoritmo PDR se detuvo
para o = l.e — 2, dando por resultado la 7" 6ptima dada en la Figura
5.3. Este resultado muestra que el éxito del principio de discrepancia
para la identificaciéon de pardmetros estd directamente asociado a la
seleccién correcta de 7, ya que la grafica muestra una T*casi idéntica a
la aproximacién inicial (constante).
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Figura 5.4: Gréfica de la T 6ptima usada en el ejemplo sintético (izquierda) y
Gréfica de la T' resultante de aplicar Optimizacién Multiescala a dicho problema.

e Res. Suav. | F(T},«) | Iter. | Error relativo (T')
l.e-2 | 4.141e4 | 1.33e-5 | 4.142e-4 | 67 0.3498
l.e-6 | 3.997e-4 6.669 4.064e-4 | 48 0.3381
l.e-7 | 3.487e-4 224.498 3.711e-4 41 0.2771
5.e-8 | 3.310e-4 | 47293 | 3.547e-4 | 39 0.2411
1.e-8 | 3.052e-4 | 1657.611 | 3.218e-4 | 47 0.1636
l.e-9 | 2.808e-4 | 11486.739 | 2.922e-4 | 51 0.2688
l.e-10 | 2.642e-4 | 88184.131 | 2.73le-4 | 110 0.3617
Tabla 1: Res. ( [ M (73) - ), Suav. (IVTIP)

5.1.1 Estudio comparativo entre la regularizacién de
Tikhonov (L-curva y PDR) y el método de opti-
mizacién multiescala

En la Figura 5.4 mostramos los resultados de aplicar Optimizacién Mul-

tiescala, presentados también en [3], con el propésito de comparar costos y
nivel de aproximacion de la transmisividad.
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Tabla comparativa Iteraciones | Error en T
Con multiescala (tol. opt. = 1.e-8) 41 .0958
L-curva (tol. opt. = 1.e-8) 454 .1636
PDR (tol. opt. = l.e-12) 463 1643

Con base en lo mostrado en la tabla comparativa, podemos decir que:

e Los resultados obtenidos con Tikhonov usando la L-curva y el algoritmo
PDR son comparables entre si , con el inconveniente de que para el
segundo se precisa conocer el valor de r apropiado que nos permita
converger a la T * buscada.

e Con Optimizaciéon Multiescala el esfuerzo computacional resulté mucho
menor que con Tikhonov y la T* obtenida es mejor.

5.2 Acuifero de Ariguanabo

Descripcién del acuifero

El 4rea de estudio es de 259.7 K'm? y abarca toda la cuenca Ariguanabo,
situada en la Ciudad de la Habana, Cuba, y se divide en cuatro subcuencas
hidrolégicas. En general, las condiciones de escurrimiento son pobres y en
época de lluvias intensas es de poca duracién. La ldmina de lluvia media
hiperanual es 1536 mm, donde 22 % corresponde al periodo seco y 78 % al
himedo.

En toda la parte central del acuifero, asi como en su borde suroeste, se en-
cuentran depdsitos sedimentarios de calizas cristalizadas duras, cavernosas y
margas compactas con espesores mayores de 100 m. La transmisividad varia
entre 30 y 25000 m?/dia pero los datos del coeficiente de almacenamiento
son muy limitados.

Las aguas subterrdneas tienen una mineralizacién de 0.4 a 0.5 g/l y son del
tipo carbonatadas.

El periodo elegido para realizar la calibracion del modelo fue de tres afos, de
1982 a 1985, subdividido en doce intervalos trimestrales, donde se presentan
cambios notables en los niveles de las aguas subterraneas debido a un ciclén
en los primeros intervalos, y un periodo final muy seco. El hecho de tomar
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Figura 5.5: Forma de la region que ocupa el Acuifero de Ariguanabo, y marcada
en gris se distingue la zona que corresponde a la subcuenca Aeropuerto.

datos en periodos de variacién extremas, nos ayuda a mostrar la potencialidad
de los métodos aqui expuestos.

5.2.1 Subcuenca Aeropuerto

Se eligid la subcuenca Aeropuerto, que se puede ver sombreada en la Figura
5.5, para realizar pruebas preliminares, dada su similitud con las carac-
teristicas del acuifero completo. En este caso se irabajaron dos opciones:
primeramente, partiendo de una 7% 6ptima realista para la zona, definida
por los administradores del acuifero (Figura 5.6), se implementé un es-
quema experimental en el que se tomaron datos creados a partir de esta TX,
lo que muestra similitudes con el ejemplo sintético. La otra opcién consistié
en partir de observacién reales h%*, lo que se hizo con el propésito de tender
un puente con el caso real, esto es, el acuifero completo.
El esquema experimental usado consisti6 en :

o Construir una regién rectangular que contuviera a la subcuenca, y dis-
cretizarla mediante una malla regular (Figura 5.7).

e Para obtener los datos con error, se consideraron tres opciones:
a) Construir A} igual que en el ejemplo sintético, usando valores de S

y q dados por los administradores del acuifero, de la siguiente manera: Se
tomé la TX ya mencionada y se resolvié la ecuacién diferencial con esa T';
aAY ¥ A
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Figura 5.6: Gréfica de la transmisividad éptima 7'} , para la zona de Aeropuerto,
definida por los administradores del acuifero.
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Figura 5.7: Malla 17x17 para la subcuenca Aeropuerto y ubicacién de algunos
pozos de observacion.
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para obtener la h% en toda la malla, que llamamos observaciones exactas.
Después se consideraron dos niveles de ruido o perturbacién: §; ~l.e—3 y
0y ~ 1.e — 4. La funcién objetivo resultante la escribiremos como

FO= (¥ 0®)(Ta) - hal

b) Tomar como datos los kX que se construyen por interpolacién del
inverso de la distancia, para obtener los valores de h en todos los puntos
de la regién discretizada, a partir de A%, con h®* = [h$*,... k2|, donde
he®s son los valores observados reales de la carga hidrdulica h en pozos de
observacién en distintos tiempos. Esto da lugar a la funcién

F1= (¥ o) (Ts) - hy°

c¢) Tomar como datos directamente las h%*, que son las observaciones
reales, tinicamente en las coordenadas de los pozos de observacién, teniéndose
ahora

F2=||(¥0®)(T,) - b2

En este caso, (¥ o ®) (T&) tiene una significacién especial que explicare-
mos en los siguientes términos: supogamos que en el k-ésimo paso de la
optimizacién, usando la TX actual se resuelve el problema directo y se ob-
tiene h% para todos los puntos de la regién discretizada. Pero como sélo se
tienen n observaciones, no tiene sentido en principio la diferencia h% — h"&b‘
en todos los puntos de la malla. Sin embargo, considerando que varios pun-
tos de la malla aportan informacién sobre lo que sucede en la posicién de
la observacion, se generd la h%, en la posicién del pozo de observacién, a
partir de interpolar las hfj de sus nodos vecinos, definiendo la vecindad por
un circulo de radio p (definido experimentalmente p = 2) (véase [31]), con
lo que la funcién objetivo queda ahora como

F2 =||hk, — 2| .

para la k-ésima iteracién.

Nota
Dado que para la subcuenca en estudio se tiene en T'A tres zonas con trans-
misividad constante (Figura 5.6), donde 1000 < T < 50000, se tomé
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Figura 5.8: Residual F0

la constante T = 25000 como condicién inicial para el proceso de opti-
mizacién. Tomar un valor inicial constante, como si no se tuviera ninguna
informacién a-priori, es un caso extremo para probar la metodologia usada.

Resultados de la experimentacién con las propuestas ( PDR ) y
( CPL-c)

En las Figuras 5.8 y 5.9 se muestran resultados de estimar la transmi-
sividad usando Optimizacién Multiescala (MS) y Regularizaciéon (RT) de
Tikhonov (con CPL-¢), considerando los residuales F0, F1 y F2. Como se
observa, las graficas muestran que cuando se tienen datos en toda la malla,
la regularizacién de Tikhonov identifica la 7" con mayor precision; sin em-
bargo, cuando se interpola para llevar los datos reales observados a toda la
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Figura 5.9: Residuales F'1 y F2

malla, ningin método es capaz de identificar correctamente la T (ver con-
clusiones acerca de este caso). Cuando se consideran las zonas de influencia
para interpolar los datos obtenidos por la simulaciéon a las posiciones de la
observacién, ambos métodos son capaces de identificar la T a partir de la 79
inicial propuesta.

Veremos ahora, usando el funcional F'2, qué sucede con ambos métodos al
iniciar el proceso desde aproximaciones lejanas, es decir desde una 7' cons-
tante igual al valor de la cota superior. Es importante notar aqui que,
como habiamos mencionado, el método de Optimizaciéon Multiescala tiene
un efecto convexificador, esto es, que aunque comencemos el proceso de
optimizacién desde valores iniciales diferentes, se llega siempre (para nuestro
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Figura 5.10: En la gréfica se muestra que el método de Optimizacién Multi-
escala tiene un efecto convexificador, esto es, que aunque comencemos el proceso de
optimizacion desde valores diferentes de la 7" inicial, se llega siempre a la solucién
correcta del problema inverso, cosa que no sucede con la Regularizacion de Tikho-
nov.

ejemplo) a la solucién correcta del problema inverso, cosa que no sucede con
la Regularizacion de Tikhonov, que produce diferentes soluciones 6ptimas.
Los resultados de esto se muestran en la Figura 5.10.

En relaciéon con la variante usada para estimar el valor del pardmetro de
regularizacion, en el caso del método de Tikhonov, es importante anotar que
como se muestra en [4], el algoritmo PDR es més econémico que el de las
pendientes CPL-c, pero con la desventaja de que se necesita conocer el nivel
de error § en los datos y el valor de r para poder ser utilizado, valores que
no siempre se tienen. Por esta razon es que todos los resultados mostrados
aqui han sido obtenidos, para el caso de regularizacion de Tikhonov, con el
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algoritmo CPL-c, que sélo requiere conocer el valor de la norma del residual
y de la funcién suavizante correspondiente a la T 6ptima para cada «, los
cuales son parametros de salida naturales del proceso de optimizacién. Cabe
aclarar que para los experimentos que hemos mostrado, obtuvimos también
en todos los casos, los mismos valores éptimos del parametro de regularizacién
usando el algoritmo CM para el calculo de la curvatura méaxima presentado
en el Capitulo 3, por lo que los resultados obtenidos con este algoritmo y
el CPL-c son idénticos.

A continuacién, en la Tabla 2 se pueden observar algunos indices que nos
permiten comparar la eficiencia de las rutinas de optimizacién local (M1:
L-BFGSB y M2: TRON), para el resultado de usar F0 (datos conocidos
en toda la malla) con un error §; (Figura 5.8). En la columna titulada
error, aparece el valor del error relativo, en norma euclideana, de la solucién
obtenida con respecto a la solucién conocida T*.

iter. | ev. F' | error iter. | ev. F | error
MS | 2246 | 2340 | 1.1571 MS | 61 73 1.129

M1 M2
RT | 1478 | 1539 | 0.264 RT | 75 114 | 0.2642

Tabla 2: Aeropuerto con F0

En la tabla 3 se compara la eficiencia de las rutinas M1 y M2 para F2.

iter. | ev. F | error iter. | ev. F | error
MS | 11613 | 11839 | 1.723 MS | 281 471 1.124

M1 M2
RT | 2073 2134 | 0.311 RT 46 65 0.311

Tabla 3: Aeropuerto con F?2

5.2.2 Ariguanabo completo. Caso Real

En este caso no conocemos la T 6ptima y contamos sélo con observaciones
reales de h en algunos puntos de la regién que tienen errores de medicién.
Por esta razén estimamos T usando residuales del tipo F2, para lo que
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usamos los datos obtenidos en 21 pozos de observacién, lo que nos da n = 21
para h%* y h%, . Debido a la geometria y extensién del drea considerada,
decidimos dividir la region en dos partes. Para cada una de ellas se construyé
un rectangulo que la contuviera y una discretizacién del mismo usando una
malla regular de 17x17 nodos, prestando especial atencién a la generacién de
condiciones de frontera que modelaran adecuadamente esta division.

En cada subregion aplicamos Optimizacion Multiescala y Regularizacion
de Tikhonov con los algoritmos CPL-¢ y CM, para determinar la T *
6ptima, partiendo de dos puntos iniciales (73! y T3?), dados por los in-
genieros hidrélogos que nos proporcionaron los datos. Al igual que para la
subcuenca Aeropuerto, los valores 6ptimos del pardmetro de regularizacién
usando los algoritmos CPL-c y CM fueron idénticos.

Los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 5.11 y 5.12. Cabe
sefialar que con el propésito de apreciar mejor las diferentes zonas se tomaron
10 intervalos en que varian los valores de la transmisividad (m?/dia), y por
consecuente 10 colores, uno para cada intervalo, de la siguiente forma:

\% A"

0 0 10 5 400 750

1 10 30 6 750 2000
2 si 30 <T< 50 7 2000 si <T< 5000
3 50 100 8 5000 15000
4 100 - 400 9 15000 25000
5 400 750 10 25000 50000

Seglin se observa en las figuras mencionadas, las soluciones calculadas a partir
de T?! y T2 son practicamente iguales.

Validaciéon de resultados para el acuifero de Ariguanabo com-
pleto :

La validacién a la que nos referiremos en esta seccién consiste en lo siguiente:
una vez obtenida una identificacién del pardmetro de transmisividad, se re-
suelve la ecuacién diferencial o modelo de flujo en un periodo futuro al que se
usé para la caracterizacién, y en el que se conocen también datos de la carga,
y se observa cudnto se aproxima la solucién obtenida (k) a las observaciones
reales futuras que se tienen de ésta en los pozos de observacion.
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TA” inicial

Resultado con Tikhonov

Figura 5.11: Resultados de la transmisividad estimada usando Regularizacién
de Tikhonov y Optimizacién Multiescala, en el acuifero de Ariguanabo, usando
como punto inicial 73"
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Figura 5.12: Resultados de la transmisividad estimada usando Regularizacién
de Tikhonov y Optimizacién Multiescala, en el acuifero de Ariguanabo, usando
como punto inicial T3
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Para realizar dicha validacién se escogié el periodo de mayo de 1985 a abril de
1988 (inmediato posterior al de la caracterizacién que fue de 1983 a 1985), con
intervalos de tiempo semestral, o sea, los correspondientes periodos hiimedos
y secos hidrolégicos: mayo-octubre el periodo hiimedo y nov-abril el periodo
seco, que resultd en extremo seco, comparable con los mas agudos de la
historia de este acuifero.

Es bueno comentar que la infiltracién eficaz media en la cuenca, en el periodo
seco de tres afios analizado para la validacién, no supera el 24% de la lluvia
total caida, que fue de 4360 mm., por lo que puede inferirse que un error de
su estimado debe repercutir mucho menos en los resultados de la validacién
de las propiedades hidrogeolégicas del modelo, que la de periodos acuosos;
esto explica el porqué de la seleccion del periodo extremo seco elegido, de
mayo de 1985 a abril de 1988.

El procedimiento realizado para construir las graficas que aparecen en la
Figura 5.13 y validar las TX usando T3' como punto inicial, tanto con
Tikhonov como con Multiescala, consistié en lo siguiente:

1. A partir de las 6 observaciones semestrales hg;, ..., hss de la carga
hidraulica h, resultados medidos en 12 pozos de observacion, y distintas
de las h?" usadas para la estimacién de las T}, se construy6 para cada
pozo un promedio por capa de tiempo

1
h5=6(h51+...+ h’JG)-

2. Usando las estimaciones de TX obtenidas con Tikhonov y Multiescala,
resolvimos el modelo (5.1), con las S y q dadas anteriormente, para
calcular las correspondientes soluciones de la ecuacién de flujo, y a
partir de éstas se calculé el promedio h}, en forma anéloga a hs.
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Figura 5.13: Representacion grafica de los resultados de la validacién, donde
se observa que, tanto con Tikhonov como con Multiescala, los valores de la carga
hidrdulica h?,, correspondientes a la transmisividad estimada, estdn muy cercanos
a las observaciones de campo h;, disponibles.

En la Figura 5.13 se muestra una comparacién entre h} y hs.

Con el propésito de apreciar mejor la diferencia entre hl y hs, calculamos
también la norma del error para Tikhonov y Multiescala, lo que se puede ver
en la tabla 4.

Tikhonov | Multiescala
[[PA —hs]| | 3.5 mis. 3.3 mts.

Tabla 4: Errores en la validacién

Los resultados de la validaciéon muestran que, para el caso del acuifero de
Ariguanabo completo, los resultados obtenidos con Multiescala y con Regu-
larizacién de Tikhonov son coherentes y aproximan suficientemente bien los
datos disponibles para validar nuestra calibracion.

Otro experimento realizado con los datos de Ariguanabo completo fue el de
estimar los parametros S y 7' secuencialmente, usando Multiescala, mediante
el siguiente esquema iterativo-secuencial:
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Figura 5.14: Resultados obtenidos al estimar los valores de T' y S en un proceso
iterativo, para los datos de Ariguanabo completo y usando Optimizacién Multi-
escala.

Algoritmo Itsec

0) Entrada(So, Ty, N)

1) Proceso iterativo-secuencial

Para k=0,1....N

1.1 Se deja fija Sk y con Ty como condicién inicial se calcula T}
1.2 Se fija T} y tomando S como condicién inicial se calcula S
1.3Sehace T, =T, Sy =Sk, k=k+1

2) Salida (S*, T*)

Se probé este algoritmo para N=2 y se obtuvieron los resultados que se
muestran en la Figura 5.14. Como se observa, la T* éptima difiere algo de
la obtenida cuando sélo se calcula 7™, en la regién centro-oeste, sin embargo
creemos que se trata de un procedimiento digno de estudio.
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Capitulo 6

Conclusiones, comentarios y
referencias

Como se plantea en la introduccién de este trabajo, nuestra investigacién
se enfocd a identificar los pardmetros T y S de transmisividad hidrdulica
y de coeficiente de almacenamiento en un acuifero confinado, a partir de
datos reales de la carga hidrdulica o altura piezométrica A medida en pozos
de observacién (en pocos puntos de la regién que abarca el acuifero) y con
errores de medicién.

Teniendo en cuenta, como se describe en el Capitulo 3, que el problema
en estudio es inverso y mal planteado, se estudiaron algunos métodos de
regularizacién con el propésito de implementar y/o desarrollar algoritmos
que permitieran encontrar una solucién estable al problema de identificacién
de parametros para evitar la propagacién del error de medicién.

La experimentacién numérica presentada en el Capitulo 5 nos llev6 a mostrar
el impacto de la eleccién del pardmetro de regularizacién ( « en el caso de
Regularizacién de Tikhonov y la escala maxima en el caso de Optimizacién
Multiescala), permitiéndonos hacer los siguientes comentarios:

1. En el caso real de tener datos con error, no es suficiente utilizar métodos
de optimizacién local para resolver el problema inverso de identificacién
de pardmetros ya que éstos encuentran soluciones erréneas, pues loca-
lizan el éptimo de la funcién con ruido, asi que la regularizacién juega
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un papel fundamental de filtraje para obtener soluciones estables que
son aproximaciones a la solucién real.

. Dado que no existe una teoria bien desarrollada que muestre la con-
vergencia de los métodos de regularizacion en el caso de problemas no
lineales, como el que nos ocupa, es muy importante estudiar la capaci-
dad practica de los métodos que han sido propuestos para el caso lineal,
y reportar el éxito o fracaso de los mismos en aplicaciones especificas
no lineales.

. La generacion de ejemplos sintéticos donde se conoce la solucién, que
reproduzcan las caracteristicas del problema real, no es un asunto tri-
vial, ya que se hace necesario estudiar a fondo el acuifero y decidir
qué zona puede tomarse como ejemplo sintético (como resulté ser la
subcuenca Aeropuerto), asi como cuidar que las condiciones de fron-
tera fijadas sean realistas y representen adecuadamente el problema y
al acuifero.

. En los resultados del Capitulo 5 se observa la importancia que tiene
encontrar el pardmetro de regularizacién éptimo, pues los resultados
de la transmisividad pueden ser muy sensibles a pequefnos cambios en
dicho pardmetro, esto es, la solucién obtenida puede estar muy lejos de
la correcta si no se calcula con precisién el pardmetro éptimo, asunto
fundamental al que se enfocé esta tesis.

. Se disefiaron los experimentos numéricos que permitieron mostrar la
efectividad de los distintos métodos de regularizacién. Asi, se probaron
casos extremos para verificar la robustez de las propuestas hechas; por
ejemplo se tomaron datos del problema real en periodos de compor-
tamiento extremo del acuifero y se utilizaron aproximaciones iniciales
en la optimizacion, lejos de la solucién o de valor constante.

. Usando la experiencia obtenida en la resolucién de los casos sintéticos,
se resolvi6é un problema real de identificacién de parametros con datos
reales con errores de medicién, y como las cotas que se usaron ya
incorporaban conocimiento geolégico a-priori sobre el tipo de medio
poroso (lo que normalmente ocurre en la prictica), se obtuvo solucién
unica. Aunque no se reportan en esta tesis, se realizaron experimentos
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tomando cotas en rangos muy abiertos, y se detectd la presencia de
varios minimos locales. Para la solucién de este problema seria nece-
sario usar métodos de optimizacién global que proporcionan distintos
escenarios.

7. Resulté muy importante, a la hora de resolver el problema inverso de
identificacién de la transmisividad, el planteamiento adecuado de la
funcién objetivo en el problema de optimizacion a resolver. Cuando se
cuenta con informacién de la altura piezométrica en todos los puntos
de la malla o red de discretizacion, la solucién debe ser tnica si no hay
errores en las mediciones, pero como usualmente se tiene esta infor-
macién sélo en las posiciones de los pozos de observacién, experimen-
tamos con tres tipos de funcién objetivo y los resultados se muestran
en el Capitulo 5. La conclusién al respecto es que se tienen mejores
resultados cuando se interpola la h calculada (en una iteracién) a las
posiciones de las observaciones, usando solamente los puntos de la malla
que se encuentran dentro del circulo con un cierto radio de influencia
(F2), que interpolando con la h calculada a toda la malla. Ademds
queda como problema abierto el estudio de cémo interpolar los datos
de los pozos de observacién a toda la malla, pues la interpolacién clésica
genera un nivel inaceptable de error que no es adecuado en estos pro-
blemas.

8. La propiedad de convexificacién que nos da solucién tinica, de la Opti-
mizacién Multiescala para esta aplicacién, muestra la potencialidad de
esta metodologia como estrategia de regularizacion.

9. El criterio de obtener el menor valor de la funcién objetivo para de-
tener la bisqueda de la transmisividad en el proceso de optimizacién,
no es suficiente en el caso de error en los datos. Aunque la funcién
objetivo siga disminuyendo mientras disminuye el parametro de regu-
larizacién, la aproximacion a la transmisividad hidrdulica puede comen-
zar a deteriorarse, y es aqui donde interviene la necesidad de encontrar
exactamente el valor éptimo del pardmetro de regularizacién, que nos
permite determinar el grado de aproximacién al que puede llegarse de
forma estable.

10. El método de Newton truncado con regién de confianza (implementado
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11.

12.

13.

en la rutina TRON), que aproxima el Hessiano usando informacién de
primer orden a través del Jacobiano, resulté mucho mads eficiente que
el de Quasi-Newton con Memoria Limitada, que aproxima el Hessiano
completo incluyendo las segundas derivadas de los residuales, usando
informacién sobre los 11ltimos m gradientes y pasos. El uso de la rutina
TRON tomé un 90 % menos de esfuerzo computacional en relacién con
L-BFGSB.

En el problema que nos ocupa, que es no lineal, para el que pueden
obtenerse soluciones 6ptimas con residuales no tan pequefios debido a
los errores de medicién, se probé experimentalmente que se puede usar
la aproximacion de Gauss-Newton con region de confianza y que ésta
resulta eficiente y robusta.

Se obtuvo una aproximacién de los dos pardmetros T y S en forma se-
cuencial, considerando primero una aproximacion constante al parametro
S para encontrar una aproximacién a 7' y tomando esta aproximacién
se encuentra el valor éptimo de S.

Para garantizar que la caracterizacién del acuifero nos permite prede-
cir adecuadamente la disponibilidad de agua, que es el objetivo final
de la modelacién, es necesario validar los resultados (verificar que las
T y S obtenidas, reproducen los datos de la carga hidraiilica h en pe-
riodos futuros de tiempo y distintos a los usados en el ejercicio de la
caracterizacion).

Podemos comentar finalmente que en este trabajo se muestra la importancia
de la regularizacion, de la generacién adecuada de problemas sintéticos, y la
generacién de resultados en la caracterizacién de un acuifero real en forma
eficiente.

104



Referencias

(1] Aldama, A., (1988), Stability analysis of discrete approximations of the
advection diffusion equation through the use of an ordinary differential
equation analogy, Developments in Water Science, No. 5.

(2] Allen, M. B., Pinder, G. F. and Herrera, R. L., (1988), Numerical Mod-
eling in Science and Engineering, John Wiley & Sons, New York.

(3] Alvarez, R. M., (1997), Estimacién de Parémetros en un modelo de’
Acuiferos, Tesis de Maestria en Ciencias (Matematicas), Fac. de Cien-
cias, UNAM, México.

[4] Alvarez, R. M., (2001), Estudio comparativo de diferentes propuestas
para la estimacion de la transmisividad hidrdulica en un acuifero , Pos-
grado en Ciencias de la Tierra, UNAM, México.

[5] Banks, H.T. and Kunish, K., (1989), Estimation Techniques for Dis-
tributed Parameter System, Birkhauser, Boston.

(6] Bear, J. (1972), Dynamics of Fluids in Porous Media, American Elsevier,
New York.

(7] Bear, J. and Verruijt, A., (1990), Modeling Groundwater Flow and Pol-
lution, D. Reidel Publishing Company.

[8] Binder, A., Engl, H. W., Groetsch, C. W., Neubauer, A. and Scherzer,
0., (1994), Weakly Closed Operators and Parameter Identification in
Parabolic Equations by Tikhonov Regularization, Applicable Analysis,
Vol. 55, pp. 215-234.

105



(9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

(16]

[17]

Bischof, C., Carle, A., Khademi, P. and Mauer, A., (1996), The AD-
IFOR 2.0 system for the automatic differentiation of Fortran 77 pro-
grams, Preprint MCS-P481-1194, Mathematics and Computer Science
Division, Argonne National Laboratory and CRPC-TR 94491, Center
for Research on Parallel Computing, Rice University.

Brambila, F., Fuentes, C., (2001), Modelacién fractal de la conductivi-

dad hidraulica de suelos no saturados, Ingenieria Hidraulica en México,
Vol. XVI, No. 2.

Byrd, R. H., Lu, P., Nocedal, J. and Zhu, C., (1995), A limited memory
algorithm for bound constrained optimization, SIAM J. Sci. Comput.
Vol. 17 , No. 5, 1190-1208.

Castellanos, J. L., Gémez, S. and Guerra, V., (2002), A novel method
to find the corner of the L-curve to solve ill-conditioned linear systems
with noise, J. Appl. Numer. Math., en prensa.

Castellanos, J. L. and Gémez, S., (2000), A new implementation of
the Tunneling Methods for Bound Constrained Global Optimization,
Submitted to ACM-TOMS.

Chang, S. and Yeh, W-G (1976), A proposed algorithm for the solu-
tion of the large-scale inverse problem in groundwater, Water Resources
Research, Vol 4, No. 3, 365-374.

Chardaire-Riviere, C., Chavent, G., Jaffre, J. and Jun, L., (1990), Mul-
tiscale representation for simultaneous estimation of relative permeabil-
ities and capillary pressure, Society of Petroleum Engineers, SPE 20501.

Chardigny, E., Siegel, P., Mosé, R. and Ackerer, P., (1996), Param-
eter identification for complex groundwater systems, XI International
Conference on Computational Methods in Water Resources, Canciin,
Meéxico.

Chavent, G., (1979), Identification of distributed parameter system:
about the output least square method, its implementation, and iden-
tiability, Proceedings of the 5'* IFAC Symposium on Identification and
System Parameter Estimations, Pregamon Press.

106



(18] Chavent, G., (1985), On parameter identifiability, Proceedings of the

7 IFAC Symposium on Identification and System Parameter Estima-
tions, Pregamon Press.

[19] Chavent, G. and Dupuy, M., (1974), History Matching by Use of Opti-

mal Theory, SPE 4627.

[20] Chavent, G. and Kunisch, K., (1996), On Weakly Nonlinear Inverse

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

Problems, STAM J. Appl. Math., Vol. 56, No. 2, 542-572.

Chavent, G. and Liu, J., (1989), Multiscale parametrization for the es-
timation of a diffusion coeficient in elliptic and parabolics problems,
Preprints of [IFAC Symposium on Control of Distributed Parameter Sys-
tem, Perpignan, France.

Chavent, G, Clemente, F. and Gémez, S., (1995), Migration-Based trav-
el*ime Inversion od 2D simple structures: the Synclay model, Geo-
physics.

Dennis, J. E. and Schnabel, R. B., (1983), Numerical Methods for Un-
constrained Optimization and Nonlinear Equations, Prentice-Hall Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey.

Eisenhart, Luther, P.,(1966), Coordinate Geometry, Dover Publications,
Inc., New York, USA.

Engl, H. W., (1987), Discrepancy principles for Tikhonov regularization
of ill-posed problems leading to optimal convergence rates, Journal of
Optimization Theory and Applications, 52, No. 2, 209-215.

Engl, H. W., Kunish, K. and Neubauer, A., (1989), Convergence rates
for Tikhonov regularisation of non-linear ill-posed problems, Inverse
Problems, Vol 5, 523-540.

Engl, H. W., (1993), Inverse Problems, Johannes-Kepler-Universitét,
Linz, Austria.

Engl, HW., Hanke, M. and Neubauer, A., (1996), Regularization of
Inverse Problems, Kluwer Academic Publishers.

107



[29]
30
31
32
33
34
33
30]

[37)
[38]

[39]

Engl, H. W. and Zou, J., (1998), Stability and Convergence Analysis
of Tikhonov Regularization for Parameter Identification in a Parabolic
Equation.

Gémez, S., Pérez, A. and Alvarez, Rosa M., (1998), The multiscale op-
timization for parameter identification in the Ariguanabo aquifer, Re-
portes de investigacion del IIMAS, UNAM, Vol 8, No. 57.

Grebennikov, A. I., (1999), Spline algorithms for data processing and
solving some inverse problems, Proc. of the IV Int. Conf. NMA-98, World
Sci., Singapur.

Groetsch, C. W., Inverse Problems in the Mathematical Sciences,
Vieweg, Braunschweig, 1993.

Guerrero, J. y Alvarez, R. M., (2003), ADIFOR: Una herramienta
computacional para el cdlculo de derivadas, y su uso en optimizacion
numeérica, Vinculos Matematicos, No.18, Serie Técnica e Investigacion,
Facultad de Ciencias, UNAM.

Gullikson, M. E. and Wedin, P. A., (1998), The nonlinear L-curve, Tech-
nical Report Working paper, Dept. of Comp. Science, Umea University,
Sweden.

Gullikson, M. E. and Wedin, P. A., (1998), Algorithms for using the
nonlinear L-curve, Technical Report Working paper, Dept. of Comp.
Science, Umea University, Sweden.

Hanke, M., (1997), A regularizing Levenberg-Marquardt scheme, with
applications to inverse groundwater filtration problems, Inverse Prob-
lems 13.

Hansen, P. C., (1997), Rank-Deficient and Discrete Ill-Posed Problems.
Numerical aspects of linear inversion, SIAM, Philadelphia.

Huyankon, P.S. and Pinder, G.F., (1983), Computational Methods in
Subsurface Flow, Academic Press, San Diego.

Kaufman, L. and Neumaier, A., (1996), PET regularization by envelope
guided conjugate gradients, IEEE Trans. Medical Imaging, 15.

108



[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[43]

[46]

[47]

[48]
(49]

50

Kirsch, A., (1996), An Introduction to the Mathematical Theory of In-
verse Problems, Springer-Verlag, New York, Inc.

Kravaris, C. and Seinfeld, J. H., (1985), Identification of Parameters in
Distributed Parameter Systems by Regularization, SIAM J. Control and
Optimization, Vol. 23, No. 2, pp. 217-241.

Lin, Chih-Jen and Moré, J., (1999), Newton’s Method For Large Bound-
Constrained Optimization Problems, SIAM Journal on Optimization,
Vol. 9, No. 4.

Liu, D. C. and Nocedal, J., (1989), On the limited memory BFGS
method for large scale optimization, Mathematical Programming, 45,
503-528.

Liu, J., (1993), A multiresolution method for distributed parameter es-
timation, SIAM J. Sci.Comput., Vol 14, No 2, 389-405.

Mesa, H., (2000), Calibracién automatizada de los pardmetros hidro-
geoldgicos de un modelo del acuifero Ariguanabo mediante un algoritmo
evolutivo, Tesis de Doctorado, Departamento de Matematica, Facultad
de Ingenieria Civil, Instituto Superior Politécnico José A. Echeverria,
La Habana, Cuba.

Morton, K. W. and Mayers, D. F., (1994), Numerical Solution of Partial
Differential Equations, Cambridge University Press.

Neubauer, A. and Scherzer, O., (1990), Finite-Dimensional Approxima-
tion of Tikhonov Regularized Solutions of Non-linear Ill-Posed Problems,
Numer. Funct. Anal. and Optimiz., 11(1&2), pp. 85-99.

Nocedal, J., (1980), Updating quasi-Newton matrices with limited stor-
age, Mathematics of Computation, 35.

Nocedal, J. and Wrigth, S. J., (1999), Numerical Optimization, Springer
Series in Operations Research.

Pérez, A. y Gémez, S., (2001), HIDRA: Programa para la estimacién
de transmisividades en acuiferos: Breve Manual de usuario, IIMAS,
UNAM, México.

109



[51]

(52]

[53]

[54]

[55]

(56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

Scherzer, O., (1993), The Use of Morozov’s Discrepancy Principle for
Tikhonov Regularization of Nonlinear Ill-Posed Problems, Computing
51, 45-60.

Scherzer, O., Engl, H. W. and Kunisch, K., (1993), Optimal a Posteriori
Parameter Choice for Tikhonov Regularization for Solving Nonlinear
Ill-Posed Problems, SIAM J. Numer. Anal., Vol. 30, No. 6, 1796-1838.

Schewchuck, J., (1994), An Introduction to the Conjugate Gradient
Method Without the Agonizing Pain, School of Computer Science,
Carnegie Mellon University.

Schroter, T. and Tautenhahn, U., (1994), Error Estimates for Tikho-
nov regularization in Hilbert Scales, Numer. Funct. Anal. and Optimiz.,
15(1&2), pp. 155-168.

Seidman, T. I. and Vogel, C. R., (1989), Well posedness and convergence
of some regularisation methods for non-linear ill-posed problems, Inverse
Problems, 5, 227-238.

Tautenhahn, U., (1994), Error Estimates for Regularized Solutions of
Nonlinear Ill- Posed Problems, Inverse Problems, 10, No. 2, 485-500.

Tikhonov, A. N. and Arsenin, V. Y., (1977), Solutions of Ill-Posed Prob-
lems, John Wiley & Sons.

Tikhonov, A. N. and Goncharsky, A.V., (1987), Ill-Posed Problems in
the Natural Sciences, MIR Publishers, Moscow.

Ulbrich, M., (1998), A generalized Tikhonov Regularization for Nonlin-
ear Inverse Problems, Technical Report TUMMO9810, Fakultat fur Math-
ematik, Technische U. Munchen.

Vainikko, G., (1992), On the Discretization and Regularization of Ill-
Posed Problems with noncompact operators, Numer. Funct. Anal. And
Optimz., 13 (3-4), 381-396.

Vainikko, G., (1994), Inverse problem of groundwater filtration: identi-
fiability, discretization and regularization, Proceedings of the GAMM-
SIAM Symposium Inverse Problems in Diffusion Processes, SIAM Pro-
ceedings Series.

110



[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67)

Viklands, T., (1999). Routines for constructing approximating L- and
a-curves, UNINAD 246.99, Dept. of Comp. Science, Umea University,
Sweden.

Willis, Robert and Yeh, W-G. W., (1987), Groundwater Systems Plan-
ning and Management, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey
07632.

Wood, W. L., (1993), Introduction to Numerical Methods for Water
Resources, Clarendon Press-Oxford.

Yeh, W-G., (1981), Aquifer parameter identification with optimum di-
mension in parameterization, Water Resources Research, Vol. 17, No. 3,
664-672.

Yeh, W-G., (1986), Review of parameter identification procedures in
groundwater hidrology: the inverse problem, Water Resources Research,
Vol. 22, No. 2, 95-108.

Zhu, C., Byrd, R. H., Lu, P. and Nocedal, J., (1994), L-BFGS-B For-
tran subroutines for large-scale bound constrained optimization, North-
western University, Department of Electrical Engineering and Computer
Science.

111



	Portada
	Contenido
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Formulación del Modelo de Flujo y Solución del Problema Directo Asociado
	Capítulo 3. El Problema Inverso de Identificación de Parámetros
	Capítulo 4. Métodos de Optimización para Estimar la Transmisividad Hidráulica
	Capítulo 5. Implementación, Ejemplos y Resultados Computacionales
	Capítulo 6. Conclusiones, Comentarios y Referencias



