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INTRODUCCIÓN. 

Este trabajo tiene una fuerte motivación: ayudar a Jos alumnos del bachillerato y del primer 
af\o de la Universidad a superar las dificultades que enfrentan en el estudio de la Geomctr:la 
Analítica. 

Además de introducir Jos diversos conceptos de uso corriente en la aplicación de esta 
materia, el trabajo incluye múltiples ejemplos y ejercicios que aclara los temas y 
desarrollan las habilidades de los alumnos. Todos estos ejemplos y ejercicios son el 
resultado de más de 12 aftos de experiencia en la enseftanza de esta materia. 
Estos materiales están organi2ados de manera que se pueden utilizar, salvo casos 
especiales. con cierta independencia unos de otros, de modo que pueden servir como 
lectW'8S colaterales o de apoyo en un curso regular. 
Obviamente, también se puede organizar un curso completo con base en ellos, aunque el 
espíritu con que fueron escritos no es éste. En otras palabras, esta obra no se debe 
interpretar como un libro de texto. 
La exposición de cada tema parte del supuesto de que el alumno tiene Wl dominio adecuado 
de ciertos temas como son: el Álgebra ElementaJ y la Aritmética entre otras cosas, y que 
sabe resolver ecuaciones de primer grado, de segundo grado y sistemas de ecuaciones 
simultaneas. 

El texto se integra de la siguiente manera. 

Capitulo 1 Trigonometría AnaUllca 

Partimos del estudio de las relaciones numéricas entre los lados y los ángulos de W1 

triángulo rectángulo, y de la resolución de triángulos arbitrarios haciendo uso de leyes de 
senos y cosenos. 
Posterionnente, generaJizamos el concepto de ángulo como un giro a lo largo de una 
circWlferencia dando lugar a la medición de ángulos por medio de los de números reales. 
Esto lleva a definir las funciones circulares y con ello al desarrollo de las identidades 
trigooométricas. Al final se analizan las gráficas de las funciones trigonométricas asf como 
sus inversas. 

JustlfieaciÓn. 

Conocer las funciones trigonométricas y sus aplicaciones en la resolución de problemas 
prácticos, usando conceptos como la ley de los senos y cosenos. Analizar y conocer las 
gráficas de las funciones trigonométricas a fin de que el alWllno tenga los conocimientos 
básicos de trigonometría analitíca que le aYudaran al desarrollo y cOmprensión de temas de 
geometría analltica como son: Coordenadas polart:s, cillndricas, y esféricas. transfonnación 
de coordenadas etc. Así como algunas aplicaciones a la fisica y al calculo diferencial e 
integral. El orden seleccionado tiene corno propósito que el aJumno comprenda la 
generali~ción del concepto de ángulo. 



Capitulo 11 Graflcaclón. 

Empezamos con la definición del producto cartesiano como preámbulo pam introducir los 
conceptos de función y relación. Se introduce el concepto de gráfica de una relación, se 
ejemplifica éste con algunos casos y se definen algunas técnicas para trazar la gráfica de 
Wl8 ecuación. Conociendo la relación entre una ecuación y su gráfica, tocamos el problema 
de' la intersección entre dos curvas, el análisis de ellas y la relación que hay entre sus 
ecuaciones, dependiendo de la posibilidad de resolver el sistema de ecuaciones. 
Posteriormente, se explica el concepto de lugar geométrico en términos de descripción de 
condiciones geométricas que satisfacen los puntos de ese lugar, y se ejemplifica la manera 
de determinar la ecuación del lugar geométrico a partir de la descripción. Por último, 
generalizamos el concepto de gráfica de Wl8 ccuación a tres dimensiones para obtener el 
concepto de superficie, introduciendo algunos ejemplos y algunas técnicas para hacer su 
gráfioa. 

Ju.tificacicSn. 

En éste capitulo el alumno conocerá la diferencia entre los conceptos de relación y función 
y adquirirá la confianza para trazar una gráfica a partir de Wl8 ecuación empleando las 
técnicas vistas en el capitulo, no sólo en el plano sino también en el espacio como una 
manera de conocer las superficies. 
Este conocimiento le servirá al alumno en cursos donde es necesario hacer la gráfica de una 
ecuación o simplemente un bosquejo de la misma. 

Capitulo JII Sistemu Coorde.adol. 

En este capitulo se introducen las coordenadas polares que son otro sistema de coordenadas 
en el plano, y se investiga la relación que tienen con las coordenadas cartesianas. Se 
definen las técnicas de graficación que son útiles al graficar cualquier ecuación polar. Se ve 
la diferencia que hay en la intersección de las gráficas en ecuaciones polares y ccuaciones 
cartesianas dada la naturaleza de las coordenadas polares de un punto. Definimos los 
conceptos de linea recta. circwúerencia y distancia entre dos puntos en coordenadas 
polares. Finalmente se muestra la rotación en coordenadas polares, la cual tiene como 
consecuencia las ecuaciones de rotación empleadas en el plano cartesiano. 

En el espacio se definen las Coordenadas CiUndricas y Esféricas con algunos ejemplos. 



Justificación. 

El objetivo de este capítulo es que el alumno conozca otros sistemas coordenados diferentes 
del cartesiano, como son: las coordenadas polares en el plano, las coordenadas cíllndricas y 
esféricas en el espacio. 
Es conveniente que el alumno observe la ventaja de usar coordenadas polares en el plano, o 
cilíndricas y esféricas en el espacio, sobre todo cuando se tengan ecuaciones muy 
complicadas en coordenadas cartesianas. 
Que el alumno vea algunos conceptos como el de línea recta, circunferencia, etc. desde otro 
sistema coordenado sin ningún cambio en su definición y desde otro enfoque. 

Capitulo IV Álgebra VectoriaL 

Se introduce el álgebra vectorial en el plano y en el espacio. Se definen los conceptos de 
flecha y vector; la relación que tiene el concepto de flecha con el de vector; las operaciones 
y propiedades de los vectores; ángulo director;" ángulo entre dos vectores; producto punto; 
paralelismo y perpendicularidad entre vectores; proyección ortogonal; etc. Tanto en el 
plano como en el espacio. Además, se definen los ángulos directores de Wl vector, el 
producto cruz. y el triple producto escalar en el espátio. 

JustlficadóD. 

El objetivo de este capitulo es proporcionar al alumno el álgebra vectorial tanto en el plano 
como en el espacio, como una herramienta indispensable en la definición de conceptos 
geométricos, como son la linea recta y el plano. Además conocerá la importancia que tiene 
en algunas aplicaciones. Como por ejemplo, en la fisica, y más adelante en conceptos como 
desigualdad lineal. 

CapUulo V Unea Reda y Plaao. 

En este capitulo estudiamos dos de los principales objetos de la geometrfa: la recta y el 
plano. Como aplicación del análisis vectorial introducimos la ecuación vectorial de una 
recta y las ecuaciones paramétricas de una recta; además, se estudian la ecuación de la recta 
en sus fonnas de los dos puntos, punto-pendiente, simétrica y general a partir del análisis de 
su ecuación vectoria1. Además, se tocan los temas de ángulo entre dos rectas, paralelismo y 
perpendicularidad entre dos rectas, distancia de un punto a una recta, forma normaJ de la 
ecuación de una recta y familia de lineas rectas. 

La segunda parte de este capítulo se refiere al estudio de la linea recta en el espacio, su 
ecuación vectorial, ecuaciones paramétricas y ecuaciones simétricas; Jos conceptos de 
ángulo entre dos rectas, paralelismo y perpendicularidad entre dos rectas; distancia de un 
punto a una recta. 



Se define el concepto de plano, su ecuación vectorial, sus ecuaciones paramétricas y 
ecuación rectangular, ángulo entre dos planos, intersección de planos, paralelismo y 
perpendicularidad entre planos, trazas en los planos coordenados, ecuación normal del 
plano, familias de planos. Por último, se observa qué relación hay entre la recta y el plano 
en el espacio, y se define el ángulo entre una recta y el plano. 

JUllilicacl6n. 

En este capítulo se analiza el concepto de la linea recta, primero en forma vectorial y 
d~spués en forma cartesiana, dando asl otro nuevo enfoque al concepto de recta. 
En cursos pasados se definían los lugares geométricos cOn una ecuación cartesiana, y 

ahora se abre una nueva perspectiva, pues el alumno podrá representar el mismo lugar 
geométrico con ecuaciones vectoriales. Esto propicia en el alumno una visión diferente en 
las relaciones entre las ecuaciones cartesianas y vectoriales. Además, este capitulo ayudará 
al alumno a reafirmar los conceptos del álgebra vectorial al aplicarlos al estudio de la recta 
en el espacio y en el plano. 

C.pitulo VI Aplic.ciones de la Rtda. 

En este capitulo se exponen rugunas aplicaciones de la linea recta aprovechando algunos 
conceptos anterionnente estudiados. Los temas que se exponen son: Desigualdad lineal en 
el plano, sistema de desigualdades lineales usando el método gráfico, conjuntos convexos 
en el plano, programación lineal en el plano, ajuste a una recta, desigualdad lineal en el 
espacio, sistema de desigualdades lineales en el espacio usando el método gráfico. 
conjuntos convexos 
en el espacio, programación lineal en tres variables y el método simplex. 

Justificacióa. 

Este capitulo tiene como propósito mostrar a1 alumno que con los conocimientos adquiridos 
acerca de la recta y el álgebra vectorial puede abordar la resolución de problemas relativos 
a desigualdades lineales desde un punto de vista geométrico, lo que se conoce como 
programación lineal en el plano; además, generalizar estas ideas a la programación lineal en 
el espacio, y aplicar los conocimientos adquiridos a una disciplina como es la Estadística al 
realizar un ajuste a una recta. 

Capitulo VII Trabs(ormaciób de CoordeD.das. 

En este capitulo se aborda el tema del cambio de coordenadas. Primero, se define la 
traslación de coordenadas. Posterionnente, la rotación de ejes .coordenados en el plano 
desde el punto de vista geométrico, y se introducen las matrices para representar este tipo 
de tmnsfonnaciones. 
·Nuevamente, como en otros capltulos, generalizamos los conceptos al espacio, 
introduciendo la rotación a través de su representación matricial. 



Jus.ifiudÓn 

Este capitulo tiene el propósito de proporcionar al alumno una importante herramienta de la 
geometrla analítica, como 10 es la transfonnación de coordenadas mediante la cual el 
alumno podrá analizar mejor Wla curva, simplificando su ecuación, además de adquirir otra 
visión de la misma gráfica al entender cómo la complejidad de la ecuación de una curva 
disminuye al cambiar de posición los ejes coordenados. 

Capitulo VIII Secciones Cónius. Superficies. 

En este capitulo mostramos cómo se generan las cónicas a partir de un cono. Después, 
damos la definición general de las cónicas y la definición focal de la parábola, de la elipse y 
de la hipérbola. Se tocan temas propios de las cónicas como son: La propiedad universal de 
la parábola, elipse e hipérbola. Se define la circunferencia como un caso particular de la 
elipse, se estudian familias de circunferencias, etc. En cada caso, se realiza un análisis 
minucioso de cada uno de los elementos de la curva. 
Finalmente, generalizamos las ideas al espacio y exponemos los conceptos de superficie 
cilíndrica, superficies cónicas, regladas, de revolución y cuádricas. 

Justifiución. 

Este capitulo tiene como objetivo que el alumno reafinne sus conocimientos anteriores 
sobre cónicas de una manera sencilla y analltica, dado que se estudian algunas propiedades 
que muchas veces no se exponen en cursos comunes. Se pretende que el alwnno tennine el 
capitulo con una idea más estructurada de lo que son las cónicas. Asimismo, se introducen 
los diferentes conceptos de superficie para que el alumno vea cómo a partir de un punto, 
Wla recta y el movimiento que se da entre estos elementos geométricos se pueden obtener 
algunas superficies. 

Capitulo IX Ecuación de Segundo grado. 

En este capitulo realizamos un análisis de la ecuación de segundo grado en dos y tres 
variables desde un punto de vista geométrico. Primero, en el plano se analiza la ecuación 
general de segundo grado, que representa una cónica o un caso degenerado de ésta. 
Se estudian algunas propiedades geométricas de las cónicas como son: ejes de simetrla, 
centro de simetrla, diámetro, cuerdas, todo ello para lograr un análisis geométrico más 
completo y conocer algunas propiedades geométricas de las cónica. Finalmente con ello se 
podrá simplificar la ecuación general de una cónica 8 su fonna más simple. 
En el espacio se analiza la ecuación general de una superficie de segundo grado. Siguiendo 
el mismo procedimiento que antes. generalizamos algunas propiedades geométricas de las 
curvas de segundo orden al espacio. como son: centro de simetrla de una superficie, planos 
diametrales y planos principales. 



J ustlficaci6n. 

El objetivo de este capitulo es que el alW1Ulo conozca las propiedades geométricas de las 
cónicas, y por medio de ellas pueda llevar la ecuación general de segundo grado en el plano 
a su fonna ordinaria, ofreciendo al alwnno una visión geométrica del problema de una 
manera simple. 1.0 mismo sucede en el caso de la ecuación general de una superficie de 
segundo orden, aunque en este caso la visualización es más dificil. 

Comentario fi nal. 

Espero que este trabajo primero ayude a reafinnar los conocimientos de los alwnnos y por 
otro lado sea motivante para que ellos continúen aplicando la geometrla analítica en las 
diferentes disciplinas científicas de una manera fácil y práctica. 
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l. Trigonometría Analítica. 

En este capítulo veremos la Trigonometria como el estudio de las relaciones numéricas entre 
los lados y ángulos de un triángulo, y generalizaremos el concepto de ángulo como un giro 
sobre el plano, lo cuál dará lugar a la medición de los ángulos por medio del conjunto de los 
números reales. De esta manera se definirán las funciones trigonométricas para cualquier 
ángulo. Así mismo deduciremos algunas identidades trigonométricas y expondremos gráficas 
de algunas funciones trigonométricas, incluyendo las funciones trigonométricas inversas y sus 
graficas. Finalmente aplicaremos la ley de los senos y cosenos en triángulos arbitrarios. 

Este tema tiene como objetivo principal . proporcionar al alumno las herramientas 
trigonométricas necesarias y desarrollar sus habilidades para aplicar estos conocimientos. 

1.1 Trigonometría en el Triángulo Rectángulo. 

Sea ACB un triángulo rectángulo cuya hipotenusa tiene medida c y sus catetos tienen 
medidas a y b. Y de ángulos agudos e, u. ( Fig.l ) 

8 

O< 

8 

8 A .Ll-_____ -" e 

( Fig.l) 

En trigonometría se usan básicamente seis funciones que relacionan los ángulos agudos 
con los lados del triángulo. Se trata de las funciones seno (sen), coseno (cos), tangente (tan) 
cotangente (cot), secante (sec), cosecante (csc). 

Las funciones trigonométricas para el ángulo e son: 

sene = ~ b 
cose = - tane = ~ 

e e b 

csee = !: e 
sece = -

b 
cot e = -

a b a 



Las funciones trigonométricas para el ángulo a son: 

b 
sena = , 

, 
csca .. -

b 

a , 
, 

seca= 
a 

De lo anterior se deduce que: 

sena = cosa cse9 - seca 

cos9 = sena sece ", csea 

tan e = cot Cl cot9 "" lana 

tan a = 

cota -

b 

a 

a 

b 

Lo anterior se debe a que a y a son oomplementarios (es decir, e + a r:: 900
). 

Concluimos que, los valores del coseno, cotangente y la cosecante coinciden 
respectivamente con los del seno, tangente y la secante del ángulo complementario. 
De aquí que el prefijo "eo" de las llamadas cofuncioncs (cotangente. coseeante, coseno) 
signifique simplemente "complemento". 

Es decir: 

sena = eos (90-9) ese9 = sec (90 -9) 

cose:: sen (90-9) seca = ese (90-9) 

tana = cot (90-9) cote = tan (90-9) 

Esto, claro está, pam ángulos agudos positivos. 
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1.2 Funciones trigonométricas de los ángulos de 30°, 60° Y 45°. 

Sea el triángulo equilátero ABC cuyos lados miden la unidad. 

Trazamos de B la perpendicular aliado opuesto AC cortándolo en el punto R. 

De esta manera BR es altura, mediana, mediatriz, y bisectriz del triángulo ABC por ser 

este un triángulo equilátero. Por lo cual la medida de AR 
2 

(Fig.2 ) 

B 

A R e 
2 

(Fig.2 ) 

Consideremos ahora el triángulo rectángulo ARB. Por el teorema de Pitágoras tenemos: 

AB
2 

= AR
2 + BR

2 

-2 -- -- 2 - 2 
BR = AB -AR 

-- 2 3 
BR =-

4 

Por lo tanto 

de donde 

1 

2 

B 

(Pig.3) 

Sabemos que el ángulo BAR es de 60°, entonces sus funciones trigonométricas son: 
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.J3 
sen 60° =--

2 

1 
cos 60° = -

2 

2 
csc 60° = --

.J3 

1 
cot60° = --

.J3 

Por otra parte, el ángulo ABR mide 30°, por lo cual las funciones trigonométricas para 
este ángulo son: 

sen 30° = csc 60° = 2 
2 

cos 30° = .J3 
sec 30° = 2 

2 ~j 

tan 30° = 1 
cot 30° = .J3 T3 

Consideremos el triángulo rectángulo isósceles cuya medida de sus catetos es la unidad. 
(FigA) 

B 

45· 
AL-----------~ e 

4 



(FigA) 

Por el teorema de Pitágoras tenemos: 

Por lo tanto AB = -ti" 

De donde las funciones trigonométricas del triángulo rectángulo ACB son: 

sen 450 
"" 

I 
esc 450 

"" .Ji -12 

cos 450
-

I 
sec 450 

- ..J2 T2 

lan45°= 1 col 45" = 1 

, 



1.3 Ángulos. Medidas Circulares. Grados y Radianes. 

Geométricamente, un ángulo es la figura formada por dos segmentos lJamadoslados que 
parten de un mismo punto llamado vértice. 

B 

A e 
(Fig.5 ) 

En la figura 5, A es el vértice, AB y AC, son los lados del ángulo. 

Los ángulos se expresan en sistema sexagesimal. La unida de medida del ángulo es el grado. 

1°=60' 1'=60" 

Los grados indican el "grado de separación" 

Generalicemos esta idea pensando al ángulo como un giro en lugar de una figura geométrica. 

Sean p.Q y R tres puntos en el plano, distintos los dos últimos del primero. 

Se define el ángulo con lado inicial PQ y lado terminal PR como el efecto de rotar el 
Segmento PQ hasta alcanzar la posición del segmento PR. 
Al punto P se le llama vértice del ángulo.( Fig.6 ) 

R 

terminal 

p inicial Q 

(Fig.6 ) 
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Debemos señalar que al efectuar un giro, al igual que aJ recorrer una recta, hay dos 
direcciones opuestas en que lo podemos hacer. En otras palabras, una circunferencia puede ser 
recorrida en dos direcciones opuestas. 
Dextrógira (girando en el mismo sentido a las manecillas del reloj) 
y Levógira (girando en el sentido contrario al de las manecillas del reloj). 
(Fig.7 ) 

l.t:v6glra IPosltlva] Dextr6glra INegaUva) 

(Fig.7 ) 

En geometría se consideran como dirección positiva la levógira y como negativa la 
dextrógira. Es decir las distancias a lo largo de la circunferencia serán positivas o 
negalivas según la dirección en que se le recorra. 

Para tener más claro este concepto imaginemos que la recta de los números 
reales puede ser enrollada alrededor de la circunferencia unitaria con centro 
el origen. La parte positiva se enrolla en sentido levógiro, y la parte negativa en sentido 
dextrógiro; medimos distancias sobre la circunferencia a partir del punto A (0,1 ) . (Fig.8) 

7 



71 

11 - 71 2 
2 

71 

-71 O 

2 

- 71 
(Fig.8 ) 

Este mapeo de la recta R sobre la circunferencia unitaria define una función 
W de R en C( (5,J) ( Circunferencia con centro el origen y radio 1) 

W : R ------__ -> e tal que W( () ) es el arco AP de longitud () 

A 

( Fig.9) 

La correspondencia entre los arcos de la circunferencia y el conjunto de parejas 
tales que X2 + y 2 = 1 determina una función W cuyo dominio es el conjunto de números 
reales y cuyo rango es el conjunto de puntos de la circunferencia. 
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Así : 

El número O determina el punto P ( 1, O ). 

El número ¡ determina el punto Q ( '*.' '* ) 
El número ~ determina el punto P (O, 1 ). (Fig.lO) 

En general el arco 9 determina el punto sobre la circunferencia unitaria. 

R( 0,1) 

DI l¡ji .1,.Ji , 

1'(1 ." 

(Fig.l O) 

De esta manera los números reales sirven para medir ángulos al medir la longitud del arco 
que los subtiende. 
De hecho, el sistema de medidas circulares tiene como base la identificación del ángulo con 

la longitud del arco que lo subtiende. (Fig. 11 ) 

La unidad de medida angular es el radián, un arco cuya longitud es igual a la medida del 
radio trazado el arco en sentido positivo. (Fig.12) 

, 



.__----. B . 

. "-_--j A 
O 

, 

(Fig.12) 

La longitud de AB - longitud del radio OA y OE 

La medida de una circunferencia es e = 21f' r 

(Fig. ll) 
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En el caso de ser unitaria su medida es 21C y 
1 ,--

2H 

1 radian .. 57° 17' 44" 

1t radianes '" 180° 

De donde 1 radian '" ~_80 

" 

Ejemplo 

1'--' -
10800 

Convertir de grados a mdianes y viceversa. 

a) 38"25' 

Solución. 

b) l 
5 

)
3. , -
7 

a) 38° "' 38 [-"-]=0.663 
180 

25'=25 [ - ' - ] = 0.0072 
10800 

dado que 1° _ ._~ 
180 

" dado que 1' " 
10800 

1"=-"-·. 
648000 

Sum() 0.663 + 0.0072 = 0.6702 Por tanto, 38>l25' .. 0.6702 

3 3 [180] b) - '" 0._- - = 34.377 
5 5 " 

grados = 34° 22' 38" 
180 dado que 1 cad = _ u. , 

11 



311' 311' [180J c) - =- - = 77.143 
7 7 11' 

grados = 77° 8' 34" 

Ejemplo. 

-- - - 11' 
Localizar el punto P, sí OP = 2 Y la medida del ángulo que fonna OP con el eje X es --

4 
e indica en qué cuadrante se encuentra OP . 

Solución. 

Se traza una semirecta L de tal manera que me forme con la parte positiva del eje X un 

ángulo cuya medida sea de _!!... Sobre L se miden 2 unidades a partir de O y se obtiene el 
4 

punto P. 

Por tanto, OP se encuentra en el IV cuadrante. ( Fíg.13 ) 

y 

X 

-1 O 

1/_~ 2 3 

-1 4 

P 

-2 

(Fig.13 ) 
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1.4 Circunferencia Unilaria. FuudoDts Trigouométricas. 

Sea P(x,y) el punto final de un arco AP sobre la circunferencia 
unitaria e con centro el origen. (Fig.l4 ) 

Bajemos una perpendicular de P al eje X, obteniendo un punto Q. 

o 

Pl x.y ) , 

Del triángulo reclángulo OQP obtenemos lo siguiente: 

por ser OP un radio. 

(Fig.14) 

Por tanto, la longitud del segmento di rigido QP representa al seno de a . 

13 



Análogamente para el cos e 

OQ OQ - -
cose = OP = -1- = OQ (1.2) 

de donde x = cos e ; y = sen e 
(cos e, sen e) 

y podemos escribir al punto P con las coordena~as 

Por otra parte, de acuerdo con la fórmula de la distancia, un punto P pertenece a la 

circunferencia unitaria si y solo si ~ X2 + l = 1 o bien X2 + y2 = 1 . 

Por tanto se cwnple (cosey + (seney = 1 

En la misma circunferencia e prolonguemos oP y tracemos las tangentes 
a la circunferencia en A y B. (Fig.l5) 

B R 

e 
o 

(Fig.l5 ) 
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Sean M Y R las intersecciones de las tangentes en A y B con OP respectivamente. 

Los triángulos OQP, OAM Y RBO son semejantes de modo que 

QP AM -
tan a- == = -=- = AM (1.3) 

OQ OA 
y8 que OA = 1 

Análogamente 

OP OM -
seca = ~· = -. -" = OM (lA) 

OQ OA 

OP OR -csc9= .".."".. = ,.=- "OR 
QP OB 

(1.5) ya que OB es radio 

oQ BR -
cot 9 = "="" = = = BR (1.6) 

QP OB 

Por lo tanto la tangente, seamle, cosecante y cotangente de e representan la longitud de los 
segmentos dirigidos AM, OM. OR Y BR respectivamente. 

De (1.1) Y (1.2) tenemos 

QP senO 
tan 9 = = '" ----.-. 

OQ cosO 

De ( 4 ) tenemos 

OP 1 seca '" .~, .. _-
OQ cosO 

(1.7) 

(1.8) 

:. tan9 -'~ 
r 

1 
:.sec9 = 

r 

" 



En fonna similar 

OP 1 
csc e = c.:~",: = --

QP sen e 

OQ cose 
cote= = = ---

QP sen e 

(1.9) 

(1.1.0) 

1 
:.csce= .. . 

: .cote = ~ 
y 

y 

1.5 Identidades Trigonométricas y gráfica de las Funciones Trigonométricas 
del Seno y Coseno. 

En la circunferencia unitaria con centro el origen consideremos los puntos tenninaIes 
P ( x, y ) de un arco de longitud ex. y P' ( X' , y') de un arco de longitud -a. ( Fig. 16) 

p 

-(X 

( Fig.l6) 
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Sabemos que OA = - cos IX = - cos( - IX ) .. cos IX = cos( - IX) (2.1) 

AP = sena y Api = ~ sen ( - IX ) 

Como LlOAP "" LlOAP' AP=AP; :. sen IX = - sen ( - IX ) (2.2) 

De (2.1) Y (2.2) se deduce que tan IX = - tan ( - IX) o bien tan ( - IX ) = - tan IX 

De la misma manera se puede demostrar que sec ( - IX ) = sec IX 

CSC(-IX )=-CSCIX 

En la circunferencia unitaria C recorramos un arco de longitud 21t y observemos lo que 
sucede con las funciones seno y coseno durante el recorrido. (Fig.17 ) 

/. 
11 P (-1.0) 

11 

2 

P (0.1 J 

p (O. -1 ) 
3 
- ·11 
2 

p(1.O) 

(Fig.17 ) 
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De o a ~ 
2 

QP - sene crecedeOa 1 

OQ = cos e decrece de 1 a O 

Do. a 
3. 
2 

sen e decrece de O a ·1 

cose crecede - ) a O 

Do • 
2 

sen e decrece de 1 a O 

cos e decrece de O a - 1 

D, 3. 
2 

• 2. 

sen 9 crece de - 1 a O 

cos e crece de O a 

Por lo que el valor máximo y mlnimo que tomen las funciones seno y 
coseno serán) y - 1, respectivamente. 

Graficando con el análisis anterior tenemos: ( Fig.18 ) Y ( Fig.19) 

" 



1/ 

3 _.1/ 
2 

o 

y = senil 

y = COSfl 

.1/ 

(Fig.l8 ) 

1/ 2,1/ 

(Fig.l9 ) 
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1f 
De las gráficas notamos que el seno es como el coseno desfasado -

2 

1f 
sen(9+ - )=cos9 

2 
1f 

cos(e+ - )=-sene 
2 

Si e aumenta en intervalos de 211 se efectúa una revolución completa alrededor del origen y 
P regresa al punto de partida. 

Por lo tanto las funciones seno y coseno son periódicas, con periodo 211. 

sen ( 9 + 211 ) = sen 9 cos ( e + 2n ) = cos e 

Sea e la circunferencia unitaria con centro el origen, P el punto terminal del arco ~ y Q el 
punto terminal del arco 9 . ( Fig.20 ) 

Sea X' y' el sistema de ejes coordenados que tiene como eje de las abscisas a la recta OQ. 

Sean (xo, Yo) Y (XI, YI ) las coordenadas de P y Q y sean ( X2 , Y2 ) las coordenadas de 
P en X' Y. (Nótese que las coordenadas de Q en X'Y' son (1, O» 

v· 

x 

(Fig.20) 
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De lo anterior se sigue que: 

a) sen , ""Yl d)cos+ =X I 

b) sen 9 '"' Yo e) cos 9 = Xo 

c)sen(+-9)c Y2 f)cos(+ -9)= Xl 

Midamos la distancia entre P y Q en ambos sistemas de ejes coordenados: 

~(XI - :Col + (YI - Yo)l '" ~(Xl - ¡ji + (y¡l 

Elevando al cuadrado 

(x, -x.i +(YI -xo)l 

desarrollando 

(X,)l - 2x,11o + (XO)2 + (y,l - 2y,yo + (XO)l = (XJ2 - 2x,; + I + (Y2)1 

Pero (xY + (y,)2 = I 

(xt)l +(yoi = I 

(x,y + (y¡)2 = I 

Pues P, Q pertenecen a C. De donde se sigue que: 

- a .x.. - 2y.yo '" -2x¡ 

21 



por lo tanto 

sustituyendo en la última igualdad según a) b) y e) 

cos(, - O) = cos, cosa+ sen, sena 

En el caso del coseno de la suma de dos ángulos tenemos: 

cos(,+O)= oos(,-(- a» 

= cos, cos( - O)+ sen, sen(-a) 

o: cos~ cose- sen, sene 

Se puede demostrar también que 

sen(4I - a)= sen, cose- sen e cos ' 

'j con base en esto último 

= sen, cos(-e) - sen(-a)cos41 

:: sen, cose+ sena cos, 

En resumen, hemos obtenido las siguientes identidades 

1) ("",;y + (00';)' = 1 6) cos(,-O) = cos,cosO+sen,senO 

2) 
.,n; 

7) sen(; - 0) = sen;cosO-senOcos; tan;; - ---
00'; 

3) 
1 

8) cos(; +8)= cos;cosO-sen;senB sec; =--
00'; 
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I 
4) ese; <= 

sen, 

I 
5) COI; = .-.

tan; 

9) sen(; +8)= sen;cosO +senOcos; 

Utilizando las anteriores identidades podemos demostrar nuevas identidades. 
Por ejemplo, para las funciones seno y coseno tenemos las siguientes identidades: 

11) sen[;±lI}'" -sen; 

También podemos demostrar las siguientes identidades trigonométricas para los ángulos 
doble y medio. 

co52; "" cos(f~ +;) ::: cos;cos; - sen;sen; de 8) 

16) cos2; ;:: 2(cos;i-1 

Análogamente podemos deducir la formula 11) cos2; "" 1- 2(sen;l 

Veamos otros casos 
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despejando cos!· 
2 

tenemos 

de la misma manera despejando tOS; en 16) obtenemos 

Con é~1as identidades podemos demostrar lo siguiente 

20) scn2; '" 2scn;cos; 

23) sen; = ~I 



tan;+tanO 
25) tan(; + O) = --- --- ---

1 -tan(JtanO 

26) 1 + (cot;)2 = (CSC;)2 

27) tan2fJ = ___ 2_ta_n;'---o-
1- (tan(l)2 

28) tan«(I- 8) = _ tan; -tanO 
1 + tan(Jtan8 

29) tan!.. = ~~cos; 
2 1 +cos; 

TABLAS TRIGONOMÉTRICAS. 

Considerando las identidades trigonométricas ya vistas, los valores de las funciones 
trigonométricas comprendidos entre 0° y 90° y la relación entre grados y 
radianes, podemos encontrar los valores de las funciones trigonométricas en todos los 
cuadrantes habiendo si acaso una diferencia de signo. En este caso la circunfe~ncia unitaria 
es de gran ayuda para ver gráficamente como van tomando sus respectivos valores las 
funciones a medida que el ángulo e toma valores entre 0° y 360°. 

Los valores de las funciones trigonométricas que se muestran en la siguiente tabla, nos 
será de gr1'n utilidad más adelante. Se trata de valores aproximados para ciertos ángulos. 

25 



Grados Radianes Seno Coseno rrangente Cosecante Secante Cotangente 

O 0.00 0.00 1.00 0.00 C)O 1.00 C)O 

30 0.52 0.50 0.87 0.58 2.00 1.15 1.73 
45 0.79 0.71 0.71 1.00 1.41 1.41 1.00 
60 1.05 0.87 0.50 1.73 1.15 2.00 0.58 
90 1.57 1.00 0.00 00 1.00 ex:> 0.00 

120 2.09 0.87 -0.50 -1.73 1.15 -2.00 -0.58 
135 2.36 0.71 -0.71 -1.00 1.41 -1.41 -1.00 
150 2.62 0.50 -0.87 -0.58 2.00 -1 .15 -1 .73 
180 3.14 0.00 -1.00 O ex:> -1.00 ex:> 

210 3.67 -0.50 -0.87 0.58 -2.00 -1.15 1.73 
225 3.93 -0.71 -0.71 1.00 -1.41 -1 .41 1.00 
240 4.19 -0.87 -0.50 1.73 -1.15 -2.00 0.58 
270 4.71 -1.00 0.00 00 -1.00 ex:> 0.00 
300 5.24 -O.8l 0.50 -1.73 -1.15 2.00 -0.58 
315 5.50 -0.71 0.71 -1.00 -1.41 1.41 -1.00 
330 5.76 -0.50 0.87 -0.58 -2.00 1.15 -1.73 
360 6.28 0.00 1.00 0.00 ex:> 1.00 ex:> 
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En la siguiente tabla el valor exacto de algunas funciones trigonométricas 

Grados Radianes Seno Coseno lTangente Cose cante Secante Cotangente 

O O O 1 O 00 1 00 

30 11/6 1/2 '&2 IIJ3 2 21 J3 /3 
45 11 /4 11.Ji 1/ Ji 1 Ji Ji 1 

60 11 13 1b2 1/2 ,J3 21/3 2 1/ ,J3 
90 11 /2 1 O 00 1 00 O 

120 2'11/3 1J3¡2 -112 -J3 21,J3 , -2 -11 J3 
135 3'1114 11 Ji -11 .Ji -1 Ji -.Ji -1 

150 5·11/ 6 112 -J3/2 -11 ,J3 2 -21 Jj -./3 
180 7t O -1 O 00 -1 00 

210 7'11/6 -112 -,;312 1/.]3 -2 -21../3 ,Ji 
225 5'11/4 1I.Ji -11 .Ji 1 -.Ji -.Ji 1 

240 4'11/3 ,J3/2 -112 J3 -2/ J3 -2 11./3 

270 3'1112 -1 O 00 -1 00 O 

300 5'1113 ,J3/2 1/2 -./3 -2/ J3 2 -11 ./3 

315 7'11/4 I/.p 1/ Ji -1 -,Ji .Ji -1 

330 11·11/6 112 J3¡2 -1/,J3 -2 2/ J3 -.J3 
360 211 O 1 O 00 1 00 

Ejemplo 3. 

Sea P un punto distinto del origen en el plano cartesiano, Para detenninar el seno y el coseno 
del ángulo que fonna el segmento OP con la parte positiva del eje X basta con dividir cada 
una de sus coordenadas entre d ( 0, P) _ Haz un diagrama que justifique esta última 
afinnación, y calcula el valor del seno y del coseno para el punto P ( 4, 3 ). 
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Solución. 

Bajemos una perpendicular desde P a la parte positiva del eje X. Sea Q la intersección. 

Como QP =3, 

4 
cosO = -

5 

OQ = 4 Y d (O, P) = -J3í-¡-42 = 5, tenemos que 

y senO = ~ 

y 

o x 

(Fig.21) 
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Ejemplo . 

Demostrar la identidad sen, = 2sen~cos~ 

Solución. 

sen; = sen[t. + ,] = senfcost. +sen!oos t = 2sentcost 
22222222 

Ejemplo . 

Demostrar la identidad 1+ (001;)2 = (ese;)! 

Ejemplo. 

Detenninar el valor exacto de 

Soluci6n. 

" 00'-
12 

y " sen ·· · 
8 

Usaremos las identidades {sen~r = I- cos; ...... (. ) 

s .. . Dado que 1. "'!:. 
2 12 

{cosfir = 1 +COS~ 

tenemos que 

y 
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~I +oo,'!. cost'i = --2-~ 

oos! ) + ~ 
12 2 

H ~2+ -Jj 
COS~ = ----

12 2 

Análogamente, si 
H ;= -
4 

~
- -

I-cos:-:' 
sen .¡. "" - -2 ~-

H ~2- -Jí 
sen - - '" =;:-,-=-

8 2 

despejando 
H 

00' -
12 

H -J3 
dado que 00$ - = -

6 2 

I entonces 
; H 
"2 =8 y, sustituyendo en la identidad (*) tenemos 

despejando 
H "'" -8 

dado que 
H -Ji 

005 - == -
4 2 
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Ejemplo. 

Calcular el valor exacto del sen75° y cosl OS". 

Solución. 

Como 75° "" 120"_45° entonces sen75°-sen( 1200-45°) 

-/6+"'-por Jo tanto sen75° = -'C:-'c'-" 
4 

sen750- -J3 :!i_ .Ji. '[_'] 
2 2 2 2 

Análogamente, como 105° - 50" + 45" entonces 

005105" - cos( 60" + 45°) 

005105" - cos60°cos45" • sen60"sen45° 

o 1 .[2 .J3 "'-005105 ,. -- .- - - -
2 2 2 2 

por lo tanto 

Ejemplo. 

Verificar la identidad sen[ 9 - ~] = -cos9, para 

Solución. 
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Ejemplo . 

Demostrar la identidad sen(O + n),: -senO 

sen(O +n) '" senOcosJr +senJrcosO::= -senO 

Ejemplo. 

Encontrar los valores cos a '1 tan o 

Solución. 

5 
si senO",- 

IJ 
'1 tan9 > 0 

Como 
5 sena", - 
IJ 

'1 (senO)l + (cosOl '" J • al sustituir el 

valor del seno en la ultima identidad resulta que 

{I44 
oos8 = ±'{169 despejando el cos a 

de donde 
12 

cosO - ± 
IJ 

(cosol:o 1-[ - l~J = ~:~ 

Por hipótesis. dado que sen O < O '1 tan e > o entonces cos El < O '1 sus valor es 

12 
cose= - - . 

IJ 

",nO 
Por otra parte tan a- .. _,- . 

cosO 
. Por lo que al sustituir los valores del seno y 

coseno en esta identidad tenemos que tan a '" ¡52 ' 

l2 



Ejemplo. 

Determinar mediante el circulo unitario, cuales de las siguientes funciones son positivas 
y cuales son negativas. 

2 
a) COS--1r 

3 

Solución. 

b) tan (-2.2) c) sec (4) 

Dado el circulo unitario e , éste lo podemos recorrer en sentido positivo e en sentido 
negativo, y medir en radianes el recorrido como se muestra en las siguientes figuras : 

(Nota: en las figuras utilizamos valores aproximadas para !!..,1r, 31r ,) 
2 2 

y 
y 

1 .57 

-4.71 

3.14 o 
6.26 )( -3.14 -628 

o 

4.71 

-1.57 

(Fig.2Ia) (Fig.21b) 

x 
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Dado que el extremo del ángulo ~ Ir se halla en el JI cuadrante concluimos que ces ~ Ir < O 

. De la misma manera como, el extremo del -2.2 de la tan (-2.2) se localiza en c111I 
cuadrante, tan (- 2.2) > O • 

. 1 
Fmalmente, como sec (4) ::: __ o y, el problema se reduce a considerar que el extremo del 

cos(4) 

ángulo de 4 radianes se halle en el JU cuadrante, y ros (4) < O. 

Ejemplo. 

Probar que cosilr "" co{ -~1f] usando valores exactos. 

Solución. 

7 6 1 
Como - Ir = - Ir + - 1r entonces 

6 6 6 

" " '" (-l)·cos - -(O)·sen -
6 6 

" .J3 :: - cos- :: - -
6 2 

Por otra parte 
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H H 
-= (-I)eos ·· +(O)sen -

6 6 

H -Jj 
= -005 -- = - -

6 2 

De lo anterior concluimos que COS~"" = coi -~n] 
Ejemplo. 

Probar la siguiente identidad 
1 

-- -senO =cotO·cosO 
"nO 

Solución. 

Desarrollando el miembro izquierdo de la igualdad tenemos: 

1 ¡_(senO)2 (COSO)l cosO 
-- -senO", .. -,- .-- .- : --- : -_ ·cosO '" cotO oosO 
senO senO senO senO 

Ejemplo. 

Probar que lan() -senO"" secO - cosO 

Solución. 

Desarrollando el miembro izquierdo de la igualdad tenemos: 

senO (senol l-(cosOl 1 
lanO-senO '" -- ·senO '" -- .. _ - = _ .. . -- -- - = ---0058 = secO-cosO 

cosO cosO cosO cosO 

" 



1.6 Gr61ieu de otras Funciones Trigonométricas. 

Realicemos un análisis de la gráfica de la función tangente. 

sen(x) 
.y - tan(x )= -- 

cos(x) 

En primer lugar, tenemos que la tangente esta indetenninada cuando cos (x) " O. 

Esto último ocurre cuando x = !!.- , dado que sen!!.. = 1 Y cos .~ c:: O ,el valor de la 
2 2 2 

tangente seria ~ , una indetenninación. Como el período de la función 

tangente es 7t, esta situación se repite cada 7t unidades, es decir, toda vez que 

x - mr + -i con n un entero arbitrario. En tales casos sucede que los signos combinados 

del seno y el coseno de x hacen que al aproximarse x a nle + ~ por la izquierda, tan (x) 

sea positiva y crezca ilimitadamente mientras que el hacerlo por la derecha hace que tan (x) 

sea negativa y decrezca ilimitadamente. 

Esto lo podemos ver claramente en el circulo unitario.( Fig.22 ) . ~ 

Cuando el ángulo x va de O a i ,la longitud del segmento AM 

que representa el valor de la tangente erece ilimitadamente positivamente . 

• Esto es, cuando x va de O a - • tan x crece de O a + 00 

2 
(dado que AM - tan (x) - y) 

y cuando el ángulo x va de O a _!!.. , la longitud del segmento dirigido AM 
2 

que representa el valor de la tangente decrece ilimitadamente . 

• Esto es,. cuando x va de O a _.2" ' tan x decrece de O a 

" 



M 

M 

M 

M 

A 

M 

M 

M 

M 

(Fig.22 ) 

tí tí 
Si elaboramos una tabla con algunos valores comprendidos entre - ... y obtendremos: 

2 2 

-11 11 11 11 
O 

1l 1l 11 11 
x - -- -- -- - - - -

2 3 4 6 6 4 3 2 

tan(x) . ... -/3 - 1 _/3 O /3 1 ,J3 + ... 
3 3 

~alor aprox. .... -1.7 -1 -0.6 O 0.6 1 1.7 -t '" 

37 



La gráfica de la función tangente es la siguiente: 

y 

J ) V ) ) 
( -3nfl ( -,,/2 ( 11/2 ( 311/2 ( 51\/2 X 

(Fíg.23 ) 

Consideremos las gráficas de algunas variantes de las funciones seno y coseno. 

Analicemos la ecuación de la función y = a· sen kx en donde a y k son constantes 

que modifican la gráfica de la función y = sen x , produciendo la primera una contracción 

o dilatación vertical y la segunda una contracción o dilatación horizontal. 

La constante lal se denomina amplitud de la función y = a· sen kx . 

Es la máxima desviación de la gráfica respecto al eje X. 
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Si a > O, el efecto sobre la gráfica de y = sen x es una contracción ( a < 1 ) o una dilatación 

( 1 < a ) vertical en la proporción a: 1. ( fig.24 ) 

y 

y .. asen(x) 

8<1 X 

(Fig.24 ) 

Además, si a < 0, la gráfica se invertirá respecto al eje X , es decir, será objeto de una 

reflexión. ( Fig.25 ) 

Por su parte, el efecto de la constante k es un cambio en el período de la función. 

Si p es el período de y = a· sen /ex ,entonces p = 2; ,puesto que cuando x varía de 

211" 
O a 21t, /ex varía de O a . En este caso el efecto sobre la gráfica de y = sen x 

k 

1 
es una contracción (1 < k ) o una dilatación (O < k < 1 ) horizontal en la proporción 

k 
(fig.26 ) 
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y 

8<0 

x 

y=8senx 

( Fig.25) 

y=sen(kx) 

y=senx 0<1«1 

( Fig.26) 

Además si k < 0, la gráfica se invertirá respecto al eje Y, es decir será objeto de una reflexión. 
(Fig.27 ) 
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y .. sen(kx) k~ 

y.sen(x) 

( Fig.27) 

En la figura 28 mostramos un ejemplo de la gráfica de y = 3 sen 2x . El efecto combinado de 
las constantes 3 y 2 sobre la gráfica de y = sen (x) es un cambio en su amplitud y período en 
las proporciones 3: 1 y 1:2 respectivamente. 

y 

~perlodo--+ 

x 

( Fig.28) 

En resumen: para la función y = asenkx 
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l. La amplitud es la! 

2. El período es 2; 

3. Si a < O, la curva se invierte respecto al eje X en relación a y - sen (x) 

4. Si k < O, la curva se invierte respecto al eje Y en relación a y "" sen (x) 

5. Para la función y '= acosa ~'e siguen los mismos lineamientos dado que seno y coseno 
son idénticas salvo por su desfasamiento. 

En general al examinar una función nos interesa saber dos cuestiones : 

1. ¿Para qué valores de la variable independiente estli definida la función? 
2. ¿Cuáles valores puede adoptar la variable dependiente? 

De este planteamiento surge la siguiente definición. 

Definición. Sea y = f{s) una función. Se llama dominio delal conjunto de valores de la 
variable independiente s para los que la función está definida, y Tongo deJaI conjunto de 
valores que adopta la variable dependiente y cuando s recorre todo su dominio. 

Por ejemplo, el dominio de la función seno es el conjunto de todos los números reales, 
mientras que su rango es el intervalo cenado [.) ,1 l. 

Con estos conceptos podemos trazar las gráficas de las funcione3 cotangente, secante, 
y cosecante apoyándonos en el hecho de que estas funciones son reciprocas de la tangente, el 
coseno y el seno, respectivrunente, y sus valores son inversos multiplicativos 
de los mencionados para cada ángulo s 

1 
cot(.1') = - 

tan(x) 

1 
=<x)~ ,--

cos(.1') 
1 

csc(x) =-
sen(.1') 
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Sus gráficas las podemos trazar usando los valores recíprocos de las ordenadas de la tangente, 
el coseno y el seno. Además de apoyarnos en la tabla trigonométrica. ( Fig.29) 

71 71 71 71 11 71 71 71 
X -- -- -- -- O - - - -

2 3 4 6 6 4 3 2 

cos(x) O 
1 I .J3 1 .J3 1 1 

O - - - -
:2 .Ji 2 2 .Ji :2 

$ec(x) :2 .f2 2 
1 

. ' 2 .f2 :2 <lO - - .. 
.J3 ,J3 

valor O) 2 1.4 1.2 1 1.2 1.4 2 .'0) 

aprox . . 

5 

4 

'" GJ 
y::::secx 

-371/2 -71/2 1//2 371/2 
-1 r -2 

-3 

-4 

-5 

(Fig.29) 
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La tabla de valores pare la función sec (x) la construimos con base en la función coseno 

considerendo los reclprocos de sus valores y arcos comprendidos entre _!. y 
2 

En resumen, gráfica de y '" sec (x) 

Dominio: Todos los números reales salvo Jos de la fonna 

Rango, (-oo,-l)V[+ 1,00) 

Periodo: 211: 

Paridad: Función par. sec (-x) '" sec (x) 

ff 
Asíntotas: x : 2" + mf , n un número positivo. 

ff 
- +mf 
2 

ff 

2 



1.7 Funciones Trigonométricas Inversas y sus Gráficas. 

A ecuaciones tales como sec (x) = .!. 
2 

o 3 sen (x) - 4 cos (x) = 5 se les llama ecuaciones 

trigonométricas . . 

En ellas se pide encontrar la medida del ángulo x dado el valor de la función. Por lo general 
las ecuaciones trigonométricas tienen una infinidad de soluciones en caso de tener alguna, 
debido a la periodicidad. 

Ejemplo. 
1 

Encontremos el conjunto solución de la ecuación trigonométrica sen (x) = -
2 

Calculemos gráficamente todos los valores de x entre O y 21t que satisface la ecuación. 

Tracemos en la circunferencia unitaria con centro en O una línea horizontal por y = .!. 
2 

y 

312 

sen(a) 

-312 -1 

-1 

(Fig.30) 

= 1 

2 

1 

2 

312 x 
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Esta interceptará a la circunferencia en dos puntos P y Q con la propiedad de que los 
segmentos ói y OQ son los lados terminales de dos ángulos (l y 13 tales que 

P ICo b él 1t 5n ¡ ,. sen a = sen "" 2.' mo sa cmos, estos ngu os son "6 y "'6 y son os Unleos 

entre O y 2n con esta propiedad. (Fig.30 ) 

Como la función es periódica, el conjlUlto solución de sen (x) = .!. es: 
2 

A este conjunto Infinito se le da el nombre de arcsen.!. • que se lee " Brco cuyo seno es ~" 
2 2 

En este caso 

En general, arescn (k) denota al conjunto de números para los que el valor del seno es k es 
decir. al conjunto solución de la ecuación sen (x) ... k . Los conjuntos arceos (k), arctan (k), 
arceo! (k), etc. se definen en fonna análoga. 

Como se puede ver en el ejemplo anterior, para determinar ángulos para Jos que una función 
trigonométrica toma un valor predeterminado podemos proceder mediante una construcción 
geométrica. 

El procedimiento anterior tiene el defecto de proporcionar en general más de una solución 
al problema. Si 10 que esperamos es un único ángulo, lo que debemos hacer es restringir el 
dominio de la función para que cada valor del rango corresponda un solo elemento del 
dominio. 

Limitemos el dominio de la función coseno para cada ecuación de la fonna cos (x) .. k tenga 
a lo más una solución JI: • Nótese que cuando JI: varia de O a 7t la función coseno toma cada 
valor de su rango una sola vez. Por lo tanto, si sólo consideramos valores de JI: 

entre O y 7t. la ecuación cos (x) ., k tendrá una única solución para cada k entre I y -l. 
Podemos entonces definir una función que llamaremos Arceas como sigue: 

Arceos (y) = x si y solo si cos(x) - y y 



En otras palabras, la función Arccos asocia a cada número k del intervalo [ - 1, 1 ] el único 
número x del intervalo [ 0, 1t] con la propiedad de que cos (x) = k . 

Nótese que para distinguir entre el conjunto arccos y la función Arceos , hemos escrito en 
minúscula la primera letra del conjunto y en mayúscula la primera letra de la: función. 

Sabemos que la relación entre dos cantidades se pueden pensar de dos formas distintas: 
a la primera como función de la segunda o viceversa. 

De esta manera, si tenemos la función y = f (x) podemos preguntarnos si x se puede expresar 
como una función de y , y si es el caso la función y = f (x) se puede remplazar por una 
función inversa x = [l(y) 

Algebraicamente, esto equivale a permutar abscisa y ordenada de cada punto de la gráfica de 
y = f (x) , pues ahora f (x) se encuentra en el dominio de la función inversa (representado en el 
eje horizontal) y " en el rango ( representado en el eje vertical ). En cambio geométricamente 
equivale a reflejar la gráfica de la función y = f (x) respecto a la línea recta y = x . 

La figura 31 nos muestra que los puntos P(x, y) y R(x, y) que resultan de intercambiar las 
coordenadas de P son simétricos respecto a la línea y = x . Para ver esto, observemos que el 
paralelogramo PQRS es un cuadrado cuyas diagonales son la recta y = x y el segmento 
PRo 

Como las diagonales de cualquier cuadrado se bisecan perpendicularmente, concluimos que P 
y Q se encuentran simétricamente distribuidos respecto a la recta y = x. 

En la figura 32 mostramos la gráfica de una función y = f (x), mientras que en la figura 33 
exhibimos su reflexión respecto a la recta y = x (incluidos los ejes), lo que nos da al mismo 
tiempo una representación de la función inversa x = [1(y). 
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y 

x 

y I S (y,l') 
I 
I 

y x x 

( Fig.31) 

y 

y=x 

(Fig.32 ) 
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" Y= J 

x 

(Fig.33 ) 

Para las funciones trigonométricas inversas hay dos notaciones: sen- I, cof l
, tan'l, etc., y 

Arcsen, Arceos, Arctan, etc. 

Como las funciones trigonométricas son periódicas, para definir las funciones inversas 
debemos seleccionar en cada caso un intervalo en el que las ecuaci6nes .ten(x) =: y , 
cos(x) = y, tan(x) .. y • etc. tenga no más de una solución. 

Generalmente esto se hace de la siguiente manera: 

" 



Función Dominio Rango 

Areeen -I!'Ox!'01 -!:!'OAresen;:x) ~!: 
2 2 

Areeos -1 ~x:!>1 O~Areco.(x) !'Oll 

Atetan lodos los reales _!: :!>Arctan( x) :!>E 
2 2 

Areeot todos los reales O:!>Arccot(x) 9/ 

Su representación gráfica es como sigue: 

Función inversa del seno. 

y 

11 

x 

2 

(Fig.34 ) 
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Función inversa de la tangente 

y 

11 

------------2--~----~' ~----------~-

y=Ardanx 

x 

·3 ·2 ·1 2 3 

·1 
11 :J-__ - ______________ ~-- __________ __ 

2 
(Fig.35 ) 
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Función inversa del coseno 

y 

" 

-\ x 
(Fig.36 ) 

Ejemplo. 

\an(Aro1an(12) '" 12 cos{AIUQI(2)) = 2 

En general. cuando -I:S x:S 1 • sen(Arcsenx) '" x 
para todos los números del intervalo. 

y cos(Arccosx) - x 

Asl mismo, tan(arctanx) " x y col(Arccolx)" x para todos los números del intervalo. 

Sin embargo. cuando cambiamos el orden de las funciones. el valor que devuelve la inversa 
no necesariamente es el que se tuvo en el punto de partida. 

Por ejemplo. Arcsen(sen tr) '" Aresen(O) '" O 7:- J( 
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Ejemplo. 

Encontrar todos los ángulos, expresados en grados, entre 0° y 3600 que satisfacen secO = 2 

Solución. 

1 1 -
Sabemos que secO = -- - ,entonces - - -= 2 , de donde nuestro problema es equivalente 

cosO cosO 

a encontrar los ángulos que satisfacen la ecuación cosO = .l-
2 

y los valores que satisfacen esta ecuación son O = 600 Y 3000 donde O ~ () < 3600 

Como lo muestra la figura 37 . 

y 

-1 x 

-1 

(Fig.37) 
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Ejemplo. 

Calcula geométricamente los valores de la función inversa Arcsen[ J2] . 
Solución. 

Como sabemos por definición la función Atcseny tiene como dominio -1 S y:S I Y rango 

• • - - S Arcseny S .. esto es 
2 2" 

Arcseny - ~ (::) sen ~ - y y • • - - :s~s -
2 2 

Por lo tanto, lo que necesitamos es hallar el conjunto solución de la ecuación trigonométrica 

senx =. t* o, lo que es lo mismo, calcular los valores exactos de Arcsen[ -i-] 
donde los valores de x se encuentran entre - ~ y 

2 2 

Tracemos en la circunferencia unitaria con centro en O dos lineas paralelas al eje X que pasen 
1 1 

por Y:::: "Ji y y:::: -Jí" respectivamente. 

Esta interceptará a la circunferencia en dos puntos PI y P2 con la propiedad de que los 
segmentos Op. y oi{ son los lado.~ terminales de dos ángulos a y p taJes que 

1 1 
sena = ..J2 y senp = - Ji 

• Como sabemos, estos ángulos son 
4 

tal propiedad 

, • 
4 

y son Jos únicos entre • 
2 

• y - C{)n 
2 



Por 10 tanto, los valores del Arcsen[ ~ ] son : y 

La figura 38 lo muestra geométricamente. 

y 

Ejemplo. 

1t 

4 

x 

(Fig.38 ) 

Resuelve la ecuación 2(tanx)2 = (secx)2 proporcionando el valor del ángulo que las 
satisface, donde O S x < 1t 

Solución. 

Una manera en que se puede resolver es poner primero la ecuación en términos de senos y 
cósenos; así, ia ecuación anterior se lleva a la fOima 
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(sel1X)2 
2- -- -= -----

(COSX)2 (COSX)2 

Multiplicando ambos miembros de la ecuación por (COSX)2 se tiene 

2 (senx)2 = 1 de donde senx = ±-32 . Aplicando el inverso del seno se tiene 

[1] - ff X = arcsen -fi ' donde x toma los valores de"4 y 

1.8 Resolución de triángulos rectángulos. 

En el triángulo rectángulo el cálculo de sus elementos se facilita por el hecho de que uno de 
los ángulos es recto. 

Sea el triángulo rectángulo ACB con ángulos agudos a, p y lados cuyas longitudes miden 
a, b y c. ( Fig.39 ) 

B 

c 

90' - Ot 

A'-~------------UC 
b 

a 

( Fig.39 ) 

Por ejemplo, es suficiente con conocer uno de sus ángulos agudos, digamos a ,para conocer 
p ,pues p = 90° - a . 
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De la misma manera, si conocemos uno de sus lados y el valor de alguna función 
trigonométrica de alguno de sus ángulos agudos, conoceremos también las longitudes de sus 
otros dos lados y todos los valores de todas las funciones trigonométricas de sus ángulos. 

Ejemplo. 

Encontrar las longitudes de los lados y los valores de las funciones trigonométricas básicas de 
un triángulo rectángulo si uno de sus lados mide 7 unidades y la tana '" 0.25. 

Solución. 

Determinaremos primero la longitud del lado b. Sabiendo que la función tangente relaciona 
las longitudes de los catetos, tenemos que: 

a 7 lana:: - = -

por consiguiente 

b b 

7 7 
b~- ~- ",28 

tana 0.25 

~. 
~."'7 

A b e 

Para detenninar el valor de e aplicamos el teorema de Pitágoras y tenemos: 

(Fig.39a) 

y, ahora, con las longitudes de los tres lados dellriángulo, podemos calcular los valores de las 
funciones trigonométricas básicas para cualquiera de sus ángulos, las cuales para a son: 

7 I 
" 4 I 

sena ;:: 7 . ..J17 '" 'J17 cosa'" 7. Ji7;:: .Jf7 tana ;:: -
4 
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,,17 
seca;; -- cota"" 4 

4 

Finalmente, para {J estos valores son: 

4 
sen{J = Jí7 1 oo,p = ffi tanp=4 

ffi 
sec{J "" .Jfi 1 

cscfJ : - cotfJ = . 
4 4 

1.9 Resolución de trihgulos arbitrarlos. 

Podemos resolver triángulos arbitrarios haciendo uso de las funciones trigonométricas. 

Para ello, es necesario establecer dos propiedades de los triángulos conocidas como Ley de 
los Senos y Ley de Jos Cósenos. 

Ley de Jos Senos se basa en el hecho de que la altura de un tri6.ngulo se puede escribir como 
el producto del seno de cualquier ángulo de la base por uno de sus lados adyacentes. 

En si, lo que esta ley dice es que los lados de un triángulo son proporcionales a los senos de 
los ángulos opuestos. 

Consideremos un triángulo ABC y un sistema coordenado XY con origen en A. (FigAO ) 

Denotemos con a. b, c los lados opuestos a los ángulos A, B y C, respectivamente. 

" 



y 

a 

x 
D e B 

(Fig.40) 

La ordenada del vértice C es a la vez la altura h del triángulo ABC, y el segmento AC es el 
lado tenninal del ángulo A, por lo que la altura h se puede escribir como b· senA . 
Por otro lado h es también la longitud del cateto CD del triángulo rectángulo CDB, de donde 
llegamos a la conclusión de que h también es igual a a· senB . 
Por consiguiente 

b·senA = a·senB o bien 
a b --= _ .. ---

senA senB 

Si ahora consideramos la altura desde B, repitiendo el argwnento llegaríamos a la conclusión 
de que c· senA = a . senC. Además, el argumento no variaría en nada si el ángulo 
considerado fuese agudo en vez de oblicuo. 

Definición. Ley de Senos. 

a b e 
En cualquier triángulo ABC, -- .. - = . --- esto es, las longitudes de los lados de 

senA senB senC 
un triángulo son proporcionales a los senos de sus ángulos opuestos. 

Esta leyes muy útil en la resolución de triángulos cuando se conocen: 

dos lados de un triángulo y el ángulo opuesto a uno de ellos, o 
dos ángulos de un triángulo y el lado opuesto a uno de ellos. 
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Ejemplo 23. 

De un triángulo sabemos que dos de sus lados miden a:: 5 unidades '1 b:: 10 unidades '1 
A " 20°. ¿Cuales son sus otros elementos? 

Solución. 

Sea el triángulo ABC, como se muestra en la figura 41. 

e 

~ A~B , 
(FigAI ) 

Aplicando la ley de los Senos a los ángulos A y B , tenemos: 

senlJ senA 
= de donde senB c b·senA :: 10· (sen(~OO) 

b Q u 5 

B 
10· (0.342) 

sen '" 0.684 , 
por Jo tanto B= arcsen(O.684) 

" Hay otro valor para B si tomarnos un Angulo cuyo valor se encuentra entre y Ir. 
2 

Dicho valor seria B "" 136°50' 

Por tanto, hay otro triángulo que satisface las condiciones del problema, como lo muestra la 
siguiente figura. 
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e 

A-""="-_---f' , B (Fig.42 ) 

En resumen, si tratamos de construir con estos valores Wl triángulo, encontraremos que 
hay dos triángulos posibles. pues para B hay dos posibles valores. 

En el ejemplo resolvamos el primer caso, dejando el segundo como ejercicio para el lector. 

Para hallar el valor del ángulo C. tenemos que e - 1800 
.( A + B) , por ser A, B Y e 

ángulos interiores de un triángulo. 

Entonces, aplicando la Ley de los Senos a los ángulos A y C. tenemos: 

, a 
de donde e = Q ·senC = S ·(O.892) '" 13.041 

senA 0.342 sene senA 

Por lo tanto e = 13.041 

Ley de los Cósenol. 

La Ley de los Cósenos es una generalización del teorema de Pitágoras. esta determina que en 
cualqttier triángulo la longitud de uno de sus lados se puede calcular conociendo la longitud 
de los otros dos lados y el coseno del ángulo opuesto. 

Consideremos un triángulo ABe y un sistema de coordenadas XY con origen en A, como lo 
muestra la figura 43 . De la misma manera denotemos con a, b, e los lados opuestos a los 
angulos A. B, C. respectivamente. 

" 



y 

e 

x 
B 

(Fig.43 ) 

Las coordenadas de C en ténninos de las funciones seno y coseno son: C( b cosA, b senA ) 
Por su parte, el punto B se puede escribir como B(c,O). Ahora aplicando la fórmula de 
distancia entre los puntos C y B, podemos determinar el valor de a2 como sigue: 

a2 = e2 
- 2bc· cosA + b2 

• cosA2 + b2 
• senA2 desarrollando el binomio 

dado que cosA2 + senA2 = 1 

con lo que tenemos La ley de los Cosenos. 

Ley de los Cósenos. Para todo triángulo ABC, con lados a, b, c y ángulos opuestos a estos A, 
B, C se cumple. 
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es decir. en cualquier triángulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados 
de Jos otros dos lados. menos dos veces el producto de estos lados por el coseno del ángulo 
opuesto. 

La demostración para los otros dos lados b y e del triángulo no es distinta a la anterior: 
Basta con elegir como origen los vértices B y e y repetir el argumento. 
Por otra parle, si en las fónnulas anteriores despejamos el valor del coseno del ángulo, 
obtenemos expresiones para el cálculo de los cóseoos de los ángulos interiores de un triángulo 
en función de las longitudes de los lados: 

Esta leyes muy útil en la resolución de triángulos cuando se conocen: 

.-dos lados de un triángulo y el ángulo comprendido entre ellos, o 
·los tres lados de un triángulo. 

Ejemplo. 

Resolver el triángulo en el que las medidas de los lados son, a " 16.47, b = 25.49, C" 33.47 

Solución. 

Este problema requiere de la ley de los cósenos, para lo cual encontramos primero 

a2 
'" 16.472 = 271.261 

b2 
:: 25.492 

"" 649,74 

c2 = 33.772 :: 1.14· JO) 

cosa = b
2 
+ c

1 -=~~ = .(~?.7~)+(11 40.4)-(271.26~) = 0.89 
2bc 2 · (25 .. 49X33.47) 

ros p :: i:....7.C2 
- b

1 
= (271.261) + (1140.4) - (649.~4) :: 0.691 

2ac 2·(16.47)(33.47) 

de donde a = 28°5' 

63 



a l + b
l 

- el (271261) + (649.74) -(1 140.~! :: -0.261 
005r =-· 2ab = - 2 ·(16.47X25.49) 

A 

b 

(Fig.44 ) 

, 

, 
~----~.~----~. e 

de donde r = I 05'"9' 



EJERCICIOS. 

1.- Transfonnar de grados a radianes y viceversa: 

a) 28' 15' b) 53' 45' 

g) J3 n) 23/4 1) 1.2 

e) 100' d) 71 ' 27' 58" e) 29' 32' 23" f) 117 

J)!' k) .IS.. 1) )'K - S m) .~....! 
9 7 6 5 

2.- Dibujar los siguientes ángulos, indicando el sentido y la amplitud de rotación 
de cada uno de ellos. Encuentre para cada ángulo, dos ángulos coterrninaJes 
uno positivo y otro negativo. 

a)L AOB = 70' b) L • =120' c)Lo. • • • d)LMNQ "225' 

3.- Dado el valor de cada una de las siguientes funciones lI'igonométricas. 
CtUcular las demás funciones. 

, 
a) senil E 0.125 b) oos~ " _ , e) lanr 

4.- Encontrar el valor de las siguientes funciones de ángulos negativos. 

) b) ) 
(
.3" ) d) _ ( ... "" .• ) a SQl( · 124¡ oos( · 293"¡O) c tan --.;- ........ 

5.- Deducir las siguientes identidades. 

a l eosJS ~ oossl · J·sen02e(l$e = 4'00II0' .- 3'eod 

b) en38 e . (sene') + J·e(l$Sl·sen8 lE _ 4·senel + J·sen8 

e) 00II49 '" cosS" -l. sene· _ 6'sen&2'QO:!;,2 ~ "oos,4 _ ' .eose2 + ¡ 

6.-Deducir las siguientes igualdades 

(
13 .• ) e)l&l1 12 "' · 1 

6' 



7.~ Proporcionar valores exactos para 

8 .~ Demostrar IIIll siguientes igualdades . 

.Ji '011& . - sen. , 

el) Cun" + QO!O)·sm. ·cos" " J 

2 2 Kn4l· 
f) WI~ -sal. " 

9.- Graficar las siguientes funciones trigonométricas. 

a) y .. coto. 0::>0. <2,. 

b) y ,. 2·tmo. O!>o. <2·. 

el y " ~ ·col3\1. O!>o. <1 
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10.- Calcular. 

8) .-m+o~" (f ) b) '-H~)) 

,) ·~" (f), ~(. f) d) - (~(m 

11 .- Grafiear las funciones inversas. 

a) y e cob' l b) y '" KCl(' 1 el y '" 
., 

= 

12.- Resol .... er las siguientes ecuaciones proporcionando el valor del ángulo que las satisface 
en el inlervaJo O S x < 2", 

a) 2.SC/1X ~ wu1 '" 7 , 

g) 4 ·COU' '" $e(:1I 

b) ).1tr\.I( 1-.2.. '" • ..,fi 
~. 

d) 4·QM)< - 3-$«x '" O 

1) ICr\x 1: 
, 

_ _ 'C&CX , 
11) HCX '" 2'1:05. 

13.- Resolver los siguientes problemas. 

A) En un mapa se aprecian los puntos P, Q y R unidos por sendas 
carreteras rectas. Con los datos que se dan en la siguiente figura. 

¿CuáJ es la medida del ángulo que fonnan las carreteras de los pueblos 
PQyPR1 
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p 

4.5Km. 

Z.1Km. 

Q 

6Km. 
R 

2.- Calcular las medidas de las diagonales AC y AD de Wl pentágono irregular 
ABeDE de acuerdo con los datos que se presentan en la figura siguiente. 

B 
11 

122' 
e .. ". • 

o 
A 

20 15 

E 

3.- El ángulo de depresión, visto desde Wl punto A de la azotea de un edificio 
por la que se aprecia la parte alta de un semáforo es de 40° y el ángulo de 
depresión desde A a un punto e de la calle es de 30°, 
¿ Cuál es la altura del semáforo si se sabe que CB=2BD y que la altura 
del edificio es de 17m.? 

6' 



A 
-------- ------

I lO' .. ' 

11m. 

G 1 
e B o E 

4.- Se desea calcular la distancia AB existente entre dos puntos inaccesibles 
A y B. Para ello se localizan dog puntos alineados e y D, en relación al 
punto A y que sean visibles desde el punto B. Se sabe que < ADB '" 65° 
< ACB = 79°, CA" 124m. y DA - 156m. 

B --@- A 

o 
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5.- Un islote en medio de un no detennina desde su punto más alto visuales 
a las orillas opuestas B= 29° 18' Y A= 32° 06' . Si la distancia de una de 
las visuales a la orilla izquierda mide 156m. 
¿ Cuál es la anchura del río en esa zona ? 

6.- Debido a un accidente en una factoría se tuvieron que desalojar a las 
personas que estuvieran dentro de un radio de 402 metros de la faetona. 
Una familia vivía a 200 metros al este y a 286 metros al sur de la fábrica. 
Se desea saber si se tuvo que desalojar o no la casa. 

200m. 

286m. 
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7.- En una mesa de billar la bola x pegará en el punto y de la banda AB, para 
rebotar y pegar a la bola z que dista 0.65m de la bola x. 
¿Con qué ángulo debe rebotar la bola x en la banda AB, si se conoce que 
que xy = 0.43 m. y yz = 0.82 m.? 

B 

A 

8.- Durante un aterrizaje el piloto de un avión desea pasar 54 metros arriba 
de un edificio de 103 metros de altura y tocar tierra a 200 metros de 
distancia del edificio. Encontrar. el ángulo de descenso. 

[TI T 
103 m. 

~_~1 
1----- 200 m. -----1 
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9.- Un estadio de futbol se planea construir con un ángulo ascendente 
en las gradas de 320 12' con la horizontaJ ; si cada 0.79 metros 
(horizontalmente) puede haber una fila de asientos y se desean 
construir 27 filas.. ¿Qué altura deberá tener el estadio? 

32' 12' 

10.- Un poste BC está sujeto por dos cables de tensión AB y DB. 
¿Cuál es la longitud del cable AB? 

• 

x 
4.7m 

132' 

A 2.5m O e 
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Il.- Graficación 

2.1 Productos Cartesianos. 

El producto cartesiano A)( B. de los conjuntos A y B se define como el conjunto de todos 
los pares ordenados ( x, y ) en los cuajes la primera componente s, es elemento de A y la 
segunda compclncnte, y • es elemento de B. 

Por ejemplo, si A " ( 1, 2, 3) Y B " { a. b. e} entonces 

A.a = {(I, a), (1, b), (1, o), (2, a), (2, b), (2, o), (3, a), (3, b). (3, o)) 

En geometría analltica, un caso importante es el producto cartesiano R)( R que 
denotaremos con RZ

, y que por definición es el conjunto 

RZ 
- «x,y) I x E R Y Y E R} donde R es el conjunto de números reales 

De hecho cada par ordenado en R2 se corresponde en foona univoca con un punto P del 
plano, a saber. aquel punto del que)C e y son sus coordenadas. La importancia de este 
concepto radica en que los objetos geométricos con los que trata la geometrfa anaJítica 
plana se pueden considerar como subconjuntos de R2

• A tales subconjuntos se les conoce 
comÚlUnente como ''funciones y relaciones en R". 

2.2 FUDciones y ReJadonH. 

Consideramos una relación entre dos variables x y y asociando a ciertos valores de x uno 
o más valores de y. 

Por ejemplo. y = ±..Jx , si ;r = 4, entonces y = 2 o y = -2 

Esta correspondencia defme un conjunto de pares ordenados (x, y) la cual llamamos una 
relación. 

El anterior es un ejemplo de una relación de acuerdo a la siguiente definición. 

Definición.- Una relación R deA en B, es un conjlUllo de pares ordenados (a. b) oon la 
propiedad de que a e A y be B (se sobreentiende que para cada a e A hayal menos un 

beBtalque(a,b)eR) 
Al conjunto A se le llama Dominio de R y se denota con DR. al conjlUlto B se k llama rango 

'" R. 
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En la matemática es frecuente tratar con la interdependencia de dos variables. 
Por ejemplo, si "r' es la variable que denota la longitud del lado de un cuadrado y "A" su 
área, entonces A - :l 

La fónnula anterior expresa la relación existente entre una longitud x del lado de un 
cuadrado, y el área A del mismo. Se dice, que A es una función de x. Nótese que la 
ecuación A =:l detennina un conjunto de parejas ordenadas (X.Xl), donde x :> O. y el 
segundo elemento y es el cuadrado del primero. 

Denotemos este conjunto de pares ordenados con f : 

Como loda función es una relación, ftiene un dominio y un rango. En este caso, DI es el 

conjunto de todos los números rea1es positivos y el rango es el conjunto de números reales 
positivos. 

Este es un ejemplo de unafunción de acuerdo a la siguiente definición 

Definjción.- Una relación A en B es una función si para cada elemento a E D~. hay un 
único clemento b e B relacionado con él. 

De la definición anterior vemos que para que un conjunto de parejas ordenadas sea Wla 
función, no debe haber en él dos parejas distintas que tengan el mismo primer elemento. 

Para cada x e DI hay un único elemento y en el rango def tal que la pareja (x. y) esta enl 

A tal 'Y' se le llama f evaJuada en x y se escribe y .. f(x). 

En general. a x se le llama variable independiente y a y variable dependiente. 

Toda función se puede ver como un mllpeo y cualquier conjunto B que contenga al rango es 
lJarnado un codominio del 

En estos términos, decimos que 'lmapea a DI dentro de 8" 

Si B es igual aJ fango de/, decimos que "fmapea DI en todo B ~ 
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De lo anterior se sigue que todafimción es una relación, pero no a la inversa. 
La diferencia entre unafonción y una relación consiste en que una relación R no es ulla 
función cüando hayal menos una x en el dominio a la cual le corresponde más de una y en 
el rango. 

En Geometría Analítica, los dominios y codominios de relaciones son subconjuntos de R, 
es decir las relaciones consideradas son siempre subconjuntos de R x R . 

Si M es una relación de R en R, al conjunto de puntos {P(x,y) I (x,y) E M} le llamamos 
gráfica de M. El término "gráfica" también se refiere a la representación ilustrada o dibujo 
del conjunto de pares ordenados. 

A continuación se presentan algunos ejemplos de funciones, relaciones y sus gráficas. 

Ejemplo. 

Sea f = «x,y)/ y = X2} La gráfica de f se muestra en la figura 47. 

-2 -1 1 2 x 

(Fig.47 ) 

Ejemplo. 

Sea DI = {xl-2 ~ x ~ 2} ,y Y = f(x) = 
{

_2

X 

si 

si o < x~2 

-2~~O 

En seguida se muestra una tabla de parejas ordenadas y el dibujo de la gráfica. 
Obviamente, f es una función. 
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y 

(2,2) 

x y x 
-2 -2 
-1 -2 (-2,-2)---+ 

O -2 (-1,-2) 

I 1 
2 2 

Toda relación puede ser escrita en la fonna {(x,y) I ~(x,y) = O} para alguna función ~ de 

dos variables. Entonces, la ecuación l = x puede ser escrita como y2 - X = O , así que 

~(x,y) = yl - X • 

La gráfica de una relación F debe cumplir las siguientes propiedades. 

(1) Toda línea vertical que pase por el punto (x,O), x E D" debe interceptar a la 

gráfica de F en al menos un punto. 
(2) Toda línea horizontal que pase por el punto (O,y) , y E R f' debe interceptar a la 

gráfica de F en al menos un punto. 

Ejemplo. 

Tracemos la gráfica de ~(x,y) = Ix! + I~ -1 = O . Primero encontremos el dominio y el 

rango de la relación. 

Dado que Ixl + Iyl = 1 , tenemos que Ixl S; 1 .. Para cualquier x , le corresponde y la cual 

debe satisfacer I~ = 1-1X! esto es, y = ± (l- Ix¡) 
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Dado que y existe para cada x con Ixl ~ 1, tenemos que D¡ = {x 1-1 ~ x ~ 1} 

Similannente, R¡ = {y 1-1 :$; y ~ l} 

La tabla y la gráfica de la relación se muestran en seguida. 

v 

x y (0,1) 

O ! 1 (-1,11) 

! 
1 

! 
3 - - x 

4 4 

! 
1 

! 
1 - - (0,-1) 

2 2 

± I O 
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2.3 Tétnitas de Graneati6n. 

En el estudio de la Geometría AnaUtica se presentan dos problemas fundamentales. 

a) Dada una ecuación representarla geométricamente, es decir, construir la gráfica 
correpondiente. 

b) Dado un lugar geométrico, o la condición que deben cumplir los puntos del mismo, 
detenninar su ecuación. 

Ambos constituyen el problema fundamental de la Geometrill. Analltica. 

Como veremos, después de obtener la ecuación de un lugar geométrico, es posible 
determinar a través del análisis de la ecuación algunas de sus características geométricas. 

Primer Problema Fundamental. Gr6fica de una ~Am.dóD. 

Sea f(x, y) '" O la ecuación de dos variables x y y. 

Hemos visto que al conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuación anterior se 
le da el nombre de gráfica de la ecuación. 

Podemos entonces afirmar lo siguiente: 

• Si las coordenadas de un punto satisfacen una ecuación, ese punto pertenece a la gráfica 
de esa ecuación y, reclprocamente, si un punto está sobre la gráfica de una ecuación sus 
coordenadas satisfacen la ecuación. 

Al trazar una gráfica, hay que tomar en cuenta que, no todas ellas forman una curva 
continua. Parar evitar este tipo de enores, conviene investigar la ecuación antes de 
proceder al trazado de la t\U"va. 

A continuación introducimos algunos conceptos que nos serán de gran u~i1idad al trazar una 
gráfica. 

Slmelrf.,. 

Tmtaremos dos tipos de simetría. 

SimelrÍa Axial (respecto a una recta ) 

Simetría Central ( respecto a un punto) 
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Simetría Axial 

Un punto P' es simétrico respecto a una recta L si hay un punto P en tomo de L de modo 
que el segmento PP' es perpendicular a L y L pasa por su punto medio. 

Decimos que una curva e es ~'imél,ica respecto a una recta L cuando para cada punto P 
de lo. curva, el simétrico respecto a L, también pertenece a la curva. (Fig.48) 

L 

. \--+--1 .' 

\ I 
\V 

( Fig.48) 

En tal caso se dice que e posee simetrfa axial y que L es un eje de simetría de C. 

Un punto P' es simétrico respecto a un punto Q si hay un punto P en tomo de Q de modo 
que Q sea el punto medio del segmento PP '. 

Decimos que una curva e es s im~rica respecto de un punto Q, cuando para cada punto P 
de la curva el simétrico P', también pertenece a la curva. (Fig.49) 

En tal caso decimos que e posee simetrla central y que Q es un centro de simetría. 

(Fig.49 ) 

ESTA TESIS ,:n 
DE u,. BmUOTEC., 
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Simetría respecto al eje X. 

Sea P(x,y) un punto cualquiera de la curva con ecuaciónf(x,y) = O . Si la curva es simétrica 
respecto al eje X, entonces por definición el simétrico de P respecto a X también pertenece 
a la curva. En este caso el simétrico de P es el punto P'(x,-y). (Fig.50 ) 

Por 10 tanto la curva f(x, y) = O es simétrica con respecto al eje X cuando para todas las 
parejas (x, y),f(x, y) = O si y solo sif(x, -y) = o. 

Esta condición se cumple obviamente cuando f(x, y) = f( x,-y) es decir, cuando la 
expresi6nf(x, y) no se altera al cambiar el signo de la variable y 

y 

y 1---, P(x,y) 

x x 

-y 1-----' P'(x,-y) 

( Fig.50) 

Simetría respecto al eje Y. 

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la curva con ecuaciónf(x, y) = O . Si la curva es 
simétrica respecto al eje Y, entonces por definición el simétrico de P respecto a Y también 
pertenece a la curva. En este caso el simétrico de P es el punto P'(-x, y) . (Fig.50 ) 

Por lo tanto la curva f(x, y) = O es simétrica con respecto al eje Y cuando para todas las 
parejas (x, y),f(x, y) = O si y solo sij(-x, y) = o. 

Esta condici6n se cumple obviamente cuando f(x, y) = f( -x, y) es decir, cuando la 
expresiónf(x, y) no se altera al cambiar el sigQo de la variable x 
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y 

P'(-lC,y) ..---1-----, P(X,y) 

x 

(Fig.51 ) 

Simetrfa respecto al Origen. 

Sea P(x, y) un punto arbitrario del plano. Si observamos la siguiente figura, veremos que su 

simétrico respecto a O es el punto P' (-x,-y). Conforme a lo anterior, decimos que una 
curvaf(x, y) = O implica quef(-x. -y) = O. 

Como en el caso anterior, un criterio de simetría respecto a O es que la ecuación no se 
altere al cambiar en este caso los signos de las dos variables, es decir cuando 
f(x, y) = f(-x.-y) (Fig.52) 

y P(X,y) 

-x x 

P'(-x.-y) 
-y 

(Fig.52 ) 
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Simetría respecto a la recta y = x. 

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la curvaf(x, y) = O . Si la curva es simétrica respecto 
a la recta con ecuación y = x, entonces por defmición el simétrico de P respecto a la recta 
y = x también pertenece a la curva. En este caso el simétrico de P es el punto P'( y, x). 
(Fig.53 ) 

Por lo tanto la curvaf(x, y) = O es simétrica con respecto a la recta con ecuación y = x 
cuando para todas las parejas (x, y), f(x, y) = O si y solo si f(y, x) = O 

Esta condición se cumple obviamente cuando j(x, y) = f(y, x) es decir, cuando la expresión 
f(x, y) no se altera al cambiar la variable x por la variable y, y recíprocamente al cambiar la 
variable y por la variable x. 

y 

y 

x 

x y x 

(Fig.53 ) 

Simetría respecto a la recta y = -x . 

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la curva con ecuación f(x, y) = O • Si la curva es 
simétrica respecto a la recta y = - x, entonces por definición el simétrico de P respecto a 
la recta y = - x también pertenece a la curva. En este caso el simétrico de P es el punto 
P'( -y, -x ). (Fig.54 ) 
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Por lo tanto la curvaf(x, y) = O es simétrica con respecto a la recta con ecuación y =-x 
cuando para todas las parejas (x, y),f(x, y) = O si y solo si f(-y, -x) = O 

Esta condición se cumple obviamente cuando f(x, y) = f(-y,- x) es decir, cuando la 
expresión f(x, y) no se altera al cambiar la variable x por la variable -y, y recíprocamente al 
cambiar la variable y por la variable -x. 

y 

y 
P(X,y) 

x 

( Fig.54 ) 

En resumen. Consideremos la curva con ecuación f(x, y) = o. 

De lo anterior resumimos lo siguiente. 

a) Si la ecuación de una curva no se altera cuando la variable y es remplazada por -y, la 
curva es simétrica con respecto al eje X. 

b) Si la ecuación de una curva no se altera cuando la variable x es remplazada por -x, la 
curva es simétrica con respecto al eje Y. 

c) Si la ecuación de una curva no se altera al remplazar las variables x y y por -x y -y, 
respectivamente, la curva es simétrica con respecto al origen. 

d) Si la ecuación de una curva no se altera al remplazar las variables x y y por y y x 
respectivamente, la curva es simétrica con respecto a la recta y = x. 

e) Si la ecuación de una curva no se altera al remplazar las variables x y y por -y y -x 
respectivamente, la curva es simétrica con respecto a la recta y = -x. 
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Intersecciones con los ejC!. 

Intersección con el eje X. 

Haciendo y = () en la ecuación de la curvaf(x, y) = O, obtenemos las soluciones de la 
ecuación resultante en x, que nos darán las intersecciones con el eje de las X. 

Intersección con el eje Y. 

Análogamente, haciendo en la ecuaciónJ(x, y) = O, x ... O, las soluciones de la ecuación 
resullante eny, nos darán las intersecciones con el eje Y. 

En la figura 55 se muestran intersecciones con los ejes de una ecuaciónj(x, y) - O. 

y 

a 

x 
p s 

(Fig.55 ) 

Donde P • R y S son las intef"S«(.;iones con el eje X y Q es la intersecció~ con el eje Y. 

Extensión. 

La extensión de lUla curva consiste en los intervalos de variación de la variable x e y para 
los que hay puntos de la curva. Por ejemplo, la extensión en X consiste en los números 
{x E X I hay un y € Y con la propiedad de que f(x, y) "'" O } 
Además de ser útil esta técnica por dos rawnes: 

1) Da la localización general de la curva en el plano coordenado. 
2) Indica, si la curva es cerrada o si es de extensión indefinida. 
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Asialolas. 

Definición. Si para una curva dada, hay una recta L tal que a medida que un punto de la 
curva se aleja indefinidamente del origen, la distancia de ese punto a la recta L decrece 
continuamente y tiende a cero, dicha recta L es llamada asinlQta de la curva. 

De esta definición se derivan dos situaciones : 

1) una curva que tiene una asintota no es cerrada, es decir, no tiene una extensión finita, 
sino que se extiende indefinidamente. 

2) una curva se aproxima a la asíntota mlls y más a medida que la recorremos en una de sus 
ramas. 

Como la asintota es una linea recta puede tener tres posiciones particulares. Si es paralela 
o ooincide con el eje X se llama asintota horizontal; si es paralela o coincide oon el eje Y 
se llama asíntota vel1ical ; y si no es paralela a ninguno de los ejes coordenados. se llama 
asíntota oblicua ( la cual estudiaremos más adelante). 

Hay que hacer notar que una curva no tiene necesariamente asíntotas. 
Cuando WUl curva tiene asintotas, su detenninación es, de gran ayuda para construir su 
gráfica. 

Tabulación. 

Una técnica simple para representar gráficamente una relación, consiste en tabular algunos 
puntos de la curva para tener una mejor idea de su distribución en el plano. 

Ejemplo l. 

Construir la curva cuya ecuación es x~-4y-8 le O utilizando las técnicas de graficación, 
recién expuestas. 

Solución. 

Intersecciones. 

Las intersecciones con el eje X las obtenem05 al tomar y - O en la ecuación dada. En este 
caso se obtiene la igualdad -8 = O lo cual no es posible par ningún valor de x 
Por lo tanto no hay intersecciones con el eje X. 

El eje Y • si tomamos:r = O en la ecuación resulta)a igualdad --Iy-8 " O, de dónde se sigue 
quey - -2. 
Por Jo lanto, el único punto -de intersección con el eje Y es ( 0.-2 ). 
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Simetrías. 

La curva será simétrica respecto del eje X, Con el eje X, si se cumple la condición 
qx,'Y) - qx ,y) 

f(x,-y):: x1(_y)_ 4(-y)-8 = _xly+ 4y -8 * f(x,y):. no hay simetrJa con el eje X. 

Con el eje Y. En este caso la condición es f(-x,y):: f(x,y) 

f(-x,y):: (-x)!y -4y - 8 = xly_ 4y-8 = f(x,y):. hay simetría con el eje Y. 

Con el origen. Ahora la condición es f(-x,-y) =' f(x ,y) 

f(-x,-y) '" (-x)1(_y)_4(_y)_8 '" _xly+ 4y - 8 * f(x,y): . no hay simetría con el 
origen. 

Con la recta y = s. El criterio es f(y,x):: f(x,y) 

f(y,x) = ylx_ 4x -8 * f(x,y):. no hay simetría con la recta y " x. 

Con l. recta y "" -s . En este caso la condición a cwnplir es f(-y,-x) '" ¡(x,y) 

f(-y,-x) = (_y)1(_x)_4(_x)_8 ~ f(x,y):. no hay simetría con la recta y = -x. 

Extensión. 

Detenninemos los intervalos de variación para los cuales x y y son reales, es decir,la 
extensión de la curva ( si esta es ccrrada, o de extensión infinita o si hay algunos intervalos 
para Jos cuales no hay gráfica). 
Para ello resolvamos la ecuación para y en ténninos de x, y para x en ténninos dey. 

Resolviendo para y : 

8 y"" -_._ .. -
x.1 _4 

De donde y no esta definida para x '" ±2 
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Analicemos ahora los casos en que y> O y y < O para saber en que intervalos del eje X , 
f(x) se encuentra arriba O abajo del eje Y. De esta manera podremos bosquejar la gráfica. 

Si y> O, entonces 
8 

-- >0 
xl_4 

y 

Por tanto, si x > 2 o x < - 2, Y será positiva (i.e. , y > O) 

De manera análoga, si y < O ,entonces + < O Y Xl - 4 < O 
x -4 

Porlotanto, si -2 < x<2,yesnegativa(esdecir, y<O) 

De lo anterior se sigue que la gclfica de la relación se encuentra arriba del eje X cuando x 
se halla en los intervalos x > 2 o x < -2 Y abajo del eje X cuando x se halla en el 
interva10 -2 < x < 2 . 

Resolviendo para x en ténninos de y tenemos 

-±f!:y+-g x- -
y 

{
+"j' 

x=±2 _.
y 

Esto significa que x esta definida siempre y cuando la expresión bajo el radical sea mayor 
o igual que cero, es decir, cuando ye [- CIO,-2]u [O,eo] 

AsiDlolas 

Como podemos Qbservat y no esta definida si x "" ±2 ,es decir, hay dos asintotas verticales 
cuyas ecuaciones son x ~ 2 Y x - -2. 

Por otra parte x no esta definida si y '" O. de donde se sigue que hay un asintota horizontal 
con ecuación y '" O. 
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Tabulación. 

Calculemos ahora algunos puntos de la gráfica, como lo muestra la siguiente tabla. 

x O 1 U 1.9 1.99 1.999 

Y -2 - 2.7 -4.6 -205 -200 -.2000 

Trazo de la Curva. 

Finalmente, y con base en el análisis anterior, trazamos la gráfica. ( Fig.56 ) 

y 

x 

( Fig.56) 
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2.4 Intersección de Cunas. 

Consideremos dos ecuaciones de la forma f(x ,y};;:: O Y g(x,y} = O 

Si sus gráficas se interceptan en uno o más puntos, cada uno de estos puntos comunes se 
llaman puntos de intersección. Como un punto de intersección de dos C4JVas está sobre 
cada una de ellas, sus coordenadas deben satisfacer, simulláneamente, ambas ecuaciones. 

AnaHticamente. un ptUlto de intersección es un punto cuyas coordenadas representan una 
solución común de las ecuaciones f(x,y) '" O Y g(x,y) "" O. 
Además, si las ecuaciones son incompatibles, es decir, no tienen solución común, entonces 
sus gráficas no se inlersectan. 

Ejemplo. 

Hallar analítica y g~ficamente los prultos de intersección de las curvas cuyas ecuaciones 
son: 

2,-y-6=0 (2) 

Despejando y en (2) tenemos y "" 2x-6 ; sustituyendo en (1) se obtiene la ecuación 

9 
cuadrática 4X1 - 25x + 36 '" O cuyas raíces son x "" 4 Y x '" 

4 

Por lo tanto, hay dos puntos de intersección son P(4,2) y ~¡ .-iJ 

Gráficamente, los puntos de intersección se obtienen trazando las gráficas (1) y (2), como 
se muc;stra en la figura 57. 
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y 

(Fig.57 ) 

2.5 Lugares Geométricos. 

Segundo Problema Fundamental. 

Dada una figura geométrica, o la condición que deben cumplir los puntos de Ja misma, 
determinar su ecuación. 

Un lugar geométrico se da, generalmente, por su definición. Por esto último entendemos 
una descripción de las condiciones geométricas que satisfacen sus puntos de ese lugar. 
Por ejemplo, para definir una curva plana podemos enunciar una propiedad P que sólo es 
satisfecha por los puntos de la curva. 

Esta propiedad se suele enunciar mediante una ley o regla la cual cumplen los puntos de la 
curva. 

Por ejemplo, algunas curvas se suelen definir como el lugar geométrico descrito por un 
punto que se mueve siguiendo una ley especificada. Así, la circunferencia se describe como 
el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que su distancia a 
un punto fijo de ese plano es constante. 
Hay que resaltar que un lugar geométrico no debe satisfacer necesariamente Wla sola 
condición; puede satisfacer dos o más condiciones. 

Definición. Una curva es el Jugar geométrico de todos aquellos puntos, y solamente de 
aquellos puntos, que satisfacen una o más condiciones geométricas dadas. 

Ahora veamos como se determina la ecuación de un lugar geométrico en el caso de que la 
interpretación analítica de la condición o condiciones geométricas definen el lugar 
geométrico. 

Para ello definamos lo que se llama ecuación de un lugar geométriCo. 
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Definición: Se llama ecuación de un lugar geométrico plano a una ecuación de la fonna 
f(x, y)=O cuyas soluciones reales son todas las coordenadas x, y de aquellos puntos, y 
solamente de aquellos puntos que satisfacen la condición o condiciones geométricas dadas 
que definen el lugar geométrico. 

De acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuación de un lugar geométrico es 
básicamente el siguiente: 

1. Se supone dado un punto P, de coordenadas (x ,y) que satisface la condiciÓn condiciones 
dadas., es decir, un punto del lugar geométrico. 

2.- Se expresa, analíticamente, la eondición o condiciones geométricas dadas, por medio de 
una ecuación o ecuaciones en las coordenadas x y y. 

3.~ Se simplifica, si hace falta, la ecuación obtenida, la cual cs la ecuación del lugar 
geomCtrico. 

Ejemplo 1. 

Un punto P(x, y) se mueve de modo que su distancia al eje de las X es igual a su distancia 
alpuntoQ(I,I). 
Encuéntrese la ecuación dela curva. 

Solución. 

Sea P(x,y) un punto de la curva. 

Por hipótesis J(P,L) = J(P,Q) donde L es el eje X, cuya ecuación es y = O 
Analíticamente esto 10 expresamos como 

in = 1(r _1)' •. --;(-y--:,")' 
1 

simplificando 

Xl - 2.1'- 2y+ 2 = o que es la ecuación del lugar geométrico. 
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Ejemplo 2. 

Ha1lar la ecuación del lugar geométrico de tul ptulto que se mueve de tal manera que 
siempre equidista de dos puntos dados A ( ·1):) Y B (4,·1 ). 

Solución. 

Sea P(x,y) un punto de la curva. Por hipótesis ¡AP¡ E IBl'i 

Analíticamente esto lo podemos expresar asl: d(AP)-d(BP) 

Elevando al cuadrado 

Desarrollando y simplificando obtenemos 

5x-3y-6",O 

que es la ecuación dellugar geométrico. 
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2.6 Gráfica eJe lIDa Superficie. 

Una superficie es un conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de la 
fonna f(x, y, z) '" O. 

En el capItulo anterior vimos que todo plano se representa por la siguiente ecuación. 

Ax+By+Cz+D",O 

la cuál tiene tres variables, que consideraremos como el caso mas simple de una superficie. 

Por Olfa parte, de la definición se concluye que si la ecuación ftx, y, z) = O representa un 
lugar geométrico, ese lugar geométrico es una superficie. 
y reclprocamente, si WUl superficie puede representarse anallticamente, esa. representación 
es por medio de la ecuación ftx, y, z) = O. 

Notemos que aunque una ecuación/(x, y, z) contiene tres variables, la ecuación de una 
superficie puede contener solamente uná o dos variables. 

Por ejemplo, una ecuación de la fonna x '" 1 ,en que 1 es una constante cualquiera, 
representa un plano paralelo al plano yz. 

Otro ejemplo es la ecuación Xl + yl = 4 donde la variable z recorre lodos los reales. 
Como mas adelante veremos. en este caso la ecuación representa un cilindro circular recto. 
Por tal motivo nos referiremos a la ecuación anterior como" la superficie Xl + yl '" 4 "en 
relación al espacio. 

Además no toda ecuación de la fonna f(x,y,z) '" O representa una superficie. 

Por ejemplo, la ecuación Xl + l + 4z1 + 7 .. O no tiene soluciones en los números reales, 
es decir, no hay una tema (x, y. z) denÚJJleros que la satisfaga. 

Por otra parte la ecuaciónf(x, y. z) - O puede tener una sola solución real como por ejemplo 
la ecuación 

Xl + yl + Z2 .:: O que sólo es satisfecha ~r el origen. 

Antes de construir una superficie es conveniente hacer un análisis de la misma. Conviene 
seguir los siguientes pasos. 

93 



t.·lnfen~dÓn con los ejes coordenados. 

Las intersecciones de una superficie con el eje X son los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación para y "" z -= O. coordenada correspondiente del punto de intersección 
de la superficie y el eje coordenado. 

De esta manera si queremos encontrar la intersección con el eje X, hacemos y - z "" O en la 
ecuación y resolvemos para r la ecuación resultante. 

Siguiendo el mismo procedimiento con el eje Y, hacemos x "" z ., O Y resolvemos paray. 
y para el eje Z. hacemos y " x = O Y resolvemos para z. 

2.- TrataS sobre los planos coordenados. 

Definición: La traza de una superficie sobre un plano coordenado es In curva de 
intersección de la superficie y el plano coordenado. 
Por ejemplo, la traza sobre el plano XY es la intersección de la superficie y el plano XV. 
La coordenada % de cualquier punto del plano XY es igual a cero. Por lo tanto, si hacemos 
t ., O en la ecuación de la superficie, obtenemos la ecuación de la curva de intersección. 

Analfticamente, esta curva está representada por dos ecuaciones 

I(r,y)-O. %= 0 

Este es un ejemplo de cómo una curva en el espacio se representa anallticamente por dos 
ecuaciones independientes. 

Análogamente, haciendo y ., O, en la ecuación de la superficie, hallamos las ecuaciones de 
la traza de la superficie sobre el plano Xl. 

g(x,z)=O , y=O 

Finalmente, haciendo x - O en la ecuación de la superficie hallamos las ecuaciones de la 
traza sobre el plano YZ : 

h(y,z):cO , x=O 

94 



3.- Simefrfa ton respecto a los plaDol toordenados, los ejes coordenados y el origeD. 

Las definiciones de simetría axial y puntual ya vistas en relación al plano no cambian 
cuando se emplean para una superficie. Lo único que nos falta es la simetria con respecto a 
un plano. 

DefinicióD. Se dice que dos puntos Pa y p,. son simétricos con respecto a un plano si y 
solamente si. el plano es perpendicular al segmento que los une en su punto medio. 

Es decir, los pWllos Pa y p,. son simétricos con respecto al plano p siempre que el plano 

sea perpendicular al segmento P¡~ en su pumo medio. 

El plano p se llama plano de simetria.( Fig.5S ) 

p 

P, --- -1 - - --t- --- P, 

(Fig.58 ) 

Con base en lo anterior llegamos a la definición de simetría respecto a Wl plano. 

Definici6n. Se dice que una superficie es simétrica con respecto a un plano p si el 
simétrico de cada pWltO de la superficie respecto al plano P. es también un punto de la 
superficie. 

Los métodos para detenninar la simetrla de una superficie a partir de su ecuación son los 
mismos que se emplearon para las curvas planas; la siguiente tabla resume los criterios de 
simetría. 
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Si la ecuación de la superficie La superficie es simétrica con 

no se altera cuando las variables respecto al 

x,y,z son remplazadas por 

"x, y, z Plano VZ 

x, -y, z Plano Xl 

x, y,-z Plano XY 

·x ,-y, z EjeZ 

"x , y ,-z Eje V 

x ,-y,-z Eje X 

-x , -y ,-z Origen 

4.- Secciones por planos par"alelos a los planos coordenados. 

Supongamos que la ecuación de una superficie es f(x,y,z) = O " 
Si queremos estudiar la naturaleza de las secciones planas de una superficie, debemos 
"cortar" la superficie con una serie de planos paralelos a los planos coordenados. 

Por ejemplo, los planos paralelos al plano XY pertenecen a la familia cuya ecuación es 
Z = k, en donde k es una constante arbitraria o parámetro. En tal caso de la ecuación de la 
superficie tenemos que 

f(x,y,z)=O , z=k 

son las ecuaciones de la cwva de intersección del plano con la superficie, correspondiendo 
a cada valor asignado a k una cwva determinada. Y como la curva está en el plano z = k, 
puede detenninarse su naturaleza por los métodos de la Geometría Analítica Plana. 

Análogamente los planos paralelos al plano XZ pertenecen a la familia cuya ecuación es 
y = k. Entonces las ecuaciones 

f(x,y,z) = O, Y = k 

son las ecuaciones de la curva de intersección del plano con la superficie. 
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Finalmente los planos paralelos al plano YZ pertenecen a la familia cuya ecuación es 
x =k. Y las ecuaciones de la curva de intersección del plano con la superficie son: 

f(x,y,z)=O , x=k 

S.· Extenslóu de la superficie. 

El concepto de extensión de una superficie es análogo al de extensión de una curva plana. 

Si la ecuación de una superficie es de la fonna f{x. y, z)=O, en ocasiones es posible 
despejar una de las variables en función de las otras dos. 
Por ejemplo, despejamos z en función de x y y, y podcmos escribir la ecuación en la 
fonna z = f(x,y) 

Esta ecuación nos pennite obtener los intervalos de variación de los valores reales que las 
variables pueden tomar. 
Esta información es útil para detenninar la localización general de la superficie en el 
espacio coordenado, y para indagar si la superficie es cerrada o de extensión ilimitada. 

Ejemplo. 

Analicemos la gráfica cuya ecuación es: Xl + yl - 4z ., O y construyamos la superficie. 

Solución. 

Apliquemos los métodos de graficación recién expuestos. 

Intersecciones con los ejes.. 

CAn el eje X. Haciendo y .. z: .. O en la ecuación de la superficie y tenemos 

Por tanto, la intersección con el eje X es el punto (0,0,0) 

De la misma fonna podemos ver que con el eje Y y Z la intefSec(:iÓn es en el origen. 

Simetrías. 

La superficie es simétrica con respecto al plano YZ, al plano XZ y al eje Z. pues 
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Dado que, f(-x,y,z) = (_X)2 + l- 4z '" Xl + i -4z = f(x,y,z) 

f(x,-y,z) c: Xl + (_y)2 -4z = X2 + i - 4% = f(x,y ,z) 

f{-x,-y,z) = (_X) 2 + (_y)l -4z = X2 + y 2 - 4z = f(x,y,z) 

Traz." 

Traza sobre el plano XV, haciendo z '" O obtenemos la ecuación Xl + l '" O, 
la cual representa un solo punto, el origen, 

Traza sobre el plano Xz, haciendo y .. O obtenemos la ecuación Xl - 4z '" O 

la cual representa la parábola 

origen. ( Fig.59 ) 

1 , 
z= - x 

4 
y'" O cuyo eje focal es el eje Z y vértice el 

Traza sobre el plano Vz, haciendo x = O tenemos la ecuación y2 - 4z = O la cual 

representa la parábola z = .!. yl , X - O cuyo eje focal es el Z y vértice en el origen. 
4 

( Fig.60). Observemos, las figuras 59 y 60. En ambos casos tenemos un mismo lugar 
geométrico, sólo que en distintos planos. 

x y 

(Fig.59 ) (Fig.60 ) 
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Se(!tiones. 

Planos paralelos al plano XV. En este caso las ecuaciones son de la forma z '" k, Y los 
planos cortan a la superficie en curvas con ecuaciones Xl + y l = 4k • z = k que 
constituye una familia de circunferencias para todos los valores de k > O. 

Análogamente los planos paralelos al plano xz, cuyas ecuaciones son de la forma y .. k 
cortan a la superficie en las curvas con ecuaciones 

que constituyen una familia de parábolas. 

De la misma manera los planos paralelos al plano YZ, cuyas ecuaciones son de la forma 
x '" k cortan a la superficie 
en las parábolas 

, ( ") y;4z--¡-. x=k 

Estrnllón. 

La ecuación Xl + yl - 4z = O muestra que las variables x y y pueden tomar todos los 
valores reales, pero la variable z está restringida a valores positivos. 

Por tanlo, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plano XV, sino que se extiende 
indefinidamente hacia arriba del plano XV. 

En la figura 61 se ha trazado una parte de la superficie. 

Nótese que todas las secciones paralelas al plano XV son circunferencias cuyo radio crece a 
medida que se alejan del plano Xv. Como lo muestra la figura 61. 
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( Fig.6J ) 

Ejemplo 2. 

X2 l ~l 
Discutir la gráfica de la superficie - + - +:- - 1 = O utilizando las técnicas dc 

4 4 16 
grafieación. 
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Intersecciones. 

, 
Con el eje X, haciendo y "" z ., O en la ecuación obtenemos ~ ,., I , de donde x :: ±2. 

4 
Por tanto los puntos de intersección son (2,0,0) y (-2,0,0) 

Con el eje Y, haciendo x = t '" O en la ecuación obtenemos l = 4 de donde y e ±2. Por 
tanto los puntos de intersección son (0.2,0) y (0,-2,0) 

Con el eje Z, haciendo x "" y '" O en la ecuación obtenemos Zl = 16 de donde z ::: ±4 . 
Por lo tanto los puntos de intersección son (0,0,4) y (0,0,-4) 

Simelrlas. 

La curva es simérrica con respecto a los planos XY, YZ y Xz. con respecto a los ejes X. y • 
Z y respecto al origen. pues cumple con todos Jos criterios. 

Trazas. 

Traza sobre el plano XV, haciendo z .. O 
X2 l 

obtenemos la ecuación "4 + 4 = 1 la eual 

representa a la circunferencia X2 + y1 = 4 con centro en el origen y radio 2. 

Traza sobre el plano Xl. haciendo y E O obtenemos. la ecuación 

representa a una elipse con vértice el origen eje menor el eje X y eje mayor el eje Z. 

Traza sobre el plano YZ , haciendo x = O obtenemos la ecuación 
y2 Zl 
····-+ - = 1 la cual 
4 16 

representa a una elipse con vértice el origen eje menor el eje V y eje mayor el eje Z. 

Secciones. 

Planos paralelos al plano XV. Haciendo t - k vemos quc estos planos cortan a la superficie 
en las curvas con ecuación 
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que constituye una familia de circunferencias X2 + yl = { I - ~;) con centro en el origen 

siempre que 1 - k
1 

> O. De lo anterior se sigue que k puede tomar valores en el intervalo 
16 

-4<1<4 

Planos paralelos al plano XZ. En este caso las ecuaciones son y - .t. y los planos cortan a 
la superficie en las curvaS!XIn ecuaciones 

que constituye una familia de elipses con centro en el origen siempre que 1-~~ > O. 

Tenemos entonces que los valores permitidos para k se hallan en el intervalo - 2 < k < 2. 

Planos paralelos al plano YZ. Ahora las ecuaciones son de la forma x - k. y los planos 
cortan a la superficie en las curvas con ecuaciones 

que representan una familia de elipses donde I_!l > O. De lo anterior se sigue que 1 toma 
4 

sólo valores en -2 < k < 2. 

Extensllln. 

De lo visto en el apartado anterior tenemos que z sólo esta definida en el intervalo 
-4 < z < 4, mientras que y se restringe al intervalo -2 < Y < 2, )' x al intervalo 
-2 < x < 2. 
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Ejercicios. 

l.-Discutir cada una de las siguientes gráficas usando los métodos de graficación. 
Trazar sus respectivas gráficas. 

a) xy- x+ 3 = O f) 
Jx.(x2 . 16) Y = 

b) 
; ''1+4'1- 3x = O 

g) l = 6 

X ·I- 3 

c) 3u2 · h) y (x t- 3)'(x- 1) 
y _ . .. _- - _ . . ... _ -

(x- 1)2 (H I)·(x- 2) 

d) 
= ;-9 j) ; - 9 Y ; -4 l= .; - 25 

e) 
= ~; k) 

y = Ji~ y 

2.- En cada IlllO de los siguientes ejercicios obtener la ecuación del lugar geométrico, y 
construir la curva del lugar geométrico. 

a) Un punto se mueve se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre igual a 
su distancia del punto del punto A (4,0). 

b) Un punto se mueve de tal manera que su distancia al origen es siempre igual a 2. 

c) Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A(2,3) es siempre igual a 5. 

d) Un punto se mueve de tal manera que se conserva siempre equidistante de los puntos 
A( 1,-2) Y B(S,4). 

e) Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los 
dos puntos A(3,5) y B(-4,2) es siempre igual a 30. 

f) Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a 
los dos puntos A( 2,-2) Y B (4,1 ) es siempre igual a 12. 
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3.- En cada uno de los siguientes ejercicios hallar, analíticamente y gráficamente, los 
puntos de intersección, cuando los haya, para las curvas dadas . 

. ) 2x- y I • O ; JH)' - 9 O 

b) 
, , - , • O 2x- y - 6 • O 

e) 
, 

• O 
, 

• O , -, , - , 

d) x2 .¡. )'2 • 4 lI+)' '" 2 

.) ; + y2 • " • 2, 

Q ,.2 T y2 • I .J - l " • 
,) ; '1' yl • 13 ; "' • 6 

4.- En cada uno de los siguientes ejercicios analizar y trazar la superlicie cuya ecuación se 
da por medio de los métodos de graficación. 

.) ; + l + i • 4 f) ,( T )'2 + l+ b 4zT I '" O 

b) .,( + l · " ,) 3'} _ 6y1 * U : 6 

e) 9l _4y2_ 4.¿ • 36 h) l - 4U4 • O 

d) .,( t- '¿ - 9y :le O i) J; t- '¿ - Ib- 6y I 12 '" O 

.) ,2 _ 4)( = O 
j) y2 _ .; • O 
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111. Sistemas Coordenados. 

3.1 Sistema de Coordenadas Polares. 

En el estudio de las propiedades geométricas de ciertas curvas, el uso de coordenadas 
polares presenta algunas ventajas sobre el sistema rectangular. 

En el sistema polar un punto P se localiza de acuerdo a su posición respecto a una 
semirecta y el punto inicial de la misma. ( Fig.17 ) 

• P 

Punto Inicial 
S.mirect .. 

o R 

( Fig.l7) 

A la semirecta se le llama eje polar y a su punto inicial polo. En general el eje polar se 
toma horizontal y dirigido hacia la derecha. En la figura anterior OR es el eje polar y (5 
es el polo. 
Para localizar el punto P giramos el eje polar en tomo al polo, hasta hacerlo incidir en el 
punto. Como lo muestra la figura 18. 

p 

o 
R 

H>'S 



(Fig.18) 

A la distancia entre P y el poJo se le llama radio polar y se le designa con la letra r 

Al Angulo de giro para que el eje polar incida con P se le llama ángulo polar y se denota 
con e. Asilas coordenadas polares de P son (r,O) 

La linea recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar se le llama eje a 90. 

En principio podemos concluir lo siguiente: 

l} r O!: O 

2) 8 no es único ya que (r,8+211"). (r,8-211'") son coordenadas también de P. 

En general (r,8 + 2"tr) con n e Z son coordenadas de P 

Concluimos que las coordenadas polares no son únicas; es decir, un punto puede estar 
representado por un número infinito de pares de coordenadas poJares. 
Sin embargo es evidente que un par de coordenadas polares determina un solo 
punto en el plano. 

Para que cada pareja (r,8)detennine un punto en el plano (y no solo aquel1as en que 
r > O ) se conviene en lo siguiente: 

i ) Si r = OCRlonces el punto P (r,8) es el polo O 

ii) Si r < O entonces tI punto P (r ,O) se localiza con las coordenadas ~~,O + Ir) 

De este modo (r,O+ 2nlr) y (- r,O+ (2n+ 1)1r) con n e Z son coordenadas de un 
mismo punto. 

Según esto, si un punto tiene un radio polar negativo, se mide primero el ángulo polar 
de la manera ordinaria, y después se toma el radio polar en sentido opuesto al del lado 
final. ( Fig.19 ) 
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~o 

~p(r.1) 

R 

p'C· r. 1) (Fig.19) 

Ejemplo . 

El punto p( 2, ~) tiene también como coordenadas (2, 7; ).(2, -:~ ) 

.. , 
3 ,., 

3 • 

, 
P(2" .) (2, " '71) 

3 

-, t--O--t---~~----b-~· ,.-i2 

-, , 

(2 , "11 ) 
3 
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3.2 Relación entre las coordenadas polares y las coordenadas rectangulares. 

Seleccionemos el origen como polo, la parte positiva del eje X como el eje 
polar y al eje Y como eje a 90. ( Fig.20 ) 

y 
Eje a 90 

y .................. P 

f 

8 

o x Eje Polar X 

(Fig.20) 

P tiene coordenadas rectangulares (x,y) y coordenadas polares (r,B) 

Se deducen inmediatamente las relaciones: 

e = arclan(;) sene = 

±fx<·;; 
y 

x = r'cosO cosO = ~ 

r 2 2 
± ·~x +y y = r·sen6 

Estas relaciones nos sirven para pasar de un sistema a otro. 

Ejemplo. 

a) Encontrar dos pares de coordenadas polares del punto P con coordenadas cartesianas 
(~,_.J2). 

b) Hallar las coordenadas cartesianas del punto Q cuyas coordenadas polares son (3,120°) 
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a) Solución. 

" ~2 d._ r" ± .¡¡:¡ • • ,"',,( 1,) 
, • . f, [. • ± 

• ± 2 • '" ard.In( - I) 

• • 135°,315· 

b) Solución. 

r " 3 sustituyendo en , • N:os9 , • Hcn9 

•• " .. , • ) '001120" ; , • 3·sen I20· 

As! las coordenadas car1esianas , • 'ti) ' (f) (- i, 3f) , • 
de Q'oo 

Ejenlplo. 

Hal1ar la ecuación polar del lugar geometrico cuya ecuación rectangular es 

Solucióo. 

De las relaciones ,1 ::: .1'2 + i, x = 'cosO, y::: 'senO 
al remplazar por su foona polar en la ecuación dada, obtenemos 

Por Jo tanto, la ecuación buscada es 
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Ejemplo . 

Hal lar la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecuación polar es 

Solución. 

Será conveniente primero quitar denominadores. Despejando tenemos 

util izando las relaciones x'" r-(O, (8) '1 r= J ; T ),2 

Si transponemos - x ,elevamos al cuadrado y simplificamos tenemos 

". (,cT)'l) '" (H 1)2 

4 . .J .. 4·l'" I T2'X I J 

3·.} .. ,,")'2 2·x- I '" o 

Es la ecuación rectangular buscada 

Esta gráfica nos será de mucha ayuda, ya que nos representa el comportamiento de la 
gráfica cuando r y 8 varian. 
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3.3 Curvas en coordenadas polares. Técnicas de Graficacl6n. 

La gráfica de una ecuación polar de la forma f(r,(}) '" O la podemos ver como 

un conjunto de puntos en el plano XV en el cual al menos un par de coordenadas (r,O) 
satisfacen la ecuación. 
Esto se debe a qu~ un punto (x,y) esta asociado con un número infinito de pares de 
coordenadas polares, y puede suceder que algWlas de ellas no satisfagan la ecuación. 

Este hecho hace que una gráfica en el plano XV pueda tener más de una ecuación polar. 

Ejemplo. 

La ecuación de la circunferencia con centro en el origen y radio a. 

X' + yl '" al tiene como ecuaciones polares r '" u o r '" -a 
Por otro lado el pWltO de coordenadas polares Q( - 2,11"> no satisface la ecuación polar 
r :::: 2. Sin embargo el pWlto esta sobre la gráfica de la ecuación ya que Q tiene también 
las coordenadas (2,O) que si satisfacen la ecuación. 

Trazo de curvas en polares. 

Para determinar la gráfica de una curva primero es conveniente resolver la ecuación 
para r (es decir, expresarla en la forma r '" g(O) en caso de que sea posible) y utilizar 
los siguientes métodos de graficación. 

Intersecciones: 

Las intersecciones con el eje polar se obtienen, resolviendo la.ecuación para r cuando 
(J toma los valores de O,u ,,±2n , .. . ,nlt para toda n e Z 

Amllogamente las intersecciones con el eje a 90 pueden obtenerse dando a O los 
11 311' SR n1l . 

valores ± -- ,± . -- ,± . -. ... . con nen los enteros Impares. 
2 2 2 2 

Para verificar si la grlifica intercepta el polo nos preguntamos si existe un valor de (J 

para el cual sea r:: O. Si existe entonces la gráfica pasa por el polo. 
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Simetría. 

Supongamos que la curva polar e es simétrica con respecto al eje polar. Para cada 
punto P E e existe un punto P' e e tal que 'pJi' es bisecado perpendiculannente por 
el eje polar. (Fig.21 ) 

P(I.~ 

¡ , 
1/_ , ! 

, iN 
O' ., R 

P'(r,·,> (Fig.21) 

Como PN = Nr y PP' 1. OR entonces ]Y tiene como coordenadas polares 
(r,-8) y (-r,1I"-0). 

Por lo tanto la cW'Va es simétrica con respecto al eje polar si la ecuación original no 
cambia al aplicar los siguientes criterios: 

1) r fija y (J se cambia por - O 

2)r secambiapor-r y (J por K-(J 

Análogamente la curva e es simétrica respecto al eje de 90 si para cada punto 
P E e existe un punto p' E e tal que PP' es bisecado perpendicularmente por el eje a 90. 
(Fig.22 ) 
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P'(r,n _ 1) M p( • <i-'--'-----f''--------" ' .• , 

R 

(Fig.22 ) 

Dcdonde PM""PM 'i FP l.S. Por lo tanto las coordenadas de P' son 
(r,lr-o) y (-r,-O) 
De lo In/erior afinnamos que Wl8 curva es simétrica respecto al eje de 90 si la 
ecuación original no cambia al aplicar los siguientes criterios. 

1') r fija y (} se cambia por K-O 

2')rsecaminapor-r y O por - O 

Una curva e es simétrica con respecto al polo 6 si para cada punto l' E e existe un punto 
P del otro lado de 01' tal que O es punto medio del segmento PI" j es decir 01' = OP' . 
(Fig.23 ) 

De lo anterior deducimos que la curva es simétrica respecto al polo cuando la ecuación 
original no cambia al aplicar los siguientes criterios: 

1") r fija y () se cambia por Ir + () 

2~) r se cambia por - r y O se mantiene fija 
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p(r.11.l 

• • 
o R 

P'( r. &.¡. 7f) 
(Fig.23 ) 

Nota: Se debe verificar al menos una prueba para afinnar que la curva es 
simétrica respecto a algún criterio. 

Extensión. 

Para determinar la extensión de una curva polar conviene reSQlver para r la ecuación. 
Si r toma valores acotados. Si el valor de r está acotado (i.e. Para toda e, I f(e~ < k para 
alguna constante k) enton«s la curva es cerrada; en este caSQ es útil determinar los vnlores 
máximo y mínimo de r . 

Si r es infinito para ciertos valores de e, la gráfica no es cerrada. En caso de que r sea un 
número complejo para algunos valores de e, no hay puntos en la curva para esos valores. 
(Se trota de valores son valores excluidos del lugar geométrico). 

Gr'fic:a r , O eD el plano c:ar1esiano 

Si r = 1(8) asignando valore5 a 8 obtenemos valores reales correspondientes de r . 
Con estos valores podemos graficar en WI sistema cartesiano tomando en el eje X los 
valores de e y en el eje Y los valores de r . (Fig.24) 

Esta clase de gráficas son de gran ayuda pues en ellas está. representad el comportamiento 
de r cuando 8 varIa 

Gráfica cartesiana de f:l: 4·sm (H ) 
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.2-11 

(Fig.24 ) 

·3-11 

2 

·11 

Construcción de la gráfica. 

11 

2 

y 

2 

11 3-11 X 
2 

Los puntos del lugar geométrico se pueden trazar a partir del análisis anterior y de la gráfica 
cartesiana r. e . 

Ejemplo. 

Graficar la curva cuya ecuación es 

Solución. 

Intersecciones. 

Con el eje polar. 

~ ~EJ~ 

¡¿]E.J '-J§_se~ 2-0) lel @.(O) : O I U Ip 1 @>J: 
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P¡ y ~ representan el mismo punto, el polo. por lo que concluimos que la 

gráfica intercepta al eje polar en el polo. 

Con el eje a 90. 

f'iHJ I'J ~ 
(-= ~ ' JCn (2'i) = ~·sen(. ) '" ~·(O) ~ O 

SI 8'" . ~ , 
l" ~'#lI [ 2' (' ~)J E 4·sen( · .)" ~(O) .. O 

Q, (o,;:) 

Q, (o,~) 

Dado que Q. y Q¡ representan el polo, la inters«ción de la curva con el eje a 90 también 
es en el polo. 

Con el polo. 

Ahora nos preguntamos para qué valores de (J , r"'" O 

Hagamos r '" O en la ecuación dada. El resultado es 4sen(2fJ)::: O 

Es d«ir sen(2fJ):: O, lo cual sucede cuando 2fJ::: O.±Jr .±2Jr •... ,",r 
7r 3JT nJT 

dedondeB=O'±2,±1f,± 2· •.... 2. con neZ 

Simetrías. 

Con el eje polar 

a) Primer criterio: r fija, (J se cambia por - (J 

r¡ _ 4sen(2(-B» s -4sen(20) 

b) Segundo criterio: r se cambia por - , y (J por 1f - (J 

(_r)2 e 4sen(2(1f - (J» 

,2 ::: 4sen(21f _ 2fJ) ::: 4«sen21f' cos2fJ - sen20 · COS21f» 
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r2 = 4( -sen28) = -4sen28 

de a) y b) deducimos que no hay simetría con el eje polar, pues la ecuación cambia. 

Con el eje a 90. 

a) Primer criterio: r fija, 8 se cambia por 1( - 8 

r2 = 4 ·sen(2 ·(~ -9» 

= 4·sen(2·x - 2·9) 

= · 4·sen(2·O) 

b) Segundo criterio: r se cambia por - r y 8 por - () 

( _r)2 = 4.sen(2.( .9» 

r2 = . 4·sen( 2·9) 

En vista de que la ecuación se altera, concluimos que la curva no es 
simétrica respecto al eje a 90. 

Con el polo. 

a) Primer criterio: r fija, y () se cambia por 1( + () 

i = 4·sen(2·(8 1· 11 » 
= 4·sen(2·9 + 2'11) = sen(2·0) ·cos(2·1I)+ sen(2'l ) 'cos(2'O) 

4·sen(2·8 ) 

Por lo tanto, como la ecuación no cambia al aplicar el criterio, la curva es 
simétrica respecto al polo. 

Extensión. 

Despejando r en función de () tenemos 

r = J4.sen(2.0) . 

= 2.J~~n(2 .e; 
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Dado que en la expresión apareee un radical, debemos averiguar qué valores de O 
hacen a r compleja, pues para esos valores no habrá puntos en la curva. 

Esto es, ¿para qué valores de O sen(2· O) < O? 

scn(2·S) < o si K < z.e < 2·. o . • < z.e < o 

de donde si O toma los valores 

o . !.. < • < O 
2 

o lo que es lo mismo 

entonces 'en(z.e) < O 

Por lo tanto no hay puntos en la curva para valores de 8 E (j.ft )u( -%,0) 

Como O.:S sen(2B) .:S I entonces el valor máximo que loma r es 2 

Esto ocurre cuando 2.'" • h 9'K 2·2'"2' ········ 

o bi~cuando , . • s·. 9·. 
. ¡,. 4·-;i········· 

Por tanto, el valor mlnimo lo alcanza r cuando sen(2-8) '" O 

y esto sucede si 2·8" O. :h , .t 2· • •. . 

9 '" O,.t ~ ,.t • , 
2 

,., 
connEZ'U{O ) 

2 
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es decir, cuando 

Nota: El valor máximo y mínimo de r se escogió en este caso tomando 
en cuenta solo el valor positivo del radical. 

Gráfica r , e en el plano cartesiano de la función r 2 = 4sen20 

Grafiquemos en un sistema cartesiano tomando en el eje X los valores de O 
yen el eje Y los valores de r como lo muestra la figura 25. 

y 

2 

71 3-17 X 
2 

(Fig.25 ) 

Hacemos notar lo siguiente: 

1) Para hacer la gráfica r ,O sólo se está tomando la raíz positiva de r 

Si, por el contrario, tomamos las dos raíces, el resultado será que el valor numérico de res 
-2. 

2) Del análisis anterior se sigue que si () toma los valores en los intervalos 

, no hay puntos en la gráfica. 

119 



3} r = o . si e = o. ± ~. ± 11 • ± ~. ± 2 ' 11 . 
2 2 

Tomando en cuenta lo anterior, construyamos una tabla para obtener algunos 
puntos asignando valores a e. 

o. 
~ J 1I6.11 .• _-.l. 

/---,=..u!L"-f-_ ..l.OO_ 

.. =.,, __ ... O,QQ .•.• 
... "jlb..1L.... . . ... ..1.L-
~/~."-I-~~-1 
.. .. ...:2/1.,-_.. 1 8 
_ ... ,,,JO._ .... jt.oo ... _ 
I--"---I~O .. . 

,,/6 ...•.. u~ 
_ _ 7Ú~_ . ~_O..Q_ 

lL 

Tracemos la gráfica a partir del análisis anterior. ( Fig.26 ) 

a) Las intersecciones con el eje polar y el eje a 90 es en el polo por lo tanto no habrá otra 
intersección en estos ~ies. 

b) Solo hay simetría con respecto al polo. 

e) El valor máximo lo alcanza en r = 2 para valores de , 5-, · 3 '11 
0= , .. . . ,-

4 4 4 
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.( Fig.26) 

Como lo muestran los valores 

Considerando la gráfica r - O observamos Jo siguiente : 

1) Cuando () va de O 
n , -, , r crecedeO a 2 

n " 2) Cuando () va de - a - , r crecede2 fl O , 2 

Dado que la curva es simétrica respecto al polo, cada punto se refleja y obtenemos la 
gráfica completa. 

Nota: Si no hubiéramos utilizado el criterio de simetría obtendríamos la otra parte de la 

gráfiea analizando el intervalo (tr,3;) o (- tr,-;) 
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A continuación presentamos la gráfica de la curva cuya ecuación polar es: 

90 

270 
9 

lo = O, .02 .. 2·n 

3.4 Intersección de Ecuaciones Polares. 

.1.999942.-

,0. 

Puesto que las coordenadas polares de un punto no son únicas, las gráficas de un sistema de 
ecuaciones polares se pueden interceptar en uno o varios puntos cuyas coordenadas no son 
solución del sistema, pero satisfacen algún otra ecuación del lugar geométrico. Por esto, es 
preferible en general dibujar ambos lugares geométricos con referencia al mismo sistema 
polar y considerar entonces cada punto de intersección individualmente. 

Ejemplo . 

Hallar, analítica y gráficamente los puntos de intersección de las curvas cuyas ecuaciones 
son: 

r·cos(9)= 2 (1) y r= 2 + 4·cos(9) 
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Solución Analítica 

Sustituimos la ecuación (2 ) en ( I ). y obtenemos 

(2+"·005(8»1:05(8)'" 2 

Z.cos(8)+".cos(9/ E 2 

2·eos(8l.· cos{8) - 1 '" o 

(2~1{8) - I) ·(cos(e) + I )= o 

2·ccs(9) .. I '" o o cos(8) + 1" o 

de donde 
1."05(8)'" o cos(O):: - 1 

2 

Vemos que y son solución del sistema. 

Porlotanto (4.~) , (4)i) . y (-2,8) satisfacen ambas ecuaciones 

En este caso la gráfica muestra tales intcrsccciones. 
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Ejemplo_ 

Hanar analitica y gráficamente los puntos de intersección de las curvas cuyas ecuaciones 
son: 

r= 6-sen(B) (1) y ra6-cos(8)(2) 

Solución Analítica_ 

Igualando los miembros derechos de las ecuaciones, obtenemos 

6·sen(B) :: 6·cos(9) 

lan(9) '" 

de donde O:; ~ 
4 

S. 
4 

Por lo tanto los puntos (3-)2.:) y (-3.Jí, 5J) . en realidad son uno solo, 

representan la solución del sistema de ecuaciones. 
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Solución gráfica. 

Trazando las gráficas de ambas ecuaciones en el mismo sislema de coordenadas polares. 
tenemos 

Por inspección se ve que el punlO (3J2.¡) es el punto de inteN>eCción, como se obtuvo 

anallticamente. Pero también hay un segundo punto de intersección y éste es el polo. 

Un par de coordenadas del polo es (0,0) , que satisface la ecuación ( 1 ) pero no asila 
ecuación ( 2 ). Otro par de coordenadas es (6,0) que satisface la ecuación ( 2 ) pero no la 
ecuación ( I ). 

Por consiguiente, los puntos d~ intersección son: (3J2 . .¡). O el polo. 

3.5 La Lfoea Reda en Coordelladas Polares. 

Consideremos la recta L que pasa por el punto M (q . w) con q > O, ° :S w < 2/1" 

Y perpendicular al segmento OM. (Fig.27) 
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R 

L 

(Fig.27 ) 

Sea pe, .(}) un punto arbitrario sobre L . Del triángulo rectángulo OMP tenemos que 

r· cos{B - l<) = q que resulta ser la ecuación polar de la recta L 

Desarrollando la ecuación anterior tenelT\()s: 

, ·(cos(9) ·cos(m) I sen(9)'sen(1ol )~= q 

"cos(O) 'cos(m ) I "sen(9) -sen(II) = q 

utilizando las relaciones x = ,·cos (8) Y Y =r·sen (11) 

x·cos(m) + y 'scn(m) = q 

Llegamos a la forma nonnal de la recta 

donde q representa la distancia de L a d. 

Si la recta es perpendicular al eje polar y esta a q unidades del polo entonces 

(<1=0 o (¡)=1r 

Como lo muestra la figura 28. 
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P(r, 8) 

M 

o q 

(Fig.28 ) 

obtenemos así la ecuación de la recta r . cosB = ±q 

Si la recta es paralela al eje polar y esta a q unidades de él, entonces 

n 3n 
aJ = - o aJ = . ... . ( Fig.29 ) 

2 2 

M p(r,8) 
----~--------~~------------ L ·v 

(Fig.29 ) 

y la ecuación se reduce a r· senO = ±q 

Si la recta pasa por el polo, todos los puntos de la recta L tendrán como ángulo polar a Bo ' 
(Fig.30) 
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"~ 

" 

(Fig.30) 

Por tanto, su ecuación polar es e = O~ . Para una recta particular corresponde un valor de 

00 ,por lo cual es conveniente restringir a (Jo 

Abarcando así a toda la familia de reclas que pasan por el polo. 

Ejemplo. 

Asignar valores convenientes a O y encontrar las coordenadas de dos puntos sobre la linea 

recta cuya ecuación es r = 2 . Trazar los ptultos y dibujar la linea recta. 
cosO + 3sen8 

Solución. 

Si 8 = 0 . r=2:. PJ(2,O) . Si 8 = 11'. 

2 

de donde PI y ~ estáD en la recta L. 

2 ,. 
3 

,(2 ") 
¡ 3 ' 2 
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Encontremos la ecuación polar de la ecuación general cartesiana de una recta L. 

Sea A x + B Y + e = o la ecuación general cartesiana de una recta donde A, B Y e son 
diferentes de cero. 

Sustituyendo x = r-cosO y y r·senO en la ecuación general , tenemos 

A-(r·cosO) + B-(r-senO)I-C = O 

despejando a r se tiene = e 
A 'cose -I- S-sene 

que es la ecuación buscada. 

3.6 La Circunferencia en Coordenadas Polares. 

Sea S la circunferencia con centro en C(ro,8o) y radio R. . (Fig.3] ) 
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(Fig.3 1 ) 

Consideremos a P(r,8) un punto cualquiera de la circunferencia S . 

Por la ley de [os cosenos tenemos 

de donde 

que es la ecuación polar de la circunferencia S . 

Si el centro C de la circutÜelcncia esla en el eje polar entonces 00 = O o 80 :: 1f 

(Fig.32 ) 

R 

o 

(Fig.32 ) 
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y la eeuación de S es ± cosí! 
2 ( )2 2 r .1- fo - R 

2no 

Si además la circunferencia incide con el polo entonces ro = R Y (ro)2 - R2 = O 

(Fig.33 ) 

p (r, 6) 

o 

(Fig.33 ) 

En tal caso la ecuación es ± cosa = o bien re ± 2.ro·cos9- r) :: o 

Por tanto, la ecuación de la circunferencia con centro en el eje polar y que pasa por el polo 
es 

Supongamos ahora que el centro e se encuentra en el <:ie a 90. En tal caso 90 :: ; o 90 :: 3~. 
(Fig.34 ) 
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o (Fig.34 ) 

2 ( ' 2 2 
La ecuación de la circunferencia que resulta es ± senS = r + fO) - R 

2'f"fo 

Si además la circunferencia pasa por el polo entonces 

(Fig.35 ) 

o 

y obtenemos la ecuación 

(Fig.35 ) 

o bien r( ± 2·[ ·senO r) o o 
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y la -ecuación de ia circunferencia con centro en el eje a 90 y que pasa por el polo es 

Finalmente analicemos el caso en que el centro de la circunferencia es el polo. ( Fig,36 ) 

(Fig.36 ) 

Cuando 'o = O Y la ecuación de la circunferencia con centro el polo es r 2 = R2 
, expresión 

que se reduce a las ecuaciones r = R o r = -R 

Ejemplo . 

Hallar la ecuación de la circunferencia con centro en c( 2,~) Y cuyo radio es S. 

Solución. 

Utilizando la ecuación de la circunferencia con centro C(ló,Bo) y radio R , donde ro = 2 

1í 
Bo = - y R = 5, tenemos 

3 

2 _ 2 2 ( . \ 5 - r + 2 . 2·r·2·cos e - .. 
\ 3 j 

desarrollando y simplificando la ecuación anterior se obtiene 

? - 2.r. (-cos9 1' [J.senO) - 21:: O 

la cual es la ecuación de la circunferencia buscada. 
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Ejemplo. 

Empleando solamente coordenadas polares, hallar el centro y el radio de la circunferencia 

Solución. 

Escribimos la ecuación dada en la fonna general de la ecuación de una circunferencia con 

Para ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuación por r y transpongamos 
ténninos: 

Tomando en cuenta la ecuación general, está última igualdad la podemos e«:ribir como 

Hagamos ahora .,.[j y ...... (2) 

". 
La expresión dentro ~el parénlesis de la ecuación (1) se convierte en 

cose'cose ~ "n8'1m8 = 001 (' - ' ) • • • 
y la ecuación en ? - 2·ro·HO¡ (8 - 80) = O , que es de la forma general. 

Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya que 

Si elevamos a1 cuadrado ambos miembros de cada Wla de las ecuaciones (2), Y swnamos, 
obtenemos 
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de donde ro " :1: 3 • para el par principal de coordenadas polares del centro tomamos 

ro " ) • valor para el cual las ecuaciones (2) dan e = S"K 
• , 

Por tanto, las coordenadas del centro de la circunferencia dada son (3, 5~. ) 

Porotmparte,como ro" R ,el radio es 3. 

3.7 Dislancla cDlre dos puntos en Coordenadas Polares. 

Denolemos con como la distancia d entre p. y ~ 

Tracemos los radios veclores de P¡ y P.t ,fonnando así el triángulo OP'1'2 en donde 

yel ángulo I'PP: es igual a 01 -02 (Fig.37). 

o 
(Fig.37 ) 

Por la ley de los cosenos se tiene 
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de donde d = I(~r· );:-(r -)2=2.r ·r ·cos (a .. a ) 
~ 1, 2 I 2 ,J 2 

fórmula que representa la distancia entre los puntos ~ y ~ .. 

Ejemplo 12. 

Demostrar que los puntos 
isósceles, 

son vértices de un triángulo 

Solución. 

Por la distancia entre dos puntos tenemos 

y 
I p).P2 1 

Por tanto 1p.~1 = I~~I y el triángulo es isósceles. 

3.8 Rotación en Coordenadas PoJares. 

Hagamos coincidir el polo con el origen y el eje polar con l¡l parte positiva del eje X. 
Sea P(r,B) un punto cualquiera en el plano. Dejando fijo el polo giremos el eje polar un 

ángulo (1 • (Fig.38) 

Las nuevas coordenadas polares de P se relacionan con (r ,B) como sigue 

e' = 9 ·· el> 

La rotación del eje polar induce una rotación con ángulo (1 de los ejes coordenados XY. 
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y 
P(r,S) 

R'=X' 

o R x (Fig.38 ) 

Las coordenadas (x' ,y') de un punto P( x, y ) después de la rotación están dadas por 

x' = r·cos(O - !]> ) y' = r·sen(O - !]> ) 

de donde, por las fórmulas para el seno y coseno de una diferencia de ángulo 

x· = r·cose·cos!]> + r·sen9·sencf> 

Ahora bien ,como 

x' = x'coscf> + y·sencf> 

y' = -x'sencf> + y·cos!]> 

x = r·cosO . y 

y' = r·sen9·cosdl-· r·cose·sencf> 

r·sen 9 tenemos que 

Estas formulas expresan las nuevas coordenadas de x', y' P en función de las viejas 
coordenadas. 
Si las consideramos como un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas x e y, (cuyo 
determinante es cos2 

() + sen2e = l ), resulta que el sistema tiene solución única para cada 
pareja (x',y') que se considere. 

Calculando la solución (x, y) resulta que 

x = X'coscf> - y'sencf> 

y = X'sen4> +y'cos4> 
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Estas fórmulas expresan las viejas coordenadas x, y en función de las nuevas coordenadas 
x',y'. Tenemos ahora fónnulas que expresan la transfonnación del nuevo sistema al sistema 
original después de rotar los ejes un ángulo de ; radianes. 

3.9 Coordenadas C:llindricas y E.d'éricas 

En el plano a veces es más útil considerar coordenadas polares en vez de coordenadas 
cartesianas. En el espacio sucede algo semejante: hay olfOs sistemas de coordenadas, como 
las cilíndricas y las esféricas, que son de gran utilidad en muchos casos en que el uso de 
coordenadas cartesianas dificulta el trabajo. 

Por ejemplo, cuando una superficie es simétrica respecto a una recta, entonces las 
coordenadas cilíndricas nos pueden simplificar el trabajo. Asimismo, cuando una superficie 
es simetrica con respecto a un punto, el uso de coordenadas esféricas puede ayudarnos en 
obtener una soluciones más simples. 

Estos dos tipos de sistemas de coordenadas serán objeto de nuestro estudio en este capitulo. 

Coordenadas CiUndricas. 

Consideremos un plano p y una recta L perpendicular a p en el punto O de p. (Fig.39 ) 
Tomando a O como polo establecemos un sistema de coordenadas polares en p yal 
mismo tiempo dividimos a L en segmentos numerados con O romo origen. ( este segmento 
es el eje Z). ( Fig.40 ) 
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Z L 

o 

(Fig.39 ) 

Z 

p 

(Fig.40) 
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De este modo, como lo muestra la figura 40 , a cualquier punto S del espacio le podemos 
asignar una terna ordenada (r , (), z) de números, donde z es la distancia dirigida 
perpendicular al plano de coordenadas polares que separa al punto S de este plano. 

Las coordenadas (r,e,z) son las coordenadas cilfndricas de S. El término "cilíndricas" se 
debe a que para cada constante positiva e la gráfica de r = e es un cilindro recto de radio 
e y cuyo eje es el eje Z. (Fig.41 ) 

z 

( Fig.41 ) 

Para pasar de un sistema de coordenadas cartesianas a otro de coordenadas cilíndricas este 
último se orienta en forma tal que el eje polar corresponda a la parte positiva del eje X, el 
eje Z sea el mismo para ambos sistemas y el ángulo e se mide con la parte positiva del eje 
X como lado inicial. ( Fig.42 ) 

z 

x 

(x,y,z) 

S (r.e.z.) 

y 

(Fig.42 ) 
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Para que las coordenadas cilíndricas (r ,O, z) representen IDl único punto en el espacio 

restringimos los valores de r y O a los intervalos: 

La coordenada z no está sujeta a ninguna restricción, sino que puede tomar cualquier valor 
real. Todo esto lo tomaremos en cuenta, al hallar una relación entre las coordenadas 
caJ1esianas y cilíndricas de cada punto en el espacio. 

Consideremos un punto S con coordenadas cartesianas (x, y, z) y coordenadas cilíndricas 
(r,O,z) . 

Del triángulo rectángulo OQS' tenemos 

x = r·cose y = r·sen e y z = z 

Estas fórmulas relacionan las coordenadas cartesianas con las cilíndricas, expresándolas en 
función de estas últimas. 

Para expresar las coordenadas cilíndricas en función de las cartesianas, se parte de las 
fórmulas anteriores y se llega a las expresiones 

sene = y 
cose = X 

1
2 

.. . -; 

= ,,{x· -1 y e = aTctan (! ) 
XI r;--; 

A.jx"'"+y.c. 
r;--; 

"'¡X+y· 

Nótese que el sistema de coordenadas cilíndricas es, evidentemente, una extensión al 
espacio del sistema de coordenadas polares del plano. 

Ejemplo. 

Obtener las coordenadas cilíndricas del punto P dado por las coordenadas cartesianas 

C.J3,-1,3) 

Solución. 

x = ~3. y = .. I Y 2 = 3 
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Empleando las relaciones que expresan a las coordenadas cilíndricas en función de las 
cartesianas se tiene 

9 - ( ' ) -'.' - arctan " ~3 - -6 

y como z - 3 las coordenadas cilíndricas del punto P son ( ,., ) 2'6- ,3 

Ejemplo. 

Transformar la siguient~ ecuación rectangular de una superficie a una ecuación en 
coordmadas cilíndricas. 

Solución. 

Con base en la relación ¡ = .; t y2 sustituyamos en la ecuación anterior 

que es la ecuación en coordenadas cilíndricas que estábamos buscando. 

Coordenadas Esfirius. 

Como sabemos un radio vector en el espacio ( ver def. en cap. 4) esta determinado por su 
longitud y sus ángulos directores. Por lo tanto se puede localizar un punto en el espacio 
especificando la longitud y los ángulos de dirección dcl vector que va del origen O, al 
punto P. 

Sin embargo, como los ángulos directores no son indcpendientes; para localizar a P son 
suficientes dos de sus tres ángulos directores. 

Considérese la proyección del vector oP sobre el plano XY, y sea P' el extremo de la 
proyección. 

P' es el punto de intersección del plano XY con la recta que pasa por P y es perpendicular al 
plano XY. (Fig.43) 
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z 

y 

x 
(Fig.43 ) 

Las coordenadas polares de P' son (r.(}) 

Si r es la longitud del vector OP y ; es el ángulo que fonna la parte positiva del eje Z 

) 

con el vector Opi ,entonces las coordenadas (s,8, (]» son llamadas coordenadas 

esféricas de P. 

Se emplea el término de "esféricas" porque en un sistema de coordenadas esféricas la 
gráfica de la ecuación r = c, c > O , es una esfera con centro en el origen y radio c. 

Designemos por oA y o:B' respectivamente, las proyecciones del vector oP sobre 

-~ 

los ejes X e Y, Y OC la proyección del vector OP sobre el eje Z. ( Fig.44 ) 
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e 

z 
B 

x 

A~------------~ 
y 

(Fig.44 ) 

Observemos los rectángulos OP'PC y OAP'B. De la figura resulta que 

1;;;1 = Ictl = s 

A su vez, en el triángulo rectángulo OPC tenemos s = r ·sen«l> 

y de los triángulos rectángulos OAP', OBP' Y OP'p tenemos, respectivamente, 

x = s ·cosO = r·senCl> ·cosO 

y = s 'senO = r·senCl> ·senll 

z = ppi = r·sen (90° - <1> ) = r·cosCl> 

Por lo tanto, con base en las relaciones 

x = r·senCl> ·cosO 

y = r·sen<l> ·senll 

z = r·cos<l> 

(1 ) 
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es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esférica cuando se conocen los 
valores der,O, 1%) 

Considerado como un punto de la superficie de la tierra, P se locali? ... por su lati tud, el 
complemento del ángulo 41 ,y su latitud O medida a partir del eje X como una recta en el 
plano del meridiano principal. 

De acuerdo con esto, las coordenadas 41 y () se llaman respectivamente, colatilud y 
longitud del punto P. 

La longitud O se mide a partir de la parte positiva del eje X como lado inicial. 

Para que las coordenadas esféricas (r, (1),0) representen un punto unico en el espacio 
restringimos sus valores. 

Eliminando <D Y () de las relaciones (1), obtenemos la ecuación 

que representa la ecuación de una superficie esférica de centro el origen y radio r 

Las relaciones (1) pueden emplearse como ecuaciones de Iransfonnación entre Jos sistemas 
coordenados rectangular y esférico, cuando se conocen los valores lí, y, z de un punto P 
dado. 

Si despejamos r, <D Y () , obtenemos 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente teorema. 
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Teorema. 

Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coordenadas esféricas (r,cl>,a) de un punto en 
el espacio están ligadas por las relaciones. 

x = r'sen I!> ·cose y = r·sen el> ·sen e Z = r·cosl!> 

Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse por medio de 
estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de ellas: 

- J 2 2 2 r - x i- y -¡-Z I!> = arcos ( -~ _ . I 
2 2 2 I j¡;y I-Z¡ 

9 = arctan (~) 

Las variaciones para r, <l> Y e están dadas por los intervalos 

r?O 0 :59 < 2·1[ 

Ejemplo. 

Hallar las coordenadas esféricas del punto P cuyas coordenadas cartesianas son (.JS·,2,4) 

Solución. 

Tenemos como datos los siguientes x =·15 , y = 2, z = 4. Haciendo uso de las 
relaciones empleando las relaciones que expresan a las coordenadas esféricas en función de 
las cartesianas se tiene 

J S+ 4+16=5 

4> = arccos(~ ) = 36°52'11" 9 ::: 41°48'37" 

Por )0 tanto las coordenadas esféricas del punto P son (5, 36° 52' 11", 41 °48' 37") 
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Ejemplo. 

Hallar la ecuación rectangular de la ecuación esférica siguiente 

r"" 2sen;cos() 

Solución. 

Sustituyendo en la ecuación anterior con base en las relaciones (1) y (2) se tiene 

~:r .1 / 1 l = 2.( , ) 
J¡ ,,' , " 

simplifi cando i + l ~· l = 2x o bien "'2 = 0 X i" y + z ·- x 

que es la ecuación can esiana de la superficie dada. 
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Ejercicios. 

l .- En un sistema polar trazar los siguientes puntos: 

2.- En cada ejercicio pasar la ecuación rectangular dada a su fonna polar y viceversa. 

a) 2·x .... J.y .... 4 " o 

b),f,lt. - 3·Yl l" o 

e) 2-i _ 2·y2 = O 

d)," 4·sen(&) 

e) r" ~'-,-
1- cos(e) 

n.·y=1 

gJ2.,f - y - l= o 

h) r r 2·sen(8) 

i ) Wl(8/ - 2· ,·COIi (O) '" O 

j) ? '" 4 ·sen(S) 

3.- Tf82Jlr la curva polar cuya ecuación se da utilizando los criterios de graficación. 

8), ·3·_(8) 

b) r '" 4·sen(8 h J·COIi (O) 

el," ... __ ' _ 
2- cos(O) 

g) 1- '" sen{l·O) 

h) lcos(O)l '" 4·sen(') 

i) ,= 4·sen(2.f) 

j) ,r J.sen (4.0) 

k) , ·8 .. .. 

1)1og( , )'" 2-9 

mJl"4-8 

o), "2 - cosCO) 

Cljr'" (1 ·,- sen(O» 
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4.- Probar qudos puntos PI ( 1,~ ), P2 (.J3 ,~) y P1 (1,0) 'Son vértices de un triángulo 
equilátero. 

5.- En cada ejercicio transfonnar la ecuación rectangular de la recta dada a su fonna polar. 

a)2'H ,/ I ! '" o 

b) ~'H 12·,/ + ])= o 

C)2 ·x~3,,/ _ S= Q 

d) x ... '/::: o 

6.- Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (6, 231!.. ) Y es perpendicular al eje 

polar. 

7.- Hallar la ecuación polar de la circunferencia de centro el punto (6, 3; ) Y radio iGual a 9. 

8.- En cada ejercicio, hnllar el radio y las coordenadas polares del centro de la circunferencia 
a partir de su ecuación polar dada. 

9.- Hallar analítica y gráficamente, los puntos de intersección de las curvas polares 
siguientes . . ) • cm(H) cose 

b) • I ~, • 1_ sene 

o) • ~,' 1- sene 

d) , • 2'"n8 ) , • , 
.) , . 

5e1l29 
, 

• .." , , 
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10.· En cada uno de los siguientes ejercicios, identificar la cónica cuya ecuación 
polar se da. Para una parábola, hállense las coordenadas polares del vértice 
y la longitud del lado recto. 

Para una cónica central, hállense las coordenadas del centro y los vértices, 
y las longitudes de los ejes y cada lado recto. 
Hallar también la ecuación rectangular de cada cónica. 

. ) , " s b) t : 
6 

e) r '" 
J 

2 - 2·cosB 3 1· sen& 

11.- Obtener las coordenadas cilíndricas y esféricas de los puntos cuyas 
coordenadas se dan . 

• ) (1 , 1, " b) (["~ , , I ) ,) er., [," '.)') d) (J , J ,· 4' 

12.- Obtener las coordenadas cartesianas del punto dado en coordenadas 
cilindricas. 

b) I~ J,' ,.,) , . ,) I~ ,, ' ,.) 
, 4 , 

d) ¡"'~, J) , , 

13.- Obtener las coordenadas cartesianas del punto cuyas coordenadas 
esféricas se dan 

" I,, ~ ,~ ) 
, , 2 

14.- Hallar la ecuación canesiana de la superficie cuya ecuación en 
coordenadas cilíndricas se da. 

8)1"4-2 b) r" 9·cos8 e) / .. '1-2 : . 4 

15.- Hallar la ecuación eanesiana de la superficie cuya ecuación en 
coordenadas esféricas se da. 

al r " 2 
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16.- Encontrar una ecuación en coordenadas cillndricas y en coordenadas 
esféricas, de la superficie dada. 

d) )''' 3 e)K=4.i f}), = 2"; 1- 2: 
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IV Álgebra Vectorial. 

4.1 Vedares en el plano. 

Si en un segmento PQ distinguimos un sentido (Por ejemplo "de P a Qj estaremos 

hablando de un segmento dirigido. Así, en el segmento PQ podemos consideror como 
punto inicial 8 P Y como punto final a Q, con lo cual estaremos hablando del segmento 

> 
dirigido PQ, (con una "flecha" en la pane superior). 

Designamos a este segmento dirigido de un punto a otro CQn el nombre dejlecha. (FigAS) 

( Fig.4S) 

~ ~ 

PQ Y QP se dice que son flechas con sentidos opuestos. 

En el plano coordenado podemos relacionar IIIS flechas con las coordenadas de los puntos 
de sus extremos como sigue: ( FigA6 ) 

Y, 

Y1 - Yo 

(Fig.46) 
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De esta manera los componentes de la flecha PO son los números Xl - Xn y YI - Yo . 

Por lo cual cada flecha tendrá dos números asociados que se obtienen restando la abscisa y 
ordenada del pumo inicial a la abscisa y ordenada del punto final. 

Ejemplo 

Sean P(2, 1) Y Q(3. 2) dos puntos en el plano. 

Por lo tanto, los componentes de la flecha PQ son los números 3 - 2 = 1, Y 2 - 1 .c l . -. 
Mientras tanto los componentes de la fl echa QP son los números 2 - 3 = -1 , Y 1 - 2 = .] 

. --. 
A los números Q '" XI - r o y b = y, - Yo se le llama componentes de PQ - _ .~ 

Se sigue que; si una flecha PQ tiene componentes Q, b, entonces la flecha QP tendrá 
componentes .a, -b . 

En resumen: 

Una flecha esta determinada si: 

1) Se conocen sus extremos P y Q. 

2) Se conoce su punto inicial y sus componentes D, b . 

3) Se conoce su punto final y sus componentes 

Xo = x,-Q 

y. =y, - b 

Las componentes de la flecha son dos números ordenados. es decir una pareja 
ordenada (a. b) donde aes la componente.en X y b es la componente en Y. 

Observemos que a esto hay muchas flechas que tienen las mismas eomponentes. (Fig,47 ) 
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E 

s 

u 

/ R 

T 

(Fig.47 ) 

---7 ---4 ~ 

EF , TU, RS, MN tienen componentes iguales. 

Decimos que dichas flechas son equivalentes. En otras palabras: dos o mas flechas son 
equivalentes si y solo si sus componentes en X y en Y son iguales. 

A este par ordenado ( a, b) de números con el que, como veremos, se pueden hacer 
operaciones y que se representa geométricamente por medio de flechas equivalentes se le 
llama vector. 

Todo vector (a, b) está asociado con una familia de flechas (equivalentes) con las 
mismas componentes a y b.( Fig.48 ) 

Q 

¿jo 
P a 

( Fig.48 ) 
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Una flecha tiene punto inicial. punto final. componentes y guarda una 
posición fija , 

El vector en contraste tiene dos componentes y no tiene posición fija 
en el plano_ 

Las fl echas, en este sentido, son la representación geométrica de los vectores. 
Hay dos operaciones fundamentales con flechas: 

a) Swna de dos flechas_ 
b) Producto de un escalar por una flecha. 

) --> 
Sean PI ·P2 y P2-P1 dos flechas tales que el punto inicial de la segunda es el punto 
final de la primera. 
~ • 

La suma P
1
,P

2 y P2·P3 es la flecha: 

- -, - - , -<- } 
PI·P2 + P2-P3 = PI·P3 (Fig.49) 

" 
VI +"2 " 

" 
b l + b, 

" 
" ~ ~ 

~+~ 
(Fig.49 ) 

~ 

Como se puede ver en la figura, las componentes de la flecha PI ,P3 se obtienen sumando 
- --> 

las componentes respectivas de los sumandos; si a y b son las componentes de PI'P3 
entonces: 
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En relación a las componentes, hemos visto que al sumar flechas, lo que realmente hacemos 
es sumar sus componentes, y al multiplicar una flecha por un escalar lo que hacemos es 
multiplicar cada componente por ese escalar. 
Por tanto, tiene sentido definir la suma de vectores y el producto de un vector por un escalar 
como sigue: 

El vector suma tiene como componentes, la suma de los componentes 
correspondientes de los vectores. 

Si r es un escalar y v = (a, b) un vector. 
Definimos el producto de un escalar por un vector como el vector: 

r v = (ra, rb) 

Si ,. > 0, ,. v tiene el mismo sentido que v. ( Fig.50 ) 

rb 

ra 
(Fig.50) 

donde r es un factor de magnificación. 

Si ,. < 0, r v tendrá sentido contrario a v. (Fig.51 ) 

V 
b 

ra 
,.----r ...... ..... .. .. ...... oII 

a 
rb 

rv 

(Fig.51 ) 
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Si r - O por definición tenemos : 

rv - (Oa,()b) " ((),O ) 

Obteniendo un vector cuyas coordenadas son ambas cero, a este vector 
le llamamos vector cero y lo denotamos: (} '" (0,0) 

Estas operaciones tienen la ventaja de que se pueden llevar a cabo con todos los vectores. 

4.2 Propiedades de 108 vectores. 

Para todo vector v, v" v1, v) y escalares r ,r"r1, r) se cumplen las siguientes propiedades: 

e) 111-6::\1 neutroadilivo 

d) \l1-(-v) = O inverlloaditivo; donde - v =-Iv 

h)l.v .. v 

La diferencia de dos vectores v, y v, es el vector v, - ", . ( Fig.S2 ) 

" 
v, 

(Fig.S2 ) 
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Geométricamente VI - V2 es la flecha que va del punto inicial de v2 al punto final de VI 

VI -V1 Jo podemos ver como la suma de VI con el negativo de \12 es decir VJ +(- v1). 

(Fig.53 ) 

v, 
v, 

-v, -v, 

(Fig.53 ) 

Como hemos visto un vector esta detenninado por dos componenles. 
, 

Si queremos saber cual es su longitud o magnitud del vector v. y si PQ 
- - ) 

es una flecha que representa a v. Las componentes de PQ forman un lfjánguJo 
rectángulo y por lo tanto la longitud de vector v será conforme al teorema de Pitágoras el 

número .Jo' +b1 

• (Fig.54 ) 

La longitud de v se denota con I~ = .Jo' + b1 
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La longitud de r v es el numero I r~ donde r es un numero real y v un vector. 

(Fig.55 ) 

,b 

.. 
(Fig.55 ) 

A la longitud o magnitud de un vector se le da el nombre de norma del vector. 

Sean P¡ ,P:, P, puntos 1m el plano consideremos las flechas 

.. . - > ------lo -) _ . _-:-

PI ·P2 , P2,P1 • P2,P3 • PI,P3 Y unescalar le tenemos las siguientes propiedades: 

> 
I p]·P2 ! "' O ~ P¡ =P-, 

_ _ o > 

I P,P, I 

- .. > 
4) I P,P, I 
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Sean v, VI ' VI vectores en el plano y k un escalar tenemos las siguientes propiedades: 

8) 1>, ~ = I >I ' I ~ 

4.3 Ángulo Director de un Vector. 

_ ._, 
Sean P¡ y PI dos puntos distintos y consideremos que I p,·p2 1 7- O (Fig.S6) 
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Y2 •••• •.••••.• • -- •. --- •• -.----------

YI .... .•..... 

XI 

(Fig.56 ) 

Tracemos una recta paralela al eje X que pase por el punto p¡. 
----7 

Dicha recta con la flecha p .p forman un ángulo al que llamaremos ángulo director de 
) 2 

la flecha ( el vector); medido en forma levógira ( sentido positivo) . 

x.z-~ 

De la figura se sigue que cosa = I p¡ .p: I 
Y2 - Y¡ 

y sena = rp¡.p~ I (1) 

a es el ángulo director de la flecha p .p> y esta definido en O S a <: 2·ff 
I 2 

El ángulo director nos determina la dirección que tendrá la flecha. 

Sí a = O o a = ff (Es decir, y¡ = Y2) entonces p). P 2 es horizontal. 

Si a =?!. o a = 3ff (Es decir, XI = x2 ) entonces p) .p; es vertical. ( Fig.57 ) 
2 2 
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--------+1 P2 

Oc :: 

Oc = 
2 

(Fig.57) 

> ... •... -. ) 
Si PI,P2 no es vertical, podemos definir como pendiente de la flecha P

I
,P2 al numero: 

= Y2 - YI = tan a m (2) 

Es decir la pendiente de una flecha es la tangente de su ángulo director, 

- - ; ----7 
Si PI ,P

2 
es vertical, decimos que la pendiente de P

1
,P

2 
esta definida (o que tiene una 

"pendiente infinita",) 

Sea v = (a, b) el vector asociado a la flecha p ,p) 
I 2 

----7 

Decimos que el ángulo director es el ángulo director a de PI ' P 2 ' De (1) se sigue que 

a 
(3) cosa = -

Ivl 
(4) 

b 
sena = -

I ~ 
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De (2 ) definimos la pendiente de v como el numero 

b m= - :tana 
Q 

• 3. 
suponiendo que o ,¡. O es decir, a ~ . - -2' 2 •. .. 

De(3)y(4) tenemos: 

De lo anterior se sigue que podemos hallar las componentes de un vector si conocemos su 
ángulo director y su magnitud (nonna). 

Dos vectores ti y V son paralelos si. v'¡' (5 )' hay una constante t tal que v = / . u 
( Fig.58) 

1<0 
1>0 

;/ . " tlt ;/ 
( Fig.58) 

Es decir dos vectores u .. (o, b) y v .. (o',b') distintos de (5 son paralelos entre si cuando 
hay Wl numero t tal que v = /. u. 

Esto es a .. ta' y b "" rb'. 

son proporcionales. 

, 

Q b 
b' ~ O. entonces I = - = - , es decir las componentes de JI y V 

o' b' 

LJ" 
" < fig .S9) 
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Los triángulos son semejantes. ( Fig.59 ) 
Sobreponiéndolos. ( Fig.60 ) 

v/l b, 

LlJ 
a' 

a = ta' 

b = lb' 

(Fig.60) 

u 11 v y tienen el mismo sentido, pues I > O . 

4.4 Ángulo entre dos Vectores. Producto Punto. 

Sean v = (XI ,Y,) y u = (xo,Yo) dos vectores cuyo punto inicial es el origen. 

Tracemos una circunferencia unitaria e con centro el origen. (Fig.61 ) 

(Fig.61 ) 
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El ángulo; entre " y u lo podemos expresar: 

Este ángulo es el mismo que hay entre ,,' y u' , que son paralelos a" y u y de longitud l . 
Por lo tanto, el problema de hallar el ángulo entre los vectores v y u se resuelve si logramos 
detenninar los vectores v' y u' de longitud 1 y en el mismo sentido que v y u. 

Por ejemplo, consideremos en exclusión al vector u. 
Se busca I tal que I u =' 11 ' con 1111-1. 

1 
Como 1= 1"1 = 1'"1 = 'Iul • .". ' = I~ 

Es decir 

u·= I u= 1 (x l _ [xo Yo) 
-11 J' ,. ..Yo J' , . J' , 11 Xo +Ye Xo +Yo Xe +Yo 

Por trigonometr/a 

._( . ;l-[ Xo Yo) u - cos,.."sen o - -Y'--r---r ' ~ l l 

VXo +Y" Xe +Yo 

x 
Por lo tanto, cos;" "" J l e l 

X" + Yo 

un; = Yo 
o ~ 2 1 

X" + Yo 

De la misma manera podemos hallar un vector v' paralelo a v de longitud l . 

Esdecir v' - !v 
I 

tal que t = -
I~ 
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Ahora, ron base (1) podemos expresar el ángulo; entre II}' ti como sigue: 

;
X1 X. Y. Yo. 

1 1 1 1 1 1 1 l' cos "" -:¡;r;"= . + . R~- es decir 
X, +Y. ~Xo +Yo ~X) +Y. Xo +Yo 

De lo anterior se sigue que el vector wtitario en la dirección y sentido de u es el vector 

para u~Ó 

De esta manera u' y v' son \lectores unitarios en la dirección y sentido de u y 11 . 
En la expresión (N), el nUmero xox. + YV'. que figura en el numerador es tan importante en 
geometria ana!itica que se le denota de manera especial. 

Se le llama producto punto o producto escolar de los vectores u y 11. Y se le denota con 
u - v. 

Con esta notación la expresión (#) se escribe 

de donde O:S;:S Ir 

Nótese que: 

Si u - v>O entonces 005;>0 y 

Si u - v < O entonces cosí < O Y 

Si u - 11 '" O , cos; "" O Y ; = -1 y los vectores u y v son perpendiculares entre si, Jo cual 

se indica con la notación u 1. v. ( Fig.62 ) 

166 



1I 

v 

(Fig.62 ) 

De Jo anterior se sigue que u .1 v (:::) u - v = O 

En cambio, cuando ; = O, tenemos que cos; = 1 

y 

y 

u-v 
- -=1 
lullv¡ 

u-v =Iullvl 

Es decir, u 11 v Y tienen el mismo sentido. (Fig.63) 

II 

v 
(Fig.63 ) 

Si , = 1T , entonces cos; = -1 Y en consecuencia u
1 

-'1-~ = -1 , u· v = -Iulivl 
u " i 

y en este caso u 11 v , pero tienen sentidos opuestos. ( Fig.64 ) 

u 

(Fig.64 ) 
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Ahora bien, como - 1 $ cos; $ 1 

u·, 
tenemos que - 1 $ lullvi !i I 

o bien, 

Por lo tanto lu. vi $ l ull~ obteniendo asf la desigualdad de Cauchy: 

Nótese la igualdad sólo se tiene cuando u y v son paralelos. 

Vedores Perpendiculares. 

Ahora pasemos 8 otro problema. 

Dado un vector u - (a, b) queremos detenninar. es decir, un vector (x, y) que sea 
perpendicular 8 u. 

Dos valores para los cuales se satisface la ecuación anterior son x .. -b e y - a . 

Por definición diremos que ( -b, a) es el vector perpendicular a u - ( a, b) , y lo 
denotaremos oon u.1 • (Fig.6S) 
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(Fig.65 ) 

Para todo vector u se cumplen las siguientes propiedades : 

a) u.ul.=O 

b) (u.!.) =-u 

c) lul.l =Iul 

P.·opiedades del producto punto. 

Para todo vector v, VI' v2' v3 Y escalar e se cumple lo siguiente: 

a) VI • v2 = v2 • VI conmutativa 

b) "1 • (v2 ± v3 ) = VI • "2 ± VI • "3 distributiva 
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e)Oev=O 

f) ve V = O si y solo si v = d 

Todo vector v = (a, b), v"* O se puede expresar en ténninos de dos vectores. 

v = (a, b) = (a, O) + (O, b) 

v = a (1, O) + b (O, J) 

Denotemos al vector ( 1,0) = i Y al vector ( 0,1 ) = j 

De donde el vector v puede ser escrito como combinación lineal de los vectores 
i ,j . ( Fig.66 ) 

v = ai + bj . 

(a,b) 

bj 

(Fig.66 ) 
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Geométricamente el veetor ves el vector suma de ai y b} . 
Notemos que i ,} son vectores unitarios ortogonales es decir: 

1;j = I}I= 1 y i.} = O : .;1. } 

4.5 Proyección Ortogonal. 

Consideremos dos vectores VI' v I distintos de cero. 

La proyección de v2 sobre vI es el vector que se obtiene al bajar la perpendicular del punto 
final de v1 a VI . Y se denota como (Proyv 2) ("1) 

v, 

(Fig.67 ) 

De la figuro 67 resulta que. 

u'=s.vl 

El problema se resuelve si detenninarnos un escalar s tal que u'= s · VI. 

Como u'= s· v. entonces 1,~v, 1 = lu1 y 

Por otra pane lu1 = Iv¡ licosOI 

Si consideramos que s y cosO tienen el mismo signo, entonces 
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Entonces la proyección de v¡ sobre VI es el vector 

Al número se le llama componente de v¡ en el sentido de VI y se denota como: 

(compv¡)" . Por lo tanto (Pr O",,) = ..l __ 1. • v (,., 1 
07"1 " Ivi 1 

Ejemplo l. 

, -, 
Dados vl +v1 ",,(4,-6) Y _'_ 1 =(-2,8). Encontrar VI y v1 • 

6 
Solución. 

VI + v1 "" (4,-6) 

VI - v2 = 6(-2,8) = (-1 2.48) 

Sumando las ecuaciones obtenemos: 

2vI ;; (- 8,42) 

VI = (-4,21) 

sustituyendo VI en la primera ecuación 

(--4,2 I)+v2 =(4,-6) 

v¡ = (4,-6) - (--4,21) 
v¡ = (8,-27) 
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Ejemplo 2. 

Dados p. {3,7), p2(2,3). 0.(2,1), °2(-1.2). 

a) Encontrar los vectores u y v que tienen eomo representación las flechas 

b) Hallar u + V, ti -v, 2u. 

e) Encontrar la dirección y pendiente de u y 1'. 

Solución. 

de donde u .. ( 2-3.3-7)" (-1,~) 

de donde v"{-1-2, 2-1 )=(·3,1) 

b) u + v .. ( -1,-4 ) + ( -3,1 ) = ( -4,-3 ) 
u - V " (-1,-4) - (-3,1 )=( 2,-5) 

2u = 2( -1,-4 ) .. ( -2,-8) 

e) En el caso de u su dirección esta determinada por : 

I • I )., =," ¡;;-I '\~ por lo tanto , < , < , 
=,' • " •• a '" 2550 57' 49" ¡;;¡ [,i 

Y "Su pendiente -. m= - =4 
- 1 

Para v su dirección esta dada por : 

=p" - ~~. : . ) 
.~ < p < , 

1· 1 ¡,-, por lotanl0 , 
sen~ = de donde , = 161· 33' 54". 

/.. 
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y su pendiente 
1 1 

m", - =- -
- 3 3 

Ejemplo 3. 

Dados v! '" (2,1) Y v1 = (-1,-3) . Encontrar el ángulo entre v! Y v? 

Solución. 

de donde 

por lo tanto 8:: 1350 

Ejemplo 4. 

Dado v! e (-2,1). Encontrar un vector v'" (o,b) tal que v.L VI Y I~ = 4. 

Solución. 

V.l v, WT¡plica v. v,co esloes (a,b) . (-2,1) ", ( 

·2a .b EO 

Por otra p¡irte J.]. b' = 4 

.l t· bl " 16 (2) 

b E2a (1) 
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sustituimos (1) en (2) .' .. (2 .• )2 : 16 

.' -t 4.a' "'16 

.' " 16 , 
yb= 2( :1: , ' .¡; 
por lo tanto los vectores solución SOI1 : 

V" f 

Ejemplo 5. 

por lo tanlo a: ± 
¡, 

Decir si los siguientes vectores son paralelos, si no son encontrar el 
ángulo entre ellos. 
a) u - (I,4) v "' (3,8 ) 
b)w=(2,1) z = (-6,.3) 

SoluciOn. 

8) Si u tt v entonces existe un numero re81 e tal Que 

(1 ,4)=c(3.8) 
(1A):(3c,8c) 

Esto implica que 1 lE 3c Y 4: Be , no existe ningun núm810 real que 
flatisfaga embas ecuaciones. 
Por lo tento u y v son vectores 00 p8ll1lelos. 

Su angulo lo obtenerTlO6 : 

dedonde 0< 9 < I por lo tanto & : 6°31' 1" . 
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b) Si w IJ z entonces existe un número real e tal que ( 2, I ) "" c ( -6,-3 ) 
dedonde2""-6c y 1 ""·Je. 

Como e satisface las dos igualdades, por lo tanto existe un número real e tal que w "" e z y 
por lo cual w 11 z, e < O ,w y z son paralelos y de sentido contrario. 

Ejemplo 6. 

Probar que los siguientes vectores son ortogonales por dos métodos. 

a) VI "" (0,0), VI" (O,h) 

b) '"'1 '" (1,3), "'2 = (3,-1) 

Solución. 

a) Como (a,O) _ ( 0,13 ) '" O, entonces VI 1. v2 

I 1" J.'.,' " 1 + "2 

b) Como( I ,3) - (3,-I )=J - J .. O,entonces wllwl 

IWI 'I w1 1 " Iw1-w11 
J." + 2" c ) 21 1. ~2 
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Ejemplo 7. 

Demostrar que (Oi r '" -o 

Solución. 

"EjemploS. 

Verificar la desigualdad de Cauchy's Schwarz y la desigualdad del 
triángulo pata los vectores VI = (2,-1) Y v2 "" (2,3) . 

Solución. 

Probaremos que 1 V('H"l l s 1 vI) I v2 ¡ 

¡v. "o.v21= 12(2) "1 ( IHI = 1-

h i ' .¡.-;-; • fs 1',1" ~h' • 10 

ae cumple " [,,10 
Ahora veremos que se cumpla 1 vI i-V 11 ~ 1 VI H v 11 

! V1-+V2 !=- ~(2 1 2)' I ("I -+ll = ~16 ... ~ '" ~~-

1','· fs 1',1·10 

por lo tanto ~26 s .¡; ... [.3 
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Ejemplo 9. 

Determinar si los siguientes pares de vectores son paralelos o 
perpendiculares. Si no lo son enconlr8J' el ángulo entre ellos. 
Si son paralelos averiguar si tienen el mismo sentido o sentidos 
opuestos . 

• )v l "' SI-2j 

e) w
1 

"'21-j 

Soluci6n. 

a l El decir ( 5,-2 l" I (4,10 1 esto implica 
5 " 4t Y -2o: 1Ot 

no hIIy un nLimero real que saUsfaga ambas ecuaciones. 
Por lo tanto no Ion par.leIos. 

"1'0'''] ::: { 5,-2 1 • (4, 10 ) - 5( 4 l+( -2)( 10 ) ... 20 -20 ", 

Por lo tanto" 1.1 "2 

u1 11 "2 <=) uiste un número t tal que "1 '" t "] 
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b) (-1,4);t(6,-2) estoimplic& -1:6t; 4;-2t 
Como no hay un numelo real <¡\18 ulisfaga ambas ecuaciones 
los vectoleS no son paralelos. 

U(0·U
2 

c ( -1,4 ) • (6,-2 ) .. (-1)(6)+ (4)(-2) .. -14 .. O 

Por lo tanto los \lactores no soo perpendiculares. 

Encontraremos el éngulo enlle ellos. 

Como cos9 < O entonces 

& es un ángulo obtuso. e "'~ 28' 16". 

el (2,-1 )-1(-4,2) dedo!lOe 2c-41 ; - ' ''21 
Y el numero real que ntisfaee ambas ecuaciones es t c 

Ejemplo 10. 

I 

1 

Expresar v '" ( 1,3 ) como combinación lineal de w '" ( 1,1 ) Y 14" . Hacer el dibujo. 

Solución. 

Expresando a l' como combinación lineal de 14" tenemos: 

V"" sw+twl 

0 ,3) '" s (1,1) + (-1 , -1) 
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Por otro lado. 

v.w.J. 
'=-- = 1 

1-'1' 
.. (1,3) = 2(1,1)+ 1(- 1,1) 

, 

., 

Ejemplo 11 . 

2w 

2 

Determinar la proyección ortogonal de w - (2, S) sobre v = ( -1 .;2 ) 
'Y el componente de w en el sentido de v. Además probar que 

w·, 
w. = ~ <= l ~cos8 donde 8 es el ángulo entre w 'Y v. 
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Solución. 

, w-v 2(-1)+5(2) 8 
Como w. = Ivi = ---:)1 + 4 .... = ~5 

w-v 8 
cos(} = -- = -- ---

1W¡!vl fi9-J5 

Comw. :::: Iw! . cose 

v 
Proyw. = Comw.· f! 

IVi 

8 1 
Proyw =- ·-(-12) • "0/5 ~/5 ' 

8 
Proy»,. = 5(-1,2) 

Por medio de la proyección ortogonal tenemos un procedimiento para 
el cálculo de las áreas de paralelogramos y triángulos. 
Consideremos el paralelogramo de lados u y v. (Fig.68) 

1 v 

ti 

v (Fig.68 ) 
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La altura se obtiene de la Proyu •• 

Por lo que la altura del paralelogramo es l"i '" Ipruyu •• 1 

El área ( base por altura) del paralelogramo es 

1"· ,'1 H~ - Ip,"yu,.~"¡ - ~,-+'H 

I "¡~.I" · ,'11>1 
1,'1 

Ejemplo 12. 

Calcular el área del triángulo de vertices ( 1,3 ) , ( 3,1 ) • (0,0 ). 

Soluci6n. 

, .. 

• 
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v , w , v - w son los vectores que me forman los lados del triángulo. 

La altura del triángulo es la jPr oyv .. , i 

, ' 1 !v. wL
\ 1 I L 

El area del trIángulo es . . - - ' !M1 = - ·Iv. w 1 

2 ¡wLI ' 2 

Por lo tanto! .1-1 +91 = ! .j·81 = 4 
2 I 2 I 

4.6 Aplicaciones a la Física. 

En física una cantidad vectorial se especifica completamente por su magnitud y su 
dirección. Ejemplos de cantidades vectoriales son talescomo-el desplazamiento velocidad y 
fuerza en las cuales la dirección es tan importante como la magnitud. 

Ejemplo l. 

Supongamos que una motocicleta se desplaza a 5 millas al sureste. 
Representemos al desplazamiento por v. La magnitud del despl~amiento es igual a 5 es 

decir Ivl = 5 . Como va en dirección al sureste su dirección -es a = 315 0
• 

b 
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De donde las componentes del vector desplazamiento están detenninadas por : 

a = Iv ¡·cosa b = I y ¡·sena 

de donde 

8 = S·cos(3W) b= 5·sen(3IS0 ) 

( 
I \ 

b= 5· - ) 

\ -Ji i 
_ f 5 5 ) 

Por lo tanto el vector v tiene Como componentes v - \ ~' - J2 

En física se le llama resultante de dos vectores a lo que nosotros le 
llamamos suma de vectores. 

Si v es el desplazamiento 5 millas al sureste y w el desplazamiento 10 millas al este, la 
resultante de los dos desplazamientos se obtiene con la suma v + w 

N 

o E 

s 
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Del ejemplo anterior 
tenemos: 

e = 1»1 cosa 

d =Iwlsena 

v = I 5 5 \ ¡ -, -~ i , para encontrar las componentes de w = ( e, d) 
\,12 ~2 ! 

La dirección de a = 00 ya que su dirección es la este, y la magnitud IwJ = 10. 

e = 10 cosO° d= 10 senOo 

:. w tiene como componentes w = (10, O) 

De esta manera encontramos la resultante 

( 
5 5 \ 

v + W = - + 10,-- ) 
.:./2 J2. 

Ejemplo 2. 

Una fuerza de ION (newtons) actúa en una dirección a 30° sobre la 
horizontal. Encontrar las componentes de dicha fuerza. 

b 
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Sea w el vector representante de la fuerza. 1\-11 = J ON su magnitud. 

: . Las componentes de 14' = (a. b) son: 

a = IOJ l·cos(30·) 

a = lo.(f) = 5 .~3 
OJ = (5.-13 .5 ) 

b = 1 (O l· sen(30·) 

b= IO '(~ \ :: 5 
2/ 

En física se dice que un sistema de fuerzas está en equilibrio si la resultante de todas las 
fuerzas que actúan sobre un cuerpo es cero. Es decir, independientemente de la secuencia 
en que los vectores se sumen, su resultante es siempre cero. Geométricamente el extremo 
del último vector siempre termina en el origen del primer vector. 

Sean A, B, e y D un sistema de fuerzas que se encuentran en equilibrio ( Fig.69 ). 

(Fig.69 ) 
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e 
B 

A 

Algebraicamcntt lo representamos como la suma de vectores igual al vector cero. 

A+B+C+D "' O 

Ejemplo 3. 

Una pelota de 100 lb ( libras) suspendida del cordel f.J es tirada hacia un lado por otro 
cordel III y mantenida de tal forma que el cordel JI forme Wllingulo de 30° con la pared 
vertical. Encontrar las tensiones de Jos cordeles /1 y (J) si se sabe que las fuerzas están en 
equilibrio. 

:n0 • 

100 lb 
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Llevemos el problema al sistema coordenado XY. 

9(1< 

PI 
/1 

Sea v el peso de la pelota por lo cuál v = (O, -lO) Y IF (11"#2) 

Como el sistema de fuerzas están en equilibrio # + OJ + V = O 

( ~.I )J IJ3 .1 )J IL (111) 1,0) + (0, - 100) = (0 ,0) 
\ 2 2 / 

(
1 1 1 1 'l,b'l I L --1 )J1 (O ,--" 1 JI - 100 ¡- (0,0) 
2 2 , 
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Por igualdad de vectores 

De(b) 

Sustituyendo en (a) 

_ ~.200 ·[J ~ IIO 1=0 
2 3 

110 ,= 200 .[J = 57.735 
6 

J3 .1 ~ ,. 100 = O (b) 
2 

lb. 

De esta manera las tensiones de J.l y (t) son : 

1 p 1 = 115.47 lb. 1 (8 1 = 57.735 lb. Y 1 v I = 100 lb. 
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Problemas. 

1) Un barco viaja a ] 00 millas hacia el norte en el primer día de su viaje, 60 millas hacia el 
noreste en el segundo día y 120 millas al este en el tercer día. Encontrar el desplazamiento 
resultante. 

2) Una cuerda se enreda alrededor de un poste telefónico, en un ángulo de 120°. Si de uno 
de los extremos se tira con una fuerza de 60 N Y del otro con una fuerza de 20N, ¿ Cuál es 
la fuerza resultante sobre el poste telefónico? 

3) ¿Cuál es la resultante de una fuerza de 5N dirigida horizontalmente a la derecha y una 
fuerza de 12N dirigida verticalmente hacía abajo? 

4) Una fuerza de 6 ION y otra de 220N, perpendiculares entre si, aetúa simultáneamente 
sobre el mismo objeto. 

a) ¿Cuál es la fuerza resultante? 
b) ¿Qué ángulo forma la fuerza resultante con la fuerza de 61 ON ? 

5) Una pelota de 200N cuelga de un cordel anudado a otros dos cordeles como se muestra 
en la siguiente figura. Encontrar las tensiones en los cordeles A, B Y C sabiendo que las 
fuerzas están en equilibrio. 

30° 

8 
6) Un empuje de 200lb hacia el norte y otro empuje de 500 lb hacia el 

oeste actúan sobre un objeto. Determine la magnitud y -dirección de 
la fuerza resultante. 
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7) Una fuerza f1 '" 316N al este y otra de u '" 160N se aplican sobre el mismo objeto. Si el 
Angulo entre las dos fuerzas es de 63°. 

a) ¿CuAl es la magnitud y dirección de la fuerza resultante? 
b) Encontrar la Proyu .. y probar que Proyu .. 1I P 

c) Encontrar el Angulo entre la resultante a> y la fuerza u 

8) Las siguientes dos fuerzas aCllian sobre un objeto pequefio; p "" IOON horizontalmente 
hacia la izquierda ya>'" 200N hacia la derecha a un ángulo de 37' sobre la horizontal. 

a) Encontrar la magnitud de la fuerza rei:ultante r 
b) Hallar el ángulo entre la rei:ultante r y la fuerza a> 

el Encontrar la Proyr .. y Proy!",. 

d) Encontrar el ángulo B entre las fuerzas p y ú) y demostrar que dicho Angulo es igual al 
ángulo entre la Proy!. y Proyl .. 

9) Una lancha viaja primero 26km. al noresCe Juego 22100_ al sur y 
finalmente 18km. en una dirección 30" noroeste. ¿CuAl es la magnitud 
y la direreión del desplazamiento resultante? 

10 )005 fuerzas perpendiculares tienen una resultante r '" 20N. Si una de las fuerzas es 
V "" 16N_ 

a) Calcular la otra fuerza (l)_ 
b) Hallar el ángulo entre ú) y r 
c) Encontrarla ProY(l), 

Ejercicios. 

~ 

1) Encontrar la longitud, dirección y pendiente de la flecha P I 'P 2 

a) PI (3, - 1) Pl b'l ~i, . l - ../2) 

b) PI ( · 1,2) P2 {- I- 3'~J, - I } 

el PI ( 5,· J) P1 (- 1, · 21 

dI PI ( - 2,5) P1'(4,5) 
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2) Encontrar el punto final de la f1echa que tiene como punto inicial p. dirección a y 

magnitud ! ¡;;¡;;"I_ 

8) PI (0 , 0) o: '" 120· , I P~P; I -\O 

b) PI (4,S) o: "300' , I ,ce: I -, 
el PI (- I ,- ~) , o: E 225' , I ~ I -5 

3) CaJcular las coordenadas del pWIIO final P¡ de la representación geométrica del vector 
dado v si su punto inicial es p. " 

8) v '" (1,6) PI (0,0) el v ,. ( - l,S) PI (4, " 1) 

b) y E (2,~) P, (3,2) d)v" ( -4,1) PI ( -3,7) 

4) Probar los incisos a, e, d, r, g, h del teorema l . 

5) Demostrar el teorema 2. 

6) Sea P¡(2,-3) , P¡(4,2) Y QI(-1,2) 0. _' __ 
a)Eneonlt81 0l (x, y) talque P, oPl 0l-O~ 

-.. ~-- ) 

b)Encontrsf O2 (lI, Y) talque P1'P2 Q.,;°01 

7) Detenninar si las siguientes f1echas ~ y QI'Q~ son equivalentes. 

a) PI ( I ,~) Pl (6," 1) 0 1 (0,3) Q2(S,o 2) 

b)PI( O,10)P2( - I,~) Q,(2,3) Ql(l,6) 

e) P,( 3,4)Pl(- I,3) Q,(O,S) Q2(2,12) 
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8) Dados V, "" (2,-3) Y V1 = (6,1) 

a) Dibujar vI' ~ 2 con punto inicial en el origen. 

b)E.ncontrsry dibuj8r vl",vZ,v l v2 y vz- vI 

9) Resuelve Jos siguientes incisos 

a) Dados v, - v
2
= (4 ,- 6) , •• , ( . 2,' 1) 

Encontrar l' z 

b)Dados vI 1" v2'" (3, · 2) , " • (· 4,3) 

Encontrar v I 

" e)DadosV I - V2 E (2,.) , • ( . 1,3) 

3 
2 

Encontrar 
,., 
.. _. 
3 

d) DadO$ V, 1· \'t ( · 3,S) , v, - v2 • (l,4) 

Encootrar v 1 y v 2 

11) Determinar en cada caso, si existe o no un número real r que satisface: 

a) 1 (3 ,l)" (1 , 0) el 1 (6,S) " ( . 3,4) 

b) 1 (6,1) '" ( · J, - 4) d ) (1 ,7) + J (3,2) " ( S,3) 

12) Ilustrar geométricamente la swna v, + Vz + v, + v. con v,.l'z, VJ , v. vectores diferentes de 

O<ro. 

13) Probar los a, b, d, e, r, g del teorema 3. 

14) Encontrar la dirección de los siguientes vectores. 

a) i - j d) 3i-j 

b)3j e)-2i+3j 

e)-21 f)i+j 
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15) Encontrar el ángulo entre los siguient~s pares de vectores. 

a) 2i-1 : i +2j 

b)2i+¡ : i +3j 

el 2i -4j : -i-3j 

dl-2i +j : .j .; 

16) Probar 

17) Demostrar lo siguienle: 

al Probar que ai ... es perpendicular 8 ", y "'2 entonces ... 

esperpendiculares. ,'· ... ' ... ' 1· ... 2 . ".c1 escalares. 

b) Probar que si" es perpendicular con cad, uno de los veetOfe5 
"" ... 2.").···· ...... entonces ... .1,' · "' + '2 ·"2+'i"l ~ ···+C"'·" .. 
con ".'2.el ..... ','" escalares. 

el Probar que 

1"'" , "'2 1~ ", 1-1 "21 

18) Calcular las coordenadas de cada vector v dado su magnitud y dirección. 

al [ ,, ["S g. "'30' 

bl [ ,, ["6 g. "90' 

el [ " I"' '' g. "285' 

dl l " I"8 o. ;180' 

19) En los siguientes ejercicios calcular el vaJor de JO o de y sabemos: 

a) u "()i:." ) V" (6.8) 

b) u =()(.5) ,, " (2,9) 

el (3.y) , (-2. 3) 

di (S,y) , (7, -1) 

20) Calcular las coordenadas del vector p = (j.I"J.ll) que satisface las condiciones 
siguientes. 
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al p CtJya magnilud.es 5 y liene la misma dirección que (3,7) . 

b)" wya magnitud es 3 y es perpendicular a (5,2). 

el p cuya magnitud es igual a la ele (4, 3) Y cuya dirección es la 

misma que la de (I,[J) . 

21) En cada uno de los siguientes incisos r = 3, .\" = -2, Ji = (1,3), v = (- 2,5), 
ro '" (-1,-3), Y p:. (0,-1). Expresar cada una de las siguientes cantidades en forma de un 
par ordenado o de un escalar según sea el caso. 

al Y·" "I" $.~ 

b) YÚ "I" I') 

C)¡Y "" )-(P "I"V) 

d) IY··_lv l 

22) Demostrar :Si /t¡ "·0 , JI Y " son paralelos 8 /t¡ enlonces JI y 
l' son paralelos. 

23) Demostrar :Si u 11 u' • v 11 v' Y u U v entonces u' ti v' . 

24) Demostrar: Si (j = JI "1" " Y JI 11 P entonces (¡) 11 ~ si y solo 
si ,,11 p . 

25) Demostrar: al .1 " si y solo si (1" + y 1)2 = (1., b2 + d l ' Il 
26) Demostrar: Sea /t¡"'0 . Si mil" Y (11 .1 Jl entonces ".1 " 

27) Demostrar: Los vectores Jl 11 y si y solo si 11 Lo y = O 

28) Demostrar : Dados )1, l' vectores y t escalar. 

a) d JI H 1)2 = <1 JI 1)2 + 2·1I·0 ·Y d i " 1)2 

b) d Jl+I ·" 1)2 = <1 JlI)2"1"2.t .JI .O.YT {2·(1 y 1>2 

29) Demostrar que: 

a» )lto " = - )lO "L 

bl(Jl + Y) ~ = Jl l + "L 

el Si JI -=0, S·JI +- 1-1' = O implica s = O Y = O 

d)Jl l Oy L =)l o , 

e) I JI L I = I Jl 
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30) Determine si 10$ siguientes pares de vectores son paralelos 
perpendiculares o bien oblicuos. Si son oblicuos, calcule 
cuál es el ángulo entre ellos. 

8) ( - 1,2) , (2,1) e) ( -4,3), (1 ,0) 

b) (2,3) , (6, -4) f ) (0,1) , ( 12,l) 

e) (- 3,7),(6, - 14) g) C/i, I),(I,[¡) 
d) ( 1,5),(- 2, - 10) h) (¡', ~2) , (0 , l) 

31) Demostrar: 

a) 1 Proy (v,)(>,) li v, l = 1 ProY (v,)(.,) li ' ,1 
b) (Proy-v, ' v,)(.,) = P,"Y-(vo )",) + P'"Y-h) (.,) 

--e) "'Y-(v, )('0 = O '" v].l v2 

d) ProY-(v, )(.,) = v, '" vI 11 v2 

32) Encontrar Proy .( v.) (~~ en cada inciso. 

a) v =ai+bj v =i , , 
bl v.= 3i-2j v2=2i+3j 

el v.=3i -J v2=2i+j 

dl v.=41+2j v2=2i+j 

33) Expresar a cada uno de los siguientes vectores como combinación 

linealde 11 = (~, ~ ) y 
l , 

a) v=(1,2) b)v=(-I,O) 
el v = (-3,-4) d)v=(5,-6 ) 
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34) Encontrar el vedof unitario Il que satisfaga las siguientes 
ecuaciones. 

a) ( - 5, 10)= 5'jJ + [O'Jl
l 

b) (.Ji ,,) ' ) = .·' . 6· .. · 

e) (o,2'fs ) = 4'1l + 2'1l -

1 
d) ( - 3[ , 27) = 13'1l + 39'jJ 

35) Demostrar que para cualesquiera dos vectores ji y v . 

al (1ll ltv = (jI ,o,v) 'jJ-+ ( J.l lo v ) Il L 

36l Calcular el área de los paralelogramos con lados 

a) , = (4,0) , =(0,8) 

b) , = (4,-1) , = ( -2,6) 

e) , =(2,1 ) , =(1 ,2) 

37) Calcular el area de los lriangulos con vertiCes : 

a)lO,O) , (1 ,0), (1 ,2) 
b)l 1,1) , (3,3), (5,7) 
e) (-5,0), (1,3) , (-3,-2) 
d)l 0,0). (1,1), (4,3) 
.) (1 ,0). (0,1),( 4,2) 



4.7 Vectoru en el Espacio. 

Como veremos más adelante el conocimiento adquirido en geometrfa analítica plana 
nos sirve como base para el modelo de la geometría anaJftica del espacio. 
Es claro, que muchas de las formulas que se desarrolla en el espacio coordenado 
son una extensión de las correspondientes formulas en dos dimensiones. 
En nuestro estudio, tratamos con ecuaciones en dos variables y dibujamos las gráficas 
de dichas ecuaciones. Al introducir una tercera variable, el plano ya no es suficiente 
para hacer la gráfica de la nueva ecuación. Por este motivo el sistema coordenado es 
extendido a tres dimensiones. 

El espacio tridimensional R' es el conjunto 

R) :::: {(x,y,z) I x,y,z e R} 

La tema ordenada (x, y. z) es llamado punto de R', el cual se denota con P (x, y, t.). 
Los números x, y, z son llamados coordenadas de P. 
Sean Ls.L,..L. tres líneas mutuamente perpendiculares. (Fig. 70) 

Estos subconjw1tos de R' son llamados ejes coordenados. 

L. ;; (x,y,z)! y = Z :::: O} (Eje X) L, :: {(x,y,z) I x = Z e Ol 

L, :: {(x,y,z) Ix:: J' = O} (Eje Z) 

L, 

)-_______________ L, 

(Fig.70) 

El único punto común de los tres ejes es el punto O «(). 0,0 ) llamado origen. 

(Eje Y) 
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Observemos que en cooa eje coordenado dos de las coordenadas están fijas en cero 
y la tercera varía sobre los reales. R1:presentamos así a cada eje como una línea. 

En este dibujo y en otros que realicemos, convendremos que el eje Y y el eje Z estén en 
el plano del papel. El eje Z puede ser visto como vertical y los otros como horizontales. 
LQS ejes en pares determinan tres planos mutuamente perpendiculares llamados planos 
'COordenados. (Fig.70 ) 

Los planos coordenados en R3 son los conjuntos 

P,,-,,={(x,y,z)¡z=O} (Planoxy) 

p.vz = { (x, y, z) Ix = O } (Plano yz) 

Pxz = { (x, y, z) I y = O } (Plano xz) (Fig. 71 ) 

z 

y 

x 
(Fig.71 ) 

Los planos coordenados dividen al espacio en ocho regiones llamados octantes, definidos 
como sigue 

1: { (x, y, z) Ix> O, Y > O, z> O} 

11 : { (x, y, z) Ix < O , Y > O ,z > O} 

III : { (x, y, z) Ix < O, Y < O, z> O} 

IV: { (x, y, z) Ix> O, Y < O, z> O} 

Los octantes V, VI, VII , VJ1Ison similares a ) ,11 ,111 Y IV ,respectivamente excepto que 
z<,(). 
Los primeros cuatto octantes 'Se oiee que están arriba del plano XY y los otros por abajo del 
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plano. ( Fig.72 ) 
Por lo tanto todo punto en R 3 pertenece a un plano coordenado o a uno de los octantes. 

111 
11 

(Fig. 72) 

La posición de un punto P (x, y, z) en este sistema coordenado esta determinado por sus 
distancias a los planos coordenados. La distancia de P al plano YZ es llamada coordenada 
x , la distancia al plano XZ es llamada coordenada y , finalmente la distancia al plano XY es 
llamada coordenada z . 

El punto P (x, y, z) está representado en la Fig. 73. El punto se localiza en el primer cuadrante. 
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z 

(O.O,z) 

P(x,y,z) 

(O,y,O) y 

(x, O. O)I~ ___ ->:V 

x 
(Fig.73 ) 

4.8 Flechas y Vectores. 

Sea ~(XI'YI . ,ZI) Y ~(X2'Y2 , Z2) dos puntos distintos en R3. Laflecha PI ·P2 

con punto inicial ~ y punto tenninal ~ tiene como componentes los números x2 - XI ' Y2 - YI , 

Z2 -ZI ' 

.--'} 

Notemos que si ~ es el origen, entonces las componentes de PI ,P2 son precisamente las 

coordenadas de ~ . (Fig. 74 ) 
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z 

y 

(Fig.74 ) 

Sea puntos diferentes en el espacio . 
... ~ - .-') 

P. ·P2 es equivalente a Q, ·Q2 si y solo si sus componentes correspondientes son iguales. 

Lo cual lo denotamos con :. ---4 

p.·P2· "'Q. ·Q2 

En R l
, al igual que en R2

, las flechas equivalentes tienen la misma longitud y la misma 
dirección. 

La definición de vector en Rl es la misma que en R2 
• 

_ .. . ) 

Un vector v en R3 con componentes a, b, e (en este orden) representa a todas las flechas P'-P2 

equivalentes cuyas componentes X;z - x., y 2 . y., ~ .. zl son a, b, e respectivamente. 

El vector se denota con v = (a, b, e). Le llamamos a ~ el punto inicial y ~ el punto terminal 

de la flecha. 
- ) 

Una flecha PI ·P2 con componentes a, b, e, se dice que es el resultado de 
aplicar el vector (a, b, e) al punto p.. 
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4.9 OperuioDes ton Vectores. 

Las dos operaciones básicas con vectores son la suma de vectous y la multiplicación escalar. 

Sean VI c(UI.b¡ .CI) y v¡ : (a¡.b¡.c¡) dos vectores en el espacio. 

La suma de VI y v¡ (en este orden) es el vector 

Si ¡;-:P y, :P) son representantes de v I Y v¡ ,respectivamente. entonces VI + v} 
I 2 2 1 

~ .. , 
está representado por la flecha PI " } 

Sea P¡(XI'YI .• ZJ y p¡,(:r¡.y},z¡) puntos y Ir un número real (llamado escalar). 
_., 

El producto escalar de P7 con Ir denotado por Ir P¡·P2. es la flecha. con punto inicial PI y , , 

s; '" N , "flecha" que coincide con el punto p¡. , , 
Extendemos la definición de producto escalar para vectores como sigue. 

Sea v ., (a, b, e) y .t un escalar. El producto escalar de V por Ir es el vector 
kv " (ka, kb, kc). A kv lo llamamos múltiplo escalar de v. 

Si v ~ (0.0,0) y Ir> 0, decimos que kv tiene el mismo sentido que 1'. 

Si Ir < O, decimos que .b tiene sentido opuesto a v. 

Las propiedades básicas de adición y producto escalar de vectores se enuncian en los 
siguientes teoremas. Las pruebas son meramente una extensión de las ya vistas en el caso del 
plano y se deja corno ejercicio al lector. 
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Teorema 1. 

Para todos los vectores v, VI, VJ:, V} Y escalares a, b se cumple lo siguiente: 

(1) (VI+VJ)+V3 =V,+(VJ:+Vl) (Ley asociativa) 

(2) VI + VJ: = VJ: + VI ( Ley conmutativa) 

(3) v+ O = v donde 0=(0,0,0) (Ley neutro aditivo) 

(4) v+(-v)cO donde -v - (-l)v (inversoaditivo) 

(S) o(b v) - (ob) v 

(6) O(VI+VJ:)=OV,+ uVJ: 

(7) (a + b)v =av+bv 

(8) l v - v 

De esto se sigue : 

., -~ -- ., 
Si vI:: O·p, y "2 "' O·P2 ,entonces " 1- "2 E P2 ·P, 

(Fig. 75 ). 
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z 

y 
o~------------~ 

x 
(fig. 75 ) 

Teorema 2 

Para todos los vectores v, VI, 1>:2, VJ Y todos los escalares e, eh e2 se cumple: 

(1) O" .. O 

(2)cO=.O 

(3) cv = O si Y so!o si c=O o \' ''' O 

(4) e VI '" e Vl y C~ O => VI '" V:2 

(5) C. "·C2 " y \I~ O =>C¡ " C2 

(6) \11+ l'2""v¡+V) => l'2"'l';I 

(7) -(\11+ VJ:) - - "¡-v:z 
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Sean VI Y V1 vectores distintos de cero. 
VI es paralelu a v, , si y solo si existe I e R lal que VI "" ( V1 

(esto es, VI es múJtiplo de v,) . Si vJ es paralelo a v, , esto lo denotamos con VI • v¡. 

- , . 
Si p .p represenla al vector VI y Q .0' represenla al vector VI ' entonces 

I , I 2 

~ II~ si y solo si VIII v,. 

Nótese que I '" O en e51a definición. Esto último significa que los ténninos paralelismu y no 
paralelismo solo se aplican a vectores distintos de cero. 

El siguiente crilerio nos muestra cuando dos vectores diferentes de cero son paralelos. 

si y solo si 
1

', " 1 
~ " 

• 1:; :: 1 'I~ ::1' O 

Demostración. 

Probaremos que si los determinantes son cero • entonces VI R v¡. 
Supongamos que los tres determinantes son cero. 
Sin perdida de generalización podemos aswnir que e, '1' O. 

Dado que el '1' O. podemos hacer t :: s.. , , E ', nlonces al;;:: ' ·al ;;::,·al • 

" 
h¡ "" _~I ' 17 = ( ·bl Y e, = lel • Entonces, v,= I vz' Además I '1' O dado que v, '" O 

" por Jo tanto VI 11 VI 
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Ahora probaremos que si V, 11 VI ,entonces 

Como VI W v¡ , entonces v, "'1 v¡ es decir (a" b¡.e,)=/(a¡.b¡.el ) estoes 

a, = Ial • b, = lb" e, "" lel despejando I en las tres etuaciones e igualando tenemos 

a, b, el f= - = - = - de donde 
al b,. el 

Análogamente para 

, obtenemos , 
1', "1- o 
~ " 

Por Jo tanto 

I ~ :: I = 1:: :: I = I ~ :: I O con lo que queda demostrado. 

Corolario. Si VI tiene todas sus componentes distintas de cero, entonces v, 11 Vl si y solo si 

~. = .b! = .el 
a: b) el 

( en tal caso v, también tiene 'odas sus componentes distintas de cero ). 

207 



4.] O Longitud; Producto Punto. 

La longitud o norma de un vector v = (a, b, c) es el número real no negativo 

I - -C> I 
Si P, .P~ es un representante de v, la longitud de P, .P: está definido por I p, ·p2 = Ivl 

Entonces, si P'(X"YI.,ZJ y ~(X2'Y2,Z2)' son dos puntos distintos en el plano 

esto es llamado también distancia entre p. y P2 . Como a continuación se muestra la definición 
anterior está motivada por el teorema de Pitágoras. ( Fig. 76 ). 

z 

y 

x 
/~/_-- Y2 - YI---7 

(Fig.76 ) 
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Las propiedades importantes de longitud las enunciamos en el siguiente teorema para vectores y 
flechas. 

Teorem.:S. Para todo vector v. vl ,V: yescalares k &ecumple 

(11 Ivl~o : Ivl'" O~ v'" O 

(2) I ·v l = Iv l 

( 3 ) Ik'v l = l kli vl 

(4 ) jv¡+v:14vl l-t h l 

(7) I pl ·p~ 1 "1PiP: 1 

A (4) se le conoce como desigualdad del triángulo. La igualdad solo se da cuando uno de los 
vectores es múltiplo escalar no negativo del otro. 

El prcHiuclo punlQ de VI ; (o" b¡ ,c,) y v2 = (a! ,bl,c!) ( en este orden) se denota como 
VI • VI )' es el número 

Las propiedades básicas del producto punto se dan a continuación. 
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Teorema 4. Para lodos los ve<:lores v, VI . \>2, VJ Y lodos los escalares c se cumple lo siguiente: 

(ley conmulativa) 

(4) '.' =I~' 

(7) 0 - 1'=0 

(8) v-v = O~v""O 

Probaremos la desigualdad de Cauchy's y las demás panes se dejan como ejercicio al lector. 

desarrollando las muhiplicaciones, simplificando y transponiendo todos los términos a un lado 
obtenemos la desigualdad equivalente 
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r (8] )2 .(b2)2. 2·8] .12 ·b] -b2 + (b] )2. ( a2?] + r (8]t( c2)2 .. 2·a J ·a2 ·c ] ·c2 .,. (c]? ( a2)2] 

... [(b]t(c2/ - 2·b] ·b2·CI·C2 + (clt (b2)2]20 

Dado que la suma de cuadrados nunca es negativo, la última desigualdad se cumple para todos los 
números reales, y la desigualdad de Cauchy también. 

Además 

Por 10 tanto 

EsIO, como ya lo hemos visto, se cumple siempre y cuando v. 1I v1 ,de modo que 
VI '" VI (,~O). 

Si VI '" i:J Y \': = O , enlonces ambos miembros de la desigualdad son uro y se cumple la 
igualdad. 

Si VI - , v¡ para algón (/ ". O), entonces ambos miembros se reducen a 

De lo anterior llegamos al siguiente colorario. 

Además, la igualdad se cumple si y solo si uno de los vectores es O ,o uno es múltiplo esca1ar 
positivo al otro. 
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4.11 Angulo utre dos vectores; Direc:dóD de UD vector. 

Asumimos que la le)' de los cosenos se cumple en R3 

Entonces 

(Fig.77 ) 

P, 

., 

p.~:j'L-________ -:.~, ______________ -"p, 
(Fig.77) 

Equivalentemente 

Por otra parte, 
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De( l )y (2) tenemos 

Dado que VI y v1 son distintos de cero, cose = 
hlhl 

Por tanto, cosO se puede expresar en términos de: las componenle:s de los vectores VI y Vz . 

Esto sugiere la siguiente definición 

Sean VI Y v? dos vectores distintos de cero. El ángulo entre VI y v¡ es el ángulo definido por 

co~e = 
hlhl 

, osO::: . 

Nótese lo siguiente. 

De la desigualdad de Cauchy, se sigue que O = O si y solo si VI"" I v" I > O ; esto es, 
VI y v¡ son paralelos y tienen el mismo sentido. 
Simi larmente (j ::o 1C si y solo si VI - , v" 1< 0; esto e:s VI y v, son paralelos y de sentidos 
opuestos, 

Observemos que pata Veclores distintos de cero, O =·i si y solo si VI - V, = O. 

Esto motiva la siguiente definición. 

VI Y v¡ son ortogonales ( perpendiculares) entre: si, si y solo si VI . 1'1 = O. 
Si VI Y 1', son ortogonales entre si, este hecho lo denotamos como VI 1. 1'2' 

Nótese que iJ es ortogonal a todos los vectores. 

Además, O es un ángulo agudo (o < 0< %) si y solo si VI - v, > O y O es obtuso 

(% <O<1t) siysolo si vl_v,<O. 
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4.12 Proyección Vectorial. 

El concepto de proyección de un vector sobre otro también se generaliza para R·' . 

Sean v, y v2 vectores distintos de cero y sea u = _¡v'l . Entonces u es un vector unitario en el 
v, 

mismo sentido que v •. 

La proyección de v2 sobre v, se define como sigue: ( Fig.78 ) 

donde e es el ángulo entre v. y "2 

hl·lco,.91 
u 

(Fig. 78) 

De (#) tenemos ( ) = 
,Proyv2 (vI) 

111 • v2 VI 

Ivll I v;¡ 

Como u = 1::1 y es unitario en el mismo sentido de v, • al número se le 

llama componente de v2 sobre v, . 
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La componente de V2 en VJ se denota con (Compv2) h) = 
hl 

Nótese lo siguiente: 

Si (Compv2 ) (v) > O entonces (ProYV2) (v) tiene el mismo sentido que VJ. (Fig. 79)' 

Si {Compv2) (v) < O entonces (ProyvJ (v) y VI tienen sentidos contrarios. (Fig.80) 

Si (Compv2 ) (v) = O entonces Jos vectores VI y V2 son ortogonales 

(Fig.79 ) 

VI 

( Fig.80) 

Como la componente de un vector 'Sobre otro vector tiene un significado geométrico defrnido, la 
relación entre componente y prorlucto punto introduce una interpretación geométrica del producto 
punto. 
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Según la definición de componente 

hl 
esto es 

¡VI ¡.(Compv2)( \ 
, I vI ) 

Lo que quiere decir que el producto punto V2 • " 1 es la longitud de VI multiplicada por la 

componente de v2 sobre VI • La componente de "2 en el sentido de "1 también puede escribirse en 
la forma 

(Compv
2

) (v¡) = ! v
2

!·cos6 donde e es el ángulo entre VI y v2 ' 

dado que cose =-----

{Proyv \ ( , = ('Compv \ ( ) .u . . . De lo anterior se concluye que 2) VI) 2J VI donde u es un vector urutano en el 
sentido de VI • 

Sea V = (a, b, e) un vector arbitrario en R3 

Podemos escribirlo como 
v = (a,O, O) + (O, b,O) + (O,O,c) 

v a( 1, O, O) , b( O, 1.0) + c( O, O, 1) 

Si escribimos i = (), O, O) , j = (O, 1, O) y k = (O, 0, ) tenemos v = ai + bj + ck 

Esta suma es llamada combinación lineal de i, j , k y es única. 

Nótese que lil = 111 = Ikl =) y que i • j = j - k = k- i =0 

Por esta ra;zón i,j y k son llamados vectores unitarios mutuamente ortogonales. Se dice además 
que ellos forman un conjunto ortonormal de vectores. (Fig.81 ) 
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Sea v = ai + bj + ck un vector diferente de cero. Los ángulos directores a,p y r de v son los 
ángulos entre los vectores básicos i, j Y k Y el vector v, respectivamente. 

La terna ordenada (a,p,r) es llamada dirección de v. (Fig.82) 

z 

y 

x 
(Fig. 81 ) 

z 

y 

x 
(fig.82 ) 
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tenemos cosa = v- ¡ 
cos~ cosy = 

1_1 1·1 donde 

Dado que v· i = 11 , v· j = b, v· k = e ,y que i, j • k son vectores unitarios, los cósenos 

de los ángulos a.fl,r están dados por: 

b 

1- 1 
, 

, toS, 1: ¡-;¡ 

Estos son llamados cósenos directores de v. 

Nótese que 

La suma de los cuadrados de los cósenos directores es l . Además, la dirección (a,p.r)esta 

completamente detenninada por la tema (cosa, cos fJ, ros r ). 

Dado que 

a " Iv I-<:osa . b = I v I · eos~ . e " \ v ¡'COS} 

El vector v se puede escribir como 

Así que el vector v está completamente determinado por su longitud y su dirección. 

Por lo tanto, dos vectores son iguales si tienen la misma dirección y longitud. 
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Teorema 

Sean VI con dirección (a.,p.,yJ, y V2 con dirección (a2,P2,yJentonces, 

(1) VI Y V2 son paralelos y tienen el mísmosentido si y-solo si (a.,p.,y.) = (a2,P2,yJ 

(2) VI Y V2 son paralelos y tienen sentidos opuestos si y solo si 

(al,p.,y.) = (ff - a2,fT - Pl,ff - Y2) (Fig.83 ) 

2 

y 

(Fig.83 ) 
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Nótese lo siguiente: 

(1) Si v = • . j ~ bj .,. c ·k tiene dirección (a ,p ,1 ) entonces el vector unitario 

, 
" " _ = cosa·i +cosPj l- cos y·k 

1, I 

(2) Dos flechas son equivalentes si y solo si tienen la misma dirección y magnitud. 

(3) Si u L y 112 son vectores unitarios en la dirección dev L y v2 entonces 

II L= cosal ·i + cosP ljl· COSY J·k 

11 2 = cosa1·i + eosP2 j l oosY2·k 

entonces el ángulo entrevL y v
1 

esta dado por 
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4.13 Producto Cruz. 

Otra importante operación <:on vectores es el producTo cruz de dos vectores. 
Esta operación sólo se define parta vectores en el espacio tridimensional. 

El producto cruz de v y u es el vector 

Nótese que v x u se obtiene al expandir el determinante 

j k 

Por menores a lo largo del primer renglón. Tenemos 

j k 

vx u = o¡ 0 2 03 

b¡ b2 b3 

De lo anterior se sigue que u x v = -(v x u) 
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Esto se debe a que el segundo determinante se obtiene del primero al intercambiar dos 
renglones. El producto cruz sirve para determinar el paralelismo de vectores. 

Dados dos vectores diferentes de cero v y u son paralelos entre si, si y solo si 

= = = O 

Por tanto, v 11 u si y solo si v x u == O 

Las propiedades básicas del producto cruz se enuncian en el siguiente teorema. 

(1) Oxv=vxO=O 

(2) u x v == -(v x u) (ley anticorunutativa) 

(3) vxu=O siysoJosi v y u sonparaleJos (v, u ~O) 

(4) (cv) x u = vx(cu)== c(vxu) para todo escalare. 

(5) v .l. v x u y u.l. v x u 

(6) vx(u+w)=vxu+vxw 

(7) Ivx ul = IvIlulsenB, donde (} es el ángulo entre v y u. 

Nótese lo siguiente: 

a) La propiedad (2) nos indica que v x u y u x v tienen la misma magnitud y sentido 
contrario. 

b) La propiedad (3) implica que v x u = O para todo vector v. 

e) La propiedad (5) enuncia que vx u es ortogonal a v y u. 
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Observemos además que 

ix.i = 1 

O 

j k 
O O =Oi+Oj+lk:=k 

O 

Similarmente 

jx k = j 
kxi = j 

Probaremos (5) Y (7), quedando los demás incisos como ejercicio para el lector. 

Sean u, v E R3 vectores distintos de cero. Probaremos que v.1 v x u y u .1 v x u . 

Prueba. 

ve(vxu) = O. 

Por lo tanto v.1 v x u 
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Análogamente 

JI - (!I X u) = (a,.a2.u) - (b) . u) - b) al.b) ·al - ~ ' u),b, ,ul - bl ·a,) 

u - (!IX u) "'A . (~ · al - bJ • al )+ UI ·(b) ·u, - b, ·ul )+ ul ' (h. . ul - b~ ·a,) 

u _(!l x u):::: u, ·u)· b¡ - u, ·al ·bl +a, ·a¡ ·bl -a¡, ol· h. +ul 'UJ ·b, - al ·a, · ~ 

Por lo tanto u .! v x u 

Ejemplo 

Demostrar Iv x ul '" IvllulsenO ,donde 6' es el ángulo entre los vectores v y u. 

Solución. 

Sean v :::: (aL, 0:2, U3) Y JI- (bl,~, b1) 

Calculando el cuadrado de la norma de JI x v obtenemos 

Ivx ul
l 

c: (01 .~ -o) .blf + (al ·bl -01 . ~)¡ ... (u, ' l?, -al 'h./ 

desarrollando y factorizando 

Ivx ul
2 

:::: (alf ... (a2f + (ulf )'«bJ ... (l?,f +(b} )- (a, · bl + al .h-¡ + u, .b} 

Iv x ul2 clvll' lull _(v _u)1 (#) 

Por otro lado sabemos que 

v- u =: 1~lul cosO donde 6' es el ángulo entre v y u. Susti tuyendo en (If) tenemos 
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1 1
2, ,2 j 12 2 V X U = ¡Vi . U • senO 

de 'donde Iv x Ul = Ivl' lul' senO 

Hacemos notar que senO ~ O, pues O -5 O ~ 7r . 

Esta propiedad tiene la siguiente representación geométrica. (Fi,g.84) 

v'x'u 

v 

I 

Jlul 'sonD 
I 

(Fig.84 ) 

Como lulsen8 es al altura del paralelogramo de lados V y u , Ivl -es la base del mismo. 

Entonces Ivl' ~ul' senO) representa el área del paralelogramo y es la norma de l' x u . 

Es decir Iv x ul es el área del paralelogramo, con lados u y v. 
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4.13 Triple Producto Escalar. 

Dados tres vectores u, v y w en R3
, entonces como v x u es un vector, podemos formar el 

producto punto de u con v x u . A este producto le llamamos triple producto escalar. 

Definición. Dados tres vectores u = ( a), a2, a3), v = (bl ,b2,bJ Y w = (e), e2, C3) 

el triple producto escalar de u, v y w, denotado por [u v w ] , se define como el número 
real. 

[uvw]= u.(vxw) 

al a2 a3 

[uvw]= bl b2 b3 

Mediante el cálculo directo puede demostrarse que 

[uvw]= u.(vxw}=v.(wxu)=w.(uxv) (##) 

es decir 

[uvw]= [vwu]= [wuv] 

Lo que se deja como ejercicio al lector. 

Esto muestra que el triple producto escalar no cambia por permutaciones cíclicas de los 
vectores. 
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Por otra parte como el producto es corunutativo, la ecuación (##) puede escribirse como 

[uvw]= (vxw)eu={wxu)ev=(uxv)ew 

de donde se deduce que 

[uvw]= ue(vxw)=(uxv)ew 

Esto último significa que podemos colocar el punto y la ~ruz en cualquiera de las dos 
posiciones posibles. 

El triple producto escalar tiene una interpretación geométrica. 

Sean u, v, w vectores con el mismo punto inicial Po y P el plano que pasa por Po Y con 
vectores directores v y w . Como se muestra la figura 85. 

v-x-"" 

p 

(Fig.85) 

227 



Tenemos: 

[u\lwl"'u e (\lXW) 

[u \lw] '" lul' I\lX ~.cosB donde B es el ángulo entre u y (\I X w) 

I u \lW ) '" Ivx W¡ .!ul·cosB 

( u \1 w l"' lvx ~ Compu("v x w) 

Como Proyu(v x w) Y vx w tienen el mismo sentido entonces Compu(v x w)es positivo. 

En este caso se dice que la tema u, \1, w están orientados positivamente. 

y por lo tanto u y \1 X W se encuentran 8 un mismo lado del plano. 

El triple producto escalar [ u v w ] representa geométricamente el volumen del 
paraleleplpedo fonnado por los vectores u, v, y w . ( fig .86) 

p 

(Fig.K6 ) 

Como sabemos el volwnen del paraleleplpedo es el érea de la base por la altum. 
La base es un paralelogramo de lados \1 y W ,cuya área es Ivx W¡. 
Así mismo, la altura es lul· cosB donde B es el ángulo entre u y \1 X W 

Por tanto lul·cosO"' lul y Volumen = Ivx~ Compu(vxw) = ue{vxw) "' lulO w] 
Si [ u v w] < O entonces -1 u y w] es el volumen del paralelepípedo de lados u, Y, w. 
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V LINEA RECTA. PLANO. 

5.1 Línea Recta en el Plano. 

Una aplicación del análisis vectorial consiste en derivar una ecuación vectorial para la recta. 

Consideremos la recta L por los puntos, Po(xo, YO) Y p¡ (x¡ ,y¡) (fig.87). 

y 

L 

o 

(Fig.87 ) 

Los radiovectores OP' y Op' determinan los puntos Po Y PI respectivamente. 
o I 

La flecha PoP¡ esta sobre la recta L . 

Sea PoP¡ = v con v = (a, b) (es decir, a = XI- Xo; b = YI - Yo) 

al vector v se le llama vector director de la recta L. 
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Supongamos que P(x. y) es un punto arbitrario de la reCIa. 

El radio vector op detennina el punto P. 

Como las flechas PoP y PoP¡ son paralelas, hay un escalar t tal que 

-~ ~ 

po·p - 1 PO'P
I 

obien 

~ 
P .p - 1 v , 
Para localizar cualquier punto P en la recIa L, tenemos : 

~ ~ ~ 

OP = OPo '" po'p 

~ -~ 
OP :=: OPo 1" l ·\, 

, 
romo Op:=: P y 

.-- -~ 

OP o = Po , tenemos lo siguiente: 

P es un punto de la recta si y solo si 

P = Po+\\"conteR (Fig.SS) 

En general el conjunlo de puntos de la recta L por Po y paralela a v se puede especificar 
como sigue: 

A la ecuación P = Po+ tv se le llama ecuación vectorjal de la recIa. 
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y 

o 

Como v = Po' Pila expresión anterior toma la fonna: 

p = Po+ t.(p~.P~ ) de donde 

t~ . .r..>.J I~II ( "o. Yo) i ' t '.( x. - "o';;; '= 'Y~)) 

(x,y) = r"o ·l t· (X. - "o)'YO+t ·(yl-yO)] 

x = "o + t, (xl - "o) 
(1) 

o bien, si escribimos a = XI - Xo y b = YI - Yo 

x = "o + t ·a 

y = yo+t·b 
(2) 

(Fig.88) . 
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(1) Y (2) son llamadas ecuaciones parametricas de la recta. 

En (1) se dice que la recta pasa por los puntos Po Y PI . 

y en (2) la recta pasa por Po Y con vector director v. 

En resumen podemos afirmar que una recta L está determinada cuando se conocen las 
coordenadas de dos puntos de L o si se conocen las coordenadas de un punto en L y un vector 
director de L. 

El conjunto de valores del parámetro t se puede restringir a un intervalo cualquiera. 

y 

o 

(Fig.89 ) 

1) Si t = O, P = Po se trata del punto Po. 

2) Si 0$ t $1 , P recorre el segmento de recta P o·PI 

Por lo tanto podemos definir vectorialmente al segmento PO.P
I 

como 

3) Si t .~ O , P recorre la semirrecta con punto inicial Po Y que pasa por P,. (Fig. 89) 
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Definimos a este conjunlo: 

_., 
~ 

po·p ={ pi P z:: PO+ I·Y, OSI } 

Las definiciones de segmento, semirrecta y recta que pasan por Po Y PI se diferencian 
únicamente por el rango de valores que toma el parámetro. 

Ejemplo l. 

Encontrar la ecuación parametrica cartesiana de la recta L que pasa por los pUnlOS PI (.1, 2) Y 
P2 (l. 4). Y hallar algunos puntos sobre la línea. 

Solución. 

Las ecuaciones parametricas de la recia que pasa por PI y P2 son: 

x= · I + t-(J + 1) = - 1+2·( 

y = 2 + 1·(4 - 2) = 2 1 2·1 

Enconlremos alglUlOs puntos sobre la recta. 

p,,, 
( " O P " (- J, 2) 

(" Q= ( 1,4) 

(" 
1 

S " (0,3) -
2 

Ejemplo 2. 

Calcular las coordenadas de los plmlos que trisecan al segmento de recta cuyos extremos son 
Po (6. 3) Y PI (9.6). 

Solución: 

El vector l' que va de Po a PI es 
~ 

l'=,PO·P I = (3.3) 
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Por lo cual la ecuación vectorial del segmento está dada por 

O:::t :: I 

Las coordenadas del punto que estA en relación a Po a una tercera parte de la distancia que 
I 

separa a Po de PI corresponden a t - 3" . 

(x,y) = (6,3) ~-..!.. (3,3) 
3 

(x,y) = (6, 3) ·1 (1 , 1) 

(x,y) = (7,4) 

y las coordenadas del punto que está en relación a Po a dos terceras partes de la distancia que 
2 

separa ti Po de P1 corresponden ti t '" - . 

(x,y) 

(x,y) 

= (6,3) + ~.(3.3) 
3 

= (6,3) + (2,2) 

(x,y) = (8,5) 

3 

Asflospuntosquetrisecanalsegmento PO ·PI son (7,4) y (8,5). 
Hay que hacer notar que una recta L tiene un número infinito de vectores de dirección, pues 
hay un número infinito de vectores paralelos a la TI~eta. y cada uno de ellos es un vector de 
dirección de la recta. 

En particular si tomamos cualquier par de punlos sobre 1, P1 Y 

. . _~ 

p.p := V'J son vectores directores de la recta L. (Fig.90) 
2 , 

~ 
p .p 

P2 j enl()nces I 2 - VI Y 
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y 

o 

(Fig.90) 

La pendiente de una recta L, esta determinada por la pendiente del vector. 
No hay que olvidar que los vectores directores son paralelos, por lo que todos 
ellos tienen la misma pendiente. 

Sea v = (a, b) el vector director de la recta L cuya ecuación vectorial es 

P = Po + t ·v 

La pendiente de L es m =~- con a * O . 
a 

i) Si m = O, la recta es horizontal. 

ii) Si m es indefinida L es vertical. 

De (1) 
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despejando a t de la primera ecuación 

sustituyendo en la segunda ecuación 

y - Yo "' 

Y .- Y 
Y- Yo· ~ _ ~ (, - "o) 

obtenemos la ecuación de la recta en su forma de IO.f dos puntas. 

Nóteseque h=Yt-Yo a=xl-xo 

Ahora podemos escribir la ecuación (4) como 

y - Yo = m-(, -"o) (5) 

Esta es llamada ecuación de la recta en su forma puntQ -pendiente. 

Agrupando ténninos en (5) tenemos 

y = mX- ffi\ + Yo 
Y = mx+ b de donde b = Yo - m\ 

y la ecuación de la recta toma la forma pendiente - ordenada al origen. 
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Sean {a,.o) y ({J, b) son los puntos de intersección de la recta L con los ejes X y Y 
respectivamente, con a, b "* O 

De 1a ecuación (4) tenemos 

y .. 0= ~~.(x- a) 
0 - a 

y = -.!: .(x - a) 
a 

la cual se puede escribir 

~+ .~ = 
a b 

Esta es llamada ecuación de la recIa en suforma simétrica. 

( Fig.91 ) 

(Fig.92 ) 
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Dado que v :¡t O cuando a :¡t O o b:¡t O ; despejando a I de (2) tenemos 

" = "o T I·a 

)' = Yo 1 ¡ ·b 

igualando 

desarrollando 

Si hacemos 

(2) 

(') 

entonces la ecuación (.) adquiere la forma 

Ax ·¡ 8y ·t- C = O (3) 

= x- 110 

• 
= Y - Yo 

b 

Esta ecuación es llamada I!cuación genl!rul cartesiana de /0 rl!cta. Toda recta tiene una 
ecuación de esta forma. De esta manera podemos llevar 
la ecuación vectorial de una recta a su fonna cartesiana Y vicever.;a. 

Hacemos notar lo siguiente: 

1) La recta oon ecuación Ax .... By + e ., o es paralela al vector 

v = {a,b) = ( - B,A) 

deducimos entonces que '7 " ( A, B) es perpendicular a v, pues que 
v - ,, ::: -AB +AB : O. 
El vector 1] es llamado el vector normal de L. 
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De )0 anterior podemos afirmar )0 siguiente: 

Si P1(x), YI) E L entonces P(x, y) E L si y solo si P1'P .17] esto es, 

----j 

PI .p • 7] = O. ( Fig.93 ) 

y 

L 

p (x, y) 

B 

(Fig.93 ) 

De donde 

A·(x- x.)+ B·(y- YI) = O 

Ax+By+(-Ax1 -By.) = O 
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Obtenemos la ecuación genera1 canesiana de L que pasa por el punto PI '/ con vector 
director (A, B). 

Ax+By+C - O con C=(-Ax-By) 

Donde A o B son diferentes de cero y e puede o no ser diferente de cero según el caso. 

Caso I 

A".O,B - O 

La ecuación se reduce a la fonna ; 
e 

r=- -
A 

la cuál representa a una recta paralela al eje Y. 

Caso 11 

A=O.B.$O 

La ecuación toma la forma; y '" -~ que representa a una recta paraleJa al eje X. 

CasoIII 

A".O,B.$O. 

Despejando a y obtenemos la ecuación 

A e 
y""- -· r- · 

B B 

con pendiente - ~ y ordenada en eJ origen - ¡. 
Dicha recta fonna con eJ eje X un ángulo a medido en sentido positivo llamado ángulo de 
inclinación de L. (Fig.94) Este ángulo está defInido por la relación 

A 
tana=m:::- -

B 
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L 

De lo anterior notemos lo siguiente: 

.) L . l· 7r 1 es vertlca SI a = -
2 

ii) L es horizontal si a = O o a = 7r 

Ejemplo 3 . 

(fig.94 ) 

Escribir la ecuación de la recta L que pasa por los puntos PI (1 , -2) Y P2 (2, 5) 

a) En su forma de los dos puntos 
b) En su forma punto - pendiente. 
c) En su forma simétrica. 
d) En su forma pendiente - ordenada en el origen. 

a) Solución: 

y -1 2 =~-= - ~- 2~.(x _ 1) 
2- I 

o y - 5 
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b) Solución: 

'1 + 2 ::: 7·(x ·- .2) o '1 - 5 ::: 7·(x · 2) 

e) De (b) las intersecciones con los ejes son: 

a ::: 9 y b::: - 9 . 
7 

La fonna simetrica de la recta es: 

la cual se reduce a . x- 2'1 T 8::: O 

d) 'j - 7x - 9 

Notemos que cada una de las fonnas se reducen a la fonna general 

7x- y - 9= O 

Ejemplo 4. 

Escribir la ecuación de la recta L en su forma general . 

a) Cuya intersección con el eje X es 4 y pasa por el punto (3, -1) 
b) Cuya ordenada en el origen es - 2 'j pendiente S. 
e) Pendiente 3 e intersección con el eje X en 8. 
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SoluciÓn: 

a) a = 4 . Utilizando la forma simélrica !. +!.. = l . Sustituyendo el punto (3, . 1) en la 
a b 

ecuación tenemos 3 + =.!. = I cuya solución es b = • 4. La ecuación de L es por Jo tanto 
4 b 

':' + ...!..... = I , la cual se reduce a x-y-4"'O. 
4 -4 

b) b = -2 Y m - S . La forma de la recta punto - pendiente es y '" Sx - 2, reduciéndola a 
su forma general 5x - y - 2 = O. 

e) m = 3 y a e 8. Usando la forma punto - pendiente tenemos y - O - 3 (x - 8) , la cual se 
reduce a 3x-y-24 = O. 

Ejemplo 5. 

Encontrar la ecuación de la recta L que pasa por el punlo PI(2, -3) Y tiene como vector 
normal ,, = 3i-4j. 

Solución. 
- ; 

P(x, y) eL si y solo si ". PI·p",O. 

Por lo tanto 

3(x - 2) ¡. (-4) .()' + 3)'" O sereducea 3x - 4y - 18 = O. 

Dado que L es paralela al vector v - 4i + 3j las ecuaciones parametricas de L son: 

x'" 2-t-4t 
L 

y"'·3-t-3t ,tER 
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Ejemplo 6. 

DadaL : x -2y+8 = O. 

a) Encontrar un vector perpendicular a L. 
b) Encontrar un vector paralelo a L. 
e) Escribir un conjunto de ecuaciones parametricas para L 
d) Encontrar la pendienle y las intersecciones de L con Jos ejes. 
e) Dibujar la gráfica de L. 

Solución. 

De la ecuación x -2y + 8 .. O 

A "" J.B " -2.C =8 

a) Un vector perpendicular a L es V1= i - 2j 

b) Un vector paralelo a L es Vl" 2i + j 

e) Para encontrar un punto sobre L, sustituimos cualquier número para x, digamos x '" 1 • 

entonces y :c ~ j así ( 1 , ~) eL Utilizando a V2 " 2i + j como vector director, obtenemos 

las ecuaciones 

9 
y: - +I 

2 

lE R 

Despejando el parámelro t , de ambas ecuaciones e igualando tenemos: 

9 ,--
2 

lo cual se reduce a x - 2y + 8 "" O. 

d) Del inciso e) obtenemos y = ~ x+ 4 , la ecuación en su fonna 
2 

pendiente - ordenada en el origen, con pendiente ~ y ordenada en el origen 4. 
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Por lo tanto las intersecciones de la recta con los ejes X y Y son los puntos (-8, O) Y (0,4) 
respectivamente. 

e) Gráfica de L. 

l 

4 

" 
., . 6 .4 -2 2 

" 

S.2 ÁDl!:ulo tIIlrt dos rectal. 

Sean LI Y Ll dos rectas con ecuaciones 

y 

respectivamente. Entonces VI " (-BIo Al) Y V2 .. (-Bl. AV son vectores directores de LI y 
L.!; y vectores nonnaJes nI = (Al. BI) Y nl '" (Az, 8 1). 

Por otra parte recordemos que el ángulo {J entre VI y Vl esta dado por 

OS{J Sx 
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Definimos el ángulo entre L, y L2 como el ángulo; dado por 

os;s~ 

Nótese que al interceptarse dos rectas L, y L:! se forman dos ángulos suplementarios de los 

cuales, por definición tomaremos como ángulo entre los rectas al comprendido entre O y !!.. 
2 

. Entonces.. ;:() ,si OS()S% y ; ", tr - () . si ~S(}Str. en este caso decimos 

que (} es el Angulo suplemento entre dos rectas. (Fig.95 ) 

" 

" I 

( Fig.95 ) 

Nótese que: 

Es decir () es el ángulo entre los vectores normales a LI y L,. . 

Por lo tanto ; lo podemos definir en términos de los vectores nonnales de LI y 4 . 
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(7) 

Como consecuencia el ángulo entre dos rectas está dado en ténninos de 
sus vectores directores o de sus vectores nonnales. 

De (7) Y usando la identidad (cos;Y + (sen;Y = 1 ,obtenemos: 

sen(4))= (8) 

Si; "" O en (8) tenemos A ·8 _ A ·8 = O 
I 2 2 I 

DedondededucimosqueL1"L,: siysolosiA1,B2- A2,B. '" O 

La expresión anterior la podemos escribir como el detenninante 

lA, B, I ".. O o corno la razón 
Al Bl 

Podemos decir entonces que dos rectas son paralelas si y solo si ambas tienen la misma 
pendiente o son verticales. o bien, si tienen el mismo ángulo de inclinación. (Fig.96) 
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(Fig.96 ) 

Si L. Y L2 son paralelas y tienen la misma ordenada al origen, entonces coinciden.( Fig.97 ) 

( Fig.97) 

Por lo tanto L. y L2 tienen la misma intersección con el eje Y si y solo si 

lB. B21 0, en forma de determinante = O . 
C. C2 
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Por tanto, la condición para que dos rectas no verticales LI y 4: sean iguales es: 

o en forma de determinante, suponiendo que A2, 8 2, el son diferentes de cero_ 

En caso de que LI y 4 sean rectas verticales, éstas son coincidentes si 'i solo si 

Si ; ::: ~ ,decimos que LI'i Ll son perpendiculares entre si_ De ( 6 ) vemos que LI J. Li: 

si y solo si AI-A2 + 8 1-82 '" O _ Cuando las rectas son no verticales, la expresión 

anterior se puede escribir como 

Si denotamos a la pendiente de LI 'i 14 por mi Y m2 respectivamente, tenemos que 
L1.1 L,: si y solo si (m¡)(ml)::·1. 

Entonces dos recIaS no verticales 90n perpendiculares entre si, si y solo si el producto de 
sus pendientes es igual a·) o, equivalentemente, si la pendiente de una es igual a la 
reciproca negativa de la pendiente de la otra_ 
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Ejemplo 7. 

Encontrar el angulo entre las rectas. 

L
I

: 2·x- 3·y + I = O 

Solución. 

cos(41 ) = 

Por lo tanto, ; = ~ y concluimos que LI.l L2 

Nótese que 3 "2 esto es, "1 = 

Ejemplo 8. 

Encontrar el ángulo entre las recias 

LI : 2'x+ 5'y + l:: O y ~: 2·x+ 2y - 1 = O 

Solución. 

cos(!ll) = 
12-(2) + ' ·(2) 1 

J4+ 2,.J4+4 

Por lo tanto , ; :: 23°11'54" 

= __ '4_ = 0.919 

.[,9 . .[, 
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La mediatriz de un 'se.gmento rectilíneo p) , P 2 es la r~ta L que pasa por el punto medio M 

de P ).p 2 Y es perpendicular a dicho segmento. 

Ejemplo 9. 

Encontrar la ecuación de la mediatriz del segmento PI ·P2 cuyos extremos son Pj(2, 2) Y 
P2(-2,6). 

"Solución. 

El punto medio del segmento 'p-.p es M(O,4) 
I 2 

La pendiente del segmento rectilíneo es -~. = - 1 
4 

Por lo tanto dado que la pendiente de la perpendicular es el recíproco negativo de (-), la 
ecuación de la mediatriz es 

y-4 = l(x - O) 

esto es -x+y-4=O 

Es conveniente tener una formula para el ángulo ; en términos de las pendientes de LI y 4. 

Suponiendo ; ,# .tt.. de ( 7) Y (8) tenemos 
2 

tan(G> ) = sen(G» = 
cos(4) ) 

Si LI o L2 son rectas no verticales, podemos dividir el numerador y denominador por 

tan(4) ) = 
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5.3 DlstaDcia de UD patito a UD. reda. 

Supongamos que queremos encontmr la distancia de un punto Pt(x" y¡) a la recta L con 
ecuación cartesiana Ax + By + e :c: o y cuyo vector noonal es n '" Aí + Bj 

Recordemos que por convención tomamos como distancia de un punto a una recta, a la 
distancia más corta que hay entre el punto y la recta; ésta, se mide a lo largo de la 
perpendicular del punto a la recta. 

En la figrua 98 la longitud del segmenlo P I,P2 nos represenla la distancia del puntoP t 

a la recta L. 

, 

" 

, , , 

" 

, 

'. 

" 

(Fig.98 ) 

Para hallar dicha distancia consideremos la Unea L] que pasa por P](XI. y]) Y es 
perpendicular a L. Las ecuaciones parametricas de dicha recta son 

X::X1 +At 

,1 e R 

Sea Pl (X2, Y2) es el punto de intersección de L y L]; éste se obtiene sustituyendo x, e y de 
las ecuaciones parametricas de L] en la ecuación de 1.. de donde se tiene (Fig.99) 
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Resolviendo para 1 

t = 
A."J + B·YI ·j· e 

A2
¡. B2 

(Fig.99 ) 

Denotemos este valor de 1 por I} sustituyendo el valor de 11 en la ecuación parametrica de 
LI obtenemos las coordenadas de P2. 

Ahora que conocemos las coordenadas de P2 basta con encontrar la longitud del 'Segmento p,.p 2 

para definir la distancia de PI aL. 

d2 = (", + At, _. ", )2 + (y, '1_ Bt, _ y, )2 

d2 = (A2 + 82)'(t, )2 
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(sustituyendo el valor de tI ) 

d2: (A.~ + 8YI ·I" C? 
Al .¡·02 

d = I A .~ + BYI + C I 

JA2+;; 

Nótese que d '"' O si AXI'" BY1 ... e e O, es decir si PI e. L. 

Ejemplo 10. 

Enconlrar la distancia del punto Pt(4, 6) a la recta L: x'" y -3 = O. 

Solución. 

De la ecuación general cartesiana de L tenemos 

A - J, 0 " 1, C~·3 

Entonces 

d • 11(4) + 1(6) - 3 1 

por lo tanto 
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Sean L, Y L2 BOS rectas no paralelas cuya intersección forman dos ángulos suplementarios 
; y f( - ;. Llamamos bisectriz de ángulo a cualquiera de las dos rectas equidistantes de 
LI y k. Cada una de ellas divide a alguno de los ángulos; y f( -; por la mitad. 

Sean 

T. : A 'X i - B -y + e = o '""2 2 2 2 

Las ecuaciones cartesianas de L, y L2 con vectores normales n, = (Ah B,) y n2 = (A2. B2) 
respectivamente. (fig.lOO) 

11- 41 
2 

B' 

-+------------~~~--------~p~---- B 

L2 (fig.lOO) 
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Supongamos que P(x, y) es un punto cualquiera de Wl8 bisectriz B, 

De la definición tenemos: 

es decir 
I A. 'JI + B(y + C. I .. 
J(A, )' + (B,)' 

Elevando al cuadrado 
ambos miembros 
obtenemos 

(A. ,X+ BI,y + CI )~ .. (A2,X+B2,y + C2)2 

[J(A,)' + (B,)']' [J0.;);:"(B,);]' 

Sean h Y k tales que 

h 'I~I = ~(A'y + (B,y 

k = In,1 = ~(A,y + (B,y 

La ecuación anterior toma la fonna 
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de donde 

I(A,x+ B,y+C,)·*Y -1(A,x+ B,y+C,).hY • O 

factorizando 

iguaJando cada factor a cero obtc:aemos 18$ ecuaciones de las bisectrices 

Ambas bisectrices son perpendiculares entre si, dado que: 
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En resumen podemos concluir lo siguiente: 

Para todo par de rectas no paralelas Ll y k : 

1) Hay dos bisectrices B y B' las cuales son perpendiculares entre si. 

2) Una de las bisectrices divide al ángulo; (ángulo entre las rectas) en dos ángulos de 

medida t y la otra bisectriz divide al suplemento de este Ir -; en dos ángulos !!_~; , 
2 2 

Ejemplo 11 , 

Hallar las ecuaciones de las bisectrices para las rectas 

y ~ : 2·x- y + J = O 

Solución. 

n,"'(l,1) Y n,=(2, . I) 

por lo tanto 

de donde las ecuaciones de las bisectrices están dadas por 

O. ( 1 (f,)+ 2(~2) ).+ [ I (f, )+ ( . I) .(.)2)J.y«. I) .~;+ (I) .)2 = O 

O • US+2 . .J2) ... (f,- .)2)., - f,+.)2 . O 

y . 

O· [1 (f, ) - (2) . .J2]' .. [I(f,) - ( . 1) .~2]., +( I).f, - (1) . .)2 = O 

O· (f, - 2 . .J2) .x +(f,+~2) . , - f,-.J2 · O 
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5.4 Forma normal de la ecuat:ión de una reda. 

Sea L una recia con ecuación cartesiana Ax + By + C " O , con vector normal n = Ai + Bj. 
Consideremos la recta LI que: pasa por el origen y es perpendicular a L. 
LI tiene como ecuaciones parametricas 

y =8-' (Fig.JOI) 

L 

Para hallar las coordenadas del pWlto de intersección PI de L y LI sustituimos las 
ecuaciones parametricas de LI en la ecuación cartesiana de L Y obtenemos 

A(kt) + 8(8-1) + e = o 

de: donde el valor de t es 

e 
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con dicho valor obtenemos las coordenadas de PI al sustituir en las ecuaciones parametricas 
deLI 

- -'7 

El vector OP. es nonnal a la recta L y esta dado por 

y su longitud es 

Como C;t O (ya que la recta L no pasa por el origen), la dirección de 

oP es el ángulo (J) ,y esta dada por (véase la figura 101) 
• 

cos(<o) = "J = C A 
I o¡;: I rCfjA2 _1_ B2 

sen(m) = y. = e B 
I ~I 

-re¡ .--¡~-~- _.~~ 
"J + 

(J) es llamado ángulo normal de L. 
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La ecuación de L puede escribirse como 

(-~ .""(.») .X+(-~-"'(.») .Y + e = o e e r,-::; 
."J A¿ ~. F 

c al multiplicar esta última ecuación por -1Cl 

E... 1: I e I obtenemos 
l el 

X'COS(III) + Y'sen( IO) - l el = O 

J A
2 + 82 

Como la distancia del origen a L es 

d = Ic l 
J~2 .:.·-~ 

> O 

y dado que 

La ecuación de L puede ser escrita en la formo normal 

x·COs (III) + y ·sen( . ) - d" O 

En resumen para reducir la ecuación canesiana de L a su fonna nonnal, basta con dividir 
por 

El resultado es.el si8uiente: 
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en cambio cuando e < o, hay que dividir por J A2 + B1 

El resultado es 

A B e ___ ·X+ .. 'y + _. __ ' o 

J A2-:02 J A2 ¡. 02 J A2+rr 
Si e '" o ,adoptamos la convención de que O ~ tV :s Ir ,asl que senlV <?: O. 

En este caso, hallamos la fonna normal dividiendo la ecuación por .J Al + Bl 

si 0>0. 

La fonna nonnal muestra la dirección IV del vector normal oP , 

A B --____ ·x+ _____ "y z: O 

~;-:;; J;. 2 + 0 2 

o, dividiendo por - J Al + B1 cuando O < O 

A B 
-,~==-x+ ---,~='y z: O 

.JA2 + 02 _J A2;. 02 
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Ejemplo 12. 

Reducir la ecuación a la foona normal y encontrar la distancia del origen a L y el valor de 
al. L: 3x + 4y + 15'" O. 

Solución. 

ComoC>O, dividimos la ecuación entre _.JJl+4l =-fjj= - S 

3 4 15 
-x+-+-,O 
-5 -5-5 

3 4 
-- ':X:-- 'y - 3 1: O 
S S 

de donde, 
3 

COSIU = - 
S' 

4 
sen{J):: -5 ' la distancia d(Q, L) " 3 Y ro z: 233"7'28" 

5.5 Flmillas de Lfneal Retea •. 

Como sabemos una recta y su ecuación quedan detenninadas por dos condiciones 
independientes (por ejemplo su pendiente y ordenada al origen). Por lo tanto, una recta que 
satisface solamente una condición no es única; más bien, hay infinidad de rectas que la 
cumplen, cada una de las cuales tienen la propiedad común asociada con esa única 
condición. 

Por ejemplo, consideraremos las rectas que tienen pendiente ·5. 
La totalidad de.estas R:Ctas fonnan una familia de reotas paralelas las cuales tienen 
pendiente -S. 



Analíticamente, esta familia de rectas se representa por la ecuación. 

y = - 5x -t- k 

en donde k es una constante arbitraria que puede tomar todos los valores reales. 

A esta constante se le llama parámetro. 

De esta manera podemos obtener la ecuación de cualquier recta de la familia asignando 
simplemente un valor particular a k en la ecuación anterior. 

Las rectas de la familia para k = 2, k = 0, k = -2 están representadas en la figura 102 . 

y 

x 

(Fig.l02 ) 

Ahora consideremos todas las rectas que pasan por el punto (3, 5). 

Estas rectas fonnan una familia que pueden representarse analíticamente por la ecuación 

y ··· 5 = k·(x - 3) 

en donde k , la pendiente, es el parámetro al que puede asignarse distintos valores, 
obteniéndose de esa manera distintos miembros de la familia. 

264 



De esta manera, asignando 109 valores correspondientes a k '" O, k = 1, k - -1 obtenemos 
las rectas de la familia que se muestran en la figura 103. 

y 

x 

(Fig.I03 ) 

Nótese que como k no está definida para una recta paralela al eje Y, la ecuación de la 
familia de rectas no incluye a la recta x '"' 3 que también pasa por el punto (3,5). 

A esta familia de rectas se le llama hoz de recIas con vénice ( 3,5 ). 

De acuerdo a lo anterior podemos formular la siguiente definición. 
Definición. La totalidad de las rectas que satisfacen una única condición geométrica se 
llama familia o haz de reetas. 

El concepto de familia de rectas es útil en la determinación de la ecuación de una recta 
particular. 

Para ello pt"imero se debe eseribir la ecuaci6n de la familia de rectas de tal manera que 
satisfaga una oondici6n dada)' posteriormente se detennina el valor del parámetro de la 
familia aplicando la otra condición dada. 
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Ejemplo l. 

Detenninar la ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto ( 4.2 ) Y graficar 
las rectas de la familia cuya pendiente es -2. O, 2. 4 Y 6 . 

Solución. 

Esta familia de rectas esta representada analíticamente por la ecuación 

y ·· 2 = m·(x - 4) 

sustituyendo los valores de m = -2. O. 2. 4 Y 6 obtenemos las ecuaciones de las rectas de la 
familia. las cuales son respectivamente 

2x+y - 10= O 

Y = 2 

2x-y- 6 = O 

4x - y •. 14 = O 

6x- y - 22 = O 

Sus gráficas se muestran en la figura 104. 

x 

(Fig.104 ) 
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Ejemplo 2. 

Escribir la ecuación de la familia de rectas perpendiculares a la l'eCta 3x -2y '"' S. 

Solución. 

La pendiente de la recta dada es ~ . Por tanto lo que buscamos es la familia de rectas con 

d' 2 pen lente - "3 ' 

Una ecuación que me representa a esta familia es 2x + 3y ., k donde k es el parimetro de la 
familia de rectas. 

EjemploJ. 

HaJlar la ecuación dc la familia de rectas cuyo producto de las intenecciones con Jos ejes 
coordenados es iguaJ a 4. 

Soludón. 

Consideremos la ecuación de una recta en su fonna simétrica: 

representan las intersecciones con los ejes X, Y . 

En este caso la condición buscada es a· b 11: 4 de donde 

x y 
_· + -·· ", 1 dondeoyb 
• b ' 

Por lo tanto, la ecUflCión que repjesenta esta familia de rectas es ; + .~ '" 1 la cuál es 

• 
equivalente a 4x+ oly '" 40, con a:¡lo O. 
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Veamos ahora el caso de una familia de rectas que pasan por la inlersección de dos 
rectas dadas. 

Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se inlerceptan son: 

y sca PI (XI. YI) su punto de intersección. 

Multipliquemos la ecuación (1) y (2) por las constantes arbitrarias k l y kl respectivamente. 
y swnemos (1) Y (2) de donde obtenemos la ecuación 

donde los parámetros k. y k2 pueden tomar todos los valores reales, salvo que ambos no 
pueden ser cero simultáneamente. 

Probaremos que la ecuación (3) es la ecuación de la familia de rectas que pasan por PI. 

En primer lugar la ecuación (3) representa una recta. Por olra parte como P. (x •• y,) 
es punto de intersección de ambas recias entonces se cumple 

de donde sc sigue que 

Esto ú]timo significa que, para cualquier pareja de valores ti y k2 ,la ecuación (3) 
representa una recta que pasa por P. (x .. y,). 
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Por lo tanto (3) representa una familia de rectas que pasan por PI ,punto de intersección de 

las rectas (1) y (2) . En particular, para k
l

7 0 Y ~ = O obtenemos la recta (1) y si 

kl = O Y ~ :tO obtenemos la recta (2) . 

En general, si no nos interesará encontrar la recta (2) , podemos eliminarla de la familia 
especificando que k l puede tomar todos los valores reales excepto cero. 
En tal caso podemos dividir la ecuación (3) por k), de donde resulta 

A 'x+B ·y -t- C + ~-:-(~ 'x+B ,y+C~- = O 
I I I k 2 2 2 

I 

Si escribimos k = ~ la ecuación (3) toma la forma 
~ 

en donde el parámetro k puede tomar todos los valores. 

La ecuación (4) representa entonces la familia de todas las rectas que pasan por la 
in~rs~cción_d~ las rectas (l) y (2) • con la única excepción de la recta (2). 

Ejemplo 4. 

Hallar la ecuación de la recta de pendiente - ] que pasa por la intersección de las rectas 

L¡ : 2xt- y 1- 2 = O Y ~: x+ 2y + 4 = O 

Solución. 

La familia de rectas que pasan por el punto de intersección de las rectas dadasestá 
representada por la ecuación. 

2x+y + 2+k·(x-j-2y + 4) = O 



la cual se puede expresar como 

(2 + k) ·H (I ·~2k)·y + 2 + 4 ·k = O 

cuya pendiente es m == 

Como la pendiente de la recta buscada es -1, tenemos que 

de donde 2+k - 1+2k Y k=J 

2 + k = _1 
J + 2k 

Sustituyendo este valor de k en la ecuación de la familia de recias, tenemos: 

3x + 3y + 6 = O o bien x + y + 2 = O que es la ecuación de la recia buscada. 

(v¿ase la figura 105) 

x 

(Fig.105 ) 
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EJERCICIOS. 

1.· Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A (1, 5 ) Y tiene de pendiente 2. 

2.- Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto A (-6.-3) Y tiene ángulo de 
inclinación de 45-. 

3.- Hallar la ecuación de la recta cuya pendiente es -3 y cuya intersección con el eje Y es -2. 

4.· H90Uar la ecultCión de la recta que pasa por los dos puntos A (4,2) 'f B (-5.7) 

5.· Los vértices de un cuadrilátero son A (0,0 1, B ( 2.4 1, e (6, 7 1, o (8,0) . 

Hallar las ecuaciones de sus lados. 

6.· Una recta pasa por los puntos A (-3,-1 1 'f B (2,-6) . Hallar la ecuación en la forma 
simétrica. 

7.· Obtener la ecuación vectorial y el sistema de ecuaCiones paramétricas de la recta 
que contiene a los puntos A ( ... -2 ) Y B ( -3,1 ). 

8.· Calcular las éoordenadas del punto medio y las coordenadas de los puntos de trisección 
del segmento cuyos extremos son los puntos A ( ... 7) Y Be -5,3) 

9.· Escribir la ecuadón de la linea recta que satisface las siguientes condiciones en -cada 
caso: 

al la suma de las intersecciones con los ejes es 5. y la pendiente es 3. 

b) El producto de las intersecci0ne6 con los ejes es -6 y pasa la recta por el punto (3,4) 
( Dos soluciones l. 

10.- ElCIibir las ecuaciones paramélricas y la ecuación genere) de las rectas que satisfacen 
las siguientes condiciones. 

a) Pasa por el punto (5,0) Y es parslela al vector v le: 21+6J 

bl Pasa por el punto (-3.-4) Y es perpendicular al vectof v = 21 
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~~ E~~o~.tr~~ vectore~ _5.l ~ F;I [~~~- ~uales se~.n perpendi~iJi8r8sY~~~~elos I 
¡respectiva~ente a las sig~~:.~tes lineas.] 

a) 2x - y + 1 = O 
4x - y -1 = O 

~J[+ 3~ 
Y = 4+ t 

r) 3x : 4y + 1 = O J 
2x + 3y - 5 = O .. _. ~ .. 

~: 
x = 3 + 61 

y = - 2+ 3t 

13.- Encontrar el ángulo de inclinación de las siguientes rectas. Y hacer la gráfica. 

b) 2x= y 

14.- Encontrar el ángulo iIl entre las lineas LI y ~ cuyas pendientes mI y ~ son : 

_ 2 
m - - .. 

J 3 

15.- Determinar si el siguiente par de rectas son paralelas o perpendiculares si no lo son 
entonces encontrar el ángulo entre ellas. Hacerla gráfica. 

2 4 - 2 _·x+ y-
3 

~+3y = - 6 
2 
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16.- Encontrar la ecuación de la lillea recta en cada caso 

a) paralela a la recta 2x- Sy= 10, YPsslI perel punto ( 1,-4) 

b) perpendieular a la linea recta x:: 2y - 4 , Y pasa por el punto ( -4,2 1 

e) la eual es mediatrizdel aegmento p¡ ,p
1 

, donde P¡( · S, 6) y P
2 

(3,2) 

d) pasa por el punto de intersección da IlIs lineas 2x-· y :: 7 y Sx+ y :: 1 ,y 

perpendicular a la linea recta 4x- 3y = 12 

el forma un éngulo de 4S- eon la linea 2x - y i ' = o y la intersección con el eje Y 

es en -3. 

17.-EncontrarladislanCiadelpunto P,(6,· ]) alarecta L : 2x- 4y" 7 

18.- Encontrar la bisectriz del angulo formado por las rectas X+ y:: 6 y x - y le: " 

19.- Reducir las siguIentes ecuaciones 8 su forma normal. Encontrar " y d Y hacer la 
gráfica. 

b)x+ Y"i" 2"'0 el )( - ./3.y + 6=0 

20.- Sea el triéngulo ABC con vértices A (-2,71, B (6,-1 ) Y e ("',-3) 

Sea R la recta que pasa per los puntos A y B, S la recta que pasa por los puntos A Y e 
y T la que pasa por los puntos C y 8 . 

Con los datos anteriores contestar las siguientes preguntas. 

a) Hallar los ángulos lnteOores del triángulo ABC. 

b) Encontrar la ecuación simetrica de la mediana que parte del vértice B. 

el Hallar la ecuación vectorial de 48 mediatriz del segmento AB. 
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~ Encontrar el sistema de ecuaciones parametric_as de18a¡¡¡:¡¡:aque parte ~el" vértlCeA] 

~~_~I~r la ecuaci6n general d-eia"blsect~~z que "pa~e de.~_vértice cJ 
¡t) Encontrar el á"rea del triánguloABc.¡ 

~1.- Escribir la ecuación de la familia de recta~ que son paralelas a la nicta 2x -7y + 2 =lfJ 
~ibUjar tres elerñ~~tos de la-f~~ilia, especifj~ando en cad~" ~aso el v~Ior del paráme§J 

~.- Determinar eT~alordeif?8ré"metro k de man~ra que la r~~fa de la f~i!.lill:Bkx -Y -7 = O qúe 
""'§rres~nda pase por el punto ( -_~~.4 ). Hallar la~~uación ~~_I~_rectaJ"·"""-

·r3:-:"Ceterminar el valor del parámetro k correspondiente a la recta de la familia ~ 
5x - 12y + k = O cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el parámetro, hállese 
la ecuación de la recta . 

.. _._"._. .. - - - - - ._._ - _..... .---' 

24.- Una recta pasa por el origen Y'por la intersección de las rectas 3x + 2y - 14 ·= O y I 
x - 3y - 1 = O. Hallar su ecuación, sin determinar el punto de intersección. 

25.- Una recta pasa por la intersección de las rectas de ecuaciones 3x + 2y + 8 = O Y 
2x - 9y - 5 = O. Hallar su ecuación sabiendo que es paralela a la recta 6x - 2y + II = O . 
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5.6 L. Unta red. en ti espado. El plano. 

En está sección haremos uso del álgebra de vectores para el estudio de las rectas y los planos 
en el.espacio tridimensional. 

, , 
Las definiciones de segmento, semirrecta y recta en R son las mismas que para R . 

Recordemos : 

El segmento oon puntos extremos P. y P2 es el conjumo 

.~ = I p I p.p , , 0 :51:5 1 

La semirrecta con punto inicial PI que pasa por P2 ~ p. es el oonjuolo 

~ 

p.p = I p I p .p , , , 
Finalmeme. si P1 ~ PI ,la recta que pasa por P. y P2 es el oonjunto 

~ 

L = { P 1 P1,P 

Nótese que las definiciones anteriores difieren solo en el rango de los valores del parámetro 1. 

Las tres caracterizan el mismo sistema de ecuaciones parametricas. 
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Estas son equivalentes a la condición 

-...... -----+ 
PI ·p = , ·p, ·p2 ,donde PI(XI, YI ,ZI) y P2 (X2,Y2, Z,) son puntos dados y P(X, y, z)es 

cualquier punto SObre el segmento, semirrecta o recta. 

Si P corresponde a un valor de t con 0 < t < 1 decimos que P está entre PI y PI. 

El punto medio de P. ·P2 (correspondiendo a t - ~) es el punto 

M = (~ + ~,~~;z.+l:z) 
2 2 2 

La longitud del segmento P I·P2 (también llamada distancia entre PI y P2 ) está definida 

Si Pl* P, yPesunpuntosobre PI ·P2 ,entonces I ¡;;11 = I t .PI ·P~ I 

OSt:SJ as! que t .. 

Por tanto, 1 es la razón de la distancia entre PI y P y la longitud del segmento. 

PI ·P2 decimos que es paralelo a P J .p. si y solo si 11 
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Ejemplo l. 

Sea PI(2, 4, S) Y P2 (3, -6, 7). 

a) Escribir las ecuaciones parametricas de la i'ecta L que pasa por los puntos PI y P2 . 

b) Encontrar los puntos correspondientes a t == 0, ~, 1, ~ . 
2 2 

Solución. 

a) Las ecuaciones parametricas de L son: 

x = 2 1- t 

Y = 4 - 10·t 

z = 5 + 2·{ tER 

b) 

t D I I -
2 

P (2,4, 5) (3,-15,7) H,-I,I5) 

Ejemplo 2. 

Sean PI (4,3,2) Y P2 (1, 4, -1) . 

a) Escribir las ecuaciones parametricas del segmento PI ,P2 

b) Encontrar I Pt-·p ~ I 
c) Encontrar el punto medio del segmento P t . P 2 

3 -
2 

H,-I1,S) 

d) Encontrar el puntoP el cual es ! de la distancia de PI a lo largo de PI ' P 2 
. 3 
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Solución. 

a¡ x = 4 - 3t , = 3+, 

, = 2 - 4t , O '::;t ~ J 

b¡ !P\,P, ! = ! ~ ! = ~( . 3)2 .•. 12+ (_4)2 = J26 

c) Haciendo I "" ~ . obtenemos el punto medio M(~.~.O). 

d) El punto buscado corresponde a t .. 1. . Éste se obtiene asignando el valor de ! a t en las 
3 3 

ecuaciones (8) . de donde resulta que ~ 3.
1
; .j) . 

Definición: Tres puntos distintos PI. P2, P1 son colincales si 'i $010 si pertenecen a la misma 
recta. 
Como consecuencia inmediata de la definición anterior deducimos que PI. P2 'i Pl 80n 

~ 

colineales si 'i solo si P t . P 2 11 

Los ténninos colinesl 'i no colineal se aplica solo a conjuntos de tres o más puntos. 

Generalizando: 

Si p., P l' .... ~P" son puntos distintos, decimos que son co/ineales si 'i solo si todos 

pertenecen a una misma recta. 
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Ejemplo "3. 

J;>eterminar si los puntos P1(J, 2, -3), Pl (2, O, -4), P3(4. -4, -6) son colineales. 

Solución. 

-----> -----> 
PI,P2 = (1 ,· 2, · 1) Y Pl ,p) = (3, .. 6, · 3) dedonde vemosque 

11 

por lo tanto P¡, P2, Pl pertenecen a la recta por PI y P2. Y son colineales, 

--, 
Dados los puntos P1(x¡, y¡, Zl) y P2 (X2,Yz, ZV con P1,* P2 yeJvector v=- P1,P2 

con'v '* (5 ,podemos definir una recta L con estos elementos, Se trata de la recta que pasa 
por PI Y es pamlela al vector v , 

L = {PI P = P, +tv,1 € R} 

Decimos que L es la linea que pasa por PI y paralela a v , ( Fág,l 06 ) 

Las ecuaciones parametricas de L pueden ser e51:ritas como: 

%"' %1+ 0 -' 

y"'y.+b -I 

Z=%I+' -' 

leR donde v - oi +bj+ ck 
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z l 

y 

(Fig.106 ) 

Ejemplo 4. 

Hallar la ecuación de la recta L, que pasa por el punto (O, -2, 1) Y paralela al vector 
v= (3, -1, 2). 

Solución. 

Las ecuaciones parametricas de L son 

x = 3 ·( 

Y = -2-( 

z=I+2 ·( 

teR donde v = 3 . i - j + 2 . k 
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Ejemplo 5. 

Encontrar el pWlIO de intersección (si existe) del siguiCJlte par de líneas. 

x c 2+4·, 

L.: ylC-I+3 ·, 
z:-2·, 

X"" -1 + s 

1." y .. 3+7 ·g 

Z e 5+3'$ 

Solución. 

Las condiciones para que WI punto pertenezca a las lUt8s son: 

2+4· I ::::-I+g 

- 1+3·1=3+7·g 

-2·,.,5+3 ·g 

Resolviendo las u1timas dos ecuaciones obtenemos los valores para S " ·) y 1 - . ) . 

Dado que ambos valores satisfacen la primera ecuación, LI y 1.,; se interceptan. 

Sustituyendo el valor de s - ·1 en la ecuación para la recta 1.,;, se obtiene el pWlto de 
coordenadas (-2, -4, 2), de)a misma fonna que si sustituimos el valor de t - .) en la ecuación 
de la recta LI> siendo este por lo tanto el punto de intersección de las rectas L¡ y 1.,; . 

( si las ecuaciones de LI y ~,no tienen solución simuJtanea para algunos valo~ de s y l. las 
lineas rectas no se interceptan) 
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5.7 Ecuaciones simétrln. de la recta. Ángulo eutre dotl rectas. 

Si las componentes de un vector v son diferentes de cero. las ecuaciones parametricas de una 
recta paralela a v pueden ser resueltas para , . Dado que t es el mismo en las tres ecuaciones 
tenemos 

x - ~ = '1 -' '1 1 = z - ~ 

• b , 

Estas son llamadas las ecuaciones simétricas de la recta L que pasa por el punto 
P,(x ,. y,. z,) paralela al vector v = ai + bj + ck. 

Si cualquiera de las componentes de v es igual a cero. digamos a '" O. y b -;t O. e -;t O. 
enlonus X " Xl para todos los puntos p(x, y. z) en L, y las ecuaciones simétricas de L son 

y - y __ 'o 
b 

, x '" ~ 

Hay tres ecuaciones lineales simultaneas involucradas en las ecuaciones simétricas. 

x- X. = z- Z¡ . , 
y - y 
-_ .... = 

b 
( a,b,c;tO) 

Sin embargo, cualquiera dos de estas implica a la tercera, asl que sólo dos son necesarias para 
caracterizar a L. 

Ejemplo S. 

Sea L una linea dos cuyas ecuaciones simétricas son equivalentes a 2x - y + 4 = O Y 
x+3z-I - O. 

Encontrar un conjunto de ecuaciones simétricas para L. un punto sobre L y un vector paraJelo 
.L. 
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Solución. 

Arreglando la primera ecuación como en la forma simétrica: 

!2.x -y--:;-~ = O 

2(x+ 2) = Y 

x+ 2 = y 

2 

Ahora la segunda -ecuación de L se debe arreglar de tal manera que el término x + 2 aparezca 
en ella. 

x .¡- 3·z - 1 = O 

x+ 2 = -3·z+ 3 = -3(z - 1) 

z- 1 
x+ 2 = 

I 

3 

Por lo tanto, un conjunto de ecuaciones simétricas para Les: 

L : x+ 2 = .~ = z- 1 
2 

3 

- . 2· I k Un punto sobre L es PI (-2, 0,1) Y un vector paralelo a L es v - I+ · ·J - "3 . 

Claramente, las ecuaciones simétricas para una línea recta no son únicas, dado que las 
ecuaciones parametricas no lo son. 

Ejemplo 6. 

Escribir las ecuaciones simétricas para la línea recta L que pasa por Jos puntos PI(-2, 1,3) Y 
P2 (1, -2, 4). 
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Solución, 

_ _ o 

v '" p. ,P2 z: (3, . 3, 1) 

Las ecuaciones simétricas de L (usando P. ) son 

x- 3 .. y ,. 3 = z- I 

-2 1 3 

Sea v n L Los ángulos y cosenos directores de v son tambien llamados ángulos y cosenos 
directores de L, de donde las componentes de v son llamados números directores de L. 

Cada recta tiene un conjunto de 6nguJos directores y un conjunto de cosenos directores. 
Cualquier múltiplo diferente de cero de un coqjunto de números directores es también un 
conjunto de números directores. 

Si v. 11 LI Y v211 L2 . Definimos el ángulo; entre L. y 1.,: en ténninos del ángulo a entre v. 
y V2 romo sigue: 

1,., 1 
oos; -¡rosaj : - '--' • 1,,1,1,,1 

Nótese que el ángulo entre dos rectas está definido independientemente de si se inten:eptan o 
no las rectas. 

LI Y k son paralelas o perpendiculares de acuerdo a si VJ y V2 son paralelos o perpendiculares 
entre 51, respectivamente. 

Si L • .i 1.,:, también lo podemos escribir VI .L L2• 

Dos lineas rectas no paralelas que no se interceptan son llamadas recIas oblicuas. 
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z 

" 

• 
v 

x (Fig.107 ) 

Ejemplo 7. 

Demostrar que las siguientes rectas son paralelas y encontrar la distancia entre ellas; esto cs, 
encontrar la longitud de un vector perpenrucular a ambas que tenga un punto fi nal en cada una 
de ellas. 

, = 2 - 31 , • 4 - 2s 
3 

tI : y ..,: y = O-t- - -' = - 2+ 5 2 
, • 1-1- 35 • , = 7+ .. ", 

2 

Solución. 

Scs vl "' ·2i+j+3k y 3' 3 . 9 k V2=- I + -- J + " 
2 2 

Elegimos a Q(2, O, 7) sobre L¡. 

~ 

Buscamos un punto P(x, Y. z) sobre LI tal que QP 1. l . donde 
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QP = (x- 2)·¡ + (l' - O):i + (z- 7) ·k 

-> 
QP= (4 - 2s - 2H + (· 2·,· s - O)-j + (1 + 3s - 7)·k 

-> 
usando las ecuaciones de Ll>l' dado que QP . VI .. O. tenemos: 

«2 ·- 2sH + (- 2+s)j + ( · 6 + 3s)·k " (- 2i + j .¡. 3k)= O 

Por lo tanto 

- 2(2 - 2s) ·¡.( -2 t- s)+3( - 6 ·¡-3s)= O 

resolviendo esta ecuación obtenemos el valor de s: 

s = E 
7 

El punto correspondiente P sobre LI es 
p(~. _ ~ . 43)' 

7 7 7 " 

Entonces la distancia entre LI y 1.,: estará dada por 

Por lo tanto la distancia es 
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<5.8 El plano. 

Definición. Sea VI y V2 dos vectores no paralelos. El plano p detenninado por el punto Po 
y los vectores VI y V2 es el conjunto de puntos 

_.< ~ 

p = { p I Po 'P = s<v. <¡-t·v2 ,5,t e R } 

A una suma del tipo s ·v. + t,v2 se le llama combinación lineal de VI y V2 

-7 
Con esta nomenclatura, el plano p consiste de todos los puntos tales que la flecha Po ' p 
representa una combinación lineal de VI y V2 < 

Cuandos=t=O y Po =P 

Si t = O, Y se varía sobre todos los reales, tenemos la línea LI que pasa por Po y es 
paralela a VI. 

Similannente, si s = O , tenemos la línea L2 que pasa por Po Y paralela a V2. 

Entonces p contiene a las rectas LI y L2< (Fig. 108) 

z 

r------~p 

y 

x 
(Fig.108 ) 
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Obtengamos un conjunto de ecuaciones parametricas para el pleno en cuestión. 

Sea Po (lfo ' )'o:1u) ,v.'" 8] ·j+ b]·j l. cl·k Y v2= a2·¡·I. b1·j + c2·k. 

Un punto p{x. y, z) pertenece 8 p si y solo si para a1glUlOJ s, teR 

Esta C<lndición es equivalente al conjunto de ecuaciones. 

p y ¡:: )'o + sb . + tb2 

Estas son llama~ ecuaciones parQmetricas de p con parámetros s y t. 
Nótese que el plano requiere de dos parémetros para caracterizarlo. 
Mostraremos ahora que el plano P. puede ser representado por una ecuaciÓn en x, y, z.. 

Dado que VI .,. Vl ,el vector n .. "1 1( v¡ es diferente de cero '1 es perpendicular a VI '1 Vl . 

En consecuencia, para todo punto P(x, 'l. z) en p. 

~ 

po ·p en " (sv, + tv
2

) en " I VI en + SV2 en - O 

~ 

De lo anterior. se sigue que, si P es un punto tal que po·p .1 n , entonces 

para algunos 8, teR. y concluimos que P pertenece al pleno p . 

De lo anterior resulta que p es el conjunto de pUntos P(x, y. z) tales que 

~ 
p .p • n .. O, donde n es llamado ~clor normal al plano p . 

O 

Si n '" Ai + Bj + Ck" entonces p tiene como ecuación 
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Esta es llamada ecuación rectangular de p , y se escribe como: 

Ax + By + Cz + D = O donde D = -(Ax + By -1- el.. ) , o o -u 

z 

p 
p 

v 

(fig.109 ) 

La ecuación rectangular de un plano es lineal en x, y, z y los coeficientes de x, y, z son las 
componentes de un vector normal al plano. Por tanto un plano está completamente 
determinado por un punto Po Y un vector n. 

Teorema. 

Toda ecuación lineal, Ax + By + Cz + D = O con al menos uno de los coeficientes A, B, e, 
distintos de cero, representa un plano. 

Demostración. 

Sea Po (xo, yo, Zo) Y P(x, y, z) dos puntos cualesquiera que satisfacen esta ecuación. 
Entonces 

AH By -1- eZI D = O .... ... (2) 
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Restando (1) de (2) tenemos 

A(x- Xv) + B(Y - Yo) i- C(z- zu) = O 

La cual es la ecuación de un plano que pasa por Po Y tiene como vector normal al vector 

n = Ai i- Bj -t- Ck . 

Ejemplo 8. 

Sea Po = (2, - 1,2), VI = 4i- 3j -t- k Y v2 = j - 2k 

Encontrar: 

a) Las ecuaciones parametricas del plano determinado por Po, VJ , V2. 

b) La ecuación rectangular del plano p , 

Solución. 

a) 

b) 

x = 2 + 4t 

y = -I - 3t -t- s 

z = 2 + t - 25 

• =', >V, =: !3 -~J = (6-1)·1 -(-8)· j +(4) · k 

Por lo tanto la ecuación rectangular de p es 

p 5(x- 2) + 8(y -1- 1) + 4(z':' 2) = O 

P SX i- 8y-I- 4z- 10 = O 
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Nótese lo siguien\e. 

Si n es nonnal 8 p, también lo será el vector en (e ~ O). AsI ,cuaJquier vector paralelo a 
n junto con cualquier punto en p pueden ser usados para determinar la ecuación de p. 
Cualquier vector vo linea re(ta L paraJela a n es perpendicular a p y lo denotamos 
v 1. p o L 1. p . . Cualquier vector o linea perpendicular a n es paralela a p ,y lo 
denotamos escribiendo v H p o L I p. 

Ejemplo 9. 

Escribirla ecuación del plano que pasa por los pumos PI (1, ·3, 2). P1 (-4, O, 1) Y 
P3 (2, -4, 3). 

Solución. 

~ ~ 

Sea VI "'" PI·P2 == · Si + 3j- k y v1 == PI ·~3 '" i - 2j+ k emonas 

Utilizando elpuntoP1(1,-3,2), hallamoslaecuación (x - I) + 4(y + 3)+8(z- 2)" O 

Así que la ecuación buscada es x + 4y + 8z - S = O. 

Ejemplo 10. 

Escribir las ecuaciones parametricas para el plano p :;t - 2y + 3z - S =- O . 

Solución. 

La ecuación de p es X" 2y -3z + S. Sea P (x, y, z) cualquier punto en p. 

Entonces las ecuaciones parametricas son 

x" S+2y - 3z 

p 
y .. y 

z • z 
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S.9 Ángulo entre dos Plaoos; Intenección de Planos, 

Sean PI)' P 2 dos planos con nonnales 

n = A -i + B -J' + C -k y n = A-i + B-J-+C-k 
I I I I 2 2 2 2 

respectivamente_ 

El ángulo (J> en~ PI)' P 2 se define como el ánguJo {} entre n\ Y nl _ 
Dado que: 

con OS4tS~ 

• 

(Fig_1I0) 

resuJl8que PI 1. P2 si y solo si n\1.nz.Y PIII pz siysolosi nlgn2 _ 

Concluimos que p \ B P1 si y solo si Al. BI. C. s?n proporcionales a Al. B1• e2_ 

Ejemplo I 1_ 

Detenninar si los siguientes pares de planos son iguales, paralelos o ninguna de las dos 

'''''''. 
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a) PI 411: - 6y + 12 z O 

P2 811: - 12y + 6z- lO .. O 

Solución. 

Dado que el .. o y el" 6 P I Y P 2 son no paralelos y por lo tanto diferentes. 

611: - 8y + 16z·· lO = O 

P, 3)(- 4y + 8z- 12 ::o: O 

Solución. 

Sin embargo 
o, 12 6 

Por lo tanto P I Y P2 son paralelos pero no iguaks. 

e) PI 211: - 4y + 8z - 12 E O 

P, - 6X 1- J2y - 24z+ 36 .. O 
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Solución. 

Al 
= 

BJ 
= 

C
I = 

DI 
= l 

- -- --
A 2 B2 C

2 
D

2 3 

Por lo tanto p ¡ = P2 · 

Ejemplo 12. 

Encontrarla ecuación del plano P que pasa porlos puntos P¡(2, -1 , 3), Pd- I, -2, I)y 
perpendicular al plano P ¡ : x - 3y + 4z - 2 = O. 

Solución. 

Sea n un vector nOlma) a p . 

n = i - 3j+ 4k es nonnal a P I 
I 

---7 
Dado que PI y P2 están en p, PI·P2 

p 

= 3i ·- j - 2k 1. n . 

n 

(Fig.l JI ) 
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- -; 

~ 

Dedonde n l ·x·PI·P2 es un normal a p. 

j k 

1 - 3 4 = IOi - IOj - IOk 

-3 -) -2 

Entonces, un normal a p es n = i - j - k . Utilizando a PI escribimos la ecuación de p 

I·(x-- 2) - I·(y+ 1) - ) ·(z- 3) = O 

la cual es x - y - z = O. 

Mostraremos en el siguiente ejemplo que dos planos no paralelos p I Y P 2 con normales 
nI Y n2 se interceptan en una línea paralela a n) x n2. 

Ejemplo 13. 

Encontrar la línea recta de intersección de los planos. 

PI: x ··· 3y + z- 4 = O Y P2 : 2x+ y - 32+ 1 = O 

Solución: 

Notemos que p) y P2 son planos no paralelos. Un punto P(x, y, z) pertenece aL 
si y solo si satisface a ambas ecuaciories. Dado que el determinante de los coeficientes de x 
e y es distinto de cero, podemos resolver el sistema para x e y en términos de z. 
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x- 3y = -z+ 4 

2x+ y = 3z - 1 

Las soluciones son 

] 8 x = - +- _·z 
7 7 

9 5 
Y = -. --- + -_ ·z 

7 7 

Así, P(x, y, z) pertenece a la intersección de P I Y P 2 si y solo si 

= 1 8 
X --+_ ·z 

7 7 

= 9 5 
Y -- + -- ,z 

7 7 

z = 0 + z 

Las cuales son las ecuaciones parametricas ( con parámetro z ) de la línea L por el punto Po 

(.!. __ 9. o) paralela al vector v = !¡ + ~J' + k, 
7' 7' 7 7 

Obsérvese que 

k 

] =8i+5j+7k 

-3 

Asf que v 11 nI x n2 . Notemos que una )fnea en R3 es caracterizada como la intersecci6n de 
dos planos no paralelos. Esto es, como el conjunto de soluciones de dos ecuaciones lineales 
enx,y,z. 
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5.10 TRzas en 105 Planos CoordeD.dos. 

Recordemos 'lIJe las ecuaciones de los planos coordenados son x - O, Y '" O. 'l = Q. 
Así, las lfneas de intersección del plano 

p: Ax + By + C'l + D '"' O con los planos coordenados (si existen) son 

Ax + By +Cz+ O = O ( z = O 

Ax + By + Cz+O = O Y = O 

Ax~· By + Cz+ O = O ( x = O 

Estas lineas son llamadas trazas de p con los planos coordenados. 

Para 'l - O (traza xy ) 

Obtenemos Ax + By + O " O (que es la traza xy) 

Es decir la recta de inlersección del plano p con el plano xy. 

Con el mismo procedimiento hallamos las trazas yz, XL 

Ejemplo J~. 

Encontrar las trazas del plano p: x + y + 'l - 2 .. O con los planos coordenados. 

Solución. 

Traza XV, sI z = O TrazaXZ ,slv=O TrazaYZ,slx=O 

x+y - 2 =0 X+ 2 - 2 =0 y+'l - 2 =0 
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z 

= o 

y 

x 
(Fig.112 ) 

Si los puntos (a, 0, ° ), (O, b, O), (O, 0, c) pertenecen al plano ( dado que son las 
intersecciones del plano con los ejes coordenados) entonces, a, b, y c son llamados 
respectivamente las intersecciones x-y-z con el plano. En el ejemplo anterior, la 
intersección con cada eje es siempre la misma, e igual a 2. Se deja como ejercicio al lector 
demostrar que si a,b y c son distintos. de cero, la ecuación del plano p puede ser escrita en 

la forma 

~Y- ~l -" + . -j - - " = 
a b c 
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S.II Ecuad6D Normal del Plano. 

Consideremos un punto Po (xo, Yo ,:lo) Y un plano p: Ax + By + Cz + O '" O. La linea L 
que pasa por Po y perpendicular a p tiene como ecuaciones parameuicas 

~ EJ~_~.g , = yo + Bt ( 1 ) 

, = ", + Ct 

Supongamos que L intercepta al plano p en el punto PI(XI. YI, ZI). Denotemos el valor 
correspondiente del parámetro t por t i : 

X¡ = "'o + At l 

YI = yo+Bt l (2 ) 

zl = 2.0+ Ctl 

Como PI ep, se cumple Ax.+BYI + C~ + D = O 

Sustituyendo (2 ) en la ecuación del plano tenemos: 

Por lo tanto el valor de ti será 

tt = 
AXa+BYo +C~ I· D 

A
2

'1 8
2

1 r3 
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El problema de hallar la distancia d del punto Po al plano p se reduce a encontrar la 
distancia entre Po y p¡ . 

2 

y 

(Fig.l 13) 

1 

d(Po~) = It¡l· (A2 + B2 + e2 p 
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Sustituyendo el valor de ti en la ecuación anterior ~mos 

d(Po~) = lAxo + Byo + CZo + DI 
.JA2 +B2 +C2 

Por lo tanto, la distancia de Po a p está dada por 

I A"o + Byo + C70 I- D I 
JA2 + B2-+ d 

Nótese que si d = O entonces Po E P 

La distancia d del origen al plano esta dada por 

d = IDI 

La linea L que pasa por el origen y es perpendicular a p intercepta a p en el punto 
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Dado que D' = - 1 tenemos finalmente 

D' 

p : coso ·x+ cos~·y + cosT ·z- d = O 

esta es la ecuación llamada forma normal de la ecuación de p . 

cosa, cos{J, cosy son los cosenos directores de un vector normal con punto inicial el 
punto O y punto final sobre p , y d es la distancia del origen al plallO. 

Notemos también que la ecuaci6n rectangular Ax + By + Cz + O .. O puede ser reducida a 

su forma normal dividiéndola por - ..jT';."iJ"f + e2 si D> O Y por ,J.,42 + B~ + el 
si D<O. 

Observemos que si D " O ,hay dos formas normales posibles, dividiendo por 

,JA2 +B2 +C2 o _ ,JA2 +B2 +C2
• 

Ejemplo I S. 

Dado el plano p :x+2y-z+2 "" O. 

8) Encontrar la distancia del punto A(I, -1 , O) al plano p . 

b) Rcducira su forma normal y encontrar la distancia del origen a p . 

Solución. 

a) d. 1(1)+2( - 1) - (0) 1 = 
) 1' + " + (- 1)' .¡¡ 
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b) Dado que D = 2 > {), dividimos por - J¡2 + 22 + (-li =-.J6 

Entonces, la forma normal es 

x 2 z 2 
----·y+---=O 

J6 J6 J6 J6 

2 
La distancia del origen a p es d = J6' 

Por Jo tanto 

1 2 
cosa = - J6' cos~ = - J6' 

) 
cosy = J6 
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5.12 Relación entre la recta y el plano. 

Sean L una recta, p un plano en el espacio. Hay tres posibles configuraciones. 

i) LI! p (Fig.114a) 

ii) L esta contenida en p . (Fig. 114 b) 

iii) L intercepta a p en un solo punto. (Fig. 114 c) 

L 

(Fig.114 a) 

(Fig.114 b) 

(Fig.l14c) 
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Ejemplo 16. 

Obtener el punto de intersección del plano p : 2x + 3)' - Z '" 1 ron la recta L cuyas 
ccuacione!l simétricas son: 

L: , - I 

3 

Solución. 

= z- 2 

2 

Para ver si L.l P vemos si el vector director de L. v "" (3, 1, 2), es perpendicular al vector 
normal del plano, n - (2,3, -1). 

Por lo tanto v no es perpendicular 8 n y L Y P no son paralelos. 

De 10 anterior se sigue que L intercepta a p en un ~Io punto. 

Despejando a x de la ecuación parametrica de L, :!.=-! e y + 2 tenemos x .., 3y + 7 
3 I 

y+2 z-2 
Análogamente despejando a z de la ecuación parametrica -- = --

2 

setienez - 2y+6 . 

Sustituyendo estos valores de x y z en la ecuación del plano p tenemos 

2(3y + 7) + 3y - (2y + 6):=: I 

de donde y "" -I 

Finalmente sustituyendo este valor de y en las ecuaciones parametricas de la recta L 
obtenemos x "' 4 y z"' 4. 

Por lo tanto el punto de intersección de la recta L y el plano p es el punto Q(4, ·1, 4). 



S.13 Distancia de un punto a una recta. 

Sean L una recta en el espacio con ecuación parametrica L: { P = Po + t v. tER} Y 
PI(Xt. YJ. ZI) Un punto cualquiera que no pertenece a la recta, Po (Xo, Yo, Zo) un punto sobre L. 
La distancia del punto PI a L se define como la longitud del segmento perpendicular a la recta 
que pasa por PI. (Fig.llS) 

z 

Haciendo uso de la trigonometría tenemos que 

Idlp,.L)", = I P~:P: I·sene 

---;, 
donde (j es el ángulo entre v y po. P, . 

L 

y 

( Fig.IIS) 

Dado que (uxv)e(uxv)=(ueu}·(vev}-(uevY, y que (J eselánguloentreuyv, 
tenemos lo siguiente: 
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(o ovf =I~' W . ",so' 

sustituyendo según estas igualdades en la ecuación anterior tenemos que 

(u X \1) . (11 xv) = (u. u). (v . v )-(u. u). (ve v)cos92 

(u xv). (u lo( v) E (u . u)· (\l. v). (1- cos01
) 

lo, ~' = luI' ·I~' . ".0' 

entonces si I~ '#- O se tiene 

de donde 

Hacemos u = ~~ 
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Ejemplo 17. 

Calcular la distancia entre el punto PI(3, -1 , 2) Y la recta L con ecuaciones simétricas 

L : x- 2· = Y - 1 = z 
1 2 - 1 

Solución. 

Un punto sobre L es Po (2, 1, O) Y un vector director de L es v = (1 , 2, -1). 

~ 

Escribimos p .p = (1 , - 2,2) o I 

j k 

Pop¡xv= I -2 2 =-2i+3j+4k 

1 2 -1 

Por lo tanto IPop¡ x ~ =.,fi9 y Ivl = J6 
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5.14 Ángulo entre una recta y un plano. 

Consideremos ahora el caso en el que la recta L no es paralela ni perpendicular al plano p. 
Sean p un plano con ecuación rectangular Ax + By + Cz + D = O, v = (a, b, c) un vector 
director de L, n el normal a p en P( donde P es el punto de intersección de L y p) y e el 
ángulo agudo formado por n y v. 

Sea u la proyección de v sobre p. El ángulo formado por la recta L y el plano p se define 
como el ángulo agudo <l> formado porla recta L y u. (Fig.l16) 

De lo anterior se sigue que n, v y u están en un mismo plano (son coplanares ). 

Por otra parte el ángulo e esta determinado por 

cosO = In- yl = 
Inllvl 

donde OSIl 5 ~ y ~=~-O 
2 2 

z 

u 

y 
(Fig.116 ) 

309 



Pero como cose = sen (~ - e) = sen41 entonces, el ángulo (J) fonnado por larecta L y el 

plano p está dado por 

Obs~rvese lo siguiente: 

senil> = 
I A'u B,b l ' e ,c I 

¡;; 'r Bl + el,JAl + Bl + el 

i) Para que L y p sean perpendiculares es necesario que (J) = % en cuyo caso 

sen (J) "" 1, Asl, 

es decir, In. ~ = IrrI'l~ (condición que equivale a la igualdad en desigualdad de Schawn) 

esto sólo sucede cuando n 11 v , 

ji) Para que L y p sean paralelos (J) '" O, 

en olras palabras sen(J) ... O, 

es decir 

IA ·o+B.'+C·<j-O y In.~.O 

Por lo tanto n y v son perpendiculares, 
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5.15 Familia de PlanOJ. 

Un plano y su ecuación están detenninados por tres condiciones independientes, 
Según esto, un plano que satisface menos de tres condiciones no está determinado 
en fonna única, La ecuación de un plano que satisface solamente dos condiciones contiene 
una sola constante arbitraria o parámetro y, por lo tanto, representa una familia 
de planos, 

Un ejemplo de fa.milia de planos con un solo parámetro es la ecuación, 

AX+By+Cz+k=O 

en donde A, B Y C son constantes fijas y el parámetro k puede lomar todos los valores 
reales. 

Esta ecuación representa a la familia de planos que son paralelos al plano dado, 

Ax + By+ Cz +D = 0 

consideremos la familia de planos que pasan por la intersección de dos planos dados cuyas 
ecuaciones son: 

A, 'x + B, 'y + C¡ 'l. + D¡ = O (1) 

Al,x+ Bl ,y + C1'l.+Dl = O (2) 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfaga a ambas ecuaciones (1) Y (2) esté sobre su recta 
de intersección. 

Evidentemente, las coordenadas de tal punto satisfacen también la ecuación, 

en donde k¡ y k2 son constantes arbitrarias que pueden tomar cualquier valor real, con la 
excepción de que ambas no pueden ser cero simuJténcamcntc. 
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Además. como la ecuación (3) es lineal, representa a todos los planos que pasan por la 
intersección de los planos (1) '1 (2). 

Al igual que en el caso de la familia de reclas, podemos eliminar el plano (2) de la familia (3) 
con el fin de obtener la ecuaciÓn mlis simple. 

lA 'H B -y + C -H O ;. k- lA -x+ B ·y -¡· C ~Z+D"" O r Ol I 1 I 2 2 2 2 - ---- --_. 

en donde el parámetro k puede tomar todos los valores reales. 

Decimos entonces que la ecuación (4) representa un haz de planos; la recta común de 
intersección se le llama eje o arlsla del haz_ 

Ejemplo _ 

Hallar la ecuación del plano que pasa por el pWlto P(I , 2, 1) Y por la recta de intersección de 
los planos 2x+y-2z-4-0 y 3x -y +z"'O_ 

Solución_ 

La ecuación de la familia de planos que pasan por la intersección de los planos dados es de la 
fonna 

2x+y - 2z - 4 + k-(3x- y ", z.r2) = O 

Como el plano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (1, 2, 1) de P deben satisfacer la 
ecuación de la familia de planos y tenemos 

2 t- 2 - 2 - 4t-k-(3 - 2 + 1 +2) = O 

de donde 

, 2 + k{4) = O Y k • _ 
2 

Sustituyendo este valor de k en la ecuación de la familia de planos y simplificando tenemos 

1x + y - 3z':' 6 = O que es la ecuación del plano buscado_ 
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EJERCICIOS. 

1.· Escribir las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por los siguientes pares de puntos 

a) PI (2,· 1,3) , P2 (0,6, - 2) b) PI (3 , 4, 7),P2 (3, 4,- 2) 

2.· Para cada uno de los siguientes pares de puntos. 

e) Encontrar el punto medio de P I'P 2 

b)Hallarelpuntoqueestaa _ de PI alolargode P.·P2 3 

(1) PI (2, - 1,0) , P2 ( 1, 3,- 4) (2) PI (1 , 1, 1),P2 (1, . 1, 2) (3) PI (~,2, , ~ ), P2(0, . 1,3) 

3.- Determinar si los siguientes puntos son colineales. 

PI (1 ,· 1, 1) , P2 (3,0, 2),P1 (0,· 2,' 3) 

4.· Determinar si/as siguientes pares de rectas se intersectan. 
Encontrar el punto de intersección ,i existe. 

~ pasa por los puntos QI( ~' 1, -2) ,Q2 (0,4,3) 

b) , • 6 ... .. ·1 , = 2-, 
L, .., 

Y = 2- 1 Y = 8 ~· t 

, = 3 ... 2·t , = - 1 ... 2·, 



5,· Encontrar las ecuaciones slmetricas para las siguientes rectas_ 

(a) Pasa por PI (0, -2,4) Y P2 G,- 1,3) 
(b) Pasa por p. (- 5, 6. 2) • paralelo a y = i - 2i+4k 

(e) , = - J + 21 
L : 

y = 4 - ]1 

, = " 
6." Encontrar los cosenos directores para las siguientes lineas recias. 

(a) Pasa por P.( 1,2, - 3) Y P1 (2,0, -6) 

(b) x"'S - t 
L : 

y = - 61' 31 

z = - 1 

7," EncOl"ltrar el coseno del éngulo entre las siguientes lineas, Y determinar si las Hlleas rectas 
son paralelas. perpendiculares u oblicuas. 

(a) L, : pasa por PI (2, - 1, 2) Y P2 (- 1,4,7) 

1., : pasa por Q.{0,. 2,1) y Q2( - IO,- 12,5) 

, = 2t , = 6- , 
(b) L, 

Y = - 1+ 31 
1.,: 

y = ,+ " , = 4- ' , = - I t- s 
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8.- Dado el punto P (l y la linea recta LI ' 

(1) Encontrar las ecuaciones de la linea recta que pasa por Po 

i) paralela a LI 

ii) intetsecla a LI ortogonalmente 

(2) Encontrar la distancia de Po a LI 

a) Po(-2, . 2,4) . l. ' , -,' x+ 3 = Y - 4 = z+ I 
· 2 7 

9.- Demostrar que el par de rectas son paralelas y encontrar la distancia enlreellas. 

x+ J = y - 3=z+ 7 
4 . J 

1.,; x- 7 = y + I = z·· 2 

- 12 · 3 9 

10.- Encontrar las ecuaciones parametricas y la rectangular del plano 

.)Determinadoporelpuntop
o

(2, . ¡, 3) , v l (2, 1, 1) y v
2

( · 1,1,3) 

bl Pasa por los puntos PI (2,4,1),P2 (· Z, 1,3) , y P
J

(O,I , 4) 

11.- Escribir el conjunto de ecuaciones parametricas para los siguientes planos. 

(a) 2x- 3y + 4"Z+ 2 o:: O 

(b) x+y - z o:: O 

12.- Escribir la ecuación del plano ( si existe) determinado por los siguientes conjuntos 
de puntos. 

(b) PI (1 ,2, . 3),P2 ( . 1,2,6) , P) (O,3,~ ) 
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13.- Dado el plano p 2x.- y + z = 4 ylospuntos PI (1 , · I, I) y P2 (-2,4, 12) en p 

a) Escribir las ecuaciones de la linea recta LI que pasa por PI Y p¡ Y demostrar que 

todo punto sobre LI pertenece a p 

b) Escribir las ecuaciones de la Unea recta que pase por A(5,- 2,3) paralela a LI ' 

14.- Determinar sIlos siguIentes pares de planos son paralelos, iguales u oblicuos. 
Si son oblicuos, encontrar las ecuaciones parametricas de la linea de Intersecd6n, y 

encontrar el cos41 donde CI es el ángulo entre los planos. 

a) PI y - 4z+3 = O 

" 2y -t- z- 6 = O 

b) PI 

" 

2x- 4y + 3z = 6 

21 7x- 14y+_·z = 3 
2 

15.- Encontrar la ecuación del plano en cada caso, que satisface la condición dada. 

a) Pasa poi' el punto A(4,O,. 2) y es perpendicular a la linea que pasa por los puntos 

B(2 . J. ~ 4) y qO. ~ 2 . J) 

b) Pasa por el punto A{ 1, 2,3) Y es paralelo al plano 4x- 2y + 3z = 2 

e) Pasa por los puntos A(2, 1,3) ,8(4 , 1,- 1) , Y perpendicular al plano x- 2y + 3z = 

d) Perpendicular al segmento cuyos. extremos son los p 
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16.· Encontrar la distancia del punto Po al plano dado. 

p 3x~ y + -4z"'l 

p 3x~ 2y + z ~ -4 = O 

17.- Reducir a la forma normal. Encontrar la distancia del origen al plano. Hallar los cosenos 
dIrectores de un vector normal con punto inicial en el origen y punto lerminal sobre el plano. 
Para los siguientes planos. Hacer la gráfica. 

al 6x~ 3y+ 5z- 30 = O b) . 3xt 2y ~ z = O el 2Xt· 4y ~ 3z = 12 

18.- Encontrar la distallCla entre los planos paralelos 2x - y + 22- 4 = O Y 

6x- 3y + 6z+2= O 

19.- Encontrar las coordenadas del punto de Intersecci6n de la recta y el plano cuyas 
ecuaciones se dan. 

a) , - 2 = y + 1 = ... 3x - 2y ·~3z = . ,. 
. I . I 

b) , - 4 = y+ 2 = , - I 
4X1' 3y .¡. 3z+ 5 = O 

3 · 2 4 

20.- Calcular la distancia que separa al punto dado A del plano p cuya ecuaci6rl se da. 

a) A(2,3, 1) ; 4,,·,· 4)' ·- 7z+ 14 = O 

b) A( 1,-2, 1) ; 14,,- Sy - 22+ 4 = O 
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21 .- calcular la distancIa que separe al punto dado Po de le recta cuye ecuación se da. 

11..- J = Y - I = z 

11. + 3 = )' = 2: 

- 1 - 2 2 

22.- Escribir la ecuación de la familia de planos paralelos a el plano 511. - 2)' + 3% <;: 1 . 

Encontrar el miembro de la familia cuya distancia a el origen sea JI9. 

23.- Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (3,-1,4) Y también por la recta de 

Intersecci6nde los planos x+ 2y - z = -4 Y 211. - 3)' + z= 6 

24.- Hallar la ecuación del plano que pasa por la recta de intersección de los planos 

211. - y + 3z = 2 Y 4x+ 3y - z = I yes perpendicular al plano 3x- 4)' - 2z =- 9 
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VI Aplicaciones de la Recta 

6.1 Desigualdad Lineal. 

Sea L una recta ·con ecuación cartesiana Ax + By + e = o y cuyo vector nonnal es 
n = Ai + Bj. L<livide al plano en dos partes, cada una de las cuales recibe el nombre de semiplano. 
Sean P, y P2 los semiplanos en que L divide al plano caJ1esiano. 

P, 

P, 

(Fig.l I7 ) 

Consideremos la recta L' que pasa por el origen y es perpendicular a L. 
L' tiene como uno de sus vectores directores a n. (Fig.l 18 ) 

L' 
L 

(Fig.118) 
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Sabemos que 

Sea h;:: l o~1 

La proyección de un vcelor 
.. ~ 
OP, 

( distancia de L al origen) 

cuyo extremo se encuentra en el serniplano p, sobre el 

vector n es el vector ~ ,cuya longitud es menor que h. 

~ 

y la proyección de un veClor OP2 cuyo extremo ~e encuentra en el selll iplano Pl sobre el 

veclor n es un veclor O~' cuya longitud es mayor que h. 

Esto es 

PrOy(m;:) 
" 

y 

- , 
• OE, 

As!, todo punto Q en el plano car1esiano, estará en el semiplano p, o Pl 

según sea la longitud de su proyección oQ sobre n, menor o mayor que h. 
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Por otra parte, sabemos .qlle la distancia del origen a L es 

d = , O 

Por lo tanto baSla con que en la ecuHción Ax + By + e '" 0, A Y 8 sean lales que A? + B? "" I para 
que d(L,O) := Iq 

Al respecto. recordemos que al reducir la ecuación cUr1e~jana de L a su forma normal Jo que resUlt8 es 

, si e' O 

de donde 

ut ilizando nolación de producto punto tenemos 

Esta igualdad la podemos e.~cribir como sigue: (') 
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y z = (x,y) 

o 

,si e < o 

la cual puede también ser e!iCrita como 

(NN) 

De (N) Y (NN) concJlIimo~ que L se puede escribir como 

L: 1) - Z=h 

donde 1) es un veclor lal que la suma de los cuadrados de su~ componentes e~ igual a I y h es la 

distancia de L al origen. 

~ 

OQ 
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De 10 anterior concluimos que un punto Q penenece al senúplano PI ,si el vec tor 

sll.ti~face 'l. OQ < h, o pcnenece al semiplano PI ' si el vector OQ sat i,~race 

-, 
rJ . OQ > h , Finalmente, Q pen enece a la recta L si el vector OQ satisface TJ . OQ '" h. 

En general. puede decin;e que el ,'iemiplano PI es el conjunto de vectores l' para los 

cuales TJ . X < h. Y el scmiplano Pl es el conjunto de veclOl'CS X para los cuales 

Nótese lo siguiente: 

1) PI se puede considerar como el conjunto de vcctore~ l' que sa tisfacen 

o lo que es lo núsmo 

A 
r~='" ,,------; 
-JA~ -1- B' 

es deci r, 

B 
r==== 'Y < 

J A
2

+ B
2 

Ax+By + C< O (C<Q ) 

y p¡ como e l conjunto de vectores l' que satisracen 
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o lo que es lo mismo 

Ax+By+C>O (C< O) 

Ejemplo l. 

Determinar para carla uno de los sigu iente~ puntos, si pertenecen al semiplano p con de.~igua!dad 

5x+2y:S: 17. Los puntos son P1(1,-J), Pl(4,1), P)(3, 1). 

Solución. 

Para resolver este problema, basta sustituir las coordenados rle cada punto en la desigualdad dada. 

5(1) l' 2(- I ) S I7 

3S 17 P
t 

pertenece a p 

5(4)-t-2( 1) = 22 

Dado que 22 > 17, Pl no pertenece a p 

5(3}t-2(1) '" J7 :S 17 

P3 pertenece R p 

Dado que 111 desigualdad es satisfecha por JIIS coordenadas de Jos puntos 
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PI Y PJ, se dice que PI y Pl son pUn!Os solución de la desigualdad lineal. 

La figura 119 muestra los pumos PI y Pl en el scmipl ltno p 

Notemos lo siguiente 

El ~emiplano p comprendc tamo los puntos que se CIlCllcntrllll de lado i7.(]uicrdo de In recta como a la 
rcc ta mismo. A está se le da clnolllbre de recta frontera. 

Es decir 

p ={( .... ,y) 15 .... ·1· 2)' :<" 11) 

( Fig.1 19 ) 
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Teoremll l. 

Sea P(xo'Yo) un punto en el plano y L : Ax + By + C:= O una linea recta con B > O. 

i) P está en la región superior del plano si Axo '¡' BYo ·1 C> O 

ii)PestáenL( lafrontera )si A~ + Byo'¡'C:= O 

iji) P está en 111 región inferior del plano si A~ I Byo + e < o 

Demostración. 

(j) Sea P(xo,Yo) un punto cualquiera en el plano y Q (Xu. y) el punto sobre la recta 

Ax + By + C:= O que tiene IIb~cjsa igual que P; Como Q penenece a la recIa, 

Ax¡¡ + By + C:=O ( 1) 

Ahora bien, 

si A~ ·t Byo ' · C> O (2) 

entonces, restando ( 1 ) a ( 2 ), se tiene que 

B(y, - y) > O 

Como B > O esto implica que yo> y y P(.,'Yo) está aniba de la recta Ax + By + e = o 
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Inversamerlle, si P(.~·o,Yo) está arriba de la recta AII + By + e = O, Yo> Y Y como B > o 

Byo >8)' ; asf 

)' la gráfica de A~ + I3Y0 1 C> O con~is!e en todo~ los pumos que quedan arribll de la recta L. 

(ii ) se cumple por definición, yaque P está en L ~ Axo + Byo ·~ C= o. 

La demostración para (iii) en que P eslá en la región inferior del plano ~i 

. .. 
es semejante a la realizada en (i) por lo que se dejll corno ejercicio al lector. 
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6.2 Sislemll de Desigualdades Lineales. 

Un conjunto de dos o más desigualdades de las formas Ax + By + C > O, Ax + By + C <O, Ax 
+ By + C 2:: O o Ax + By + C s: O, donde las últimns incluyen a la recta fron tera, se llama sistema 
de desigualdades lineales de dos variables. 

Su solución se encuentrd u~ando el método gráfico que a continuación se expone. 

Supongamos que queremo.~ representar gráficamcnte la solución de la desigualdad 
Ax+l3y S:C. 

i) Tracemos la recta Ax + By = C. 

ii) Consideremos el punto O (0,0) . Si (0,0) sa tisface 111 desigualdad: sombrécse la región semiplano 
en que se encuentra. 

iii) Si (0,0) no satisface la desigualdad, sombréese la otra región (el otro semiplano) 

Si O está en la recta Ax + By '" e, uti l íce.~e cualquier otro punto del plano que no esté en la recta; si 
éste saLisface la desigualdad, som~e.~e la región en que se encuentra; si no, sombréese la otra 
región. 

El conjulllO de soluciones o gráfica de un sistema de desigualdades es el conjunto de ptlntO.~ cuyas 
coordenadas slltisfacen todas las desigualdades del sistema. 

Supongamos que se tiene el sistema de desigualdades 

El conjunlO solución lo podemo.~ representarlo algebraicamcute 

dicho conjunto se le llama regiónfaclible. 
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La región factible es la in tersección de las regiones sombreadas asociadas al ~i~tema de 
desigualdades. es decir, el conjunto de puntOS que aparecen sombreados en relación a todas las 
desigualdade~ del sistema. 

Ejemplo 2. 

Dclerminar del ~iguiente sistema de desigualdades la solución del si~tema . 

i) JI =>4 

ji) '1 =>6 

Solución. 

iii) 3J1 1 2'1 => 18 v) y ~O 

iv) Jl 2:0 

Se lra~.a la roela JI = 4 Y se dibuja mentalmente !tI. región en que )( < 4 . 
La solución de esta desigualdad es el semiplano P, incluyendo la recta fronlera L,. 

P. 

(Fig.120) 

Solución gráfica de la desigualdad (i) 

Análogamente se trlllll la recia y = 6 y se dibuja mentalmente la región cn que y < 6 . 
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La solución de esta desigualdad es el semiplallo p¡ incluyendo la recta frolltel1l L¡ . 
( Fig.121 ) 

P, 

(Fig. 121 ) 

Solución gráfica de la desigualdad (ji) 

Posteriormente parn la de~igualdad 3x + 2y !S 18 se procede eomo 10 antes mencionado. Tracemos la 
recta 3x + 2y = 18 . Como O (0,0) satisface la desiguald~d 3(0) + 2(0) !S 18, 
sombreamos la región en que se encuentra. ( Fig. 122 ) 

Así dado que B > O • la solución del sistema es la región inferior del plano y la recta 
3x+2y= 18. 

Finalmente la ~olución de las desigualdades x 2: O. Y Y 2: O comprenden los planos P. 
y P, y las recla~ x = O, Y = O donde P. es la región en que x > O Y p) en el que y > O. 

(Figura~ 123 y 124) 
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( Fig. 122) 
Solución gráfica de la desigualdad (m) 

(Fig. 123 ) 

Solución gráfica de la de.~igualdad (iv) 
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P, 

(Fig.124) 
Solución gcifica de la de.~i gua ldad (v) 

La solución gráfi ca del sistema se determina al trazar las gráficas de las desigualdades sobre un 
mismo sistema coordenado. La gráfica de este sistema es. consecuentemente, el área pimada de 
amari llo en la figura 125 , la cual es la irltcrsecci6n de las cinco regiones pinLadas de amarillo en las 
figuras 120·124 . Se trata de un pentágono OPQRS formado por las soluciones de! sistema . 

(Fig.125 ) 
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Ejemplo 3, 

Usar una gráfica para mos!rar el conjunto solución o región factible del sis tema siguiente: 

i) x > y ii ) 3x+y>6 iii)y<5 iv)x>2 

Solución. 

Se pueden trazar primero las rect~s 

~:3x+y:6 L~: x = 2 

Como se trata de desigualdades estrictas , los puntos que pertenecen al conjunto solución del sistema 
deben quedar 01 interior de los scmil'lanos que detenninan las rectas L¡. Ll. Ll. 1... no incluyendo a 
éstas. 

Ut ilizando el mismo método que en el ejemplo anterior, tencmos que el conjunto soluciÓn o región 
factible es 

S =1 (x,y) x> y ,3x '" y > 6 ,y < 5 ,x> 2 1 

Entonces, la región factible que representa la solución del sistema e.~: la región debajo de L¡ y Ll, 
arriba de L2, y a la derecha de L., la cual está sombreada, No incluyendo alas rec tos 
L¡, L2. L}, 1... ,ni a las intersecciones de estas. 

(Fig.1 26 ) 
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La gráfica de este sistema es un polígono no acotado, esto es, el conjunto contiene puntoo cuya 
distancia al origen es mayor que r, para toda r E R. Como lo muestra la figura 126. 

En resumen. 

I...;¡ grMica de un sistema de desigualdades puede ser acotada como el1 el ejemplo 2, o puede ser no 
acotada como en el ejemplo 3. En ambos casos la gráfica del ~ i slema de desigualdades es un conjunto 
convexo. 

6.3 Conju ntos Corl\'exos. 

Un conjunto S en el plano es convexo si y solo si para todo Pr, Pl E S, P¡P¡ e S . 

Es decir cuando PI y P1 pertenecen a S, todo pumo del segmento P¡~ también pertenece a S. 

De lo amerior se sigue que el conjunto vació y el formado por un punto, se comirleran conjuntos 
convexos. 

Conjunto Convexo Conjunto No Convcxo 

Probaremos que la gráfica de un sistema de desigualdades es un conjunto convexo. Primero veremos 
que una recta y un semiplano son conjuntos convexos, para después mostrar que la inter,¡ección de 
dos semi planos también es un conjunto convexo. 
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Consideremos la rec ia L con ecuación 

L :Ax+By+C",O 

Si definimos f(x,y) >= Ax + By + C, enlonces podemo.~ escribir 

L:! (x, y)1 f (x,y)>=O 1 

Sean SI Y Sl los conjunl0s 

SI:! (x,y) l f(x , y»Oj 

Sl: I (x,y) lf(x,y)< O j 

SI Y S2 son Jos semi planos determinados por L. 

Probaremos que L, SI Y S2 son conjuIllos convexos; para ello, verifiqueroos la siguiente afirmación 
que nos será de utilídad en nuestra demostración. 

Lemn J. 

Sean PI(Xh )'1) )' P1{X2, )'1) dos pUnl OS en el plaoo cilrte.<l iano, P{x,)') UII pUnlO del segmento 

P¡~ y sea (x, y) = Ax + By + C. Hay un número I con O!S I !S 1, tal que 

Pnleba. 

Como P{x,y) € P,~, hay un 1, con O::; I !S 1, lal que 
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Por lo \811\0 

f (x, y) = A (XI + \ (Xl - X¡)) + B (YI + I (Y2 - y))) + C 

A XI + BY I + I (Ax¡ + BY2 )-r(Axl + BYI) + C 

"" f (XI, YI) + I I ( Ax~ + BY2 + C) - (A"I + BY1+ C)) (sumando Ct, -CI y fllcloriz.ando) 

:: f(xl,y¡)+ I (f(Xl,Y2) - f (x],YI» 

f(x,y)= (I-I)f{x¡,y¡) + If (X2,Y¡) 

Teorema 2_ 

Los conjuntos L , SI, S2 son conjuntos convexo~_ 

Probaremos primero que SI es un conjunto convexo_ 

Demostraremos que P E SI_ 

Por el Lema I exiMe t con O:s f :S 1 lal que 

f(x,y) "" ( 1- 1)-f{\,y l) I l-f(x.:'Y2 ) 

Por hipótesis 

f( XI,y l) >0 y f{"2'Y2» O 

Como I Y 1 - I son pos itivo~, de Jo anterior se sigue que 

(1 - t )-f(xl'Yl )-H-f(~'Y2» O 

asf que f(x, y) > O 

33<; 



Por lo tanto, P(x, y) E S!, De lo mllerior se concluye que P¡P, e s! 

'J S! es un conjunto conve~o. 

L es un conju llto convexo por definición , Ya que dRdos PI y P2 en L; 

De hecho un segmento de recta y una semirrecta son conjuntos convexos. 

Para probar que S2 ~~ conjunto convexo se procede de la misma manera que para Si> cosa 
que se deja como ejercicio para el leclor. 

Teorema 3. 

La inter.o;ección de dos o mAs conjuntos convexos es un conjunto convexo, 

Sea St' S2' S3 ,.... Sn conjuntos convexos. 

Sean PI Y Pl puntos en S. Como PI. Pl eSlán en S! y SI es convexo, P,~ e SI. 

Similarmente P I'PZ C 52' p¡,p2 C S3' 

Pt 'P2 C S. Por lo tanlO, S es un conjunto convexo. 
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6.4 Programación lIncal. 

Como se puede observar en las aplicaciones de las desigualdades la solución rara vez es 
¡jnica. Sin embargo, en una si tuación práctica, algullM de las soluciones fac tibles pueden 
ser mejores que otras. Una meta importame es encontrar la mejor solución para una 
situación en particular. 

Este es el problema que afronta una rama de las matemáticas aplicadas llamada 
progro/lloción lineal. cuya esencia es la siguiente: 

Dada una región o solución faClible representada por un polígono convexo S ,definido por 
un sistema de desigualdadc.!ó lineales, hallar los puntos fac tibles en los cuales una e)(presión 
lineal de la fonna A)( + By toma los valores extremos (má)(imos o minimos ) llamados 
solllciones oplimas. 

Consideremos una función lineal de dos variable~ 

f =A)(+ By 

Su¡xmgamos que se quiere hallar el conjunto de puntos ()(I. '11) de la región factible S ,en 
los que la función f toma su~ valores mhimo y mCnimo. Para ello, consideremos la lecta 

L : A)( + By = O que pasa por el origen y e.~ perpendicular al vector (A, B). 

Al desplazar la recta paralelamente a si misma. en realidud lo que se hace es desplazarla en 
111 direcd6n del vector (A, B). 

A medida que nos alejamos del origen. La distancia ent re L y el origen aumenla, al igual 
que el valor de la constante C (término independiente), pues de 

A)(+By+C=O 

s'" 
e 

k= - 
B 

se sigue que 
A e 

y= --x--
B B 

(ordenada al origen). Como e = ·kB, te nemos que 

A)(+By-kB=O,obien, M. +By=kB 
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obviamente, el valor de Ax + By e.~ constanle para cada una de estas recIas. ( Fig. l 27 ) 

(Fig.127 ) 

Supongamos que al mover la recIa (es decir, al variar k) é~ t a encuentra pl"imero al poHgono 
en el vértice A(a¡, al) En esta posición L se convien e en una recIa de ilpoyO (entenderemos 
como recIa de apoyo cuando L intercepte Algún vértice del polígono solución). 

donde L toma el valor de Bk¡ ,es decir f (ah fll) = Bk l . 

Conforme se muevc en la misma dirección pasando por los vértices B, E, e y o fi nalmente, 
la recta L se convie rte en cada caso en una rec tA de apoyo. 

Dado que cada VC2. que desplazamos a la recta paralelamente en la d irección del vector (A, 
B) uumenta el valor de e, el va lor de la función lineal es creciente. ( Fig. 128) Es decir. 

f (31,32) = Bkl < f(b l ,b2) = B~< f(e"c2)= Bk.,< f(c¡,c 2)= Bk4 <oo· 

... ¡(d"d,) • Bk, 
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Donde B(b¡, b2) , C( C, , C2) , E{ e, ,e2) , D( d" d2) son los vértices del polfgono. ordenados 
conforme los va enconlrando. (ver figura 128) 

Fig.128 ) 

Por lanlo,la función lineal f loma su valor mínimo en el vértice A, y su mtiximo en cI 
vértice D, y, los valores mínimo y máximo de la funciÓn lineal f = A'Io. + By 
sobre el poHgono soluciÓn se adquieren cuando un úHimo vértice de la regiÓn factible, pues 
si el último contacto de la recta de apoyo Ax + By = Bk es un segmento de recta, éste pasa 
por un vértice en el que la funciÓn toma el mi~mo valor (en los puntos del interior, ba~la 
con mover la recta hacia arriba y hncia abajo para obtener valores mlÍ.~ grandes o más 
pequeños, por lo que concluimos que los puntos óptimos se ubican sobre la frontera de la 
región factible). 

Hacemos notar lo siguiente: 

La intersección de la recta L eon el polígono ete solucione~ puede consistir en: 

i) Un solo punto (posiblemente al infini to) 

ii) Un vértice del polígono. 

jji) Un conjunto infinito de puntos (un lado del poJfgono). 
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En la figura 129 se ilustra un caSQ en el cual la función lineal f 

alcanza su mínimQ para el p<llfgono en cada puma del segmcnlQ A l·Al 

miemras que su máximo se supone en los puntOS del polfgono infinilamellle distantes. 

( Fig. 129 ) 

Dc IQ ameriQl', podemos enuociar el teorema fundamenta l de la pmgramación lineal. 

Teorema fundamental de la programación lineal. 

El mfnjmQ o el máximo entre las soluciones de un sistema de desjgualdades lineales se 
encuentra en un vértice de la región factible. Para demostrar e l teorema de la pmgramación 
lineal probaremos el siguiente lema. 
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Lema 2. 

Sean p) (x), y¡) y P2 (X2, YÜ dos puntos en el pluno cal1esiano, Q(x' ,y') un punto en el 

segmento de recta ;:;;:; y f =- Ax + By unu función lineal. 

Si entonces 

En otru~ palabras, el valor de la expresión Ax + By en Q, está comprendido entre los 
valores de la expresión en p) y P2 . 

Demostración. 

con OSI$1 

enlonces 

Ax' + By '= A (X I I I (~ - Xl )) 'l B{Ytl t(Y2 - YJ)) 

= AX t I BY t t t (A":! i. BY2) t(AXJ .t BYJ ) 

Ax'¡ By''''' mJ + t (~-mJ ) ( 1 ) 

Por Otro pane Q también puede expresarse como 

con 0$1$1 
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De modo que 

Aú n,= A(><,+ '(', - ,,)), B(y, . ,(y, Y,)) 

'" Ax;¡ + BY2 1 t(AXI + n < I- I(Alt.,¡ + By2) 

de (l)y(2) tenemos 

Aú n,= m, - 'h -m,) ' m, 
y 

Por lo lanlo 

Demo~traci6n de Teorema fundamental de la programación lineal. 

Supongamos que el poligono convelO S liene n vértices Al , A
2
,A

3 
... Al! 

Y que ml'"l' I') , .... ,mn son los valores que loma en ellos 13 expresión lineal 

Ax + By. Sea m el minino y M el mált imo de esos n valores y suponga que el valor m 

Sea P otro punto solución cualquiera de S, diferente de Al , trácese AIP 
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La convexidad de S asegura que si Al? se prolonga, va a cruzar nuevamente la frontera de 

S en un solo punlo Q. (Fig.130) 

.... 

(Fig.130) 

Si P no esla en la frontera, por el lema 2 el valor de Ax + By en P está comprendido entre 
los valores que loma en Al yen Q, y por consiguiente entre m y M. . 

Si P está en la frontera, entonces P = Q y como Q pertenece al segmenlo de recta que une 
dos vértices, se deduce por el lema 2 que el valor de Ax + By en Q está comprendido entre 
los valores que toma en dichos vértices o, consecuentemente entre m y M. 

Por lo tanto los valores máximo y mínimo que Ax + By puede tomar son en los vértices de 
S. (Fig.131 ) 

Así para encontrar el valor máximo y oúnimo entre las soluciones de un sistema de 
desigualdades sujeto a una condición lineal, basta con encontrar los vértices del polígono 
solución. 
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P Q 

f = Ax+By 
(Fig.131 ) 

Problemas. 

Un agente está planeando un viaje a un centro vacacional. Puede llevar un máximo de 10 
personas y se le informa que irán por lo menos 4 hombres y 3 mujeres. 
Su ganancia será de $10 por cada mujer y $15 por cada hombre. 
¿Cuántos hombres y cuántas mujeres le producirían la mayor ganancia? 

Solución. 

Sean x = número de mujeres 

y = número de hombres 

Entonces, x e y deben ser tales que 

X I y ~ 10 

x?3 
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Al gralicar este sistema notamos que los puntos P(x, y) factibles deben estar dentro o en la 
fron tem del triángulo ABe. 

Dado que x, y represcnt¡m número de pemOllas x, yeN por lo cual hay exactamente lO 
pares ordenudos de números naturales que .~atisfacen Ja~ tres desigualdades. Cada punto de 
la gr:lfica representa a uno de ellos. 

La ganuncia Q se puede expresar como 

Q=lOx+15y 

Sea Q ... la ganancia que produce A(3, 4), Qo la ganancia que produce ])(4,4), etc. 

De lodo ello liemos que 

Q • 10·(3) + 15·(4):90 QG • 1O·(4).t. 15 -(5) = 115 
A 

Q = 10-( 4) ·¡ 15·(4) '" 100 Q" • 10·(5) -t- 15·(5) = 125 
D 

QE • 10·(5) + 15·(4) '" 110 Q, = 10·(3) I 15·(6) = 120 

Qc • 10·(6) + 15-(4) = 120 Q, • 10·(4) I 15·(6) = J30 

Q, • JO·(3) l · 15·(5) = 105 Q, = JO·(3) -t- 15·(7)=135 
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Vemos que la ganancia máxima es $135 en QB ( 3 mujeres y 7 hombres ). 
NÓlese también que ta ganuncia minima es Q" (3 mujeres y 4 hombres), de manera que el 
mÁximo se presenta en un vértice dellriángulo y el mínimo en otro vértice. 

El problema ha sido resuel lO de una manera imui¡jvu. 
Si resolvemos el problema uti liUlndo la teorra ya vista. 
En primer lugar graficarfamos la región factible o polfgono !;olución. 

Posteriormente encontraríamos los vénices del pollgono resolviendo el s islema de 
ecuaciones Lh L2. LJ . 

LI : ~ '" 3, ~: y '" 4 Y ~ : ~ I Y = 10 

de donde 

A, B Y e son vél, ices del triángulo solución. 
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Bajo la condición lineal 

f ::: \Ox + ISy 

y ut ilizando el teorema de la programación lineal tenemos: 

fA:: 10-(3)+ IS·(4 )=90 

fa :: 10·( 6) + IS·(4) = 120 

fe = 10·(3) I 1S·(7) = 13S 

(f evaluada en el vértice A) 

(f evaluada en el vértice B) 

( f evaluada en el vértice C) 

Por lo tanto la gananci¡¡ máxima se da en el vértice B ( 3 mujeres, 7 hombres) 
mientras la ganancii'l m.fnima se da en el vért ice A ( 3 mujeres, 4 hombres ). 

Ganancia Máxima $ 135 

Ganancia Mínima $ 90 

La figura siguiente ilustra cuando la función lineal alcanza el máximo en B y el mfnimo en 
A. 
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2.- Se cuenta con dos alimemos: pan y queso. Cada uno de ellos contiene caladas y 
proteínas en distintas proporciones. Un kilogramo de plln tiene 2000 calorías y 50 gramos 
de proteínas. Un kilogramo de queso tiene 4000 calorías y 200 grumo~ de proteínas. Una 
dieta para un deportista requiere al menos de 6000 calorfas y 200 gramos de proteínas por 
día. Si un kilogramo de pan cuesta 6 pesos y un kilogramo de queso cue~ta 21 pesos. 
¿Qué cantidad de queso y pan son necesllrio~ para satisfacer Jos requerimientos de la dieta a 
un costo mfnimo ? 

Solución. 

Sea x:=: kilogramos de pan , y = kilogramos de queso. 

Se tiene que 
Calorfas 

I kg. de plln 2,000 

I kg. de queso 4,000 

La diell¡ requiere: 

(2) 50·x ~· 200f2:200 

611+2Iy=costo 

Praternas 
50 gr. 

200 gr. 

calorías 

protefnas 

El objetivo es minimizar el casIo satisfaciendo ( I ) Y (2). 

Simplificando ( I ) Y ( 2 ) se tiene 

11 ') 2" 4, ' . 
12 ') 5,. 20,' 20 

Claro está que x:2: O y y;?: O dado que nos representan kilogramos. 
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Sean LJ: 2x +4y =6 y L2: 5x + 20y=20 

Los pumos que pertenecen a la región factible o polígono solución del sistema deben de 
quedar arriba de o en LI y alTiba de o en L2. Tomando en cuenta que )( ~ O Y Y ~ Q. 

En nuestro ca~o la fu nción lineal costo e = 6x + 21 Y alcanzará su míni mo en alguno de Jos 
vértices A, B o e del polfgono convexo no acotado. 

Donde A = LI" eje y , D = LI" L¿: Y e'" l:¡" eje X 

entonces las coordenadas del po1fgono convexo son: 

Ulilizando el teorema de la programación lineal tenemos 

eA '" 6·( 0) ·1 2 1. (~) = 31.5 

elJ = 6·( 2) ·1 21 . ( ~ ) =22.5 

Ce "" 6·{4) ·~ 21·(0) =24 

Por lo tanto la solución del costo mínimo es 2 kg de pan y 

mínimo de $22.5 . 

1 
kg de queso a un costo 

2 
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6.5 Ajuste a una Recta. 

En muchas situaciones prácticas se presenta el siguiente problema. 
Dados un conjunto de datos experimentales o estadísticos, se busca detenninar una relación 
numérica que describa o aproxime su comportamiento. 
Nuestro objetivo, en otras palabras, es "dadas las coordenadas de un conjunto de puntos, 
encontrar la ecuación de una curva que represente las características del conjunto". 
Para ello, ajustaremos una curva a través de los datos disponibles. 
En nuestro caso consideraremos el ajuste a una curva lineal, por 10 que el procedimiento es 
l1amado ajuste a una recta. 

Supongamos que tenemos un conjunto de n puntos PI ("t' y 1) ,P 2 (~, y 2)' ... P n (Xn' y n) 
Que representan un conjunto de datos experimentales donde Xi i = 1, 2, ..... , n son valores 
independientes y Yi i = 1, 2, .... , n son las valores dependientes de las Xi. 

(Fig.l32 ) 

y • p 
" 

x 
(Fig.t32 ) 

Queremos ~iustar una línea recta L al conjunto de puntos que representan los datos. 
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x (Fig.133 ) 

Entre las distintas posibilidades la figura 118 sugiere que L. es una recta que se ajusta mejor a 
nuestros puntos que la recta ~ . De hecho éste método, llamado intuitivo es el que 
emplearemos primero. Pero antes debemos hacer notar lo siguiente. 
Ajustar una recta a un conjunto de puntos nos lleva a encontrar la ecuación de una recta que 
mejor se aproxime más a ellos. En otras palabras, lo que se pretende es que la distancia entré 
las ordenadas dadas y¡ y las ordenadas calculadas Yi , sea lo más pequeña posible en cada 
punto. ( Fig.134 ) 

(fig.134 ) 
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Esto es. si e¡ = Y, - y¡ para todo i = 1, 2. 3 •..... , n .• lo que queremos es que t i se aproxime 
a cero. 

En otras palabras, se busca que la swna de las ei sea lo más cercana que se pueda. 

Claro esta que si Y, > y, entonces ei> O • Y el punto Pi estará encima de la 

recta. Así mismo. si Y, < y; entonces el> O Y en este caso Pi estará abajo de la recta. 

Ajustar una recta L a ciertos puntos es buscar dos números m' y b' (donde m' es la 
pendiente y b' la ordenada al origen), tales que la recta L : y '" m 'x + b' sea la recta que 
mejor se ajusta a los puntos de los datos experimentales. 

Para hacer esto disponemos de tres métodos. cada uno de los cuales tiene ventajas y 
desventajas. La elecci6n del método dependerá de la manera que queramos medir la precisi6n 
y rapidez del ajuste. 

Método Intuitivo. 

En esté método el ajuste se realiza a simple vista. Esto es. trazamos una recta a simple vista, 

tomando como referencia dos puntos cualesquiera de los datos, digamos los extremos 
PI(X It Yl ) y Pn (xn• Yn) del conjunto de puntos. 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n Y'" mx + b tenemos 

Y1 = m·X¡ + b (1) 

Y
n 

= m·xn + b (2) 
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y 

x 
( Fig.l3S ) 

de donde resulta un sistema de ecuaciones simultaneas. Resolviendo este sistema de 
ecuaciones se tiene 

b = "J 'Yn - Y)'xn 

"J - xn 

Estos valores son los parámetros m' y b' que buscabamos. 

La ecuación de la recta que pasa por estos puntos es 
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de donde 

que es la ecuación buscada con m'= y 

y 

L' 

x (Fig.136) 

En la gráfica anterior se muestra la recta ajustada L'. 

Ejemplo l. 

Se tienen los datos que muestra la tabla, Apliquemos el método intuitivo para ajustar una línea 
recta. 

)( 

-2 I .. .. 
-1 
O 

y 
o 
O 
1 

1 ., 1 
2 " ···· 2.5 

3 2 
3.5 
"á' " 
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Solución. 

Empecemos por trazar los ejes coordenados y graficar los puntos dados 
----------_. __ ... __ . . .... ----

3.5 

3 

2.5 

2 -

1.5 

0.5 

• 
• 

• 

-\H----f---· I- ·· ··············1····· · · 

o 2 3 

en este caso los puntos son 

• 
• 

.... __ .-1-----1 

4 5 

PJ (-2,0) ,P
2
( - 1,0) , P3(0, I),PP, 1),Ps(2,2.5) P6 (3,2),P¡(4,3.5),P

8 
(5,3) 

Tracemos una recta a simple vista, aquella que más se "aproxime" a los puntos dados. 

3.5 

3 

2.5 

2 

1.5 

• 

• 

2 

• 
• 

3 4 5 

Ahora tomemos los puntos PI( -2, O) Y Ps ( 5, 3) que están a los extremos de los datos. De la 
ecuación de la recta que pasa por dos puntos, tenemos que 

356 



[~= ~.(x - (-2» 
5 - ( - 2) 

3 
Y = -- '(x+ 2) 

7 

= 3 6 Y - 'X -I --
7 7 donde m' 

3 

7 
y b'= ~ 

7 

y L' : ~'X -I ~ es la ecuación de la recta ajustada. 
7 7 

3_5 • L' 

-2 -1 o 2 3 4 5 

Para determinar la precisión del ajuste, veremos que tan pequefios fueron los errores en cada 
punto. 

Primero tabularemos, para cada x , la diferencia entre el valor observado de y (dado en la 

tabla) y el valor calculado y de y que se obtiene de la ecuación de la recta L'. Después 
tabularemos los cuadrados de los errores y calcularemos las sumas de estas cantidades. Estas 
sumas nos proporcionan una medida de la precisión con que la recta representa a nuestro 
conjunto de datos. 
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Es obvio que si la swna de los cuadrados de los errores es pequefia, la precisión de la recta 
ajustada será mayor. 

Notemos que )', la obtenemos al sustituir XI = -2 en la ecuación de la recta ajustada L' 

3 6 
y=- ·(-2)+-=0 

7 7 
.. >', =0 

De igual manera obtenemos )'2')'3 " ')'8' Los valores obtenidos e¡ se muestran en la 

siguiente tabla: 

x y )' (valor calculado) 
-2 O 0.00 

-1 O 0.429 

O 1 0.857 

1 1 1.286 

2 2.5 1.714 

3 2 2.143 

4 3.5 2.571 

5 3 3.000 

La suma de los errores es 

Le. = 1.01 
I 

e (error) e~ (cuadrado del error) 

0.00 O 

-0.429 0.184 

0.143 0.020 

-0.286 0.082 

0.786 0.617 

-0.143 0.020 

0.929 0.862 

O O 

1 1.786 

En cambio, la suma de los cuadrados de los errores es 

Nótese que la suma de los errores no es muy significativa, pues los que tienen signo negativo 
se contrarestan con los que tienen signo positivo, y esta información se pierde en el resultado 
final. 
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Podemos decir entonces que la precisión con que la recta representa Jos datos es 1.78 y )a 
suma de los cuadrados de los errores está muy lejos de ser cero. 

Método de los promedio por grupo. 

Este método consiste en separar los datos en dos partes aproximadamente iguales y calcular el 
valor promedio de x y de y en cada uno de ellos. 
Estos valores promedio son las coordenadas de lo que llamaremos "punto promedio" de cada 
grupo de puntos. 

Del ejemplo anterior obtendríamos las siguientes tablas 

TABlA A TABlA B 
x y x v 
-2 O 2 2.5 
-1 O 3 2 

O 1 4 3.5 
1 1 5 3 

-0.5 0.5 3.5 2.75 

Denotemos al punto promedio de la tabla A como P a Y al de la tabla B como Pb . 

Entonces los puntos P a Y Pb tienen como coordenadas 

(
Lx 2:Y.) 

Pa -/, . / = (- 0.5,0.5) (
h 2.:y.) 

y Pb -i'-T = (3.5,2.75) 

La ecuación de la recta que pasa por estos dos puntos será la ecuación de la recta ajustada que 
represente los datos. 

Como lo muestra la figura 137. Gráficamente obtendríamos la recta ajustada uniendo Jos 

puntos Pa Y Pb . 
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.. . ··· .. ··--3,6 .. ·r-----· ··· .. - ·-·-·--- . .... ..... .. 

3 

2.5 • 
2 • 

- ····. - --\1-+---1-· --+-- -1--_·-····· 1··· 

~ O 234 5 
------_ .•.. - ...... . ...... _---._ .....•.... (Fig.137) 

Entonces la ecuación de la recta que pasa por los puntos Pa (-0.5,0.5) Y Pb (3.5,2.75) es 

y-O.s= 2.75-0.5 .(x_(. 0.5» 
3.S- ( .. 0.5) 

y = 0.56xt- 0.78 

En este caso m' = 0.56 Y b' = 0.78 son los parámetros buscados y la ecuación de la recta 
L" ajustada es: 

L" : y = 0.56x + 0.78 

Determinemos ahora la precisión del ajuste tabulando para cada valor de Xj el error o la 

desviación del valor dado Yi y del valor calculado y¡ con base en la ecuación de la recta 

ajustada L". 
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Para 10 cuál construimos una tabla como la siguiente. 

x y y e e¿ 

-2 O -0.34 0.34 0.1156 

-1 O 0.22 -0.22 0.0484 

O 1 0.78 0.22 0.0484 

1 1 1.34 -0.34 0.1156 

2 2.5 1.9 0.6 0.36 

3 2 2.46 -0.46 0.2116 

4 3.5 3.02 0.48 0.2304 

5 3 3.58 -0.58 0.3364 

0.04 1.4664 

En este caso la suma de los errores y la suma de los cuadrados de los errores son: 

Como podemos ver la precisión del ajuste de la recta a los datos dados es 1.46. 
Además, este método asegura que la suma total de los errores se acerca a cero. ( 0.04) 

Método de los mínimos cuadrados. 

Este método es el que tiene la mejor precisión en el ajuste de una curva. Pues su objetivo es 
obtener una línea recta para la cuál la suma de los cuadrados de los errores es mínima. 

En otras palabras, lo que este método hace es minimizar la suma de los cuadrados de los 
errores o desviaciones verticales de la recta ajustada. Esto asegura una optima precisión en el 
~juste de la recta. Para calcular los valores de los parámetros m y b haremos uso del cálculo 
diferencial. 
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Sea e¡ "" y¡- y¡ con i "" 1.2.3 •.... ,n. 

Si denotamos con M la swna de Jos cuadrados de Jos errores, tenemos 

donde y¡ = m',x¡+b' para algunos m' y b'. 

Lo que se busca es minimizar M. 

Si M tiene un mlnimo, éste se obtendrá para valores de m' y b' que satisfacen las ecuaciones 

~.-M '" O 
dm' 

y ~M '" O db' 

Al obtener las derivadas parciales de M con respecto a m' y b' respectivamente. e igualarlas 
a cero. obtenemos 

( 1 ) ~M o <!.._[y- (m'u b')]' = -[L2[y; - (m ' ~' b') hJ dm' dm " , 

~M = -2[ "yy, - m'" (~) ' - b" l:~J = O 
dm' 

(2 ) "--M = :b,[l:[y, - (m'x, +b')]' = -[l:2'[y,- (m'~ + b')J dm' 

"--M = - 2. (Iy¡ - m" L X¡ - b'.n ) e O 
dm 

Las ecuaciones ( 1 ) Y ( 2 ) se denominan ecuaciones de los mlnimos cuadrados. 

Hagamos notar lo siguiente: 

Las ecuaciones de los minimos cuadrados son lineales en m' y b'. por lo tanto se pueden 
resolver simultáneamente. Para ello, escribamos (1) Y (2) en la foona 
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LX-Y _ , , 

m '-I ,,¡ ~ b'-n = 

Como se ve, lo que resulta es un sistema de ecuaciones lineales en m' y b'_ 

Resolviendo este sistema de ecuaciones simultaneas, tenemos: 

m = 
n2I'.':- (2\ ) (Iy;) 

n-2(\ )' _ (2~) ' 
(3) 

b- = 
[I(~)'l-(LY,) - (I~) -(¿~ -y,) 
--- ------

n I(~)' _ (>:~) ' 

Donde m' y b'son los parámetros buscados de la ecuación de la recta ajustada y '" m'x + b' 

Nótese que si en ( 3 ) multiplicamos ambas ecuaciones por ~- obtenemos 

" 
1 _·Lx·y· 
n " 

1 __ ¿y. 

" ' 

(4 ) 
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Donde ~, 'Lx es el valor promedio de x 
n I 

y 

1 _ .¿ y. es el valor promedio de y 
n I 

,~ .¿x. .y . es el valor promedio de x·y 
n I I 

~ .¿(,,¡ ) 2 es el valor promedio de i . 

Por tanto, el método exige detenninar el valor promedio de x, y, xy, y x2 para todos los datos 
del conjunto. 

Apliquemos el método en nuestro ejemplo. Construyamos una tabla como la que a 
continuación se muestra. Con base en ella, obtendremos los coeficientes de las ecuaciones de 
los mínimos cuadrados. 

x Y x.l xy 
-2 O 4 O 
-1 O 1 O 
O 1 O O 
1 1 1 1 
2 2.5 4 5 
3 2 9 6 
4 3.5 16 14 
5 3 25 15 

En este caso los valores promedio de x, y, xy, X2 son, respectivamente, 

1 ¿ x = ~ .(12) '" 1.5 
8 I 8 

~, ¿y. = -8
1

.( 13) = 1.625 
8 I 

1 " .... L X·y. = 
8 I I 

5.12 
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Sustituyendo estos valores en ( 4 ), obtenemos el sistema de ecuaciones 

75m' + 15b' = 5.12 

15m'+ b' = 1.62 

Resolviendo estas ecuaciones simultáneas, tenemos 

m' = 0.51 b' = 0.85 

y por consiguiente, la ecuación de la recta ajustada es: 

y = 0.51-x+ 0.85. 

Para comprobar la precisión del ajuste elaboraremos la tabla de errores o 
desviaciones de la recta ajustada y los datos dados. 

x y y e e¿ 

-2 O -0.17 0.17 0.029 
-1 O 0.34 -0.34 0.116 
O 1 0.85 0.15 0.023 
1 1 1.36 -0.36 0.130 
2 2.5 1.87 0.63 0.397 
3 2 2.38 -0.38 0.144 
4 3.5 2.89 0.61 0.372 
5 3 3.4 -0.4 0.160 

0.08 1.370 

De aquí se tiene 

2:e. = 0.08 
I 

y 

Como podemos ver esté método da una mejor precisión de ajuste a los datos, ya que la suma 
de los cuadrados de los errores es mínima en comparación con los otros dos métodos. 
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·0.5 

En resumen. 

El método de los mínimos cuadrados, aunque más laborioso, garantiza que la suma de los 
cuadrados de los errores sea mínima. 
En la práctica es el más empleado e importante cuando deben obtenerse medidas estadísticas. 
El método de los promedios de grupo garantiza en cambio que la suma de los errores sea 
cercana a cero, aunque no garantiza una mayor precisión. 
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6.6 Desigualdad lineal en R3 

Sea p un plano con ecuación cartesiana Ax + By + Cz + D = O con vector normal 

n = Ai + Bj + Ck. El plano p divide al espacio en dos partes, cada una de las cuales 
recibe el nombre de semiespacio. 

Sean El Y E2 los semi espacios que forma p en el espacio R 3 (Fig.138) 

p 

(Fig.138) 

Consideremos la recta L que pasa por el origen y es perpendicular a p. L tiene como 
vector director a n. ( Fig.139 ) 

Sabemos que I 011 101 
( distancia del plano p al origen) - -_ .. _ ... _------

Sea h = I O·E I 
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L 

" 
" 

, 
'" 

" 
" 

' . p 

(Fig.139) 

Tomemos PI un pwltO en el semiespacio &1' P2 un punto en el semiespacio &2 y P un punto 
en el plano p. 

~ 

La proyección de O·P I un vector cuyo extremo se encuentra en el scmiespacio El sobre 

~ 

el vector n es el vector OE
I 

. cuya longitud es menor que h. 

~ 

y la proyección de O.P2 cuyo extremo se encuentra en el semicspacio &1 sobleel 

vector 11 es el vector O.~ , cuya longitud es mayor que h. 

Esto es I ~ I < h < I ~ I donde 

~ 

= 0 1'., 
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Entonces, para todo punto Q en el espacio, le asignamos el semiespacio &1 o &2 según si 

~: 

la longitud de la proyección del vector correspondiente 09 sobre n sea menor o mayor 

queh. 

Por otra parte, sabemos que la distancia del origen a p es 

d = > O 
r---"'~'~ 

~A2+B2 + C 

Por lo tanto basta con que en la ecuación Ax + By + ez + D = O 

A, B, e, sean tales que A 2 + B2 + e2 = 1, para que d( p, O) = IDI 

Para lo cual, recordemos que al reducir la ecuación cartesiana del plano p ,a su forma 
normal obteníamos: 

A BCD 
- .... -... - ··: ... ···· :-c- ·x + - - -- ·y -,. - __ -.. _:: ... -- -- - ·z .¡- - .,-: .. : .... ----- = O 

-JA 2 + B2j. C .JA 2 + B2 + C . JAl , B2 
-1- C .JA2j B2

,. C 

De donde 

= o 
G .--~ ---::; 

'\lA ,- B -,· C 

Usando notación de producto punto tenemos 

(--- -_!-: _ _o , 
B e ___ .. :::.: ). (x,y,z) = D , . .. _- - -

\ )A2+B2+C ) A 2 -,- B2 ,. e2 ,JA2 , B2 + e2J ) ;2 + B2 
i- C 
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Por lo tanto, la ecuación del plano quedaría escrita como: 

D (# ) I1 
• X 

donde 11 X = (x, y, z) 

o en el otro caso la ecuación toma la forma nonnal : 

Si D < O . La ecuación anterior puede ser escrita como 

• (x, y , z) = D 

Entonces la ecuación quedaría escrita como 

11 • X = o (## ) 

De (# ) Y ( # # ) concluimos que la ecuación del plano p puede ser escrita como 
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donde 11 es el vector unitario, normal al plano, X es un vector que une el origen aun 

punto variable del plano p, y h es la distancia de p al origen. 

~ 

De lo anterior concluimos que un punto Q pertenece al semiespacio &) , si el vector O·Q 

---7 ....... :) 
satisface 11 • O·Q < h, o perteJ1ece al semi espacio &2 , si el vector O ·Q 

- ; ---7 
satisface 1I • O 'Q > h , o en su caso pertenece al plano p si el vector O-Q 

---7 

satisface Il • O·Q = h 

En general, puede decirse que el semi espacio &) es el conjunto de vectores X para los 

cuales 11 • X < h . Y el semi espacio &2 eS el conjunto de vectores X para los cuales 

Hagamos notar lo siguiente: 

&) se puede ver como el conjunto de vectores X que satisfacen Il. X < h o lo que 

es lo mismo 

A B 
--;:::===='X+ 'yl 

¡:; 1 B2
1 C- ~I A 2 

-1 B2 + C-

o bien Ax + By + Cz + O < O. 

C --_ ... ·-· ----'z < 

¡;:;+ ~~). C-

o 
1

2 
.. ... 2 C2 

,.,f A ~ .. B 1 

y &2 como el conjunto de vectores X que satisfacen Il • X > h o lo que es lo 

mismo 

A B C 
... -.... _ ....... ·_-····x +- _.~.:: .: . - .. -_ ... = .: 'y -1- ., -.-:= .. = ==·z > 

J~<- B2 + -~; ~ 2 -~ B2
1 C2 ~JA2 _1 B2

1_ C-

D 

1
--;···· ;----:; 

,\ A -1- B I C 

o bien Ax + By + Cz + D > O 
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Ejemplo l . 

Dado el semiespacio 3x + 5y + 4z :::; 5 detenninar si el punto ( 0,0,0 ) pertenece a él. 

Solución. 

Para resolver este problema, basta sustituir el punto (0,0,0) en la desigualdad dada. 

Se tiene que 

13,(0) -1- 5·~0) + 4·(O):S:SI 
0 <;5 

por lo tanto, el origen sí pertenece al semi espacio dado. 

El pl ano 3x + 5y + 4z = 5 es perpendicular al vector v = (3,4,5). (Fig.l40) 

z 

y 

x 
(Fig.140) 
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6.7 Sistema de Desigualtlades Lineales en el Espacio. 

Un sistema de dos o más desigualdades de las formas Ax + By + Cz + O > O. 
Ax+By + Cz + D < O, Ax+By+Cz + D ~ O o Ax + By+Cz+D :SO.dondelas 

ultimas incl uyen al plano frontera, se llama sistema de desigualdades lineales con tres 
variables, 

Un sistema de n desigualdades en el espHcio R3 se puede escribir en la forma 

( i = 1,2,3,4 ...... ,n 

Si alguna de las desigualdades fuera de la forma Al'x-I BI 'Y + CI ,z?DI por ejemplo, 

podria reducirse n la forma anterior multiplicando ambos lados por - I , 

Tal y como se ha visto, cada una de las desigualdades determ ina un semiespaeio, 

Obviamente el sistema de desigualdades puede tener solución. En este caso el conjunto 
solución [o podemos representar algebraicamente por 

Dicho conjunto se llama regionfaclible, la cual está dada por la intersección de los 
semiespacios determinados por el sistema de desigualdades. 

Como veremos, este conjunto es una figura convexa y pucde ser un semicspacio, un 
poliedro (acotado o no acotado) , un plano, un polígono ( acotado o no acotado ), una 
recta, un segmento rectilíneo o. fina lmente, un solo punto. 

Esta figura recibe el nombre de puliedro de soluciones. 

Puede suceder que no exista punto en el espacio que satisfaga todas y cada una de las 
desigualdades, En este caso el sistema no tiene solución. 

El método gráfico para hallar la solución no es práctico en problemas con más de dos 
variables; pues es dificil visualizar la región factible correspondiente a más de dos 
desigualdades lineales, 
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Más bien, lo que se emplea es un método algebraico aplicable a cualquier número de 
variables y desigualdades. Esta técnica que veremos más adelante se llama método simplex. 

Antes de exponer dicho método, veamos algunos ejemplos sencillos en los que si es posible 
ver la solución de un sistema de desigualdades en forma gráfica. 

Ejemplo 2. 

Determinemos la solución del siguiente sistema de desigualdades: 

i) x~O ii) y :O:O iii) z2:0 iv) x'Ó4 v) y ::::& vi) z:S& 

En este caso, la región factible está representada por la figura. ( Fig. 141 ) 

z 
F "f-------...,. E 

G f--'it-------< O 

o y 

8 
x 

(Fig.141) 

La solución del sistema lo comprende el paralelepípedo OABCDEFG que incluye las seis 
caras del mismo. En este caso la solución es un poliedro acotado. 
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Ejemplo 3. 

Supongamos que en el ejemplo del sistema anterior se eliminara la desigualdad vi, 
entonces el nuevo sistema es: 

i) x20 ii) y >O iii) z20 iv) x$4 v) y S8 

En este caso su gráfica está representada en la figura 142. 

Obviamente la solución del sistema lo comprende el poliedro no acotado OABC. 

o e y 

A B 

(Fig.142 ) 

Ejemplo 4 . . 

Consideremos ahora el sistema formado por i), ii), iii) es decir: 

i) x20 ii) y 20 iii) z 2:0 ( Fig.143) 
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z 

y 

x 

(Fig.143 ) 

La solución del sistema es el primer octante ( semiespacio formado por los planos 
coordenados). 

Ejemplo 5. 

La solución del sistema formado por 

es obviamente el plano x = 4. ( Fig.144 ). 
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z 

l/o y 

x /i 
(Fig.144 ) 

6.8 Conjuntos Convexos. 

Definición. 

Un conjunto S ~ Rol es convexo si y solo si para todo punto PI. P2 E S, PI·P2 ~ S. 
Esto es, un conjunto es convexo si y solo si contiene al segmento entre dos puntos 
cualquiera del conjunto. 

Consideremos el plano p con ecuación cartesiana. 

p : Ax + By + Cz + D = O 

Entonces p determina una partición de R3 formada por dos semi espacios RI y R2 

P(x,y,z) I Ax+By+Cz+D>O} 

Rz = { P(x,y,z) I AX I By -/- Cz+ D< O } 

Probaremos que p, R. Y R2 son conjuntos convexos. Para ello, antes demostraremos el 
siguiente lema. 
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Lema. 

Sean PI (Xl, y., z¡) y PI (X2, Y2, Z2) puntos en el espacio, P(x, y, z) un punto en el intervalo 

P,~ y f(x,y,z) = Ax+By+Cz+O.Hayun 1, con 0:;;15 1 , tal que 

Demoslraci6n. 

Como P(x, y, z) E P I' P 2 ,entonces existe t con O.s 1 .s 1 tal quc 

, = ~ ~ " h - ~ ) 
y = ,, +"(y, - y, ) 
z = Z. l' t'h - z.) 

, O.sI S l .Porlotanto 

( Sumando Dt, -Ot y factorizsndo) 
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Teorema. 

Los conj untos p, RI Y Rl son conjuntos convexos. 

Demostración. 

Probarcmos primero que el scmiesplIcio RI es UII conjunto convexo. 

Por el Lema anterior, existe I (con O ~ I :S 1) lal que 

Por hipótesis 

Ademas t 'Y t - 1 son posit ivos, de donde se sigue que 

(1 - t)· f(x,, 'Y, ,2,) + l · r(x2'Y2'~) > O, as] que f(x, Y. z) > O 

Por 13nlo P(x, y, Z) E RI Y p¡p, ~ R,. Conclusión ; RI es un conjunto convexo. 

Así mismo, p es un conjunto convexo, por definición, ya que dados P, y Pl en p, 

sabemos que P¡p, ¡;;; p . 

(De hecho ya habiamos probado que un semiplano era convexo.) 

PMa probar que R2 es un conjunto convexo se procede de la misma manera que para RI. 

La prueba se deja como ejercicio para elleclor. 
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6.9 ProgramacióD Lineal en tre! Variables. 

Como ya se mencionó, el problema central de la programación lineal es el siguiente dada una región 
o solución factible (representada en este caso por un poliedro convexo R definido 
por un sistema de desigualdades lineales), hallar los puntos factibles en los cuales una expresión 
lincaltoma valores extremos (máximos y mínimos) llamados soluciones fJptimllS. 

Consideremos el caso de una función lineal en tres variables. 

F(x, y, z) =< Ax + By + Cz 

Para la cual se quiere encontrar el conjunto de puntos (Xlo Ylo 21) de la región factible R, en los que 
la función toma sus valores máximo y mínimo. 

Sea p: Ax + By + Cz '" O el plano que pasa por el origen y es perpendicular al vector 
(A, S, C). 

Al desplazar el plano paralelamente a sí mismo, en realidad lo que se hace es desplazarlo en la 
dirección del vector (A, 8, C). 

A medida que nos alejamos del origen. La dis tancia entre p y e[ origen ¡jumenta, al igual que el 
valor de la constante D ( término independiente). 
Dado que por lo menos uno de [os coeficientes cs distinto de ct:ro, (digamos B). 
Podemos escribir la ecuación Al' + 8 y + Cz + O '" O en la forma: 

A e D -_·x- _ ·z - -
8 8 8 

donde k = D 

8 

Como D = -kB, la ecuación puede ser escrita como: 

Ax+By+Cz - kB - O obiell, Ax+By+Cz =kB 

Obviamente, el valor de Ax + By + Czes una constante en cada uno de estos planos.(Fig.14S) 
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z 

x 

(Fig.145 ) 

Supongamos que al mover el plano este encuentra primero al poliedro en el vértice 
A(a" a2, a3) . En esta posición p se convierte en un plano de apoyo (se dice que un plano de apoyo 
cuando intercepta algún vértice del poliedro solución ). 

p : A (a) ) +Bh)i- C(a3) = B·k) 

Conforme se mueve en la misma dirección pasando por los vértices B, E, C y D, el plano p se 
convierte sucesivamente en un plano de apoyo. 

No obstante, que cada vez que desplazamos el plano paralelamente en la dirección del vector 
v = ( A, B, C), el valor de D aumenta, es decir, el valor de la función lineal crece. 

En otras palabras, si B(bpbz,b3),C(c¡,cZ ,c3),D(dpdz,d3),E(e¡,eZ,e) son vértices del poliedro 

solución. 

f(ap a Z,a3) = B· kl < f(b p bz,b3) = B· kz < f(epeZ,e) = B· k3 < f(c l ,cZ'C3 ) = B· k4 

< f(d l ,dz,d3) = B· k, 
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x 

(Fig.146 ) 

Por lanto la función lineal floma su valor mínimo en A, y su máximo en D. 

Se sigue que, los valores mínimo y máximo de ulla función lineal f: Ax + By + Cz sobre un 
poliedro solución se adquieren cuando se loca un úllimo vértice de la región factible, pues si el 
ultimo contaclo del plano de apoyo Ax + By + Cz "" Bk es un polígono ( es decir una de sus caras) 
este pasa por un vértice en el que la función loma el mismo valor. (en los puntos del interior, basta 
con mover el plano hacia arriba y hacia abajo para obtener valores más grandes o más pequef\os., 
por lo que concluimos que los puntos óptimos se ubican sobre los vértices de la región factible. 

Nótese lo siguiente: 

La intersección del plano p con el poliedro de soluciones puede consistir en 

i) Un solo punto (tul vért ice del poliedro, posiblemente en cl infinito ) 

ii ) Un conjunto infinito de puntos ( en cuyo caso In intersección es una arista o bien una cara de! 
poliedro ) 
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En la siguiente figura se ilustra un caso donde ftoma su mínimo para el poliedro en cada punto de 
la cara A B Q P, y su máximo en el punto D. (Fig.147). 

A '""'=-----
~B~--------------~~D 

p 

p 

Q 
(Fig.l47 ) 

Teorema fundamental de la programación lineal en tres variables. 

El mínimo o el máximo entre las soluciones de un sistema de desigualdades lineales se encuentra en 
un vértice de la región factible. 

Para demostrar elleorema de la programación lineal probaremos antes el siguiente lema. 

Lema 

Sean PI (Xl, y¡, ZI) Y Pl (Xl, Y2, Z2) dos puntos en el espacio. 

Q (x', y', z') lm punto en el segmento de recta IPI·P2 ,y f: Ax + By + Cz una función lineal. 

Si m, = Ax, I By,l- C~ m2 = A~ -1- By 2 1- C~ y m, ::m2 ' entonces 

mI ~ Ax'+ By'+ Cz' :s; m2 
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En otras palabras, el valor de 111 expresión Ax + By + Cz en Q está comprendido entre sus valores 
cnP l yP2. 

Demostración, 

Como Q E P'P1 tenemos 

X'= XI + t(x, - XI) 

y'=y,+t(y¡-y,) 

Z"=Z,+ t(zt-z,) 

Entonces 

con OS I S ] 

Por olra parte Q también puede expresarse como 

x'= x 1 + t(x, - Xl) 

y'=y¡+t(y,-y¡) con OS,S] 

z'= Zl + tez, -zt) 

entonces 

Como OS t S l y ml - ml :<! O de ( l )y (2) tencmos 

Porlolanto mi S Ax '+By'+Cz' S m1 
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Teorema fundamental de la pl'ogramación lineal en tres variables. 

Demostración. 

Supongamos que el poliedro convexo R tiene n vértices, Al' A
2
,A

3
, ... . ,A

n 
y que 

mI' Il1' 1l1¡, ..... , mn son los valores que toma en ellos la expresión lineal Ax + By + Cz. 

Sea m el mínimo y M el máximo de esos n valores y supongamos que el valor m ocurre en 
Al. 

Sea P otro punto cualquiera de R, diferente de Al. Trácese Al . La convexidad de R asegura 

que si Al se prolonga, va a cruzar nuevamente la frontera de R en un solo punto Q. 

Z Al A3 

Al 
p '\ 

Aj A IO 

A1 

y 

x ( Fig.148) 
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Si P no está en la frontera, por el lema anterior sabemos que el valor de Ax + By + Cz en P está 
comprendido entre los valores que toma en Al y en Q, y por lo consiguiente entre m y M. 

Si P está en la frontera, entonces P '" Q Y como Q pertenece a la cara del poliedro que une dos o más 
vértices. se deduce del lema que el valor de Ax + By + C ... en Q estit comprendido entre los valores 
que toma en dicho vértices, o conse¡;uentemcnte entre m y M. 

Por lo tanto, los valon:s máximo y mínimo que Ax + By + Cz puede tomar se hallan en los vértices 
de R, y para dctenninarlos, basta CO I! encontrar los vértices del poliedro solución. 
(Fig.149 ). 

z 

A,f<;::::---------;r" 

(Fig.149) 
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6.1fl Método Sim plex. 

El método grafico no t:S practico en problemas con más de dos variables. Existe una ttcnica 
algebraica que aplicada a cualquier niunero de I'ariables y ecuaciones y que se ut ilizá para resolver 
problemas de programación lineal. Esta técnica es llamada métodQ .\"implex. 

En nuestro estudio sólo emplearemos ecuaciones de tres variables, dado que estamos 
trabajando en el espacio. Bá.sicamcnte esta técnica consiste en modificar las rest ricciones 
que tiene un sistema de ecuaciones lineales y encontrar soluciones selectas del sistema 
lineal. 
Recordemos que podemos resolver un sistema lineal de ecuaciones USAndo una matriz 
aumentada y reduciéndola con operaciones de renglón. (Ver apéndice A). 

El método simplex sigue un procedimiento similar. Introduciremos el método simplex con un 
ejemplo en R2 y al mismo tiempo nos referiremos al método gráfico para ilustrar los pasos 
involucrados. 

Ejemplo l . 

Maximizar la función objetivo z= 4x + 12)' 

sujeta a las restricciones 

~x+ y :5 18~ 

x+ 2y ::> 100 

- 2x+ 2y :>40 

x?:O, y >0 

En este caso podemos escribir un sistema de ecuaciones como una ecuación matricial de la fonna 
AX = B. Así mismo, la función objetivo se puede expresar usando matrices. 

Esto es, Z = 4x + 12y se puede escribir como: 

Z = (4, 12) -[ ; ] 
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y las restricciones 

3X1- y ~ 180 

x + 2y ~ 100 

- 2x+ 2y <40 

se pueden escribir como 

3 

2 -[;] s 
- 2 2 40 

100 

180 

De la misma manera, las condiciones no negativas se pueden escribir como 

La notación A ::; B, donde A y B son matrices, significa que todo elemento de A es menor o igual 
al correspondiente elemento de B. 

Sean X es la matriz columna de variables lxl , 
y l 

A la matriz de los coeficientes de las restricciones, A = 
_
3

2 

~I 1 y 

180 

B la matriz columna de los términos constantes de las restricciones, B = 100 

40 
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Por último, sea e .. ( 4, 2) la matriz renglón de los coeficientes de la función objetivo. 
Ahora podemos escribir el problema de maximizar como sigue: 

Maximizar ex S\Ucta a A X $; B , donde X ~ O 

Resolvamos el problema por el método gráfico. 

El problema es maximizar z '" 4x + 12y sujeta 11 Jx+ y $ 180 

x+ 2y :<;J OO x?O,y ?O 

- 2x+ 2y $40 

Nó\t:se que la región factible esta fonnada por las rectas 

3x-l- y = 180, L,. H2y = 100, ~: - 2x+ 2y = 40 

L~ x = OY Ls:y = O 

La región factible se muestra en la figura 150. 

y 

x 

(Fig. 150) 
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En la gráfica, buscamos los vértices del polígono convexo o región factible, ya que sabemos 
que en ellos hallaremos los valores óptimos. 
En este caso, los vértices son los puntos 0(0,0), A (60,0), B (52,24), e (20,40), o (0,20) 
De donde 

Para representar puntos del interior de la región factible, introducimos nuevas variables llamadas 
variables auxi liares. 

Nótese lo siguiente: 

La primera restricción 3x + y ::s; 180, es verdadera para la pareja de números 
x'" 10,y "" 20. 

En general, si para cualquier par de valores x, y, se cumple 3x + y :s 180, entonces hay un número 
SI ta l que Jx + y + SI ... 180 . Llamamos a SI una variable auxiliar porque toma un valor cntrc Jx + y 
y 180. El valor de SI no es negativo. 

AsI. en cada restricción porlemos sumar variables no negativas obteniendo de este modo un 
C1lnjunlo de ecuaciones lineales. 
Adicionando variables auxi liares en las restricciones de nuestro problema tenemos: 

3x+ Y 1 " = 18. 

'" + " = 100 .... . ( . ) 

· 2x+ 2y + " = 4. 

Obsérvese que, cuando valores no negativos de x, y ,SI son dados para satisfacer 
3x + y + SI = 180, entonces el punto obtenido con los valores de x e y satisface la restricción 
3x·l- y S I80 . 

Sin embargo, x e y forman un punto interior. Por ejemplo, el punto interior (20, 30), con 
losparnmetros 

SI = 90 s2 = 20 Y 5] = 20 satisfacen el sistema de ecuaeiones .... ( # ). 

39(1 



Obviamente, sólo aquellas soluciones en las cuales todas las variables (x, y, SI' S2' 53) 

sean no negativas, satisfacen el sistema de ecuaciones. 

La función objetivo debe ser incluida en el sislcma de ecuaciones dado que el ¡nteres es encontrar el 
valor z con la solución del sistema. 

Por tanto, la función objetivo z = 4x + 12y se modifica a -4x - 12y + z = O Y se le incluye 

en el sistema ... ( # ) quedando el sistema como sigue: 

3X+ Y'¡-5
1 = 18O 

'" • " = 100 ........ ( .. ) 
- 2x .... 2y • " = 40 

- 4x- 12y • , = O 

En reswnen: 

l.- Se introduce una variable auxiliar en cada restricción. 
2.- El número total de variables en el sistema es el número original de VAriables, más las 

variables auxiliares y la variable z. (En este caso es 2+3+ 1"" 6 ). 
3.- Al introducir variables auxiliares el resultado es que hay más variables que 

ecuaciones. Esta 5ituación generalmente lleva a un número infinito de soluciones. 
Por lo cual es Wl hecho que cada variable de cada ecuación puede escribirse en ténninos 
de las otras. 

Una forma general de solución ocurre cuando resolvemos para SI. Sl. 51, Y z en ténninos de 
x ey. 

Esto es, 

" = 180- 3x- Y 

" = 100- x- 2y 

" = 40 .... 2x- 2y 

, = 4x .. · 12y 

Una solución particular cada vez que se sustituyen valores para x e)'. 
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Por ejemplo si x = O Y Y = O obtenemos 

s] = 180, s2 = 100 , s3 = 40 Y z = O 

Nótese que z toma un valor mínimo cuando x = O Y Y = O dado que z ~ O. 

Usando matrices y operaciones de renglón para determinar la solución optima, tenemos 
que la matriz aumentada del sistema ...... ( ## ) es: 

(

311000 
120 1 O O 
-2 2 O O 1 O 
-4-120 O O 1 

180 
100 

40 
O 

Esta es la tabla inicial simplex. La línea dibuj ada entre el tercer renglón y el cuarto renglón enfatiza 
que el último renglón es la función objetivo. 

Nótese que en la tabla irucial simplex las colunmas unitarias ocurren en las colunmas de 
s" S2, S3. 

Modificaremos la tabla inicial de tal modo que la nueva tabla tenga una solución básica factible que 
incremente el valor de z. 

Este paso requiere la selección de un elemento dI! la matriz llamado pivote y se localiza 
como sigue: 

a) Para seleccionar la columna que tiene el elemento pivote, hacemos lo siguiente: 

Seleccionamos el entero más negativo del último renglón ( función objetivo) 
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( 
x Y SI '1 ,) Z 

3 1 1 O O O 180 
120 1 O O 100 
·2 2 O O 1 O 40 
·4·120 O O 1 O 

L 

En este caso se trata del número -12 a continuación, hacemos de la segunda colunma la columna 
pivote, pues ésta contiene al elemento pivote. 

Ahora determinamos cual renglón contiene al elemento pivote. 
Para seleccionar el renglón llamado renglón pivote procedemos como sigue: 

Se divide cada constante de la última columna, por el correspondiente entero de la columna pivote. 
Operaciones. 

( 

~-_._...., 

3 1 1 O O O 180 LiO ¡ · · · I_= .~~ 40 
1 2 O 1 O O 100 = 20 

-2 2 O O 1 O 40 
2 

100 = 50 
-4 -12 O O O 1 O 2 

En este ejemplo todas las razones son positivas. Sin embargo, las razones negativas o 
cero pueden ocurrir, en cuyo caso se desprende lo que sigue: 

i) Si la razón es negativa, no se usa el renglón como renglón pivote. 

ii) Si todas las razones son positivas, se selecciona la razón menor ( en este caso 20 ). 
Y el renglón que contiene esta razón es el renglón pivote. 

iii) Si una razón es cero, vemos si fue obtenida de la división entre un entero positivo. 
Si tal es el caso, ese renglón es un renglón pivote. Si el cero se obtiene de la división 
entre un número negativo, ese renglón no es un renglón pivote. 

En nuestro ejemplo todas las razones son positivas, y la menor es 20, por lo que el renglón pivote es 
en este caso el tercer renglón. 

Entonces el entero 2 que está en el tercer renglón (renglón pivote) y seglmda columna 
( columna pivote) es el elemento pivote. 
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b) El siguiente paso consiste en convertir el elemento pivote en el número 1 y el resto 
de los elementos de la columna pivote en ceros. A este procedimiento se le lIama 
pivotear. 

Así, en el ejemplo, para pivotear al 2 usaremos operaciones de renglón para modificar la 
tabla. 

Esto es, multiplicando el tercer renglón por .l se tiene 
2 

( 

3 1 O O O 180 ) 
1 2 O 1 O O 100 

-1 1 O O 112 O 20 
-4 -12 O O O O O 

Ahora introducimos ceros en los otros lugares de la columna pivote ( en este caso 1 y 2 ). 
Para esto usamos las operaciones de renglón como sigue: 

( 
4 O 1 O 1/2 O 160 

) 
1 2 O 1 O O 100 (- 1 .~) -1- R, ---) R, 

-1 1 O O 112 O 20 
-4 -12 O O O 1 O 

( 
4 O 1 O 112 O 160 

) 
3 O O 1 -1 O 60 (- 2 .~) t- R2 ---) ~ 
-11001120 20 
-4 -120 O O 1 O 

(40101110 160 

) 
3 O O 1 -1 O 60 
-1 1 O O 1/2 O 20 

-16 O O O 6 1 240 
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c) El último paso consiste en verificar si el último renglón contiene algún coeficiente 
negativo, ya que si este es el caso, z no puede ser máximo. 

Dado que en el ejemplo - I 6 es un coeficiente negativo del último renglón, entonces 240 
no es un valor máximo de z. Emplearemos nuevamente el mismo procedimiento a, b, c 
para hallar el valor máximo de z. 

a) La colunma pivote es la primera, dado que -16 es el entero más negativo del último 
renglón. 

Dividiendo los elementos de la última columna entre los elementos de la columna pivote 
se tiene: 

(

40101120 
3 O O 1 -1 O 
-1 1 O O 112 O 

-16 O O O 6 1 

160 ) 60 
20 

240 

~=40 
4 

60 --- = 20 
3 

20 
- = -20 
- 1 

La menor razón positiva es 20. Por lo tanto, el renglón pivote es el segwldo renglón. 
De esta forma el 3 que se encuentra en el segundo renglón, y la primera columna es el 
elemento pivote. 

b) Usamos nuevamente las operaciones renglón para obtener un 1 en la posición del 
elemento pivote y hacer ceros en el resto de los elementos de la columna pivote 
esto es: 

160 ) 20 
20 

-16 O O O 6 1 240 

( 
~ ~ ~-::-~:~ 

-1 1 O O 112 O 

80 ) 20 
20 

-16 O O O 6 1 240 
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( 

O~ o 1 -413 516 O 
O O 113-113 O 
101131160 

-16 O O O 6 1 

( 

O O 1 -413 516 O 
1 O 0113-1130 

O 1 0113 116 O 
O O 01613 2131 

80 ) 20 
40 

240 

80 ) 20 
40 
560 

La tabla fma! nos representa el sistema: 

4 5 ::: 80 s - ····s + . ·s 
I 3 2 6 3 

1 1 ::: 20 _·s - _·s 
x + 3 2 3 3 

1 1 = 40 · ·s ·1· ·s 
y + 3 2 6 3 

16 2 = _·s + _·s + z 560 
3 2 3 3 

Donde las columnas de las variables x, y, sI. Y z son unitarias. 

Por lo tanto una solución se obtiene si sustituimos S2 = S3 = O Y resolvemos para las otras variables 

x = 20, Y = 40 , S I = 80 s = O 
3 

z = 560 
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Como el valor de z puede incrementarse sólo cuando hay un valor negativo en el último renglón, y 
en la tabla final, no hay ningún número negativo en el último renglón, entonces 

z = 560 es el máximo valor de z. 

Veamos la gráfica del ejemplo en la figura 151. 

(Fig.15 1 ) 

Gráficamente la función objetivo z alcanza su máximo en el punto e cuando JI = 20 Y Y = 40. 
Dado que, z · " (20) +12 (40) = 560. 
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VII Transformación de Coordenadas. 

La ecuación de una figura geométrica en cada caso depende de su posición en relación al 
sistema de ejes coordenados considerado. Es así que en varios problemas se puede aclarar el 
planteamiento de los mismos, o se pueden simplificar las ecuaciones de las curvas, si se 
cambian los ejes coordenados con respecto a los cuales se dan los daloS del problema 
considerado a otro sistema que, por ciertas razones, resulta ser más conveniente. 

A este camhio se le da el nombre de transformación de coordenadas. 

En el cambio de ejes coordenados se distinguen dos casos fundamentales: 

a) Traslación de ejes coordenados. 

b) Rotación de ejes coordenados. 

7.1 Traslación tic Ejes Coordenados. 

Sean X, Y los ejes originales. Traslademos estos ejes paralelamente de tal manera que el 
origen coincida con el punto Q (h, k) al cual dcsignaremos con O'. De esta manera 
obtenemos los nuevos ejes X' , V'. ( Fig. 152). 

Al resultado de deslizar los ejes X, Y paralelamente, h unidades horizontalmente y k 
unidades verticalmente, de lal manera que el origen coincida con el punto Q se le llama 
traslación de ejes. 
Esta tmslaci6n de ejes asigna a cada punto P ( x, y) del plano un nuevo par de coordenadas 
(x', y' ). Esto es, el punto P con coordenadas ( x, y ) respecto a los ejes X • V , tendrá 
coordenadas ( x' , y' ) respecto a los nuevos ejes X' , V', ( Fig.153 ) 
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V 

1 

r 

v 

1 
k 

1 
-h 

v· 

Q 

v· 

>-- x' ---<o P(X ,Y) l (X'iV) 

y' 

Q 1 

X' 

X 

(Fig.152 ) 

X· 

x 
(Fig.l53 ) 
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De las figuras anteriores tenemos que x '" x'+ h ,y'" y'+ k 

Por lo tanto las coordenadas de un punto cualquiera P respeClO a los ejes X, Y Y respecto 
a los ejes X' , Y' están ligadas por las relaciones: 

x =x'+ n x' = x-h 
(1) o bien 

y=y'+k y' = y-k 

Las fónnu las ( 1 ) permiten obtener la ecuación de una curva en relación al nuevo sistema 
de ejes X' • y' , Mientras que (2) proporciona las nuevas coordenadas, conocidas las 
antiguas y las coordenadas del nuevo origen, 

Las fórmulas de traslación se emplean por ejemplo, en el estudio de circunferencias cuyos 
centros no están en el origen, o en el de parábolas, elipses e hipérbolas cuyos ejes sean 
paralelo's a los ejes coordenados pero que estén colocadas en posición diferente a Ja ordinaria. 
Además, como ya lo mencionamos antes, también se utilizan en la simplificación de algunas 
curvas. 

Ejemplo 1, 

¿ C\láles son las coordenadas de un punto P (5,6) respecto de un nuevo sistema de ejes 
paralelos a los ejes dados y con el origen en el punto Q ( 4, 3 ) ? 

Empleando las ecuaciones (2) tenemos: 

x.· .. 5- 4 = 1 ; y' '' 6-3=3 

Por Jo tanlo las coordenadas de P respeclo a los nuevos ejes X' • y' son ( 1, 3) 
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5 
4 

2 

123 

Ejemplo 2. 

3 
2 

P(5,6) 
(3,1) 

1 2 

5 

X' 

x 
(Fig.l54 ) 

Transformemos la ecuación x2 +..¡ -2x 4- 6y -5 = O mediante una traslación de ejes 
coordenados de modo que la nueva ecuación carezca de términos de primer grado. Trácese su 
lugar geométrico y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Solución: 

Primer método: 

Sustituyendo los valores de x e y con base en las fórmulas ( 1 ) en la ecuación dada tenemos: 

(x'+hy + (y'+ky - 2(x'+h)+ 6(y'+k)-5 = O 

desarrollando y agrupando términos semejantes obtenemos 

{x'y + (y'y +(2h -2) ·x'+(2k + 6)· y'+h2 + k 2 
- 2h +6k - 5 = O 
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Como la ecuación transformada debe carecer de términos de primer grado, igualemos 
a cero los coeficientes de x' y y ' en la ecuación anterior: 

2h-2=O y 2k + 6=O dedonde h=) y k = - 3 

Por lo tanto el nuevo origen es el punto Q( 1, -3) 

Si sustituimos estos valores h y k en la ecuación dada obtenemos la ecuación transformada: 

La gráfica de la curva, que en este caso es una circunferencia, es la que aparece en la fig. 155. 

y y' 

x 

X' 

(Fig.155 ) 

Segundo Método. 

En el caso de ecuaciones de segundo grado que carezcan del término en xy , es posible 
efectuar la transformación completando los cuadrados. 
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Completando cuadrados en la ecuación Xl +.¡ - 2x + 6y-5 = O obtenemos: 

de donde 

Si en la ecuación anter ior hacemos las sustituciones x'· x - 1 , y' .. y + 3 (#) 

obtenemos la ecuación transfonnada 

Es claro que de las ecuaciones (#) se deducen las ecuaciones de traslación. 

Ejemplo 3. 

Mediante una traslación de ejes,. transfónnese la ecuación 2xy + 3x --4y - 12 '" O en otra que 
carezca de ténninos de primer grado. 

Solución. 

Sustituyendo las ecuaciones de traslación en la ecuación dada tenemos 

multiplicando y factorilBIldo obtenemos 

2·x'·y'+(2k +3)· x'+(2h - 4). y'+2hk +3b - 4k .. O 
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Para eliminar el término en x' y el término en y' ,iguálense sus coeficientes con cero, de 

donde resulta que h = 2 Y k = - i . Evaluando los coeficientes de la ecuación con estos 

valores de h y k tenemos que x'y'=3, la ecuación transformada, misma que representa a una 
hipérbola. ( Fig.156 ) 

y Y' 

x 

----.... X' 

\ 

(Fig. 156) 
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7.2 Rotación de Ejes Coordenados. 

Sean X , Y los ejes originales y X' , Y' los nuevos ejes después de haber girado los ejes 
X , Y un ángulo e tomando al origen como centro de rotación. (Fig. 157) 

v 

V' p X' 

x 

(Fig.l57 ) 

Sea P un punto en el plano con coordenadas ( x, y ) respecto al sistema X • Y , Y con 
coordenadas (x',y' ) respecto al nuevo sistema X' , Y'. 

Desde P tracemos la ordenada AP correspondiente al sistema X, Y , la ordenada A'P 
correspondiente al sistema X, Y , la ordenada correspondiente al sistema X' ,Y' Y unamos P 
con el origen formando el segmento OP. 
Con ello se forman los triángulos rectángulos OPA' y OPA. 

Sea <l> =ángulo POA' y sea r la longitud del segmento OP 

Del triángulo OPA tenemos 

cos(<)l1 -9) = x dedonde x = r·cos(<)l -1 9) (1) 
r 

sen(<)l +9) = y de donde y = r·sen(<)l + 9) (2 ) 

r 
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Del triángulo OPA' se tiene 

, 
cos+"'- dedonde x'=r,cost (3) , 

sen,=!. de donde y' - r 'sent (4) , 

el término cos (+ +9) conforme 11111 identidad trigonométrica para el coseno de una suma de 
ángulos obtenemos: 

Análogamente de ( 2 ) se tiene 

y = r-sen«(lI ~ . 9) = r·(sen41 ·cose + cos41 ·sen9) 

= r·sen4l·cos9 t· r·cos4l·sen9 sustituyendo ( 3 ) Y ( 4 ) tenemos 

o bien x = t-sene + yl·cose 
Por lo tllnto las ecllllciones 

(' ) 

son las ecuaciolles dc una transformación por rotación de un sistema de ejes coordenados, con 
un giro de (J en tomo de su origen como centro de rotación. 

Estas ecuaciones nos pcnnitcn calcular las coordenadas originales conociendo las nuevas 
y el ángulo de giro. Además se utilizan para obtener la ecuación de una curva en el nuevo 
sistema de ejes X' • Y' . 
A partir de estas ecuaciones (# ) se pueden encontmr las ecuaciones 

i = x·cosO + y-sene 
(" ) 

406 



llamadas ecuaciones reciprocas. Las cuales nos penniten obtener las nuevas coordenadas, 
conocidas las antiguas y el ángulo de giro. 

Las ecuaciones reciprocas se hallan considerándose las ecuaciones (# ) como un sistema 
de dos ecuaciones con dos incógnitas x' y y' . y resolviendo este sistema respecto a x', y'. 
Su desarrollo se deja como ejercicio al lector. 

Nota : 
Las ecuaciones reciprocas se pueden obtener también usando el siguiente razonamiento. 

Si el sistema nuevo se obtiene girando el sistema primitivo en un ánbOUlo e , el sistema 
primitivo se obtendrá girando el sistema nuevo en un ángulo - 6 ; por lo tanlo, en las 
ecuaciones (# ) se pueden pennutar las coordenadas primitivas y nuevas, cambiando a la vez 
6 por -O. 

Efectuando esta lransfonnación obtenemos las ecuaciones reciprocas. 

Ejemplo 1 

Simplificar la ecuación x2 + 3i 2');'x.y - 2./;.x- 2y = O mediante una 
transfonnación por giro de los ejes, con centro en el origen, de un ángulo (J e 300 

Trazar el lugar geométrico y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Solución. 

Las ecuaciones de rotación son: 

x = xl'cos(30' - yl ·sen( 300) = .'¡; .. ,¡ - ~ .y ' 
2 2 

Y = xl·sen (30") + yl·CQs(30") = ~.xl + :Ji.yL 
2 2 

Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuación ( 4 ) obtenemos 
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Desarrollando y simpliJicando esta úllima ecuación. obtenemos In ecuación trnnsfonnada 

El lugar goométrico es una parábola. ( Fig. I S8 ) 

En este ejemplo se da el angulo de rotación. Sin embargo. genernlmente. el ángulo de 
rotación debe detenninarse de modo que se cumpla alguna condición establecida. 

La aplicación principal de la rotación de ejes es la eliminación del tennino en xy de las 
ecuaciones de segundo grado. 
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y 

(Fig, 158) 

Ejemplo 2. 

Por una rotación de ~jes coordenados, transformar la ecuación 2·i + .J3 .)(.y + y2 = 8 en 
otra que carezca del término en x'y' . Trazar su lugar geométrico y ambos sistemas de ejes 
coordenados. 

Solución 

Lo primero que debemos hacer es encontrar el !lngulo de rotación adecuado. Para ello, 
sustituimos Jos valores de x y y en la ecuación conforme a las fórmulas (# ): 

2 ·(x'·cos9-y'·senW +.J3 . (x '·cos9-y'·sena). (x'·sene + y'.cosO)+(x'.sen9+ Y"COS9)1 = 8 

Después de desarrollar las expresiones algebraicas y agrupar los términos correspondientes, la 
ecuación loma la forma 

(2'Cos1e+./3 ·senO-cosO + sen2e).<x'i +(-2 senO-cosO+..fj· oosle-.f3 · sen19) x',y ' 

+ (2.sen29- J3 -sena .cos9+cos2 e).(y} :c: 8 
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Como la ecuación transformada debe carecer del término en x'y', igualemos el coeficiente de 
x'y' a cero: 

es decir 

. 2'sen9 ·cose -t. ~3.(cos(9)2 _ sen(e )2) = O 

Usando las identidades 

Ssen(2 ·0) = 2 . senO . cosO y 

obtenemos la igualdad 

. sen(2'9)+,J3'COS(2'9) = O 

o bien tan(2·9) = ~~ 

de donde obtenemos el valor cos(2.e) = .l 
2 

Para realizar la simplificación de la ecuación necesitamos los valores de sen 8 y cos 8 los 
cuales se pueden obtener empleando las siguientes formulas trigonométricas. 

~I 1- -

sen9 
1 - cos(2·9) = 2 = 1 

2 ~ 2 2 

cos9 = i·~ ·~~~(;·9 ¿ = ~ = ,J3 

2 
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Si sustituimos estos valores de sen O y cos O en la ecuación dada, tenemos 

la cual se reduce a la ecuación transformada buscada 5 . (x 'i + (y')2 = 16 

El lugar geométrico es una elipse y está representada en la fig.159 . 

y 
y' 

X' 

x 

(Fig.159 ) 
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Ejercicios 

1.- Transformar la ecuación dada trasladando los ejes coordenados al nuevo origen indicad 

2.- Simplificar la ecuación dada por una traslación de ejes. 

al xy · x¡.2y - 10 :: O bl 8·; ~. 24i - 4/ + 24x- 1 2y .- 1 :: O 

c)2i + 5/ - 28xI· 20y + I08:: O dl30xy+ 24x- 25y -· 80= O 

3.- Encontrar las ecuaciones de la CUNa r:: a·cos9 , lomando como polo el punto 

(~ ,¡) ,y como eje polar la paralela al anterior. 

4.- Hallar las nuevas coordenadas del punto (3,-4) cuando los ejes coordenados giran un 
ángulo de 30·. 

5.- Encontrar la transformada de la ecuación dada, al girar los ejes coordenados un ánguic 
Igual al indicado. 

are sen Fa 
JO 

c) 11'; + 24xy ! 4/ - 20 :: O; afC IgO.75 

d) 2x+ 5y - 3 :: O ; are tg 2.5 
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6.- Por una rotación de 45" de los ejes coordenados, una cierta ecuación se transformó en 

7.- Por una rotación de los ejes coordenados, transfórmese la ecuación dada en otra que 
carezca del término en x' y' . 

al 9'i i ' 3x.y+ 90;2. = 5 b) 16-J + 24xy+ 9l+25x = O 

cl 4'; + 4xy+ l + [s.x = d) 2'; - 5xy -. 2l = O 

8.- Demostrar que la ecuación de una circunferencla i + / = r2 no se altera cuando se 
refiere a los ejes coordenados que han girado cualquier ángulo9 

Se dice que esta ecuación es invariante por rotación. 

9.- Escribir las ecuaciones de transformación de coordenadas que corresponden a un 
traslado de origen al punlo a (3,-4) Y a una rolación de los ejes en un ángulo de 30· . 

1D--. Simplificar la ecuación dada por traslación y rotación de ejes. 

al 52'; - 72xy+ 73y2 - l04x t- 72y 48 = O 

b) 2x2+ 2xy_, 2y2 .. 2x_ 10y + 11= O 

cl 3.,( + 6xy-.- sl - x+y = O 

d) 11'; t- 12xy+ 8/ - 46x 28y ·. 17 = O 
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7.3 Traslación y Rotadóo en su (onna Matricial. 

En esta sección haremos uso de las ecuaciones de traslación y rotación de ejes en 
fonna matricial. ( Seria conveniente, si asi lo desea el lector, leer el Apéndice para una 
discusión más amplia acerca del tema), 

Si es~ibimos las coordenadas de P(x, y) como una matriz columna ['l , las 
ecuacIOnes y 

para la traslación de ejes al punto (h, k) pueden escribirse como una ecuación matricial. 

[;] =[;H~] obi .. [;:]=[;]- [~] 

La fonna matricial de las ecuaciones para una rolación de ejes es : 

[,]-[",," -,,""].[,:] 
y sens cosO y 

Si escribimos 

p = ['O'" -",na] 
senO cosO 

o bi.. [,:] = ['O'" ",,"].[,] 
y -senO cosO y 

X=[;] , X=[;] y H=[:] 

Las ecuaciones de traslación y rolación se pueden escribir 

X = X'+ H o bien X'=X-H (1) 

x = P,X' o bien X'=P'·X (2) 
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A P (al igual que a pI ) se le llama matriz de rolación. 

Observemos lo siguiente: P tiene determinante igual a 1, pues 

I pI = COS¡( 'I sena2 = para todo e 

2~~emás p.pl = pl·r = 12 donde '2 = [ ~ ~ ] es la matriz identidad de tamai\o 

Esto es, pi ,"" p_1 ,donde p_1 es la inversa de P. 

Se dice también que P es una matriz ortogonal (sus filas son vectores ortogonales entre si). 

Por lo tanto la matriz de rotación P es ortogonal y IPI '" I 

Dada la ccuación de rolación X '" p. X' podemos resolver para x', 'j' multiplicando por 

pi; dado que p'.p '" I obtenemos , 

En el siguiente ejemplo, ilustraremos la composición de una rotación de ejes seguida por 
una traslación de ejes, 

Ejemplo 1. 

Escribir la ecuación matricial de la composición de una rotación de ejes a través de 30°, 
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seguida de una traslación al punto ( 3,·4 ). 

Solución. 

Usando (x', y") para denotar las coordenadas del punto (x, y) después de una rotación 
tenemos, 

["]" [ ",,'O" 
y' -sen30° 

"n30"] ,[,] 
oos30" y 

Sea (x", y") denotan las coordenadas de (x', y') después de la traslación, tenemos 

Entonces sustituyendo ( t ) en (2) se tiene 

['::]=[""'0" "n30"],[,]_[ 3] 
y -sen30G cos30" y -4 

Esta es la ecuación de la composición de transformaciones. 

Los tres sistemas coordenados se muestran en la fig. 162. 
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y Y" 

Y' 
X' 

6 X 

X" 

(Fig.162 ) 
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7.4 Rotación Matricial. 

En este capitulo escribiremos las ecuaciones de transformación en su forma matricial asi como 
la forma cuadrática y por medio de propiedades de matrices haremos la transformación de una 
ecuación en forma cuadrática a su forma más simple. 

Toda forma cuadrática de la forma ax2 + bxy + cl se puede escribir en forma matricial como 
sigue: 

2 2 2 b b .). ax +bxy+cy =ax + -·xy+_·xy +Cy 

Sea Q = 

a 

b 

2 

b 

2 

c 

2 2 

lax+~'Yl (x y) . b 2 
_·x+cy 
2 

(x y) li ! 1 {; 1 

. La matriz Q es simétrica, es decir, Q = Q' 
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Podemos ahora escribir la forma cuadrática como sigue X' . Q. X ::: 11)[1.+ bxy + Cy2 • 

donde X=[;]. 
Para hallar la ecuación después de haber realizado la rotación, sustituimos p. X· en vez de X, 
en la ecuación anterior: 

como P' Q. P es una matriz simétrica, se sigue que es la matriz simétrica Q ' para la forma 
cuadrática 

es decir Q'= p ! Q.p 

Observemos lo siguiente IQ1 = I p I Q ·P I .. IP~ 1 Q 11 P I '" I QI 

dadoque IP'I"" IPI"' ¡ ,tenemosque IQ 'I=IQI 

Entonces 
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Para dclerminar el ángulo de rotación 41 tal que b' "" O ,es necesario y suficiente con que 

, [, O] Q'- P Q,P-
O b' 

La matriz de la derecha se dice que esta en fonoa diagonal. 

El problema se reduce a Jo siguiente: 

Dada una matriz simétrica Q , encontrar una matriz ortogonal P (con I pI" 1 ) 

tal que p I Q. P '"' D (4) donde D es una matriz diagonal . 

Si escribimos D - [A, O] la transConnación de la Conna cuadrática bajo la rotación 
O A, 

Por otra partt: la matriz P se puede escribir como 

y,.. X, = [:::1 x, = [~ l 

(P1 "pt) 
Dado que P es ortogonal 
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La ecuación ( 4 ) toma la fonna 

Esto es 

p.p. 1.Q.p '" p·o 

Q.p e p.o 

es d«ir 

De donde la matriz P satisface ( 4 ) si existen mimeros A, y A:z tales que 

y 

Nuestro problema es encontrar números A. y vectores X no nulos, para los cuales 

Q·X = l.·X es decir Q·X - l.·X = (O) donde (O) = [ ~ J 

La ecuación anterior loma la forma 

(Q - ' ·¡)X : (O) 
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Definición. 

Sea Q cualquier matriz cuadrada. 

Si A. es un número y X es un vector columna no nulo para el cual 

~ El ~ @) [(q .. A 'I) 'X] = (O) 

entonces A. es llamado un eigenvalor o valor característico de Q y X es llamado eigenveclor 
o vector característico de Q correspondiente a A.. 

Llamamos a Q - A. 1 la matriz característica de Q 

Por otra parte 

esto es, los renglones de pI los llamaremos (X. r y (xS. De lo anterior se sigue que 

pl.p = ( X. :>S ) 
= [(x.tx] (X.)'-X2 ] 

l (:>s)I.X] (xS'X2 

Si identificamos una matriz columna 

X = [:] con el vector ai 1- bj 

Podemos escribir el producto interno de dos vectores XY como sigue: 
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Nótese lo siguiente: 

Si y :[: ] , entOIlCes x.y ", aC.f-bd ... X' · y 

Asl. 

Nótesequc XJ.Xl=X, .XI 

dado que 

p'.p '" J = , [o' o, 'J 

Se debe de tener 

= 

resulta que XI y X2 tienen longitud 1. 

En otras palabras las columnas de P son vectores orlogonales unitarios. 
En resumen: nuestro problema quedará resuelto. si encontramos dos eigenvectores ortogonales 
unitarios de Q. 
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b 
a 

Sea 
2 

Q = 
b 
- c 
2 

La matriz simétrica de la forma cuadrática ax2 + bxy + cl 

Si escribimos el vector columna desconocido X como 

La ecuación matricial ( 5 ) se puede escribir 

b 

: : - [ ~ ~ 1 {:: 1 = [: 1 
2 

esto es 

8- 1.. 

b 

2 

b 

2 

c -- 1.. 

La cual es equivalente al sistema lineal 

(a-I..)·q +.!?.q = O 
J 2 2 (#) 

.!? 'q I (c - 1..) -q = O 
2 J 2 
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Sabemos que el sistema tiene solución diferente de cero q¡ Y q2 si y solo si el determinante de 
los coeficientes de la matriz es cero. 

Es decir 

(0.- A) b 
:2 = O 

~ (e - A) 
:2 

Por lo tanto la ecuación ( # ) tiene una solución diferente de cero X<=> 1 Q . ).121 = O 

Desarrollando el determinante tenemos 

b
2 

(a - ).,)·(c - ).,) = O 
4 

2 b
2 

ac - a).. - )..C + ).. -- _.... = O 
4 

2 
)..2 _ (a + c) .).,+ac - !:...= O 

4 

Observe que la ecuación característica es una ecuación cuadrática en términos de A. . 
El discriminante de la ecuación anterior es 

2 ( b
2

) _ 2 2 ( a + c) - 4· ac - -4- - ( a .. c) + b 

Si b * O, el discriminante es positivo, y la ecuación característica tiene dos rafces distintas 
A.¡ y ~. Por lo tanto, para encontrar a P debemos encontrar los eigenvectores 
correspondientes a A.¡ y ~ respectivamente. 
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Sean (xl )O y (x2t eigenvectores correspondientes a A¡ y A.:¡ respectivamente. 

EJltonces, de la definición de eigenvector, los vectores 

= 
(X2)O 

I (~)O I 

son también eigenvectores correspondientes a A¡ y A.:¡ . 

Dado que I XI I = I x21 = I , Xl Y X2 son vectores unitarios. 
( Recordemos que un vector dividido por su longitud nos da un vector unitario ). 

Ahora el problema se reduce a probar que XI y X2 son ortogonales entre si o equivalentemente 

Teorema. 

Si Q es una matriz simétrica de tamaño 2x2 con eigenvalores distintos A¡ y A.:¡ y 

correspondientes XI Y X2 eigenvectores, entonces Xl • X 2 = O ; esto es 

X 1 Y X2 son ortogonales. 

Demostración. 

Tenemos 

y Q·X = )., ·x (2) 
2 2 

Multiplicando la ecuación (2) por (XI) I en ambos lados obtenemos 
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Transponiendo ambos miembros de la ecuación ( I ) obtenemos 

Multiplicando esta ecuación por Xl, tenemos 

(X )'.Q'X = , .(X )'X J 2 1 J 2 

COJnparando la ecuación (& &) con la ecuación (&) Y usando la hipótcsis de que 

Q " QI ,concluimos que 

Esto es 

(', - ',)(x,. X, ) = O 

Dado que, por hipótesis Al - Al ~ O ,se sigue que Xl y X2 son ortogonales. 

Ejemplo 1. 

Rotar en forma matricial los ejes de la ecuación 2Xl - ..{jxy + i = I de manera que la nueva 
«uación no tenga término cruzado. Dibujar la gráfica. 

Solución. 

Primero observemos que b1 
- 4ac = -5 < O 

Por lo tanto se trata de una elipse. 
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[

2 - .J3] Q_ 2 - _.J3 2 

2 

X=[;] 

La ecuación en su forma matricial es X' QX = 1 . 

Para encontrar los eigenvalores de Q, resolvemos la ecuación característica . 

.J3 
-- 5 

2 = A2 -H+- = O 
2-A 4 

Esto es 4A? -12A + 5 = (2A - 5)(2A -1) = O 

Por lo tanto 
1 A,=-
2 y ~=% 

Para encontrar un eigenvector para A, =.!. ,resolvemos 
2 
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Esto es equivalente, al sistema lineal 

3 .fj 
~.1'I - -YI =0 
2 2 

Dado que ambas ecuaciones son equivalentes a y ¡ = .J)xl , hay una infinidad de soluciones. 

Entonces podemos tomar un .1'0 .. O arbitrario y resolver para yo . 

Por ejemplo, tomemos .1'0'" l . El valor correspondiente es Yo" .J3 

y (XI r "'[ ~] es WI eigenvector correspondiente a A¡ = ~ 

Un eigenveclor unitario es 

_ (X,r _ 2 
[ 

I 1 x, -1(X,rl- ~ 

Repitiendo el proceso para ~ '" % se tiene que 
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y obtenemos el sistema lineal 

Si tomamosX2"" 3 tenemos (Xlr",[_~] 

Al normalizar obtenemos 

(Xl 1 3 -x - c: . 2 

[J3] '- I(x:'1 W-[-J3] _ ~ 

De donde obtenemos la matriz ortogonal PI 

p, - [~ ~] J3 1 - --
2 2 
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Nótese que no es una matriz de rotación debido a que jp¡j = - l. 

Sin embargo, 13 podemos llevar a esa ronna si multiplicamos una columna por 
- 1, obteniendo de esta manera la matriz de rotación P. 

p = [~ ~] J3 I - --
2 2 

Resolviendo directamente tenemos 

Por lo t3nto, la transfonnación ele la ecuoción está dada por 

Nótese lo siguiente: 

Si ~ y ~ son los eigenvalores de Q, la transfonnación euadrático. está dada por las 
ecuaciones. 

dependiendo de la matriz de rotación usada para eliminar el ténnino cruzado. 

( P no es única) . 
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En la ligura 163 se muestra la elipse y los dos sistemas de ejes. 

y 

X' 

Y' 

x 

(Fig.163 ) 
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Ejemplo 2 

Mediante una rotación m¡¡tricial transfonnar la ecuación 2Xl + 3xy - 2y l = 2S a su forma 
canónica y hacer su gráfica. 

por lo tanto la cónica es una elipse. 

y X=[;] 

La ecuación en su forma matricial es 

X'QX=25 

Para encontrar los eigenvalores de Q. resolvemos la ecuación característica 

2-1 
IQ- »,I = 3 

Por lo tanto 

2 

5 
~= -2 

,25 
= ,t- -= O 

5 
.l, =--

2 

4 
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Para encontrar un eigcnvector para A, "" % resolvemos 

(Q-H (X,f= (O) 

Esto t=s equivalente, al sistema lineal homogt neo 

Dado que ambas ecuaciones son equivalentes a Yl '" j XI hay una infinidad de soluciones. 

Podemos lomar un XI ~ O arbitrario y resolver para YI . 

Por ejemplo, si x, "" 3, entonces YI= I Y (x1f =[~J es un eigenvectoroorrespondiente a 

~ =' 2 
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Un eigtnvector unitario es 

Repitiendo el proceso para A, '" -~ tenemos 
2 

[Q-(-%},](X,J' . (0) 

Esto es equivalente al sistema lineal homogéneo 

Dado que Yl '" ·3Xl se da en las dos ecuaciones, hay una infinidad de soluciones. 
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Normalizando obtenemos 

Por lo tanto la matriz PI es una matriz ortogonal. para que sea una matriz de rotación se 

requiere que lp¡1 "" 1. 

El determinanle de PI es 1p¡1 = - 1 . Por lo lanlo, para llevarla a esa forma debemos 

multiplicar una columna por - l . 

De esta manera obtenemos la matriz 

P=[1o -fa] cuyo determinante es 1'1:: 1 

FoFo 

Por lo tanto P es la matriz de rotación. 
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Resolviendo directamente lenemos: 

Q'=p'Qp=lio- io].[' %].l+O -io]= ["5 O] I 3 3 2 1 3 O -2.5 
- 'JiO 'JiO ., - 'JiO Fo 

[~ O] Es decir Q'= 2 5 de donde 
O --, 

5 
~= , 5 

Y A, =-, 
y la lransfonnación de la ecuaci6n estaría dada por 

llevándola a su forma can6nica 

(x'l (y,)l ___ o, 
10 10 

Para hacer su gráfica encontramos el ángulo de rotaci6n por medio de la matriz de rotaci6n. 

Esto es 

p=[ro,o -,,"o]=[io- -+.j 
senO cosO I 3 

FoFo 
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Deducimos que senO = -b y cosO =. ~ de donde 
,,10 .,,10 

(} = angtanGJ:: 18"26' 

I 
\anO"" -

J 

La figura 164 nos muestra la hipérbola y los dos sistemas de ejes. 

(Fig.I64) 
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7.5 Rotación de Ejes Coordenados en el Espacio. 

Una rotación de los ejes coordenados rectangulares en el espacio, consiste en mover los 
ejes coordenados a una nueva posición haciéndolos girar en tomo del origen como punto 
fijo de tal manera que los nuevos ejes permanezcan mutuamente perpendiculares entre si y 
análogamente dirigidos uno respecto al otro. 

Consideremos una rotación de los ejes coordenados rectangulares tal que el origen O 
permanezca fijo, pero los ejes originales X, Y, Z tomen las nuevas posiciones especificadas 
por los ejes X', Y', Z' respectivamente. Designemos por (x, y, z) y (x', y', z) las 
coordenadas de un punto cualquiera P del espacio referido a los ejes originales y a los 
nuevos ejes, respectivamente. ( Fig.166) 

Denotemos por al,PI'YI ; a2,p2'Y2 Y a),p3'Y3' respectivamente los ángulos directores 
de los ejes X', Y', Z' respecto a los ejes originales. 

y 

(Fig.166) 
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z 

y' 

y 

(Fig.167 ) 

z· z 

y' 

y 

x 
(Fig.168 ) 
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z· z 

y' 

y 

(Fig.169 ) 

Estos ángulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla 

EJE X Y Z 

X' a, P, y, 

Y' a2 P2 Y2 

Z' a3 P3 Y3 

Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los ángulos directores de los nuevos 
ejes con respecto a los ejes originales, y leyendo en sentido vertical, obtenemos los ángulos 
directores de los ejes originales con respecto a los nuevos ejes. 

Como vemos en la tabla anterior, los ángulos directores del eje X, con respecto a los 
nuevos ejes son al' a2 , al' Entonces como el eje X es normal al plano YZ, se deduce 
que la ecuación normal del plano YZ, con referencia a los nuevos ejes, esta dada por 

x'cosa, + y'cosaz + z'cosa3 = O 
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La cual se puede expresar como 

Donde el primer miembro de esta ecuación reprcscnttl la distancio del punto P al plano Yl. 

Pcro esta distancia también esta dada por la coordenada x. 

Por lo tanto, tenemos que 

Análogamente, podemos obtener expresiones similares para cada una de las coordenadas y 
y z en función de las nuevas coordenadas. 

Estas relaciones se expresan como sigue: 

x = x'cosal + y'cosa, + z'oosaJ 

y:. x'cos{J, + y'COSPl + z'oosP., (J) 

donde figuran los nueve cosenos directores como coeficientes. Estos cosenos no son 
independientes entre si, pues satisfacen el siguiente sistema: 
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(2) 

esto debido a que la sumA de los cuadrados de los cosenos directores es 1 

Como los nuevos eje~ X' , Y', l' son mutuamente perpendiculares, tenemos que 

El sistema (1) representa cada unn de las coordenados originales de P en función de sus 
nuevas coordenadas. 

Podemos, análogamente, obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas en 
función de las coordenadas originales. 

As!, empleando la ecuación del plano V'Z' con respecto a los ejes originales, podemos por 
el mismo método empleado deducir la relación 

x = x'cosal + y'cosp¡ + Z'COSYI 

Análogamente, obtenemos relaciones similares para y' y z' las cuales están agrupadas en el 
sistema 

x'= xcosal + YCOSfll + zcosy, 
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El sistema (4) es el reciproco del sistema (1) Y puede obtenerse como una solución del 
sistema(l) parax',}" y z' 

Los resullados se resumen en el siguiente teorema. 

Teorema 

Si se hacen girar los ejes coordenados rectangulares en torno del origen O como punto fijo 
de manera que los ángulos directores de los nuevos ejes X'. Y' Z' con respecto a los 
originales X, Y, Z. sean al,PI'YI ; a"Pl'Yl ; al,p" Yl' respectivamente. y las 
coordenadas de un punto cualquiera P del espacio antes y después de la rolaciÓn son 
(x, Y. z) y (x', y', z'), respectivamente entonces las ecuaciones de transfonnación de las 
coordenadas originales a las nuevas son 

y las ecuaciones de la transfonnación inversa de las coordenadas nuevas a las originales son 

x'= xcosa. + }'cosp, + zcosr, 

z'= xcosa, + ycosP, + zcosy, 

Nótese: que tos ejes coordenados en el espacio pueden sujetarse: a una traslación y una 
rotación tomadas en cualquier orden. Dado que las ecuaciones de tmnsfonnación para la 
traslación y para la rotación de ejes son relaciones lineales, como en la Iransfonnación de 
coordenadas en el plano, se puede demostrar que el grado de una ecuación no se altera por 
transformación de coordenadas en el espacio. 
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Ejemplo. 

Hallar IIIS nuevas coordenadas de un punto PI{6, -3, 3) cuando los ejes coordenados son 
girados de tal manera que los cosenos directores de los nuevos ejes con respecto a los ejes 
originales son: 

1 2 2 
J'3'3 

Solución. 

Para hallar las nuevas coordenadas del punto PI utiJiZllmos las ecuaciones de 
transformación de las coordenadas nuevas con respecto a las originales. 

Esto es 

y'= xcosa 1 + yCOSPl + ZCOSYl 

Donde 

1 2 2 
cosa, '" J cosP, '" 3 eosy, = J 

2 2 1 
cosa) ""J COSPl = - - COSYl = J 

J 

2 1 2 
cosa) =3 , COSPl =J COSYl =--

J 
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sustituyendo estos valores y las coordenadas originales del punto PI tenemos 

Por 10 tanto las nuevns coordenadas de PI son (2, 7, 1) 

Ejemplo 

Hallar la transformada de la ecuación 23x1 
- 41y l - 31z1 + 48xy-72xz-24yz = O al hacer 

girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de los nuevos ejes con 
respecto 8 los originales son. 

2 3 6 6 2 3 3 6 2 

:;'7'7 

Soluc ión. 

Los cosenos directores son 

2 
casal "':;' 

2 ,o,p :0-, 7' 

6 oo,p .--, 7' 

3 
oosrl = -

7 

2 
oosr, ::::-

7 
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Usando las ecuaciones de transfonnación de las coordenadas originales a las nuevas 
tenemos 

, = , ( ~) + , ( i) + 'W 
, = "(i) + ,. (. j) + 'H) 
, = ,. (~) + , ( ~ ) + ,m 

sustituyendo los valores de x, y y z dados por las ecuaciones de Itsnsfonnllción en la 
ecuación de la superficie, obtenemos 

24 
(

3 , 2 , 6 ,) ( 6 , 3 , 2 ,) - O . ','x - ,·y " , 'Z",x + ,'y + ,'z -

La cual después de efectuar el dt:sarrollo y agrupar los ténninos, loma la fonna 

- 240lx2 + 240lyl - 240lz1 = O 
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Ahora supongamos que los ejes Z y y se giran un ángulo O alrededor del eje X como recta 
fija. (Fig.171) 

X 
(Fig.17! ) 

Z' 

s 

O 

z 

• 
y' 

y 

P 

Y' 

" 
, 

V 

U Y 

T 

Designemos por (x. y, 2) Y (x', y', z J las coordenadas de UI\ punto cualquiera P del espacio 
referido a tos ejes originales XYl y a los nuevos ejes X', Y' , l', respectivamente. 

Unamos P con S formando el ángulo;. Sea SP", r. 

Del triángulo rectángulo STP que se forma tenemos 

y'" r ·cos(O +;) (1) 

z=r·sen(O+;) (2) 

Del triángulo rectángulo SVP que se forma tenemos 

y'=r'cos; • z·=r·se,,; (3) 
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Desarrollando (1) Y (2), por trigonometría tenemos 

y "" r' cos,cosO - r ' ref/FenO 

z = r ' cosFenO +r ·sen;cosO 

Sustituyendo los valores dados por (3) cn estas últimas ecuaciones tenemos 

y = y'·cosO- z'·senO 

z '" y'·senO + z' cosO 

Por lo tanto las ecuaciones de transformación de las coordenadas originales a las nuevas 
son: 

x "' x ' 

y"" y'·cosO - z'·senO 

z "" y'·senO + z· cosO 

Análogamente, podemos obtener expresiones semejantes par las nuevas coordenndas en 
función de las coordenadas originales. 

Usando el mismo procedimiento que en el plano llegamos a que las ecuaciones de 
transfonnación inversa de las coordenadas nuevas a las originales son: 

x''''x 

y': y cosO+z·senO 

z'= -y' senO + z ' cosO 

De la misma manera, podemos suponer ahora que haciendo girar a los ejes XV, XZ un 
ángulo O al rededor de los ejes Z y y respectivamente, manteniéndolos fijos. 
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y obtener las relaciones similares 

x: x'·cosO- y'·senO 

y: x'senO+ y'·cosO 

z=z' 

y 

Z '" x'·senO+ z'casO 

Hagamos un resumen de los anteriores resultados en el siguiente teorema. 

Teorema 

Si se hace girar a los ejes XV un ángulo agudo O alrededor del eje Z como recta fija 
entonces las ecuaciones de rotación de las coordenadas originales a las nueVM son: 

x = x'·cosO- y'·senO 

y '" x'senO+ y"cosO 

,o, 

Siendo las ecuaciones de rotación inversas de las coordenadas nuevas a 1M originales 

x'", x ·cosO+ y. senO 

y': -x '.tenO + y'cosO 

z': Z 
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Si se hace girar a los ejes YZ un ángulo agudo (J alrededor del eje X como recta fija, 
entonces las ecuaciones de rotación de las coordenadas originales a las nuevas son: 

x =x' 

y = y'·cosO - z'·senO 

z = Y"senO+ Z'C050 

Siendo las ecuaciones de rotación inversas de las coordenadas nuevas a las originales 

y' = y cos(J + z · .unO 

z'=-y senO+z,cos8 

Si se hace girar a los ejes XZ un ángulo agudo 8 alrededor del eje Y como reCla fija 
entonces las ecuaciones de rotación de las coordenadas originales a las nuevas son: 

Ejemplo 

Transformar la ecuación, Xl - yz- y+'! = O, por una rolación de los ejes YZ en otra que 
carezca del término eny'z' , 

Solución. 

Para eliminar el lérmillO yz empleamos las ecuaciones de rotación de las eoordenadas 
originales a las nuevas 

y = y',cosO - z'·senO 

z = y ',senO+ z'oosO 

sustituyéndolas en la ecuación dada tenemos 

:0;2 _ (y'-cosa - z"sen9)-(y ' -sen9 + z'-oos9) - (y' -0059 - z'-sen9) t = O 

451 



la cual, después de efectuar el desarrollo y agrupar los términos, toma la forma 

X2 _ senO·cosO.y,2 _ (cos02 _ sen02}.y·.Z· + senO·cosO ·z2 _ cosOf 1 senO·z' + I = O 

como la ecuación tnmsformada debe earecer del término y'z', igualamos el coeficiente de 
y'z' a cero y obtenemos 

Por lo tanto cosO", senO de donde O 00450 
, Y esto se cumple cuando 

, 
cosO'" senO >= Ji. 

sustituyendo estos valores del senO y 0050 en la e<:uación dada se tiene 

Agrupando términos, factorizando y completando cuadrados se llega 

, , ( ., 1:2 , ' ) , ( , '2' ' ) ,x -'2" y l' "J ¿'Y + i '1 2" Z l' "J ·z ~ 2 + -
, , 

0- + _ 
4 4 
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Ahora mediante una traslación de ejes, podemos simplificar aún más la ecuación. 

Entonces empleando las ecuaciones 

•• • J 
Y = Y+Ji 

.. . I 
Z = Z+Ji 

·.1 I .. 1 I .. 1 1 O x --y +- Z + = 
2 2 

Escribiendo esta ecuación en forma ordinaria, se obtiene 

La cual representa un hiperboloide de dos ramas. 



7.7 Rotación Matricial en el Espacio 

Examinemos la ecuación general de segundo orden en tres variables. 

AX2+ By2+CZ2 + Dxy + Exz + Fyz+ Gx + Hy + Iz+J= O (1) 

Esta puede ser escrita en forma matricial como: 

A 
D E 

2 2 

[~]+(G /)[;]+J"O (x y z). D 
B 

F 
H (2) 

2 2 
E F e -
2 2 

Sean 

A 
D E 

X "[:] 

2 2 

Q= 
D 

B 
F 

- -
2 2 
E F e 

s = [G H 1] 

2 2 

Podemos expresar la ecuación (2) en la forma 

Nótese que el primer término de la ecuación (3) contiene todos los términos de segundo 
grado de la ecuación (1). 
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La matriz simétrica Q ~ O es llamada matriz simétrica asociada a la ecuación cuádrica. 

Ahora, sea P una matriz de rotación y consideremos la rotación de ejes 

¡;j.P'[:] (4) 

(Recordemos que p-I '" pT es decir P debe ser ortogonal como en el caso de dos 
vari8bles.) 

La ecuación (5) se puede escribir como 

x",p·X' (6) dood, X'. [;] 

Pare transfonnar 18 ecuación (3), sustituimos 18 ecu8ción (6) en ella y oblenemos 

(p-x}.Q,(PX)+S·(PX) + J :. O 

X·T. (pT.Q.p).X' + (S.P)X + J = O (7) 

la cual es llamada la transformada de la ecuación (3) o de (]), bajo una rotación de ejes, 

Sea Q'o: pTQP, entonces podemos expresar la transformada de la ecuación (1) como 

455 



La ecuación (8) es una ecuación cuadrática en x', y', z', comprendiendo X TQX la parle 

cuadrática, (S , P)· X ' la pane lineal y J el término constante, 

Nótese que Q'T = pT .(f .(pTf = pT .Q. P , dado que Q es simétrica y (pTT = p 

Por tanto, Q,r = Q' ,y Q' es al matriz simétrica asociada a la ecuación (8). 

Además 

De modo que, el determinante de la matriz simétrica es invariante bajo una rotación de ejes. 

Para e liminar los términos producto x 'y ' , y'z', x 'z' • examinemos la parte cuadrática 

XT{t·X ' (Notemos que Q'~O , dadoque Q~O) 

Nuestro problema es, entonces, encontrar una matriz de relación P tal que 

AsJ, P debe ser tal que 

[~ O O] 
pT.Q . p = O ~ O 

O O ~ 
(9) 

Para algunos escalares ~ ,~,A,. 
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Escribamos la matriz (desconocida) P como 

[

a" 
p= all 

a" 

y sean XI,XI,X) las columnas de P, llamadas matriCl!s t:olumna o vectores columna. P 

puede ser escrita p .. Ix, Xl X)) Y como p~1 = pT, la ecuación (9) torna la forma 

Q(x, X, X,J=[X, X, X,)[~ ; n 
de modo que, las columnas de P deben satisfacer Q XI = A¡ . Xl j Q. Xl = .l¡ . Xl ; 

Q·XJ ", l,· XJ . 

Vemos entonces que A¡.1¡,~ son eigenvalores de Q y XI,XI,X) son sus 
conespondientes eigenvectores de acuerdo a la siguiente definición. 

Definición 

Sea Q lma matriz de 3x3. Un escalar A. panl el cual exista un vector X ~ O tal que 
Q. X '" A· X es llamado un eigenvalQ#' o valor "uracler{slico de Q conespondiente a A. 

Nuestro problema es determinar un A tal que para algun X ~ O se tenga 

Q·X-A·X=O; estoes. 

(Q -A./, ).X=O (10) 
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Q - ¡. /1 es llamado la matriz característica de Q. 

La ttuaci6n (10) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneas. 

D E (A · l)·a .¡- -· ·a .¡ _ ·a = O 
I 2 2 2 3 

E , 
- ·8 + - ·a + (C - k)·a 
2 I 2 2 J 

o 

= o 

(11 ) 

Sabemos que la ttuación (11) tiene una solución X .. O si y solo si el dc1enninante de la 
matriz de los coeficientes es cero; esto es, 

IQ-.¡,¡,I=o (12) 

La ecuación (12) es llamada ecuación característica de Q. 

La ecuación es cubica en ténninos de ¡ Y tiene tres ralces, (una dc las cuales al mt:nos es 
real) no necesariamente distintas, los cuales son los eigenvalores de Q. 

Si las tres raíces son distintas, los correspondicntes eigenvcclores son mutuamente 
ortogonales. 

Si la ecuación (12) tiene una miz repetida debemos encontrar eigt:nvectores ortogonales 
perteneciendo a aquel eigenvalor. 

Después de haber encontrado eigenvectores mutuamente ortogonales. los nonnalizamos. 

Estos vectores nonnalizados son entonces las columnas de la matriz de rotación P buscada. 

Las columnas de P deben ser tales que IPI = 1 

Tal matriz P siempre existe y lo garantiza el siguiente teorema. 
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TeQrema 

Si Q es una matriz simétrica de 3x3 existe una matriz de rotación P tal que 

para algunos escalares A.,A.¡,~. 

Además, A,,~,~ son eigem'alores de Q y las columnas de P son eigenvectores unitarios 

mutuamente ortogonales de Q correspondientes a A,.~,"". respectivamente. 

Si Q;t O al menos uno de los eigenvalores es diferente de cero. 
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VIII Secciones Cónicas. Superficies. 

8.1 Cónicas. 

La ecuación general de segundo grado en x e y se puede expresar en la forma 
AX2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = O. 

La gráfica de la ecuación de segundo grado es llamada sección cónica o cónica, debido a 
que L la curva correspondiente se puede obtener como la intersección de un cono circular 
recto y un plano. 

El cono puede generarse de la siguiente manera: 

Sea P un punto fijo sobre una recta L. Una superficie cónica se genera mediante las rectas 
que pasan por P y forman un ángulo constante con L. 

A la línea L se le denomina eje del cono, al punto P, vértice del cono y a cada línea que 
forma parte de la superficie del cono se le llama generatriz. 

El vértice separa al cono en dos partes llamados mantos. (Fig.174) 

(Fig.174) 

Si un plano que no contiene al vértice y no es paralelo a ninguna generatriz, corta los dos 
mantos del cono, se obtiene una curva que consiste en dos ramas separadas llamada 
hipérbola ( Fig.174a). Si un plano corta solamente uno de los mantos, la intersección es una 
curva cerrada llamada elipse (Fig.174b). La circunferencia es un caso palticular de la 
elipse, y se obtiene cuando el plano es perpendicular al eje del cono (Fig.175). 
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Si el plano es paralelo a una generatriz, la intersección es una curva que se extiende 
infinitamente a lo largo de un manto sin cortar al otro manto, llamada parábola.(Fig .I 74c). 

(Fig.174a) (Fig.174b) 

Hipérbola. Elipse. 
Plano que corta a ambas ramas. Plano oblicuo al eje corta a una rama. 

Parábola. 
Plano paralelo a un elemento. 

(Fig.174c) 
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(Fig.175) 

Los casos excepcionales no vacíos se obtienen cuando el plano pasa por el vértice del cono 
sin interceptar a ningún manto. (Fig.176) Cuando el plano es tangente a una directriz. 
( Fig.176a) Cuando el plano contiene al eje. (Fig.176b) Para el caso de dos rectas paralelas 
hay que sustituir al cono por un cilindro circular recto que, se puede pensar, es un cono 
cuyo vértice está a una distancia infinita. (Fig.l76c) 
. Estos lugares geométricos excepcionales reciben el nombre de secciones cónicas 
degeneradas. 

Punto 

Plano que corta sólo en el vértice (Fig.l76) 
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Una recta 
PI ~ no I~ngenle a un elemento. 

Par de rectas que se cortan 
PI~no que conlienen 111 eje . 

(Fig.176a) (Fig. 176b) 

/ 
r I / 1'--

Par de rectas paralelas 
Plano perpendicular a la base del cilindro 

1 / 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

V I 
[¿/ '-

/ (Fig. 176c) 
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8.2 Delinición General de las cónicas. 

Dada una recIa fija L y on ponto fijo F no contenido en L, una cónica es el lugar 
geométrico de un punto P qoe ~e mueve en el plano de IRI manera que la razón de la 
distancia de P a F respecto a la distnncia de P a L cs igual a una constante posi tiva 
denotada por e. (Fig.I77) 

L 

p 

F 

(Fig. 111) 

Es decir, si di = ~ y d1 es la distancia de P a L, e nlonces 

Si e < 1 , la cónica se llama una elipse. 

Si e= 1, la cónica se llama una parábola. 

Si e> 1, la cónica se llama una hipérbola. 

d, 
e= -

d, 

La recta L se llama directriz, e l punto F foco y la constante positiva e recibe el nombre de 
excentricidad. 

Sin ninguna perdida de generalidad cons ideremo~ una cónica con excentricidad e, foco en 
el origen y direct riz la recta x = -p, con p > O. (Fig. 118) 
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Sea P(x,y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Por definición de la cónica, el punto P 
debe satisfacer la condición geométrica 

e==d(P,F) ; donde d(P,F)=~X2+/ y d(P,L)=lx+p/ 
d(P,L) 

esto es 

~X2 + y2 
e = -'-;----'-;-

Ix+pl 

L 

y 

I----+----~p 

F x 

(Fig.178) 

Elevando al cuadrado y transponiendo términos tenemos 

2 2 22 2 2 
X 1- Y = e ·X t- 2·p·e ·x I e 'p 
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Consideremos por sepnmdo lo~ casos e = I Y e .f- I 

C!lso l. 

Supongamos q ue e '" l . (Parábola) d(PF) "" I 
d(PL) 

En lal ca~o la ecuación (N) se red llce a 

/=2px+p~ 

/ =2P{ x+f) 
que es la ecuación de una parábola con v6rtice en ( - f ,o). 
Mediante la traslación x'= x+!!.. y' = y obtenemos la ecuación y-:l= 2px'. 

2 

Ca~o 11 . 

Supongamos que e ~ I (El ipse e Hip6rbola) 

Completando cuadrados para x en la ecuación (#) tenemos 

+ '{= 

( , )' 2 p ·e 2 e ) .x·· --
2 

~ . y = ,-, 

dividiendo ambos miembros de la igualdad por el mlmero de la derecha obtenemos 

p-,' )' ('-") '- , -- , -- -y -

J e2 e2i 
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la cual puede escribirse como 

( N N ) 

('~)' 
I " 

La ecuación ( N N ) representa unu elipse o una hipélbola según sea e < l oe> 1. 

Supongamos que e < I . En este caso l· e2 > O. Si 

"p a=--
1-,/ 

cludoque ep>O,y l - i>O,lenemosquea>O. 

Ahora la ecuación (N N) se reduce a 

Si hacemos b = ~ a, resulta que b1 - (1 - t/) a1 y la ecuación anterior loma la 
fonna 

Que corresponde ti una elipse con centro en el punto (e a, O). 

Trasladando los ejes al punlo (e a, O) por medio de la traslación 

x'- x-ea, y' = y 
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Obtenemos la ecuación rectangular de la elipse en la forma 

Ahora ~upongamos que e:> 1, de modo que el - 1 > O. 

En este caso podemos escribir la ecuación (# # ) en la forma 

( 
, " , °P " --\ 
~~ - = 

( ;.1'_) ' (,' -¡) o(o-P'-)' 
e l e ·· 1 

,op 
Si a = -,-- • resulta que 

, -1 
a > O. Asinúsmo. si b '" .Je1 - 1 . a. tenemos 

que bl = (el - 1)' al . Con esta notación la ecuación anterior se reduce a 

Que representa una hipérbola con centro en el punto (- e a, O). 

Tra~ ladado los ejes al centro por medio de la traslación 

x ··x+ ea y y' '''' Y 

Obtenemos la ecuación rectangular de la hipérbola en la forma 
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8.3 Parábola 

Definición Focal de la Parábola 

Se llama parábola al lugar geométrico de puntos equidistantes a una recta fija llamada 
directriz y a un punto fijo llamado foco, que no pertenece a la directriz. (Fig.l79) 

v 

L 

( Fig.179) 

Designemos con F al foco y con L a la directriz. La recta L' que pasa por F y es 
perpendicular a la directriz se llama eje focal (o eje de simetría) El punto V de intersección 

de la parábola con el eje focal se llama vértice. Consideremos la figura 180. Sea AA' una 

cuerda. Si esta como lo hace ce. pasa por el foco se llama cuerda focal 

La cuerda focal EE' perpendicular al eje focal se llama lado recto . Por último el segmento 

que une el foco con cualquier punto de la parábola como FP se llama radio focal. 
(Fig.180) 
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L 

v 
L' 

(Fig.180) 

La ecuación más simple de una parábola la obtenemos al tomar el vértice en el origen y 
hacer coincidir el eje focal con alguno de los ejes cartesianos ( en este caso el eje X). 
En la figura, hemos colocado al foco sobre la parte positiva del eje X, es decir, con 
coordenadas F(p, O), P > O. (Fig.181) 

y 

p 

v x 

l 

(Fig.l81) 
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Sean di = d(F,P) = ~(x - p f + / 

d2 = d(P,L) = Ix + pi 

como di = d2 por definición de parábola 

(x-p)2+/=(x+pf 

la cual desarrollando y agrupando términos tenemos 

La ecuación (#) se llama ecuación canónica de la parábola. De (#) se deduce que x 2! O y~ . 

quep>O. 

Despejando a y, tenemos y = ±2 . ¡¡;; 

Entonces y puede tomar todos los valores reales y como consecuencia la parábola es una 
curva abierta que se extiende indefinidamente hacia la derecha del eje Y. hacia arriba y 
abajo del eje X. (Fig.182) 

Los extremos del lado recto tienen abscisa a p; uno de ellos tiene ordenada 2p y el otro 
-2p, así los puntos extremos del lado recto son los puntos P'(p, 2p) Y P" (p, -2p), por lo 
tanto la longitud del lado recto la obtenemos como el valor absoluto de 4p. 

Se denota como 14 pi 

La directriz L tendrá como ecuación x = -p 
Si P < O, el foco se encuentra en el lado negativo del eje X, de la ecuación (#) se deduce 
que x:5 O Y por 10 cual deben excluirse todos los valores positivos de x y la parábola 
aparece a la izquierda del eje Y. La ecuación de la directriz será x = p. (Fig.183) 
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v 
x 

L 

(Fig.182) 

y L 

v x 

(Fig.l83) 
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En el caso de que el vértice sea el origen y su eje focal coincida con el eje Y, la ecuación de 
la parábola será: 

X2 = 4py (##) 

Nuevamente vernos que si p > 0, y ~ O . Esto es, el foco se encuentra en la parte positiva 

del eje Y y la parábola se extiende hacia arriba del eje X. Su directriz tendrá corno ccuación 
y = -p. 

En el caso en que p < ° e y $ O , el foco está en la parte negativa del eje Y y la parábola se 

extiende hacia abajo del eje X . Por consiguiente la ecuación de su directriz es y = p. 
(Figuras 184 y 185) 

y 

/ 
x 

L 
(Fig. I 84) 

Las ecuaciones (#) y (##) se dice que son ecuaciones canónicas de la parábola con vértice 
en el origen y eje focal alguno de los ejes cartesianos. 
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y 

L 

x 

( Fig.185) 

Ejemplo 

Escribir la ecuación de la parábola con vértice en el origen y .el foco en el punto (0, 4). 

Solución. 

El foco se encuentra sobre el eje Y y como el vértice esta en el origen, la ecuación de la 
parábola es de la forma 

La distancia del vértice al foco es 4, y en consecuencia p =4. 
Sustituyendo el valor de p en la ecuación, obtenemos 

Ejemplo 

Una parábola tiene su vértice en el origen, su eje focal esta sobre el eje X, y pasa por el 
punto (-1, 2). Encontrar su ecuación. 
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Solución. 

La ecuación de la parábola es de la forma l = 4 px,. Para deterrIÚnar el valor de 4p 
sustituimos las coordenadas del punto dado en esta ecuación entonces obtenemos 

4=4p(-I) Y 4 p=-4 

La ecuación buscada es)/ = -4x . Su gráfica esta representada en la figura 186. 

L 

( Fig.186) 
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Parábola con vértice en (h. k) Y eje focal paralelo a alguno de los ejes coordenados. 

La ecuación de la parábola con vértice en un punto cualquiera (h, k) distinto del origen y 
eje focal paralelo a un eje coordenado, la obtenemos si los ejes coordenados son trasladados 
de tal manera que el nuevo origen O' coincida con el vértice (h, k) . (Fig.l87) 

y L 
Y' 

k V 

x 

(Fig.187) 

La ecuación de la parábola con referencia a los nuevos ejes X'Y'esta dada por 

y'=4px' (&) 

Usando las ecuaciones de traslación 

x=x~h x~x-h 
despejando x' y y' tenemos 

y=y'+k y'=y-k 

sustituyendo estos valores en (&); obtenemos 

(y_k)2 = 4p(x-h) (*) 
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Representa la ecuación de la parábola con vértice (h, k) Y eje paralelo al eje X. 

Análogamente, la ecuación de la parábola cuyo vértice es el punto (h, k) Y eje focal paralelo 
al eje Y es 

(x-h'j = 4p(y-k) (**) 

Las ecuaciones (*) y (**) se llaman ecuaciones ordinaria de la parábola. 

X' 

L 

o h x 

(Fig.l88) 

Si las ecuaciones ordinarias las desarrollamos y transponemos términos obtenemos 

cl + Dx + Ey + F = O 

Donde C= 1, D=-4p, E=-2k, Y F= k2 +4ph 

o 

Ax2 + Dx + Ey + F = O 

Donde A = 1, D = -2h, E = -4p Y F = Il + 4pk 
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De esta mancra las ecuaciones de segundo (1) Y (2) representan cada una, la ecuación de 
una parábola con vértice (h, k) Y eje focal paralelo a un eje coordenado. 

Analicemos la ecuación de la forma (1) 

Supongamos que O = Q. 

La ecuación se tnlnsforma en I + Ey + F:::: 0, que es una ecuación cuadrática con variablc y 

i) Si las raíces son reales y diferentes, digamos 1"1 y r2 , entonces la ecuación cuadrática 
loma la forma (y - rl )- (y - r1 )= O Y csto representa gCOlnétricamentc dos rectas con 
ecuaciones y = r¡ , y = rl ,para lel a~ ambas al eje X. 

ii) Si hIN rafces Non reales e ¡guilles, el lugar geométrico cousta de dos rectas coiucidentcs 
repre:~entadas geométl"icamente por una sota recta paralela al eje X. 

(y-,y=o 

iii) Si las míces son complej as, no existc ningltn lugar geométrico. 

Los casos iJ, ii), ii i) , son llamados casos degenerados dc In parábola (dos !fncas rectas 
parnlela~, una linea paralela a un eje, o uingún lugar geométrico) 

Análogamente, si analizamos ahora la ecuación de la forma (2), veremos que Jos casos 
degenerados son dos rectas paralelas al eje Y, una recta paralela al eje Y o ningún lugar 
geométrico. 

S i suponemos que E = O. 

Analicemos que esta suced iendo gcométricamente cuando en la ecuación (1) 

Cy2+Dx+Ey+F=O 

Suponemos que O ::: O. Esto equivale a que -4p = O o bien p = O. 

Esto significa que la dist80cia entre el vértice y el foco es cero. 

Es decir, si en la ecuación 

(y-*Y=4p(x-h) 
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hacemos que el parámetro p tienda a cero, obtendremos un caso degenerado de la parábola. 
(Fig.l89) 

y 

k 

X (Fig.189) 

Análogamente, si analizamos la ecuación (2), la ecuación que representa a una parábola 
cuyo eje es paralelo al eje Y; y suponiendo que E = O, entonces la ecuación representará 
dos rectas paralelas al eje Y, o dos rectas coincidentes paralelas al eje X, o ningún lugar 
geométrico, según las raíces de A.x2 + Dx + Ey + F = O sean reales diferentes, reales iguales 
o complejos. 

Ejemplo. 

Empleando la definición de parábola obtener la ecuación dela parábola cuyo foco es el 
punto F(5, 2) Y la ecuación de la directriz L es x = 1. 

Solución 

Por definición un punto P(x, y) está sobre la parábola si y solo si 

d( F, P) = d(P, L) de donde se tiene ~(x - 5)2 + (y - ir = Ix -11 
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elevando al cuadrado y simplificando se tiene 

l-8x --4y + 28 = O 

La ecuación de la parábola en su forma de polinomio de segundo grado. 
Llevemos la ecuación a su forma ordinaria, completando cuadrados en y ; y factorizando 
obtenemos 

(y-2f=8(x-3) 

de aquí vemos inmediatamente que el vértice es (3, 2), la parábola abre hacia la derecha del 
eje Y. Por lo tanto el eje focal es paralelo al eje X; se sigue que las coordenadas del foco 
son (3+2, 2) o sea (5, 2). La ecuación de la directriz es x = l. 

y la longi tud del lado recto es 14 pi = 8. (Fig.190) 

y L 

(Fig.190) 

Lo anterior supone que si nos dan una ecuación de segundo grado de la forma (1) o (2) 
que nos represente una parábola, si la reducimos a su forma ordinaria, obtendremos todos 
sus elementos (vértice, foco, ec directriz, long del lado recto) necesarios para su 
graficación. 
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Ejemplo. 

Demostrar que la ecuación 4x2 -20x -24y + 97 = O representa una parábola, y hallar las 
coordenadas del vértice y del foco, la ecuación de su directriz y al longitud de su lado recto. 
(Fig. 191) 

Solución. 

Si reducimos la ecuación, completando el cuadrado en x, obtenemos (x -% J = 6(y - 3) 

De esta ecuación vemos que las coordenadas del vértice son (%,3)
Como 4p = 6, P = ~, y la parábola se abre hacia arriba. 

2 

Entonces, como el foco esta sobre el eje Y, el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las 

(5 3) (5 9) coordenadas del foco son l2,3+ 2 o sea l2'2 . 

La ecuación de la directriz es y = 3 - ~ ,o sea , y = ~ ,y la longitud del lado recto es 
2 2 

L 

x 

(Fig.l91) 
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8.4 Prolliedad Universal de la Parábola 

La ecuación canónica l = 4px enuncia la siguiente propiedad universal de la parábola. 

d(P,L)2 =4p .d'(P,L') 

donde L se el eje de simetría de la parábola y L' la tangente a la curva por el vértice. 
(Fig.192) . 

(Fig.192) 

Paráfrasis : 

( distancia de P al eje de simetrfa)2 = 4p (distancia de P a la tangente por el vértice) 

En oU·as palabras el cuadrado de la distancia al eje es proporcional a la distancia a la 
tangente por el vértice. 

Nota: d' = ( P, L') representa la distancia dirigida de P a L' y pu~de ser una cantidad 
negativa dependiendo de la expresión algebraica en cuestión. 

Esta propiedad permite obtener la ecuación de una parábola en cualquier posición 
conociendo su eje, el vértice y su lado recto. Además permite reconocer si una ecuación 
cuadrática en x e y representa una parábola y cuales son sus elementos . 
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Para esto, mediante un anál isis detallado vamos a demostrar que la e<:uación de segundo 
grndo II(X, yi = v(x, y) representa una parábola en el plano canesiano. 

Teorema. 

Seno u(x, y) y v(x, y) do~ funciones lineales u(x, y)::: u]x + u2)' +U3 

v(x, y) '" v Il( + V2Y + vl en x, y (e.~ decir u" U2 , U), V], V2 , VJ son constnnte~) 

con la propie<!ud de que las lineas rectas L: II(X, y)::: O y L': v(x, y) = O no son paralelas 
entonces la ecuación II(X. yi "" v(x, y) representa unn parábola con Ia~ sigu iente.~ 
propiedades: 

a) La rec ta L bisecta todas las cuerdas de la curva paralelas aL'. 
b) La recta L' es tangente a la curva en el punto dollde se inten;ecta con L. 
e) El eje de simetrfa de al parábola es paralelo a L. (Fig.193) 

L' B L 

(Fig.193) 

M ' Y BB' son cuerdas paralelas a L' 

Sea (L')k la recta v(x, y) .. k paralela a L' 
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Sus interi>ecciones con fll curva representad!! por (&) se encuentran resolviendo el sistema 
de ecuaciones 

u(x. yl '" v(x, y) 

v(x, y) = k 

Ahora bien 

U(X,y)2", v(x,y) y v(x,y)= k ~ u(x,y)2 = k Y v(x,y)= k 

~ u(x,y)= ~k y v(x,y)= k 

o 

\I(X,y)= . .Jk y v(x,y)= k 

y resulta que los punto.~ de intersección de (L ')~ con la curva se encuentran al resolver dos 
sistemas de ecuaciones lineales, a saber 

u(X,y)::: ~k 
y 

v(X,y)= k v{X,y)= k 

de modo que tale~ puntos de intersección ~on los mismos que los puntos de intersección de 
eL 'h con la~ rectas 

u(X,y)= Jk y u(x, y)= ~k 

que son paralelas y equidistantes de L tal como se Inuestra en la figura 194. 
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L' 
k 

Q 

~I,y) . .jk 

L 

(Fig.I94) 

Un urgumenlo geométrico nos hace ver que la cuerda PQ, cuyos ex Iremos sOll los puntos 
de in tersección, es bisecada por L. 

Además las recIas u(x, y).:.Ji y u(x, y) = -$ son paralelas a L y equidistan de 
ella. 

Por el teorema de Tales, cualquier trllnRversal ( en este caso (L'h ) las Carla fOllTlando 
segmentos cuyas longitudes son proporcionales a las distancias que las separan. 

Como en eSle caso dichas distancias son iguale. .. , los scgmemos también son iguales en la 

figura lllllerior se trata de los segmentos PM y MQ, por lo que IMP\ '" IMQ\ y PQ es 

bisec¡¡do por L. Con esto se demuestra (¡¡). 

Por lo anterior, los puntos de intersección de (L')k con la curva son: 

i) reales y distinto.~ si k > O. 
ii) reales y coincidentes ( solo un punto) si k = O. 
iji) imaginar ios si k < O. (en este caso .Jk es un número imaginario) 

En particular la recta L' (a la que corresponde e l valor de k = O) tiene un solo punto de 
intersección con la curvn representada por (&). 
Dicho punto R es aquel donde se intercepta COIl L como lo muestra la figura 195 . 
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P('.,) •. ,¡; 
l 

"'.,) • ,¡; 

(Fig.195) 

L' es por definición una tangente ¡¡ la curva representada por (&) dado que L' se la linea 
recta con la que una familia de secantes 4: (con k E R ) tiende a coincidir a medida que 
los extremos p~ y Qk de las rectllS sccante~ se aproximan a R . ( Fig.l96) 
Con lo que queda demostrado b). 

l· 

l 

(Fig.I96) 
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Sean UI) K u/x + U2)' y v(x, y) - v/x + v¿y + VJ 

La ecuación (&) se escribe 

Ecuación que también puede escribi rse 

Dado que 

Es claro que para cada valor A E R tendremos la ecuación ox + by + A '" O de una paralela 

L). de L sin alterar por ello la ecuación (&). (Fig.197) 
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L 

(Fig. 1 97) 

En cada C8§O la tangente L'~ con ecuación (v, + lA· u,)x + (v7 + 2A' u~ )y + (v) + Al )= O 

tendrá una pendiente que dependerá de A pudiendo e~coger A de ud forma que L~ 'i L'~ 

Sean perpcndiculare~ entre si. Ello ~e togra encontnmdo un valor de ). para el cual, el 
producto punto de sus vectores normales ~ea cero. 

Susti tuyendo este valor Ao en la ecuación (&&) se obtienen dos recIas 

que son respectivamente un eje de simetrla y la (angenle por el vértice de la curva con 
ecuación (&). (Fig.198) 
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L" >, L" , 

( Fig.l98) 

Vemos enIOl1ce~, por la propiedad universal de la panibola, que la curva con ecuación 

es una curva de esta especie. 

Con esto queda demostrado que la curva reprerenlDda por la ecuaciÓn (&) es una parábola y 
SlI eje de simellia es paralelo a L. Esto e.~ debido a que la recIa u(x, y) = O (es decir L) es 
de la fonnau¡x +U1Y+ A. para alguna (A=Ul ) y por ello es paralela a UIX +U2Y=Oy 
a L~ que es el eje de simelrra. 

Hngamos notar lo siguiente: 

Hemos visto que ¡oda parábola tiene una ecuación de la fonna u(x, yf "" v(x,y). 
Si ahoTa escribimos u(x, y) = 1I1X + ul}' +U3, la ccuación (&) se convierte en 
(U IX + U2Y+U)2;: VIX + V2Y + v) 
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Desarrollando y agrupando términos ~imilares: 

facloriumclo el primer miembro dc 111 igualdad obtenemos 

donde 

«,)'" ',- h)' 
y vemos que en la ecuación de la parábola los términos de segundo grado fom1l'tn un 
cuadrado completo. E~to constilUye un criterio para saber si una ecuación de segundo grado 
~n x e y representa una parábola. En otras palabrllS, si la parte de segundo grado de una 
ecu11ción Alt1 + Dlty + Cyl = Dx + Ey + F fOlma un cuadrado completo. entonce..~ esta 
ecuación representa una parábola o dos rectas paralelas. 

En efecto, dado que Áx l ± Bxy + e/ = (.fAx ±./C y J . la ecuación se escribe 

(.fAx±./Cyl = Dx+Ey+F 

que representa 

i) Una p11rábola si .fAx±JCy=O y Dx+Ey+F=O no son paralclas. 

ii) Dos rec tas paralelas si .fAx ± JC y '" O Y DI!. + Ey + F = O son paralelas. 
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Analicemos 10 ~iguiellte: 

Para que Ax2 + Bxy + Cy2 fomle un cuadrado completo es necesario y suficiente que 

B2_4AC "'0 

En efecto, n 2-4AC",0 ~ S2=4AC 

Por lamo, Ax2 + nxy + Cy2 '" Ax2 ± 2·.fíi· rc xy + Cy2 (::) 

Cabe señalar que lanlo A como C se pueden tomar ~iempre po~i livos. 
Dado que n 2_4AC = O es obvio que A y C no pueden tener ~ignos diferentes 
( si no, 10 suma 82_4AC serIa po~ilivo ) y cUDndo su signo es negativo, basta con 
multiplicar por -1 la ecuación. 
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Ejemplo 

Sean u(x. y):: 2x - y y v(x. y) :: Sx - l 

Susli tuyendo en (&) tenemos la ecuación 

(2x _y)2 = 5x _ 1 (#) 

por la forma en que fue construida, la parte de segundo grado es un cuadrado completo. 
Dcsarrolla ndo y agrupando, cstá se transforma en 

4x2 -4xy+y2_5x + I =0. 

Obsérvese que en cste C<lSO B2 
- 4 AC:: O 

ESle hecho, como se verá más adelante, es lo que asegura que la parte de segundo grado sea 
un cuadrado completo. 

Introduciendo el parámetro...1 en la ecuaciÓn (H) tenemos que 

, ( , ) 
(2Jl - yd.) = (5+4·).)-x 2·)' ·y + ). - 1 ..................... (##) 

Para que la~ rectas L),: 2x-y +...1 :: O y L'),: (5 + 4A),x--2...1· y+(Az - 1) =0 

sean perpendiculares entre si se debe cumplir (2,-1) . (5 + 4A,-2A) "" O. 

Resolviendo para A , ...1 :: -l . al susti tu ir en (1/#) e.~tá se convierte en 

Se Ira ta de una parábola eon ejc de simetría 2x -y - 1 = O y la tangente por el vértice 

JI: + iy =0 (el véltice es el punto {~,-±) (Fig. I99) 
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x 

tangente (Fig.I99) 

Para encontrJf el lado recIO hay que escribir la ecuación en Sil fonna ordinaria, 

multiplicando a las rectas LA y LA' p:oT 1 de tal manera que normalice a las rectas. 

Esto es 

I 
Y el lado recto es Ts 

~ ' ( " ;'- , )' = fs('ll 
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Dados los puntos PI ( 1, O) Y P2 ( 1, 4) que pertenecen a la parábola. 
¿Cuáles son las ecuaciones de las tangentes por dichos puntos? 

Consideremos solo el punto PI . Para que la recta 2x -y + A = O (un diámetro, recta 
paralcla al eje de simetrfa) incida con este punto es necesario que 2(1) - (O) + A = O, es 
decir, A = -2. sustiluyendo este valor en la ecuación (#N) ésta se transfonna en 

{2x -y -2 )2 = -3x + 4y + 3 

La recta -3". + 4y + 3 = O es la tangente a la curva en el punto PI ( 1, O) . 
La recta 2x -y - 2 = O biseca las cuerdas dc 111 parábola pantleJas a la tangente MtCS 
mencionada, y se intercepta con ella en PI (l, O). (Fig. 2(0) 

Análogamente. para el pu nto P2 (1,4) , hallamos A = 2 Y sustituyendo este valor cn (1##) 
tenemos 

(2". _y + 2)2 = 13x .-4y + 3 

Donde la recta 13x -4y + 3 = O e.~ la tangente a la curva en el punto Pl ( 1, 4) Y la recta 
2". -y + 2 = O se e l diámetro que biseca las cuerdas de la parábola paralelas a la tangente. 

x 

(Fig.200) 
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Es asf que el análisis que hemos llevado a cabo nos provee de un método par .. encontrar la 
ecuación de la Unea tangente a una parábola en cualquiera dc s u ~ puntos. 

x 

tangente (Fig.201) 



8.5 Elipse 

Definición Focal de la Elipse 

Se llama elipse al lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos 
del plano, llamados focos, es una constante. Esta constante tiene que ser mayor que la 
distancia entre los focos paru no contravenir la de.~igualdad del triángulo. (Fig.202) 

p 

l 

F' F 

(Fig.202) 

d(P,F') + d(P,F) = 2a Y 2a > d(F,F') = 2c 

La recta L que pasa por los focos ~e llama eje focal. El eje focal corta a la elipse en dos 
puntos llamados vértices V y V'. El punto medio del segmento que une los focos se llama 
centro y se de~ta por C. 
El segmento VV' , se llama eje mayor. La recta L ' que pasa por e y es perpendicular al eje 
focal se llama eje normal. El eje normal cona R la Elipse en dos puntos B, B' y el segmento 

DD' es llamado eje menor. El segmento AA' que une dos puntos cualesquiera de la elipse 

se llama cuerda. La cuerda que pasa por el foco como DD' se llama cuerda focal. 

La cuerda focal que es perpendicular al eje focal como EE' se llama lado recto en este caso 
por tener la elipse dos foco.~ tendrá dos lados recios. Una cuerda que pasa por el centro se 

llama diámetro como GG' , en particular el cje mayor y el eje menor son diámetros. 

Las rectas N y N' son llamadas directrices de la elipse. 
En la figura 203 vemos la elipse y sus elementos. 
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N' L' N 

B 

V' v L 

(Fig.203) 

La ecuación canónica de la elipse la obtenemos seleccionando como focos dos puntos 
dispuestos simétricamente en torno al origen sobre alguno de los ejes coordenados, que en 
este caso será el eje X. 

Se denotará como 2c la distancia entre los focos y 2a a la suma de distancias a los focos. 

p 

~------1-2c----~ 

(Fig.204) 
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Focos: F'(-c, O), F(e, O) 

de donde 

== 2a ... .... ( 1) Por definición. 

, , 
( X+ e) 1" y . ..... (2) 

(d,)' - (d,), = k, 

(d, " d,l"(d, + d,) = (d, )' - (d,)' = 4H 

Sustituyendo (1) en la ecuación anterior tenemos 

d¡ _ d
2 

'" 4~.X ...... .. .... (3) 

ResolviendoeJsi~tema(l)y(3) parad l y d2 

; d2 '" a - :'X ............. (4) 

expresjone.~ racionale.~ par [a distancia los focos. 
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De (2) Y (4) tenemos 

( o)' " al· ~·x '" (ac) + y 

Partiendo de cualquiera de las expresiones anteriores se llega a la ecuación 

(5) 

I 

Como O<c<a 

0< a2 _ cl haciendo la sustitución b1 '" al _ c2 resulta de ello que . 

O<b<a 

La ecuación (S) se llama ecuación callÓnica ele la elipse. RepreRenta una curva cerrada y 
acotada, es .~imélrica respecto a los ejes coordenados y por ende del origen. 

Inter,.;ccciones con los ejes en los puntos V' (-a, O), Vea, 0),8'(0, ·b), Y B(O, b). 

Veamos el significado geométrico de las cantidades a, b, c. (Fig.20S) 

Como a > b • la elipse es mb ancha que alta. En general el eje mayor es el que contiene a 
los focos. 

Por ejemplo. la elipse X2 + yl ;; 1 ·tiene sus focos en el eje Y: ¡;;0,.JS), F
1
0,-J5) 

4 9 

A las cantidades a y b se les llama semiejes por representar estas la mitad de la longitud de 
los ejes de simetrfll comprendidos entre los vértices de la curva. 
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b 

-11 11 

-b 

(Fig.205) 

Dado x entre -a ya, al trazar una perpendicular al eje X por el punto P(x, O) se 
determinan dos puntos Q y Q' sobre la elipse, tal como se indica en la figura 206. 

(Fig.206) 
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Como la curva es ~imélrica respcclo al eje X, los Iriángulos FPQ y F'PQ son iguales 
respcclivamente a los Iriángulos FPQ' y F'P Q', Por lo anterior las distancias de Q y Q' a 
los focos son las mismas y solo dependen de la ab~cjsa x, EsIO explica porque las 
expresiones racionales para la~ distancias a los focos solo dependen de x " 

Al comparar la ecuación canónica de la elipse con la ecuación de la definición geooral de 
cónica en el caso de una elipse (excenlricidad menor que 1, véase sección 8.2 definición 
general de las cónicas) lenemos 

= 
(,'J' (y')' --, - - - --- = 

I~)' (, _ ,,)-(....::p ,)' 
\ I - e I - e 

Se liene 

, = 
o-p y b = 

p< 

I - "e 
, 0 

despejando 

,-(, e
2
) '" b ~ ' , 

Y p"e '" , 

de modo que 

y 

por lo lanco 

y , = 
, 
, 

( la excencricidad en lénninos de c ya) 
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Por otro lado como 

p = 
c 

La distancia entre el foco F'(-c, O) y la directriz es b
2 

,por lo que la distanciade la directriz 
e 

. 2 

al origen es ~. (Fig.207) 
e 

N' 

2 
a 

e 

2 

Por 10 tanto la ecUación de la directriz N' es x = -~ 
e 

N 

(Fig.207) 
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Dado que la curva e~ simétrica respecto al eje Y. hay en coo-cspondencia con el foco F(c, O) , 
una directriz con ecuación x = ~ ubicada a su derecha. 

• • 
Las ecuaciones (4) se pueden e~cribir como 

(6) 

De la misma forma las ecuaciones de las directrices se pueden escribir como 

a 
x=- , 

a 
x'=' , 

La distancia de un pulito P(x, y) de la elipse a cada una de las directrices es 

a 
DI = - +x ; , 
de (6) Y (7) se infiere que 

(7) 

Esta relación muestra que las dos definiciones que hemos dado de la elipse determinan una 
sola clase de curvas en cI plano canesiano. 

Si en (6) haccmos x = -c para d i o x = c para d2 se obtiene la mitad del lado recto. 

e{ c) + a ::: - + a = = 
• • , 

2 ·bl 

Por lo tanto la longitud del lado reciO e.~ta dada por - 
a 

La excentricidad de la elipse caracteriza su forma . Cuando es próx ima a cero la e lipse es 
casi una circunferencia de radio a , mientnls que cuando e~ próxima a I la curva tiende a 
colapsarse en un intervalo de longitud 2a . 
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En efecto: 

....... ( 8) 

de modo que 

¡-é 
e:::: 1- . . 

" 
y b:: M , ........... (9) 

y la rnz6n de los ejes se: detennina por la cxcenuicidad. Mientras más cercana sea 111 
excentricidad a la unidad, tanto será I - e2 y con ello la rnzón del eje menor al mayor. 

A mayor excentricidad, más alargada será la elipse. 

Si e ~ I entonces de (9) 

!: ~ O y esto ocurre cada vez que b se acerca a O. (Fig.208) 
a 
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y 

b 

b 

b 

b 

x 

(Fig.208) 

Si e se aproxima a cero, de (9),!?- se aproxima al, de modo que a y b tienden a ser 
a 

iguales. (Fig.209) 

b 

(Fig.209) 
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Esto es, ~i e tiende a cero. LII distancia entre los focos tiende a cero. Asf mismo cuando c 

loma el valor de cero, a = b, pues el "" i + b2 Y f:: 1, de modo que e:: 0, ya que 

e=~l -!: . 
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8.6 Circunferencia 

En este caso la elipse se transforma en una circunferencia con centro el origen y radio a. 
(Fig.21O) 

y 

l 2 2 
X +y .. 

Dado que a = b, 
X 2 y2 

la ecuación 1 + 1 = 1, se transforma en 
a b 

x 
8 

(Fig.21O) 

(10) 

La ecuación (lO) representa una circunferencia de centro en el origen y radio a. 

Esta definición de la circunferencia nos deja ver que la circunferencia es un caso pmticular 
de cónica, a saber, aquel en que e = Q . 
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Estudio de la Circunferencia. 

Una circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal 
modo que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo de ese plano. El 
punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se llama radio. 

Todo segmento que une el centro cOl1cualquier punto de la circunferencia se le llama radio. 

OP es un radio. Al segmento que une dos puntos de la circunferencia como AA' se le 

llama cuerda. A la cuerda BB' que pasa por centro de la circunferencia se le llama 
diámetro. A la recta L' que corta a la circunferencia en dos puntos se le llama secante. La 
recta L que toca a la circunferencia en un solo punto se le llama tangente. (Fig.21l) 

y 

x 

(Fig.211) 

Circunferencia con centro en (h, k) Y radio a. 

La ecuación de la circunferencia con centro en un punto Ch, k) diferente del origen, la 
hallamos si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que él nuevo origen 
O'coincida con el centro (h, k). (Fig.212) 
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X' 

h 

(Fig.212) 

La ecuación de la circunferencia con relación a los nuevos ejes X' Y' esta dada por 

Usando las ecuaciones de traslación x = x' + h , Y = y' + k de donde 

x ' = x - h Y y' = y - k sustituyendo estas ecuaciones en (11) tenemos 

que nos representa la ecuación de la circunferencia con centro en (h, k) Y radio a. 

Si desarrollamos la ecuación (12) obtenemos X2 + l-2hx -2ky +h2 + k2 _a2 = O 

La cual puede escribirse en la forma X2 + l + Dx + Ey + F = O (13) 
llamada forma general de la ecuación de una circunferencia, en donde 
D=-2h, E=-2k • Y F=h2 +k2 _i 

Investiguemos ahora bajo que condiciones la ecuación (13) representa una circunferencia. 
Ordenando los términos y acompletando cuadrados ellla ecuación (13), resulta 
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[
, D') [ , E') D'+E'-4F x tDx+-;¡- + y tEy+-¡- = 4 

de donde 

( 
D)' ( E)' D'H' - 4F xt "'2 + Y+"'2 = 4 (14) 

En la ecuación anterior, vemos que depende del valor del segundo miembro el que 
represente o no una circunferencia. 

Caso l . 

Si 0 2 + El -4F > O, la ecuación (14) representa una circunferencia con centro en el 

punto (-~.-f.) y radio igual ~ 4Dl+El_4F 

Caso JI 

Si DI + El - 4F = O, la ecuación (14) representa un punto, el punto de coordenadas 

(
_ D _E) 

2' 2 

Caso III 

Si D1 + El - 4F < O ,la ecuación (14) representa una circunferencia imaginaria. 

Ejemplo 

Hallar la ecuación de la elipse cuyos foco.<¡ son F1(3, O) Y F2(-3, O) Y cuyos vértices son 
V1(5, O) y V2(-5, O). Encontrar todos sus elementos y trazar su grafica. 
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Solución. 

De los datos se tiene que a = 5 Y e = 3. Por lo tanto b2 = a2 
- e2 

Por consiguiente la ecuación de la elipse es 

X2 + y2 = 1 
25 16 

b =·,125-9 =4 

2·b2 2.16 
El centro es el origen. La longitud de su lado recto es -- = -- = 6.4 

a 5 

La longitud del eje mayor es 2 a = (2) (5) = 10 

La longitud del eje menor es 2 b = (2) (4) = 8 

L . d I d" 25 as ecuacIOnes e as Irectnces son: x = - y 
3 

25 
x=--

3 

y 

e 

25 
x= --
. " 3 

(Fig.213) 

x = 

x 

25 

3 
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Elipse con centro en (h, k) Y ejes paralelos a los coordenados 

La ecuación de la elipse con centro en un punto cualquiera (h, k) distinto del origen y ejes 
paralelos a los ejes coordenados, la obtenemos si los ejes coordenados son trasladados de 
tal manera que el nuevo origen O' coincida con el centro (h, k). (Fig.214) 

y y' 

B 

k 
Vi O' F V 

X' 
./ 

8 1 

O h X 

(Fig.214) 

De esta manera las coordenadas de los focos, vértices y de los puntos de intersección de )a 
elipse con el eje norma) después de la traslación son 

F(h + e, k), F'(h - e, k), V (h + e, k), V'(h - e, k), B(h, k + b), B'(h, k - b) 

La ecuación de la elipse con referencia a los nuevos ejes X'Y' está dada por 

Usando las ecuaciones de traslación x = x' + h Y Y = y' + k 
de donde x' = x - h Y y ' = y - k sustituyendo estas ecuaciones en (12) tenemos 

(x - h'f (y - k 'f 
--+---=1 

a2 b2 
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La cual nos representa la ecuación de la elipse con centro en (h, k) Y eje focal paralelo al eje 
X. 

Análogamente se deduce que la ecuación de la elipse con centro en (h, k) Y eje focal 
paralelo al eje Y es: 

(x-h) (y-k) 
- - - +---=1 

b2 a2 
(Fig.215) 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la longitud del semieje menor, e 
. la distancia del centro a cada foco y se relacionan por la igualdad. 

v 

k 

h 

(Fig.215) 
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8.7 Familia de Circunfe"enc!as 

Como sabemos una circunferencia y su ecuación ~e determinan por tre~ condiciones 
independientes. Entonces una circunferencia que satisface menos de tres condiciones 
independientes no es única. 

La ecuación de una circunferencia que satisface solo dos condiciones contiene una 
constante arbitrnria llamada parámetro, entonce~ tal ecuación representa una familia de 
circunferencias de un parámetro. 

Por ejemplo, la familia de todas las circunferencias concéntricas cuyo centro eomón es el 
punto (2, 3) tiene por ecuación (x -2Y +(y -31 = k2 en donde el parámetro kes 
cualquier número positivo. 

Consideremos ahora el caso de la familia de circunferencias que pasan por las 
intersecciones de dos circunferencias dadas. 

Sean e, y Cl dos circunferencias dadas cualquiera, cuyas ecuaciones son: 

Multiplicando (2) por la constante arbitraria k y ¡¡umando (1) Y (2) se deduce la ecuación 

2 2 ( 2 2 ) X +y I- D ·x+E ·y~· F ·I- k· x + y I D 'x + F ·y+F 
• •• 2 J: 2 

= O ....... (3) 

donde el parámetro k puede lomar todos los valores. 

Supongamos que los círculos CI y C2 se coltan en dos puntos Pl(Xl, YI) y P2(X2, yv. 
Como p,. es punlo de intersección de los cfrculos el y el satisfacen ambas ecuaciooes (1) Y 
(2) Y como consecuencia también a (3) la cual se reduce a O + k (O) = O, que es verdadera 
para todos Jos valores de k. 

Por 10 tanto la ecuación (3) representa la familia de circunferencias que pasan por las dos 
intcrseccione. .. de las circunferencias el y e2. 

La ecuación (3) se puede llevar a la forma 
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Si k =-1 ,la ecuación (4) se reduce a una de primer grado que representa a unll recta. 
Pero para cualquier otro valor de Ir. , representa una circunferencia. 

En panicular para Ir. = O la ecuación (4) se reduce a la ecuación de la circunferencia C I • 

Consideremos el caso en que las circunferencias CI y C2 son tangentes entre si, en el punto 
Pl(Xl, y)) . 

Por un razonamiento rtnálogo tenemo~ que Pl sati~face amba~ ecuaciones (1) Y (2) Y como 
consecuencia también a (3) dado que O + k (O) "'- O es verdadera para todos los valores de fr.. 

Por lo tanto, la ecuación (3) representa la familia de circunferencias que pasan por el punto 
de tangencia de las circunferencias C I y C2. 
y llevándola posteriormente a su forma (4) vemos que para cada valor de k diferente de -1, 
la ecuación representa una circunferencia tangente a C I y e2 en el punto p). 

Finalmente consideremos el caso en que Cl't C2 no tengan ningún punto en común. 

Entonces las coordenadas de un punto P que satisfacen la ecuación (2) no pueden satisfacer 
In ecuación (1) y, por 10 tanto, tampoco (3), para ningún valor de k . 

Análogamente las coordenadas de un punto Q que ~atis facen (1) no pueden satisfacer (2), y 
por lo tanto tampoco (3), para ningún valor de Ir. excepto Ir. = 0, en cuyo caso, (3) se reduce a 
(1). 

En resumen podemos concluir 10 siguiente: 

Si las ecuaciones de dos circunferencias dadas cualquiera C I y Cl son: 

la ecuación 

representa una familia de circunferencias. 
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Si C I y C2 se cortan en dos puntos diferentes la ecuación representa, para todos los valores 
de k d iferentes de - 1, todas las circunferencias, que pasan por los dos puntos de 
intel1lección el y ~,con la ún ica excepción de e2 misma. 

Si C I y C2 son tangentes entre si, la ecuación representa, para todos los valores de k 
diferente.<¡ de - 1, todas las circunferencias que son tangentes a el y e2 en su punto comlln, 
con la única excepción de C2 misma. 

Ejemplo I 

E.<¡cribir la ecuación de la familia de circunferencias que pa~an por la intersección de las 
circunferencia~ el y e2 representadas po~ l a~ ecuaciones. 

2 2 el: x .¡. y - 6x + 2y t· 5 '" o 

e
2

: i + y2 _ 12x 2y + 29= o 

y encontrar el elemento de la familia que pasa por el punto (7, O). 

Solución. 

La ecuación que representa a In familia de circunferencias es: 

donde le es un parámetro. 

Como el elemento de la familia de circunferencias pasa por e l punto (7, O), susti tu imos estc 
punto en la ecuación dela familia de circunferencias y tenemos. 

(49 - 42 + 5) + le (49 - 84 + 29) = O 

de dondelc '" 2 

fi nalmente ~ustituyendo este valor en la ecuación de la fa mil ia de circunferencias se tiene 

3i I 3l - 30x- 2y + 63= O 

que es la ccmición de la c ircunferencia buscada o en su fonna ordinaria. 
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y 

x 

(Fig.216) 

Ejemplo 

Hallar la ecuación de la familia de circunferencias que pasan por la intersección de las 
circunferencias. . 

2 2 x + y - 12x 9y -1- 50 = O 

y el elemento de la familia de circunferencias cuando el parámetro k = l . 
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Solución. 

La ecuación de la fam il ia de circunferencias que pasan por la intersección de C I y C2 esta 
dada por 

entonce~ la circunferencia de la fami lia cuando k = I tiene por ecuación. 

)(2 + y2_12)( -9y + 50+ )(1+ l - 25 =0 

la cuál a l reducir ténninos toma la forma 2112 + 2y1 - 12x - 9y + 25 = O o bien en su 
fonna ordinaria 

25 
16 

El centro de la circunferencia es el punto ( 3.¡) d" 5 
y~ura loes -

4 

Como vcmo~ las ci re unfercncia~ dadas solo se interceptan en un punto y la circunferencia 
buscada pasa por el punto de tangencia. (Fig.217) 

y 

x 

(Fig.2 17) 
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8.8 Propiedad Universal de la Elipse. 

X 2 y2 
La ecuación - + - = I enuncia la siguiente propiedad universal de los puntos de la 

a2 b2 

elipse. 

d(P,L') + d(P,L) = 1 donde L es el eje mayor ( el eje que contiene a los focos) y L' es el 
a2 b2 

eje menor. (Fig.216) 

Paráfrasis : (dis tan cia · de · p. al · eje· menor) + (dis tan cia· de· p . al· eje· mayor f = 1 

(semieje . mayor) (semieje . menor r 

Y=L' 

(Fig.216) 

Valiéndose de esta propiedad se puede obtener la ecuación de una elipse COIl centro fuera 
del origen y ejes paralelos o no a los ejes coordenados. Así mismo se puede reconocer si 
una ecuación cuadrática en x e y representa una elipse y determinar sus elementos. 
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Ejemplo 

Calcular la ecuación de la elipse con focos FI (-2, -1) Y F2 (2, 3) Y a = 3 

Solución. 

Como el eje mayor es al recta que pasa por FI y F] tenemos que 

- ' -3 ( ) y-3=--· x-2 
-2-2 

de dond~ de~arrollando ); - y + 1 = O es la ecuación del eje mayor. 

El centro es el punto medio de F;F, por lo cual tiene coordenadas C(O, 1) 

El eje menor es perpendicular al eje mayor por e, entonces u~ando la formula punto 
pendiente de la recta tenemos 

y-I =- 1 (l.-O) 

); + y - I = O que es la ecuación del eje menor. 

c es la mitad de la distancia entre PI y F] por lo tanto 

.. , 

dcdonde b=.Ja'-c1 :../16-8=2·12 

Sea P(l., y) un punto cualquiera de la elipse, L': ); + y - I = O la ecuación del eje menor, 
L: l. - y + I = O la ecuación del eje mayor. Entonces por la propiedad universal de la elipse 
tenemos 

520 



desarrollando la ecuaciÓn anterior tenemos 

3x2 -2xy + 3y2 + 2x - 6y - 29 = O 

que es la ecullción de la elipse bu~cada. 

,. ... , 

x 

(Fig.217) 
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8.9 Hipirbola. 

Definición Focal de la Hipérbola 

Se llama hipérbola al lugar geométrico de un punto quc se mueve en un plano de tal manera 
que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, 
llamados focos, es igual a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre 
los focos. (Fig.218) 

p 

f' yo V F 

(Fig.218) 

Id(P.F')-d(P.~ • 'Q y 2a < d(F,F') = 2c 

Los focos están designados por F y F'. La recta L que pasa por los focos se llamada eje 
¡ucal ( o eje de simetría). El segmento VV' se llama eje transverso. El punto medio e del 
eje transverso se llama centro. La recta L' que pasa por e y es perpendicular al eje focal se 
llama eje normal. Una porción definida en el eje nonnal, el segmento BE que tiene a c 
como punto medio, se llama eje conjugado. 
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El segmento que une dos puntos diferentes cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda; 
estos puntos pueden ser ambos de la misma rama, como la cuerda AA' ,o uno de una rama 
y el otro de la otra, como el eje transverso VV· . La cuerda que pasa por un foco, tal como 
EE' se llama cuerda focal. Una cuerda focal tal como GG' , perpendicular al eje focal L se 
llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, tiene dos lados rectos. 
Una cuerda que pasa por e, tal como DD' , se llama diámetro. Las rectas M y M' son 
llamadas directrices de la hipérbola. (Fig.219) 

M' L 

(Fig.219) 

La ecuación canónica de la hipérbola la obtenemos seleccionando como focos dos puntos 
dispuestos simétricamente en torno al origen sobre alguno de los ejes coordenados, en este 
caso tomamos el eje X. 
Se denotará como 2c la distancia entre los focos y 2a al valor absoluto de la diferencia de 
sus distancias a los focos. (Fig.220) 
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y 

p 7L-y ________ ~2,------V~F 

Focos: F'(-c, O) • F (e, O) 

dI = d(P,F') "" J(x + ti + yl 

Id, - d,l· '" 

(d1Y "" (X+C)l +yl ....... ~I) 

(dS ::(X_C)l+yl 

de donde 

(dl )2 _(d2)2 %: 4 ·c·x 

(d, -d,).(d, + d,). 4.'.x ....... {2) 

o < a < e 

p 

x 

(Fig.220) 
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Oe(2) se sigue que dl-dl < o ~ x < o 

V camos este caso 

Si le < O 

dl -d1 = -2a ....... (kl) 

. 2·c·% 
de (2) se tiene di + d2 = - -- ....... (k2) 

a 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (\tI) y (k1) se tiene 

J 'o,) dl"',a+ --;- ; 

en ambos casos se trota de expresiones racionales par la distancia de Jos puntos de la curva 
a Jos focos. 

Al sustituir en ( 1) en ambos casos se llega al mismo resu1tado 

( 'o,)' " 8 1 -;- .: (x+c) +y ('o, )' " -;- - 8 t: (x - e) + y 

De cualquiera de estas expresiones se llega a la ecuación 

tomando nuevamente el hecho de que O < a < c 

y haciendo la sustitución correspondiente. 

La ecuación (4) se llama ecuación canónica de la hipérbola. Representa una curva abierta 
no acotada en el plano cartesiano que tiene dos ramas, una a la derecha y otra a la izquierda 
del eje Y. Al igua] que en eJ caso de la elipse, la curva es simétrica respecto de Jos ejes 
coordenados y el origen. 
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Sus intersecciones con los ejes coordenados son los vértices V' (-a, O) y V(a, O). 

Al resolver la ecuación (4) para y se tiene 

b f"""22 
y=±-·vx"-a" 

o 
......... (5) 

Dadas las simetrías de la curva es suficiente considerar la porción de la curva situada en el 
primer cuadrante. (Fig.221) 

y 

v· v 

(Fig.221) 

Es decir considerar el signo + en (5) y valores positivos de x 
Es claro que la cantidad 

b f"""22 
Y = -VX" -O" 

a 

es imaginaria para valores de x comprendidos entre O ya, y su valor crece ilimitadamente 
junto con el de x ( es una función creciente de x ). 
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Todo esto significa que un punto movil M (x, y) situado sobre esta rama de la curva se 
mueve siempre hacia arriba a medida que el valor deja abscisa x crece, teniendo como 
punto de panida el vértice V (a, O). 

La forma en que el punto M (x. y) se aleja hacia el infinito se puede determinar dc un modo 
más preciso. En efecto, la ecuación (5) se puede reescribir como sigue: 

[
b b ( ,,---, )~ [~+,) y= _·x+-· ..... x--a--x . 
a a Jx l _al + x 

b b ·a 
y:::-·x- ................... (6) 

a .Jxl_al+x 

b·Q 
En (6) el denominador del swnando I aumenta junto con x, mientras que el 

-VXl_Ul+X 

numerador es constante. Esto significa que esta cantidad se pueda hacer tan pequefia como 
se quiera con solo dar a x valores suficientemente grandes. En consecuencia, al crecer 

indefinidamente x , la ordenada y se acerca cada vez más al valor!!... x . 
Q 
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Esto significa que la diferencia de ordenadas entre la rama y = ~- J X2 - a2 de la hipérbola 
a 

y la recta y = ~ x se acerca cada vez más a O al aumentar x. 
a 

En efecto 

;.x. (;.x-_r; ,b .a
2 

- ) = 
">I x ... a + x 

b ·a 

J
.-
2 2 x - a ~ x 

De modo que la distancia vertical entre los puntos de la recta y los puntos de la hipérbola 

decrece ilimitadamente al aumentar x. La recta y = ~x resulta ser asintota de la hipérbola. 
a 

El punto móvil M(x. y) sobre esta rama de la curva se encuentra siempre por debajo del 

punto p( x, ~ . x) de la recta, como se muestra en la figura 222. 

Donde 

p x _ ·x M x _·x- _ __ o . - , V«a,O) ( b) (b b .a) 
'a ' 'a G-· ~ 

"'x~ - a + x 

y 

.. , 
. ' .' .' .... 

.' ...... 

v 

P •••• .' .' .' 
o' 

x 

..... . ' 
.' .' 

" .' 

.' .' .' 

.' .' .' 

x 

(Fig.222) 
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Por simetrla respecto del eje X, la recta y = _!!..;x es una asintota de la rama de la curva en 
a 

el cuarto cuadrante, y por simetrla respecto del eje Y, las rectas y =!!..;x y y: -~x 
a a 

también resultan asintotas de las ramas de la hipérbola que se ubican en el tercer y segundo 
cuadrantes respectivamente. 

Para dibujar la gráfica de la hipérbola conviene trazar un rectángulo con vértices pea, b), 
Q(a, -b), R(-a, b) y Se-a, -b) llamado rectángulo principal de la hipérbola. Este tiene lados 
de longitud 2a y 2b situados simétricamente en tomo al eje Y y al eje X. 

Las diagonales del rectángulo principal son las asíntotas de la hipérbola.(Fig.223) 

.... ... 
.... ... 

F' 
• 
F 

8' 

(Fig.223) 

En la ecuación de la hipérbola a puede ser mayor, igual o menor que b. 

Dado que b = .Jc1 
- (i ,las asintotas tendran una pendiente mas pronunciada 

a medida que c cruza, si se deja fijo el valor de a. 

Al comparar la ecuación canónica de la hipérbola con la que resulla de la definición general 
de cónica cuando la excentricidad es mayor que 1 tenemos 
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2 2 
2 2 x y = X Y = 

( r b,:~~r 
2 

b
2 e ·p 

a 
e2 

.. I 

Como e > 1, I - e2 < O Y como consecuencia e2 
- 1 > O de modo que 

a = y b = e·p 

~ 

De donde tenemos 

y b = ,~ 
a 

de modo que 

b2 
= e2 

." 1 

por lo tanto 

= 

es decir 
e 

e = - (la excentricidad en términos de a y c ) 
a 
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Ahora como 

p ·e = ,.(,' .- ,) 

, = ,(:: ,) p.-, 

, = ("-") p.- ,. _-, 
" 

, = b' 
(dado que b2 p.-, , 

por lo tanto 

b' 
p = , 

= " " 

Entonces la distancia entre el foco F(c, O) y la directriz es b
1 

por lo que la distancia de la , 
directriz al origen es e _ b

1 

• (Fig.224) , 

b' 
c -_ = , , , 

, 
por lo tanto la ecuación de la mediatriz M es x =!:.. , 
Dado que la curva es simétrica respecto al eje Y, hay una correspondencia con el (oco , 
F'( -c, O) y la directriz ubicada a su derecha tiene como ecuación x :c _!:... , 

5J1 



Las ecuaciones (3 ) se pueden escribir 

dt= a + ex ; d2" ' ex - a ....... (7) y dl=- (a + ex) ; dz=- (ex-a) ........ (8) 

De la misma forma las ecuaciones de las directrices se pueden escri bir 

x = • , y x = a , 

La distancia de un punto P(x, y) de la hipérbola a cada una de las directrices es 

• 0 t =- +x , • 02= --X ............ (9) , 
Si x > O , de (7) y (9) se infiere que 

Análogamente si x < O. de (8) y (9) se deduce que 
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8.10 Propiedad Univenal de la Hipérbola. 

Xl / 
La ecuación - - - '" 1 enuncia In siguiente propiedad universal de los puntos de la 

a~ b1 

hipérbola. 

d(P,L')l 
a' 

d(P,L)l ;: 1 

b' 
donde L es el eje focal (el eje de simetría que contiene a los focos) 

y L' es el eje imaginario. 

Paráfrasis: 
(dis lancia .. de..P . .aL.ejdmaginarior _ (distancia . .de..P . .aI. .eje..focaIY ;: J 

(semieje..focal)l (semieje. .imaginario l 

Esta propiedad sirve para obtener la ecuación de una hipérbola en cualquier posición. 
Permite además reconocer si una ecuación cuadrática en x e y representa una hipérbola y 
detcnnina sus elementos. 

Ejemplo 3 

Calcular la ecuación de la hipérbola con focos F.(-3,6) Y F1(5, O) Y a = Jj 
Procedamos como en el ejemplo anterior 
El eje focal pasa por Fl y F2 por lo cual su ecuación es 

6 - 0 
y-6=--(x+3) la cual se reduce a 3x+4y-15 = 0 . 

-3-5 

- (-3 +5 6+0) El centroCesel punlo medio de F;F; por locual C = -,-'- , - "' (1,3) 

El eje imaginario pasa por e y es perpendicular al eje foca l, por lo que su ecuación está dada 

por y-3;: j..(x - 1). De aqul que 4x -3y +5 '" O es la ecuación del eje focal . 

e lo obtenemos de la distancia entre el centro y un foco, tomemos por ejemplo 
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Por último como h = Jc2 _a2 entonces h = ~S2 -(.J31 = ro 
Ahora por la propiedad universal de la hipérbola tenemos; 

(4X-~Y+Sy eX+;'-lSy =1 
3 22 

que desarrollando nos da 13¡¿ -24xy + 6'1 + 46x - 12y -71 - O. (Fig.224) 

x 

(Fig.224) 
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8.11 Superficies Cilíndricas. 

Consideremos un plano p y una recta L, que no sea paralela a p . 
Si la recta L se mueve en tal forma que un punto P de L recorra una trayectoria C en el 
plano p ,permaneciendo constante la dirección de L entonces la superficie S generada se 
llama cilindro o superficie cilíndrica. (Fig.225) 

L 

p 

(Fig.225) 

En otras palabras, la superficie cilíndrica es la generada por una recta que se mueve de tal 
manera que se mantiene siempre paralela y pasa por una curva fija llamada directriz. 

Se dice entonces que la curva e es la directriz del cilindro; la recta L recibe el nombre de 
generatriz y todas las demás rectas que están en la superficie y que son paralelas aL 
reciben el nombre de elementos o generadores de la superficie. 

Nótese que en la Geometría Analítica se considera que un cilindro se extiende 
indefinidamente en ambos sentidos de un elemento, aunque en la figura solo se muestre una 
parte de un cilindro. 

Se clasifica a los cilindros según la naturaleza de sus directores. Por ejemplo si la directriz 
es una circunferencia, entonces el cilindro es un cilindro circular. (Fig.226) 

La recta que es paralela a un elemento y contiene al centro de la circunferencia se le llama 
eje del cilindro. 

Si los elementos de un cilindro circular son perpendiculares al plano de la circunferencia se 
dice que el cilindro es un cilindro circular recto. (Fig.227) 
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(Fig.226) (Fig.227) 

En nuestro estudio de superficie cilíndrica consideraremos que nuestra directriz es una 
curva contenida en uno de los planos coordenados. 

Por ejemplo, sea e una porción de la directriz contenida en el plano YZ, y sea v = (a, b, c) 
Un vector director de la generatriz L de la superficie cilíndrica. 

Podemos escribir entonces las ecuaciones de la curva e en la forma 

¡(y, z) = O, x = O 

z 

P(x,y,z) 

y 

(Fig.228) 
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Sea P(x. y. z) un pWlto cualquiera de la superficie y supongamos que la generatriz que pasa 
JXlr P corta a e en el punto P' (0, y', z') 

Entonces las ecuaciones si métricas de la generatriz L son: 

!..=y -y· =z-z· 
a b e 

.......... (1) 

Además como P' está sobre C. sus coordenadas satisfacen a las ecuaciones 

f(y',z') = O , x' = O ........ (2) 

Por definición el punto P esta sobre la superficie cilíndrica si y solo si sus coordenadas 
(x, y, z) satisfacen las ecuaciones (1) y (2) las cuales constituyen un sistema de cuatro 
ecuaciones independientes. De estas cuatro ecuaciones podt;mos eliminar las tres 
cantidades x', y', z' considerándolas como parámetros, de la siguiente manera. 

De (1) se tiene 

ay-bx 
)1= - -

a 

az -ex 
z'=-

a 

sustituyendo estos valores de y' , z' en (2) obtenemos 

La cual representa la ecuación de una superficie c¡lIndrica, en las tres variables x, y, z. 

Nótese que las secciones hechas por los planos paralelos al plano de la directriz son curvas 
congruentes con la directriz. 
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Ejemplo 

Hallar la ecuación de la superficie cillndrica cuya directriz es la parábola :1 - z contenida 
en el plano Xz, y cuyas generatrices tienen como vector director a v..: (1, 2, 3). 

Solución. 

Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera P(x, y, z) de la superficie 
corta a la directriz en el punto P'(x', 0, z'). (Fig.229) 

Entonces las ecuaciones simérricas de la generatriz L son: 

......... (1 ') 

También como P' esta sobre la parábola entonces satisface su ecuación y tenemos 

".1 '" z' y' " O ......... (2') 

Eliminando x', y' ,z' de las ecuaciones (1) y (2) se tiene 

De (1) despejamos Jos valores de'" y z· 

, 2,,- Y 
x=--

2 

, 2z-3y 
z::: ."--

2 

sustilUyendo estos valores en (2), obtenemos 

la cual desarrollando se lleva a la forma 

4:or - 4xY+I+6y - 4z:::0 ............. (3) 

que es la ecuación buscada de la superficie ciHndrica. 
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Nótese que la traza de la superficie (3) sobre el plano XZ es la directriz. 

z 
l 

p 

y 

x 

(Fig.229) 

Ejemplo 

Demostrar que la ecuación X2 + .; + 2z2 + 2xz - 2yz - I representa una superficie 
cilíndrica, y hallar las ecuaciones de su directriz y el vector director de sus generatrices. 

Solución. 

Como las secciones hechas por los planos paralelos al plano de la directriz son curvas 
congruentes con la directriz. Así, las secciones de la superficie hechas por los planos. 

z '" k son las curvas 

las cuales pueden escribirse en la fonna 

(x+hl+(y-kl - I z "" k ............ (1) 



Las ecuaciones (1) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el valor de k. 

En particular para k '" 0, tenemos la circunferencia X2 + y2 = 1, z '" O .......... (2) 

Por lo tanto, la superficie dada es \Ina superficie cilíndrica circular cuya rure(triz es la 
circunferencia ....... (2) 

Evidcntemente, la recta que une el centro (-k, k, k) de cualquiera de las circunferencias (1) 
Y el centro (0,0,0) de la directriz (2) es paralela 8 las generatrices. 

Como un vector director de esta recta es (- I , 1, 1) ,este es también un vector director de las 
genentrices. 

Si las generatrices de una superficie son perpendiculares al plano, se llama recta yen caso 
oontrario oblicua. 

Se puede demostrar que la ecuación de una superficie cilíndrica recta, cuyas generatrices 
son perpendiculares al plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en 
ese plano coordenado. Además, el lugar geométrico de esta ecuación es la directriz. 

Por ejemplo, la superficie cilindrica recta cuya directriz es la circunferencia r + Z2 "" 9 , 
x - O se representa por la ecuación r + Z2 - 9. 

y recíprocamente, podemos demostrar con lo ya visto que una ecuación que carezca de una 
variable representa una superficie cillndriea recta cuyas generatrices son perpendiculares al 
plano coordenado en el cual no se mide la variable ausente, y cuya directriz es e1lugar 
geométrico plano de esta ecuación. 

Por ejemplo, la ecuación X2 - r '" 4 representa una superficie cillndrica recta cuyas 
generatrices son perpendiculares al plano XY y cuya directriz es la hipérbola 

r _ y2 .. 4, z - o 

Podemos resumir estos resultados en el sib'Uiente teorema. 

Teorema. 

Una ecuación representa una superficie cilíndrica recta, cuyas generatrices son 
perpendiculares al plano coordenado que contiene a la directriz, si y solamente si carece de 
la variable no medida en ese plano. 
El lugar geométrico plano de esta ecuación es la directriz. 
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8.1 2 Superlides Cónicas 

Consideremos un plano p ,un punto V no contenido en el plano p y una recta L que pasa 

por el punto V y que se mueve en tal fonna que recorre una trayectoria e en el plano p. 
Entonces la superficie S generada por la recIa L se llama superficie cónica. (Fig.230) 

L 

v 

e 
p 

(Fig.230) 

Es decir, la superficie cónica se al generada por una línea recta que se mueve de tal manera 
que pasa por una recta fija y por un punto fijo, no contenido en el plano de esa curva. 

La recta móvil L se llama generatriz, la curva fija e directriz y el punto fijo V vértice de 
la superficie cónica. 

Las diversas posiciones de la generatriz fonnan las generatrices de la superficie cónica. 
Evidentemente, el vértice divide a la superficie en dos porciones distintas; cada una de las 
cuales es una hoja o rama dela superficie cónica. 

Al estudiar la superficie cónica consideraremos que la dirtX:triz es una curva contenida en 
planos paralelos a los coordenados e inclusive en los planos coordenados. 

Por ejemplo, sea e la directriz contenida en un plano paralelo al plano XZ, y sea 
V"" (a, b, c) el vért ice de la superficie cónica. (Fig.231) 

Podemos escribir entonces las ecuaciones de la curva e en la fonna 

rex,z) - O y "" k 
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Sea P(x, y, z) un punto cualquiera de la superficie cónica y supongamos que la generatriz 
que pasa por P corta a C en el punto P'(x', y', z'). 

z 

pi 

le Y 

x 

(Fig.231) 

Entonces, las ecuaciones simétricas de la generatriz L son: 

x-a y-b z-c --= _._ .. =--
x'-a y'-b z'-c 

.......... (1) 

Como P' esta sobre la curva C, tenemos que sus coordenadas satisfacen la ecuación de la 
directriz j(x', z) = O, y' = O .......... (2) 

De las cuatro relaciones dadas por las ecuaciones (1) y (2), podemos eliminar las tres 
cantidades x " y', z' , considerándolas como parámetros. 

Para ello primero sustituimos el valor de y ' = k en las ecuaciones (1), teniendo 

x-a y-b z-c 
.. _=--=--

x'-a k - b z'-c 
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Despejamos ax' en función de xey. Y z' en función dey y %, esto es 

, (r-a) ·(k-b) 
x= -'-- +0 

y-b 

(,-,).(k-b) 
%':::. . - +c 

y b 

sustituyendo estos valores de x' y z' en la ecuación (2) tenemos 

que es la ecuación de la superficie cónica, en las tres variables x, y, z. 

Ejemplo 

Hallar la ecuación dc la superficie cónica cuya directriz es la elipse 

y cuyo vért ice es el punto v{I, 1,3). 

Solución. 

Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera P(x, y, z) de la superficie 
corta a la directriz en el punto P'(x ·. y', %) . (Fig.232) 

La ecuación simétrica de la generatriz es: 

.1'- 1 y-I %-3 
- = - = - .......... (1) 
x'- ! y'-I z'-3 
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z 

4 Y 

(Fig.232) 

Además como P' esta sobre la elipse, tenemos 4x.2 + Z'] = 1 , y' = 4 .......... (2) 

De las cuatro relaciones dadas por las ecuaciones (1) y (2), podemos eliminar las tres 
cantidades x', y' • z ', considerándolas como parámetros. 

Esta eliminación puede efectuarse sustituyendo el valor de y' = 4 de (2) en (1) 

Después de estas últimas ecuaciones se despeja x ' en función de x e y 
• y z' en función de y y z . 

, 3x+ y-4 
x= ----=.--

, 3z+3y -12 z= .... ---=---
y-l y-I 

sustituyendo estos valores de x ' y z' en (2) tenemos 

4.(3X~>-,-= .4)2 +(?z+3Y-12)2 = 1 
y-l y-l 

la cual después de desarrollar los binomios y ordenar los ténninos resulta 
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36; + 12Y. + 9i + 24xy + J8yz - 96x - I02y -727. + 207"" O 

que es la ecuación buscada de la superficie. 

En el estudio de una su~rficie cónica, no se pierde generalidad tomando el vértice en el 
origen. 

Demostraremos que la ecuación de una superficie tal es homogénea en las tres variables x, 
y, z. 

Se dice que un polinomio algebraico, en dos o más variables, es homogéneo, si todos sus 
ténninos son del mismo grado. 

AsC la función J"{x, Y. z) - .,¿. + 2y2 - J'; es homogénea y de segundo grado. 

Probaremos la homogeneidad de una función de la siguiente manera: 

Si la función es f(x, y, z), sustituimos las variables kx, ky, kz respectivamente, en donde k 
es una constante diferente de cero y asi obtenemos la identidad. 

f(kx, ky,kz) '" km ((x, y, z) 

Entonces f(x, y, z) es una función homogénea de grado m. 

Auna función homogénea ¡guaJada a cero se le llama ecuación homogénea. 

Sea f(x, y, z) - O una ecuación homogénea . Entonces por lo anterior, si esta ecuación tiene 
la solución diferente de cero x - XI, Y" YI , Z = z, , también tiene las soluciones 
x=kx l , y - ky ¡ • z - kz¡ en donde k es una constante cualquiera diferente de cero. 

Consideremos ahora una superficie cónica de vértice en el origen y cuya directriz sea la 
curva. 

f(x,y) "" O , z · c 

donde c es una constante diferente de cero. 

Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera P(x, y, z) de I asuperficie 
corta ti la directriz en el pWlto P'(x', y', z'). 
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Como esta generatriz pasa por el origen, sus ecuaciones son: 

x' '" la z '= kz ........... (3) 

en donde k es una constante diferente de cero. 

También como P' esta sobre la directriz, tenemos f(x ' , y' ) = O , z' - c .......... (4) 

De las ecuaciones (3) y (4) se deduce que 1 = e, , valor que sustituido en las dos primeras , 
ecuaciones de (3) da • 0 x= , y'= cy . , 
Si sustituimos estos valores de x ' e y ' en la primero de las ecuaciones en (4) obtenemos 

j 0, .~,Y) = O Jl ............. (5) 

que es la ecuación de la superficie cónica con vértice en el origen. 

Si reemplazamos en la ecuación (5) x, y. z por k'x. ky, k'z, respectivamente, en que l ' es 
una constante diferente de cero,la ecuación pennanece invariable y, por lo tanto, es 
homogénea. 

Recíprocamente, consideremos a la superficie representada por la ecuacíón 

/(x.y. z) - o ....... ...... (6) 

que es homogénea en las tres variables x, y. z. 

En consecuencia de esto, el origen O está sobre esta superficie. 

Sea p(x,. y" z,) otro punto cualquiera sobre la superficie; sus coordenadas satisfacen por 
tanto, a la ecuación (6). 

Como esta ecuación es homogénea, tiene también la solución a" ky" fa" en donde k es 
una constante cualquiera, de manera que el punto P '(10:" ky" la,) está también sobre la 
superficie. Pero evidentemente el punto P ' esta sobre la recta OP y sobre la superficie para 
todos los valores de k y, en consecuencia OP esta sobre la superficie. 

De acuerdo con esto se sigue que la ecuación (6) representa una superficie cónica con 

vértice en el origen y una de cuyas generatrices es la recta DP. 
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Nota: Una ecuación homogénea debe en realidad representar una superficie, antes de que 
pueda ser clasificada como una superficie cónica con vértice en el origen. 

Por ejemplo, la ecuación x2 + 4l + 3'¿- = O es homogénea en x, y, Z, pero no representa 
una superficie cónica sino que representa solamente un punto, el origen. 

Ejemplo. 

Identificar y construir la superficie cuya ecuación es x2 + yz = O. 

Solución. 

Además de la solución x = y = z = O, la ecuación tiene un número infinito de soluciones. 
En efecto, dado que X2 = -yz , entonces para cualquiera valores reales diferentes de cero que 
sean de signos contrarios asignados a y y Z, la solución correspondiente para x constará de 
dos valores reales. 

Por tanto, la ecuación dada representa una superficie cónica cuyo vértice esta en el origen. 
Para construir la superficie es necesario solo obtener una directriz. Por lo cual si z = 2 
obtenemos la ecuación dada la directriz X2 = -2y , z = 2 , que es una parábola que está 
en el plano z = 2 . 

Trazando varias generatrices (rectas que pasan por el origen y por puntos de esta curva) 
podemos obtener una figura adecuada. 
Un aparte de la superficie se ha trazado en la siguiente figura 

z 

y 

(Fig.233) 
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8.13 Superficies Regl.du 

Consideremos ahora un tipo más general de superficies del cual son ejemplo el plano, la 
superficie cilíndrica y la cónica. 

Si para cada punto dc una superficie existe una recta que pasa por dicho punto y que está 
contenida CQmplclamente en la superficie, entonces se dice que la superficie es reglada, y se 
dice que las rectas son las rectas de la superficie. 

En otras palabras una superficie reglada es aquella que puede ser engendrada por el 
movimiento de una llnea recta. 
la linea recta en movimiento, en cualquiera de sus posiciones. se llama generatriz de la 
superficie. 
Se sigue de esta definición que una superficie cilíndrica es una superficie reglada cuyas 
generatrices son todas paralelas. mientras que la superficie cónica es una superficie reglada 
cuyas generatrices son todas concurrentes. 
Como en el caso de la superficie cilindrica y cónica, las ecuaciones de las superficies 
regladas pueden obtenerse por el método del parámetro. 

Ejemplo 

Hallar la ecuación de la superficie reglada generada por la familia de rectas 

2x-y+u:O 2h+ky - 4z = O ........ ..... (1) 

Solución. 

Para cada valor del parámetro k la recta correspondiente de la familia (1) debe estar en su 
totalidad sobre la superficie. 

Es decir, todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (1) deben estar sobre 
la superficie, cualquiera que sta el valor de k . Por lo tanto, las ecuaciones de la superficie 
deben ser independientes de k y pueden obtenerse a partir de las ecuaciones (1) 
simplemente eliminand9 el parámetro le. Así, despejando k de cada una de estas ecuaciones, 
obtenemos 

Ie= y - 2x , de donde 
y-2x 4z 
--=--

z 2x+ y 

o sea, 4x2 - .¡ + 4z2 - O que es la ecuación buscada de la superficie. 

Consideremos ahora el problema de dada la ecuación de una superficie, detenninar si 
representa o no una superficie reglada. 
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Ejemplo 

Demostrar que la ecuación xz + 2yz -1 = O representa una superficie cilíndrica 
demostrando que su lugar geométrico es una superficie reglada cuyas generatrices son todas 
paralelas. 

Solución. 

La intersección de la superficie dada y el plano z = k es la recta 

xk+2yk - l =0 ,z=k ...... ........ .. (1) 

Por tanto, la superficie es una superficie reglada que tiene a la familia de rectas (1) por 
generatrices. 

El vector director de las generatrices es (2, -1, O). Como el vector director es independiente 
del parámetro k, todas las generatrices (1) son paralelas y por lo tanto, la superficie dada es 
cilíndrica. 

8.14 Superficies de Revolución. 

Si se hace girar a una curva plana C alrededor de una recta L que esta en el mismo plano de 
modo que cada punto de la curva describa una circunferencia, entonces la superficie 
resultante recibe el nombre de superficie de revolución. (Fig. 234) 

Esto es, una superficie de revolución es la engendrada por la rotación de una curva plana en 
torno de una recta fija contenida en el plano de esa curva. 

p 
(Fig.234) 
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La curva plana se llama generatriz y la recta fija eje de revolución, o simplemente eje de la 
superficie. 

Cualquier posición de la generatriz se llama sección meridiana o meridiano, y cada 
circunferencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la superficie. 

De estas definiciones se deduce lo siguiente: 

a) Toda sección meridiana es congruente con la generatriz y es la intersección de la 
superficie con un plano que pasa por el eje. 

b) Todo paralelo tiene su centro sobre el eje y está contenido en un plano 
perpendicular al eje. 

Nótese que la esfera, el cilindro circular recto y el cono circular recto; son superficies de 
revolución. 

En la determinación de la ecuación de una superficie de revolución, no se pierde 
generalidad si se toma la generatriz G contenida en el plano XY que tiene por ecuaciones 

Ff(x,y)=O z=O 

y supongamos que el eje de revolución es el eje X (Fig.235) 

Determinaremos la ecuación de esta superficie de revolución por el método de los 
parámetros. 

z 

y 

G 

( Fig.235) 
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Sea P(x, y, z), un punto cualquiera de la superficie. El paralelo que pasa por P corta a G en 
un punto del plano XV, digamos P'(x'. y', z'), y su centro e está sobre el eje X. 

Por ser radios del mismo paralelo, ICPI = lePl 
Pero como lePj = J l + Z l Y CP' = y' 

tenemos la relación y'= ±Ji +Zl ............. (1) 

También como P y P' están en el mismo plano x' "" x .............. (2) 

Además como el punto P' está sobre G, tenemosf(x',y') = O , 70' = 0 ............. (3) 

Eliminando los tres parámetros x', y', 70' entre las cuatro ecuaciones (1), (2), (3) obtenemos 

¡ (x,Ji+ZI);;O 

que es la ecuación buscada de la superficie de revolución. 

Análogamente, naciendo girar la curva entorno del eje Y, hallamos que la ecuación de la 

superficie de revolución correspondiente es f( JXl + Zl ,y) ;; O. 

Se obtienen resultados análogos cuando la generatriz esta en cada uno de los otros planos 
coordenados y se le hace girar en tomo de un eje coordenado contenido en dicho plano. 

Ejemplo 

Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la rotación de la hipérbola 

y -4x1 = 4 ,70 - 0 en tomo del eje Y. 

Solución. 

Sea P(x, y, z), un punto cualquiera de la superficie. El paralelo que pasa por P corta a la 
generatriz G en un punto del plano XY • digamos P' (x', y', z') y su centro e esta sobre el 
eje Y. 

Por ser radios del mismo paralelo ¡ePj ;; ICJi 
Pero como jCPI;; ±.Jx1 + : 1 y CP';; x' lomemos la relación x';; ±.Jx1 +Zl 
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También como P y P' están en el mismo plano y = y' 

Además como el punto P' esta sobre la generatriz f(x ',y') = O ,z' = O 

Eliminando los parámetros x'. y', z' entre las cuatro ccu3cianes anteriores. obtenemos 

que es la ecuación buscada de la superficie de revolución. 

Recíprocamente. dada la ecuación de una superficie, determinar si representa una superficie 
de revolución. 
Si uno de los ejes coordenados es el eje de revolución, la solución es comparativamente 
sencilla. porque entonces las secciones de la superficie por planos perpendiculares al eje 
son todas circunferencias cuyos centros están sobre dicho eje. 
Se dice entonces que la superficie se extiende a 10 largo del eje. 

Ejemplo. 

Demostrar que la ecuación 9xl + 9/-.¿ - 9 representa una superficie de revolución. 
Hallar su eje de revolución y las ecuaciones de su generatriz en uno de los planos 
coordenados que contenga al eje. 

Solución. 

Los planos z ..: k cortan a la superficie dada en las circunferencias 

cuyo centros, para todos los valores de k, están sobre el eje Z. 

Por lo tanto la ecuación anterior representa una superficie de revolución cuyo eje de 
revolución es el eje Z. 

El eje Z está contenido en el plano YZ, y la troza de la superficie sobre el plano es la 
generatriz 

0/-,'-9 x - O 
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Evidentemente, la superficie dada puede engendrarse haciendo girar la hipérbola anterior en 
torno del eje Z. (Fig.236) 

A esta superficie se le da el nombre de hiperboloide de revolución de una hoja. 

z 

V 
.L 

sr ---
y 

./ x 

(Fig.236) 
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8.15 SuperlideJ Cuadriells. 

Consideremos la ecuación general de segundo grado en tres variables 

Ax2 + By + ez2 + Dxy + Exz + Fyz.+ Gx + Hy + lz + J .. O 

en donde uno, por lo menos, de los seis coeficientes A, R, e, D, E Y F es diferente de cero. 

Una superficie cuya ecuación es de segundo grado en tres variables se llama superficie 
cuádrica. 

Por ejemplo, la superficie esf6rica; y las superficies cilíndricas y cónicas cuyas ecuaciones 
sean de segundo grado. son cuádricas, tenemos asl el cilindro cuádríco y el cono cuádrico. 

De manera semejante, cualquier superfICie reglada representada por una ecuación de segundo 
grado se llama cuádrica reglada. 

Veamos cuaJes son las grafieas en el espacio que me representa una ecuación general de 
segundo grado en tres variables. 

Para esto, supongamos que conamos la cuádrica por un plano cualquiem paralelo al plano XV 
es decir, el plano z ... k. en donde k es una constante real cualquiera. 

Las ecuaciones de la curva de intersección se obtienen sustituyendo z por k en la ecuación de 
la superficie cuádrica, éstas son: 

Ax2+By2+cz?+Dxy+(Ek+G)x+(Fk+H)y + Ck2+lk+J - O 

Esta ecuación nos representa como ya sobemos una sección cónica, contenida en el plano 

,-k 
Esto es, si una superficie cuádrica es cortada por un plano paralelo a uno de los planos 
cartesianos cualquiera, la curva de intersección es una sección cónica. 

Analizaremos la ecuación cuádrica y haremos una clasificación de sus lugares geométricos 
como cuádricas centrales y no centraJes. 

Mediante una transfonnación de coordenadas adecuada la ecuación genend de la superlicie 
cuádrica se puede transfonnar de tal manera que torne una de las formas siguientes: 
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Ax2 + BI = Iz ............ (2) 

Las superficies del tipo (1) , tienen un centro de simetría, el origen, y por lo cual se llaman 
cuádricas centrales. 

Las superficies del tipo (2), no tienen centro de simetría y se llaman por lo tanto cuádricas no 
centrales. 

En la siguiente tabla, se da una clasificación de las superficies cuádricas centrales y no 
centrales. 

J C oeliciertes Lugar geoltl élrico 

Posilivo Todos positivos Elipsoide 

Todos negativos N ingllllugu geométrico 

Dos positivos, uno negativo Hiperboloide de una rama 

Uno positivo, dos negativos Hiperboloide de dos ramas 

Dos positivos, uno cero Cilindro Elíptico ( o circular) recto 

Dosnegativos. uno cero Ningm lugar geométrico 

Uno positivo, tilO negativo Cilindro hipérbolico recto 

v uno cero 
Uno positivo dos cero Dos plano. paralelos diferentes 

U no negativo, dos cero Ningúlllugar geOO\élrico 

Cero Todo. del mismo sil!:nO Un .010 punto. elonl'(en 

Dos posilivos. uno nee.auvo Cono recto 

Uno cero dos del mismo signo Todos los puntossobre un eje coordenado 

Uno cero dos de sieno contrario D os planos que se corten 

Do. cero Un plano coordenado 

Cuando J < O , se invierten los signos de los coeficientes A, B, C; los lugares geométricos 
correspondientes estarán dados entonces como para J > O . 

Tipo (2) Ax2 + BI = Iz 
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Coeficientes Lugar geométtico 

I A,B 
Positivo Del mismo signo Paraboloide eUptico 

Signos opuestos Paraboloide hipérbolico 

Uno cero Cilinck'o parabólico recto 
Cero Del mismo si~o Todos 1 os pumos sobre un ei e coordenado 

Si~os opuestos D os planos Que se cortan 

Uno cero Un'Plano coordenado 

Cuando 1 < O, se invierten los signos de los coeficientes A y B; los lugares geométricos 
correspondientes estarán dados entonces como para 1 > O. 

Si observamos las tablas anteriores vemos que, si uno o más coeficientes son cero el lugar 
geométrico, si existe, está entre las superficies que hemos estudiado. 

Estos lugares geométricos incluyen las superficies del cilindro y conos rectos y a ciertas 
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes, dos planos coincidentes 
( o un solo plano ), dos planos que se cortan, una sola recta, y un punto. 

Discutiremos enseguida las superficies cuádricas centrales y no centrales. 

Cuádricas Centrales. 

Consideraremos las cuádricas con centro, representadas por la ecuación 

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. 

Podemos escribir esta ecuación en la forma 

. X2 l Z2 
±-2±-2±"2=1 .......... (1) 

a b e 

llamada forma canónica de una cuádrica central. 

Estudiaremos ahora las cuádricas a partir de sus formas canónicas de sus ecuaciones. 
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De la e(uación (1) deducimos lo siguiente: 

• Cada euádrica central tiene tres planos de simetria (los planos coordenados) llamados 
planos principales. tres ejes de simetrfa ( los ejes coordenados) llamados ejes principales 
y un centro de simetrfa ( el origen ). 

Si todos los coeficientes en la ecuación (1) son negativos, no hay lugar geométrico. 
Por lo tanto. solamente consideraremos los siguientes casos; en que J > O. 

a) Elipsoide - Todos los coeficientes positivos. 
b) Hiperboloide de una rama - Dos coeficientes positivos, uno negativo. 
e) Hiperboloide de dos ramas - Un coeficiente positivo, dos negativos. 
d) Cilindro eliptico ( no circular) recto· Dos coeficientes positivos, uno cero. 
e) Cilindro hiperbólico recto - Un coeficiente positivo. uno negativo y uno cero. 

a) Elipsoide 

La forma canónica de la ecuación del elipsoide es 

.......... (2) donde Q>j:.b~c 

Analizaremos esta ecuación. 

Las intersecciones con los ejes X,V,Z son ± a,tb,±c, respectivamente. 
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordenados, ejes coordenados y al 
origen. 
Todas las trazas sobre los planos coordenados son elipses. 
Todas las secciones del elipsoide hechas por lO!! planos paralelos 11105 coordenados son 
elipses dentro de Jos limites de la superficie, que es cerrada y esté. contenida en su totalidad 
dentro del paraleleplpedo que tiene por caras los planos x e. fa, y ... ±b. : '" ±C. 

(Fig.237) 
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z 

v 

L\ 1I 

x 
(Fig.237) 

Si dos de 109 números a,b o e son iguales, entonces la superficie es llamada elipsoide de 
revolución. 

En particular, si a '"' e 'Y b> a. tenemos el elipsoide alargado, una superficie de revolución , , 
que se obtiene haciendo girar la elipse '\ + Y2 '" I , z a O en tomo de su eje menor. 

a b 

Si los tres números son iguales entonces la superficie es una esfera. 

Es decir, si a - b - e, la superficie (2) es una esfera de radio a ; Juego, la superficie esférica es 
un caso especial del eJipsoidc. (Fig.238) . 

z 

v 

x 

( Fig.238) 

b) Hiperboloide de una rama 

Una fonna canónica de la ecuación del hiperboloide de una hoja es 



Las olras dos fonnas canónicas son y 

Nuestra discusión para la «;uación (3) sirve para las últimas dos ecuaciones, ya que las tres 
superfiéies solo difieren en sus posiciones con relación a los ejes coordenados. 

Las inlerseceiones con los ejes X y Y son ± a y ± b ,respectivamente. 

No hay intersección con el eje Z. 

La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordenados, ejes coordenados y al 
origen. 
Las trazas sobre Jos planos XY, Xl y YZ son resp«;tivamente, 

la elipse . z- o 

In hipérbola 

y la hipérbola 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XV son las elipses 

o si o .. b son cireunferencias. 

Las secciones transversales en planos paralelos a los otros planos cartesianos Xl y yz. son 
respectivamente las hi~rbolas 

, y - k 
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En la figura 239 aparece una parte de la superficie y se dice que se extiende a lo largo de] eje 
Z. 
Cualquier hiperboloide de una rama se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente 
a la variable cuyo coeficiente es negativo en la fonna canónica de su ecuaci6n. 

z 

y 
l' 

y 

/" 

,~ x 

(Fig.239) 

Si en la ecuación (3) a " b, la superficie es un hiperboloide de revolución de una rama que 
puede engendrarse haciendo girar la hi~rbola 

en torno del eje Z. 

La expresión" de una rama" se refiere a que la superficie es conexa, o que es de un solo 
p<daro. 
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e) Hiperboloide de dos ramas. 

Una forma canónica de la ecuación del hiperboloide de dos ramas es 

............ (4) 

Como para la hiperboloide de una rama, hay otras dos fonnas canónicas las cuajes son 

Siendo la ecuación (4) representativa de las otras dos formas. 

Las intersecciones con el eje Z son ± c. No hay intersecciones con los ejes X y Y. 
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordenados. ejes coordenados 
y al origen. 
Las trazas sobre los planos Xl y YZ son, respectivamente, las hipérbolas 

No hay traza sobre el plano XV. 

Las secciones de esta superficie por planos paralelos al XY son las elipses 

, z - k 

siempre que Ikl > e. Para k " fe tenemos solamente dos puntos de intersección (O,O,u). 

Para valores de k comprendidos en el intervalo - e < k < e no hay lugar geométrico. 

De esto se sigue que la superficie no es cerrada sino que esta compuesta de dos ramas 
diferentes que se extienden indefinidamente. 
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Las secciones transversales en planos paralelos a los planos cartesianos Xz. yz son 
respectivamente las hi~rbolas 

y 

Una porción de la superficie aparece en la figura 240 . Se dice que la superficie se extiende 
a lo largo del eje Z. 
Cualquier hiperboloide de dos ramas se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente 
a la variable cuyo coeficiente es positivo en la fonna canónica de su ecuación. 

Si en la ecuación a - b, la superficie es un hiperboloide de revolución de dos ramas que puede 
generarse haciendo girar la hipbbola 

y - O ,entomodelejeZ. 

z 

y 

x 

(Fig.240) 

d) Cilindro elfptico 
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la foona canónica de la ecuación del cilindro el/ptico es 

en este caso el coeficiente de z es cero. Por tanto, z esta definido para todos los números 
reales. 

Las otrl1S dos fonnas canónicas son: 

, 
donde y y z están definidos respectivamente en cada ecuación para todos los números reales. 

El análisis para la ecuación (5) sirve para las últimas dos ecuaciones. 
las ínterst:i.:ciones oon el eje X y Y son ± a y ± b respectivamente. 
No hay intersección con el eje Y. 
La superficie es simétrica con respecto a lodos los planos coordenados, ejes coordenados 
ya1origen. 

x' , 
La traza sobre el plano XY es la elipse - y + '-z. = I 

a b 

Las ltazas sobre los planos XZ y YZ son respectivamente las rectas paralelas 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XV son las elipses 

Es decir, es la misma curva para todo k en los números reales. 

Las secciones transversales en planos paralelos a los planos cartesianos XZ y yz son 
respectivamente las rectas 
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y=k 

para valores de k comprendidos en el intervalo - b < k < h Y 

para valores de k comprendidos en el intervalo - a < k < a 

Una pane de la superficie aparece en la figura 241. 

Decimos que la superficie se extiende a lo largo del eje Z. 

z 

x 
y 

(Fig.241) 

Cualquier cilindro ellptico recto se extiende a Jo largo del eje correspondiente a la variable 
cuyo coeficiente es cero en la forma canónica de su ecuación . . 

Si en la «uaci6n (5) a "" b. la superficie es un cilindro circuJar recto. 
Que es como ya vimos una superficie cillndrica. 
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e) Cilindro Hiperbólico recto 

La fonna canónica de la ecuación del cilindro hipérbolico es 

l :1 
i,T-cf=1 .............. (6) 

En este caso el coeficiente de x es cero. 

Las otras fonnas canónicas son 

donde los coeficientes de z y y son ceros respectivamente en cada eeuaci6n. 

El análisis para la ecuación (6) sirve para las ú1timas dos ecuaciones. 

Las intersecciones con el eje Y son en ± b. No hay intersecciones con el eje Z y X. 

La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordenados, ejes coordenados 
yal origen. 

La traza sobre el plano YZ es la hipérbola 

La traza sobre el plano XY son las rectas paraJelas y '" ± b. 

No hay traza sobre el plano XZ. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos aJ YZ es la hipérbola 

Es decir, es la misma curva, para todo x .. k ,con k variando en los números reales. 
Las secciones transversales en planos paralclos al plano cartesiano XY y al XZ 500 
las rectas. 
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, 

Una parte de la superficie aparece en la figura 242. 

Decimos que la superficie se extiende a lo largo del eje X. 

x 

z 

(Fig.242) 

Hay un caso degenerado en esta sección y es cuando uno de Jos coeficientes es positivo 
y los otros dos cero. 

En este caso tenemos, suponiendo que e * O y como J > O por hipótesis entonces la ecuación 
de este lugar geométrico es en su forma can6nica. 

z, 
-=,) obien, 2 - tC 

" 

Que nos representan un par de planos paralelos a los cartesianos, en este caso paralelos 
al XV. Como lo muestra la figura 243. 
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2 

X2 
Las otras formas de planos paralelos son 2 = 1 ; 

a 

v 

(Fig.243) 

Consideraremos ahora el caso en el que J = O en la ecuación Ax2 + By + Cz'l = J. 

Es decir la forma Ax2 + By + ci = O la cual escribiéndola en su fomla canónica sería 

Analizaremos los siguientes casos: 

f) Cono Elíptico - Dos coeficientes positivos y uno negativo. 

y los casos degenerados. 

g) Un punto, el origen - Todos los coeficientes del mismo signo. 
h) Un eje coordenado - Dos coeficientes del mismo signo y uno cero. 
i) Dos planos que se cortan - Dos coeficientes de signo contrario y uno cero 
j) Un plano coordenado - Dos coeficientes cero. 

f) Cono elíptico 

La forma canónica de la ecuación del <:ono elíptico es 

567 



· Las otras fonnas canónicas son: 

y 

Nuestra discusión para la ecuación (7) servirá para las últimas dos ecuaciones. 
Las intersecciones con los ejes X, Y Y Z es en el origen. La sup«ficie es simétrica con 
respecto a lodos los planos coordenados, ejes coordenados y a1 origen . 

• ' y' 
La lram sobre el pJario XV es la elipse --¡- + --¡- "" I z - O 

Q b 

La traza sobre los planos XZ y YZ son respedivamente las rectas 

y 

.-0 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XY son las elipses 

donde .l: ~ O 

Las secciones transversales en planos paralelos a los planos cartesianos XZ y YZ son 
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y para valores k *" O 

Entonces las hipérbolas están sobre el cono elíptico y las rectas halladas en las trazas están 
sobre la superficie. 
Las cuales me generan la superficie cónica cuando se mueven a través de la directriz que en 
este caso es la elipse contenida en un plano paralelo al plano coordenado XY. 
Por tanto, la superficie es una superficie reglada. 
Nótese que la superficie guarda una relación con el hiperboloide de una rama anáJoga a la que 
guardan las asintotas con una hipérbola. 
Esto es, el hiperboloide de una rama se aproxima más y más a la superficie cónica a medida 
que ambas superficies se alejan más y más del origen. 
Por lo que, al cono elfptico se le da el nombre de cono asintótico de la hiperboloide de una 
rama. ( Fig.244 ) 

z 

y 

x 

(Fig.244) 

Casos lIegenerados. 
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g) Un punto, el origen. 

Este caso se presenta cuando la ecuación es de la fonna 

La cual nos representa un punto, el origen. Y esto ocurre cuando los coeficientes tienen 
el mismo signo. ( Fig.245 ) 

z 

x 

(Fig.245) 

h) Una recta, un eje coordenado. 

Este hecho se presenta cuando dos coeficientes tienen el mismo signo y uno es cero. 
1 1 

Por ejemplo la ecuación: Xl + Y2 = O ,que representa el eje Z. ( Fig.246 ) 
a b 

z 

o x 
y 

(Fig246) 

570 



Hay dos ecuaciones más que me representan los ejes X y Y respectivamente. las cuales son : 

y 

i) Dos planos que se cortan. 

Este caso se presenta cuando dos coeficientes son de signo contrario y uno es cero. 

Como en la ecuación 

un eje coordenado. 

que me representa un par de planos que se interceptan en 

Los planos son en esle ceso 

y 

y la recta de inlersección dc estos planos es el eje Z. (Fig.247) 
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z 

y 

x 
(Fig.247) 

Las otras foonas de planos que se interceptan con el eje X)' Y respectivamente son 

, 

j) Un plano coordenado. 

Este es el caso en que el Jugar geométrico me representa Wl plano, uno de los planos 
coordenados si dos de los coefici entes es cero. Así 

x' ·,,- .. 0 o bien x " O 
a' 

me representa el plano coordenado YZ. 

Los otros dos planos coordenados X Y Y XZ son representados por las ecuaciones 

" -- =0 o 

" 
y' 
-~ "" O respectivamente. 
b' 



En esta sección consideraremos las cuádricas sin centro de simetrfa, representadas por la 
ecuación 

En donde todos los coeficientes son diferentes de cero. 

Podemos escribir la ecuación anterior en la fonna 

x' y' 
±a2 ±lf=cz ........... (8) 

llamada fonna canónica de una superficie cuadrática no central. 

De la ecuación (8) deducimos que las cuAdrieas no centrales tienen dos planos de simetrla 
(Jos planos YZ y XZ) llamados planos principales, un eje de símetrfa ( el eje Z) y ningún 
centro de simetria. 

Siguiendo las combinaciones posibles de signos en la ecuación (8) , se deduce que existen tres 
tipos de superficies a saber. 

a) Paraboloide ellptico ( En el que los coeficientes de los ténninos de segundo grado son 
del mismo signo.) 

b) Paraboloide hiperbólico (En el que los coeficientes de los ténninos de segundo grado 
son de signos contrarios.) 

e) Cilindro parabólico recIO (Uno de los coeficientes de los ténninos de segundo grado es 
cero) 
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a) Paraboloide elíptico. 

Una forma canónica de la ecuación del paraboloide eliptico es 

Xl y1 
al +'b'=C: ............. (9) 

Las otras dos formas canónicas son 

y 

Para cada forma podemos tener dos "ariames según que e sea positivo o negativo. 
Para nuestro análisis la ecuación (9) será representativa de lodas las formas. 

Las intersecciones con los ejes X, Y )' Z respectivamente es en el origen. 
La superficie es simMea con respecto a Jos planos YZ )' XZ )' con respectO al eje Z. 

Las trazas sobre los planos XV, XZ )' YZ son respectivamente, el origen, la parábola 

x' 
- ~c: ,1= 0 .' 

, 
)' la parábola :1 .. c: . x '" O 

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las elipses 

siempre que ck > 0, esto es; si e y k tienen el mismo signo. 

Nótese que a medida que k aumenta de valor las elipses crecen en tamaf\o a medida que 105 

planos de corte se alejen más y más del planoXY. 

Esto es,la superficie se extiende indefinidamente, alejandose del plano XV. 

Si e > O forzosamente k > O Y la superficie estaré en su totalidad arriba del plano XV. 

Si e < O entonces k < O Y la superficie esta en su totalidad abajo del plano XY. 
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Las secciones transversales en planos paralelos a los planos coordenados XZ y YZ son 
respectivamente las parábolas. 

2 2 ( k
2

) X = a . cz - b2 ,y = k 2 2 ( k
2

) Y = b . cz- a2 x=k 

Cualquier paraboloide elíptico se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la 
variable de primer grado en la forma canónica de su ecuación. Por tanto, la superficie en 
cuestión se extiende a lo largo del eje Z. ( Fig.248 ) 

Si en la ecuación (8), a = b • la superficie es una paraboloide de revolución que puede 
2 

generarse haciendo girar la parábola 2:'2 = cz , x = O entorno del eje Z. 
b 

z 

y 

(Fig.248) 

b) Paraboloide hiperbólico. 

Una forma canónica de la ecuación del paraboloide hiperbólico es 

X2 l 
a2 -/1 = cz ............. (10) 
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El anMisis de la ecuación (lO) será representativa dc las otras dos Connas canónicas 

Hay dos variacioncs para cada forma, segón que c sea positivo o negativo. 
Las intersecciones con los ejes X,Y y Z es en el origen. 
La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y al eje Z. 

Las trazas sobre los planos XY,:XZ y YZ son respectivamente, las rectas que se cortan 

y %=0 ; 

x' 
la parábola --r '" cz • Y " O Y 

a 

, 
la parábola ;2 .. -ez , x'"' O 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XV son las hi~rbolas 

Nótese que a medida que k crece numéricamente las ramas de estas hipérbolas se alejan más y 
más del eje Z. Por tanto, la superficie se extiende indefinidamente. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al XZ son las parábolas 

las cuales se abren hacia BlTiba o hacia abajo según que e sea positivo o negativo. 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al YZ son las parábolas 

las cuales se abren abajo o hacia arriba según que e sea positivo o negativo. 
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Una parte de la superficie aparece en la figura 249 para el caso en que e sea negativo. 

La superficie tiene la forma de una silla de montar y se dice que se extiende a lo largo del 
eje Z. 

Todo paraboloide ruperbólico se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la 
variable de primer grado en la forma canónica de su ecuación. 

y 

(Fig.249) 
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c) Cilindro parabólico recto. 

Una forma canónica de la ecuación del cilindro parabólico recto es 

l' l1"cz ............... (11) 

en este caso el coeficiente dex es cero. 

, 
La olra fonna canónica es ;l '" cz ,donde el coeficiente de JI es cero. 

Nuestro análls.is para la ecuaci6n (11) sirve para la anterior ecuación. 
Las intersecciones con el eje X. y y Z es el origen. 
La superficie es simétrica respecto al plano XZ y al eje Z. 

La traza sobre el plano YZ es la parábola con ecuación. 

La traza sobre el plano Xl y XY son respectivamente las rectas 

y 
y' 
- - O 
b' 

Las secciones de la superficie por planos paralelos al plano YZ es la parábola 

l' -"'cz 
b' 

Las sea;:iones de la superficie por planos paralelos a los planos XZ y XV son 
respectivamente las rectas 

k' 
cz=- y 

b' 

y' 
-::ck 
b' 

Una parte de la superficie aparece en la figura 250. 

Decimos que la superficie se extiende a lo largo del eje X. 
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z 

y 

x 
(Fig.250) 
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IX Ecuación general de segundo grado. 

9.1 Análisis de la ecuación de segundo grado en dos variables desde UD 

punto de vilt. geomHrlto. 

En esta sección veremos que el lugar geom6trico representado por la ecuación 
Ax' + Bx)' + Cy + Dx + Ey + F '" O es una sección cónica o un caso degenerado de ésta. Al 
mismo tiempo llevaremos a cabo el análisis de la ecuación de segundo grado, determinando 
un procedimiento para reducir la ecuación a alguna de las siguientes formas: 

A'x·1 + Cy.2 + F '" O (elipse) 

A'x·1 • Cy·2+ p _ O (hipérbola) 

Cy.2 + O'x' "" O (parábola) 

Con base en algunas propiedades geométricas de las curvas que pertenecen a la familia. 
De esta manera exploraremos la relación entre álgebra y geometría y contribuyendo as! a su 
enriquecimiento. 

Simetrías 

En geometrla plana, por lo general se consideran dos tipos de simetría: 

1) Simetría Central (respecto a un punto) 

2) Simetría Axial (respecto a una recta ) 

Con base en lo antes visto podemos afinnar que las simetrías de una curva se reflejan en su 
ecuación. 
En lo que sigue obtendremos un criterio de simetría respecto al origen para curvas de segundo 
orden. La curva con ecuación f{x, y) " 

Ax2 + S"y + O; + Ox + Ey + F - O es simétrica respecto al origen O c:) O - E '" O 

Es decir,la curva es simétrica respectO a O, si lodos sus ténninos son de grado pat. 

El criterio anterior da lugar a un procedimiento para encontrar los centros de simelria de la 
curva f(x, y) "" O. Dicho procedimiento consiste en suponer que hemos trasladado el origen O 
a un punto Q(h.,lc) con la propiedad de que tras el desplazamiento los coeficientes O' y E' de 
la nueva ecuación son nulos .. 
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La traslación que lleva el origen a Q es 

x = x' + h y "" y' +k 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación f(x, y) tenemos 

Ax2 + Bxy "1: e.¡ + Ox + Ey + F " O 

A,(x',¡, h)2 + 8-( x'+ h) -(y' ,¡ k) + e -(y' + k)2 l ' D-( x'+ h) + E{y' + k) l ' F = O 

Agrupando ttnninos tenemos 

Axl- + Bxy+ ey.2 ~ , (2Ah ,¡ Bk ,¡. 0) -X',1' (Bh + 2Ck+ E) -y" + Ah2 
t- Bhk1' C'; + Oh+ EJr.+ F = O 

Si la nue~a ecuación la denotamos con A'x ,2 + B'x'y' + cy2 + O'x ' + EY + F' '" O. 
entonces 

A 'e A 

B' = B 

e - e 
O' '"' 2Ah+Bk+D 

E' -= Bh+2Ck+E 

F' = Ah2 + Bhk+ClC+ Dh + Ek + F = O 

Haciendo uso de la notación para las derivadas parciales del cálculo diferencial, la expresión 
anterior puede ser escrita romo sigue: 

Axl- + BXY+ C~ + Dxf{h , k)'X'+ Oy f(h ,k}y' + F' = O (1) 
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Haciendo uso de la notación para las derivadas parciales del cálculo diferencial, la expresión 
anterior puede ser escrita como sigue: 

Notemos que: 

s' - s 

c' - c 

D'''2Ah+Bk+D 

B· ... Bb+2Ck+E 

F' "' Ah1 + Bhk+Ck2 + Dh+ Ek+FcO 

En resumen: 

1) Los coeficientes de los ténninos de segundo grado no se alteran bajo la traslación. 

2} Los coeficientes de los ténninos de primer grado son las derivadas pan::iales de ftx, y) 
evaluadas en las coordenadas de Q. 

3) El ténnino independiente es el valor de la función ftx, y) en las coordenadas de Q. 
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Para que Q sea un centro de simetrla, los coeficientes de los ténninos lineales deben 
desaparecer, i.e. la pareja h, k debe ser la solución del sistema lineal. 

Bx+2Cy+E -O 

cuyo determinante es 

lB 2<1 _B'_ 4AC 
2A DI 

2Ax+By+D"O (2) 

Por lo tanto el número de centros de simetrla de la curva oon ecuación 

Ax2 + Bxy + 01 + Dx + Ey + F" O es ijual al número de soluciones del sistema de 
ecuaciones (2), el cuál depende de que 1Y - 4AC sea o no igual oon O. 

A Ji - 4AC se le llama indicador de la curva y nos sirve como base para su clasificación en 
tres géneros: 

Elipse (IY - 4AC < O) 

Parábola (Ji - -4AC '" O) 

Hi~rbola (Ji - -4AC > O) 

Por otro lado, si Ji - 4AC "" O, entonces hay una única solución del sistema (2) Y la curva 
tiene un únioo centro de simetría. . 

Si Ji - -4AC - O Y 2CD - BE - O, entonces hay una infinidad de soluciones ( 2) Y la curva 
tiene una infmidad de centros de simelrla. . 

Si ¡j - 4AC '" O y ' 2CD - BE "* O, entonces no hay solución del sistema (2) Y como 
consecuencia la curva no tiene centro de simetría. 

Conclusión: el número de centros de simetrla de la curva depende en primer lugar de Ji - 4AC 
yen segundo lugar de 2CD - BE. 

A las curvas de segundo grado con un único centro se les llama cónicas centrales. 

En otras palabras una cónica es central ~ Ji - 4AC "* O. 
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Ejemplo 

Considérese la curva con ecuación 6x2 - 4xy + 9y2 + 28x -26y + 21 '"' O. 

En este caso Il- 4AC = -200 < O Y la curva es una elipse. 

Dado que Il- 4AC * O, hay un único centro de simetría que podemos hallar resolviendo 
el sistema de ecuaciones 

-4x + 18y - 26 = O ; 12x - 4y + 28 = O 

cuya solución es l' = - 2 ; Y = l. Por lo tanto, el único centro de simetría es C( -2, l). 

Trasladando el origen a C con el cambio de variables x = x' - 2 ; Y = y' + 1 obtenemos 
la ecuación 6X,2 - 4x'y' + 9y,2 - 20 = O la cuál carece de términos de primer grado. (Fig.2SI) 

y 

yo 

X' 

x 

(Fig.2Sl) 
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Ejemplo 2. 

Sea la curva con ecuación x2 - 2xy +'¡ -]x + 3y + 2 '" O. En este caso al - 4AC '" O Y 
la curva es una parábola. En este caso es una cónica no central. Como veremos, la curva tiene 
una infinidad de centros de simetría. 
Todo depende si 2CD - BE D O o 2CD- BE '*- O. Veamos: 

2 ( ')( -3) - (-2) (+3 ) - O 

En consecuencia el sistema ·2x +2y + 3" O; 2x-2y - 3 = O tiene W\8 infinidad de 
soluciones. Dado que ambas ecuaciones representan una misma recta L. cada punto de L es WI 

centro de simetría de la parábola. 

La curva es una parábola degenel'llda y consiste en dos rectas paraJelas y distintas entre si. 

X2 -2"1 +'¡ -3x + 3y + 2 " (x -d -2x -x + 2y +y + (-1).(-2) 

-(,-y)'-2(,-)')-' ('-y)+ (-').(-2) 

.. (x-y-2)(x-y- 1) " 0 

y la curva esta ronnada por las rectas x -y.;.2 " O Y x - y - 1= O. 

La linea L de los centros es: ·2x + 2y + 3 .. 0, que es paralela y equidistante de las 
rectas.(Fig.2IS) 

(fig.2JS) 
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En resumen: 

Los centros de la curva f(x, y) = Ax2 + Bxy + ci + Dx + Ey + F = O se encuentran 
resolviendo el sistema de ecuaciones 

Dx f(x, y)= O Dyf(x, y)=O 

Diámetros. 

El concepto de diámetro se obtiene como una generalización de eje de simetría. 
Para que una línea L sea eje de simetría de una curva e han de suceder dos COS\lS. 

1') Para cada punto P e e hay un punto P'e e tal que el punto medio de PP' esta en L. 

2' ) El segmento PP' es perpendicular a L. Estas condiciones son independientes entre si. 

Si consideramos solo la primera de ellas se tiene básicamente la noción de diámetro. 

En otras palabras, un diámetro de una curva e es el lugar geométrico de los puntos medios 
de todas las cuerdas paralelas a una dirección dada. 

y 

L 

x 
(Fig.216) 
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L es eje de simetría si: 

1) O es punto medio de fP' y O eL 

2) PP' J. L (Fig.216) 

Dm es el diámetro correspondiente a las cuerdas con pendiente m. 

1) O' es el punto medio de QQ' y O' e Dm 

QQ' es una cuerda con pendiente m. (fig.217) 

y 

)( 
(Fig.217) 

Si la dirección de las cuerdas está dada por su pendiente m, entonces el diámetro 
correspondiente se denota con Dm . 

La noción de diámetro aparece de modo natural en el análisis de la ecuación general 
cuadrática. 

Sea C;t o . Resolvamos la ecuación Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + f = O para y 
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Cy2 + (Bu E) ·y;-Ai -1 Dx-t- P= O 

y = .(Ex+E) ~·.j(BX+E)2 -4.(c) .(Ai +Dx+F) ~ 
2C 1: 

la ecuación puede escribirse como y = L(x) ± R(x). 

Nótese que L(x) corresponde a la línea recta Bx + 2C + E = O, que es Dy f (x, y) = O. 

Por lo tanto, esta recta es el diámetro D", de las cuerdas verticales. 

En forma análoga se puede mostrar que 2Ax + By + D = O es el diámetro Do de las cuerdas 
horizontales cuando A :F- O . 

Ejemplo. 

Considérese ia hipérbola 3x2 
- 8xy + 4~ - x + 4y + 5 = O 

Reagrupando términos obtenemos 4y2 + ( -8x+4 ) y + 3~ - x + 5 = O 

Despejando y de la ecuación 

_ (8x-4)± ~(-8x+ 4f -4 .(4) .(3x 2 -x+ 5) 
y- 2·(4) 

8x-4±4.Jx2 
- 3x-4 

y= 
8 
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1 1 ,----".
O bien y = x-- ± - . .j(x+ 1) ·(x-4) 

2 2 

donde L(x) = x_! y R(x) = ! . ~(x+l).(x-4) 
2 2 

Para que el radical sea mayor o igual a cero es necesario que 

i)(x+l)~O y (x-4)~O o ii)(x+I)SO y (x-4)~O 

Para el caso i) se cumple si x ~ -1 Y x ~ 4 es decir x E [ 4, oc ) 

Para poder graficar la curva utilizando algunos puntos se procede como sigue: 

1) Se dibuja el diámetro D", . de las cuerdas verticales. 

1 . 1 
Este diámetro es la recta y = x - - o bien - x + y + - = O 

2 2 

que es también la recta Dy f(x, y) = O 

2) Se consideran algunos valores de x en el intervalo ( - oc , -1 1 

(porejemplo-I,-2, -3, -4 etc.) 

Para cada uno de los puntos se evalúa R(x) como en la siguiente tabla. 

x .1 ·2 ·3 ·4 -j ·6 ·7 

L(x) .1j ·2..5 ·3..5 .4..5 . j..5 .6..5 .7..5 

R(x) O 12 1.9 2.4 3 3.5 4 

L(x) + R(x) .1j ·1.3 .1.6 .2 ·2..5 .3 .3.4 

L(x) - R(x) .1j ·3.7 ·5.3 ·6.9 ·8.j ·10 ·11.5 
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3) A partir de los puntos A. B. e ........ sobre el diámetro se llevan hacia arriba y hacia abajo 
los valores correspondientes de R(x) tomados de la tabla. 
Así se obtienen las parejas de puntos (Ah Aú. (B" B2), (e" e2) ....... de la curva. 
Por construcción, las cuerdas A.~. B.B2 , C.C2 , .... .. etc. son bisecadas por el diámetro D", 
en los puntos A, B, e, ...... etc. 

(Figura 218) 

La gráfica de la hipérbola se muestra en la figura 219. 

v 

x 

(Fig.218) 
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Ecuación del diámetro Dm 

. La ecuación del diametro de una curva de segundo orden se puede deducir de la ecuación de la 
curva cuando se conoce la pendiente m de las cuerdas que biseca. 
El método que presentamos se basa en el hecho de que las coordenadas de los puntos que 
son simétricos respecto del origen son iguales en valor absoluto pero de signo contrario. 

Sea PP' una cuerda con pendiente m y sea M(h, k) su punto medio. (Fig.220) 

v 

kl--+----~ 

h X 
(Fig.220) 

Al trasladar el origen a M la ecuación se transforma en 

Ax,2+Bx'y'+cl + Dx' fth,k).x'+Dy'fth,k)·y'+fth,k) = O (1) 

En relación con el nuevo sistema de ejes coordenados podemos resaltar dos hechos: 

1') Los puntos P y P' están en la recta y' = mx' 

2') El nuevo origen O' es el punto medio de la cuerda PP'. 

Se sigue de lo anterior que P y P' son simétricos respecto del nuevo origen y que sus 
coordenadas sólo difieren por el signo; son digamos, (a, ma) y (-a, -ma) respectivamente. 

Puesto que P y P' son puntos de la curva, sus coordenadas (a, ma) y (-a, -ma) satisfacen la 
ecuación (1). (Figura 221) 
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V' 

v 

x 
(Fig.221) 

En consecuencia 

Aa2 + Bm; + Cm2 a2 + 0x fth, k)'8+ mOy fth, k)'H fth, k)= O ....... (2) 

Y 

2 222 Aa + Bma + Cm a - Dx fth,k)·a - mO
y 

fth,k)'a+ fth,k)= O ........ (3) 

Multiplicando la ecuación (3) por -1 y sumando miembro a miembro los términos de ambas 
igualdades se deduce que 

0x fth,k) + mOy fth,k) = O 

Y los puntos sobre el diámetro Dm satisfacen la ecuación 

0x ft~Y) ·t-mOy ft~y) = O ....... (4) 

La ecuación (4) es la ecuación del diámetro 0m correspondientes a las cuerdas con pendiente 
m, y representa una línea recta. 

Teorema 1 

Para todo me R, si C es un centro de simetrla de f(x, y) = O entonces C e Dm. 
(Todos los diámetros pasan por el centro) 
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Teorema 2 

Si dos diámetros de Ax2 + Bxy"" el + Dx .... Ey + F .. O se interscetan, entonces el punto de 
intersección es un centro de la curva. 

De lo anterior se deducen los siguientes corolarios. 

Corolariol . Si Ax2 .... Bxy + o? + Dx + Ey + F = O es una cónica central (es decir tal queIf-
4.AC lit O), entonces todos sus diámetros se intersectan en un solo punto que es, a su vez. el 
único centro de la curva. 

Corolario 2. Si Ax2 + Bxy + oj + Dx + Ey + F " O es una cónica central y mllt n entonces 
Dm no es paralelo a Dn y por ende son distintos. 

Corolario 3. Si A'¿ + Bxy + C'; + Dx + Ey + F " O es una parábola sin centro, entonces 
IOdos sus diámetros son paralelos y distintos entre si. 

Corolario 4. Si Ax2 + Bxy + o? + Dx + Ey + F - O es una paribola y tiene un centro, 
entonces todos los puntos de la línea ex + 2Cy + E " O son centros de la curva y todos sus 
diámetros son iguales entre si y coincidentes con dicha linea recta. 
(es dceir.Bx+2Cy+E=O esDm para toda m e R. 

Ejemplos. 

En la figura 222 se muestra la elipse cuya ecuación es Xl +2xy+ 2y l -21"+ 2y+2;. O Y 

tres de sus diámetros: D,." DI ,D . l. Los tres diámetros son distintos entre si y se intersectan 
en el centro de la curva. 
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y 

0_2 

Da> (Fig.222) 

En la figura 223. Se muestra la parábola X2 + 2xy + 2y 2 - 2x + 2y + 2 = O Y tres de sus 

diámetros: D_2' DI Y D I 
2 

Todos sus diámetros son paralelos y distintos entre si. 

(Fig.223) 
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En la figura 224 , la parábola X2 - 6xy + 9 y2 - 6x + 18 Y + 5 = O está formada por las rectas 
x - 3y - 1 = O Y x - 3y - 5 = O. La línea de enmedio representa a la línea de los centros y a 
todos los diámetros de la curva. Sea m E R. La ecuación del diámetro Dm es 
2x --6y --6 + m ( -6x + 18y + 18) = O cuya ecuación es la línea x -3y -3 = O. 

y 

(Fig.224) 
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Ejes de simetrfa. 

Desarrollando la ecuación Dm tenemos 

Dm: D. f(x, y)+ Dyf(x,y) -= 2Ax +By+ D+m (Bx + 2Cy + E) 

"' (2A+ Bm)x+(B + 2Cm)y+ D+ Em = O 

Si B + 2Cm '" O podemos despejar y obtener 

y ; 2A + Bm D t- Em 
B+ 2Cm'

x
- ~B'-+:'2=c:-:m 

y la pendiente de Dm es 
, 2A+Bm 

m=
B+2Cm 

B(m + m~ + 2Cmm'+ 2A = O ....... (1) 

de donde 

La ecuación anterior relaciona la pendienle m de las cuerdas con la pendiente m' de su 
diámetro y es simétrica para m y m' (es decir si se intercambian m y m' la ecuación es la 
misma). Se dice en este caso que m y m' son direcciones conjugadas. 

Lo anterior significa lo siguiente, si las cuerdas con dirección m tienen di6metro con 
pendiente m' • entonces las cuerdas con pendiente m' tienen diámetro con pendiente m. 

Supongamos que el diámetro es el eje de simetría. 

Ental~ 

, 1 
m=-

m 

para determinar el valor de m sustituimos en la ecuación (1) m ' por - ~ 
m 
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B Bm--- 2C+ 2A = o .......... (2) 
m 

Si B '" O la ecuación (2) se convierte en A - e "" o que sólo se cwnp[e cuando la curva es 
unacircunrerencia(A=C 'Y 8 "' 0). 

En este caso todo diAmetro es Wl. eje de simetria. 

Si B ~ O entoncu multiplicamos (2) por m y obtenemos 

8m2 + 2(A - C)·m - B = O .... (3) 

y resulta que la pendiente del eje y la pendiente de las cuerdas que ~te bisecta ron ralees de 
la ecullCión (3). 

Resolviendo (3) tenemos 

m = C-A <jeA-c),+", r 
1,2 8 

Como (A - e i + Bl > o las raíces mI Y ffi2 son reales y distintas entre si. 

Observación: 

Si f(x, y) ., O es una cónica central, entonces tiene dos ejes perpendiculares entre si. 

Ejemplos. 

La figura 225 representa a la elipse 2x2 -4xy+ si +4x+8y - 80 = O 
con centro en q·3, -2). La gráfica induye algunas cuerdas con pendiente m - 4 yel 
diámetro correspondiente ( la recta ·x + 3y + 3 = O). 

En la figura 226 se grafiean algunas cuerdas con pendiente n c: ~ y el diámetro 

correspondienle (la recta 4x - y+ 10 " O). 

S97 



En la figura 227 se superponen las figuras 225 y 226 poniéndose de manifiesto que las 
direcciones m y n son conjugadas. 

En la figura 228 se grafican los ejes de simetría de la curva; fonnados por las rectas 

L¡ :2x+y+ 8 " O y i4:x - 2y-t - O 

Como diámetros que son, los ejes se intersectan en el centro de la elipse. 

(Fig.225) 

(Fig.226) 
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(Fig,227) 

(Fig.228) 

En el ca${) de la parábola sabemos que todos los diámetros son paralelos entre sr, por lo cual 
una de las mices de la ecuación (3) será la pendiente de las cuerdas y la otra la'del eje. 

Como B2 - 4AC=O,tenemosque El = 4AC 
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Desarrollando (A - ci + B2 de (#) 

(A _ q 2+ B2 = A2_ 2AC + C ·t· B2 

= A
2

- 2AC + C t- 4AC 

= A2 + 2AC t. C = (A + q2 

por lo tanto (# ) se transfonna en 

m =(C-A):tA+Cr 
1,2 B I 

de modo que las ralces de la ecuación (3) son 

2. 2C m e _ _ 
, B y m, --

B 

¿ Cual será la pendiente del eje y cual la pendiente de las cuerdas? 

Recordemos que en el caso de cualquier parábola, B ~ O ~ e "" O 
(Ya que B2 

<: 4AC) 

Por otro lado la pendiente del diámetro D .. de las cuerdas verticales es ( - 2~) 
(debido a que D .. -= Dyf:Bx+2Cy+E=O) 

Dado que todos los diámetros son paralelos entre sí y el eje de simetría es uno de ellos, 

concluimos que su pendiente es igual a -:c . Por lo tanto, m2 será la pendiente de las 

cuerdas y mI la pendiente del eje de simetría de la curva. 

2A B 
Además sabemos q~ - - e -- p"" 

, B 2C' 

2A B e 

B 2C 
-4AC = -s' 

s' = 4AC 

y esto se cwnple en el caso de la paniboJa. 
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En reswnen: 

1) Las ralees mI Y ml de la ecuación (11 ) son reales y distintas entre si. 

2) En cualquier ecuación de segundo grado hayal menos un eje de simetría, y dos a lo más. 

Esto depende del genero de la curva: 
Para la parábola hay un único eje de simetría ( debido a que todos sus diámetros son 
paralelos ). 

Para la elipse y la hipérbola hay dos ejes de simetrfa (dado que sus diámetros están en 
cualquier dirección) que son perpendiculares entre si. 

De la ecuación (# ) se deriva tm criterio para que el eje o los ejes sean verticales u 
horizontales. 

De(N)setiene 

<:> 8=0 

De lo anterior tenemos las siguientes conclusiones 

1) B ~ O;. ningún eje de simetria es vertical u horizontal. 

2) Si f (x, y) - O es una córnea central, entonces sus ejes son paralelos a los ejes 
coordenados <:> B := O 

3) Si f (x, y) ... O es una parábola, entonces su eje de simetría es paralelo a alguno de los ejes 
coordenados <:> B = O 

Concluimos que para eliminar el tf!:rmino mixto 8xy de la ecuación de una cónica es 
suficiente con efectuar una rotación que haga paralelos los ejes coordenados a los ejes de 
simetría de la curva. 
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Ejemplos 

En la figura 229 se presenta la parábola con ecuación Xl +4xy+4y l +4x+ y-IS = O 
Como B ~ O • el eje de la curva no es ni vertical ni horizontal. 

En este caso el eje tiene pendiente - 2~ - -~ y bisecla a las cuerdas con pendiente 

m "' 2. 

La ecuación del eje es x + 2y + ~ = O 

y 

x 

(Fig.229) 

Figura 230. Parábola con ecuación yl _ 2x_4y+6 = O 
Como B = O. el eje de simetría de la curva es paralelo a alguno de los ejes coordenados. 
Como A '" O. en este caso el eje es paralelo al eje X y es la recta y'"' 2. 
(nótese que ·eI eje de simetría de una parábola horizontal es la Unea 2Cy + E - O) 
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y 

x 

(Fig.230) 

Rotación. 

Veremos enseguida un procedimiento que permite rotar los ejes coordenados de modo que 
se hagan paralelos a los ejes de simetría de una curva C. 

Sea y = mx + b la ecuación del eje de simetría de C. Sean X'Y' los nuevos ejes 
coordenados, y sea e el ángulo de la rotación. 

Las formulas que expresan a x,y en términos de x',y' son 

x = x'cosil - y'senO 

y = x'senO -1 y'cos e 

x 

(Fig.231) 
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Las fónnulas de rotación cstAn determinadas cuando conocemos los valores de senO y 
cosO . 

Para el caso que nos ocupa la pendiente m del eje de simetría es la tangente del angulo de 
rotación, ya que O = O' donde O' es el ángulo de inclinación del eje de simetrfa. 

Porlo tanto m = tanO 

es decir ...... (1) 

Por otra parte oos10 + sen10 '" I ..... . (2) 

De (1) tenemos 

senO=m'oosO 

± 1 
cosO=~ 

"¡ml+1 

sustituyendo en (2) cos10+ml·cos1 0=1 de lo cual 

... ........ (3) 

Análogamente para senO tenemos 

De (1) 

O 
senO o,,, .-

m 

y sustituyendo en (2) obtenemos 

m 
senO=~ "m1

+1 
......... (4) 

(3) Y (4) expresan a senO y cosO en términos de la pendiente del eje de simetría. 

Podemos entonces conocer el valor de senO y cosO sin necesidad de saber cuál es el 
valor del ángulo O. 

Nota: El signo positivo en (3) corresponde a una rotación con ángulo O e ( -%.~) . 
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Invariantes 

La magnitud 8 2 
- 4AC es muy importante en la clasificación de las curvas de segundo 

orden, pues indica el género al que cada una de ellas pertenece_ 
Es de esperarse que al rotar los ejes coordenados, dicha magnitud 00 varíe o cambie de 
signo_ Esta afinnación tiene como base la idea de que el género de una curva no depende 
del sistema de referencia_ 
Para comprobar lo anterior, examinemos cómo cambia la ecuación 
Ax1 + Bxy + ey2 + Dx + Ey + F - O cuando se efectúa una rotación_ 

Sustituyendo las ecuaciones de folación 

x = x'cosQ - y'sen O y .,. x'sen& 't- y'cos O 

en f(x, y) - O tenemos 

, , 
A -(x'cose .. y'sen O) + 8-(x'cosO - y'aenO H x'senO + y'eosO) + C-( x'sene + y'cosO) 't- D-(x'cosO - y'senf 

... E-(x'senll + y'cosO) + F = O 

(ACOS 92 + 8sen9cos9 + Csen92
) -x~ ~. [2:(e - A )·sen9cos9 + B- (cos92 

- sen92
) ].x'y' 

... (Asen9l 
- BsenOcos9 + Ccos92).'¡ + (Ocos9 + Esen9) -x' 't- (- OsenO + Ec059)·)" .¡. F = O 

A'x? + O-x'y'+ c-I + O'X'+ Ey + F' = O 

En consecuencia 

A' = Acos91 + Bsen9cos9 .1- Csen92 

B' = Boos29 + (C - A) ·sen29 

C' '" Asen 92 
- Bsen9cos9 + Ccos92 

D' = DcosO + EstnO 

E' = . Osen9 "," Ecosll 

F' = F 

Como sabemos hay una rotación R con ángulo (J con la propiedad de quoD'" O, 
Su rotación inversa R'] tiene ángulo (l '" -8_ 
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Cónicas Centrales. 

Si f(x, y) = O es una cónica central, entonces su ecuación se transfonna sucesivamente en 

Ax2 + Bxy + ci = F' .......... ( traslación d~ O al centro de la curva) 

. A'X,2 + C'y,2 = F' (rotación que hace B' = O) 

Como B2 
- 4AC '* O Y el indicador es invariante bajo rotaciones, A', C' ~ O. 

Se sigue de lo anterior que los coeficientes A' , C' son distintos de cero. 

Se tiene con ello cinco casos fundamentales 

t!2J ~ ~ @ ~I §EJ ~ ~ ~rJ ~ 
~ ~ EJ @ ~ §EJ ~ ~ ~EJ ~ 
~ ~~Il>.J @ ~ §rJ ~ 0 ~EJ ~ 
~ ~ EJ @] ~ [gEJ ~ 0 ~EJ ~ 
~ IA~ 1>1 !01 r:1 R:ll<l fo1 IvlIF] fl ~ 

Nota: Cada una de las combinaciones que faltan se reduce a alguno de estos casos 
cambiando los signos de la ecuación. 

Estos resultados se pueden reunir en una tabla como sigue: 

Caso 

A'> O,e'> O Y F> O 

A'>O;e'>OyF=O 

A' > O ,C' > O Y F < O 

A'> O ,e' < O Y F> O 

A'> O I C' < O Y F = O 

Genero 

E 

L 
I 
p 
S 
E 

H 
I 
P 
É 
R 
B 
O 
L 
A 

Especie 

Elipse real 

Elipse evanescente 
(un punto) 

Elipse imaginaria 

Hipérbola real 

Hipérbola 
degenerada 

Ec. Canónica 

2 2 
.X y. = '0. 
;_.~ 
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La parábola: cónicas no centrale~. 

En el caso de la parábola no siempre se pueden eliminar los ténninos de primer grado de la 
ecuación Ax2 + Bxy + c.; + Dx + Ey + F = O mediante una traslación. 

Esto sólo es posible cuando la curva tiene una infinidad de centros. No obstante, sabernos 
que hay una rotación R que hace paralelo al eje de las abscisas con el eje de simetria de la 
curva. En tal caso se tiene que B' = O y, por invarianza del indicador, que A' oc O. 
La ecuación se reduce ( omitiendo las primas de los coeficientes y de las variables por 
comodidad) a 

c.;+Dx +El'+F " O ........ (a) 

Se tienen ahora dos casos fundamentales 

1)0-0 

2) D'If O (como ya Jo hemos analizado en el capitulo VIII) 

I)D =O la ecuaci6n (a) se reduce a cY+El'+F"EO. 

Resolviendo la eeuación se tiene que 

La ecuación Cl'l + El' + F '" O r.epresenta a las rectas y - YI Y Y - Yl 

que son distintas (~-4 CF> O) coincidentes ( El -4 CF '" O) o imaginarias 

(El -4CF< O). 

Si O $ O, del análisis de la ecuación (a) se concluyen dos cosas: 

1') Si E '" O ,entonces la curva es simétrica respecto del eje X. 

2') Si F '" O, entonces la curva incide con el origen. 

De lo anterior se sigue que la ecuación (a) se reduce a Cy2 + Dx '" O cuando el origen es 
el punto de inlersei.:Ción de la curva con su eje de simetda. (es decir, el vértice de la 
parábola ). 
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Para determinar dicho punto se resuelve el sistema de ecuaciones 

Ci+Dx +Ey+F=O; 2Cy+E=0 (ecuación del eje) 

Que tiene como ecuación única a la pareja. 

E2 -4 ·C·F 
h=----

4CD 

y 

E 
k=--

2C 

__ k~V+-____________ 2C~y~+_E_=_O __ 

h x 

(Fig.232) 

Con la traslación x = x' + h; Y = y' + k la ecuación (a) se transforma en 
Cy,2 + Dx' =0 ............ (b) 
que es la ecuación de la parábola ( es decir, la ecuación canónica se encuentra eliminando 
el térinino Ey + F en la ecuación (a». 
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v v· 

X' 

x 

(Fig.233) 

Estos resultados se pueden reunir en una tabla como sigue: 

Cónicas no Centrales. 

Caso Género Especie Ec. canónica 

D = O Y E' - 4·C·F > O P Parábola l= 6' 
degenerada 

A (dos rectas paralelas) 

D = O Y E2 
_ 4·C·F = O R Parábola 

y2 = O 
degenerada 

A (dos rectas coincidentes) 

D = O E'- 4·C·F < O B Parábola imaginaria l= 
, y -o-

O 
(ningun lugar geométrico) 

D~O L Parábola real y2 = 4px 

A 
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Todos estos coeficientes se refieren a la ecuación reducida que se obtiene al eliminar el 
ténnino mixto mediante una rolación de los ejes coordenados. 
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9.1 Análisis de la ecuación de segundo gndo en tres vari.blea desde un 
punto de vista geométrico. 

Como hemos visto. las simetrras de una superficie dependen de su ecuación. 
En particular se tiene el siguiente criterio de simetría respecto del origen para las 
superficies de segundo orden. 

A,( 1, Bl + el + Dxy+ w ... Fyz + Gu Hy +. Iz+ J = o 
es simétrica respecto al origen O ~ G '" H = I = O 

Centtos de simetría. 

Sea R:x. y) '" Ax2 + Bi + c.¡. + Dxy + Exz + Fyz + Ox + Hy + lz + J '" O una superficie de 
segundo orden. El criterio anterior da lugar a un procedimiento para determinar los centros 
de simetría de la superficie R:x. y, z) '"' O. 

Dicho procedimiento consiste en detenninar los puntos Q(h, k, 1) con la propiedad de que 
al trasladar el origen a Q se obtiene una nueva ecuación 

A''; +- By i · e'¡ +- D'xy + E'n+- F'yz + O'u H'y + I'z+ J' = O 

en la que G'= H'= l' = O 

Veamos cómo cambia la ecuación de una superficie bajo una traslación. 

Sean X',)",Z' los nuevos ejes coordenados después de la traslación. La traslación que lleva 
el origen a Q es 

x""x' +h y-y' +k z""z'+1 

sustituyendo estas expresiones en la ecuación R:x, y, z) "" O tenemos 

A ·(x'+ h)2 + B·(y' + k)2 + C(z'+ 1)2 + D(x'+ h)·(y' + k) + E(x'+ h) ·(z'+- 1) + F(y' + kHz' + 1) + 

O:x' + h) + H(y' + k) + I(z' + 1) l ' J = O 
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Desarrollando Jos binomios y factorizando obtenemos 

Ax~ + By2 + c.¡. + Dx'y' ·t- Ex'z'·t- Fy'z' + (2Ah ·1· Dk + El+ O) ·x'+ (2Bk+ Dh + Fl+ H)·)" + 

(2Ch Eh + Fk + I)·x+ Ah' + BIl + d + Dhk + Ehl + Fkl+ Oh "t" Hk-t-II+ J = O 

La cual la podemos expresar como 

A'x;Z + By + C'¡' + O'x'y'+ E'x'tt F'y'z' + O'x'+ H'y' t · l'z' ·t J' = O 

donde 

A = A' 

B'" B' 

e' e 

0= D' 

E = E' 

F = F' 

G'= 2Ah + Oh EI+ G 

H''' 2Bk+ Oh + FI + H 

l' lE 2CI+Eh+ Fk + t 

Haciendo uso de la notación pata las deriv8das parciaJes del calculo diferencial podemos 
escribir. 

A= A' D= D' G" Dxfl:h,k, l) 

S = S' E = E' H' = Dyft h,k, l) J' • ~h,k , J ) 

e = e F • f' " = O,ft.h,k, l) 

De lo anterior podemos deducir lo siguiente 

i) Los coeficientes de los ténninos de segundo grado no se alteran bajo W\8 traslación. 

ii) Los coeficientes de los ténninos de primer grado son las derivadas parciales de ftx, Y. z) 
evaluadas en las coordenadas de Q 

iii) EJ término independiente es el valor de la func ión ftx, y, z) en las coordenadas de Q 
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Teorema. 

Q (h, k, 1) es un centro de simetría de la superficie con ecuación 

Af + al + ce ·t· Dxy + En+ Fyz + Gx+ Hy + IZ -I- J z: o ~ 2Ah + Dk+EhG = o 

2Bk+Dh+FI+H ;:: o 

2CI+ Eh + Fk+I = o 
Demostración. 

:::) Supongamos que Q es un centro de simetrla de la superficie. 

Al trasladar el origen a Q se tiene un nuevo sistema de ejes coordenados X',Y', Z't en el que 
el origen O' es centro de simetría de 

A'i" + BY + ei + D'X'y'i' E'x.'z!t- Py'z' + G'x.'t- H'y' -I · I'z' -I· J' ;:: O 

Esto significa que G' ... H' "" l' = O 
Como sabemos 

0'''' 2Ah + Dk + EI + G , H'= 2Bk +- Dh + fl + H, l' = 2CI + Eh + Fk+ 1 

con lo cual se demuestra lo que se quena. 

(;:: Supongamos que 

G'= 2Ah + Dk -r EI-rG= O, H'= 2Bk1· Dh + FI + H = O Y l' ::: 2CI+Eh + Fk ·¡.. 1 = O 

Dado que la eeuación de la superficie referida al sistema X',Y', Z' es 

A'x.;1. + B'y,l + el + D'x'y' + E'x'z!~ F'y'z' +- G'x.'+ H'y' +- ,'r + l' = o 

de lo anterior se sigue que en este caso la ecuación se reduce a 

A' x ,2 +B'yol +C' Zol + D' x' y'+E'x' z'+F' y' z'+J'", O 

y el punto Q" O' es un centro de simetría de la curvaron ecuación 

Ax2 + By+ C~ +Dxy +Exz+ Fyz+ Gx+ Hy+ Iz+J - O 
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Colorario 1. 

Los centros de simetría de la superficie 
Ax2 + By + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + 1z + J = O 
se determinan resolviendo el sistema 

2Ah + Dk + El + G = O 

2Bk+ Dh + FI+ H = O .... ..... ... .... (1) 

2CI+ Eh+ Fk+ 1 = O 

2A D E 

cuyo determinante es D 2B F 

E F 2C 

Corolario 2 

La superficie con ecuación Ar + By + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + lz + J = O 
tiene un único centro de simetría si 

2A 

el determinante D 

E 

es distinto de cero 

~ a e 8ABC + 2DEF-2.(AF' + BE' +CD') 

Nótese que el determinante anterior se obtiene del sistema de ecuaciones que resulta al 
derivar el primer miembro de la ecuación de la superficie en relación a cada una de sus 
variables e igualando a cero: 

D f= O x D f = O z 

A las superficies con un único centro de simetría se les llama superficies centrales. De 
acuerdo al corolario 2 una superficie es central si 
8ABC+2DEF-2 . (AF2 +BEl +CDl )* O 

Como ya hemos visto, un cono es una superficie formada por todas las rectas que inciden 
en un punto fijo ( vértice) y una curva dada ( directriz ). En los llamados conos circulares, 
la directriz es una circunferencia. 
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La ecuación de una superficie central (e.d. con un único centro de simetría) puede ser 
llevada a la forma. 

A'x2 +B'y2 +e'z2 + D'xy+E'xz+ Fyz+J'= O 

Si J' = O; la superficie es un cono con vértice en O'y tiene como ecuación 

A'x2 + B'y2 +e'z2 +D'xy +E'xz+ F'yz = O 

Demostraremos en seguida que la superficie contiene a todas las rectas que inciden con el . 
origen O' y una curva dada. 

A excepción de las rectas horizontales, las ecuaciones parametricas de cualquier recta que 
pase por O se puede escribir en la forma x = at ; y = bt ; z = t con te R . ' 

Sustituyendo en (2) se tiene: 

IA'(at)2 -t- B~bt)2 -t- C't2 -t- D'(at)·(bt) -t- E~at)·(t) -t- F(bt).tl = O 

factorizando 

t2.(A'a2 -t- B'b2 -t- e'-t- D'ab+ E'a-t- F'b) = O .............. (3) 

Esta igualdad se cumple para todos los valores de t -:F- O 

Por lo tanto 

A'a2 ~- B'b2 
-1- C'+ D'ab+ E'a+ F'b = O .. ............ (4) 

De donde Pea, b) está en la curva 

A'i+ Bl-t-Dxy+ Ex+ Fy+ e' = O 

• es preferible escribir la ecuación de la recta en la forma x ~ al , y ~ bl , ;¡: = t 
que en la forma x = al ; y = bt ; :l = el donde habrla que enfrentar dos casos: e = O Y c.- O 

. _a_b
1 Si c;o O siembre se puede ;cambiar a, b, e por " 

C c 
El caso e .. O no se aplica a lo que estamos baciendo, pues se trata de una recta que no es borWontal. 
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Esta curva es una directriz del cono ubicada en el plano z = 1 

En efecto si P( a, b) está en la curva, entonces (a, b, 1) satisface la ecuación (4) Y la recta 
x = at y = bt z = t esta contenida en la superficie con ecuación (2). 

Concluimos entonces que la ecuación (2) es el cono formado por aquellas rectas que pasan 
por O y cuyos coeficientes angulares satisfacen las ecuaciones 

c= 1 ; 
A'a

2 + B'b
2 + D'ab + E'a+ F'b + C':: O 

(Fig.234) 

Cuando F ;ot O ,el cono es asintótico a la superficie y cada uno de sus generatrices la 
intersecta en dos puntos al infinito. . 

z 

v· z=l 

v 

(Fig.234) 
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Ejemplo. 

Sea la superficie con ecuación 

R "t· 3l +: 4.} + 6"Y+ 4xz+ 2yz - 26x- 24y - -3b:-;;sj '" O 

Su centro de simetrla es Q (1, 2, 3)_ Dado que 

J' = 12 + 3.22 + 4_32 + 6·( 1)-(2) + 4-( 1)«3) + 2-(2) -{3) _. 26·( 1) - 24·(2) - 32·(3) + 85" O 

la nueva ecuación es 

xl. + 3)"2 + 4; + 6x'y'+ 4x'z'+ 2y'z' = O 

Haciendo z - 1 Y sustituyendo resulta la ecuaci6n 

xl. + 6x'.Y'+ 3? + 4x'+ 2y' + 4 = O 

la cual representa una hi¡Xrbola. Esta curva es una directriz. 
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Superficies y Planos Diamerrales 

Dada una superficie S y una di rección u .. (a, b, e) llamaremos diámetro o superficie diametral en la 
- -

dirección u a la superficie fonnada por los puntos medios de las cuerdas de S paralelas a 11 • . 

Si S es de orden m, sus diámetros serán de orden 
m·(m-I ) 

2 

Ecuación gen~al de los diámetros de las superficies de segundo orden. 

Sea Q (h. k, I)el punto medio de una cuerda en la dirección (a, b, e). 
Trasladando el origen a Q la ecuación se transfonna en 

(5) Ax,l + Byl + Cz,l + Dxy+ Ex'z'+ Fy'z' + Dx f(h , k, I)·x'+ Dy f{h , t, I).y + DI f(h, k, I) ·z' + J' " O 

• Dado que la cuerda esta biseclada por O' , hay un número real t tal que los extremos de la cuerda son lO! 
puntos P (at, bt, el) y R (-at, -bt, -et). 

Sustituyendo las coordenadas de P y Q en (S) tenemos, para P 

(6) r ( Aa2 + Bb2 + ec1 + Dab + Eac + Fbc) + I (a Dx f(h. k.l) + b Dy f(h, k, 1) + e DI fl:h, k,l) 

+f(h,k. I) " O y--
(7) ,2 (Aa2 + Bb1 + (e2 + Dab + Eac + Fbc) - t (a D. f(h, k, 1) + b Dy f(h, k. 1) + e D, f(h, k, 1) 

+f(h,k, 1) - 0 

Restando (6) y (7) , Y dividiendo por 2 se liene 

(S) a Dr f(h, k,l) + b Dy M. k, 1) + e DI M. k, 1) " O 

: . las coordenadas (h. k. 1) de Q satisfacen la ecuación 
a D,,; f(x, Y. z) + b Dy f(x, y, z) + e D, f(x, y, z) .. O ..... (9) Y todos los puntos medios de las cuerdas 

están en el diámetro. 

Se dice entonces que la superficie (9) es el plano diametral conjugado a u . 
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Plano. diametrales conjugados a los eju. 

De (8) se sigue que el diámetro correspondiente a la dirección (1,0, O) (Eje X) es: 
Dxfl:.x,y,z) = O 

Análogamente los dilimetros correspondientes a las direcciones (0,1, O) Y (0, 0,1) son respectivamente, 

Oyfl:.x,y,z) "O y Ozf(x,y, z)""O 

los planos diametrales conjugados i los ejes aparecen de un modo natural al resolver la ecuación (1) para 
x, y, z cuando A "'0, B", 0, C".O respectivamente. 

Por ejemplo, cuando A:¡t ° se tiene, resolviendo para x, lo siguiente: 

x:: . Dy -t-Ez:t G ± 
2A 

donde 

lA 

, d. X ::: _ Dy + Ez:," G ± ~Vr:;:;.) 
lA 2A 

r= 
Dy+Ez+G 

2A 

se sigue que 

despejando tenemos el plano 2Ax+Dy+Ez+O=0 

nótese que 2Ax+Oy+:Ez+O - DK ftx ,y, z) . 

Por lo tanto, el plano bisecta las cuerdas paralelas a X. 

En slmbolos: D~ y Dy son diámetros conjugados e) ¡,¡ 1I Oy y v 11 Du 
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Centros y planol dlamtfrala. 

Teorema. 
Si Q es un centro de simeuia de f(x, y, z) y O es un diámetro, P incidcen O, 

Demostración, 

Los centros de simetrla de la superficie se detenninnn resolviendo el sistema de ecuaciones 
~ f .. O, Dy f .. O, DI f= O, Estas ecuaciones representan ues planos de simetrJa cuya intersección pasa o 
consiste en el punto Q, Dado que Q (h, k, 1) es un centro de simeula, entonces 
DJ f(h, k, 1) " Dy f(h, k., 1) " Dz f(h. k,l) '"' O Y las coordenadas de Q satisfacen la ecuación (8) para todos 
los vectores (a. b, e), :, Si D es un diámetro, entonces O incide con Q, 

Sean u " (a¡,b.,c¡), v "' (al,b;,;,c,V, y w "" (al,h1,cJ) tresvectorcs, 

Los puntos de intersección de D., D", Dw se detenninan resolviendo el 5.Ísterna de ecuaciones 

8.,O.ft.x,y,z) 1' b l ,Dy f(x,y,z)H:.'Dz ftx,y,z) =: O 

11'OzftX,y,z) + b2,Oy Qx,y,z)1'c),Dz I{x,y,z) .. O 

.,'Dz l(x,y,zh"bJ'Dy f(x,y,z) t, c) ,Oz f(x,y,z) =: O 

Para x, y, z, 

Escribimos el sistema anterior como sigue: 

1 I f. + b l fy + c. fz = O 

IlfJ + b:tf),+c1fz" O 

Sea h. k, I una solución. Los números f. (h, k,l), f)'(h, k, 1), fz(h, k, 1) a su vez son solución del sistema 
honwgmeo de ecuaciones, 
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= o ... (9) 

Como sabemos, (0,0,0) es una solución de (9). Además, sabemos que (9) tiene una única solución <=> su 
detenninante A es distinto de cero. 

En consecuencia, Á * O <=> la única solución de (9) es la solución trivial. 

Por lo tanto, si !J. '# O ,lo únicos puntos de interscc.ción de D". Ov, Dw son aquellos cuyas coordenadas 
anulan las derivadas parciales de f • es decir, aquellos puntos Q(h. k, 1) tales que fx (h, k, J) - O, fy{h, k, 1) 
- O,f.Ch.k, I) - O. 

Como sabemos,A ~ O <=> O, P(al. bl, el), R(Ill, b):, eVo S(al. b). Cü no son coplanares <=> el 
paralelepfeedo con aristas u, v, w tiene un vohunen distinto de cero 
(::) [u, 11,"'1_ u. (I'X w) .. (u)( v). W '# O 

Si tres diámetros se inlcrsectan en un solo punto, su intersección es un centro de simetrfa. 

Es erróneo suponer que la intersección de dos diámetros cualesquiera es un centro de simetría cosa que si 

""""'. 
Ahora nos preguntarnos si todos los puntos en la intersección de tres diámetros (planos) cualesquiera son 
centros de simetrfas. 

Veamos el caso en que la tereera dirección es una combinación lineal de 185 otras dos_ 

Contmejemplo: 

.; T 3l i - 3.} + 6xy + 4xz+ 2yz = O 

Consideremos 185 direcciones i '" (1, O, O), j - (O, 1, O) y u'"' (1, 1, O) que son linealmente dependientes_ 

f 2XT 6y + 4z D. Xi' 3y i' 2z" O • , 

f 6x-¡- 6y i' 2z D. : 3x~- 3y i' z= O , , 
f : 4x;- 2y i' 8z D 4x+ 6y + 3z = O , • 

621 



D, ,; DI '; D. es la recta 

.)1.+ 3y + 2z:;:: O 

3x+ 3y + z:;:: O 

Resolviendo estas ecuaciones para x, y : 

, . I 
~., 

2 
; z:;:: z 

Obviamente, no todos los puntos de esta Unea recta son centros de simelrla del cono. Por tanto, la 
intersección de dos dilimetros no necesariamente consiste de centros de simetrfa. 

Teorema. 
Sean U, v, w tres direcciones independientes entre 51. Un punto P per1enece a la intersección de di6metros 
D. ("\ D. ("\ D" do P es centro de simetrla de la superficie. 

Si f(x, y, z) .. O tiene una infinidad de centros de simetría, sus diámetros forman un haz de planos cuya 
intersecci6n es la línea de los centros o coinciden entre si formando WI plano de cenlros. 

Si f(x. Y. z) " O no tiene centro de simetrla, sus diámetros son paralelos a una recta fija o incluso paralelos 
entresL 
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PI8OO! Principales. 

Tres planos diametrales son conjugados cuando son conjugados entre si lomados de dos en dos. 

Un plano es principal cuando es perpendicular a su dirección a su dirw:ión conjugada. En otras palabras, 
Du es principal ~ u .L Du 

Si 109 tres planos coordenados son principales, la ecuación no tiene ténninos impares ni en 
x ni en y • ni en z ( en ninguna variable) 

Un plano principal es similar a un eje de simetrla en el plano, pudi~ndosele llamar plano de 
simetrla. 

EJ diámetro correspondiente a la dirección u - (a, b, c) tiene por ecuación 

a·f + b.f + IO:·( '"' a·(2Ax+Oy + EuG) + b·(Ox+2By + Fz+ H) + e·(Ex·¡- Fy + 2Cu 1) .. O . , . 
'" (2Aa+Db+Ee) ·x+(Da+2Bb+ FIO:) ·y i· (Ea+Fb+2Ce) ,z+Ga+Hb+11O: .. 0 ,,(#1) 

Una condición necesaria y BUficiente para que el plano sea principal es la siguiente 

(2Aa + Ob + Ee, Da + 2Bb + Fe,Ea + Fb + 2Cc) 11 (a,b,e) 

(pues el primero de estos vectores es. por definición, perpendicular al plano (#1) 

para lo cual debe exirrtir una A "" O tal que 

(2Aa+Db+Ec,Da + 2Bb + Fc , Ea + Fb + 2Cc) .. l. ·e.,b,lO:) 

Lo anterior conduce al siguiCllIe sistema de ecuaciones: 

lAai' Db + Ec z:: h 

08+ 28b+ Fe '" lb 

Ea + Fb + 2Cc .. I.c 

obien 

(2A - I.)·a+Ob + Ec = O 

Da i· (28 - 1.)-b + FIO: .. O 

Ea + Fb + (2C - I.} ·c :: O 

...... (10) 
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Estamos frente a un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas de la forma 

... ..... . (10· ) 

Con la propiedad de que aij '" aji para todos los i, j S; 3 (es decir, la matriz de sus coeficientes es una 
matriz simétrica). 

Como se pide que XI = a, X2 = b, X) '" c sea una solución no trivial, su determinante Á es igual a cero. 
Esto es, 

"21 = O 

~1 

A esta igualdad se le conoce bajo el nombre de ecuación característica de la matriz de coeficientes del 
sistema (10' ) 

Desarrollando se tiene 

624 



La ecuación ~ = O es equivalente a .,t3 - q2 J.,2 + q • .,t - qo = O , donde 

( recuerdese que a'2 = a 21 , a31 = a13 

y 

Respecto del sistema (10') Y de su ecuación característica sabemos lo siguiente: 

1) Si (a, b, c) y (a', b', c') son dos soluciones no triviales correspondientes a dos raíces .,t y .,t' de la 
. ecuación característica, entonces aa' + bb'+ cc' = O. 

( las soluciones son vectores perpendiculares entre si ) 

(2) Las raíces de la ecuación característica son números reales. 

(3) No todas las raíces de la ecuación característica son iguales con cero. 
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Demostración de (1) 

Sean A,a,b,c y A',a',h',c' soluciones no triviales de (7) 

con .l,;..l' 

~-;-:a lfb ~ aIJ3 '" .I.a 

a11 'a 'l' sn'b 01- a13 oC 1:: l.b 

Multiplicando por a' ,h', e' 
Respectivamente cada una 
de las ecuaciones 

all,a ,a' l- alloboa' oloa13oeoa' 1:: )'aa' 

~loaob' + lll o h ' b' + a13 'e'b' = l.bb' 

Sumando las tres ecuaciones 

).'(aa'+ bb' + ce') 

romo 

a'2 .. ~, ' a3l e al) 

Multiplicando por a, h. c 
respectivamente cada una 
de las ecuaciones 

a1,ob'a' 010 au'b'b' + a
23 

ob'e' 1:: ). 'bb' 

Sumando las tres ecuaciones 

• 

).' 0(18' + bb' + ce') 

los ténninos de la izquierda de ambas igualdades son iguales, de donde se sigue que: 

).·(aa'ol-bb' + cc')" ).· '(aa' olobb' + cc') 
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o bien. (), -- l.')-(aa' 1- bb' + cc') = O 

Como A. - A.' '" O ,se infiere que aa' + bb' + cc' = O con lo cual queda demostrado (1), 

Demostración de (2) 

Supóngase que el polinomio característico tiene una raíz compleja A. = x + iy con y '" O 

De la teoría de ecuaciones sabemos que su conjugado complejo A.'= x - iytambién es raiz de la ecu8ción 
característica, 

En este caso hay números complejos a,b, c no todos cero que satisfacen la ecuación (10') 

Como 

811 'a -1- 8 12 ,b + 8t3 'C = Aa 

8
21

'8 -¡- 822 'b ~ - a
23 

'c = )'b 

8
31

'8,. 8
32 

,b -j- 8
33 

'c = ),c 

esto implica que 

.all '8+ 812-b+ 8 13 'C = ),8 

---... _----_._---
a21 '8+ 822 'b + 823 'C = )'b 

8
3
¡,8 ~¡- 8n ,b + 8

33 
'c = AC 

y como 

(l + ~ = (l + ~ y = 

par8 todos los números complejos a y p 

8
11

'8 + 8
12

,b,. 8 13 'C = 1."8 

821 '8 + 822'b + a23 'c = A',b 

831 '8 + 832'b + 833 'c = A"c 
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de modo que ra.b.c} es UM solución no trivial correspondiente a A' 

Como A-A.'~O ,selliguepor(l)que 

a·a + b·b + c·c = O 

Pero a· a =!aI: para todo número complejo a, de modo que la igualdad anterior se transfonna en 

I~'+~'+ ~' =O . 

La conclusión a la que se llega, entonces, es que a '" b " c • O • lo cual contradice la hipótesis de que (a, 
b, e) es una solución DO trivial de (10' ) correspondiente a la rafz A del poliDOmiO caracterlstico. 

En consecuencia A es real, 10 cual queda demostrado. 

Demostración de (3) 

Supóngase que todas las rafees de la ecuación caracterfstica son iguales con cero. 

En tal caso qo" ql '" qz - O Y la ecuación se reduce a A! '" O 

Se tiene 

(Todos los coeficientes del sistema son cero. ) 
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En resumen: El plano diametral a fx + b fy + c fz = O es principal ~ 
(2Aa + Db + Ec, Da + 2Bb + Fe, Ea + Fb + 2ec) = ~. (a,b,c) para alguna}.. * O ~ 
(A,a,b,c) es solución no trivial del sistema de ecuaciones ( 10') ~ 
A es rafz de la ecuación característica de la matriz. 

2A D E¡ 
D 2B F 

E F 2C 

Ahora bien, todas las rafees de la ecuación característica mencionada son reales, y a raíces distintas 
corresponden soluciones del sistema ortogonales entre si. 
La interpretación geométrica de estos hechos es la siguiente 
1) La superficie de segundo orden f(x, y, z) = O tiene al menos un plano de simetrfa 
2) A rafees distintas de la ecuación característica corresponden planos de simetría perpendiculares entre 
si. ( Si la ecuación característica tiene tres raíces distintas, hay tres planos de simetría perpendiculares 
entre si) . 

Ejemplo. 

2;+ 5y2 ~- 3i + 4xy- 3x+.4y - 6z ·· 3 = O 

a ·f + b·f + c-f = a·( 4x+ 4y - 3) + b·( lOy + 4x+ 4) + c-( 6z- 6) x y z 

= (4a + 4b) ·x+ (48+ IOb)·y -1- (6c) ·z+ (- 38+ 4b - 6c) = O 

Factorizando la ecuación: 

Por lo tanto el sistema de ecuaciones es 

2a+2b = >..8 (2 - >..)-a+2b = O 

2at 5b = >"b o bien 28+ (5- >")·b = O 

3c = >..c (3->") ·c = O 
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La ecuación característica es 

2- h 2 O 

2 

O 

5- ~ O 

O 3- h 

= (3 - lo) ·«2 - lo) ·(5 - lo)- 4) 

= (3-1o) .(IO - H+102 _ 4) 

= (3 - lo ) .(lo 2 - n.. + 6) 

= (3 -A )·(lo - I)·(lo -- 6) 

Las raíces de la ecuación característica son A = 3, 1, 6 

Para A = 1 tenemos 

a + 2b = O 

2a + 4b = O 

2c = O 

cuya solución es a = 2 , b = -1 • c = O 

por 10 tanto 

I -, - , .. =(2 _1 0) 
rsrs 
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Para ¡ - 3 tenemos 

Solución a - b - O 

k' .. k '" (0,0,1) 

p,.. .¡ - 6 

· a + 2b = O 

2a + 2b = O 

(k: :: O 

, c:¡t O 

- 4a + 2b = O 

2a - b = O 

-3< = O 

Solución a " -1 b - 2 , , - O 

Esta sección da lugar. un sistenu. de ejes coordenados. 

Los planos de simc:tria IOn, en este CISO: 

= O 

D" 

o bien 2·( - (=0 . , 
obien ( + 2·( = O . , 
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f~ = ° 

°r 2·(4,,+ 4y - 3) - (l0y + 4x+ 4) " O o bien h - y - S " O 

0J' (4x+ 4y - 3) + 2·( IOy + 4x+ 4) " O 
o bien l2x+24y +S = O 

O . 6z- 6 .. O 
o bien z- 1 = O 

~. 

Nótese que la ecuación del ejemplo carece de ténninos en JfZ y yz y que un plano de simelna es paralelo 
al plflll() XY (perpendicular al eje Z ). 

Con una simple traslación, que no afecta a los coeficientes de los ttrminos de segundo grado, se puede 
hacer que el plano XY sea un plano de simetría. Ello explica la ausencia de tbinos de primer grado en z 
de la ecuación. 

En general, sabemos que siempre hsy una dirección principal. Podemos rotar los ejes X, Y, Z de tal modo 
que alguno de ellos sea paralelo a la dirección principal, y el plano de simetrfa paralelo a alguno de Jos 
planos coordenados. Se tiene con ello la siguiente tabla: 

Dirección Principal Plano Printipal Paralelismo Resultado 

n,O,O) f = • O : 2Ax+ Dy ·~Ez+G = O ( 1,0,0) 11 (lA, DE) O" E" O 

(0,1, O) f = , O : Ox·t- 2By + Fz+ H = O (0, 1,0) 11 (D,2B,F) 0= F • O 

(0,0,1) f • O: Ex+Fy + 2Cz+ 1 • O (0,0,1) 11 (E,F,2C) E· F = O , 

Si la dirección principal es paralela a un eje, no hay ttnninos mixtos en la ecuación en esa variable. 
Si el plano principal es paralelo a un plano coordenado, sólo puede haber término mixto en la variable.s 
correspondientes. . 
Con esto queda marcado el camino para reducir toda ecuación de segundo orden en tres variables a su 
forma canónica. 
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