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Capítulo 1 

Introducción 

En la primera generación los robots fueron concebidos como dispositivos de posi­
cionamiento a "lazo abierto", que operaban con poca o nula retroalimentación del 
proceso del cual participaban. Para entornos de ensamble industrial , esto impli­
ca que todas las partes o sub-ensambles tienen que ser preposicionados con alta 
precisión, lo cual requiere equipo periférico costoso y generalmente inflexible. Al 
proporcionar a los robots capacidades sensitivas se pueden reducir estos requeri­
mientos de precisión considerablemente. 

La ejecución de una tarea de manipulación req1üere a menudo la interacción 
entre el manipulador y el ambiente. Una clasificación mmpleta de las tareas de 
manipulación es compleja en vista de la gran variedad de casos que pueden ocmrir . 
Además, tal clasificación no sería realmente útil pa,ra encontrar una estrategia gene­
ral para controlar la interacción. Los ejemplos típicos de las tareas de manipulación 
son: el acoplamiento de partes mecánicas, el seguimiento superficial del contorno de 
un objeto y el empleo de herramientas para ensamblar piezas mecánica.<> . Dmante la 
interacción, el entorno fija restricciones en las trayectorias geométricas que pueden 
ser seguidas por el efector final del manipulador. Esta situación es generalmentP 
llamada como movimiento restringido (Sciavicco y Siciliano 2000) . 

El uso de una estrategia simple de control de movimiento para interacción rP­
quiere que la trayectoria de la tarea del efector final sea planeada con elevada exacti­
tud. Así mismo, el sistema de control debe garantizar que la posición del efector final 
se desvíe de la posición deseada lo menos posible a lo largo de Ja trayectoria dada. 
Por lo tanto, el éxito de una tarea de interacción con el ambiente, usando algoritmos 
de control de movimiento depende enteramente de la exactitud del planeamient o y 
del funcionamiento del controlador. Para este propósito, es crucial tener un mod('­
lo preciso del manipulador (cinemática y dinámica) y del ent.orno (caract.eríst. icas 
mecánicas y geométrica.<>). El modelo del robot puec!P ser cono('ido ('On s11fi('i e11t e 
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precisión, pero una descripción detallada del ambiente es más difícil de obtener. La 
inevitable aparición de errores en la planeación puede dar lugar a una trayectoria 
asignada al efector final que no sea tan conveniente para la ejecución correcta de 
la tarea. Otro factor que condiciona la eficacia de un planteamiento de control de 
movimiento al problema de controlar el movimiento restringido es la exactitud de 
posicionamiento del efector final del manipulador con respecto al entorno. 

La existencia de errores de modelado y la exactitud finita de posicionamiento 
afecta la determinación de la posición absoluta del manipulador y del ambiente. 
Una consecuencia directa es que el conocimiento de la posición relativa entre el 
manipulador y el ambiente es también afectado por la incertidumbre. Para enten­
der la importancia de esta implicación, es suficiente observar que para realizar el 
acoplamiento de una parte mecánica con un enfoque posicional , la colocación rela­
tiva de las piezas debe ser garantizada con una exactitud de un orden de magnitud 
mayor que la tolerancia de la parte mecánica. Una vez que la posición absoluta de 
una parte es conocida con precisión, el manipulador debe dirigir el movimiento de 
la otra pieza con la misma exactitud. 

La dificultad inherente en el planteamiento y control de movimiento exacto 
del manipulador necesariamente lleva a la cuestión de analizar los efectos de la 
desviación de la trayectoria de las condiciones ideales de interacción con el ambien­
te. Cuando el robot es gobernado por algoritmos de control de posición, cualquier 
desviación de la trayectoria real de la de referencia provoca una reacción del sistema 
de control, el cual tiende a reducir al mínimo tal desviación independientemente 
de la causa que la genere. Por lo tanto, si la desviación de la trayectoria planeada 
es debida a la interacción del manipulador con el ambiente, se presentan fuerzas 
de reacción y el control de posición intenta reducir la desviación como haría para 
cualquier perturbación que se opone al movimiento del efector final . En este caso, 
el efecto de la acción del control puede ser el aumento de la fuerza de contacto, la 
cual no es acompañada por una disminución del error. Esta situación puede con­
ducir a un aumento de la fuerza de contacto hasta que el límite natural impuesto 
por la saturación de los actuadores del manipulador se alcance, u ocurra una crisis 
mecánica de uno de los elementos que toman parte en la interacción. 

Cuanto más altas sean la rigidez del ambiente y la exactitud del control de posi­
ción, más fácil es que un caso de contacto inestable como el descrito previamente 
pueda ocurrir. De hecho, de la deformación de un ambiente rígido bajo una fuerte 
acción del control de posición resultan grandes fuerzas de rP..acción restringidas. Por 
ejemplo, considérese el problema de controlar un manipulador para escribir una frase 
sobre un pizarrón. Para formar las letras de la frase, se debe controlar c.ert.eramcnt<· 
el efector final del manipulador o, equivalentemente, la posición del marcacior. Como 
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cualquiera que ha escrito sobre un pizarrón sabe, la fuerza con la cual se presiona 
también debe ser controlada. Esto es, presionando muy ligeramente puede dar como 
resultado letras que no son fácilmente legibles, mientras que presionando muy fuerte 
puede resultar en el rompimiento de la punta. Este ejemplo ilustra claramente que 
varias aplicaciones de la robótica requieren que una trayectoria de posición deseada 
y una trayectoria de fuerza deseada sean especificadas. 

Una medida del estado _de la interacción es proporcionada por las características 
de la fuerza de contacto intercambiada entre el manipulador y el ambiente. Para un 
manejo apropiado de la interacción es entonces necesario considerar estrategias de 
control que permitan respetar las restricciones impuestas por la fuerza de interacción, 
directa o indirectamente. La principal diferencia entre las dos categorías es que la 
primera logra el control de fuerza vía control de movimiento, sin cierre explícito 
del lazo de control de retroalimentación de fuerza; el segundo, en cambio, ofrece la 
posibilidad de controlar la fuerza de contacto a un valor deseado, gracias al cierre 
del lazo de control para retroalimentación de la fuerza. 

Figura 1.1: Sensor de fuerza típico ·para muñeca. 

Hay tres tipos principales de sensores para la retroalimentación de fuerza: sen­
sores de fuerza de muñeca, sensores de torque en las articulaciones y sensores táctiles 
o de mano. Un sensor de fuerza de muñeca tal como se muestra en la Figma 1.1 , 
consiste de un arreglo de medidores de deformación que generalmente puede precisar 
las tres componentes del vector de fuerza a lo largo de las tres ejes del marco de 
coordenadas del sensor y las tres componentes de torque sobre estos ejes. Un sensor 
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común de torque en la<i articulaciones consiste también en medidores de deformación 
(tensión) situados en el eje del actuador. En el ca<io de actuadores eléctricos se puede 
utilizar la corriente del motor como indicación del esfuerzo de torsión ( torque) en el 
eje del motor. Los sensores táctiles están situados en los dedos de la pinza y son ge­
neralmente útiles para detectar la fuerza de agarre y para la detección de la forma de 
los objetos. Para propósitos de controlar las interacciones entre el efector final y el 
entorno, el sensor de muñeca de seis ejes generalmente proporciona los mejores resul­
tados. En adelante se a<iumirá que al referirse a un sensor de fuerza será de este tipo. 

La creación del control de fuerza requiere la generación de cada uno de los si­
guientes puntos: una descripción de la tarea, relaciones de fuerza-movimiento, una 
estrategia para la ejecución de la tarea, una lógica de comando, con~rol y estabilidad. 
A continuación se describe cada uno de los puntos mencionados. 

Descripción de la tarea 

La descripción de la tarea consiste en el modelo de un evento o eventos que prediga 
la forma en que el movimiento, el contacto, la deformación y las fuerzas asociadas 
se presentan e interactúan. Ejemplo de ellas tarea<i incluyen el montaje de pieza<i 
mecánicas, seguimiento de borde y esmerilado. 

Relaciones de fuerza-movimiento 

Éste es un subconjunto esencial de la descripción de la tarea, en el cual se des­
cribe explícitamente qué fuerza<i (movimientos) se presentarán en respuesta a va­
rios movimientos (fuerzas) posibles, sin importar· si esta<i interacciones de fuerza­
movimiento son deseables o no , y sin importar si se presentan debido a interacciones 
pa<iiva<i o activa<i. Algunos ejemplos se incluyen en la Tabla 1.1. El término activo 
significa que las fuerzas o los movimientos ocurren directamente como resultado de 
proporcionar energía a los actuadores. El término pasivo significa que las fuerzas 
o los movimientos ocurren directamente como resultado de la deformación de los 
cuerpos elásticos. Los actuadores pueden mover estos cuerpos, pero sus ent.rada<i no 
se alteran como resultado de la<i fuerzas de interacción. 

Estrategia para la ejecución de la tarea 

El diseñador del sistema de posición/fuerza debe crear la estrategia basada en la 
descripción de la tarea y la<i relaciones de fuerza-movimiento. La meta es alcanzar 
algunas fuerzas, movimientos o estados de posición-velocidad deseados y evitar los 
indeseables, de modo que la tarea sea ejecutada. 
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Pasivo Activo 
Ensamble de piezas Ligera eliminación de 

Deseado usando sensación metal durante el 
remota de deformación esmerilado 

Obstrucción o interferencia Rechazo o brincoteo 
No deseado de partes durante del disco para 

el ensamblado esmerilar 

Tabla 1.1: Ejemplos de relaciones de Fuerza-Movimiento. 

Lógica de comando 

Éste es un subconjunto esencial de la estrategia para la ejecución de la tarea. Con­
siste en elegir entre las fuerzas o velocidades comandadas, o una combinación de 
ambas, para causar que ciertas respuestas de fuerzas o movimientos se presenten en 
el efector final del manipulador. 

Control 

El diseñador debe llevar a cabo su estrat~gia midiendo las respuestas de fuerzas y 
movimientos, y procesándolas vía la estrategia de ejecución para dirigir la tarea a la 
conclusión deseada. Esto requiere generalmente modificar o crear nuevos comandos 
de fuerza y posición. 

Estabilidad 

El control crea un lazo cerrado en el cual los comandos dan lugar a las respuestas, 
que alternadamente dan lugar a nuevos comandos. En tales situaciones, es posible 
que la inestabilidad se .presente. La inestabilidad puede llevar al manipulador fuera 
de los lúnites de la descripción de la tarea original y, generalmente, se presenta por 
la interacción entre la tarea, la estrategia y el robot. 

A continuación se presenta un resumen del estado del arte. En los años 1940's, 
Goertz (1952) inventó los manipuladores mecánicos maestro-esclavo (master-slave) 
para trabajo radiactivo peligroso de laboratorio. En los años 1950's, los puso en eje­
cución con actuadores servo-eléctricos con reflexión de la fuerza: el operador dirigía 
al maestro con su mano y sentía las fuerzas de contacto experimentadas por el es­
clavo, que eran reflejadas a través de las articulaciones de ambos dispositivos. 

En los años 1960's, Rothchild y Mann (1966) condujeron el desarrollo de un 
codo artificial con retroalimentación de fuerza para personas con amputación. La 
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articulación del motor era accionada por las señales generadas por electrodos conec­
tados al músculo y por un medidor de tensión en la articulación. De este modo, 
la persona amputada podría ejercer esfuerzo en el músculo para aplicar fuerza casi 
como lo hacia con su brazo natural. Sin embargo, un pequeño retraso de 250ms en 
estos sistemas provocó que se hicieran inestables (Ferrell 1965). Aunque un diseño 
apropiado puede eliminar el problema en brazos artificiales, esto desalentó la uti­
lización de manipuladores con retroalimentación de fuerza en estaciones espaciales 
controladas desde la tierra. El retardo en la propagación de la onda de radio no es la 
razón, sino más bien el retraso práctico causado por fa codificación, decodificación, 
chequeo de las fallas, distribución del canal, etcétera. Retardos similares existen hoy 
en los sistemas de control de robots, causados por limitaciones dinámicas del ancho 
de banda de los brazos robots y por el retraso computacional. 

A finales de los años 1960's y principios de los 1970's, la atención se enfocó en 
sustituir al operador humano por una computadora. Una persona en tierra podría 
dar los comandos del objetivo para la ejecución por una computadora al brazo en 
el espacio, eliminando así el retraso (Ferrell y Sheridan 1967). Dos importantes 
problemas surgieron con esta solución: 

l. Cómo estructurar los sistemas de brazos multi-ejes para que detecten fuerzas 
y las utilicen para modificar los comandos de posición, y 

2. Cómo relacionar los requisitos de una tarea con los movimientos requeridos 
y las fuerzas anticipadas de modo que las estrategias de fuerza-movimiento 
pudieran ser formuladas. 

Dos caminos surgieron en la búsqueda de resolver estos temas, el método de retroali­
mentación por bifurcación lógica y el método de retroalimentación continua (Whitney 
1987). El primero comienza con el trabajo de Ernst (1961) y se extiende a través de 
Barber (1967), Hill y Sword (1973), y Paul y Shimano (1976). Es principalmente de 
naturaleza escalar y consiste en cadenas de declaraciones en un lenguaje de control 
para computadora: 

Moverse en X hasta que la fuerza excede F 
Girar sobre Z hasta que el torque excede T 

La esencia de este método es un conjunto de movimientos discretos terminados 
por un evento discreto, tal como el contacto. Una de las ideas derivadas de este 
método es la tentativa de crear sistemas de control de fuerza basados en regl<l.':i. 

El control continuo de fuerza comienza con el trabajo de Groome {1972) , Ncvins 
y Whitney (1973) , y WhitI\ey (1977). Se basa en la informa.rió11 m11lti-ejc <ll' 
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fuerza-torque obtenida de los ejes del sensor (Drake y Watson 1975), combinados 
con una respuesta multi-ejes basada en movimientos continuos de ejes coordinados 
(Whitney 1972). El control continuo de fuerza fue aplicado a tareas de ensamble y 
de seguimiento de borde, y se basaba en una matriz de retroalimentación que con­
vertía un vector de la fuerza medida en un vector de velocidad de respuesta. Esta 
velocidad de respuesta era combinada con el comando original de la velocidad para 
crear un nuevo comando. Puesti0 que un contacto continuo era mantenido entre el 
brazo y el ambiente, la sincronización y la estabilidad de los movimientos controla­
dos eran importantes. 

Desde que estos métodos fueron planteados, otros proc,'edimientos y técnicas se 
han desarrollado. De una manera breve se explicarán las ideas fundamentales de los 
métodos más comunes para controlar la fuerza de contacto. 

l. Métodos que implican la relación entre la posición y la fuerza aplicada 

• Control de rigidez pasivo . . También conocido como control compliance 
pasivo, es una solución simple para reducir las fuerzas de contacto entre 
el robot y su entorno. Básicamente, consiste en interponer entre la parte 
manipulada y el robot un dispositivo mecánico capaz de cambiar su con­
figuración bajo los efectos de las fuerzas de contacto. Así, incorporando 
a la estructura un comportamiento elástico que compense los errores de 
posición (Drake y Simunovic 1977). Este método es típicamente usado 
para manejar los problemas de insertar un perno en un agujero (peg-in­
hole). El control compliance pasivo ofrece algunas ventajas tales como 
inserciones rápidas y precisas de partes sin requerir estrategias mmplejas. 

• Control de rigidez activo. Este método controla activamente la rigidez 
aparente del efector final del robot y permite controlar la fuerza y posi­
ción simultáneamente. El usuario puede especificar la rigidez traslacional 
y rotacional deseadas del sistema de referencia de mntacto. La rigidez 
puede ser cambiada bajo un programa de control para cubrir los reque­
rimientos de cada tarea. Una alta ganancia es asignada a las direcciones 
en las que la posición debe ser controlada, mientras que ganancias bajas 
son asignadas a las direcciones de las fuerzas controladas. La ventaja 
del esquema de control de rigidez activo es que es relativamente simple y 
la matriz de rigidez necesaria para implementar el mntrolador puede ser 
cambiada en línea para adaptar el mmportamiento del robot para varias 
tareas restringidas. 

2. Métodos que usan la relación entre la velocidad y la fuerza aplicada 

• Control por impedancia. De acuerdo mn Hogan ( 1985) , Ja idea hásira 
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del control por impedancia es asignar un comportamiento dinámico pre­
establecido para el robot mientras su efector final está actuando con 
el entorno. El desempeño deseado es especificado por una impedancia 
dinámica generalizada representando un sistema masa-resorte-amortigua­
dor. Este método puede ser implementado con o sin retroalimentación de 
fuerza. Para más información se puede consultar Khalil y Dombre (2002) 

• Accommodation control. Este esquema fue desarrollado por Whitney 
(1977); compare.do con el control de rigidez, este es un controlador inte­
grativo en el cual las fuerzas sensadas dan lugar a las modificaciones en 
velocidad, que resultan de multiplicar las fuerzas medidas por una matriz 
de admitancia (velocidad/fuerza). En este esquema, las señales deseadas 
son la velocidad del efector final y la fuerza de contacto .. 

3. Métodos utilizando retroalimentación de fuerza y posición 

• Control híbrido de posición/fuerza. Para las tareas donde la posi­
ción del efector final y la fuerza de contacto deben ser controladas si­
multáneamente, Raibert y Craig (1981) propusieron el llamado control 
lubrido de posición/fuerza, introduciendo un modo de selección que dis­
tingue las componentes de control de posicionamiento de las del control de 
fuerza en coordenadas cartesianas. Sin embargo, este concepto, en prin­
cipio, puede ser aplicado solamente para el caso donde la superficie de 
contacto es un plano liso en coordenadas cartesianas. Más recientemente, 
MaClamroch y Wang (1990) dieron una prueba de estabilidad local de 
un control en lazo cerrado usando retroalimentación lineal para un punto 
de operación cuando los objetivos de posición y fuerza de contacto son 
constantes para el manipulador. Ellos demuestran que en principio no es 
necesario el uso de la matriz de selección de modo. MaClamroch y Wang 
(1988) también resolvieron un problema de segtúmiento general para ro­
bots restringidos usando retroalimentación nolineal a partir de un método 
modificado de torque calculado. Kankaanranta y Koivo (1988) trataron 
el problema usando una transformación nolineal del modelo en coorde­
nadas de las articulaciones dentro del sistema coordenado de referencia 
restringido y reduciendo la dimensión del modelo de forma parecida a lo 
presentado por MaClamroch y Wang (1988). Arimoto et al. (1993) renue­
van el concepto de control lubrido de posición/ fuerza para una clase de 
tareas donde el efector final toca con una superficie suave. Ellos pro­
ponen el método por el principio de ortogonalización que distingue las 
señales de retroalimentación de posición de las de fuerza, al introducir 
una matriz de proyección en mordenadas de las articulaciones. Aunque 
la mayoría de los esquemas consideran el mnocimiento de la velocidad 
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en las articulaciones. Está limitación ha sido resuelta por Gudiño et al. 
(2003) incorporando un observador al esquema de control. 

• Control hfbrido de posición/fuerza paralelo. Este control encuentra 
sus raíces en el trabajo de Raibert y Craig (1981). Este control satisface 
simultáneamente la posición deseada y la fuerza restringida de la tarea. 
Las posiciones y las fuerzas son especificadas de acuerdo a la formulación 
de Mason: las direcciones que están restringidas en posición son con­
troladas en fuerza, mientras que las direcciones que son restringidas en 
fuerza (fuerza cero) son controladas en velocidad o posición. Duffy (1990) 
ha demostrado que no es correcto considerar el subespacio de la velocidad 
y el subespacio de la fuerza como ortogonales como lo sugieren Raibert 
y Craig (1981). Más bien, son las direcciones de posición o velocidad 
controladas y las direcciones de fuerzas controladas las que tienen que 
ser ortogonales en el marco de referencia de contacto. En el método de 
control lubrido paralelo, el robot es controlado por dos lazos de retroali­
mentación complementarios, uno para la posición y otro para la fuerza. 
Cada uno tiene su propio sistema de monitoreo y ley de control. Las leyes 
de control de ambos lazos son sumadas antes de ser enviados al actuador. 
Este método comprende el uso de una matriz de selección que permite 
que cada grado de libertad del manipulador sea controlado por el lazo de 
control de fuerza o de posición. 

• Control lubrido externo. Este esquema de control se compone de 
dos lazos de control anidados: el lazo externo controla la fuerza mientras 
el lazo interno controla la posición (DeSchutter y Van Brussel 1988). La 
salida del lazo exterior es transformada en una entrada de posición desea­
da para el lazo interior. El desplazamiento resultante del robot permite 
ejercer la fuerza de contacto sobre el entorno. El esquema de control 
lubrido externo es relativamente fácil de implementar y requiere poca 
cantidad computacional. Puede ser implementada en robots industriales 
mientras se mantienen sus controladores convencionales. 

4. Métodos sin retroalimentación de fuerza 

• Control de fuerza implícito. Refiriéndose como implícito a los contro­
ladores sin retroalimentación de fuerza, Huang y Tzeng (1989) utilizan 
una transformación no lineal para cambiar el modelo dinámico de un ro­
bot manipulador calculado por la formulación Euler-Lagrange, con el fin 
de obtener una representación entrada-salida para facilitar el diseño de 
un observador de fuerza. Liu y Arimoto (1996) proponen un algoritmo 
de control implícito basado en la estructura de un controlador hibrido 
obtenido por el principio de ortogonalización. Ellos muestran que la 
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fuerza real converge exponencialmente a la deseada. 

5. Métodos sin utilizar retroalimentación de fuerza ni retroalimentación de ve­
locidad 

• La mayoría de los trabajos previos requieren retroalimentación de la posi­
ción y/ o velocidad de las articulaciones, y de la fuerza ejercida por el efec­
tor final del manipulador. Son realmente pocos los trabajos que conside­
ran la eliminación de sensor~. Queiroz et al. (1996) proponen dos con­
troladores de posición/ fuerza para robots manipuladores con movimiento 
restringido considerando el conocimiento exacto del modelo dinámico. En 
estos controladores no se requiere ni la medición de velocidad de las arti­
culaciones ni la de fuerzas de contacto. En Queiroz et al. {1996) semen­
cionan dos trabajos previos de Han-Pang Huang sobre controladores de 
posición/fuerza que no requieren de la medición de la fuerza de contacto 
ni de la velocidad de las articulaciones. Queiroz et al. {1997) se presenta 
un control adaptable para control de posición/ fuerza sin medición de ve­
locidad en las articulaciones y la fuerza de contacto. Este último trabajo 
se obtiene el modelo reducido de un manipulador de 2 grados de libertad, 
y con base en este modeio dividen el problema en componentes de fuerza 
y componentes de posicionamiento. Ellos proponen un filtro para estimar 
la velocidad de las articulaciones. 

Con los antecedentes descritos previamente se puede notar que en un principio las 
diferentes técnicas para el control de fuerza han sido resultado de la solución de 
problemas específicos. Conforme ha pasado el tiempo los algoritmos se han refinado 
para ser más versátiles y eliminar en lo posible el uso de sensores, reduciendo el 
costo de los sistemas de control de posición/ fuerza. Como resultado de esta tenden­
cia, en esta tesis se propone el diseño de un algoritmo de control de posición/ fuerza 
considerando a la posición de las articulaciones la única información disponible para 
el lazo de control. Esto es, la fuerza que ejerce el efector final del manipulador sobre 
la superficie de contacto no es retroalimentada y la velocidad de las articulaciones es 
estimada por medio de un observador. Para cuestiones de resultados experimentales 
se considerarán los experimentos reportados en Queiroz et al. (1997). 

La tesis está organizada de la siguiente m8.I)era: en el Capítulo 2 se presentan los 
conceptos, ideas y herramientas matemáticas para la comprensión y desarrollo del 
algoritmo de control propuesto. En el Capítulo 3 se propone el algoritmo de posi­
ción/ fuerza y el análisis de estabilidad es discutido. En el Capítulo 4 se describe el 
equipo experimental y las condiciones de las pruebas; además, los resultados experi­
mentales son mostrados y analizados. Por último se presentan algimas comfosiones 
y trabajo futuro. 
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Capítulo 2 

Antecedentes matemáticos 

En este capítulo se introducirán los conceptos matemáticos e ideas principales para 
el diseño de un algoritmo de control de posición/fuerza en robots manipuladores. 

2.1 Definición de trabajo y trabajo virtual 

Figura 2.1: Diagrama del desplazamiento de una partícula debido a una fuerza 

En la mecánica, una fuerza F aplicada a una partícula efectúa trabajo sólo 
cuando existe un desplazamiento en el mismo sentido de la fuerza. Por ejemplo, 
considérese la fuerza F en la Figura 2.1, que se localiza en la trayectorias especifi­
cada por el vector de posición r . Si la fuerza se mueve a lo largo de la trayectoria a 
una nueva posición r' = r + dr, el desplazamiento dr y, por tanto, el trabajo dU es 
una cantidad escalar, definida por el producto escalar 

dU = F ·dr (2.1) 

Denotando por F la magnitud de la fuerza y puesto que dr es infinitesimal, la 
magnitud de dr puede representarse por ds, el segmento diferencial de arco a lo 
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largo de la trayectoria. Si el ángulo entre los segmentos representativos de dr y de 
F es e, entonces por definición del producto punto o producto escalar, la ecuación 
anterior se puede escribir como 

dU = F ds cose (2.2) 

Nótese que si Oº:::; e< 90º , el desplazamiento y la componente de la fuerza tienen el 
mismo sentido, de modo que el trabajo es positivo; en tanto que si 90º <e:::; 180º , 
los vectores en cuestión tienen sentidos contrarios y por tanto el trabajo es negativo. 
Además, dU = O si la fuerza es perpendicular al desplazamiento, pues cos 90º = O, 
o si la fuerza se aplica en un sólo punto, porque en este último caso ds =O. 

A continuación se analizará el caso del trabajo realizado por un par. Las dos 

b) e) 

Figura 2.2: Trabajo realizado por un par. Fuente: Hibbbeler, R . {1996). Mecánica 
para Ingenieros: Estática. pp. 528 

fuerzas del torque efectúan trabajo cuando el par gira en torno a un eje perpen­
dicular al plano en que se aplica. Para mostrarlo , considere el cuerpo rígido en la 
Figura 2.2(a) , que está sujeto a un par cuyo momento tiene magnitud M = Fr. 
Cualquier desplazamiento diferencial general del cuerpo puede considerarse como la 
combinación de una traslación y una rotación. Cuando el cuerpo rígido se traslada 
de tal manera que la componente del desplazamiento a lo largo de la línea de acción 
de cada fuerza es dsi, es claro que el trabajo "positivo" de una de las fuerzas (Fdsi) 
cancela el trabajo "negativo" de la otra (Fdst) (Figura 2.2b)). Considérese ahora 
una rotación diferencial dB del cuerpo alrededor de un eje perpendicular al plano 
del par, y que interseca el plano en el punto O (Figura 2.2c) ). Como se muestra, 
cada fuerza está sujeta a un desplazamiento dse = ~de en el sentido de la fuerza: 
por tanto , el trabajo de las dos fuerzas es 

dU = F (;de)+ F (;de)= (F r)de 

dU = M de 

(2.3) 

(2.4) 
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El trabajo resultante es positivo cuando el sentido de M es el mismo que el de d() , y 
negativo de otra manera. En general, el trabajo efectuado por un par está definido 
por el producto escalar, dU = M · d(). 

2.1.1 Principio de trabajo virtual para un sistema de cuer-
pos rígidos conectados 

Hasta el momento las definiciones del trabajo de una fuerza y de un par se han pre­
sentado en términos de movimientos reales expresados por desplazamientos diferen­
ciales de magnitudes ds y d() . Considérese ahora un movimiento imaginario o virtual , 
que indica un desplazamiento o rotación que se supone y no existe en realidad. Estos 
movimientos son cantidades diferenciales de primer orden y se designarán mediante 
los símbolos ós y ó(). El trabajo virtual efectuado por una fuerza sometida a un 
desplazamiento virtual ós es 

óU = FcosB ós (2 .5) 

Análogamente, cuando a un par se le da una rotación virtual óB en el plano de las 
fuerzas del par, el trabajo virtual es 

óU = M óB (2.6) 

El método del trabajo virtual es el más indicado para resolver problemas de equilibrio 
que involucran un sistema de varios cuerpos rígidos conectados, como se muestra en 
la Figura 2.3. 

p 

Figura 2.3: Sistemas clásicos de cuerpos rígidos conectados. Fuente: Hibbbeler, R . 
(1996). Mecánica paro Ingenieros: Estática. pp. 531 
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El principio del trabajo virtual para un sistema de cuerpos rígidos cuyas cone­
xiones son sin fricción puede enunciarse como sigue: Un sistema de cuerpos rígidos 
conectados está en equilibrio a condición de que el trabajo virtual realizado por todas 
las fuerzas externas y pares que actúan sobre el sistema sea cero para cada desplaza­
miento virtual independiente del sistema (Hibbeler 1996). Matemáticamente, esto 
puede expresarse como 

8U =0, (2.7) 

donde 8U representa el trabajo virtual de todas las fuerzas externas (y pares) que 
actúan sobre el sistema durante cualquier desplazamiento virtual independiente. 

2.2 Modelo . cinemático directo de un robot ma­
nipulador 

El problema de la cinemática directa es determinar la posición del efector final de . 
acuerdo con la posición angular que tiene cada una de las articulaciones de los robots. 
La forma más común de representar la cinemática directa es a través de una matriz 
de transformación homogénea º T n E IR4 x\ donde n es el número de articulaciones 
del robot. La matriz ºTn está definida como: 

ºT ºA 1A i- 1A [ºRn ºel,,] n = 1 2 · · · i = ÜT 1 ' (2.8) 

donde i - l A; E )R4x 4 con i = 1, 2, . . . , n, es la matriz homogénea que transforma las 
coordenadas de un punto del sistema de coordenadas i al sistema i-1. 0 Rn E JR3x 3 es 
una matriz ortogonal de rotación que representa la rotación del sistema coordenado 
OnXnYnZn con respecto al sistema de la base 0ox0y0 ZQ, y cumple con 

ºRn = (n~) - 1 =n RJ 
detºRn = +l (2.9) 

Por otra parte, 0 dn E JR3 es el vector que indica la posición del origen del sistema n 
medido desde el origen del sistema de referencia 0ox0y0 z0 . Usualmente se utili;:a la 
representación de Denavit-Hartenberg para c.alcular cada matriz de transformació11 
H A ; (Spong y Vidyasagar 1989). 

2.2.1 Espacio de las articulaciones y espacio operacional 

Como se menciona en esta sección, las ecuaciones de cinemáti C'.a directa dt~ un ma­
nipulador permiten expres,ar la posición y orientación del sistema coordPnado del 
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efector final como una función de las variables de las articulaciones con respecto al 
sistema de la base. Si una tarea es especificada para el efector final, es necesario asig­
nar su posición y orientación, eventualmente como una función del tiempo. Esto es 
relativamente fácil para la posición. Por otro lado, especificar la orientación a través 
de un vector en IR3 es bastante difícil, puesto que sus nueve componentes deben sa­
tisfacer las restricciones de ortonormalidad impuestas por (2.9) para cada instante. 
El problema de describir la orientación del efector final admite una solución natural 
si se elige la representación (2.8) . En este caso, una trayectoria de movimiento puede 
ser asignada para el conjunto de ángulos elegidos para representar la orientación. 
Por lo tanto, la posición puede ser dada por un número mínimo de coordenadas 
respecto a la geometría de la estructura, y la orientación puede ser . especificada en 
términos de una mínima representación (ángulos de Euler) describiendo la rotación 
del sistema coordenado del efector final .con respecto al sistema de la base. De esta 
forma, es posible describir la configuración de posición/orientación del manipulador 
por medio del vector (x E IRm xl ), con m :S n, 

X=[:] (2.10) 

donde p describe la posición del efector final y <f> su orientación. Esta representación 
de posición y orientación permite la descripción de una tarea del efector final en 
términos de un número de parámetros inherentemente independientes. El vector x 
es definido en el espacio en el cual la tarea del manipulador es especificada, general­
mente llamado espacio operacional. 

Por otro lado, el espacio de las articulaciones (espacio de configuración) denota 
el espacio en el cual el vector de dimensión n x 1 de las variables de las articulaciones 

(2.11) 

está definido. Debido a la dependencia entre la posición y la orientación de las 
variables de las articulaciones, la ecuación de cinemática directa puede ser escrita 
de una forma diferente a (2.8) , esto es 

X= k(q) , (2.12) 

El vector función k( ·) E IRm x 1 -en general no lineal- permite el cálculo de las variables 
del espacio operacional a partir del conocimiento de las variables en el espacio de 
las articulaciones. 
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2.3 J acobiano de un robot manipulador 

En la sección anterior, la cinemática directa estableció la relación entre las variables 
de las articulaciones y la posición y orientación del efector final. En esta sección, la 
cinemática diferencial, la cual da la relación entre la velocidad de las articulaciones 
y la correspondiente velocidad lineal y angular del efector final, es presentada. Este 
mapeo es descrito por una matriz, referida como Jacobiano geométrico, la cual de­
pende de la configuración del robot. Alternativamente, si la localización del efector 
final es expresada con referencia a una representación mínima en el espacio opera­
cional, es posible calcular la matriz Jacobiana vía la diferenciación de la función de 
cinemática directa con respecto a las variables de las articulaciones. El Jacobiano 
resultante, referido como Jacobiano analítico, en general difiere del Jacobiano geo­
métrico. El Jacobiano constituye una de las más importantes herramientas para la 
caracterización del robot. De hecho, es útil para encontrar configuraciones singu­
lares, análisis de redundancia, el mapeo entre las fuerzas aplicadas por el efector 
final y los torques resultantes en las articulaciones, así como la obtención de las 
ecuaciones de movimiento del manipulador. 

2.3.1 Jacobiano geométrico 

Considérese un manipulador de n grados de libertad. La ecuación de cinemática 
directa puede ser escrita de la forma definida por (2.8). El objetivo de la cinemática 
diferencial es encontrar la relación entre las velocidades de las articulaciones y la 
velocidad lineal y angular del efector final . En otras palabras, se desea expresar i¡ 
por medio de las siguientes relaciones: 

p = Jp(q)i¡ 

w=Jo(q)i¡ 

(2.13) 

(2.14) 

En (2.13) , J pes la matriz (3 x n) que relaciona la contribución de la velocidad de las 
articulaciones q con la velocidad lineal p del efector final , mientras en (2.14) J 0 es 
la matriz (3 x n) que relaciona la contribución de la velocidad de las articulaciones 
q a la velocidad angular w del efector final. En forma compacta, (2.13) y (2.14) 
pueden ser escritas como 

V= [ ~] = J(q)q ,· (2.15) 

la: cual representa la ecuación dinámica diferencial del manipulador. La matriz 
J ( q) E JRB xn es el Jacobiano geométrico del manipulador. 

J=[~:J (2.16) 

En general, (2.16) es una función de las variables de las articulaciones. 
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2.3.2 Jacobiano Analítico 

Si la posición y orientación del efector final se especifican en términos de un número 
mínimo de parámetros en el espacio operacional como en (2.10), es natural pregun­
tarse si es posible calcular el Jacobiano vía diferenciación de la función de cinemática 
directa con respecto a la variable de las articulaciones. La velocidad traslacional del 
sistema de coordenadas del efector final puede ser expresada como la derivada en el 
tiempo del vector p, representando el origen del sistema del efector final con respecto 
al sistema de la base, esto es 

. ap. J ( ) . 
P = aqq= p q q, (2.17) 

En lo que concierne a la velocidad rotacional del sistema del efector final , se pude 
considerar la representación mínima de orientación en términos de tres variables </>. 
Su derivada con respecto al tiempo ;¡, en generii.l difiere del vector de velocidad an­
gular w. En cualquier caso, una vez que la función</>( q) es conocida, es formalmente 
correcto considerar el Jacobiab.o obtenido como 

</>
. 8</> . J ( ) . 
=-q= "'q q 

aq . 
(2.18) 

Calcular el Jacobiano J <1>( q) como ~: no es directo, puesto que la función </>( q) no 
está usualmente disponible en forma directa. Sobre esta idea, la ecuación cinemática 
diferencial puede ser obtenida como la derivada con respecto al tiempo de la ecuación 
(2.12), esto es 

. [p] [Jp(q)] . ( ) . 
X=;¡,= Jt/>(q) q=JA qq (2.19) 

donde el Jacobiano analítico 

(2.20) 

es diferente del Jacobiano geométrico J, puesto que la velocidad angular w del 
efector final con respecto al sistema de la base no es'tá dada por~. 

2.4 Modelo dinámico de un robot manipulador 
con movimiento libre 

Utilizando la formulación de Euler-Lagrange, la ecuación dinámica de movimiento 
de un manipulador den grados de libertad está dada por la ecuaciÓn (2.21 ). Esta 
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ecuación describe la evolución en el tiempo del manipulador sujeto a restricciones 
holonómicas, cuando las fuerzas restringidas satisfacen el principio del trabajo vir­
tual (Spong y Vidyasagar 1989). 

En (2.2l)se tiene 

H(q) E JRnXn 

C(q, q)q E lRn 

DE JR.n x n 

H(q)q+ C(q, q)q + Dq + g(q) = T , (2.21) 

vector de fuerzas o momentos generalizados actuando en 
las articulaciones. 
matriz simétrica positiva definida de inercia generalizada.· 
vector de fuerzas centrífugas y de Coriolis. 
matriz diagonal semidefinida positiva de términos disipativos. 
Considera los coeficientes de fricción viscosa de las articula­
ciones 
vector de términos gravitacionales. 
grados de libertad 
[qi, q2 , .. . , qnf: vector de coordenadas generalizadas 

2.5 Relación entre la fuerza del efector final y el 
torque de las articulaciones 

La interacción del manipulador con el entorno produce fuerzas y momentos en el 
efector final o la herramienta. Sea F = (Fx , Fy , F., nx, ny , nz)T el vector de fuerzas 
y torques en el efector final, expresado en el sistema coordenado de la herramienta. 
Fx , Fy , Fz son las componentes de fuerza en el efector final y nx , ny, nz del torque, 
como se muestra en la Figura 2.4. Sea T el vector de torques en las articulaciones 
y 15X el desplazamiento virtual del efector final causado por Ja fuerza F. Final­
mente, sea 15q el correspondiente desplazamiento virtual en las articulaciones. Estos 
desplazamientos son relacionados a través del Jacobiano J ( q) del manipulador de 
acuerdo con 

15X = J ( q)l5q. (2.22) 

El trabajo virtual 15W del sistema es 

(2.23) 

Substituyendo (2.22) en (2.23) se obtiene 

(2.24) 
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Nótese que (2.24) es igual a oero si el manipulador está en equilibrio. Puesto que 
las ooordenadas generalizadas q BOn independientes se tiene la igualdad 

(2.25) 

En otras palabras las fuerzas del efector final se relacionan con los torques en las 
articulaciones por la transpuesta del Jacobiano del manipulador, de acuerdo con la 
ecuación (2.25). 

Figura 2.4: Componentes de fuerza y torque en un manipulador en contacto con el 
ambiente. 

2.5.1 Singularidades 

/ y 
F 

X X 

Figura 2.5: Singularidades comunes que se presentan en los manipuladores. Fuente: 
Spong, M. Vidyasagar, M. {1989). Robot Dynamics and Control. pp. 244 

Se puede observar que el Jacobiano desempeña un papel importante en las fuerzas 
y torques que actúan en un manipulador. Por lo tanto, se espera que configuraciones 
singulares den lugar a un comportamiento especial con respecto a estas fuerzas y 
torques. En una configuración singular, es decir una configuración de q donde el 
espacio nulo del JT no sea vacío, un vector F en este espacio no produce ningún 
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torque en las articulaciones. Asimismo, en una configuración singular hay direcciones 
en el espacio cartesiano en el cual el manipulador no puede ejercer fuerzas (ver 
Figura 2.5). 

2.6 Restricciones naturales y artificiales 

Las tareas de control de fuerza se pueden pensar en términos de las restricciones 
impuestas en el manipulador por su interacción con el entorno. Un manipulador 
que se mueve a través del espacio libre dentro de su espacio de trabajo no está 
restringido en la posición y, por tanto, no puede ejercer ninguna fuerza. Un sensor 
de fuerza en tal caso registraría solamente las fuerzas de inercia debido a cualquier 
aceleración del efector final. Tan pronto como el manipulador entre en contacto con 
una superficie rígida, como se muestra en la Figura 2.6, un grado de libertad en 
la posición se pierde puesto que el manipulador no puede moverse a través de la 
superficie. Al mismo tiempo, el manipulador puede ejercer fuerzas normales a la 
superficie. Esto es, el movimiento es posible a lo largo de la dirección de los vectores 
tangentes a la superficie de restricción, mientras que las fuerzas pueden ser ejercidas 
a lo largo de la dirección de los vectores normales a la superficie. Así, el control de 
posición y el control de fuerza se excluyen mutuamente: no se puede controlar una 
fuerza y una posición a lo largo de la misma dirección simultáneamente. 

Figura 2.6: Manipulador en contacto con el entorno. 

Para describir las tareas de control de fuerza se acostumbra introducir un marm 
de referencia OcXcYcZc (también llamado marco de referencia de la restricción) , de 
tal manera que la tarea que será realizada sea descrita fácilmente. Por ejemplo, en 
una aplicación para lavar una ventana se puede definir un marco de referencia en la 
herramienta con el eje Zc a lo largo de la dirección normal de la superficie. La es­
pecificación de la tarea entonces sería expresada en función de mantener una fuerza 
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constante en la dirección Ze mientras se sigue una trayectoria preescrita en el plano 
Xe - Ye· Más específicamente, un marco de re;;tricción es un sistema coordenado 
(variante en el tiempo} cuyos ejes coordenados descomponen la tarea en direcciones 
a lo largo de las cuales los comandos de posición pura o un comando de fuerza pura 
pueden ser programados. 

Con respecto al marco de restricción coordenado se pueden asociar ciertos con­
juntos de restricciones conocidas como restricciones naturales y restricciones ar­
tificiales, que definen la tarea. Por ejemplo, una restricción de la posición en la 
dirección de Ze que se presenta por la presencia de una superficie rígida es un res­
tricción natural, mientras que la trayectoria Xe - Ye necesaria para lavar la ventana 
es una restricción artificial. 

2. 7 Movimiento restringido y dinámica del robot 

Cuando un robot manipulador está en contacto con el entorno, se producen fuerzas 
adicionales debido a la interacción entre el efector final del robot y este. Sea f. la 
fuerza ejercida por el robot debido al contacto con el entorno. Es fácil demostrar, 
usando el principio de trabajo virtual, que el torque en una articulación del robot 
está dado por T 6 = JT(q)f •'donde J(q) .es el Jacobiano del manipulador. Así, la 
ecuación (2.21} puede ser mOdIBcada como 

(2.26} 

para incorporar la fuerza externa debida a la interacción con el entorno. ¡;_ = 
(! T m T) E JR6 representa las fuerzas (/) y los torques ( m) en el sistema coordenado 
de referencia en el punto de contacto. La fuerza de contacto f. es determinada por la 
ecuación (2.25} y por la dinámica del entorno, cuyo modelo dinámico se caracteriza 
por: 

• La cinemática de la geometría de contacto. Esto es, en qué direcciones los 
movimientos del manipulador están restringidos. 

• La relación entre la fuerza aplicada y la deformación de la superficie de res­
tricción. 

Generalmente se consideran dos casos: (1) el robot y el ambiente son perfectamente 
rígidos y (2) el entorno se comporta como un sistema masa-resorte-amortiguador. 
El primer modelo es más apropiado para: 

• Propósitos de especificación de movimiento: el usuario tiene que especificar el 
movimiento deseado del robot, así como la fuerza de contacto deseada. Esto 
es fácil dentro de un modelo cartesiano, rígido y restringido geométricamente. 
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2. 7 Movimiento restringido y dinámica del robot 22 

• Propósitos teóricos: una interacción perfectamente rígida entre el robot y su 
entorno es un caso límite ideal interesante, con el cual otros métodos de control 
pueden ser comparados. 

Dos casos son considerados para entornos rígidos: 1) las restricciones son for­
muladas en el espacio de las articulaciones y 2) las restricciones son formuladas en 
el espacio cartesiano. Para esta tesis sólo se contempla la representación para el 
espacio de las articulaciones. 

Supóngase ahora que las restricciones cinemáticas impuestas por el entorno son 
expresadas en el espacio de las articulaciones por m ecuaciones algebraicas 

cp(x) =O. (2.27) 

Esta ecuación asume que la restricción es rígida, bilateral y holonómica y que las 
m restricciones son independiente entre sí; por lo tanto el manipulador queda con 
n - m grados de libertad. x es el espacio coordenado y q debe satisfacer 

cp(e( q)) = o, (2.28) 

donde X= e( q) representa la cinemática directa del manipulador 

La dinámica para el robot restringido es obtenida a partir del modelo sin restric­
ción (2.21) por la técnica clásica de incorporar las restricciones dentro de la función 
Lagrangiana. Para el sistema sin restricción, el Lagrangiano es la diferencia entre 
la energía cinética del sistema K y su energía potencial P. Para que el método de 
Lagrange satisfaga las ecuaciones dinámicas del sistema y las restricciones se define 
el Lagrangiano extendido 

m 

.C=K-P+ LAJ't'j(q) (2.29) 
j=l 

con .X= [.X 1 ... Am]T. La solución de las ecuaciones Lagrangianas 

:t ( :~) -:~k = T k, k = 1, · · · , n (2.30) 

resulta en 

H ( q)q + C( q, i¡)i¡ +Di¡+ g( q) = T + J ~· ( q).X (2.31) 

donde q E lRn es el vector de coordenadas generalizadas de las art.i c11laciones. 
H(q ) E lRn xn es la matriz de inercia simétrica positiva definida. C(q . i¡ )i¡ E lR" 
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2.8 Propiedades del modelo del robot con movimiento restringido 23 

es el vector de torques centrífugos y de Coriolis, g( q) E Rn es el vector de torques 
gravitacionales, D E lRn xn es la matriz diagonal semidefinida positiva la cual con­
sidera los coeficientes de fricción viscosa de las articulaciones, T E lRn es el vector 
de torques actuando en las articulaciones, y >. E lRm es el vector multiplicador 
de Lagrange (físicamente representa la fuerza aplicada en el punto de contacto). 
J ,.,(q) = V<p(q) E lRmxn es una matriz ortogonal, cuyo rango se asume completo 
debido a que se considera que todas las restricciones son independientes. V <p( q) de­
nota el vector gradiente de la superficie del objeto <p E lRm, el cual mapea un vector 
sobre el plano normal al plano tangente en el punto de contacto. J ,.,( q) representa 
la fuerza de contacto ideal, esto es, contacto sin fricción. 

Cabe mencionar que la restricción holonómica juega un papel muy importante 
debido a que, si se calcula ·adecuadamente, es posible saber qué debe satisfacer la 
trayectoria del robot para garantizar que el manipulador 'permanecerá en contacto 
con la superficie del objeto. 

2.8 Propiedades del modelo del robot con movi- · 
miento restringido 

El modelo dinámico (2.31) tiene propiedades útiles para desarrollar el algoritmo de 
control y verificar su estabilidad. Primero se denota el valor propio más grande 
(pequeño) de una matriz por >-max(-) (>.min( ·)). La norma de un vector x de dimen­
sión n x 1 está definida por l!xll ~ v'X'iX, mientras que la norma de una matriz A 

de dimensión m x n es la com~pondiente norma inducida llAll ~ J>-max (ATA). 
Recordando que se consideran articulaciones de revolución, las siguientes propiedades 
pueden ser establecidas. 

Propiedad 2.1 H(q) satisface >.hllxll 2 S xTHx S >-ttllxll 2 Vq , x E Rn , 
donde >.h ~ min>.min(H) , Att ~ max>.max(H) , y O< >.h < >.H < oo !:::. 

Propiedad 2.2 Con una apropiada definición de C(q, q), H(q)-2C(q , q) es anti­
simétrica f:::. 

Propiedad 2.3 El vector C(q , x)y satisface C(q,x)y = C(q, y)x 
JRn 

Propiedad 2.4 Se satisface llC(q, x)ll S kcllxll con O < kc < oo , 

Vx,y E 

!:::. 

Vx E lR" 
!:::. 
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Propiedad 2.5 El vector q puede ser escrito como 

q = q + (J;J <pq - J ; J <p q) 
= (Inxn - J;J <p) q + J ; J <pq 
= (Inxn-P(q))q+J;J<pq 

~ Q(q)q+J;(q)p 

24 

(2.32) 

con P(q) = J;J 'P y Q(q) = I - P(q). Donde J ; = J~ (J'PJ~f 1 
E !Rnxm es 

conocida como la pseudoinversa de J 'P( q) y Q( q) E IRnxn satisfaa rango ( Q( q)) = 
n - m . Estas dos matrices son ortogonales, i.e. Q(q)J;(q) =O (y J ;(q)Q(q) = 

O). p ~ J 'P ( q) q E llr es conocida como la velocidad restringida. Puesto que están 
siendo consideradas restricciones homogéneas, de acuerdo con (2.28) , se tiene 

p=O y p:=:o (2.33) 

!:::. 

UNAM 2004 



Capítulo 3 

Control de fuerza-posición 

En este capítulo se presenta el algoritmo de control de posición/fuerza _tema de esta 
tesis. En primer lugar se presenta el .esquema de control con las definiciones perti­
nentes. A continuación se define el observador de velocidad para la implementación 
del algoritmo. Por último se analizan el acotamiento de los estados y la e8tabilidad 
del controlador. 

3.1 Esquema de Control 

Para poder diseñar el esquema de control-observador, las siguientes suposiciones son 
hechas: 

Suposición 3.1 El robot satisface las restriccione_s 

<p(q)=O 

p=O, p=O 

para todo tiempo. Además, el manipulador no es redundante. 

Suposición 3.2 La -natriz J..,( q) es Lipschitz continua, esto es 

J ..,(q) = V<p(q) = a~~q) 

llJ .., (q) - J..,(q¿)ll :S Lllq- q¿ll , 

(3.1) 

(3.2) 

o 

(3.3) 

(3.4) 

para una constante positiva L y paro toda q, qd E lRn. Además, existe una constante 
positiva finita eo que satisface 

(3.5) 

o 
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Nótese que la Suposición 3.1 de que el robot no sea redundante significa que (2.28) 
puede ser satisfecha solamente por un vector acotado q. Las ecuaciones (3.3)-(3.4) en 
la Suposición 3.2 considera que la restricción no incluye singularidades. La ecuación 
(3.5) es bastante razonable para robots de revolución, puesto que los elementos de q 
aparecen como argumentos de funciones de senos y cosenos. Esta es la razón de que 
(3.5) sea válida. Nótese que no solamente J;( q) está acotada, sino también J '{'( q) 
está acotada para cualquier q. 

A continuación, considérese el modelo dinámico de un robot manipulador con 
movimiento restringido dfficrito en la Sección 2. 7 

H(q)q + C(q, i¡)i¡ +Di¡+ g(q) = T + J~(q)A . 

Los errores de seguimiento y observación se definen como 

- 6 q = q- qd 
6 , 

z = q- q, 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

respectivamente, donde qd es una trayectoria deseada suave y acotada que satisface 
la restricción (3.1), y C) representa el valor estimado de (·). Otras definiciones de 
error son: 

b.p ~ p- Pd 

b.). ~A-:--~ 

(3.9) 

(3.10) 

donde Pd es la posición deseada de la restricción que satisface (3.2), y~ es la fuerza 
deseada aplicada por el robot sobre la superficie de restricción. 

La referencia nominal está definida por 

donde A= kl E Rn xn con k >O y (3 es una constante positiva. Sea 

6 . . 
s = q - q,. (3.12) 

Utilizando la Propiedad (2.32) y sustituyendo (3.11) en (3.12) se obtiene 

s = Q(q)q+ J ;(q)p- [Q(q) (i¡d -A(q- qd)) + J ;(q) (Pd -f36p) ] (3.13) 

= Q(q) ['1- i¡d +A (q- qd)] + J ;(q) (p- Pd + (36p) 

= Q(q) [q +A (q- qd)] + J ; (q) (b.p + (36p) 

~ Sp + S¡ 
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Nótese que sP y sr son vectores ortogonales y, con la ayuda de la ecuación (3.8) , s 
puede ser escrito como 

s= Q(q)[q+A~-q<l)] +J~(q) (t.p+(3ílp) (3.14) 

q 

= Q(q) [q+ A (q- q<l) - Az] + J~(q) (ílp + (3ílp) 

= Q(q) (q + Aq-Az) + J~(q) (ílp + (3ílp) 

A continuación se analiza tlr· &ta cantidad está dada por 

. ·+ -'lr = Q(q) (tú - A(q - qd)) + J <p(q) (Pd - f3ílp) (3.15) 

+ Q(q) ( qd -A(~ - tid)) + J~(q) (Pd - f3ílp) 

Como se mostrará adelante, qr es necesario para implementar el controlador y el 
observador. Sin embargo, esta cantidad no está disponible puesto que q no es 
medible. Para superar este inconveniente, considérese Q( q) E IRn x n . Entonces, se 
tiene 

[
8a~1~</J q . . . 8a~"Jq) ql 

Q(q) = : ·.. : 
8an1(Q) q 8ann(Q) q 

aq aq 

donde ªªf3 es el elemento a(3 de Q(q). Basado en (3.16) se define 

con 

[
~. . .. ~. l . aq qo aq qo 

Q(q) ~ : · .. : ' 
8an1(q) · 8ann(q) • aq qo . . . aq qo 

. " ; A qo = q- z . 

De este modo se puede definir 

[
~ . . aq r 

Q(r) ~ Q(q) - Q(q) = : 
8an1 ( Q) r 

aq 

~] aq r 

8ann( Q) 
aq r 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 
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con 

r:@: q- q0 = q- q + Az = z + Az, (3.20) 

De (3.17), se propone la siguiente sustitución para qr 

.. ; ; + 
qr :@: Q( q) ( qd - A( q - qd)) + J <p ( q) (i>d - f3~p) (3.21) 

+ Q(q) ( q<l -A(q- qd)) + J~(q) (jj<l - f3~p) 
·+ . 

donde j 'P ( q) se define de manera similar a Q( q) en (3.17).Nótese que el valor de p 
se usa también, puesto que se conoce de (3.2). De la ecuación (3.15) se tiene 

Q( q) ( q<l - A( q - qd)) + J~( q) (jj<l - f3~i>) (3.22) 
. ·+ 

= ilr - Q(q) ( qd - A(i¡- q<l)) - J <p(q) (P<l - {J~p) 

Sustituyendo (3.22) en (3.21) se tiene 

.. ll. ; ; + 
qr = Q(q) (qd -A(i¡- qd)) + J<p(q) (P<l -{3~p) (3.23) 

. ·+ 
+ ilr - Q(q) (qd - A(q - qd)) - J <p (q) (P<l - f3~p) 

Después de simplificar (3.23) se obtiene 

qr = qr + e(r) , (3.24) 

con 

El control propuesto es 

'T = H(q)qr + C(q, qr)q, + Dqr + g(q) - KR(Qo - q,) - J !(q)Ad (3.26) 

donde KR E .!Rn xn es una matriz diagonal positiva definida. Nótese que de (3.12) y 
(3.20) se obtiene 

ll. . • . . 

S = q - qr ::::} q = S + qr · · (3.27) 
ll. . . . . => qo - qr = s - r. 

r = q - qo => q = r + qu 

Sustituyendo (3.24) y (3.27) en (3.26) se obtiene 

'T = H(q)(q, + e(r)) + qq, q,)q, + Di¡,+ g(q) - KR(s - r) - J ~( q )~1 (3.28) 
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3.2 Definición del observador de velocidad 29 

3.1.1 Obtención del modelo en lazo cerrado 

Sustituyendo (3.28) en el modelo del robot (3.6) se obtiene el modelo a lazo cerrado 

H(q)q + C(q, i¡)i¡ +Di¡+ g(q) - J!(q)>. = (3.29) 

H(q)(qr + e(r)) + C(q, qr)qr + Dqr + g(q) - J!(q)A,i - KR(s - r), 

o bien 

H(q)(q- qr) + D(i¡- qr) - J!(q)(.X -A,i) + KRs - KRr (3.30) 

+ C(q, q)i¡- C(q, qr)i¡r = H(q)e(r) 

A continuación se manipula C(q, i¡)i¡- C(q, i¡r)i¡r con ayuda de la -definición (3.27) 
y la Propiedad 2.3 se tiene 

C( q, q)q - C( q, qr)qr = C( q, q)( 8 + qr) - C{ q, qr)qr (3.31) 

= C(q, q)s + C(q, q)qr - C(q, qr)i¡, 
= C(q,q)s+ C(q, qr)q- C(q, qr)qr 
= C(q, q)s + C(q, qr)(i¡- q,) 
= C( q, ·i¡)s + C( q, qr)s . 

Sustituyendo (3.12) y (3.31) en (3.30) se obtiene el sistema en lazo cerrado en 
términos des, r y .ó..X: 

H(q)s = -KRs - Ds + J!(q).ó..X + KRr - C(q, i¡)s (3.32) 

- C(q, qr)s + H(q)e(r) 

= -C(q, q)s - KoRs + J!(q).ó..X + KRr - C(q, i¡r)s + H(q)e(r) 

donde KoR ~ KR +D. 

3.2 Definición del observador de velocidad 

La dinámica del observador está dada por 

q= q0 +Az+kdz 

q0 = qr + kdAz, 

donde kd es una constante positiva. Sustituyendo (3.24) en (3.34) se tiene 

q0 = q, + e(r) + kdAz . 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 
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Despejando q
0 

de (3.33) y derivando se obtiene 

q
0 

= ~ - Az - k¿z. 

Sustituyendo (3.20) y (3.36) en (3.35) 

ilr = q - Az - k¿z - k¿Az - e(r) 

= ~ -Az - k¿ (z + Az) - e(r) 

= q-Az - k¿r- e(r) . 

30 

(3.36) 

(3.37) 

De la ecuación (3.8) se puede deducir q = q - z; por lo tanto (3.37) se puede 
reescribir como 

-r 
iir = q- r- k¿r- e(r) 

=> 8 = r + k¿ r + e( r) 

con 8 = q - '1r· Multiplicando (3.38) por H ( q) se tiene· 

H(q)s = H(q)e(r) + H(q)r + k¿H(q)r. 

Sustituyendo (3.32) en (3.39) 

- C(q, i¡)s - KoRB + J!(q)D.>.. + KRr + H(q)e(r) - C(q, q,)s 

= H(q)e(r) + H(q)r + k¿H(q)r 

(3.38) 

(3.39) 

=> J~(q)D.>.. - K oRs + KRr - C(q, i¡)s - C(q, i¡r)s = H(q)r + kdH(q)r 
(3.40) 

Despejando H ( q)r de (3.40) 

H(q)r = -K0Rs - k¿H(q)r + KRr - C(q, i¡)s - C(q, i¡,)s + J ! (q)D.>.. (3.41 ) 

= -KoRs - Hrdr - C(q, i¡)s - C(q, i¡r)s + J ! (q)D.>.. 

donde H rd ~ kdH ( q) - K R · Usando nuevamente la Propiedad 2.3 para manipular 
el término -C(q, i¡)s - C(q, i¡r)s de (3.41) se tiene 

- C( q, i¡)s - C( q, i¡r)s - C( q, i¡)r + C( q , q)r (3.42 ) 

= -C(q, q)(s - r) - C(q, i¡,)s - C(q, q)r 

= -C(q, s + i¡r)(s - r) - C(q, i¡r)s - C(q, i¡)r 

= -C(q, s + i¡r)s + C(q, s + i¡,)r - C(q, q,)s - C (q, q)r 

= -C(q, s)(s + i¡, ) + C(q, s + i¡,)r - C(q, s)q, - C(q. q )r 

= -C(q, s)(s + 2 i¡r) + C(q, s + i¡r)r - C(q , i¡ )r 

= -C(q, s + 2i¡r)s + C(q , s + i¡,)r - C(q , q )r 
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Sustituyendo (3.42) en (3.41) se tiene 

H(q)r = -C(q, i¡)r - Hrdr- C(q, s + 2i¡r)s 

+ C(q, s + i¡,)r - Koas + J~(q)~.X 

3.2.1 Prueba de convergencia 

Sea 

31 

(3.43) 

(3.44) 

el vector de estados asociado al sistema en law cerrado (3.32) y (3.43). La idea 
principal del diseño control-observador es demostrar que cuando llxl! tiende a cero, 

los errores de seguimiento q, q, ~p, ~p y ~A y los de observación z y z tenderán 
todos a cero también. De (3.20) es obvio que si r está acotada y tiende a cero, así 
lo harán z y z. Pero esto no es claro para las otras variables. El Lema 3.1 muestra 
que realmente es el caso bajo algunas condiciones. 

Lema 3.1 Si :i: está acotada por Xmax y tiende a cero, entonces los siguientes .hechos 
se satis/ acen: 

a) ~p y ~p permanecen acotadas y tienden a cero. 

b) q y q permanecen acotadas. Si la cota Xmaxi paro ll:i: I! se elige suficientemente 
pequeña para garantizar que ll"Qll ~ r¡ para toda t , con r¡ una constante positiva 

suficientemente pequeña, entonces q y q tenderán a cero también. 

c) Si, además, el vector de velocidad i¡ está acotado, entonces ~A permanecerá 
acotada y tenderá a cero. 

La prueba del lema se encuentra en el Apéndice B. La principal conclusión es que 
si :i: está acotada, también lo están s y r . Aún más, s y r tenderán a cero si :i: lo 
hace. De hecho cualquier otra señal de error estará acotada y tenderá a cero. 

Es interesante notar que, si ll:i:ll está acotada por Xmax• entonces siempre es 
posible encontrar una cota para e( r) en (3.25) la cual satisfaga 

lle(r)ll ~ Me(Xmax)llrll <OO. (3.45) 

Considérese ahora la siguiente función candidata de Lyapunov para el sistema (3.32) 
y (3.43) 

(3.46) 
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donde M ~bloque diag{H(q) H(q)}, y V(:z:) satisface 

>-1llxll2 ::; V(:z:)::; >-2llxll 2
, 

con 

Á1 ~ -
2

1 
rnin Ámin(M) 

VqEJil." 

Á2 ~ ~ max Ámax(M), 
2 VqEJll." 

Supóngase que se puede encontrar una región de atracción 

Sa={x:!lxll:s;a} 

32 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

donde la derivada de V(:z:) cumple V(:z:) ::; O con V(:z:) =O si y solo si x =O. Si a 
es elegida tal que ll:z:/I ::; Xmax sea válido para .todo tiempo y Xmax es suficientemente 
pequeño en el sentido del Lema 3.1, entonces de la discusión previa se puede concluir 
la convergencia a cero de todas las señales de error. El Teorema 3.1 establece . 
las condiciones para los parámetros del controlador-observador para garantizar la 
convergencia. 

Teorema 3.1 Considérese el sistema dinámico descrito por (3.1) y (3.6), en lazo 
cerrado con la ley de control (3.26) y el observador (3.33)-(3.34) , donde qd y Pd 
son las posiciones deseadas y acotadas de las articulaciones y de la restricción, 
con derivadas qd, <ú, Pd y P¿ acotadas también, y satisfacen la restricción (3.2). 
Considérese también (3.48) y la región de atracción definida por (3.49), donde la 
cota a se elige de acuerdo con 

r¡a. fi,1 a< -
- (1 + yn) >.2 (3.50) 

con a. ~ k - lk - f)I - ¡ > O. Entonces, los errores de seguimiento, observación y 
fuerza permanecerán acotados y presentarán una dinámica asintóticamente estable, 
i.e. 

lim q =o 
t~oo 

limq=O limz=O 
t-oo · t-oo 

lim Ll.X =O, 
t-oo 

(3.51) lim i =O 
t~= 

si las siguientes condiciones son satisf echas 

(3.52) 
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3.2 Definición del observador de velocidad 33 

donde w = µ2 +6+ H>.HMe(Xmax) +>.D+µ3 +~1)2 +62 , donde 61 y 62 son wnstantes 
positivas y 

µ1 ~ max llC(q, tir)ll 
Jl:z:Jl :5:z:rnax 

µ2 ~ max llC(q, s+qr)ll 
Jl:z:Jl :5:z:max 

µ3 ~ max l!C(q, s+2qr)ll 
• Jl :z: Jl:S:z:ma.x 

µ4 ~ Me(Xmax)>.H 

>.o ~ >-max(D) 

Xmax = a{f; 
c1 = max llJ 'l' (q)ll 

'IQER" 

c2 = max llR-1(q)ll 
'IQER" 

C3 = C1GH (µ3 + >.max(Ka) + >.D) 

C4 = max llj 'I' ( q) 11 
'IQElR" . 

ªH ~ max>.max(H-1(q)) 

~1 ~ C1 C2(C3 + C4) . 

6 ~ ci~ (aH>.max(Ka) + M.(xmax)) 

donde se está haciendo u.so de (3.45) y de las Propiedades 2.1 y 2.4 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61 ) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

La prueba del Teorema 3.1 se desarrolla en el Apéndice C. Es importante men­
cionar que el resultado del Teorema 3.1 es solamente local. Esto es para garantizar 

la convergencia a cero de los errores de seguimiento q y q. Sin embargo, esto no 
representa un serio inconveniente puesto que para la sujeción de objetos (grasping) 
es usual programar trayectorias suaves con errores de posición inicial igual a cero. 
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Capítulo 4 

Resultados experimentales 

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos al implementar el algoritmo 
de control propuesto en el Capítulo 3, en un robot industrial para que realizara 
seguimiento de fuerza y posición simultáneamente. 

4.1 Descripción del equipo experimental 

El equipo experimental disponible en el Laboratorio de Robótica del Posgrado de 
la Facultad de Ingeniería comprende dos robots industriales de la marca canadiense 
CRS Robotics adaptados para comprobar algoritmos de control de alto nivel (Figu­
ra 4.1). 

Figura 4.1: Sistema experimental del laboratorio de robótica del Posgrado de la 
Facultad de Ingeniería 

Para la realización de .Jos experimentos sr ut ili zc'J el robot A4GS d<' (i grados de 
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libertad. Este manipulador tiene articulaciones de revolución actuadas por motores 
de CD vía un juego de engranes; la posición de cada articulación es proporcionada 
por codificadores ópticos ( encoders) . 

El A465 es controlado por una combinación de una tarjeta de adquisición de datos 
PCI-FlexMotion-6C de National Instruments y una unidad de acondicionamiento de 
señales C500. Los algoritmos de control son programados en una computadora PC 
pentium 4 a 1.5 GHz con un tiempo de muestreo de 5ms. La arquitectura abierta 
del sistema experimental permite la evaluación de algoritmos de control avanzados. 
El lenguaje de programación utilizado es LabWindows/ CVI, que es de alto nivel y 
parecido al C. Permite manipular de forma directa las tarjetas de adquisición de 
datos ( Castillo-Sánchez 2002). 

Un sensor de fuerza/ torque de seis ejes de la marca JR3 modelo 67M25A 63N4, 
con un rango de fuerza máximo de ±lOON está montado en el efector final del robot . 
El sensor está protegido con un switch de presión neumático SR45 de ATI Industri­
al Automation. El sensor está conectado a la PC por medio de una tarjeta-interfaz 
paralela la cual provee la lectura de seis componentes de fa fuerza generalizada a lms. 

El tipo de entorno considerado para comprobar el algoritmo de control consiste 
de una superficie de restricción plana. La Figura 4.2 muestra el sistema de un sólo 
robot con una restricción en x . 

Figura 4.2: Sistema experimental con movimiento restringido. 
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4.2 Resultados y condiciones de las pruebas 

Aunque el robot A465 tiene 6 grados de libertad; solamente las 3 primeras art i­
culaciones son usadas para el experimento, mientras que el resto están bloqueadas 
mecánicamente. La dinámica de los actuadores fue incluida para implementar la ley 
de control y el observador. 

El marco de referencia del sistema completo está en la base del robot A465, 
con una restricción de movimiento en el eje x. Si la tarea consiste en seguir una 
trayectoria de posición deseada sobre la superficie y presionar con una fuerza pre­
determinada, entonces la restricción en coordenadas cartesianas está dada por 

cp =X - b = 0, (4 .1) 

para b como una constante positiva .. Las trayectorias deseadas están definidas por 

xd = 0.529 [m] 5s :::; t :::; 65s 

{ 

O.O lm] 5.s $ t < 10., 

Yd = ~ :~l~!tn {w(t - ti )) [mj ~= ~ ! ~ :~: 

{ 

7 .5 X !0 - 6 (t - 5) 5 - 1 .875 X 10 - 4 (t - 5) 4 + l.25 X 10- 3 (t - 5) 3 + 0 .51 [m] s .. < t < lOa 
Z¿ - 0.635 + 0.0125coe(w(t- t¡)) - 0.0125 !m] 10.S- $ t < 60.s 

- -7.5 X 10- 6 (t- 6Q)ú + l.875 X 10- 4 (t - 60)4 - "l.25 X 10 - 3 ( t - 60}~ + 0.635 [mj 60.s $ t < 65.oi 

(4.2) 

(4 .3) 

(4.4) 

Nótese que la cinemática inversa del manipulador tiene que ser empleada para cal­
cular qd. Estas trayectorias son válidas de un tiempo inicial t; hasta un t iempo final 
t f , mientras que w es un polinomio de quinto orden diseñado para satisfacer que 
w(t;) = w(t1) =O y las derivadas de w sean cero en t; y t1. Eligiendo adecuada­
mente (4.2)-(4.4), el robot hará un círculo en el plano y - z. El manipulador es 
controlado sin consideración de la fuerza hasta que se encuentra en contacto con la 
superficie en (0.529, O.O, 0.51) [m]. La fuerza deseada está dada por 

{ 

0.0048(t - 5)5 - 0.12(t - 5) 4 + 0.8(t - 5)3 

..\d = 60 + 20 cos(~(t - 15)) 
60.0 - 6.0(t - 55); 

5s ::=; t < 15s 
15s '.':'.: t < 55s 
55s:::; t < 65.s 

(4.5) 

Los parámetros de la ley de control y el observador son K R = diag { 60 70 70} , 
A= 22I, kd = 10. El experimento dura 70s. El manipulador hace contacto rnn la 
restricción en t = 5s; antes el robot se encuentra en movimiento libre. La ley de co11-
trol (3.26) y el observador (3.33)-(3.34) son usados con la parte de foerz;a ('Olocada 
en cero (i.e. Q(q) = 1 y J "'( q) =O). Es fácil probar que est.e esquema de control 
es estable para movimiento no-restringido. De t = 5.s a t = IOs el efe('t.or final del 
manipulador es llevado a la posición inicial para realizar el círculo. De t = l.; = 5s a 
t = t f = 65s el término de control de fuerza es activado, i. e. , el esq11e111a ¡·or11 pkt.o 
control-observador presentado en la Sección 3 se utili za sólo dmant.P cst.P pPriodo dP 
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tiempo. De t = 65s a t = 70s el robot regresa a su posición inicial. En adelante, 
solamente se tratará el periodo de tiempo t = [5 , 65Js 

Ahora, se presentan las gráficas obtenidas durante el experimento de validación. 
En la Figura 4.4 se muestran los errores de seguimiento de posición en coordenadas 
de las articulaciones, y en la Figura 4.6 se muestran en coordenadas cartesianas. 
Se puede apreciar que estos errores son relativamente grandes, aproximadamente 
±3.8mm. Esto es principalmente por el hecho de que es requerido un conocirnien­
to exacto de la dinámica del manipulador, rnientras que los modelos usados en 
los experimentos no son precisos. Por otro lado, para la fuerza deseada (4.5) el 
resultado puede ser considerado bueno (Figura 4.7) en comparación con el algorit­
mo presentado en Queiroz et al. (1997), donde se presenta un porcentaje de error 
promedio del 15%, rnientras que el error de fuerza obtenido en esta tesis represen­
ta el 10% promedio. Además, existen otras causas que perrniten deducir un mejor 
desempeño del ·controlador: · l) el experimento se realizó en tres dimensiones, en 
(Queiroz et al. 1997) se presentan resultados en 2D solamente; 2) el manipulador 
utilizado es industrial y no experimental y; 3) el tiempo de muestreo de 5ms del 
sistema es grande considerando el tipo de dinámica. Como se puede apreciar en la 
Figura 4.8, los errores de observación son bastante buenos, presurniblemente porque 
el observador usa poca irúorrnación de la dinámica del robot. Esto confirma que 
el error de seguimiento puede ser reducido considerando un modelo más exacto del 
manipulador o modificando la ley de control para tener en cuenta incertidumbres 
paramétricas. Finalmente, la Figura 4.9 muestra Jos voltajes de control. En esta 
última gráfica se puede apreciar que no existen problemas de saturación. 
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Figura 4.3: Trayectoria deseada (- ) vs trayectoria real (- - - ) de las articulaciones 
del robot A465. 
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Figura 4.6: Errores de seguimiento en coordenadas rectangulares para el robot A465. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En esta tesis se presenta un algoritmo de control de posición/fuerza para robots 
manipuladores en movimiento restringido. El algoritmo propuesto se compone de 
un controlador-observador que permite el uso de la posición en las articulaciones 
como única retroalimentación. 

A pesar de la incertidumbre paramétrica y de la carencia de medición de ve­
locidad y fuerza, el controlador presenta resultados locales de estabilidad asintótica. 
Pese a que el análisis de estabilidad es complejo, el controlador y en especial el ob­
servador no lo son. Esto es debido a que se utiliza el principio de ortogonalización 
para diseñar el control y poder separar el seguimiento de fuerza y posición. 

Se llevaron a cabo experimentos para probar el desempeño del algoritmo pro­
puesto, consiguiendo seguimiento de posición y fuerza simultáneamente. Los expe­
rimentos se realizaron en un manipulador industrial, teniendo resultados en general 
buenos. El tiempo de muestreo de 5ms es uno de los principales obstáculos en 
el desempeño del algoritmo. Utilizando simulaciones, se puede demostrar que la 
disminución del tiempo de muestreo mejora considerablemente el desempeño, per­
mitiendo una mejor sintonización de las ganancias. 

El trabajo futuro comprende la modificación del algoritmo presentado para tomar 
en cuenta inexactitudes en el modelo dinámico del manipulador y la fricción en el 
punto de contacto. Además, se debe c.onsiderar la ejecución del algoritmo en un 
sistema con menor tiempo de muestreo para validar las simulaciones. 



Apéndice A 

Modelo dinámico del robot A465 

En este apéndice se describe el modelo dinámico para el robot A465 de .la marca 
canadiense CRS Robotics. El robot A465 es un robot de 6 grados de libertad con 
motores de corriente directa como actuadores. En primer lugar se·obtendrá el modelo 
cinemático directo e inverso y, posteriormente se obtendrá el modelo dinámico del 
robot sin restricción. 

A.1 Cinemática directa ·del robot A465 

. ,~ 
1 1 "' i._,,I 

d, 

Esquema robot A465 Diagrama de cuerpo libre 

Figura A.l: Esquema y diagrama de cuerpo libre para el robot A465. 

El problema de la cinemática directa es determinar la posirión del e/ ector final de 
acuerdo a la posición angular que tiene cada una de las artirnlariones dP los robots. 
La forma más común de representar la cinemática direrta es a través de una matriz 
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A 1 

a; o 0.305 o o o o 
(metros) 

d; 0.330 o o 0.330 o 0.076 
(metros) 

Tabla A.l: Parámetros del robot A465. 

de transformación homogénea º Tn E !Rn xn, donde n es el número de articulaciones 
del robot. La matriz ºTn esta definida como: 

0 Tn = ºA1 1A2 ... i-1A ; 

donde i-J A; con i = 1, 2, ... , n, es la matriz homogénea que transforma las 
coordenadas de un punto del sistema de coordenadas i al sistema i - 1. La Figura 
A.l muestra un esquema del robot y su correspondiente diagrama de cuerpo libre. 
La Tabla A.l muestra los parámetros del diagrama de cuerpo libre. Para obtener 
las matrices de transformación del robot A465 se utilizó el algoritmo de Denavit­
Hartenberg (Spong y Vidyasagar 1989). Las matrices de transformación homogénea 
quedan como sigue 

re, o S1 

~ l r e, -s, o a,c, l 
ºA1 = S1 o - C1 1A 2 = S2 C2 O ª2 S2 

o 1 o o o 1 o 
o o o o o o 1 

re, o S3 

~ l re, o -54 

n 2A 3 = S3 o - C3 
3A 4 = 54 o C4 

o 1 o o - 1 o 
o o o o o o 

re, o S5 

~ l r e, 
-56 o 

~] 4A5 = ~5 o - Cs 
sA 6 = ~6 C5 o 

l o o 1 
o o o o 

con: 5; = sin (8;) y C; = cos(8;) 

A .2 Cinemát ica inversa del robot A 465 

El problema de la cinemát.ic:a inversa es determinar los ángulos d¡• c:ada 1111a el <' las 
articulaciones de los robots a partir de la posic:iÓn del rj cctm· ji.na/ . . f' ll coord<•11 a.d<L'i 
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rectangulares (X, Y, Z). La cinemática inversa para el robot A465 puede ser dividida 
en dos problemas independientes: posición inversa y orientación inversa. El proce­
dimiento es descrito a continuación. 

Posición Inversa 

La posición del efector final en el robot está determinada por las tres primeras 
articulaciones. Recordando la Figura A.1 el valor de P e se calcula como: 

donde: 
P e = [Px Py P,jT 
d : posición deseada del efector final medido desde la base del robot .· 
d6 : distancia entre el efector final y el centro de la muñeca del robot A465. 
R : matriz . que denota la orientación deseada del efector final con respecto al 

sistema de coordenadas OX0Y0Z0 . 

k =[O O lf 

Utilizando el procedimiento descrito en Spong y Vidyasagar (1989) para obtener 
la cinemática inversa se obtiene 

con: 

61 = arctan ( ~:) 

62 = arctan (--:p=·=-=d=i =) .!p2 +p2 
V X y 

1 7r 
63 = 63 + 2 

63 = arctan ( ±v'b-02
) 

D ~ (P, -d 1 ) 2+P}+P;-a~-d¡ 
2a2d4 

Orientación Inversa 

La orientación del efector final está determinada por las tres últimas art.icnlaciones 
en el robot A465. Para encontrar 64 , 65 y 66 se toma en cuenta que: 

UNAM 2004 



A.2 Cinemática inversa del robot A465 49 

(A.l) 

donde: 
ºR3 = ºR1 i R2 2R3 

Despejando 3fls de (A.l) se tiene 

(A.2) 

La matriz 3fls es calculada con la ayuda de los resultados obtenidos de la cine­
mática directa, por lo tanto se obtiene 

[ 

C4C5C5 - S4S5 -C4C5S5 - S4C5 
u= S4C5C6 + c4s6 -S4C5S6 + c4c6 

-S5C5 S5S5 
(A.3) 

A partir de la ecuación (A.3) se calculará los ángulos 04 , 05 y 06 para el robot 

O = arctan ( ±y'l3) 5 
U33 

Se observa que 04 y 86 dependen del signo que se elija para el radical en 05 

Si se elige ( +) se tiene: 

04 = arctan (~) 
U¡ 3 

06 = arctan (2':.3.2....) 
-UJJ 

Si se elige ( - ) se tiene: 

04 = arctan (~) 
-U¡3 

06 = arctan (~) 
u 3 ¡ 
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• Si u 33 = 1 =? 05 =O : . sin(05 ) =O; cos(05 ) = 1 

=? 04 + 06 = arctan (.!!2.1..) = arctan (-u, 2
) = arctan (.!!2.1..) = arctan (=.!!u.) 

Uz2 U11 U¡ 1 U22 

Por convención se tiene 04 :§: O, entonces 

06 = arctan (.!!2.1..) = arctan (=.!!u.) = arctan (.!!2.1..) = arctan (=.!!u.) 
u22 u11 u11 u22 

• Si u33 = -1 =? 05 = 7í : . sin(05 ) =O ; cos(05 ) = -1 

=? 04 - 06 = arctan (.=.!!2.1..) = arctan (=.!!u.) = arctan (.=.!!2.1..) = arctan (=.!!u.) 
u 22 - u11 -u11 u22 

Por convención se tiene 04 :§: O, entonces 

06 = ardan ·(.=.!!2.1..) = arctan (=.!!u.) = arctan (=.!!2.1..) = arctan (~) 
u22 -uu - u¡ 1 u22 

A.3 Modelo dinámico 

Utilizando la formulación de Euler-Lagrange, la ecuación dinámica de movimiento 
de un manipulador den grados de libertad esta dada por la ecuación (A.4) . Es im­
portante mencionar que el modelo dinámico del robot A465 se obtuvo considerando 
el manipulador con tres grados de libertad solamente. 

H(q)q + C(q, i¡)i¡ +Di¡+ g(q) = r 

donde: 
T E !Rn:vector de fuerzas o momentos generalizados. 
H (q) E !Rnxn: matriz de inercia generalizada. 
C (q, i¡ )i¡ E !Rn: vector de fuerzas centrífugas y de Coriolis. 
D E !Rn xn: términos disipativos. 
g( q) E !Rn: vector de términos gravitacionales. 
q E JRn = [qi, Q2 , · · · ' Qnf 
q E JRn = [q¡ , (]2 , · · · , Qn f 
q E JRn = [ij¡ , ih , · .. , Qnf 
n: grados de libertad 

Matriz H(q) 

La matriz H ( q) esta definida por: 

(A.4) 
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donde: 

hu = O. 72899 + 0.36865 cos(2 q2) + 0.36987 sin( q3) + 0.36987 sin(2 q2 + q3) 

- 0.162177 cos(2q3 + 2q2) 

h12 =o 
h13 =o 
h21 =o 
h22 = 1.08725 + 6.0 x 10~11 cos(2 q2) + 0.739747 sin (q3) 

h23 = 0.36987 sin(q3) + 0.34077 

h31 =o 
h32 = 0.36987 sin(q3) + 0.34077 

h33 = .34077 

Matriz C( q, q) 
La matriz C( q, i¡) está definida como 

Los elementos de C( q, i¡) están definidos como: 

Cu = (-0.369 sin(2 q2) + 0.1622 sin(2 q3 + 2 q2) + 0.37 cos(2 q2 + q3)) Q2 

+ (0.185 cos(q3) + 0.1622 sin(2 q3 + 2 q2) + 0.185 cos(2 q2 + q3)) q3 

C21 = (0.369 sin(2 q2) - 0.1622 sin(2 q3 + 2 q2) - 0.37 cos(2 q2 + q3)) q1 

C31 = (-0.185 cos(q3) - 0.1622 sin(2 q3 + 2 q2) - 0.185 cos(2 q2 + q3)) q1 

C12 = (-0.369 sin(2 q2) + 0.1622 sin (2 q3 + 2 q2) + 0.37 cos(2 q2 + q3)) q1 

· C22 = -6 x 10-11 sin(2 q2)Q2 + 0.37 cos(q3)¡j3 

C32 = -0.37 cos(q3)Q2 

C13 = (0.185 cos(q3) + 0.1622 sin(2 q3 + 2 q2) + 0.185 cos(2 q2 + q3 )) q1 

C23 = 0.37 cos(q3)q2 + 0.37 cos(q3)¡j3 

C33 =O.O 
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(A.5) 

(A.6) 
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A.3 Modelo dinámico 

Vector g(q) 

El vector de términos gravitacionales esta definido como: 

g(q) = [ 24.7065cos(q2) + ~1.897sin(q2 + q3)] 

11.897sin(q2 + q3) 

Términos disipativos D y F e 
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(A.7) 

La fricción viscosa en el modelo del robot es el término Dq, donde D E Rn xn es 
una matriz constante positiva definida, en general diagonal. Por dar un aproximado, 
se asumirá que D se obtiene de los valores de los motores de las articulaciones, en 
general es mayor el valor ya que se debe sumar la fricción de los motores con los del 
propio robot. 

[ 

0.2 

Dq= ~ 
o 

3.5 
o 

o l [ Q¡ l o <i2 
3.5 q3 

El término de fricción de Coulomb F c(<l) E Rn, esta definido como: 

[ 

fc1 sign(q1) l [ 5.0821 sign(q1) l 
F c(<l) = f<2sign(q2) = 3.97254 sign(q2) 

f c3 sign(q3) 8.7074 sign(q3) 

Cabe hacer notar que para el análisis de estabilidad del algoritmo de control 
propuesto el término de fricción de Coulomb no es considerado. La fricción de 
Coulomb es compensada al implementar el algoritmo en el sistema experimental . 

A.3.1 Introducción de la dinámica de los motores al modelo 
del robot 

Aunque ya se han derinido cada uno de los componentes de la ecuación (A.4) , aún 
falta incluir la dinámica de los actuadores para tener un modelo completo del sis­
tema. En este caso particular se trata de motores de CD con imán permanente. 
El procedimiento mostrado a continuación se describe en Kelly ( 1989). la ecuación 
(A.8) describe la dinámica de un motor de CD. 

(A.8) 
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A.3 Modelo dinámico 

donde: 
Jm: inercia del rotor. 
fm: coeficiente de amortiguamiento debido a la fricción. 
Ka: constante motor-par (Nm/ A) 
Kb : constante de contrareacción electromotriz (Vs) 
Ra: resistencia de armadura 
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T : par neto aplicado después del juego de engranes sobre el eje de la carga. 
r: relación de reducción de los engranes. 

Despejando T tenemos: 

( J .. f . KaKb . Ka ) 2 
T = - mQ - mQ - -¡¡;-q + r Ra V r 

Ahora permita hacer las siguientes definiciones: 

Sustituyendo (A.10), (A.11) y (A.12) en (A.9) se obtiene 

(A.9) 

(A.10) 

(A.11) 

(A.12) 

(A.13) 

La ecuación (A.13) es la expresión correspondiente a un sólo motor, la extensión 
a n motores desacoplados es inmediata definiendo: 

[ 

0.90352 o 
Ma = diag {Jm,r;} = O 0.90352 

o o 09~352 l (A.14) 

o 
242 .0336183 

o 242 .0~36183 l 
(A. 15) 
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A.3 Modelo dinánúco 54 

l 
16.94047619 o 

{
Kari} O 7 Me = diag R:, = O 16.94 4 619 

o o 169147619 l (A.16) 

con 

Parámetro Sistema Ingles Sistema Internacional 
Valor Unidades Valor Unidades 

Ka 1.26 . Lb/-in 0.1423 (N-m) 
Amp Amp 

Kb 14.9 V O<tS 0.142285 (~) J<Qn1.1 

Ra 0.84 n 0.84 n 
Jm 0.0008 (Lbf - Jri - seg~) 9.035 X 10..::S (N ~ m - seg2 ) 

T 100 - 100 -

Ím 0.09 ~ 9.7064 X 10-5 ( N-~=-Be!l) 

Tabla A.2: Parámetros obtenidos del manual de los motores para el robot A465. 

Notas: 

• Es importante notar que Me es la matriz que transforma de voltaje a torque 
(N-m). 

• Los motores de las primeras articulaciones del robot A465 son idénticos, la · 
Tabla A.2 lista los parámetros de los motores. 

El modelo dinámico completo de un robot manipulador incorporando la dinámica 
de los actuadores se puede obtener reemplazando T de (A.13) en (A.4): 

(A.17) 

Agrupando términos se tiene la ecuación completa 

(H(q) + Ma) q + (C(q , i¡) + D + Mb) i¡ + g(q) = M ev (A.18) 
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Apéndice B 

Demostración del Lema 3.1 

En este apéndice se prueba el Lema 3.1. Es importante tener en cuenta la suposición 
de que x ~ [sT rTf está acotada y tiende a cero. 

a) Primero, se demostrará que t!..p y t!..p están acotados para todo tiempo. Hay 
que hacer notar que esto se hace con el fin de formalizar la demostración , 
puesto que estos dos errores están siempre acotados en vista del hecho de que 
p y Pd son cero para las restricciones real y deseada. 

De la ecuación (3.14) se tiene 

s = Q(q) (q + Aq-Az) + J~(q) (t!..p + /31:!..p). (B.l) 

Multiplicando ambos lados de (B.l) por J"'(q) se tiene 

J "'(q)s = ~ (q + Aq - Az) + ~ (t!..p + /31:!..p) (B.2) 

O I 
= t!..p+ /31:!..p 

El lado izquierdo de la ecuación (B.2) está acotado y tiende a cero de acuerdo 
a la suposición principal sobre x , mientras que el lado derecho de (B.2) repre­
senta un filtro lineal estable, por lo que t!..p y l!..p deben ser acotadas y tender 
a cero. 

b) El siguiente paso es analizar el comportamiento de los errores de posición q 
y velocidad q. Puesto que x está acotada, s también lo está. De la ecuación 
(3.13) se observa que sP y sr están acotadas puesto que son vectores ortogo­
nales. Nótese que sP puede ser escrito como 

Bp=Q(q)(q+Aq-Az) (B.3) 

= (I-J~(q)J "' (q)) (q+Aq - Az) 
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de acuerdo con la definición de Q(q) . La ecuación (B.3) puede ser escrita 
como 

Q( q) ( q + Aq - Az) = (I - J ;( q)J ~( q)) ( q + Aq - Az) 

= q + Aq- Az - J;( q)J~( q) (q + Aq - Az) 

= q + Aq- Az - J;( q)J~( q) (q + Aq) + J;(q)J~(q)Az 

:. q + Aq = Q(q) (q + Aq- Az) +Az - J; (q)J~(q)Az (B.4) 

acotado acotado 

+J;(q)J~( q) (q+Aq). 

Se puede asegurar que los primeros términos del lado derecho de la ecuación 
(B.4) están acotados, considerando que se está analizando el caso donde x en 
(3.44) está acotada. Esto se deduce de las ecuaciones (3.5) (cota de J ; (q) y 

J ~( q)) , (3.20) y (3.44) (cota de z) , y de (B.3) (cota de Q( q) ( q + Aq - Az) ). 

Es claro que si el último término del lado derecho está acotado, entonces q y q 
deben ser acotadas porque la ecuación (B.4) tiene la forma de un filtro lineal 
estable. 

Así, es necesario determinar si el término J ; (q)J ~ (q) (q + Aq) está acotado. 

Nótese que 

sumando y restando el termino JvxJ.qd a (B.5) se obtiene 

J ~( q)q = J ~( q)q-J ~( q)qd + J .pd qd - J vxJ. qd (B.6) 
'--,,--" '-...-' 

p pd 
= fl- Pd - J~( q)qd + J vxJ. qd 

= fl- Pd - (J~(q) - J vxJ.) qd. 

Por lo tanto (B.6) está acotada, con J vxJ. = J ~ ( qd) . Esto es en vista de que se 
están considerando articulaciones de revolución. Así, el lado derecho de (B.4) 
sólo puede estar no acotada si J;( q)J~( q)Aq no lo está. Expandiendo esta 
expresión se t iene 

(B.7) 
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Se observa que (B.7) estará acotada si q lo está. En este punto es importante 
recordar que, de la Suposición 3.1, q debe satisfacer la restricción cp(q) = O 
y que el robot no es redundante. Así, la restricción sólo pu~e ser satisfecha 

por un vector acotado q. Se puede concluir, de (B.4), que q y q permanecerán 
acotados mientras :z: lo esté. 

Ahora falta demostrar que los errores de seguimiento tienden a cero siempre 
que :z: lo haga también. Para esto, se usará el siguiente enfoque. Si :z: = O, 
entonces (3.13) se convierte en 

Q(q) [q +A(~ -qd)] + J!(q) (t.p + {3t.p) =O (B.8) 

iJ=q 

puesto que los errores de seguimiento s y de observación r son igual a cero. 
Tomando en consideración 

p = Jcp(q)q 

t.p ~ iJ- Pd = Jcp(q)i¡- Jcpd.i¡d 
t.p = cp( q) - cp( qd). 

Entonces (B.8) se puede escribir como 

Supóngase que q = qd , en otras palabras q =O, entonces, considerando (2.32) , 
la ecuación (B.9) se reescribe como 

Q(q)q + J!(q)J cp(q)q = q =O. (B.10) 

Esto muestra que si l/ql/ tiende a cero, entonces llqll también tenderá a cero. 

En otras palabras, probando que q tenderá a cero se puede asegurar que q 
también lo har{,. Se procederá a demostrar que q tenderá a cero. Puesto 
que están siendo utilizadas restricciones homogéneas , la siguiente relación se 
satisface 

(B.11) 

Desarrollando la serie de Taylor alrededor de la trayectoria deseada qd , para 
cp(q) se tiene (Chen 1999) 

(I3.12) 
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Por lo tanto, existe un valor positivo 17 lo suficientemente pequeño tal que si 

ll'Qll ~ 1], (B.13) 

entonces los términos de orden superior (t.o.s.) en (B.12) pueden ser ignorados 
de tal forma que de (B.11), 

(B.14) 

es válida. La siguiente discusión se llevará a cabo asumiendo que (B.13) se 
satisface. Para probar que q tiende a cero se requiere encontrar una ecuación 
dinámica la cual describa su comportamiento. Esta ecuación puede ser forma­
da de la siguiente forma. De sP en (3.13) se obtiene 

sp = Q( q) ( q +A( q - q¿)) 

= (r-J ; (q)J 'P (q)) (q+A(q -z)) 
~ 

P cq> 
. . 

(B.15) 

= q + Aq - Az - P(q)q- P(q)Aq + P (q)Az 

con P(q) ~ J ! (q)J 'P (q) y q = q - z de (3.8). Multiplicando <len ambos 
lados de (B.15) se tiene 

qT sP = qTq + qT Aq- qT Az - qTP(q)q- qTP(q)Aq + qTP(q)Az. 
(B.16) 

Puesto que 

(B.17) 

(B.16) se puede escribir como 

ll<i ll :t ll<ill = qT sP - qT Aq + qT Az + qTP(q)q + qTP(q)Aq - q1 P(q)Az 

(B.18) 

Para desarrollar el lado derecho de esta ecuación se analizará en primer lugar 
el término qT P ( q)q. De (B.6) se tiene 

llp = ii - P¿ = J 'P ( q)q + (J 'P( q) - J .pd) iJd 

= J 'P (q)q+ (J cp (q)-J yxl) qd. 

(B.19) 
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Multiplicando (B.14) por /3 y sumando el resultado a (B.19) se tiene 

/3!::..p = f3J <pdq. (B.20) 

Sumando (B.20) a (B.19) se obtiene 

J <p( q)q = t::..p + /3!::..p - f3J <p<J. q - (J <p( q) - J <p<J.) Q¿ . (B.21) 

Sumando y restando a la parte derecha de (B.21) el término f3J 'P ( q)q se tiene 

J <p( q)q = t::..p + /3!::..p- f3J<pdq- (J<p(q) - J<pd) Q¿ + f3J <p(q)q- f3J<p(q)q. 
(B.22) 

Premultiplicando (B.22) por <l J; ( q) se obtiene 

qTP(q)q = qT J ;(q)l::..p + fJ<l J;(q)l::..p - pqT J ;(q)J <pdq (B.23) 

_ qT J ;( q) (J <p( q) _ J <¡X).) Q¿ + pqT J ;( q)j <p( q)q 

- pqT J ; ( q)J <p( q)q 

= qT J ;(q)l::..p + f3qT J ;(q)l::..p _ pqT J ;(q)J <¡XJ. Q 

_ qT J ;( q) (J 'P ( q) _ J <pd) Q¿ + f3qT J ;( q)J 'P ( q)q 

- pqTP(q)q 

= qT J ; (q)l::..p + pqT J ; (q)l::..p + pqT J ; (q) [J <p (q) _ J <pdl q 

- qTJ;(q) [J'P(q)- J <pdj qd - pqTP(q)q 

= qT J ;(q)!::,.p + f3qT J ;(q)!::,.p 

- qT J ;( q) [J <p( q) - J <¡X).] ( Q¿ - /3q) - /3qT P( q)q 

De la definición de P ( q) se puede escribir 

qTP(q)q = qT J ;(q)J 'P( q)q = qT J~( q) [J 'P( q)J~(q)r¡ J 'P( q)q {B.24) 

De las ecuaciones (B.23)-(B.24) se obtiene 

qTP(q)q = qT J~( q) [J 'P( q)J~( q)r¡ J 'P (q)q {B.25) 

= qT J ; (q)!::,.p + /3qT J ;(q)!::,.p 

_ qT J ; ( q) [J 'P( q) _ J <pd] ( Q¿ _ f3q) _ pqTP( q)q. 

Sustituyendo {B.25) en (B.18) se obtiene 

llqll :t 11'111 = qT Sp - qT Aq + qT J ; ( q)t::..p + /3qT J ; ( q)t::..p (B.26) 

- qTP(q)Az + qT Az - qT J ; (q) [J 'P (q) - J <p<J.] ( qd - /3q) 

- /3qTP (q)q + qTP (q)Aq. 
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Si A ~ kI , entonces 

qT Aq = k (q~ + · · · + q~) = kllqll2 

Sustituyendo (B.27) en (B.26) 
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(B.27) 

llqll :t llqll = qT SP - kilqll 2 + qT J ;( q) (óp + (3óp) (B.28) 

-qTJ;(q)[J'l' (q)-J<pdl(qd -pq) 
+ (k - (3) qTP(q)q + qT Az - qTP(q)Az . 

Desarrollando el término qT Az - qT P( q)Az de (B.28) se obtiene 

qT Az - qTP(q)Az = qT (I - P(q)) Az (B.29) 

= kqT (I - P(q)) z 

= kqTQ(q)z. 

Por lo tanto (B.28) se puede escribir como 

llqll :t llqll = QT Sp - kllqll 2 '+ QT J ; (q) (óp + (3óp) (B.30) 

- qT J; (q) [J'l'(q) - J'l'd] (qd - f3q) 
+ (k - (3 ) qTP(q)q + kqT Q(q)z 

En vista de la Suposición 3.2, la siguiente cota puede ser establecida 

con/~ eoL (Vm + (3r¡). Vm es la cota del vector de velocidad, esto es llqdll :::; 
Vm para todo tiempo. 

Por otro lado de (3.13) se tiene 

(B.32) 

Sustituyendo (B.31 )-(B.32) en (B.30) y samndo normas se obtiene 

llqll :t llqll = qT s - kl lqll 2 
- QT J ; ( q) [J 'I' ( q) - J <pdj ( qd - f3q) (B.33) 

+ (k - (3) qTP (q)q + kqT Q(q)z 

:::; llqllll sll -kllqll 2 + 1llqll 2 + lk - f3lll qTP(q)qll + kllqTQ(q)zll . 
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Dividiendo entre llqll se.obtiene 

:t llqll S llsll - kllqll + l'llqll + lk - /Jl llP(q)qll + kllQ(q)zl l-

Ahora bien, P( q) y Q( q) son matrices de proyección, tal que 

ll Q(q)zll S billz ll 
llP(q)qll S b2llqll 

donde O S bi S 1 

donde O S b2 S l. 
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(B.34) 

(B.35) 

(B.36) 

Considerando los casos críticos (b1 = b2 = 1), la ecuación (B.34) se puede 
escribir como 

:tllqll S -kllqll + l'llqll + lk -/Jlllqll + llsll + klizll 
S -allqll + llsll + kllzll 

(B.37) 

con a = k - lk - /JI - ')'. Nótese que k, /3 , Vm y r¡ pueden ser elegidas para 
que a > O, y que los últimos elementos de (B.37) están acotados puesto que 
x lo está. Sin embargo, (B.37) es válida sólo si (B. 13) se mantiene. Así, no es 
suficiente que x esté acotada, se debe encontrar una cota Xmax tal que (B.13) 
sea válida. Para garantizar esto, Xmax debe aparecer en (B.37) explícitamente. 
Por supuesto, si llxll S Xmax' entonces se tiene 

ll xll2 = lls ll2 + llrll2 S X~ª" (B.38) 

con r = z + Az. Puesto que en (B.37) se tiene z y no r , se debe notar que 
cada elemento de r está dado por rí = ZJ + kzí , para j = 1, .. . , n. Esto es nn 
filtro lineal estable con ganancia i, i. e. se tiene 

Vt 

Así, es de manera directa mostrar qne 

lo cual permite reescribir (B.37) como, 

con 

:t llqll S -allqll + Xmax + Jrix rna>< 

S -allqll +a 

(B.39) 

(B.40) 

(B.41) 

( B.42 ) 
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Del Lema de Comparación (Khalil 1996), se puede deducir 

Jlq(t)ll ~ ~ + e-at (llq(O)ll - ~) , 

para todo tiempo. Por lo tanto, la ecuación (B.13) será satisfecha si 

llq(O)I! ~ :!_ = (1 + Vn)Xmax ~ r¡ 
a a 

La ecuación (B.44) puede ser fáciimente satisfecha si 

X<~ 
max - 1 + Vn 
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(B.43) 

(B.44) 

(B.45) 

Así, si llxll tiende a cero, es claro de (B.37) que JJqJI tenderá a cero también. 

Cabe recordar que esto implica la convergencia a cero de JJql l· 

c) Cuando x tiende a cero, no necesariamente .D.>.. lo hace o permanece acotado. 
Para probar e>to, se puede hacer el siguiente análisis. Multiplicando (3.32) 
por J .,, (q)H- 1 (q) se tiene 

J .,, ( q)s = -J.,, ( q)H- 1(q)C(q, q)s - J .,, (q)H- 1
( q)K DRS (B.46) 

+ J .,, (q)H-1 (q)J~(q).~>.. +J.,, ( q)H - 1 ( q)K Rr 

- J .,, (q)H - 1(q)C(q, q,)s +J.,,( q)H-1 
( q)H ( q)e(r) 

= -J.,,(q)H - 1 (q)C(q , q)s - J .,, (q)H- 1(q)KoRB 

+ J .,, (q)H-1 (q)J~(q)b.>.. + J .,, (q)H-1 (q)KRr 

- J .,,(q)H - 1(q)C(q, q,)s + J .,, (q)e(r) 

= - J .,, (q)H- 1(q) (C(q, q) + C(q, q,) + KoR) s 

+ J .,, (q)H- 1 (q)J~( q).D.>.. +J.,, ( q)H-1 
( q)K Rr 

+J.,, (q)e(r) 

= -J.,, (q)H- 1 (q) (C(q, s + 2q,) + KoR) s 

+J.,, ( q)H - 1 
( q)J~( q).D.>.. +J.,, ( q)H - 1 

( q)K Rr 

+J .,, ( q)e( r) . 

Puesto que J .,, ( q)s = O --. J .,, ( q)s = _j .,, ( q)s , la ecuación (B.46) puede ser 
escrita como 

con 

(B.48) 
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B ( q) = J 'I'( q)H - l ( q) ( C( q, 8 + 2qr) + K DR) · (B.49) 

Puesto que J 'I' ( q) es de rango completo y H ( q) es positiva definida, R( q) es 
invertible. Por Jo tanto (B.47) se convierte en 

.D.>.= -R- 1
( q) { [j 'I'( q) - B( q) J s - J 'I'( q)H - 1 

( q)K R r - J 'I'( q)e( r)} 
(B.50) 

Ahora, considérese las siguientes definiciones 

(B.51) 

(B.52) 

(B.53) 

(B.54) 

llB ( q)11 :::; C3 (B.55) 

(B.56) 

con C3 = c1att (µ3 + Amax(K R) +>.o) . Así, considerando las definiciones (B.52)­
(B.55) Ja ecuación (B.50) puede ser escri ta como 

llb. .X ll '.S C2 { (c3 + C4) jjs ll + C1 O"ttAmax(K R) 11 r ll + C1 M.(Xma.x) ll r ll} (B.57) 

~ (1 llsll + (2ll r ll 

con (1 ~ c2(c3 + C4) y (2 ~ C1C2 (a11Ama.x(K R) + M.(xmax)). Se concl11yc q11<' 
.D.>. está acotada puesto que el lado derecho de (B.57) lo está. Nótese que, de 
(B.46), s permanece acotado también. Finalmente, si x tiende a cero, así lo 
harán s y r y de este modo se llega a la mndnsión de que .D.>. tenderá a cero 
también. 
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Apéndice C 

Prueba de estabilidad del 
controlador 

El Teorema 3.1 puede ser demostrado de la siguiente forma. Considérese la función 
candidata de Lyapunov (3.46) 

1 T V(x) = 2x Mx, 

donde :z:(O) pertenece a la región descrita 'por (3.49) 

Sa = {:z:: llxll ~a}. 

· (C.l) 

(C.2) 

Si V(x) ~O con V(x) =O si y solo si x =O, entonces el valor máximo que la norma 
de x puede tener está dada por (3.58). De acuerdo a la demostración del Lema 3.1 , 

Xmax debe satisfacer (B.45) para garantizar que q y q tiendan a cero si x lo hace. 
En vista de (3.58), la condición (B.45) puede ser satisfecha si (3.50) se cumple. 

Por supuesto, queda por demostrar que V ( x) ~ O realmente pasa. Reescribiendo 
(C.l), se tiene 

1 1 
V(x) = 2sTH s + 2rTHr. (C.3) 

La derivada de (C.3) a lo largo de (3.32) y (3.43) puede ser calculada como 

. 1 . 1 . 
V(x) = sTH(q)s + 2sTH(q)s + rTH(q)r + 2rTH(q)r (C.4) 

Sustituyendo (3.32) y (3.43) en (C.4) se obtiene 

. 1 . 1 . 
V(x) = 2sTH(q)s + 

2
rTH(q)r+ sTH(q)e(r) - sTKoRB + sTJ~( q)6>. (C.5) 

+ BTKRr - BT C(q , q)s - ST C(q , qr)s + rT J~(q)6>. - rTK DRB 

- rTHrdr- rTC(q, s + 2qr)s + r TC(q , s + qr)r - rTC(q, q )r . 
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Para simplificar (C.5) se debe considerar lo siguiente 

rTKoRB = rTKRs + rTDs (C.6) 

~ sTKRr- rTKoRS = -rTDs 

Sustituyendo (C.6) en (C.5) y considerando la Propiedad 2.2 se tiene 

V(x) = sTH(q)e(r) - sTKoRB + sTJ!(q).ó..X (C.7) 

- rTDs - sTC(q, i¡r)s + rTJ!(q).ó..X 

- rTHrdr - rTC(q, s + 2qr)s + rT C(q, s + qr)r. 

De (3.14) se tiene 

sT = Ui + Aq - Az f QT(q) + (.ó.p + ,8.ó.p) T J;r(q) . (C.8) 

Entonces 

sTJ!(q).ó..X= (q+Aq-Azf QT(q)J~(q).ó..>.. (C.9) 

+ (.ó.p + /J.ó.p)T J ; T(q)J ! (q).Ó.A 

= (.ó.p + /J.ó.p) T .Ó.A =o, 

Este análisis es valido si se satisfacen la Propiedad 2.5 y la restricción (3.2) para p , 
p, Pd y Pd · Así, la ecuación (C.7) se convierte en 

V(x) = sTH(q)e(r) - sTKoRB + rT J!(q).ó..X - rTDs - sT C(q, qr)s 

- rTHrdr - rTC(q, s + 2qr)s + rT C(q, s + qr)r (C.10) 

Puesto que x(O) está dentro de la región (C.2) y tomando en cuenta las definiciones 
(3.53)-(3.58) se obtiene 

V(x(O)) :S AHMe(Xmax)llrllllsl\ - Amin(KR)llsll 2 + Aollsllllrll + µ1llsll 2 (C.11) 

- (kd..\h - Amax(KR))llrll 2 + µ3llrl llls ll + µ2llr ll 2 + llrT J~(q).ó..>..1 1 
:S (..\HMe(Xmax) + Ao + µ3) llrlll lsll - (..\min(KR) - µ¡) llsll2 

- (kd..\h - Amax(KR) - µ2) llrll 2 + llrTJ ~ (q).ó..X.l l 

Ahora, para obtener una cota para el término rTJ~(q).ó..X se puede reemplazar la 
ecuación (B.50) como sigue 

rTJ~(q).ó..X = -rTJ~ (q)R- 1 (q) { [i 'l' (q) - B(q)] s (C.12) 

-J'l' (q)H - 1(q)KRr- J .,, (q )e(r )}. 
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Considerando las cotas (B.51) y (B.57) se tiene 

llrTJ~(q)~.Xll ~ c1(1llsllllrll + C1(2llrll 2 = €lllsllllrll + €2llrll
2 

(C.13) 

Sustituyendo (C.13) en (C.11) se tiene 

V(x(O)) ~ (.XHMe(Xmax) + Ao + µ3 + fr) llrllllsll - (.Xmin(Ka) - µ1) llsll
2 

- (kd.Xh - A;nax(Ka) - µ 2 -6) llrl l2- (C.14) 

Ahora bien, si 

Amax(Ka) + µ2 + 6 + H.XHMe(Xmax) + Ao + µ3 + 6)2 + 62 
k¿ :'.'.: . .Xh 

con 61,62 > O, (C.14) puede ser escrita como 

V(x(O)) ~ (.XHMe(Xmax) + Ao + µ3 + 6) llrllllsll - (61+1) llsll 2 (C.15) 

-[~(.>.HMe(Xmax)+.Xo+ .µ3 +€1)2 +62] llrll 2· 

Ordenado términos se tiene 

V(x(O)) ~ -61llsll 2 - ~llrll 2 (C.16) 

- llsll 2 + (.XHMe(Xmax) + Ao + µ3 + 6) llrllllsll 

- ~(.XHMe (Xmax) + Ao + µ3 + €1) 2llrl l2 

Utilizando la forma de binomio cuadrado se tiene 

(C.17) 

Así V(x) es negativa. Pero para continuar con la Sülución, llxll no puede ser más 
grande que Xmax mientras V(t) sea negativa. Puesto que el estado inicial está en la 
región S .. , en (C.17) se puede concluir que V(x) ~O V t :'.'.:O y que V(x) =O si y 
sólo si x = O. De este modo , x(t) tiende a cero y está acotada por Xmax · De la 
definición (3.20) se tiene directamente 

lim z =o lim z =O. 
t~oo t~cc 
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Del Lema 3.1 a) y b), se tiene 

Para aplicar e) del Lema 3.1, solamente es necesario mostrar que q está acotada. 

Este es el caso debido a que q y qd lo están, por lo que se satisface 

UNAM 2004 



Apéndice D 

Inversa generalizada de 
Moore-Penrose 

Para una matriz no singular A, la inversa usual, denotada por A-1
, es la única 

matriz que satisface 

AA-1 = A-1 A= I 

donde I es la matriz identidad. &ta inversa tiene varias propiedades útiles que 
ayudan en la solución de ecuaciones de matrices. Sin embargo, las matrices no 
singulares componen un subconjunto relativamente pequeño de la clase de todas las 
matrices. La inversa generalizada de Moore-Penrose es una herramienta análoga a 
la inversa de una matriz no singular, pero existe tanto para matrices singulares y 
no singulares de igual forma. F\Je definida independientemente por Moore en 1920 
y por Penrose en 1955, y se le conoce como inversa generalizada, pseudoinversa o 
inversa de Moore-Penrose. 

Definición 1 (Ben-Ismel y Greville 1977) Dada una matriz B de dimensión m x n 
la matriz inversa genemlizada de Moore-Penrose es una única matriz B+ de dimen­
sión n x m que satisface las siguientes condiciones: 

BB+B=B 
B +BB+ =B+ 

(BB+f =BB+ 

(B+B)T = B+B 

D 
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