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Introducción. 

En la actualidad las escalas de muchos fenómenos de gran interés científico 
son tales que las ecuaciones que los describen se convierten en ecuaciones 
no lineales. Entre ellas una amplia clase tiene soluciones coherentes que son 
fruto de un balance entre dispersión y no linealidad. A estas soluciones se 
les conoce como solitones. Muy recientemente ([1], [2]) se ha demostrado 
que estas ondas describen algunos aspectos de la Electromigración de 
Superficie. 

Electromigración es el término que se le da al transporte neto de átomos en 
un conductor debido a un campo eléctrico intenso aplicado [3]. La primera 
observación de electromigración fue reportada en 1861, pero el estudio sis
temático de este fenómeno no fue sino hasta mediados del siglo XX. Se 
mostró entonces que la fuerza que origina el transporte de masa no podía 
ser enteramente debido a la interacción electrostática de los iones con el 
campo aplicado, sino que debía existir una contribución significativa a la 
fuerza debido a la interacción de los portadores de carga con los iones. A 
esta fuerza se le ha denominado una "wind force" (llamada así por analogía 
con la formación de crestas en la arena a causa del viento) y se debe a 
la dispersión de los electrones y los iones por el intercambio de momento. 
El estudio de este fenómeno tuvo un auge en la década de 1960 cuando la 
electromigración se identificó como causa importante de falla en las inter
conexiones de Aluminio en los circuitos integrados, donde se transportan 
altas densidades de corriente y funcionan por periodos prolongados de tiem
po (años) a elevadas temperaturas. Por lo anterior, dichos dispositivos son 
particularmente susceptibles al daño por electromigración debido a que los 
átomos del conductor son excitados térmicamente ocasionando una mayor 
susceptibilidad a la migración. El transporte neto de masa produce vacíos, 
ocasionando que se pierda la continuidad en la línea conductora. El estudio 
de este fenómeno ha determinado que un material menos susceptible a la 
electromigración como el Cobre, sea entonces una opción viable para reem-
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Figura 1: Imágenes de una línea de Aluminio de 5µm de ancho a) antes y b) 
después de la electromigración de superficie provocada por fotoelectrones a 
las energías indicadas. Imágen obtenida de [4] . 

plazar al Aluminio en las interconexiones [4]. 

Recientemente se ha obtenido [4] evidencia experimental que demuestra que 
la electromigración ocurre en la superficie de las películas conductoras. Este 
fenómeno adquiere importancia en la medida en que el tamaño de las líneas 
conductoras en circuitos integrados se aproxima al tamaño del grano del 
material, así, resulta de importancia en el estudio de interconexiones en 
la nanotecnología, ya que mientras el fenómeno de migración se hace evi
dente en periodos de tiempo sumamente largos (años), la electromigración 
de superficie se hace evidente en periodos mucho más cortos de tiempo. De 
esta forma, la electromigración de superficie se refiere al movimiento ne
to de los átomos adsorbidos en la superficie de un conductor ocasionado 
por la interacción con un campo eléctrico intenso aplicado. Si se produce 
una perturbación en la superficie de un conductor, debido a la electromi
gración, esta superficie cambia su forma y bajo condiciones adecuadas ésta 
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se desplaza sobre si misma. Las no linealidades del problema hacen que este 
desplazamiento se propague como solitones [l]. En este trabajo estudiaremos 
la propagación de ondas tipo solitón en el problema de electromigración en 
la intercara entre dos películas conductoras. 

En el Capítulo 1 deduciremos la ecuación diferencial no lineal bajo la 
cual evoluciona una onda en el problema antes mencionado, esta ecuación 
será la Ecuación Si-Dimensional de Benjamin-Ono, la cual es un análogo 
a la ecuación de Benjamin-Ono que surge de estudiar la propagación de 
ondas en la intercara entre dos fluidos en una dimensión. Se sabe que esta 
ecuación tiene una solución exacta del tipo solitón. Por otro lado, tenemos la 
ecuación de Zakharov-Kuznetsov (ecuación ZK), que es una generalización 
en dos dimensiones de la ecuación de Korteweg-de Vries (ecuación KDV) y 
surge del estudio de ondas que se propagan admitiendo una pequeña disper
sión lateral comparada con la dispersión en la dirección de propagación. Esta 
ecuación no tiene soluciones analíticas conocidas pero se sabe que posee es
tructuras coherentes las cuales se propagan con perfil permanente. Además, 
se ha estudiado el problema de ondas que se propagan en la superficie de un 
conductor debido a la electromigración de superficie utilizando esta ecuación 
[2]. En este trabajo encontraremos la generalización de la ecuación de ZK 
para el caso cuando la intercara no es una superficie libre sino una intercara 
entre dos conductores. Veremos que el término dispersivo de la ecuación de 
ZK en la dirección de propagación de la onda se reemplaza con el término 
dispersivo de la ecuación de Benjamin-Ono. Esta situación es análoga a la 
de propagación de ondas de intercara quasi-unidimensionales, este problema 
será utilizado para motivar las aproximaciones de interés en nuestro caso de 
electromigración. 

Una vez deducida la ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono estudiaremos 
la existencia de soluciones tipo solitón de esta ecuación. Dado que no cono
cemos solución exacta, debemos encontrar una aproximación conveniente. 
Para esto en el Capítulo 2 buscaremos soluciones que se propaguen con 
forma permanente. Propondremos una función de prueba para la forma 
variacional de la ecuación, candidata a ser solución de tipo solitón (que 
será propuesta dados los resultados conocidos para la ecuación de Benjamin
Ono y la ecuación de ZK) y buscaremos los puntos críticos de la acción 
evaluada en esta función de prueba. Con esto conseguiremos encontrar la 
relación entre los parámetros de la función que extremizan el funcional, es
tas relaciones nos ayudarán posteriormente para estudiar la evolución de 
estructuras coherentes que se propagan como solitón. Una vez hecho es-
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to, demostraremos que si una función localizada es solución a la ecuación 
bi-dimensional de Benjamin-Ono, entonces debe satisfacer ciertas leyes de 
conservación, a saber, la conservación de la masa de las ondas y su momento. 
Mediante el uso de estas leyes de conservación estudiaremos la estructura 
coherente, encontrando la evolución de los parámetros que la caracterizan. 
De igual forma, basados en la evidencia que resulta de resolver la ecuación 
numéricamente, veremos que si se deja evolucionar una condición inicial con 
el mismo perfil de la función de prueba utilizada, ésta se propaga conservan
do su forma pero modificando sus parámetros, los cuales son la amplitud, el 
ancho de la onda y su velocidad; al modificar estos parámetros la estructura 
coherente desprende masa en forma de ondas de amplitud muy pequeña com
parada con aquella de la onda coherente. Esta masa desprendida se conoce 
como radiación y da estabilidad a la onda solitaria. Veremos además que 
esta radiación está confinada a un lugar geométrico del espacio determina
do conocido como la cáustica. Mediante un argumento de fase estacionaria 
seremos entonces capaces de encontrar la cáustica de la radiación. 

En el Capítulo 3 estudiaremos cómo evoluciona una condición inicial con 
el perfil de la función de prueba. Para esto dejaremos que los parámetros 
de la estructura coherente (amplitud, ancho y velocidad) evolucionen con el 
tiempo, pero conservando el perfil de la estructura. Utilizando las leyes de 
conservación más una ecuación para el momento de la onda en la dirección 
x de ésta buscaremos que los parámetros evolucionen de forma tal que, en 
el equilibrio, se recupere la misma forma que aquella obtenida mediante el 
análisis variacional salvo, tal vez, una discrepancia entre los coeficientes de la 
forma polinomial. Veremos que esto es cierto para la velocidad pero no para 
la amplitud, lo cual es de esperarse dado que se utilizarán las leyes de conser
vación únicamente para la estructura coherente despreciando la radiación. 
Para recuperar entonces la forma variacional de la amplitud, modificare
mos la velocidad de la onda agregando un flujo medio que estabilice más 
rápidamente la amplitud de la estructura coherente. De esta forma obten
dremos una ecuación diferencial para el ancho de la estructura coherente y 
se compararán los resultados de esta ecuación diferencial con los resultados 
numéricos de la ecuación original. Veremos en la comparación numérica que 
la ecuación diferencial encontrada describe apropiadamente, para tiempos 
suficientemente largos, el comportamiento del ancho del solitón así como sus 
puntos de equilibrio y por lo tanto el resto de los parámetros que caracteri
zan la estructura coherente. Se encontrará que el momento inicial del solitón 
(el cual está dado por la razón entre su amplitud y ancho iniciales) debe ser 
mayor a un cierto umbral para que se llegue a un punto de equilibrio finito 
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y se tenga una onda solitaria estable, por otro lado, si el momento inicial 
del solitón es menor al umbral, el punto de equilibrio para el ancho está en 
infinito y por lo tanto el solitón desaparece. Estos resultados predicen en
tonces, la formación y estabilidad de solitones en el modelo físico planteado y 
encontraremos una relación explícita de los puntos de equilibrio de las ondas 
solitarias con las condiciones iniciales. Obtendremos también la dependencia 
del valor umbral del momento inicial para el cual se propagan solitones en 
términos de las permitividades eléctricas de los conductores. Veremos que 
este valor umbral es proporcional a la razón entre la permitividad del con
ductor superior y el conductor inferior. Este resultado puede ser de gran 
importancia en la industria de la electrónica, ya que si se lograra recubrir 
las interconexiones metálicas con algún material con propiedades eléctricas 
adecuadas se podría evitar la propagación de solitones en la superficie de la 
interconexión evitando así que el dispositivo falle debido a este fenómeno. 
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Capítulo 1 

Electromigración de 
Superficie. 

Electromigración es el término que se le da al transporte neto de átomos en 
un metal o semiconductor producido por un campo eléctrico intenso aplica
do. Se ha observado que esta migración de átomos no es únicamente debido 
a su interacción con el campo eléctrico, sino que debe existir también una 
contribución por parte de la interacción entre los portadores de carga de la 
corriente eléctrica y los iones que conforman el conductor. A esta fuerza se le 
ha denominado "wind force" y resulta del intercambio de momento entre los 
portadores de carga y los átomos migrando. El transporte neto de masa en 
una línea conductora se ha identificado como responsable de la falla en cir
cuitos integrados, dadas la altas densidades de corriente que circulan en las 
interconexiones entre transistores y las altas temperaturas de funcionamien
to. En la medida en que el uso del dispositivo es prolongado se crean vacíos 
y finalmente se pierde la continuidad de la línea conductora provocando la 
falla del dispositivo. En la medida que el tamaño de las líneas conductoras 
en un circuito integrado se ha vuelto comparable con el tamaño de grano del 
conductor, un nuevo fenómeno se ha observado, a saber, la Electromigración 
de Superficie, donde la migración de átomos es precisamente sobre la super
ficie del material conductor, la investigación de este fenómeno ha adquirido 
significativa importancia en últimas fechas dados los avances en técnicas de 
medición para fenómenos de escala muy pequeña; de este modo, el estudio 
de la electromigración de superficie se ha vuelto también de interés académi
co. En la Figura 1.1 observamos distintos tipos de fenómenos que se pueden 
presentar debido a la electromigración de superficie. En la Figura l.la ob
servamos la formación de cúspides, este tipo de perturbaciones localizadas 
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serán el objeto de estudio en el presente trabajo ya que pueden dar origen a 
estructuras coherentes que se propaguen en la superficie del conductor. Otro 
tipo de fenómenos asociados con la electromigración de superficie, como el 
mostrado en la Figura 1.1 b está fuera del alcance de este trabajo. 

(.11 

Figura 1.1: Daño de películas de Alumnio debido al efecto de electromi
gración de superficie. a) Formación de cúspides, b} Formación de filamento 
entre dos líneas y c) Acumulación de masa ocasionando pérdida de con
tinuidad de la línea conductora. Imagen obtenida de [5]. 

La descripción del fenómeno de electromigración de superficie es relativa
mente sencilla; supóngase que se tiene una película de un material conduc
tor y se aplica un campo eléctrico de gran intensidad paralelo a esta (véase 
Figura 1.2), en estas circunstancias una corriente eléctrica fluirá a través de 
la película. Si ahora se perturba la superficie del material, tanto el campo 
eléctrico como las propiedades químicas del conductor cambiarán en la su
perficie, haciendo que exista un transporte neto de átomos sobre la superficie 
de la película. Esto origina que la perturbación se destabilice y bajo ciertas 
condiciones, se desplace. 

En otros términos, electromigración de superficie se refiere al movimiento di
rigido de átomos adsorbidos ( adatoms, del término en inglés adsorbed atoms) 
en una superficie sólida debido a una corriente eléctrica en una protuberan
cia de la misma [6] . Como hemos mencionado, dos mecanismos diferentes 
se han identificado como responsables de la interacción entre los adatoms y 
el campo eléctrico. U no de ellos es la interacción electrostática, lo cual re
quiere que el adatom esté ionizado y transporte una carga efectiva. El otro, 
llamado wind force (fuerza de viento}, se debe a la dispersión provocada por 
los electrones en los átomos que están migrando, esta fuerza parece ser la 
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Figura 1.2: Un campo eléctrico inteso Eo es aplicado a un conductor. a) En 
la superficie sin perturbar y en todo el conductor circula una corriente l. 
b) Cuando la superficie es perturbada una altura h se crea un flujo neto 
de materia debido al campo eléctrico Es sobre la superficie del conductor, 
ocasionando que la perturbación cambie su perfil. 

dominante en ciertos metales y es proporcional al campo eléctrico sobre la 
superficie de la película conductora. El movimiento de los adatoms bajo el 
campo eléctrico aplicado induce una carga eléctrica sobre la superficie del 
material, cambiando el campo eléctrico en la misma. Este proceso de retro
alimentación entre Ja superficie en evolución y el campo eléctrico origina el 
movimiento de la superficie misma. 

En este capítulo estudiaremos el problema de electromigración de superficie 
en la intercara entre dos películas conductoras cuando se excita una de ellas 
por un campo eléctrico intenso. Veremos que si se produce una perturbación 
de la superficie media de la intercara, debido a los efectos de electromi
gración, ésta se propagará en la dirección del campo eléctrico. Deduciremos 
entonces la ecuación diferencial no lineal que determina el comportamien
to de la altura media de la superficie sobre el nivel medio de la intercara. 
Esta ecuación diferencial será un análogo en dos dimensiones a la ecuación 
de Benjamin-Ono, que surge del estudio de ondas que se propagan en la 
intercara de un fluido estratificado. Dicha ecuación está por: 
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Ut + CWUx + ~ ( PV ¡: ~(~; d() xx = Ü, 

donde u denota la altura de la intercara sobre su nivel en equilibrio y PV 
denota el valor principal de Cauchy de la integral en cuestión. Esta ecuación 
tiene una solución exacta en forma de onda permanente tipo solitón. Por otra 
parte, la ecuación que encontraremos para el problema considerado será 

( 1
00 u(~, y, t) ) 

Ut + f3uux + a PV e _ d( + Uxyy = O, 
-oo <,, X XX 

donde el término Uxyy toma en cuenta la dispersión lateral de la onda. En 
los capítulos siguientes estudiaremos las posibles soluciones a esta ecuación 
que den como resultado la formación de ondas coherentes tipo solitón. 

Para mostrar cómo surge esta ecuación de manera análoga a la ecuación de 
Benjamin-Ono en el problema de propagación de ondas en un fluido estrati
ficado, comenzaremos estudiando un problema físico de mejor=comprensión 
que la electromigración de superficie, que es precisamente el problema de 
propagación de ondas en un fluido estratificado en dos dimensiones. Poste
riormente se estudiará el problema de electromigración de superficie en la 
intercara entre dos películas conductoras y veremos que la deducción de la 
ecuación es análoga a aquélla de las ecuaciones para los fluidos. 

1.1. El Problema de Propagación de Ondas en un 
Fluido Estratificado. 

En esta sección estudiaremos el problema de un fluido estratificado y las 
ecuaciones de movimiento de una onda en la intercara que se propaga en 
una dirección. Este problema ya ha sido estudiado con anterioridad para el 
caso de una dimensión. Para el caso en el que el fluido superior tiene altura 
infinita se encuentra que la ecuación de movimiento para la altura de la onda 
es la ecuación de Benjamin-Ono 

Ut + auux + ~ (P.V. f
00 

u~O d() =O, 
Í-oo ( X XX 

( 1.1) 

donde P. V. denota el valor principal de Cauchy de la integral en cuestión. Es 
conocido que esta ecuación tiene una solución exacta con perfil permanente, 
a saber, 
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ab2 

u(x,t)=( )2 b2 ' x-ct + 

con b = !! y c = ~ª . Este resultado puede ser verificado por sustitución 
directa en la ecuación (1.1) utilizando el resultado del Apéndice B. En la 
Figura 1.3 se muestran gráficas del solitón de Benjamin-Ono para diferentes 
tiempos. 

a) 

c) 

l. 

IJ 
2 

u 
2 

l.> 

O.> 

10 20 'º 

10 2 0 JO 

b) 

d) 

u 
2 

l.> 

º·' 

ll 

l.> 

º·' 

10 20 'º 

10 20 'º 

Figura 1.3: Solitón de Benjamin-Ono con a =2, /3 =1 y a =4 para tiempos 
a)t =O; b)t = 5; c)t = 10; d)t 20. 

A continuación estudiaremos el problema de un fluido estratificado en dos 
dimensiones. 

1.1.1. Ecuaciones de la Mecánica de Fluidos. 

Para estudiar el problema de un fluido estratificado necesitamos de las ecua
ciones constitutivas que rigen la dinámica de fluidos [7]; estas son la ecuación 
de continuidad para un fluido compresible 

Pt + V7 · (pv) = O; (1.2) 

donde p es la densidad del fluido y v el campo de velocidades del mismo. 
Tenemos además la ecuación de B ernoulli para un fluido irrotacional 
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84.> p 2 2 2 
-p-¡¡¡ + 2(vx + Vy + vJ + p + pgz =O, (1.3) 

con g la constante gravitacional y 4.> es el potencial de velocidades del fluido, 
para el cual se satisface que 

v=-\14' . 

Si retomamos ahora la ecuación de continuidad (ec. (1.2)) e imponemos la 
hipótesis adicional, que el fluido es incompresible, por lo tanto su densidad 
es constante y 

Pt + \1 · (pv) = p\1 · v = O, 

dado que v = -\14.>, es claro que el potencial de velocidades 4.> satisface 
entonces la ecuación de Laplace 

'1>xx + <I>yy + 4->zz = O, 

con 4->x denotando la derivada parcial de 4.> respecto a x y análogamente 
para las demás direcciones. 

1.1.2. Una Onda que se Propaga en la Intercara. 

En la Figura 1.4 se presenta un bosquejo del problema de un fluido estra
tificado. Es de hacer notar que en z = -h1 y z = h2 hay "paredes" que 
confinan los fluidos a estas regiones del espacio. 

Dado que estas paredes son rígidas, la componente en la dirección z de la 
velocidad del fluido debe anularse en la frontera, por lo cual imponemos la 
siguiente condición de frontera 

8
4.> = O en z = -h i , z = h2. 

8z 
Escribimos el potencial de velocidades como 

4.>( t) = { 4>1(x,y,z,t), -h1 < z < r¡ 
x, y, z, 4>2(x, y, z, t), r¡ < z < h2, 

con r¡ es la altura de la intercara sobre su nivel de equilibrio. Tomamos ahora 
sólo los términos lineales de la ecuación de Bernoulli 

84.> 
-p-¡¡¡ + p + pgz =O, 
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z 

Figura 1.4: Perfil de la intercara en un fluido estratificado. La altura de la 
intercara se denota por h(x, y, t), y los fluidos estás delimitados por z = -h1 
el inferior y z = h2 el superior. 

que la reescribimos en términos de ambos potenciales para las regiones cor
respondientes, 

8<I>1 
-pi 8t + p + P19Z =o 

8<I>2 -P2---¡¡¡ + p + p2gz =O. 

Definimos ahora la condición de superficie libre para la intercara de los 
fluidos. Consideramos la siguiente función 

e(x, y, z, t) = 17(x, y, t) - z. 

La hipótesis de superficie libre nos dice que en la intercara una partícula en 
la misma nunca la deja, por lo tanto e = o y así 

de e e · e · e · dt = <,,t + <,,xX + <:.yY + <,,zZ, 

de donde obtenemos al evaluar las derivadas de e, 
(1.4) 

donde los potenciales están evaluados en z = r¡, que a primera aproximación 
pueden ser tomados en z = O. Tomando los términos lineales de la relación 
anterior encontramos 
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r¡ - -el> 1 t - z z=O' 

en esta expresión se ha denotado cl> 2 en z = O como «I>1z = «I>2z = «I>z ya 
que la componente normal a la superficie del campo de velocidades debe ser 
continua. Resumiendo, tenemos que el potencial de velocidades satisface la 
ecuación de Laplace 

\72cl> =o 
con condiciones de frontera 

~~ =O, en z = -h1 , z = h2. 

Además, tenemos la condición de frontera libre 

r¡ - -el> 1 t - z z=O 

y la ecuación de Bernoulli para ambos fluidos 

8cl>1 
-p1 8t + p + p1gz =O 

8cI>2 
-p28t + p + p2gz =O. 

Para resolver el problema proponemos que el potencial de velocidades tenga 
la forma de una onda viajera en x y y 

cI>(x, y, z, t) = Q(z)ei(kx+ly-wt) 

con k y l los números de onda en las direcciones x y y respectivamente, y 
w es la frecuencia de la onda. Supondremos que la onda se desplaza en la 
dirección x y por lo tanto l < < k. Dado que el potencial satisface la ecuación 
de Laplace, es claro que tenemos 

Q" - (k2 + t2 )Q = o, 
donde se ha eliminado el término exponencial. Denotando por r;,2 = k2 + l2 

en la ecuación anterior, es claro entonces que la solución de Q tiene la forma 

Q(z) = Acoshr;,z + Bsenhr;,z 

donde A y B son constantes a determinar. Utilizando ahora las condiciones 
de frontera encontramos que 



1.1 El Problema de Propagación de Ondas en un Fluido 
Estratificado. 9 

84>1 ¡ -
8 

--h = 11:(-Asenh11:h1 + Bcosh11:h1) =O z Z- 1 

de donde 

Q1(z) = A1cosh11:(z + h1). 

La otra condición de frontera es 

y por lo tanto 

Q2(z) = A2cosh11:(z - h2). 

De esta forma tenemos que 

{ 
A1 cosh11:(z + h1)ei(kx+ly-wt)' -h1 < z < r¡ 

4>(x, y, z, t) = A2cosh11:(z - h2)ei(kx+ly-wt), r¡ < z < h2· 

Ahora proponemos que la altura de la intercara r¡ sea también una onda 
viajera de la forma 

r¡(x, y, t) = Aei(kx+ly-wt) 

y utilizamos la ecuación 

'11 - -4> 1 ·1t - z z=O 

para obtener 

(1.5) 

Dado que el valor de A debe ser el mismo si se evalúa en ambos potenciales, 
obtenemos la relación 

A1senh11:h1 = -A2senh11:h2. 

Ahora utilizamos las ecuaciones de Bernoulli 

84>1 
-P1-¡¡¡+p+p1gz=O, 

84>2 
-P2-¡¡¡ + p + P29Z = Ü, 

(1.6) 
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y suponemos que la presión hidrostática es continua a través de la intercara 
dado que no hay tensión superficial, por lo que restando la segunda ecuación 
a la primera evaluadas en la intercara obtenemos 

-(pi <l>1t - f>2<l>2t) 'Z=f7 + gr¡(pi - P2) = Ü. 

Como calculamos los potenciales a primera aproximación, evaluamos cada 
una de ellos en z = O. Sustituyendo los valores encontrados para los poten
ciales y para r¡ encontramos que 

En la ecuación anterior se ha eliminado el factor exponencial. Utilizando las 
ecuaciones (1.5) y (1.6) obtenemos 

senhKhi 1 
Aiiw(picoshKhi + P2 h h coshKh2) + g(pi - P2):--AiKsenhKhi =O. 

sen K 2 1w 

Finalmente, multiplicando por iw la relación anterior, dividiendo por senhKhi 
y eliminando Ai resulta que 

y 

w = Jg(pi - P2) 
Pi cothKhi + f>2CothKh2' 

que es la relación de dispersión buscada para el problema de un fluido es
tratificado. De esta expresión notamos que para que la onda sea estable es 
necesario que p1 > />2, lo cual era de esperarse. Para que el análisis posterior 
se simplifique, trabajaremos con la velocidad de onda e = w / K , 

(l. 7) 

1.1.3. Relación de Dispersión para una Capa de Altura In
finita. 

Supondremos ahora que tenemos una onda en la intercara entre los fluidos y 
que se propaga en la dirección x, es por esto que consideraremos el número 
de onda en la dirección x es mucho mayor al número de onda en la dirección 
y, en otras palabras, supondremos que l < < k. Para el caso en que la relación 
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de dispersión w contiene el término de Benjamin-Ono, tomaremos el límite 
en el que la altura de la capa superior tiende a infinito, pero guardando 
proporción con el número de onda k, es decir, tomaremos el límite kh2 ---"* oo. 
En este caso, el término ,..coth,..h2 tiene el siguiente comportamiento 

,..coth,..h2 = kJl + l2/k2cothkh2Jl + l2/k2 

~ kJl + 12 /k2cothkh2. 

Tomando el límite cuando kh2 ---"* oo, notamos que 

, { 1 six >O hm cothx = 
1 

. 
0 x-too - SI X< 

y por lo tanto 

1 

Si además tomamos la aproximación de onda larga para la capa inferior, es 
decir, cuando ,.. ,...., O, esta vez tenemos 

de donde obtenemos 

1 
coth,..hI ~ -h , 

I /'\; 

e= Jg(pI - P2) 

Realizando una aproximación a primer orden 

resulta que 

1 

1 
e= 

ghI (PI - P2) 
PI 1 + p2h¡ lkl (i + ¡2 ) . 

p¡ 2f'í 

Desarrollando e en serie de Taylor obtenemos 
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e~ gh1 (P1 - P2) (i _ P2h1 (ikJ + _f_)) . 
P1 2p¡ 2JkJ 

Dado que l 2 /2Jkl es un número positivo, podemos reescalar el número de 
onda en la dirección y de la siguiente manera, 

para obtener finalmente 

e= 

z2 
2 

m = 2Jkl' 

Si la onda se propaga únicamente en la dirección x, entonces recuperamos 
la relación de dispersión w = ck 

Por simplicidad, denotaremos en lo futuro 

Co = 

h1P2 
C1 = --. 2p1 

Recordando ahora la forma de nuestra solución para r¡: 

r¡ = Aei(kx+ly-wt) 

= Aei(kx+ly-cok(l-e¡ (lkl+m2 ))t) 

= Aei(k(x-cot )+ly+co k(ci( lkl+m2 ))t) , 

(1.8) 

podemos hacer el cambio de variable ~ = x - c0 t (correspondiente a un 
cambio de coordenadas a un sistema que se mueve en la dirección x con 
velocidad co) para obtener 

r¡ = Aei(k{+ly+coc1k(lkl+m2 )t). (1.9) 
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Sabemos de las propiedades de la transformada de Fourier que a partir de 
la relación de dispersión w podemos reconstruir la ecuación diferencial que 
describe el comportamiento de la onda, si tenemos una ecuación del tipo 

Ut + Lu =O 

donde [, es un operador pseudo diferencial lineal. Entonces, si u es la suma 
de modos normales de la forma Aei(kx+ly-wt), es claro que 

w = -i.F(Lu), 

donde F(Lu) representa la transformada de Fourier del operador L, es decir, 
si se tiene, por ejemplo, un término Ut + ~ = O entonces es claro que 
F(uxx ) = -k2 y por lo tanto w = ik2 . Entonces retomamos la ecuación (1.9) 
para escribir 

y utilizamos el resultado del Apéndice A, el hecho que 

F(uxyy) = -ikm2
, 

para obtener entonces la ecuación diferencial lineal que describe el compor
tamiento de la intercara 

C(¡C¡ ( ¡oo u(~ 1 y,t)d~) 
Ut + -- P .V. + cociuxyy =O. 

7r -00 ~ - X XX 

(1.10) 

En la sección próxima deduciremos, a partir de la ecuación (1.4) correspon
diente a la superficie libre, el término no lineal de la ecuación diferencial que 
describe la evolución de la altura de la intercara. 

1.1.4. Término No Lineal. 

En esta sección deduciremos el término no lineal para la ecuación (1.10) y 
que, combinado con los términos dispersivos, dará origen a ondas de perfil 
permanente, como veremos en los capítulos siguientes. Básicamente lo que 
haremos será retomar la ecuación de la superficie libre (ecuación (1.4)) y 
desarrollar en serie de Taylor a primer orden el potencial de velocidades 
cercano a r¡ ,....., O para después tomar la transformada de Fourier de toda 
la expresión. Utilizando las condiciones de frontera aproximadas a primer 
orden encontradas en la sección anterior para la transformada de Fourier 
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del potencial de velocidades y la altura de la intercara, así como una apro
ximación a primer orden de la relación de dispersión w podremos encontrar 
expresiones para las integrales de convolución que involucrarán los términos 
no lineales de la ecuación. Luego supondremos que el potencial de veloci
dades tiene soporte sólo para el número de onda "' pequeño, por lo que 
encontraremos que las integrales son de orden más pequeño que el término 
no lineal r¡r¡x que estamos buscando. Clásicamente la deducción de términos 
no lineales se realiza utilizando el método de perturbaciones, mostraremos 
aquí cómo es posible deducir todos los términos de la ecuación diferencial 
utilizando las propiedades de la transformada de Fourier. 

Procedemos entonces a escribir la ecuación (1.4) escribiendo explícitamente 
la dependencia del potencial de velocidades evaluado en la intercara, tenemos 
así 

Tlt - Tlxcpx(x, y, r¡, t) - Tlycpy(x, y, r¡, t) + cpz(x, y, r¡, t) =O. 

Desarrollamos en serie de Taylor el potencial de velocidades para r¡ ,..., O, 
obteniendo para c°px la siguiente expresión (por comodidad omitiremos la 
dependencia explícita en el tiempo del potencial de velocidades) 

cpx(x,y,r¡) ~ cpx(x,y,0) + c"pxz(x,y,O)r¡ 

y de la misma forma tendremos expresiones semejantes para c°py y c°pz, es
cribimos entonces la expresión completa 

Tlt - Tlxc"px - hxc'pxzrJ - T]yc"py - hyc'pyzTl + c"pz + c"pzzrJ =O, 

donde dejamos de escribir la dependencia de las variables para el potencial 
de velocidades por comodidad, pero recordamos que está evaluado en z = O. 
Dado que c°p debe satisfacer la ecuación de Laplace 

c"pxx + c"pyy + c"pzz = O 

podemos escribir 

Ahora tomamos la transformada de Fourier de la expresión anterior, y uti
lizamos la propiedad siguiente 

----:F(f(x)g(x)) = f(k) * g(k), 
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con f * g denotando la convolución de las funciones f y g, que es una nueva 
función la cual se escribe como 

h(x) = J (x) * g(x) = g(x) * J(x) = ¡_: J(x - u)g(u)du. 

Cuando se trata de más dimensiones, la propiedad de convolución es la mis
ma pero involucrando la convolución de las funciones en todas sus variables , 
es decir, en el caso de dos dimensiones tenemos 

f(x, y)* g(x, y) = ¡_: ¡_: J(x - u, y - w)g(u, w)dudw. 

Tomamos entonces la transformada de Fourier de la expresión ( 1.11) para 
obtener 

Esta expresión es exacta en principio si se mantienen todos los órdenes de 
magnitud. Escribimos a continuación las ecuaciones linealizadas que descri
ben la propagación de ondas en la intercara entre los fluidos, tenemos que los 
potenciales de velocidades deben satisfacer la ecuación de Laplace en cada 
fluido 

con 

""( ) { 4'1(x,y,z,t), -h1<z<r¡ 
'i' x, y, z, t = ;¡;. ( ) 

'i'2 x,y,z,t, r¡ < z < h2 

con condiciones de frontera 

aq, =o h h az , en z = - 1 ' z = 2· 

La ecuación de frontera libre lineal 

'1l - -4> 1 ·it - z z=O 

con 4'1z = 4'2z = 4'z dada la continuidad de la componente normal del 
campo de velocidades en la intercara. Por último tenemos la ecuación de 
Bernoulli linealizada en la intercara 
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Notamos que dadas estas ecuaciones <I> y r¡ son únicos y podemos escribir a <I> 
como función de r¡, este argumento lo utilizaremos para encontrar relaciones 
aproximadas a primer orden y de esta forma encontrar los órdenes de mag
nitud de los términos de la ecuación (1.12). Comenzamos con la ecuación de 
superficie libre linealizada 

tomando la transformada de Fourier y suponiendo que r¡ y <I> son la super
posición de modos normales de la forma Aei(kx+ly-wt) obtenemos 

~ 

-iwf¡ = -<I>z. (1.13) 

Retomamos la ecuación de Bernoulli aproximada linealmente 

<I>t = gr¡ 

y tomando la transformada de Fourier de esta expresión resulta que 

-iw~ = gf¡. (1.14) 

De la relación de dispersión encontrada en la sección anterior, 

w = ghI (PI - P2) k (1 - P2hI (lkl + m 2)) , 

PI PI 

tomamos el límite de onda larga ,.., ,.., O (después supondremos que <I> tiene 
soporte sólo para este límite) para obtener 

w~ 
gh1 (p1 - P2) k 

' PI 

por lo que 

-iw<I> ~ -i(cok)<I> = -co~, 

donde co está definida como en la sección anterior. Tenemos entonces 
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utilizando esta expresión obtenemos para las expresiones (1.13) y (1.14) 
respectivamente 

4> z "' iwif 

co-r¡"' - -<I>x. 
g 

(1.15) 

(1.16) 

Estas expresiones las utilizaremos para simplificar la ecuación de superficie 
libre, la cual escribimos nuevamente a continuación 

ift + $z - rfx * <I>x - rfx * ~ * if- i/y * ~ - i/y * ~ * if-~ * if-~ * if =O. 

Notamos de esta expresión, utilizando las aproximaciones a primer orden 
antes obtenidas, que el término cl>z lo podemos escribir como 

el> z "' iwi) , 

por lo que podemos reescribir la ecuación anterior como 

Procedemos entonces a examinar los términos no lineales de la ecuación 
(1.17). Comenzamos por rfx * ~, que se escribe como 

rfx * ~ = ¡_: ¡_: i(k - u)i)(k - u, l - w)iu~(u, w)dudw, 

donde se ha utilizado la propiedad de la transformada de Fourier 

FUx) = ikf 

para la transformada de Fourier de la derivada de una función. Ahora 
tomamos la relación ( 1.16) para poder escribir 

donde 

rfx * <I>x = -D¡ f l
2 

i(k - u)i)(k - u, l - w)i)(u, w)dudw, 

Di= !L. 
co 

la expresión (1.18) la podemos resumir como 

(1.18) 
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-Di f l
2 

i(k - u)r¡(k - u, l - w)r¡(u, w)dudw = -D1F(r¡ * 17x), (1.19) 

que es la expresión no lineal que estamos buscando. Ahora suponemos que 
tanto f¡(k, l) como <Í>(k, l) tienen soporte para un número de onda muy 
pequeño, un bosquejo de la forma que suponemos para f¡ como <Í> se mues
tra en la Figura 1.5. Entonces si r¡ y <I> tienen valores distintos de cero 
para valores de (k, l) dentro de círculos de radio 61 y 62 respectivamente, 
tomamos E = max(61, 62), la expresión anterior la podemos aproximar para 
(k, l) "' (O, O) de la siguiente forma 

f l
2 

i(k - u)r¡(k - u,l -w)r¡(u,w)dudw ~ jj_ff i(k- u)r¡(k,l)r¡(O,O)dudw 

= ir¡(k, l)r¡(O, O) J J_f}k - u)dudw 

"'0(1:2). 

Figura 1.5: Tanto f¡(k, l) como <Í>(k, l) tienen soporte (valores distintos de 
cero) para valores de l(k,l)I <E. 

Veremos entonces que los demás términos de la ecuación ( 1.17) tienen órdenes 
de magnitud en E menor que la expresión anterior y por lo tanto son despre
ciables respecto al término (1.19). Tomamos entonces el segundo término no 
lineal de la expresión ( 1.1 7), el cual es 
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rfx * ~ * 71= rfx * f l
2 

f¡(k - u,l - w)iu~(u,w)dudw 

~ -Drfx * f l
2 

f¡(k - u, l - w)u2 7}(u, w)dudw, 

donde se ha utilizado la relación (1.15) para~ y el valor de las constantes 
se ha resumido en D. Ahora hacemos la aproximación para números de onda 
pequeños, con la cual obtenemos 

Lo cual es de un orden mucho menor en E que el término ( 1.19) . Ahora 
tomamos el tercer término no lineal de la expresión ( 1.1 7) , 

ifY * ~ = f l
2 

i(l - w)f¡(k- u,l -w)iw~(u,w)dudw 

~ -f¡(k, l)~(O, O)/ [ff (l - w)wdudw 

""O(t4
). 

El cuarto término de la ecuación ( 1.17) es 

ifY * ~ * 7/ = ifY * f l
2 

f¡(k - u , l - w)iw~(u, w)dudw 

= -DifY * f l
2 

f¡(k - u , l - w)uwi}(u, w)dudw. 

Utilizando el hecho que f¡ tiene soporte sólo para (k, l) "" (O, O) y escribiendo 
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la segunda integral de convolución resulta que 

- D f l
2 

i(l - (})f¡(k -T, l -{}) f l
2 

f¡(T - u,{}- w)wu77(u,w)dudw dTd(} ~ 

f l
2 

i(l - (})f¡(k - T, l - (})f¡( T, (})77(0, O) f /_ff uwdudw dTd(} "' 

O( f 4
) ! l2 i(l - (})f¡( k - T, l - (})f¡( T, (})77(0, O)dTd(} "' 

O(é)f¡(O, 0) 2 f¡(k , l) //_ff (l - (})dTd(}"' 0(E6
) . 

Para el siguiente término de la ecuación (1.17) tenemos 

~ * 77 = - ¡_: ¡_: i](k - u, l - w)u2<Í>(u, w)dudw 

~ -f¡(k, l)<Í>(O, O) f /_ff u2dudw 

"'0(E4
). 

Es claro que para el siguiente término, ~ * 77 el análisis es muy similar 
al realizado anteriormente, y por lo tanto este término también tendrá un 
orden de E4 • Hemos obtenido entonces que el término de mayor contribución 
a primer orden es el término T/T/x, por lo que podemos escribir la ecuación 
diferencial como 

f¡t + iwf¡ + D1f¡ * 7fx =O, 

por lo que tomando la transformada inversa de Fourier obtenemos el término 
no lineal que estábamos buscando más los términos lineales que habíamos 
encontrado 

CQC1 ( loo r¡(~ , y , t)d~) 
T/t + D1TJT/x + -- P.V. é _ + CoCIT/xyy =O. 

7f -00 '> X XX 

( 1.20) 

Hacemos el cambio de variable 

y utilizando la regla de la cadena obtenemos que 
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a a 
[)llf2 = CQC¡ [)y2 ' 

de forma tal que podemos escribir la ecuación diferencial (1.20) como 

coc1 ( {
00 17(~ , y, t)d~) 

17t + Di1717x +-;- P.V. 1-oo ~_X x + 17xt/n/J =O, 

que es la ecuación diferencial que estamos buscando, la cual la escribiremos 
por simplicidad en términos de las variables originales, recordando que estas 
variables son variables reescaldas, además denotamos f3 = D1 y a= coc1/7r 
para obtener finalmente 

( 

{00 17(~,y,t)d~ ) 
17t + f317T/x +a P.V. 1-oo ~ - X xx + 1lxyy =O (1.21) 

que es la Ecuación Bi-dimensional de Benjamin-Ono. 

1.2. Ondas que se Propagan en la Intercara entre 
Películas Conductoras. 

En esta sección estudiaremos el problema de ondas que se propagan en la 
intercara entre dos conductores debido al fenómeno de electromigración de 
superficie. Deduciremos las ecuaciones que describen la dinámica de una 
perturbación en la intercara sobre el nivel medio de la misma en equilibrio, 
para después resolver el sistema de ecuaciones resultantes de manera muy 
semejante a como se hizo en el problema de ondas en un fluido estratificado. 
Deduciremos de esta manera la ecuación diferencial no lineal que determina 
el comportamiento de la onda propagándose. 

1.2.1. La Ecuación de Movimiento. 

Para la construcción de nuestro modelo seguiremos a [2] en donde el acer
camiento que se le da al problema se basa en la conservación de volumen, 
relacionando el cambio de la altura de la intercara sobre su nivel de equilibrio 
y el flujo neto de adatoms sobre la superficie misma. La expresión para este 
flujo neto de partículas está basada en un hecho experimental y consiste en 
proponer que el flujo de adatoms es proporcional al Laplaciano de superficie 
del potencial eléctrico en la misma. Supongamos que tenemos una película 
delgada metálica y un campo eléctrico aplicado paralela a ésta. Supondremos 
por simplicidad que el campo eléctrico aplicado es lo suficientemente grande 
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Electromigración de Superficie. 
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Figura 1.6: El cambio en el volumen de la superficie sobre una región L.: 
es igual al volumen ocupado por los átomos que migran hacia el elemento 
de superficie. ] 8 es el flujo de átomos (sobre la superficie) y T es el vector 
normal a la frontera de la región (:E, h(:E)). 

para que los efectos de electromigración en la superficie sean mucho mayo
res que los efectos de capilaridad. Entonces, todo el movimiento de adatoms 
será sobre la superficie del conductor. Deduciremos así la ecuación de con
tinuidad para este problema. Tomemos el volumen del conductor sobre su 
altura sin perturbar sobre una región L.: rectangular comprendida entre los 
punto (xo, Yo) y (xo + x, Yo+ y) (se verá luego que el argumento puede ser 
extendido para una región :E arbitraria), dicho volumen es entonces (ver 
Figura 1.6) 

f l h((, 'l/J, t)d(ud'l/J, 

donde h(x, y, t) es la altura de la superficie sobre su nivel de equilibrio. 
Ahora consideremos que la altura de la superficie cambia a una nueva altura 
h(x, y, t + t'), por conservación de volumen, el cambio en la altura de la 
superficie debe ser igual al volumen ocupado por la cantidad de partículas 
que entre (o salgan) del elemento de superficie. Denotamos por J8 (x, y, t) el 
flujo de partículas sobre la superficie y consideramos t' lo suficientemente 
pequeño para que el flujo ] 8 no cambie a lo largo de este tiempo. La cantidad 
de partículas que migran hacia la superficie está dada por 
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1
xo+x 

xo 
( J s ( ~, Yo, t) · 'Í' - J s ( ~, Yo + y, t) · 'Í') d~ 

f,
Yo+Y 

+ (J5 (xo,'l/;,t)·T-J5 (xo+x,'lj;,t)·T)d'l/J, 
Yo 

con 'Í' es el vector tangente a la superficie y normal a la frontera de la re
gión (E, h(E)) . Notamos que las integrales anteriores son el flujo neto de 
partículas que atraviesan la frontera (recordar que todo el flujo de partícu
las es sobre la superficie) de la región (E, h). Utilizando el teorema de la 
divergencia podemos escribir dicho flujo como 

f l \! · (J5 )dxdy 

donde la divergencia debe ser tomada en un sistema de coordenadas sobre 
la superficie descrita por h(x, y, t). Escribimos entonces la conservación de 
volumen de la siguiente manera 

:t Jl h(~, 'lj;, t)d~d'lj; = -n J l \! . (J5 )d~d'lj;, 
donde n es el volumen medio de los átomos adsorbidos. Es un hecho ex
perimental que este flujo de adatoms sobre la superficie es proporcional al 
campo eléctrico sobre la misma (lo cual proviene del hecho que se trata de 
una material óhmico) involucrando tanto la interacción de los adatoms con 
el campo eléctrico como la denominada "wind force" . Dado que el se trata 
del campo eléctrico sobre la superficie, la expresión para el flujo de partícu
las se escribe en términos del laplaciano de superficie (ver [2]). Escribimos 
entonces [8] 

J5 = - vqM ( :x { ~[(1 + h~)Bx - hxhy8y]q,} 

+ :y { ~[(1 + h;)ay - hxhyBx]q,}) 

= - vqM vg\!~q,(x, y, h(x, y, t)), 

donde v es la densidad por unidad de área de los átomos móviles en la 
superficie, q su carga eléctrica efectiva y M la movilidad de los adatoms; 

además y'g = J1 + h'i + hi y q, es el potencial eléctrico evaluado sobre 



24 Electromigración de Superficie. 

la superficie. Escribimos entonces la ecuación de conservación de volumen 
como 

(1.22) 

y dado que la superficie E fue arbitraria, la expresión anterior se expresa en 
forma diferencial como 

( 1.23) 

donde 

a= qMvn. 

1.2.2. El Problema de Dos Conductores. 

En esta sección consideraremos el problema de electromigración de super
ficie en la intercara de dos películas conductoras (ver Figura 1. 7). Estas 
dos películas conductoras se hayan depositadas entre dos sustratos aislantes 
a alturas z = -h1 y z = h2, siendo z = O la altura de la intercara sin 
perturbar. Un campo eléctrico E0 se encuentra localizado en la región que 
comprende el conductor inferior, y será el responsable de la electromigración 
en la intercara. 

z 

X 

sustrato aislante 

Figura 1.7: Perfil de dos películas conductoras formando una intercara. La 
altura de la intercara perturbada se denota por h(x, y, t), y el vector nor
mal unitario exterior a ésta n. Las películas están delimitadas por sustratos 
aislantes en z = -h1 la película inferior y z = h2 la película superior. 
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Pedimos entonces que el potencial eléctrico satisfaga la ecuación de Laplace 
en ambos conductores 

\72<I>1 = o, -h1 < z < h 
\72<I>2 = o, h < z < h2 

y que el potencial eléctrico sea continuo a través de la intercara. Imponemos 
como condiciones de frontera que no haya carga eléctrica depositada en la 
intercara entre conductor-aislante, así como tampoco en la intercara entre 
los materiales conductores, ya que en principio, toda la carga eléctrica en 
la intercara se encuentra migrando en los conductores . Formalmente esto se 
expresa como 

~-O enz=-h1 8z - ' 

~-O enz = h2 8z - ' 

para la intercara conductor-aislante. Para la intercara conductor-conductor 
el hecho que no haya carga eléctrica en la intercara se traduce en la con
tinuidad del desplazamiento eléctrico a través de la intercara, es decir 

a<I> 1 o<I>2 
t 1-- - t2-- =O enz = h, an an , (1.24) 

donde t 1 y t2 representan las permitividades eléctricas del material infe
rior y superior respectivamente; el vector n es el vector normal exterior 
(del conductor inferior al superior) a la superficie, si ésta se escribe como 
(x, y, h(x, y, t)), entonces 

1 
n = -V-;::====(-hx, -hy, 1). 

a+ h2 + h2 
X y 

(1.25) 

Pediremos además que t2 < < t 1, esto para que los efectos del campo eléctri
co aplicado sean prácticamente nulos en el conductor superior cuando la 
intercara se deforma y conocemos el comportamiento de una superficie li
bre al vacío ([1], [2]). Una condición de frontera más es que los potenciales 
eléctricos se anulen en infinito, esto es 

<I>1 --+ -Eox, x--+ ±oo 
<I>2 --+ O x,--+ ±oo. 

Hacemos un escalamiento en el potencial eléctrico <I> 1 por comodidad. Sea 
entonces 
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<P1 = <I>1 + Eo x. 

Es claro que ahora <P1 ~ O cuando x ~ ±oo, y para ser consistentes con la 
notación, hacemos <P2 = <I>2. Retomamos la ecuación (1.24) la cual se escribe 
como 

Escribiendo la relación anterior en términos del potencial reescalado </J, ten
emos 

<I>1x = <P1x - Eo, 
<I>1y = </J1y, 
<I>1z = </Jiz· 

Entonces la condición de frontera en la intercara es 

E¡ (-hx</Jlx + hxEo - hy</Jly + </J1z) - E2 (-hx</J2x - hy</J2y + </J2z) =O. 

Tomando únicamente los términos lineales de la relación anterior se obtiene 

(1.26) 

Sabemos de la teoría del electromagnetismo que en la intercara entre dos 
medios se deben satisfacer ciertas condiciones de frontera entre los cam
pos eléctricos de ambos materiales. Una de ellas ha sido ya utilizada, y 
es que existe una discontinuidad en la componente normal del desplaza
miento eléctrico de ambos materiales, la diferencia entre estas componentes 
normales es igual a la densidad de corriente eléctrica en la intercara. Esta 
propiedad fue utilizada suponiendo que la densidad de corriente eléctrica en 
la intercara es cero dado que todos los portadores de carga están migran
do en ella. Existe otra relación que nos describe el comportamiento de los 
campos eléctricos en la intercara entre dos materiales, y es que la compo
nente tangencial del campo eléctrico debe ser continua en la intercara, una 
representación esquemática de esto se muestra en la Figura 1.8. 
La propiedad de continuidad de la componente tangencial del campo eléctri
co en la intercara se refiere a que cualquier dirección del campo eléctrico en 
el plano tangente a la intercara debe ser continua. Si tomamos una aproxi
mación de primer orden para la intercara, esto es h ,....., O, tenemos que las 
direcciones tangenciales del campo eléctrico son 
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Figura 1.8: En la intercara entre dos materiales, el salto entre las compo
nentes normales del desplazamiento eléctrico Dn es la densidad de carga en 
la superficie, mientras que las componentes tangenciales a la superficie Et 
son continuas. 

Eix = </Jix, Eiy = </Jiy · 

Estas componentes deben ser continuas a través de la intercara, por lo cual 

</Jix = <P2x = <Px 1 

</J1y = </J2y = </Jy· 

Ahora proponemos el modelo para la evolución de la intercara. En la sección 
anterior vimos que la evolución de la intercara está dada por el flujo neto de 
materia hacia el conductor, lo cual se expresaba mediante la ecuación {l.23), 
para la interacción entre dos conductores, proponemos el mismo modelo 
salvo que ahora la evolución de la intercara estará dada por el flujo neto 
de átomos en ambos conductores. Esto será la diferencia entre el arrastre 
de átomos en el conductor inferior y el arrastre de átomos en el conductor 
superior. Se presenta ahora un problema, dado que se trata de una intercara 
sólido-sólido, la acumulación o vaciamiento de materia debido al flujo de 
átomos ocasionado por la electromigración puede dar origen a fuerzas de 
tensión en la intercara que crean fuerzas de arrastre en dirección contraria 
al flujo atómico original. En este modelo relajamos este tipo de problemas 
pidiendo que cualquier acumulación o vaciamiento de materia en un lado 
de la intercara estará acompañado del efecto contrario en el lado opuesto. 
Además, para evitar que aparezcan lugares en la intercara en donde ya no se 
tenga un contacto directo de metal-metal sino que se forme un vacío así como 
cualquier fuerza en forma de tensión mecánica, proponemos que cualquier 
fuerza elástica en los materiales será compensada por el flujo de materia 
hacia los conductores. Por otro lado, suponemos que la única fuerza sobre 
los adatoms es aquella ocasionada por el campo eléctrico aplicado y no por 
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la fuerza de gravedad o efectos de capilaridad. De esta forma proponemos 
la ecuación de movimiento para la altura de la intercara como 

(1.27) 

donde las constantes Cl'i están definidas como antes, es decir 

para ambos materiales, y 

( 1.28) 

con .¡g = J1 + h~ + h~. Resumiendo, tenemos que los potenciales en am

bos conductores deben satisfacer la ecuación de Laplace con condición de 
Neuman en -h1 y h2 nula, 

\124>1 = o, -h1 < z < h 

\124>2 = o, h < z < h2 

con 

~-o 
8z - ' enz = -h1 

~-o 
8z - ' enz = h2 

y ef> 1 (x, y, h) = ef>2 (x, y, h). La continuidad del desplazamiento eléctrico en la 
intercara 

y la ecuación de movimiento 

Notamos que el problema a resolver es semejante al del fluido estratificado. 
Debemos resolver un problema de \12 f = O en cierta región del espacio con 
condiciones de Neuman nulas en la frontera, pero las ecuaciones de intercara 
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son totalmente diferentes, hemos obtenido una relación ht = 'V2 cp en el caso 
de la electromigración mientras que para el problema de fluidos teníamos 
ht = -c/Jz. La ecuación de Bernoulli se ve reemplazada por la condición de 
continuidad del desplazamiento eléctrico en la intercara. Veremos entonces 
cómo esta nueva situación cambia la relación de dispersión. 

1.2.3. La Ecuación Bi-Dimensional de Benjamin-Ono. 

Para encontrar la ecuación diferencial que ha de describir la evolución de la 
intercara y que dé, en principio, origen a solitones, realizaremos un procedi
miento muy semejante al que se hizo para el caso del fluido estratificado. Re
solveremos la ecuación de Laplace con condiciones de frontera aproximadas 
linealmente para el problema planteado, luego tomaremos la condición de 
frontera en la intercara y haremos un desarrollo en serie de Taylor para en
contrar los términos no lineales de primer orden. Con un argumento muy 
semejante al realizado en el problema anterior, veremos que el orden de los 
términos no lineales es menor al término no lineal de la forma 

que es el término no lineal que estamos buscando. Tomamos entonces la 
transformada de Fourier de la ecuación de Laplace para obtener 

- 2 2 ' c/Jizz - (k + l )epi = O 

donde 

~(k, l, z, t) = J l
2 

cp(x, y, z, t)e-i(kx+ly)dxdy. 

Separando variables 

~ = Qi(z)f(k, l, t) 

donde f es una función únicamente de (k, l} y el tiempo, obtenemos 

donde se ha eliminado la función f. Denotamos a f'i,
2 = k2 + l2 y de la 

expresión anterior obtenemos que Q(z} tiene una solución de la forma 

Qi(z} = Asenhf<i,z + Bcoshf<i,z, 
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donde A y B son constantes a determinar. Para satisfacer las condiciones 
de frontera en la intercara como los aislantes tenemos que 

Q~(z)lz=-hi =0, 

de donde 

Q1(z) = A1cosh11:(z + h1) 

y 

luego entonces 

Hemos obtenido que 

</>(x z t) = { A1cosh11:(z+h1)f(k,l), -h1 < z < h 
'y, ' A2cosh11:(z - h2)f (k, l), h < z < h2. 

Si el potencial eléctrico es continuo en la intercara, obtenemos que a primera 
aproximación 

A1 cosh11:h1 = A2cosh11:h2, 

donde se ha evaluado en z = O (que es la aproximación a primer orden de 
h). Ahora evaluamos la transformada de Fourier de la condición de frontera 
dada por la ecuación (1.26) y suponiendo que la transformada de Fourier de 
la altura de la intercara tiene la forma 

ii =A.¡ (k, z, t) 
encontramos 

E¡~ - E2~ = 11:(E1A1senh11:h1 + E2A2senh11:h2)f(k, l , t) 

( 
cosh11:h1 ) = 11:A1 E¡senh11:h1 + E2 h h senh11:h2 f (k, l, t) 
COS K 2 

= 11:A1 (E1senh11:h1 + E2cosh11:h1tanh11:h2)f(k, l, t) 

= -E1Eo(ik)h 

= -ikE1EoAf(k, l, t) , 
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de donde obtenemos que 

Ai _ _ ikf.1Eo A 
- K:(E 1senhK:h1 + E2coshK:h1tanhK:h2) ' 

utilizando la condición de continuidad del potencial eléctrico encontramos 

_ ikf.1Eo A, 
A2 - - . 

K:(E1coshK:h2tanhK:h1 + E2senhK:h2) 

Los potenciales eléctricos tienen entonces la forma 

( 1.29) 

y 

( 1.30) 

Término No Lineal. 

En esta sección encontraremos el término no lineal que describe, a primer 
orden, el comportamiento de la altura de la intercara entre dos conductores. 
Para esto tomaremos la ecuación de continuidad del desplazamiento eléctrico 
en la intercara y desarrollaremos los términos involucrados a primer orden. 
Posteriormente supondremos que la transformada de Fourier de la altura de 
la intercara h tiene soporte para números de onda pequeños, tal y como lo 
hicimos para el fluido estratificado, lo cual nos dará los órdenes de magnitud 
en los modos normales para los términos no lineales restantes. Tomando sólo 
aquellos que sean de primer orden encontraremos el término no lineal para 
la ecuación diferencial de la altura en la intercara. 

Tenemos entonces la ecuación de continuidad en la intercara, y escribimos la 
dependencia explícita de las funciones respecto a sus variables, recordando 
que en la intercara z = h(x, y), 

8<I> 1(x,y,h) _ 8<I>2(x,y,h) _ 
0 E¡ 8n E2 8n - ' 

donde n es el vector normal unitario exterior a la intercara escrito como en 
(1.25). Escribimos las derivadas normales explícitamente como 
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Ahora hacemos el mismo reescalamiento que realizamos en las secciones 
anteriores del campo eléctrico <I> 1 como 

</>1 = <I>1 + Eox 

y también denotamos por comodidad <I>2 = </>2, de esta forma 

Recordamos que el potencial eléctrico </> está evaluado en z = h, por lo que 
desarrollaremos en serie de Taylor el potencial eéctrico cercano a h ,....., O, de 
forma tal que 

</>ix(x, y, h) ~ </>ix(x, y, O) + </>ixz(x, y, O)h, 
</>iy(x,y,h) ~ </>iy(x,y,O) + </>iyz(x,y,O)h, 
</>iz(x, y, h) ~ </>iz(x, y, O)+ </>izz(x, y, O)h. 

Utilizamos estas expresiones en la relación (1.31) y después de acomodar 
términos obtenemos 

f.¡Eohx + (E1</>1z - E2</>2z) + h(E1</>1zz - f.2</>2zz) - hx(E1</>1x - E2</>2x) 

-hhx(E1</>1xz - f.2</>2xz) - hy(E1</>1y - E2</>2y) - hhy(E1</>1yz - E2</>2yz) =O, 

donde todos los términos están evaluados en z = O. Tomamos la transfor
mada de Fourier de la expresión anterior. Recordemos primero la propiedad 
de convolución de la transformada de Fourier, la cual nos dice que la trans
formada de Fourier de la multiplicación de dos funciones es la convolución 
de la transformada de Fourier de estas funciones, es decir 

:F(h(x, y)g(x, y)) = h(k, l) * g(k, l) = j l
2 

h(k - u, l - w)g(u, w)dudw. 

De esta forma 

f.¡Eohx + (f.1~ - f.2~) + h * (E1~ - f.2~) 
-hx *(E¡~ - f.2-¡;;) - h * hx * (f.1~ - f.2~) 

-h; *(E¡~ - f.2~) - h * h; * (f.1¡¡;;; - f.2~) =o. 
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Utilizando el hecho que el potencial eléctrico y sus derivadas en x y y son 
continuos a través de la intercara, podemos reescribir la expresión anterior 
como 

E¡Eohx + (r:¡i":z - E2~) + h * (r:1ii:: - E2~) 

-(E¡ - E2)hx * (i;) - h * hx *(E¡~ - E2~) 

-(E¡ - E2)hy *(</>y) - h *h.;* (E¡~ - E2~) = Ü, (1.32) 

donde se ha denotado </>ix = </>2x = </>x y análogamente para </>y· Haremos 
ahora una aproximación de onda larga para </>. De la expresión (1.29) eva
luamos en z =O y tenemos 

Analizamos el término 

1 

11:(r:1tanh11:h1 +r:2tanh11:h2) ' 

el cual podemos escribir como 

Utilizamos ahora la hipótesis que f2. < < 1 para desarrollar en serie de Taylor 
f¡ 

el término entre paréntesis como 

entonces podemos reescribir </>como 

~(k, l, O) ~ ikEo (i _ r:2 tanh11:h2) h. 
11:tanh11:h1 E¡ tanh11:h1 

Ya que estudiaremos el comportamiento de~ en términos no lineales, tomare
mos la aproximación a primer orden de la expresión anterior, esto ya que es
tamos interesados en los términos de primer orden que el efecto del conductor 
superior pueda contribuir a la onda; para los términos lineales sí tomaremos 
en cuenta los efectos del conductor superior y obtendremos así la relación 
de dispersión deseada. Aproximamos </>evaluado en la intercara como 
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J(k, l , O) ~ ikEo h 
K:tanhK:h¡ 

Tomamos en la expresión anterior el límite cuando (k, l) ,...., (O, O) para obte
ner 

• ikEo • 
</J(k, l , O) ~ ~h h. 

/\: 1 
( 1.33) 

Supondremos ahora que h tiene soporte sólo para números de onda pequeños, 
esto es (k, l) ,...., (O, O). Sea entonces h tal que tenga soporte para un círculo 
de radio€. Calcularemos el órden de magnitud para los términos no lineales 
de (1.32), comenzamos por el término 

de la relación (1.33) podemos escribir 

- -k2 Eo · 
<Px ~~h h. 

/\: 1 

Si la onda se propaga en el eje x tenemos que k > > l por lo cual K:2 ~ k2 

por lo tanto 

por lo que 

- Eo · ,/, ~--h 
'f'X h¡ ' 

- - Eo- ~ 
hx * <Px ~ --¡;;_hx * h 

que es el término no lineal que estamos buscando. Calculamos ahora el órden 
de magnitud de este término, recordando que h tiene soporte para K: < €, 
entonces 

h * hx = f L
2 

i(k - u)h(k - u, w - l)h(u, w)dudw 

~ f /_{{ i(k - u)h(k, l)h(O, O)dudw 

,...., 0(€2) . 

Calculamos ahora el término 

( 1.34) 
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h *(E¡~ - E2~). 

Utilizamos el hecho que los potenciales eléctricos deben satisfacer la ecuación 
de Laplace para escribir 

Recobramos la expresión (1.33) y notamos que 

por lo que obtenemos 

. - - E0 • -
h * (E1<P1 zz - E2c/J2zz) ~(E¡ - E2)-¡;;h * hx, 

que es nuevamente el término no lineal que estamos buscando. Estudiamos 
ahora los demás términos no lineales y veremos que tienen órdenes en E 

más grandes que el término no lineal anterior. Calculamos ahora el orden de 
magnitud de 

h * hx * (E¡fuz - E2~) = h * hx * (E¡ikii: - E2ik~) 
A - 2· 

~ -E¡Eoh * hx * (k h) , 

donde se ha utilizado ahora la aproximación lineal de la condición de frontera 
en la intercara. Escribimos la integral explícitamente para encontrar que 

h * hx * (k2 h) = hx * f l
2 

u2h(k - u, w - l)h(u, w)ddw 

~ hx * f J_tt u2h(k, l)h(O, O)ddw 

,._, E4h(O,O) ! k2 i(k- T)h(k - T, l -B)h(T,B)dTdB 

~ E4h(O, O)! /_ff i(k - T)h(k, l)h(O, O)dTdB 

,._, 0(€6). 
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Seguimos con el término 

En la expresión anterior se ha utilizado la continuidad de la componente 
tangencial del campo eléctrico. Escribimos la integral de convolución ex
plícitamente utilizando la aproximación 

- lkEo , 
</; :::::: --h 

y /'í,2h1 

l Eo , 
~---h 

k h1 

hy *-;¡-; = -/' r w (l - w)h(k - u, l - w)h(u, w)dudw 
} R2 U 

'""' -/' r '!!: (l - w)h(k, l)h(O, O)dudw }_l u 

rv o ( 1::31 rn:) . 

Finalmente tenemos el término 

h * hy *(E¡~ - E2~) = h * hy * (E1il{i: - E2il~) 
:::::: -E1Eoh * hy * (klh) , 

en esta expresión se ha utilizado nuevamente la aproximación lineal para la 
condición de frontera en la intercara. Escribimos entonces 

h * hy * (klh) = h * J L
2 

i(w - l)uwh(k - u, l - w)h(u, w)dudw 

:::::: h * JJ_tl i(w - l)uwh(k , l)h(O,O)dudw 

rv E
5h(O, O} J L

2 
h(k - T, l - O)h(T, O)dTdO 

:::::: E
5 h(O, O) J J_lt h(k, l)h(O, O)dTdO 

rv 0(E7
). 
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Hemos mostrado que a primer orden, la condición de frontera en la intercara 
se puede escribir como 

( 1.35) 

Límite para una Capa de Altura Infinita. 

De la misma forma en que hicimos para el caso del fluido estratificado, 
tomaremos ahora el límite en el cual la altura de la película superior crece a 
infinito pero conservando la proporción de onda corta con el número de onda 
k, es decir, tomamos el límite en el cual kh2 --+ oo, y tomando en cuenta que 
la onda se propagará en el eje x (dado que en esa dirección se encuentra el 
campo eléctrico y hacia allá migrarán los átomos). Escribimos la ecuación 
de movimiento aproximada linealmente 

ht = ai(<f>1xx + </>1yy) - a2(</>2xx + </>2yy ), 

donde los potenciales están evaluados en z = O. Tomando la transformada 
de Fourier de la expresión anterior 

~ 2 A 

ht = (a1 - a2)(-/'í, )</>, 

donde se ha utilizado la condición de continuidad del potencial eléctrico en 

z = O para escribir -;¡;; ( z = O) = ;¡;; ( z = O) = 'J;. Reco bramas la expresión 
(1.29) encontrada anteriormente 

ikE 1E0 , 
</>1 = - hcosh/'í,h1 

/'í,( E1senhK,h1 + E2COSh/'í,h1 tanhK,h2) 

evaluando en z = O. Podemos reescribir esta relación en términos de </Jz como 

,¡., E1 </J1z - E2</J2z h h 
'f'l = - cos /'í, 11 

/'í,(E1senhK,h1 + E2COShK,h1tanhK,h2) 

recuperando la expresión (1.35) podemos escribir la ecuación de movimiento 
como 

con 
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De esta forma obtenemos 

( 1.36) 

Nuevamente tomamos el desarrollo en serie de Tay lor para S2. < < 1 en el 
{ 1 

coeficiente del término no lineal, 

y consideramos sólo la aproximación a primer orden de este coeficiente ya 
que estamos interesados en los efectos que a primer orden tenga el conductor 
superior en el rompimiento de la onda, por lo cual escribimos 

~ /'i, -
ht ~ - (a1 - a2)E1Eo hx 

( E1 tanh/'i,h1 + E2tanh/'i,h2) 
/'i, A -

-co(a1-a2) h h h*hx 
E1tan /'i, i 

(1.37) 

Para el coeficiente del término lineal obtendremos la relación de dispersión 
del problema, tomaremos el límite cuando kh2 --+ oo tal y como hicimos en 
el problema del fluido estratificado; notamos que si la onda se propaga en la 
dirección x, a primera aproximación 

~ 
tanhah2 = tanhkh2 y l + k2 ~ tanhkh2 

y por lo tanto 

{ 
1 sik > O 

lím tanhkh2 = _ 1 
kh 2 ---too si k < O. 

Llamamos ahora 

W= /'i, 
(E1tanh/'i,h1 + E2tanh/'i,h2) 

Escribimos, en el límite cuando kh2 --+ oo 
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Ahora tomamos el límite de onda larga para la capa inferior, es decir, 
tomamos el límite cuando ,.,,h 1 ---+ O, en ese caso 

para obtener 

l 
W= t 

t1h1 + t2 Cl2 
lkly i+b-

y podemos reescribimos la expresión anterior como 

1 1 w = ---------
ti h¡ 1 + f2_ 

1 

f¡ hilk!Ji+& 

para observar que el término 1Cl2 será muy grande comparado con 
hilkly '"T k2 

1 si la altura de la capa inferior es sumamente pequeña (que es el caso en 
el cual experimentalmente se observa la electromigración de superficie). De 
esta forma, W se puede escribir c?mo 

w = ]_lklJl + l2 
t2 k2 

y tomamos la aproximación a primer orden para la raíz cuadrado para ob
tener 

i ( z2 ) w = t2 lkl 1 + 2k2 

i ( z
2 

) 
= t2 lkl + 2lkl . 

Ahora reescalamos el número de onda en y como m 2 = l2 /2lkl para obtener 
finalmente la relación de dispersión en el límite en el que la capa superior es 
infinita 

(1.38) 
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Así, podemos reescribir la ecuación ( 1.37), tomando el límite de onda larga 
r;, ,....., O en el coeficiente del término no lineal, como 

De igual forma que en el caso del fluido estratificado, tomando la transfor
mada de Fourier inversa de la ecuación anterior resulta que 

(
1 ( [

00 h(~,y,t)d~) ) 
ht + c2hhx + C¡ ;: PV Í-oo ~ - X XX + hxyy = o, 

donde 

con 

(E¡ - E2)Eo 
CQ = 2 h¡ . 

Hacemos el cambio de variable 

de la regla de la cadena se sigue que 

a2 a 
81jJ2 = C¡ 8y2 

y 

ht + c2hhx + e¡ (Pv f
00 

h(~~ ~ t) d~) + hx1/n/; =O. 
7f Í-oo X XX 

Esta es la misma ecuación diferencial que obtuvimos en el problema del 
fluido estratificado, y la reescribiremos utilizando la denotación original de 
variables como 

( ¡00 h((,y,t)d() 
ht+f3hhx+a P.V. -x +hxyy=O 

-00 ( XX 

( 1.39) 
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que es la Ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono. Podemos calcular 
la corrección en el término no lineal cuando se utiliza la aproximación a 
segundo orden de la expresión 

Tomando el límite cuando kh2 ~ oo y posteriormente el límite de onda larga 
"'~ O, obtenemos 

(1.40) 

En el límite l2 / k2 < < 1 podemos aproximar la expresión anterior como 

( 1.41) 

Reescalando nuevamente el número de onda en y como m 2 = i (:
1 

tenemos 

(1.42) 

que es la corrección a segundo orden para el término no lineal. La ecuación 
anterior se puede utilizar para estudiar el efecto de perturbaciones en las 
estructuras coherentes que se propagan en la intercara entre los conduc
tores tomando en cuenta las correcciones de segundo orden de los efectos 
no lineales del modelo. Hemos pues deducido la ecuación bi-dimensional de 
Benjamin-Ono a partir de dos problemas físicos . Primero se dedujo esta 
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ecuación del problema de propagación de ondas en un fluido estratificado, 
este análisis es muy semejante al análisis en una dimensión y que da origen a 
la ecuación de Benjamin-Ono. Posteriormente se estudió el problema de elec
tromigración de superficie en la intercara entre dos películas conductoras, 
mediante argumentos análogos a aquellos realizados para el problema del 
fluido estratificado se concluyó que la ecuación que modela la altura de la 
intercara es la misma en ambos problemas salvo por un término lineal en la 
relación de dispersión que no se obtiene en el problema de electromigración 
de superficie. En los capítulos siguientes estudiaremos la propagación de 
estructuras coherentes de la ecuación (1.39). Para esto propondremos una 
función de prueba candidata a solitón que se propague modificando sus 
parámetros pero conservando su forma, encontraremos así la evolución en 
el tiempo de estos parámetros buscando los puntos de equilibrio que den 
origen a solitones. 



Capítulo 2 

Estudio de Solitones en la 
Ecuación Bi-Dimensional de 
Benjamin-Ono. 

En este capítulo estudiaremos las soluciones de la ecuación de Benjamin
Ono en dos dimensiones, encontrada en el capítulo anterior, escrita de la 
forma 

( 
rXJ u(~, y, t) ) 

Ut + f3uux +a P.V. }_
00 

~ _ x d~ xx + Uxyy =O. (2.1) 

La ecuación anterior es un análogo en dos dimensiones de la ecuación de 
Benjamin-Ono en una dimensión, presentada en el capítulo anterior, la cual 
sabemos tiene una solución exacta en forma de onda localizada que se propa
ga con un perfil permanente tipo solitón. Por otro lado, la ecuación (2.1) es 
semejante a la ecuación de ZK 

Ut + UUx + Uxxx + Uxyy =O 

salvo por el término dispersivo de Benjamin-Ono en la dirección x. La 
ecuación de ZK ha sido estudiada previamente [9] y aunque no se conoce 
solución exacta, posee estructuras coherentes en forma de solitones. En efec
to, si se escoge como condición inicial una función de la forma 

2( 2+ 2) u(x, y, O) = Ae-ª x Y 

ésta evoluciona en el tiempo modificando sus parámetros (la amplitud, el 
ancho de la gaussiana y su velocidad) pero conservando su perfil de onda 
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localizada. Este resultado será retomado más adelante para estudiar las solu
ciones a la ecuación (2 .1). 

Dado que no conocemos una solución exacta a la ecuación bi-dimensional 
de Benjamin-Ono, debemos escoger una función de prueba como condición 
inicial para estudiar su evolución en el tiempo, esperando que esta conserve 
una estructura de onda localizada. Para la elección de la función de prueba 
buscaremos soluciones que se propaguen con forma de onda permanente, 
esto nos dará una forma con menos grados de libertad de la ecuación (2.1), 
para la cual estudiaremos la forma variacional, esto con el propósito de 
buscar extremos de la acción respecto a los parámetros libres de la función 
de prueba y así encontrar los puntos de equilibrio para los cuales esta función 
es más estable. Posteriormente demostraremos ciertas leyes de conservación 
que debe satisfacer una solución a la ecuación y que nos permitirán, en 
el capítulo siguiente, encontrar relaciones analíticas para la evolución de 
una condición inicial con la forma de la función de prueba escogida. Por 
último, con base en los resultados numéricos, veremos que cuando se deja 
evolucionar una condición inicial bajo la ecuación anterior, esta tiende a los 
puntos de equilibrio cediendo masa en forma de radiación la cual tiene una 
amplitud mucho menor que la onda principal. Esta radiación no se encuentra 
en todo el espacio sino que se encuentra confinada en un lugar geométrico 
determinado; mediante un argumento de fase estacionaria, encontraremos 
esta región del espacio y su evolución en el tiempo, llamada la cáustica de 
la radiación. 

2.1. El Problema de Ondas de Forma Permanente. 

En primer lugar buscamos soluciones de forma permanente para la ecuación 
(2.1) que viajen en la dirección x con velocidad e, lo anterior lo podemos 
escribir de la siguiente forma, si (2.1) tiene una solución u(x, y, t) entonces 
esta solución puede ser escrita como 

u(x, y, t) = u(x - et, y) = u(B, y). 

Hacemos ahora el cambio de variable (} = x - et, Utilizando la regla de la 
cadena tenemos que 

au au au au 
ax = ªº; at = -eªº ' 

entonces la ecuación (2.1) toma la forma 
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( 
{':xJ u((, y) ) 

-cu0 + (3uuo +a P.V. l-oo (_(O+ et) d( 
00 

+ uoyy =O. 

Para el término 

(
P.V. f 00 

u((, y) d() 
1-oo (-(O+ct) 

hacemos el cambio de variable v = ( - et, por lo tanto d( = dv y los límites 
de integración serán v = -oo - et el inferior y v = oo - et el superior; si la 
función u se anula a cero en ±oo, entonces la forma del término dispersivo 
no cambia y conserva su forma 

Es claro que ahora podemos reescribir la ecuación (2.1), para esta solución 
que se propaga con velocidad constante, como 

8 ( (3 2 ( (
00 

u((, y) ) ) {)(} -cu+ 2u +a P.V. }_
00 

( _ (} d( 
0 
+ Uyy =O, 

la cual podemos integrar una vez para obtener 

(-cu+ ~u2 
+a (P.V. I: ~(~~) d() 

0 
+ Uyy) = A(y), 

donde A(y) es una función que depende únicamente de y. Ahora, si la función 
u se anula cuando (O, y) -t ±oo, entonces A(y) debe ser idénticamente cero. 
Ahora encontraremos una forma variacional para la ecuación 

1 2 ( ¡00 

u ( (, y) ) cu - -u - a P.V. ---=--e d( - Uyy =o. 
2 -00 ( o 

(2.2) 

Sabemos del cálculo de variaciones que un funcional de la forma 

J(u) = J l F(x, y, u(x, y), Ux, uy) dxdy, 

donde Fes la lagrangiana del sistema, tiene una ecuación de Euler-Lagrange 
[10] 

(2.3) 
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en la región O. Cabe mencionar que esta ecuación de Euler-Lagrange se debe 
satisfacer si u(x, y) es un punto crítico del funcional J(u) 1 y se obtiene 
tomando la Derivada de Gateaux del funcional [10]. Para la ecuación (2.2) 
f2 = JR.2 , es claro entonces que el término CU- ~u2 -Uyy tiene una lagrangiana 
F 

e 2 1 3 1 2 F = -u - -u + -u . 
2 6 2 y 

Utilizando la ecuación (2.3) es fácil ver que la lagrangiana anterior da co
mo resultado los términos correspondientes a la ecuación (2.2) salvo por el 
término de Benjamin-Ono. Cabe hacer notar que la derivada de Gateuax 
es un operador lineal, por lo que basta sumar la forma funcional correspon
diente a este término al lagrangiano anterior para obtener la forma funcional 
completa. Encontramos ahora la forma variacional del término dispersivo de 
Benjamin-Ono como sigue 

a ( ¡00 

u(e,y) ) L(x,y,u,uo,uy) = 2uo P.V. -oo e_(} de · (2.4) 

La motivación para proponer una forma variacional de este tipo es la si
guiente. Dadas las propiedades de la transformada de Fourier (en concreto 
la relación de Parseval), sabemos que la acción de un funcional cuadrático 
debe ser la misma que la acción de la transformada de Fourier del funcional 
esto es 

/l.
2 

L(u, Ux, uy)dxdy = / l.
2 

.F(L(u, Ux, uy)dkdl, 

donde .F(u(x,y)) = it(k,l) denota la transformada de Fourier de la función 
u. Entonces, tomamos la transformada de Fourier del término dispersivo de 
Benjamin-Ono 

.r ( (Pv ¡: ~(~~)de) J = lklu(k, t). 

La forma variacional de este término es 

J(it) = /" r ~1u1 2dkdl, }'Ji{2 2 

donde litl 2 denota el cuadrado de la norma de la función u, es decir itit* 
(recordar que la transformada de Fourier de una función es una función 

1 Para garantizar que u sea un mínimo se debe estudiar la segunda variación del fun
cional. 
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de variable compleja). De la forma variacional anterior notamos que tene
mos el término lkl = ksgnk; si reescribimos la relación anterior en término 
nuevamente de la función u, tomando la transformada de Fourier inversa, 
obtendremos la transformada de Hilbert de la función u del término sgnk, 
y una derivada en e del término k. 

Mostraremos ahora que al tomar la derivada de Gateuax para el funcional 
correspondiente al término (2.4) efectivamente obtenemos el término dis
persivo de Benjamin-Ono como en la ecuación (2.2). Tenemos entonces que 
tomar la derivada de Gateaux del funcional 

a ¡oo ¡oo ( ¡oo u(~ y) ) J(u) = - UfJ P.V. é ~e d~ dOdy. 
2 -oo -oo -oo <, 

La derivada de Gateaux de un funcional J(u) se define como 

d 
Dh(uo) = dt (J(uo + th)) lt=o· 

Tenemos entonces 

Dh(J(u)) = :t (J(u + th)) \t=O 

=~~ (/" f (u+ th)o (P.V. f
00 

(u(~, y)~ th(~, y)) d~) dOdy) 1 

2 dt }IR.2 Í-oo ~ 0 t=O 
=~ ¡· f ~ (uo (P.V. f

00 

u(~, y) d~) 
2 ÍJR2 dt 1-oo ~ -e 

+tuo(P.v.j_: ~(~~d~) 
+ tho (P.V. ¡_: ~(~~ d~) 
+ t2h0 (P.V. ¡_: ~(~~) d~)) \t=O dOdy, 

derivando y evaluando en t =O obtenemos 
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Estudiamos el término 

l
oo ( loo h(~, y) ) 

_
00 

uo P.V. -oo ~ _ () d~ d(), 

dado que la variable y no interviene en la integral omitiremos su dependencia 
para simplificar la notación así como la notación P.V. para denotar el valor 
principal de la integral. Hacemos entonces el cambio de variable v = ~ - ()y 

sustituimos en la integral con respecto a~ el término uo(()), tenemos así 

1
00 

uo (P.V. 100 

h(~ ~) d~) d() = 100 100 

[u~)] h(v + ()) dvd() 
-00 -00 ~ -oo -oo 8 

l
oo loo u(()) 

= - -oo -oo -v-ho(v + ()) d()dv, 

donde se ha invertido el orden de integración y se ha integrado por partes 
una vez. Haciendo ahora w = v + () tenemos 

l
oo loo u(()) 100 100 

u( w v) 
- _

00 

_

00 

-v-ho(v + ()) d()dv = - -oo -oo v hw(w) dwdv 

= -100 

hw(w) 100 

u(w - v) dvdw. -oo -oo V 

invirtiendo nuevamente el orden de integración. Nuevamente hacemos un 
cambio de variable z = w - v, de forma tal que obtenemos 

l oo 100 
u(w v) 100 100 

u(z) - -oo hw(w) -oo v dvdw = - -oo hw(w) -oo z _ w dzdw 

= 100 

hw(w) 100 

u(z) dzdw -oo -oo w - z 

l oo ( loo u(O ) = _
00 

he(()) P.V. -oo ~ _ () d~ d(). 

En la expresión anterior se ha retomado la notación original de las variables 
w = () y z = ~ por comodidad y hemos escrito nuevamente el valor principal 
explícitamente. Tenemos entonces que la suma de términos es 
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DhJ(u) =~ /l
2 

( ue (P.V. ¡_: h((~~) d() 

+he ( P.V. ¡_: ~(~ ~) d()) dOdy 

=a /l
2 

he (P.V. ¡_: ~(~~ d() dOdy 

= - a/" { h (P.V. (XJ u(~ y) d() dOdy 
}¡¡;¡2 1-oo ( e e 
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integrando una vez por partes respecto a O. Notamos ahora que si DhJ(u) = 
O para toda función h, utilizando el lema de Haar, obtenemos el término de 
dispersión de Benjamin-Ono buscado: 

(P.V. ¡_: ~(~~ d() e= O. 

Tenemos entonces que el funcional para la ecuación (2.2) es 

Procedemos ahora a proponer una función de prueba con parámetros libres 
para ser evaluada en el funcional anterior de tal forma que encontrando sus 
puntos críticos (es decir, extremando la acción (2.5) del sistema) respecto a 
dichos parámetros obtengamos los puntos de equilibrio de la función. 

2.1.1. Función de Prueba. 

Sabemos que, en una dimensión, la ecuación de Benjamin-Ono 

(3 ( roo u(() ) 
Ut + auux +; P.V. Loo ( - e d( XX= o, (2.6) 

tiene una solución exacta de la forma [11] 

ab2 

u(x, t) = ( )2 b2' 
X - et + 

con b = (3 /e y a = 4c/ a, donde e es la velocidad de la onda viajera. Es
ta solución tiene la forma de una onda viajera de forma permanente tipo 
solitón. En dos dimensiones, la ecuación de ZK 
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Ut + UUx + Uxxx + Uxyy =O, (2.7) 

tiene soluciones en forma de onda viajera de la forma [9] 

u(x, y , t) = aeª2((x- W))2+y2), 

donde d(~(t))/dt es la velocidad de la onda viajera (que viaja a lo largo del 
eje x). Notamos que la ecuación (2.1) es una combinación de la ecuación de 
Benjamin-Ono y la ecuación ZK, es decir, tiene el mismo término dispersivo 
en la dirección x que la ecuación de Benjamin-Ono y . el mismo término 
dispersivo en la dirección y que la ecuación ZK. Con base en estos resultados, 
proponemos una función de prueba para la ecuación (2.1) como sigue 

(2.8) 

La función anterior es una onda localizada que viaja en la dirección x con 
velocidad e, y que recupera la forma de la solución a la ecuación de Benjamin
Ono en una dimensión para la dirección x y la forma de la solución a la 
ecuación ZK en la dirección y . Notamos que los parámetros libres de la 
función de prueba son la amplitud a y el ancho >., este ancho es el mismo 
en ambas direcciones. Un perfil de la función (2.8) se puede observar en la 
Figura 2.1. 

Figura 2.1: Función de Prueba con a= 4, >. = 2. 

Veremos ahora que el funcional (2.5) evaluado en esta función de prueba 
efectivamente posee puntos críticos. Procedemos entonces a usar la función 
(2.8) con el funcional (2.5) para obtener la acción de dicha función, que al 
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extremar respecto a los parámetros libres nos darán los puntos críticos, los 
cuales serán candidatos a los parámetros de las soluciones tipo onda viajera. 
Por simplicidad estudiaremos cada término de dicho funcional por separado. 
Comenzamos entonces por el término 

~ f" r 2 d(}d = ca2 loo d(} loo -2y2/>.2 d 
2 }~2 u y 2 -oo (02 + ,>..2)2 -oo e y 

= c~2 (:3 ~) ( .x[f) 
_ ~ (;3 ca2 

- 4 V 2 .x2 · 

Calculamos ahora el segundo término del funcional 

~ !1 3 - a3 loo d(} l oo -3y2/>.2 
6 u dOdy - 6 (02 ,>..2)3 e dy 

~2 -00 + -00 

=a: (:5 3;) ( .xji) 

(2.9) 

(2.10) 

Para el término que corresponde al coeficiente de dispersión de ZK tenemos 
que 

por lo que 

(2.11) 

Finalmente, tenemos que 
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y como se muestra en el Apéndice B 

¡ 00 d( 7í 8 
P.V. 1-oo ((-8)((2 + >.2) = -:>:82 + .x2· 

De aquí que el último término del funcional será 

~ fh (p V l oo u(( , y) dt") d8d = 2 uo . . ¡'." - 8 .., Y 
JR2 -oo .., 

a f' r (-2a8e-
2

Y
2

/>..
2 

( [
00 

ad( ) ) 
2 }IR2 (82 + ).2)2 P.V. }_oo (~ - 8)((2 + ).2) d8dy = 

aa
2 

( .x~) ( ~ ¡_: (82 !2

>.2)3 d8) = 

( fi) (rr 7í) a f;5a 2 

ªª
2 

.xy 2 >: 8>.3 = sV 2 >.3 · (2.12) 

Utilizamos ahora las relaciones (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12) para escribir la 
forma completa del funcional evaluado en la función de prueba (2.8) 

(
ca2 a2) a3 a2 

J(u) =A ~ + >.4 - B >.4 + D >.3, (2.13) 

donde las constantes A, B , D son 

2.1.2. Puntos de Equilibrio. 

En esta sección encontraremos los puntos de equilibrio para el funcional 
(2 .13) que se han encontrado utilizando la función de prueba (2.8). De esta 
forma, derivamos la ecuación (2.13) respecto a los parámetros libres a,>.: 
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; 4 (2Ac>.2 + 2A - 3Ba + 2D>.) =0, 

ª2 
- >.5 (2Ac>.2 + 4A - 4Ba + 3D>.) =0. 
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De las relaciones anteriores eliminamos la solución trivial a = O así como la 
solución singular >. =O, por lo que obtenemos 

2Ac>.2 + 2A - 3Ba + 2D>. =0 

2Ac>.2 + 4A - 4Ba + 3D>. =0. 

Restando (2.15) a (2.14) y despejando a obtenemos 

1 
a= B(D>.+2A) . 

Sumando (2.14) con (2.15) y despejando e obtenemos 

7 B a 3 1 5D 1 
e= 4A >.2 - 2 >.2 - 4A ">:' 

7 (3 a 3 1 5a7r 1 
8v'6 >.2 - 2 >.2 - -8->:· 

Sustituyendo el valor de la amplitud encontrado en (2.16) obtenemos 

D 1 2 
e = 2A >;" - >.2. 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2 .18) 

Tanto la relación (2.17) como la relación (2.18) serán utilizadas en el capítulo 
siguiente para encontrar una expresión analítica para la evolución de la onda 
viajera. Es de hacer notar que, de manera natural, conviene expresar tanto 
la amplitud como la velocidad de la onda principal en términos del ancho >. 
de la onda viajera, esto será recuperado más adelante. 
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2.2. Leyes de Conservación. 

En el problema de electromigración de superficie como el estudiado en el 
capítulo anterior, si la intercara entre los conductores es perturbada, deno
tando h la amplitud de la perturbación sobre el nivel de equilibrio, entonces 
la masa total de la perturbación será 

M = J l ph(x, y , t) dxdy, 

donde pes la densidad de los conductores migrantes y n la región del espacio 
que representa las películas conductoras. Notamos entonces, si el conductor 
tiene densidad constante, que la masa es proporcional a la integral 

J l h(x, y, t) dxdy. 

De la misma forma, el momento de la onda será proporcional a 

P = J X2 + y2 J l h(x, y, t) dxdy, 

con (X, Y) las coordenadas del centro de masa de la onda y (X, Y) su 
velocidad. Las componentes de la velocidad en ambas direcciones pueden 
ser escritas de la siguiente forma 

· dX d ( 1 ¡· { ) X = dt = dt M Jn xh(x, y, t) dxdy (2.19) 

y de la misma forma 

· dY d ( 1 ¡· { ) y= dt = dt M Jn yh(x, y, t) dxdy . (2.20) 

Veremos que si una función u(x, y, t) satisface la ecuación de Benjamin-Ono 
en dos dimensiones (eq. (2.1)) y u y sus derivadas se anulan en infinito, 
entonces se satisfacen ciertas leyes de conservación, a saber, la conservación 
de masa y el momento total de la onda. Calculamos entonces el cambio en 
el tiempo de la masa de una onda u que satisface la ecuación (2.1) para la 
región n = JR2 
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d: = :t (/l
2 

u(x, y, t) dxdy) 

= l l
2 

Ut( X, y , t) dxdy 

!h ( ( ¡00 
u(( , y, t) ) ) = - /3uux + Uxyy +a P.V. _ d( dxdy 

JR2 -DO ( X XX 

!"{ (/3 2 ( {
00 

u(( ,y,t) ) ) 
= - } IR

2 2u + Uyy +a P.V. } _
00 

( _ x d( x x dxdy 

= ¡oo (~u2 + Uyy +a (P.V. {oo u((~~t) d() ) 1x=oo dy 
} -oo Í-oo ( x x=-oo 

=o, (2.21) 

donde se ha utlizado primero la relación (2.1) para Ut, el teorema fundamen
tal del cálculo y el hecho que u y sus derivadas (incluyendo su transformada 
de Hilbert) se anulan en infinito. Ahora procedemos a calular la conservación 
del momento total , primero calculando las relaciones (2.19) y (2.20), para 
ello utilizamos la relación (2 .21) para la ecuación de la componente de la 
velocidad en x 

~ = :t (~ f l xu(x,y,t)dxdy) 

= ~ :t (!l xu(x , y, t) dxdy) 

= ~ ll XUtdXdy 

1 f"f ( ( [00 

u((,y,t) ) ) 
= - M } IR

2 
x f3uux + Uxyy +a P.V. }_

00 
( _ x d( xx dxdy 

= - __!_ (/" r X (!!..u2 +a (P.V. f
00 

u(~, y, t) d~) ) dxdy 
M } IR2 2 Í-oo ~ - X x x 

+ f l
2 

x(uxy)ydydx), 

en la relación anterior se ha utilizado el hecho que u satisface la ecuación 
(2 .1) . Ahora integraremos por partes el primer término de la relación anterior 
y utilizaremos el teorema fundamental del cálculo para el segundo término, 
obteniendo así 
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dX = - _!__ ( rXJ X (f}_u2 +a (P.V. ¡ oo u(~!' t) d~) ) 1x=oo dy 
dt M Í- oo 2 Í- oo ~ X x x=-oo 

-/l
2 
(qu2 +a (P.V. ¡_: u~~!~t) d~) J dxdy 

+ ( x(uxy)[
00 

dx) 
= - _!__ (-/" r f}_u2 dxdy 

M } 'll<!.2 2 

-a¡· { (P.V. f 00 

u(~!' t) d~) dxdy) 
} 'll<i.2 Í- oo ~ X x 

(2.22) 

utilizando nuevamente que u y sus derivadas se anulan en infinito. Ahora 
calculamos la componente de la velocidad en la dirección y 

~~ = :t (~ Jfnyu(x,y,t)dxdy) 
= ~ /In YUt dxdy 

= - _!__ (/" { y (/}_u2 +a (P.V. f
00 

u(~, y, t) d~) ) dxdy 
M } 'll<!.2 2 } _00 ~ - X x x 

+ /l
2 

y(uxy)y dydx) 

apelamos al teorema fundamental del cálculo para reescribir la expresión 



2.2 Leyes de Conservación. 57 

anterior como 

dY = - .!___ ( ¡cx:i y (/}_u2 +a (P.V. roo u(~~' t) d~) ) 1x=oo dy 
dt M Í-00 2 1-oo ~ X x x=-oo 

+ roo y( Uxy) 1 y=oo dx - f" r Uxydxdy) 
1-oo y=-oo 1~ 

_ 1 ¡oo 1y=oo 
- M Ux dx 

-oo y=-oo 
=Ü. (2.23) 

Utilizando las relaciones (2.22) y (2.23) para calcular el momento de la onda 

y por lo tanto 

P= Jxz+Y2 f l
2 

u(x,y,t)dxdy 

=MX 

= !}_ f" r u2 dxdy 
2 1~2 

~~ = ~ ! l
2 

UUt dxdy. 

Escribimos explicitamente el término UUt obteniendo 

(2.24) 

Observamos en la relación anterior que cuando integremos sobre todo IR.2 

podremos utilizar el teorema fundamental del cálculo para todos los términos 
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con derivada, esto dará como resultado estos términos evaluados en ±oo, los 
cuales se anulan dadas las hipótesis que hemos impuesto sobre u; de esta 
forma, el único término que no se anula inmediatamente en la expresión 
anterior es el segundo, obtenemos así que el cambio de momento en la onda 
es 

ddP = /" { Ux (P.V. {
00 

u~(, y, t)) dxdy. 
t 1JR2 1-oo -X X 

Mostraremos ahora que, dada la simetría de la transformada de Hilbert, el 
término anterior se anula. Omitiremos en la muestra siguiente la integral 
sobre la variable y, y por simplicidad no se escribirá explicitamente la no
tación P.V. para denotar el valor principal, pero recordando que cuando se 
integre un núcleo de la forma 1/x se debe tomar el valor principal de Cauchy. 
Tenemos entonces 

1: Ux(x) l: (u~(~ d( dx = 1: Ux(x) l: u(() :x (( ~ x) d( dx, 

dada la simetría del núcleo 1/(( - x), es claro que 

:x (( ~ x) = -:( (( ~ x)' 

por lo que podemos escribir 

integrando una vez por partes respecto a ( y escribiendo el término Ux ( x) 
dentro de la integral respecto a ( obtenemos 

¡oo ¡oo a ( 1 ) ¡oo ¡oo u (0 
}_

00 
Ux(x) 1-oo -u(() a( (_X d( dx = }_

00 
l-oo Ux(x) /_X d( dx, 

ahora cambiamos el orden de integración 

l
oo udO loo ux(x) dx d( = - ¡oo udO loo Ux(x) dx d(. 

-oo -oo ( - X 1-oo -oo X - ( 
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Dado que las variables de integración son mudas, podemos cambiar la no
tación para obtener el mismo término que teníamos anteriormente 

- r)O U((O f
00 

Ux(x) dx d~ = - f
00 

Ux(x) f
00 

u((O d~ dx. 
Í -oo Í-oo X - ~ Loo Í-oo ~ - X 

Por lo tanto hemos mostrado que 

ux(x)P.V. _(_ d~ dx = - Ux(x)P.V. _(_ d~ dx. 1
00 100 u (0 100 100 u (0 

-oo -oo ~ - X -oo -oo ~ - X 

de donde se sigue que 

y por tanto 

{oo {oo U (0 }_00 Ux(x)P.V . Loo~ (-X d~ dx =O 

dP =O. 
dt 

(2.26) 

Escribimos entonces las leyes de conservación que habremos de utilizar en 
el capítulo siguiente 

dd~ = :t (/l
2 

u(x, y, t) dxdy) =O, (2.27) 

dP /3 d (/" f 2 ) dt = 2' dt }'t?.
2 

u (x, y, t) dxdy = O. (2.28) 

2.3. Confinamiento de Radiación por la Cáustica. 

La Figura 2.2 muestra un perfil de la solución a la ecuación (2.1) realizada 
numéricamente. Observamos de la figura que la solución se compone de dos 
partes, una onda principal en frente y ondas de menor amplitud que viajan 
detrás de la onda principal. Para la Figura 2.2 se ha utilizado como condición 
inicial una función con el mismo perfil de la función (2.8). 
La interpretación de lo observado en la Figura 2.2 es la siguiente. Al hacer 
evolucionar una condición inicial (que en principio es una función localiza
da) bajo la ecuación (2.1), esta condición inicial modificará sus parámetros 
(amplitud, ancho y velocidad) hacia aquéllos que extremen el funcional de 
la onda viajera. Dado que la masa total de la onda viajera debe conservarse, 
el cambio de masa de la onda principal se compensa desprendiendo masa en 
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Figura 2.2: Solución numérica de la ecuación (2.1) para una condición inicial 
de la forma (2.8) con a0 =8 y >. =2 al tiempo t =50. Notar la radiación 
desprendida por detrás de la onda principal. Cortesía del Doctor N.F. Smyth. 

forma de ondas de menor amplitud que la onda coherente, a este fenómeno 
se le conoce como radiación. El hecho que esta radiación desprendida por 
la onda coherente tenga una amplitud mucho menor que aquélla de la onda 
coherente hará que el término no lineal de la ecuación (2.1) sea desprecia
ble en comparación con los términos dispersivos. Estos términos dispersivos 
dan como resultado que una condición inicial localizada se propague en el 
espacio en forma oscilatoria y a su vez pierdan su soporte, es decir, conforme 
evoluciona la condición inicial en el tiempo ocupa una región más grande 
del espacio. Notamos también, de la Figura 2.2, que esta radiación cedida 
no se encuentra por todo el espacio, sino que se encuentra confinada a un 
lugar geométrico determinado, este lugar geométrico recibe el nombre de 
cáustica. Lo que encontraremos en esta sección es que al resolver la ecuación 
(2.1) linealizada y no homogénea (la no homogeneidad se debe a la fuente de 
la radiación, que es la onda coherente) se puede escribir la radiación en una 
expresión integral, mediante un argumento de fase estacionaria (método de 
análisis asintótico que se estudia en el Apéndice C) encontraremos las curvas 
en el espacio que describen el comportamiento de la radiación cedida. Estas 
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curvas, dadas en forma paramétrica, tienen una envolvente que se interpreta 
como la curva que confina la radiación a una región determinada del espacio, 
es decir, la cáustica. A continuación encontraremos la forma y evolución en 
el tiempo de este lugar geométrico. 

Retomamos entonces la ecuación (2.1) 

( !
00 u(~ , y, t) ) 

Ut + /3uux +a P .V. _ d~ + Uxyy =O. 
-oo ~ X XX 

La radiación desprendida de la onda principal debe satisfacer la versión no 
homogénea de esta ecuación (dado que se tiene una fuente de la radiación) , 
salvo por el hecho que es de mucho menor amplitud que la onda principal y 

por ello podemos linealizar la ecuación en estos puntos. Escribimos entonces 

( ! oo u(~, y, t) d ) S( ) Ut+aP.V. -x ~ +uxyy= x,y,t. 
- 00 ~ XX 

(2.29) 

Procedemos ahora a tomar la transformada de Fourier la la ecuación (2 .29) 
respecto a las variables (x , y), denotando u a la transformada de Fourier de 
la función u, 

u(k, l) = 217í ! L2 u(x , y)e-i(k(x-((t))+ly) dxdy, 

donde se ha utilizado una translación del origen al punto x = ((t) dado que 
estamos considerando una onda que viaja en la dirección x con velocidad 
('(t). Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, tenemos 

y, como se ve en el Apéndice A, tenemos que 

F { (P.V. ¡_: u~~'!~t) d~)} = (i7rsgnk)u. 

De esta forma, en términos de su transformada de Fourier, la ecuación (2.29) 
se escribe 

U:t - ia7rklklu - ikl 2u = S(k , z, t) , 

que es una ecuación diferencial lineal no homogénea de primer orden para 
Ut· Es fácil comprobar que la solución a esta ecuación es 
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u= ei(o7rklkl+kl2)t fot S(k, l, T)e-i{o7rklkl+kl2)r dT. 

Tomamos ahora la transformada inversa de Fourier para encontrar la fun
ción u(x, y), y denotamos por G(k, l, t) todo el término que multiplica a la 
exponencial 

G(k l t) -1t S(k l T)e-i(o7rklkl+kl2)r dT 
' ' - ' ' ' o 

entonces la función u es 

u(x, y, t) = 2~ ! k2 G(k, l, t)ei(k{x-((t))+ly+(o7rklkl+kl2)t) dkdl . 

Podemos reescribir la ecuación anterior como 

u(x,y) = 2~ !l2 G(k, l,t)eit(k(x-<¡t)J+ly+(o7rklkl+kl2)) dkdl. 

Notamos que la relación anterior es exactamente de la forma que requiere el 
método de fase estacionaria. Tenemos que la fase es 

</l(k,l,x,y,t) = k(x - ((t)) + ly + (mrklkl + kl2 )t 

y encontramos los puntos de fase estacionaria, a saber 

<Pk = (x - ((t)) + 2arrlklt + l 2t =o 
</J¡ = y + 2klt = o. 

De la ecuación (2.31) podemos despejar l 

l = _J!_ 
2kt 

y sustituir este valor en la ecuación (2.30) para obtener 

y2 
(x - ((t)) + 2arrlklt + 

4
k2t =O. 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

La anterior es una familia de curvas parametrizadas por k. La Figura 2.3 
muestra algunas curvas dadas por la ecuación (2.32) para ((t) =O. 
La pregunta ahora es si esta familia de curvas cubren todo el espacio o están 
confinadas a un lugar geométrico. Del cálculo diferencial sabemos que si 
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y 

- 1 

- 2 

Figura 2.3: Curvas de fase estacionaria para diferentes valores de k y a= 1/n 
y (=o. 

una familia de curvas J(x, y, k) están confinadas a un lugar geométrico del 
espacio (x, y) entonces se debe satisfacer que 

a¡= o 
8k . 

Si esto se satisface entonces la familia de curvas estará confinada a un lugar 
geométrico cuya curva frontera recibe el nombre de cáustica. Utilizando este 
resultado, derivamos la ecuación (2.32) respecto a k para obtener 

de donde se obtiene 

2 y2 
<i>kk = 2ansgnk t - k3 4t = O, 

2 
jkj3- _Y_ 

- 4ant2 · 

Utilizamos este valor en la ecuación (2.32) 

x - ((t) + 2nat (~) 1/3 + y2 (4a:t2) 2/3 =O, 
4ant 4t y 

obtenemos así la ecuación para la cáustica de la ecuación (2.1), que está dada 
por 

(2.33) 
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En las gráficas 2.4 se muestra la forma de la cáustica y su evolución en el 
tiempo para un valor de a= l/n. 

y y 

- 12 - 1 0 - 8 - 6 _, - 2 - 12 -10 - 8 - 6 _, - 2 

- 2 

a) b) - 4 

y y 

- 2 -2 

c) 
- 4 

d) 
_, 

Figura 2.4: Cáustica para tiempo a) t = 0.001; b) t = l; c) t = 10 y d) t = 

100. a= l/n. 

De las Figuras 2.4 notamos una propiedad importante, la cáustica se "cierra" 
conforme avanza el tiempo. Notamos que para t = O la cáustica está comple
tamente abierta abarcando todo el semiplano x < O. Este resultado sabemos 
que es incorrecto, en t = O no hay cáustica dado que se impone una condición 
inicial localizada del forma {2.8); la cáustica se forma conforme el tiempo 
transcurre. Este resultado incorrecto se debe a dos razones: primero, supusi
mos cuando resolvimos la ecuación {2.29) que la cáustica siempre estaba pre
sente, lo cual es incorrecto dado lo que hemos comentado; segundo, el método 
de fase estacionaria tiene un argumento de tiempos grandes, entonces es de 
esperarse que para t = O el resultado sea incorrecto. Lo que resulta intere
sante es el resultado cuando t -+ oo, la cáustica se cierra completamente y 
sólo prevalece la onda coherente. Este resultado adquiere importancia dado 
lo que se conoce de otras ecuaciones que dan origen a estructuras coher
entes tipo solitón. Para la ecuación de ZK, que tiene un término dispersivo 
en x como Uxxx, se sabe [9] que la cáustica son un par de rectas que no 
varían su forma en el tiempo, de modo tal que siempre se tiene (salvo para 
tiempos cortos) la estructura coherente más la radiación. Dada la forma del 
término dispersivo de Benjamin-Ono, el resultado final de dejar evolucionar 
una condición inicial localizada es obtener nuevamente una única estructura 
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coherente tipo solitón. 

En el siguiente capítulo utilizaremos estos resultados para estudiar la dinámi
ca de la estructura coherente. Lo que se hará será tomar las leyes de con
servación y suponer que se tiene una solución compuesta de dos partes, la 
estructura coherente y una función de amplitud mucho menor que repre
senta la radiación. Utilizando las leyes de conservación encontradas seremos 
capaces de llegar a una ecuación diferencial que describa el comportamiento 
de los parámetros de la estructura coherente. El resultado del confinamiento 
de radiación por cáusticas será importante primero para encontrar la masa 
de la estructura coherente, que será la integral de la onda coherente sobre 
todo el espacio que no conforma la radiación, y segundo, veremos que el 
hecho de que la cáustica se cierre cuando t --+ oo hará que el resultado 
numérico de resolver la ecuación (2.1) compare muy bien con el resultado 
obtenido mediante las leyes de conservación sin necesidad de incluir en éstas 
la radiación cedida. 



66 
Estudio de Solitones en la Ecuación Bi-Dimensional de 

Benjamin-Ono. 



Capítulo 3 

Evolución de la Estructura 
Coherente No Lineal. 

En este capítulo utilizaremos los resultados obtenidos en el capítulo anterior 
para encontrar expresiones analíticas que describan la evolución en el tiempo 
de los parámetros que determinan una onda coherente que evoluciona bajo 
la ecuación de Benjamin-Ono en dos dimensiones 

( 1
00 u(~, y, t) ) 

Ut + (3uux +o: P.V. -oo ~ _ x d~ xx + Uxyy =O, (3.1) 

con una condición inicial de la forma 

(3.2) 

Esperamos que, conforme transcurra el tiempo, esta condición inicial se des
place en la dirección x conservando su forma pero modificando sus paráme
tros, es decir, la onda tendrá en un tiempo t la forma siguiente 

a( t) -y2 ¡ >.(t)2 
u(x,y,t)= 2 2 e , 

(x - ((t)) + ,\(t) 
(3.3) 

con ((t) la velocidad de la onda. Nótese que la función u(x, y, t) alcanza 
su máximo en el punto (((t), O) y este máximo es a/ ,\2

, además, el ancho 
característico de la función (los puntos donde cambia la concavidad) son 
proporcionales a,\ tanto en x como en y. Utilizando los resultados obtenidos 
anteriormente, encontraremos una serie de ecuaciones diferenciales para las 
funciones a(t) , ..\(t) y ((t). 
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3.1. La Onda Coherente. 

En la Figura 3.1 observamos el resultado de resolver numéricamente la 
ecuación (3.1) con una condición inicial de la forma (3.2) . Notamos, co
mo se comentó en el capítulo anterior, que la onda evoluciona de tal forma 
que la solución se compone de dos partes, una onda coherente que conserva 
la forma de la condición inicial, y la radiación cedida por esta onda confinada 
a la cáustica, y que es de amplitud mucho menor que la onda coherente. 
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60 

Figura 3.1: Solución numérica de la ecuación (3.1) para una condición inicial 
de la forma (3.2) con a0 =8 y >. =2 al tiempo t =50. Cortesía del doctor 
N.F. Smyth. 

Dada esta forma es que proponemos una solución que sea la suma de dos 
funciones, una de ellas que representa la onda principal y la segunda que 
representa la radiación cedida. Escribimos explícitamente esto como 

u(x, y, t) = uo(x, y, t) + u 1 (x, y, t), 

donde uo representa la onda principal y u1 la radiación, supondremos además 
que la onda principal se encuentra únicamente en la región fuera de la cáusti
ca que denotaremos como R(y, t) (ver Figura 3.2). A la frontera de la región 
R(y, t) la escribimos como 
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(
a2n2y2t) 1/3 

x(y, t) = ((t) - 3 
4 

= ((t) - h(y, t) 

h(y, l) 

( l) 

h(y,t ) 

R(y, t) 

Región de 
Integración 

69 

Figura 3.2: La región de integración R(y, t) es aquélla que se encuentra 
delante de la zona delimitada por la cáustica ( - h(y, t) . 

Calculamos la masa total de la onda principal 

d
d (/" r uo(x, y, t) dxdy) =dd ( f

00 

rXJ uo(x, y, t) dxdy 
t j R(y ,t) t j O j ((t}-h(y ,t) 

+ {º f
00 

uo(x , y, t) dxdy) , (3.4) J _oo} ((t}-h(y ,t) 

con 

_ a(t) - y2/>..(t) 2 
uo(x,y,t) - (x - ((t))2 + .>-(t)2e 

Procedemos ahora a calcular explícitamente esta integral. Notamos primero 
que si cambiamos y por -y en el segundo término de la integral, obtenemos 
el primer término, entonces escribimos 

~ (/" r uo(x, y, t) dxdy) 
dt j R(y ,t) 

2- a - y2¡>..2 d d d (1 00¡;00 ) 
dt o ((t}-h(y,t) (x - ()2 + >,2 e x y ' 
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donde por comodidad se ha omitido la dependencia explícita del tiempo en 
los parámetros. A continuación hacemos el cambio de variable u = x - ( de 
forma que tenemos (no se escribirá por el momento la derivada respecto al 
tiempo) 

2 -y2 / >..2 X d _ 100 100 d 
a e 2 2 Y-

o ((t)-h(y,t) (x - () + >. 
-y2j>..2 u d -100 ¡00 d 

2a e 
2 2 

y -
o -h(y,t) u + >. 

2
: roo e-Y

2
/>..

2
arctan(u)J

00 
dy, 

lo -h(y,t)/>.. 

evaluando el arcotangente obtenido después de integrar 1/( u2 + >. 2 ) tenemos 

2ª roo e-Y
2

/>..
2
arctan(u)J

00 
dy = 

>. lo -h(y,t)/>.. 

2a1
00 

-y2¡>..2[7r (h(y,t))]d - e - + arctan -- y = 
>. o 2 >. 

~ { ~ fo 00 
e-Y

2
/>..

2 
dy + fo00 

arctan (h(~, t)) e-Y
2

/>..
2 
dy}. 

Obtuvimos entonces que 

d
d (/" r u0 (x, y, t) dxdy) = 
t 1 R(y,t) 

d (2ª { 7r 100 
-y2/>..2 d 100 

(h(y, t)) -y2/>..2d } ) - - - e y+ arctan -- e y 
dt >. 2 o o >. 

d (2ª{>.# 100 
(h(y,t)) -y2/>..2d }) - - -- + arctan -- e y . 

dt >. 4 o >. 
(3.5) 

Dejaremos esta relación por el momento ya que, como se puede notar, el 
segundo término no se puede integrar explícitamente y habrá que realizar 
un análisis asintótico adecuado, para lo cual necesitamos más información. 
Retomamos ahora la expresión (3.4) para derivar explícitamente la integral, 
por lo que se tiene 
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d
d (/" r uo(x, y , t) dxdy) = 
t lR(y,t) 

: ( rXJ {'X) uo(x , y, t) dxdy + !º {''° uo(x, y, t) dxdy) 
t 1 O 1 ((t)-h(y ,t) -ool ((t)-h(y ,t) 

roo roo Ut dxdy - roo ulx=(-h(( - h) dy 
lo lc-h lo 

+fº roo Utdxdy-!O ulx=(-h((-h)dy. (3.6) -oo lc-h -oo 
En la relación anterior se ha utilizado la regla de la cadena, el teorema 
fundamental del cálculo así como el hecho que u se anula en infinito, además 
h representa la derivada parcial de h respecto al tiempo. Analizamos ahora 
el término Ut en la expresión anterior; utilizando la ecuación (3.1) obtenemos 

Ut = - (a (P.V. /
00 

u~) d~) + UUx + Uxyy) 
-oo ~ X XX 

= - (O'. (P.V. 1: ~u~~ d~) X+ ~u2 
+ Uyy) X' 

apelamos al teorema fundamental del cálculo para reescribir la expresión 
anterior como 

roo roo Ut dxdy = 
lo lc-h 

100 ( ( loo u(~) ) 1 ) 1

00 

- a P.V. ~d~ + -u2 + Uyy dy = 
0 -oo '> X X 2 x=(-h 

1
00 

( ( ¡00 

u(O ) 1 2 
) 1 O'. P.V. ----=-d~ +-u + Uyy dy, 

Ü -00 ~ X X 2 X=(-h 
(3.7) 

utilizando el hecho que u y sus derivadas se anulan en infinito. Calcularemos 
ahora cada uno de los términos de la integral anterior. Primero tenemos 

(P.V. loo ~d~) = (- a7r x - ( e-y/>..2) 
-00 ~ - X X A (X - ()2 + ).2 X 

= - a7r e-y2¡>..2 { >.2 - (x - 02 } (3.8) 
>. ((x _ ()2 + >.2)2 · 
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El segundo término es simplemente 

-2y2/>..2 
2 2 e 

u =a -((_x ___ (-,-)=-2 -+-.x..,,..,2)-=-2. (3.9) 

Por último tenemos 

(4 2 2) ae-Y
2

/>..
2 

Uyy = ~ - A 2 -( x---(-) 2_+ _ _x_2 . (3.10) 

De las expresiones (3.8), (3.9) y (3.10) notamos que todos los términos son 
pares respecto a y, incluyendo la función h, entonces nuevamente podemos 
hacer el cambio y por -y en los dos últimos términos de la expresión (3.6) 
para así obtener 

d
d (/" r U dxdy) = 2 ( roo rXJ Ut dxdy - roo ulx=(-h (( - h) dy) · 
t 1 R(y,t) lo 1(-h lo 

Escribimos ahora todos los términos de la integral utilizando (3.8), (3.9) y 
(3 .10) evaluando en x = ( - h 

(3.11) 

Notamos nuevamente que las integrales de la forma 

1
00 e_Y2¡>..2 100 e-y2¡>..2 

h2 _x2 dy = 2/3 dy 
O + O 9 ( n 2

47r
2

) t2/3y4/3 + _x2 

no se pueden realizar explícitamente, es por esto que dejaremos expresa
da la relación (3.11) por el momento hasta obtener más información de la 
evolución de la onda y estar en capacidades de realizar un análisis asintótico 
conveniente. 
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3.1.1. Conservación del Momento. 

Utilizaremos en esta sección la expresión encontrada en el capítulo anterior 
para la conservación del momento, a saber 

~ f" r ~u2 dxdy = o. 
dt 1~2 2 

De la relación anterior tendríamos, en principio, que calcular la contribución 
de la integral sobre la región R(y, t) para la onda principal y la contribución 
de la radiación en la región dentro de la cáustica, sin embargo, notamos 
que la ecuación del momento involucra el cuadrado de la función u, es por 
esto que, considerando que la radiación tiene una amplitud muy pequeña 
en comparación con la onda principal, despreciamos el término u? dado que 
en comparación a u6 es muy pequeño y notamos que en el término uou¡ 
las dos funciones tienen soportes diferentes, u0 tiene soporte para la región 
R(y, t) fuera de la cáustica mientras que u 1 tiene soporte sólo para la región 
comprendida entre las cáusticas, por lo cual la integral sobre todo el espacio 
del término u0 u 1 será despreciable; tomando así únicamente la contribución 
de la integral dada por la onda principal uo sobre todo IR2 . Calculando 
entonces explícitamente la integral anterior obtenemos 

_ 2 _ 9:_ X -2y2¡;¡.,2 

Jlm 
1 2100 d 100 

~2 2 uo dxdy - 2 -oo ( (x - ()2 + >_2)2 -oo e dy 

de donde obtenemos 

F'Tí ª2 

=V 24 >.2 ' 

(>-~) 

d (ª2) dt >_2 =o. (3.12) 

Notamos que tenemos tres parámetros que determinan la onda principal: su 
amplitud, su ancho y su velocidad; hemos encontrado hasta este momento 
sólo dos relaciones que determinan su comportamiento: la masa de la onda 
principal (eq. (3.4)) y la conservación del momento (eq. (3.12)). Debemos en
tonces encontrar una relación más que nos proporcione una tercera relación 
y así tener un sistema cerrado; esta tercera relación será el momento en x 
del momento de la onda. 
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3.1.2. Momento en x del Momento de la Estructura Cohe
rente. 

El momento en x del momento de la onda está dado por la relación 

siguiendo un argumento similar al presentado para la conservación del mo
mento, tomamos como única contribución relevante aquella dada por u6, y 

calcularemos el cambio en el tiempo del momento en x del momento de la 
onda. Tenemos así 

Nos percatamos que el primer término de la integral anterior es impar sobre 
la variable x -(, por lo tanto al integrarlo sobre todo IR la integral se anulará, 
quedando solamente 

f l
2 
~u6dxdy = J l

2 
~u6dxdy 

= ~ J l
2 

u6 dxdy 

Por otro lado tenemos 

= ~ (2~3) ( A"2) 
7r3/2 (a2 

= 4./2 ,A2 . (3 .13) 

Utilizamos ahora la ecuación (3.1) para calcular el término uouot dado que 
uo debe satisfacer la ecuación de Benjamin-Ono en dos dimensiones, siendo 
así 
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( ( rXJ uo(~,y , t) ) ) 
- uo f3uouo x +o: P .V. 1-oo ~ - x d~ xx + uoxyy = 

( ( 
u5 ) ( roo Uo ( ~ , Y, t) ) ) 

- (33" x + (uouoxy)Y - uoyUOxy + uoa P.V. ¡_
00 

~ _ x d~ xx 

( (u5) (1 2 ) ( ¡00 

uo(~ 1 y , t) ) ) - (3 - + (uouoxy)Y - -u0y + uoa P .V. _ d~ . 
3 X 2 X - OO ~ X XX 

Escribimos ahora la integral 

f l
2 

xuouot dxdy = - f l
2 

x [ ( qu~ - ~u5Y) x + ( uouoxy )y] dxdy 

- f" r xuoa (P.V. roo Uo?~y, t) d~) dxdy. 
1~2 1-oo X X X 

Para el primer término de la primera integral podemos integrar una vez por 
partes para obtener 

El segundo sumando de esa misma integral lo podemos integrar directamente 
cambiando el orden de integración y utilizando el teorema fundamental del 
cálculo, es claro entonces que tendremos que evaluar el término uouoxy entre 
menos infinito e infinito lo cual se anula dada la forma de u0 y sus derivadas. 
La segunda integral la podemos integrar dos veces por partes para poner las 
derivadas respecto ax sobre el término xuo , quedando entonces 

!·r( )( r
00

uo(~ 1 y,t)) o: 1~2 2uox + XUoxx P.V. }_
00 

~ _ x d~ dxdy. 

Procedemos ahora a evaluar cada una de las integrales anteriores. Primero 
evaluamos 
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_Qdxdy = -!~ u3 ª31 00 

dx 
JR2 3 3 _00 ((x - ()2 + >.2)3 

= ª3
3 

( :;5) (>-ji) 

Para la segunda integral calculamos 

entonces 

Para la integral que involucra la transformada de Hilbert de la función uo , 
recordamos primero que 

(p V [
00 uo(~, y, t) de) = _ ~ -y2 ¡;..2 x - ( 

. . Loo ~ - x .,, >. ae (x - ()2 + >.2, 

además 

_ _ -y2¡;..2 (x - () 
uox - 2ae ( (x _ 02 + >.2)2 

y 

_ -y2 ¡ ;..2 3(x - () 2 
- >.2 

Uoxx - 2ae ((x _ ()2 + >.2)3 , 

de forma tal que 
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2 fe { Uox (P.V.1
00 

uo(~, y, t) d~) dxdy = 
}JR2 _ 00 ~ - X 

47ra21oo (x -()2dx loo -2y2¡>..2d = 
>. -oo ((x - ()2 + ,>.2)3 -oo e y 

4:~
2 

(8:3) ( >-/f) = ~f; ~:. (3.14) 

Tenemos ahora 

fe { XUoxx (P.V.1
00 

uo(~, y, t) d~) dxdy = 
} JR2 _ 00 ~ - X 

fer ( ) ( 100 

uo ( ~' y' t) ) 
}JR

2 
x - ( Uoxx P.V. -oo ~ _ x d~ dxdy 

f1 ( 1
00 u0 (~, y, t) ) + (uoxx P.V. d~ dxdy. 

JR2 _ 00 ~ - X 

Notamos que el integrando de la segunda integral es 

r (p V loo uo(~, y, t) d~) = r2a27r (x - ()(3(x - ()2 - >.2) 
-,uoxx · · _

00 
~-x '> '> >. ((x-()2+>.2)3 ' 

que es una función impar para la variables x - ( y por lo tanto la integral 
de esta función en todo IR se anulará, quedando únicamente 

fer ( 100 uo(~, y, t) ) 
}IR

2 
xuoxx P.V. -oo ~ _ x d~ dxdy = 

f" r ( ) ( 100 uo(~, y, t) d ) d 
}JR

2 
x - ( Uoxx P.V. -oo ~ _ x ~ xdy = 

27ra21oo -2y2¡>..2 d loo ( 3(x - ()4 
>. -oo e y -oo ((x - ()2 + ,>.2)4 

>.2(x _ ()2 ) 
- ((x - ()2 + ,>.2)4 dx = 

27ra2 (~ _ __!!___) ( E) = ~ ª2. 
>. 16>.3 16).3 >-y 2 8 >.3 (3.15) 

Escribiendo todos los términos correspondientes al momento en x del mo
mento tenemos 
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y después de simplificar algunos términos obtenemos 

d ( ª2) f3 ª3 ª2 a2 
dt ( ,>.2 = V6 ,>. 4 - ).4 - a7r ).3 · 

Utilizamos ahora la ecuación (3.12) correspondiente a la conservación del 
momento para escribir 

ª2 d f3 ª3 ª2 ª2 
>.2 dt (() = V6 ).4 - ).4 - a7r ,>.3 · 

Por lo tanto se tiene que 

· f3 a 1 1 
( = V6 ).2 - ).2 - a7r~. (3.16) 

Retomamos ahora el resultado obtenido en el capítulo anterior , específica
mente la ecuación (2.17) donde se expresa el punto de equilibrio para la 
velocidad de la onda viajera en términos de su amplitud y ancho, a saber, 

7 f3 a 3 1 5a7r 1 
e= 8V6° ).2 - 2 ).2 - -8- ~ 

y notamos que esta expresión es muy semejante a la ecuación (3.16) obtenida 
a partir del momento en x del momento. Esto nos sirve como indicador de 
que debiéramos recuperar, para las ecuaciones de evolución, la misma forma 
que aquella obtenida con el análisis variacional. Es importante destacar que 
cuando se tiene una solución exacta, como es el caso de la ecuación de 
Benjamin-Ono en una dimensión, el análsis variacional recupera de manera 
exacta las relaciones entre los parámetros que involucran la solución. Para 
el caso de la ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono no conocemos una 
solución exacta, pero es importante que, dada la función de prueba que 
hemos escogido, el análsis variacional y las leyes de conservación presenten 
el mismo polinomio que relaciona sus parámetros salvo por los coeficientes. 
Este argumento será utilizado más adelante cuando encontremos los puntos 
de equilibrio que relacionan la amplitud y el ancho de la onda. Además de 
esto, encontramos en el capítulo anterior que, de manera natural, la variable 
que describe el comportamiento de la onda es el ancho>., con estos resultados 
en mente, retomaremos ahora la ecuación obtenida para la masa de la onda 
principal para realizar un análisis asintótico y obtener la expresión deseada. 



3.2 Análisis de Puntos de Equilibrio. 79 

3.2. Análisis de Puntos de Equilibrio. 

Reescribiremos las ecuaciones (3.5) y la ecuación (3.11) correspondientes a 
la masa de la onda principal, las cuales son, respectivamente 

i (!' r uo dxdy) = 
dt j R(y,t) 

d (2ª{)...,/;5 100 

(h(y,t))d }) - - -- + arctan -- y 
dt )... 4 o )... 

(3.17) 

para la expresión de la masa de la onda coherente obtenida integrando la 
función de prueba sobre la región R(y, t), y 

(3.18) 

relación correspondiente a utilizar el teorema fundamental del cálculo para 
derivar el integrando que involucra la masa de la onda. Estas dos expresiones 
son iguales. 

En esta sección estudiaremos los puntos de equilibrio de la ecuación diferen
cial correspondiente a las ecuaciones (3.17) y (3.18). Para esto realizaremos 
un análisis asintótico de los términos que intervienen en la ecuación; para 
este análisis asintótico de los puntos de equilibrio debemos tener en cuenta, 
primero, bajo qué variable haremos este análsis, y segundo, qué resultado 
esperamos obtener. La respuesta a la primera pregunta es el tiempo por 
dos razones fundamentales. Primero, no podemos hacer suposiciones a priori 
acerca de la amplitud de la onda y su ancho; segundo, en el análisis realiza
do anteriormente, supusimos la presencia de la radiación confinada por la 
cáustica la cual, en principio, ocupa todo el semi plano izquierdo x < O en 
t = O; esto sabemos que es incorrecto, en t = O solo se tiene la condición ini
cial (3.2), la cual evoluciona conforme el tiempo transcurre desprendiendo 
radiación y formando la cáustica, por lo tanto es natural hacer un análi
sis asintótico para tiempos relativamente grandes. Cabe mencionar que la 
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ecuación diferencial que se obtendrá no recuperará los transitorios de la onda 
para t ,...., O, esto se corroborará con la comparación con la solución numérica 
de la ecuación (3.1). La respuesta a la segunda pregunta la obtuvimos en el 
capítulo anterior, si todo funciona correctamente, debiéramos obtener, en el 
punto de equilibrio (si este existe), una relación que se parezca a la ecuación 
(2.16), la cual escribimos a continuación 

O:' ¡;; 1 4 ¡;; 
a= -7rv6- + -v6 f3 -\ f3 . 

Procedemos entonces a encontrar esta relación. Lo que haremos será tomar la 
relación (3.11), notando que todas la integrales involucradas tienen términos 
de la forma 

donde 

( 
2 2) 2/3 

h2 = 9 O:' 47!' t2f3y4/3. 

Haremos el cambio de variable 

tlf2y 
V= )..,3/2 1 

para que entonces la integral tome la forma 

r)() g'(v) :;3fv2 dv. 
Ío V + 1 

Al tomar entonces el límite cuando t ---+ oo el término exponencial será des
preciable y por lo tanto podremos calcular la integral resultante ya que no 
dependerá del valor de t. Posteriormente retomaremos la ecuación ( 3 .17) 
para derivarla explícitamente, realizar un cambio de variable semejante al 
que se realizará para la ecuación (3.18) y tomar nuevamente el límite cuando 
t ---+ oo y así poder evaluar las integrales resultantes. De esta última relación 
obtendremos una expresión diferencial para a y )..., utilizando la relación 
correspondiente a la conservación del momento de la onda podremos ex
presar el resultado en términos de ).., y condiciones iniciales. De igualar las 
expresiones resultantes tanto de la ecuación (3.17) y la ecuación (3.18) encon
traremos la ecuación diferencial para A que estamos buscando y analizaremos 
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sus puntos de equilibrio. 

Comenzamos entonces estudiando el primer término de la ecuación (3.18) 
que servirá de ejemplo para todos los demás ya que son de la misma forma, 

denotaremos ahora por comodidad 

b=9 lX7r 
( 

2 2) 2/3 

4 

y hacemos ahora el cambio de variable que nos dará la forma requerida para 
el análisis posterior, sea 

bajo este cambio de variable obtenemos 

Este mismo cambio de variable lo haremos para cada uno de los términos 
de la ecuación (3.11), así obtenemos para el siguiente término proveniente 
de la transformada de Hilbert de la función u0 
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Para el primer término proveniente de uoyy tenemos 

(3 .19) 

este término lo podemos integrar una vez por partes para obtener 

roo v2e-fv2 t roo (1 - 1!.v4f3) e-fv2 

lo bv413 + 1 dv = 2.X lo (b~4 13 + 1)2 dy, 

tenemos entonces 

roo 4y2 ae-y2j>..2 - 2a roo (1 - ~v4f3) e-~v2 
lo ).4 h2 + ).2 dy - ).5/2tl /2 lo (bv4 /3 + 1)2 dy. 

Para el segundo término proveniente de uoyy tenemos 

Evaluamos ahora el término proveniente de u5 para obtener 

roo ª2 e-2y2/>..2 ª2 roo e-2y2/>..2 

lo 2 (h2 + ,X2)2dy = 2 lo bt2/3y4/3 + ,X2)2dy 

a2 loo e-2fv2 
- dv 
- 2tl /2 ,X3/2 0 (bv4 /3 + 1)2 · 

Estudiamos ahora el término 
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Para esto utlizamos la ecuación (3.16), obteniendo así 

dado que 

notamos que para la primera integral aparecen términos muy semejantes a 
los ya calculados, omitiremos los detalles y escribimos directamente 

('XJ e_Y2/J..2 ( (3 a 1 an) 
ªlo h2 + ,>.2 J6 ,>.2 - ,>.2 - ~ dy = 

1 ( (3 a2 a ana) [00 e-fv
2 

tl/2 J6 ,>.5/ 2 - ,>.5/2 - ,>.3/2 lo bv4/3 + 1 dv. 

Estos términos los agruparemos con los antes obtenidos. Para la integral que 
involucra h tenemos 

notamos que este término no se puede agrupar con los términos antes ob
tenidos, ya que va a cero como r 312 y no como r 112 como el resto de 
los término, dejaremos este término expresado por el momento. Agrupamos 
entonces todos los términos obtenidos y escribimos 
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i (!' r Uo dxdy) = 
dt lR(t) 

- t 1~2 { ~~~ f [ (b~~::/:)' - bv'i! + 1] e+' dv 

~ r)Q [ 1 - 2 1 - ~v4 /3 l e- fv2dv 
+ A,5/2 lo bv4/3 + 1 (bv4 /3 + 1)2 

a2 {oo [ 1 e-fv2 1 e-2fv2 l >. 2 } 
+/3 ),.,5 /2 lo J6" bv4/3 + 1 - 2 (bv4/3 + 1)2 e- ¡v dv 

(
a27r2)1 /3 aA.1 /2 ¡oo v2/3e-fv2 

+2 -- -- dv. 
4 t3/2 o bv4/3 + 1 

(3 .20) 

Regresamos a la expresión (3.5) 

d
d (/" r uo(x, y , t) dxdy) = 
t 1 R(y,t) 

:, ( 2; {'V:+ f arelan (h(~ t)) e-y'/A' dy}) ~ 
#. 2a d ¡00 

(h(y,t)) -y2 ¡>..2d --a+ -- arctan -- e y= 
2 A. dt 0 A. 

y';5. 2a ¡00 

d ( (h(y, t)) -y2¡>..2) d --a+ - - arctan -- e y . 
2 A. 0 dt A. 

Derivando el término entre paréntesis de la integral anterior obtenemos 

- arctan -- e = d ( (h(y,t)) -y2/>._2) 
dt A. 

e-Y
2

/>..
2 

(arctan(h/A.))' + arctan(h/A.) (e-Y
2

/>..
2

)

1 

= 

e-Y
2
/ >..

2 (~)' + arctan(h/A.) ( 2Y
2

) ~e-Y2 />.. 2 
h2 + 1 ),.,3 
_x 2 

y 



3.2 Análisis de Puntos de Equilibrio. 85 

(h/>.)' = 3 a 7í y ~3 __ _ 
( 

2 2 2) 1/3 ( t-
2
1

3 >. - tl /3 ~) 
4 ).2 . 

Reescribimos entonces la integral habiendo evaluado la derivada 

(3.21) 

Analizamos el primer término de la expresión anterior utilizando el mismo 
cambio de variable 

entonces 

(
a27r2)1/3 _l_ {':)() y2f3e-y2¡;..2 d = (ª27í2)1/3 >.3/2 {'X) v2f3e-fv

2 
d 

4 t2/3>. lo bt21:~4/3 + 1 Y 4 t2/3 lo bv4/3 + 1 y 

y multiplicando este término por 2a/ >. obtenemos 

(
a27r2) 1/3 a>.1/2 100 v2/3e-fv2 

2 -- -- dy 
4 t2/3 o bv4/3 + 1 , 

que es idéntico al último término de la ecuación (3.20) y por lo tanto se 
cancelarán entre sí. Para el término 
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1
00 2y2 2 2 

- 3 e-Y / >. arctan(h/ >.) dy = 
o >. 

- y2e-Y / >. arctan 3 -- -- dy 2 100 2 2 [ ( a2rr2t ) 
1
1
3 

y2/3 l 
>.3 o 4 >. , 

podemos integrar una vez por partes las funciones ye-Y
2 
I >. 

2 
y 

[ ( 
2 2 ) 1/3 2/3 ] yarctan 3 °' ; t y , de forma tal que se tiene 

2 r00 
2 2 [ ( a

2
rr

2
t) l/

3 
y2/3 l >.3 lo y2e-Y />. arctan 3 -

4
- T dy = 

1 roo [ 2 (ª27r2t ) 1/3 y2/3 l -y2¡;..2 ): lo arctan(h/ >.) + ): - 4- b t21:~413 + 
1 

e dy. 

El último término de la expresión anterior es igual al último término de la 
ecuación (3 .21 ), y podemos hacer el mismo cambio de variable que hemos 
hecho anteriormente para obtener 

2 ( a2rr2t) 1/3100 y2/3 - 2 >.2 
- -- e Y I dy = 
>. 4 o b¡2/:~4/3 + 1 

>,3/2 (ª27r2)1/3 1 oo v2/3 -~v2 
-- -- e t dv 
t3/2 4 o bv4/3 + 1 , 

de igual forma podemos cambiar variable para la integral que involucra el 
arcotangente para escribir 

roo [ ( a27r2t) 1/3 y2/3 l 2 2 lo arctan 3 -
4
- T e-Y / >. dy = 

>.3/2 roo ( (ª27r2)1 /3 ) >. 2 
tl/2 lo arctan 3 -

4
- v213 e-"tv dv (3.22) 

y obtener la expresión completa 
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71'3 2 2a.X {oo ( a27r2) .x 2 / . { [ 1/3 l -2-a + tl/2A1/2 1 o arctan 3 -4- v2/3 e- "tv dv 

_ (ª27!'2)1/3 ¡oov2/3e-~v
2

dv} . 
4 lo bv4 /3 + 1 (3.23) 

Ahora utilizaremos una vez más la relación obtenida a través de la conser
vación del momento para escribir 

y 

. ªº \ a=-" 
.Xo 

ªº a= Ao >.. 

Con lo cual escribimos, junto con la ecuación (3.20) la relación completa 
para la masa de la onda principal como 

-- + -- arctan 3 -- v I 
{ 

71'3/2 2.X 1/2 100 ( [ ( a27r2) 
1
1
3 

2 3] 
2 tl/2 o 4 

- -- e t dv ->. = (
a27r2) v2/3 ) -~v2 }ªº. 

4 bv413 + 1 >-o 

2 { a7ra [
00 

[ 1 - bv
4
1

3 
1 ] .x 2 

- tl /2 _x3/2 lo (bv4/3 + 1)2 - bv4/3 + 1 e-Tv dv 

-- - 2 3 e-Tv dv a 100 
[ 1 1 - !!.v

4
1

3 l .x 2 

+ ).5/2 o bv4/3 + 1 (bv4/3 + 1)2 

a2 oo 1 e-tv 1 e- yv .X 2 

[ 

.X 2 2.X 2 l } 
+ _A5 /2 1 J6 bv4 /3 + 1 - 2 (bv4/3 + 1)2 e - yv dv ' (3 .24) 

que es la forma diferencial que buscamos. Observamos de la relación anterior 
que cuando t ---+ oo el lado derecho de la ecuación va a cero mientras que el 
lado izquierdo conserva el término 7!'

312 /2 por ~o que la ecuación diferencial 
no es singular y se tiene un punto de equilibrio .X = O, lo cual quiere decir que 
la onda principal se estabiliza, como era de esperarse. Buscamos entonces la 
forma de este punto de equilibrio estudiando el término 
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-- - e-Tv dv o:Ha 100 [ 1 - bv
4
1

3 
1 l >. 2 

>,.3 /2 o (bv4 /3 + 1)2 bv4 /3 + 1 

+-- - 2 3 e - Tv dv a 1 00 [ 1 1 - !!. v4/3 l " 2 

>..5/2 o bv4/3 + 1 (bv4/3 + 1)2 

a 00 1 e - Tv 1 e- yv >. 2 2 

[ 

). 2 2" 2 l 
+/3 >,.5/2 1 y'6 bv4 /3 + 1 - 2 (bv4/3 + 1)2 e-Tv dv =O, 

multiplicando por >..312 y dividiendo por a obtenemos 

0:7f - e - Tv dv 1
00 [ 1 - bv

4
1
3 

1 l " 2 

o (bv4 /3 + 1)2 bv4/3 + 1 

+- - 2 3 e - Tv dv 1 1 00 [ 1 1 - !!.v4/3 l " 2 

>.. o bv4 /3 + 1 (bv4 /3 + 1)2 

a 00 1 e-1v 1 e- yv " 2 

[ 

). 2 2" 2 l 
+);" 1 v'6 bv4 /3 + 1 - 2 (bv4/3 + 1)2 e-Tv dv =O. 

Procedemos a realizar el análisis asintótico, tomamos en la relación anterior 
el límite cuando t va a infinito, es claro que obtenemos 

o:n - dv 1
00 [ 1 - bv4 /3 1 l 

o (bv4 /3 + 1)2 bv4/3 + 1 

+- - 2 3 dv 1 100 [ 1 1 - !!.v4/3 l 
>.. 0 bv413 + 1 (bv4 /3 + 1)2 

+ ~ {oo [ 1/v'6 - 1/2 l dv =O 
/3 >..lo bv413 + 1 (bv4/3 + 1)2 · 

Podemos simplificar un poco la expresión anterior, quedando así 

o:n dv - 3 dv 1
00 [ _ 2bv4/3 l 1 1 00 [ ~v413 - 1 l 

o (bv4/3 + 1)2 + >.. o (bv4/3 - 1)2 

a (
00 [ 1/v'6 1/2 l 

+/3);" lo bv4/3 + 1 - (bv4 /3 + 1)2 dv =O. (3.25) 
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Las integrales anteriores pueden ser evaluadas explícitamente, 

rXJ dv 

lo bv413 + 1 

(
00 dv 

lo (bv4 /3 + 1)2 

[
00 v413dv 

lo (bv4 /3 + 1)2 

1 

J6a' 

1 

4J6a' 

1 

sustituyendo estos valores en la expresión (3.25) obtenemos 

2bna 1 { 5b 1 1 } 
- 6J32t /6a7/3 n4/3 + ~ 3 6vÍ321/6a7/3n4/3 - 4J6a 

ª{ 1 1 1 } +/3~ J6a - 2 4J6a =O, 

recordando el valor de b 

b=9 0'.7r 
( 

2 2) 2/3 
4 ) 

entonces 

b J3 
6J321/6a7 /3n4/3 2s/2a 

y la expresión anterior será así 

J3n 1 ( 5 1 ) f3a ( 1 1 ) 
- 2312 + a>. J32s/2 - 4)6 + a>. 6 - 8)6 = O, 

despejando a a de la expresión anterior obtenemos 

1 
a~ /3(16,64a>. - 0,3531) . 

Recordamos ahora la expresión (2.16) obtenida el capítulo anterior 

1 
a= B(D>.+2A), 

evaluando numéricamente los valores anteriores obtenemos 

89 

(3.26) 
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1 
a~ ,e(7,69a>. + 9,79). 

Comparando la expresión (3.26) con la expresión anterior notamos que, 
aunque ambas relaciones tienen la misma forma, éstas difieren en la or
denada al origen; en el análisis realizado utilizando métodos variacionales 
encontramos que la ordenada al origen debe ser positiva, pero hemos encon
trado mediante las leyes de conservación y el análsis asintótico que esto no se 
satisface. Este resultado era de esperarse ya que la función de prueba escogi
da no es una solución exacta a la ecuación de Benjamin-Ono bi-dimensional, 
y los términos despreciados cuando se utilizaron las leyes de conservación 
adquieren importancia. Es por esto que debemos modificar algún parámetro 
de la onda coherente de modo que en los puntos de equilibrio se recupere la 
misma forma que aquélla encontrada mediante el análisis variacional. Esto 
lo haremos en la sección siguiente. 

3.3. Velocidad Modificada. 

Sabemos de los estudios de las ecuaciones de Benjamin-Ono en una dimen
sión [11 J y de la ecuación de ZK [9] que es natural modificar la velocidad 
de la onda añadiendo un flujo medio de modo tal que al utilizar las ecua
ciones de conservación se recuperen los puntos de equilibrio encontrados con 
el análisis variacional. De las leyes de conservación y del análisis variacional 
encontramos una relación muy semejante para la velocidad de la onda, estas 
fueron respectivamente 

7 (3 a 3 1 5mr 1 
e= 8J6 ,>.2 - 2 ,>.2 - -8->."' 

· (3 a 1 1 
( = J6 ,>.2 - ,>.2 - mr).". 

Notamos que no sólo tienen la misma dependencia en a y >., sino que los 
valores numéricos en ambas relaciones son muy semejantes. La forma en 
que habremos de modificar la velocidad será la siguiente, añadiremos un 
parámetro libre v de tal forma que [?, ? , minzoni] cuando el valor de a sea 
aquél encontrado para el punto de equilibrio, la velocidad sea aquélla del 
punto de equilibrio sin importar el valor de v. Siendo así, escribimos 

· 7 (3 a 3 1 5mr 1 
( = -(1 + óv)- - -(1 +"(V)- - -(1 + w)-BJ6 ,>.2 2 ,>.2 8 >.' 
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entonces 

; _ 7(3 ~ _ ~2_ _ 5mr ~ v (7(3ó ~ _ 3-y 2_ _ 5anE ~) 
.., - 8v'6 ).2 2 ).2 8 ,\ + 8v'6 ).2 2 ).2 8 ,\ . 

En el punto de equilibrio 

1 
a= /3 (vÍ6mr,\ + 4./6) , 

(
7(3ó v'6a n>.+4v'6 _ 3-y 2_ _ 5mrE ~) = 
8v'6 (3 ,\2 2 ).2 8 ,\ 

~ (7óan _ 5nm) + 2_ (286 _ 3-y) =O. 
,\ 8 8 >.2 8 2 

Obtenemos de esta forma, haciendo ó = 1, 

7 
E= -

5 ' 
7 

'Y= -
3 

y la velocidad modificada es entonces 

91 

( = 
7!3 (1 + v)~ - ~(1 + ~v)2_ - Smr (1 + ~v)~. (3 .27) 

8v'6 >.2 2 5 ,\2 8 3 ,\ 

Recuperamos ahora la expresión obtenida para la conservación de masa, a 
saber 
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Nos concentramos en el término entre corchetes, ya que sabemos que es el 
que nos dará los puntos de equilibrio. Escribimos entonces en la expresión 
anterior la velocidad modificada y simplificamos el segúndo término del lado 
derecho 

0'.7ra rX! 1 - bv4f3 >. 2 

)..3/2 lo (bv4/3 + 1)2e-Tv dv 

+ -- 3 e-Tv dv 
a 100 §.Qv4/3 >- 2 

)..5/2 0 (bv4/3 + 1)2 
2 >. 2 (3 a2 roo e- -¡-V 

- 2 )..5/2 lo (bv4 /3 + 1)2dv 
>. 2 

a ( 7(3 a 3 7 1 5mr 7 1) roo e-Tv dv 
+ )..1/2 8v/6(1 + v) )..2 - 2(1 + 5v) )..2 - -8-(1 + 3v)~ lo bv4/3 + 1 · 

Agrupando términos obtenemos 

mra r00 [ 1 - bv413 ~(1 + tv)l -~v2 d 
)..3/2 lo (bv4/3 + 1)2 - bv4/3 + 1 e t v 

3 2 3 e-Tv dv a 100 [ §.Qv
4
!
3 

l(l + lv)l >- 2 

+ )..5/2 0 (bv4/3 + 1)2 - bv4/3 + 1 

a 2 00 1 e- -¡-V 7 e-T V 

[ 

2 >. 2 >- 2 l 
- (3 )..5/21 2 (bv4/3 + 1)2 - 8v/6(1 + v) bv4/3 + 1 dv. 

Los puntos de equilibrio serán aquéllos que satisfagan la relación anterior 
igual a cero, de la cual simplificando un poco obtenemos 

ana 100 ( 13 + 7v )bv413 
- (3 - 7v) _ ~v2 d --- e t V 

8>.3/2 o (bv4/3 + 1)2 

___ 2 6 2 2 e-Tv dv a 100 (lv - l)bv4/3 + (l + lv) >- 2 

)..5/2 0 (bv4/3 + 1)2 

ª2 roo [1 e-2fv2 7 e-f v2 l 
-(3 )..5/2 lo 2 (bv4/3 + 1)2 - 8v/6(1 + v) bv4/3 + 1 dv =O. 

Ahora buscamos que los dos primeros términos de la expresión anterior sean 
siempre positivos para que de esta forma se recupere la forma funcional para 
la amplitud en el punto de equilibrio, de este razonamiento obtenemos que 
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3 
V>-. 

7 

93 

Este resultado se obtiene de manera análoga en el estudio de la ecuación 
de Benjamin-Ono, donde se pide que v > -1 /2, el valor adecuado para v 
será obtenido mediante la comparación de los resultados de resolver numéri
camente la ecuación (3.1) y la ecuación diferencial que encontraremos más 
adelante. Nuevamente tomamos el límite cuando t---+ oo, de esta forma 

a7ra 100 {13 + 7v)bv413 - (3 - 7v) 
--- dv 

8).3/2 o (bv4/3 + 1)2 

___ 2 6 2 2 dv a 100 (lv - l)bv4/3 + (}. + lv) 
,>.5/2 0 (bv4/3 + 1)2 

-(3 >.~~2 fooo [~ (bv4/31+1)2 - 8~(1 + v) bv4/! + 1] dv =O. 

Evaluando nuevamente las integrales y simplificando un poco la expresión 
obtenemos 

7ra ( a 7v - 3) --- (13 + 7v) - + --
8>.3/2 32 4./6 

a (7 7 (3 3+7v) (3a
2 

( 1 7(1+v)) 0 -a>.5/2 (2v-6)y32+ 8./6 --¡;)..5/2 8./6- 48 = 

y los puntos de equilibrio serán entonces 

(3a (7(1 + v) __ 1_) = 
48 8./6 

7f ( a 7v - 3) ( 7 7 a 3 + 7v) -a>. (13 + 7v) - + -- + (-v - -) - + -- . 
8 32 4./6 2 6 32 8./6 

(3.28) 

Notamos además que basta que v sea mayor que cero para que el término 
del lado izquierdo de la relación anterior sea positivo. De esta forma, si se 
satisface que v > 3/7, todos los términos de la expresión anterior serán 
positivos y se obtendrá la misma forma que aquella obtenida mediante el 
análisis variacional; además, podemos proponer un valor de v = 1 para 
verificar numéricamente el resultado anterior. Siendo así, obtenemos que 
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1 
a ~ (3( 4,lo:A + 3,04), 

lo cual se encuentra en los órdenes de magnitud de los valores encontrados 
para la amplitud mediante el análisis funcional; de cualquier forma, el valor 
correcto de v será encontrado por medio de la resolución numérica de la 
ecuación diferencial final. De esta forma podemos comprobar que el análsis 
asintótico realizado recupera de manera satisfactoria el punto de equilibrio, 
y por lo tanto estamos en condiciones de escribir la ecuación diferencial que 
nos describirá el comportamiento del ancho de la onda A. 

3.4. Evolución de ,\. 

Escribimos ahora la expresión completa correspondiente a la conservación 
de masa de la onda principal (eq. (3.24)) pero ahora con la velocidad mod
ificada, por lo que obtenemos 

-- + -- arctan 3 -- v I 
{ 

7í3/2 2A 1/2100 ( [ ( 0:27í2) 
1
1
3 

2 3] 
2 tl/2 o 4 

- -- e 1 dv -A= ( 
0:27í2) 1/3 v2/3 ) _ ~v2 } ao . 

4 bv4/3 + 1 Ao 

2 { 0:7ía 1 00 (13 + 7v)bv413 
- (3 - 7v) -~v2d - -- e t V 

tl/2 8A3/2 0 (bv4/3 + 1)2 

2 6 2 2 --v d a 100 (Zv - 1)bv4/3 + (ª- + Zv) >. 2 

+ A5/2 o (bv4/3 + 1)2 e t v 

a 2 00 1 e- Tv 7 e-Tv 

[ 

2
>. 2 >. 2 l } 

+(3 A5/2 fo 2 (bv4/3 + 1)2 - 8vÍ6(1 + v) bv4/3 + 1 dv . (3.29) 

Haremos ahora el argumento de análisis asintótico para los términos que 
multiplican a >., este será muy semejante al realizado para los demás térmi
nos. Comenzamos por 

hacemos el cambio de variable 
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obtenemos 

{ oo [ ( Cl'27í2) l/3 l >. 2 lo arctan 3 -
4

- v213 e-Tv dv = 

ft ¡ oo [ ( 2 2) L/3 ( t) 1/3 l y);" lo arctan 3 a 
4
n );" u213 e-u

2 
du, 

en el límite cuando t -+ oo 

[ ( 
2 2) 1/3 ( t) 1/3 l arctan 3 ª 
4
n );" u213 

de esta manera 

7í 
-+ -

2 ' 

{ oo [ ( Cl'27í2) 1/3 l >. 2 ft 7í3/2 lo arctan 3 -
4

- v213 e-Tv dv-+ y );"-
2
-. 

Por otro lado, tenemos 

----e-Tv dv l
oo v2/3 >- 2 

o bv4/3 + 1 ' 

hacemos nuevamente el cambio de variable 

para obtener 

¡ oo v2/3 >. 2 ( t ) 5/6 ¡ oo u2/3 2 
lo bv4!3 +1e-Tvdv= );" lo b(f)2/3u4/3+1e-udu, 

y en el límite cuando t-+ oo tenemos 

{oo u2/3 u2 { oo u2/3 u2 
lo b(f )2/3u4/3 + 1 e- du-+ lo b(:02/3u4/3e- du, 

simplificando y haciendo el cambio de variable 

95 
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u2 = v, 

( t) 5/6 rX> U2/3 - u2 ( t) 1/6 1 {'Xi e-V 1 
>: lo b(t)2/3u4/3e du= >: blo vl/32jVdv 

- ( t) 1/6 1 100 e- v - - - -dv 
>. 2b 0 v5/6 

( t) l/6 1 
= >: 2b f(l/6). 

Reescribimos entonces la ecuación (3.29) en el límite cuando t --+ oo, de
jando implícitos los valores de las integrales involucradas en términos de las 
constantes 

(00 1 1 
A= lo (bv4/3 + 1)2dv = 4av'6 

¡oo v4/3 1 

B =lo (bv4/3 + 1)2dv = 33/221/6a7/3¡r4/3 

[ 00 1 1 
e= lo bv413 + 1 dv = av'6 

tenemos entonces 

{ 

7r3/2 + 2>.1/2 (7r3/2 !I - f(l/6) (~) 1/6) } ªº ~ = 
2 t112 4 V >: ( 2 2) 1/3 t >-o 18 Q 47r 

{ 
7r3/2 - f(l/6) (~) l/3

} ªº ~ = 
9 ( ª2t) 1/3 t >-o 

2 { a7ra 
tl/2 8

),3/2 ((13 + 7v)bB - (3 - 7v)A) 

+ 2>.~/2 ((7v - i)bB + (3 + 7v)A) 

a2 (A 7 ) } + (3- - - -(1 + v)C 
,).5/2 2 8v'6 

(3.30) 
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Hemos encontrado las 3 expresiones que determinan la evolución de la estruc
tura coherente. Tenemos la ecuación (3.12) correspondiente a la conservación 
del momento 

d (ª2) dt ,A2 =o, 

la ecuación (3.27) correspondiente a la velocidad modificada de la onda 

· 7 (3 a 3 7 1 San 7 1 
( = 8v'6(1 + v) ,A2 - 2(1 + 5v) ,A2 - -8-(1 + 3v):X: , 

las cuales, junto con la ecuación (3.30) correspondiente a la masa de la 
estructura coherente, utilizaremos para encontrar la ecuación diferencial que 
describe la evolución del parámetro .\. Escribimos primero 

a ªº 
.\ .\o' 

de forma tal que la ecuación (3.30) se puede escribir como 

{~'12 - 9t~)1 13 ot}\= 
t~2 { S>.~/2 [ "~ ((13 + 7v)bB - (3 - 7v)A) - /J~: ( ~(1 + v)C - 4A) l 
+ 2>.~/2 ( (7v - ~ )bB + (3 + 7v)A) } . (3.31) 

Que es la ecuación diferencial que estamos buscando para .\. En la siguien
te sección se resolverá esta ecuación numéricamente y se compararán las 
resultados con la resolución numérica de la ecuación (3.1). 

3.5. Resultados Numéricos. 

En la Figura 3.3 se presenta una gráfica de A como función del tiempo. Esta 
gráfica corresponde a la solución numérica de la ecuación (3.1) realizada 
por el Dr. Noel Smyth, con valores iniciales a0 =4 y .\0=2, a = ~ y (3 =2, 
los valores de estas constantes serán los mismos para el resto del análisis 
numérico. Observamos de la Figura 3.3 que el valor numérico de .\ es de 
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aproximadamente 0.92. Con este valor calcularemos el valor de v que mejor 
se ajusta al punto de equilibrio en la ecuación (3.31). Definimos las funciones 

'. 
'. 

o .•'----~-~---'--~~-~-~~-~----' 
O 10 15 20 2S 30 35 ..O •S 50 

Figura 3.3: Gráfica de >. como función del tiempo resultado de resolver 
numéricamente la ecuación (3.1) para una condición inicial de la forma (3.2) 
con a0 =8 y >. =2 al tiempo t =50. Cortesía del doctor N.F. Smyth. 

H(v) = ((13 + 7v)bB - (3 - 7v)A), 

G(v) = ( ~(1 + v)C - 4A) , 

((7v - ~)bB + (3 + 7v)A). 

Reescribimos los puntos de equilibrio de >. como 

~ (mrH(v) -{3~0 G(v)) + (>. 
1 

)312 F(v) =O, 
8y Aeq o 2 eq 

resolviendo esta ecuación para ao=8, >-o=2 y Aeq =0.92 obtenemos que el 
valor de ves 

V= 0.7. 

Notamos que ahora el valor de >. cuando t ---+ oo depende únicamente del 
valor de ~' resolvemos entonces para Aeq y obtenemos 



3.5 Resultados Numéricos. 99 

4F(0.7) 
>-eq = a7rH(0.7) - ,Bro-G(0.7)" (3.32) 

De la relación anterior nos percatamos que Aeq tiene un valor crítico cuando 
a7rH(0.7) - ,Bro-G(0.7) =O, de donde 

ao a7rH(0.7) 
>-o /j G(0.7) ' 

(3.33) 

para valores de a= l/7r y ,B = 2 tenemos el valor crítico en ro- =1.8, dado 
que el valor de >. tiene que ser positivo, la expresión (3.32) está definida solo 
para ro- >1.8. Una gráfica de la función (3.32) se muestra en la Figura 3.4. 

'
" 

_l_ __ __JL____._._=:=====- ;; 

Figura 3.4: Aeq como función de ro-. 

En las Figuras 3.5, 3.6, 3. 7 y 3.8 se muestran las gráficas correspondientes 
a las soluciones numéricas de la ecuación (3.31) para diferentes valores de 
ro- >1.8 realizadas en Mathematica. Notamos que la convergencia de la fun
ción hacia el punto de equilibrio depende fuertemente del valor de ro-, siendo 
que entre más se acerque este valor al punto crítico de 1.8 (y por lo tanto 
Aeq es más grande) la convergencia de la función disminuye. 
Notamos de la gráfica 3. 7b, donde se muestra la solución numérica de la 
ecuación (3.31) con los mismo valores iniciales que aquéllos de la gráfica 3.3, 
que la ecuación diferencial encontrada no reproduce el comportamiento de 
>. cuando t -T O; esto es algo que ya sabíamos dado el análisis que hemos 
realizado conforme las leyes de conservación. El método de fase estacionaria 
predice que en t = O la cáustica está completamente abierta, lo cual sabemos 
que es incorrecto ya que en t = O solo tenemos la condición inicial. 

Para valores de ro- < 1.8 el punto de equilibrio para >. está en infinito. Esto 
se interpreta de la siguiente manera: para estos valores iniciales el solitón no 
tiene suficiente momento (recordar que el valor de ro- es el momento inicial 
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a) b) .... 

Figura 3.5: Solución numérica de >. para un valor de ~ =2.4. En a) >.o =3.2 , 
b) >.o =3.5, Aeq =3.377. 

a) .., b) 

Figura 3.6: Solución numérica de >. para un valor de ~ =3. En a) >.0 =2, b) 
>.o =1, Aeq =l.68. 

a) b) 

Figura 3.7: Solución numérica de>. para un valor de ~ =4. En a) >.0 =2, b) 
>.o =0.5, Aeq =0.92. 

de la estructura coherente) y por lo tanto muere, si >. -+ oo el solitón se 
vuelve infinitamente plano (recordar la forma de la onda coherente); dada 
la conservación del momento la cantidad X debe permanecer constante, por 
lo tanto a tiende a infinito conforme >. tiende a infinito, la amplitud máxima 
de la estructura coherente está dada por -fr, por lo tanto si >. -+ oo el solitón 
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b) 

Figura 3.8: Solución numérica de A para un valor de fo =6. En a) >-o =l, b) 
Ao =0.2, Aeq =0.4815. 

10 

4 

t 

1000 zoo o 3000 4000 5000 

Figura 3.9: Gráfica de A como función de t para una valor de fo =1.4 y 
>-o =l. 

disminuye su amplitud como ± y por lo tanto desaparece. Una gráfica de la 
solución numérica de la ecuación (3.31) para una valor de fo =1.4 se muestra 
en la Figura 3.9. Por otro lado, para valores de fo muy grandes, el valor de 
A en el equilibrio tiende a cero, volviendo al solitón infinitamente estrecho, 
de la misma forma a -7 O y por lo tanto el solitón tiende a desaparecer. 

En la Figura 3.10 mostramos un plano fase para las soluciones numéricas de 
la ecuación (3.31) correspondiente a los valores de fo de 3, 4, y 6. Notamos 
de este retrato fase cómo la convergencia de >. hacia el punto de equilibrio 
aumenta conforme el valor de fo aumenta. 

Podemos ahora calcular si el tiempo que tarda el solitón en desaparecer es 
finito cuando fo <1.8. Para esto tomamos nuevamente la ecuación (3.31) 
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1 1.: 

o. 3 

o .23 

o. 23 o 3 

-0 . 23 

-o . 3 

-o. 73 

-1 

Figura 3.10: Retrato fase para las soluciones numéricas de la ecuación (3.31) 
para valores de ro de a) 3, b) 4 y c) 6. d) Bosquejo del retrato fase para una 
condición inicial con ro < 1.8. 

{ 
/ r(l/6) (~t) 1/3} ~ = 

1T3 2 - 9 ( ª2:2) 1/3 

t~' { 8~ ( <rnH(v) - P~G(v)) + 2(>.,:) 3/ 2 F(v)}. 

Para tiempos y valores de .A suficientemente grandes tenemos que 

7T3/2_x_ = -- a?TH(v) - /3-G(v) . . tl/2 1 ( ªº ) 
2 8~ .Ao 

Reescalamos el tiempo como 

supongamos que ahora el solitón desaparece en un tiempo T, tenemos en
tonces 

\l'>:d.A = dt = T 
87T3/2 loo 1T 

( a1T H ( //) - /3 ro G ( //)) AQ o ' 

pero observamos que la integral del lado izquierdo diverge, por lo cual con
cluimos que, si ro < 1.8 el solitón desaparece en un tiempo infinito. 
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Retomaremos ahora la expresión (3.33) para el umbral de ro a partir del cual 
se llega a un valor de >. en el equilibrio finito, esta expresión la escribimos a 
continuación 

a0 cnr H(0.7) 
>-o (3 G(0.7) . 

Observamos que el valor de este punto crítico depende únicamente de los 
parámetros a y (3, recordamos del capítulo 1 el valor de estos parámetros 
en el contexto de propagación de ondas en la intercara entre conductores 
debido a la electromigración de superficie 

(3 
= 2(a1 - a2)Eo E1 - E2 

h2 ' 1 f1 

por lo tanto el valor umbral de ro está dado por la razón entre los parámetros 
a Y (3 

a0 a EI 
Ao '"""" -g'"""" E2(t1 - t2) 

1 

en la expresión anterior se ha escrito la dependencia del cociente en términos 
de las constantes t 1 y t 2 . Nuevamente tomamos el límite cuando t 1 > > 
t2 para obtener que, en términos de estas constantes, el valor del umbral 
depende de la razón 

ao El 
-'"""-
>-o E2 

De esta forma, el valor umbral a partir del cual se forman solitones estables 
en la intercara entre los conductores crece conforme la razón de las permi
tividades eléctricas de los conductores es más grande, y por debajo de este 
valor umbral el punto de equilibrio de >. para el solitón está en infinito y por 
lo tanto el solitón desaparece. 

Hemos encontrado, utilizando las leyes de conservación y descomponiendo 
la solución a la ecuación en derivadas parciales no lineal (3.1) en dos partes, 
la estructura coherente y la radiación desprendida, una ecuación diferencial 
ordinaria para >. que, con el valor apropiado de v obtenido mediante la 
comparación con los resultados numéricos, predice la evolución en el tiempo 
de este parámetro así como sus puntos de equilibrio, los cuales dependen 
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únicamente de la razón entra la amplitud inicial ao y el ancho inicial >.0 . 

Analizando la ecuación diferencial obtenida hemos sido capaces de encontrar 
un umbral para el momento inicial del solitón, ro > 1.8, a partir del cual la 
estructura coherente se estabiliza y se propaga como solitón. Por otro lado, 
si el momento inicial del solitón no supera el umbral mencionado, el punto 
de equilibrio de >. está en infinito y por lo tanto el solitón desaparece en un 
tiempo infinito. Por último hemos encontrado cómo depende en términos de 
las permitividades eléctricas de los conductores este valor umbral, el hecho 
de que se pueda controlar, escogiendo conductores adecuados, el umbral 
mínimo a partir del cual se tiene solitones, puede adquirir importancia en 
la industria de la electrónica a micro escalas. 



Con el usiones. 

El estudio de ondas que se propagan en la intercara entre películas con
ductoras delgadas y la búsqueda de solitones en estas circunstancias es una 
aproximación que no se le había dado al fenómeno de electromigración de 
superficie. Modelando este sistema en el límite cuando la longitud de onda es 
muy pequeña comparada con la altura del conductor superior es que obtu
vimos la ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono, la cual es una ecuación 
diferencial no lineal que no había sido estudiada anteriormente. Como se 
destacó en el capítulo 2, no se conocen soluciones exactas a esta ecuación. 
Es por esto que adquiere importancia el resultado obtenido que, efectiva
mente, si se deja evolucionar bajo esta ecuación una condición inicial con 
el perfil de la función de prueba utilizada, ésta se propaga como estructura 
coherente localizada tipo solitón. En el capítulo 3 fuimos capaces, además, 
de obtener una expresión analítica que describe cómo cambia el ancho de 
la estructura coherente conforme transcurre el tiempo, y por lo tanto pode
mos encontrar cómo evolucionan sus demás parámetros (la amplitud y la 
velocidad) para tiempos suficientemente grandes; de la misma forma pode
mos calcular exactamente la dependencia del equilibrio en términos de los 
parámetros iniciales así como identificar el umbral de momento para el cual 
el solitón desaparece. Pero los comentarios finales de este trabajo no termi
nan en esta importante conclusión, ya que como se enfatizó en el capítu
lo 1, el hecho de que efectivamente existan soluciones tipo solitón para la 
ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono implica que, debido al fenómeno 
de electromigración de superficie, si la intercara entre dos conductores es de
formada, puede ocurrir que esta perturbación se propague y ocasione fallas 
en dispositivos electrónicos. Pareciera recurrente que mencionemos siempre 
este tipo de instrumentos como ejemplo de electromigración de superficie, 
pero presentan las características ideales para que este fenómeno se presente 
(líneas conductoras de escales del orden de Á., altas densidades de corriente 
transportadas y uso prolongado a altas temperaturas de funcionamiento), 
además de que si representa motivo de falla atrae la atención y recursos 
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para su investigación. Por otro lado, no tenemos conocimiento que se haya 
realizado el estudio de la electromigración de superficie en la intercara entre 
conductores buscando ondas tipo solitón que se propaguen en ella, por lo 
cual resulta interesante proponer un experimento en el cual se verifiquen la 
predicción de formación de solitones y su estabilidad obtenidas en el capítulo 
3. 

La ecuac1on bi-dimensional de Benjamin-Ono se dedujo a partir de dos 
problemas físicos con ecuaciones constitutivas completamente diferentes, el 
problema de ondas que se propagan en la intercara de un fluido estratifi
cado, y el problema de electromigración de superficie en la intercara entre 
dos conductores. Para el problema del fluido estratificado la deducción de 
la relación de dispersión es un análogo directo del mismo problema en una 
dimensión así como su límite cuando la altura del fluido superior crece a 
infinito. Se quiso comenzar con este problema ya que puede resultar más 
claro al lector identificar cómo surge esta ecuación a partir de un fenómeno 
sumamente entendido como es la dinámica de un fluido irrotacional incom
presible, que de un fenómeno del cual se sabe relativamente poco como es el 
de electromigración de superficie. Posteriormente estudiamos este fenómeno 
concentrándonos en el problema de propagación de ondas en la intercara 
más que la deducción de las ecuaciones que rigen el movimiento de los áto
mos que migran. La relación de dispersión de este problema es semejante 
a aquélla del fluido, pero notamos que en el límite cuando la capa superior 
crece a infinito, para el fluido aparece un término de transporte (término 
lineal en k) mientras que para los conductores este término no se recupera, 
esto implica una diferencia inmediata. De esta forma obtuvimos la ecuación 
bi-dimensional de Benjamin-Ono para estos dos problemas físicos, en uno 
de ellos la deducción es directa del problema original en una dimensión, 
mientras que el problema de los dos conductores representa el estudio de un 
fenómeno al cual no se le había dado este acercamiento. 

Una vez obtenida la ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono nos enfrenta
mos al problema en el cual no conocemos soluciones de ninguna naturaleza 
para esta ecuación. Recuperando los resultados conocidos para las ecua
ciones de Benjamin-Ono en una dimensión y la ecuación de ZK propusimos 
una función de prueba que se propaga como onda permanente y, mediante 
el análisis variacional, encontramos los puntos que extreman la acción del 
sistema respecto a los parámetros de esta función, este análisis fue de gran 
utilidad en el capítulo 3 para comparar los resultados obtenidos mediante 
las leyes de conservación con los puntos de equilibrio dados por el análisis 
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variacional, ya que como se pudo notar, cuando se calcula el momento de la 
estructura coherente se obtienen integrales complicadas para las cuales hay 
que hacer algún tipo de análisis asintótico y obtener un resultado de utilidad. 
La única manera que se tuvo para saber si este resultado era correcto o no 
(salvo por la comparación numérica) es comparar los puntos de equilibrio 
con aquéllos del análisis variacional. Por otro lado fueron interesantes los 
resultados obtenidos para describir la cáustica que confina la radiación des
prendida por la estructura coherente, ya que en una primera impresión uno 
podría esperar encontrar una cáustica que comienza totalmente cerrada y se 
abriera conforme transcurre el tiempo, esto no es así y el resultado obtenido 
fue totalmente el opuesto. Este comportamiento de la radiación también fue 
de utilidad cuando se estudiaron las leyes de conservación, ya que en estas 
se desprecia el efecto de la radiación y, con base en los resultados conocidos 
para análisis semejantes para ecuaciones como ZK y Benjamin-Ono, es to
talmente necesario incluir la masa de la radiación desprendida para obtener 
resultados satisfactorios. En nuestro caso esto no fue necesario ya que para 
tiempos grandes la cáustica se encuentra totalmente cerrada y las leyes de 
conservación, despreciando la radiación, son exactas. 

Son ya varios los estudios que se han realizado para ecuaciones diferenciales 
no lineales que dan origen a solitones, entre ellas podemos mencionar nue
vamente ZK, Benjamin-Ono, la ecuación de KP, entre otras, en las cuales se 
utilizan las leyes de conservación y se descompone la solución a la ecuación 
diferencial no lineal en dos partes, una estructura coherente y radiación 
desprendida, para obtener ecuaciones analíticas que describan el compor
tamiento de la estructura coherente que se propaga siguiendo la ecuación 
correspondiente. La ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono es una más. 
Utilizando este método encontramos ecuaciones diferenciales no lineales de 
primer orden acopladas para los parámetros de una estructura coherente que 
tiene como condición inicial el perfil de la función de prueba propuesta en el 
capítulo 2, la cual esperamos se propague conservando su perfil. Mediante 
estas leyes de conservación reproducimos las relaciones entre los parámetros 
de la función que se habían encontrado mediante el análisis funcional, es
perando que se obtuvieran polinomios que variaran sólo por los coeficientes. 
Esto se reprodujo con gran exactitud para la velocidad, pero para la am
plitud de la onda en el punto de equilibrio obtuvimos que no se recuperaba 
totalmente la forma variacional; este resultado era de esperarse ya que se 
están utilizando la ley de conservación de masa despreciando aquélla de la 
radiación, pero esto mismo se obtiene en los estudios de las ecuaciones antes 
mencionadas y resulta natural modificar la velocidad de la onda añadiendo 
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un flujo medio, de modo tal que la amplitud de la estructura coherente recu
pere los puntos de equilibrios encontrados mediante el análisis variacional. 
De esta forma obtuvimos una ecuación diferencial de primer orden para >. 
la cual, con el valor apropiado para el flujo medio, compara no sólo con los 
puntos de equilibrio del análisis variacional sino con las soluciones numéricas 
realizadas por el Dr. Noel Smyth. De esta forma podemos concluir, al final 
del capítulo 3, cómo se comporta el ancho de la onda respecto a las condi
ciones iniciales. Concluimos también que la ecuación diferencial obtenida no 
recupera el comportamiento de la solución numérica para tiempos pequeños, 
lo cual, como se comentó en su momento, era de esperarse ya que el análi
sis de fase estacionaria realizado para encontrar la cáustica del problema 
funciona para tiempos suficientemente grandes. Para tiempos pequeños se 
obtiene la cáustica ocupando todo el semi plano izquierdo lo cual es incor
recto, esto se refleja de manera directa en la ecuación diferencial obtenida. 
Obtuvimos además un valor umbral para el momento inicial del solitón, si 
el valor de ro < 1.8 entonces el solitón no tiene suficiente momento y de
saparece en un tiempo infinito. Por otro lado, mientras más grande sea el 
valor de ro el valor en equilibrio de >. tiende a cero, lo cual nos indica que el 
solitón se vuelve infinitamente angosto y dada la relación X =cte., el valor 
de a tiende a cero y por lo tanto el solitón tiende a desaparecer. 

Hemos mencionado que la electromigración de superficie es una causa im
portante de falla en circuitos integrados. Sabemos que para una superficie 
conductora libre la propagación de solitones está modelada por la ecuación 
de KDV en el caso unidimensional y por la ecuación de ZK cuando se incluye 
el término dispersivo en la dirección transversal a aquélla de la propagación 
de la onda. De esta forma, la formación de solitones puede considerarse tam
bién como causa importante de falla en circuitos integrados si es que una de 
estas estructuras coherentes se impacta contra una terminal electrónica. Al 
final del capítulo 3 obtuvimos la dependencia del valor umbral del momento 
inicial de la onda para el cual se obtiene un solitón estable en términos de 
las permitividades eléctricas de los conductores. Una aplicación inmediata 
del modelo físico estudiado y los resultados obtenidos es la prevención de 
la propagación de solitones en las interconexiones metálicas de los circuitos 
integrados recubriéndolas con algún material (algún tipo de "gel" , por ejem
plo) que tenga propiedades conductoras y que su permitividad eléctrica sea 
mucho menor a la del conductor, logrando así reproducir el modelo plantea
do (nótese que si se trata de un material flexible la hipótesis en la cual se 
desprecian los desplazamientos y esfuerzos elásticos en la intercara es válida) 
de forma tal que se pueda controlar el valor umbral para el cual se propagan 
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solitones haciéndolo muy grande. De esta forma se podría prevenir la falla 
de estos dispositivos a causa de la formación de un solitón en la superficie. 

Por último podemos mencionar, como temas de estudio futuros a este tra
bajo, un modelo que incluya las fuerzas de tensión que pueden existir en 
la intercara entre los conductores. Para la descripción de este fenómeno se 
supuso que la intercara entre los conductores siempre permanece unida, un 
trabajo futuro podría tratar de explicar qué sucede cuando, debido al trans
porte de masa, se crean vacíos en la intercara misma anulando la interacción 
entre los materiales. En otro orden de ideas, el estudio mismo de solitones a 
partir de las leyes de conservación ha demostrado ser una herramienta eficaz 
para obtener expresiones análiticas que describan la evolución de estructuras 
coherentes, trabajos futuros podrían estudiar la existencia de otros perfiles 
de estructuras coherentes que se propaguen como solitón y que se dejen 
evolucionar bajo la ecuación bi-dimensional de Benjamin-Ono, así como el 
estudio de la estabilidad de la estructura coherente bajo perturbaciones de 
la condición inicial y el efecto de los términos no lineales de segundo orden 
encontrados en el capítulo 1, cuando se perturba la estructura coherente. 
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Apéndice A 

En este apéndice encontraremos la transformada de Fourier de la Trans
formada de Hilbert de una función u(x) que satisfaga las propiedades de 
regularidad y decaimiento en infinito que este operador requiere 1 . La trans
formada de Hilbert de una función u(x) se define como 

- ¡oo u(() 
u(x) = 1íu = PV Í-oo ~ _ x d~ 

donde PV denota el valor principal de Cauchy de la integral en cuestión, es 
decir, 

PV f
00 

udx = lím { ¡-f udx + /
00 

udx} 
} -oo f-+Ü J _oo f 

De la definición anterior observamos que la función u debe satisfacer condi
ciones de regularidad para que la integral tenga sentido, así como un compor
tamiento en infinito como 1/x2 para que la integral converja. Ahora encon
traremos la transformada de Fourier de la función ü resultado de aplicar la 
transformada de Hilbert de la función u. De la definición de la transformada 
de Fourier 

.F(u(x)) = ¡_: u(x)e-ikxdx 

1 Cuando la función u depende de más variables el resultado será el mismo que el que 
habremos de encontrar en este apéndice. 
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tenemos 

:Fu = :F (Pv Joo u~O d~) 
-oo ( X 

=loo (Pv l oo u~O d() e-ikxdx 
-oo -oo ~ X 

l
oo ( loo u(Oe-ikx ) 

= PV d( dx 
-oo -oo ( - X 

donde se ha incluido el término exponencial en la integral del valor principal. 
Ahora utilizamos la simetría del núcleo 1/(( - x) para invertir el orden de 
integración dejando denotado el valor principal 

:Fü =loo (Pv loo u(()~-ikx d() dx 
-oo -oo ( X 

!
00 

( ¡00 u(Oe-ikx ) 
= -oo PV _

00 
( _ x dx d(. 

Hacemos el cambio de variable u = ( - x para obtener 

l
oo loo e-ik((-x) 

:Fu = _
00 

u(O PV _
00 

u du d( 

l
oo loo iku 

= _
00 

u(Oe-ik( PV -oo e u dud( 

estudiamos únicamente la integral 

l
oo eiku 

PV -du. 
-00 u 

(3.34) 

Esta integral se puede realizar fácilmente utilizando el teorema de Cauchy 
para variable compleja. De este teorema sabemos que la integral de una 
función de variable compleja sobre un contorno cerrado será cero a menos 
que haya singularidades dentro del contorno; cuando la función a integrar 
es una función racional y esta función tiene polos (ceros del denominador) 
dentro del contorno, la integral sobre éste será 

i u(z)dz = 27ri L Res(zi) 
C Zi 
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donde Res(zi) denota el residuo de la función u en el polo Zi, los cuales se 
escriben como 

1 d(j-l) . 
Res(zi) = (j _ l)! dz(j-l) ((z - zi)1u(z)) lz=z; 

donde j es el orden del polo en Zi. Utilizando este resultado resolveremos 
la integral (3.34). Los contornos que utilizaremos para calcular esta integral 
son mostrados en la Figura 3.11, donde el contorno se eligirá de acuerdo 
al signo de k como se muestra en la figura señalada. Es claro que para 
estos contornos obtendremos la integral deseada tomando primero el límite 
cuando R -7 oo y luego el límite cuando t -7 O, además, dado que no hay 
polos de la función dentro del contorno, la integral será cero. Detonaremos 
por comodidad 

eikz 
f(z) = -

z 
entonces tenemos para k > O 

O= fc f(z)dz 

= l f(z)dz + l f(z)dz + l f(z)dz + l f(z)dz 
C¡ C2 C3 C4 

donde cada trayectoria Ci está indicada en la Figura 3 .11. 
Escribimos explícitamente cada una de las integrales 

l f (z)dz = r-i f (x)dx 
C¡ }_R 

l f(z)dz = f R f(x)dx 
c3 i 

para la integral sobre c2 parametrizamos a z como 

dz = -ite-i8de , 
-7f <e< o, 

para obtener 
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I (z) 

a) k>O 

Re(z) 
-R -E E R 

b) k<O 
lm(z) 

-R -E E R 
Re(z) 

Figura 3.11: Contornos de integración de acuerdo al signo de k. 

(3.35) 

Ahora parametrizamos z para la integral sobre la trayectoria c4 de la sigu
iente forma 

y obtenemos así 

z = Re¡o 

dz = iRe¡0de 

o < e < 7í 
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1 1
7r ikRe;o 

f(z)dz = eR ili iRei 11dB 
C4 0 e 

= i 17f eikRe;o díl 

= i 17f e-kRsenlieikRcoslidB. 

Tomamos ahora los límites R ---+ oo y t: ---+ O para obtener la integral deseada 

PV f
00 

eiku du = lím lím (1 J(z)dz + 1 f(z)dz) 
1-oo U f---t 0 R---too e¡ C3 

= - lím lím (1 f(z)dz + 1 J (z)dz) 
f---t0 R---too c2 C4 

= lím i {
0 

eikrn-i0 díl _ lím i {7f e-kRsenlieikRcoslidB 
f---+0 1-tr R---too lo 

evaluando los límites obtenemos 

Ahora para el límite 

lím i {º eikfe-;o díl = i {º díl 
f---t0 1-tr 1-7f 

= 17f 

!ím i {7f e-kRsenli eikRcosO díl 
R---too lo 

(3.36) 

vemos que el comportamiento de la integral estará dado por la parte real 
del integrando, siendo este 

e-kRsenO 

notamos que R, k > O, y en el intervalo B E [O, n], seníl > O por lo que 

y entonces 

lím e-kRsenO =O 
R---too 
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por lo que obtenemos 

l
oo eiku 

PV -du = iK, 
- ()() u 

Apéndice A 

k>O 

Para el caso en que k < O, tomamos el contorno mostrado en la Figura 3.11 
correspondiente, y los argumentos son muy similares, escribimos nuevamente 

O= i f(z)dz 

= r f(z)dz + r f(z)dz + r f(z)dz + r f(z)dz 
le1 le2 lea le4 

donde cada trayectoria Ci está indicada en la figura mencionada. Escribiendo 
explícitamente las integrales obtenemos 

r f(z)dz = ¡-f f(x)dx, 
le 1 Í-n 

r f(z)dz =IR f(x)dx. 
lea f 

Para la integral sobre c2 parametrizamos a z ahora como 

para obtener 

z = EeiO , 
dz = iEeiO dO, 

7r < z < 27r, 

Para la trayectoria c4 escribimos 

z = Re-io 

dz = -iRe-i0de 

, 
, 

o < z < 7r, 

(3.37) 
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y obtenemos así 

Tomamos ahora los límites R---+ oo y E---+ O para obtener la integral deseada 

l oo eiku (1 1 ) PV -du = lím lím f (z)dz + j(z)dz 
_ 00 U E-+0 R-too e¡ c3 

= - lím lím (1 f (z)dz + 1 j(z)dz) 
f-tÜ R-too c2 c4 

evaluando los límites obtenemos 

Ahora el límite 

lím i 1º eikfe;
8 
dB = i 1º dB 

f-tÜ 7r 7r 

=in. 

lím ¡ {7r ekRsenO eikRcosO dB 
R-too } 0 

nuevamente analizamos el término 

(3.38) 

sabemos que R > O y k < O, y en el intervalo O E [O, n], senB > O por lo que 

y entonces 

lím ekRsenO = O 
R-too 
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por lo que obtenemos 

¡00 eiku 
PV -du = -i7í, 

-oo u 
k<O 

de tal forma que 

¡oo eiku 
PV -du = i7rsgnk. 

-oo u 

Recordamos la integral original 

roo roo iku 
:Fü = }_

00 

u(Oe-ik( PV }_
00 

e u dud~ 

= 1: (i7rsgnk)u(Oe-ik(d~ 
= (i7rsgnk)u(k) 

donde u(k) representa la transformada de Fourier de u. Hemos obtenido 
entonces que la transformada de Fourier u de una función ü que es la trans
formada de Hilbert de una función u es 

:Fü = (i7rsgnk)u(k). (3.39) 
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En este apéndice calcularemos la transformada de Hilbert de una función 
racional. Tenemos entonces una función u( x) dada por 

1 
u(x) = 2 _A.2 

X + 
y queremos calcular su transformada de Hilbert, esto se escribe como 

¡00 1 1 
H(u) = PV t 2 .A. 2 ~ d~ 

-oo '> + '> X 
(3.40) 

donde PV denota el valor principal de Cauchy de la integral, el cual se 
escribe como 

PV 1: f(x)dx = ;~ {/_~ f(x)dx + ¡00 

f(x)dx} 

Para calcular la integral anterior utilizaremos la variable compleja, en con
creto el teorema de residuos en polos visto en el capítulo anterior, el cual 
afirma que la integral de una función de variable compleja sobre un contorno 
cerrado (orientado contra las manecillas del reloj) será igual a la suma de 
los residuos en los polos de la función, es decir 

fc f(z)dz = 2rri L Res(f(zi)), 
t 

donde Res denota el residuo en el polo Zi de la función f ( z), si ésta es una 
función racional, los residuos en los polos se escriben como 

1 dj-l . 

Res(F(zi)) = (. )' d _ 1 ((z - zi)1-
1 f(z)) I , J - 1 . zJ z, 

donde j es el orden del polo Zi. De esta forma podremos calcular la integral 
(3.40) extendiendo la función racional a una función de variable compleja 
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1 
f( z ) = z2 + ).2 

Apéndice B 

y utilizando el contorno cerrado mostrado en la Figura 3.12, la integral 
deseada la obtendremos tomando el límite cuando R-+ oo y luego tomando 
el límite cuando E -+O. Tenemos entonces, utilizando el teorema de residuos 
en los polos que 

-R 

J f(z)dz = 2?Ti (~-1-) 1 _. , le z + I/\ z - x z-IA 

o 
-iA. 

1 (z) 

X 
-€-X E+x R 

Figura 3.12: Contorno de integración. Los polos de la función se encuentran 
en z = i>., z = -i>. y z = x. 

Ahora escribimos cada una de las trayectorias que componen el contorno C, 
comenzamos por 

l ¡X-€ 1 1 
f(z)dz = e ).2 ~d~ 

c1 -R + <,. X 

y análogamente 

l 1R 1 1 
f (z)dz = e ).2 ~d~ 

C3 x+E + '> X 



Para la integral sobre la trayectoria c2 parametrizamos a z como 

Z = EeiO +X, 

dz = irn¡ 11dB 
' 

() E [O, 7r], 

de esta forma obtenemos que 

! f ( ) 11í 1 1 · iO a 
z dz = - ( iO )2 , 2 ----¡oii:e du 

c2 o Ee + x + ,11 i:e 

r i 
- i lo (i:eil1 + x)2 + >.2de. 

Por otro lado, para la trayectoria sobre c4 parametrizamos como 

para obtener 

z = Rew 

dz = iRewde 

() E [O, 7r] 
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Ahora tomamos el límite cuando R-+ oo, es claro para las integrales sobre 
c1 y c3 obtendremos los límites en -oo e oo respectivamente, mientras que 
para la integral sobre c4, en este límite el integrando va como 

1 1 R iO 1 R iO 
R2ei211 + >.2 ReiO _ x e ,....., R3ei30 e 

1 
= R2ei211 -+O cuando R -+ oo. 

De esta forma tenemos 
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JX- f 1 1 r)Q 1 1 

-oo e+ A2 ( - X d( + Íx+t e+ A2 ( - X d( = 

17[ 1 7í 1 
i . dB- ---, 

0 (€e10 + x) 2 + >.2 >. x - i>. 

donde se ha evaluado ya el residuo en el polo z = i>., ahora tomamos el 
límite cuando € ~ O obtenemos 

f 00 1 1 17í 1 7í 1 
PV --d(=i dB----

-oo (2 + >,2 ( - x o x2 + >,2 >. x - i>. 
17í 7í 1 

-.,...----,.- - ---
x2 + >.2 >. x - i>. 

multiplicamos numerador y denominador del último término de la expresión 
anterior por x + i>. para obtener 

p Joo 1 1 d _ i7í 7í X + iA 
V -00 e + >,2 ( - X ( - x2 + >,2 - >: x2 + >,2 

-7í X 

T x2 +>.2 · (3.41) 

Por lo tanto hemos obtenido que 

Joo 1 1 7í X 

PV -00 e + >,2 ( - X d( = - >: x2 + >,2 ' (3.42) 

que es la expresión que estábamos buscando. 



Apéndice C. El Método de 
Fase Estacionaria en Dos 
Dimensiones. 

Supongamos que tenemos una función escrita en forma integral como sigue 

f(x, y, t) = J l
2 

g(k, l)eit<P(k ,l ,x ,y ,t) dkdl 

donde <f;(k, l, x, y) y g(k, l) son funciones reales. Deseamos encontrar el com
portamiento de f (x, y, t) para t grande. Nos concentraremos en funciones 
que estén dadas como una transformada inversa de Fourier. De esta forma 
el tipo de fases que encontraremos serán de la forma 

kx ly 
<f;(x,y,k,l,t) = -t + --¡-w(k,l) 

Dado que la función eit<P(k,l,x,y) tiene comportamiento oscilatorio, la mayor 
contribución de la integral anterior estará dada por aquellos puntos (k, l) 
donde <f; cambie lentamente, dado que para otros puntos, las oscilaciones 
serán de mayor frecuencia y al momento de integrar se cancelarán entre 
ellos. Es por ello que buscamos aquel punto (k0 , lo) (suponiendo que sea 
único) el cual 

8<f; 
a¡(ko, lo) =O. 

y en este mismo punto <f; sea un mínimo. Podemos entonces desarrollar en 
serie de Taylor alrededor de este punto, de esta forma 
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Apéndice C. El Método de Fase Estacionaria en Dos 

Dimensiones. 

1 2 1 2 
<P(x,y,k,l) :=:::: <P(ko,lo) + 2<Pkk(ko,lo)(k - ko) + 

2
<Pu(ko , lo)(l - lo) 

+ <Pk1(ko, lo)(k - ko)(l - lo)+ O(l(k - ko, l - lo)l 3 ) 

Haciendo el cambio de variables k' = k - ko, l' = l - lo y aproximando 
g(k,l),...., g(ko,lo), podemos escribir para f 

f(x, y, t):::::: g(ko, lo)eit</>(ko ,lo) J l
2 

ei~(<l>kk(ko,lo)k' 2 +<1>u(ko,lo)l' 2 Hk1k'l') dk'dl' 

(3.43) 
Si la fase está dada en términos de un núcleo de Fourier, tenemos que 

</Jkk = -Wkk, 

<Pu = -wu, 

</Jkl = -Wkl· 

Si el punto (ko, lo) es un mínimo (y por lo tanto w tiene un máximo) , la 
forma cuadrática de la expresión (3.43) (regresaremos a la notación original 
(k,l)) 

-~(k l) ( wkk(ko,lo) wk1(k0 ,l0 ) ) ( k) 
2 ' wk1(ko, lo) wu(ko , lo) l 

la matriz hessiana tiene valores propios reales y positivos (dado que se trata 
de un mínimo) de forma tal que podemos escribir 

con >.1,>.2 > O y v1 = ( v11, v12) el valor propio de norma unitaria asociado al 
valor propio >.1 y v2 = ( v21, v22) el valor propio de norma unitaria asociado 
al valor propio >.2. Podemos entonces para (3.43) hacer el cambio de variable 

( 
V ) = QTk = ( V11 V12 ) ( k ) 
W V2¡ V22 l 

Dado que la matriz de cambio de base QT es unitaria, podemos escribir 
(3.43) como 



f(x, y, t);::;; g(ko, lo)eit</>(ko,lo ) J l2 e-i~(>.1v2+>.2w2) dvdw 

Esta integral la podemos evaluar directamente para obtener 

f (x , y, t) ;::;; g(ko, lo)e- itlf>(ko,lo) ~ li!i~ ~ 

= ~ __ l_g(k l )ei(kox+loY-w( ko ,lo)t- ~). 
2t~ o, o 
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Que es la expresión asintótica que estábamos buscando para f ( x, y, t) cuando 
t es suficientemente grande. 
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Apéndice C. El Método de Fase Estacionaria en Dos 

Dimensiones. 
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