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Introduccion.

En la actualidad las escalas de muchos fenémenos de gran interés cientifico
son tales que las ecuaciones que los describen se convierten en ecuaciones
no lineales. Entre ellas una amplia clase tiene soluciones coherentes que son
fruto de un balance entre dispersion y no linealidad. A estas soluciones se
les conoce como solitones. Muy recientemente ([1], [2]) se ha demostrado
que estas ondas describen algunos aspectos de la Electromigracién de
Superficie.

Electromigracién es el término que se le da al transporte neto de 4&tomos en
un conductor debido a un campo eléctrico intenso aplicado [3]. La primera
observacién de electromigracién fue reportada en 1861, pero el estudio sis-
tematico de este fenémeno no fue sino hasta mediados del siglo XX. Se
mostré entonces que la fuerza que origina el transporte de masa no podia
ser enteramente debido a la interaccion electrostatica de los iones con el
campo aplicado, sino que debia existir una contribucién significativa a la
fuerza debido a la interaccién de los portadores de carga con los iones. A
esta fuerza se le ha denominado una “wind force” (llamada asi por analogia
con la formacién de crestas en la arena a causa del viento) y se debe a
la dispersién de los electrones y los iones por el intercambio de momento.
El estudio de este fenémeno tuvo un auge en la década de 1960 cuando la
electromigracion se identificé como causa importante de falla en las inter-
conexiones de Aluminio en los circuitos integrados, donde se transportan
altas densidades de corriente y funcionan por periodos prolongados de tiem-
po (afos) a elevadas temperaturas. Por lo anterior, dichos dispositivos son
particularmente susceptibles al dano por electromigracién debido a que los
atomos del conductor son excitados térmicamente ocasionando una mayor
susceptibilidad a la migracién. El transporte neto de masa produce vacios,
ocasionando que se pierda la continuidad en la linea conductora. El estudio
de este fenémeno ha determinado que un material menos susceptible a la
electromigracién como el Cobre, sea entonces una opcién viable para reem-
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Figura 1: Imagenes de una linea de Aluminio de 5um de ancho a) antes y b)
después de la electromigracion de superficie provocada por fotoelectrones a
las energfas indicadas. Imégen obtenida de [4].

plazar al Aluminio en las interconexiones [4].

Recientemente se ha obtenido [4] evidencia experimental que demuestra que
la electromigracién ocurre en la superficie de las peliculas conductoras. Este
fendmeno adquiere importancia en la medida en que el tamano de las lineas
conductoras en circuitos integrados se aproxima al tamano del grano del
material, asi, resulta de importancia en el estudio de interconexiones en
la nanotecnologia, ya que mientras el fendmeno de migracién se hace evi-
dente en periodos de tiempo sumamente largos (anos), la electromigracion
de superficie se hace evidente en periodos mucho mas cortos de tiempo. De
esta forma, la electromigracién de superficie se refiere al movimiento ne-
to de los dtomos adsorbidos en la superficie de un conductor ocasionado
por la interaccién con un campo eléctrico intenso aplicado. Si se produce
una perturbacién en la superficie de un conductor, debido a la electromi-
gracidn, esta superficie cambia su forma y bajo condiciones adecuadas ésta



XI

se desplaza sobre si misma. Las no linealidades del problema hacen que este
desplazamiento se propague como solitones [1]. En este trabajo estudiaremos
la propagacién de ondas tipo solitén en el problema de electromigracién en
la intercara entre dos peliculas conductoras.

En el Capitulo 1 deduciremos la ecuacién diferencial no lineal bajo la
cual evoluciona una onda en el problema antes mencionado, esta ecuacién
serd la Ecuacidn Bi-Dimensional de Benjamin-Ono, la cual es un anélogo
a la ecuacién de Benjamin-Ono que surge de estudiar la propagacién de
ondas en la intercara entre dos fluidos en una dimensién. Se sabe que esta
ecuacion tiene una solucién exacta del tipo soliton. Por otro lado, tenemos la
ecuacion de Zakharov-Kuznetsov (ecuacién ZK), que es una generalizacion
en dos dimensiones de la ecuacién de Korteweg-de Vries (ecuacion KDV) y
surge del estudio de ondas que se propagan admitiendo una pequeiia disper-
sién lateral comparada con la dispersién en la direccién de propagacion. Esta
ecuacion no tiene soluciones analiticas conocidas pero se sabe que posee es-
tructuras coherentes las cuales se propagan con perfil permanente. Ademas,
se ha estudiado el problema de ondas que se propagan en la superficie de un
conductor debido a la electromigracién de superficie utilizando esta ecuacién
[2]. En este trabajo encontraremos la generalizacién de la ecuacién de ZK
para el caso cuando la intercara no es una superficie libre sino una intercara
entre dos conductores. Veremos que el término dispersivo de la ecuacién de
ZK en la direcciéon de propagacion de la onda se reemplaza con el término
dispersivo de la ecuacién de Benjamin-Ono. Esta situacién es aniloga a la
de propagacién de ondas de intercara quasi-unidimensionales, este problema
sera utilizado para motivar las aproximaciones de interés en nuestro caso de
electromigracion.

Una vez deducida la ecuacion bi-dimensional de Benjamin-Ono estudiaremos
la existencia de soluciones tipo solitén de esta ecuaciéon. Dado que no cono-
cemos solucién exacta, debemos encontrar una aproximacion conveniente.
Para esto en el Capitulo 2 buscaremos soluciones que se propaguen con
forma permanente. Propondremos una funcién de prueba para la forma
variacional de la ecuacion, candidata a ser solucién de tipo solitén (que
sera propuesta dados los resultados conocidos para la ecuacién de Benjamin-
Ono y la ecuacién de ZK) y buscaremos los puntos criticos de la accién
evaluada en esta funciéon de prueba. Con esto conseguiremos encontrar la
relaciéon entre los parametros de la funcién que extremizan el funcional, es-
tas relaciones nos ayudaran posteriormente para estudiar la evolucion de
estructuras coherentes que se propagan como solitén. Una vez hecho es-
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to, demostraremos que si una funcién localizada es solucién a la ecuacién
bi-dimensional de Benjamin-Ono, entonces debe satisfacer ciertas leyes de
conservacion, a saber, la conservacion de la masa de las ondas y su momento.
Mediante el uso de estas leyes de conservacién estudiaremos la estructura
coherente, encontrando la evolucién de los parametros que la caracterizan.
De igual forma, basados en la evidencia que resulta de resolver la ecuacién
numéricamente, veremos que si se deja evolucionar una condicién inicial con
el mismo perfil de la funcién de prueba utilizada, ésta se propaga conservan-
do su forma pero modificando sus parametros, los cuales son la amplitud, el
ancho de la onda y su velocidad; al modificar estos parametros la estructura
coherente desprende masa en forma de ondas de amplitud muy pequena com-
parada con aquella de la onda coherente. Esta masa desprendida se conoce
como radiacién y da estabilidad a la onda solitaria. Veremos ademas que
esta radiacion estd confinada a un lugar geométrico del espacio determina-
do conocido como la cdustica. Mediante un argumento de fase estacionaria
seremos entonces capaces de encontrar la caustica de la radiacién.

En el Capitulo 3 estudiaremos cémo evoluciona una condicién inicial con
el perfil de la funcién de prueba. Para esto dejaremos que los parametros
de la estructura coherente (amplitud, ancho y velocidad) evolucionen con el
tiempo, pero conservando el perfil de la estructura. Utilizando las leyes de
conservaciéon mas una ecuacién para el momento de la onda en la direccién
z de ésta buscaremos que los pardmetros evolucionen de forma tal que, en
el equilibrio, se recupere la misma forma que aquella obtenida mediante el
andlisis variacional salvo, tal vez, una discrepancia entre los coeficientes de la
forma polinomial. Veremos que esto es cierto para la velocidad pero no para
la amplitud, lo cual es de esperarse dado que se utilizaran las leyes de conser-
vacion tnicamente para la estructura coherente despreciando la radiacién.
Para recuperar entonces la forma variacional de la amplitud, modificare-
mos la velocidad de la onda agregando un flujo medio que estabilice més
rapidamente la amplitud de la estructura coherente. De esta forma obten-
dremos una ecuacién diferencial para el ancho de la estructura coherente y
se compararan los resultados de esta ecuacién diferencial con los resultados
numéricos de la ecuacién original. Veremos en la comparacién numérica que
la ecuacién diferencial encontrada describe apropiadamente, para tiempos
suficientemente largos, el comportamiento del ancho del solitén asi como sus
puntos de equilibrio y por lo tanto el resto de los parametros que caracteri-
zan la estructura coherente. Se encontrara que el momento inicial del solitén
(el cual estd dado por la razén entre su amplitud y ancho iniciales) debe ser
mayor a un cierto umbral para que se llegue a un punto de equilibrio finito
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y se tenga una onda solitaria estable, por otro lado, si el momento inicial
del solitén es menor al umbral, el punto de equilibrio para el ancho estd en
infinito y por lo tanto el solitén desaparece. Estos resultados predicen en-
tonces, la formacién y estabilidad de solitones en el modelo fisico planteado y
encontraremos una relacién explicita de los puntos de equilibrio de las ondas
solitarias con las condiciones iniciales. Obtendremos también la dependencia
del valor umbral del momento inicial para el cual se propagan solitones en
términos de las permitividades eléctricas de los conductores. Veremos que
este valor umbral es proporcional a la razén entre la permitividad del con-
ductor superior y el conductor inferior. Este resultado puede ser de gran
importancia en la industria de la electrénica, ya que si se lograra recubrir
las interconexiones metdalicas con algin material con propiedades eléctricas
adecuadas se podria evitar la propagacion de solitones en la superficie de la
interconexién evitando asi que el dispositivo falle debido a este fenémeno.
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Capitulo 1

Electromigracién de
Superficie.

Electromigracién es el término que se le da al transporte neto de 4tomos en
un metal o semiconductor producido por un campo eléctrico intenso aplica-
do. Se ha observado que esta migracién de d4tomos no es tinicamente debido
a su interaccién con el campo eléctrico, sino que debe existir también una
contribucién por parte de la interaccién entre los portadores de carga de la
corriente eléctrica y los iones que conforman el conductor. A esta fuerza se le
ha denominado “wind force” y resulta del intercambio de momento entre los
portadores de carga y los &tomos migrando. El transporte neto de masa en
una linea conductora se ha identificado como responsable de la falla en cir-
cuitos integrados, dadas la altas densidades de corriente que circulan en las
interconexiones entre transistores y las altas temperaturas de funcionamien-
to. En la medida en que el uso del dispositivo es prolongado se crean vacios
y finalmente se pierde la continuidad de la linea conductora provocando la
falla del dispositivo. En la medida que el tamano de las lineas conductoras
en un circuito integrado se ha vuelto comparable con el tamaiio de grano del
conductor, un nuevo fenémeno se ha observado, a saber, la Electromigracion
de Superficie, donde la migracién de Atomos es precisamente sobre la super-
ficie del material conductor, la investigacién de este fenémeno ha adquirido
significativa importancia en ultimas fechas dados los avances en técnicas de
medicién para fendmenos de escala muy pequefia; de este modo, el estudio
de la electromigracién de superficie se ha vuelto también de interés académi-
co. En la Figura 1.1 observamos distintos tipos de fenémenos que se pueden
presentar debido a la electromigracion de superficie. En la Figura 1.1a ob-
servamos la formacién de cispides, este tipo de perturbaciones localizadas
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seran el objeto de estudio en el presente trabajo ya que pueden dar origen a
estructuras coherentes que se propaguen en la superficie del conductor. Otro
tipo de fendmenos asociados con la electromigracién de superficie, como el
mostrado en la Figura 1.1b estd fuera del alcance de este trabajo.

Figura 1.1: Dano de peliculas de Alumnio debido al efecto de electromi-
gracién de superficie. a) Formacién de cispides, b) Formacién de filamento
entre dos lineas y ¢) Acumulacién de masa ocasionando pérdida de con-
tinuidad de la linea conductora. Imagen obtenida de [5].

La descripcién del fenémeno de electromigracién de superficie es relativa-
mente sencilla; supéngase que se tiene una pelicula de un material conduc-
tor y se aplica un campo eléctrico de gran intensidad paralelo a esta (véase
Figura 1.2), en estas circunstancias una corriente eléctrica fluird a través de
la pelicula. Si ahora se perturba la superficie del material, tanto el campo
eléctrico como las propiedades quimicas del conductor cambiardn en la su-
perficie, haciendo que exista un transporte neto de 4tomos sobre la superficie
de la pelicula. Esto origina que la perturbacién se destabilice y bajo ciertas
condiciones, se desplace.

En otros términos, electromigracién de superficie se refiere al movimiento di-
rigido de dtomos adsorbidos (adatoms, del término en inglés adsorbed atoms)
en una superficie sélida debido a una corriente eléctrica en una protuberan-
cia de la misma [6]. Como hemos mencionado, dos mecanismos diferentes
se han identificado como responsables de la interaccién entre los adatoms y
el campo eléctrico. Uno de ellos es la interaccidén electrostatica, lo cual re-
quiere que el adatom esté ionizado y transporte una carga efectiva. El otro,
llamado wind force (fuerza de viento), se debe a la dispersién provocada por
los electrones en los 4tomos que estdn migrando, esta fuerza parece ser la
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Figura 1.2: Un campo eléctrico inteso Ey es aplicado a un conductor. a) En
la superficie sin perturbar y en todo el conductor circula una corriente I.
b) Cuando la superficie es perturbada una altura h se crea un flujo neto
de materia debido al campo eléctrico Fg sobre la superficie del conductor,
ocasionando que la perturbacién cambie su perfil.

dominante en ciertos metales y es proporcional al campo eléctrico sobre la
superficie de la pelicula conductora. El movimiento de los adatoms bajo el
campo eléctrico aplicado induce una carga eléctrica sobre la superficie del
material, cambiando el campo eléctrico en la misma. Este proceso de retro-
alimentacion entre la superficie en evolucién y el campo eléctrico origina el
movimiento de la superficie misma.

En este capitulo estudiaremos el problema de electromigracién de superficie
en la intercara entre dos peliculas conductoras cuando se excita una de ellas
por un campo eléctrico intenso. Veremos que si se produce una perturbacién
de la superficie media de la intercara, debido a los efectos de electromi-
gracidn, ésta se propagara en la direccién del campo eléctrico. Deduciremos
entonces la ecuacién diferencial no lineal que determina el comportamien-
to de la altura media de la superficie sobre el nivel medio de la intercara.
Esta ecuacion diferencial serd un andlogo en dos dimensiones a la ecuacién
de Benjamin-Ono, que surge del estudio de ondas que se propagan en la
intercara de un fluido estratificado. Dicha ecuacién estd por:
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B u(é, t) _
u¢+auux+;(PV/w£“ {) I—O‘

donde u denota la altura de la intercara sobre su nivel en equilibrio y PV
denota el valor principal de Cauchy de la integral en cuestién. Esta ecuacion
tiene una solucién exacta en forma de onda permanente tipo solitén. Por otra
parte, la ecuacién que encontraremos para el problema considerado sera

u(§,y,1)
o0 f -
donde el término uzy, toma en cuenta la dispersién lateral de la onda. En

los capitulos siguientes estudiaremos las posibles soluciones a esta ecuacién
que den como resultado la formacién de ondas coherentes tipo solitén.

ug + Puug + (PV/ d{) + tgyy =0,
IT

Para mostrar cémo surge esta ecuacién de manera andloga a la ecuacién de
Benjamin-Ono en el problema de propagacion de ondas en un fluido estrati-
ficado, comenzaremos estudiando un problema fisico de mejor=comprensién
que la electromigracién de superficie, que es precisamente el problema de
propagacién de ondas en un fluido estratificado en dos dimensiones. Poste-
riormente se estudiara el problema de electromigracién de superficie en la
intercara entre dos peliculas conductoras y veremos que la deduccién de la
ecuacion es andloga a aquélla de las ecuaciones para los fluidos.

1.1. El Problema de Propagaciéon de Ondas en un
Fluido Estratificado.

En esta seccién estudiaremos el problema de un fluido estratificado y las
ecuaciones de movimiento de una onda en la intercara que se propaga en
una direccién. Este problema ya ha sido estudiado con anterioridad para el
caso de una dimensién. Para el caso en el que el fluido superior tiene altura
infinita se encuentra que la ecuacién de movimiento para la altura de la onda
es la ecuacién de Benjamin-Ono

u;+auux+ﬁ(PV/m£(_€) df) =0, (1.1)

donde P.V. denota el valor principal de Cauchy de la integral en cuestién. Es
conocido que esta ecuacién tiene una solucién exacta con perfil permanente,
a saber,
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ab?

)= (z —ct)? + b?’

con b = g y ¢ = 4. Este resultado puede ser verificado por sustitucién
directa en la ecuacién (1.1) utilizando el resultado del Apéndice B. En la
Figura 1.3 se muestran graficas del soliton de Benjamin-Ono para diferentes
tiempos.

1
ofs 0.5
—
a_) 10 70 30 * b) 10 20 10 -
u i
2 2
1.3 1.5
1 1
0.% 0.5
C} 10 20 30 * d} 10 20 30 =

Figura 1.3: Solitén de Benjamin-Ono con a =2, f =1 y a =4 para tiempos
a)t = 0; b)t = 5; ¢)t = 10; d)¢ 20.

A continuacién estudiaremos el problema de un fluido estratificado en dos
dimensiones.

1.1.1. Ecuaciones de la Mecanica de Fluidos.

Para estudiar el problema de un fluido estratificado necesitamos de las ecua-
ciones constitutivas que rigen la dindmica de fluidos (7]; estas son la ecuacidn
de continuidad para un fluido compresible

pt+ V- (pv) =0; (1.2)

donde p es la densidad del fluido y v el campo de velocidades del mismo.
Tenemos ademads la ecuacidn de Bernoulli para un fluido irrotacional
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a® p

R P + S

ot 2

con g la constante gravitacional y ¢ es el potencial de velocidades del fluido,
para el cual se satisface que

(vZ+v) +v2) +p+pgz =0, (1.3)

v=-Vo.

Si retomamos ahora la ecuacién de continuidad (ec. (1.2)) e imponemos la
hipétesis adicional, que el fluido es incompresible, por lo tanto su densidad
es constante y

pt+V-(pv) =pV-v=0,

dado que v = —V®, es claro que el potencial de velocidades ® satisface
entonces la ecuacién de Laplace

@xz + @yy + ng == 0,

con &, denotando la derivada parcial de ® respecto a = y anidlogamente
para las demads direcciones.

1.1.2. Una Onda que se Propaga en la Intercara.

En la Figura 1.4 se presenta un bosquejo del problema de un fluido estra-
tificado. Es de hacer notar que en z = —h; y z = hy hay “paredes” que
confinan los fluidos a estas regiones del espacio.

Dado que estas paredes son rigidas, la componente en la direccién z de la
velocidad del fluido debe anularse en la frontera, por lo cual imponemos la
siguiente condicién de frontera

0o
0z
Escribimos el potencial de velocidades como

=0 enz=—h1,z=h2.

‘I)I(xsy;z:t)! _hl <z
(I’Q(ms ysz}t)) n<z< h?:

&(z,y,2,t) = {

con 7 es la altura de la intercara sobre su nivel de equilibrio. Tomamos ahora
sblo los términos lineales de la ecuacién de Bernoulli

B 5 bpae=0
Po; tPt+pgz=0,
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Figura 1.4: Perfil de la intercara en un fluido estratificado. La altura de la
intercara se denota por h(z,y,t), y los fluidos estas delimitados por z = —h;
el inferior y z = hy el superior.

que la reescribimos en términos de ambos potenciales para las regiones cor-
respondientes,

o RN
P1 ot pPTpgz =
0®,
—pg—at +p+ p2gz = 0.

Definimos ahora la condicién de superficie libre para la intercara de los
fluidos. Consideramos la siguiente funcién

&(z,y,2,t) = n(z,y,t) — 2.

La hipétesis de superficie libre nos dice que en la intercara una particula en
la misma nunca la deja, por lo tanto £ =0 y asf

d ; ; ;
d_i =&+ &2+ gy'y'*" €2,

de donde obtenemos al evaluar las derivadas de &,

m— NPz — T?y@y +®, =0, (1.4)

donde los potenciales estin evaluados en 2 = 7, que a primera aproximacién
pueden ser tomados en z = 0. Tomando los términos lineales de la relacién
anterior encontramos
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m= _‘I)z‘

=07

en esta expresiéon se ha denotado ®, en z = 0 como ¢, = $9, = &, ya
que la componente normal a la superficie del campo de velocidades debe ser
continua. Resumiendo, tenemos que el potencial de velocidades satisface la
ecuacion de Laplace

Ve =0
con condiciones de frontera
6—¢=0, enz=—hy,z=ho.
0z

Ademads, tenemos la condicién de frontera libre

= _-(I)z Iz:{]

y la ecuacién de Bernoulli para ambos fluidos

= Erj~i{i+ + p19z =0
Pl& Pt p1gz =

9%,
= E'Fp-l-pggz—o.

Para resolver el problema proponemos que el potencial de velocidades tenga
la forma de una onda viajeraen z y y

B(z,y,2,) = Q(e)elbty—w

con k y | los nimeros de onda en las direcciones = y y respectivamente, y
w es la frecuencia de la onda. Supondremos que la onda se desplaza en la
direccién z y por lo tanto [ << k. Dado que el potencial satisface la ecuacién
de Laplace, es claro que tenemos

Q" -(**+1)Q=0,
donde se ha eliminado el término exponencial. Denotando por «? = k? + [
en la ecuacion anterior, es claro entonces que la solucién de @ tiene la forma
Q(z) = Acoshkz + Bsenhkz

donde A y B son constantes a determinar. Utilizando ahora las condiciones
de frontera encontramos que
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09,

P |z=-h; = k(—Asenhkh; + Bcoshkhi) =0

de donde

Q1(z) = Ajcoshk(z + hy).

La otra condicién de frontera es

%‘z:hg = k(Asenhkhy + Bcoshkhy) =0

y por lo tanto
Q2(z) = Ascoshk(z — hy).

De esta forma tenemos que

| Ajcoshk(z + hl)ei“"‘"“‘y“““), —h1<z<n
Bz Yy = { Agcoshk(z — hy)eikztly—wt)  p < 7 < hy.

Ahora proponemos que la altura de la intercara n sea también una onda
viajera de la forma

n(I‘ v, t) == Aei(szy-—wt)

y utilizamos la ecuacién

M = -—-(I)z[z:[)
para obtener
x _ q’lz -0 = Alnsenhnhl
—iwA = - { ®,, ::0 = — Agksenhkhs. (1:5)

Dado que el valor de A debe ser el mismo si se evalia en ambos potenciales,
obtenemos la relacién

Ajsenhkh; = — Agsenhkhsy. {16)

Ahora utilizamos las ecuaciones de Bernoulli

= @+ +p19z =10

Liid
—92% +p+92gz =0’
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y suponemos que la presién hidrostdtica es continua a través de la intercara
dado que no hay tensién superficial, por lo que restando la segunda ecuacién
a la primera evaluadas en la intercara obtenemos

(P11 — ;(3'2‘1’2z)|z:,,I +gn(p1 — p2) = 0.

Como calculamos los potenciales a primera aproximacién, evaluamos cada
una de ellos en z = 0. Sustituyendo los valores encontrados para los poten-
ciales y para 7 encontramos que

iw(py Ajcoshkhy — paAacoshkha) + g(p1 — p2)A = 0.

En la ecuacién anterior se ha eliminado el factor exponencial. Utilizando las
ecuaciones (1.5) y (1.6) obtenemos

senhkh,

Ay iw(p;coshﬁhl + p2 m

coshkhy) + g(p1 — pg}iAlnsenhﬁhl =0.

Finalmente, multiplicando por iw la relacién anterior, dividiendo por senhkh;
y eliminando A; resulta que

—w?(picothkhy + pacothrhy) + g(p1 — p2)k =0

w=\/§m\/ >

picothkhy + pacothkhy’

que es la relacién de dispersién buscada para el problema de un fluido es-
tratificado. De esta expresién notamos que para que la onda sea estable es
necesario que p; > po, lo cual era de esperarse. Para que el andlisis posterior
se simplifique, trabajaremos con la velocidad de onda ¢ = w/k,

1
¢=Vglp - pz)\/pmcothnh; + pakcothkhy .7

1.1.3. Relacién de Dispersiéon para una Capa de Altura In-
finita.

Supondremos ahora que tenemos una onda en la intercara entre los fluidos y
que se propaga en la direccién z, es por esto que consideraremos el nimero
de onda en la direccién z es mucho mayor al niimero de onda en la direccién
y, en otras palabras, supondremos que [ << k. Para el caso en que la relacién
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de dispersion w contiene el término de Benjamin-Ono, tomaremos el limite
en el que la altura de la capa superior tiende a infinito, pero guardando
proporcién con el nimero de onda k, es decir, tomaremos el limite khy — oo.
En este caso, el término xcothkhs tiene el siguiente comportamiento

kcothkhy = kv/1 + 12/k?cothkho /1 + 12 /K2
~ kv/1 + 12/k2cothkhs.

Tomando el limite cuando khe — 00, notamos que

lim cothz = : 1T >0
T—00 -1 siz <0
y por lo tanto
1

c=/g(p1 — p2) =
pikcothshy + polk|y/1 + 17

Si ademés tomamos la aproximacién de onda larga para la capa inferior, es

decir, cuando k ~ 0, esta vez tenemos

1
cothkh; = H g
1

de donde obtenemos

c=+/g(p1 — p2) .

2
f +pg|kl‘/1 +&

Realizando una aproximacién a primer orden

1+E~1+lﬁ
k2~ 2 k2’

e [9lor = p2) 1
h 2\’
p1 1+ k] (1+ £

Desarrollando ¢ en serie de Taylor obtenemos

resulta que
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ghl{p{;l- p2) (1 i ('H 2ijcl))

Dado que [%/2|k| es un niimero positivo, podemos reescalar el nimero de
onda en la direccion y de la siguiente manera,

: P
20k["

para obtener finalmente

5=

ghi(p1 — p2)
p1 (1 291 (K +m )) '

Si la onda se propaga unicamente en la direccién z, entonces recuperamos
la relacion de dispersion w = ck

ghi(p1 — p2) p2hi
——pl—-—k(l 228 4]+ m )) (1.8)

Por simplicidad, denotaremos en lo futuro

ghi(p1 = p2)
P1 ’

hyp2
2pm

Recordando ahora la forma de nuestra solucién para 7:

c =

n= Aei(kz+!y—ut)
— Aei(kz+ly—cok(1~c1(|k|+m?))t)

e Aei(k(I—Cot]Hy-l'Cn k(e1(|k|+m?))t) ;

podemos hacer el cambio de variable £ = z — ¢gt (correspondiente a un
cambio de coordenadas a un sistema que se mueve en la direccidén z con
velocidad ¢y) para obtener

n = Aei(ks+y+cocik(kl+m?)) (1.9)
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Sabemos de las propiedades de la transformada de Fourier que a partir de
la relacién de dispersién w podemos reconstruir la ecuacién diferencial que
describe el comportamiento de la onda, si tenemos una ecuacion del tipo

u +Lu=0

donde L es un operador pseudo diferencial lineal. Entonces, si u es la suma
de modos normales de la forma Ae!k*+¥=wt) eg claro que

w= —iF(Lu),

donde F(Lu) representa la transformada de Fourier del operador L, es decir,
si se tiene, por ejemplo, un término u; + %‘é = 0 entonces es claro que
F(ugz) = —k? y por lo tanto w = ik?. Entonces retomamos la ecuacién (1.9)
para escribir

w = —cgcy (k|k| + km?)

y utilizamos el resultado del Apéndice A, el hecho que

F(ugyy) = —ikm?,

para obtener entonces la ecuacién diferencial lineal que describe el compor-
tamiento de la intercara

o0
u + % (P.V./ M) + coC1Uzyy = 0. (1.10)
T

vy e

En la seccién préxima deduciremos, a partir de la ecuacién (1.4) correspon-
diente a la superficie libre, el término no lineal de la ecuacién diferencial que
describe la evolucién de la altura de la intercara.

1.1.4. Término No Lineal.

En esta seccién deduciremos el término no lineal para la ecuacién (1.10) y
que, combinado con los términos dispersivos, dard origen a ondas de perfil
permanente, como veremos en los capitulos siguientes. Basicamente lo que
haremos serd retomar la ecuacién de la superficie libre (ecuacién (1.4)) y
desarrollar en serie de Taylor a primer orden el potencial de velocidades
cercano a 1 ~ 0 para después tomar la transformada de Fourier de toda
la expresi6n. Utilizando las condiciones de frontera aproximadas a primer
orden encontradas en la seccién anterior para la transformada de Fourier
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del potencial de velocidades y la altura de la intercara, asi como una apro-
ximacion a primer orden de la relacion de dispersion w podremos encontrar
expresiones para las integrales de convolucién que involucrarén los términos
no lineales de la ecuacién. Luego supondremos que el potencial de veloci-
dades tiene soporte s6lo para el nimero de onda s pequefo, por lo que
encontraremos que las integrales son de orden mas pequefio que el término
no lineal 17, que estamos buscando. Clasicamente la deduccién de términos
no lineales se realiza utilizando el método de perturbaciones, mostraremos
aqui cémo es posible deducir todos los términos de la ecuacién diferencial
utilizando las propiedades de la transformada de Fourier.

Procedemos entonces a escribir la ecuacion (1.4) escribiendo explicitamente
la dependencia del potencial de velocidades evaluado en la intercara, tenemos
asi

M — N ®e(z,y,m ) — ny®@y(z,y,m,t) + 22(z,y,7m,) = 0.

Desarrollamos en serie de Taylor el potencial de velocidades para n ~ 0,
obteniendo para ®, la siguiente expresién (por comodidad omitiremos la
dependencia explicita en el tiempo del potencial de velocidades)

®.(z,y,n) = :(z,9,0) + ®z.(z,y,0)n

y de la misma forma tendremos expresiones semejantes para ®, y ®,, es-
cribimos entonces la expresion completa

N — Ne Pz — haPy.n — ny@y - hyq)yzn + @, +@,,7n=0,

donde dejamos de escribir la dependencia de las variables para el potencial
de velocidades por comodidad, pero recordamos que estd evaluado en z = 0.
Dado que ¢ debe satisfacer la ecuacién de Laplace

(I)u-i-q)yy-i-@zz =0

podemos escribir

Ahora tomamos la transformada de Fourier de la expresién anterior, y uti-
lizamos la propiedad siguiente

F(f(2)g(z)) = F(k) * g(k),
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con f * g denotando la convolucién de las funciones f y g, que es una nueva
funcién la cual se escribe como

ha) = £(@) +9(a) = o(a) + S(2) = [ " fs-nigluie

Cuando se trata de mas dimensiones, la propiedad de convolucién es la mis-
ma pero involucrando la convolucién de las funciones en todas sus variables,
es decir, en el caso de dos dimensiones tenemos

Fasdhwgle. ) = [ ” / T TR W T

Tomamos entonces la transformada de Fourier de la expresién (1.11) para
obtener

Tt @, — 173 % By — Ty ¥ Popy 47— Ty %Dy — 17y ¥ By 47— Bz 47— Dy #77 = 0. (1.12)

Esta expresion es exacta en principio si se mantienen todos los 6rdenes de
magnitud. Escribimos a continuacién las ecuaciones linealizadas que descri-
ben la propagacion de ondas en la intercara entre los fluidos, tenemos que los
potenciales de velocidades deben satisfacer la ecuacién de Laplace en cada
fluido

V2% =0
con
- @ﬂx,y,z,t), _hl <Z<ﬂ
(2,4, 2,1) = { ®o(z,y,2,t), n<z<hy
con condiciones de frontera
QE:O, enz=—h;, z=hs.
0z

La ecuacién de frontera libre lineal

n=—0, L*.:U

con ;, = &, = &, dada la continuidad de la componente normal del
campo de velocidades en la intercara. Por Ultimo tenemos la ecuacién de
Bernoulli linealizada en la intercara
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—(m®1e — p2®21) |,y + 91(p1 — p2) = 0.
Notamos que dadas estas ecuaciones ® y 7 son nicos y podemos escribir a ¢
como funcién de 7, este argumento lo utilizaremos para encontrar relaciones
aproximadas a primer orden y de esta forma encontrar los érdenes de mag-
nitud de los términos de la ecuacién (1.12). Comenzamos con la ecuacién de
superficie libre linealizada
= _(I)z k]

tomando la transformada de Fourier y suponiendo que n y ¢ son la super-
posicién de modos normales de la forma Ael(k=+w=«!) gbtenemos

—iwh = —®,. (1.13)

Retomamos la ecuacién de Bernoulli aproximada linealmente

Q= gn
y tomando la transformada de Fourier de esta expresion resulta que
—iwd = g7. (1.14)

De la relacién de dispersién encontrada en la seccién anterior,

_ [ghi(pr—p2), (, _ P2 2
o= | U=y (1 1))

tomamos el limite de onda larga x ~ 0 (después supondremos que ® tiene
soporte sélo para este limite) para obtener

o [gh1(p1 — m)k,
P1

—iw® ~ —i(cok)® = —cods,

por lo que

donde ¢y estd definida como en la seccién anterior. Tenemos entonces

7}:2‘1 _C_Oti;:s
g
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utilizando esta expresién obtenemos para las expresiones (1.13) y (1.14)
respectivamente

3, ~ iwh (1.15)

7~ —‘;7”@. (1.16)

Estas expresiones las utilizaremos para simplificar la ecuacién de superficie
libre, la cual escribimos nuevamente a continuacion

ﬁ-}-(bz—ﬁ;*éx—ﬁ;*@“*ﬁ—ﬁ;*fby—@*@w*ﬁ—@xr*ﬁ—fbyy*ﬁ=0.

Notamos de esta expresién, utilizando las aproximaciones a primer orden
antes obtenidas, que el término €, lo podemos escribir como

D, ~ iwi,

por lo que podemos reescribir la ecuacién anterior como

ﬁt"‘iwﬁ_ﬁ;*q)x_ﬂ*‘i)xz*ﬁ_’ﬁf*@y_ﬁ;*q’yz *ﬁ_q’:cx*ﬁ_(byy*ﬁ =0. (1.17)

Procedemos entonces a examinar los términos no lineales de la ecuacién
(1.17). Comenzamos por 7, * ®,, que se escribe como

Ral= / / bk == e = we e s, i il

donde se ha utilizado la propiedad de la transformada de Fourier

F(fz) = ikf

para la transformada de Fourier de la derivada de una funcién. Ahora
tomamos la relacién (1.16) para poder escribir

iz x &, = — Dy // i(k — w)i(k — u,l — w)f(u, w)dudw, (1.18)
R2

donde

la expresién (1.18) la podemos resumir como
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-D, //Rz i(k —u)n(k — u,l — w)n(u,w)dudw = —D1 F(n=ng), (1.19)

que es la expresion no lineal que estamos buscando. Ahora suponemos que
tanto 7(k,l) como ®(k,l) tienen soporte para un nimero de onda muy
pequeto, un bosquejo de la forma que suponemos para 7} como ® se mues-
tra en la Figura 1.5. Entonces si n y ® tienen valores distintos de cero
para valores de (k,l) dentro de circulos de radio d; y d2 respectivamente,
tomamos € = max(d;,d;), la expresién anterior la podemos aproximar para
(k,1) ~ (0,0) de la siguiente forma

// S e~ T i A i // ik — )R, B0, Ojdusds
R2 —e

= in(k,1)n(0,0) //E (k — u)dudw
~ O(€?).

Figura 1.5: Tanto 7(k,1) como ®(k,1) tienen soporte (valores distintos de
cero) para valores de |(k,1)| < €.

Veremos entonces que los demds términos de la ecuacién (1.17) tienen érdenes
de magnitud en € menor que la expresion anterior y por lo tanto son despre-
ciables respecto al término (1.19). Tomamos entonces el segundo término no
lineal de la expresién (1.17), el cual es
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e % By % 7] // - u,l — w)iud, (v, w)dudw

~ — D, * // Ak — u,l — w)u*f(u, w)dudw,
R2

donde se ha utilizado la relacién (1.15) para 6: y el valor de las constantes
se ha resumido en D. Ahora hacemos la aproximacién para ntimeros de onda
pequenos, con la cual obtenemos

J[L =it =t =0) [[ (s = w0 - whitu whdudw aras ~
J [ itk = 7yt = 7. = 03t 0)710,0) [ [ wPdudu aras =
4

5 f/ i(k — 7)f(k — 7,1 — 0)A(7,8)7(0,0)drd6 =
R2

14%7;00 ks// ko)l o0 O,

Lo cual es de un orden mucho menor en € que el término (1.19). Ahora
tomamos el tercer término no lineal de la expresién (1.17),

iy * &y = // i(l — w)i(k — u,l — w)iwd(u, w)dudw
~ —1j(k,1)® 00/ (I — w)wdudw
—€
~ O(eh).

El cuarto término de la ecuacién (1.17) es

& w0 e =iy // A — o, — a0 oe® ) dndian
R’2

= — D1, * // Ak — u,l — w)uwn(u, w)dudw.
R2

Utilizando el hecho que 7 tiene soporte sélo para (k,1) ~ (0,0) y escribiendo
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la segunda integral de convolucién resulta que

_D /f i(1 = )ik — 7,1 — ) // il =0 — Ao i dedg s
R2 R?

f /R (L= 0)i(k — 7,1 = 0)i(7,0)7(0,0) / / 1 vtududw drdd e

d //W i(l - 0)A(k — 7,1 — 0)q(,0)7(0,0)drdd ~
O(e)i(0, 0)27(k, 1) / / "1 — 6)drda ~ O(¢b).

Para el siguiente término de la ecuacién (1.17) tenemos

B, n= —/ / Ak — u,l — w)u?®(u, w)dudw

~ —1) kzq)(()o// w?dudw
—€

~ O(e%)

Es claro que para el siguiente término, 6;; * 7] el andlisis es muy similar
al realizado anteriormente, y por lo tanto este término también tendra un
orden de ¢*. Hemos obtenido entonces que el término de mayor contribucién
a primer orden es el término 77, por lo que podemos escribir la ecuacién
diferencial como

ﬁ¢+iwﬁ+D1ﬁ*ﬁ;=0,

por lo que tomando la transformada inversa de Fourier obtenemos el término
no lineal que estdbamos buscando mads los términos lineales que habiamos
encontrado

—00 E—:B

1)d
7?:+lemz+— (PV/ 1(,9,) E) +coCifayy = 0. (1.20)
ITr

Hacemos el cambio de variable

¥ = \/eocry

y utilizando la regla de la cadena obtenemos que
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a 7]
_811f2 = Cﬂcla_st
de forma tal que podemos escribir la ecuacién diferencial (1.20) como
c 22 ,y,t)d
0+ Dy + (P-V-/ M) + Nayy =0,
T seg =i »

que es la ecuacion diferencial que estamos buscando, la cual la escribiremos
por simplicidad en términos de las variables originales, recordando que estas
variables son variables reescaldas, ademds denotamos 8 = D; y a = ¢gey /7
para obtener finalmente

M+ Bz + a (P.V. /w (&, y, t)d¢

—00 f—x

que es la Ecuacién Bi-dimensional de Benjamin-Ono.

I

1.2. Ondas que se Propagan en la Intercara entre
Peliculas Conductoras.

En esta seccion estudiaremos el problema de ondas que se propagan en la
intercara entre dos conductores debido al fenémeno de electromigracién de
superficie. Deduciremos las ecuaciones que describen la dindmica de una
perturbacién en la intercara sobre el nivel medio de la misma en equilibrio,
para después resolver el sistema de ecuaciones resultantes de manera muy
semejante a como se hizo en el problema de ondas en un fluido estratificado.
Deduciremos de esta manera la ecuacién diferencial no lineal que determina
el comportamiento de la onda propagandose.

1.2.1. La Ecuaciéon de Movimiento.

Para la construccién de nuestro modelo seguiremos a [2] en donde el acer-
camiento que se le da al problema se basa en la conservacion de volumen,
relacionando el cambio de la altura de la intercara sobre su nivel de equilibrio
y el flujo neto de adatoms sobre la superficie misma. La expresion para este
flujo neto de particulas estd basada en un hecho experimental y consiste en
proponer que el flujo de adatoms es proporcional al Laplaciano de superficie
del potencial eléctrico en la misma. Supongamos que tenemos una pelicula
delgada metdlica y un campo eléctrico aplicado paralela a ésta. Supondremos
por simplicidad que el campo eléctrico aplicado es lo suficientemente grande
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(x0:¥0)

Figura 1.6: El cambio en el volumen de la superficie sobre una regién ¥
es igual al volumen ocupado por los 4tomos que migran hacia el elemento
de superficie. J; es el flujo de dtomos (sobre la superficie) y T es el vector
normal a la frontera de la regién (I, h(XZ)).

para que los efectos de electromigracién en la superficie sean mucho mayo-
res que los efectos de capilaridad. Entonces, todo el movimiento de adatoms
sera sobre la superficie del conductor. Deduciremos asi la ecuacién de con-
tinuidad para este problema. Tomemos el volumen del conductor sobre su
altura sin perturbar sobre una regién ¥ rectangular comprendida entre los
punto (zo,y0) ¥y (zo + 2,50 + y) (se verd luego que el argumento puede ser
extendido para una regién X arbitraria), dicho volumen es entonces (ver
Figura 1.6)

J [ 1& . aguay,

donde h(z,y,t) es la altura de la superficie sobre su nivel de equilibrio.
Ahora consideremos que la altura de la superficie cambia a una nueva altura
h(z,y,t + t'), por conservacién de volumen, el cambio en la altura de la
superficie debe ser igual al volumen ocupado por la cantidad de particulas
que entre (o salgan) del elemento de superficie. Denotamos por Jy(z,y,t) el
flujo de particulas sobre la superficie y consideramos t' lo suficientemente
pequeno para que el flujo Js no cambie a lo largo de este tiempo. La cantidad
de particulas que migran hacia la superficie estd dada por
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To+zT
[ (et = dewo+ w0 T) g

To

# [ (o t) B = o+ a0) T

Yo

con T es el vector tangente a la superficie y normal a la frontera de la re-
gién (X, h(X)). Notamos que las integrales anteriores son el flujo neto de
particulas que atraviesan la frontera (recordar que todo el flujo de particu-
las es sobre la superficie) de la regién (X, h). Utilizando el teorema de la
divergencia podemos escribir dicho flujo como

//E V - (J5)dzdy

donde la divergencia debe ser tomada en un sistema de coordenadas sobre
la superficie descrita por h(z,y,t). Escribimos entonces la conservacién de
volumen de la siguiente manera

E(i_it“/[: n(g,;p,t)d{@:&/[gv(Js)dfdwa

donde € es el volumen medio de los d4tomos adsorbidos. Es un hecho ex-
perimental que este flujo de adatoms sobre la superficie es proporcional al
campo eléctrico sobre la misma (lo cual proviene del hecho que se trata de
una material 6hmico) involucrando tanto la interacciéon de los adatoms con
el campo eléctrico como la denominada “wind force”. Dado que el se trata
del campo eléctrico sobre la superficie, la expresién para el flujo de particu-
las se escribe en términos del laplaciano de superficie (ver [2]). Escribimos
entonces (8]

4 (1
J, = — vgM (55 {5[(1 +h2)d, — h,_-hyay]ti’}

+ 2 {0+ 18, - mabyoie})

S VqMﬁv?SQ(xa Y, h{:’L‘, Y, t))}

donde v es la densidad por unidad de drea de los dtomos méviles en la
superficie, ¢ su carga eléctrica efectiva y M la movilidad de los adatoms;

ademds /g = (/1 +h2 + hg y @ es el potencial eléctrico evaluado sobre
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la superficie. Escribimos entonces la ecuacién de conservacién de volumen
como

//2 (he — QM /gV%®) =0 (1.22)

y dado que la superficie 3 fue arbitraria, la expresién anterior se expresa en
forma diferencial como

hy — ay/gV%® = 0, (1.23)
donde

a = qgMvQ.

1.2.2. El Problema de Dos Conductores.

En esta seccién consideraremos el problema de electromigracién de super-
ficie en la intercara de dos peliculas conductoras (ver Figura 1.7). Estas
dos peliculas conductoras se hayan depositadas entre dos sustratos aislantes
a alturas z = —h; y z = hg, siendo z = 0 la altura de la intercara sin
perturbar. Un campo eléctrico Ey se encuentra localizado en la regién que
comprende el conductor inferior, y sera el responsable de la electromigracién
en la intercara.

4

sustrato aislante

sustrato aislante

Figura 1.7: Perfil de dos peliculas conductoras formando una intercara. La
altura de la intercara perturbada se denota por h(z,y,t), y el vector nor-
mal unitario exterior a ésta n. Las peliculas estdn delimitadas por sustratos
aislantes en z = —h, la pelicula inferior y z = hy la pelicula superior.
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Pedimos entonces que el potencial eléctrico satisfaga la ecuacién de Laplace
en ambos conductores

V29, =0, -hj<z<h
qu)g:ﬂ, h<z<hy

y que el potencial eléctrico sea continuo a través de la intercara. Imponemos
como condiciones de frontera que no haya carga eléctrica depositada en la
intercara entre conductor-aislante, asi como tampoco en la intercara entre
los materiales conductores, ya que en principio, toda la carga eléctrica en
la intercara se encuentra migrando en los conductores. Formalmente esto se
expresa como

9y _ _
S+ =0, enz=-h

%’3=0, enz = hy

para la intercara conductor-aislante. Para la intercara conductor-conductor
el hecho que no haya carga eléctrica en la intercara se traduce en la con-
tinuidad del desplazamiento eléctrico a través de la intercara, es decir

00, 8%, B
Ela—EQE —0, an—h, (124)

donde €; y €7 representan las permitividades eléctricas del material infe-
rior y superior respectivamente; el vector n es el vector normal exterior
(del conductor inferior al superior) a la superficie, si ésta se escribe como
(z,y, h(z,y,1)), entonces

1

/o + h%+h2

Pediremos ademds que €3 << €, esto para que los efectos del campo eléctri-
co aplicado sean practicamente nulos en el conductor superior cuando la
intercara se deforma y conocemos el comportamiento de una superficie li-
bre al vacio ([1], [2]). Una condicién de frontera més es que los potenciales
eléctricos se anulen en infinito, esto es

n =

(—hz, —hy,1). (1.25)

®, - —FEyz, T — *o0
Py -0 z,— *oo.

Hacemos un escalamiento en el potencial eléctrico ®; por comodidad. Sea
entonces



26 Electromigracién de Superficie.

¢ = @, + Eyzx.

Es claro que ahora ¢; — 0 cuando  — %00, y para ser consistentes con la
notacion, hacemos ¢ = ®9. Retomamos la ecuacién (1.24) la cual se escribe
como

€1 (_hxq’lx - hyq>ly T ¢'Iz) — €2 (_hx‘;'?:c = hyq)?y + ®5,) = 0.

Escribiendo la relacién anterior en términos del potencial reescalado ¢, ten-
€mos

®1; = ¢12 — Eo,
‘I’ly = ¢1y,
¢y, = ¢1z-

Entonces la condicién de frontera en la intercara es

€1 (—hz¢1z + hoEp — hyﬁbly + ¢12) — €2 (—hzdor — hy¢2y + ¢2.) = 0.

Tomando tinicamente los términos lineales de la relacién anterior se obtiene

(flﬁblz - f2¢‘2z)|z=u = —€e1Eohg. (1.26)

Sabemos de la teoria del electromagnetismo que en la intercara entre dos
medios se deben satisfacer ciertas condiciones de frontera entre los cam-
pos eléctricos de ambos materiales. Una de ellas ha sido ya utilizada, y
es que existe una discontinuidad en la componente normal del desplaza-
miento eléctrico de ambos materiales, la diferencia entre estas componentes
normales es igual a la densidad de corriente eléctrica en la intercara. Esta
propiedad fue utilizada suponiendo que la densidad de corriente eléctrica en
la intercara es cero dado que todos los portadores de carga estdn migran-
do en ella. Existe otra relacién que nos describe el comportamiento de los
campos eléctricos en la intercara entre dos materiales, y es que la compo-
nente tangencial del campo eléctrico debe ser continua en la intercara, una
representacion esquematica de esto se muestra en la Figura 1.8.

La propiedad de continuidad de la componente tangencial del campo eléctri-
co en la intercara se refiere a que cualquier direccién del campo eléctrico en
el plano tangente a la intercara debe ser continua. Si tomamos una aproxi-
macién de primer orden para la intercara, esto es h ~ 0, tenemos que las
direcciones tangenciales del campo eléctrico son
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D

Material 2

Figura 1.8: En la intercara entre dos materiales, el salto entre las compo-
nentes normales del desplazamiento eléctrico D, es la densidad de carga en
la superficie, mientras que las componentes tangenciales a la superficie E;
son continuas.

Eiz = ¢iz, Eiy = ¢iy.

Estas componentes deben ser continuas a través de la intercara, por lo cual

b1z = Pr = Pz,
¢ly = ¢2y == ¢'y-
Ahora proponemos el modelo para la evolucién de la intercara. En la seccién
anterior vimos que la evolucién de la intercara estd dada por el flujo neto de
materia hacia el conductor, lo cual se expresaba mediante la ecuacién (1.23),
para la interaccién entre dos conductores, proponemos el mismo modelo
salvo que ahora la evolucién de la intercara estard dada por el flujo neto
de atomos en ambos conductores. Esto serd la diferencia entre el arrastre
de dtomos en el conductor inferior y el arrastre de 4tomos en el conductor
superior. Se presenta ahora un problema, dado que se trata de una intercara
s6lido-sélido, la acumulacién o vaciamiento de materia debido al flujo de
4tomos ocasionado por la electromigracién puede dar origen a fuerzas de
tension en la intercara que crean fuerzas de arrastre en direccién contraria
al flujo atémico original. En este modelo relajamos este tipo de problemas
pidiendo que cualquier acumulacién o vaciamiento de materia en un lado
de la intercara estard acompanado del efecto contrario en el lado opuesto.
Ademds, para evitar que aparezcan lugares en la intercara en donde ya no se
tenga un contacto directo de metal-metal sino que se forme un vacio asi como
cualquier fuerza en forma de tensién mecanica, proponemos que cualquier
fuerza elastica en los materiales serd compensada por el flujo de materia
hacia los conductores. Por otro lado, suponemos que la 1inica fuerza sobre
los adatoms es aquella ocasionada por el campo eléctrico aplicado y no por



28 Electromigracién de Superficie.

la fuerza de gravedad o efectos de capilaridad. De esta forma proponemos
la ecuacion de movimiento para la altura de la intercara como

hy = a1/gV§P1 — a2y/gV$s, (1.27)

donde las constantes «; estdn definidas como antes, es decir

o = qi Mivi§;

para ambos materiales, y

1 1
Bl 2
Vie =% (ax {ﬁ[(l +h?)0, — hmhyay]‘b}
1
+0 {— 1+ h2)8, — hzhyd;, @}), (1.28)
Yy \/g[( :c) y y ]
con /g =./1+h2+ hg. Resumiendo, tenemos que los potenciales en am-

bos conductores deben satisfacer la ecuacién de Laplace con condicién de
Neuman en —h; y hs nula,

V24, =0, —hi<z<h
V24 =0, h<z<hy

con

31=0

2 , enz=—h

a—ai—z=0, enz = hy

y ¢1(z,y,h) = ¢2(z,y, h). La continuidad del desplazamiento eléctrico en la
intercara

€1 (=hztrz + hoEp - hy‘ibly + ¢12) — €2 (—hz oz — h'y¢2y + ¢2.) = 0.
y la ecuacién de movimiento

he = a1/gV%41 — a2y/9V %4

Notamos que el problema a resolver es semejante al del fluido estratificado.
Debemos resolver un problema de V?f = 0 en cierta regién del espacio con
condiciones de Neuman nulas en la frontera, pero las ecuaciones de intercara
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son totalmente diferentes, hemos obtenido una relacién h; = V?¢ en el caso
de la electromigracién mientras que para el problema de fluidos teniamos
hy = —¢,. La ecuacién de Bernoulli se ve reemplazada por la condicién de
continuidad del desplazamiento eléctrico en la intercara. Veremos entonces
cémo esta nueva situacién cambia la relacién de dispersién.

1.2.3. La Ecuacién Bi-Dimensional de Benjamin-Ono.

Para encontrar la ecuacién diferencial que ha de describir la evoluciéon de la
intercara y que dé, en principio, origen a solitones, realizaremos un procedi-
miento muy semejante al que se hizo para el caso del fluido estratificado. Re-
solveremos la ecuacién de Laplace con condiciones de frontera aproximadas
linealmente para el problema planteado, luego tomaremos la condicién de
frontera en la intercara y haremos un desarrollo en serie de Taylor para en-
contrar los términos no lineales de primer orden. Con un argumento muy
semejante al realizado en el problema anterior, veremos que el orden de los
términos no lineales es menor al término no lineal de la forma
h+ by,

que es el término no lineal que estamos buscando. Tomamos entonces la
transformada de Fourier de la ecuacién de Laplace para obtener

Bizz — (K +1%)i =0
donde
b(k,l,2,t) = f / é(z,y, z,t)e" K=+ W dzdy.
R2
Separando variables

¢ = Qi(2)f (k,1,t)

donde f es una funcién tinicamente de (k,!) y el tiempo, obtenemos

Qi (2) — (K* +1*)Qi(2) =0,

donde se ha eliminado la funcién f. Denotamos a k2 = k? + [2 y de la
expresion anterior obtenemos que Q(z) tiene una solucién de la forma

Qi(z) = Asenhkz + Bcoshkz,
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donde A y B son constantes a determinar. Para satisfacer las condiciones
de frontera en la intercara como los aislantes tenemos que

Q.’l{z”z:—hl =0,
de donde

Q1(z) = Ajcoshk(z + hy)

Q'z(z) Iz:hz =0

luego entonces

Q2(z) = Agcoshk(z — hg).

Hemos obtenido que

| Ajcoshk(z +hy)f(k,1), —h1<z<h
¢y zt) = { Ascoshi(z — ho) f(k,1), h < z < ha.
Si el potencial eléctrico es continuo en la intercara, obtenemos que a primera
aproximacién
Ajcoshkhy; = Agcoshkhs,

donde se ha evaluado en z = 0 (que es la aproximaci6n a primer orden de
h). Ahora evaluamos la transformada de Fourier de la condicién de frontera
dada por la ecuacién (1.26) y suponiendo que la transformada de Fourier de
la altura de la intercara tiene la forma

h= Af(k,1t)

encontramos

€112 — €2par = k(€1 Arsenhrhy + €3 Apsenhrhs) f(k, 1, 1)
coshkh,

Soehilis senhnhg) f(k,L,t)

= kA;(e1senhkh; + eacoshkhitanhkhs) f(k, 1, t)

= —e1 Ey(ik)h
= _ikﬁlEUAf(k}"!a t):

= kA (elsenhnhl + €2
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de donde obtenemos que

A _ ikelE(] _,Zi
'™ " k(e;senhkh; + escoshkhtanhkhy)

utilizando la condicién de continuidad del potencial eléctrico encontramos

ikEIE(] -
Ay = — A.
k(€ coshkhotanhkh) + exsenhkhy)

Los potenciales eléctricos tienen entonces la forma

- ikEIB(}

—_ hcosh 2
2 k(e1senhkh; + eacoshkhitanhkhs) ooshnte -+ Bi) (1L29)
Yy
7 - LOCE heoshr(z —hg).  (1.30)

k(ejcoshkhgtanhkh) + egsenhkhsy)

Término No Lineal.

En esta seccidén encontraremos el término no lineal que describe, a primer
orden, el comportamiento de la altura de la intercara entre dos conductores.
Para esto tomaremos la ecuacién de continuidad del desplazamiento eléctrico
en la intercara y desarrollaremos los términos involucrados a primer orden.
Posteriormente supondremos que la transformada de Fourier de la altura de
la intercara h tiene soporte para nimeros de onda pequenos, tal y como lo
hicimos para el fluido estratificado, lo cual nos dara los érdenes de magnitud
en los modos normales para los términos no lineales restantes. Tomando sélo
aquellos que sean de primer orden encontraremos el término no lineal para
la ecuacién diferencial de la altura en la intercara.

Tenemos entonces la ecuacién de continuidad en la intercara, y escribimos la
dependencia explicita de las funciones respecto a sus variables, recordando
que en la intercara z = h(z,y),

" 3@1(:'3, Y, h) g 3(1)2(1‘! Y, h’)
L on * on

donde n es el vector normal unitario exterior a la intercara escrito como en
(1.25). Escribimos las derivadas normales explicitamente como

=0,

€1 (_(I)lxhx = (I’lyh-y +®@1;) — € (_‘;’thx - (I"thy + @2z) =0.
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Ahora hacemos el mismo reescalamiento que realizamos en las secciones
anteriores del campo eléctrico ¢, como

¢ =@ + Epz

y también denotamos por comodidad ®5 = ¢, de esta forma

€1 (_¢lrhx + Eﬂhm R (blyhy + élz)"@ (_¢2xhx = ¢2yhy + ¢22) =0. (1-31)

Recordamos que el potencial eléctrico ¢ estd evaluado en z = h, por lo que
desarrollaremos en serie de Taylor el potencial eéctrico cercano a h ~ 0, de
forma tal que

¢i.’c(ma Y, h) oy Qsiz (5"}, Y, 0) + ¢:'1:z (f!,‘, Y, O)h,
$iy(z,y,h) = ¢iy(,9,0) + diyz(z,y,0)h,
¢iz($: ysh) = ¢i2($)y: 0} o ¢izz($vys O)h’

Utilizamos estas expresiones en la relacién (1.31) y después de acomodar
términos obtenemos

e1Eohz + (61012 — €2022) + h(€1¢122 — €22.2) — ha(€1$12 — €2622)
_hhx(fl¢lxz o= 52¢2u) e hy(elﬁf’ly = 52¢2y) = hhy(51¢lyz e 52¢2yz) =0,

donde todos los términos estdn evaluados en z = 0. Tomamos la transfor-
mada de Fourier de la expresiéon anterior. Recordemos primero la propiedad
de convolucién de la transformada de Fourier, la cual nos dice que la trans-
formada de Fourier de la multiplicacién de dos funciones es la convolucién
de la transformada de Fourier de estas funciones, es decir

F(ha,wlg(o,0)) = ki) + 3,0 = [tk = 1 = w)a(o,w)dudw.

De esta forma

e1Eohg + (61951: = 6252:) +hx (51&:‘: - 621?.5‘;;)
—ha * (€1012 — €apaz) — h * by % ("31(5;::: — €2¢222)

—g;*(61&—62&)—5*@*(61@—62@) =0.
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Utilizando el hecho que el potencial eléctrico y sus derivadas en z y y son
continuos a través de la intercara, podemos reescribir la expresiéon anterior
como

e1Bohy + (€117 — €262:) + h * (€16122 — €262.2)
—(e1 = €)hg * ($2) — b+ by % (16122 — €26222)
—(e1 — €2)hy * (By) — hox hy * (16142 — €22y2) = 0, (1.32)
donde se ha denotado ¢1; = ¢2, = ¢, y andlogamente para ¢,. Haremos

ahora una aproximacién de onda larga para ¢. De la expresion (1.29) eva-
luamos en z = 0 y tenemos

ikE] E@ -

b(k,1,0) =
¢(k,1,0) k(€;tanhkh; + egtanhkhy)

Analizamos el término

1
k(€rtanhkh; + estanhkhy)’

el cual podemos escribir como

1 1
€ xtanhkh, (1 ¥ gatanhnhz) .

€] tanhkh,

Utilizamos ahora la hipdtesis que ff << 1 para desarrollar en serie de Taylor
el término entre paréntesis como

1 - €3 tanhkho
14 etanhkhy 7 ¢ tanhrhs
14 Q0 €) tanhkh;

entonces podemos reescribir ¢ como

- - ikEy €z tanhkhs \ -
$(k,1,0) ~ ktanhkh, (1 € tanhnhl) &

Ya que estudiaremos el comportamiento de qAﬁ en términos no lineales, tomare-
mos la aproximacién a primer orden de la expresion anterior, esto ya que es-
tamos interesados en los términos de primer orden que el efecto del conductor
superior pueda contribuir a la onda; para los términos lineales si tomaremos
en cuenta los efectos del conductor superior y obtendremos asi la relacion
de dispersion deseada. Aproximamos ¢ evaluado en la intercara como
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i ikEy -
9lk:di0) & ktanhkh, G

Tomamos en la expresién anterior el limite cuando (k,l) ~ (0,0) para obte-
ner

. ikEq -
Bk, 1,0) 2. (1.33)

Supondremos ahora que h tiene soporte s6lo para niimeros de onda pequenos,
esto es (k,I) ~ (0,0). Sea entonces h tal que tenga soporte para un circulo
de radio €. Calcularemos el érden de magnitud para los términos no lineales
de (1.32), comenzamos por el término

hs % $z,
de la relacién (1.33) podemos escribir

‘rb;r"“" thl h.

Si la onda se propaga en el eje z tenemos que k >> [ por lo cual k? = k?
por lo tanto

por lo que

z;*a;z_f'_;a;*a

que es el término no lineal que estamos buscando. Calculamos ahora el 6rden
de magnitud de este término, recordando que h tiene soporte para K < €,
entonces

hxhg = // i(k — w)h(k — u,w — 1)h(u, w)dudw
R2

» f / " i(k — w)h(k, )R(0, 0)dudw
~ O(€?). (1.34)

Calculamos ahora el término
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hx (€1612: = €262:2)-

Utilizamos el hecho que los potenciales eléctricos deben satisfacer la ecuacion
de Laplace para escribir

hox (€18122 — €2222) = —h * (€1(1zz + Pryy) — €2($2zz + b2gy)
= —(e1 — €2)h * (k*¢).

Recobramos la expresién (1.33) y notamos que

—k2Ey

9 e
K =~ h
¢’. ﬁ2h1 I

por lo que obtenemos

,. —_— —_— E - —_—
hx (e1¢122 — €2222) = (€1 — 62)h—1°h * hg,

que es nuevamente el término no lineal que estamos buscando. Estudiamos
ahora los demds términos no lineales y veremos que tienen ordenes en e
mds grandes que el término no lineal anterior. Calculamos ahora el orden de
magnitud de

—

hxhy (61(5;:; — €220z) = h % hy * (e1iky, — fzikfgz)

~ —€ Eoh « a * {k2fz),

donde se ha utilizado ahora la aproximacioén lineal de la condicién de frontera
en la intercara. Escribimos la integral explicitamente para encontrar que

b h s (AR = /f i e~ e dd
R?
~ hg * // u’h(k,1)h(0,0)ddw
~ €41(0,0) / / i(k — 7)h(k — 7,1 — 8)h(r, 0)drdo
]gz

~ ¢*h(0,0) //E i(k — 7)h(k,1)R(0,0)drd6
~ O(€%).
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Seguimos con el término

E; * (elgfm’, - £252‘;,) = (€ — EQ)E;* 3;‘

En la expresién anterior se ha utilizado la continuidad de la componente
tangencial del campo eléctrico. Escribimos la integral de convolucién ex-
plicitamente utilizando la aproximacién

s kB
qﬁy ~ _‘mh

EEUFL

k h

—

.y =— //Rz %(z — w)h(k — u,l — w)h(u, w)dudw

N_[/_E (I — w)h(k,1)h(0,0)dudw

~ O(€’Ine).

Finalmente tenemos el término

h * F],-; * (elqﬂ; - 62(5;;;) =hx hAy * (elil&: - 62“(,5;;)
~ —€1 Eoh * hy * (klR),

en esta expresion se ha utilizado nuevamente la aproximacion lineal para la
condicién de frontera en la intercara. Escribimos entonces

hx hy * (klh) = // w — Duwh(k — u,| — w)h(u, w)dudw
Rz
/f i(w — Duwh(k,1)A(0,0)dudw
65:%(0,0)/ h(k — 7,1 — 0)h(r,0)dTdo
Rz

~e5h00// h(k,1)R(0,0)drdo
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Hemos mostrado que a primer orden, la condicién de frontera en la intercara
se puede escribir como

(e1 —€2)Ep ¢
h

€1Eohg + (61617 — €26b2;) + 2 1 hals =0 (1.35)

Limite para una Capa de Altura Infinita.

De la misma forma en que hicimos para el caso del fluido estratificado,
tomaremos ahora el limite en el cual la altura de la pelicula superior crece a
infinito pero conservando la proporcién de onda corta con el niimero de onda
k, es decir, tomamos el limite en el cual khy — oo, y tomando en cuenta que
la onda se propogard en el eje z (dado que en esa direccién se encuentra el
campo eléctrico y hacia alld migraran los dtomos). Escribimos la ecuacién
de movimiento aproximada linealmente

ht =0 (‘j’lxz i+ ¢1yy) o Q’2(¢2rz ¥ ¢’2yy)a

donde los potenciales estan evaluados en z = 0. Tomando la transformada
de Fourier de la expresién anterior

hy = () — 02)(_"‘72)&’:
donde se ha utilizado la condicion de continuidad del potencial eléctrico en
z = 0 para escribir ¢,(z = 0) = ¢2(z = 0) = ¢. Recobramos la expresién
(1.29) encontrada anteriormente

ikEIEU

hcoshkh
k(e;senhkh; + eacoshkhitanhkhs) R

¢ = -
evaluando en z = 0. Podemos reescribir esta relacién en términos de ¢, como

€1P12 — €292,

k(e;senhkh; + ezcoshmhltanhnhz)COShnhl,

o

recuperando la expresién (1.35) podemos escribir la ecuacién de movimiento
como

-

=3 Bghe — coh + Tz
t:(al —(.1’2)(8'.2) 1407z 0 T

t(e;senhkh; + eycoshkhitanhkhy)

coshkh;

con
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De esta forma obtenemos

2 ha

(ertanhkh; + egtanhkhy) *
K - —

ejtanhkh) + extanhkhy) hths: {1-36)

hy = — (a1 — a)e1 By

—co(m —02)(

Nuevamente tomamos el desarrollo en serie de Taylor para ff << lenel
coeficiente del término no lineal,

- he
(e1tanhkh; + €2tanh.‘ih2) S
K ) tanhkho B ﬁ:
ertanhkh €1 tanhkh,

hy = - (o — ag)e1 Ep

—cola) — ag)

y consideramos sélo la aproximacién a primer orden de este coeficiente ya
que estamos interesados en los efectos que a primer orden tenga el conductor
superior en el rompimiento de la onda, por lo cual escribimos

-~ K —_—

ht = — (a1 — ag)e1 Ep (e1tanhkh; + ~f2ta'nh“";""“2}hz

~ —_—

—colay — ag) hy (1.37)

€ tanhkh 3

Para el coeficiente del término lineal obtendremos la relacién de dispersién
del problema, tomaremos el limite cuando khy — oo tal y como hicimos en
el problema del fluido estratificado; notamos que si la onda se propaga en la
direccién z, a primera aproximacion

[ 2
tanhah, = tanhkhay/1 + ::_2 2~ tanhkh,

{ 1 sik>0

y por lo tanto

lim tanhkhs =

kha—00 -1 sik <0.
Llamamos ahora

K
"~ (ertanhkh; + eotanhkhs)’

Escribimos, en el limite cuando khy — oo
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1
tanhkh 4

—
2 2
= Ikly/1+ 5

Ahora tomamos el limite de onda larga para la capa inferior, es decir,
tomamos el limite cuando kh; — 0, en ese caso

W =

€1

tanhkh; = kh,,
para obtener

_ 1
€1h) + €

2
kly/14 55

y podemos reescribimos la expresién anterior como

| T
T ah 14+ 2

i e o
2
D hilkly/1+ 45

serd muy grande comparado con

para observar que el término —t——

halkly/1+£5
1 si la altura de la capa inferior es sumamente pequena (que es el caso en
el cual experimentalmente se observa la electromigracién de superficie). De

esta forma, W se puede escribir como

12

K?

y tomamos la aproximacién a primer orden para la raiz cuadrado para ob-
tener

W= i1+
€2

w=Li (145
T € 2k2

1 {2
~ e (““'* "z'm") -

Ahora reescalamos el niimero de onda en y como m? = 1?/2|k| para obtener
finalmente la relacién de dispersién en el limite en el que la capa superior es
infinita

W= é (k| +m?). (1.38)
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Asi, podemos reescribir la ecuacién (1.37), tomando el limite de onda larga
K ~ 0 en el coeficiente del término no lineal, como

folos —gele. =_n
e1hy

De igual forma que en el caso del fluido estratificado, tomando la transfor-
mada de Fourier inversa de la ecuacidn anterior resulta que

1 ® h(€,y,t)d
e+ milibe der [ 2 PV/ M) + hxyy) =0,
m —0o0 € -z e

~ f —
by + (0q — QQ)Eﬂé (1| + m?) hy +

donde
€
1 = (0 — o) Eg—,
€2
_ co(ay — ay)
= —"
€1h1
con
— €) E
_ 2(61 €2) Eo
hy
Hacemos el cambio de variable
Y=y
de la regla de la cadena se sigue que
82 _ 0
ay? ~ 1 oy?

o0
ht + cohhy +—(PV/ hgy, ) + hyyy = 0.

T

Esta es la misma ecuacién diferencial que obtuvimos en el problema del
fluido estratificado, y la reescribiremos utilizando la denotacién original de
variables como

.y, t)d¢

h(¢
hy + Bhhy +a(PV/ e ) + By =0 (1.39)
IT
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que es la Ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono. Podemos calcular
la correccion en el término no lineal cuando se utiliza la aproximacién a
segundo orden de la expresion

— a7 —_—

he == (a1 — a2)e1 Ey (eytanhkh; + fzta“h“hg}hx

K € tanhkho \ - —
~ co(en — Orrz).f_lta.nhmh] (1 T tanhnhl) h* he.

Tomando el limite cuando khy — oo y posteriormente el limite de onda larga
K — 0, obtenemos

-~

€ —_—
iy =iy ag)Egé (k| +m?) hy

_co(a — ap)

€
1_
e1h;

e (1.40)
Dkl\/1+ 5

En el limite [?/k? << 1 podemos aproximar la expresién anterior como

—~

E —_—
hy = — (o — ag)Eoé (k| +m?) hy

2
Cg(ﬂtl—ag) 6_21—-%%5 a e~
P (1 i hx hg. (1.41)

12

Tk tenemos

Reescalando nuevamente el niimero de onda en y como m? = %

-~ 6 ——
hy = — {0'1 — ag)Eoé (Ikl + mz) hy

C(](Dtl e Ot2) ( €9 1 ( m2)) A
— |l 1= = hxh 1.42
Elhl €1 |k| |kl " ( )

que es la correccion a segundo orden para el término no lineal. La ecuacién
anterior se puede utilizar para estudiar el efecto de perturbaciones en las
estructuras coherentes que se propagan en la intercara entre los conduc-
tores tomando en cuenta las correcciones de segundo orden de los efectos
no lineales del modelo. Hemos pues deducido la ecuacion bi-dimensional de
Benjamin-Ono a partir de dos problemas fisicos. Primero se dedujo esta
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ecuacién del problema de propagacién de ondas en un fluido estratificado,
este andlisis es muy semejante al andlisis en una dimensién y que da origen a
la ecuacién de Benjamin-Ono. Posteriormente se estudié el problema de elec-
tromigracién de superficie en la intercara entre dos peliculas conductoras,
mediante argumentos andlogos a aquellos realizados para el problema del
fluido estratificado se concluyé que la ecuacién que modela la altura de la
intercara es la misma en ambos problemas salvo por un término lineal en la
relacién de dispersién que no se obtiene en el problema de electromigracion
de superficie. En los capitulos siguientes estudiaremos la propagacién de
estructuras coherentes de la ecuacién (1.39). Para esto propondremos una
funciéon de prueba candidata a solitén que se propague modificando sus
pardmetros pero conservando su forma, encontraremos asi la evolucién en
el tiempo de estos pardmetros buscando los puntos de equilibrio que den
origen a solitones.



Capitulo 2

Estudio de Solitones en la
Ecuacion Bi-Dimensional de
Benjamin-Ono.

En este capitulo estudiaremos las soluciones de la ecuacién de Benjamin-
Ono en dos dimensiones, encontrada en el capitulo anterior, escrita de la
forma

o0
ug + Puug + o (P.V./ u,y,t) d{) + Ugyy = 0. (2.1)
-0 E, - X T
La ecuacién anterior es un andlogo en dos dimensiones de la ecuacién de
Benjamin-Ono en una dimensién, presentada en el capitulo anterior, la cual
sabemos tiene una solucion exacta en forma de onda localizada que se propa-
ga con un perfil permanente tipo solitén. Por otro lado, la ecuacién (2.1) es

semejante a la ecuacién de ZK

Up + UUg + Ugzz + Uzyy =0

salvo por el término dispersivo de Benjamin-Ono en la direccién z. La
ecuacion de ZK ha sido estudiada previamente [9] y aunque no se conoce
solucién exacta, posee estructuras coherentes en forma de solitones. En efec-
to, si se escoge como condicién inicial una funcién de la forma

u(z,y,0) = Ae™7 (@*+°)

ésta evoluciona en el tiempo modificando sus pardmetros (la amplitud, el
ancho de la gaussiana y su velocidad) pero conservando su perfil de onda
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localizada. Este resultado sera retomado mas adelante para estudiar las solu-
ciones a la ecuacién (2.1).

Dado que no conocemos una solucién exacta a la ecuacién bi-dimensional
de Benjamin-Ono, debemos escoger una funcién de prueba como condicién
inicial para estudiar su evolucién en el tiempo, esperando que esta conserve
una estructura de onda localizada. Para la eleccién de la funcién de prueba
buscaremos soluciones que se propaguen con forma de onda permanente,
esto nos dara una forma con menos grados de libertad de la ecuacién (2.1),
para la cual estudiaremos la forma variacional, esto con el propdsito de
buscar extremos de la accidén respecto a los pardmetros libres de la funcién
de prueba y asi encontrar los puntos de equilibrio para los cuales esta funcién
es mas estable. Posteriormente demostraremos ciertas leyes de conservacion
que debe satisfacer una solucién a la ecuacién y que nos permitirdn, en
el capitulo siguiente, encontrar relaciones analiticas para la evoluciéon de
una condicién inicial con la forma de la funcién de prueba escogida. Por
ultimo, con base en los resultados numéricos, veremos que cuando se deja
evolucionar una condicién inicial bajo la ecuacién anterior, esta tiende a los
puntos de equilibrio cediendo masa en forma de radiacién la cual tiene una
amplitud mucho menor que la onda principal. Esta radiacién no se encuentra
en todo el espacio sino que se encuentra confinada en un lugar geométrico
determinado; mediante un argumento de fase estacionaria, encontraremos
esta regién del espacio y su evolucién en el tiempo, llamada la cdustica de
la radiacién.

2.1. El Problema de Ondas de Forma Permanente.

En primer lugar buscamos soluciones de forma permanente para la ecuacién
(2.1) que viajen en la direccién z con velocidad ¢, lo anterior lo podemos
escribir de la siguiente forma, si (2.1) tiene una solucién u(z,y,¢) entonces
esta solucién puede ser escrita como

U(:B, Y, t) = u(:“" - ct, y) o u(ﬂ, y)

Hacemos ahora el cambio de variable 8 = = — ct, Utilizando la regla de la
cadena tenemos que

du_du du__ ou
oz 00’ ot a0’
entonces la ecuacién (2.1) toma la forma
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—cug + Puug + (P.V./ fTuEf;—i)C—tj

(Pvf e f)

hacemos el cambio de variable v = £ — ct, por lo tanto d§ = dv y los limites
de integracién serdn v = —oo — ct el inferior y v = oo — ct el superior; si la
funcién u se anula a cero en *oo, entonces la forma del término dispersivo
no cambia y conserva su forma

(P.V. /:; “v{‘i";) dv) .

Es claro que ahora podemos reescribir la ecuacién (2.1), para esta solucién
que se propaga con velocidad constante, como

%( cu+§u2+a(P.V /w 6{6 )f;)df) +uyy)=0,

la cual podemos integrar una vez para obtener

(——cu E gu? +a (P.V. /w E(E 5(;) E) + uyy) = A(y),

donde A(y) es una funcién que depende tinicamente de y. Ahora, si la funcién
u se anula cuando (6, y) — oo, entonces A(y) debe ser idénticamente cero.
Ahora encontraremos una forma variacional para la ecuacién

cu—%u —a(PV/ u(, )dé) y =0. (2.2)

df) + ugyy = 0.
00

Para el término

o -0

Sabemos del cdlculo de variaciones que un funcional de la forma

=// F(z,y,u(z,y), ug, uy) dady,
0

donde F es la lagrangiana del sistema, tiene una ecuaciéon de Euler-Lagrange

(10]
oF a [ oF g [ oF
%‘a(a—w)*a—y(a—%)-‘) )
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en la region §2. Cabe mencionar que esta ecuacion de Euler-Lagrange se debe
satisfacer si u(z,y) es un punto critico del funcional J(u) ! y se obtiene
tomando la Derivada de Gateauz del funcional [10]. Para la ecuacién (2.2)

Q = R?, es claro entonces que el término cu— 3u? —uy, tiene una lagrangiana
F

C 1 12
F=§u —gu +2uy

Utilizando la ecuacién (2.3) es facil ver que la lagrangiana anterior da co-
mo resultado los términos correspondientes a la ecuacién (2.2) salvo por el
término de Benjamin-Ono. Cabe hacer notar que la derivada de Gateuax
es un operador lineal, por lo que basta sumar la forma funcional correspon-
diente a este término al lagrangiano anterior para obtener la forma funcional
completa. Encontramos ahora la forma variacional del término dispersivo de
Benjamin-Ono como sigue

L(z,y,u,ug, uy) = %‘U.g (P.V_/m 5( 9} d{) (2.4)

La motivacién para proponer una forma variacional de este tipo es la si-
guiente. Dadas las propiedades de la transformada de Fourier (en concreto
la relacién de Parseval), sabemos que la accién de un funcional cuadratico
debe ser la misma que la accién de la transformada de Fourier del funcional
esto es

// L(u, uz,uy)dmdyzf F(L(u, ug, uy)dkdl,
R2 R2

donde F(u(z,y)) = 4(k,l) denota la transformada de Fourier de la funcién
u. Entonces, tomamos la transformada de Fourier del término dispersivo de

Benjamin-Ono
f((PV/oo ‘f’? ) ) = |kla(k,1).

La forma variacional de este término es

J(ﬂ)://mlgﬂﬂz

donde |@|? denota el cuadrado de la norma de la funcién i, es decir 4d*
(recordar que la transformada de Fourier de una funcién es una funcién

'Para garantizar que u sea un minimo se debe estudiar la segunda variacién del fun-
cional.
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de variable compleja). De la forma variacional anterior notamos que tene-
mos el término |k| = ksgnk; si reescribimos la relacién anterior en término
nuevamente de la funcién u, tomando la transformada de Fourier inversa,
obtendremos la transformada de Hilbert de la funcién u del término sgnk,
y una derivada en @ del término k.

Mostraremos ahora que al tomar la derivada de Gateuax para el funcional
correspondiente al término (2.4) efectivamente obtenemos el término dis-
persivo de Benjamin-Ono como en la ecuacién (2.2). Tenemos entonces que
tomar la derivada de Gateaux del funcional

= %/j: [:; up (P.V./_Z ‘2(5_”{;) d{) d6dy.

La derivada de Gateaux de un funcional J(u) se define como

s L)),

Dp(ug) = T

Tenemos entonces

Dp(J(u)) ——-— (J(u+th))

2dt(//kzu+th ( V.
=5 ff il (r [
+t1J.3(PV/OO h(6,y) 4

/

/00 (u(&,y)£+th(§,yn dg) dgdy)

- B

=

g g
= om
5

e

(39)
£20 )
+ thy (P.V (‘f_’ 9) dE)
2 > g:y)
+ t°hyg (P.V./_oo _6—9 dg))
derivando y evaluando en t = 0 obtenemos
_O: = h(gs.Y}
DpJ(u) =5 ]/uaz (ug (P.V./_m €0 d{)

$hg (P.V. / - “E(i’ ? df) )dady.

=

dody,
t=0

t=0
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Estudiamos el término

o0 o0 h
/ ug (P.V / h(6,y) dg) de,
~0 o E—0
dado que la variable y no interviene en la integral omitiremos su dependencia
para simplificar la notacién asi como la notacién P.V. para denotar el valor

principal de la integral. Hacemos entonces el cambio de variablev = ¢ -0 y
sustituimos en la integral con respecto a £ el término uy(6), tenemos asi

/_Zug(P.V./_Zh(Ey)dg)dB // [%] (v +6) dvdd
f/ UO) b (v + 6) dédv,

donde se ha invertido el orden de integracién y se ha integrado por partes
una vez. Haciendo ahora w = v + 6 tenemos

/ f o(v + 6)dodv = / / hy(w) dwdv
v/_w how(w) [m E(—t{;;ﬂdvdw.

invirtiendo nuevamente el orden de integracién. Nuevamente hacemos un
cambio de variable z = w — v, de forma tal que obtenemos

_/: b Tl /:oo Mdmw= -f_: hio9) /_Z z“fzzu dadw
= /_Zhw(w} /;o; wL(—Z]_dedw

[ (pv- [ Z5a6) 0

En la expresién anterior se ha retomado la notacién original de las variables
w =0y z = £ por comodidad y hemos escrito nuevamente el valor principal
explicitamente. Tenemos entonces que la suma de términos es
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pute) =g [l (o (v [ 0 %)
d

+ he (P.V./_w “6(5_ 3{;) 5)

_ _a//th (P.V./_Z “6(5_”2 d{)g dody

integrando una vez por partes respecto a 6. Notamos ahora que si DpJ(u) =
0 para toda funcién h, utilizando el lema de Haar, obtenemos el término de
dispersién de Benjamin-Ono buscado:

e[ 453) -

Tenemos entonces que el funcional para la ecuacion (2.2) es

/-/]R?( —u? ——u +;uy+2u (P'V'/w g(é )‘;) dE))dde. 25)

Procedemos ahora a proponer una funcién de prueba con pardametros libres
para ser evaluada en el funcional anterior de tal forma que encontrando sus
puntos criticos (es decir, extremando la accién (2.5) del sistema) respecto a
dichos parametros obtengamos los puntos de equilibrio de la funcién.

2.1.1. Funcién de Prueba.

Sabemos que, en una dimension, la ecuacién de Benjamin-Ono

e + auug + g (P.V /m u(é) g) =0, (2.6)

o &
tiene una solucién exacta de la forma [11]
ab?
)= —————
Ut = e

con b = fB/c y a = 4c/a, donde c es la velocidad de la onda viajera. Es-
ta solucién tiene la forma de una onda viajera de forma permanente tipo
solitén. En dos dimensiones, la ecuacion de ZK
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tiene soluciones en forma de onda viajera de la forma [9]
u(z,y,t) = ae? (@=E1)*+y?)

donde d(£(t))/dt es la velocidad de la onda viajera (que viaja a lo largo del
eje z). Notamos que la ecuacién (2.1) es una combinacién de la ecuacion de
Benjamin-Ono y la ecuacién ZK, es decir, tiene el mismo término dispersivo
en la direccién z que la ecuacién de Benjamin-Ono y el mismo término
dispersivo en la direccién y que la ecuacion ZK. Con base en estos resultados,
proponemos una funcién de prueba para la ecuacién (2.1) como sigue

a 2 1y 2 a 2 /322

'U.(I, y,t) = mey ok = mey /A i (28}
La funcién anterior es una onda localizada que viaja en la direccién z con
velocidad ¢, y que recupera la forma de la solucién a la ecuacién de Benjamin-
Ono en una dimensién para la direccién z y la forma de la solucién a la
ecuacién ZK en la direccién y. Notamos que los parametros libres de la
funcién de prueba son la amplitud a y el ancho A, este ancho es el mismo
en ambas direcciones. Un perfil de la funcién (2.8) se puede observar en la
Figura 2.1.

Figura 2.1: Funcién de Prueba cona =4, A = 2.

Veremos ahora que el funcional (2.5) evaluado en esta funciéon de prueba
efectivamente posee puntos criticos. Procedemos entonces a usar la funcién
(2.8) con el funcional (2.5) para obtener la accién de dicha funcién, que al
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extremar respecto a los parametros libres nos daran los puntos criticos, los
cuales serdn candidatos a los parametros de las soluciones tipo onda viajera.
Por simplicidad estudiaremos cada término de dicho funcional por separado.
Comenzamos entonces por el término

2 ] 00
£ ity 2 a0 ~2y/32
[ wtaman= [ e [
ca? (1 T
—“?(Fa)@ 5)
1 [n3ca?
=iV &l
Calculamos ahora el segundo término del funcional
1 3 _ 0.3 /00 dg /00 —3y2f’A2
6//]ng dde—ﬁ BNFSUE _we dy
ST LEAN [ [
6 \ A% 8 3
1 [mad
=16V 3 a9

Para el término que corresponde al coeficiente de dispersiéon de ZK tenemos
que

-2y a —y2 /22
=7 gyt

por lo que
1 2 _ 02 4 =0 dg /00 2 —'2y2fA2
2 //Rz udbdy=o33 | _@+ap ) V° dy
_ (1 E\/E
T oA \)32 4V 2
1 /n3a?
=iV7a (2.11)

Finalmente, tenemos que

-—26‘-9 _yzf,\z

Ug = =€
Y
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y como se muestra en el Apéndice B

o dé . 7]
P'V‘/_w E— 0@+~ A+

De aqui que el ultimo término del funcional serd

//Rz ug (PV /w “;’5 )dg)dady_

1L ( 2:291—ifm (P'V' [ eoem ) )dgdy -
) G )
oo (W) Gaw) = 5V 75 222

Utilizamos ahora las relaciones (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12) para escribir la
forma completa del funcional evaluado en la funcién de prueba (2.8)

ca? a? (]'-3 2
J(‘u}r-A(v-l'F) B/\ +D)\3, (2.13)

donde las constantes A, B, D son

A:L#_i

B
B 16 3
o [
D__g— ?-

2.1.2. Puntos de Equilibrio.

En esta seccién encontraremos los puntos de equilibrio para el funcional
(2.13) que se han encontrado utilizando la funcién de prueba (2.8). De esta
forma, derivamos la ecuacién (2.13) respecto a los parametros libres a, A:
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a_JZA(_Z’_(.:E_}_:Z_a)_%_;.&:O
da Az )4 A A3 ’
oy BE AR, 0P 08,
ox A3 A8 A5 am o

a

5% (2AcA? + 2A — 3Ba + 2D)) =0,
2

~55 (24c)\” + 44 - 4Ba + 3DA) =0.

De las relaciones anteriores eliminamos la solucién trivial a = 0 asi como la
solucién singular A = 0, por lo que obtenemos

24c)? + 2A — 3Ba + 2D) =0 (2.14)
2AcA\? + 44 — 4Ba + 3D =0. (2.15)

Restando (2.15) a (2.14) y despejando a obtenemos

a= %(m +24). (2.16)

Sumando (2.14) con (2.15) y despejando ¢ obtenemos

_7Ba 31 5D1
44N 2X2 44N
_ M a 31 sarl (2.17)

(&

Sustituyendo el valor de la amplitud encontrado en (2.16) obtenemos

D1 2
24X N
Tanto la relacién (2.17) como la relacién (2.18) serdan utilizadas en el capitulo
siguiente para encontrar una expresion analitica para la evolucién de la onda
viajera. Es de hacer notar que, de manera natural, conviene expresar tanto
la amplitud como la velocidad de la onda principal en términos del ancho A
de la onda viajera, esto sera recuperado mas adelante.

c

(2.18)
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2.2. Leyes de Conservacion.

En el problema de electromigracién de superficie como el estudiado en el
capitulo anterior, si la intercara entre los conductores es perturbada, deno-
tando h la amplitud de la perturbacion sobre el nivel de equilibrio, entonces
la masa total de la perturbacién serd

s / / ph(z, y,t) dady,
0

donde p es la densidad de los conductores migrantes y €2 la regién del espacio
que representa las peliculas conductoras. Notamos entonces, si el conductor
tiene densidad constante, que la masa es proporcional a la integral

//ﬂ h(z,y,t) dzdy.

De la misma forma, el momento de la onda serd proporcional a
P=VX2+ Ysz h(z,y,t)dzdy,
Q

con (X,Y) las coordenadas del centro de masa de la onda y (X,Y) su
velocidad. Las componentes de la velocidad en ambas direcciones pueden
ser escritas de la siguiente forma

. dX d[f1
y de la misma forma
. dY d 1
v = =5 (5 [ e dsay). (2.20)

Veremos que si una funcién u(z, y, t) satisface la ecuacién de Benjamin-Ono
en dos dimensiones (eq. (2.1)) y u y sus derivadas se anulan en infinito,
entonces se satisfacen ciertas leyes de conservacién, a saber, la conservacion
de masa y el momento total de la onda. Calculamos entonces el cambio en
el tiempo de la masa de una onda u que satisface la ecuacién (2.1) para la
regién ) = R?
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@ i ([f wemosm)

//R? w(z,y,t)dzdy

= — //[122 (ﬁuux + Uzyy + (P.V. [j: u—(;’_y—;ct)df) ) dady
L (3ol [ 200) ]

= /_O; (-’g—uz + gy + & (P.V. [m (;_y;{ ) df)z) :io dy

={j; (2.21)

Il

donde se ha utlizado primero la relacion (2.1) para u, el teorema fundamen-
tal del cdlculo y el hecho que u y sus derivadas (incluyendo su transformada
de Hilbert) se anulan en infinito. Ahora procedemos a calular la conservacién
del momento total, primero calculando las relaciones (2.19) y (2.20), para
ello utilizamos la relacién (2.21) para la ecuacién de la componente de la
velocidad en z

X 8 (1] )
& (/] et
//ﬂ zu; dzdy
s //Rz z (ﬁuu,,. + gy + (P.V /Z “(;‘_y;t) df,) :) dzdy
b el 2554 )
o [ tuatetuss).

en la relacién anterior se ha utilizado el hecho que u satisface la ecuacién
(2.1). Ahora integraremos por partes el primer término de la relacién anterior
y utilizaremos el teorema fundamental del calculo para el segundo término,
obteniendo asi

EI'— EIH
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=00

dy

IT=—00

o ([ (el [ 20
L Bl [ 5500 Y
st )

—( //!R —u? dzdy

a//w (P.v./_m (5 1.9 )dg) dxdy)

:-%(—//ﬂvguzdxdy

-a/ (e [ 2| )
-2 / /R o daily, (2.22)

utilizando nuevamente que u y sus derivadas se anulan en infinito. Ahora
calculamos la componente de la velocidad en la direccién y

8=t (i [ o)
= [/ yuy dzdy
([/Rz ( u +a(P.V./_m (f .3:t) g) )xdzdy
+//R2 Y(uzy)y dyd;-:)

apelamos al teorema fundamental del calculo para reescribir la expresion
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anterior como

e ([ (e e [ 220))
+f<: y(uxy d:c—// uxydxdy)
M/

Utilizando las relaciones (2.22) y (2.23) para calcular el momento de la onda

=00
dy

I=—00

y=-00

(2.23)

= VX2+Y2// u(z,y,t) dzdy

=MX

= E// u? dzdy (2.24)
2 R2
dP
a— = ﬁ/AzngdIdy.

Escribimos explicitamente el término uu; obteniendo

uuy = — (u (P.V./oo u{f’ y:t) dé) + Utgyy + ﬁUQU::)

] oo [ 220

y por lo tanto

(e (e [ o)
+ (uuxy)y T B (u—3 )
)

3
=, ([u (p.v./:: %dg IL —uy (P,V,/Z (gé_y, t) dg)z
2 3
+ (wuzy)y — (%)I A (%‘)x ) . (2.25)

Observamos en la relacién anterior que cuando integremos sobre todo R?
podremos utilizar el teorema fundamental del cdlculo para todos los términos
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con derivada, esto dard como resultado estos términos evaluados en %00, los
cuales se anulan dadas las hipétesis que hemos impuesto sobre u; de esta
forma, el tnico término que no se anula inmediatamente en la expresion
anterior es el segundo, obtenemos asi que el cambio de momento en la onda

es
o ([ A0

Mostraremos ahora que, dada la simetria de la transformada de Hilbert, el
término anterior se anula. Omitiremos en la muestra siguiente la integral
sobre la variable y, y por simplicidad no se escribira explicitamente la no-
tacion P.V. para denotar el valor principal, pero recordando que cuando se
integre un nicleo de la forma 1/z se debe tomar el valor principal de Cauchy.
Tenemos entonces

/::uz(x) /_Z g—{_%d{ dz = [:ux(x) /_Zu(g}(% (g—%) df dz,

dada la simetria del niicleo 1/(£ — z), es claro que
= (e23) = ()
ar\é-z) ot\e-z)°
por lo que podemos escribir
i i 3} 1
| el [ wog (g_x) ot dz =
= 0 5} 1
[Cu [ -wog ()t

integrando una vez por partes respecto a £ y escribiendo el término u,(z)
dentro de la integral respecto a £ obtenemos

[ [~ ~werg (g25) aeee= [ [~ waterg<G ac

ahora cambiamos el orden de integracién

Tu© [ 2 Dasae=- [ ue) [ =g ae.
L@ 3 L B
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Dado que las variables de integracién son mudas, podemos cambiar la no-
tacion para obtener el mismo término que teniamos anteriormente

—[Zua(ﬁ)/_::z—fxgdx d5=—/_2u1(x)/_2§§;(%d£ da.

Por lo tanto hemos mostrado que

/ z)P.V. /mg—xd‘f dx=—/:0;ux(x)P.V./_zz€_(§id§ dx.

de donde se sigue que
oo oo
/ uz(s:)P.V./ 9(8) 3¢ dx = 0
—00 —00 6 —X

dpr
d¢

Escribimos entonces las leyes de conservacién que habremos de utilizar en
el capitulo siguiente

dt N (f/ ulz; %”dxdy) =0, (2.27)

dP _Bd 2 _
T (//I;zu (z,y,1) d:cdy) =0. (2.28)

2.3. Confinamiento de Radiaciéon por la Caustica.

y por tanto

=0. (2.26)

La Figura 2.2 muestra un perfil de la solucién a la ecuacién (2.1) realizada
numéricamente. Observamos de la figura que la solucién se compone de dos
partes, una onda principal en frente y ondas de menor amplitud que viajan
detras de la onda principal. Para la Figura 2.2 se ha utilizado como condicién
inicial una funcién con el mismo perfil de la funcién (2.8).

La interpretacién de lo observado en la Figura 2.2 es la siguiente. Al hacer
evolucionar una condicién inicial (que en principio es una funcién localiza-
da) bajo la ecuacion (2.1), esta condicién inicial modificard sus pardmetros
(amplitud, ancho y velocidad) hacia aquéllos que extremen el funcional de
la onda viajera. Dado que la masa total de la onda viajera debe conservarse,
el cambio de masa de la onda principal se compensa desprendiendo masa en
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“kpbooutaBI2150 dat® ——
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Figura 2.2: Solucién numérica de la ecuacién (2.1) para una condicién inicial
de la forma (2.8) con ap =8 y A =2 al tiempo ¢t =50. Notar la radiacién
desprendida por detrés de la onda principal. Cortesia del Doctor N.F. Smyth.

forma de ondas de menor amplitud que la onda coherente, a este fenémeno
se le conoce como radiacion. El hecho que esta radiacién desprendida por
la onda coherente tenga una amplitud mucho menor que aquélla de la onda
coherente hard que el término no lineal de la ecuacién (2.1) sea desprecia-
ble en comparacién con los términos dispersivos. Estos términos dispersivos
dan como resultado que una condicién inicial localizada se propague en el
espacio en forma oscilatoria y a su vez pierdan su soporte, es decir, conforme
evoluciona la condicién inicial en el tiempo ocupa una regién mas grande
del espacio. Notamos también, de la Figura 2.2, que esta radiacién cedida
no se encuentra por todo el espacio, sino que se encuentra confinada a un
lugar geométrico determinado, este lugar geométrico recibe el nombre de
cdustica. Lo que encontraremos en esta seccion es que al resolver la ecuacion
(2.1) linealizada y no homogénea (la no homogeneidad se debe a la fuente de
la radiacién, que es la onda coherente) se puede escribir la radiacién en una
expresién integral, mediante un argumento de fase estacionaria (método de
andlisis asint6tico que se estudia en el Apéndice C) encontraremos las curvas
en el espacio que describen el comportamiento de la radiacion cedida. Estas
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curvas, dadas en forma paramétrica, tienen una envolvente que se interpreta
como la curva que confina la radiacién a una regién determinada del espacio,
es decir, la cdustica. A continuacion encontraremos la forma y evolucién en
el tiempo de este lugar geométrico.

Retomamos entonces la ecuacién (2.1)

u(¢y,t)
oo E - X
La radiacion desprendida de la onda principal debe satisfacer la versién no
homogénea de esta ecuacién (dado que se tiene una fuente de la radiacion),
salvo por el hecho que es de mucho menor amplitud que la onda principal y
por ello podemos linealizar la ecuacién en estos puntos. Escribimos entonces

uy + Buu, + o (P.V./ d{) + Ugyy = 0.
T

u +a (P.V. / “(f’_y ,t) dé) + Ugyy = S(z, 9, 1). (2.29)

Procedemos ahora a tomar la transformada de Fourier la la ecuacién (2.29)
respecto a las variables (z,y), denotando U a la transformada de Fourier de
la funcidén u,

1 .
k1) = 5 / /R u(z, ) EECO) dagy,

donde se ha utilizado una translacién del origen al punto z = ((t) dado que
estamos considerando una onda que viaja en la direccién z con velocidad
¢'(t). Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, tenemos

@ + a(—k2)F { (P.V. /Z “(;_y’ 2 dg) } + (=ikl®)a = S(k,1)

y, como se ve en el Apéndice A, tenemos que

F{(pv. [ 208 )} — fimsguio

De esta forma, en términos de su transformada de Fourier, la ecuacién (2.29)
se escribe

0 — iark|k|G — ikl?T = S(k,1,t),

que es una ecuacion diferencial lineal no homogénea de primer orden para
4. Es facil comprobar que la solucién a esta ecuacion es
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s ei(awk{k]+ktz)t ft S(k, B T)e_i(QWkaHHz)TdT.
0

Tomamos ahora la transformada inversa de Fourier para encontrar la fun-
cién u(z,y), y denotamos por G(k,!,t) todo el término que multiplica a la
exponencial

t e .
é(k,!,t) 2/ 3(,"::,.f,'r)e"’['f‘f"-"ilk|+J‘ct"’)ﬂ|-d?_1
0

entonces la funcién u es

ol 1.0) / Gi(k, 1, £)i(HE—CO)Hy+emklkl+k7)0) g g
R2

Podemos reescribir la ecuacién anterior como

A o f k(z=C(t))+1
waw) = o [ Gkt e (EEEAEmD) gy
R2

Notamos que la relacién anterior es exactamente de la forma que requiere el
método de fase estacionaria. Tenemos que la fase es

$(k,1,z,y,t) = k(z = ((t)) + ly + (arklk| + KI%)¢

y encontramos los puntos de fase estacionaria, a saber

bk = (z — C(t)) + 2anm|k|t + 1t =0 (2.30)
¢ =y+ 2kit =0. (2.31)

De la ecuacién (2.31) podemos despejar |

e M
b= 2kt

y sustituir este valor en la ecuacién (2.30) para obtener

2

(z — C(t)) + 2om|k|t + -2 4k2t =0. (2.32)

La anterior es una familia de curvas parametrizadas por k. La Figura 2.3
muestra algunas curvas dadas por la ecuacién (2.32) para ((t) = 0.

La pregunta ahora es si esta familia de curvas cubren todo el espacio o estdn
confinadas a un lugar geométrico. Del calculo diferencial sabemos que si
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Figura 2.3: Curvas de fase estacionaria para diferentes valoresde ky o = 1/7
y¢=0.

una familia de curvas f(z,y, k) estin confinadas a un lugar geométrico del
espacio (z,y) entonces se debe satisfacer que

af

=
Si esto se satisface entonces la familia de curvas estara confinada a un lugar
geométrico cuya curva frontera recibe el nombre de cdustica. Utilizando este
resultado, derivamos la ecuacién (2.32) respecto a k para obtener

0.

2 =
dkr = 2amsgnk t — Fi_t = (,

de donde se obtiene

2

Y
k|3 = )
[kl 4amt?

Utilizamos este valor en la ecuacién (2.32)
2 \1/3 2 2y 2/3
Y y° [ 4damnt
=0k 2mat ==l —a— =0,
7 =L +ime (4a7rt2) T ( y? )

obtenemos asi la ecuacién para la ciustica de la ecuacién (2.1), que estd dada
por

2.2, 2,4 1/3
M) _ (2.33)

m-qa=—3( !
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En las graficas 2.4 se muestra la forma de la cdustica y su evolucién en el
tiempo para un valor de o = 1/m.

y y
4
2
7 =8 3 1 2 i -1z -10 -8 3 1 2 ¥
-2
" 4
a) b)
¥ Y

Figura 2.4: Caustica para tiempo a) t = 0.001; b) t =1;¢) t=10yd) t =
100. a = 1/m7.

De las Figuras 2.4 notamos una propiedad importante, la cdustica se “cierra”
conforme avanza el tiempo. Notamos que para ¢ = 0 la cdustica estd comple-
tamente abierta abarcando todo el semiplano z < 0. Este resultado sabemos
que es incorrecto, en ¢t = 0 no hay cdustica dado que se impone una condicién
inicial localizada del forma (2.8); la ciustica se forma conforme el tiempo
transcurre. Este resultado incorrecto se debe a dos razones: primero, supusi-
mos cuando resolvimos la ecuacién (2.29) que la cdustica siempre estaba pre-
sente, lo cual es incorrecto dado lo que hemos comentado; segundo, el método
de fase estacionaria tiene un argumento de tiempos grandes, entonces es de
esperarse que para t = 0 el resultado sea incorrecto. Lo que resulta intere-
sante es el resultado cuando ¢ — oo, la cdustica se cierra completamente y
s6lo prevalece la onda coherente. Este resultado adquiere importancia dado
lo que se conoce de otras ecuaciones que dan origen a estructuras coher-
entes tipo solitén. Para la ecuacién de ZK, que tiene un término dispersivo
en  Como uUryy, se sabe [9] que la cdustica son un par de rectas que no
varfan su forma en el tiempo, de modo tal que siempre se tiene (salvo para
tiempos cortos) la estructura coherente mas la radiacién. Dada la forma. del
término dispersivo de Benjamin-Ono, el resultado final de dejar evolucionar
una, condicidn inicial localizada es obtener nuevamente una tinica estructura
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coherente tipo soliton.

En el siguiente capitulo utilizaremos estos resultados para estudiar la dindmi-
ca de la estructura coherente. Lo que se hara serd tomar las leyes de con-
servacion y suponer que se tiene una soluciéon compuesta de dos partes, la
estructura coherente y una funcién de amplitud mucho menor que repre-
senta la radiacién. Utilizando las leyes de conservacién encontradas seremos
capaces de llegar a una ecuacién diferencial que describa el comportamiento
de los pardmetros de la estructura coherente. El resultado del confinamiento
de radiacién por causticas serd importante primero para encontrar la masa
de la estructura coherente, que sera la integral de la onda coherente sobre
todo el espacio que no conforma la radiacién, y segundo, veremos que el
hecho de que la cdustica se cierre cuando ¢t — oo hard que el resultado
numérico de resolver la ecuacién (2.1) compare muy bien con el resultado
obtenido mediante las leyes de conservacién sin necesidad de incluir en éstas
la radiacién cedida.
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Capitulo 3

Evolucion de la Estructura
Coherente No Lineal.

En este capitulo utilizaremos los resultados obtenidos en el capitulo anterior
para encontrar expresiones analiticas que describan la evolucion en el tiempo
de los parametros que determinan una onda coherente que evoluciona bajo
la ecuacién de Benjamin-Ono en dos dimensiones

- t
up + Buug + o (P.V./ Md{) Flgy =0, (3.1
-0 §—x T
con una condicién inicial de la forma
= a 3 2;‘({\2
“U(-T'v y) N z2 + )\ge f : {32)

Esperamos que, conforme transcurra el tiempo, esta condicion inicial se des-
place en la direccién z conservando su forma pero modificando sus parame-
tros, es decir, la onda tendra en un tiempo ¢ la forma siguiente

_ a(t) —y?/A(1)2
R = (@—CO)2 + A2 e 152)

con ((t) la velocidad de la onda. Nétese que la funcién u(z,y,t) alcanza
su maximo en el punto (¢(t),0) y este maximo es a/\?, ademés, el ancho
caracteristico de la funcién (los puntos donde cambia la concavidad) son
proporcionales a A tanto en z como en y. Utilizando los resultados obtenidos
anteriormente, encontraremos una serie de ecuaciones diferenciales para las
funciones a(t), A(t) y ((t).
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3.1. La Onda Coherente.

En la Figura 3.1 observamos el resultado de resolver numéricamente la
ecuaciéon (3.1) con una condicién inicial de la forma (3.2). Notamos, co-
mo se comentd en el capitulo anterior, que la onda evoluciona de tal forma
que la solucién se compone de dos partes, una onda coherente que conserva
la forma de la condicién inicial, y la radiacién cedida por esta onda confinada
a la cdustica, y que es de amplitud mucho menor que la onda coherente.

“kpboouta8I2t50. dat® ——

0.
0.
0.
0.

a .
6
4
2 -
o .

Figura 3.1: Solucién numérica de la ecuacién (3.1) para una condicién inicial
de la forma (3.2) con ap =8 y A =2 al tiempo ¢ =50. Cortesia del doctor
N.F. Smyth.

Dada esta forma es que proponemos una solucién que sea la suma de dos
funciones, una de ellas que representa la onda principal y la segunda que
representa la radiacién cedida. Escribimos explicitamente esto como

u(za Y, t) = U{){{L‘, Y, t) +u (ﬁ, Y, t)a
donde ug representa la onda principal y u; la radiacién, supondremos ademas
que la onda principal se encuentra tinicamente en la regién fuera de la causti-
ca que denotaremos como R(y,t) (ver Figura 3.2). A la frontera de la regién
R(y,t) la escribimos como
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af?'EQyzt

1/3
of,0) =60 -3 () =60 - o

Y
wl
\ Riy.)
>§ 0
X

Regidn de
Integracién

i
s

Figura 3.2: La regién de integraciéon R(y,t) es aquélla que se encuentra
delante de la zona delimitada por la cdustica ¢ — h(y, t).

Calculamos la masa total de la onda principal

oo o0
4 // uo(z,y,t) dzdy =i // uo(z,y,t) dzdy
dt \ /Jr@.) dt \Jo Jew-nw

0 o0
% f / uo(z,y,t)dedy |, (3.4)
—o0J ((t)—h(y,t)

a(t) eV IAO?,
z = ((t))? + A(t)?
Procedemos ahora a calcular explicitamente esta integral. Notamos primero

que si cambiamos y por —y en el segundo término de la integral, obtenemos
el primer término, entonces escribimos

; / /
- UQ(I, %f) de‘dy =
dt ( R(y.t)

d /m/m a 2732
2L & R e )
dt ( 0 Je)-hiye) (€ =C)2+ A2

con

‘U[](-'I:, y':t) = (
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donde por comodidad se ha omitido la dependencia explicita del tiempo en
los parametros. A continuacién hacemos el cambio de variable u = z — ¢ de
forma que tenemos (no se escribira por el momento la derivada respecto al
tiempo)

Qa/ e_yaf)‘z/ ————— Y =
0 ct)-hyp) (@ — )2+ A2

oo
2a/ ‘9‘21’*2/ —_zdu,\g dy =
0 h(y,t) ¥ T

2a e

o 2
e~V/¥ arctan(u)
A Jo

dy,

—h(y,t)/A

evaluando el arcotangente obtenido después de integrar 1/(u? + \?) tenemos

oo

2n d =
0 y.t)f A

2a [ 2752 | T
oy .
YAl A ( %)

o0
20 {E / e~V /N dy + arctan
0

e_”'z”?a.rctan{u)

]dyz

) e_yzf’\zdy} 3

A2

Obtuvimos entonces que

% (//;z{y.:) w(@: %) df‘dy) =
%(2; {g[om e V' /N qy + /:0 arctan (w) e—yz,f)@dy}) _
dt (2(1{’\\/_ / arctan (h(y, )) —y?/A? dy}) . 35

Dejaremos esta relacién por el momento ya que, como se puede notar, el
segundo término no se puede integrar explicitamente y habra que realizar
un andlisis asintético adecuado, para lo cual necesitamos més informacién.
Retomamos ahora la expresién (3.4) para derivar explicitamente la integral,
por lo que se tiene
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; .//
— ug(z,y,t)dzdy | =
dt( o o(z,y,t)dz ”y)

00 roo 0 (s ]
L (f / uu(x,y,t)dxdw/ [ uo(x,yut)dxdy) =
dt \Jo Jew-nwo ~00J¢(t)~h(y.t)
/ / u;dzdy—/ u|I: _h{é~h)dy
¢~h
/ /c hutd:cdy / 'u! e h( h) dy. (3.6)

En la relacién anterior se ha utilizado la regla de la cadena, el teorema
fundamental del calculo asi como el hecho que u se anula en infinito, ademés
h representa la derivada parcial de h respecto al tiempo. Analizamos ahora
el término u, en la expresién anterior; utilizando la ecuacién (3.1) obtenemos

U = — (a (P.V /z : (_éld'f) +uug + uryy)
=- (a (p.v /Z : (_Eldf) + §u2 + uyy) ;

apelamos al teorema fundamental del cdlculo para reescribir la expresién
anterior como

/000/:1 uy dzdy =
~ f{,m (a (P.v f: : (ﬂdg) - %uQ +uyy)
f:o (a (P.V /Z ; (_5) dg) - %uQ +uyy)

utilizando el hecho que u y sus derivadas se anulan en infinito. Calcularemos
ahora cada uno de los términos de la integral anterior. Primero tenemos

(o [L855%), - (Semgrme™),

= _OF gt/ 22— (z—¢)?
==5 {«x—c)?w)?}' )

oo
dy =
z=(-h

dy, (3.7)
z=(—h
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El segundo término es simplemente

2 _ 2 e /N
u‘=a (= OF+ ) (3.9)

Por ultimo tenemos
4y 2 ae V' /\
= | aorem 3.10
i (,\4 ).2)(:.';—()2+/\2 (3.10)
De las expresiones (3.8), (3.9) y (3.10) notamos que todos los términos son
pares respecto a y, incluyendo la funcién h, entonces nuevamente podemos

hacer el cambio y por —y en los dos tltimos términos de la expresion (3.6)
para asi obtener

ac-lg (~[/R(y,t} udzdy) =2 (/000/:0& uy dzdy — /Ooo “la::c—h(é —h) dy) _

Escribimos ahora todos los términos de la integral utilizando (3.8), (3.9) y
(3.10) evaluandoen z =( — h

o (e (- 2} e
0 A (R2+222 M X2/ B2+ 22
B 2 8—2!"2;'\2 /‘00 e_yzfl‘\z . .
2(1 (h2+,\2)2 dy+a 4 h2 + )2 (C h’)dy ¢ (3.11)

Notamos nuevamente que las integrales de la forma

/oo P o L 2 /oo o= ¥2 /N "
T L W= 2/3 v
o h®f+A 0 9(#) / £2/354/3 4 )2

no se pueden realizar explicitamente, es por esto que dejaremos expresa-
da la relacién (3.11) por el momento hasta obtener mds informacién de la
evolucion de la onda y estar en capacidades de realizar un analisis asintético
conveniente.
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3.1.1. Conservacion del Momento.

Utilizaremos en esta seccién la expresién encontrada en el capitulo anterior
para la conservacion del momento, a saber

d 1,
a//ﬂzz—u dzdy = 0.

De la relacién anterior tendriamos, en principio, que calcular la contribucién
de la integral sobre la regién R(y,t) para la onda principal y la contribucién
de la radiacién en la regién dentro de la cdustica, sin embargo, notamos
que la ecuacion del momento involucra el cuadrado de la funcién u, es por
esto que, considerando que la radiacién tiene una amplitud muy pequena
en comparacién con la onda principal, despreciamos el término u? dado que
en comparacién a uj es muy pequeilo y notamos que en el término wuou,
las dos funciones tienen soportes diferentes, ug tiene soporte para la regién
R(y,t) fuera de la cdustica mientras que u; tiene soporte sélo para la region
comprendida entre las cdusticas, por lo cual la integral sobre todo el espacio
del término ugu, serd despreciable; tomando asi unicamente la contribucién
de la integral dada por la onda principal ug sobre todo R?. Calculando
entonces explicitamente la integral anterior obtenemos

1 5 a2/°° dz /°° —oy2/A2
~uddzdy = — v /A d
//Rzz“" Y W (=02 + 222 o Y

7 &) (V3)

1711'&2

2422’

de donde obtenemos

L a2

Notamos que tenemos tres parametros que determinan la onda principal: su
amplitud, su ancho y su velocidad; hemos encontrado hasta este momento
sélo dos relaciones que determinan su comportamiento: la masa de la onda
principal (eq. (3.4)) y la conservacién del momento (eq. (3.12)). Debemos en-
tonces encontrar una relacién mds que nos proporcione una tercera relacion
y asi tener un sistema cerrado; esta tercera relacién serd el momento en «
del momento de la onda.
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3.1.2. Momento en z del Momento de la Estructura Cohe-
rente.

El momento en = del momento de la onda estd dado por la relacién

// T dzdy,
R2 2

siguiendo un argumento similar al presentado para la conservacién del mo-
mento, tomamos como tnica contribucién relevante aquella dada por ug, y
calcularemos el cambio en el tiempo del momento en = del momento de la
onda. Tenemos asi

/f ~uud:cdy // uﬁdzdy+// C 2 dzdy.

Nos percatamos que el primer término de la integral anterior es impar sobre
la variable z—(, por lo tanto al integrarlo sobre todo R la integral se anulara,
quedando solamente

/f %ugdxdy=/f %ugdxdy
R2 R2
=£// ug dzdy
2 JJg2
_Srm 3
‘2(2,\3)(’\ 2)

3{2 Ca

T (3.13)

Por otro lado tenemos

d I 2 _
T (//R? Euo dzdy) = /Aa zugug dzdy.

Utilizamos ahora la ecuacién (3.1) para calcular el término upug; dado que
ug debe satisfacer la ecuacién de Benjamin-Ono en dos dimensiones, siendo
asi
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Ugugs =

—up | Pugugr + o (P.V. /m éfly, )df) + u(}zyy) =

3 00
_ ((6113&)3 - (‘Uuquy}y — UgyUpgy + UpX (P.V. /_m Uoﬁ(f,f!,;t)d&) m) =

3 ® 4
_ (ﬁ (%)I + (UOUDmy)y — (;ugy)x + ugex (PV’/_OO Oéé_,'y};t) dé)__ﬂ) 5

Escribimos ahora la integral

// Tugug dzdy = /.[522 [( uﬁy)I + (unugxy)y] dzdy
- f /R  zuga (P.V. / Z “"E_“’: )dg)m dzdy.

Para el primer término de la primera integral podemos integrar una vez por

partes para obtener
B3 15,
—uy — = dzdy.
//R? (3“0 zuﬂy Tay

El segundo sumando de esa misma integral lo podemos integrar directamente
cambiando el orden de integracién y utilizando el teorema fundamental del
célculo, es claro entonces que tendremos que evaluar el término ugugzy entre
menos infinito e infinito lo cual se anula dada la forma de ug y sus derivadas.
La segunda integral la podemos integrar dos veces por partes para poner las
derivadas respecto a = sobre el término zug, quedando entonces

a / fR (2ug; + Ti0z2) (P.v. /_ i} wdg) dzdy.

Procedemos ahora a evaluar cada una de las integrales anteriores. Primero
evaluamos
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I dz g2/
/[Rz_dxdy ?fm((x—C)2+A2)3 [_m"’ Ay

Para la segunda integral calculamos

2o a’ WX,
WM ((@- 2+ X2

entonces

]. 2(12 o d.’L‘ o0 _23||I ;;,\
= — d
//Rzz”“ydmdy X /_w (@= 02 + )2 /_m” 5 v
oA
T2 \2)3 4V 2
_1/r%a
T4Y 2\

Para la integral que involucra la transformada de Hilbert de la funcién ug,
recordamos primero que

" uO(an) t'} = T _ 2/)2 T — C
(P-V-/_w g_—xdf) S R o e

ademas

2 /)2 (z =)
((z = Q)2+ A%)?

upr = —2ae Y

—3;'2;"/\2 3(9: — C)z - AQ

oz = 206 T G — Q2 7 X2

de forma tal que
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dma? [* (z-()%dz ® a2y
X /_m({x—c)uma/_m" -

4ra® /7 P 1 [75a?
= (&) (*\/;) - 5\/;? (4)
Tenemos ahora
//IR? TUQpe (P.V /00 unf(ﬁ_y;: )df) dzdy =
// (z = ¢)tozz (P.v./m Md{) dzdy
R2 —00 ‘S - X

= w(§y,t)
+ //]R? Cuozz (PV - 6—_ng) dzdy.

Notamos que el integrando de la segunda integral es

% ug(§, ¥, t) 20’7 (z — ()(3(z — ¢)* = A?
Cuﬂx:l: (PV[W O&E _y dE) c a,\ z (($—52+)«2)3 )s

que es una funcién impar para la variables = — ( y por lo tanto la integral
de esta funcién en todo R se anulard, quedando tinicamente

/ /R S0z (P.V / Z “”éiy’ )d{) dzdy =
[ @ = ¢ruoxs (P.v. /" %ds) dady =
Lo (@

__Re=¢? N, _
(CRISEES LY A

2ma? [ 37 s T V275 a?
A (16)\3 - 16A3) (*\/;) T8 A (3.19)

Escribiendo todos los términos correspondientes al momento en z del mo-
mento tenemos
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d {1 /2o _ﬁv’Faj_\/Fa_?_ \/Fﬁ V75 a2
de \4V 2°X2)  8,/3 M 4,2\ 0[2\/5/\3+a4x/§ﬁ

y después de simplificar algunos términos obtenemos

d(@Y_pd @ @
dt A2 _\/3)\4 24 Om)@'

Utilizamos ahora la ecuacién (3.12) correspondiente a la conservacién del
momento para escribir

a? d B a®  a? a?
PerTA Y ST TIPS

Por lo tanto se tiene que

(= - — an—. (3.16)

Retomamos ahora el resultado obtenido en el capitulo anterior, especifica-
mente la ecuacién (2.17) donde se expresa el punto de equilibrio para la
velocidad de la onda viajera en términos de su amplitud y ancho, a saber,

76 a 31 barl

y notamos que esta expresion es muy semejante a la ecuacioén (3.16) obtenida
a partir del momento en z del momento. Esto nos sirve como indicador de
que debiéramos recuperar, para las ecuaciones de evolucion, la misma forma
que aquella obtenida con el andlisis variacional. Es importante destacar que
cuando se tiene una solucién exacta, como es el caso de la ecuacién de
Benjamin-Ono en una dimensién, el andlsis variacional recupera de manera
exacta las relaciones entre los parametros que involucran la solucién. Para
el caso de la ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono no conocemos una
solucién exacta, pero es importante que, dada la funcién de prueba que
hemos escogido, el anilsis variacional y las leyes de conservacion presenten
el mismo polinomio que relaciona sus parametros salvo por los coeficientes.
Este argumento sera utilizado mas adelante cuando encontremos los puntos
de equilibrio que relacionan la amplitud y el ancho de la onda. Ademés de
esto, encontramos en el capitulo anterior que, de manera natural, la variable
que describe el comportamiento de la onda es el ancho A, con estos resultados
en mente, retomaremos ahora la ecuacion obtenida para la masa de la onda
principal para realizar un andlisis asintético y obtener la expresién deseada.
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3.2. Analisis de Puntos de Equilibrio.

Reescribiremos las ecuaciones (3.5) y la ecuacién (3.11) correspondientes a
la masa de la onda principal, las cuales son, respectivamente

d

= (//R(N) ug d:rdy) =

d (2a [A75 [ h(y, t)

& (T{ 2 +/0 arctan (T) dy}) (3.17)

para la expresién de la masa de la onda coherente obtenida integrando la
funcién de prueba sobre la regién R(y,t), y

4v/}

— ugdzdy | =

dt ( R(t) . )

_9 /m aam A% — h? 3 ﬁ 2 a oV
0 A (A% + )2)2 M X2 ) hZ 4+ )2

P Rl d me v h)d 3.18
39 ) e [ € P e

relacién correspondiente a utilizar el teorema fundamental del cdlculo para
derivar el integrando que involucra la masa de la onda. Estas dos expresiones
son iguales.

En esta seccién estudiaremos los puntos de equilibrio de la ecuacién diferen-
cial correspondiente a las ecuaciones (3.17) y (3.18). Para esto realizaremos
un andlisis asintético de los términos que intervienen en la ecuacién; para
este andlisis asintético de los puntos de equilibrio debemos tener en cuenta,
primero, bajo qué variable haremos este andlsis, y segundo, qué resultado
esperamos obtener. La respuesta a la primera pregunta es el tiempo por
dos razones fundamentales. Primero, no podemos hacer suposiciones a priori
acerca de la amplitud de la onda y su ancho; segundo, en el andlisis realiza-
do anteriormente, supusimos la presencia de la radiacién confinada por la
cdustica la cual, en principio, ocupa todo el semi plano izquierdo z < 0 en
t = 0; esto sabemos que es incorrecto, en ¢ = 0 solo se tiene la condicién ini-
cial (3.2), la cual evoluciona conforme el tiempo transcurre desprendiendo
radiacién y formando la cdustica, por lo tanto es natural hacer un anali-
sis asintético para tiempos relativamente grandes. Cabe mencionar que la
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ecuacion diferencial que se obtendra no recuperara los transitorios de la onda
para t ~ 0, esto se corroborara con la comparacién con la solucién numérica
de la ecuacién (3.1). La respuesta a la segunda pregunta la obtuvimos en el
capitulo anterior, si todo funciona correctamente, debiéramos obtener, en el
punto de equilibrio (si este existe), una relacién que se parezca a la ecuacién
(2.16), la cual escribimos a continuacion

a 1 4
a= E?T\/éx 3 B\/E

Procedemos entonces a encontrar esta relacién. Lo que haremos sera tomar la
relacién (3.11), notando que todas la integrales involucradas tienen términos
de la forma

oo e_y2/‘\2
/u g(y, t)mdy,

donde

2/3
h2 -9 (024_7?2) f t2f3y4f3.

Haremos el cambio de variable

_ t1/2y

V=320

para que entonces la integral tome la forma

2

00 ~%v
/ g (v) ———dv.
0

vi3 +1

Al tomar entonces el limite cuando ¢ — oo el término exponencial serd des-
preciable y por lo tanto podremos calcular la integral resultante ya que no
dependerd del valor de t. Posteriormente retomaremos la ecuacién (3.17)
para derivarla explicitamente, realizar un cambio de variable semejante al
que se realizard para la ecuacién (3.18) y tomar nuevamente el limite cuando
t — oo y asi poder evaluar las integrales resultantes. De esta tiltima relacién
obtendremos una expresion diferencial para a y A, utilizando la relacién
correspondiente a la conservaciéon del momento de la onda podremos ex-
presar el resultado en términos de A y condiciones iniciales. De igualar las
expresiones resultantes tanto de la ecuacién (3.17) y la ecuacién (3.18) encon-
traremos la ecuacién diferencial para A que estamos buscando y analizaremos
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sus puntos de equilibrio.

Comenzamos entonces estudiando el primer término de la ecuacioén (3.18)
que servira de ejemplo para todos los demds ya que son de la misma forma,

® qra Ne V' /N ® ara 2o ¥* /N
A / 2 dy)

e =
2 1 )\2)2 X 2
A (A2 + A% (9 (azdﬂz) b £2/3y4/3 4 ,\2)

denotaremos ahora por comodidad

a2 2/3
b—g( k )

y hacemos ahora el cambio de variable que nos dar4 la forma requerida para
el analisis posterior, sea

$1/2
v=t
A\3/2°

bajo este cambio de variable obtenemos

f‘” ama A2e—¥?/N?

0 A (9 ($)213 21313 4 ,\2)
ara [ A2~ 1Y /\3/2d

A /n (bA2v4/3 4 2)* ¢1/2 °T
ara [ Aze_%"z A3f2d

A /{1 (bA2v4/3 4 A2)? /2 o

AL2

ana /m e t? e

zdy =

Este mismo cambio de variable lo haremos para cada uno de los términos
de la ecuacion (3.11), asi obtenemos para el siguiente término proveniente
de la transformada de Hilbert de la funcién ug
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/oo oan th-yz,f,\? B /oo btzf’3y4f'3e‘y2f”‘2 3
b A (RZ+ A2V T [ (beelsy s 1 a2 Y

amta o ,4/36 —-u
= t1;2/\3/2b/0 (v + 1)2

Para el primer término proveniente de ugy, tenemos

0 44,2 —y2 /22 4 00 2.,-y2/A?
/ %ﬁ_Qdyz_jf s il
o A h24) M Jo o bt2Byt/3 4 N2
2, —2y2

4a ® e

T332 |y b3 + ]dv,

este término lo podemos integrar una vez por partes para obtener

2

dy,

) Uze-%,ﬁd ~ t/ (1—-1}4"3) -2
o BT 2y (B +1)

tenemos entonces

00 4y2 ae~ V2 /N % o0 (1 = 4;‘3) —aq? 4
/U BN St AV TYE ]; (bu4f3 EET R

Para el segundo término proveniente de ugy, tenemos

_2/32

/oo E—a e'"yzf"zdy = 2_a /’00 — i dy
o A2hZ4+ )2 A2 [y bt2/3yA3 4 )2

2a 0 g-jv?

= $1/2)5/2 0 buvt/3 + ldU

Evaluamos ahora el término proveniente de u3 para obtener

00 ;2 e—2y2;,\2 a2 [® =2y 2 /)2
T T ey = = dy
/0 2 (h? + \2)2 2 /0 bt2/3¢4/3 4 \2)2

a2 00 o—2% 2y2
2t1;2A3f2/0 (bv/3 + l)zd”'

Estudiamos ahora el término

(3.19)
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oo e_yza”’\z . +
o G- ha

Para esto utlizamos la ecuacién (3.16), obteniendo asi

o o=y’ /A . 0 g=y*/N? B a 1 amn
", Bemw My m(%ﬁ‘iﬁ’T) 4

/oo e~V /N o2ry? 1/3 1
), mZ+az\ B

dado que

- a?m2y? 1/3
T 42 ’
notamos que para la primera integral aparecen términos muy semejantes a
los ya calculados, omitiremos los detalles y escribimos directamente

© o=¥/X B g 1 ar
a/ ﬁ(——z——z——) dy =

o RZHA\VBA A2 A
1 B a® a ana o g=jv? d
A2\ G2 22 22) [, BRI

Estos términos los agruparemos con los antes obtenidos. Para la integral que
involucra h tenemos

0 ge—¥2/A? o?m2y? 1/3 e o2\ W3 a oo y2/33—yz,’,\2 4
o h2+22 \| 42 Y=\ 273 [, b2y + a2 Y
a?m? 1/3 all/2 roe v?{Se—%vz

4 32 Jo bt +1

dv,

notamos que este término no se puede agrupar con los términos antes ob-
tenidos, ya que va a cero como t3/2 y no como t~/2 como el resto de
los término, dejaremos este término expresado por el momento. Agrupamos
entonces todos los términos obtenidos y escribimos
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&l

// updzdy | =
R(t)
2 Jama [*] 1- byi/3 1 ~d2y
A2\ %2 [, |G B+12 wiB+1|C "

L /m 1 9 1—31)4/3
A5/2 Jo [bvd3+1 T (bvt/3 +1)2

a? /"" 1 e i 1 et 22
+8—— — - = e ¢V dv
M2 Jo |VEbut3+1 2 (bvd/3 +1)2
5 a2 1/3 a\l/2 [ U2;3e-%u9
N 4 32 Jo bui/3 41

dv. (3.20)

Regresamos a la expresién (3.5)

dﬂ(/fg(y;) (z,y,t dxdy)
(o ) o))

5 2
\/_a + — 20 d arctan (M) e /A dy =

2 A dt
Vs d h(y,t) 232
2 i e CALr A P P

2 a+ 3 /0 T (arctan ( ) ) e ) dy.

Derivando el término entre paréntesis de la integral anterior obtenemos
5 (sem (252))-
!
e v*/X (arctan(h/)))" + arctan(h/)) (e_yz‘”\z) =

h?

.’_l !
e VN AL () : + arctan(h/\) (2;\; )/\(«:_yz’t)‘2
T
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2.2, 2\ 1/3 (1723 1/33
v _w 0Ty =3 A=EN
(h/A) =3 ( 2 ) ( 32 .
Reescribimos entonces la integral habiendo evaluado la derivada
2 d h('y, t] _y2f/\2 o
/G T (arctan ( 3 e dy =
/oo ] (a2ﬂ2y2) 1/3 t';“ A1 — $1/3)-23
: : VTR 1

/2
+ Qarctan(h/)s)l e V*/N dy =

23
(02,”2)1!3 1 /-oo y2fse—y2j)\2 4
Yy
4 t2/3) Jo btzf?;;gdﬂ_’_l
3% [
+§f (yza.rcta.n(h/)t)—
0

1/3

, o2n2\ /3 41/3 yz,fa iy -

- = SV A y. (3.21)
b—;ﬁ— +1

Analizamos el primer término de la expresién anterior utilizando el mismo
cambio de variable

$1/2

U=wy,

entonces

1/3 2;36—,, /A2 22 1/3 \3/2 oo UQ}(ae_%vﬂ
( ) tzr{a,\/ b ;3 4/3 dy:( 2 ) t2f‘3,[g bu4;,3+1dy
y multiplicando este término por 2a/A obtenemos
5 a2\ V8 g)\1/2 [oo UZ)’SG—%uZd
4 YER W VR R

que es idéntico al dltimo término de la ecuacién (3.20) y por lo tanto se
cancelardn entre si. Para el término
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00 2
/ %e-y”f*”’arctan(h/,\) dy =
0

9 [ 2,2¢ 1/3 _2/3
yQE—y”’\za,rctan [3 (aﬂ' ) y—A- dy,

X /o 4

podemos integrar una vez por partes las funciones ye_yzﬁg y

1/3
yarctan [3 (@) Lz;—a], de forma tal que se tiene

8 [y e a2a2e\ 13 y?/3 -
% 1 ye arctan |3 2 T dy =

o0 9 [a2n2t\ /3 2/3
l/ arctan(h/A) + — (a = ) :?/;”‘T e V' /N gy,
AJo A 4 by v +1

El dltimo término de la expresién anterior es igual al dltimo término de la
ecuacién (3.21), y podemos hacer el mismo cambio de variable que hemos

hecho anteriormente para obtener

2.2, 1/3 rc0 2/3
2 (Q‘ w t) ’[G y e_y2‘|,rA2dy:

»\ NLETI

A3/2 [ o2n? 1/3  roo v2/3 §.n
—_— — ——e tV du,
t3/2 \ 4 0o B +4+1

de igual forma podemos cambiar variable para la integral que involucra el

arcotangente para escribir

) 2,2.\ /3 2/3
/ arctan l3 (a 4 t) y__] e_yafpdy =
4 4 X

23/2 /oo (027(2)1!3 g K5
—_ arctan | 3 [ —— 023 ) e~ do 3.22
t1/2 [, 4 ( )

y obtener la expresiéon completa
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73/2 2a) o a2r2\'? A2
. ;13 —'TU
2 F t1/2)\1/2 {/0 G [3 ( 4 ) v ¢ -

2.2\ /3 poo2/3,—30?
- (“ L ) ”—f’—du}. (3.23)
0

4 bvi/3 + 1

Ahora utilizaremos una vez mas la relacidn obtenida a través de la conser-
vacién del momento para escribir

GZA_D/\
y
=5
a—,\oz\

Con lo cual escribimos, junto con la ecuacién (3.20) la relacién completa
para la masa de la onda principal como

732 9)1/2 /oo (az,ﬂ,z) 1/3
_t —— arctan |3 v*/3
B a?n? v?/3 o224,
4 bv/3 41
9 ama [®]| 1-b?3 1 _%"zd
TR N2 )y |12 w1 C

00 _b,4/3
t5m [ |- sk LAl P
A2 Jo w341 T (bv?/3 +1)2

2 roo —2y? —2292
0 @ e L e ra (3.24)
\5/2 o Vebt3+1 2 (b'v‘”:" +1)2

que es la forma diferencial que buscamos. Observamos de la relacién anterior
que cuando t — oo el lado derecho de la ecuacién va a cero mientras que el
lado izquierdo conserva el término m%/2/2 por lo que la ecuacién diferencial
no es singular y se tiene un punto de equilibrio A= 0, lo cual quiere decir que
la onda principal se estabiliza, como era de esperarse. Buscamos entonces la
forma de este punto de equilibrio estudiando el término
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ama [*| 1-b'? i 37y
22 fy |1 s
- etV dv
X2 o (bt 1 T (i3 4 1)2
2 0o — A2 —22,2 1
o [Tt 1 et T
A2 o Vb3 +1 2 (w3 +1)2

multiplicando por A\%? y dividiendo por a obtenemos

oo [ ] _ pyt/3 1]

mr/g [(bv“ﬂ 1?2 b+
+lf°°[ ; _21_51,,4»’3'
AJo |3 +1 (/3 +1)2

a 1 e 1 e 2 1
X/o [ﬁwﬁﬂ_i(wrul)‘{

_A
e ¥ do
A2
e tV dov
X
etV dv=0.

Procedemos a realizar el andlisis asintdtico, tomamos en la relacién anterior
el limite cuando ¢ va a infinito, es claro que obtenemos

1-— bt/

1

e [ [(

1
+—

] =

7

1/v/6

1/2

a o ]
+ﬁX/0 i3+ 1 (b3 4 1)2

i3 +1)2 bt +1
~ %U-Us |
iR +1 " (b3 +1)2

dv

dv

dv = 0.

Podemos simplificar un poco la expresién anterior, quedando asi

1
dv+x

1/v6

/oo _261,4{3
an
o |(

but/3 + 1)2]

Il

1/2

%%4"'3 -1 d
byd/3 — 1)2 ¥

+ﬁ;f:ol

b3 41 (bv?/3 +1)2

] dv=10. (3.25)
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Las integrales anteriores pueden ser evaluadas explicitamente,

1
i3 +1 6o

/°° dv
o (bvi/3 +1)2 4\/_(1

00 4/3dv 1
/0 (i3 + 1)~ 6v/321/6a73x4/3"

sustituyendo estos valores en la expresion (3.25) obtenemos

B 2bmra & l @ 1 B 1
6v/321/6a7/374/3 ~ X | 3 64/321/6a7/374/3  4\/6a
1 |
-+ - = =0,
P {\/_ 6a 24\/50}
recordando el valor de b
2.2\ 2/3
g (ﬁ) ,
4
entonces
b V3

61/321/67/3774/3 = 95/2,

y la expresion anterior sera asi
_V8m 1 (5 5“ _1_) —0
23/2 " aX \ /325/2 4\/' sv6,)
despejando a a de la expresién anterior obtenemos

pa 4

(16,64a\ — 0,3531). (3.26)

™|~

Recordamos ahora la expresion (2.16) obtenida el capitulo anterior

1
a= =(DA+24),

evaluando numéricamente los valores anteriores obtenemos
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Q= B(7 690 +9,79).

Comparando la expresién (3.26) con la expresién anterior notamos que,
aunque ambas relaciones tienen la misma forma, éstas difieren en la or-
denada al origen; en el andlisis realizado utilizando métodos variacionales
encontramos que la ordenada al origen debe ser positiva, pero hemos encon-
trado mediante las leyes de conservacién y el andlsis asintdtico que esto no se
satisface. Este resultado era de esperarse ya que la funcién de prueba escogi-
da no es una solucion exacta a la ecuaciéon de Benjamin-Ono bi-dimensional,
y los términos despreciados cuando se utilizaron las leyes de conservaciéon
adquieren importancia. Es por esto que debemos modificar algin parametro
de la onda coherente de modo que en los puntos de equilibrio se recupere la
misma forma que aquélla encontrada mediante el andlisis variacional. Esto
lo haremos en la seccién siguiente.

3.3. Velocidad Modificada.

Sabemos de los estudios de las ecuaciones de Benjamin-Ono en una dimen-
si6n [11] y de la ecuacién de ZK [9] que es natural modificar la velocidad
de la onda afiadiendo un flujo medio de modo tal que al utilizar las ecua-
ciones de conservacion se recuperen los puntos de equilibrio encontrados con
el analisis variacional. De las leyes de conservacién y del andlisis variacional
encontramos una relacién muy semejante para la velocidad de la onda, estas
fueron respectivamente

78 a 31 barl

T8v/BAZ 22 8 X

TN Y

VBAZ A2 A

Notamos que no sélo tienen la misma dependencia en a y ), sino que los
valores numéricos en ambas relaciones son muy semejantes. La forma en
que habremos de modificar la velocidad serd la siguiente, anadiremos un
pardmetro libre v de tal forma que [?, 7, minzoni] cuando el valor de a sea
aquél encontrado para el punto de equilibrio, la velocidad sea aquélla del
punto de equilibrio sin importar el valor de v. Siendo asi, escribimos

7 3 1 1
L= 85_ (1 —I—év) 5{1 +"]!V)X-2— - Tﬂ-(l + ev)—

A,
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entonces

F 7 a 31 barl V(?ﬁé a 3y1 5a7r£l)

86 A2 22 8vV6A2 22 8 A

En el punto de equilibrio

a= %(\/Eaﬂ')\ +4V6),

8v6 B2 22 8 A
l Toam 3 Smae . i @ B §1
A 8 8 A2 8 2

Obtenemos de esta forma, haciendo § = 1,

(7,95 VearA+4v6 3y 1 Samel )

0.

y la velocidad modificada es entonces

: 1
Fe 7 a 3 7 Sam /A | (3.27)

B
m(l + U)ﬁ - 5(1 + gv)ﬁ = T(l + 5!/)}

Recuperamos ahora la expresién obtenida para la conservacién de masa, a
saber

ara [® 1-b3 s
dt (//R(;) 0 da:dy) e {,\M o (/3 + 1)2e i
L2 [ T o2y,
\3/2 0 bvd/3 +1 (b‘u“f:’ A 1]2
B a2 oo e—‘Z%u2 -—t.r dv
_EAWQ/O (bv4f3+1 )tlﬁcf i +1

AN aal2 poo2)8—3v?
2( 4) 32 Jo  bvi/3 41

dv.

\__..\,_/
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Nos concentramos en el término entre corchetes, ya que sabemos que es el
que nos dard los puntos de equilibrio. Escribimos entonces en la expresion
anterior la velocidad modificada y simplificamos el segtindo término del lado
derecho

ara [® 1-— /3 ol
e” tV dv
A2 [y (b3 +1)2

txm [ Vi
e v
X2 Jo (i3 +1)2
ﬁ a? oo e-2Tv
- d
2)\5!2/0 boiB +1)2° "

a 3. 7.1 Som,. T .1\ [®etdv
(L% ereg——o 4 = e
0

a 78
+ /2 (8\/6(1+V)/\2 -3

Agrupando términos obtenemos

ama [®[ 1-b?  3(1+1y) “dag
,\3;2/0 B+ 12 b8 +1 ¢ v

+i/°° §3§v4;“3 3 %(1+%V) e_%vzdv
X2 Jo |1 T A1

2 00 —2242 -2, 9
_50_/ L B e Sy T g
22 fo (2 (i3 4+1)2 86 /3 +1
Los puntos de equilibrio serdn aquéllos que satisfagan la relacién anterior
igual a cero, de la cual simplificando un poco obtenemos

_ ama /°° (13 + Tw)bw*/? — (3 — ) o274,
8A3/2 J, (bv?/3 +1)2 B

_a /°° (Zv - %]b‘ud*"3 + (2 + %v)"_'?\”gdv
A5/2 J, (bv?/3 +1)2 &

2 o0 —224y2 2
1 7
_ﬁa_/ L B L s O b
A5/2 Jo |2 (0?3 +1)2 86 bvi/3 + 1
Ahora buscamos que los dos primeros términos de la expresién anterior sean

siempre positivos para que de esta forma se recupere la forma funcional para
la amplitud en el punto de equilibrio, de este razonamiento obtenemos que
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>3
v > =
7

Este resultado se obtiene de manera analoga en el estudio de la ecuacién
de Benjamin-Ono, donde se pide que v > —1/2, el valor adecuado para v
serd obtenido mediante la comparacién de los resultados de resolver numéri-
camente la ecuacién (3.1) y la ecuacién diferencial que encontraremos mas
adelante. Nuevamente tomamos el limite cuando ¢t — oo, de esta forma

ana /OO (13 + Tv)bv/3 — (3 - ?D)d

T8N (bv'/3 +1)2 5
o [*Gr- g+ (G+5v),
Y (boi/3 +1)2 Y

-5i/w L - 0+v)—e—|dv=0
X5/2 Jo 2 (03 +1)2 86 i3 +1]

Evaluando nuevamente las integrales y simplificando un poco la expresion

obtenemos
Ta 3 v—-3
~ 5% ((13+7u)\/ + NG )

(_ )\/_ 3+7u)_g a? ( 1 _7(1+v))=0
a,\sm a X2 \8/6 48

y los puntos de equilibrio seran entonces
7(1 1
fa ( (1+v) ) _

Ea/\(13+7v]\/_ 7"_) ( }\F 3””). (3.28)

Notamos ademds que basta que v sea mayor que cero para que el término
del lado izquierdo de la relacién anterior sea positivo. De esta forma, si se
satisface que v > 3/7, todos los términos de la expresién anterior seran
positivos y se obtendrd la misma forma que aquella obtenida mediante el
analisis variacional; ademds, podemos proponer un valor de v = 1 para
verificar numéricamente el resultado anterior. Siendo asi, obtenemos que




94 Evolucién de la Estructura Coherente No Lineal.

= ﬁ(4 Jlad + 3,04),

lo cual se encuentra en los 6rdenes de magnitud de los valores encontrados
para la amplitud mediante el andlisis funcional; de cualquier forma, el valor
correcto de v serd encontrado por medio de la resolucién numérica de la
ecuacién diferencial final. De esta forma podemos comprobar que el andlsis
asintético realizado recupera de manera satisfactoria el punto de equilibrio,
y por lo tanto estamos en condiciones de escribir la ecuacién diferencial que
nos describira el comportamiento del ancho de la onda A.

3.4. Evolucion de .

Escribimos ahora la expresién completa correspondiente a la conservacién
de masa de la onda principal (eq. (3.24)) pero ahora con la velocidad mod-
ificada, por lo que obtenemos

x3/2  9)\l/2 [oo alnd 5
. i /3
{ 2 + tlfz,/o arctan 3( 1 ) v
2.2y 1/3 2/3
= | - e Vdy p R} =
4 bvi/3 + 1 Ao

2 [ ama [* 13+ Tv)bw*/® - (3 - W) 2oy

172 | 8x3/2 (bv?/3 + 1)? N N

L c""(lu "')b'o"“{3 ( + V) =340
A5/2 (bv/3 +1)2

a? o |1 e—2T02 7 e“?UQ
+ﬁ/\5ﬁf [§(w4i3+1)2 - 8f(1+ )bq;4f3 dv . (3.29)
Haremos ahora el argumento de andlisis asint6tico para los términos que

multiplican a A, este serd muy semejante al realizado para los demds térmi-
nos. Comenzamos por

o0 2.2\ 1/3
/ arctan l3 (a: ) 02;3] e_i)\““gclu1
0

hacemos el cambio de variable
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obtenemos

00 2 1/3
/ arctan lS (a47r ) v213‘| e‘%"?d‘u =
o 1/3 £\ 1/3 i ’
L —u
\/7/ arctan ( 1 ) (A) u e " du,

en el limite cuando t = oo

224 1/3 1/3
arctan [3 (a41r ) (%) um‘ —
de esta manera

0o 2.2\ 1/3 4 w3/2
/ﬂ arctan [3 (a: ) Uz;a] e~ dv = \/;T

Por otro lado, tenemos

b

o) S

= 9 gt
[ e

hacemos nuevamente el cambio de variable

A
u= ?'U,
para obtener

00 2/3 5/6 poo 2/3
— e idy= % VL. e " du,
0 b +1 Y 3 b(%)?,fsutxm 41

y en el limite cuando ¢t — oo tenemos

- 2
/ b(< 2,!3“4;3 T h d“_*/ 2;3 AB° “du,

simplificando y haciendo el cambio de variable
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t 5’“/0‘3 sl TN ‘f‘ﬁl/ %
X o b(HBunt TAX) b W e
1/6 00 -V
(B L [P,
A 2b 0 'U5"’5
1/6
t 1
-(3) grasm.
Reescribimos entonces la ecuacién (3.29) en el limite cuando ¢ — oo, de-

jando implicitos los valores de las integrales involucradas en términos de las
constantes

A—/w-———l du——l
T Jo B +1)2T T 4006

00 4/3 1
B= /n (b,vaz,!a +1)? dv = Ssie g7
_ 1
/ (m‘lﬂ +1 dv= a6

tenemos entonces

3/2 % 2\1/2 .‘,T3,-"2\/?_ I'(1/6) é 1/6 ﬂ/\ B
2 $1/2 4 A a2z \ /3 \ ¢ Y
18 (237)

4

32 _ r'(1/6) (A)”?' ap ;

2. 2\1/3 Ao
9 ()
2 ara
ﬁ{ L ((13 + 7v)bB — (3 — Tv)A)

7
+ 2,\_5/2 ((7!)’ — E)bB + (3 + TI/)A)

+ ﬁ;% (; - #(1 + U)C) } (3.30)
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Hemos encontrado las 3 expresiones que determinan la evolucién de la estruc-
tura coherente. Tenemos la ecuacién (3.12) correspondiente a la conservacién

del momento
d [a?
a (?) =0,

la ecuacion (3.27) correspondiente a la velocidad modificada de la onda

. 78 a 3 o 1 Sam 0. =0
C—— 8\_/6(1 + U]/\_Z = '2-(1 + gv)/\—z' = "*é"'(l + ga‘/)x,

las cuales, junto con la ecuacién (3.30) correspondiente a la masa de la
estructura coherente, utilizaremos para encontrar la ecuacion diferencial que
describe la evolucién del parametro A. Escribimos primero

ag

=A_0'

a
A
de forma tal que la ecuacion (3.30) se puede escribir como

32 _ __L(1/6) (,\)”3 i _

(=)™

2 1 agp T
W{W [arr{(lB + 7v)bB — (3 - Tv)A) — ﬁxa (%(1 +v)C - 4A)]
+ ﬁlm ((TV = %)bB +(3+ TV)A) } (3.31)

Que es la ecuacion diferencial que estamos buscando para A. En la siguien-
te seccién se resolverd esta ecuaciéon numéricamente y se comparardn las
resultados con la resolucién numérica de la ecuacién (3.1).

3.5. Resultados Numéricos.

En la Figura 3.3 se presenta una gréfica de A como funcién del tiempo. Esta
grafica corresponde a la solucién numérica de la ecuacién (3.1) realizada
por el Dr. Noel Smyth, con valores iniciales ag=4 y A\p=2, a = % y B =2,
los valores de estas constantes seran los mismos para el resto del andlisis
numérico. Observamos de la Figura 3.3 que el valor numérico de A es de
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aproximadamente 0.92. Con este valor calcularemos el valor de v que mejor
se ajusta al punto de equilibrio en la ecuacién (3.31). Definimos las funciones

22

“pbomaraBis0 dat’ ——

Figura 3.3: Grafica de A como funcién del tiempo resultado de resolver
numéricamente la ecuacién (3.1) para una condicién inicial de la forma (3.2)
con a9 =8 y A =2 al tiempo t =50. Cortesia del doctor N.F. Smyth.

H(v) = ((13+ 7v)bB — (3 — Tv)A),

Gl = (%(1 +0)C — 4A) ,

({n - %)bB + 3+ 7»),4) .

Reescribimos los puntos de equilibrio de A como

1 ag ) 1
———— |anrH(v) - B—G(v) | + m——=F(v) =0,
s (W) - B26W)) + g P
resolviendo esta ecuacion para ap=8, Ag=2 y Aeq =0.92 obtenemos que el
valor de v es

v =0.7.

Notamos que ahora el valor de A cuando ¢ = oo depende unicamente del
valor de %g, resolvemos entonces para Ae, y obtenemos
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4F(0.7)
arH(0.7) - BLG(0.7)

Aeg = (3.32)

De la relacién anterior nos percatamos que A.q tiene un valor critico cuando
anH(0.7) — B52G(0.7) = 0, de donde

ap _amH(0.7)

B GOn (3.33)
para valores de @ = 1/m y = 2 tenemos el valor critico en %‘01 =1.8, dado
que el valor de A tiene que ser positivo, la expresion (3.32) estd definida solo
para & >1.8. Una gréfica de la funcién (3.32) se muestra en la Figura 3.4.

e B
3

i z el 4 El

Figura 3.4: A¢q como funcién de -ﬁ—%

En las Figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 se muestran las graficas correspondientes
a las soluciones numéricas de la ecuacién (3.31) para diferentes valores de
52 >1.8 realizadas en Mathematica. Notamos que la convergencia de la fun-
cién hacia el punto de equilibrio depende fuertemente del valor de %, siendo
que entre mas se acerque este valor al punto critico de 1.8 (y por lo tanto
Aeg €s mds grande) la convergencia de la funcién disminuye.

Notamos de la gréfica 3.7b, donde se muestra la solucién numérica de la
ecuacién (3.31) con los mismo valores iniciales que aquéllos de la gréfica 3.3,
que la ecuacién diferencial encontrada no reproduce el comportamiento de
A cuando t — 0; esto es algo que ya sabiamos dado el andlisis que hemos
realizado conforme las leyes de conservaciéon. El método de fase estacionaria
predice que en ¢t = 0 la cdustica estd completamente abierta, lo cual sabemos
que es incorrecto ya que en t = 0 solo tenemos la condicién inicial.

Para valores de %g <1.8 el punto de equilibrio para A estd en infinito. Esto
se interpreta de la siguiente manera: para estos valores iniciales el solitén no
tiene suficiente momento (recordar que el valor de %g- es el momento inicial
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Figura 3.5: Solucién numérica de A para un valor de §¢ =2.4. En a) Ao =3.2,
b) Ao =3.5, Aeq =3.377.
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Figura 3.6: Solucién numérica de A para un valor de %‘Ol =3. Ena) A\g =2, b)
Ao =1, Aeq =1.68.

a} i o a0 “ 50 * b) » L » - L -

Figura 3.7: Solucién numérica de A para un valor de %‘ul =4. En a) \p =2, b)
Ao =0.5, Aeg =0.92.

de la estructura coherente) y por lo tanto muere, si A — oo el solitén se
vuelve infinitamente plano (recordar la forma de la onda coherente); dada
la conservacién del momento la cantidad § debe permanecer constante, por
lo tanto a tiende a infinito conforme A tiende a infinito, la amplitud maxima
de la estructura coherente estd dada por 1z, por lo tanto si A = oo el solitén
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a) ~ L b)
Figura 3.8: Solucién numérica de A para un valor de %g- =6. En a) A\g =1, b)
Ao =0.2, Aeq =0.4815.
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Figura 3.9: Grafica de A como funcién de ¢ para una valor de ﬁ% =14y
/\U =1.

disminuye su amplitud como i y por lo tanto desaparece. Una gréfica de la
solucién numérica de la ecuacién (3.31) para una valor de §¢ =1.4 se muestra
en la Figura 3.9. Por otro lado, para valores de %% muy grandes, el valor de
A en el equilibrio tiende a cero, volviendo al solitén infinitamente estrecho,
de la misma forma a — 0 y por lo tanto el solitén tiende a desaparecer.

En la Figura 3.10 mostramos un plano fase para las soluciones numéricas de
la ecuacidn (3.31) correspondiente a los valores de ﬁ% de 3, 4, y 6. Notamos
de este retrato fase cémo la convergencia de A hacia el punto de equilibrio
aumenta conforme el valor de %% aumenta.

Podemos ahora calcular si el tiempo que tarda el solitén en desaparecer es
finito cuando %g <1.8. Para esto tomamos nuevamente la ecuacién (3.31)
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Figura 3.10: Retrato fase para las soluciones numéricas de la ecuacién (3.31)

para valores de %g de a) 3, b) 4 y c) 6. d) Bosquejo del retrato fase para una
condicién inicial con §& <1.8.

L _T/6) (AP
g(ﬁﬁyﬁ t
1
2 1

1 ag
] {“__8\//\_,3,; (awH(u) = ﬂA_GG(V)) + 0wg)? F(u)} :

Para tiempos y valores de A suficientemente grandes tenemos que

-ﬁﬁ,\ﬂ e (mrH(u) - ﬁ;—z(}'(v)) .

Reescalamos el tiempo como
A= A(E2),

supongamos que ahora el solitén desaparece en un tiempo T, tenemos en-
tonces

00 T
sl JMA=/ dt="T,
(mrH(u) =B G(v)) o 0

pero observamos que la integral del lado izquierdo diverge, por lo cual con-
cluimos que, si %% <1.8 el solitén desaparece en un tiempo infinito.
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Retomaremos ahora la expresion (3.33) para el umbral de %g a partir del cual
se llega a un valor de A en el equilibrio finito, esta expresion la escribimos a,
continuacion

ap amH(0.7)

M B G(0.7)
Observamos que el valor de este punto critico depende unicamente de los
pardmetros a y 3, recordamos del capitulo 1 el valor de estos pariametros
en el contexto de propagacién de ondas en la intercara entre conductores
debido a la electromigracion de superficie
(o1 — ag)Ep €1

3
m™ €2

(a1 —a2)Eg €1 — €

h? €1 ?
por lo tanto el valor umbral de 52 est4 dado por la razén entre los pardmetros
ayp

g2

ay « €
X B ela-e)
en la expresion anterior se ha escrito la dependencia del cociente en términos
de las constantes €; y €3. Nuevamente tomamos el limite cuando ¢; >>
€2 para obtener que, en términos de estas constantes, el valor del umbral
depende de la razén
ag €1
/\0 €9 .
De esta forma, el valor umbral a partir del cual se forman solitones estables
en la intercara entre los conductores crece conforme la razén de las permi-
tividades eléctricas de los conductores es mas grande, y por debajo de este
valor umbral el punto de equilibrio de A para el solitén estd en infinito y por
lo tanto el solitén desaparece.

Hemos encontrado, utilizando las leyes de conservacién y descomponiendo
la solucién a la ecuacién en derivadas parciales no lineal (3.1) en dos partes,
la estructura coherente y la radiacion desprendida, una ecuacién diferencial
ordinaria para A que, con el valor apropiado de v obtenido mediante la
comparacién con los resultados numéricos, predice la evolucién en el tiempo
de este pardmetro asi como sus puntos de equilibrio, los cuales dependen



104 Evolucién de la Estructura Coherente No Lineal.

unicamente de la razén entra la amplitud inicial ag y el ancho inicial Ag.
Analizando la ecuacién diferencial obtenida hemos sido capaces de encontrar
un umbral para el momento inicial del solitén, %’; >1.8, a partir del cual la
estructura coherente se estabiliza y se propaga como solitén. Por otro lado,
si el momento inicial del solitén no supera el umbral mencionado, el punto
de equilibrio de A esta en infinito y por lo tanto el solitén desaparece en un
tiempo infinito. Por tltimo hemos encontrado cémo depende en términos de
las permitividades eléctricas de los conductores este valor umbral, el hecho
de que se pueda controlar, escogiendo conductores adecuados, el umbral
minimo a partir del cual se tiene solitones, puede adquirir importancia en
la industria de la electrénica a micro escalas.
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El estudio de ondas que se propagan en la intercara entre peliculas con-
ductoras delgadas y la biisqueda de solitones en estas circunstancias es una
aproximacién que no se le habia dado al fenémeno de electromigraciéon de
superficie. Modelando este sistema en el limite cuando la longitud de onda es
muy pequena comparada con la altura del conductor superior es que obtu-
vimos la ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono, la cual es una ecuacion
diferencial no lineal que no habia sido estudiada anteriormente. Como se
destacd en el capitulo 2, no se conocen soluciones exactas a esta ecuacion.
Es por esto que adquiere importancia el resultado obtenido que, efectiva-
mente, si se deja evolucionar bajo esta ecuacién una condicién inicial con
el perfil de la funcién de prueba utilizada, ésta se propaga como estructura
coherente localizada tipo solitén. En el capitulo 3 fuimos capaces, ademads,
de obtener una expresién analitica que describe cémo cambia el ancho de
la estructura coherente conforme transcurre el tiempo, y por lo tanto pode-
mos encontrar c6mo evolucionan sus demds pardmetros (la amplitud y la
velocidad) para tiempos suficientemente grandes; de la misma forma pode-
mos calcular exactamente la dependencia del equilibrio en términos de los
parametros iniciales asi como identificar el umbral de momento para el cual
el soliton desaparece. Pero los comentarios finales de este trabajo no termi-
nan en esta importante conclusién, ya que como se enfatizé en el capitu-
lo 1, el hecho de que efectivamente existan soluciones tipo solitén para la
ecuacion bi-dimensional de Benjamin-Ono implica que, debido al fenémeno
de electromigracién de superficie, si la intercara entre dos conductores es de-
formada, puede ocurrir que esta perturbacién se propague y ocasione fallas
en dispositivos electronicos. Pareciera recurrente que mencionemos siempre
este tipo de instrumentos como ejemplo de electromigracion de superficie,
pero presentan las caracteristicas ideales para que este fendmeno se presente
(lineas conductoras de escales del orden de A, altas densidades de corriente
transportadas y uso prolongado a altas temperaturas de funcionamiento),
ademds de que si representa motivo de falla atrae la atencién y recursos
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para su investigacién. Por otro lado, no tenemos conocimiento que se haya
realizado el estudio de la electromigracion de superficie en la intercara entre
conductores buscando ondas tipo solitén que se propaguen en ella, por lo
cual resulta interesante proponer un experimento en el cual se verifiquen la
predicciéon de formacion de solitones y su estabilidad obtenidas en el capitulo
3.

La ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono se dedujo a partir de dos
problemas fisicos con ecuaciones constitutivas completamente diferentes, el
problema de ondas que se propagan en la intercara de un fluido estratifi-
cado, y el problema de electromigraciéon de superficie en la intercara entre
dos conductores. Para el problema del fluido estratificado la deduccién de
la relacién de dispersién es un andlogo directo del mismo problema en una
dimensién asi como su limite cuando la altura del fluido superior crece a
infinito. Se quiso comenzar con este problema ya que puede resultar mas
claro al lector identificar cémo surge esta ecuacién a partir de un fenémeno
sumamente entendido como es la dindmica de un fluido irrotacional incom-
presible, que de un fenémeno del cual se sabe relativamente poco como es el
de electromigracién de superficie. Posteriormente estudiamos este fenémeno
concentrandonos en el problema de propagacién de ondas en la intercara
mas que la deduccién de las ecuaciones que rigen el movimiento de los dto-
mos que migran. La relacién de dispersién de este problema es semejante
a aquélla del fluido, pero notamos que en el limite cuando la capa superior
crece a infinito, para el fluido aparece un término de transporte (término
lineal en k) mientras que para los conductores este término no se recupera,
esto implica una diferencia inmediata. De esta forma obtuvimos la ecuacién
bi-dimensional de Benjamin-Ono para estos dos problemas fisicos, en uno
de ellos la deduccién es directa del problema original en una dimensién,
mientras que el problema de los dos conductores representa el estudio de un
fenémeno al cual no se le habia dado este acercamiento.

Una vez obtenida la ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono nos enfrenta-
mos al problema en el cual no conocemos soluciones de ninguna naturaleza
para esta ecuacién. Recuperando los resultados conocidos para las ecua-
ciones de Benjamin-Ono en una dimensién y la ecuacién de ZK propusimos
una funcién de prueba que se propaga como onda permanente y, mediante
el andlisis variacional, encontramos los puntos que extreman la accién del
sistema respecto a los pardmetros de esta funcién, este andlisis fue de gran
utilidad en el capitulo 3 para comparar los resultados obtenidos mediante
las leyes de conservacién con los puntos de equilibrio dados por el anilisis
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variacional, ya que como se pudo notar, cuando se calcula el momento de la
estructura coherente se obtienen integrales complicadas para las cuales hay
que hacer algin tipo de andlisis asintético y obtener un resultado de utilidad.
La tnica manera que se tuvo para saber si este resultado era correcto o no
(salvo por la comparacién numérica) es comparar los puntos de equilibrio
con aquéllos del andlisis variacional. Por otro lado fueron interesantes los
resultados obtenidos para describir la ciustica que confina la radiacién des-
prendida por la estructura coherente, ya que en una primera impresién uno
podria esperar encontrar una caustica que comienza totalmente cerrada y se
abriera conforme transcurre el tiempo, esto no es asi y el resultado obtenido
fue totalmente el opuesto. Este comportamiento de la radiacién también fue
de utilidad cuando se estudiaron las leyes de conservacion, ya que en estas
se desprecia el efecto de la radiacién y, con base en los resultados conocidos
para analisis semejantes para ecuaciones como ZK y Benjamin-Ono, es to-
talmente necesario incluir la masa de la radiacion desprendida para obtener
resultados satisfactorios. En nuestro caso esto no fue necesario ya que para
tiempos grandes la cdustica se encuentra totalmente cerrada y las leyes de
conservacion, despreciando la radiacién, son exactas.

Son ya varios los estudios que se han realizado para ecuaciones diferenciales
no lineales que dan origen a solitones, entre ellas podemos mencionar nue-
vamente ZK, Benjamin-Ono, la ecuacién de KP, entre otras, en las cuales se
utilizan las leyes de conservacién y se descompone la solucién a la ecuacién
diferencial no lineal en dos partes, una estructura coherente y radiacién
desprendida, para obtener ecuaciones analiticas que describan el compor-
tamiento de la estructura coherente que se propaga siguiendo la ecuacién
correspondiente. La ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono es una mas.
Utilizando este método encontramos ecuaciones diferenciales no lineales de
primer orden acopladas para los parametros de una estructura coherente que
tiene como condicién inicial el perfil de la funcién de prueba propuesta en el
capitulo 2, la cual esperamos se propague conservando su perfil. Mediante
estas leyes de conservacion reproducimos las relaciones entre los pardmetros
de la funcién que se habian encontrado mediante el andlisis funcional, es-
perando que se obtuvieran polinomios que variaran sélo por los coeficientes.
Esto se reprodujo con gran exactitud para la velocidad, pero para la am-
plitud de la onda en el punto de equilibrio obtuvimos que no se recuperaba
totalmente la forma variacional; este resultado era de esperarse ya que se
estan utilizando la ley de conservacion de masa despreciando aquélla de la
radiacién, pero esto mismo se obtiene en los estudios de las ecuaciones antes
mencionadas y resulta natural modificar la velocidad de la onda anadiendo
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un flujo medio, de modo tal que la amplitud de la estructura coherente recu-
pere los puntos de equilibrios encontrados mediante el andlisis variacional.
De esta forma obtuvimos una ecuacién diferencial de primer orden para A
la cual, con el valor apropiado para el flujo medio, compara no sélo con los
puntos de equilibrio del andlisis variacional sino con las soluciones numéricas
realizadas por el Dr. Noel Smyth. De esta forma podemos concluir, al final
del capitulo 3, cémo se comporta el ancho de la onda respecto a las condi-
ciones iniciales. Concluimos también que la ecuacién diferencial obtenida no
recupera el comportamiento de la solucién numérica para tiempos pequenos,
lo cual, como se comenté en su momento, era de esperarse ya que el andli-
sis de fase estacionaria realizado para encontrar la cdustica del problema
funciona para tiempos suficientemente grandes. Para tiempos pequeios se
obtiene la ciustica ocupando todo el semi plano izquierdo lo cual es incor-
recto, esto se refleja de manera directa en la ecuacién diferencial obtenida.
Obtuvimos ademds un valor umbral para el momento inicial del soliton, si
el valor de %% <1.8 entonces el solitén no tiene suficiente momento y de-
saparece en un tiempo infinito. Por otro lado, mientras mas grande sea el
valor de 52 el valor en equilibrio de A tiende a cero, lo cual nos indica que el
soliton se vuelve infinitamente angosto y dada la relaciéon § =cte., el valor
de a tiende a cero y por lo tanto el solitén tiende a desaparecer.

Hemos mencionado que la electromigracion de superficie es una causa im-
portante de falla en circuitos integrados. Sabemos que para una superficie
conductora libre la propagacién de solitones estd modelada por la ecuacién
de KDV en el caso unidimensional y por la ecuacién de ZK cuando se incluye
el término dispersivo en la direccién transversal a aquélla de la propagacién
de la onda. De esta forma, la formacion de solitones puede considerarse tam-
bién como causa importante de falla en circuitos integrados si es que una de
estas estructuras coherentes se impacta contra una terminal electrénica. Al
final del capitulo 3 obtuvimos la dependencia del valor umbral del momento
inicial de la onda para el cual se obtiene un solitén estable en términos de
las permitividades eléctricas de los conductores. Una aplicacién inmediata
del modelo fisico estudiado y los resultados obtenidos es la prevencion de
la propagacion de solitones en las interconexiones metalicas de los circuitos
integrados recubriéndolas con algin material (algin tipo de “gel” , por ejem-
plo) que tenga propiedades conductoras y que su permitividad eléctrica sea
mucho menor a la del conductor, logrando asi reproducir el modelo plantea-
do (ndtese que si se trata de un material flexible la hipétesis en la cual se
desprecian los desplazamientos y esfuerzos elasticos en la intercara es valida)
de forma tal que se pueda controlar el valor umbral para el cual se propagan
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solitones haciéndolo muy grande. De esta forma se podria prevenir la falla
de estos dispositivos a causa de la formacién de un solitén en la superficie.

Por 1ltimo podemos mencionar, como temas de estudio futuros a este tra-
bajo, un modelo que incluya las fuerzas de tensiéon que pueden existir en
la intercara entre los conductores. Para la descripcion de este fendmeno se
supuso que la intercara entre los conductores siempre permanece unida, un
trabajo futuro podria tratar de explicar qué sucede cuando, debido al trans-
porte de masa, se crean vacios en la intercara misma anulando la interaccién
entre los materiales. En otro orden de ideas, el estudio mismo de solitones a
partir de las leyes de conservacion ha demostrado ser una herramienta eficaz
para obtener expresiones andliticas que describan la evolucién de estructuras
coherentes, trabajos futuros podrian estudiar la existencia de otros perfiles
de estructuras coherentes que se propaguen como solitén y que se dejen
evolucionar bajo la ecuacién bi-dimensional de Benjamin-Ono, asi como el
estudio de la estabilidad de la estructura coherente bajo perturbaciones de
la condicién inicial y el efecto de los términos no lineales de segundo orden
encontrados en el capitulo 1, cuando se perturba la estructura coherente.
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Apéndice A

En este apéndice encontraremos la transformada de Fourier de la Trans-
formada de Hilbert de una funcién u(z) que satisfaga las propiedades de
regularidad y decaimiento en infinito que este operador requiere'. La trans-
formada de Hilbert de una funcién u(z) se define como

i(z) = Hu =PV /m () g

mooe_:r

donde PV denota el valor principal de Cauchy de la integral en cuestién, es
decir,

{s o] o - oo
PV/ udz = lim {/ udz +/ ud:r:}
—00 e—0 -0 €

De la definicién anterior observamos que la funcién u debe satisfacer condi-
ciones de regularidad para que la integral tenga sentido, asi como un compor-
tamiento en infinito como 1/x? para que la integral converja. Ahora encon-
traremos la transformada de Fourier de la funcién @ resultado de aplicar la
transformada de Hilbert de la funcién u. De la definicién de la transformada
de Fourier

oo

F(u(z)) =/ u(z)e *dz

—00

'Cuando la funcién u depende de més variables el resultado sera el mismo que el que
habremos de encontrar en este apéndice.
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tenemos

fﬂ:f(PV/:E(_U dg)
- [y [ 5] e
- [ (v [ a)ee

donde se ha incluido el término exponencial en la integral del valor principal.
Ahora utilizamos la simetria del nicleo 1/(§ — z) para invertir el orden de
integracién dejando denotado el valor principal

Fii = / (PV f . ?fvm )dm
=£w(Pv£w3(§)_chi )dg.

Hacemos el cambio de variable u = £ — z para obtener

(s @] oo e_ik(ﬁ“"t)
’fﬁ:/ u(€) PV/ . dude
—o0 -0 u

iku

= /_ Zu(g)e—ikf PV [_ Z %dudg

estudiamos unicamente la integral

oo eiku
PV/ —du. (3.34)
i U
Esta integral se puede realizar ficilmente utilizando el teorema de Cauchy
para variable compleja. De este teorema sabemos que la integral de una
funcién de variable compleja sobre un contorno cerrado sera cero a menos
que haya singularidades dentro del contorno; cuando la funcién a integrar
es una funcién racional y esta funcién tiene polos (ceros del denominador)

dentro del contorno, la integral sobre éste serd

f u(z)dz = 2mi Z Res(2;)
C

Zi
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donde Res(z;) denota el residuo de la funcién u en el polo z;, los cuales se
escriben como

1 di-1 )

RES(Z.,:) = mm ((z — z.‘-)Ju(Z)) |z=z,-
donde 7 es el orden del polo en z;. Utilizando este resultado resolveremos
la integral (3.34). Los contornos que utilizaremos para calcular esta integral
son mostrados en la Figura 3.11, donde el contorno se eligird de acuerdo
al signo de k como se muestra en la figura senalada. Es claro que para
estos contornos obtendremos la integral deseada tomando primero el limite
cuando R — oo y luego el limite cuando ¢ — 0, ademds, dado que no hay
polos de la funcién dentro del contorno, la integral serd cero. Detonaremos
por comodidad

entonces tenemos para k > 0

O=ﬁf(z)dz
=/¢;1 f(z)dz+/czf(z)dz+/csf(z)dz+/q f(z)dz

donde cada trayectoria ¢; estd indicada en la Figura 3.11.
Escribimos explicitamente cada una de las integrales

/ f(z)dz = Ef(..'r;)d:r
€1 -R

/;3 f(2)dz = /ER f(z)dz

para la integral sobre c; parametrizamos a z como

z=c¢€e ",
dz = —iee ?d,
- <0<0,

para obtener
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a) k>0 ’

c2
cl (\ c3 sl o Retz)
£ R

-R —€
ko T
1
-R —€

c4

Figura 3.11: Contornos de integraciéon de acuerdo al signo de k.

0 eik(e_m f
/ Pl = = / e dp
c2

-
2 —if
= —i f g'k=""dp. (3.35)
-

Ahora parametrizamos z para la integral sobre la trayectoria ¢4 de la sigu-
iente forma

2z = Re'’
dz = iRe'?d6
O<f<m

y obtenemos asi
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m eichm 0
=, X 1
/q f(z)dz —/0 Reail iRe"df

Li ig
=i / ek dg
0

T
- i/ e—kRsenGEIchosﬂdg_
0

Tomamos ahora los limites R — oo y € — 0 para obtener la integral deseada

PV /_Z ™ ju=lim 1m ( j f(z)dz+/€3f(z)dz)

u =0 R—o0

= —lim lim (/ f(z)dz+[ f{z)dz)
€20 R—oo s -
— lfmi/n eikee_mde — lim i/:'r e—kRsenBeichosﬂdg
0

=0 ) R—oo

evaluando los limites obtenemos

I 0
lim i [ ekee™ 4 =i [ d6
-

e—0 g

= im (3.36)

Ahora para el limite
fr .
lim l/ e—-kRsenaelkRCDsﬂdg
R—o00 0

vemos que el comportamiento de la integral estard dado por la parte real
del integrando, siendo este

e—kRsenﬂ
notamos que R,k > 0, y en el intervalo 6 € [0, 7], senf > 0 por lo que

lim e *fsen? — o
R—o00

y entonces

m
I i/ o—kRsendgikReosd g _

R—oo Jg
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por lo que obtenemos

00 eiku
PV/ —du=imr, k>0
o A

Para el caso en que k < 0, tomamos el contorno mostrado en la Figura 3.11
correspondiente, y los argumentos son muy similares, escribimos nuevamente

0= fc‘f{z}dz

=/c1f(z)dz+/czf(z}dz+/ca f(z)dz+/cq f(z)dz

donde cada trayectoria c; esta indicada en la figura mencionada. Escribiendo

explicitamente las integrales obtenemos

[ fiade= | s,
€1 -R

/Ca f(z)dz = /ER f(z)dz.

Para la integral sobre cy parametrizamos a z ahora como

Z= eeig,
dz = iee'?do,
<z < 2m,

para obtener

2 gikee'® -
M H 1
/c;; f(z)dz—[T T iee'’dé

27 ‘
= / ke’ g
m
Para la trayectoria c4 escribimos
z=Re
dz = —iRe™d9,

0<z<m,

(3.37)
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y obtenemos asi

B eikﬁe—i‘" B
/;4 f(z)dz = —]; Ro=10 iRe™""dé

" ikRe-i®
=—i/ e* R de
0

11'
- —i/ ekRsenﬂe:chosﬁdg_
0

Tomamos ahora los limites R — oo y € — 0 para obtener la integral deseada

PV /00 ﬂdu = lim lim (/ f(2)dz + f(z)dz)
c3

—cc U e—0 R—oo

N

= —lfmi/ %’ 40 + 1im 1/ ek Rsend ik Reost 4
w 0

e—0 R—o0

evaluando los limites obtenemos

0 .. o 0
limi/ elfee d9=i/ dé
e—0 e -

= im. (3.38)
Ahora el limite

T
N i ek Rsenf e:chos& do
R—oo 0

nuevamente analizamos el término

ekRsenG

sabemos que R > 0 y k < 0, y en el intervalo 6 € [0, 7], senf > 0 por lo que

lfim *Fsend = o
R—o0

y entonces

R—oo

m
lim i/ ekRsenﬂelchosﬂd9=0
0
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por lo que obtenemos

00 e]ku
PV/ du=—im, k<0
i u

o0

de tal forma que

0 oiku
PV/ —du = imsgnk.
S

Recordamos la integral original

o0 . 00 eiku
G = / u(€)e % PV / S _dude
-0 -0 U

= / ~ (imsgnk)u(€)e~*ed¢

—00

= (imsgnk)u(k)

donde (k) representa la transformada de Fourier de u. Hemos obtenido
entonces que la transformada de Fourier @ de una funcién @ que es la trans-
formada de Hilbert de una funcién u es

Fiu = (iwsgnk)i(k). (3.39)
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En este apéndice calcularemos la transformada de Hilbert de una funcién
racional. Tenemos entonces una funcién u(z) dada por

_ 1
- ;,;2 + A2
y queremos calcular su transformada de Hilbert, esto se escribe como

u(z)

o 1 1
Hoy =Y [ mimees

donde PV denota el valor principal de Cauchy de la integral, el cual se
escribe como

PV f:j f(z)dz = 11_;31{/_; f(z)dz + /(mf(:r)dz}

Para calcular la integral anterior utilizaremos la variable compleja, en con-
creto el teorema de residuos en polos visto en el capitulo anterior, el cual
afirma que la integral de una funcién de variable compleja sobre un contorno
cerrado (orientado contra las manecillas del reloj) serd igual a la suma de
los residuos en los polos de la funcidn, es decir

d¢ (3.40)

$ Fe)ds = 2mi 3 Res(f (z),

donde Res denota el residuo en el polo z; de la funcién f(z), si ésta es una
funcién racional, los residuos en los polos se escriben como

1 47!
(j — 1) dzi-1

donde j es el orden del polo z;. De esta forma podremos calcular la integral
(3.40) extendiendo la funcién racional a una funcién de variable compleja

Res(F(z)) = ((z— 2y 1(2)) |,
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1
o=

y utilizando el contorno cerrado mostrado en la Figura 3.12, la integral
deseada la obtendremos tomando el limite cuando R — oo y luego tomando
el limite cuando € — 0. Tenemos entonces, utilizando el teorema de residuos
en los polos que

ﬁf{z}dz = 2mi (z-fl-—l)\ i) L:i{\

Im(z)

Figura 3.12: Contorno de integracién. Los polos de la funcién se encuentran
enz=i\z=-iAyz=u=z.

Ahora escribimos cada una de las trayectorias que componen el contorno C,
comenzamos por

I—€ 1 1
/q f(z)dz = /_R 24 0\2¢ - xd§

y anadlogamente

L | 1
/cs fzjde= /m EES
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Para la integral sobre la trayectoria ¢y parametrizamos a z como

z=ee? + 1z,
dz = iee'?do,
6 € [0, 7],

de esta forma obtenemos que

" 1 1.
_/C:, f(z)dz = _/‘; (ee'? + z)2 + A2 eel? EESES

Ll 1
—1 ———d#.
1/0 (eel® + )2 + A2

Por otro lado, para la trayectoria sobre ¢4 parametrizamos como

2z = Re'?
dz = iRe'’dd
6 € [0,7]

para obtener

o 1
/64 f(z)dz = /0 22 T N2 Rai? = lee‘ de

1 1
'), R%? 32 Rel? — 2

Re'?d6.

Ahora tomamos el limite cuando R — oo, es claro para las integrales sobre
c1 y c3 obtendremos los limites en —oco e co respectivamente, mientras que
para la integral sobre ¢4, en este limite el integrando va como

1 1 i0 i0
220 5 X2 Rl — g 1€ ™ Tagnn e
1
= Ra — 0 cuando R — oo.
e

De esta forma tenemos
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T —E 1 oo 1 I
/ £2+A2£ et BT R

i/"___l_d _x_ 1
o (eel® + )2 + 22 Az —iX

donde se ha evaluado ya el residuo en el polo z = i)\, ahora tomamos el
limite cuando € — 0 obtenemos

© T o1
PV B
/w52+,\2§ = /0 T L —

_ 17T T 1
T z24 22 Az —iA

multiplicamos numerador y denominador del iltimo término de la expresién
anterior por z + i\ para obtener

1 im T T+ 1A
PV = g
/_m£2+)\2£—xd£ 22+ A2 Az2 4 )2
e/ I
B o 41
A x2 4+ )2 34
Por lo tanto hemos obtenido que
1 s
— 3.42
PV/mﬁz-t-A? & )\$2+/\2’ gl

que es la expresion que estdbamos buscando.
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Fase Estacionaria en Dos
Dimensiones.

Supongamos que tenemos una funcién escrita en forma integral como sigue

f(z,y,t) = // g(k, 1)eltekbzvt) qrd
RE

donde ¢(k,l,z,y) y g(k,!) son funciones reales. Deseamos encontrar el com-
portamiento de f(z,y,t) para ¢t grande. Nos concentraremos en funciones
que estén dadas como una transformada inversa de Fourier. De esta forma
el tipo de fases que encontraremos serdn de la forma

(}5(3, Y, k!'{:t} = ka + gtg - td(k?,.‘!)

Dado que la funcién e'®¢(%:/:2¥) tiene comportamiento oscilatorio, la mayor
contribucién de la integral anterior estard dada por aquellos puntos (k,!)
donde ¢ cambie lentamente, dado que para otros puntos, las oscilaciones
serdn de mayor frecuencia y al momento de integrar se cancelaridn entre
ellos. Es por ello que buscamos aquel punto (kg,lg) (suponiendo que sea
unico) el cual

d
%Uﬁo,fo) =0,
5,
-E}—?(kg,l{]) =0:

y en este mismo punto ¢ sea un minimo. Podemos entonces desarrollar en
serie de Taylor alrededor de este punto, de esta forma
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$,u, k1) = B(ko, o) + 3 e ko, o)k — ka)? + S ulko, o)L — bo)
+ ¢ri(ko, lo) (k — ko) (1 = lo) + O(I(k — ko, 1 = 1o)*)

Haciendo el cambio de variables k' = k — kg, I' = | — lp y aproximando
g(k,1) ~ g(ko,lp), podemos escribir para f

f(:c,y,t) ~ g(ko,io)eitqb(ko,lo) /f ei%(éu{ko,to)k’2+¢u[kn,lg)(-‘2+¢'klk'{—') dk'dl’
R2

(3.43)
Si la fase estd dada en términos de un nicleo de Fourier, tenemos que

Pkk = —Wkk,
du = —wy,
Pkl = —Wgy.

Si el punto (ko,lp) es un minimo (y por lo tanto w tiene un maximo), la
forma cuadraitica de la expresién (3.43) (regresaremos a la notacién original

(k,1))
—l(k ) ( wik (Ko, lo)  wki (Ko, lo) ) ( k )
2277\ wri(koylo)  wu(ko,lo) !
la matriz hessiana tiene valores propios reales y positivos (dado que se trata
de un minimo) de forma tal que podemos escribir

( wik (Ko, lo)  wii(ko, lo) ) - ( viL val ) ( At 0 ) ( vi1 V12 )
wkit(ko,lo)  wu(ko,lo) V12 V22 0 A vor v )
con Aj,Ap > 0y vy = (v11,v12) el valor propio de norma unitaria asociado al

valor propio A, y va = (v, v22) el valor propio de norma unitaria asociado
al valor propio Ay. Podemos entonces para (3.43) hacer el cambio de variable

v\ _ AT _ [ V11 V12 k
(w)_Qk_(”m 022)(3)
Dado que la matriz de cambio de base Q7 es unitaria, podemos escribir
(3.43) como



125

f(@,y,t) = g(ko, lo)e!®lko-to) // e~ 1M +2w?) 4o g0
]Rz

Esta integral la podemos evaluar directamente para obtener

: 1 T 1 b
8 =~ alko. e tlkolo) Z [ = = [ 7
f(rwya ) Q( 0 0)8 2 1/\1%2 1)\2%

™ 1 ) .
= — k ,-{ el(kox+£0y—w{k0‘lu)g_5)'
2t /_/\1}\29( 0, o)

Que es la expresion asintética que estdbamos buscando para f(z,y, t) cuando
t es suficientemente grande.
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